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Resumo

O classico teorema de F. e M. Riesz provado em 1916 por Frederic e Marcel
Riesz estabelece que se uma fun¢do holomorfa f(z) definida no disco unitario A tem
um valor de fronteira fraco bf que é uma medida, entao esta medida é absolutamente
continua com respeito & medida de Lebesgue. Se usarmos o fato que a continuidade
absoluta de uma dada medida com respeito & medida de Lebesgue é uma proprie-
dade local e recuperarmos fun¢oes holomorfas como solu¢ées homogéneas da equacgao
Of = 0, é natural perguntar-se para quais tipos de sistemas suas soluctes homogé-
neas comportam-se similarmente, isto é, seus valores de fronteira, quando existem e
sao medidas, sao medidas absolutamente continuas com relagao & medida de Lebesgue.
Neste trabalho provamos que tal fen6meno ocorre para uma classe de solu¢oes homo-
géneas continuas de um sistema de campos vetoriais complexos, suaves e localmente
integraveis super-determinado de co-posto um.



Abstract

The classic F. and M. Riesz theorem proved in 1916 by Frederic and Marcel
Riesz states that if a holomorphic function f(z) defined on the unit disc A has a weak
boundary value bf that is a measure, then this measure is absolutely continuous with
respect to the Lebesgue measure. If we use the fact that absolute continuity of a
given measure with respect to Lebesgue measure is a local property and we regard
holomorphic functions as solutions of the homogeneous equation 0f = 0, it is natural
to question for which kind of overdetermined systems their homogeneous solutions
behave similarly, that is, their boundary values, when existing and being measures, are
measures absolutely continuous with respect to Lebesgue measure. In this work we
prove that this phenomenon holds for a class of continuous homogeneous solutions of
a overdetermined system of smooth, locally integrable complex vector fields of co-rank
one.



Introducao

Considere uma medida complexa p definida na fronteira T do disco unitario A.
Em 1916 Frederic e Marcel Riesz provaram o classico Teorema de F. e M. Riesz que
estabelece que se os coeficientes de Fourier de p se anulam para todos valores inteiros
negativos, isto €,

(1) (k) = /o 7reXp(—27m'k(9)du(9) =0, k=-1,-2,...,

entao p é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue df. A condicao (1)
é equivalente a existéncia de uma fungao holomorfa f(z) definida em A cujo valor fraco
de fronteira é y. Em outras palavras o teorema afirma que se uma fungao holomorfa f
em A tem um valor fraco de fronteira bf que ¢ uma medida, entao bf € L'(T).

O Teorema de F. e M. Riesz tem inspirado uma extensiva generalizacao princi-
palmente em duas dire¢des diferentes: (i) Algebras de funcoes analiticas generalizadas,
que tem como ponto de partida o fato que (1) significa que p é ortogonal a algebra das
fungbes continuas f em T que se estendem holomorficamente a F' em A com F(0) = 0;
(ii) grupos ordenados, esta linha enfatiza o papel da estrutura de grupo de T no re-
sultado classico. Para a generalizacao ao longo das algebras de funcdes mencionamos
o livro [BK] de Klaus Barbey e Heinz Konig. Uma descrigdo da segunda diregao de
generalizagoes pode ser encontrada em [K1] e [K2]. Assim, apesar da continuidade
absoluta de uma dada medida em relagao a medida de Lebesgue ser uma propriedade
local (i.e., se cada ponto possui uma vizinhanga onde o resultado é verdadeiro, entao
vale por toda parte) estas duas diregoes sao focadas em objetos globais. Uma notavel
exce¢dao ¢ o artigo de Brummelhuis [Br] de 1989, no qual o autor usa analise micro-
local para provar algumas generalizagoes do Teorema de F. e M. Riesz. Entre outras
coisas ele provou que uma medida numa hiper-superficie S do plano complexo C" a
qual é o valor de fronteira fraco de uma fungao holomorfa definida em um lado de S,
¢ absolutamente continua com relacao a medida de Lebesgue.

Pelo Teorema da Aplicacao de Riemann e pelo caracter local da conclusao, outra
maneira de estabelecer o Teorema de F. e M. Riesz é dizendo que se uma fungao holo-
morfa f(z) definida num dominio suave limitado D do plano complexo tem crescimento
temperado na fronteira e seu valor fraco de fronteira é uma medida entao essa medida
¢ absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue. Considerando-se fun-
¢oes holomorfas como solucdes da equacdo homogénea Of = 0, é natural perguntar
para quais campos vetoriais complexos L é possivel obter a mesma conclusao para
as solucoes da equacao Lf = 0, ou mais geralmente, para quais tipos de sistemas



super-determinados de campos vetoriais suas solugoes homogéneas comportam-se si-
milarmente, isto é, seus valores de fronteira, quando existem e sao medidas, sao medidas
absolutamente continuas com relacao & medida de Lebesgue. Nesta linha de raciocinio
Shiferaw Berhanu e Jorge Hounie provaram varias generalizacoes do Teorema de F. e
M. Riesz. Citaremos algumas.

No artigo [BH1], publicado em 2001, eles provaram que isso vale para as solugoes
f € C' com crescimento temperado perto da fronteira da equacao Lf = 0 sendo
L qualquer campo vetorial complexo, suave e localmente integravel no plano para
dominios suaves na parte nao-caracteristica da fronteira. Para funcoes holomorfas o
crescimento temperado perto da fronteira é equivalente a existéncia de um valor fraco
de fronteira.

No artigo [BH2], de 2002, eles relaxaram a condi¢do de crescimento tempe-
rado da solucao perto da fronteira e assumiram, ao invés disto, que as integrais de
|f(-,t)| sobre subconjuntos compactos tem crescimento temperado e mostraram que
isto implica a existéncia de um valor fraco de fronteira para qualquer campo vetorial
L (ndo necessariamente localmente integravel). Além de terem enfraquecido a condi-
¢ao de crescimento eles consideram f € C°, com isso eles obtiveram um resultado que
aprimora o de [BH1].

Em [BH3], de 2003, ainda na situagao de apenas uma equagao, eles estabelecem
a existéncia de um valor fraco de fronteira com uma hipotese ainda mais fraca. Esta
condicao ¢ expressa em termos de uma integral primeira de L. Mais precisamente eles
provam o seguinte teorema:

TEOREMA 1. Dado um campo vetorial suave localmente integrdvel L definido num
subconjunto aberto do plano. Em coordenadas (x,t) apropriadas podemos supor que L
possui uma integral primeira Z(x,t) = x + ip(x,t) definida numa vizinhanga do fecho
do reténgulo Q = (—A, A) x (=B, B). Assim, apds uma multiplica¢ao por um fator nao
nulo L pode ser escrito como

0 ipi(x,t) 0

Lzﬁ_ 1+ ip,(z, t) O

e p(z,t) estd definida e € suave para |x| < A, |t| < B. Seja f uma fun¢ao continua em
Qt = (—A,A) x (0,B). Suponha que

(i) Lf € LY(Q");
(i) existe N € N tal que

B A
[ [ ety = ot 00 (o e < o

Entao limy o+ f(x,t) = bf existe em D'(—A, A) e € uma distribui¢ao de ordem N + 1.

Em [BH4], publicado em 2005, é provado que se L e f sdo como no Teorema 1
com Lf =0e bf = p uma medida, entao pu é absolutamente continua com respeito a
medida de Lebesgue.



No trabalho [BH5], de 2005, Berhanu e Hounie resolveram a questao para o
caso de solugoes homogéneas de uma classe de sistemas super-determinados de equagoes
diferenciais parciais de primeira ordem que provém de estruturas formalmente integrais
analiticas-reais. O resultado 1a provado é o seguinte:

TEOREMA 2. Seja (M, V) uma estrutura involutiva analitica-real. Assuma que N é
uma subvariedade fortemente nao-caracteristica analitica-real de M e W é uma cunha
com aresta N'. Seja w € C(W) uma solugio de V tal que |u(p)| = O(dist(p, N)~N),
p €W, para algum inteiro positivo N e denote por f € D'(N) o valor de fronteira de
u. Se f € uma medida, entao ela € absolutamente continua com respeito 4 medida de
Lebesgue.

Neste trabalho provaremos que este fenémeno ocorre para algumas solucoes ho-
mogéneas de um sistema super-determinado de campos vetoriais complexos, suaves,
localmente integraveis de co-posto um. Tal resultado é estabelecido pelo Teorema
2.3.1. Conseguimos abranger sistemas que nao sao necessariamente provenientes de
estruturas formalmente integraveis analiticas-reais, porém precisamos da hipotese de
co-posto um.

Este trabalho esta organizado como segue: no Capitulo 1 apresentamos a teoria
basica para o nosso estudo e no Capitulo 2 os resultados que obtivemos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos os conceitos principais que estudaremos ao longo
deste trabalho. Recordaremos algumas no¢oes bem conhecidas com o propdsito prin-
cipal de estabelecer a base para a apresentacao e fixar as notagoes. Nao nos ateremos
a demonstracao dos resultados, uma boa referéncia para encontra-los é o livro [BCH].

1.1 Estruturas localmente integraveis

Os resultados desta se¢ao podem ser encontrados no Capitulo I de [BCH].

Campos vetoriais complexos

Seja 2 um espaco topolégico de Hausdorff, com uma base enumerével de conjun-
tos abertos. Uma estrutura diferencial sobre ) de dimensao N é uma colecao de pares
ordenados F = {(U, %)} onde U C Q ¢ um conjunto aberto nio vazio, x : U — RY &
um homeomorfismo sobre um conjunto aberto x(U) de RY e as seguintes propriedades
sao verificadas:

@ U v=%
(Ux)eF
(i) x(UNU wox ! X(UNU') é C* paracada par (U,x), (U',x')€F com
Unu’ # 0
(14i) F & maximal com respeito a (i) e (ii), isto &, se ) #V C Q & um aberto e
y:V — y(V) éum homeomorfismo sobre um conjunto aberto de RY tais
que, para qualquer (U,x) € F com UNV # () a composi¢ao
xUNV)Z5 y(UNV) 6 C®, entio (V,y) € F.
E facil ver que dada qualquer familia * = {(U, x)} como acima satisfazendo (i) e (ii)
existe uma tnica estrutura diferencial F sobre €2, de dimensao N, tal que F* C F.



DEFINICAO 1.1.1 Uma variedade diferenciavel (ou suave) de dimensdo N ¢é um es-
paco topologico de Hausdorff €2, com base enumerdvel, sobre o qual é dada uma estru-
tura diferencidvel de dimensao N.

Se na definicdo acima substituirmos C'*° por C* obtemos o conceito de uma
variedade analitica-real de dimensao N.

NOTACAO: Um elemento (U,x) € F serd chamado de carta local ou sistema local de
coordenadas. Se escrevermos x = (x1,...,xy) entao, p € U é escrito nas coordenadas
locais como (z1(p),...,xn(p))-

De agora em diante, a menos que se diga o contrério, fixaremos {2 como uma
variedade diferencial de dimensao N. Uma funcao f : ) — C é suave se, para cada
(U,x) € F, a composi¢ao fox ! é C>® em x(U). Denotaremos por C*(Q) o conjunto
de todas as fungoes suaves sobre (2. Observamos que C'™ é uma algebra sobre C, a qual
contém como uma R-subélgebra o conjunto C*° (€2, R) de todas fungdes suaves sobre €2
a valores reais.

DEFINICAO 1.1.2 Um campo vetorial complexo (suave), sobre Q, é uma aplicagcio
C-linear

L:C®(Q) — C%(Q)

que satisfaz a regra de Leibniz

L(fg) = fL(g) + gL(f),  [f,g€C™(Q).
Denotaremos por X(2) o conjunto de todos os campos vetoriais complexos sobre €.

PROPOSICAO 1.1.3 (Proposicio 1.3 do Capitulo I de [BCH]) Se L € X(2) e se f €
constante, entao Lf = 0. Além disso, temos que

supp Lf Csupp f, V fe€C®(Q).

Uma conseqiiéncia do resultado acima é a possibilidade de definir a restricao de
um elemento L € X(€2) a um subconjunto aberto W de 2. Mais precisamente existe
uma aplicacao C-linear

X(Q)>L— Ly € X(W)

a qual torna o diagrama
C=(Q) =~ C>(9)

| |

C(W) == C ()

comutativo (as setas verticais denotam a aplicagao restrigao). Usualmente escreveremos
L ao invés de Ly, desde que o significado esteja claro no contexto.



A estrutura algébrica de X(12)
Dados g € C™(2) e L € X(Q2) define-se gL € X por

(gL)(f) =g L(f), [feC™(Q).

esta multiplica¢do exterior d4 a X(£2) uma estrutura de C'*°(Q2)-mddulo.
Uma operagao (interna) muito importante em X(€2) é o colchete (ou comutador)
de Lie entre dois campos vetoriais. Dados L, M € X(Q) define-se

[M, LI(f) = LIM(f)) = M(L(f)), [ e€C™(Q). (1.1.1)

E facil ver que [L, M] € X(Q2). Esta operacdo colchete torna X(Q) uma dlgebra de Lie
sobre C.

Sejam (U, x) um sistema local de coordenadas em Qe L € X(U). Fixep € U e
escreva como antes

x(q) = (z1(q),---,2n(q)), q€U.

Em seguida tome V' C U um subconjunto aberto tal que x(V') é uma bola aberta
centrada em x(p) = a = (a1,...,ay). Dada f € C®(U) escreva f* = fox ' Se
(x1,...,2n) € x(V) segue da formula de Taylor que

N

(1, zn) = ff(ag,...,an) + Zhj(xl, o xn)(xy — aj),

J=1

onde h; € C®(x(V)) e hj(a) = (0f*/0x;)(a). Se, além disso, escolhermos g; = hjox €
C>°(V') obtemos

fla) = f(p) + Zgj(Q)(xj(Q) —;(p)), q€V, (1.1.2)

e conseqiientemente pela regra de Leibniz

L()(p) = Zgj(p)(Lij)(p)- (1.1.3)

DEFINICAO 1.1.4 Aplicacio C-linear C>*(U) — C*(U) dada por

define um elemento em X(U), o qual serd denotado por 8%]_.

Retornando ao argumento e notacao acima podemos escrever

of 9

05(9) = hy(xlp)) = - (x(0)) = 5 (D)




Inserindo isto em (1.1.3) obtemos

L) = S (Le)) () (a%) ().

J=0

Como p foi escolhido arbitrariamente em U obtemos a representacdao de L nas coorde-
nadas locais (xy,...,xN)

L= Z(ij)a%j. (1.1.4)

Em particular esta representagdo mostra que o C*°(U)-modulo X(U) é livre, com base
) B
{8_331’ ceey m .
Observe que se M € X(U) entao a representacao de [L, M] nas coordenadas
locais, (x1,...,zy), é dada por

(L, M] = Z{L(ij) - M(ij)}a%. (1.1.5)

Estruturas formalmente integraveis

Denote por B, o conjunto de todos pares ordenados (V, f), onde V' é uma vizi-
nhanca aberta de p e f € C*(V). Em B, introduza a seguinte relacdo de equivaléncia:
(Vi, f1) ~ (Va, f2) se existe uma vizinhanga aberta V de p, V. C V1 NV, tal que fi e fo
coincidem em V.

Um germe de uma fun¢iao C™ em p é um elemento no espago quociente C*°(p) =
B,/ ~ . Observe que C*(p) também é uma C-algebra. Dada f € C* definida numa
vizinhancga aberta de p, o germe em p definido por f serd denotado por f. Observe
a existéncia de um homomorfismo natural de C- algebra C>°(p) — C definido por

[ f)
DEFINICAO 1.1.5 Um vetor tangente complexo (& ) em p € uma aplica¢ao C-linear
v:0%(p) —C
satisfazendo
v(f g9) = fp)v(g) + 9()v(f), f.9€C ). (1.1.6)

O conjunto de todos vetores tangentes complexos em p, denotado por CT,(2, tem
uma estrutura de um espaco C-vetorial e é chamado espaco tangente complexro a {2 em
.

Se L € X(Q2) entao L, : C*(p) — C definido por

Ly(f) = L(f)(p), f€C>@),



pertence a CT,(Q2). Reciprocamente, suponha que para cada p € 2 seja dado um
elemento v, € CT,( tal que

p—=vp(f) € CF(Q), Vfe Q).

Entao existe L € X(Q2) tal que L, = v, para todo p € (.
Suponha agora que p € U e que (U,x) é um sistema local de coordenadas. Se
v € CT,Q entao, de acordo com (1.1.3),

(=20 = v (57) © £eC70)

J=1

Em particular, concluimos que {(3> )p j=1,...,N} é uma base de CT,.
O fibrado tangente complexo de Qeé deﬁnldo como a uniao disjunta

cra = | JcT.

pEQ

Também precisaremos da nocao de um subfibrado vetorial complexo de CTS) de posto
n. Para isto nos referimos a uma uniao disjunta

V=|JV,ccra

pEQ

satisfazendo as seguintes condicoes:

(a) paracada p € Q, V, é um subespaco vetorial de CT,(2 de dimensao n.
(b) dado py € Q existem um conjunto aberto Uy contendo py e campos vetoriais
Ly,....L, € X(2) tais que Ly, ..., Ly, geram V, para todo p € Uj.
O espaco vetorial V, é chamado a fibra de V em p.
Dado um subfibrado vetorial complexo V de CTC2 e um subconjunto aberto W

de Q, uma se¢ao de V sobre W & um elemento L € X(W) tal que L, € V, para todo
p € W. Agora estamos em condigoes de introduzir o foco desta subsegao:

DEFINICAO 1.1.6 Uma estrutura formalmente integravel (ou involutiva) sobre Q €
um subfibrado V de CTQ satisfazendo a condigdo involutiva ( ou de Frobenius):

o SeW CQ éabertoe L, M e X(W) sao se¢oes de V sobre W entdao [L, M]

também € uma secao de V sobre W.

Seja V uma estrutura formalmente integravel sobre (2 e fixe p € (2. Existem
um sistema local de coordenadas (U,x) com p € U e campos vetoriais Li,..., L, €
X(U) tais que {Lig, ..., Ly} ¢ uma base de V, para todo ¢ € U. Se escrevermos

x=(x1,...,xy) €
N
=1,...
Z axk j Y 777’
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entdo a matriz (a;;) tem posto igual a n em todo ponto. Além disso, existem cf, €
C>*(U), j,k,v=1,...,n, tais que

n

L. L) =Y 4Ly, jk=1,...,n

v=1

Formas diferenciais

Denotaremos por 9(£2) o dual do C*°(Q2)-modulo X(£2) e nos referiremos aos
seus elementos como formas diferenciais sobre Q de grauw 1 (ou I-formas). Em outras
palavras, uma 1-forma sobre € é uma aplicagdo C*°(2)-linear

w:X(Q) — C(Q).

Sejam w € N(Q) e L € X(2) e suponha que L se anula em um subconjunto
aberto V' C Q. Entao w(L) também se anula em V. Na verdade, temos um resultado
mais preciso:

LEMA 1.1.7 (Lema 4.1 do Capitulo I de [BCH]) Sejam w € MN(Q) e L € X(Q).
Suponha que L, = 0 para algum p € Q. Entdo w(L)(p) = 0.

Se definirmos
CT,; () = dual de CT,0

entdo, para cada w € (1) podemos associar um elemento w, € CT;Q) pela formula
wp(v) = W(L)(p)7

sendo L € X(§2) de modo que L, = v.
Como no caso para campos vetoriais temos a reciproca: se para todo p € ) é
dado um elemento w, € CT;() tal que

p—ny(Ly,) € C*(Q), VL e X(Q),
entdo existe w € MN(Q) de modo que w, = n,, para todo p € €.

PROPOSICAO 1.1.8 (Proposi¢io 4.2 do Capitulo I de [BCH]) CT;Q = {w, : w €

DEFINICAO 1.1.9 Dada f € C*(Q) definimos df € N(Q) pela formula:
df(L) = L(f), LexQ). (1.1.7)

Seja (U, x) um sistema local de coordenadas com p € U. A férmula (1.1.4) nos
permite definir dz; € M(U), j =1,..., N pela formula

0 ,
d%((‘?—m): na j,]{le,...,N.
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Portanto, para w € M(U) temos

N )
o= (ar).
7j=1

onde w(0/0z;) € C*(U). Assim, obtemos a representagao usual nas coordenadas locais

N

N
_ 9 o Of
Jj=1 7=1

Introduzimos agora o fibrado cotangente complero de §2 com sendo a uniao dis-
junta
cra = JcTpa.
pEQ
Como anteriormente também podemos introduzir a nocao de subfibrado vetorial com-
plexo de CT*Q2 de posto m como sendo a uniao disjunta

W =W,
peEN
onde cada W, ¢ um subespago vetorial de CT;;() de dimensao m, satisfazendo a seguinte
propriedade:
e dado py € () existem um conjunto aberto Uy contendo p, e 1-formas

Wiy - Wi € N(Up) tais que wip, . .., wm, geram W, para todo p € U.
Como antes nos referiremos ao espago W, como a fibra de ¥V no ponto p.

PROPOSICAO 1.1.10 (Proposicao 4.4 do Capitulo I de [BCH]) Seja V = UpeqV, um
subfibrado vetorial complexo de CTS) e escolha, para cada p € €2,

Vy ={AeCT;Q: A=0em V,}.
Entdo V*+ = Upegﬂ/pL ¢ um subfibrado vetorial complexo de CT™).

Observacio: E claro que o argumento acima pode ser invertido. Se V* é um subfibrado
vetorial de CT™() entao, segue que )V é um subfibrado vetorial de CT2.

Quando V é uma estrutura formalmente integravel sobre 2 de dimensao N de-
notaremos o subfibrado V* por 7. Também denotaremos por n o posto de V e por m
o posto de T”. Em particular, n +m = N.

Também usaremos a notacao padrao:

T, ={ve CI,Q: v éreal};
1,02 ={§ € CT;Q: £ éreal};

TQ = | 1,0
peEN
=10

peEN
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Dado L € X(Q) seu conjugado(-complezo) é o campo vetorial L € X(Q) definido
por: o
L(f)=(f), [feC>(Q).
Em particular, dizemos que L é um campo vetorial real se L = L. Do mesmo modo
podemos definir o conjugado(-complexo) de um elemento de CT,(2. Dado um subespago

V, C CT, definimos B
V, ={v:veCIl,Q}.

E claro da definicdo que, se V é um subfibrado vetorial complexo de CT2 entio o mesmo
é verdade para V = Upegvp. Nos iremos referir a V como o conjugado(-complexo) do
subfibrado V. Definicoes e resultados andlogos podem ser introduzidos e obtidos para
CT7 e suas fibras CT Q). Também ¢ importante mencionar a igualdade

a qual é valida para todo subfibrado vetorial complexo V de CTS).

Estruturas analiticas

Seja 2 uma variedade analitica-real. Dado U C {2 um conjunto aberto, denota-
remos por A(U) o espacgo das fungdes analiticas reais em U. Um elemento L € X(€2) é
dito ser um campo vetorial analitico-real em €2 se, e somente se,

LAU) Cc A(U), YU CQ aberto.

Se L & dado em coordenadas locais como em (1.1.4) entdao L é analitico-real se, e
somente se, seus coeficientes Lx;, j = 1,..., N, sao func¢oes analiticas-reais.
Analogamente diremos que w € MN(Q) é uma I-forma analitica-real em ) se,
w(L) € A(U) para todo U C Q aberto e para todo campo vetorial analitico-real L.
A partir destas definicbes podemos introduzir as nocoes de subfibrado vetorial
analitico complexo de CTC2 e de CT*(). Em particular, podemos nos referir a no¢ao de
uma estrutura formalmente integravel analitica sobre 2.

O conjunto caracteristico

Seja ¥V C CT) uma estrutura formalmente integravel sobre 2. O conjunto ca-
racteristico de V é o subconjunto de T*(2 definido por

T° =T NT*. (1.1.8)

Também escreveremos ng = T;NT;2. Lembrando que o sémbolo de um campo vetorial
L € X(Q) ¢é a fungao

o(L): T"Q — C, o(L){=¢&(Ly) se €T

entdo, vemos que £ € T]? se, e somente se, o(L)(§) = 0 para toda se¢ao L de V.
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Seja (U, x), x = (21, ...,xy) um sistema local de coordenadas em 2. Tome p € U
e § € T;Q). Escrevendo § = Zjvzl Edr, (§€R) e L= Zévzl a;(0/0z;) entao

N

o(L)(€) =) a&;.

j=1

Assim, se Lj = SN | a;4(8/0x;,) sdo n secdes linearmente independentes de V sobre U
podemos descrever T° N T*U pelo sistema de equacoes

N
Zag’k(ﬁ)&:@, pel &eR, j=1,...,N.
k=1

Algumas estruturas especiais

Seja ¥V uma estrutura formalmente integravel sobre 2. Diremos que V' define

uma estrutura eliptica se T,) = {0}, Vp € Q;

uma estrutura compleza se V, ®V, = CT,8, Vp € §;

uma estrutura Cauchy-Riemann (CR)if V,NV, =0, Vp € Q;

uma estrutura essencialmente real se V, = Vp, Vp € Q.

Estruturas localmente integraveis

Um subfibrado vetorial complexo V de CT€2, de posto n, define uma estrutura
localmente integrdvel se, dado um ponto arbitrario py € €2, existem uma vizinhanca
aberta Uy de pg e fungoes Z,..., Z,, € C®(Uy), com m = N — n, tais que

[dZ1p, ..., d 2] = Vi

P

Vp € U. (1.1.9)

Se observarmos que a diferencial de uma funcdo suave g ¢ uma seciao de V' se, e
somente se, Lg = 0 para toda secao L de V, vemos facilmente que toda estrutura local-
mente integrével satisfaz a condicao de Frobenius. Portanto, toda estrutura localmente
integravel define uma estrutura formalmente integrdvel.

Temos:

o A estrutura formalmente integravel V € localmente integrdvel se, e somente se,
dados py € Q) e campos vetoriais Ly, ..., L, 0s quais geram V numa vizinhanca
aberta Uy de po, existem uma vizinhanca aberta Vo C Uy de po e fungoes suaves
iyeooy Loy € C®(Vh) tais que:

dZyN---NdZ, #0  em V;
LiZ,=0, j=1,....n, k=1,...,m.
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Assim, verificar a integrabilidade local é equivalente a procurar por um niimero ma-
ximo de soluges nao-triviais para o sistema homogéneo (em geral super-determinado)
definido por conjunto fixo de secoes independentes de V.

TEOREMA 1.1.11 (Teorema 9.1 do Capitulo I de [BCH]) Toda estrutura essencial-
mente real € localmente integravel.

TEOREMA 1.1.12 (Teorema 9.2 do Capitulo I de [BCH]) Toda estrutura formal-
mente integrdvel analitica € localmente integrdvel.

Geradores locais

Os resultados deste paragrafo garantem a existéncia de coordenadas locais e gera-
dores locais muito tteis do subfibrado 7" quando a estrutura V' é localmente integravel.

TEOREMA 1.1.13 (Teorema 10.1 do Capitulo I de [BCH]) Seja V uma estrutura
localmente integrdvel definida em uma variedade €. Sejam p € Q e d a dimensdo real
de ng‘ Entao, existem um sistema de coordenadas que se anulam em p

{xlw"axwyl?"'7y1/a817'"asdatla"'atn/}

sendov =m—d en =n—v, e fungoes suaves a valores reais ¢1,...,Pq definidas
numa vizinhanca da origem e satisfazendo

o(0) =0, dor(0)=0, k=1,...,d,
tais que as diferenciais das funcgoes

Zi(v,y) =z =x;+iy;, j=1,...,v; (1.1.10)

Wi(z,y,s,t) = sp +igp(z,s,t), k=1,...,d (1.1.11)
geram T' numa vizinhanca da origem. Em particular, temos
T, = [dsilo, - -, dsalo]-

COROLARIO 1.1.14 (Coroldrio 10.2 do Capitulo I de [BCH]) Sob as mesmas hipdte-
ses do Teorema 1.1.13, com d = m, existem um sistema de coordenadas que se anulam
em p

{fEl,. .. ,.Z'm,tl, e 7tn}
e funcoes suaves a valores reais @1, ..., ¢, definidas numa vizinhanca da origem e

satisfazendo
¢r(0,0) =0, d,¢r(0,0)=0, k=1,...,m,

tais que as diferenciais das funcgoes
Zi(z,t) = xp +igp(z,t), k=1,...,m

geram T' numa vizinhancga da origem.
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Se escrevermos Z(x,t) = (Z1(x,t), ..., Zn(2z,t)) entdo Z,(0,0) é igual a matriz
identidade m x m. Portanto podemos introduzir numa vizinhanca da origem em RY
0s campos vetoriais

“ 9
Mkzz,ukl(x,t)a—xl, k=1,....m (1.1.12)

caracterizados pelas relacoes

MkZl = 5kl-

Conseqiientemente os campos vetoriais

0 " Doy,
Li=——1 e, )My, j=1,...,n 1.1.13
=g g DM (11.13)

k=1
sao linearmente independentes e satisfazem L;Z;, =0 para j=1,...,n, k=1,...,m.
Assim
e [y,...,L, geram YV numa vizinhanca da origem;

o Ly,...,Ly, My,..., M, satistazem [L;, M;] =0, [L;, L;] =0,
[My, M, =0, para j,l=1,....n, k,s=1,...,m, e geram CTRY
numa vizinhanca da origem em RY.

(Para maiores detalhes deste fato veja a Se¢ao 10 do Capitulo I de [BCH].)

PROPOSICAO 1.1.15 Uma vez encontradas as fungoes Zu, . .., Zy do coroldrio 1.1.14
€ possivel construir Zy, . . ., Zom de modo que as suas dzferenczazs ainda geram T" numa
vizinhanga da origem e Zy(x,t) = x + Z¢k($ t), 1 <k <m, sendo b1, .. ¢m suaves

a valores reais tais que

$1(0,0) =0, D,¢r(0,0) =0, D2¢x(0,0)=0,..., DL$.(0,0)=0
para algum l e N, k=1,...,m
DEMONSTRACAO: A idéia da demonstracao desta proposicao pode ser encontrada na
demonstracdo da Proposigao 1X.2.2 em [T1]. Apresentaremos a prova de uma situac¢ao
mais simples (que de fato é o caso que utilizaremos posteriormente). Suponha m = 1,

isto é, temos apenas uma integral primeira Z(z,t) = = + i¢(z,t), x € R, t € R", tal
que ¢(0,0) = ¢.(0,0) = 0. Considere

Z(x,t) = Z(x,t) —idZ(z,t)%, X € R
Entdo, L;Z = 0, para todo j = 1,...,n e d(Z)(0,0) = 1 — i\ # 0. Escolhendo

A= ¢m(00 , obtemos que Z(0,0) = 0, Z (O 0) =1 e Z,(0,0) = 0. Apés uma escolha
adequada de coordenadas (7,t) é possivel escrever

Z(&,1) = & +i¢(,1),
com ¢ real, suave e satisfazendo:
$(0,0) = 0, d.¢(0,0) = 0 e d,,5(0,0) = 0.
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1.2 A Foérmula de Aproximacao de Baouendi-Treves

Nesta secao apresentaremos o que provavelmente é o resultado mais importante
na teoria de estruturas localmente integraveis. Ele estabelece que numa vizinhanca
pequena de um dado ponto do dominio de uma estrutura localmente integravel L,
qualquer solucao da equacao Lu = 0 pode ser aproximada por polinémios num conjunto
de um numero finito de solugoes homogéneas, tao logo estas solugoes nesse conjunto
sejam escolhidas com diferenciais linearmente independentes e o numero delas seja igual
ao co-posto de L. Tal conjunto é chamado um conjunto completo de integrais primeiras
da estrutura localmente integrdvel L.

O Teorema de aproximacao

Como a férmula de aproximacao é de uma natureza local sera suficiente restringir
nossa atencao a uma estrutura localmente integravel £ definida em um subconjunto
aberto Q de RY sobre o qual £+ ¢ gerado pelas diferenciais dZ, . . ., dZ,, de m funcoes
suaves Z; € C*(Q), j = 1,...,m, em todo ponto de €. Assim, se n é o posto de L,
relembramos que N = n + m.

Dada uma distribuigao u € D’'(Q2) dizemos que u ¢ uma solu¢do homogénea de L
e escrevemos Lu = 0 se,

Lu=0 em U

para toda secao local L de £ definida em um subconjunto aberto U C ). Exemplos
simples de solucoes homogéneas de £ sao as fungoes constantes e também as fungoes
Ziyeo s Zim, jA que LZ; = (dZ;, L) = 0, pois dZ; € L+, j = 1,...,m. Pela regra
de Leibniz, qualquer produto de solucoes homogéneas suaves ainda é uma solugao
homogénea. Assim, um polindémio com coeficientes constantes nas m funcoes Zj, isto
é, uma funcao da forma

P(Z)=) caZ% a=(a1,....0n) EL", cq€C, (1.2.1)
la|<d
também é uma solu¢ao homogénea.

O teorema de aproximacao estabelece que qualquer solucao em distribuicoes u
de Lu =0 é o limite fraco de solugoes polinomiais com em (1.2.1).

TEOREMA 1.2.1 (Teorema 1.1 do Capitulo II de |[BCH]) Seja L uma estrutura
localmente integrdavel em Q e assuma que dZy, . ..,dZ,, geram L em todo ponto de .
Entao, para qualquer p € Q, existem dois conjuntos abertos U e W, comp e U C U C
W C Q, tais que

(i) toda u e D'(W) que satisfaz Lu =0 em W € o limite em D'(U)

de uma seqiéncia de solugdes polinomiais P;j(Zy, ..., Zy):
uw=lim P;oZ emD'(U);
j—00

(i) seu € C*(W) a convergéncia vale na topologia de C*(U),
k=0,1,2,...,00.
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1.3 Unicidade de solucoes da equacao Lu = 0, sendo
L uma estrutura localmente integravel

Dadas uma estrutura localmente integravel £ numa variedade 2 e uma solugao
u de Lu = 0 uma questao natural que surge é: que condic¢oes adicionais a solucao u
deve satisfazer para se possa concluir que u é identicamente nula? Este problema trata
da unicidade da solugao de Lu = 0.

Nesta secao serao apresentados alguns resultados que abordam esta questao.
Para maiores detalhes veja a Subse¢ao 4.2 do Capitulo 2 de [BCH].

DEFINICAO 1.3.1 Seja X C Q2 uma subvariedade merqulhada. Diz-se que ¥ é maxi-
mamente real com respeito a L se

(i) a dimensao de ¥ ¢ igual a m;
(i) para todo p € X2, qualquer se¢ao nao nula L de L definida numa vizinhanca de p

€ transversal a > em p.

Para um campo vetorial complexo L = X +14Y com parte real X e parte imaginaria Y,
L transversal a X significa que ao menos um dos dois vetores X e Y é transversal a X..

TEOREMA 1.3.2 (Teorema 4.6 do Capitulo 2 de [BCH]) Seja £ uma estrutura lo-
calmente integrdvel na variedade 2 e seja ¥ C ) uma subvariedade mergulhada maxi-
mamente real com respeito a L. Se u € D'(Q) satisfaz

(i) Lu=0 em Q;

(i) u|x = 0;
entao u € identicamente nula numa vizinhanca V' de X.

COROLARIO 1.3.3 (Coroldrio 4.7 do Capitulo 2 de [BCH]) Seja £ uma estrutura
localmente integrdavel numa variedade Q e seja u € D'(Q) satisfazendo Lu = 0 em Q.
Seja L uma se¢ao local de L e considere X = Rel. Assuma que v € uma curva integral
de X unindo os pontos p e q € Q0. Entao, p € supp(u) — q € supp(u).

Seja © uma variedade e considere a cole¢gio D = {X} de campos vetoriais X
reais, suaves e localmente definidos. Na proxima secdo, (Secao 1.4), a noc¢do de orbita
de D é definida.

Suponha agora que £ é uma estrutura localmente integravel e considere a colegao
D, = {ReL} de todos campos vetoriais que sao partes reais de se¢oes locais de L. Neste
caso as oOrbitas de D, sao simplesmente chamadas de o6rbitas de £. Na linguagem de
orbitas o Corolario 1.3.3 diz que se uma oOrbita de L intercepta o suporte K de uma
solucao u da equacao Lu = 0 entdo ela deve estar inteiramente contida em K. Isto é
equivalente a dizer que K é uma uniao de 6rbitas de L.

DEFINICAO 1.3.4 Seja V uma estrutura localmente integrdvel na variedade Q. Dize-
mos que V tem a propriedade da Unicidade no Problema de Cauchy para hipersuperfi-
cies nao-caracteristicas se, vale o sequinte: para toda hipersuperficie 3, para todo ponto
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p € X tal que X € nao-caracteristica em p e para toda solugdo u de Vu = 0 definida
numa vizinhanca U de p,

ulpny = 0 = u se anula numa vizinhanga de p.

COROLARIO 1.3.5 (Coroldrio 4.9 do Capitulo 2 de [BCH]) A propriedade da Uni-
cidade no Problema de Cauchy para hipersuperficies nao-caracteristicas vale para toda
estrutura localmente integrdvel.

1.4 Orbitas de Sussmann

Seja M uma variedade paracompacta suave. Seja D um conjunto de campos
vetoriais reais e suaves, localmente definidos. Isto é, cada X em D estd definido em
algum subconjunto aberto de M e é suave neste conjunto. Assuma que a unido dos
dominios dos elementos de D ¢ igual a M. Definimos uma relagao de equivaléncia em
M como segue: dois pontos p e g estao relacionados se, existe uma curva~y : [0,7] — M
tal que

(1) 7(0)=p, ¥(T) =g

(2) existem tp=0<t; <---<t, =T e campos vetoriais X; € D(i =1,...,n)
tais que para cada i a restricao vy : [t;_1,t;] — Mé uma curva integral de X;
ou X_i.

As classes de equivaléncia desta relacao serao chamadas de drbitas de D. Em
[Su] Sussmann mostrou que estas érbitas podem ser equipadas com uma topologia e
uma estrutura diferencial natural as quais as tornam subvariedades imersas de M. Nao
descreveremos aqui nem a topologia nem a estrutura diferencial citadas acima. Como
referéncia citamos o Capitulo 3 de [BCH], [Su] e [BER].

1.5 A transformada de Fourier-Bros-lagolnitzer (FBI)

Certas subvariedades de estruturas hipo-analiticas

Neste paragrafo apresentaremos algumas subvariedades de estruturas hipo-analiticas
que aparecerao quando falarmos de distribui¢oes microlocalmente hipo-analitica. Pri-
meiro recordaremos o conceito de uma estrutura linear complexa num espaco vetorial
real e o aplicaremos ao fibrado tangente real de subvariedades reais em C¥.

Seja 2 uma variedade suave de dimensao N. Um subconjunto M de 2 é chamado
uma subvariedade mergulhada (ou apenas subvariedade para simplificar) de ) se existir
re€{0,1,..., N} para o qual vale

e Dado py € M arbitrario existe uma carta local (Up,x), com py € Uy e x =
(x1,...,2,), tal que

Uy M= {q c U xr+1(Q> - x?"—i—l(pO)? S 7‘TN(q) - ZL’N(po)}-
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Quando pg varia sobre M os pares (U, xg), onde

Xo = ($1|U()ﬂ./\/la o 7xT|UoﬂM) )

formam uma familia F* que satisfaz as propriedades de ser estrutura diferencial. Por-
tanto, M é uma variedade suave de dimensao r. Iremos nos referir ao nimero N — r
como a codimensao de M (em ).

DEFINICAO 1.5.1 Seja M uma subvariedade de C* de codimensao d. Diremos que M
é genérica se dado py € M existem uma vizinhanca aberta Uy de pg em C¥ e funcoes a
valores reais py,...,pa € C(Uy) (p = (p1,...,pa) € uma funcdo definicao local) tais
que

MQUOI{ZGUQZpk(Z) :O,kzl,...,d},

e Op1,...,0pq sGo linearmente independentes em cada ponto de M N U.

Seja V um espaco vetorial sobre R e suponha que J : V — V é uma aplicacao
linear tal que J> = —Id (onde Id é a identidade). J ¢ um isomorfismo e dimV é par,
pois (detJ)? = det(—Id) = (—1)4mY. A aplicagao J é chamada uma estrutura compleza
em V.

Escreva as coordenadas complexas de CV como 2z, ..., 2y onde z; = x; + iy;.
Identificaremos CV com RV pela aplicacao

(21, 28) — (T1, Y1, -, TN, YN)-

Multiplicando por i em CV induzimos uma aplicacdo J : R?Y — RV dada por

J<x17y17"'axNayN) == (_ylaxb"'?_yl\fvx]\f)'

Note que J? = —Id e assim J é uma estrutura complexa em R*V, chamada a estrutura
complexa padrao em R?V.

Com esta notagdo, para p € CV, uma base do espago tangente real T,C" ¢ dada
por

0
ox1

0 o

_} _o 0
p’ Oy1lp’ """ Ozy

p’ 8y_N}p'

Esta base pode ser utilizada para identificar T,C" com R*" pela escolha da base usual
61:(1,0,...,0),...,62]\]:(O,...,O,l) deRQN.

Isto leva a uma estrutura complexa J : T,CY — T,C" dada por

J(%‘p) - 3%;“17 ¢ J(aiyj p) - _%Lf

Esta tltima estrutura complexa é independente da escolha das coordenadas holomorfas
(21,...,2n). Para detalhes deste fato veja a Se¢ao 1 do Capitulo V de [BCH].

Note que J se estende a uma aplicagao C-linear de CT,C" sobre si mesmo e a
extensdo ainda satisfaz J? = —Id. Denotaremos esta extensiao também por J. O fato
que J? = —Id implica que J : CT,,CY — CT,C" tem apenas dois autovalores: i e —i.
Defina T, = o autoespago associado com i, e T)'! = o autoespago associado com —i.
Obtemos fibrados vetoriais correspondentes 719 e 7%, Observe que T? é gerado por

0 9 0,1 & 0 0
Do B e T é gerado por 5o e
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DEFINICAO 1.5.2 Seja M uma subvariedade de CV, para p € M, defina
Vo(M) =CT,MnN Tg’lCN.

DEFINICAO 1.5.3 Seja M uma subvariedade de CV e p € M. O espaco tangente
complexo de M em p, denotado por T;M, é definido por

TeM = T,M N J(T,M).

Logo, TyM = {v € Ty,M : J(v) € T,M}. Observe que J : T\ M — TS M e assim
T’ estad equipado com uma estrutura de espago vetorial complexa. Também ¢é evidente
que J : CTyM — CTIM.

Os espagos TyM e V,(M) estao relacionados. Para ver isto, temos o seguinte
resultado, onde ReV,(M) denota a parte real das se¢oes de V,(M) :

PROPOSICAO 1.5.4 (Proposi¢io 1.6 do Capitulo V de [BCH]) Para p € M,
(a) ReVy(M) = T M,;

(b) CIZM = V(M) @ Vy(M);

(c) Vo(M) ={z+iJ(x): x € TSM}.

Outra referéncia para este resultado ¢ a Proposi¢ao 1.2.8 de [BER].
Segue de (a) e (b) que

dimT; M = 2dimcV,(M). (1.5.1)

DEFINICAO 1.5.5 Uma subvariedade M de CN é chamada CR (Cauchy-Riemann)
se dimcV,(M) € constante para p € M. Para uma subvariedade CR, dimcV,(M) serd
chamada a dimensao CR de M.

DEFINICAO 1.5.6 Uma subvariedade CR de CN é chamada totalmente real se sua
dimensao CR for zero.

LEMA 1.5.7 (Lema 1.11 do Capitulo V de [BCH]) Suponha que M é uma subvarie-
dade de CV de codimensdo real d. Entao,

2N —2d < dimTiM < 2N — d.

Se M C CV tem codimensao d, como 2dim¢V,(M) = dimT{M, o Lema 1.5.7
da que o valor minimo possivel de dimcV,(M) é N — d. Este valor minimo é precisa-
mente atingido quando as formas {9pi(p),...,0pa(p)} sdo linearmente independentes.
As subvariedades CR para as quais dimcV,(M) tem tal valor minimo sdo as tais ge-
néricas definidas no inicio desta secio. E conveniente apresentar aqui uma definicio
equivalente.

DEFINICAO 1.5.8 Uma subvariedade CR, M, de CV de codimensio d ¢ chamada
genérica se, para p € M, dimcV,(M) =N —d.
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PROPOSICAO 1.5.9 (Proposi¢io 1.3.6 em [BER]) Seja M uma subvariedade gené-
rica de codimensio d em CV perto de py, e sejan = N —d = dimensio CR de M.
Entao existem coordenadas holomorfas (z,w) perto de py, que se anulam em py, com
2 €C" w—s+it € C4 e uma funcgio suave a valores reais ¢(z,%,s) definida perto de
0 em R com wvalores em R, ¢(0) = 0, dp(0) = 0, tais que perto de py, M é dada
por

Im w = ¢(z,Z, Re w). (1.5.2)

Descreveremos agora certas subvariedade em estruturas hipo-analiticas que de-
senvolvem um papel importante na anélise de solucoes.

DEFINICAO 1.5.10 Seja 2 uma variedade suave de dimensao N. Uma estrutura hipo-
analitica em Q € uma cole¢ao de pares A(U,, Z;), sendo U; um subconjunto aberto de
e Zy=(Z},...,Z") : Uy — C™ uma aplicagio suave onde 1 < m < N € independente
de l, tais que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(H), {U,} é uma cobertura aberta de §2;
(H)y dZ},...,dZ™ sio C-linearmente independentes em cada ponto de Uy;

(H)s sel #1U' esep e UNUy existe um biholomorfismo Fl/,p de uma vizinhanga aberta
de Zy(p) em C™ sobre uma de Zy(p) tal que Zy = Fy, o Z; numa vizinhanga de
pem U NUy.

Assim, se () estd equipado com uma estrutura hipo-analitica como a definida acima,
nos referiremos a 2 como uma variedade hipo-analitica.

Um exemplo de variedade hipo-analitica é uma subvariedade CR genérica M de
cm.

DEFINICAO 1.5.11 Sejam Q uma variedade hipo-analitica, py um ponto arbitrdrio de
Q e f uma funcao complexa definida alguma vizinhanca de pg. Dizemos que f € hipo-
analitica no ponto py se para algum (ou, equivalentemente, para todo) indice | tal que
po € Uy, existe uma funcio holomorfa f, definida numa vizinhanca aberta de Zi(po) em
C™ tal que f = f, o Z; numa vizinhanca de py.

No caso de uma subvariedade CR genérica M de C™, as fungoes hipo-analiticas sao as
restricoes a M das funcoes holomorfas definidas numa vizinhanca de M. Para maiores
detalhes sobre estruturas hipo-analiticas e exemplos veja [BCT] e [T1].

Seja (M, V) uma estrutura hipo-analitica, isto é, M é uma variedade suave de
dimensao N e V é uma estrutura hipo-analitica em M com dimensao de fibra n cujo
fibrado ortogonal 7" em CT*M é localmente gerado pelas diferenciais de m = N —n
fungdes suaves (m é o mesmo da Defini¢ao 1.5.10). Lembre que T° = UpEMTg? denota
o conjunto caracteristico da estrutura (M, V).

DEFINICAO 1.5.12 Uma subvariedade Y de M ¢ chamada nao-caracteristica se

T, M=T,Y+ Re(V,) Vpel.
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DEFINIGAO 1.5.13 Uma subvariedade N de M ¢é chamada fortemente nao-caracteristica
se

CI,M=CI,N+V, VpeN.
DEFINICAO 1.5.14 Uma subvariedade X de M é chamada maximamente real se
CIM=CLL,xX®V, Vpeclk.

Note que, uma subvariedade maximamente real é fortemente nao-caracteristica.
Se NV é fortemente nao-caracteristica, entao dim/N > m, enquanto se X’ é maximamente
real, dimAX = m. Uma subvariedade fortemente nao-caracteristica ¢ uma subvariedade
nao-caracteristica.

As proposicoes que seguem aparecem em muitos textos como as defini¢oes das
subvariedade que definimos acima.

PROPOSICAO 1.5.15 Uma subvariedade ) de M é nao-caracteristica em p se, e so-
mente se, a aplicagdo natural T* M|y — T*Y aplica T£ injetivamente em 17 .

PROPOSICAO 1.5.16 Uma subvariedade N de M ¢é fortemente ndo-caracteristica se,
e somente se, a aplicagio natural CT* M|y — CT*N aplica T'| - injetivamente em

CT*N.

PROPOSICAO 1.5.17 Uma subvariedade X de M ¢é mazimamente real se, e somente
se, a aplica¢io natural CT* M|y — CT*X induz uma bije¢ao de T'|x sobre CT*X.

Suavidade microlocal

Introduziremos agora o conceito do conjunto frente de onda C* o qual é um modo
refinado de descrever as singularidades de distribuicdes. Sabe-se que uma distribuicao
u de suporte compacto & C* se, e somente se, sua transformada de Fourier (&) decai
rapidamente como || — co. Mais precisamente

TEOREMA 1.5.18 (Paley-Wiener) Uma distribui¢io u com suporte compacto na bola
{r e R™: |z| < R} é C™ se, e somente se, u(§) € inteira em C™ e para cada inteiro
positivo k existe uma constante Cy tal que

RITmC|

(1 4[]
DEFINIGAO 1.5.19 Sejam u € D'(Q), Q C R™ aberto, zyp € Q e & € R™\ {0}.
Dizemos que u é microlocalmente suave em (z9,&°) se, existem ¢ € C®(Q), ¢ = 1

perto de xg e uma vizinhanca conica T C R™ \ {0} contendo &Y tais que para todo
k=1,2,...,

a(Q)] < Cr Ve e C™.

_ C,
lpu(§)] < w; el

DEFINICAO 1.5.20 O conjunto frente de onda C*° de uma distribuicao u, denotado
por WF(u), é definido por

WF(u) ={(z,€) : u nao é microlocalmente suave em (x,&)}.

Note que uma distribuigdo u ¢ C™ se, e somente se, WF(u) = ().
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Analiticidade microlocal e a transformada de FBI

O Teorema de Paley-Wiener caracteriza a suavidade de uma distribuicao v em
termos do decaimento rapido de sua transformada de Fourier u(¢). Esta caracterizacao
¢ muito util no estudo da regularidade local e microlocal de solugoes de equagoes
diferenciais parciais com coeficientes constantes. Também existe uma caracterizacao
de analiticidade em termos da transformada de Fourier [H3|. Entretanto, esta tultima ¢é
baseada em estimativas usando uma seqiiéncia de fungoes corte tornando seu uso mais
dificil em aplicacoes. A transformada de FBI é uma transformada de Fourier nao-linear
a qual caracteriza analiticidade (veja Teorema 1.5.24).

DEFINICAO 1.5.21 Seja u € E'(R™). A transformada de FBI de u ¢ definida por

Fufa,) = [ ety (15.3)

para (x,§) € R™ x R™, onde
(z—y)- &= D (25— y;)&

7j=1
A integral acima deve ser vista no sentido da dualidade.

TEOREMA 1.5.22 (Férmula de inversio com a transformada de FBI) (Teorema 2.2
do Capitulo V de [BCH]) Seja u € C.(R™). entdo

: 1 i(z—t)-E—elé]?| | 2
u(z) = 61_1}(])1 W//Fu(t,f)e( Dl lg) dtde
sendo a convergéncia uniforme.

OBSERVACAO 1.5.23 Se u € E'(R™) o teorema também vale sendo a convergéncia no
sentido das distribuicoes.

A seguinte caracterizacao de analiticidade por meio do decaimento exponencial
da transformada de FBI pode ser visto como analogo ao Teorema de Paley-Wiener.

TEOREMA 1.5.24 (Teorema 2.4 do Capitulo V de [BCH]) Seja u € &'(R™). Sao
equivalentes:

(i) w € analitica real em xo € R™.
(1) Ezistem uma vizinhanca V de xo em R™ e constantes c1,co > 0 tais que
|Fy(2,6)] < cre™El para (z,€) € V x R™.

Sejam I' C R™ \ {0} um cone convexo aberto com vértice na origem e V' C R™
um conjunto aberto. Para > 0, seja I'5 o cone truncado

I's=T'Nn{veR™: v <d}.
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Se IV é um outro cone, escrevemos
IMcclse I'NS™tcrns™!

onde S™! denota a esfera unitaria em R™. O conjunto V xI's C R™ xR™ é usualmente
chamado uma cunha com aresta V', e identificada com V + iI's. Consideraremos agora
os valores de fronteira de funcoes holomorfas definidas em cunhas com arestas contidas
em R™. Seja O(V +ils) o conjunto das fun¢oes holomorfas definidas na cunha V' +il's
com aresta V.

DEFINICAO 1.5.25 Uma fungao holomorfa f € O(V +il's) é dita ser de crescimento
temperado se existem um inteiro k e uma constante c tais que

f(x +iy)| < W

Para f € O(V 4+ ils), p € C°(V), e v € I seja

(fosp) = /f(:l: + iv)p(r)dr.

TEOREMA 1.5.26 (Teorema 2.6 do Capitulo V de [BCH]) Suponha que f € O(V +
il's) seja de crescimento temperado, I" CC T' e que k seja como na definicao acima.
Entao

bf = lim f,

v—0,vel”

existe em D'(V) e é de ordem k + 1.

TEOREMA 1.5.27 (Teorema 2.9 do Capitulo V de [BCH]) Qualquer u € £'(R™)
pode ser expressa como uma soma finita Y bf; onde cada f; € OR™ + iI";) para
alguns cones I'; CR™, e as f; sdo de crescimento temperado.

DEFINICAO 1.5.28 Sejam u € D'(R™), z, € R™, & € R™\ {0}. Dizemos que u
¢ microlocalmente analitica em (xo,&) se existem uma vizinhanga V de xo, cones
L. TN em R™\ {0} e fungdes holomorfas f; € OV + iT%) (pam algum 6 > 0) de
crescimento temperado tais que u = Zjvzl bf; perto de xg e £° - TV < 0 para todo j.

OBSERVACAO 1.5.20 Quando m = 1, se tomarmos o = 0 ¢ * = —1, entdo u serd
microlocalmente analitica em (0, —1) se existir uma fungdo holomorfa temperada f em
algum retdngulo (—a,a) x (0,b) tal que w = bf em (—a,a).

DEFINICAO 1.5.30 O conjunto frente de onda analitico de uma distribuicao u, deno-
tado por WF,(u), é definido por

WE,(u) ={(z,§) : uw ndao é microlocalmente analitica em (x,§)}.
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Note que o conjunto frente de onda analitico é invariante sob difeomorfismos
analiticos e portanto analiticidade microlocal pode ser definida em qualquer variedade
analitica-real. O proximo teorema da um critério muito 1util para analise da analitici-
dade microlocal em termos da transformada de FBI.

TEOREMA 1.5.31 Seja u € D'(R™), o € R™, £ € R™\ {0}. Entdo (x0,&°) ¢
WF,(u) se, e somente se, existem uma vizinhanca V de xo em R™, um cone aberto
I CcR™\ {0}, £ €T e constantes ¢y, co > 0 tais que

|Fu(2,8)| < cre™®l V(z,6) e V xT.
Referéncia para demonstracao desde teorema é [Sj.

COROLARIO 1.5.32 Uma distribuicao u € analitica real perto de xq se, e somente se,
para todo £ € R™\ {0}, (w0, &%) ¢ WF,(u).

O Corolario abaixo relaciona o conjunto frente de onda analitico e o conjunto
frente de onda C'"*° de uma distribuigao. Este corolario é uma conseqiiéncia do Teorema
1.5.31, porém sua prova nao é direta, ela exige a analise da formula de inversao para a
transformada de FBI e o uso da Defini¢ao 1.5.20.

COROLARIO 1.5.33 Sejau € D'(R™). Se (x0,°) € WF(u), entdo (x0,£%) € WF,(u).

O teorema a seguir caracteriza suavidade microlocal em termos do comporta-
mento de transformada de FBI. Apresentaremos a demonstracao deste resultado por
termos um comportamento bem especifico da transformada de FBI que se encaixa no
resultado que aparecera no Capitulo 2 deste texto, mais precisamente na Demonstragao
do Teorema 2.2.1.

TEOREMA 1.5.34 Sejam u € D'(R™) e £° € R™\ {0}. Se ezistirem uma vizinhanga
conica T C R™ contendo £° e ¢ € C*(B(0,R)) para algum R > 0, onde B(0,R) =
{r e R™: |z| < R}, com ¢(x) =1 se |x| < R/2 tais que, para todo k = 1,2

| Fou(s,6)| < |§ﬁ€, ¢el, se B(0,0) para algum 0 < § < g (1.5.4)

onde Cy, > 0 € uma constante, entio (0,£°) ¢ WF(u).

DEMONSTRACAO: A demonstracao sera baseada na exploracao da formula de inversao
para a transformada de FBI, isto é,

o(x)u(x —hmcm// z=s)€= 6‘§|2F¢ (s,6)[€|% dsdé, (1.5.5)

e—0

onde ¢,, é uma constante dimensional. Estudaremos a integral (1.5.5) escrevendo-
a como uma soma de quatro partes: I{(z), IS(z), I5(x) e If(x). A primeira parte
consiste numa integral sobre a regido {(s,&) € R™ x R™ : |s| > 4R}. Na segunda parte
integraremos sobre {(s,£) € R™ xR™ : § < |s| < 4R, |¢| < M}, para algum M > 0, na
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terceira parte sobre {(s,£) € R™ x R™ : § < |s| < 4R, || > M}. E por fim na quarta
parte integraremos sobre a regiao {(s,£) € R™ x R™ : |s| < §}.

Parte 1. Estudaremos a integral

m

% dsd¢

[f(x) = cm/ / ei(f—s)‘ﬁ—E\Elem(&§)|£
m J|s|>4R

Como [s| > 4R e |y| < R temos que

|Fyu(s,€)] < ce Elsl=17

~leldf R
< ce 2

Usando isto vemos que, apés integrar em s, o integrando de I é uniformemente limi-
tado por uma constante multipla de e #°El. Se complexificarmos = para z = 2/ + i/
no integrando de I, vemos que o integrando é limitado por uma constante miltipla
de eRHWDIEL que possui um majorante integravel para |y/| < %2. Portanto quando
€ — 0, a funcdo inteira I{(z) converge uniformemente numa vizinhanga de 0 para uma
funcao holomorfa.

Parte 2. A funcao I§(x) se estende como uma func¢ao inteira de z e converge unifor-
memente em subconjuntos compactos para uma funcao inteira como ¢ — 0.

Parte 3. Escreveremos a terceira parte como

I5(z) = cm/ / / ei(wfy)-fflﬁ\\879\2*6\£I2¢<y)u(y>’a%dydsdg
|€|>M Jo<|s|<4R J|y|<R

Usaremos a fungao holomorfa (¢) = (¢2 + -+ + C,%l)% onde tomamos o ramo principal
da raiz quadrada na regido |Im(| < |Re(|. Observe que esta func¢ao ¢ uma extensao
analitica de |£| fora da origem. Mudaremos o contorno na integracao em & de R™ para
a sua imagem pela aplicagao ((£) = {+if(x—vy)|¢| para [ pequeno, 5 > 0. O namero 3
é escolhido suficientemente pequeno para garantir que para & # 0, [Im{(§)| < |Re((&)].
Entao temos, médulo fungoes inteiras que convergem uniformemente para uma funcao
inteira,

I5(x) = / / / PESE) (¢(6))F Bly)uly)dudsdC
onde
P(z,y,s,&€) =i(x —y)- & — Blz —yll€] — (C(€))]s — y|* — e(C(€))>.

Note que para (3 pequeno, Re({(£))?) > % e Re(C(&)) > @ Portanto o termo
exponencial pode ser limitado como segue:

2
|eP @560 < e=Pla—ylPlel=b51e1-51¢l,
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Se |z| < 2, como § < |s| < 4R, existe uma constante ¢ > 0 de modo que
|€P(x7y757£76)| S e_clfl para todo 5'

Isto nos permite complexificar x para z e variar z perto de 0 para concluir que I5(z)
converge uniformemente para uma fungao holomorfa perto de 0.

Parte 4. Finalmente para quarta parte escreva

Iij(z) = cm/ /ll ei(:cfs)-éfeKIQFm(S,5)’5‘%615615
m J|s|<d

Sejam I'q,...,I'; cones convexos tais que com I'g =T
k
m o __
R™ =T},
j=0
e para cada j = 1, ...,k existe um vetor v; satisfazendo v; I’_j > 0ewv;-£° < 0. Escreva

Iiw) = 3 Kj(@),

onde K7 é igual a integral sobre I';. O decaimento da transformada de FBI suposto
em (1.5.4) nos mostra que K§ é uma fun¢ao suave mesmo apds escolher € = 0. Cada
uma das fungoes restantes K apos escolher € = 0 € o valor de fronteira de uma fungao
holomorfa temperada numa cunha cujo produto interno com £° é negativo. De fato,

Ki(x) = Cm/r. /m e @R g () (y) (/<5 e—léls—yl2|§|?d5) dydé
= tm /F Canl < / . e‘iy'gb(y,ﬁ)dﬁ(y)U(y)dy) de

J

— Cn /F €U (€)e P dg,

J

com b(y,&) € L>® e U(§) € L. Note que

[ e
Iy

J

1
/ -/ —
fi(z" +1dy") —<27T>m
¢ holomorfa em R™ +:I'; tem crescimento temperado em R™ + iF;-, onde F;- cclytal
que existe ¢ > 0 de modo que y - & > cly|[§| Vy € I}, VE € Ty, e bf; = K.
Portanto, pela Definicao 1.5.30, (0,£°) ¢ WE,(K7). O que implica que (0,£°) ¢
WF(K3). Assim provamos que (0,£°) ¢ WF (u). ]
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Hipo-analiticidade microlocal e a transformada de FBI

Neste paragrafo discutiremos brevemente a nocao de conjunto frente de onda
hipo-analitico. Esta nocao é uma generalizacao do conceito de analiticidade microlocal
discutida no paragrafo anterior. Para obter mais detalhes veja [BCT] e/ou a Se¢ao 4
do Capitulo V de [BCH].

Comecamos introduzindo o conceito de uma cunha em CV cuja aresta é uma
variedade CR genérica.

Seja M uma variedade CR genérica em C”V de codimensdo d. Entdo dimM =
2n+d, m =n+d = N e o fibrado T" = T' M & gerado pelas diferenciais das restri¢oes
a M das N coordenadas complexas em CV. Fixe p € M e seja h = (hy,...,hy) a
funcao definicdo de M numa vizinhanca U de p em CV.

DEFINICAO 1.5.35 Para um cone I' convezo e aberto com vértice em 0 € R? o con-

jJunto
WU, h,I')={z€U:h(z) el'}

¢ chamado uma cunha com aresta M. A cunha € dita estar centrada em p e apontar
na direcao de T.

Observe que W(U, h,T") ¢ um conjunto aberto em CV cuja fronteira contém
M NU. Quando M é uma hipersuperficie I' = (0,00) ou I'(—00,0) e, neste caso, a
cunha com aresta M é simplesmente um lado de M. Apesar da definicao de cunha
envolver a fungao definigdo de M a Proposi¢ao 7.1.2 de [BER] mostra que a definigao
é, num certo sentido, independente da escolha da funcao definicao.

PROPOSICAO 1.5.36 (Proposicio 7.1.2 em [BER]) Assuma que h = (hy,...,hy) €
g = (g1,.-.,94) sGo duas fun¢oes definicao para M perto de p. Entdo existe uma
matriz B invertivel real d x d tal que para todo U e I' como acima o sequinte vale:
Para qualgquer cone convexo aberto I'y C R? com BTy N S relativamente compacto
em ['NS4Y (891 denota a esfera unitdria em RY), existe uma vizinhanga Uy de p em
CN tal que

W(U,g9,T1) CW(U, h,T).

DEFINICAO 1.5.37 Uma fun¢ao holomorfa f definida em uma cunha W = W(U, h,T)
¢ dita ser de crescimento temperado se existem uma constante ¢ > 0 e um nteiro k
tais que

c

16) < T

VzEW. (1.5.6)
Se dist(z, M) denota a distancia de um ponto z a variedade M entao (1.5.6) é
equivalente a

C/

R —
IOl G W

onde ¢ > 0 é uma constante. Queremos mostrar que uma funcao holomorfa de cresci-
mento temperado em WV tem uma distribuicao valor de fronteira na aresta M.
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Pela Proposicao 1.5.9 temos que para a variedade genérica M podemos encontrar
coordenadas complexas (z1, ..., 2y, Wy, ..., wy) que se anulam em p € M, z =x+ 1y €
C", w = s+it € C?, e fungoes suaves a valores reais ¢, . . ., ¢4 definidas perto de (0,0)
no espaco (z,w) com ¢x(0) = 0, dpp(0) =0, 1 < k < d tais que perto de 0, M é dada
por

pe(z,w) = op(z,8) —tp, =0, 1<k<d.

Isto &, perto de 0, M = {(z,s+i¢(z, s))}. Pela Proposi¢ao 1.5.36, existem ¢ > 0 e um
cone convexo aberto IV C R? tais que se

W ={(z,s +i¢(z,5) +iv) : |z] < e |s| <e,vel’}

entdo W' C W(U, h,T"). Observe também que uma fungao holomorfa f(z,w) em W' é
temperada se, e somente se, ela satisfaz uma estimativa da forma

: , c
|f<Z7S + Z¢(2, S) + Z?})| < U_’k
para v € I pequeno e (z,s) € C" x R? perto de (0,0). Funcdes holomorfas de cresci-
mento temperado numa cunha tem um valor de fronteira distribucional na aresta desta
cunha. Como estabelece o seguinte resultado:

TEOREMA 1.5.38 (Teorema /4.4 do Capitulo V de [BCH]) Seja f(z,w) uma fungao
holomorfa de crescimento temperado numa cunha W' como acima. Entao existe uma
distribuicao CR, u = bf definida numa vizinhanca de 0 em M por

(u,v) = lim f(z, s +1i¢(z, s) +w)(x,y, s)drdyds
I'sv—0 R2n+d
para qualquer funcao suave Y com suporte compacto suficientemente pequeno perto da
origem em R?"+,

Observacao: u ¢ CR no sentido que é o limite distribucional das fungoes CR: M >
(z,8) — f(z,s +i¢p(z,s) + iv), como se vé na demonstragao deste teorema que pode
ser encontrada na referéncia acima ou também em [BER] Teorema 7.2.6.

Suponha agora que X é uma estrutura hipo-analitica de codimensao zero (ou
seja, dimensdo de fibra zero). Por exemplo, se tomarmos X como uma subvariedade
maximamente real em uma estrutura hipo-analitica. O fibrado da estrutura de X é
todo o fibrado cotangente complexo CT*X e como V é vazio qualquer distribuicao é
uma solugao. Fixe p € X eseja Z = (Z1, ..., Z,) uma carta hipo-analitica perto de p.
Numa vizinhanca V de p em X, a aplicacao Z : V — C™ é um difeomorfismo sobre
Z(V). Z(V) é uma subvariedade genérica de C™ a qual é totalmente real de dimensao
maximal. No que segue identificaremos V' com Z (V).

DEFINICAO 1.5.39 Uma distribui¢io u € D'(X) é microlocalmente hipo-analitica em
o € TyX \ {0} se eristem cones converos abertos Cy,...,Cp em T,X satisfazendo
o(v) < 0 para todo v € C;, (1 < j < k) e cunhas Wy,... ., Wy em C™ com aresta
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Z(V) centradas em p e apontando nas diregées de I'q, ... Ty respectivamente, tais que
JC; CT'; e para cada j, existe uma funcao holomorfa de crescimento temperado u; em

W; tal que u = Z?Zl bu; em V.

DEFINICAO 1.5.40 O conjunto frente de onda hipo-analitico de u, denotado por W Fp,(u)
¢ definido por

W Fpo(u) = {o € T*X \ {0} : u ndo é microlocalmente hipo-analitica em o}.

O conjunto frente de onda para solugoes em estruturas de codimensao positiva é
definida pela restricao a uma subvariedade maximamente real. Para a definicao precisa
veja [BCT] e/ou a Secao 4 do Capitulo V de [BCH].

Vejamos agora a transformada de FBI (com parametro k) de [BCT] a qual da
um critério de transformada de Fourier muito ttil para hipo-analiticidade microlocal.
Seja X uma estrutura hipo-analitica de codimensao zero como acima. Se p € X,
pelos resultados da Se¢do 1.1 (veja por exemplo Corolario 1.1.14), podemos escolher
coordenadas locais x4, ..., z,, para X que se anulam em p de maneira que localmente,
X se torna uma vizinhanca U de 0 em R™ e podemos assumir que uma carta hipo-
analitica tem a forma

Zj=xj+i¢i(x), 1<j<m,

¢ = (¢1,...,0m) a valores reais. Para k > 0 e u € £'(U), defina

Fu, 2,¢) = / (= ZW) MO~ ZWR o () dZ (1)
U

onde z € C™, [w]?

O =(G+--+¢)

DEFINICAO 1.5.41 F"(u, z,() é chamada a transformada de FBI de u (com parame-
tro k).

wi+ -+ + w2, e para qualquer ( € C™ com |Im(| < |Re(],
(o ramo principal da raiz quadrada).

N[

Em [BCT] os autores caracterizam hipo-analiticidade microlocal em termos de
um decaimento exponencial da transformada de FBI (com parametro ). Em particu-
lar, quando ¢(0) = 0 e d¢(0) = 0, eles provaram que:

TEOREMA 1.5.42 FEziste uma constante universal M > 0 tal que se

p> M sup [0°6(x),

zeU,|a|=2

o sequinte vale: para & € R™\ {0}, u € &'(U), V uma vizinhan¢a de 0 em C™,
[ C C™\ {0} um cone complexo contendo £°, se

|Fo(u, 2,Q)| < el ¥z eV, Vel

e para algumas constantes cy,co > 0, entio (0,£%) & W Fja(u).
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1.6 Nota sobre a funcao maximal nao-tangencial

Teorema da aplicacao de Riemann

O teorema abaixo é conhecido com Teorema da aplicagao de Riemann.

TEOREMA 1.6.1 (Teorema 14.8 de [R2]) Dados uma regiao simplesmente coneza §
no plano, a qual nao é o plano todo, existe uma aplicacao conforme bijetiva de ) sobre
o disco unitdrio aberto A.

Temos uma versao deste teorema que dé informacoes sobre os pontos de fronteira.
Para enunciar este resultado precisamos da seguinte definicao:

DEFINICAO 1.6.2 Um ponto de fronteira 5 de uma regiao simplesmente conexa Q do
plano serd chamado um ponto simples de fronteira de 2 se 3 tiver a sequinte pro-
priedade: para toda seqiéncia {o,} em Q tal que o, — [ quando n — oo corres-

pondem uma curva continua vy, com intervalo parémetro [0,1], e uma seqiéncia {t,},
0 <t <ty <, t, — 1, tal que y(t,) = a, (n = 1,2,3,...) e y(t) € Q para
0<t<l

TEOREMA 1.6.3 (Teorema 14.19 de [R2]) Se Q é uma regiio simplesmente coneza
limitada do plano e se todo ponto de fronteira de ) € simples, entao toda aplicagcao
conforme bijetiva de ) sobre A se estende a um homeomorfismo de € sobre A.

Para mais detalhes deste teorema e sobre aplicacoes conformes veja a se¢cao denominada
Aplicagoes Conformes do Capitulo 14 de [R2].

TEOREMA 1.6.4 Seja Q2 uma regicgo simplesmente conexa do plano limitada por uma
curva de Jordan de classe C*°. Entao toda aplicagao conforme bijetiva de  sobre A
se estende a um difeomorfismo de Q) sobre A.

DEMONSTRACAO: Todo ponto da fronteira de ) é simples e o teorema anterior mostra
que uma aplicacao conforme bijetiva f se estende a um homeomorfismo. Usando a
regularidade de 0%, as derivadas de f de qualquer ordem, f*) k' =1,2, ..., se estendem
continuamente até a fronteira ([P], Teorema 3.6). O argumento que permite a extensao
das derivadas pode ser aplicado & inversa de f para concluir que f é um difeomorfismo.
[ |

Um resultado sobre comportamento na fronteira

Seja ¥ uma curva suave no plano complexo C, que separa o disco aberto A(p,r),
de centro p € ¥ e raio r > 0, em duas regides conexas AT (p,r) e A= (p,r). Seja F(z)
uma fungao holomorfa definida em A™*(p,r) sobre a qual faremos a seguinte hipotese:

e F(z) tem um valor de fronteira (no sentido fraco) definido em I' = ¥ N A(p, ),
que denotaremos por bF, e este valor de fronteira (ou valor de bordo) é uma
funcao integravel, ou seja, bF € L'(T).
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Consideremos em cada ponto ¢ € I' um cone C, com vértice em ¢ e abertura
0 < a < 7/2 em torno do eixo que é normal a I' a aponta na direcao de A™(p, 7).
[sto determina regioes de aproximacao nao-tangencial C'q = C,NA*(p,r) para pontos
q € I'; o que permite considerar a fun¢ao maximal nao-tangencial

F*(q) = sup |F()], geT.

zeCy

PROPOSICAO 1.6.5 Nas condicées anteriores, existe um sub-arco v C I', p € ~, tal
que as sequintes propriedades sao verdadeiras:

(a) F* e L'(y);
(b) se verifica o limite nao-tangencial

lim F(z) =b0F(q), para quase todo q € 7,

Cy2z—q
(c) Se G é holomorfa em AT (p,r) e G' = F, entdo G admite uma extensdo

continua a AT (p,r)U~.

DEMONSTRAGAO: Gracas a uma aplicacao preliminar do Teorema da aplicacao de Rie-
mann podemos supor que X é um segmento do eixo real, que p = 0 e que o dominio de
F contém o retangulo QT = [—A, A] x (0,T], de maneira que F(z + iy) tem um valor
de bordo bF'(z) que é uma funcao integravel, ou seja, satisfaz ffA |bF'(z)|dx < co. Seja
0 < e <min(7/2, A/2) pequeno e consideremos um intervalo [—A’, A'] C (—A+e¢, A—¢)
e a funcao maximal nao-tangencial truncada

F*(z)= sup |F@@' +iy)], —A'<z< A,
2z—a!|<y<e

e a funcao maximal truncada de Hardy-Littlewood
1 T+r
M (bF)(z) = sup — |bF (2')|d2’, —A" <x < A"

O<r<e 2T r—

Lema 1.6.6 Eziste C' > 0 tal que
(1) F*(z) <2M.(bF)(z)+C, —-A'<z< A,

A/
(2)/ |F(z+iy)lde < C, 0<y<T.
— A

Prova do Lema 1.6.6. Seja

1 t
T2+ g2’

P(z) = r€eR, t>0,

o nucleo de Poisson do semiplano superior e consideremos a convolucao F(xj y) =
P, x (xbF)(z), onde x(z) é a funcdo caracteristica do intervalo (—A, A). Entao F(z,y)
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¢ harménica no semiplano i > 0 e tem valor de fronteira bF (z) = F(x, +0) = (xbF)(z).
Escrevamos

FIH (@) = sup Pyx bFl(a), F'(e) = sup |F(&'y)]
>

2]z—a'|<y
Da estimativa elementar
t 2t
< b
2+ (z —a')? = 12+ (o — a')?

2zg — x| <t < o0, xy €R,

vem ) )
F*(z0) < 2|bF|*(z0), w0 €R.
Além disso, devido a propriedades bem conhecidas do ntcleo de Poisson,
B 1 T+r
(1) [pEF|*H(x) < sup — (@) bF (2")|dx', x € R,

0<r<oco r xr—r

(2')/ |F(,y)|de < C, 0<y< .

Para —A' <z < A, (1’) implica
2 I bF
F*(w) <2 sup o bF (2')|da’ + IXOE] et : ”Ll,
r €

O<r<e &1 Jp—

“Al<a< A,

e portanto

(3) sup  |F(',y)| < 2M.(bF)(z) +C, —A' <z < A

2]z—a’|<y<e

Por outro lado, Fy(x,y) = F(x,y)— F(z,y) é harmonica em (—A, A) x (0,7") com valor
de bordo nulo (em particular, continuo) no lado inferior do retangulo, o que permite
estender continuamente Fy(x,y) até essa parte da fronteira. Concluimos que |Fy(x,y)|
¢ limitada no retangulo [—A’, A’] x [0,7], o que, junto com as estimativas (2’) e (3)
demonstra (1) e (2) para C' > 0 conveniente. O

Sabemos que M (bF)(z) < oo q.t.p. em (—A"  A'), ja que bF € L', trocando
A" por um valor menor arbitrariamente proximo, podemos entao supor, invocando (1),
que F*(—A") < oo e F*(A’) < co. Assim, retirando de [—A, A] x [0, T] as duas pequenas
quinas inferiores

R. = {(zy): A<z <A, 0<y<2z+Al}
Ri = {(m,y): A <a<A 0<y<2z- A}

obtemos um dominio poligonal D com fronteira Lipschitz (em particular retificavel).
Temos que F ¢ limitada em DN((—A, —A") x (0,T) U (A", A) x (0,T)) e entao, valendo-
nos de (2), é facil construir uma seqiiéncia de curvas C; fechadas poligonais que apro-
ximam 0D e satisfazem

sup/ |F(2)]]|dz| < 0.
i Jo
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Isto significa (|[Du], Segdao 10.1, pg.168) que F € E'(D). Seja ¢ uma aplicagiao con-
forme do disco unitério A sobre D. Pelo Teorema 1.6.4 temos que ¢ se estende a um
homeomorfismo (que continuamos denotando por ¢) de A sobre D que aplica home-
omorficamente JA sobre 0D preservando conjuntos de medida zero. Eliminando um
conjunto finito de pontos - aqueles z € JA cuja imagem ¢(z) sdo vértices de poligonal
0D - ¢ é conforme nos pontos da fronteira, em particular, uma regiao de aproximacao
nao-tangencial com vértice em z é levada por ¢ numa regiao de aproximacao nao-
tangencial com vértice em ¢(z). Por outro lado, segue que (Corolario do Teorema 10.1
de [Du]) F = (F o ¢)¢/ € H'(A). Pela teoria classica de espacos de Hardy no disco,
F* € L'(dA), o limite ndo-tangencial de F para bF ocorre q.t.p. (Teorema 17.11 [R2])
e qualquer primitiva G de I em A admite extensdo continua a A U9JA (Teorema 3.11
[Du]). Como o segmento [ = (—A’, A’) x {0} é uma porgao suave de D, temos que para
qualquer intervalo fechado J CC I, a aplicacao ¢~! é um difeomorfismo conforme de
DU J sobre AU !(J). Basta agora transferir para F, por meio de ¢, as propriedades
de bordo de F em ¢~'(.J) para obter (a), (b) e (¢) com v = J. n

1.7 Lema de Friedrich

A versao do Lema de Friedrich que segue nao é a mais geral, porém é a versao
que precisaremos no Capitulo 2.

LEMA 1.7.1 (Lema 5.2.2 de [H4]) Sejam ¢ € C=(RY) tal que [(z)dr = 1, v €
L2(RY) com suporte compacto e a(x) uma funcdo C' numa vizinhanga do suporte de
v. Seja

(Jev)(z) = [v(z — ey)p(y)dy.

Entao aDyJov — J.(aDyv) — 0 em L? quando € — 0. Aqui aDy, é definido no sentido

da teoria das distribuicoes, sendo D), = Bor



Capitulo 2

Um Teorema de F. e M. Riesz para
um sistema de campos vetoriais de
CO-posto um

Este capitulo esta organizado como segue. A secao 2.1 trata da existéncia do
trago de uma solucao continua de um sistema de campos vetoriais complexos, suaves e
localmente integraveis de co-posto um. A secao 2.2 descreve a localizacao do conjunto
frente de onda do traco de uma solucao utilizando um método baseado na anélise da
transformada de FBI. Na se¢do 2.3 ¢ estabelecido o resultado principal (Teorema 2.3.1).
E para finalizar apresentamos na secao 2.4 algumas consideragoes finais.

2.1 Existéncia do traco

DEFINICAO 2.1.1 Seja M uma variedade suave de dimensio N. Seja E uma sub-
variedade de M, dimM = r + s, dimE = r. Dizemos que um conjunto YV é uma
cunha em M no ponto p € E com aresta E se vale:

FEziste um difeomorfismo ¢ de uma vizinhan¢a V de 0 em R™ numa vizinhanga
U dep em M com p(0) = p e um conjunto BxT' CV com B sendo uma bola centrada
na origem de R e I' um cone convexo, aberto e truncado em R® com vértice na origem,

tal que p(BxT)=W e (B x {0})=EnNU.

Considere W uma cunha em R™"! com aresta de dimensdo 1. Nas coordenadas
apropriadas podemos escrever

W = (—A,A) XFT,

onde (—A, A) é um intervalo da reta e I'r ¢ um cone truncado de R™, isto é, I'y = I'n{t €
R"™ : |t| < T}, sendo I' um cone de R* ¢ 7" > 0 um ntimero real. Além disso, o cone
truncado I'r pode ser identificado com o conjunto (0, T)T° = {r¢': 7 € (0,T),¢ € I°},
sendo I'* =T'N S" (S"~1 ¢ a esfera unitaria de R™).

Seja V uma estrutura localmente integrével de posto n definida numa vizinhanca
aberta U do fecho de (—A, A) x 'y sobre a qual V* ¢ gerado pela diferencial dZ da
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fungao suave Z € C*(U), com Z(0,0) = 0. Sem perda de generalidade podemos supor
que d(ReZ) # 0, caso nao seja basta trocarmos Z por iZ. Considere o novo sistema
de coordenadas definido por 7 = ReZ(x,ty,...,t,) e t; =t;, para j = 1,...,n. Nestas
coordenadas note que o eixo-r se transforma no eixo 7 = (ReZ(z,0,...,0),0,...,0)
e Z(Z,t) = @ + ip(Z,1), sendo ¢ uma fungio suave a valores reais definida numa
vizinhanga da origem satisfazendo ¢(0,0) = 0 e dzp(0,0) = 0. Manteremos a notagao

das coordenadas como sendo (z,t). Desta forma os campos vetoriais

L ) 8 igpt]' (x7 t) a

-2 9o
7ot 1+ipg(x,t) Ox T et

geram ) numa vizinhanca da origem. Diminuindo 7', nas novas coordenadas a nova
cunha contera uma cunha que pode ser escrita como (—A, A) x I'p.

O proximo teorema dé, em particular, uma condicao suficiente para a existéncia
do trago de uma funcao continua f, quando f é uma solucao homogénea de uma estru-
tura localmente integravel. Este teorema generaliza o Teorema 1.1 do artigo [BH3],
que enunciamos na introdugao deste texto (veja Teorema 1 da Introdugao).

TEOREMA 2.1.2 Seja V uma estrutura localmente integrdvel como acima, gerada
pelos campos vetoriais Ly, ..., Ly, e seja f € C((—A, A) x I'r). Suponha que

(i) Lif € L*((—A,A) xI'r), j=1,...,n;

(11) existe N € N tal que

T A
sup / / \f(z, 7t)||p(z, 7t") — @(x,0)|Ndzdr < oo, (2.1.1)
veroJo J-a

(como acima T ~ (0, T)T°). Entio lim;_o f(x,t) = bf existe em D'(—A, A) e € uma
distribuicao de ordem N + 1.

DEMONSTRAGAO: A demonstracao deste teorema serd dividida em trés passos. No
primeiro passo f sera considerada de classe C! e a existéncia do limite sera provada
numa direcao t € I'r fixa. O segundo passo tem por finalidade passar para o caso em
que f é apenas continua. E finalmente no terceiro passo prova-se que o limite existe e
portanto independe da direcao escolhida para calculé-lo.

Passo 1: Seja t € I fixo. Para 7 € (0,T) temos que 7¢ € I'p. Iremos nos restringir
ao conjunto de pontos Yy = {(z,7t) : © € (—A, A), 7 € (0,T)}. Escrevendo ¢ = i,
temos

2—%i+ +%i—t'i+ +t'i—i i i

or O oty ar ot, ot "ot,  \ot  ot,)’
Sejam f(i)(va) = f(.CE,Tt) = le(t~> e L(t) =i (L17 T 7Ln> |Y(t‘) = %—Fb(t)(l',T)%, onde
b (z,7) =1 - (bi(,7t), -, ba(, 7t)) , como bj(z,t) = _% entao

10-(¢giy) (, 7)

(%) —
) = T e @)
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. 0p; 0
onde @(i)(va) = @(vat)a aﬂ'(@(i)) = %(%7) e ax((tp(i)> = g(t)

notagao ¢ (z,0) = ¢(z,0.t) = ¢(z,0).

Seja ¥ € C(—A, A). Fixe 0 < T" < T. Para cada inteiro m > 0 e para cada
t € TY sera mostrado que existe U,,(z,7) € C® ((—A, A) x [0,T"]) tal que

(i) ¥pn(z,0) = U(x) e

(ii> |L(i)\Ijm(xv T)| <C }Qp(i)($a T) - @(i)(z7 0)}’” )
onde C' depende apenas do tamanho de D/W(x) para j < m + 1.
Observagdo: Apesar de U, (z,7) depender de ¢ esta dependéncia serd omitida para
nio sobrecarregar a notacdo. Como ¢ é um ponto fixo isto nio causara ambigiiidade.
Ja& o inteiro m sera escolhido de forma conveniente.

Para obter W,,(x,7) com estas propriedades seja X = {z + ip(z,0)} = {z +
i) (7, 0)} e escolha uma fungdo suave u,, = u,,(z,y) definida perto de (0,0) € ¥ e
satisfazendo:

(z,7). Com esta

(@) um(z, o) (2,0)) = ¥(z )
(b) ‘(a% + za—y> U (2, Y ’ < dist((x,y), 2)™.
Escolhendo
i 0
V= Z(x,0) 0z’

(note que Z,(x,0) = ad -4

sendo

(x,0)) uma func¢do u,, como acima pode ser tomada como

U (2,9) = r k‘(x) (v — ¢ (2,0))".
k=0
Logo (a) vale. Para verificar a validade de (b) note que

(8;_; + i%—;) (z,y) = % <E%Vm\11(x)) (v — 9 (2, 0)". (2.1.2)

De fato, por definicao
Oy, . OUy, B ™1 /0 i o .
(W ‘f‘la_y) (l’ay> = ZE (&V \IJ(CL’)) (y gp(t)(‘%(]))
1 .
7l (VEH(2)) (y — ¢y (,0))"[i = ulip(i))(, 0)].

A fim de verificar a validade da equacao (2.1.2) é preciso provar que

m—1

) {%@ — (i) (,0))F [%Vk‘p( )+ (VEU(@)) (i = O (@(f))(x’o))] } -

e para tal é suficiente provar que, para todo k =0,...,m — 1 vale:

a%vkqj( ) = VEU(2)[0: () (x,0) — ], (2.1.3)
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qualquer que seja a fungdo ¥ € C°(—A, A). Esta prova sera feita por inducao em k. E
facil ver que para k = 0 (2.1.3) é verdadeira. Suponhamos que seja valida para k — 1
e provemos para k :

9 yrp(a) = Lyt (V) = VIV B () (0 (o) (.0) — i)

Ox O
= VM(2) (0o (2,0) — i),

na segunda igualdade acima foi usada a hipotese de inducao. Assim segue que a
expressao (2.1.3) é verdadeira e portanto (2.1.2) também. Para concluir a prova da
validade do item (b) basta usar o seguinte resultado:

“Existem constantes positivas C e (s, tais que

CldiSt((‘ru y>’ Z) < |y — L) (ZE, O>| < OQdZSt(('r? y)? E)'”

(isto vale pelo fato de ¥ ser grafico de uma fungao). Portanto, u,,(x,y), definida acima,
satisfaz (a) e (b). Agora escolha

\Ilm(xw T) = UM(‘% (p(i)(l’, T)) = um(‘r7 gD(:L‘, Tt))
(observe aqui a dependéncia de ¥,, em ¢ € I'y). Entdo, U,,(z,0) = ¥(x) e vale:

_za ( )(37 T) Gum 8um
1+ 0. (0(3)) (2, T) ( ox oy > (z, i) (2, 7)) (2.1.4)

Para provar a expressao acima novamente sera usada a inducgao, agora em m. E facil
ver que a expressao vale quando m = 0. Suponhamos que valha para m = k e provemos
param =k + 1.

Ly (V7)) = Ly (Bato7) 4 S (o) iy (0)*)

i0-(p (t))( T) 1[0 N
14140, () (z, ) k! (aka\y( )) (i) (2, 7) = pi) (2, 0))
k1 (o
s+ Do 7) = 0 (.00 ) 0,7)

B i0-(peiy) (T, T) 0 k1 . (o) (2, T) — @iy (x,0))F
1—|—z@m(g0(t))(x,r){ (aazv ¥ >> (k+1)!

+%(% (,7) = (i) (2, 0)) 10 (0 (, 7) = Dulio) (&, 0)]}_

Da tultima igualdade obtemos que (2.1.4) sera verdadeira se

: 9 Lk k1
0 = 1—}—28( @, T>%V U(x) + Vi U(x)

T P P0) () — ) (. OV ).
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De (2.1.3) segue a igualdade acima. Logo,

Ly Y, 7)| < Clopgy(x, 7) — 0y (2, 0)[™

onde C depende apenas do tamanho de |D/¥(z)| para j < m + 1 e nao depende da
direcdo t. Portanto, W,, satisfaz (i) e (ii).

Seja

1 0
(Z(w):p(m, T) 8:6’

onde Z(t)<ﬂ?,7') = Z(.T, Ti), entao M(t)Z(t) =1le [M(t)7 L(t)] = 0
Dada uma funcao g; (z,7) € C1, observe que a diferencial

My =

dgiiy = My 9iydZ i) + L9 dr,

onde dZ; = (dZ)|y,, (ou seja, dZ; é o pullback de dZ(z,t) & Y{;). Isto pode ser
verificado avaliando cada lado da igualdade na base de campos vetoriais {L;), M }.
Assim, a diferencial da 1-forma g (v, t)dZ;), é dada por

Escolhendo gy = f;W¥n, onde N é o da hipotese do Teorema 2.1.2, esta observacao e
o Teorema de Stokes nos levam a:

/ fiy(@, €)W (x, €)dy Z iy (2, €) /f z, TV (2, T')d Z jy (2, T")
+ / fiy(@, 7) Ly ¥n(z, 7)dr A dZ

/ /T, (@, 7)Un(z, 7)dT A dZ;).(2.1.5)

Note que o z-suporte de Wy(x,¢€) esta contido no suporte de W(z). Pela propriedade
(ii) de Uy (x, 1),

| fiiy (2, ) Ly Un (2, 7)| < Cul fiy (2, 7)oy (0, ) — oy (2, 0N

e pelas hipoteses sobre a f(x,t) usando o Teorema da Convergéncia Dominada a se-
gunda integral do lado direito em (2.1.5) tem um limite quando € — 0 e é limitada por
uma constante que independe da direcdo . Novamente pelo Teorema da Convergéncia
Dominada a terceira integral do lado direito também possui um limite quando ¢ — 0
e ¢ limitada por uma constante independente da direcdo ¢. Portanto,

A
lim/ fiy (@, €)Vn(z, €)dpZ i (2, €) existe. (2.1.6)
A

e—0 |

E além disso,

< C independente da dire¢ao .  (2.1.7)

A
’/_A f(t;)(x,(—:)\I/N(x,e)de(,g)(x,e)
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Observamos que (2.1.6) e (2.1.7) valem para m > N.

Note que (2.1.6) nao é o limite que queremos. Prosseguimos agora em busca do
limite desejado.

Seja Py (z,7) = @iy (@, 7) — @iy(x,0). Para g(z,7) € C*((=A,A) x (=T,T))
cujo z-suporte estd contido num compacto fixo independente de 7 e m um inteiro nao
negativo, defina

moysk
Tugle.7) = gule.r) = 3 D By oy gl 7) = g7,
k=0

assim, nesta notacgao, V,,(z,7) = 1,,V(z).
Observacdo: A funcdo g pode depender de £, mas tal dependéncia serd omitida na
notagao.

E facil ver que (2.1.6) também se aplica a qualquer g(z,7) de modo que

A
hH(l)/ foy (@, 7)Tng(x, 7)de Z g (7, 7) existe. (2.1.8)
™0 [_ 4
Da mesma forma para (2.1.7). De fato, considere
. — V(. 5)
Gm(x,8,7) = Z TP(,g)(x,T)k
k=0

onde s é um parametro. Da mesma forma como foi feito no caso W,,(x, ) obtém-se
que

A
lim / Fooy (27w, 5,7)ds Zg (1, 7)

~A

7—0

existe. Como g(z,s) € C°((—A, A) x (=T,T)) entdo lim,_ g(z, s) e lim,_o V*g(z, s)
existem. Portanto, tomando s = 7 o limite (2.1.8) existe.

Para ¢(z,7) € C®((—A, A)x (=T,T)) cujo z-suporte esta contido num conjunto
compacto fixo independente de 7, considere g(z,7) = ¥(x,7)Py(z, 7)Y em (2.1.8).
Observe que

Tng(z,7) = Py (z, )N (1 + e (a, 7)) Y(z,7) + Py, T)YNHRN (2, 7), (2.1.9)

onde eV e bV sao suaves, o x-suporte de hN(x, 7) estd contido num conjunto compacto
fixo que nao depende de 7 e

lir% DieN(z,7)=0 para todo 7=0,1,2,...

T—>

(novamente a dependéncia de ¢ das funcdes eV e AV sera omitida). De fato, por

definicao

N

N vk (@/J(x,T)Pt; (x,7) )
3 k;!()

TNg(:EaT) = P(i)(xaT)k

k=0

N oyk x,7) Py (z, )N X
— w(w,T)P(t')(x,T)N +Z (w< 3{7!()< ) )P(,g)(x,T)
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logo, pela regra de Leibniz:

k
VEWEG) ZCMV’” VIPE) = (VROPE + D Cra(VET)VI(B).

=1

Afirmacao: Paral=1,..., N,
VI(P(i)(%T)N) = P(i)(%T)N_l@N’l(l‘ﬂ'),

onde DieM!(z,7) — 0 quando 7 — 0, para todo j = 0,1,2,. ..
Prova por inducao em [ : se [ = 1

N i 0 N i v-1 980
V P (w,7) = Z7.(x.0) 0z P (z,7) :mNP(f)(%T) . (z,7)
escolha N oP
N1 A el O]
entdao Die™1(x,7) — 0 quando 7 — 0. Suponhamos que seja vélido paral=1,..., N —
1 e provemos para [ + 1 :
VI (P (, 1)Y)=V (V! (P (= N))
=V (P(t)(l’ N l Nl )
:eN’l(x,T)V( ) ) Py (z,7)N™ lV( (x,r))
N — )Mz, ) OF
— P . N— (l+1 (
()(va) Zx(ﬂf,O) o ( 77—)

escolha

i(N — ez, 7) OF;
€N71+1(x’7_) _ ( 7 zx 0)( ) a;) (‘%’7-) + P(L;)(.%,T)Vl (eN,l(([,T))

entdo, para todo j = 0,1,2,... DieM*(z 7) — 0 quando 7 — 0.
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Pela afirmacao acima, segue que

VA, 7)) Py, 7)Y

k!

TNg(xaT) :7/J($77)P(£)(7577)N +

k=1

i Ok,lvk_l (1/1(1], T )P(t) (1:» T)N+k_l€N7l<x7 T)]

+2 Kl

=1

N N,k:(

1+Ze ;,7)

k=1

= ¢(ZE, 7_)P(t')(xv T)N

i CyaV*y(x,7)

"‘P(t')(.T,T)N+1 )kil

P(t)(:L’, T

k=2 I=1
escolha;:
N,k
eN(x7 7') = ivzl ek—(!a:,‘r)
e
N N VEp(ar [ N E CraVF ((,m) Py ()1 = el (a,7)
¥ (x, 1) =)y %P(i)(xﬂ') i Zk:Q 21:1 <1t<)1 :

Note que eV e h" sao suaves, o z-suporte de h" contido num compacto fixo indepen-
dente de 7 e
lim DieMN(z,7) =0, j=0,1,2,...

7—0

Portanto, a expressao (2.1.9) é verdadeira. De (2.1.8) sabemos que

hm/ Fiy(@.m) [Py, )N A+ e (@, m)v(z, 7)
—A

T—0

+ P (T, T)NHhN(SC,T)]de(,g)(:C,T) existe  (2.1.10)

E além disso, a integral acima é limitada com limite independendo da direcdo ¢ esco-
lhida. Observe agora que

A
lim/ fiy (@, 7) Py (, )N RN (2, 7)d Zgy (2, 7). também existe  (2.1.11)
—A

7—0

bem como a limitacao uniforme da integral. De fato, isso segue aplicando Stokes a
1-forma
Fay(, ) Py (@, )V RN (2, 7)do Z iy (w0, 7),

como em (2.1.5), e usando as hipoteses sobre a f.
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De (2.1.10) e (2.1.11) concluimos que

A
lim/ f(t')(l‘,’l')P(t')(l’,T)N (L4 eY(z, 7)) vz, 7)de Zpy(x,7)  existe (2.1.12)
—A

T7—0
bem como a limitagao uniforme da integral. Como a fungao e (x, 7) e suas derivadas em

relagao a variavel o tendem para zero quando 7 — 0, segue que (1+e™(z, 7)) % (z,7) —
P(z,0) em C°(—A, A) o que implica que

T—0

A
lim/ fiy(@, 7) Py (, T)N¢(I,T)dxz(i)(x,7> existe (2.1.13)
—A

para toda ¢ (z,7) € C*((—A, A) x (=T,T)) cujo z-suporte esta contido num compacto
fixo independente de 7. Além disso, (2.1.13) é uniformemente limitada. Retornando
agora ao caso geral, g(z,7) € C®((—A,A) x (=T,T)) com z-suporte contido num

conjunto compacto que nao depende de 7, e aplicando (2.1.8) e (2.1.13), com ¢ = VTN!Q,
a identidade
V¥g(x,7)
f(f)(l‘,T)TN—w(x’T) = f(i)($7T)TNg(I>T) - f(f)(%T)TP(t‘)(%T)N,
concluimos que
A
hH(l]/ fiy(@, 7)Tnag(, 7)de Ziy (v, 7)  existe (2.1.14)
=0 J_4

para qualquer g(z,7) € C*((—A, A) x (=T,T)) com z-suporte contido num conjunto
compacto fixo independente de 7. E ainda temos a limitacdo uniforme da integral.
Queremos provar, por inducao decrescente, que para qualquer g(z,7) e 0 < k < N

T—0

A
lim/ foy(@, 7)Trg(w, 7)d Z iy (z,7)  existe,
—A

e ¢ uniformemente limitada. Quando k£ = 0 e g(z,7) = V(x) € CX(—A, A) temos
o limite desejado. Para proceder por inducao, suponha 1 < k£ < N e assuma que os
limites

7—0

A
lim / e ) Po(an) o ) Zg (7).

A
lin%/ fiy(@, )T ag(x, 7)do Z iy (2, 7) (2.1.15)
=0 J_4

existem para qualquer g(z,7) € C®((—A, A) x (=T1,T)) com z-suporte contido num
conjunto compacto fixo que nao depende de 7. Segue de (2.1.13) e (2.1.14) que (2.1.15)
é verdade para k = N. Escolha g(z,7) = ¢(x,7)Py(x,7)*" no segundo limite de
(2.1.15) e observe que

Ti19(z,7) = Py (x, )kl (1 + e* Y (x, T)) Y(z,7) + Py (x, RNz, 7), (2.1.16)
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onde ef~1 e h*! sdo suaves, o z-suporte de h*~!(x,7) estd contido num conjunto

compacto fixo que independe de 7 e

lin% Die" Y (z,7) =0 paratodo j=0,1,2,...

Do segundo limite em (2.1.15) segue que

i [ ot )[Rt 0 (147300, 7) vt

+P(t')(37>T)khk_l(fl?,T)]de(,g)(x,T) existe.  (2.1.17)

O primeiro limite em (2.1.15) mostra que

lim/ fiy(@, 7) Py (, RN, 7)d, Zipy(x,7)  existe. (2.1.18)

7—0

De (2.1.17), (2.1.18) e do fato que lim, .o Die*~!(x,7) = 0, segue que

T—0 J_

A
lim/ fiy(@, 7) Py (, )l (x, T)d.Z (7, 7)  existe (2.1.19)
A

para toda ¢(z,7) € C®((—A,A) x (=T,T)) com z-suporte contido num conjunto
compacto fixo independente de 7. Considere agora uma func¢ao g(x,7) geral, escolha

Y(x,7) = —Vk(%gl(ff) e escreva

fiyTe—29 = fiyTr—19 + ft)Q/JPk g

Portanto, pela hipotese de indugao (2.1.15) e (2.1.19) obtemos que

A
lim/ fiy(@, 7)Ti2g(x,7)ds Zsy (7, 7)  existe. (2.1.20)

70 J_4

Agora (2.1.19) e (2.1.20) completam o passo da indugao. Portanto,

A
lim/ foy(@,7)g(x, 7)de Zy (v, 7)  existe. (2.1.21)
A

T—=0 |

Escolhendo g(x,7) = ¥(x) [0:(Z 1) (x, 7')]_ com ¥ € CX(—A, A) temos que

lim/ foy(z, )V (x)dr  existe (2.1.22)

T—0

e assim bf ;) = lim, g f; (., 7) existe. E além do limite existir, vé-se facilmente que
todas as integrais tratadas sao uniformemente limitadas. Como as fungoes

v Un(r,7) = ¥(r) e x+— Z4(2,7)— Z4(x,0)
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e todas as suas z-derivadas convergem para zero, quando 7 — 0, (2.1.5), (2.1.6), (2.1.22)
e o Teorema da Convergéncia Dominada implicam a seguinte férmula para bf ) :

(Zo(,0)bf ), W) = lim/_Af(t;)(sc,T)\If(x)(Z(i))m(a:,O)d:c

£ lim / o, T P Zt e, 0) — (ol 7))
~ lim /_ e D) g ol )
_ / fooler TV (. ) Z T

A
+/ fay (z, T)L(t')\I’N(:l?, T)dT A dZ 4
-AJo

A T’
—-AJO

Esta formula mostra que bf; ¢ uma distribuigao de ordem N + 1. Com isto o Passo 1
esta completo. Nele foi provado a existéncia do limite numa direcdo fixa ¢ e também
a limitacao uniforme das integrais que expressam este limite no caso em que f é uma
funcao de classe C'. Esta limitacdo serd fundamental para a prova da existéncia do
limite bf. Ressaltamos que se substituirmos N por m € N com m > N a formula
permanece valida, isto segue pelo fato que (2.1.6) e (2.1.7) serem verdadeiras.

PAsso 2: Considere as mesmas notagoes do Passo 1. Suponha f € C((—A, A) x I'r).
Seja ¢ € C=°(B(0,1)), onde B(0,1) C R? ¢ a bola unitéria centrada na origem. Assuma
que [[¢pdzdr =1 e parad > 0 escolha ¢5(z,7) = 53¢ (%, 5) . Para e > 0 seja £ ( T) =

fiiy(x, 7+€). Observe que se § < ¢, entdo a convolugao f *¢5(x 7)éC™na reglao 7>0
(Teorema 1.2.1 [H1]). Considere ng(l‘ﬂ') = fiy * ¢5(x,r)\I/N(x,T +¢), Z(Et-)(x,T) =

Ziy(, 7+ €) e L = a% + 00 (2, 7 + E)a%' Como vimos no Passo 1,

d(g(t) dZg) = Ly, ggtzde NdZ.
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Logo, segue do Teorema de Stokes que
A A
/ Fi + 05 2, 0) U (, ) Zy (€)= / F % (e, T W2, T + )y Zgy (2, T + )
—A
/ / * ¢s(2, 7) Ly Un(z, 7+ €)dr A dZf,

/ / b * ¢0s)(@, T) VN (z, T+ €)dT N dZp,.

Fixe € > 0. Seja § — 0. Como fé) é continua, tem-se que f(et.) % ¢s(x,T) converge
uniformemente para [ (x,7) numa vizinhanca W de supp(¥) x [0,7"]. Portanto em
D'(W),

Loy (Fio * d8) = Lip S
quando 6 — 0T. Além disso, in)f(ei) (z,7) = (L@ fip)) (@, 7+¢€) € L. Assim, pelo Lema
de Friedrich (Lema 1.7.1),

Liay (Fiy = 98) = Lig fy
em L?(W) quando 6 — 0. Portando obtemos que

/ foy (@, )N (2, €)d,Z (7, €) / fiy(@, T+ €)Un(x, T" + €)d, Zjy (2, T' + ¢)
/ / (@, 7+ €) Ly Un(z, T+ €)dr A dZp,

/ / Lig foy (@, 1)U (2, 7+ €)dT N dZ,.

Agora observe que o estudo da equagao acima quando € — 0 é idéntico ao da equagao
(2.1.5). Portanto, o limite quando ¢ — 0 da integral do lado esquerdo da expressao
acima existe, bem como a limitacao uniforme. Procedendo como no Passo 1 obtemos
a formula (2.1.23) para bf;) com f sendo continua. Concluindo assim o Passo 2.

PAsso 3: Nesta etapa serd provado que o limite bf existe e portanto independe da
dire¢ao escolhida para calcula-lo. Para U € C°(—A, A) defina,

_ /_i Fo )0 (2)da (2.1.24)
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Afirmacgao: VT é limitado.
De fato, seja ¢ € C°(I'y). Entao, para j =1,--- ,n

Fa
_ _/FT, (/A f(x,t)\I/(x)dw) gf() t

- /fot 1w (w)o(t)dtds

A /FT, a—tj@t)llf (2)¢(t)dtdz

/
— /FT/ /_i (Ljf(x,t) - bj(l',t)g—i(x’t)) U () (1) ddt
[ [ vwoso

A 0
+f ) | #at5 G o) duds

-/ ) [ / (Ljf@c, W)+ fr, 1) o <bj<x,t>\v<x>>) dx] o(t)dt
- ([ (stw09) + 1.0 2 .09 ) .0

—A
Nas igualdades onde foi utilizada a integracao por partes as integrais sao interpretadas
por dualidade, isto é, no sentido de distribuicoes. Portanto,

g_tTj(t)_/_ Lif(z, )0 dx+/ Fost) o (b, )W (@) dr. (212

A primeira integral do lado direito da expressao acima é limitada pelo fato de L, f ser
limitada. Para a segunda integral utilize o limite uniforme que foi obtido na primeira
parte da demonstracao deste teorema, considerando

o(0,7) = o= (030 7))

entdo, g(xz,7) € C®((—A, A) x (=T,T)) e seu x-suporte esta contido num conjunto
compacto fixo que independe de 7, por (2.1.21) a segunda integral do lado direito de
(2.1.25) é limitada. Portando, o gradiente de T' é limitado para ¢t € I';v. Donde, segue
que (usando uma regularizagdo para f)

1ir% T(t)  existe.

Concluindo a demonstragao do teorema. [ |
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OBSERVACAO 2.1.3 A condicdo (ii) do Teorema 2.1.2 independe da integral primeira.

De fato, primeiramente, observe que, ¥ = {z + ip(x,0)} = Z(v), onde 7 é o intervalo
inicial (—A, A) x {0}. Seja U uma vizinhanga de (—A, A) x I'r. Se p = x + iy com
—A <z < A, é um ponto do plano complexo situado em Z(U), temos que

Cidist(p, ) < |y — ¢(x,0)] < Codist(p, ¥)
para algumas constantes C1,Cy > 0. Assim, definindo
Wy, t) = dist(Z(x, 1), 2()), (2,t) €U

a condicdo (ii) pode ser escrita como

T A
sup / / |f(z, 7t wy (x, 7t )N dodr < oco.
0o Joa

t'ero

Considere agora outra integral primeira, W, de V definida numa vizinhanca de U, i.e.,
uma funcao suave satisfazendo LW = 0 e dIWW # 0 no seu dominio de definicdo. Uma
conseqiiéncia usual do Teorema de Aproximacao de Baouendi-Treves (Teorema 1.2.1)
garante que existem um conjunto aberto V C U, e fungdes F € C®(Z(V)) e G €
C®(W(V)) taisque W = FoZ e Z = GoW em V. Isto mostra que F: Z(V) — W (V)

¢ um difeomorfismo com inversa F~! = G. Em particular,
wy(z,t) = dist(Z(z,t), Z(7)) ~ dist(W (z,t), W(7y)) = ww(z,t), (z,t) €V,

que implica que

T A T A
Sup// If (2,7t |w Az, 7t)Ndrdr < 00 <= sup// If (2, 7t) | wyz, 7t Ndwdr < co.
0J-a 0J-4

t'elro t'ero

Provando que a condicao integral é localmente independente da escolha da integral
primeira.

2.2 Lema Fundamental

Nesta secao apresentaremos uma ferramenta basica para a prova do resultado
principal, o Teorema 2.3.1, a qual serd chamada como Lema Fundamental. Este lema
generaliza o Teorema 3.1 de [BH1]. O Teorema 3.1 de [BH1] descreve o conjunto frente
de onda do traco de uma solucao de um campo vetorial localmente integravel de co-
posto m, enquanto o Lema 2.2.3, que chamamos de Lema Fundamental, apresentado
nesta secao, descreve o conjunto frente de onda de uma solucao de um sistema de
campos vetoriais localmente integraveis de co-posto um.

Primeiramente provaremos Lema 2.2.1 que serd um dos casos do Lema Fun-
damental. Neste resultado a estrutura V nao serd assumida como sendo localmente
integravel.
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LEMA 2.2.1 Seja W uma cunha em R com aresta de dimensdo 1, a qual pode ser
escrita localmente, nas coordenadas convenientes, como (—A, A) x T'r, sendo A um
niimero real positivo e 'y um cone truncado de R™, e seja U C R™ uma vizinhanca
aberta de (—A, A) x {0}. Considere a estrutura diferencial V gerada pelos campos ve-
toriais L; = a%- + bj(w,t)%, comb; € C*(UUW), j=1,--- ,n. Seja f uma fungdo
continua em Y. Suponha que

|Lif(x,t)] = O(t*), k=1,2,...

uniformemente em subconjuntos compactos de (—A, A), e que o traco bf(x) existe
quando t — 0. Se (Lq, ..., Ly,) € eliptico em (x¢,0) para algum zo € (—A, A) entdo, ou
(xg,—1) ¢ WE(bf) ou (xg,1) & WF(bf).

OBSERVACAO 2.2.2 Por hipdtese (Li,...,L,) € eliptico no ponto (0,0) € R""!. Esta
afirmagao € equivalente a: Imb;(0,0) # 0 para algum j =1,...,n. Como I'r CR" €
um conjunto aberto de R™, existe um cone I'r C I'r, de modo que

t e Ly = t- Imb(0,0) # 0,
onde Imb(x,t) = (Imby(x,t),..., Imb,(x,1)).

De fato, considere t € T'; tal que ¢t-Imb(0,0) = 0, como Imb(0,0) # 0, temos que tais ¢
estao contidos num hiperplano. Como um hiperplano nao contém um conjunto aberto,
segue que existe ¢ € 'y de modo que ¢’ - Imb(0,0) # 0. Pela continuidade segue o
resultado.

DEMONSTRAGAO DO LEMA 2.2.1: Na demonstracao deste lema a funcao f serd conside-
rada de classe C!, o caso f continua segue de modo analogo ao Passo 2 da demonstracao
do Teorema 2.1.2. Sem perda de generalidade, podemos assumir xq = 0. Seja Z uma
aproximacao suave de uma integral primeira de Lq,--- , L, perto da origem em U. Isto
e7
LiZ(x,t) = O(|t|"), k=1,2,... e Z(z,0) =2, j=1,---,n

Tal Z & obtida escrevendo-se a série formal de Z e depois construindo uma fungao C'*
cuja expansao de Taylor na origem é a série formal, como permite fazer o Lema de
Borel. Veja a Se¢ao IV.1 de [T1] para detalhes sobre a existéncia de tais fungdes.

Como foi visto no inicio da se¢iio anterior 'y = I'N {t € R™ : |t| < T} pode ser
identificado com o conjunto (0, 7)I° = {7t : 7 € (0,7), t' € T°}, sendo T® = T'N.S"1.
Seja i € T um ponto fixo. Iremos nos restringir ao conjunto de pontos Y;) = {(z,7t) :

€ (—A,A), 7€(0,T)}. Escrevendo t = 7¢, temos que

0 at18+.+8ii—ti+ St 8—75 9 . i
or 0t ot or ot, ot "ot ot," ot )’

Seja
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onde b® (z,7) =i - (b1(z,7t), - ,by(x,7t)) . Considere o campo vetorial

Lo
Zy(x,t) 02’

que satisfaz M Z = 1. Note que para j =1,--- ,n
(M, L;| =cM (2.2.1)

onde ¢ = O(|t|¥), k = 1,2,... De fato, isto pode ser visto escrevendo [M, L;] em

termos da base {Ly,--+, L,, M} e aplicando ambos os lados as fungoes {t1,--- ,t,, Z}.

Considerando o campo M ;) = m segue que M Z) = 1, sendo Zyy = Zly,, ,
£) )z \ Ly

e [Myy, L] = My, com ¢ = O(7%), k = 1,2,... Dada uma fungio g(t)(x,T) e Ch
observe que a diferencial

dgiiy = M9 dZ ) + (Liyge) — Mo9aoLaZa) dr,

onde dZ ;) = (dZ)|y,,- Isto pode ser verificado avaliando cada um dos lados na base de
campos vetoriais {L(,g), M(f)}. Da expressao acima, segue que a diferencial da 1-forma
9y (@, 7)dZ 4, € dada por

(9@ dZw) = (Lioygi) — Mg L Zw) dr N dZg). (2:2.2)

Para ¢ € R, s € R, defina
E(s, & x,t) = i& - (s = Z(x,1)) — [€|(s = Z(x,1))?
e considere
E(f)(8757$77—) :E(Sa§7$77t) 5 ( (ZC Tt)) - |5|(S-Z(1’,7‘t))2
Seja ¢ € C°(—r,r), para algum r > 0, tal que ¢(z) = 1 se |z| < r/2. Aplicando (2.2.2)
a funcao
9y (5,62, 7) = ¢() fgy (w, 7) PO
onde (s,£) sao parametros e fy(z,7) = f(x,71) = [fly,» obtemos
d(g@ydZ) = { L(t’)(¢f' + o fi (L t)E )

Destas observacoes e do Teorema de Stokes, para 79 > 0 pequeno, segue que:

r r T r
/ 9(i)(57§,5€70)d$:/ g(t‘)(S’ﬁ,SC,To)de(f)(l’,To)+/ / d(9idZ ). (2.2.4)
-r -r 0 -r

O objetivo ¢ estimar as integrais do lado direito de (2.2.4).
Escreva
Z(w,t) = x+1-V(x,1),
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sendo W= (¥y,...,¥,) suave e complexa. Como Z é solucao aproximada de (L, ... ,L,),
para cada j =1,...,n, temos que, para todo k =1,2,...,

"oV L
L;Z(z,t) :q/j(x7t)+2tla—t?(x,t)+bj(x,t) <1+Ztla—xl(m,t)>:0(|t|k), (2.2.5)
I=1 J =1

e assim,
U,(0,0) = —b,(0,0), paratodo j=1,...,n.

Da Observacio 2.2.2 segue que t - Im¥(0,0)#0 para todo t €Tp. Escolha &€ {—1,1}
tal que &t - ¥(0,0) < 0. Portanto, pela continuidade de ¥

ot - Im¥(2,0) <0 (2.2.6)

para  numa vizinhanga V' de (—r, r) (ap6s diminuir 7, se necessario). Por continuidade
e homogeneidade em & existe ¢y > 0 tal que

vt - ImV(z, 7t) < —7|€|eo (2.2.7)
paraz € V, 0 <7 < 719 e £ numa vizinhanca conica de &,. Observe que
ReEgy(s.6,0.7) = &ri - ImW(e,7) + €] [{- ImW(z, 7))’
—¢| [s —x — 7t Re‘lf(x,Ti)]Q :

Logo,
ReE (s, &, x,7) < Ert - ImV(z, 7t) + |€]72 [i . ]771\1/(:17,71.)}2 )

Por (2.2.7), ap6s diminuir 7y, podemos encontrar ¢; > 0, tal que

ReE(s,6,2,7) < —cifé|r, para x €V, 0 <71 <1
s € R e ¢ numa vizinhanga conica I de &. (2.2.8)

Voltando para as integrais em (2.2.4), temos

'/ 9y (8,82, 70)de Z iy (2, 70) | = )/ ¢(x) f(z, Tot)e"DOSEE)d, 7 (2, 79)| < Cem2K]
para algum ¢, > 0, s € R e & € I". Para estimar [” [ d(gdZ ;) sera usada a
expressdo (2.2.3) de d(gdZ ;) e analisado cada termo que aparece nesta equagao.
Considere primeiramente o termo (b(L(t;) f(i))eE@. Para qualquer k, temos que

(L fi)e"0| < loluCrhe™ 78l = =P < 1

pararz € V,0<7<7,s€ERe el Assim,

!/

70 r - M
‘/0 /_ ¢(L(i)f(fj))eE(t>dZ(t~) Ndr| < ’§|Z7 E=1,2,...
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paras € Re eI
A integral

/_ (Liy®) fiye" D dZ gy = (fiy (o 7), (Lioyd)e™®)

pode ser estimada usando o fato que bf existe no sentido das distribuicoes, mais pre-
cisamente temos o seguinte: Seja

@ : FT U {0} — D/(—A,A)

definida por

f(,t), se telr
@(t):{ bf(:), se t=0

Como f(-,t) é continua em I'r e bf existe no sentido das distribui¢oes, segue que
© e C(I'rU{0},D'(-A,A)). Logo, {f(-,t) : t e I U{0}} cC D'(—A, A). Entao,
dado K CC (—A, A) existem uma constante Cx e um inteiro positivo N, tais que,
para toda ¢ € C°(K)

Nk
sup [(f (- 1), 9)| < Ci Y 1Dy || .

tery —
Logo,
N
(i (o) (L)) < O || DF ((Lyd)e™) |
m=0

onde N é a ordem da distribuicao bf. Pela forma como ¢ foi escolhida segue que
Li¢(x) =0, para [z < r/2. Entao, |z| > 7/2 na estimativa acima. Assim, (diminuindo
To, S€ necessario) podemos encontrar R/2 > 0 > 0, tal que |s| < § implica

(s —x — 7t Re¥(x,7t))* > ¢, (2.2.9)
para algum ¢ > 0. Logo, por (2.2.7) e (2.2.9) segue que

ReEi (s, &,w.m) =76t - ImW(a, 7y |El7 (F - ImW (o, 78) P~ [€|(s —a —7 - ReW(a, 71))?
< —er7|€] — ¢f¢] < —cl¢]

para x| > /2, § €I", |s| <0 e 0 <7 < 7. Portanto
[ iy (1) (L d)e®) | < Ceekél,

para algumas constantes C, ¢>0. Disto segue que a integral [” ["f (L(i)¢)eE(t‘) A A
decai rapidamente em &£. O termo ¢ f(,g)(L(f)E(i))eE(ﬂ serd estimado usando novamente
o fato que bf existe no sentido das distribuicoes e, além disso, o fato que para qualquer
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k=1,2,..., LByl < Ci|€|7%, para alguma constante Cy, isto vale, pois Ly Zipy =
O(7%). Assim,

'/ O i) (L Epy)e"0dZ,

= [{fiy( 7). 6(Liy Bgy)e™ )|

SCZHD’" ) Eiy)e"D)]|

M.
< CrlglrteaTitl < —2
€]
escolhendo k = k' + 1, k' = 1,2, ... Portanto a integral fr I 0 f i) (LipyEgy)e"ddr A
dZ decai rapidamente em &. A integral [7 [ ¢ (M Ew)(LiZa)e"Odr A dZ g

é estimada da mesma forma como a anterior. Flnalmente para o termo
My (D f ) (L Ziy e B | temos o seguinte

/_ My (& f i) (LiiyZiay)e"OdZ

= (M) fiy (7)), (LiiyZiiy)e™ )|

1 9 .
— <W%(¢(m)f(i)(m77>>>(L(i)Z(i)>€ ()>’

= <f(t'>(ff 7),¢(x )jx (W(Lmz&ﬂe%»'

0 1
< o { — (—(L A )6E<f>>}
0u(Zp)) (w, 7) W70 Lo
< OrkeaThl < Mk”
- K
k=1,2,..., donde segue que, esta ultima integral tem um decrescimento rapido em

. Portanto,

]
—r JO

tem um decaimento rapido em &, e voltando para a expressao (2.2.4), mostramos que

F(& 5) _ /r eif(s—ﬂﬁ)—|§|\5—w|2gb<x)f(x7 O)dx (2.2.10)

-

decai rapidamente para |s| < § em R e £ numa vizinhanca conica I de &. A func¢do
F(s,€) é a transformada de FBI da distribuigao ¢(x) f(x,0). Pelo fato da transformada
de FBI ter este comportamento, segue do Teorema 1.5.34 que (0,&y) ¢ WF(bf). (Lem-
bre que &, foi escolhido em {—1,1}). [
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O proximo resultado é o que chamamos de Lema Fundamental e ele descreve o
conjunto frente de onda do traco de uma solugao homogénea de um sistema de campos
vetoriais localmente integraveis. No lema abaixo W e V sao como no Teorema 2.1.2,
apenas com a diferenga que escolhemos a integral primeira Z(x,t) = x+ip(z,t) definida
numa vizinhanga do fecho de (—A, A) x 'y, com ¢ uma fungao real e suave tal que
©(0,0) =0, ©.(0,0) =0 e p,,(0,0) = 0 (veja a Proposi¢ao 1.1.15).

LEMA 2.2.3 (LEMA FUNDAMENTAL) Seja f € C(W). Suponha que L;f = 0, para todo
j=1,...,n, e que o trago bf(x) existe quando t — 0. Se, para algum —A < xy < A
e para todo € > 0 a drbita do conjunto de campos {ReL;,ImL; : j =1,...,n} em
{zo} x ([ U{0}) que passa pelo ponto (xg,0) tem dimensao n + 1 entao, existe

So € {—1,1} tal que (wo,%) & WF(bf).
Ou seja, o conjunto frente de onda de bf em xq estd contido numa semi-reta fechada.

Antes de apresentar a demonstracao do Lema Fundamental veremos uma pro-
posicao que ird comparar a dimensao da 6rbita de um conjunto de campos num de-
terminado conjunto que passa por um ponto especifico com a nao-elipticidade desses
campos perto deste ponto.

PROPOSICAO 2.2.4 Considere Ly, ..., L, como acima. Entdao, sao equivalentes:

(i) Ewiste € > 0 tal que a drbita do conjunto de campos {ReL;,ImL; : j =1,...,n}
em {zo} x (I'e U{0}) que passa pelo ponto (x¢,0) tem dimensdio n.

(ii) Ewiste € > 0 tal que (Ly, ..., Ly,) nao é eliptico em (xo,t) para todo t € T'. U {0}.
(iii) Eziste e > 0 tal que L; = a%v para todo j =1,...,n em {zo} x (I U{0}).
(iv) Fziste € > 0 tal que p(xo,t) = p(x0,0) para todo t € I'c U {0}.

DEMONSTRACAO: A demonstracao se baseia nas seguintes equivaléncias:
Jde > 0 tal que (Lq, ..., L,) ndo é eliptico em (xo,t), Vt € I'. U {0}
< Imbj(xp,t) =0,V j=1,...,n,Vtel . U{0}
= o, (10,t) =0,Vji=1,...,n, Ve U{0}
<:>Lj:a%em {zo} x (TeU{O})Vi=1,....n
<= A orbita de {ReL;,ImL; : j = 1,...,n} em {zo} x (I'. U{0}) que passa pelo
ponto (zg,0) tem dimensao n.
Assim (ii)<(iii)<(i). E a prova de (ii)<(iv) segue de:
Je > 0 tal que ¢(x0,t) = p(20,0), V't € T U{0} <= o, (10,) =0,V j=1,...,n,
Vtel . U{0}. O
DEMONSTRACAO DO LEMA FUNDAMENTAL: Como na demonstracao do Lema 2.2.1, a
funcao f serd considerada de classe C'! ao longo desta demonstracao. O caso f continua
segue analogo ao Passo 2 do Teorema 2.1.2. Assumiremos, sem perda de generalidade,
que 2o = 0. Seja £ € T'° um ponto fixo. A escolha precisa de f sera feita posteriormente.
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Considere o conjunto de pontos Y3y = {(z,7t) : x € (—A, A), 7 € (0,T)}. Escrevendo

t= Ti, temos que
9 _i (o 9
or oty” ot )

0 0

L(t‘)ZEJFb ( )(%,

onde b0 (x,7) =t (by(x, 7t), ..., by(x, 7). Dada uma funcio 9iiy(x,7) € C* a diferen-
cial da 1-forma g (z, 7)dZ3), onde dZ ) = (dZ)ly,,,, € dada por

Considere

d(g(i)dZ(t')) = L(t’)g(t‘)dT A dZ(f)- (2.2.11)
Para ( € {z € C; Rez > 0 e |[Imz| < eRez, para algum e > 0} e z € C, defina

E(z, ¢z, t) =i (2 — Z(x,t)) — k& (O (2 — Z(,1))?,

onde k é um parametro e & é¢ o mesmo do enunciado do teorema, este &, ainda sera
formalmente escolhido.

Seja ¢ € C°(—r, 1), tal que ¢(x) = 1 para |z| < r/2. Os valores precisos de r e
Kk serdo determinados mais tarde. Aplicando (2.2.11) a fungao

g(t) <Z7 CJ Z, T) == ¢($)f(t) (;L‘7 T)eE(f)(ZvC@:T),

onde (z,() sao parametros, f;(x,7) = f(x,7t) e Ey(z,¢,2,7) = E(2,(, x,7t), obte-
mos

dgipydZey) = fiy(L@)e"Ddr A dZ . (2.2.12)

Pelo Teorema de Stokes, para 75 > 0 pequeno, temos

/ 9 (222, 0)do Z g (,0) :/ (€ 2, 10)do Z g (1, 70)

) [ oz 2219

Queremos estimar as duas integrais do lado direito de (2.2.13) e o objetivo é mostrar
que para x e z perto da origem do plano real e complexo respectivamente, ambas
decaem exponencialmente como ( — oo numa vizinhanca conica de &,. Observe que,

ReE(0,&,x,t) = p(x,t) — K (3:2 — @(x,t)Q) .

A principal tarefa serd escolher o ponto ¢ € T'y adequado (i.e., a dire¢do na qual se
aplicara o Teorema de Stokes) e determinar valores convenientes de 7y, k e r de modo
que para algum v > 0

(1) ReE(f)(()?gOavaO) = R@E(O,SO,ZL‘,TOZi) < —7 para |ZU| <r;
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(2) ReE(0,&,7,7) = ReE(0,&,x,7t) < —ypara0 <7 <mer/2 < |z| <7

A forma como ¢ foi escolhida permite escrever

p(@,t) = p(0,8) + e(x,1), ez, )| < Alat| + B'a? (2.2.14)
para algumas constantes positivas A’ e B’. Podemos assumir que ¢(0,0) = 0, para
todo 7 = 1,...,n, caso contrario o resultado que se quer provar segue do Lema 2.2.1.
Portanto, podemos assumir que o quociente

(0, )]

T < (C para telr.

A escolha conveniente de &, segue do seguinte lema:

Lema 2.2.5 Eziste uma seqiiéncia s, — 0 em 't tal que

(2) |p(0,8)] < |p(0,sk)| para t € B(0,|sk)) T onde B(0,|sp)={t € R": |t| < |sk|};

. 90(07 Sk)

& T~
Prova do Lema 2.2.5: Por hipotese a 6rbita do conjunto de campos {ReL;, ImL; :
j=1,...,n} em {0} x (I': U {0}) que passa pela origem tem dimensao n + 1. Pela
Proposigao 2.2.4 existe uma seqiiéncia [, — 0 em 'z tal que (0, [;) # 0 para todo k.
Escolha

Sk € B(07 |lk’) NTr tal que |90<07 3k)| = sup ‘90(0’ 8)|
s€B(0,|lk|)NTp
Como ¢(0,l;) # 0 e ¢(0,0) = 0 o supremo acima ¢ assumido num ponto s; # 0.
Logo, a seqiiéncia (s;) satisfaz (1) e (2) do lema. E esta, por sua vez, possuiu uma
subseqiiéncia que satisfaz (1), (2) e (3). O

Observe que os pontos da seqiiéncia s podem ser escritos como 74t} com ), € T'°
e T, = |sk|. Esta representagao sera util no decorrer da demonstragao.

Continuemos a demonstragio do teorema usando &, obtido no item (3) do Lema
2.2.5. Note que,

90(0’ Sk) + |90(07 Sk)|§0 = 0(’90(07 Sk)|)'
Como (&)* =1 > 0, segue que

#(0,51)80 = —19(0,51)[(%0)” + 0(|(0, 51)])

0,s
< O o0, 50,

para |sx| pequeno e ¢ = 1/2. Escolha, agora

|<10(O> 8k)|

r=w
|5k]
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com « e |sg| pequenos a serem escolhidos. Assim, para |z|<r et € B(0,|sg|) Nz,

le(z,t)] < Alat|+ B'|z)* < A'r|t| + B'r?
0 0
_ A/Ozhp( 731€)| |t‘ + B/a2‘90< ’82k>||(,0(0, 5k>|
|sk] |sk|
< A,Oé|g0(078k)| + B,CQ2|¢(O)81€)|‘

Agora escolha « suficientemente pequeno tal que

‘¢<07 3k>|

t) <

(2.2.15)

este ¢ ¢ o mesmo obtido agora a pouco ao estimarmos ¢(0, si)&. Note que o depende
de A', B' e C, mas nao depende de si. Isto implica que no suporte de ¢(x) temos

~(1+ (0, )| < o, 506 < — 51 (0, ). (2:2.16)

Seja K = €/]p(0,sg)]. De (2.2.14), (2.2.15) e do fato |p(0,t)] < |¢(0,sk)|, para t €
B(0, |sg]) N Ty, segue que

|90(x>t)‘ < (1+C)‘90<078k)’
oz, ) < (14 ¢)?|0(0, s) (2.2.17)
ko, ) < e(14¢)*[p(0, 1)l

para z no suporte de ¢(x). Escolhendo ¢ = ¢/4(1 + ¢)? (assim, independente de s;)
obtemos, de (2.2.16) e (2.2.17), no suporte de ¢(z), que

c c
s s1)€0 + £lo(w, s1) [ < =5 10(0, 56)| + e(1+ )’ (0, 5)| < =710(0, 1)1
Desta ultima desigualdade, segue que:

ReE(O7§07x7 Sk) - QO(]}? Sk)fo — kK (l’2 - |§0(l’7 Sk)|2)
< o, s8)o + Klp(x, si,) |
&

IA

Como ReE(z,(,z,t) é uma funcdo continua em relacao as variaveis z e ¢ e homogénea
de grau 1 em relacdo a ¢ temos que ReFE(z,(,x,sg) < —1|¢|, com z numa vizinhanga
complexa da origem e ( numa vizinhanga conica complexa de &.

Ainda de (2.2.17) obtemos, para z no suporte de ¢(z) e t € B(0, |sx|) N T'r,

(@, )] + &lp(z, ) < (1+)lp(0, s)] + glw(O, sk)| < (14 2¢)[p(0, si)],

enquanto no suporte de L;¢, [z| > § = a%, para todo j = 1,...,n, donde
2|90(075k)|2_ 2 19(0, s1)]

2
> _— =
KX™ 2 Ko TPAE TPE
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Assim, para x no suporte de ¢(z) e t € B(0, |sg|) N 'z,

2

(0%
p(x, )6 — K(a®—lp(z, ") < (HQC—w) £(0,56)| < =72, 72> 0, (2:2.19)

desde que |si| seja suficientemente pequeno. Portanto, escrevendo s, = 7it), temos
para 0 < 7 < 7y,

ReE(0,&, x, 7t)) = o(z, 7t))& — k(2? — oz, 7t),)?) < —7s. (2.2.20)

Novamente da continuidade e homogeneidade de ReF segue que ReE(z,(,z, Tty) <
—7|¢| com z numa vizinhanga complexa da origem, ¢ numa vizinhanca conica com-
plexa de e 0 < 7 < 7.

Escolha t =t} e 79 = 73 tais que (2.2.19) seja satisfeita (note que esta escolha
também garante que (2.2.18) seja valida), x e r como foram escolhidos acima. Seja v =
maxz{vy1,72}. Voltando para as integrais do lado direito da equacao (2.2.13), obtemos
de (2.2.18)

'/ 9i)(z, ¢, 2, 10)de Z iy (2, 70) | = ‘/ o(x) fi (z, To)eE“)(Z’C’x’TO)de(i)(:U, 70)| < Ce™ el
ou seja, a primeira integral do lado direito de (2.2.13) tem um decaimento exponencial.
Para estimar a segunda integral do lado direito temos, pelo fato de bf existir no sentido
das distribuigoes, que

N+1

= |(fiiy (- 1), (Lgo)e"d)| < C Z 1D (L) e" D) | oo~

m=0

’ 3 fiy(Lyd)ehdZ

(N + 1 é a ordem da distribui¢do bf, veja Teorema 2.1.2). Logo, por (2.2.20) obtemos
que |{fi)(-,7), (Lgo)e"®)| < Ce ¢l Disto segue que a integral [[° [7 d(g;dZ ) =
T 0 fiy(Lyd)e®Ddr A dZ gy decai exponencialmente em [¢|. Assim, mostramos que
a funcao :

F(,0) = [ ePC00(0) (2,000, 22,0

satisfaz um decaimento exponencial da forma
|F(2,0)] < Ce

para z perto de 0 em C e ( numa vizinhanca conica complexa de £ em C. Em particular,
como Z(0,0) =0e d,Z(0,0) =1, a funcao

G(x,€) = F(Z(x), (Z:(2))~'€),

onde Z(z) = Z(x,0), tem um decaimento exponencial para (z,{) numa vizinhanca
conica real de (0,&). Pelo Teorema 1.5.42 (ou Teorema 2.2 em [BCT]) segue que
(0,&0) € W Fpo(bf), onde W Fj, denota o conjunto frente de onda hipo-analitico de bf.
E isto implica que (0,&) € WE(bf). u
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2.3 A propriedade de F. e M. Riesz

Nesta secao apresentaremos e demonstraremos o resultado principal do nosso
trabalho. Este resultado generaliza o Teorema de F. e M. Riesz provado em [BH4J.

TEOREMA 2.3.1 Sejam W e V como no Lema Fundamental (Lema 2.2.3). Seja
f e CW), e suponha que L;jf =0, para todo j = 1,...,n em W. Suponha que para
algum inteiro N,

T A
sup / / \f(z, 7)||p(z, Tt") — @(x,0)|Ndrdr < cc. (2.3.1)
t'erv Jo —A

Em particular, pelo Teorema 2.1.2, o valor de fronteira bf (x) = f(x,0) existe. Assuma
que bf = € uma medida. Entao p € absolutamente continua com respeito & medida
de Lebesgue.

Na demonstracdo do Lema Fundamental (Proposicao 2.2.4 ¢ demonstragao do
Lema 2.2.5) provamos que a hipotese da drbita do conjunto de campos {ReL;, ImL; :
j=1,....,n} em {x0} x (I': U{0}) que passa pelo ponto (x,0) ter dimensdo n + 1
para todo ¢ > 0, equivale a existéncia de uma seqiiéncia s — 0, em ['p, tal que
(o, sx) # ¢(x0,0) para todo k. Isto significa que o sistema de campos (Ly,...,L,) é
eliptico nos pontos (xg, [;) para alguma seqiiéncia [, — 0 em ['y. Além disto, passando
para uma subseqiiéncia (sp) de (s) temos que ¢(xo, si) < @(x,0) ou p(xg, Sp) >
©(x0,0). Se o sistema é eliptico no ponto (z,0) segue, do Lema 2.2.1, que (xg,—1) ¢
WE(bf) ou (z9,1) ¢ WF(bf). Portanto, de [Br] segue que, se bf for uma medida,
ela é absolutamente continua em relacao & medida de Lebesgue. Assim, o que o Lema
Fundamental faz é estender esta mesma conclusao para o caso em que (g, 0) ndo ¢ um
ponto eliptico, mas é aproximado, de um certo modo, por pontos elipticos. De fato,
se (x,0) ndo é um ponto eliptico, mas é aproximado, de um certo modo, por pontos
elipticos a prova do Lema Fundamental mostra que (xg, —1) & W Fy,(bf) ou (z9,1) ¢
W Fyo(bf), isto significa que a restricdo de bf a uma vizinhanga de zq é (ap6s uma
mudanca de variaveis) o valor de fronteira de uma fungao holomorfa definida acima ou
abaixo (dependendo se p(zg, sk) > ¢(x0,0) ou @(xo, sir) < @(zo,0), respectivamente)
da curva X = {x +ip(x,0)}. Pela versao local do classico Teorema de F. e M. Riesz, se
bf é uma medida, bf deve ser absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue,
(i.e., representada por uma funcao integravel) numa vizinhanca de (zo, 0). Raciocinando
desta forma, chega-se a conclusao que bf é integravel numa certa vizinhanca dos pontos
de (—A, A) que podem ser aproximados por pontos elipticos. Assim, pelo Teorema de
Radon-Nicodyn, podemos escrever bf = g+ g, onde g € L*(—A, A) e yy ¢ uma medida
singular com respeito & medida de Lebesgue suportada no conjunto F' = supppug que
no nosso caso goza da seguinte propriedade: para qualquer x € F) existe ¢ > 0 tal que
o(x,t) = p(z,0) para t € B(0,¢) NI'y. Entao, FF = U2 | F,, onde

F,={x e F: ¢o(x,t) = p(z,0), Vt € B(0,1/n)NTr}.

Seja
F*={x € F: x éum ponto de acumulagao de F'}.
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Portanto, o Teorema 2.3.1 estard provado se demonstrarmos as seguintes proposigoes:
PROPOSICAO 2.3.2 Se I nao tem pontos isolados, isto é, F' = F*. Entao, F = (.
PROPOSICAO 2.3.3 F nao tem pontos isolados.

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 2.3.1: Pela Proposicao 2.3.2 para provar o Teorema 2.3.1
é suficiente mostrar que o suporte de py nao tem pontos isolados (Proposi¢ao 2.3.3).
De fato, neste caso seu suporte F serd vazio e, conseqiientemente pg serd identicamente
zero, mostrando que bf = g € L. m

Demonstraremos agora as proposicoes acima.
DEMONSTRAGAO DA PROPOSICAO 2.3.2: (Queremos provar que

F=F'= F=0 (2.3.2)

sendo bf = p = g+ o, com g € L'(—A, A) e g ortogonal a medida de Lebesgue, e [
¢ o conjunto dos pontos de acumulacao de suppuy = F. Portanto, assuma que F' = F°.
Seja

F,={x e F: p(x,t)=p(x0) Vte B(0,1/n)NTr},

assim I’ = |, F,,. Suponha que F' # (). Pelo Teorema de Baire, existe um intervalo
J C (A A) tal que 0 # J N F C F, para algum n. Chegaremos a uma contradi¢ao
se provarmos que J nao contém pontos do suporte de pg. Assuma, sem perda de
generalidade, que J = (=B, B), para algum B > 0. Como n é mantido fixo em toda a
demonstracao podemos escrever Ty = 1/n e, assim, evitar qualquer referéncia a n.

Para qualquer y € FF'N(—B,B) et € B(0,Ty) NI'r, temos ¢(y,t) = ¢(y,0) e
como isto vale para qualquer outro vy # y, vy € F N (—B, B) arbitrariamente proximo
de y, segue que ¢,(y,t) = ¢.(y,0), y € FN (=B, B), t € B(0,Ty) N 'r. De fato,

1) — oyt ,0) — o(y,0
on(y.t) = Tim Pl t) — ey t) ey, 0) —9(y,0) o (5.0).
Y=y v —y Y=y Yy -y

Assim,

lp(z,t) —p(z,0)] < [p(z,t) — 9y, t) — (. — y)wa(y, 1)
+| = (z,0) + ©(y,0) + (. — y)p.(y,0)]
< Clz—yP* |2|<B, ye FN(-B,B).

Escolhendo y € F' de modo que |z — y| < 2d(x, F), obtemos
p(.t) — (2, 0)] < Cd(z, F?,  |a] < B (23.3)

onde d(z, S) denota a distancia de x até o conjunto SN (—B, B). Da formula (2.1.23),
para a distribuicdo bf, segue que para qualquer ¢» € C®(—B, B), qualquer inteiro
m > N e qualquer £ € T fixo

B
@i opr0) = [ o T, To)do (0, T

B To
-B JO
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onde Z ) (x,7) = Z(x,7t), fiy(z,7) = f(z,71), Ly = %—i—b(i)(x,T)%, com b (x,7) =

. . . m k T

t- (b1<$77—t)7 R bn(xaTt))v wm(IaT) = Zkzo(@(i)(ZE,T) - Sp(t)($70))k%l() e V =
i 9

Z2(2,0) Oz

Portanto,

B m B
’ / iy (5, To) o, To)da Zigy (2, Ty)| < C S / d(z, FY? Dry(a)|dr.  (2.3.5)
-B k=07 B

Sabemos de (2.1.2) e (2.1.4) que

0 (oy)(z,7) 1 0 | | )
_1+i3m(w(f>)(w,f)ﬁ%v (@) (i (2, 7) = i) (2, 0))™,

que implica que

<

B To

f(t‘)(%T)3T(¢(i))(x>T)%le/}(x)(%f)(%T) — (2, 0))™| drdz. (2.3.6)

B To
.
-BJO

Fixe um conjunto compacto K C F' com medida de Lebesgue |K| = 0 e escolha
uma seqiiéncia de fungoes 0 < ¢.(z) <1, ¢ € C(—B, B), € — 0, tal que

(i) ¢c(x) =1 para todo z € K
(i) ¢e(z) =0se d(z,K) > ¢
(iii) |Dige(z)| < Cje.

Note que ¢(x) converge pontualmente para a fungao caracteristica de K quando ¢ — 0
enquanto D?¢.(x) — 0 pontualmente se 5 > 0.

Seja n € C°(—B, B) e aplique (2.3.4), (2.3.5) e (2.3.6) a ¢ = ¢.n, tendo em
mente a estimativa trivial d(z, F') < d(z, K). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
(1, ¢en) — [ ndp (lembre que bf = p) enquanto ||d(z, K)* Di(¢e(z)n(z))|[r — 0
quando € — 0 (quando j = 0, use o fato que |K| = 0). Assim por (2.3.5) concluimos
que a primeira integral do lado direito de (2.3.4) vai para zero quando € — 0. Isto é,

B
lim /_B fiy (@, To)(Pen)m(z, To)do Z 3y (x, Tp) = 0.

e—0
Considere agora o segundo termo do lado direito de (2.3.4) com ¢ = ¢.n. Observe que

C
<

gvm(ﬁbeﬁ)(ﬁ) S dl Ky

ox
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assim, usando (2.3.3) e escolhendo m = 2N + 2, temos que

0-(p00) 7)oV () (w) (7)) — i, 0" <

Clf (@, ri)llo(w, 7t) — @(x, 0)|Vd(z, K)xe(2)

onde x.(z) é a funcao caracteristica do conjunto {z : d(z, K) < ¢}. Como

A To
sup / / |f(z, 7)||o(z, 7t") — @(2,0)|Ndrdr < oo
—aJo

t'ero

entao

[ (a, 70| (z, ) — o (x,0)|" € L'((—B, B) x (0,Tp))
donde

B To
hm/ / f(t) (.ZU, T)L(i)(¢gn)2N+2($a T)dT N dZ(t) =0.
—BJO

e—0

Logo,mostramos que
/ ndp =0, neC (—B,B),
K

o que implica que a mesma conclusao vale para qualquer fungdo continua 7 em K
(primeiro estenda 7 a uma fung¢ao continua com suporte compacto contido em (—B, B)
e entdo aproxime a extensao por fungoes teste). Assim, a variacao total |u|(K) de p
em K é zero e pela regularidade de u segue que |u|(F") = 0 para todo conjunto de
Borel F' C F com |F'| = 0. Como pg é a parte singular de p e assim esté concentrada
num conjunto de medida de Lebesgue nula, segue que pg = 0 em (—B, B). Portanto,
suppio N (—B, B) = (), uma contradi¢ao. Provando (2.3.2). [

DEMONSTRACAO DA PROPOSIGAO 2.3.3: Suponha, por contradicao, que F' contém um
ponto isolado p, trabalhando numa pequena vizinhanca de p podemos supor que ele é
o unico ponto isolado de F. Assim a prova sera reduzida ao caso em que bf = g + cdy,
para alguma g € L', c€ C,c # 0, p € (—A, A) e o(p,t) = ©(p,0), t € T, para algum
e > 0. Esta é a situacao que sera estudada.

Podemos assumir que

©(0,0) = ¢,(0,0) = ¢..(0,0) = 0. (2.3.7)
Pelas reducoes discutidas acima é suficiente considerar o caso
bf = g+ cdo (2.3.8)

onde ¢ é integravel, ¢ é um nimero complexo, dy é a distribuicao delta de Dirac na
origem e

©0(0,t)=0, telr (2.3.9)
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Entao a funcao t — f(0,t) é constante em I'y e sem perda de generalidade, podemos
assumir que

F0,)=0, tely (2.3.10)

De fato, como ¢(0,t) = 0 para t € I'r U {0}, entdo ¢, (0,2) = 0 para t € I'r U {0} e
para todo 5 =1,...,n, logo

0 4

Li=— em {0} xI'y, paratodo j=1,...,n

ot;
Como L;f = 0, para todo j = 1,...,c entdo, f;,(0,t) = 0 para todo t € I'r e para
todo j = 1,...,n. Donde, f(0,t) = ¢ para t € 'y, sendo ¢ uma constante. Considere
a funcao F(z,t) = f(z,t) — ¢, entdo F(0,t) = 0 para todo t € I'r e bF = bf — ¢, se
bf é absolutamente continua em relacao a medida de Lebesgue entao bF também sera.
Portanto, pode-se considerar f(0,¢) = 0 para t € ['r.

Escreva f(x,t) = fi(x,t)+ fa(x,t), onde fl(x t)= f(z,t)sex >0,e fi(z,t) =0
quando z < 0. Observe que, por (2.3.9), L; = -~ em {0} x I'p e portanto L; fr = 0 em
(—A, A)xIr (j=1...,nek=1,2). De fato, dada n e CP((—A, A)xT'r), precisamos
mostrar que (L; fi(z,t),n(z,t)) = 0, para todo j = 1,...,n. Seja x(z) € C°(—1,1) tal
que x(z) = 1 para |z| < 1/2, e considere x.(z) = x(%), logo

(Lifi(e,t),n(a,t)) = (Lifi(z, ), xe(@)n(e, ) + (L fule, 1), (1= x(x)n(z, 1)
(1) +(2)

(2) =0, pois para © < 0 fi(z,t) =0eparax >0 fi=fe L;f=0,e¢
1) = = (A thole) (500 + b0 )))

= (Al One 05 (o))
- W)+ @)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada (1) — 0 quando € — 0. Usando o fato que
bj(z,t) = vR(x,t), pois b;(0,¢) = 0 para todo j = 1,...,n, (2') — 0 quando € — 0.
Portanto, L;f; = 0. Similarmente prova-se que L;fs = 0. Das hipoteses sobre a f,
segue que

T A
sup / / | filz, 7)||o(z, 7t") — (2, 0)|Ndodr < oo. (2.3.11)
0o J-a

t'ero

Portanto, pelo Teorema 2.1.2 f; (e f2) tem um valor de fronteira bf; (e bfs) em t = 0.
Da expressao (2.3.8) temos que

bfi = X(0,4)( ) + Z ;0% (2.3.12)
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onde x(0,4)() ¢ a fun¢do caracteristica de (0, A) e 5(()j) sao as derivadas da distribuicao
delta de Dirac na origem de ordem j. Para ver que isto de fato vale, basta mostrar que
o suporte de bfi(x) — x(0,4)(x)g(x) estd contido na origem (Teorema 1.5.3 de [H1]).
A distribui¢do bf; também tem uma estrutura semelhante (bfs = x (a0 (x)g(x) +

10 djé(()j)). Se em (2.3.12) tivermos >_*_, cjé(()j) # 0, podemos supor que ¢, # 0.
Considere, agora, a solugdo h(z,t) = Z(x,t)Pfi(x,t), é facil ver que h(x,t) tem um
valor de fronteira quando ¢ — 0. Note que bh = x(0,4)(z)g(2)Z(z,0)P + cdy. De fato,
dada n € C(—A, A) temos

lim(h(z,t),n(x)) = lim(fi(z, 1), Z(x, t)'n(z)) = (bfr,n(x) 2 (2, 0)7).

t—0

Como Z(z,0) =z +ip(x,0) = x + iz’r(z), entao

(e;05) () Z(x,07) = (¢;65, a? + 2?17 ()

_ { (—1)7{c;00, cxF(z)) =0, se j<p
(=1)"(cpdo, " (n(x) + cxR(x))) = en(0), se j=p

Portanto, bh = x(0,4)(%)g(x) Z(x,0)? + cdy. Se provarmos que ¢ = 0 entdo ¢, = 0, o que

seria uma contradicao. Logo f 00]5( 7 — . Assim, trocando f; por f;ZP é suficiente

considerar o caso em que p = 0 em (2.3.12), ou seja,

bfi = X(0,4)(x)g(x) + cbo. (2.3.13)

Sabemos que para 1) € C°(—A, A), para qualquer inteiro positivo m > N, para
teTVfixoe0<Ty<T,

(Zo(z,0)bf1,0) = / (fl) (x T0)m(x, Ty)d, Zt)(l’ Tp)
+/0 /0O(fl)(t-)(x,T)L(i)wm(x,f)chAdz(i) (2.3.14)

onde

: 0 i 0
(fl)(f)(xaT) :fl(xaTt)7 L(t) :E—i_b()(l’?,r)a_xa
com b (x,7) =t (by(x, 78),... bp(x, 1)),
= L VED(2) i 0
= (@ — iy (2, 0)" g V= Z.2.0) 05" (2.3.15)

k=0
S%i)(%ﬂ = ‘P(ZB,Tf) €

i0-(p@)(x,7) 1 0
140, (go(t )(x, 7) m! Oz

L(i)wm = (V™ip(x ))(S% (z,7) = ¢(i)($70))m~ (2.3.16)

Gostariamos de usar uma variagdo da formula (2.3.14) com ¢ suave, mas ndo necessa-
riamente com suporte compacto. Seja ¢» € C°(R) e para m > N seja 1, (x, 7) definida
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como em (2.3.15). Para0 < B< A, 0<e<Ty<TetcT? aformula de integracio
por partes da:

B B
Ammmwmmm%m@=Ammmnmmxm&m%>
To B
i , Lt' m (T, d dZ,g
+L"A<ﬁm@r>u¢crﬂrA o

- Z/ O(fl)(i)(B,T)@/)m(B,T)aT(QD(i))(B,T)dT.(2.3.17)

Observacio: Esta formula vale diretamente caso f; € C', mas pela regularizacao
considerada no Passo 2 da demonstragao do Teorema 2.1.2 podemos provar que ela
também vale no caso em que f; é continua.

Nosso objetivo é fazer ¢ — 0 em (2.3.17). Primeiro fixe h € C*(—B,B), h=1
em (—DBj, By), para algum 0 < B; < B. Entao,

/O(fl)(i)(xve)wm(x’ e)de(t-)(m,e)z/f‘(fl)(t-)(x,e)h(m)@bm(x,e)de(t-)(x,e)

+/_B(fl)(t')($7€)(1—h(l’))lﬁm(.ﬂf,e)dxz(t')({E,E). (2.3.18)

Como Y, (7, €)(f1) 4 (z,€) — ¥(x)bfi(r) em D'(—A, A) quando € — 0, temos

A
m [ (f1) ) (2, )h(x)m(z, €)duZipy (2, €) = (bf1, h(z)Y(x)). (2.3.19)

e—0 _A
O lema seguinte da o valor do limite da segunda integral do lado direito de (2.3.18).

LEMA 2.3.4 Apds escolher B e By convenientemente, temos
B B

iy [ (1) (1 = h(a) (. e Zi (. )= [ 9(w)(1 = B () (23.20

e—0 _A 0

DEMONSTRACAO: Considere os conjuntos

Ey={z €[0,B]: py(z,7)=py(z,0), 7€l0,)], paraalgum A\ >0},

Ey = {l’ < [07 B] : QO(t‘)(QT,T) > @(t)<x70)7 T E [07 )‘]7 para algum A > 0}7

By ={x€[0,B]: ¢u(x,7) <y (r,0), 7€[0,]], paraalgum A > 0},
Ey={x€0,B]: paraalgum 7; — 0, s; — 0, gp(,;)(af, s;) < D) (x,0) < QO(i)(SL',Tj)}.
Observe que o intervalo [0, B] = E; U Ey U E3 U Ey. Suponha Ej; # (). Seja xy € Ej.
Pelo Lema Fundamental e pelo comentario logo abaixo do enunciado do Teorema 2.3.1
segue que existe uma fungao holomorfa H definida numa vizinhanga de Z(xg,0) tal que
(f1)@(z,7) = H(Z4(z,7)), para x perto de zg e 7 > 0 perto de zero. Em particular,
(f1)@(z, 7) tem uma extensdo suave a uma vizinhanga de (xo,0). Assim, escolhendo
By < B proximos de xy temos que (2.3.20) vale. Portanto, podemos assumir E; = ().

Cada um dos outros trés conjuntos podem ser escritos como uma uniao enumeravel de
conjuntos fechados como segue:
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By = U]o'ilElj onde Elj = {1: € [OvB] : ()O(i)(va) = (P(t)(‘rv 0)7 T € [071/j]}>

(t')(ZE,O), TE [07 1/]]}7

E2 = U?‘;IEQJ‘ onde Egj = {ZL’ € [0, B] . @(i)(l’,’r) Z (2
B3 = U2, E3; onde By = {x € [0,B]: w7, 7) < pi(2,0), 7€l[0,1/5]}

Assim, o intervalo [0, B] ¢ uma unido enumeravel dos E;; e pelo Teorema de Baire
um destes conjuntos contém um intervalo [B’, B”], B’ < B”. Consideremos dois casos
essenciais:

Caso 1. Suponha ¢ (z,7) = ¢@(z,0) em [B', B"] x [0,T1] para algum T} > 0.
Entdo, o campo vetorial L = 2 em [B',B"] x [0,T] e assim (f1)@(z,7) = g(r) em
[B’, B"] x [0,T1] o que estabelece (2.3.20) com B = B" ¢ B; < B.

Caso 2. Suponha ¢y (2, 7) > ¢¢)(2,0) em [B', B"] x [0,T3] para algum T, > 0.
Se [B',B"] C E,, entao pelo Teorema de Baire estaremos na situagdo do Caso 1.
Portanto, podemos assumir que existe zo € (B’, B”) e uma seqiiéncia 7; — 0 tal que
@) (T0, T5) > @iy (20, 0). Pelo Lema Fundamental e os comentarios abaixo do enunciado
do Teorema 2.3.1 existem um intervalo, que continuaremos indicando por (B’ B"),
contendo xy, um nimero positivo €; e uma funcao holomorfa H definida no dominio

S ={Z(x,0)+iZ,(x,0)v: z € (B B"), 0<v<e}

tais que para toda n € C°(B', B"),
(bfr,n(x)Ze(2,0)) = lim [ H(Z(x,0) +iZ,(x,0)v)n(x)d. Z(x, 0).

Note que S estd acima da curva ¥ = {x +ip(z,0)} e Z;)(x,0) = Z(z,0). Encolhendo
o intervalo (B’, B”) em torno de xp, podemos assumir que existe e > 0 de modo que
o dominio

Q={z+i(p(x,0)+s5): v€(B,B"), 0<s<e}CZuy(B,B") x(0,T)).

De fato, seja k = sup o (2o, 75)| > [ (0,0)] = |p(z0,0)[. Como Z é uma fungio
J

suave (Z(f;) também ¢é), os pontos da reta vertical que passa por zg, e estao entre os
pontos Z (o, 0) = Z(x,0) e xo+ik estao contidos no conjunto Z; ((B', B") x (0, T3)).
Pela continuidade de ¢ temos que para cada j existe uma vizinhanga V; de modo
que @ (To,7) > @ (70,0) para 7 € V. Em particular, existe uma vizinhanga V
do ponto que assume o supremo. Do mesmo modo, existe uma vizinhanca U de xg
tal que @) (7, 7) > ¢ (z,0) para (z,7) € U x V. Considere o conjunto de pontos
W=A{ov+iy: v €U ¢u(r,0) <y < ¢qglr,1), 7€ (0,T2)} por convexidade W C
Zy (B, B") x (0,1T3)). Agora escolha o novo intervalo (B’, B”) como sendo U e ¢; tal
que @ (,0)+5 < @ (z,7) para 0 < s < €. Assim, Q C W C Z;((B', B") x (0,T3)).

Seja T3 > 0 e (C',C") um intervalo contendo xy de modo que, se Q; = (C’,C") x
(0,T3), entdo Z;(Q1) C S. Seja G uma funcio holomorfa em S tal que G'(z) = H(z)
em S. Note que G é continua até a fronteira ¥ = {z + ip(x,0) : x € (C",C")},
pois o valor de fronteira de G’ = H é uma funcdo integravel (veja Proposi¢ao 1.6.5).
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Defina hg(z,7) = G(z + ipy(x,7)) = Gz +ip(z, 7t)). Note que h; é continua em
ol _ o 1 i)
Que Liphe =0 em Q1. Se My) = 5756550
solugao de L em Q) e seu valor de fronteira é igual a bf; em (C’,C"). De fato, seja
n e CX(C’,C"). Temos:

entao M h) (2, 7) também é uma

(bfr,n(x)Zx(x,0)) = lim [ H(Z(z,0)+ iZ.(x,0)v)n(z)d.Z(x,0)
= lim [ G'(Z(x,0) +iZ,(x,0)v)n(x)d. Z(x,0)
= — 11)13[1) G(Z(x,0) +iZ,(z, O)v)n’(x)%

= — / bh(i)(x)n’(:v)%(l +ipe(,0))de

(1+ip.(x,0))dz

e assim bfi(r) = b(Myhg))(z) em (C',C"). Observe agora que @)1 poderia ter sido
escolhido de modo que @ (z,T3) > @) (7,0), para cada x € (C',C"). Isto significa
que @1 é uma orbita simples de Sussmann (veja Segao 1.4) para os campos vetoriais
Xy = ReLy e Yy = ImL;. Para ver que isto de fato acontece precisamos conectar
quaisquer dois pontos de 1 por um caminho de orbitas de X ;) e Y(;). Sejam p = (x,7)
e ¢ = (y, s) dois pontos arbitrarios de ;. Como

0 3x(90(i))(75>T)ar(sf?(i))(%ﬂ 0

X = — — _
® = or 1+ 0u(pp)(x,7)2 O

temos que X ;) possui um orbita nao nula em p, isto ¢, existe v : By = Iy X J; —
tal que y1(p) = p e (s, 7) = X (n(s, 7). Como @) (x, T3) > ¢(;(x,0) para todo
x € (C',C") existe um ponto p; = (x1,71) € y1(Ry) tal que 5%(,0@)(1’1,7'1) # 0, ou seja,
Y(# tem uma Orbita ndo nula passando por p;. Suponha que nao conseguimos chegar
ao ponto g com um caminho de orbitas. Seja p o supremo (ou extremo) do conjunto de
pontos que conseguimos alcancar com as 6rbitas que sairam de p. Considere a 6rbita de
X(iy que passa por p (sempre existe pela expressao de X(i)). Ao longo desta 6rbita héa
um ponto onde a orbita de Y; ndo se anula (pelo fato de p;)(z, T3) > ¢ (7,0) para
todo x € (C’,C")), neste ponto poderiamos prosseguir ultrapassando o ponto supremo
p o que seria uma contradigao. Logo, podemos ligar p e ¢ por orbitas de X ;) e Y ;.

Portanto, pelo Teorema 1.3.2, M h¢) (v, 7) = (fi1)@(2,7) em Q; (Unicidade
do Problema de Cauchy para superficies nao caracteristicas para estruturas localmente
integraveis). Isto por sua vez implica que H(v+iw (v, 7)) = (f1) (2, 7) em Q1 sempre
que Z(z,7) € S. De fato, se Z(z,7) € S entao H(Z;y(z,7)) = G'(Z4(x, 7)), por
outro lado (f1) ¢ (z,7) = Mh) (2, 7) = G'(Z (2, 7)), em Q1. Logo vale a igualdade
acima. Como bH (z + ¢ (r,0)) = b(M ) h))(z) € uma fungio integrével em (C', C")
a fungdo maximal nao-tangencial H* esta em L'(X) apos, possivelmente, diminuir ¥
(veja Proposicao 1.6.5).

A seguinte afirmacao conclui a demonstracao deste lema.
Afirmacao:
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(a) lim, —o(f1)@) (7, 7) = g(x), q.t.p. @ € (C',C"),

(b) |(f1)py (@, 7)| < H*(2), q.t.p. (z,7) € Q1.

Prova: Observe primeiramente que (f1) (7, 7) = H(x +ip (v, 7)) sempre que
@), 7) > i (z,0). Por outro lado, para qualquer p > 0 podemos aplicar o Teorema
de Baouendi-Treves, Teorema 1.2.1, a funcdo continua (f1) ;) (x, 7) definida em (0, A) x
(p, T). Encolhendo Q1 podemos assumir que a restri¢ao de (f1); ao conjunto @ N
{7 > p} & uniformemente aproximada por uma seqiiéncia de polinomios em Z; (v, 7),
pr(Zi(z,7)). Sejam x; € (C',C"), 1 € (0,T3) tais que @iy (v1,71) = @g)(21,0) e
7o € (0, T3], 11 < 72 tal que @ (21,7) = @gy)(21,0) para 7 < 7 < 7 e 7» ¢ maximal
para esta propriedade (é claro que nao ha problema se 71 = 7). Note que 7o <
T3, pela forma com @ foi escolhido. Como Z(x,7) é constante em {x1} X [11, 73]
segue que pr(Z;(z, 7)) também é constante em {z;} X [max(71,p), 2] e assim deve
ser (f1)¢) (7, 7). Fazendo p — 0 concluimos que (f1) (21, 7) é constante em [71, 7).
Assim, @ (21,72 + &) > ) (71,0) para alguma seqiiéncia e, \, 0 (isso segue da
maximalidade de 7) e pela continuidade de (f1) (z,7) para 7 > 0 vemos que para
qualquer 1 <7 < 71y

(fl)(t')(xla T) = (fl)(i)(thZ) = elljf_)no(fl)(f)(%ﬁz + ) = el,jr—{lo H(zy + W(t’)(%lﬁz + €x)).

Além disso, z1 + gy (21,72 + &) — 21 + ip(71,0) = 21 + ip(21,0) € ¥ ndo-
tangencialmente. Assim, a menos que x; pertenca a um conjunto excepcional de medida
Zero, teremos

(f1)@ (@1, 7) = bH (21 + ip(21,0)) = g(z1), 7 <T<™

(resultado sobre existéncia do limite tangencial ¢.t.p. veja a Proposi¢ao 1.6.5). Isto
mostra, em particular, que

@(f)(xhﬁ) = @(f)(xho) = (fl)(i)($1,71) =g(z1), qtp. z€(C,C").

Resumindo, para z € (C',C") q-tp., (f1) @ (2, 7) = H(z +ipg(z,7)) se g (v, 7) >
e (@, 0) e (fi)i (@, 7) = bH(z + ipg (2, 0)) se oy (@, 7) = ¢z, 0). Como [H(z +
iy (2, 7)) e [bH(z + ip (2,0))| sao dominadas por H*(z) isto prova o item (b):
|(f1)@(z,7)] < H*(z), qt.p. (7,7) € Q1. Também é facil ver que (a) vale: quando
7 — 0 temos ou (f1)(z,7) = H(z + vy (v, 7)) ou (f1)i(z,7) = bH(x + ip)(,0))
assim
lim(f1)e (2, 7) = bH(z +ipe (2, 0)) = g(z),

pois H(z) — bH(x + i(p(f;)(a:,O)) se S >z — x+ i(p(i)(a:,O) = x + ip(z,0) nao-
tangencialmente, o que prova o item (a). Concluindo a prova da Afirmagao.

Agora, aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada estabelecemos (2.3.20)
no Caso 2 (escolha By e B tais que |(f1) (B, 7)| < H*(B)). O
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De (2.3.18), (2.3.19) e (2.3.20) concluimos que
B

iny | ()i Vo, s Zip (€)= (b )o@+ | gle)1=hw)ia)da

0

_ /0 g(@)(@)de + e(0). (2.3.21)

Voltando a equagao (2.3.17) temos ainda dois limites para estudar. Observe que pode-
mos escolher B tal que lim, o(f1) (B, T) existe o que, por sua vez, implica a existéncia
de

ing [ (1) (B ) (B, 7104 (510 (B )
:/0 O(fl)(t')(B;T>¢m(B,T)aT(g0(£))(B,T)dT (2.3.22)

(a existéncia de tal B é garantida pela Afirmagao acima). Como m > N, o produto
(f1)@ (@, 7)L(3yYm(z, T) € limitado e portanto,

B T
lim/ / (f1) @) (2, T) Ligyom (2, T)dT N dZ 3 existe. (2.3.23)
0 €

e—0

Agora, usando (2.3.21), (2.3.22) e (2.3.23) podemos fazer ¢ — 0 em (2.3.17) e entdo,
para algum 0 < B < A e qualquer ¢ € C*(R)

B

/O gz )p(x)dz + ep(0) = / () iy (2 To b (2, To) o Z (2 To)
+ /0/OO(fl)(t’)(xaT)L(f)l/fm(%T)dT/\dZ(f)

To
- Z/ (fl)(i)(Ba T)¢m(Ba 7_)87—(%0@))(37 T)dT. (2.3.24)
0
Aplicaremos a formula (2.3.24) a fungao

Zjy(2,0) = Z(0,0)\"
149

o) = (

onde n é um inteiro positivo, n > N e escolha B = d. Nosso objetivo é mostrar que
c = (0 para esta escolha de 1. Para esta 1) temos

= n(n=1) - (n =k + D(pp (. 7) = o (@,0)"(Z (2,0) = Z;(6,0))"
¢n<x’7_):;zk 0 (1+5)(")k:! (0 (0

o)) igvniﬂ(iﬂ)(sﬂ(i)(% T) = @iy (,0))" = 0,

Lyt 7) = 1+ 0. () (z,7) n! Ox
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pois 1 (x) é um polinomio em Z (r,0) de grau n. De (2.3.24) obtemos:

/05 9(x) (Zm(x, 01) ;52@)(5, 0))n dr +c (—Z%(i,o))" _

= [ (e Topwn(e. To)d, Zy . T)

> /0 )y (6,76 (8, 70, (000 (6, 7). (2.3.25)

Para estimar fo(s(fl)(t-) (z,T0)n(r, To)dZ i) (x, Ty), consideremos cada termo

L
W, (f) iy (2, To) (o (@, To) — iy (2, 0) VFh(2)dZ yy (w, T).

Usando (2.3.7) e (2.3.9), podemos assumir que Tj e § sdo suficientemente pequenos, de
modo que

X

Também segue de (2.3.7) que

< |z — 4. 2.3.27
e E (2327)
Portanto, de (2.3.26) e (2.3.27), para cada k = 0,1,...,n, temos

1

5
/0 (f) iy (@, To) (e iy (@, To) — iy (2, 0) V*up(2)dp Ziy (w, T)

k!
(4 To) 127F S 1 Za(z,0) = Zn(8,0)|" "
< ‘|f(]z)'E1+025‘>|k n(n—l)---(n—k‘—l—l)/ ok (t)(ﬂf 1)+6(t)( ) .
' 0
(-, T —k 5
< Hf(t)(k' ol (12_|_5)kn(n—1)...(n—k+1)/ 2*|lz — 0" Fdx
! 0
n+1 (T

(1+9)F n+1
Somando de k£ = 0 até k = n, obtemos:

5n+1

5
'/o (fl)(t‘)(ﬂ%TOWn(%TO)dzZ(i)(%TO) <2 Hf(i)(',TO)HLw(O,é)- (2.3.29)

n+1

Considere agora o termo

/0 o(f1)(t‘)(5, T)Un (0, 7)0-(p(1)) (0, T)dT.
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Observe que da escolha de ¢(x) temos

on(6,7) = i" (e (9, z i ; ;0)(2)(5’ 0 (2.3.30)

Defina -
W) = / F ()l g (2 7) — i (a0, 0)| Vel

Como | fiiy(z, 7)|[0 (2, 7) — 0y (2,0)|N € L'((—A, A) x (0,T)) (conseqiiéncia da hipo-
tese), sabemos que h € L'(—A, A). Portanto para A > 0, se definirmos

By={we(—AA): hiz)> A\,

sua medida satisfaz
1Al 21 (= ,2)

|Ey\| < 3

Em particular, escolhendo A\ = 672, temos:
| Es—2| < [|A]lp1(-a,0)0%.

Portanto, podemos assumir que § é escolhido de modo que

To 1
/0 [(F1) iy (6, Doy (6, 7) = @iy (6,0)[Vdr < = (2.3.31)
De fato, para A = § 2 temos que
1 1 , 1
T e (0,5) : h(l’) > ﬁ < S (—A,A) : h(l’) > ﬁ < ||h||L1(—A,A)5 < 55,

a ultima desigualdade vale se § for escolhido suficientemente pequeno. Portanto,

{xe(o,a): h(:p)<—}‘2%5, pois [(0,8)] = 4.

29
5% 0 que garante a validade de (2.3.31). Continuaremos a demonstragao escrevendo
simplesmente 0 e quando for necessario invocaremos ;.
Portanto de (2.3.30) e (2.3.31),

Logo, existe 21 € (£,0) tal que h(z;) < & < 4. Escolha § = z, entdo h(§) <

/0 o(fl)@:)(a, )b (8,7)0 (90 (6, 7)dr

1 To

= <1+a>n/0 ()G, lle@(6.7) = 20y (8, 0)[" 10 () dr
05 5 n—N To

= Tror (5) /O (1)) (8, Dy (6, 7) — iy (6, 0) [V dr

5n—N—12N—n

< CW. (2.3.32)
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De (2.3.25), (2.3.29) e (2.3.32) concluimos que

/069(:1:) (Z(i)(x,ol);(sz(f)(é, O))"dx . (_Z%((Z’O))n

6n+1 6n7N712N7n

< 2||f(f)(~,TO)HL°°(O,6)n+1 +C ET (2.3.33)

Usando (2.3.27) temos

[ st (Zae0 2@,

)
< [ lo@)lle — 8de < lglusond (2330
0

De (2.3.33) e (2.3.34) obtemos:

200,01 _ I ( Tolllom - onNtaN-n
(1+0)» — n+1 (1+6)m

+ ll9llr2(0,6)0" (2.3.35)

onde C ¢ independente de 0 e n. Usamos agora a desigualdade [Z;(6,0)] > d para
obter (de (2.3.35)) que

0" 20l fiy (-, To) o™+t gn-N—tgN-n .
“Aroyr = (t)n 1 + CW + llgllzr0,88"- (2.3.36)

A expressdo acima é verdadeira para § = z; € (2,6) (para validade de (2.3.32)).
Escolha ¢ = % entao % <z < % Assim, fazendo n — oo concluimos de (2.3.36) que

Z iy (@,0)+Z4(5,00\ "
1+9

mostra que bfy estd em L; .. Segue que bf é absolutamente continua com respeito a
medida de Lebesgue. Concluindo a demonstra¢ao do Teorema 2.3.1. ]

¢ = 0. Portanto, bf; = g € L} .. Um argumento similar com 1 (z) = (

loc
1

2.4 Consideracoes finais

No nosso trabalho apresentamos apenas uma condigao suficiente para a existéncia
do valor fraco de fronteira de uma solucao continua f de Lf = 0, onde £ é uma estrutura
localmente integravel de co-posto um. A necessidade desta condicdo nao foi estudada
neste trabalho. Um resultado que se tem a este respeito foi estabelecido por Berhanu
e Hounie em [BH3] e é o seguinte:

TEOREMA 2.4.1 (Teorema 2.1 de [BH3]) Sejam L = £ +a(z,t)2 um campo veto-
rial analitico-real em Q = (—A, A)x (=B, B) C R? e Z(x,t) = x+ip(z,t) uma integral
primeira analitica-real de L em Q, com ¢ a valores reais, p(0,0) = ¢,(0,0) = 0. Seja
f uma fungao continua em QT = (—A,A) x (0,B) e Lf = 0 em Qt. Assuma que
limy o f(-,t) = bf existe no sentido das distribuicdes e que bf € uma distribuicao de
ordem fira N em (—A, A). Entao existe um nimero inteiro n tal que para todo conjunto
compacto K em (—A,A) e 0 <T < B,

|f(z,0)||o(x,t) — p(z,0)]" < C, Y(z,t)e K x(0,T], C=C(K,T). (2.4.1)
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Como conseqiiéncia do Teorema 2.4.1 e do Teorema 1.1 de [BH3] (enunciado na in-
trodugao deste texto como Teorema 1) Berhanu e Hounie obtém:

COROLARIO 2.4.2 (Coroldrio 2.2 de |BH3]) Sejam L analitico-real e f continua em
QF, Lf =0 em Q". Sdo equivalentes:

1. limy_o f(-,t) = bf eziste no sentido das distribuicées e bf € uma distribuicao de
ordem fiza em (—A, A);

2. existe um natural N tal que para todo conjunto compacto K de (—A, A)
|f (@, )|z, t) — p(a,0)[" <O, VreK
para alguma constante C' = C'(K);

3. existe um natural M tal que para qualquer conjunto compacto Kde (—A, A), existe
uma constante ¢ = ¢(K) > 0 tal que

[ [ etwt) = ot 015 Ge et <

Na demonstracao da propriedade de F. e M. Riesz um argumento muito impor-
tante é o Lema Fundamental (Lema 2.2.3) o qual descreve o conjunto frente de onda
de uma solugao homogénea de uma estrutura localmente integravel. Veremos alguns
exemplos desta caracterizacao do conjunto frente de onda.

EXEMPLO 2.4.3 Considere no plano o campo vetorial dado por

0 2ixt 0

ot 14420z’
Lé localmente integrdvel, sendo Z(x,t) = x(1 + it?) uma integral primeira de L no
plano. No exemplo 4.3 de [BH1], Berhanu e Hounie, constroem uma funcdo h que
¢ solucao homogénea de L com a propriedade que o conjunto frente de onda C™ do
trago h(x,0) na origem contém ambas as diregoes 1 e —1. Note que L nao é eliptico
na origem e nem o ponto (0,0) é aproximado por pontos elipticos, ou seja, L nao é
eliptico em nenhum ponto (0,t), t > 0.

EXEMPLO 2.4.4 Seja ) = R? com coordenadas (x,t). Considere o operador de Mizohata

R )

Note que Z(x,t) = x + z% ¢ uma integral primeira de M.

Defina u(z,t) = \/x+z'§ e para € > 0 considere u.(x,t) = x—i—i(%—i—e), onde
escolhemos o ramo da raiz quadrada definida no complementar do eixo imagindrio
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negativo que € real no eizo real positivo. Como u.(x,t) — u(x,t) uniformemente quando
e — 0 e Muc =0 temos que Mu = 0. Considere agora a fun¢ao
- 3
F(2)=+2 z€C, z=re", 7W<9<§.
Note que (F o Z)(x,t) = u(x,t). Como Z(x,t)|i=0 = = seque que WF (bu) C WF(bF),
sendo bu(x) = b(x,0) e

Ve, se x>0

|z|i, se x<0

bF(z) = F(z,0) = {

Assim, (0,—1) ¢ WF(bu) enquanto (0,1) € WF(bu).

O proximo exemplo mostra a importancia de assumir que as solugdes sao conti-
nuas no Teorema 2.3.1. Mostraremos que solu¢oes menos regulares podem ter valores
de fronteira que sao medidas singulares com respeito & medida de Lebesgue.

EXEMPLO 2.4.5 Defina p(z,t) = xt, (x,t) € R? e escolha

. 0 ipy(a,t) 0
Zn g} — L= — e
(z,t) =z +ip(x,t), ot 1+ipg(x,t)0x’

entao LZ = 0. A estrutura gerada por L € localmente integrdvel. Defina a funcgdo
H(z,t)=1sex >0, H(z,t) =0 sex <0. Entdo LH = 0 no sentido das distribuicaes.
Considere o campo vetorial

B 1 0

T 14ipa(x,t)
que comuta com L, isto é, ML = LM. Portanto u = MH é uma medida que satisfaz
a equagcao Lu = LMH = MLH = 0 e possui um valor de fronteira na subvariedade
fortemente nao-caracteristica {t = 0}, o qual é a medida de Dirac 6(x).
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