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Resumo

Nesta dissertacao detalharemos o artigo “A Note on div curl Inequalities” de
L. Lanzani e E. M. Stein [10], cujo resultado principal traz uma extensao da
classica desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para g-formas suaves de suporte
compacto.

Palavras-chaves: Gagliardo-Nirenberg, Analise Harmonica, Espagos de Lo-

rentz, Integrais Singulares.



Abstract

In this dissertation we present a detailed account of the paper “A Note on div
curl Inequalities” by L. Lanzani and E. M. Stein [10], which extend the classical
inequality of Gagliardo-Nirenberg for smooth g¢- forms of compact support.

Keywords: Gagliardo- Nirenberg, Harmonic Analysis, Lorentz Spaces, Sin-

gular Integrals.
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0.1 Introducao

O objetivo dessa dissertagao sera detalhar o artigo “A Note on div curl
Inequalities” de L. Lanzani e E. M. Stein [10]. Uma especial atencao sera dada
as técnicas de Analise Harmonica aqui utilizadas.

No Capitulo 1 fixaremos a notacao do texto e faremos uma breve
apresentacao sobre resultados de Medida e Integragao, Distribui¢oes e Formas
Diferenciais.

No Capitulo 2 apresentaremos os espacos de Lorentz. Na Secao 2.1
estudaremos as funcoes de distribuicao e rearrajamento e suas propriedades.
Os espacos de Lorentz, por sua vez, serao apresentados na Secao 2.2. Em
especial, nesta secao, daremos uma extensao do Teorema de Interpolacao
de Marcinkewicz e do Teorema de Hausdorff-Young. Por fim, na Segao 2.3
definiremos o espaco Lp que sera utilizado em estimativas integrais do Capi-
tulo 4.

No Capitulo 3 faremos uma abordagem sobre uma classe especial de
operadores lineares com nicleo da forma K(x) = Q(x)/|z|" sendo 2 uma
fungao homogénea de grau nulo em R™\ {0}, satisfazendo certas condigoes de
integrabilidade em S™~!. Na Secao 3.1 definiremos tais operadores, chamados
integrais singulares. Um breve comentério sobre as distribui¢goes homogéneas
seré feito na Segao 3.2. Na Secao 3.3 estudaremos o método das rotacoes, cuja
importéancia é dada no estudo dos nicleos K (x) sendo €2 uma fungdo impar. Na
secao seguinte 3.4 abordaremos uma classe importante de operadores integrais
singulares chamados transformadas de Riesz. Estes, por sua vez, serao de
suma importancia no estudo dos operadores com nucleo K(z) sendo 2 uma
funcao par, como serd visto na Secao 3.5. Na Secao 3.6 estudaremos uma
classe particular de nicleos da forma K(x) e na Secao 3.7 faremos uma breve
abordagem sobre o espaco de Hardy H'.

No Capitulo 4 demonstraremos o teorema principal do artigo [10], cuja

prova serd dada na Secao 4.2. Na Secao 4.1 apresentaremos dois resultados
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centrais na demonstracao de tal teorema. Na Secao 4.3 um contra-exemplo
quando n=2 para o Teorema 0.2.3 é apresentado.

No Apéndice A apresentaremos uma demonstracao das desigualdades
de Gagliardo-Nirenberg enquanto que no Apéndice B faremos um breve co-
mentario sobre a transformada de Hilbert, como sera visto na Secao B.2. Na
Secao B.1 também comentaremos sobre a aproximacao da identidade e a fun¢ao

maximal de Hardy-Littewood.
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0.2 Resultado Principal

Um resultado muito interessante demonstrado por J. Bourgain e H.
Brezis [1] em 2004, é uma desigualdade para campos vetoriais suaves de suporte

compacto quando n = 3, a saber:

Teorema 0.2.1 (Bourgain-Brezis) Suponhamos que u seja um campo ve-

torial suave de suporte compacto em R3. Se rot uw = f e div u = 0, entdo
[l pare < Allfllzr- (1)
Neste mesmo espirito, ¢ bem conhecida a seguinte desigualdade:

Teorema 0.2.2 (Gagliardo-Nirenberg) Seja 1 < p < n eu € CR").

Entao existe uma constante C=C(p,n)>0 tal que

[l rgny < C DUl Lo ny » (2)

1 1 1
no qual — = — — — (vide Apéndice A.)
r op n

A desigualdade (1) é remanescente do resultado de Gagliardo e Nirenberg.
Uma vez que se r =n/(n—1), n = 3 e div u = 0 entdo a desigualdade (1) diz
que

lullr < Aflrot ull i -

Por outro lado se p =1 e n > 2 entao (2) é dada por
lull - < CllDull -

Motivados por tais desigualdades, L. Lanzani e E. M. Stein no artigo “4 Note
on Div Curl Inequalities”, referéncia [10|, estenderam esses resultados para
g-formas suaves de suporte compacto para os respectivos substitutos do rota-
cional e do divergente de um campo. Se u é uma ¢-forma suave de suporte
compacto, du e d*u respectivamente a diferencial exterior e a derivada co-

exterior, consideremos

du =
I 3)

d*u = g.
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Assim, uma questao natural é sabermos se a desigualdade

lull o < AL+ llgllze) (4)

é valida para r =n/(n —1). A extensdo provada por L. Lanzani e E. M. Stein

¢ dada pelo seguinte resultado.

Teorema 0.2.3 Seja u uma g-forma suave de suporte compacto em R™ para
n > 3 satisfazendo o sistema (3). Entdo:

(i) A desigualdade (4) é vilida quando q € diferente de 1 e n — 1.

(it) Quando g = 1 (4) é vdlida com ||g|| ;1 a0 invés de ||g||;., sendo H' o espago

de Hardy para p = 1. Analogamente para ¢ = n—1 quando substituimos || f|| ;.

por | fll -

Observemos que no caso ¢ = 0 e ¢ = n temos o Teorema 0.2.2 para n > 3,
enquanto que no caso ¢ = 1, quando g = 0 temos o Teorema 0.2.1 para n = 3.
Observemos também que quando n > 3 e p = 1 o lado esquerdo de (4) é menos
restritivo que o lado esquerdo de (2).

Com o objetivo de detalhar a demonstracao do teorema acima, em
especial estudaremos as técnicas utilizadas na demonstracao do mesmo. Os
operadores integrais singulares dados na Se¢ao 4.1 no Capitulo 3 serdao de
grande relevancia na demonstracdo do item (i) acima. Por outro lado se chega
naturalmente aos operadores integrais singulares uma vez que nos deparamos
com uma desigualdade dada em fungao de uma norma do espaco de Lorentz.
Em particular, nao entraremos em detalhes sobre os espacos de Hardy H? e
apenas faremos alguns breves comentérios na Secao 3.7 no Capitulo 3 para o

caso H'. A Secdo 4.2 sera destinada a demonstraciao do resultado principal.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos fixar a notagao do texto, bem como apresentar
resultados de Medida e Integracao, Distribuicoes, Anélise Harménica e Formas

Diferenciais do Espaco Euclidiano.

1.1 Notacoes

Denotamos x = (x1, 3, ..., ;) como a variavel espacial em R", para
n>1le {ej}1gjgn a base canonica desse espaco. Consideramos 2 um conjunto
aberto de R"” e K um subconjunto compacto de €2 denotado por K CC 2. A
fronteira e o fecho de um conjunto X C R” serao representados respectivamente
por X e X. Por B,(c) denotamos a bola aberta de centro ¢ e raio r > 0.
C*(£2) sera o espago das fungoes k vezes diferencidveis em €, C°°(Q) o espago
das fungoes infinitamente diferenciaveis em Q e C§°(€2) o subespago das fungoes
C>°(£2) com suporte compacto em €. O espaco C5°(92) serd chamado como
espago das fungoes testes. O suporte de uma funcao serda denotado por S(f).

O produto interno e a norma serao

r-&=x1& + ..o+ xR,

14



com a métrica induzida d(x,y) = |z — y|. Dessa forma consideramos a esfera

s 0
unitaria por "' = {z € R" : || = 1}. Denotamos 0,, = pr.
Ly
V = (0sys vy Oz, ). Para a = (a, ..., ;) € N escrevemos
0% = 0y!..0;".
Usaremos também a notagao D* = D3!..Dgm com D, = —id,;. Denotamos

la| = a1 + ... + a,, al = aql...a,! e dizemos que § < a se §; < «; para todo

j=1.....n. O coeficiente binomial serd dado por

« !
5 ) "B

Se r € N e E é um espago vetorial sobre R (ou C), denotamos E" = Ex ... X E,
r vezes o produto cartesiano de E. Além disso, escrevemos E* o espago dual de
E. Dizemos que vy, ...,v; € I/ € um subconjunto L.I. em F se para quaisquer
ai,...,a; € R(ou C) tal que ajvy + ... + ajv; = 0 temos que a; = ay = ... =
a; = 0. Da mesma forma, dizemos que vy,...,v; € E é um subconjunto L.D.
em F quando nao for L.I. A medida de Lebesgue em R" serd denotada por
dz e a de Borel sobre S"! por do. Se E ¢ um subconjunto de R™ entdo |E|
denotard a medida de Lebesgue de E e yp a funcao caracteristica de E, isto
¢, xg(x) =1sex € Ee xg(x) =0sex ¢ E, ou seja, |E| = /XE(:c)d:c. Se
M é uma o-algebra de um conjunto X denotamos L™ o conjunto das func¢oes
mensuraveis ndo-negativas. Denotamos por LP(X, u) para 1 < p < 00 0 espago

de Banach das fungoes p-mensuraveis de X em C, com norma || ||, y, dada

1/p
mmmz(éuw@ <o

No caso de p = oo, por L>(X, ) denotamos o espago de Banach das fungoes

por

essencialmente limitadas de X em C, isto é, se f € L>(X,u) entdo existe
C > 0 tal que p({zx € X :|f(x)] >C}) = 0. A norma de f serd dada por
| fll.. que é definida pelo infimo das constantes com a propriedade anterior.

Se X = R" e du = dx denotamos simplesmente por L? com || || .

15



1.2 Medida e Distribuicgoes

Nesta secao iremos apresentar definicoes e resultados de Medida e
Distribuicoes, bastante utilizados nesta dissertacao. Uma maior abordagem
sobre esses assuntos bem como as demonstracoes dos resultado aqui enunciados
podem ser encontrados em [6] e [8]. As propriedades basicas de medida sao

dadas pelo seguinte teorema.

Teorema 1.2.1 Seja (X, M, 1) um espago de medida. Entao:

(i) Se E,F € M e E C F entio p(E) < p(F).
(i) Se {E;}°C M e Ey C E; C. .,entaou( )—hm,u(E)
j—oo
(#i1) Se {E;}7° C M, E; D E, D ... e u(E,) < oo para algum n entdo

i (ﬂEg) = lim 41 (E;).

O préximo resultado nos mostra que uma funcao mensuravel arbitraria pode

ser aproximada por funcoes simples.

Teorema 1.2.2 Seja (X, M) um espaco mensurdvel. Se f: X — C é men-
surdvel entao existe uma sequéncia {¢,} de fungoes simples tal que 0 < |¢1| <
lpo| < ..o < |fl, ¢n — [ pontualmente e ¢, — f uniformente para todo

conjunto no qual f seja limitada.

O teorema que iremos enunciar é conhecido como o Teorema da Convergéncia

Mono6tona.

Teorema 1.2.3 Se {f,},cy € uma sequéncia em LY tal que f; < fi1 para

todo j e f = lim f, entdo /f = lim [ f,.
Nesta mesma direcao segue o Teorema da Convergéncia Dominada.

Teorema 1.2.4 Seja {f,}, .y uma sequéncia em L' tal que f, — f ¢.t.p. e

ne

dg € L' tal que |f,| < g para todo n. Entdo f € L' e /f = lim [ f,.

16



O proximo resultado diz respeito sobre o célculo de integrais em X X Y, con-
hecido como o Teorema de Fubini-Tonelli. Denotaremos por f.(y) = f(x,y)

para cada z € X e por f,(z) = f(x,y) para caday € Y.

Teorema 1.2.5 Seja (X, M, pn) e (Y, N,v) espagos de medida o-finitos.
(i)(Tonelli) Se f € LT (X xY) entao as fungies g(x) :/f(x,y)du e
Y

h(y) :/ f(z,y)dp estao em LT (X) e LT(Y') respectivamente e
X

ﬂmwauxwzzéjgf@ymmw}mu>
= [ | famiut) | avi

Y X

XxXY

(1.1)

(ii)(Fubini) Se f € L'(u x v) entao f, € L'(v) ¢tp. = € X, f, €

LY (u) qt.p. y €Y e as funcoes definidas q.t.p. por g(x) = / flz,y)dv e
Y
h(y) :/ f(x,y)du estio em L'(pn) e L*(v) respectivamente e vale a identi-
X
dade (1.1).

Um resultado de muita importancia na estimativa para integrais ¢ dado pelo

seguinte teorema.

Teorema 1.2.6 (Minkowski para Integrais) Sejam (X, M, pu) e (Y,N,v)
espagos mensurdveis o-finitos e seja f uma funcao M @ N mensurdvel sobre

X xY. Entao se f >0 el <p<oo entao

([ rewaw) ww] " < [[[ seorae]” wo

Como corolério do Teorema de Mudanca de Variaveis em Coordenadas Polares

para Integrais (Teorema 2.49 em [6] p.74), temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.2.1 Seja f € uma funcao mensurdvel em R™, nao negativa e

integrdvel, tal que f(x) = g(|z|) para alguma fungao g em (0,00). Entao:

f(z)dx = J(S”_l)/ g(r)r"tdr.
R® 0
Em virtude do calculo de o(S™!) definimos a seguinte fungao:

17



Definicao 1.2.1 Definimos a fun¢ao Gama para x > 0 por

[(x) = / t" e tdt.

0
Um calculo simples envolvendo mudanca de variaveis nos mostra que
b+1 o0
r (L) = 27‘(17-51/ e~ rbdr. (1.2)

2 0

Nesta direcao, outro calculo é dado pela

Proposicao 1.2.2 Se a>0 entao

5 n/2
/ e gy = <z> .
n a

Demonstracao. Decorre imediatamente por mudanca de varidveis em coor-

denadas polares e o Teorema de Fubini-Tonelli.

]
Assim justificamos a motivacao inicial da definicdo de I' por
Corolario 1.2.1 ¢(S" ') = 272 /T'(n/2)
Demonstracao. Basta utilizarmos a Proposicao 1.2.2.
]

Uma constante envolvendo a funcao Gama dada por

Lo mE(MY) (1.3)

| r(s)

serd de grande utilidade no texto.

Dado @ C R", vamos definir o conceito de convergéncia em C§°(€2).

Definicao 1.2.2 Uma sequéncia {¢j}j6N de fungoes em C§°(Q2) converge a
zero se:

(i) existe um compacto K C Q) tal que S(¢;) C K, j € N.

(1) para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das funcgoes ¢;

convergem uniformemente a zero quando j — oo.

18



Dessa forma, dizemos que uma sequéncia {¢;} em C§°(§2) converge para ¢ em
C°(2) se (¢; — ¢) — 0 quando j — oo em C°(Q). E possivel dotar C°(9)
com uma topologia de forma que a convergéncia nessa topologia coincida com
a dada pela defini¢do acima (vide [18]). Analogamente em C'*(€2) definimos o

seguinte sentido de convergéncia (e portanto uma topologia).

Definicao 1.2.3 Uma sequéncia {¢;} de fungoes em C™(§2) converge a zero
se para todo compacto K C Q e todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem

m das funcoes ¢; convergem uniformemente a zero em K quando j — oo.

Observagao 1.2.1 Se uma sequéncia {¢;} de fungoes em C§°(QQ) converge a
zero em C3°(2) entao {¢;} também converge a zero em C*°(2). A reciproca é

falsa (vide [8] p.38).

Com essa topologia, C*°(Q2) é um espago de Fréchet (métrico, completo e lo-
calmente convexo) enquanto que C§°(€2) é um espago completo e localmente
convexo, porém nao metrizavel (vide [18]). Se D(Q2) é o conjunto das fungoes
Cg°(£2) com essa topologia entao denotamos por D'(€2) o espago dual de D(€2),
chamado espago das distribui¢des em 2. Denotaremos por £'(€2) o sube-
spago de D(Q) das distribui¢oes com suporte compacto. Se u € D'(2) en-
tao u : C§°(2) — C ¢ um funcional linear e continuo. Como notacdo desse
funcional escrevemos u(¢) =< u, ¢ > para ¢ € C§°(£2). A seguir, listaremos
alguns resultados decorrentes da teoria de Distribuigoes cujas demonstragoes
podem ser encontradas em [§]. A proposigao seguinte nos mostra que dado um

compacto sempre podemos tomar uma funcao em C§° de modo especial.

Proposicao 1.2.3 Seja K CC Q. Entao existe p € C*(Q) tal que 0 < <1

e Y = 1 numa vizinhanca de K.

Se f e g sao funcoes continuas em R™ e uma delas possui suporte compacto,

entao a convolucao de f e g é dada por

frg@)= [ fle—y)gly)dy= [ [f(y)g(z—y)dy.

RTL R"

Isto nos leva a seguinte definicao.

19



Definigcao 1.2.4 Se u € D'(R") (u € &'(R™)) e ¢ € C*(R") (¢ € C*(R")),

definimos a funcao u * ¢ por
uk pla) =< u, gy >

no qual ¢o(x) = P(a — ).

Uma lista de propriedades sobre a funcao u * ¢ é dada pelo teorema abaixo.

Teorema 1.2.7 Sejamu € D'(R") (u € E'(R™)) e ¢ € CP(R™) (¢ € C=(R™)).
Entao:

(P)uxp € C*(R")

(%) D (u  ¢)

= (D%) * ¢ = ux (D)
(43)S(ux ¢) C S(u) + 5(9).

Aqui definimos S(u), o suporte da distribuicao u €D'(2), como a intersegao

de todos os fechados de (2 fora dos quais u ¢ uma distribui¢ao nula.

1.3 Transformada de Fourier e Espaco de Schwartz

Nesta secao faremos um breve comentério sobre a transformada de
Fourier e espaco de Schwartz. As demonstracdes dos resultados enunciados
bem como uma maior abordagem dos assuntos podem ser encontrada em [4],

7], [17] e [18].

Definigao 1.3.1 Dada uma funcio f € L*(R™), definimos a transformada de
Fourier de f por
f= 1 fla)e =y, (1.4)
R

A seguir, exibiremos algumas propriedades sobre a transformada de Fourier:

(af + Bg) = af +Bf (linearidade), (1.5)

HfH <|Ifll: ef écontinua, (1.6)

20



‘£1|im f(€) =0 (Riemann-Lebesgue), (1.7)

~ ~

(f *9) (€) = f(£) 9(5), (1.8)

-~

se g(x) = A" f(A ") entdo G(€) = (), (1.9)

se p € O, (transformacio ortogonal) entdo (f(p-)) (&) = f(p€), (1.10)

~ ~

(9a, ) (6) = 2mi; £ () (1.11)

(—2miz; f) (§) = (0. f)(E)- (1.12)
Se f € L' nao é necessariamente valido que f' € L'. Sendo assim, uma questao

natural é saber se existe um subconjunto de L' tal que este seja invariante pela

transformada de Fourier.

Definicao 1.3.2 (Espago de Schwartz) Denotamos por S=S(R") o sub-

conjunto das fungoes C(R™) tal que para todo multiindice 5 € N e « € N

Poolf) = sup {(1+]f")"10° ()]} < o (1.13)

2

O espaco C§° C S estritamente, ja que por exemplo ¢(z) = e pertence a

S, mas nao é de suporte compacto.

||

Exemplo 1.3.1 Se¢(z) =e 2 entio ¢(€) = (2m)2e”

le?
2

. De fato se ¢p(x) =

[

x

ez para x € R seque que ¢ € solugcao de ¢'(x) + xop(x) = 0, com condig¢ao

inicial (0) = 1. Tomando a transformada de Fourier na e.d.o. e utilizando

||

~ 2
a condicdo inicial seque que P(&) = (QW)%e’%. Agora, se ¢p(x) = e~ 2 para

xz € R" entao
H

o(&) = Héj(ﬁj) = (2m)2e 2,

&2

no qual ¢;(&;) = (2m)/2e~ 7.

A colegao {p, s} € uma familia contével de seminormas e portanto define uma
topologia em S. Assim, dizemos que uma sequéncia {¢k}k€N converge a zero

em S se, e somente se, para todo § € N" e a € N,
lim paﬂ(gbk) = 0.
k—o0
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Com essa topologia, S é um espaco de Fréchet e denso em LP(R™), para 1 <
p < oo. Em particular, S C L' e portanto (1.4) define a transformada de
Fourier emS. Uma outra caracterizacao das seminormas em S é dada por
Pap(f) = sup {|z°" f ()|},
zeRn
para a,b € N multiindices. De fato, nao é dificil mostrarmos que esta familia
de seminormas é comparavel com a familia definida em (1.13). A proposigao
a seguir, nos mostra que podemos caracterizar o espago de Schwartz de outras

maneiras.

Proposicao 1.3.1 Seja f : R" — C tal que f € C*°(R™) e quaisquer a,b € N"
multiindices. Sequem as equivaléncias:

(i) x*(0°f)(x) — 0 quando x — oo.

(i1) 2*(0°f)(x) € limitada em R™.

(iiz) 3 C = C(a,b) > 0 constante tal que |x*(0°f)(x)| < C(a,b) paraV x € R".

O proximo teorema justifica uma das propriedades especiais do espacgo de

Schwartz.

Teorema 1.3.1 A transformada de Fourier é um operador continuo de S em

S tal que
f@iads = [ Fg(s (1.14)

R

fla) = [ Flopemesie (1.15)

A identidade (1.15) é denominada a inversa da transformada de Fourier.

Demonstracao. A igualdade em (1.14) segue diretamente do Teorema de

Fubini-Tonelli e o lado direito de (1.15) estd bem definido ja que fes.

il

Seja € > 0 e YP(xr) = e 2. Se ¢ (xr) = ¢Y(ex) para z € R™ temos que
(&) = e™(2m) " 29(e71€). Portanto segue que

| e (1.16)
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estd bem definida. Além disso novamente pelo Teorema de Fubini-Tonelli e

seguido de uma mudanca de varidveis concluimos que

/ G Of©ds = e | fad e (1)

R
Assim, obtemos a identidade (1.15) em virturde do Teorema da Convergéncia

Dominada em (1.17) tomando € — 0.

Uma consequéncia direta de (1.15) é dado pelo seguinte resultado.
Corolario 1.3.1 Se f € S entio f(€) = f(=£).

O corolario acima também nos mostra que a transformada de Fourier tem

periodo quatro.

Teorema 1.3.2 Se ¢, € S(R™) entao

~

5 d(2)(x)dz = 5 d(2)(x)dz (1.18)

O teorema acima é conhecido como a identidade de Parseval

1.4 Distribuicoes Temperadas

Uma vez que o espaco de Schwartz possui propriedades interessantes
atuando na transformada de Fourier, é natural considerarmos o conceito de
transformada de Fourier para o dual desse espaco. As demostracoes dos resul-
tados enunciados bem como uma maior abordagem sobre esse assunto podem

ser encontrados em [8] e [18].

Definigao 1.4.1 Um funcional linear e continuo em S € dito uma distribui¢ao

temperada.

O conjunto das distribuigdes temperadas seré indicado por §’'(R™) ou simples-

mente por §’. Uma caracterizacao desse espaco é dado pelo seguinte teorema.
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Teorema 1.4.1 Seja u: S — C linear. Sao equivalentes:
(i) u é continua

(i) 3C >0, m € N tal que | (u, ) | < C Z Pm.a(V) para ¥V € S.

jaf<m
Por restricao a C§°, todo elemento em &’ define uma distribui¢cado em R™.
Sendo assim, &’ é identificado como um subespaco de D'(R"™). Em virtude do
Teorema 1.3.1 podemos definir a transformada de Fourier de uma distribuicao

temperada.

Definicao 1.4.2 Dada u € §’, a transformada de Fourier de u, indicada por
u € definida por

(@, ) = <u¢> Vi eS. (1.19)

Segue do Teorema 1.3.1 que o operador ~ : &’ — &’ é continuo com inversa
continua. Se f € L, 1 < p < oo entao f pode ser identificada como uma

distribuicao temperada, T}, posto que para V ¢ € S, definimos

(Tt, ) = . f(x)p(x)dw. (1.20)

Da desigualdade de Hélder temos que T estd bem definida. Em particular,

para f € L? temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.2 (Plancherel) A transformada de Fourier é uma isometria

em L2, isto 6, f € L2 ¢ HfH = ||fll,- Além disso,
2

f(€) = lim f(x)e ™8 dy (1.21)
R—0o0 Jiz1<R
e
f(z) = lim f&)e*mi=de, (1.22)
R=00 Ji¢|<R

no qual os limites sao dados em L.

Agora, se f € LP, 1 < p < 2entdo f = f1 + fo no qual fi = fxqu<1y € L'
e fo = [X{u>13 € L. Dessa forma, temos que f = fl + fg com fl € L™ e
fo € L2. Pelo Teorema de Interpolacao de Riesz-Thorin (vide [4] p.16) obtemos

os seguintes resultados
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Proposicio 1.4.1 (Hausdorff-Young) Se f € LP, 1 < p < 2, entio f € L*
e

17l <11,

no qual p e q sao erpoentes conjugados.

Proposicao 1.4.2 (Young) Se f € LP? e g € LY, entio f+xg € L" no qual

I/r+1=1/p+1/qgparal <p,qg< oo e

1f =+ gll, < If11, gl -

Algumas propriedades da transformada de Fourier seguem analogas para uma

distribuicao temperada.

Teorema 1.4.3 Seja f € L'(R"), u € &'(R"), v € §'(R") e o um multiindice
em N". Sequem as afirmacoes:

(i) a transforma de Fourier de f como fungao ou como distribui¢ao coincidem.
(i3) Dov = ()0 e 290 = (—1)l*I Do,

(i) 4 € C®°(R") e a(§) =< u,e )& >,

Assim como na Defini¢do (1.2.4) temos que v * ¢ esta bem definida e satisfaz as
propriedades do Teorema 1.2.7. Isto nos mostra que v * ¢ é uma distribuicao

em R". De fato, pelo proximo teorema temos que v x ¢ é uma distribuicao

temperada.

Teorema 1.4.4 Se v € S'(R") e ¢ € S(R™) entio (v * ¢) (€) = 6(€)P(E) em
S'(R™).

Como referéncia para a demonstracao desse teorema, citamos [18] p.319.

1.5 Formas Diferenciais

Nesta secao introduziremos algumas notacoes e resultados sobre for-
mas diferenciais. Uma abordagem completa sobre esse assunto, bem como as

demonstragoes dos teoremas que serao enunciados podem ser encontrados em

[11].

25



Definicao 1.5.1 Sejam E e F' espacos vetoriais e v € N. Uma aplicacao
¢ : E" — F é denominada r-linear quando seus valores ¢(vy, ..., v,) dependem
linearmente de cada uma das varidveis v; € E para 1 < i <r. Dizemos que ¢

¢ alternada quando ¢(vy, ...,v,) = 0 sempre que existir k # j tal que v, = v,

Denotamos por L,.(F; F) e A,.(E; F') respectivamente o conjunto das aplicagoes
r-linear e r-linear alternadas de E em F. Quando F' = R denotamos A,.(F;R)
por A,(E) e chamamos uma aplicacdo r-linear alternada simplesmente por r-
forma. Em especial, convencionamos as 0-formas como as funcoes escalares,

isto é, Ag(E) = R. As 1-forma recebem a nomenclatura de funcionais lineares.

Definicao 1.5.2 Sejam f1, ..., f. € E*. Definimos uma r-forma fi A ... N\ [, :

E" — R, chamada produto exterior, dada por

(fl ARTA fr)(vb ---7Ur) - det(fi(vj))a

no qual & direita temos o determinante da matriz v X v cuja i-ésima linha é

(fi(v1), ..., filve)) € cuja j-ésima coluna € (fi(vj),..., fr(v;)).

O produto exterior fi A... A f,. estd bem definido (r-forma), posto quef; é linear

para cada 1 < i < r e pelo seguinte resultado:

Proposicao 1.5.1 det € A.(R") para det(vy, ...,v,) = determinante da matriz

r X1 cujas colunas sao 0s vetores v;.

Consideramos a aplica¢ao A : E* x...x E* — A,(F) definida por A(f1, ..., f;) =
fiN...A f.. Segue da Proposicao 1.5.1 que A é uma aplicacao r-linear alternada
de E* em A,(E). As formas r-lineares alternadas que pertencem a imagem de
A sao chamadas decomponiveis. A seguir enunciaremos alguns resultados sobre

formas:

Lema 1.5.1 Sequem as afirmacoes:

(i) Seja ¢ € A.(E; F). Se vy,vy,...,v, € E sao L.D. entao ¢(vq,...,v.) = 0.
(i) O produto exterior fy N... A\ f. #0 < fi,..., fr sGo L.I. em E*.

(iit) Se r > dim E entio A,.(E) = {0}.
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Seja {wy, ..., w,,} uma base do espaco E*. Denotamos I = {iy,...,i,} para
representar um subconjunto de indices com r elementos contidos em {1, ..., m},

cujos membros sao numerados na ordem crescente. Dessa forma escrevemos
wr = Wi, N ... ANw;,.
O resultado abaixo descreve uma base para A, (E).

Teorema 1.5.1 Seja {wy,...,w,,} uwma base do espago E*. As r-formas
wy = wy N ... ANw;, para I = {i; < ... <.} percorrendo os subconjuntos de
{1,...,m} com r elementos, constituem uma base de A,(E). Em particular,

|
dim A, (E) = e

Feita essa abordagem geral sobre r-formas, tomamos £ = R™ e denotamos
por {dzy,...,dz,,} a base de (R™)*, dual da base canonica {ey, ..., e, } em R™,
isto é, dz;(e;) = 1sei = jedr(ej) =0sei#j. Sel={i1<..<i}
representa um subconjunto de indices com r elementos contidos em {1,...,m}
entao fixamos dr; = dz;, A ... Ndx;,. Uma forma diferencial de grav g num
aberto U C R™ & uma aplicacdo w : U — A,(R™). A cada ponto x € U, w

corresponde a uma forma diferencial g-linear alternada w(x) = Z ay(x)dx;.

l1=q
A forma w determina (e é determinada) fun¢ées a; : U — R, denominadas

funcoes coordenadas de w. Além disso dizemos que uma forma diferencial de
grau q ¢ de suporte compacto (ou de classe C* para k € N) em U se a; é uma

fungao de suporte compacto (ou de classe C*) em U para todo |I| = q.

Definig¢ao 1.5.3 Sejow(z) = Z ar(x)dx; uma forma diferencial de grau q e
=g
classe C* (k > 1) no aberto U C R™. A diferencial exterior de w ¢ a forma

T 8(1]
dw = dardr; = —dx; Ndzg.
W ;} ardxy ;;} @xj xj /N\ary

Evidentemente dw é uma forma de grau g + 1 e classe C*¥~! em U. As pro-

priedades da diferencial exterior sao enunciadas a seguir:
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Teorema 1.5.2 Sejam u e v formas diferenciais de classe C' em U C R™.
Entao:

(i) Seuw : U — R € uma forma de grau zero (funcdo real) entio du é a
diferencial usual de uma fungao.

(i1) d(u+v)=du+dv.

(i11) Se u é de classe C* entao ddu=0.
Uma classe importante é dada pelas formas fechadas e exatas.

Definigao 1.5.4 Seja w uma forma diferencial de grau r e classe C'. Dizemos
que w € fechada quando dw = 0 e exata quando existe uma forma f de grau

r —1 e classe C?, tal que df = w.

Segue do item (iii) do Teorema 1.5.2 que toda forma exata ¢ fechada. Porém

a reciproca nao é valida.
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Capitulo 2

Espacos de Lorentz

2.1 Rearranjamento

O rearranjamento de uma funcao é uma ferramenta muito importante
para calcular e estimar normas integrais. Nesta secao iremos apresentar algu-
mas propriedades do rearranjamento.

Denotaremos ao longo do texto, (X, M,pu) um espago de medida e

f X — C uma funcao p-mensuravel.

Definigao 2.1.1 Seja (X, M,u) e f : X — C. Chamamos a fungio ay :

(0,00) — [0, 0], dada por
ar(s) = p({z e X :|f(z)] > s}), (2.1)
a funcao distribuicao de f associada a p.
A seguir enunciaremos algumas propriedades de ay.
Lema 2.1.1 Se a¢(s) =0 para todo s > 0 entdo f =0 p-q.t.p.

Demonstracdo. Afirmacao: dado s > 0e E; = {z € X : |f(z)| > s} entdo

Ey = U Ej /. De fato, se x € E, entao existe j € N tal que |f(z)| > j7! > 0.
n=1
Assim x € Ejy/; e portanto Ey C U E\ /. Por outro lado observamos que

n=1

29



Ei), C Ey para todo n € N. Dessa forma U Ey/n C Ey, o que conclui a
n=1

afirmagao. Logo, como E/, C Ej/,41 para todo n € N segue pelo Teorema

1.2.1 que
p(Eo) = lim p(Eyym) =0,
posto que p(Fs) = 0 para todo s > 0. Dessa forma concluimos que f = 0

u-q.t.p.

Lema 2.1.2 A funcao de distribuicao de f € nao-crescente e continua a direita.

Demonstracao. Assim como no lema anterior, denotamos

Es = {x € X :|f(x)] > s}. Logo se s; < sp entdo Fy, C Fy, e assim pelo
Teorema 1.2.1 temos que as(sy) < ag(sy). Portanto, as é ndo-crescente. Con-
sideramos agora uma sequéncia {e}, .y convergindo a zero & direita. Va-
mos mostrar que ay ¢ continua a direita em sy > 0. Se denotarmos Ej =

{z € X :|f(z)| > so + €, } entdo temos que Ey, = U E; . Sem perda de gene-

neN
ralidade podemos passar {€,} a uma subsequéncia decrescente. Facilmente ve-

mos que E? C E!*! C E, para todo n € N. Portanto U E; C Eg,. Agora,
neN
se v € Ey entdo 3 ng € N tal que |f(x)| > so + €, e assim x € E°. Como

consequéncia, Fy, C U E} e assim By, = U {z € X/|f(x)| > so + €} Pelo
neN neN

Teorema 1.2.1

af(so) = lim p(Ey) = limag(s).

n—00 slso

Lema 2.1.3 Sejam f,g : X — C funcoes p-mensurdveis. Sequem as afir-
macoes:
(i) se |f| <|g| p-q.t.p. entio as(s) < ay(s) para todo s > 0.

(i1) ariy(s) < agp(s/2) + ay(s/2) para todo s > 0.
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Demonstragao.

(i)Se E¢(s) = {z € X :|f(x)| > s} segue que Ef(s) C E,(s) p-q.t.p. para
cada s > 0, ja que |f| < |g| p-q.t.p. Sendo assim, da defini¢cdo de fungao de
distribuigao segue que ar(s) < ay(s).

(ii)Seja s > 0 e x € E¢y,4(s) como no item anterior. Pela desigualdade trian-

gular segue que s < |(f + g)(x)] < |£()] + [9(x)]. Logo,
Eyigls) € By(/2) U Ey(s/2).

Assim, pelo Teorema 1.2.1 concluimos que ari4(s) < as(s/2) + a,(s/2) para

todo s > 0.

]
Um conceito importante é o rearranjamento de uma funcao.
Definicao 2.1.2 Seja (X, M,u) e f : X — C. Denotamos a fun¢ao f* :
(0,00) — [0, 0], dada por
fr(t) =1inf {s:as(s) < t}, (2.2)

como a funcdo de rearranjamento de f.
A seguir, vamos explorar algumas propriedades sobre f*.

Lema 2.1.4 Sequem as afirmagoes:
(i) ag(f*(t)) <t para ¥V t > 0.
(ii) f* € nao-crescente e continua o direita.

(iit) [ e f* possuem a mesma func¢ao de distribuicao.

Demonstracgao.
(i) Como f*(t) =inf{s: as(s) <t} segue que f*(t) < s desde que ays(s) < t.

Dessa forma, pela continuidade & direita de ay temos que para todo t > 0,

0y (F(1) = Jim asls) <t
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(ii) Se t1 <ty segue que {s: as(s) <t;} C {s:ap(s) <ty}. Pela propridedade
do infimo temos f*(t2) < f*(t1), demonstrando que f* é ndo-crescente. Vamos
mostrar que f* é continua a direita em 0 < tg < co. Se f*(ty) = 0 entao para
to <t temos que f*(t) < f*(to) = 0 e segue que f* & continua a direita em
to. Logo podemos supor que existe a > 0 tal que f*(tg) > o > 0. Afirmacao:
ar(f*(to) — a) > to. Por hipdtese temos que 0 < a < f*(tp) < s para todo
ag(s) <to. Assim, af(s—a) < ap(f*(to) —) e para a suficientemente pequeno
concluimos que af(f*(to) —a) > ar(s—a) > as(s) > to. Mas, ar(f*(to) —a) #
to pela defini¢do de f*(to). Logo, ar(f*(to) — ) > to. Analogamente como
na demonstracdo do Lema (2.1.2) considere {¢,}, .y uma sequéncia decres-
cente convergindo a zero. Da afirmacao anterior temos que 3 ng € N tal que
ap(f*(to) —a) > to+e€, paran > ng. Logo f*(to) —a < f*(to+e€,) paran > ny,
pois caso contrério, se para algum n > ng tivermos f*(tg) — o > f*(to + €,)
entdo pelo item (i) concluimos que as(f*(to) — @) < to + €,, donde teriamos
uma contradicdo. Como f* é nao-crescente e f*(t9) — a < f*(to + €,) =
|f*(to + €n) — [*(to)] < « para n > ng e « suficientemente pequeno. Dessa
forma concluimos que f* é continua a direita em .

(iii) Afirmacdo: f*(t) > s & t < ag(s). Utilizando a contra reciproca da
primeira implicacao, segue diretamente da definicdo de f* que se af(s) < t
entdo f*(t) < s. Por outro lado suponhamos por absurdo que f*(t) < s.
Logo f*(t) = s ou f*(t) < s. No primeiro caso, pelo item (i) temos as(s) =
ar(f7(1) <

do infimo temos que existe w > 0 tal que af(w) < te f*(t) < w < s.

t o que contradiz t < as(s). Agora, se f*(t) < s pela propriedade

Mas w < s implica que af(s) < ap(w) < t. Assim as(s) < t o que é uma
contradi¢do. Dessa forma, se definirmos E} = {t > 0:as(s) >t} = E!f =
(0,a7(s)). Como ays(s) = p({t >0: f*(t) > s}) entdo pela afirmacao segue

que ag-(s) = p(E2) = ag(s).

O proximo lema serd de muita utilidade para estudarmos certas propriedades
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do espago de Lorentz.

Lema 2.1.5 Suponhamos { fi},,cn uma sequéncia de fungoes p-mensurdveis
tal que |fo(2)| < |fins1(x)| para todo x € X em =1,2,.... Se eziste f funcao
p-mensurdvel satisfazendo |f(x)| = mh_rgo | fm ()| para x € X, entao

(i) para cada X\ > 0, {ay, (N\)},,cy € mondtona crescente e ay, (X) — ag(N)
quando m — Q.

(it) para cadat > 0, { f(t)},,cn € mondtona crescente e fr,(t) — f*(t) quando

m — OQ.

Demonstragao.
(i) Sejam A > 0 e EY* = {x € X :|fm(x)| > A}. Por hipotese temos que
E? C B C E) para todo m € N sendo E\ = {x € M : |f(x)] > A\}. As-

sim temos que U EY' C E\. Agora, se x € E, entdao |f(z)] > A\. Como

meN
|f(z)] = lim |f(z)| entdo 3 ny € N tal que |f(z)| > |fn,(x)] > A, donde

x € E)°. Dessa forma concluimos que U EY' = E,. Jaque EY' C Ej\”ﬂ, pelo

meN
Teorema 1.2.1 temos ay,, () = p(EY) < p(EYT) = ay,,,, (\) e além disso

p(Ey) = pu (U E;“) = lim u(EY).
meN

Como as(A) = p(Ey) entdo ay,, (A) — ar(A) quando m — oo.

(ii) Como sabemos que ay,, (A) < ay,, ., (A) < ap(X) e ay,, = ay:, segue que
fra(t) < frn(t) < f5(t) sendo f(t) = inf {s:ays (s) <t}. Vamos mostrar
agora que fr(t) — f*(t) quando m — oo. Se H}Ll—{noo fr(t) =, ja sabemos que
b < f*(t). Por outro lado, fr(t) < b= as (b) < az (fi(t)) <t, pelo item (i)
da Proposicao 2.1.4. Mas,

ag(b) = lim ay,, (b) <t,

m—00

donde pela defini¢do de f*(¢) temos que f*(t) < b. Logo, f*(t) = b.
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Utilizaremos o lema anterior para demonstrarmos propriedades sobre ay e f*
sempre que podemos reduzir o caso quando f for simples. Nestas condicoes,

vamos descrever ambas funcoes. Consideremos f uma func¢ao simples dada por
f=>_exe, (2.3)
j=1

com E; € M e pu(E;) > 0 tal que E;(Ex, =0 se k # j e ¢; > 0. Sem perda

de generalidade podemos assumir que ¢; > ¢ > ... > ¢, > ¢,o1 = 0. Seja
J

d; = ZM(Ez) para 1 < j <mnedy=0. Sendo assim, podemos escrever ay e
=1

f* respectivamente por:

0(s) d; se cjp1 <s<c¢ paral <j<mn (2.4)
f = :
0 se ¢ < s,

C; se di_1 <t<d; paral <j<n
r=4" ey g (25
0 se d, <t.

Como aplicacao dessas identidades, vamos mostrar que a desigualdade

(f +9)"(t) < f°(t) + (1)

nao é necessariamente valida pontualmente. Consideremos as funcoes simples
[ = a1XE, +aoXm, ¢ g = biXE, +baxm, Paraas > by > a; > by e pu(Ey) < p(Fs).
Para a; + by < ag+ by segue que se do —dy < t < dy entao (f+g)*(t) = a1 + by,

enquanto que f*(t) + g*(t) = a1 + b2, 0 que contradiz a desigualdade.

2.2 Os espacgos de Lorentz

Os espacos de Lorentz foram introduzidos por G. G. Lorentz em dois
artigos, Some new function spaces, Ann. of Math. 51 (1950) e On the theory
of spaces A, Pacific J. Math. 1 (1951). Estes espagos tem aplica¢oes interes-
santes na teoria de interpolagao de operadores, como por exemplo, extensoes

do Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz.
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Em analogia aos operadores lineares limitados, dizemos que um ope-

rador T é do tipo forte (7, p) se existe C' > 0 tal que

I7£0, < ClfIL -

para f € L". No entanto é conveniente considerarmos uma noc¢ao mais fraca.

Definigao 2.2.1 Seja (Y,v) e (X, ) espacos de medida e T um operador de
L™(Y,v) na classe de fung¢oes mensurdveis de X em C. Dizemos que T é do

tipo fraco (r,p) para 1 <r < oo el < p < oo se existe C > 0 tal que para

PCHESE (26)

S

todo s > 0,
Se p = o0, dizemos que T é do tipo fraco (r,00) se T € um operador limitado
de L"(Y,v) em L¥(X, ).

Um primeira observagao é que se T é do tipo forte (r,p) entao T' é do tipo

fraco (r,p). De fato, se E; = {x € X : |Tf(z)| > s} entao

ey = [aws [ s Tl o (G oy

s
Quando (Y,v) = (X, u) e T é o operador indentidade, a desigualdade do tipo

fraco (p,p) é a chamada desigualdade de Chebyshev (vide [6] p.185). Se T' é
do tipo fraco (r,p) entao pela desigualdade (2.6),
sup P(s) = A < o0, (2.8)

s>0

no qual ®(s) = s[an(s)]%. De posse desta inspegao e do Teorema 1.2.2 pode-

mos enunciar os seguintes resultados:

Lema 2.2.1 Se f € L” para 1 < p < oo eT € o operador indentidade entao

i1, = (o [ Sl@(s)%); . (29)
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Demonstracao. Seja f uma funcao simples dada por f = chXEj com
j=1

E; € M e u(E;) > 0 tal que E; () Ex, = 0 se k # j. Sem perda de generalidade

j

podemos supor |ci| > |co| > ... > || > ¢y = 0. Se d;j = Z;/J(El) para
i=1

1 <j<nedy=0,por (2.4) obtemos

n

p/ooo sT1®(s)Pds :pz

j=1

=p) / [s7~"d))ds

/|le o ag(olds + [ ap(s)lds

cjt1l el

Utilizando o Teorema 1.2.2, a parte (i) do Lema (2.1.5) e o Teorema 1.2.3 segue

que
p/ s1®(s)Pds = lim p P ay (s)ds
0

o que demonstra o teorema.

O teorema acima mostra que f € LP se, e somente se, & € LP(0,00) com a

medida dv = ps~'ds.

Teorema 2.2.1 Se f ¢ uma funcao mensurdvel, T o operador identidade e
1 < p < oo temos que (2.8) € verdadeiro se, e somente se, sup t%f*(t) <00 e

>0
wqual a A.
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Demonstracao. Seja f uma funcao simples dada por f = chXEj com
j=1
E; € M e u(E;) > 0tal que E; () Ey = 0 se k # j. Seguindo a mesma notagao

na demonstragdo do Lema (2.2.1), pelas identidades (2.4) e (2.5) observamos
que

1
sup s[af(s)]% = supt%f*(t) = sup df|c;l.
s>0 t>0 1<5<n

Se f ¢ mensuravel, pelo Teorema 1.2.2, podemos encontrar { f,, },, .y Uma se-
quéncia de fungoes simples tal que |f, ()| < |fmi1(z)| para todo x € X
em € N tal que |f(z)] = nlllrcl)o |fm(x)| pontualmente. Como estamos nas
hipoteses do Lema (2.1.5) temos

sup t%f*(t) = supt% [ lim f;(t)}

t>0 t>0 m—00

= lim supt%f;‘z(t)

m—0a0 >0

3=

= lim sup sfay,, ()]
m—00 s>0

3=

=sup lim sfay,, ()]
s>0 m—0o0

=

= sup slas(s)]?,

no qual a segunda e a quarta igualdade decorrem da Proposicao C.1.1.

Motivados pelo lema acima, consideremos o espaco L% de todas as funcoes

mensuraveis satisfazendo,

Q=

15, = (2 [ wror) < (2.10)

quando 1 <p<ocoel <g<oo,e
* l*
171500 = sup 5 £°(2) < o0 (211)
>

quando 1 < p < 0 e ¢ = 0. Estes espacos foram propostos inicialmente

por G.G. Lorentz, da seguinte maneira: se ¢ é uma funcao nao-negativa e
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integravel em (0, 1) para [ < oo e ¢ diferente da fungao nula, considere a classe

A(¢,p) das fungdes mensuraveis tais que

1Al = ( / | ¢(t)[f*(t)]pdt) s (2.12)

Em seu artigo [12], Lorentz trabalhou com ¢(t) = at®! para 0 < a < 1. Ja
em [13], ele generalizou estes espagos com ¢ ndo-crescente e [ = oco. De fato
estamos interessados no caso ¢(t) = at® ! com o = ¢/p e | = co. O teorema

seguinte mostra que se ¢/p > 1 com ¢ # oo entdo || f[|;  nao é uma norma.

Teorema 2.2.2 Seja ¢ uma funcao mensurdvel nao-negativa e | = oo em

(2.12). Se || || possui a propriedade triangular entdo ¢ é nao crescente.

Demonstracao. Sem perda de generalidade podemos demonstrar esse teo-
rema supondo que X = R. A mesma demonstracao pode ser adaptada para

X =R" Sejaa>0,h>0,0>0coma+2h<oce

1+ em (0,a+h)

fl@)=4q 1 em (a—+ h,a+2h) (2.13)
0 em (a+ 2h,0),
1 em (0,h)
g(x) =3 140 em (h,a+2h) (2.14)

0 em (a+ 2h,00).

Assim, temos que a fun¢ao de rearranjamento de f + g é dada por
2+20 em (0,a)
(f+9) ()= 2+6 em (a,a+ 2h)
0 em (a+ 2h,00).

Como || f|| = |lg|| entdo a desigualdade ||f + g|| < [|f|l + |lg]| € equivalente a

(24 20)P /Oa o(x)dr + (24 0)P /a o(z)dr <

a+2h

a+h
(2+ 25)p/0 o(z)dx + 2p/ o(r)dz.

+h
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Como consequéncia temos

a+2h

a+2h ath
(2+ 5)”/ d(x)dr < (2+ 25)”/ o(z)dr + 2”/ o(z)dz,

a+h

e entao

(I+0)P—(144d/2)P a+2h
(1+6/2)r—1 / ¢z d$>/ o(z)dz.

Se ®(x) é a integral de ¢ sobre (0, z) segue da equacao acima tomando § — 0
que

b(a+ h) > = [®(a) + P(a+ 2h)].

1
2

Logo, ® é concava e portanto ¢ é nao-crescente (vide [14] p.60).

A proposicao a seguir demonstra que os espacos LP sao de fato os espacos de

Lorentz quando p = q.
Proposigdo 2.2.1 Se f € L” entao ||f||, = | fIl,, = [If*]l, para 1 <p < oo.

Demonstracao. Inicialmente consideremos 1 < p < co. Seja f uma funcao
n

simples dada por [ = Z ¢jxpe, com E; € M e u(E;) > 0 tal que E;(E, =0

j=1
se k # 7. Utilizando a notagdo do teorema anterior e o calculo prévio de f*

m (2.5) segue que

/0 t)]Pdt Z / ]H t)|Pdt + / n [f*(t)]Pdt
_ ]Zo/d+ s Pt
- Z el — )
= Z|Cg| 1(Ejt1)
_ Z / | lopas
_ Z / o 2)Pde

/ f()Pde.
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Agora se f é mensuravel, pelo Teorema 1.2.2 e o Teorema 1.2.3 temos

/|f )[Pdx = llm/ | fu(2)[Pdz = lim oo[f;(t)}pdt.

n—oo 0

Pelo item (ii) do Lema 2.1.5 e novamente pelo Teorema 1.2.3 concluimos

i [ [0 = / TP,

n—oo 0

Juntando as duas igualdades anteriores segue que || f||, = |, = [If*]l, para

1 < p < o0. Se p= o0 entdo pelo item (iii) do Lema (2.1.4) obtemos que

[flle = inf{s >0:as(s) =0}
=inf{s>0:as(s) =0}

= 1"l
]
A seguir enunciaremos uma desigualdade bastante interessante.
Corolario 2.2.1 Se f,g € L entao
x)dr < /OO fr(t)g (t)dt. (2.15)
0

Demonstragdo. Se tomarmos p = 1 na Proposigao 2.2.1 temos que || f g/ ;1 gy =

1(9)" || 1 (g)- Portanto, basta apenas concluirmos que

/ (fg)*(t)dt S/ F(t)g*(t)dt
R 0
Utilizando o Teorema de Tonelli-Fubini temos
o 00 (@ g*(t)
[ rwewa = [T [ a) ([ )
0
/ / [/ X{r >3 (6 Y)X (g (0)>23 (1 Z)dt] dydz.

Pela afirmagao no item (iii) do Lema (2.1.4) segue que

stgg{t L fT(t) > y) = ap(y).

Analogamente, a identidade acima também é valida para g. Dessa forma,

/ e / / min {ay(y), a, (=)} dyd=.
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Por outro lado,

Mas,

pz: flz)>segle)>r}) =p{z: flz)>shn{z:gx) >r})
< min{a;(y), ae(2)},

o que demonstra o resultado.

Uma observacao do corolario acima é que o resultado ainda é vélido se f, g sao
mensuraveis, ja que se g = | f| entdo f* = ¢g*. Além disso, estamos interessados
em demonstrar uma estimativa anédloga a f % g dada por

[frg(@)l < [ fH(t)g*(t)dt, (2.16)

R'Il

no qual fxg(z) = f(z —y)g(y)dy esteja bem definida. De fato se f, =
R”
f(z —vy), segue do corolario anterior que
ol < [ £

]R"L
Sem perda de generalidade podemos assumir f positiva. Agora, como f é
mensuravel, pelo Teorema 1.2.2 existe uma sequéncia {¢, } de fungdes simples
tal que 0 < ¢ < ¢ < ... < f, ¢, — [ pontualmente. Assim, para cada

xr € R" temos que f, = lim %, pontualmente para ¥,,(y) = ¢,(x — y). Como

*

¢n € simples, segue da definicao de fungao de rearranjamento que ¢ = ¢;.

Pelo Lema 2.1.5 segue que para cada t > 0
£2(t) = tim w3(t) = lim 63(r) = (1),
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pontualmente. Dessa forma, a desigualdade (2.16) estd demonstrada.
Em geral vimos que || f[|;  ndo é uma norma, ji que a desigualdade

triangular nao é satisfeita. Vamos explorar agora o caso g = oo.

Proposigdo 2.2.2 Se 1 < p < oo entao || ||, nao é norma.

Demonstragdo. Se ||f||, . = 0= f*(t) = 0 para todo t > 0. De fato isso é
suficiente para afirmar que as(s) = 0 para todo s > 0. Suponhamos que para
algum sy > 0 temos que ar(s1) # 0. Se s < sy entdo af(s1) < af(s). Seja
t >0 tal que af(s1) <t <af(s). Casoaf(s1)=af(s) escolha outro s < s; tal
que af(s1) < af(s). Por sua vez, se para todo s < sy tiwvermos af(sy) = af(s)
seque que f*(t) # 0 para af(sy) > t, o que € uma contradi¢do. Portanto
sem perda de generalidade podemos supor que existe t > 0 tal que af(s;) <
t < af(s). Mas isto implica que inf{s:as(s) <t} > 0. Assim f*(t) >0, o
que novamente contradiz o fato que f*(t) = 0 para t > 0. Logo, as(s) = 0
para s > 0, donde pelo Lema (2.1.1) temos f = 0 q.t.p. Agora, se A € R
entdo (Af)*(t) = inf {s: axp(s) <t}. Mas ar(s) = asp(s/|\|) e assim segue
que (Af)*(t) = |A|f*(t). Para concluirmos a proposi¢ao consideremos f,g
respectivamente como em (2.13) e (2.14). Um cdlculo simples nos mostra que
f*=g*. Além disso para § suficientemente pequeno temos que ||f + 9”;,00 =

(24 0)(a+ 2h)'P enquanto que ||f||’

poo ||9H;,oo = (a+2h)Y? o0 que contraria

a desigualdade triangular.

1
Outra observagao estd em considerarmos a constante (¢/p)« em || f[|; .. Decorre
deste fato que ||XE”;q independe de ¢, no qual xg é a funcao caracteristica de

E com EC M e u(E) < 0o, ou seja,

¢ ) .
el = (& [ tom-ta
' P Jo
1
_ Jp|ME) 4
(i

= (u(E))».
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Esta igualdade nos mostra de certo modo que para p fixo, L9 é um espaco

do tipo LP.
Teorema 2.2.3 Se f € L% ¢ ¢, < ¢ entdo

115 < N f 1l (2.17)

Consequentemente temos que L®P3) C [(Pa2),
Demonstracao. Inicialmente consideremos o caso ¢o = oco. Utilizando o

Teorema Fundamental do Calculo e o fato que f* é nao-crescente segue que

1

BEM = (% ¥ du) "

a (o1, g QU m
< (2 [wirae )
= [1£1l}.q:-

Tomando o supremo na desigualdade acima temos que | f[|; . < [|If[l;, - Va-
mos supor agora que 1 < g < co. Assumindo que f seja simples como em

(2.3), podemos concluir que

115 = (Z Gy - dz/_pn)
Jj=1

Consideremos a; = c}*, b; = dj?/p e 0 = q1/qz. Dessa forma temos que a; >
ag > ...>a, >0,b,>..>b >by=0e0 <60 <1. Pelo Lema C.1.1 segue

que

n 1/q2 n 1/(0q2)
Hf||;q2=<zaj(bj—bj—1)) s(Za?(b?—bH) =1l -

j=1 Jj=1

Se f é mensuravel, pelo Teorema 1.2.2 podemos aproximé-la por funcoes sim-
ples e pelo Teorema 1.2.3 seguido do Lema 2.1.5 concluimos o resultado.
obs.: os argumentos seguem analogamente aos encontrados na Proposig¢ao

2.2.1 e serao omitidos.
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A seguir, vamos enunciar dois conceitos importantes.

Definicao 2.2.2 Dizemos que um operador T definido no espacgo vetorial das

funcoes mensurdveis nas funcoes mensurdveis € dito sub-linear se

T(fr + f2)(@)] < |T(fu(0)] + [T(f2) ()],
TN =[MITSf], vAeC.

Se T satisfaz somente a primeira propriedade entao dizemos que T € um ope-

rador sub-aditivo.

Defini¢ao 2.2.3 Dizemos que uma norma || || em (X, M, n) preserva ordem

se gl < lfI| sempre que |g(2)| < |f(2)| p-g.t.p. para f,g: X — C.
Em vista da definicao acima segue o resultado:

Proposicao 2.2.3 Suponhamos que || || seja uma norma que preserva ordem
definida sobre as funcoes simples de M. Seguem as afirmacoes:

(i) se |xel < [u(E)]"? para todo E € M entao || f|| < || f|[}, para toda fungdo
simples f.

(it) se [u(E)]"? < |xel| para todo E € M entdo 1150 < IIfIl para toda

funcao simples f.

Demonstracao.
N

(i) Como || || preserva ordem é suficiente mostrarmos quando f = Z ciXE, ¢
j=1

uma fungao simples ndo-negativa. De fato como ¢g* = f* para g = |f]| segue

que ||gll;, = [Ifl;, e portanto uma vez provado o resultado para f simples

nao-negativa temos

A< llgll < Nlgll, = 11f1],: -
Assim, podemos assumir que ¢; > ¢2 > .. > ¢, > ¢uy1 =0 E; N Ey = 0 se
i # k. Seja f; = bjxr,, no qual F; = LJ_JEZ e b; = ¢; — cj+1. Logo temos que
para todo t > 0, =

Fre) =2 £ (2.18)
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De fato, por (2.5) temos que

n n

FO =YX = Y ¢ (Xoa) = X0d,-1))

Jl Jj=1

—Z (bj + ¢jz1) (X(0,4,) — X(0.d;-1))

= ZbJX 0.d;) (Z Ci+1X(0.d;) — ZCﬁX(O,dil)>
7j=2
= ijX(o,dj - ij*
=1

1

<

n
Seguindo os mesmos calculos podemos provar que f = E fj- Assim con-

j=1
cluimos a prova ja que

Il < Z If50 = ij [ |
< Z bl )P = Z / l/pf
dt 1
_ = /P fﬁkt—:—/ 1/pf =||f
p/o ;mt > % =
(ii) Da identidade (2.5) sabemos que
11700 = liljlgnd}’cj-

Suponhamos que o supremo seja atingido em j = k. Se g = cpxp, entao

0<g< feassim,

. 7 1
111500 = diicw = exlu(FR)]» < e lixmll = llgll < I£1]-

Em vista da Definicdo 2.2.1 é natural denominarmos o espaco L®) o maior
espaco que obedece esta propriedade, como o LP fraco. De fato, pelo Teorema

2.2.1 temos que a desigualdade (2.6) é equivalente a

1Tl < C AL -
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Como || f||, = [ fIl;, para r > 1, segue pelo Teorema 2.2.3 que

LI < A1 -

Logo se T' é do tipo fraco (r,p) entdo

1T fllye < C I (2.19)

para toda f pertencente ao dominio de 7. Uma aplicacao bastante impor-
tante das desigualdades do tipo fraco é o chamado Teorema de Interpolacgao

de Marcinkiewicz.

Teorema 2.2.4 Seja T um operador sub-aditivo do tipo fraco (r;,p;), com
1 <r;<p;<ooparaj=0,1epy#p. EntaoT € do tipo fraco (r,p), no

qual
1 1- 6 1 1—-6 6
- + =, - = + — para 0 <6 < 1.
p Po h T To L}

O teorema acima serd demonstrado num caso mais geral. Entretanto, em
virtude da parte (ii) da Proposi¢do 2.2.3, vamos mostrar que as hipoteses do

teorema de interpolagao acima podem ser enfraquecidas.

Teorema 2.2.5 Seja T um operador linear definido no conjunto das combi-
nacoes linear finita de funcgoes caracteristicas xg, com E C M de medida
finita, que transforma este num espago vetorial munido de uma norma || || que

preserva ordem. Se

3=

ITxell < Clixely, = CluE)]", (2.20)

no qual C' > 0 independe de E, entdo 3 constante A > 0 tal que |Tf|| <

Al fI%, para toda f no dominio de T
Demonstracao. Se f > 0 pertence ao dominio de 7', nés podemos representé-
n

la como f = Z f;, analogamente como na demonstracao da Proposicao 2.2.3.
j=1
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Entao

ITrl =

Y TH <D ITH

Jj=1 j=1

<y bl Dy = Db lu(F)
J=1 j=1

n 0o

1 1 ., dt *
=y~ | tfi)— =cllfll,

rJo t

Se f nao é positiva, podemos decompor f = f* — f~ tal que f*, f~ > 0.

Assim, como (f7)*, (f7)* < f* segue que

Il < e (Il + 107115 ) < 2e N0

Se f = fi1 +ifs segue analogamente ao caso anterior que

A< 26 (WAl + 152017 ) < el

Observemos que o item (i) da Proposicao 2.2.3 é um caso especial do teorema
acima quando T é o operador identidade. Além disso, vemos que o resultado
também é valido se T' é um operador sub-linear.

O teorema de interpolacao que iremos enunciar é consequéncia de uma

classica desigualdade conhecido como a Desigualdade de Hardy.

Lema 2.2.2 Se g > 1, r > 0 e g é uma funcao nao-negativa definida em

(0,00) entdo

(i) ( /0 h l /0 t g(u)du]qt_’"_ldt> " ’ ( /0 h [ug(u)]qu_T_ldu> "
() ( /0 h [ /t h g<u)durt”dt) v < g ( /O h [ug(u)}qurldu) l/q.

Demonstragao. Inicialmente vamos mostrar que (i) implica (ii). Aplicando

g1(u) =u2g(u"") em (i) temos

/000 [/Ot gl(u)durtrldt — /OOO {/tojg(v)dv]thldt
oo { ;s )

0 s
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/0°° [/:O g(v)dv]qsrlds - /Ooo {/Otgl(U)du]qtrldt

< (2)”q /Oo [ugy (u)]? v du

— (g)l/q /:00 [vg(v)]? v dv.

Portanto, basta demonstrarmos (i). Utilizando a Desigualdade de Jensen’s
(vide Proposicio C.1.2) com X = (0,t), f(u) = g(u)u="D ¢(z) = |z|? e

dp(u) = w97 dy nos obtemos que

l /0 t g(u)du] L [ /0 t g(u)ul(’"/q)u(r/q)ldu} q

< (g)qltr(l_}z)/o [g(u)]quq_r_1+(r/q)du.

Assim,

[T o] a < (97 [T [ [t a
= ()" [Ttatwnereen ([T ao
(9" ([ tyrua),

sendo a segunda passagem decorrente ao Teorema de Fubini-Tonelli. Tomando

Q3

a raiz g-ésima, obtemos a desigualdade desejada.

Se f ¢ uma funcao p-mensuravel, um truncamento de f € uma fungao
g dada por g(z) = f(x) se ry < |f(x)| <72 e g(x) = 0 caso contrério, no qual

r1 € Ty S0 reais nao-negativos.

Definicao 2.2.4 Dizemos que um operador sub-aditivo T é do tipo fraco res-
trito (r,p) se satisfaz (2.19) para toda f € DN LY. Aqui supomos que D € o
dominio de T que contém todos os trucamentos dos seus membros, bem como
quaisquer combinacao linear finita de funcoes caracteristicas de conjuntos de

medida finita.
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A seguir, vamos demonstrar um dos resultados mais importantes dessa secao.

Teorema 2.2.6 Suponhamos que T seja um operador sub-aditivo do tipo fraco
restrito (rj,p;), j = 0,1 com rog < 11 e py # p1. Entao existe uma constante
B = By > 0 tal que

ITfl5, < B, (2.21)
para¥ f € DNLMD ¢ 1 < g < o0,

1 1-6 g 1 1-6 0
= +—, - = +— e l0<O<Ll.
p Po pr T To (&1

Demonstracao. Definimos para f € DN L9

flx)  se [f(@)] > (1)
0 se |f(z) < f*(7)

1 1
N = by —pP
ro_l — 1 r—1 —1

Logo, podemos escrever

(f)(s) < i) se Dt (2.22)

0 se s >17.
De fato, temos que se 0 < w < f*(t7) entao
{ze X |fi(x)] >w}={zeX:[f(z)] > [ (")},
e analogamente se w > f*(t7) segue que
{zeX |fl(x) >w}={zeX:|f(x)>w}.
Assim a funcao de distribuicao de f* é dada por

as(w) = ar(f*(t7)) se 0 <w < f*(17)
apw)  se w> f1(10)
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Pela propriedade (i) do Lema (2.1.4) e pelo fato que f* é nao-crescente segue

(rye g T e 0t .29

0 se s>t

Pela definicao de f; segue que
0 se |f(@)] > Fr(E)
f(x) se [fx)] < f(27).
Analogamente ao caso anterior podemos escrever
ap(w) —ag(f*(t7))  se 0 <w < f(17)
0 se w > f*(17),

fi(x) =

ayg,(w) =

e assim temos

(fo)"(s) < ;Et;) > Oijf " (2.24)

Como o operador é sub-aditivo entao |T'f(y)| < |Tf:(y)|+|Tf'(y)| q.t.p. para

y € N. Além disso se w = u + v > 0 temos

{y € N/|ITf(y)| > w} C{y e N/|Tfi(y)] >u}U{y e N/ITf(y)|>v}.

Tomando u = (T'f;)*(s) e v = (T f*)*(s) para s > 0, além de denotarmos por
A, A e X as fungoes de distribuicao de T'f, T'f; e T'f! respectivamente segue

da inclusdo acima e da parte (i) do Lema 2.1.4 que
A((Tf) (s) + (Tf)(s)) < A ((Tf)*(s)) + N ((Tf)(s)) < 2s.
Dessa forma, obtemos que para todo s > 0
(Tf)"(2s) < (Tf:)"(s) + (T'f)"(s). (225)

19 caso) 1 < 00 € g < 00.

Da desigualdade (2.25) e de uma mudanca de variaveis nés obtemos

ITfIl, = (a/p)" (/Ooo[tl/p(Tf*(t))]q@)l/q

t
oo 1/q
~ ez ([T o)
. g (2.26)
< oz d [Ty ong)

(o))
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Como T é do tipo fraco restrito (o, po) € (r1,p1) temos que existe ¢, ¢; > 0

tal que para todo t > 0
2T () <o || £ (2.27)

PR < IRl (2:28)

Dessa forma temos que

p e tI* _< = 1/p ty* qﬂ)l/q
(q> 7r;, = (] ey )
a1y s q2dt) !
<ol [ A1)
o0 11 S q 1/q
= cory " (/0 [t”_f'o (/0 sro‘l(ft)*(s)ds)} %)
o t q 1/q
o ([ [ o)
_CO‘”Y|_% o 11 u 1y, 9 du 1/q
T (/0 {U 0(/0 570 f(S)ds)} ;> 7

no qual a quarta desigualdade decorre de (2.23) e a quinta por uma mudanga

de varidveis. Além disso a tltima integral esta na forma

(/Ooo W175) 1 Uou s"lo_lf*(s)ds} ' du> "

Como ¢ > 1, +gq (% — l) > (0 e f* é positiva segue pela parte (i) do Lema

T

(2.2.2) que a integral acima é majorada por

(%- 1) (/ Oo[sims)]q%); - (5)/ 1715,

P 1/q - co ’ 1/q .
(5) I, < (o) Wi, e

Pa = 1 —(ro/r) \|7lg

Assim,

ol



Analogamente,

1 o] 1/q
P\° ; . dt
(&) 1y, = ([ iy o)
®ri_a . ladt e
< P Pl —
<o ([T g)
o) 11 © 4 th 1/q
=cyry! (/ {t;’ b (/ s l(ft)*(s)ds)} —)
0 0 t Y
o] tY q q
11 1 dt
<cry! (/ {tw P1 </ S 1f*(t7)ds)} —)
0 0 t
00 11 00 e th 1/q
([l (L rom)] 5)
0 # t
Tomando a primeira parcela da dltima estimativa temos
S Y q 1/q 00 1/q
1_1 1 dt 1_1 79 dt
/ £ (/ 5™ 1f*(t7)ds> —) =7 (/ [t;’ f’llf*(t'y)tﬁ]q—)
0 0 t 0 t1/
_1 *° 1 ds 1
<nb ([T rers)
0 s

1

r o\« .
=r T f T Y
(FR) W

no qual a segunda desigualdade ¢ dada por mudanca de variaveis t7 = s.

Agora, por uma mudanca de variaveis segue que

(/ooo {t’l”}l ( /moosrlllf*(s)dsﬂq%)l/q
(L sélf*<s>]quq<i:1>1du) v

Pelo item (ii) do Lema (2.2.2) temos que a tltima equagdo é majorada por

/1 1\! L 7 du 1/q_ - N )
[ q(F‘E) (/0 1 (s)] 7) —1_<T/T1)(Mq) T
D 1/q e < c1re r % . 530
(5) o= (25) () W e

Aplicando (2.29) e (2.30) na desigualdade (2.26) concluimos que

» TCo c1ry ro\ ¢ .
||Tf||p7qs21/p( i )( )||f||r,q- (2.31)

r—ryg T4 —T |v|p

é dada por
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20 caso) ry < 0o e g =0

Se t > 0 temos por (2.25), (2.27) e (2.28) que
@OVP(T ) (2t) < @Y7 (2T () + (T f) (1)
< (@)1 (cot# 30 |71, + et A7)

Pela desigualdade (2.23) e tomando a norma || ||, obtemos

- l_i o0 1
Totp % HftHr()1 — b po/ l(ft) (5)ds
Oﬂ
1_1 14 .

st / 570 [ (s)ds
0”

N RN
0

—1
< Hinoot%*%t”(%*%) (i _ 1)

To r

= Hf”roo 1 ( /T’)

Por outro lado,

11 . R Y o U T
mtr e filly, o =t [ sT (i) (s)ds

0

1_1 oo R B
<tr m / S f*(t”)ds—i—/ s f*(s)ds p.
0 t

Mas,
Y
1 1

1_1 11 % 1_1
tr p s ff(t)ds = rifr(7)te ertn
0
<n A )

=" HfH:,oo

e além disso,

t;pll/ sﬁflf*(s)ds :tzljpll/ s(%%)*ls%f*(s)ds
-~ tW o
<t [ sl s
t
-1
= |I£II" () (l—l>

1 1\ !
I (7 - 7))

Substituindo as parcelas em (2.32) e tomando o supremo, obtemos

* 1 Co
6l <2 (=2 bt 25

23

(2.32)

(2.33)

(2.34)



30 caso) r =00 e ¢ =0

Analogamente a desigualdade (2.32) temos
20)VP(Tf)(2t) < (@Y7 ((/2(TF) (1) +t/7(Tf) (1)) (2.35)
11 " 1_1 " )
< @7 (cot? 170+ eat? 7 il )

posto que (2.27) & valido e (2.28) é substituido por

(T () < et ™ | fille e

Pela estimativa de f; em (2.24) segue que || f¢||7, . < f*(¢7) e assim,

0 | fillie S E SN
<Nl -
Como a primeira parcela da tltima desigualdade de (2.35) é estimado em (2.33)

segue que

* 1 Co *
[ <27 | ———— + .
|| f“p,oo = (1 (7‘0/7“) Cl) ”f”r,oo

A seguir, daremos uma aplicacao do Teorema de Interpolagao 2.2.6. A de-
sigualdade de Hausdorff-Young, Proposicao 1.4.1, pode ser melhorada como

segue o resultado.

Corolario 2.2.2 Se f € LP para 1 < p < 2 entao f e LW'P) ¢ egiste B = B,

tal que

|1

< B|fl,. (2.36)
p,p

no qual p' € o expoente conjugado de p.

Demonstracao. Inicialmente observamos que a transformada de Fourier é

um operador linear. Da Propriedade (1.6) segue que

1AL =17 < i =i,
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Assim, o operador transformada de Fourier = é do tipo fraco restrito (ro, po)
para rg = 1 e pg = oo. Pela Proposicao 1.4.1 e Teorema 2.2.3 observamos que

*

~

IN

|/

* A
=L = =, < 0

p’,00
Logo, o operador™ é do tipo fraco restrito (1, p;) parar; = p e p; = p’. Como

estamos nas hipéteses do Teorema 2.2.6 temos que existe B > 0 tal que

NIE:
I <Busi,
siq

paratodo 1 <¢g<ooe

>

1 1 0
-—=—, - =1—-0+—-.
S ot P

]

Assim, 1 <t <2et ! +s5!=1cetomando ¢ =t concluimos que

1L, < Blif. = B

Renomeando ¢t = p segue o resultado.

Como objetivo do resto da se¢ao, vamos mostrar que existe uma norma
em L9 comparavel com || 5,4 due torna L®9 ym espaco de Banach. Vamos
considerar o espago de medida (R", B,m), no qual B é a o-algebra de Borel e

m a medida de Borel-Lebesgue.

Lema 2.2.3 Se E € M, Fy={x € X : |f(x)] > s} para s > 0 e X(s) = ay(s),

entao

w(E)
; d “(4)dt.
mémusAMj@w
(i) : | fldp = i fr(t)dt.

(iii)Sé u(X) >t >0 entao existe By C X tal que u(E;) =t e

du = *(u)du.
11 Afwu

)



Demonstragao.

(1) Sabemos que se |g| < |f| entdao g* < f*. Logo se g = fxg entdo

w(E) w(E)
/ (1)t < / F(t)dt. (2.37)
0 0

Agora, ¢g*(t) = 0se t > pu(E), pois a4(s) < u(E) para s > 0. Pela Proposicao

2.2.1 para p = 1 segue que

[ s = [ gldn= [ " g (tyt = / Cpwa (@3

Pela desigualdade (2.37) e pela igualdade (2.38) obtemos o resultado.
(ii) Seja
fx(t) para 0 <t < A(s)
g(t) =
0 para A(s) <t,
e h = fxp,. Afirmacao: g e h possuem a mesma funcao de distribuicao. Supon-
hamos que f seja simples como em (2.3). Se s > ¢; o resultado decorre ime-

diatamente. Assim, podemos considerar ¢;;1 < s < ¢; para algum 1 < j < n.

Como A(s) = dj, por (2.5) segue que

Cr, se dp_1 <t<dy para 1 <k<j
g(t) =
0 para d; > t.

J J
Além disso, h = fxr, = Z CkXE, ja que Fy = U Ej. Desa forma, temos
k=1 k=1

Se f é mensuravel, pelo Teorema 1.2.2 existe uma sequéncia { f,} de fungoes
simples tal que 0 < |f1| < |fo] < ... <|f|, fn — [ pontualmente. Assim, pela
parte (ii) do Lema 2.1.5 segue que g(¢t) = lim g,(t) com
) para 0 <t < A(s)

gu(t) = "
0 para \(s) <t,

Agora, pela parte (i) do Lema (2.1.5) temos



no qual h, = f,xr. Pela Proposicao 2.2.1 para p = 1 e a afirmacao acima,
concluimos que

0 A(s)
| fldp = Ihlcm:/0 g(t)dt:/o FE(t)dt.

Fs M

(i) Seja0 <t < pu(X), G={z e X :|f(z)| > f*(t)} e

H={xe X :|f(x)] > f*(t)}. Afirmagao: u(G) <t < u(H). De fato, u(G) <
t segue diretamente do item (i) do Lema (2.1.4). Por outro lado, para provar a
outra desigualdade vamos supor inicialmente f simples como em (2.3). Se d,, <

t entdo por (2.5) temos p(H) = p(X) > t. Assim, sem perda de generalidade,

suponhamos que d;j_; < t < d; para algum 1 < j7 < n. Logo temos que
J
u(H) = Z#(Ek) = d; > t. Agora se f é uma funcao mensuravel, pelo

k=1
Teorema 1.2.2 existe uma sequéncia { ¢, } de fungoes simples tal que 0 < || <

lpo| < ... < |f], ¢ — f pontualmente. Pelo item (i) do Lema (2.1.5) segue
que

£< lim p({r € X < gu(e)] > F1(1)}) = p(H).

Como estamos considerando p particular, medida de Borel-Lebesgue, podemos
encontrar £, € M tal que G C E; C H e u(E;) =t. Se h = fxp, entdo
h* = f* restrito a (0,t) e h(u) = 0 para t < u (analogamente provado no item

(ii) anterior). Dessa forma, pela Proposi¢ao 2.2.1 com p=1 temos

. !flduz/M\h\du:/oooh*(t)dt:/Otf*(t)dt.

Como consequéncia dos itens (i) e (ii) do lema anterior segue que

sup /E|f]d,u = /Ot f(w)du. (2.39)

EeM,u(E)< t

t
Proposicao 2.2.4 my(t) = tl/ [ (uw)du € uma norma em LP para 1 < p <
0

oo et>0.
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Demonstragao. De fato se pu(E) <t entao pela desigualdade de Holder

/E Fldu = /X xelFlde < sl 171 = 66 161

no qual q é o expoente conjugado de p. Assim, pela identidade (2.39), my
estd bem definida. Se m; = 0 entao f*(u) = 0 para 0 < u < t. Como f*
é nao-crescente segue que f* = 0 e portanto f = 0 u-q.t.p. Além disso, da
identidade (2.39) segue que my; = |A|my para todo A € C e myy, < my+my,

posto que

sup /\f+g!du< sup< /!f!du+ sup /\g\du
t

EeMu(E)< t EeMu(E EeMu(E)< t

Proposicao 2.2.5 Se f é mensurdvel entao

< /0 t fr(u)du

Demonstragao. Suponhamos inicialmente que f seja simples como em (2.3).
Se t > d, entao f*(t) = 0 e a desigualdade é valida. Agora sem perda de
generalidade, suponhamos que d;j_; < t < d; para algum 1 < j < n. Se

t = dj_; entdo segue de (2.5) que

tf*(t) = c;d;- 1<ZCL —di_l):/o f(u)du

Se dj_; <t < d; entao temos que

/f \du Z/ZH du+/1f

- Zcz,u + Cj djfl)-

Mas tf*(t) = tc; e portanto a desigualdade é vélida se

j—1
¢jdio1 <) cip(E;)
=1

o que é valido ja que ¢; > co > ... > ¢, > ¢,y1 = 0. Agora se f é mensuravel, a
desigualdade decorre imediatamente dos Teoremas 1.2.2, 1.2.3 e da Proposigao

2.1.5.
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Passaremos a denominar m; simplesmente por m. Assim segue da proposicao

anterior que f*(t) < m(t). Se nos definirmos

NN RS
£ = (£ [ mion)" <,

quando 1 <p<ocoel<g<oo, e
1 £ll,0 = suptrm(t) < oo
’ t>0
quando 1 < p < o0 e g = 00, entao temos que

1A llpg < A1 g - (2.40)

A vantagem de definirmos [|f||, , ao invés de | f||; ¢ o fato da primeira ser
uma norma. Isso decorre diretamente da Proposicao 2.2.4. Se p = 1, pela
Proposigdo 2.2.1 temos que || f[[, = [[f[l;- Além da desigualdade (2.40)

segue que se 1 < p < oo entdo || f||] . & equivalente a || f[|,,
Teorema 2.2.7 Se f € LP9 1 < p < oo, entdo

* p *
||f||p,q S Hf”p,q S pTl Hf”p,q :

Demonstragao. A primeira desigualdade decorre de (2.40), como tinhamos

observado. Agora, se 1 < p < 0o e ¢ = 00 segue que
1 i [P 1
trm(t) =tr / u rur f*(u)du
0
* 1 4 ¢ _1
<floth™ [ u
0
P ;
o1 1115 o0
no qual a desigualdade é obtida tomando o supremo em t. Se 1 <p < oo e

1 < g < oo entao segue pelo item (i) do Lema 2.2.2 que

:<> (/ Uf du] tq(l;)ldt>§1
(%) %(/ fuf* (w)]"u <1—;>—1du)q
(s [wrert)

p

g’

IN
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e assim concluimos o teorema.

Teorema 2.2.8 LP9 é um espaco de Banach com norma || |, Paral <p<

o el <qg<oo.

Demonstracao. Como ja vimos anteriormente, basta apenas demonstramos
que L9 & completo. Se p = oo ja sabemos que L(®®) = L*® e como L>® &
completo, segue o resultado. Agora, seja 1 < p < 0o e {fn},y Uma sequéncia

de Cauchy em L®9 . Pelos Teoremas 2.2.7, 2.2.3 e 2.2.1 segue que

sup s’u ({z € X - [fu(x) = fm(z)| > s}) — 0 para n,m — oo
5>0

Assim temos que {f,,} é de Cauchy em medida ja que dado 6 > 0 e € > 0 existe

ng € N tal que

Fp({z € X : |fulz) = fu(z)| > 0}) < &
para €; = € 6 e n,m > ng. Logo,
1 ({2 € X ¢ |fult) — ful@)] > 6}) < e para n,m > ny.
Pelo Teorema 2.30 p.59 em [6] segue que existe f mensuravel e uma subse-
quéncia {f,, } tal que f,, () — f(z) p-q.t.p. Como {f,} é uma sequéncia de
Cauchy em L®% temos que dado § > 0 existe jo € N tal que ||f, — fill,g <90
para j,n > jo. Para cada j fixo se g, = f,, — fj e g = f — f; entao pelo Lema

de Fatou segue que

/!g!duéliminf/!gk\du
E k—oo Jp

para todo conjunto mensurdavel E. Da identidade (2.39) e novamente pelo

Lema de Fatou,
1
00 t q q
q i_q dt
= | = tr g (w)dp(u } —)
o= (47| [ rwao) 4 |
s t a a
q . 1 dt
<= liminf |¢? / gr)" (u)d u} —)
(2 [ tmint 657 [ o wauta) 0
00 t AN
< lim inf (g/ [ti‘l/ (gk)*(u)du(U)l —>
k—o0 p 0 0 t

= lim inf ||ge,, = liminf || fo, — fill,, <9

lg
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desde que ng,j > jo. Assim,

Observacio 2.2.1 No caso p=1, o espaco LP9 ndo pode ser normado para

1 < g < o0. Vamos mostrar um contra exemplo no caso ¢ = co. Em R

vamos considerar a sequéncia de funcoes { fi} definidas por fi(x) = |v — k|~
N

Entio cada f, € L) e [ fell: o independe de k. Seja f = ka Se ||| ¢

uma norma equivalente a || ||{ ., entdo temos que [|f| < Cj\il para alguma

constante Cy. Enlretanto, f(x) > Coln N para 0 < x < N e entdo || f|,, >

CoN1In N o que contradiz quando N — oo.

2.3 O espacgo LP

O objetivo dessa secao estd em definirmos um novo espago, denomi-
nado Ep, que serd uma extensao do espaco LP. Na Secao 4.1 do Capitulo 4
veremos uma aplicagao desses espacos no calculo de estimativas integrais.

Em vista da Definigao (2.2.1) segue que se T' é o operador identidade

e r = p entao

A p
sup s[af(s)]% <A< oo=ag(s) < (;) Vs > 0. (2.41)
5>0
Sem perda de generalidade, podemos considerar A = ||f||;,. Quando T for

o operador identidade e r = p dizemos que uma funcao é do tipo fraco se o
segundo membro da implicagao (2.41) é satisfeito. Consideremos sobre R" o
espago das fungdes do tipo fraco (p,p) em todas menos uma variavel, ou seja,
se (r,7) € R" para x € R e & € R"! entdo para cada x fixo, f(z,Z) é do tipo

fraco, isto é,

u ({7 € RV (2, 3)] > s}) < (é)p.

S
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1/p
Seia £4) = f(e.3) e 141, = ([ 1L@Pas) . Sabemos que s f €
Rn—1
LP(R™) ¢ Ea, {:c ER:|fll, = oo} entdo ||f, [} € L'(R) e assim i Eo) = 0.
Suponhamos agora que f, seja do tipo fraco e seja ¢ > 0. Como f}(t) =

inf {s : ay,(s) <t} segue que se s = || f«||, JtY/P entdo

fo< 1 fell,
T = 1/

desde que ay,(s) < t. Mas como f, ¢ do tipo fraco entao ay, (|| fzl], /t%) <t

Sendo assim para cada x € R,

SUP“ () < Izl

Logo temos que || ;|| ., < [|If2[|, e por consequéncia

[18lde < [ 1515 o
_ % ( /R N f(a:,:%)|pd5é> de .

|f (2, &) [Pdxdz
R"
= 1715

Observagao 2.3.1 Pelo Teorema 2.2.3 sempre temos || fo|l, o < || fll, -
Em vista da dltima desigualdade definimos o seguinte espago:

Definicao 2.3.1 Definimos zp(R”) como o espaco das func¢oes mensurdveis

tal que
11 = ([ [l ae) " <o (2.43)

Como observado acima, podemos enunciar o seguinte resultado:
Lema 2.3.1 Sen > 1 entio LP C LP em R™.

Uma observagdo é que da desigualdade (2.42) segue que || f[|z, < [|f],-
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Capitulo 3

Integrais Singulares

Neste capitulo, n6s iremos tratar de operadores lineares envolvendo
nicleos da forma K(z) = Q(z)/|z|", no qual 2 é uma fun¢do homogénea de
grau zero em R"™\ {0} satisfazendo certas condi¢oes de integrabilidade sobre
Sn=1. Tais operadores sdo chamados de Integrais Singulares. Originalmente
essas integrais foram estudadas por Calderon e Zygmund no artigo On the

existence of certain singular integrals, |2]. Como referéncia para este capitulo

usamos [4], [17] e [16].

3.1 O Valor Principal do Nucleo K(x)

De inicio, vamos enunciar um conceito muito utilizado ao longo desse

capitulo:

Definicao 3.1.1 Uma funcao f definida sobre X C R™ € dita ser homogénea
de grau k em X se f(\x) = N\ f(z) para todo x € X e X > 0.

Em particular, consideramos 2 uma func¢ao definida em R™\ {0} homogénea
de grau 0. Além disso, suponhamos que () tenha a propriedade de média nula,
isto é,

/S o () =0,
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Denotamos z = |z|z’ ou quando necessario x = ru com |z| = r. A seguir
enunciaremos uma proposicao que sera de suma importancia para definirmos

uma classe especial de operadores, aqui chamados integrais singulares.

Proposigao 3.1.1 Seja Q uma funcao definida em S™ 1, integrdvel e de média

nula. Entao v.p. (?ifg) dado por
p. (Q(xn)) (¢) = lim/ Q@n)qb(x)dx, (3.1)
|JZ| =0 |z|>€ |(L’|

para ¢ € S(R™) € uma distribuicao temperada.

Demonstragao. De fato, se ¢ € S(R™) entao

v.p. (QW)) (¢) = lim / SUL) oy + / UL) oy

|| =0 Jeclpl<1 |T]" > )"

O segundo termo do lado direito pode ser estimado por

/ Q<x’>¢<x>dx’ < /| 9 (P

i1 ol FRAT
X
< ————dx
_pk,0(¢) /|I|21 |.fl?|n(1 +0Lx|2)k

1
= Q 1(gn—1 ———d )
Pro() || HL (Sn—1) L (14 r2)k T

no qual pyo(¢) ¢ uma seminorma de ¢ em S(R™) dado por (1.13). Em especial

se k = 1 entao pela desigualdade anterior obtemos

Q /
/| ) bw)do < proé) 120 pxgsnry -

z|>1 |z["

Agora, estimando a primeira parcela temos

lim UT) o) = Tim / UT) o) — 6(0))d,

=0 Je<la|<1 |x’n =0 Je<lz|<1 |x’n

posto que a média de €2 & nula, isto é,

/6<|:z:<1 ?;:Ii)dw = (/Sn—l Q(x,)dg(@) /61 %dr =0

Segue da desigualdade do Valor Médio que

/E Ux') o(z)dz

<lz|<1 ’x‘n

< sup {[Vo(s) [} |2 11 (g1 -

s|<1
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para todo € < 1. Assim, obtemos
Q(x)
n ¢(z)dx < “Q”Ll(S"*l) Z p1,(9).
e<|z|<1 || 18l=1

Q')

[

lim

e—0

Logo, ja que v.p. ( ) ¢ um funcional linear entao segue que esta dis-

tribuicao é temperada.

De posse desta proposicao, podemos definir uma classe especial de operadores

integrais singulares da forma

Tf(z) = lim ) flz —y)dy, (3.2)

0 Jiy=e |y

para [ € S(R") e 2 como na proposigao anterior. De fato, podemos escrever

T =uvp. (Q(“T’)) % f, (3.3)

[

que

o que mostra que (3.2) estd bem definida. A seguir, mostraremos que a
condi¢ao da média de  em S™! ser nula é necesséria para a boa definicao de

(3.1) e consequentemente (3.2).

Proposicao 3.1.2 Uma condi¢io necessdria para o limite em (5.1) existir é

que Q) tenha média zero em S ' para toda f € S(R™).

Demonstracao. Em particular consideramos f € S(R") tal que f(z) = 1
para |z| < 2 (vide Proposi¢ao 1.2.3). Analogamente como na demonstragao

da Proposicao 3.1.1 podemos escrever

Tf(x) = lim/ Uy)

=0 Jeclyl<1 ly|"

fla—y)dy+ [ LD

Wiz [y"

Note que o segundo termo do lado direito é independe de e¢. Escrevendo a

primeira parcela em coordenadas polares temos

lim Mf(x —y)dy =lim 2y )d

e—0 e<|yl<1 ’y|n =0 e<|y|<1 |y|n

1
zlim/ / M7"”_1da(u)dr
e—0 € Sn—1 7“”

- ([ awarto) [ S
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Assim segue que

(/s Q(u)da(“)) g / <o Qu)do(u) =0,

e—0 e T gn—1

o que demonstra a proposi¢ao.

3.2 Distribuicoes Homogéneas

O objetivo dessa secao estd em observarmos que o grau de homogenei-
dade de uma distribuicao traz propriedades interessantes sobre a transformada
de Fourier.

Dada uma fungéo ¢, consideremos ¢y (x) = A™"¢(A"1x) para X # 0 Se

f € homogénea de grau k entao

[ f@ora)dr =X | flz)ol)as,

desde que a integracao faca sentido. Dessa forma, podemos definir a homo-

geneidade de uma distribuicao como segue.

Definicao 3.2.1 Uma distribuicao T é homogénea de grau k se para cada
funcdo teste ¢ satisfaz,

(T, dx) = XN (T, 9).

Utilizando apenas a formula de mudanga de varidveis concluimos que (3.1) é

homogénea de grau —n.

Proposicao 3.2.1 Se T ¢é uma distribuicao temperada homogénea de grau k,

entao a transformada de Fourier T é homogénea de grau —n — k.

Demonstracao. Pela Propriedade (1.9) obtemos que

O (€) = H(AE) = A"y (€).
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Assim segue que
(1= TRy 2 () -2t (1) 2 (76)

o0 que demonstra a proposi¢ao.

Corolario 3.2.1 Se 0 < a < n entdo (|x|~*) (&) = cnalé|*™™ com ¢ o dada

por (1.3).

Demonstragdo. Se n/2 < a < n entdo |z|™® = fi(x) + fo(z) para f; € L
e fo € L?, com fi(x) = |z| “X{z<13(z). Pela proposi¢do anterior, (|z|=*)" é
homogeénea de grau o — n. Além disso, como ~ é invariante por rotacio, mais

precisamente pela Propriedade (1.10), segue que (|z|=*)7(§) = v/|£|*™. Como

no Exemplo (1.3.1) temos que

2 —_—
/ e~ ™ x|~ dx :/ e~ x|~ dx
n n
:/R e ™ (|2|yd
RTL

= [ e |zlo e,
RTL

Pela Identidade (1.2) e pela Proposi¢ao 1.2.1 obtemos que

n—uo n «
(5) o ()
(2=

donde 7 = ¢, 4. Agorase 0 < o <n/2entdo n/2 <n—a < n e assim

(‘x’a_n)/\<5) = Cn,n—a‘ﬂ_a-

Tomando a transformada de Fourier inversa concluimos que (|z|~%)7(¢§) =

Cnalél*". Como sabemos que a transformada de Fourier ¢ continua entao o

|fn/2

resultado é valido para a = n/2 ja que |z|~* tende a |x quando oo — n/2.
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Teorema 3.2.1 Se ) € uma funcao como na Proposicao 3.1.1 entao a trans-
Q(x")

[

formada de Fourier de v.p.( ) € uma funcao homogénea de grau 0 dada

por

m© = [ o {m (|u1 5,’) —igsgn(uf/)} do(u).  (3.4)

Q(z')

|z

Demonstracao. Como sabemos que v.p.( ) ¢ homogénea de grau —n
entao pela Proposi¢ao (3.2.1) temos que sua transformada de Fourier é ho-

mogénea de grau 0. Além disso,

<(v.p.g‘2(|x;))A, gz§> = lim (|2<T/)d;(x)dx
x e—0 |z|>e x|"
= lim Mg?)(x)dx + /| )

0 Jeclaj<1 |2]" o1 7"

o(x)dz.
(3.5)

Pelo Teorema de Fubini-Tonelli e o Teorema da Convergéncia Dominada temos

que
Q N Q / .
lim &) 3eydw = lim (w)( gzﬁ(f)e_’%”"fdf) dx
=0 Jec|z|<1 |z [ =0 Jeclz|<1 |5L‘|nQ R
= lim { / ﬁjemfdm} P(€)dé
=0 Jrn e<|z|<1 ‘l” ,
= / [lim / —Q(x)e_ﬁmfdx} ¢(€)de,
n [6720 Jecla|<1 ||
Analogamente,

/u- . ?;T;)é(x)dx = /| » ?:ET;) ( . ¢(5)€i2”"5d§) dz

_ ') —iorae
= lim /n /i>|x>1 BE e dx] P(£)d¢

e—0F

|
— 3 M —12mx-&
B /n llg%[>|m|21 || ‘ dw] P

€

Assim, podemos escrever a Identidade (3.5) por

: Q) iora

no qual definimos

Q")
m(§) = lim ﬂe’ﬁ’“”'gdx.

S Secpaer Tol?
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Q)
]

podemos considerar |[£| = 1. Além disso como a média de 2 é nula segue que

Como a transformada de Fourier do v.p. ( ) ¢ homogénea de grau 0 entao

1 —i2mru-é _ | L —i2rrug
/ (6—) dr +/ ‘ dr] do(u).
. r 1 r

Se escrevemos m(&) = I — ily entdo

m(§) = lim Q(u)

e—0 Sn—1

I = 11_{% . Q(u) [/E (cos (2mru - &) — 1)% + /1 cos (2mru - f)d ] do(u)

e

/E sin (27ru - £)d ] do(u).

€

I, =lim Q(u)
e—0 gn—1

Se s = 2mr|u - £| e assumindo u - £ # 0 entao pelo Teorema da Convergéncia

Dominada,

Tr|u-€|/e
I, =lim Q(u) [/2 5 sgn(u - £) sin (s)ﬁ do(u)
Sn-1 2

e—0 r|u-€|e S
2mr|u-g|/e ds

—/ Q(u) hm/ sgn(u - &) sin (s)— | do(u)
Sn—l =0 27r|u-£le S

Qu)sgn(u - §)do(u).

= [ st | [T as) dot
%/

Analogamente em [; obtemos

/1 (COS (8) o 1)d8 N /27r7’u~§/6 coS (S) s+ /27r7‘|u £l lds
27r|u-|e S 1 S 1

e assim tomando € — 0,

/1 de/m 03 (5) 45— 1n (2) — n fu- €.

S S

Como a média de €2 é nula segue que

11:/ Qu)In |u - €]~ do(u),
Snfl

e com [, obtemos (3.4).
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Na Identidade (3.4) o fator que multiplica €2 tem 2 termos: o primeiro
¢ uma funcao par com contribuicao nula para a integral se () for impar e o
segundo termo é uma funcao impar com contribui¢ao nula para a integral se 2
for par. Passamos a decompor 2 = (2, + (; respectivamente pelas partes par

e impar dadas por:

0, (u) = 3 (Qu) + OA~u)

Corolario 3.2.2 Dada uma fungao €2 como na Proposicao 3.1.1, suponhamos

que Q; € L'(S™1) e Q, € L1(S™ 1) para algum q > 1. Entdo a transformada

Q /
de Fourier de v.p.( ‘S’En)) € limitada.

Demonstracgao. Pela observacao acima temos que

m©)= [ ey

—|> dofu) =iz | Q(w)sgn(u- &)dou),

e assim pela desigualdade de Holder segue

1
In
(re1)

para todo £ € R", o que conclui o corolario.

™
’m(€>| S HQpHLq(Sn*I) + § HQiHLl(Sn—l) < 00

La'(Sm—1)

3.3 Meétodo das Rotacoes

Seja T um operador unidimensional limitado em LP(R), isto é, 3 C}, >
0 tal que [[Tg|[ o) < Cp |9l ow) Para toda g € LP(R). A partir de T', estamos
interessados em definir um operador T, limitado em LP(R") para u € S"L.
Seja L, = { \u: A € R} e L seu subespaco ortogonal em R™. Assim, dado

reR", Az € Rex e L tal que z = zyu + Z. Definimos

Tuf(x) = T(f(u+T))(x1) (3.6)
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para toda f € LP(R") q.t.p. x. Dessa forma por uma mudanca de variaveis e

o Teorema de Fubini-Tonelli segue que

| ms@ra = [ TG pas

Rn

- /Li (/R T(f(u+ x))(ml)V’dxl) 47
=G /L# (/R !f(-u+:ﬁ)(x1)\ipdx1> iz

—c [ s
R’ﬂ
e portanto T, é limitado em LP(R™). A seguir vejamos alguns exemplos espe-

ciais de operadores da forma T,,.

Exemplo 3.3.1 A funcao Mazimal de Hardy-Littlewood direcional

h

1
M, f(x) = sup — |f(x — tu)l|dt.
n>0 2h J_p,

Exemplo 3.3.2 A transformada de Hilbert direcional

Hof(o) = Loim [ L2214

Te0fiyse 1
No apéndice B trataremos sobre a transformada de Hilbert, além de alguns re-
sultados utilizados neste capitulo. O préximo resultado que iremos demonstrar

¢ uma consequéncia imediata da desigualdade de Minkowski para integrais.

Proposicao 3.3.1 Dado um operador unidimensional T limitado em LP(R)

com norma C,, seja T, um operador definido como em (3.6). Entdo para toda

Qe LY(S"™Y), o operador Tq definido por
Tofle) = [ QL@
é limitado em LP(R™).
Demonstracao. Pela desigualdade de Minkowski segue que

([ mswra)” < ([ [[ owimsiow] )
/

< [ ([ owimsere) " aw

([ mepds) ot
gn-1 R~

< Cp 1l o my 1€l 1 g1y
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Nos podemos aplicar a Proposigao 3.3.1 para operadores da forma (3.2) quando

(2 é uma funcao impar. De fato, se f € S(R") entao

Tf(x) = lir% h @f(x — ru)drdo(u)
€— Sn—1 €
1 _
=5 llilé . Q(u) ( " Mdr) do(u).

A ultima igualdade decorre simplesmente do fato que §2 é impar. Além disso

temos que

Tf@) = *lim [ ow ( /1 - fle—ru) =] (x)dr) do(u)+

e—0 r

+% /Snl i) ( 1<|r| s ; = dT) dotw),

ja& que Q tem média nula. Como f € S segue pelo Teorema da Convergéncia

Dominada que a tltima experesao é dada por

%/Snl Q(u) (g% " Mdr) do(u).

Pelo Exemplo (3.3.2) concluimos que
Tf(x)= —/ Qu)H, f(z)do(u). (3.7)
Sn—l
Em vista da expressao acima podemos enunciar o seguinte resultado.

Corolario 3.3.1 Seja Q2 uma funcao impar como na Proposicao 3.1.1. Se ) €

LY(S™Y) entdo o operador definido em (5.2) € limitado (p,p) para 1 < p < cc.

Demonstracao. Decorre imediatamente da Proposicao 3.3.1 e do Teorema

B.2.1.

No corolario acima, implicitamente definimos T'f para f € L” como um limite

na norma LP. Entretanto, nos podemos mostrar que (3.2) é valido q.t.p. x. Se
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nos considerarmos o operador maximal associado ao operador integral singular

dado por

T"f(x) = sup

e>0

/| Q(y')f(x —y)dy|, (3.8)

y|>e |y|n

entao 1™ satisfaz a desigualdade

* ™ *

Tfa) <5 [ 19 fw)dot),
Sn—l

no qual H; é o operador direcional associado ao operador maximal da trans-

formada de Hilbert dado por

H, f(x) = sup |Hy, o f (2)],

>0

com H, f(z)=7" Mdt (estimativa analoga a Identidade (3.7)).

[t|>e
Aplicando novamente a Proposi¢ao 3.3.1 e o Teorema B.2.3 n6s obtemos o

seguinte resultado.

Corolario 3.3.2 Seja () uma funcao como na Proposicao 3.1.1. Entao o ope-
rador T* definido em (5.8) € forte (p,p) para 1 < p < oco. Em particular, dado
f e Lr, olimite (3.2) € vdlido ¢.t.p. x € R".

A dltima afirmacao decorre imediatamente do Teorema B.1.2.

3.4 A Transformada de Riesz

Uma familia importante de operadores da forma (3.2) com niticleos

K(x) para €2 uma funcao impar é dado por

R;f(2) = ¢, lim Y[l —y)dy (3.9)

=0 Jiyise [y

. +1) _an . j

paral<j<nec,=T (n 5 ) "% . Em particular Q(y) = |y_]‘ e portanto
)

(3.9) esta bem definida. Os operadores R; sao denominados transformadas de

Riesz.
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Lema 3.4.1 Em S'(R") temos

a%qxp—”) = (1 —n)v.p. (ﬁ) .

Demonstracao. De fato, se ¢ € S(R™) entdo

8 1-n _ 1-n a
) = [ et
I l-n_~
~ limy /| el ol
= lim/ ]I|1_"i¢(x)dx +/ |x|1_"i¢(x)da:
=0 Jecla)<1 Ox; lz|>1 O
Integrando por partes segue que
—i(|w|1_”)(¢) = lim {—/ o (|$|1_”) ¢(x)dx +/ |x|1_"gb(:r;)v'd5(x)}
Ox; e—0 |lz|>e€ Jx; |z|=¢ ’ ’

no qual v; é a j-ésima componente do vetor unitario v normal exterior a S~ 1.

Por mudanca de variaveis segue que

/ 2] " (a)v,dS(2)| < / ey b(ey) | dS (y).
|z|=€ Sn—1

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que

[ e motenle st — 0

para € — 0 e assim

lir% 2" p(z)v;dS(x) = 0.
€ |z|=€
Dessa forma,
0 n . 0 n j
o) =ty [ () otoe = (1= e 5 ) 0)

donde obtemos o lema.

Uma propriedade importante dos operadores I?; ¢ dada pela seguinte proposigao.

Proposigio 3.4.1 (R;f) (§) = —iﬁ F(€) para ¥ f € L2.

€]
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Demonstragao. Pelo Lema 3.4.1, Corolario 3.2.1 e pela Propriedade 1.11

segue que

oo ()] © = 0-mt [2qen] 0
— 2mi(1 —n) Ly [Je]' ] (€)
&
B

= 2micyp—1(1 —n)

. anl &
T
Assim se f € S(R") entdo

Agora como S & denso em L2, segue diretamente pelo Teorema de Plancherel

1.4.2 que o resultado também ¢ valido para f € L2, o que conclui a proposicao.

]
Coroléario 3.4.1 Se f € L? entao
Y Rf=—Ff. (3.11)
j=1
Demonstracao. Pela proposicao anterior segue que
R - . . g,] R - _ ]2 R
[Ri(R; )] (§) = _ZE( if) (&) = e (&),

donde temos = —f. Como a transformada de Fourier é uma isome-

2
>R
j=1
tria em L2, Teorema de Plancherel 1.4.2, entao obtemos resultado.

n

Observacao 3.4.1 O coroldrio anterior nos mostra que Z RJQ. = —1, no qual
j=1

I ¢ o operador identidade em L. Como S é denso em LP para p > 1 seque

que o resultado também ¢é vdlido para LP.
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3.5 Integrais Singulares com Niicleo Par

O objetivo dessa secao esta em obtermos um resultado na direcao do
Corolario 3.3.1 para T em (3.2) com 2 uma fungao par. No entanto, o método
das rotacoes nao pode ser utilizado j4 que o operador neste caso nao pode
ser representado em termos da transformada de Hilbert. Entretanto segue de

(3.11) que
ZRQ (Tf) = ZR R;T)f

no qual R;T é um operador impar (composm;ao de um operador par com um
operador impar). Se nés demonstrarmos que o operador R;T tem a repre-
sentagao com em (3.2) entao segue pelo Corolario 3.3.1 que T ¢é limitado em
LP. Sendo assim, mostraremos que ;1" possui tal representacao. Se {2 é uma
fungao par pertencente a L9(S™') para algum ¢ > 1, considere para cada

€ >0,

Facilmente vemos que K, € L" paral < r < g e portanto K, é uma distribuigao

temperada.
Lema 3.5.1 Se f € C3°(R™) entdo

Demonstracao. Tomando a transformada de Fourier para f € C{°(R™)

obtemos que

[Rj(Kex f)] (&) = —ivk(Ke* f) ()

donde segue o resultado.
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Lema 3.5.2 Seja Q) uma funcao par como na Proposicao 3.1.1. Se () €
L4(S™ 1) para algum q > 1 entdo existe uma funcdo IN(j impar, homogénea
de grau —n tal que

iny By (0) = £ (0)

na norma L para todo conjunto compacto que nao contém a origem.

Demonstracao. Fixado z # 0, seja 0 < € < v < |z|/2. Como K; € L" para

1 < r < q e pelo Corolario 3.3.2 segue que

R;K(z) = ¢, lim

Ki(x — y)dy,
=0 Jiy1>6 |y| i

q.t.p. xparal =¢,v el < j <n. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

temos que
' v~y [20)
RjKe(«T) - R]Kl/(«r) = Cp, }521(1) | |>6 |x j_ y|nj+1 |: |y|n X{V>|y‘>€} dy
z—y
— Y [Q(y’) }
= ¢, lim v Tans
0=0 J15 o y|>5 ]x - y’n(+1l) y| {v>ly|>€}
—Yj Qy }
+cp, > Jay
lz—y[>1 |$ — g+t |an {v>ly|>e}
=c r;—y; Uy )d
" |z — gyt |yl Y-
v>|y|>e Yy Y
Como

Qv
/ (y )dy _0
v>ly|>e |y|n

posto que a média de {2 é nula, entao

Q(y')

|R;K.(z) — R K,(z)| = cn/ 9i(y) — 9;(0)—~d

o o)
Y

<ep 19;(y) = g;(0)| =—=d
v>|y|>e ’y‘
com g;(y) = % Assim, pela desigualdade do Valor Médio e por mu-
€T n

danga de varidveis em coordenadas polares, temos que existe c¢(n) > 0 tal

que
Q /
|R;K.(x) — R; K, (x)] < c(n)/ 1y = 20y )|dy
v>|y|>e |l’ - |n |y|n
= Q(u)|do( 3.13
‘WH/LM| Ndotwdr  (3.13)
||T+1 162 ||L1(Sn 1)( —€).
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Logo, dado ¥V o > 0, {R; K.} _ ¢ uma sequéncia de Cauchy na norma L* em

{|z| > a}. Como L*> & completo, entao

K;(z) = lim R K ().

e—0
q.t.p. x. Como R; K, é¢ impar segue 0 mesmo para K7 a menos de um conjunto
de medida nula. Além disso se A > 0 entao por mudanca de variaveis temos
que R;K (A1) = A" R;Koy-1(7) q.t.p. x e portanto K (Ar) = A\™"K;(x) para
cada A > 0. Se D = {(z,)\) € R" x (0, ) : Kj(A\zx) # AX"K(x)} entao este
conjunto tem medida nula ji que K7 é mensuravel. Pelo Teorema de Fubini-
Tonelli dada uma esfera centrada na origem e raio p > 0, S,, o conjunto DNS,

tem medida nula. Dessa forma definimos

J
0 caso contrario.

Facilmente vemos que essa funcao é mensuravel, homogénea de grau —n e
impar. Além disso f(](m) = Kj(z) qt.p. x. De fato, se z # 0 tal que
xo = px/lz] ¢ DNS, (o caso que zp € DN .S, é trivial ja que este conjunto
tem medida nula) entdo para quase todo A > 0 temos

f(j()\x()) = /\_nKj(Io) = /\_nKj*(l'O) = Kj*(/\l'o),

o que demonstra o lema.

Lema 3.5.3 O niicleo K; definido no Lema (3.5.2) satisfaz

| R wldot) < 19l (3.14)

Além disso, se kj7€(.ilj) = K;(2)X{ja|>e} entdo Ac = R; K, — f(m6 e LR e
HACHI S C(IZ HQHLq(Sn—l) .

Demonstracao. Pela homogenidade de f(j e por mudanca de variaveis em

coordenadas polares segue que
m2) [ Ko = [ R
Sn—1 1<|z|<2
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Dessa forma obtemos que

w2) [ Ve < [ @Rkl [ \Rsz/m) .
3.15

Analogamente em (3.13) com v = 1/2 ja que |z| > 1, entdo tomando ¢ — 0

segue que

~ c(n)
|KJ(x) - RJK1/2<'T)’ < |.T‘"+1 HQHLl(Sn_l)

e assim a primeira integral do lado esquerdo em (3.15) é limitada por C'[|2]| .4 (gn-1)
(desigualdade de Holder). Ja a segunda integral é estimada novamente por

Hélder, seguido do fato que R; é limitado em L9 (vide Corolario 3.3.1), isto &,

| IRKpwlds <R Kl
1<|z|<2
< G|,

< C [l aggn1y

o que demonstra (3.14). Para demonstrarmos a segunda parte do lema, basta

obervarmos A.(z) = e "Aj(e 'z) e assim ||Ac||;. = ||A1]|;:. Dessa forma,

2l = [

K 1(z) — RjKl(a:)‘ dz

f(j,l(aj)—RjKl(x)‘d$+/ f(j,1($)—RjK1(x)‘dx.

|z|<2 |z|>2

A primeira parcela do lado esquerdo da ultima igualdade é estimado por

/x|<2

pela definicao de f(j, 1. Como na primeira parte do lema segue que cada parcela

Kja(z) - RjK1<I>‘ dx < /

1<]z|<2

K, 1(:6)‘ dz + / IR, K ()| dz

|x|<2

¢ limitada por C'[|€2| ;4(gu-1). Por outro lado como |z| > 2, tomando v =1 e

e — 0 em (3.13) segue que

- c(n)
‘Kj, 1(x) — RjKl(x>‘ < Tt 12 1 (g1,

e como anteriormente obtemos

/x|>2

o que demonstra o lema.

f(j, 1(x) — RjKl(w)‘ <C ||Q||L£1(S”*1) )
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Em virtude dos tltimos resultados podemos enunciar o seguinte teo-

rema.

Teorema 3.5.1 Seja Q uma fungao na Proposi¢io 8.1.1 tal que Q; € LY(S™™1)
e Q, € L1(S" 1) para algum q > 1. Entao o operador integral singular T em

(5.2) é limitado em LP(R™) para 1 < p < 0.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.3.1 ¢ suficiente considerarmos 2 = (2,
Além disso, sem perda de generalidade podemos supor que f € C§°(R"). Pela
defini¢ao de K, temos que T'f = 11_{% K. x f. Assim, por (3.11) e (3.12) segue
que

K oxf=— ZR (K f)) ZRRK % f).
Utilizando a notacao do Lema (3.5.3) temos que
RjKE*f:Kj76*f+Ae*f.
Estimando a norma LP da primeira parcela temos
[t =[] Fcorsta= sy
=[] mwsa—pay

ly|>e

P 1/p

d:p}
p 1/p
dx]

P 1/p
dz] ,

no qual a tltima igualdade é obtida pela homogenidade de f(j. Agora como

AT i

K; é impar segue por mudanga de varidveis em coordendas polares que

/|y>e ﬁ];f)f (e -ydy) < /S L / R Tu)drda(u)
- 5/ |r>6Mdr do(u)
S%/ (w)do(u).



Dessa forma pela desigualdade de Minkowski para integrais obtemos

T P 1/p
< — dx
p 2 {/R" }

™ *
<Zhms, [
S

et

/Snl | K (w) | H, f () dor(u)
o K (w)|do(u).

Assim pelo Lema (3.12) e como a transformada de Hilbert é forte (p,p) segue
que

|&5.cx ] < Cl0Asy 111,

J& a outra parcela decorre da desigualdade de Young (1.4.2) ja que pelo Lema

(3.12) concluimos que

1A fll, < NAL AL, < ClRI Lasnry 1], -

Se nos combinarmos as estimativas acima e o fato que R; ¢ limitado em L?

no6s observamos que
[Ke* fll, < C N Lagsn—1y 1],
Como o lado esquerdo acima nao depende de ¢, segue pelo Lema de Fatou que
1T, < ClIQ Lagsn— 151,

o que demonstra o Teorema.

3.6 Nucleos Especiais

A seguir vamos estudar outra classe importante de niucleos da forma
K(x) = P(z)/|z|?, no qual P ¢ um polinémio harmonico homogéneo de grau
ke Re(8) < n+ k. Seja Py o conjunto dos polinémios homogéneo de grau k

em R" com coeficientes complexos. Dado P € P, escrevemos

P(z) = Z cpr”. (3.16)



com cg € C. Em particular, dizemos que um polinémio P é harmoénico ho-

mogéneo de grau k se P for da forma (3.16) e além disso AP = 0, no qual

A=> 02
j=1

Exemplo 3.6.1 Se k =1 entio P(z) = Z cgx® € um polindmio harmoénico

|8|=k
homogéneo de grau 1.

O proximo resultado diz respeito sobre a transformada de Fourier de K (z).

Teorema 3.6.1 Seja o um nimero complexo tal que 0 < Re(a) < n e P(x)

um polindmio harmoénico homogéneo de grau k em R™. Se K (x)

entio K (€) = craP(€)/]€[F, com

k k —

Demonstracao. Seja K; dado por

K(x) lz] <1
0 |z| > 1,

= P(z) /|

(3.17)

(3.18)

e Ko(x) = K(z) — Ki(z). Se 0 < Re(a) < n/2 entao K; € L'(R") e K, €

L*(R"), posto que

/n |K1(:L“)|d$=/ |n+k ~d / /Sn 1 rn+k - "_lda(u)dr

= Pl ([ ) <
0
pois 0 < Re(a) e

Ko@)de = [ P@L 1Pa)r
n 2 o |ZL’|2 n+k’ a) gn—1 7"2 (n+k— a)
ﬂwwwg(/rwnwﬁ<w,
1

r"do (2 )dr

para 0 < Re(a) < m/2. Assim, temos que a transformada de Fourier da

distribuicao temperada K é uma funcio K = K + K> para 0 < Re(a) < n/2.
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Como P & um polindmio harménico homogéneo de grau k segue que (vide

identidade (2.19) em [17] p.152)
K(z) = f(j)P(x). (3.19)

Se ¢ € S(R™) entdao pela definigdo da transformada de Fourier de uma dis-
tribuicao temperada temos
K(z)d(x)de = | K(y)o(y)dy.
R7 R
Por mudanca de variaveis e do fato que K é homogénea de grau a — n segue
que

6 | Kw)o(u)du=6" | K@ 'v)p(6  v)dv.

Rr Rr
Agora, se 1h(v) = ¢(6~'v) entdo 1h(v) = 6"¢(dv) pela Propriedade (1.9) e assim

5 [ K 0)p(0 v)dv = 6" | K(u)o(6u)du = K (u)d(u)du

Rn Rﬂ, Rn

K (u)(u)du = K(v)p(6 ) dv.

R™ R™
Como a igualdade é valida para toda ¢ € S(R") entdao K(v) = 6 K (6 'v)

q.t.p. em R™. De fato, isto ja era esperado pela Proposicao 3.2.1, uma vez que a
transformada de Fourier de K coincide como func¢ao e distribuicao temperada.

Pela Identidade (3.19) segue que

f(ory=6"*"f(r) qtp. r>0.

Pelo Teorema Fundamental do Céalculo temos

3 1 1
F(é)z/0 f(?“)dr=/0 f(fs)fdszﬁl"“‘“/o f(s)ds = F(1)gF.

—k—a

para todo & > 0. Logo podemos concluir que f(r) = 4r e portanto

K(€) = vP(£)/|€|F. Para calcular ~, consideremos ¢(z) = e ™" P(z)
S(R™). Logo ¢(x) = i *¢(x) (Teorema 3.4 em [17] p.155) e assim

o e (s e (£
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Por mudanca em coordenadas polares temos

> 2 o 2
Zk/ e rkJrafldT — ,.)// e rkJrnfozfldr
0 0

e usando a Identidade (1.2) concluimos que

N kE+a n+k—a
= o (S50 o (10

Dessa forma, provamos que o teorema é vélido para 0 < Re(a) < n/2. Para

estendermos o resultado para 0 < Re(a) < n, definimos as funges f,g: C —

C, dadas por

1) = [ preda)ds
o) = [ ola)ds

para ¢ € S. De fato, essas fungoes estao bem definidas ja que passando em

coordenadas polares temos

/Sn / o (radrdo (2, (3.20)
- /S /0 P2y ¢(ra’)drdo ('), (3.21)

e portanto
. co i1
1) < sl [Plsgsns, [ e <o (32)
o] ,r,n—t—l
9 < 2o Pl | dadr<oe (329

para z =t +is, m = [m] e j = [j] (vide Se¢ao C.2). Derivando sobre o sinal

de integracdo em (3.20) e (3.21) temos

/Sn 1 / )(Inr)r*=tg(ra’)drdo(a’), (3.24)

/Sn 1 / J(Anr)" (e )drdo ('), (3.25)

Note que a derivacio é possivel pelo Teorema da Convergéncia Dominada (vide
detalhes na Se¢do C.2). Analogamente, tomando a derivada parcial em relagao

a s em (3.20) e (3.21) segue que

—z/sn 1/ Y(In7)r* p(ra’)drdo(z'), (3.26)
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/Sn 1 / )(Inr)r" =g (ra’)drdo (a). (3.27)

Uma vez demonstrado que as derivadas parciais sao continuas pelo Teorema

C.2.1, segue que f e g satisfazem o operador de Cauchy-Riemann

@_1 [TV
BE ot "las )T

e portanto f e g sdo analiticas para 0 < Re(«) < n. Como consequéncia,

P(z) - . P(x) i
/n |x|k:+n__a¢<l’)dl’ = Cha /Rn |I|k+agb( )d (3.28)

¢ valida para 0 < Re(a) < n, desde que cg, seja analitica nessa restri¢do.
Dessa forma, concluimos o teorema ja que se 0 < Re(a) < n e ¢ € S entdo

pela igualdade em (3.28) obtemos

(K.0) = (ceaP(@)/Ial"*", )

Observacao 3.6.1 Na demonstracao do teorema acima, utilizamos dois re-
sultados sobre polinémios esféricos harmonicos, isto €, polindmios harmonicos
homogéneos restritos a S"~'. Uma vasta teoria pode ser encontrada em [17],

Capitulo 4.

Exemplo 3.6.2 Como aplicagao do teorema, vamos estudar o nicleo vetorial
K(z) =x/|z|", para x € R". Denotamos por K;(xz) = x;/|z|" parai=1,....,n.
Sen > 3 facilmente vemos que K;(x) = f1(x)+ fo(x) tal que fy € L e fo € L2,
sendo fi(x) = K(z)xqe<1y € fo(x) = K(2)X{a/>1}- No caso de n = 2, em
especial, temos a mesma decomposi¢io Ki(z) = fi(x) + fo(x), com f, € L}
e fo € LP para 2 < p. Observe que neste caso, fy ¢ L*. Assim, se n > 2
entdo K; € uma distribui¢ao temperada. Se escrevermos K;(x) = P;(x)/|z|"
com Pj(x) = x;, pelo Exemplo (3.6.1) temos que P; é um polindmio harmonico
homogéneo de grau 1. Assim, estamos nas hipoteses do Teorema 3.6.1 para

a =1, k=1 e portanto podemos afirmar que

(&)A@ — g (3.29)

[
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em S'(R™) para ¥ n > 2. No caso den =1, K(z) = H(x) — H(—x) no qual

H ¢ a funcao de Heaviside dada por

H) 1 |z| > 1
xTr) =
0 lx| < 1.

3.7 O Espaco H'

Na Secao B.2 veremos que a transformada de Hilbert de uma fungao
integravel niao pertence, em geral, a L' e que uma condi¢do necessaria para isto
valha é que a funcao tenha integral nula. Nesta Secao, nés estamos interessados
em obter um subespaco de L' cuja imagem sob certos operadores integrais

singulares pertencam a L.

Definicao 3.7.1 Um dtomo a é uma funcao com valores complexos definida

em R"™, suportada em um cubo Q) e que satisfaz

/Qa(x)dx:O e Jall. < ﬁ.

Vamos denotar por A a diagonal de R x R", isto ¢, A = {(z,z) : v € R"}.

Teorema 3.7.1 Seja T um operador limitado em L? e K um funcdo definida

em R™ x R"\ A tal que para f € L? de suporte compacto temos

Tf(x)= [ K(x,y)f(y)dy,

Rn

com x & S(f). Além disso, suponhamos que K satisfaz
/ K (2,y) — K(,2)|dz < A, (3.30)
lz—y|>2|y—2|
Entao existe uma constante C' tal que para todo dtomo a,

|7al, < C:

Demonstracao. Se a é um atomo entdo temos que a € L? e portanto Ta

estd bem definido. Seja (Q* um cubo com o mesmo centro que (), cg, com o
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comprimento dos lados 2+/n vezes maior. Ja que T ¢ limitado em L? entdo

1/2
[ 1rewiar <o ( / |Ta<x>\2dx)
Q* Q*

1/2
< / o(o) e

< (.

Além disso, como a tem média nula, pela condicao (3.30) segue que

/nQ* |Ta(x)|de = /]RnQ* ‘/QK(x,y)a(y)dy
K (2,y) — K(z,cq)] a(y)dy‘ »

dx

R"—Q*‘ Q

< |K(z,y) — K(z,co)| dzla(y)|dy
Q Ran*
< (.

Tomando C' = max {C4, Cy} obtemos o resultado.

Nos definimos o espago atomico, denotado por HY,,

H;t(Rn) = {Z /\ja]‘ L aj atomo 7/\j S C,Z |>\J| < OO} .

J J

como

A proposicao a seguir mostra uma propriedade importante sobre este espaco.
Proposigao 3.7.1 H!,(R") Cc L}(R").
Demonstracao. Seja Z Nja; € H,,. Como \ja; € L' e Z/ |\ja;(x)|dr < oo
- - R™
j

J
entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada

/R S Aay(a)| de < Z/R Nas()ldz < 3 Iyl < oo.
j i IR j

Definimos a norma em H}, por

1fllz3, = inf {Z Al f = ZAjaj} |

J

Segue imediatamente do Teorema 3.7.1 que os operadores integrais singulares

sao limitados de H), em L.
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Corolario 3.7.1 Seja T um operador como no Teorema 3.7.1 e f € H},.

Entao
171l < Cl Sl g, -

Seja R; a transformada de Riesz em R" para 1 < j < n. Definimos o
espago
H'(R")={feL'(R"):R;f € L'R"),1<j<n}
com a norma

1Al = A1+ SR -
j=1

O préximo teorema nos mostra que podemos ter outra caracterizacao dos es-

pagos atomicos. A demonstragao desse resultado pode ser encontrada em |[16].
Teorema 3.7.2 H!(R") = H'(R") e suas normas sio equivalentes.

A definicao dos espacos de Hardy pode ser ampliada para 0 < p < oo. Como
referéncia sobre esse assunto citamos [16]. Se f é uma distribui¢do temperada
entdao dizemos que f € HP(R™) se existe ¢ € S com o(z)dz # 0 tal que

R’ﬂ
Myf € LP. A funcao M, f(z) é a funcao maximal dada por

My f(x) = Sup |(f * @) ()],

com ¢; dado pela Defini¢ao (B.1.1). Quando 1 < p < co entdo HP(R") pode
ser identificado como LP(R™) (vide [16] p.91). No caso de p = 1 vimos que
H' C L' estritamente. J4 para 0 < p < 1 assim como no caso de p = 1

podemos definir H? via decomposicao por dtomos.

Definicao 3.7.2 Um H? dtomo a para p < 1 é uma funcao com valores com-

plexos definida em R™, suportada em um cubo ) e que satisfaz

/ 2Pa(z)dx =0 para todo 3 com |B] < n(p™' —1)
Q

lallo, < 1QI777.
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Analogamente definimos o espaco H? atomico para p < 1, denotado por H?,,

como
HP.(R™) = {Z Aja; :a; HP atomo | \; € C,Z |\ P < oo} .
J J

com a respectiva norma dada por

1/p
[f1lp, = inf (Z ’)\j\p> f =) N
j j

A caracterizacao desses espacos via decomposicao de atomos decorre do seguinte

resultado provado em [16] p.107:
Teorema 3.7.3 H,(R™) = HP(R™) e suas normas sao equivalentes.

O objetivo do resto dessa secao esta em estudarmos um operador especial
atuando nos espagos HP. Para tal, consideramos o operador I, definido em

S(R™) dado por

1 1
I,0(x) = — o(y) ———dy, 3.31
@ == [ o 331
n F 2
para0 <a <ney,= Wi’“r (£22) O operador estd bem definido uma vez
2
que Lio(x) = v,  (Jy|* ™ * @) (z) e |y|*™ é uma distribui¢ao temperada para

0 < a < n. Do Corolario 3.2.1 segue que
(L) (€) = [€]7°6(&). (3.32)
O Teorema a seguir nos mostra que o operador I, pode ser definido em LP.

Entao

Sle

1 1
Teorema 3.7.4 Seja0<a<nel <p<qg<oo tal que — = —
q P
Haflly < Ap o IF11, - (3.33)

Demonstracao. Para R > 0 podemos escrever

Lf(a) = / S / F = w)lyl"dy.

lyI>R
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A primeira integral ¢ a convolugao de f com a funcao |y|* "x{y<r} que &

radial, decrescente e integravel. Assim segue pela Proposicao B.1.2 que

[ - y>|y|“—"dy\ <)) [ iy = R ).
ly|<R

ly|<R

Pela desigualdade de Holder a segunda integral é dominada por

A1, (191" X g1 1

p
/

De fato, |y|* "x{y=r € L* ja que (n—a)p —n = o por hipotese.
B q

Dessa forma segue que

— ¢cR™™/4

pl

Y1~ X qty1= )
e assim
Lf(2) < A [R(M () + |1l 1]

Mf(x)
/11,

Lof(z) < A[MF) ()Pl

Agora se R™"P = entao

A desigualdade (3.33) segue ja que M f é limitado em LP para 1 < p < o0

(vide Secao B.1 no apéndice B).

O Teorema acima pode ser estendido para os espacos de Hardy HP. A de-

monstracao desse teorema pode ser encontrada em [16]

1 1
Teorema 3.7.5 Se 0 <p < q < oo tal que — = — — E, entao
qg p n

Hafllge < Ap, g 1f 1o - (3.34)
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Capitulo 4

Demonstracao do Teorema 0.2.3

Neste capitulo iremos demonstrar o Teorema 0.2.3. Basicamente o
item (i) do teorema decorre da Proposi¢cdo 4.1.1 enquanto que a parte (ii)

decorre da extensao do Teorema 3.7.4 e do Corolario 3.3.1.

4.1 Decomposicao e Estimativa L'

Nesta secao enunciaremos dois resultados primordiais na demonstra-

¢ao do Teorema 4.

Lema 4.1.1 Seja ® € C§°(R"). Entdo para cada 6 > 0 nds podemos escrever

O =P + Dy com

sup |@1 ()]0 + sup [VPy(2)[5' 7 < ||V (4.1)

o0 !
r€ER™ z€R™ P

sempre que p >mn, vy =1—n/p e ¢ independente de § e P.

~ . : , : x
Demonstragao. Consideremos o seguinte nicleo vetorial dado por K (z) = cnw
x

estudado na Segao 3.2 do Capitulo 3 para ¢, = (¢11)”" em (3.17). Primeira-

mente consideremos:

Lema 4.1.2 Se ® € Ci°(R") entio ® = K * V.
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Demonstracao do Lema. Denotamos K * V() = K(z —y) - Vo(y)dy,
]Rn
no qual (-) é o produto interno usual em R"”. Como vimos, paracadaj =1,....n

e n > 1 temos que x;/|z|" ¢ uma distribui¢do temperada. Logo,

8CI>

K+«Vd=c, Z (4.2)

\xI"

Tj aq)) / (y; — 2j) 0
x — | (2) = = (y)dy.
(|x|" oz, ) O = [ Ty =2 o, W

Como ¢ ¢ uma fun¢ado suave de suporte compacto entao pela Identidade (3.29)

A 2
‘. (|j|fn , 67) (6) = éﬁw).

no qual,

temos

Da igualdade (4.2) segue que

K9 (© =Y ({0 57 ) © =3 286 = 30

e assim pela formula inversa da transformada de Fourier em (1.15) concluimos
para n > 1 que

O =K=x*xVo.

Se n = 1 entdo K(z) = ¢(H(z) — H(—x)) no qual H(z) é a funcdo de

Heaviside. Pelo Teorema Fundamental do Calculo obtemos o lema.

Voltando a demonstracao da Proposicao, seja n uma funcao suave suportada
em |z| <1 comn =1 para |z| < 1/2 ( vide Proposi¢ao 1.2.3). Decompondo
K = K;+ Ky sendo K1 = K(z)n (z/9), definimos ®; = K;*V® para j = 1, 2.
Afirmacio: Se F(z) = Ki(z) entdo F*(t) < ct~"+ para 0 < t < 16" e
F*(t) = 0 caso contrario. De fato, como F' esta suportada em m é facil
ver que se s > 0 entao ap(s) < ¢10". Assim, se t > ¢;0" entdo ap(s) <t
para V s > 0, donde f*(t) = 0. Agora, dado 0 < t < ¢10™ escolha € > 0
tal que 27"t < c;e® < t. Disto segue que € < J e ¢l < ot para

1/n\n— _ R
¢ = (2¢1/")" e, Logo, ap(cae’™) < c1€" < t e como ap é ndo crescente
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n—1

conclufmos que ap(ct =) < t. Dessa forma, F*(t) < ct="% para 0 < t <
c10™. Utilizando a desigualdade de rearranjamento (2.16) para F(x) = K (z)
e G(z) = VP(z) temos

c1o6™
(@, (z)] = |(K; % V()] < c/ (V) (1)dt.
0
Assim, tomando [|[V®|’  segue que

c1o0™ 3
B < VR [T = AVl 4

n—p

" cey=1—=n/p desde que p > n. Por outro lado, da

para ¢, =
igualdade (4.2) temos que

¢2=K2*vq>=cn2n:|§|jn (1—77(%))*3—2

j=1

Utilizando as equivaléncias das normas euclidianas segue que
|V®,| < /n max {|0,, |}
1<i<n

para 0,, Py = 0,, Ky x V®. Dessa forma, podemos decompor 9, Ky = K} +

K? 4+ K?, no qual os vetores sao dados por

i T17; TnT;
K= e (1 (5)) (2 ),
g Cn n ) ’x|n+2 |$‘n+2

i—esima

9 T 1
K2=c, (1 . (-)) 0, ... 0],
6 |z["

K= (D)o (120 (5))

3

e assim 0, Py = Z K7 + V®. Portanto para estimar |V®,| basta utilizarmos
j=1

a desigualdade de rearranjamento (2.16) para cada parcela K «V® sendo F =

K! e G = V®. Para calcularmos (K})* podemos supor sem perda de genera-

1
lidade que K}'= n2e, (1 —n (%)) W, pelo Lema (2.1.3). Sendo assim, para
xT n

, 1
j=1,2 temos que K é do tipo J(z) = ¢ (1 —n (%)) W, no qual ¢ é uma cons-
€T n
tante. Vamos agora calcular J*. Se |z| < §/2 entdo 1 —n(x/§) = 0 e portanto
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Bs2(0) ¢ {x € X/|J(x)| > s} para todo s > 0. Além disso, dado s > 0 temos
que se (s¢™)~w < || entdo |J(z)| < s, j4 que 0 < |1 —n(z/8)| < 1 para todo

r € X. Portanto temos que {x € X/|J(z)| > s} C B(Scfl),%(O) — Bs)2(0),

desde que §/2 < (sc™)~w. Neste caso

671
aj(s) < ¢ (g - 2—n) :

Assim dado ¢t > 0 tomemos s = c;2"(t + ¢10™)'. Logo vemos que §/2 <
(sc™) " ¢ satisfeito e além disso ay(s) < 2. Dessa forma podemos concluir
que para todo t > 0 temos J*(t/2") < cc;2™(t + ¢16™)7t. Como J*(t) <

J*(t/2™), posto que J* & nao crescente segue que
J*(t) < ee 2(t + ¢ 6™) 71 (4.4)

Para finalizarmos a estimativa precisamos apenas calcular (K?)*. Para sim-
plificar a notagdo denominamos F = K?. Da definigao de F segue que
ap(s) < 16" para V s > 0, ja que 7 esta suportada em By(0). Disto segue
que F*(t) < 0 para t > ¢10". Para sermos mais precisos, I’ esta suportada
no anel (0,6/2,8) e é limitada, de tal forma que ap(s) < ;0" (1 — 5 ) para

V' s > 0. Assim para t — 0% temos que F*(t) < oo. Logo, podemos escolher

uma constante ¢;3 tal que
(K2))*(t) < et +e16™) 7 (4.5)
Se ¢3 = maxj<;<, {Ci3}, pelas desigualdades (4.4) e (4.5) obtemos que
Vd,| < c/ooo(t +¢16™)"HV®)*(t)dt,

no qual ¢ = max {c3, ¢,c;2"n}. Tomando ||V}  temos

V| < || VO / dt <& |VeL 5 (46)
0

t + 615n

posto que

/ 11) d < P 1 11)5 v
t C p
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desde que p > 1, o que é satisfeito pois p > n. Tomando o supremo em (4.3)
e em (4.6) segue o resultado

sup |@1(2)[677 + sup [VPz()[6' 7 < ||V

oo !
zER™ z€R" P

para ¢ = ¢; + Co.

Seja ' uma funcao definida em R™ com n > 1. Vamos considerar em

R" ! a fungao FY dada por F¥(z) = F(y, 7).

Proposicao 4.1.1 Suponhamos I, Fs, ..., F, funcoes suaves de suporte com-

pacto tal que

OF; = 0F
i Z I (4.7)
k=2

Se & € C§°(R™) entao

/ R0

<c (Z HFk”Ll) IVelz, (4.8)

k=2

para p = n.

Demonstracao. Analogamente a FY definimos ®Y tal que ®¥(z) = ®(y, 7).
Considere J(y) = / F{(z)®Y(Z)dz. Pela proposigao anterior podemos de-

Rn—1
compor para cada y e N =n — 1, d¥ = &Y + &} tal que

sup |[®Y[677 + sup |[VOY|§ < c VoY - (4.9)
z€RN zeRN ’

Dessa forma, podemos decompor J(y) = Ji(y) + Jo(y) tal que

) = [ Fr@eles
RN
para i = 1,2. Pela desigualdade (4.9) temos

[ L] < 67 [ FY || pa ey VR o -
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Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Calculo e o Teorema de Fubini-

Tonelli obtemos

I(y) = / FY () 0Y(2)dz

0 e
/RN [ a_alel x1, T )dxl] oY (z)dz

/RN [ / ail (F(21,7)) @3(if)dx11 dz
:/y / i(F(xl7j))q>g(f)dfdxl.

—o0o JRN 8:151

Pela hipotese (4.7) e integragdo por partes concluimos que

Z/ /RN aF’“ (1, 2)Y(z)dEda,
:_Z/ /RNFk 7 ( \dzdar,

Dessa forma novamente por (4.9) segue

[ Ta(y)] < a7 <Z HFkHLl(Rn)) IV} o0 -

k=2

Tomando § = 6(y) = | FY|| 1w, - (Z ||Fk||L1(Rn)) temos

k=2

[T ()| < 2K (y) [Vl o

para

n Y
1—
K@) = (1711 e ) (Z ||Fk||L1<Rn>) .
k=2

Pela desigualdade de Holder com expoentes r = n/(n — 1) e p = n, além de

v=1— N/n (lembrando que N =n — 1) entao

J)ldy < 20| Kl | (I90715.) ||
JEC R [ (L .

Mas,

|=

p P
y|* yI|* _ N
[(ve.)],,0, = ([ [von.] ) = 1vel, @

1
n n 1—1
HKHU(R) = (Z HFkHLl(Rn)> (”FluLl(R”))

FE% o1 ey

(4.11)

IN

96



Pela defini¢do de J(y) e das desigualdades (4.10) e (4.11), concluimos que

< /RlJ(y)ldy <c (Z !IFka) IVolz, -
k=2

/ R()e()ds

A desigualdade (4.8) do lema acima ¢ uma estimativa mais forte com-

parada a estimativa encontrada em [15], uma vez que sabemos que LP C LP.

4.2 Demonstracao do Teorema 0.2.3

Para iniciarmos a demonstracao do teorema vamos considerar

u= Z urdx; uma g-forma suave de suporte compacto em R” (vide Se¢ao 1.5).
l1=q
Se v é uma outra g-forma suave de suporte compacto dada por v = Z vrdxy,
[1=q
definimos o produto interno de u por v por

(u,v) = Z /n ur(z)vr(z)de.
11=q
De fato nao é complicado observarmos que o produto interno esta bem definido.
Além disso se u e v sao respectivamente formas suaves de suporte compacto
de grau g e ¢ + 1 entdo definimos d* como (du,v) = (u,d*v). Por definicao

denotamos
lull o = > Mlurll -
111=q
Vamos a demonstracao do teorema.
Parte (i). Sejan > 3eu = Z urdx; uma g-forma suave de suporte compacto

H1=q
em R” tal que 2 < ¢ < n — 2. Para demonstrarmos a desigualdade

lall o < A+ Nlgllze)

com r =n/(n — 1) é suficiente demonstrarmos que

|(w, 9)] < AUl + gl 1] o (4.12)
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com p=n e ¢ ¢ uma g—forma suave de suporte compacto. De fato, isto decorre
do Teorema de Representacao de Riesz ja que
lull - = sup [(u, )]
llgll, <1
para ¢ uma g-forma suave de suporte compacto. Seja G uma solucao funda-
mental do operador A em R" (Laplaciano), isto é, se ¢y é a distribuicao de

Dirac na origem entao G é solugao de AG = §y. Como n > 3 entao tomemos
G(z) = alz|*™"

para a uma constante apropriada (vide [8] p.155). Em vista do proximo lema,
denotamos também por A o operador d*d + dd*, ou seja, se u é uma g-forma

suave de suporte compacto entao Au = (d*d + dd*)u = Z Auydry.
=g

Lema 4.2.1 d*du + dd*u = Z Aurdrr

|Il=q

Demonstracao do Lema. Seja u; uma parcela de u = Z urdxy para [ =
[]=q
{iy < ... <ig}. Se k € I denotamos por dxy, V dz; = (—1)""'dz ;) para algum

re{l,...q} tal que k =i, e I(k) = {iy < ... <id_1 <ipp1 < ...<iy}. Se

j ¢ I entdo um termo de d*d(urdxy) é dado por

82u1
81’]081’]'

} dzy V (dz; A dxp),

para f € TU{j} e d*d(urdzrs) = 0se j € I. Da mesma forma, se k € I entdo
um termo de dd*(u;dz;) é dado por

[ 82U[

m} dl’m VAN (d.fk V d[[‘[),

param ¢ I e m = k. Assim segue que quando f = j temos

82’&]
Ox0x;

] dayV (dr; Ndxp) = 8§ju1dx1 (4.13)

para todo j ¢ I e quando m = k temos

|: 82u1

a2
8a:m6xJ dxm A (dry V drp) = 0, urda; (4.14)
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para todo k € I. Logo, (d*d + dd*)udx; = Aurdr; desde que

ZZ Oy dxy V (dxj Ndxy) ZZ il dxm, A (dzy V dzy)
: Oz pdz; |7 ! ) OxyOxy | g s

kel m

Agora, dado m ¢ I e k € I, se tomarmos k = f e j = m entao

(‘92u1 aQUJ[
dxy V (dzr,, Ndxy) = — dx, N (dx, V d
[8@8:@} eV (de 1) [6337,18:6;6} o (dy Vv diy)
e assim obtemos a igualdade desejada posto que dxy V (dz,, Adzy) = —dx,, A

(dxy V dzp). Das identidades (4.13) e (4.14) segue que

(d*d‘l— dd U[d[L‘[ Za U]dl’] + Zf) kU[dZL'[ == AU[dZL’[.
Jj¢I kel

Aplicando o resultado para cada u; obtemos o resultado para u = Z urdry.
[7]=q

Em vista do lema acima temos que ¢ = A(G * ¢) = (d*d + dd*)(G = ¢). Se

denotarmos é(qb) = G * ¢ segue que
(u, @) = (u, (dd* + d*d)G(¢)) = (du, dG(})) + (d*u, d*G(¢)). (4.15)

Por hipotese temos que (du, dG(¢)) = (f,®) com f e ® (q+ 1)-formas dadas
por f =due® = dé(gzﬁ). Se ®; e f; sdo respectivamente as fungdes coor-
denadas de @ e f entdo para estimarmos (du, dG(¢)) ¢ suficiente estimarmos

fr(x)®;(z)dr para cada conjunto de indices J tal que |J| = ¢+ 1. Sem
pe;da de generalidade podemos considerar ®; = 0, (G * ¢, ) para algum
conjunto de indices tal que |F}| = ¢q. Se G(z) = a|z|* ™ entdao temos que
0, G(x) = a(2 — n)x—kn € L' + L? e portanto pela Proposicio 1.4.2 segue que

|z]

®; € L™ para r; > 2. Além disso temos que

[ a(2 = n)(=n)— <%) para | # k

™\ |z[?
02,0, G(2) = (4.16)
1 T3 L
a(2—n)— (1 —n—71 caso contrario.
( [ [



Estes nucleos sdo da forma K (z) como estudados na Se¢ao 3.1 com £ par.
T : :
Se Q(x) = ﬁ entdo facilmente vemos que a média é nula em S™! (basta
x
2

. x
observarmos a integral em cada octante). No caso de Q(z) =1 — nﬁ segue
x

por mudanca de variaveis que

/ uido(u) = / uldo(u)
Sn—1 Sn—1

n

para k = 2,...,n sendo u; = _|x]| Como E / uido(u) = |S™ ! temos que
xr Sn—1
k=1

2 _ st
/Snl updo(u) = -

e assim

Sn—l
5"
n

/S B (1—nui)do(u) =|S""—n

para todo k. Como os nicleos pertencem a L(S™ 1) para ¢ > 1 entao pelo
Teorema 3.5.1 segue que ||0,,0,, G * f[|, < C'|| f[|, para 1 < p < co. Posto que
g+ 1<n-—1,se Jéum conjunto de indices tal que |J| = ¢ + 1 entdo existe
um indice k, 1 <k <n, com k ¢ J. Denotamos por J; o conjunto de indices
tal que J;, = J — {j} U{k} para cada j € J. Como f é uma forma fechada

segue que

8fJ o afjj’k
e Z £ (4.17)
jeJ J

Se ®; fosse de suporte compacto, teriamos pela Proposicao 4.1.1 que

- fr(@)®@s(x)dz| < c||fllp VPl Lo (4.18)

para ¢ = ¢(J) > 0. Mas como ®; € W'P(R") para p = n entdo segue
por densidade que a desigualdade (4.18) também é vélida para ®;. Como

VO, <) |0x®,| entdo

=1

. fr(z)®,(z)dz

< cllfll (Z Haxzqth>
=1
=l <Z 102, 0, G % ¢Fk|\p>

=1
< c|fllz el
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Assim,

fr(x)®(x)dz
Rn

< Ol ol 2o (4.19)

para todo |J| = g+1. A mesma estimativa é valida no caso de (g, d*G(¢)), uma

vez que 2 < ¢, d*g = 0 e assim obtemos uma igualdade anéloga a (4.17) para

grcom |J|=qg—1leg= Z gsdzr ;. Sem perda de generalidade podemos
|Jl=q—1
considerar ¥; = 0,, (G * ¢, ) para algum |F;| = ¢ sendo ¥ = d*G(¢)). Dessa

forma, pelos mesmos argumentos acima, concluimos que

/n 95(x)V(2)dx

para todo |J| = ¢ — 1. Das desigualdades (4.19) e (4.20) obtemos

< Cliglip 19l o (4.20)

|(w 0)] < AU fll +llgllp) ol

Parte (ii). Inicialmente vamos considerar o caso ¢ = 1. Da identidade (4.15)
estimamos a parcela (f,dG(¢)) como na parte (i), diferentemente no caso
(9.d*G()). Isto segue do fato que se u é uma 1-forma entdo g é uma O-forma
e portanto nao obtemos uma condigao analoga a (4.17). No caso da primeira

parcela 0 mesmo argumento ¢ valido uma vez que ¢ = 1 < n—1edf =0,
n

satisfazendo a condicao (4.17). Se ¢ = Z ¢rdxy, entao
k=1

(9,d"G(¢)) = — (g >y a%<G x m)) .
k=1

Pelo Teorema 3.6.1 e pelas identidades (3.10) e (3.32) segue que

9(&) (0 G x oi) (&) = [1(9)] (&) [Ri(en)] (£),
no qual I, (g) é dado por (3.31) e Ry é a transformada de Riesz para k = 1, ..., n.
Pela identidade de Parseval (1.18) obtemos

- (9 7;%<G*¢k>> = <Il(g)aZRk<¢k)) :

k=1

Segue do Teorema 3.7.5 com a = 1 e p = 1, Corolario 3.3.1 e pela desigualdade

de Holder que

(g, "G (@) < Cligllgn lloll,
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o que demonstra a parte (i) para o caso ¢ = 1. O caso ¢ = n — 1 segue

da mesma forma sendo a parcela (g,d*G(¢)) estimada como na item (i) e a

parcela (f, dé(@) estimada como acima.

Observacao 4.2.1 No caso q = 0, a parcela (g,d*G(p)) nao estd presente e
assim procedemos a demonstragao como no item (i). Similarmente para o caso

q=n.

4.3 Um Contra-Exemplo para n = 2

O contra-exemplo que iremos apresentar foi proposto por J. Bourgain

e H. Brezis em [1]. O mesmo mostra que quando n = 2 o Teorema 0.2.3 nao ¢é

valido.
Seja Z = (—|x—|22, |x_’12> definido em R?\{0}, que admite extensao no
x| |z
sentido das distribuicoes para R2?. Temos que rot Z = 2mdy e div Z = 0. De
fato, como —%, % € D'(R?) segue que para ¢ € C5°(R?) temos
I T2
e zeh = (0 () 02 () ¢)
re \ |22 |z[?
. X1 T
= —lim —=0p, & + —=0, gb) dx
=0 Jlpse N2 J22

=m0 fp o () #02 (5) i
+ /| . <—|12v1 + ﬁvg) ¢(a;)da(x)}

no qual v; ¢ a j-ésima componente do vetor unitario v normal exterior a S*.

Assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada obtemos que
(rot Z,¢) = 2mp(0) =< 2mdg, ¢ > .

Analogamente provamos que div Z = 0. Seja ¢, uma aproximagao da identi-

dade (vide Defini¢ao B.1.1). Se definirmos g = (g1, g2) com g; = —277'% * O,
T
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e gy = 2%% x ¢ segue que rot g = 2np. e div g = 0. Pelo Teorema de
x
Plancherel temos que gi,g9, € L2 De fato, pelo Teorema 3.6.1, segue que

loill» = H%w I e llgall,e = H%w )

. Tomando € — 0 segue que
L2

L2

g1l 2 — ‘ x_22 e |lgall 2 — x_12 . Portanto, se a desigualdade do Teo-
[z[? | 2 =[] 2
rema 0.2.3 fosse valida para n = 2, o limite do lado esquerdo de (4) divergiria

uma vez que Z ¢ L? e assim teriamos que a constante A nao seria uniforme.
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Apéndice A
Demonstracao do Teorema 0.2.2

O objetivo dessa secao é apresentarmos uma demonstracao simples da
desigualdade de Gagliardo-Nirenberg. Esta desigualdade decorre basicamente
da chamada desigualdade de Holder generalizada (vide [6] p.189).
Demonstracao. Primeiro consideraremos o caso p = 1. Como u tem suporte

compacto, para cada ¢ =1,...,n e x € R" obtemos

x
= / (%iu(xl,...,xi,l,yi,xiﬂ,...,azn)dyl-
—00
e assim

u(z)] < / DU, ooy iy oo )y,

—00

para ¢ = 1,...,n. Consequentemente,

n 00 ﬁ
H (/ | Du(xy, ..., yi, ,:En)]dyl) :

Integrando em relagao a x; segue que

o] n co N o ﬁ
/ lu(z)|"=1dr, < / H (/ |Du(m1,...,yi,...,xn)|dyi> dxy
% T =1 -0

- (/- mmdm)* (ﬁ [ ]

)

2
1
=(/ |Du|dy1) [ |Du\dyz] 7,

Pela desigualdade de Holder generalizada obtemos

1

0o " 0o ﬁ n oo o n—1
/ Ju(z)|"-1dz; < (/ ]Du|dy1> (H/ / |Du|dx1dyi) .
—o0 —00 j—=9 J —00 J —c0
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Agora, integrando em relacao a x, segue que

| @idndn < [ (/ |Du\dy1) (H/ | |Du|dx1dyl> e
:(/ / |Du|dx1dyg)n1/ H ) da,

i=1,i7#£2

no qual I; —/ |Duldy, e I; —/ / |Du|dz dy;. Novamente pela de-

—0o0

sigualdade de Holder generalizada segue que

/_Z!u(:@lrﬂdxldxz g(/oo /OO |Du\da:1dy2) (/ / |Du|dy1dx2) ;X
XH (/ / / |Du\da:1dx2dy,)nl_

Continuando a integracao por 3, Zy, ..., T, teremos que

N n o) 0o ﬁ
/ lu(z)|"—Tde < H (/ / |Du|dzx, ..., dy;, ...,dxn) =
" i=1 e oo (A.1)
n—1
- ([ putaiae) ™

o que conclui o caso para p = 1. Se 1 < p < n vamos aplicar (A.1) para

v = |u|” com v > 1 a ser escolhido. Entao

n—1

([ i) " < [ ipjuorlas

5 [ )P Dufa)jds

p—

<o ([ o) B (] |Du<x>|de);

sendo a ultima desigualdade obtida pela desigualdade de Holder. Se escolher-

-1
mos — = (v—=1) b . entdo segue que vy = pn—1)

> 1 e assim
n—1 p— n—p

||UHLT(]R{") <7 HDUHLP(R”)

SR

1
para — =
r

Observacao A.0.1 Note que realmente necessitamos que u tenha suporte com-

pacto para que (2) seja vdlido, como o exemplo u =1 nos mostra.
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Apéndice B

Transtformada de Hilbert

A transformada de Hilbert é uma ferramenta muito importante no
estudo de operadores integrais singulares. Sendo assim, neste capitulo fare-
mos uma pequena exposicao sobre esse assunto, além de um breve estudo da
funcao maximal de Hardy-Littlewood. Uma maior abordagem sobre esses as-
suntos, bem como as demonstracoes dos resultados aqui enunciados podem ser

encontrados em [4] e [16].

B.1 Aproximacao da Identidade e a Funcao Ma-
ximal de Hardy-Littlewood

Nesta secao faremos um breve comentario sobre aproximagao da iden-

tidade e a funcao maximal de Hardy-Littlewood.

Definigao B.1.1 Dizemos que {¢; : t > 0} € uma aprozimacao da identidade

se ¢ é uma funcao integrdvel em R™ tal que d(x)dr =1 e ¢y =t "t ).
Rn
A proposicao seguinte justifica de fato tal nomenclatura para a familia {¢; : t > 0}.

Proposicao B.1.1 Se {¢, :t > 0} é uma aproximacdo da identidade entdo

para toda g € S(R™) temos que lltin% o x g(z) = g(x).
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Demonstracao. Inicialmente mostraremos que ¢, converge para § em S’'(R")

quando t — 0. Se g € S(R™) entdo por mudanca de variaveis temos

(b1, 9) = /n t_ngb(t_ljp)g(l‘)dx = - o(x)g(tr)dz.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que

li (¢1,9) = 9(0) = (6.9) .

Como ¢ * g = g para g € S(R™) entdo concluimos a proposi¢ao posto que

lim ¢y  g(x) = g(x).

O préximo resultado nos mostra que a convergéncia de ¢; * f pode ser dada

na norma em LP.

Teorema B.1.1 Seja {¢; : t > 0} uma aprozrimacao da identidade. Entao
i 61+ £ — f1, = 0

se fe€LP, 1<p<oo euniformemente (quando p=oc) se f € C§°(R™).

Outra questao importante é sabermos quando uma familia de operadores se
aproxima do operador identidade. Nesta direcao enunciaremos o préximo re-

sultado.

Teorema B.1.2 Seja {T}},., uma familia de operadores lineares em LP(X, 1)

e T* a funcao definida por

T* f(x) = sup | Tuf ()]

t>0

Se T* é fraco (p,q) entao o conjunto

{rerw: nte =) gt
é fechado em LP(X, ).
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No6s chamamos 7™ como o operador maximal associado a familia {73}, .

Se f é uma funcao localmente integravel em R™ definimos a funcgao
maximal de Hardy-Littlewood por

1
Mf(x) = sup == [ |f(z —y)ldy.
r>0 ‘Br‘ B,

no qual denotamos B, a bola de centro 0 e raio r > 0. Se ¢ = |B;| 'y, entao
a funcao acima coincide com a funcao maximal associada a aproximacao da

identidade {¢; : t > 0} como no Teorema B.1.2 para f ndo negativa. Ao invés

de bolas, podemos definir a fungdo maximal em cubos @, = [—r,r|", ou seja,
M f(a) =suwp o [ f(e = g)ld
€Tr) = su €r — .
r>18 (2r)" Qr e

Quandon =1, M e M’ coincidem e se n > 1 entao as funcoes sdo comparaveis.
A importancia das func¢oes maximais no estudo das aproximagoes da identidade

segue do seguinte resultado.

Proposicao B.1.2 Se ¢ é uma funcao positiva, radial, decrescente (como uma

fungao em (0,00)) e integravel. Entdo
oup g+ (0] < 19 M f ().
>

O teorema a seguir demonstra uma propriedade fundamental sobre a funcao

maximal de Hardy-Littlewood.

Teorema B.1.3 O operador M € fraco (1,1) e forte (p,p), 1 < p < 0.

B.2 A Transformada de Hilbert

Inicialmente vamos motivar a definicao da transformada de Hilbert.

Dada f € S(R") temos que u(x,t) = P, * f(z) é solu¢ao de

Au=0 em R" x (0,00)
u(z,0) = f(x)
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no qual P; é o nucleo de Poisson dado por

pra = (L)

: £+ Jaf?)

com P,(€) = e~ 2l (vide [4] p.19). Paran = 1 podemos escrever u(z,t) = u(z)

com z = x + it da forma

© A . 0 A -
M@ZAf@ﬁW%ﬁ/fwﬁm%

Se definirmos
o A . 0 A~ -
M@=Af@ﬁwﬁj/f@¥%%

temos que v é harmonica em R x (0,00), ou seja, Av = 0. Além disso, se f

tem valores reais entao v e v tem valores reais e como

ou B ov ou ov

ox ot * ot o

segue que u + v é analitica em C*(Im z>0). Logo, v é conjugada harmonica

de u. Claramente,

Lema B.2.1 v(z) = / —isgn(€)e 2™l f(£)e2miE e
R

Demonstracao. De fato,

o0 0
g £ 27ri(:c+it)£d . £ 27ri(:c—it)§d
o(2) ;A f(e)e €+2K?f@k ¢
— / _Z'f(éf)e%rimﬁe—%rtﬁdé 4 / if(€)€27riz§e—27rt|§|d§
0 —o0

:/”W%W%WMWW%
R

Por outro lado,

Lema B.2.2 U(.f,t) = Qt * f(ZU) no qual Qt = —isgn(ﬁ)e_%ﬂ‘g"
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Demonstracao. De fato,

o t) = Que f(@) = | Qe —y)f(y)dy
@t<§)€2m’(xy)fd§) f(y)dy
/f(y)€—27riy€dy) _ isgn(g)e—%rt\ﬂe?m'xgdg
R

—isgn(§)e T (&) de.

I
%\:\

————

1 =z

— 1';24»—27 denominada
v X

Pela transformada de Fourier inversa temos que Q; =

ntcleo conjugado de Poisson. De fato,

Qu(x) = / Qu(&)e*™ 8 de = / —isgn(&)e2mel2mine g
]Roo R o
:/ _Z'627rt£e27riw£d§+/ ’i€27rt§€27Ti$5df
0 —00
o0 0
= —Z/ 62W(ix—t)§d§+i/ 627r(ix+t)§d§
0

—0o0
x
T2+ 22
Facilmente vemos que P; +iQ); = — ¢ analitica em Im z>0. No entanto,
Tz

temos que lim+ u(z,t) = f(x) jA que P, é uma aproximagao da identidade.
t—0

Observacao B.2.1 ); nao é uma aproximacao da identidade pois QQy nao €

integravel para t > 0.

1
Formamente temos que PH& Q:(r) = —. Assim, definimos a distribui¢do tem-
- e
1

perada, chamada valor principal de 1/z, denominada por v.p. (—> por
x

o (1) @ =t [ s

T =0 lz|>e T

para toda ¢ € S(R). Desta definigdo segue que:

1
Proposiciao B.2.1 Q, — 7 ‘v.p. <—) quando t — 0 em S'(R).
x
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1
Demonstragao. Dado ¢ > 0 definimos 9¢(z) = —X{jz>¢ que é limitada e
T

portanto uma distribuicao temperada dada por

de

lz|>e T

Ve(9) = /R Vo) (z)da =

com ¢ € S(R). Facilmente vemos que

e—0 x

i (0) = v (1) ),

Para ontermos o resultado é suficiente demonstrarmos que Q; — 7 11, — 0

quando t — 0 em S’(R). Sendo assim,

1
@-mw0) = [ prpe@e— [ ot
xr T 1
= /E|<t 2 4 x2¢($)dl’ + /|z>t |:—Zf2 g - E} (b(.l“)dﬂ?
S y 1
= /y|<1 1 +y2¢(ty)dy + /y|>1 L e y} o(ty)dy

_ Yt — b and
/y|<1 Hyzsb(ty) Y /y|>1 y(HyQ)cb(ty) Y

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue que

li P — Ty = - dy — . dy =
(@ =700 = [ o0y [ a0y =0

j4 que ambos integrandos sao fungoes impares.

Observacao B.2.2 Em wvirtude da proposi¢cao acima seque que

lim Q, * f(x) = 7! <U.p. (1) (), flz — -)> =7 'lim Mdy.

T O Sy>e Y

Pela continuidade da transformada de Fourier em S e pelo fato que Qt(£) =

—isgn(&)e~ 2l temos que 71 [U.p. (1>} (£) = —isgn(€). De fato,

ot {p (i)ﬂf) ~ 1im Q4(¢) = —isgn().

Defini¢ao B.2.1 Dada f € S(R), definimos a transformada de Hilbert por

Hf =7 'lim Mdy.

OSpy>e Y
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Assim podemos redefinir a transformada de Hilbert pelas seguintes equivalén-

cias:

Segue pelo Teorema de Plancherel 1.4.2 e da terceira expressao acima que H

estd bem definida para f € L? e além disso

H flly = [1£]l
H(Hf)=—f
/Hﬁg=—/ffm
O proximo teorema nos mostra que a transformada de Hilbert pode ser exten-

dida para fungoes em L? para 1 < p < oo.
Teorema B.2.1 Para f € S(R) sequem as afirmagaes:

(i) (Kolmogorov) H € fraco (1,1),

C
[{z € R:|Hf(z)] > M < LIl
(ii) (M. Riesz) H € forte (p,p), 1 < p < oo,

IHfIl, < Collf1l,-

A desigualdade (p,p) é falsa para p = 1 e p = co. Se f = xqpoq} entdo
Hf(x) =7 tin ’
x_

1‘ que nao ¢ limitada. No caso para p = 1 enunciaremos

o seguinte resultado:
Lema B.2.3 Se ¢ € S entio Hp € L' < ¢(0) = 0.

Demonstragio. Como ¢ € S entdo ¢ € L? e portanto (He) (£) = —isgn(€)¢(£).

Se Hp € L' entdo sabemos que (H¢) é continua. Logo a continuidade da
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origem implica que ¢(0) = 0. Se ¢ € S e ¢(0) = 0 entdo existe ) € S tal que
q@(g) = &ZJ(S). Agora, podemos escrever

_|elHo(x) | Ho(x)
At ll) @+ [el)

Ho(x) (B.1)

Como (1+|z|)™' € L? e Hp € L? entdo (1+|z|)"'H¢p € L'. Agora pelas pro-
priedades da transformada de Fourier segue que (|z|He) (€) = c(sgn(€)(€) +
€[(0)(€)) € L? e portanto |z|H¢ € L2 Assim como (1 + |z|)~! € L2 conclui-
mos que |z|H¢(z)(1+]z|)~" € L'. Como cada parcela em (B.1) pertence a L'

entdo Hp € L.

Dado € > 0 consideremos ¢(y) = ¥y 'X{jy>a- Facilmente vemos que ¢, € L¢

para 1 < ¢ < 0o e entao

Hfle) = 1 [ odu)ite =)y

estd bem definida se f € L, 1 < p < oco. A proposi¢ao abaixo nos mostra

algumas propriedades sobre o operador H..

Proposicao B.2.2 Sequem as afirmacoes:

(i) H. é uniformemente limitado em L?.

(1) H. ¢ do tipo fraco (1,1) uniformemente em e.

(iit) H. € do tipo forte (p,p) uniformemente em € para 1 < p < 0.

(iv) H.f converge para H f na norma em LP.

Pelo item (iv) acima, sabemos que existe uma subsequéncia {H,, f} tal que
klirn H,, f(z) = f(z) q.t.p. x. O proximo teorema afirma um resultado mais
—00

forte nesse sentido.
Teorema B.2.2 Dada f € LP, 1 <p < o0 entao

Hf(x) = 11_1[%Hef($) g.tp. x € R.
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Definimos o operador maximal associado a {H .} por

H* f(x) = sup | Hof (@)

Pelo Teorema B.1.2 o resultado anterior decorre do seguinte teorema:

Teorema B.2.3 H* é forte (p,p), 1 < p < oo e fraco (1,1).
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Apéndice C

Calculos Adicionais

C.1 CaAlculos Adicionais

Nesta se¢ao enunciaremos alguns resultados utilizados no texto.

Proposigao C.1.1 Seja {a,}, oy uma sequéncia de fungoes positivas definidas
em (0,00) tal que a,(t) < anp1(t) e lim, . a,(t) = a(t) para cada t. Se

SUPysq a(t) < 00 entdo sup,sga(t) = limy, o Sup,sq an ().

Demostragao. Por hipotese temos que a,(t) < a(t) para todo n € N. Como
SUDys Un(t) < supsa(t) < oo segue que lim,, o SUPys g @n(t) < supysqal(t).
Agora como a,(t) < sup,.qan(t) < sup,.gal(t) < oo segue que

a(t) < limy,— o0 SUPyq an(t), donde sup,. o a(t) < limy, oo SUP;sq @n(t).

Lema C.1.1 Sejaa; >ay > ...>a, >0,b,>..>b;>by=0e0<6<1.

Entao

n n 1/6
> (b —bj) < (Z af (b7 — b§1)> : (C.1)

j=1 j=1
Demostracao. Vamos provar esse lema por indugao. Se n=1 a desigualdade

é trivial pois a;b; < (afb?)'/?. Suponhamos que o resultado seja valido para
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N

n=N e provaremos para n = N + 1. Defina A = Za? (b? — b;’ 1

) B =

Jj=1

Mz

(lj b —b] 1 Al—b?\u_l b?\f’ Blsz+1—bNe

Jj=1

¢(z) = (A+2°B)"’,
Y(x) = Ay + xbBy,

para 0 < x < ay. Nos queremos mostrar que Y(ays1) < ¢(ani1) ja que
0 < any41 < ay. Pela hipotese de indugao sabemos que ¥(0) < ¢(0). Além
disso, ¥(ay) < ¢(ay) pois basta substituir em A e B, by por byy;. Como
¢(x) = B (Ax‘e + B)(l/e)fl ¢ descrescente sobre RT entdao ¢ ¢ uma funcao
concava. Como ela domina ¢ em 0 e ay, segue que ¥(z) < ¢(x) para 0 < z <

ay e assim Y(an+1) < ¢(an41).

A demonstracao da proposi¢ao seguinte pode ser encontrada em [17]

p.79.

Proposicao C.1.2 (Desigualdade de Jensen) Seja p uma medida finita sobre
um espaco X, f uma funcao p-integravel e ¢ uma funcao conveza cujo dominio

wnclui a imagem de f. Entao:

(/f Jp() (X ) [ etanice @)

C.2 Alguns Detalhes do Teorema 3.6.1

Inicialmente vamos estimar as integrais em (3.22) e (3.23). Seja 0 <

t < n e consideremos

/oo 7,.t—1 d /1 Tt_l d N /oo T’t_l d
——dr= | ———dr ——dr.
o (L+r)m o (14+7)m o (T+r)m

Entao temos que

o il > 1
/ ———dr < / Py = ———  para t < m,
1 (Lr)m 1 t—m



11 1

1

/T—drg/ rtdr = -,
o (L+7m)™ 0 t

jd que t > 0. Assim podemos escolher m como o menor inteiro postivo maior

que t, denotado por [m], tal que 0 < t < m. Disto segue que

co -1
/ —dr < oco.
o (L+r)m

Analogamente,
oo rn—t—l 1 rn—t—l 00 ?,.n—t—l
/ —dr:/ —dr+/ T a
o (I+r)m o (L+m)m o (L)

1 m—t—1 1
1

/ ! —dr < / Pt gy = ——

0 (1 + T)] 0 n—t

ja que t < n. Além disso,

00 Tnftfl oo ) 1
/ -dr < / Pty = -
o (L) 1 n—t—)

paran—t < j. Logo, podemos escolher j como o menor inteiro positivo maior

com

que n — t, denotado por [j], tal que 0 <t —n < j. Disto segue que

o] Tn—t—l
/ ————dr < oo.
o (L+7m)m
Vamos agora mostrar que as integrais dadas em (3.24) e (3.25) estao bem

definidas. De fato,

of [, Inr
‘5 = ||P||L1(S"1)pm70<¢)/0 r (1+—r>mdr<00 (C.3)
e
% p R L L C.4
ot < |‘L1(S"—1)pj,0(¢) ; r m r < 00, (C.4)
posto que
/oort—l Inr dr:/lrt_l Inr dr—l—/oort_l Inr 0
0 (1 4r)m o (Q4r)m 1 (1 4r)m
com
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o] 1 00 Tt 0 1
/ L M / " a4 < / erMrdr = ——— < o0,
1 (1 4r)m o (Lte)m 0 (t —m)?

desde que m=|m|, como anteriormente. Além disso,

1 oo
1 1
/ rt_lldr < / re %dr = = < 00
0 (L+r)m 0 t?

jd que t > 0. Analogamente,

& Inr ! Inr & Inr
n—t—1 d o n—t—1 d / n—t—1 d
/o RSt / avr " LT ™

COII

0o oo _r(n—t) o0 )
/ i1 Inr = / G—fdr < / " =t=3) ey — ; < 00,
) (T Sy ey = (n—t=j)

desde que n —t < j e neste caso escolhemos j = [j|. Desta forma,

1 00
1 1
/ prot-l nr _dr < / e " Vpde = —— < 00,
0 (141r)d 0 (n—t)?

posto que t < n.

Para finalizarmos, necessitamos justicar que podemos derivar sobre
a integracdo em (3.20) e (3.21). Para isso, vamos utilizaremos o seguinte

resultado

Teorema C.2.1 Suponhamos h : X x [a,b] — C(—oc0 < a < b < o0) ¢
h(x,-) : X — C € integravel para cada t € [a,b]. Seja F(t) = [ h(x, t)dp(x):
(i) Suponhamos que exista g € L*(p) tal que |h(z,t)| < g(x) para todo z,t. Se
limy 4, h(z,t) = h(z,ty) para cada x entio limy_., F(t) = F(to). Em particu-
lar, se h(x,-) € continua para cada x entdo F é continua.

(it)Suponhamos que 2 ezista e g € Ll(,u) tal que |%(z,t)| < g(x) para todo
x,t. Entao F € diferencidvel e F'(t) = [ ( z,t)dp(x)).

A demonstracao é basicamente uma aplicacdo do teorema da convergéncia
dominada. Para maiores detalhes, a prova pode ser encontrada em [6]. Vamos

considerar X = 5" x (0,00) e h(a/,r,t) = P(2')r'" "5 ¢(ra’) que é integravel
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para t € (0,n) e s € R. Agora, sabemos que 9h/dt = P(x')(Inr)rt 15 (ra’)
e assim como 0 < ¢t < n entdao |dh/dt| < P(z')(Inr)r" '¢(ra’) que é inte-
gravel em X. Pela parte (ii) do teorema acima segue a igualdade em (3.24).

Analogamente temos as igualdades em (3.25), (3.26) e (3.27)
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