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Resumo

Introduz-se um operador tight-binding de Dirac unidimensional e demons-

tra-se que para realizações t́ıpicas de potenciais de Bernoulli aleatórios, as-

sumindo dois valores (sem correlações), seu espectro é pontual puro para

todos os valores da massa; o caso massa zero apresenta transporte para va-

lores espećıficos da energia e o caso massivo apresenta localização dinâmica

(excluindo alguns valores particulares da energia). Além disso, comparam-se

os momentos dinâmicos para massas distintas e potenciais gerais, especial-

mente nos casos Bernoulli massivo e massa zero. Considera-se também uma

famı́lia de operadores de Schrödinger discretos unidimensionais (e sua versão

Dirac) com potenciais gerados por certos sistemas dinâmicos, e sob certas

hipóteses demonstra-se que tais operadores apresentam transporte quase-

baĺıstico para um conjunto Gδ denso de condições iniciais. As aplicações

desse último resultado incluem potenciais gerados por sistemas dinâmicos

Axioma A, modelo de Anderson, rotações nos toros, entre outros; em parti-

cular, apresentam-se novos exemplos de operadores de Schrödinger (e Dirac)

com transporte quase-baĺıstico e espectro pontual.

ix



Abstract

An one-dimensional Dirac tight-binding operator is introduced and it is

shown that for typical realizations of two-valued random Bernoulli poten-

tials (without correlations), its spectrum is pure point for all values of the

mass; the zero mass case presents transport for specific values of the energy

and the massive case presents dynamical localization (excluding some parti-

cular values of the energy). Furthermore, for general potentials and distinct

masses the dynamical moments are compared, especially the massless and

massive Bernoulli cases. It is also considered a family of one-dimensional

discrete Schrödinger operators (and its Dirac version) with potentials gener-

ated by certain dynamical systems, and under certain hypotheses it is shown

that such operators present quasi-ballistic transport for a dense Gδ set of

initial conditions. Applications of that last result include potentials gen-

erated by Axiom A dynamical systems, Anderson model, rotations in the

torus, among others; in particular, new examples of Schrödinger (and Dirac)

operators with quasi-ballistic transport and point spectrum are presented.

xi



Caṕıtulo 0

Introdução e Resultados

Hamiltonianos quânticos, i.e., modelos de Schrödinger e Dirac, com

potenciais gerados por sistemas dinâmicos são objetos de estudo bem in-

teressantes que têm sido considerados em questões dinâmicas e espectrais

na literatura f́ısica-matemática, principalmente suas versões discretas unidi-

mensionais. Embora não estabelecido explicitamente, é natural esperar que

quanto mais “caótico” for o sistema dinâmico, mais singular será o corres-

pondente espectro; os casos extremos podem ser representados por poten-

ciais periódicos de um lado, que impõem espectro absolutamente cont́ınuo e

transporte baĺıstico (ver Definição 0.3), e potenciais aleatórios de outro lado,

que levam a espectro pontual e ausência de transporte (limitação no tempo

dos momentos dinâmicos do operador posição; ver Definição 0.1). No caso

de part́ıculas carregadas, transporte corresponderia à condução elétrica.

Nesta tese fizemos um estudo, baseando-nos em trabalhos recentes da li-

teratura, de propriedades dinâmicas e espectrais para duas classes de Hamil-

tonianos quânticos. Tais modelos e propriedades constituem os principais

resultados de [20, 21, 22].

Começamos imaginando que em cada vértice n da rede unidimensio-

nal ZZ é fixado um átomo an que gera um potencial Vn. O Hamiltoniano

de Schrödinger tight-binding para uma part́ıcula nesse ambiente é dado por

(com h̄ = 1 e massa m > 0)

(Htbψ)n = − 1
2m

(∆ψ)n + Vnψn =
1

2m
(−ψn+1 − ψn−1 + 2ψn) + Vnψn. (1)
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Neste modelo supõe-se que não há interações entre as eventuais part́ıculas

distintas.

A primeira classe de Hamiltonianos quânticos que será estudada neste

trabalho é uma versão discreta do modelo de Dirac [6, 49] unidimensional, a

qual pode ser interpretada como uma versão relativ́ıstica de (1). Com o in-

tuito de descrevê-la, consideremos uma part́ıcula de massa m ≥ 0 movendo-

se na rede ZZ, sob a ação de um potencial real Ṽ = (Vn) constrúıdo como

acima. O operador tight-binding de Dirac unidimensional proposto é

ID(m, c) = ID0(m, c) + Ṽ Id2 = cB +mc2σ3 + Ṽ Id2, (2)

com c > 0 representando a velocidade da luz,

B =

 0 D∗

D 0

 ,
σ3 a matriz de Pauli usual, Id2 a matriz identidade 2 × 2 e D o operador

diferença finita (uma contrapartida discreta da primeira derivada) definido

por

(Dψ)n = ψn+1 − ψn.

(D∗ψ)n = ψn−1−ψn é o adjunto de D de modo que ID0(m, c) = cB+mc2σ3 é

um operador auto-adjunto limitado atuando sobre `2(ZZ,C2) e seu quadrado

é dado por

ID0(m, c)
2 =

 c2DD∗ +m2c4 0

0 c2DD∗ +m2c4

 .
Esta igualdade lembra a relação entre momento ~p e energia E em mecânica

quântica relativ́ıstica [6], dada por E2 = c2~p 2 +m2c4. Denotando por σ(H)

o espectro de um operador auto-adjunto H, é bem conhecido que σ(−∆) =

[0, 4], e como D∗D = DD∗ = −∆,

σ(ID0(m, c)) =
[
−c
√

4 +m2c2,−mc2
]
∪
[
mc2, c

√
4 +m2c2

]
.

No caso em que o potencial Ṽ é uma seqüência limitada, ID(m, c) é também

um operador auto-adjunto limitado atuando sobre `2(ZZ,C2).
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Será mostrado que o limite não-relativ́ıstico [6, 49] do resolvente do ope-

rador de Dirac discreto (2) é o resolvente do operador de Schrödinger dis-

creto (1) (quando projetado sobre um subespaço apropriado; ver Seção 1.1).

Isto é um suporte importante para este modelo de Dirac. Outro ponto que

vale a pena destacar para o modelo (2) é a presença do fenômeno chamado

Zitterbewegung (ver [20] para os detalhes).

A classe principal de Hamiltonianos quânticos que consideraremos para

estudar propriedades dinâmicas e espectrais é a famı́lia de operadores de

Dirac sobre `2(ZZ,C2)

IDω(m, c) =

 mc2 cD∗

cD −mc2

+ VωId2, ω ∈ Ω = {−V, V }ZZ, (3)

definidos como em (2), em que Vω(n), n ∈ ZZ, são variáveis aleatórias de

Bernoulli independentes e identicamente distribúıdas (i.i.d.) assumindo os

valores ±V, V > 0, com medida de probabilidade comum µ (não-trivial) e

medida produto P =
∏

n∈ZZ µ (Vω(n)) . Chamaremos tal famı́lia de modelo

de Dirac-Bernoulli.

Vamos fixar algumas notações e em seguida definir os principais conceitos

dinâmicos que serão abordados neste trabalho. Seja Pω
I,m o projetor espectral

de IDω(m, c) sobre um intervalo I ⊂ IR. Denotemos por δ±n os elementos da

base canônica de `2(ZZ,C2), para os quais todas as entradas são

(
0

0

)
, exceto

a n-ésima entrada que é dada por

(
1

0

)
e

(
0

1

)
para os ı́ndices subscritos +

e −, respectivamente. Para q > 0, seja |X|q o momento de ordem q do

operador posição sobre `2(ZZ,C2), i.e.,

|X|qΨ =
∑
n

|n|q
(
〈δ+n ,Ψ〉δ+n + 〈δ−n ,Ψ〉δ−n

)
.

Definição 0.1 Dizemos que o operador IDω(m, c) apresenta localização dinâ-

mica em um intervalo espectral I se para todo q > 0 e para todo estado inicial

Ψ ∈ `2(ZZ,C2) decaindo exponencialmente,

sup
t
M

(q)
Ψ,I,ω(m, t) := sup

t
〈Pω

I,me
−iIDω(m,c)tΨ, |X|qPω

I,me
−iIDω(m,c)tΨ〉 <∞
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P−qtp (para quase todo ω com relação a P). Caso contrário, dizemos que

IDω(m, c) apresenta transporte quântico em I. Se I = σ(IDω(m, c)), então

M
(q)
Ψ,I,ω(m, t) será denotado por M (q)

Ψ,ω(m, t).

A definição acima adapta-se para qualquer operador de Schrödinger ou

Dirac. Para verificar a presença de transporte quântico será conveniente

usar a seguinte média temporal dos momentos dinâmicos de ordem q > 0:

A
(q)
Ψ,ω(m,T ) :=

2
T

∫ ∞

0
e−2t/TM

(q)
Ψ,ω(m, t) dt, (4)

definida para m ≥ 0 e T > 0. Esta definição de média temporal é virtual-

mente equivalente à média Cesàro, no sentido de que os expoentes de difusão

para tais médias coincidem (ver Lema 1.11), e a principal razão técnica para

trabalhar com este tipo de transformada de Laplace é o Lema 1.10.

Um dos objetivos deste trabalho é estudar os fenômenos de localização

dinâmica e transporte, além do tipo espectral, para o modelo de Dirac-

Bernoulli definido por (3). Será apresentada a demonstração do seguinte

resultado, o qual resume uma de nossas principais contribuições (ver Teore-

mas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.6 para afirmações precisas):

Teorema 0.2 Seja (IDω(m, c))ω∈Ω a famı́lia de operadores definidos por (3).

Então P−qtp,

(i) IDω(m, c) tem espectro pontual puro para todo m ≥ 0;

(ii) IDω(m, c) com m > 0, apresenta localização dinâmica em seu espectro,

exceto para os quatro valores de energia E = ±c
√

2 +m2c2 ± c/
√

2 e

E = 0;

(iii) IDω(0, c) apresenta transporte quântico em seu espectro para as ener-

gias EV = ±V com V ∈ (0, c], V 6= c/
√

2.

O problema de localização dinâmica tem sido intensivamente estudado

durante os últimos anos, especialmente no caso de operadores de Schrödinger

cont́ınuos e discretos aleatórios [19, 29]; em particular, para o modelo de

Anderson-Bernoulli, isto é, o modelo de Schrödinger com potenciais de
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Bernoulli. O que usualmente demonstra-se é a chamada localização ex-

ponencial [1, 11, 27, 50], i.e., espectro pontual puro e autofunções decaindo

exponencialmente. Por outro lado, sabe-se que localização exponencial não

implica em localização dinâmica; o primeiro exemplo que surgiu na litera-

tura para justificar este fato foi o operador almost Mathieu sob perturbação

de posto 1 [23], para o qual os autores verificaram a presença de espectro

pontual e transporte quase-baĺıstico (ver Definição 0.3). Para demonstrar

localização dinâmica é necessário, além da localização exponencial, um con-

trole preciso do decaimento das autofunções, chamado SULE [23, 29], que

pode ser obtido através do método análise de multiescala, uma técnica ini-

cialmente desenvolvida por Fröhlich e Spencer [28, 27], e simplificada por

von Dreifus e Klein (ver [50] e Lema 1.7).

Uma motivação para estudar localização dinâmica para o modelo de

Dirac-Bernoulli vem do modelo dimerizado aleatório [19, 26], que é o modelo

de Anderson-Bernoulli com potenciais Vn designados a pares de posições:

V2n = V2n+1 = ±V para todo n (esta correlação local não é exigida no

modelo de Dirac-Bernoulli). Este modelo apresenta, para quase toda real-

ização do potencial, espectro pontual puro para todos os valores de V 6=
0 [19]. Foi também encontrado numericamente em [26] e mostrado rigoro-

samente em [19, 33] a existência de energias cŕıticas (no sentido de [33]; ver

Definição 1.8) para as quais o expoente de Lyapunov se anula e o correspon-

dente operador apresenta transporte; localização dinâmica foi obtida em [19]

somente depois de projetar sobre intervalos de energia fechados, não con-

tendo tais energias cŕıticas. Apesar da similaridade entre as matrizes de

transferência dos dois modelos, não é imediata a adaptação dos resultados

de localização e transporte para o modelo de Dirac-Bernoulli, e cada passo

precisa ser verificado; alguns pontos não serão detalhados pois seguem exa-

tamente as mesmas linhas de sua contrapartida Schrödinger.

Com respeito a transporte quântico, este foi encontrado em modelos

polimerizados aleatórios [33] e em modelos palindrômicos aleatórios [12]

(ambos incluindo o importante modelo dimerizado aleatório), devido a exis-

tência de energias cŕıticas (no sentido da Definição 1.8). Recentemente,

para operadores de Schrödinger discretos unidimensionais, Damanik, Sütő

e Tcheremchantsev [16] desenvolveram um método geral (adaptável para o
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modelo de Dirac discreto (2)) que permite obter limites inferiores dinâmicos

através de limites superiores para a norma das matrizes de transferência,

e eles aplicaram esse método para modelos de substituição, modelos Stur-

mianos, além de outros. Damanik, Lenz e Stolz [15] apresentaram uma

extensão deste método para operadores de Schrödinger cont́ınuos unidimen-

sionais, com aplicação para o modelo de Anderson-Bernoulli cont́ınuo.

Um outro método para obter transporte através de limites superiores

sobre as matrizes de transferência (também adaptável para o modelo de

Dirac discreto (2)) foi desenvolvido ultimamente por Germinet, Kiselev e

Tcheremchantsev [30], e aplicado a operadores de Schrödinger com poten-

ciais aleatórios com decaimento, fornecendo assim novos modelos com es-

pectro pontual puro e transporte quântico. O modelo de Dirac-Bernoulli

com massa zero também apresenta este fenômeno (ver Teorema 0.2), para

potenciais sem correlações e sem propriedades de decaimento. Mencionamos

os artigos [17, 47, 48] para referências adicionais sobre transporte quântico.

Uma questão que não abordaremos aqui, mas que vale a pena citar, é o

estudo de limites superiores dinâmicos. Demonstrar tais limites é mais dif́ıcil

do que investigar transporte quântico, pois é preciso controlar totalmente a

média temporal dos momentos dinâmicos, enquanto para transporte basta

limitar inferiormente uma restrição apropriada desta média. Desenvolver

métodos para obter limites superiores tem sido objeto de várias pesquisas e

existem atualmente dois trabalhos importantes neste sentido; ver [18, 47].

Uma outra classe de Hamiltonianos quânticos que consideraremos para

investigar transporte (em alguns casos também o tipo espectral) é a famı́lia

de operadores de Schrödinger HW
ω,S , e também suas versões de Dirac (2),

sobre `2(IN) (com condição de fronteira de Dirichlet) ou `2(ZZ), definida por

(HW
ω,Sψ)(n) = (−∆ψ)(n) + λF (Snω)ψ(n) +W (n)ψ(n), ω ∈ Ω, (5)

em que (Ω, d) é um espaço métrico compacto, −∆ é o Laplaciano discreto

como em (1), λ é um número real positivo, S é uma transformação sobre Ω

(invert́ıvel no caso da rede ZZ), F : Ω → IR satisfaz a condição de Lipschitz,

i.e., existe L > 0 tal que

|F (θ)− F (ω)| ≤ Ld(θ, ω), ∀ θ, ω ∈ Ω, (6)
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e, para algum η > 0 e 0 < C̃ <∞, a perturbação W satisfaz

|W (n)| ≤ C̃(1 + |n|)−1−η, ∀ n ∈ ZZ. (7)

Chamaremos a famı́lia (HW
ω,S)ω∈Ω definida acima de modelo quase-baĺıstico

(embora nossos resultados se aplicam a casos particulares desse modelo).

Observe que HW
ω,S são operadores auto-adjuntos limitados e que qualquer

perturbação com suporte compacto satisfaz (7). Optamos em trabalhar

com a versão Schrödinger por ser tecnicamente mais simples, embora os

resultados apresentados aqui possam ser adaptados de modo análogo para

o modelo de Dirac discreto.

De forma similar a (4), definimos a média temporal dos momentos dinâmi-

cos de ordem q > 0, associados ao estado inicial δ1 (um membro da base

canônica de `2), por

AW
ω,S(q, T ) :=

2
T

∫ ∞

0
e−2t/T

∑
n

(1 + n2)q/2 |〈δn, e−itHW
ω,Sδ1〉|2 dt. (8)

Aqui foi conveniente usar (1 + n2)1/2 no lugar de |n|, por razões técnicas.

A presença de transporte quântico (mais precisamente, quase-baĺıstico)

será investigada através dos expoentes de difusão superior

β+
ω,S,W (q) := lim sup

T→∞

logAW
ω,S(q, T )

q log T
. (9)

Os expoentes de difusão inferior serão denotados por

β−ω,S,W (q) := lim inf
T→∞

logAW
ω,S(q, T )

q log T
. (10)

Optamos em usar os expoentes acima, ao invés das correspondentes médias

temporais, simplesmente para facilitar a notação. É interessante observar

que um resultado análogo ao Teorema 2.9 é válido para o modelo HW
ω,S , e

com isso obtêm-se que 0 ≤ β−ω,S,W (q) ≤ β+
ω,S,W (q) ≤ 1 para todo q > 0.

Definição 0.3 Se β−ω,S,W (q) = 1 para todo q > 0, o operador HW
ω,S é dito

apresentar transporte baĺıstico. Se β+
ω,S,W (q) = 1 para todo q > 0, o operador

HW
ω,S é dito apresentar transporte quase-baĺıstico.
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Neste trabalho adaptamos o método de transporte inicialmente desen-

volvido para o operador almost Mathieu em [23], e depois aperfeiçoado

em [30], para um contexto um tanto diferente, o qual nos permite fornecer

novos exemplos de operadores quânticos do tipo (5) com transporte quase-

baĺıstico, alguns deles com espectro pontual puro. Nossos principais resulta-

dos a esse respeito estão resumidos no próximo teorema (ver Seção 3.2 para

afirmações detalhadas).

Teorema 0.4 Seja HW
ω,S definido por (5) sobre `2(IN) com S e W (como

em (7)) fixados. Se o potencial Vω(n) = F (Snω) é gerado por um dos

seguintes itens:

(i) sistemas dinâmicos Axioma A;

(ii) aplicação de duplicação;

(iii) modelo de Anderson;

(iv) rotações nos toros com condição anaĺıtica sobre F ,

então existe um conjunto Gδ denso Ω̃ ⊂ Ω de modo que para cada ω ∈ Ω̃,

o operador HW
ω,S apresenta transporte quase-baĺıstico. Além disso, sob per-

turbações de posto 1 da forma W = κ〈δ1, ·〉δ1, κ ∈ IR, existem operadores

HW
ω,S correspondentes a potenciais Vω gerados por (iv), com espectro pontual

puro e transporte quase-baĺıstico.

Rotações na circunferência S1 são de longe os sistemas dinâmicos mais

considerados para gerar potenciais quânticos [32, 9, 39]; suas versões a va-

lores finitos [4, 24, 14], juntamente com sistemas dinâmicos potenciais de

substituição [37, 38], são modelos matemáticos de quase-cristais unidimen-

sionais com predominância de espectro singular cont́ınuo. Esses sistemas

não são considerados “caóticos”; os paradigmas de sistemas caóticos são o

Anosov e, mais generalmente, os sistemas dinâmicos Axioma A.

Como movimento caótico imita aleatoriedade, é natural conjecturar que

para operadores quânticos com potenciais gerados por sistemas Axioma A

(e outros sistemas caóticos) existe uma predominância de espectro pontual
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e ausência de transporte. Um pequeno passo nesta direção é dado pelos

resultados de [10] sobre localização de Anderson para potenciais relaciona-

dos a aplicação de duplicação θ 7→ 2θ sobre S1 e também automorfismos

torais hiperbólicos. Por outro lado, uma de nossas aplicações mostra que

para um conjunto genérico (i.e., Gδ denso) de condições iniciais de sistemas

Axioma A, assim como de sistemas dinâmicos caóticos definidos em De-

vaney [25], os operadores quânticos associados apresentam transporte quase-

baĺıstico; ver Seção 3.2 para detalhes e outros exemplos.

Agora os resultados dinâmicos e espectrais para o modelo de Dirac-

Bernoulli (3) e para o modelo quase-baĺıstico (5) serão brevemente resu-

midos (com mais detalhes do que nos Teoremas 0.2 e 0.4). Começamos

com os resultados para o modelo de Dirac-Bernoulli. Usando como ferra-

menta uma forma particular do Teorema de Furstenberg (Lema 1.3), será

mostrado (ver Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3) que o expoente de Lyapunov Γm(E)

é estritamente positivo para as energias E ∈ σ(IDω(m, c)), exceto para:

E = ±V com V ∈ (0, c], V 6= c/
√

2, no caso m = 0; e se m ≥ 0

para (EV = 0, V = c
√

2 +m2c2) e os quatro pares de energia-potencial

(EV = ±c
√

2 +m2c2 ± c/
√

2, V = c/
√

2).

Para todas as energias E com Γm(E) > 0, uma estimativa inicial para lo-

calização (Lema 1.6) e a estimativa de Wegner (Lema 1.5) serão verificadas;

usando a análise de multiescala (Lema 1.7) e adaptando a construção de [29]

para o modelo IDω(m, c), será mostrado (ver Teoremas 2.1 e 2.2) que o es-

pectro de IDω(m, c) é pontual puro P−qtp e as correspondentes autofunções

são semi-uniformemente exponencialmente localizadas (SULE) [23, 29]. Isto

implica imediatamente em localização dinâmica (ver [29]).

No caso massa zero (m = 0), os valores E = ±V com V ∈ (0, c], V 6=
c/
√

2, são energias cŕıticas para o operador IDω(0, c) e isto implica (P−qtp)

limitação superior para as matrizes de transferência na vizinhança dessas

energias (ver Lemas 2.4 e 2.5). Adaptando as idéias de [33] (ver também

[16]) para IDω(0, c) segue (ver Teorema 2.6) que para um spinor inicial Ψ

bem localizado no espaço e para T ≥ 1, existe 0 < Cq(ω) <∞ de forma que

A
(q)
Ψ,ω(0, T ) ≥ Cq(ω)T q−1/2 P− qtp

(ou expoente q−1 em vez de q−1/2, para todo ω), ou seja, IDω(0, c) apresenta
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transporte quântico apesar da ausência de uma componente cont́ınua em seu

espectro.

No caso dos pares energia-potencial (EV = ±c
√

2 +m2c2 ± c/
√

2, V =

c/
√

2) e (EV = 0, V = c
√

2 +m2c2) será mostrado (ver Teorema 2.3) que o

expoente de Lyapunov Γm se anula, mas não foi posśıvel dar uma resposta

sobre localização dinâmica para eles. No entanto, para estes casos existe

um limite superior dinâmico baĺıstico (na verdade, válido para qualquer

potencial Ṽ ) estabelecido no Teorema 2.9.

Para massas distintas m,m′ ≥ 0, mas m próximo de m′, é esperado que

os momentos dinâmicos M (q)
Ψ (m, t) associados aos operadores ID(m, c) (ver

Definição 0.1) acompanhem de perto os momentos M (q)
Ψ (m′, t) associados

a ID(m′, c) (ambos com o mesmo potencial), pelo menos por um peŕıodo

pequeno de tempo. O próximo resultado será uma desigualdade confirmando

tal expectativa; fazendo uso da fórmula de DuHamel, será mostrado (ver

Teorema 2.7) que para um estado inicial Ψ com apenas uma componente

não-nula, existe 0 < Kq <∞ tal que, para todo t > 0,∣∣∣M (q)
Ψ (m, t)−M

(q)
Ψ (m′, t)

∣∣∣ ≤ Kq|m−m′|c2 tq+2.

Em particular, para o modelo de Dirac-Bernoulli, esta relação com m > 0

e m′ = 0 fornece quantitativamente uma estimativa de como, para tempos

pequenos, a dinâmica do regime localizado acompanha a do regime não-

localizado (ver também Corolário 2.8).

Passemos aos resultados válidos para o modelo quase-baĺıstico definido

por (5). O resultado dinâmico que apresentaremos pode ser resumido como

(ver Teorema 3.1 para uma afirmação precisa): Se existir um conjunto denso

de condições iniciais em Ω, para o qual as matrizes de transferência são

limitadas superiormente em intervalos de energia com medida de Lebesgue

positiva, e se as iterações de S satisfazem uma condição apropriada do tipo

continuidade, então obtém-se um conjunto Gδ denso Ω̃ ⊂ Ω de modo que

para qualquer ω ∈ Ω̃, o operador HW
ω,S apresenta transporte quase-baĺıstico.

Com relação ao tipo espectral, ressaltamos um resultado conhecido (ver

Teorema 3.3) que será usado em algumas aplicações: Se o expoente de Lya-

punov correspondente a HW=0
ω,S for estritamente positivo para energias no

espectro, então sob perturbação de posto 1 da forma W = κ〈δ1, ·〉δ1, o ope-
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rador HW
ω,S sobre `2(IN) tem espectro pontual puro para ω qtp (com respeito

a uma medida ergódica) e κ qtp (com respeito a medida de Lebesgue). Existe

uma versão restrita ao caso da rede ZZ. Como este resultado conhecido será

importante para algumas aplicações, apresentaremos um esboço de sua de-

monstração.

Aplicaremos o resultado dinâmico acima para vários tipos de potenciais

Vω(n) = F (Snω) (ver Seção 3.2): Anosov e sistemas Axioma A, aplicação

de duplicação, aplicações unidimensionais caóticas, modelo de Anderson e

rotações nos toros com condição anaĺıtica sobre F . Para o caso particular

de rotações incomensuráveis nos toros, sob perturbações de posto 1, além

do transporte quase-baĺıstico existe também a presença de espectro pontual

puro (ver Subseções 3.2.10 e 3.2.6).

Esta tese é organizada da seguinte forma: no Caṕıtulo 1 discutimos o li-

mite não-relativ́ıstico para o modelo de Dirac discreto (2), e coletamos alguns

conceitos e resultados preliminares para os operadores de Dirac-Bernoulli

IDω(m, c) definidos por (3), assim como para os operadores de Schrödinger

HW
ω,S definidos por (5). No Caṕıtulo 2 apresentamos os resultados sobre

localização dinâmica, transporte e espectro pontual para IDω(m, c); em par-

ticular, demonstramos o Teorema 0.2. Além disso, comparamos os momen-

tos dinâmicos com massas diferentes e mesmo potencial, especialmente nos

casos de Dirac-Bernoulli massivo e massa zero, e também apresentamos um

limite superior dinâmico baĺıstico para os momentos. No Caṕıtulo 3 apre-

sentamos os resultados sobre transporte quase-baĺıstico e espectro pontual

para HW
ω,S , e dedicamos uma seção para as aplicações desses resultados; em

particular, demonstramos o Teorema 0.4.



Caṕıtulo 1

Limite Não-Relativ́ıstico e

Preliminares

Neste caṕıtulo discutiremos o limite não-relativ́ıstico para o modelo de Dirac

discreto (2), e coletaremos alguns conceitos e resultados preliminares para os

operadores de Dirac-Bernoulli IDω(m, c), assim como para os operadores de

Schrödinger HW
ω,S (modelo quase-baĺıstico). Tais conceitos e resultados serão

importantes para os próximos caṕıtulos e também para as demonstrações dos

Teoremas 0.2 e 0.4 (ver Introdução). Além disso, este caṕıtulo deve servir

para fixar algumas notações.

1.1 Limite Não-Relativ́ıstico

Nesta seção consideraremos o operador de Dirac discreto ID(m, c) definido

por (2), com m > 0 fixado e c como um parâmetro. Por simplicidade, ID(c)

denotará ID(m, c), o qual é suposto ser auto-adjunto com potencial real Ṽ .

O limite não-relativ́ıstico significa considerar c tendendo a infinito, e

como a energia de repouso mc2 é uma quantidade puramente relativ́ıstica,

ela deve ser subtráıda antes de tomar este limite. Será considerado a con-

vergência na norma dos operadores resolventes
(
ID(c)−mc2 − z

)−1, com

z ∈ C\IR. O Teorema abaixo descreve o tal limite não-relativ́ıstico, em que

Λ é o projetor sobre o subespaço das “energias positivas” e ΛH∞ corresponde
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ao operador de Schrödinger (1).

Teorema 1.1 Se z ∈ C\IR, então

lim
c→∞

(
ID(c)−mc2 − z

)−1
= Λ (H∞ − z)−1 ,

em que Λ =
1
2

(Id2 + σ3) e H∞ =
B2

2m
+ Ṽ Λ, com o limite na norma de

operadores limitados.

Para demonstrar o Teorema 1.1 usaremos o

Lema 1.2 Se z ∈ C\IR, então

(
ID(c)−mc2 − z

)−1
=
(

Λ +
cB + z

2mc2

)
S(c)

(
Id+ Ṽ

cB + z

2mc2
S(c)

)−1

(1.1)

sendo Id o operador identidade e

S(c) =

(
H∞ − z − z2

2mc2

)−1

=

(
Id− z2

2mc2
(H∞ − z)−1

)−1

(H∞ − z)−1 .

Demonstração: Note que(
ID0(c) +mc2 + z

) (
ID0(c)−mc2 − z

)
= c2B2 − 2mc2z − z2.

Dáı, segue que

(
ID0(c)−mc2 − z

)−1
=

ID0(c) +mc2 + z

2mc2

(
B2

2m
− z − z2

2mc2

)−1

=
(

Λ +
cB + z

2mc2

)
S0 (1.2)

com S0 =

(
B2

2m
− z − z2

2mc2

)−1

. Por outro lado, usando a relação de ope-

radores

(U +B)−1 = (Id+ U−1B)−1U−1

com U =
B2

2m
− z − z2

2mc2
e B = Ṽ Λ, obtém-se

S(c) = S0

(
Id+ Ṽ ΛS0

)−1
. (1.3)
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Portanto, de (1.2) e (1.3) resulta que

(
ID(c)−mc2 − z

)−1
=
(
ID0(c)−mc2 − z

)−1
(
Id+ Ṽ

(
ID0(c)−mc2 − z

)−1
)−1

=
(

Λ +
cB + z

2mc2

)
S0

(
Id+ Ṽ ΛS0 + Ṽ

cB + z

2mc2
S0

)−1

=
(

Λ +
cB + z

2mc2

)
S(c)

(
Id+ Ṽ

cB + z

2mc2
S(c)

)−1

. 2

Agora vamos apresentar a

Demonstração (Teorema 1.1): Como (H∞ − z)−1 é limitado para z ∈ C\IR
e ∥∥∥∥∥ z2

2mc2
(H∞ − z)−1

∥∥∥∥∥ < 1

para c suficientemente grande, pode-se expandir

S(c) =
∞∑

n=0

(
z2

2mc2
(H∞ − z)−1

)n

(H∞ − z)−1 , (1.4)

com a soma convergindo na norma de operadores.

Para qualquer z ∈ C\IR fixado e c suficientemente grande,∥∥∥∥T (c) := Ṽ
cB + z

2mc2
S(c)

∥∥∥∥ < 1

e portanto

(Id+ T (c))−1 =
∞∑

n=0

(−T (c))n . (1.5)

Substituindo (1.4) e (1.5) em (1.1) obtêm-se a expansão

(
ID(c)−mc2 − z

)−1
=

∞∑
n=0

Rn(z)
cn

em que

R0(z) = Λ (H∞ − z)−1 ,

R1(z) = Λ (H∞ − z)−1 B
2m

+
B

2m
(H∞ − z)−1 Λ , etc.,

com a soma convergindo na norma de operadores. Disto segue o resultado

procurado. 2
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Encerraremos esta seção descrevendo uma outra maneira (não-rigorosa)

de olhar o limite não-relativ́ıstico. De fato, considere a equação de Dirac em

`2(ZZ,C2):

i
∂

∂t

(
φ+

φ−

)
= ID(m, c)

(
φ+

φ−

)
. (1.6)

Definindo

(
φ+

φ−

)
= e−imc2t

(
ψ+

ψ−

)
e substituindo em (1.6) obtêm-se

i
∂

∂t

(
ψ+

ψ−

)
= c

(D∗ψ−

Dψ+

)
− 2mc2

(
0

ψ−

)
+ Ṽ

(
ψ+

ψ−

)
.

Para valores grandes de c, uma solução aproximada da segunda equação

acima é ψ− = Dψ+/2mc, e inserindo isto na primeira equação resulta em

i
∂ψ+

∂t
=

1
2m

D∗Dψ+ + Ṽ ψ+. (1.7)

Similarmente, considerando

(
φ+

φ−

)
= eimc2t

(
ψ+

ψ−

)
encontra-se

i
∂ψ−

∂t
= − 1

2m
DD∗ψ− + Ṽ ψ−. (1.8)

Como D∗D = DD∗ = −∆, então (1.7) e (1.8) correspondem às equações

de Schrödinger tight-binding unidimensionais associadas a (1) com energias

positivas e negativas, respectivamente.

1.2 Preliminares: Modelo de Dirac

Nesta seção coletaremos algumas ferramentas e conceitos que serão usados

no Caṕıtulo 2 para obter os resultados dinâmicos e espectrais para o modelo

de Dirac-Bernoulli IDω(m, c) definido por (3).

Seja Ψ =

(
ψ+

ψ−

)
uma solução da equação de autovalores

(IDω(m, c)− E)Ψ = 0.

Então verifica-se que ψ+(n+ 1)

ψ−(n)

 = T Vω(n)
m (E)

 ψ+(n)

ψ−(n− 1)

 ,
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com

T V
m (E) =


1 +

m2c4 − (E − V )2

c2
mc2 + E − V

c

mc2 − E + V

c
1

 .
A matriz de transferência da posição k até a posição n é introduzida por

Φω
m(E,n, k) =



T
Vω(n−1)
m (E) T Vω(n−2)

m (E) · · ·T Vω(k)
m (E) n > k,

Id2 n = k,

(Φω
m(E, k, n))−1 n < k.

Observe que T V
m (E) é um elemento de SL(2, IR).

Pelo Teorema de Furstenberg e Kesten [7], P−qtp o expoente de Lya-

punov correspondente a IDω(m, c):

Γm(E) = lim
n→∞

1
|n|

ln ‖Φω
m(E,n, 1)‖

existe e é independente de ω. Para estudar a positividade de Γm, m ≥ 0,

será usada a seguinte forma particular do Teorema de Furstenberg [7]:

Lema 1.3 Seja Gm(E) o menor subgrupo fechado de SL(2, IR) gerado pelas

matrizes T V
m (E) e T−V

m (E). Então Γm(E) > 0 se

• Gm(E) não é compacto e

• não existe medida de probabilidade sobre P(IR2) (o conjunto de todas

as direções de IR2) que é invariante sob a ação de Gm(E), o que é

equivalente à afirmação: a órbita Gm(E) · x̃ := {Tm · x̃, Tm ∈ Gm(E)}
de cada direção x̃ ∈ P(IR2) contém pelo menos três elementos.

Vamos fixar algumas notações. Se L > 0 e n ∈ ZZ, consideremos o

subconjunto finito de ZZ

ΛL(n) =
{
k ∈ ZZ : |k − n| ≤ L

2

}
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com fronteira

∂ΛL(n) = {(k, k′) : k ∈ ΛL(n), k′ 6∈ ΛL(n), |k − k′| = 1}.

Abusaremos da notação escrevendo k ∈ ∂ΛL(n) para indicar que (k, k′) ∈
∂ΛL(n) para algum k′. Denotemos por IDΛL(n)

ω (m, c) o operador IDω(m, c)

restrito a `2(ΛL(n),C2) com condição de fronteira zero fora de ΛL(n).

Os elementos de matriz de um operador O sobre `2(ZZ,C2) são dados por

Onk =


〈δ+n ,Oδ+k 〉 〈δ+n ,Oδ−k 〉

〈δ−n ,Oδ+k 〉 〈δ−n ,Oδ−k 〉


com “norma”

‖Onk‖2 = |〈δ+n ,Oδ+k 〉|
2 + |〈δ+n ,Oδ−k 〉|

2 + |〈δ−n ,Oδ+k 〉|
2 + |〈δ−n ,Oδ−k 〉|

2.

Definição 1.4 Sejam γ > 0 e E ∈ IR. Dizemos que ΛL(n) é (γ,E)−regular

(para um potencial Vω fixado) se E 6∈ σ(IDΛL(n)
ω (m, c)) e∥∥∥∥(IDΛL(n)

ω (m, c)− E
)−1

nk

∥∥∥∥ ≤ e−γL/2

para todo k ∈ ∂ΛL(n). Caso contrário, dizemos que ΛL(n) é (γ,E)−singular.

Agora dois resultados importantes requeridos para a análise de multi-

escala serão descritos. O primeiro é a estimativa de Wegner, adaptada

de [11] para o operador de Dirac discreto (a demonstração será omitida,

pois ela é longa e bem similar ao caso Schrödinger).

Lema 1.5 Seja IDω(m, c) definido por (3) e seja I um intervalo de energia

compacto. Para quaisquer δ ∈ (0, 1) e τ > 0, existem L0 = L0(I, δ, τ,m) > 0

e a = a(I, δ, τ,m) > 0 de modo que

P

{
ω : dist

(
E, σ(IDΛL(0)

ω (m, c))
)
≤ e−τLδ

}
≤ e−aLδ

para todo E ∈ I e L ≥ L0.
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O segundo resultado é a estimativa inicial para localização, adaptada

de [50] (a demonstração também será omitida, devido a similaridade com o

caso Schrödinger).

Lema 1.6 Seja IDω(m, c) definido por (3) e sejam ε > 0, δ ∈ (0, 1) da-

dos. Para cada E0 ∈ IR fixado, existem L0 = L0(E0, ε, δ,m) > 0 e r =

r(E0, ε, δ,m) > 0 de modo que

P
{
ω : ΛL(0) é (Γm(E0)− ε, E0)− regular

}
≥ 1− e−rLδ

para todo L ≥ L0.

Como a análise de multiescala (Teorema 2.2 de [50]) é o núcleo da de-

monstração de localização dinâmica, vamos descrever resumidamente esta

técnica adapatada para o modelo de Dirac IDω(m, c).

Lema 1.7 Seja I ⊂ IR um intervalo. Suponha que, para algum L0 =

L0(I,m) > 0, tem-se:

(H1) P
{
ω : ∀ E ∈ I, ΛL0(n) ou ΛL0(j) é (γ0, E) − regular

}
≥ 1 − 1/L2p

0

para algum p > 1, γ0(m) > 0 e quaisquer n, j ∈ ZZ com |n− j| > L0;

(H2) P
{
ω : dist

(
E, σ(IDΛL(0)

ω (m, c))
)
≤ e−Lδ

}
≤ 1/Lr para algum δ em

(0, 1), r > 4p+ 6, para todo E com dist(E, I) ≤ 1
2e

−Lδ
e todo L ≥ L0.

Então existe α ∈ (1, 2), de modo que se for definida a seqüência Lk+1 = Lα
k

(k = 0, 1, 2, ...) e escolhido γ(m) ∈ (0, γ0), encontra-se C <∞ de forma que

se L0 > C, então para qualquer k = 0, 1, 2, ... ,

P
{
ω : ∀ E ∈ I, ΛLk

(n) ou ΛLk
(j) é (γ,E)− regular

}
≥ 1− 1/L2p

k

para quaisquer n, j ∈ ZZ com |n− j| > Lk.

Observações:

i) As hipóteses (H1) e (H2) acima são conseqüências dos Lemas 1.6 e 1.5,

respectivamente.
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ii) O Lema 1.7 é um processo indutivo que translada a estimativa probabi-

ĺıstica (H1), estabelecida na escala inicial L0, para qualquer outra

escala Lk constrúıda conforme o enunciado.

Com o intuito de obter localização dinâmica por meio do Lema 1.7, as

seguintes propriedades de IDω(m, c) serão utilizadas:

(P1) Com respeito à medida espectral de IDω(m, c), para quase toda energia

existe um autovetor polinomialmente limitado (ver [5, 43]).

(P2) Se E 6∈ σ(IDΛL(n)
ω (m, c)) e IDω(m, c)Ψ = EΨ, então

Ψ(n) = −
(
IDΛL(n)

ω (m, c)− E
)−1

nk1

 0 c

0 0

Ψ(k1 − 1)

−
(
IDΛL(n)

ω (m, c)− E
)−1

nk2

 0 0

c 0

Ψ(k2 + 1),

com {(k1, k1 − 1), (k2, k2 + 1)} = ∂ΛL(n).

Demonstração: Defina o operador de fronteira FΛL(n) pelos seus elementos

de matriz

(
FΛL(n)

)
jk

=



−

 0 c

0 0

 se j − 1 = k, j ∈ ΛL(n), k /∈ ΛL(n);

−

 0 0

c 0

 se j + 1 = k, j ∈ ΛL(n), k /∈ ΛL(n);

 0 0

0 0

 de outra maneira.

Tem-se

l2(ZZ,C2) = l2(ΛL(n),C2)⊕ l2(ZZ \ ΛL(n),C2)

e

IDω(m, c) = IDΛL(n)
ω (m, c) + IDZZ\ΛL(n)

ω (m, c)−FΛL(n).

Segue desta igualdade e da hipótese que[(
IDΛL(n)

ω (m, c)− E
)

Ψ
]
(n) =

(
FΛL(n)Ψ

)
(n).
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Dáı, usando o fato que E 6∈ σ(IDΛL(n)
ω (m, c)) obtemos

Ψ(n) =
(
IDΛL(n)

ω (m, c)− E
)−1 (

FΛL(n)Ψ
)

(n)

=
∑

(k,k′)∈ ∂ΛL(n)

(
IDΛL(n)

ω (m, c)− E
)−1

nk

(
FΛL(n)

)
kk′

Ψ(k′).

O resultado segue então das definições de
(
FΛL(n)

)
kk′

e ∂ΛL(n). 2

Seja (Hω)ω∈Ω uma famı́lia aleatória de Hamiltonianos de Schrödinger

ou Dirac polimerizados como em [33], i.e., constrúıdos por justaposição

aleatória de blocos de tamanho finito, e denotemos por T±(E) as correspon-

dentes matrizes de transferência polimerizadas (ω = (ωn)n∈ZZ é qualquer

seqüência de sinais + e − com probabilidades p+ e p− = 1− p+ respectiva-

mente). Por exemplo, no caso do modelo dimerizado aleatório os blocos são

(V, V ) e (−V,−V ), e as matrizes associadas são dadas por

T±(E) =

(
E ∓ V −1

1 0

)2

=

(
(E ∓ V )2 − 1 −(E ∓ V )

E ∓ V −1

)
.

A nulidade do expoente de Lyapunov associado a Hω é considerado um

indicador de um posśıvel transporte. Isto acontece na seguinte situação:

Definição 1.8 Uma energia E ∈ IR é dito cŕıtica para a famı́lia (Hω)ω∈Ω

se as matrizes T±(E) são eĺıpticas (i.e. |tr T±(E)| < 2) ou iguais a ±Id2,

e comutam.

Esta definição será usada na Seção 2.2 para obter o resultado sobre

transporte para o modelo de Dirac-Bernoulli com massa zero. O próximo

resultado estabelece relações entre as matrizes de transferência com energias

diferentes.

Lema 1.9 Sejam E ∈ IR, N > 0, m ≥ 0 e considere

Lω
m(N) := sup

1≤n≤N
‖Φω

m(E,n, 1)‖ .

Então, existe uma constante C1(ω) > 0 de modo que, para 1 ≤ n ≤ N e

ζ ∈ C,

‖Φω
m(E + ζ, n, 1)‖ ≤ Lω

m(N)e
|ζ|
c

( |ζ|
c

+C1(ω)
)
Lω

m(N)n.
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Demonstração: Um argumento indutivo mostra que, para n > 1 e ζ ∈ C,

podemos escrever a identidade (fórmula de variação das energias)

Φω
m(E+ζ, n, 1) = Φω

m(E,n, 1)−ζ
n−1∑
j=1

Φω
m(E+ζ, n, j+1) Bω

ζ (E, j) Φω
m(E, j, 1),

com

Bω
ζ (E, j) =

ζ

c2

 1 0

0 0

+
1
c

 2
c
(E − Vω(j)) −1

1 0

 .
Por iteração, usando a hipótese e a identidade acima, obtemos

‖Φω
m(E + ζ, n, 1)‖ ≤ Lω

m(N)
[
1 +

|ζ|
c

( |ζ|
c

+ C1(ω)
)
Lω

m(N)
]n−1

≤ Lω
m(N)e

|ζ|
c

( |ζ|
c

+C1(ω)
)
Lω

m(N)n,

para algum 0 < C1(ω) <∞ e para 1 ≤ n ≤ N . 2

Agora, para z ∈ C\IR e m ≥ 0, introduzimos as funções de Green com

duas componentes G+
m,ω(z, n)

G−
m,ω(z, n)

 :=


〈
δ+n , (IDω(m, c)− z)−1 δ+0

〉
〈
δ−n , (IDω(m, c)− z)−1 δ+0

〉
 ,

de modo que

(IDω(m, c)− z)

 G+
m,ω(z, n)

G−
m,ω(z, n)

 = δ+0 (n) .

Usando as matrizes de transferência, obtêm-se para n ≤ 0, G+
m,ω(z, n)

G−
m,ω(z, n− 1)

 = Φω
m(z, n, 0)

 G+
m,ω(z, 0)

G−
m,ω(z,−1)

 (1.9)

e para n ≥ 1, G+
m,ω(z, n)

G−
m,ω(z, n− 1)

 = Φω
m(z, n, 1)

 G+
m,ω(z, 1)

G−
m,ω(z, 0)

 . (1.10)

O Lema a seguir fornece uma relação importante (adaptada do Lema 3.2

de [35]) entre a média temporal dos momentos dinâmicos definida por (4) e as
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funções de Green definidas acima. Esta relação será usada na demonstração

do Teorema 2.6.

Lema 1.10 Para z = E + i/T (T > 0) e m ≥ 0 tem-se

A
(q)

δ+
0 ,ω

(m,T ) =
1
πT

∑
n∈ZZ

|n|q
∫
IR

(|G+
m,ω(z, n)|2 + |G−

m,ω(z, n)|2) dE.

Demonstração: Basta mostrar que (a outra parte é similar)

2
T

∫ ∞

0
e−2t/T |〈δ+n , e−iIDω(m,c)tδ+0 〉|

2 dt =
1
πT

∫
IR
|G+

m,ω(E + i/T, n)|2 dE.

Para isto, considere a função f : IR → IR definida por

f(t) =

 e−t/T 〈δ+n , e−iIDω(m,c)tδ+0 〉 se t ≥ 0,

0 se t < 0.

Note que f ∈ L1(IR) ∩ L2(IR). Pelo Teorema Espectral

f(t) =

 e−t/T
∫
IR e

−iE′t dµω
m,δ+

n
(E′) se t ≥ 0,

0 se t < 0,

com a medida espectral µω
m,δ+

n
definida por

〈
δ+n , (IDω(m, c)− z)−1 δ+0

〉
=
∫
IR

dµω
m,δ+

n
(t)

t− z
.

Denote por F−1 a inversa da transformada de Fourier. Usando o fato que

f ∈ L1(IR) e o Teorema de Fubini temos que

(F−1f)(E) =
1

(2π)1/2

∫ ∞

0
eiEte−t/T

∫
IR
e−iE′t dµω

m,δ+
n
(E′) dt

=
1

(2π)1/2

∫
IR

(∫ ∞

0
eit(E+i/T−E′) dt

)
dµω

m,δ+
n
(E′)

= − i

(2π)1/2

∫
IR

dµω
m,δ+

n
(E′)

E′ − (E + i/T )

= − i

(2π)1/2
G+

m,ω(E + i/T, n) .
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Portanto, como f ∈ L2(IR) segue que

2
T

∫ ∞

0
e−2t/T |〈δ+n , e−iIDω(m,c)tδ+0 〉|

2 dt =
2
T
‖f‖2

2 =
2
T
‖F−1f‖2

2

=
2
T

∫
IR
|(F−1f)(E)|2 dE

=
1
πT

∫
IR
|G+

m,ω(E + i/T, n)|2 dE,

como queŕıamos demonstrar. 2

É interessante observar que devido ao Lema 1.10 e as relações (1.9)

e (1.10), pode-se obter limites inferiores dinâmicos sem precisar de informa-

ções adicionais sobre propriedades da medida espectral. Vamos terminar

esta seção demonstrando que os expoentes de crescimento para a média tem-

poral usada em (4) e para a média Cesàro são iguais (resultado adaptado

de [31]).

Lema 1.11 Seja h uma função mensurável não-negativa, com h(t) ≤ Ctn

para algum C > 0 e n ≥ 0 (em particular, se h(t) = M
(q)
Ψ (m, t) use o

Teorema 2.9). Então

lim inf
T→∞

log
(∫ T

0 h(t)dt
)

log T
= lim inf

T→∞

log
(∫∞

0 e−2t/Th(t)dt
)

log T
.

Vale uma igualdade similar para lim sup.

Demonstração: Denote por βe e βd, respectivamente, o lado esquerdo e

direito na relação acima. Note que para 0 ≤ t ≤ T tem-se e−2 ≤ e−2t/T ≤ 1,

e dáı vale a desigualdade∫ T

0
h(t)dt ≤ e2

∫ ∞

0
e−2t/Th(t)dt,

o que implica βe ≤ βd. Por outro lado, tem-se para cada ε > 0,∫ ∞

0
e−2t/Th(t)dt ≤

∫ T 1+ε

0
h(t)dt + C

∫ ∞

T 1+ε
e−2t/T tndt

≤
∫ T 1+ε

0
h(t)dt + C̃e−2T ε

Tn.

Como, para cada ε > 0 fixado, e−2T ε
Tn −→ 0 quando T → ∞, segue que

βd ≤ (1 + ε)βe para todo ε > 0. Portanto βe = βd. 2
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1.3 Preliminares: Modelo Quase-Baĺıstico

Nesta seção coletaremos alguns conceitos e resultados preliminares que serão

usados no Caṕıtulo 3 para obter os resultados dinâmicos e espectrais para o

modelo quase-baĺıstico HW
ω,S definido por (5). Esta seção pode ser adaptada

de modo análogo para a correspondente versão discreta de Dirac.

Similarmente à Seção 1.2, vamos introduzir as matrizes de transferência

ΦW
ω,S associadas aos operadores HW

ω,S . Essas matrizes são unicamente defi-

nidas pela condição que ψ(n+ 1)

ψ(n)

 = ΦW
ω,S(E,n, 0)

 ψ(1)

ψ(0)


para toda solução ψ da equação de autovalores

HW
ω,Sψ = Eψ.

Dáı,

ΦW
ω,S(E,n, 0) =



TW
ω,S(E,n) . . . TW

ω,S(E, 1) n ≥ 1,

Id2 n = 0,

(TW
ω,S(E,n+ 1))−1 . . . (TW

ω,S(E, 0))−1 n ≤ −1,

com

TW
ω,S(E, k) =


E − λF (Skω)−W (k) −1

1 0

 .
Seja ν uma medida de probabilidade ergódica sobre o espaço métrico

compacto Ω, com respeito à transformação S : Ω → Ω. Como na Seção 1.2,

o Teorema de Furstenberg e Kesten [7] assegura que ν−qtp o expoente de

Lyapunov

ΓW
S (E) = lim

n→∞
1
|n|

ln ‖ΦW
ω,S(E,n, 0)‖

existe e é independente de ω.
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Denotemos por µW
ω,S a medida espectral associada ao par (HW

ω,S , δ1) e

introduzimos os “momentos espectrais locais” (definidos em [30]) por

KµW
ω,S

(r, ε) :=
1
ε

∫
IR

(
µW

ω,S(x− ε, x+ ε)
)r
dx , (1.11)

para r > 0 e ε > 0. Um ponto chave para a demonstração do resultado

sobre transporte quase-baĺıstico (Teorema 3.1) é o seguinte limite inferior

para os expoentes de difusão β+
ω,S,W (q):

Lema 1.12 Para todo q > 0, se r = (1 + q)−1 tem-se

β+
ω,S,W (q) ≥ lim sup

ε→0

logKµW
ω,S

(r, ε)

(r − 1) log ε
.

A demonstração do Lema 1.12 segue diretamente do Teorema 2.1 de [2]

e Lemas 2.1 e 2.3 de [3]. O próximo resultado converte um limite superior

sobre a norma das matrizes de transferência em um limite inferior sobre a

medida espectral; para a sua demonstração ver Proposição 2.1 de [30].

Lema 1.13 Seja HW
ω,S o operador definido por (5) sobre `2(IN) e seja I um

intervalo compacto. Existe uma constante universal C1 e, para todo γ > 0

e ρ > 0, existe uma constante C2 = C2(I, γ, ρ), de modo que para todo

ε ∈ (0, 1) e todo x ∈ I tem-se

µW
ω,S(x− ε, x+ ε) ≥ C1

∫ x+ ε
2

x− ε
2

dE

‖ΦW
ω,S(E,N, 0)‖2 − C2ε

γ ,

com N = [ε−1−ρ] (parte inteira).

Cabe aqui observarmos, como foi feito após a demonstração do Lema 1.10,

que devido aos Lemas 1.12 e 1.13, é posśıvel obter limites inferiores dinâmicos

sem estudar o tipo espectral. Com o intuito de estabelecer relações entre

as matrizes de transferência com condições iniciais diferentes, o próximo

resultado será usado.

Lema 1.14 Sejam E ∈ IR, N > 0 e considere

Lω
S(N) := sup

1≤n≤N
‖ΦW

ω,S(E,n, 0)‖ .
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Então, para 1 ≤ n ≤ N e θ ∈ Ω,

‖ΦW
θ,S(E,n, 0)‖ ≤ Lω

S(N)eL
ω
S(N)λ|F (Snθ)−F (Snω)|n.

Demonstração: Um argumento indutivo mostra que, para θ, ω ∈ Ω e n ≥ 1,

podemos escrever a identidade (fórmula de variação das condições iniciais)

ΦW
θ,S(E,n, 0) = ΦW

ω,S(E,n, 0) + λ
n∑

j=1

ΦW
ω,S(E,n, j) Bθ,ω

S (n) ΦW
θ,S(E, j, 1) ,

sendo

Bθ,ω
S (n) =


F (Snω)− F (Snθ) 0

0 0

 .
Por iteração, usando que ‖ΦW

ω,S(E,n, 0)‖ ≤ Lω
S(N) para todo 1 ≤ n ≤ N ,

obtemos

‖ΦW
θ,S(E,n, 0)‖ ≤ Lω

S(N) [1 + λ|F (Snθ)− F (Snω)| Lω
S(N)]n−1

≤ Lω
S(N)eL

ω
S(N)λ|F (Snθ)−F (Snω)|n,

para 1 ≤ n ≤ N . 2

Agora descreveremos dois resultados que serão usados na investigação

do tipo espectral de HW
ω,S com W = κ〈δ1, ·〉δ1, κ ∈ IR (ver Teorema 3.3). Os

detalhes serão apresentados somente para o caso da rede ZZ. Para cada θ ∈ Ω

e cada transformação S sobre Ω, consideremos a função Rθ,S : IR → (0,∞]

definida por

Rθ,S(E) =
∫ dµ0

θ,S(x)
(E − x)2

,

em que µ0
θ,S = µW=0

θ,S . O primeiro resultado relaciona Rθ,S(E) com as

soluções da equação de autovalores

H0
θ,Sψ = Eψ. (1.12)

Ver Teorema 2.4 de [44] para sua demonstração.

Lema 1.15 Seja H0
θ,S o operador definido por (5) sobre `2(ZZ), com W ≡ 0.

Então Rθ,S(E) <∞ se e somente se
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(i) E não é um autovalor de H0
θ,S;

(ii) Vale uma das seguintes condições :

(ii.1) A equação (1.12) tem uma solução `2 em (0,∞) com ψ(0) = 0;

(ii.2) (1.12) tem uma solução `2 em (−∞, 0) com ψ(0) = 0;

(ii.3) (1.12) tem soluções `2 ψ±, em ambos (0,∞) e (−∞, 0), com

ψ+(0) 6= 0 e ψ−(0) 6= 0.

O segundo resultado é o critério de Simon-Wolff [45]. Antes de enunciá-

lo, relembremos que o subespaço ćıclico gerado por φ ∈ `2, para um operador

auto-adjunto H, é o fecho de {(H− z)−1φ : z ∈ C}; o vetor φ é ćıclico para

H se tal subespaço é todo `2. Denotemos por ` a medida de Lebesgue

(normalizada, se necessário).

Lema 1.16 Seja HW
ω,S o operador definido por (5) sobre `2(ZZ), com W =

κ〈δ1, ·〉δ1, κ ∈ IR. Fixe um intervalo [a, b]. Então as seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) Rω,S(E) <∞ para E ∈ [a, b] `− qtp;

(ii) restrito ao subespaço ćıclico gerado por δ1, o operador HW
ω,S tem es-

pectro pontual puro em [a, b], para κ `− qtp.



Caṕıtulo 2

Modelo de Dirac

Neste caṕıtulo consideraremos os operadores de Dirac-Bernoulli IDω(m, c)

definidos por (3), e usaremos os resultados preliminares da Seção 1.2 para

estudar propriedades dinâmicas (localização dinâmica e transporte) e o tipo

espectral de tais operadores. Além disso, compararemos os momentos dinâ-

micos M (q)
Ψ (m, t) associados aos operadores ID(m, c) definidos por (2), para

massas diferentes e potenciais gerais. Encerraremos o caṕıtulo com um

limite superior dinâmico baĺıstico para os momentos, também válido para

potenciais gerais.

2.1 Localização Dinâmica e Espectro Pontual

O objetivo desta seção é apresentar os resultados sobre localização dinâmica

e espectro pontual para os operadores IDω(m, c). Tais resultados estão reu-

nidos no seguinte conjunto de teoremas:

Teorema 2.1 Seja (IDω(m, c))ω∈Ω a famı́lia de operadores definidos por (3)

e considere V ∈ (0, c], V 6= c/
√

2. Então P−qtp, o expoente de Lyapunov

Γm satisfaz

(i) (i.1) Γm(E 6= ±V ) > 0 para m ≥ 0,

(i.2) Γm(E = ±V ) > 0 para m > 0,

(i.3) Γ0(E = ±V ) = 0.
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(ii) Seja m ≥ 0; então P−qtp, σ(IDω(m, c)) é pontual puro.

(iii)(iii.1) Seja m > 0. Então P−qtp, o operador IDω(m, c) apresenta locali-

zação dinâmica em seu espectro.

(iii.2) Para qualquer intervalo fechado I ⊂ σ(IDω(0, c)), com ±V 6∈ I, o

operador IDω(0, c) apresenta localização dinâmica em I.

Teorema 2.2 Seja (IDω(m, c))ω∈Ω com m ≥ 0, a famı́lia de operadores

definidos por (3) e considere V > c, V 6= c
√

2 +m2c2. Então P−qtp, o

espectro de IDω(m, c) é pontual puro e este operador apresenta localização

dinâmica em seu espectro.

Teorema 2.3 Seja (IDω(m, c))ω∈Ω com m ≥ 0, a famı́lia de operadores

definidos por (3) e considere V = c/
√

2 (respectivamente, V = c
√

2 +m2c2).

Então as mesmas conclusões do Teorema 2.1 (respec., Teorema 2.2) valem,

exceto para as quatro possibilidades de energias EV = ±c
√

2 +m2c2± c/
√

2

(respec., EV = 0). O fato é que EV = ±c
√

2 +m2c2 ± c/
√

2 (respec.,

EV = 0) são energias tais que Γm(EV ) = 0.

Observemos que o fato de haver casos de energias/potenciais exclúıdos

acima, é devido a não ter sido posśıvel aplicar o Lema 1.3. Agora vamos

apresentar as demonstrações dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3. Em particular,

serão demonstrados os itens (i) e (ii) do Teorema 0.2 (ver Introdução).

Demonstração (Teoremas 2.1 e 2.2): A estratégia da demonstração é

baseada na referência [19], onde o operador de Schrödinger dimerizado aleató-

rio foi estudado. Como para o operador de Dirac discreto existem o pa-

pel particular desempenhado pela massa e algumas possibilidades diferentes

para as matrizes de transferência, será apresentada uma demonstração bas-

tante detalhada. A idéia é mostrar que dados ε > 0 e I ⊂ σ (IDω(m, c)) um

intervalo de energia compacto não contendo os valores de V exclúıdos, para

cada 0 < γ < Γm(I) := inf{Γm(E) : E ∈ I} existe uma constante C(ω, ε, γ)

e, para cada autofunção ϕj,ω =

 ϕ+
j,ω

ϕ−j,ω

 com energia Ej,ω ∈ I, existe um
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“centro” zj,ω ∈ ZZ, de forma que

‖ϕj,ω(n)‖ ≤ C(ω, ε, γ)eγ|zj,ω |εe−γ|n−zj,ω |, ∀ n ∈ ZZ. (2.1)

Se Ψ decai exponencialmente com taxa τ > 0 e se q > 0, sabe-se que (2.1)

(condição SULE) implica a existência de uma constante CΨ(m, I, ω) com

sup
t
M

(q)
Ψ,I,ω(m, t) ≤ CΨ(m, I, ω) P− qtp ,

i.e., o operador IDω(m, c) apresenta localização dinâmica em I (ver Seção 2

em [29]).

Para demonstrar (ii) e (2.1), é suficiente mostrar que o expoente de

Lyapunov é estritamente positivo, pois neste caso valem os Lemas 1.5 e 1.6.

Usando a análise de multiescala (Lema 1.7), juntamente com as propriedades

(P1) e (P2), e seguindo a demonstração do Teorema 3.1 de [29] (adaptada

apropriadamente para IDω(m, c)), obtêm-se (ii) e (2.1).

Agora a demonstração de (i). Lembre-se (ver Seção 1.2) que P−qtp o

expoente de Lyapunov Γm existe e é independente de ω. Primeiramente,

consideremos as energias E 6= ±V e mostremos que Γm(E 6= ±V ) > 0

para todo m ≥ 0 e para todo E ∈ σ(IDω(m, c)). De fato, seja Gm(E) como

no Lema 1.3. Tome α = E − V , β = E + V e reescreva T V
m (E) = T

(α)
m ,

T−V
m (E) = T

(β)
m . No caso presente, α 6= 0 e β 6= 0.

Como o problema é simétrico em α e β, a demonstração é reduzida ao

estudo dos 3 casos:

a) T
(α)
m e T (β)

m são eĺıpticas (|tr T (α)
m | < 2, |tr T (β)

m | < 2);

b) T
(α)
m é parabólica (|tr T (α)

m | = 2);

c) T
(α)
m é hiperbólica (|tr T (α)

m | > 2).

Note que nos casos b) e c) o grupo Gm(E) não é compacto.

Caso a) Como T (α)
m e T (β)

m são eĺıpticas, tem-se |α|, |β| ∈ (mc2, c
√

4 +m2c2).

Neste caso, tais matrizes não comutam. Como o operador

T (α)
m T (β)

m (T (α)
m )−1(T (β)

m )−1
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constrúıdo de dois elementos eĺıpticos não-comutativos é hiperbólico, segue

que Gm(E) não é compacto. Além disso, note que

tr (T (α)
m )2 =

α4

c4
−
(

2m2 +
4
c2

)
α2 +m2c2(4 +m2c2) + 2

(análogo para T (β)
m ). Dáı, se α2 6= 2c2 + m2c4 ou β2 6= 2c2 + m2c4, então

T
(α)
m e (T (α)

m )2 ou T (β)
m e (T (β)

m )2 são eĺıpticas. Como elementos eĺıpticos não

tem pontos fixos em P(IR2), segue que para qualquer x̃ ∈ P(IR2), Gm(E) · x̃
contém pelo menos os três elementos x̃, T (α)

m · x̃, (T (α)
m )2 · x̃ ou x̃, T

(β)
m · x̃,

(T (β)
m )2 · x̃. Portanto, pelo Lema 1.3, Γm(E) > 0. Se, por outro lado,

α2 = 2c2 +m2c4 e β2 = 2c2 +m2c4, então E = 0 e V = c
√

2 +m2c2, que é

um dos pares exclúıdos descritos no Teorema 2.3.

Caso b) Suponha que T
(α)
m é parabólica, isto é, |α| = mc2 ou |α| =

c
√

4 +m2c2. Primeiro vamos discutir a possibilidade α = mc2 (o caso

α = −mc2 é similar). Neste caso,

T (α)
m =

 1 2mc

0 1

 , e então (T (α)
m )n =

 1 2nmc

0 1

 .
Seja {e1, e2} a base canônica de IR2. Considerando um vetor x = x1e1+x2e2

e denotando por x̃ sua direção, conclui-se que limn→∞ (T (α)
m )n · x̃ = ẽ1. Se

µ̆ é uma medida de probabilidade que é invariante sob a ação de Gm(E),

e se f ∈ C∞
0 (P(IR2)), então pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue tem-se

f(ẽ1) = lim
n→∞

∫
f
(
(T (α)

m )n · x̃
)
dµ̆(x̃) .

Isto significa que µ̆ = δẽ1 . Por outro lado, a matriz T (β)
m não deixa invariante

a direção ẽ1, pois

T (β)
m e1 =

(
1 +

m2c4 − β2

c2

)
e1 +

−β +mc2

c
e2 e β 6= mc2 .

Portanto, não existe medida invariante sob a ação de Gm(E), e dáı pelo

Lema 1.3, obtêm-se Γm(E) > 0.
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Considere agora a possibilidade α = c
√

4 +m2c2 (o caso α = −c
√

4 +m2c2

é similar). Neste caso, um autovetor de

T (α)
m =


−3 mc+

√
4 +m2c2

mc−
√

4 +m2c2 1



é v1 =
(
mc+

√
4 +m2c2

2
, 1
)

. Escolhendo v2 =
(−mc+

√
4 +m2c2

2
,−1

)
um vetor ortogonal a v1, a matriz T (α)

m na base {v1, v2} é dada por
−1 −4−m2c2 +mc

√
4 +m2c2

0 −1

 .

Repetindo os cálculos anteriores para este caso, obtêm-se µ̆ = δṽ1 . Mas T
(β)
m

não deixa invariante a direção ṽ1, exceto para β = 0 ou β = c
√

4 +m2c2 = α,

que são exclúıdos pois a primeira condição implica E = −V e a segunda im-

plica V = 0. Portanto, não existe medida invariante e dáı, pelo Lema 1.3,

Γm(E) > 0.

Caso c) Suponha agora que T (α)
m é hiperbólica (então |α| < mc2 ou |α| >

c
√

4 +m2c2). É suficiente estudar a órbita das autodireções de T (α)
m , a saber

eεm =


α2 −m2c4 + ε

√
(α2 −m2c4)(α2 −m2c4 − 4c2)

2c(α−mc2)

 , ε = ±1.

Se T (β)
m é hiperbólica, então a órbita de eεm é infinita. Dáı, Γm(E) > 0 pelo

Lema 1.3. Se T (β)
m é parabólica, retorna-se ao caso b). Finalmente, suponha

que T (β)
m é eĺıptica. Se T (β)

m ẽεm 6= ẽ−ε
m , então T (β)

m ẽεm não pode pertencer as

autodireções de T (α)
m e sua órbita é infinita. Dáı, Γm(E) > 0 pelo Lema 1.3.

Se T (β)
m ẽεm = ẽ−ε

m , então após alguns cálculos obtêm-se as equações(
1 +m2c2 − β2

c2

)
(α2 −m2c4 + εu) = 4(m2c4 − βα) + (α2 −m2c4 − εu)
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com ε = ±1 e u =
√

(α2 −m2c4)(α2 −m2c4 − 4c2) 6= 0. Isto implica

β2 = 2c2+m2c4 e α = β±c
√

2, donde V = c/
√

2 e E = ±c
√

2 +m2c2−c/
√

2.

O caso simétrico em que T
(β)
m é hiperbólica implica α2 = 2c2 + m2c4 e

β = α±c
√

2, donde V = c/
√

2 e E = ±c
√

2 +m2c2 +c/
√

2. Esses são pares

exclúıdos que serão discutidos na demonstração do Teorema 2.3.

Considere agora a energia E = V (o caso E = −V é análogo). Note que

α = 0 e β = 2V . Primeiro será discutido o caso m > 0. As duas matrizes

de transferência posśıveis são

T (α)
m =

 1 +m2c2 mc

mc 1

 e T (β)
m =


1 +

m2c4 − 4V 2

c2
mc2 + 2V

c

mc2 − 2V
c

1

 .

Observe que T (α)
m e T (β)

m não comutam, e que T (α)
m é hiperbólica. É suficiente

estudar este caso para β = c
√

4 +m2c2 (T (β)
m é parabólica ). As autodireções

de T (α)
m são

eδm =


mc+ δ

√
4 +m2c2

2

1

 , δ = ±1.

As matrizes T (α)
m e T (β)

m na base {e1m, e−1
m } são dadas, respectivamente, por

 λ1 0

0 λ−1

 e


−1 4 +m2c2 −mc

√
4 +m2c2

0 −1

 ,
com

λ1λ−1 =
(

1 +
m2c2

2
+
mc
√

4 +m2c2

2

)(
1 +

m2c2

2
− mc

√
4 +m2c2

2

)
= 1.

Suponha que T (α)
m ocorra com probabilidade 0 < p < 1 e T (β)

m ocorra

com probabilidade 1−p. Denote por nα (respec. nβ) o número de vezes que

T
(α)
m (respec. T (β)

m ) ocorre no produto Φω
m(E,n, 1). Supondo, sem perda de
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generalidade, que T Vω(1)
m (E) = T

(α)
m , tem-se

Φω
m(E,n, 1) =


λnα

1 CnP (λ1, λ−1)

0 λnα
−1


P−qtp, em que Cn é uma constante e P (λ1, λ−1) é um polinômio em λ1 e

λ−1. Assim,

∥∥∥Φω
m(E,n, 1)

∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥


λnα

1

0


∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= λnα
1 , λ1 > 1,

e portanto P−qtp,

Γm(E = V ) = lim
n→∞

1
|n|

ln ‖Φω
m(E,n, 1)‖ ≥ (lnλ1) lim

n→∞
nα

|n|
= (lnλ1)p > 0.

Agora será discutido o caso m = 0. Neste caso,

T
(α)
0 = Id2 e T

(β)
0 =


1− 4V 2/c2 2V/c

−2V/c 1

 .

Então, encontra-se

lim
n→∞

‖(T (β)
0 )n‖1/n = 1

se V ∈ (0, c] e

lim
n→∞

‖(T (β)
0 )n‖1/n > 1

se V > c. Dáı, se V ∈ (0, c], V 6= c/
√

2, então

Γ0(E = V ) = lim
n→∞

nβ

|n|
ln ‖(T (β)

0 )nβ‖1/nβ = (1− p) ln 1 = 0,

e Γ0(E = V ) > 0 se V > c. 2

Demonstração (Teorema 2.3): Analisando a demonstração dos Teore-

mas 2.1 e 2.2, observa-se que para V = c/
√

2 (respec. V = c
√

2 +m2c2)
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tem-se Γm(EV 6= ±c
√

2 +m2c2 ± c/
√

2) > 0 (respec. Γm(EV 6= 0) > 0) e

então as mesmas conclusões do Teorema 2.1 (respec. Teorema 2.2) valem.

Resta mostrar que Γm se anula para (V = c
√

2 +m2c2, EV = 0) e os quatro

pares (V = c/
√

2, EV = ±c
√

2 +m2c2 ± c/
√

2 ). Note que em todos esses

casos EV ∈ σ(IDω(m, c)) P−qtp.

Primeiro será tratado o caso (V = c/
√

2, EV = −c
√

2 +m2c2 − c/
√

2 )

(os outros três casos exclúıdos para V = c/
√

2 são similares). Neste caso,

tem-se β = −c
√

2 +m2c2 e α = β − c
√

2. Os autovetores de T (α)
m são dados

por 
2c−

√
2β + ε

√
4c2 + 2m2c4 − 2

√
2cβ

β − c
√

2−mc2

1

 , ε = ±1,

e olhando para as matrizes na base formada por esses dois vetores, o estudo

é reduzido ao produto de matrizes dos dois tipos abaixo: λ+ 0

0 λ−

 e

 0 κ−

κ+ 0


com λ+λ− = 1 e κ+κ− = −1, sendo

λ± = −1 +
√

2β
c

±

√
4c2 + 2m2c4 − 2

√
2cβ

c

e

κ± =
(
− β

c
+mc

)(2c−
√

2β ±
√

4c2 + 2m2c4 − 2
√

2cβ

β − c
√

2−mc2

)
+ 1.

Além disso,

(T (β)
m )2 =


−1 mc+ β/c

mc− β/c 1


2

= −Id2 .

Assim, a demonstração de que

Γm(EV = −c
√

2 +m2c2 − c/
√

2, V = c/
√

2 ) = 0

é análoga ao caso Schrödinger (ver a demonstração do Teorema 2.4 em [19]).
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Agora considere o caso exclúıdo (V = c
√

2 +m2c2, EV = 0). Neste

caso, α2 = β2 = 2c2 + m2c4. Como α 6= β (caso contrário, V = 0), então

α = −β = ±c
√

2 +m2c2. Notando que (T (α)
m )2 = (T (β)

m )2 = −Id2 e

T
(α)
m T

(β)
m é hiperbólica, a demonstração de que

Γm(EV = 0, V = c
√

2 +m2c2 ) = 0

é novamente análoga ao correspondente caso Schrödinger (ver a demons-

tração do Teorema 2.4 em [19]). 2

2.2 Transporte

Nesta seção apresentaremos o resultado sobre transporte quântico para os

operadores de Dirac-Bernoulli IDω(0, c) com massa zero (m = 0). Tais ope-

radores têm energias cŕıticas EV = ±V para V ∈ (0, c] , V 6= c/
√

2, como na

Definição 1.8, pois T V
0 (V ) = Id2 e T−V

0 (V ) é eĺıptica ou T−V
0 (−V ) = Id2

e T V
0 (−V ) é eĺıptica. Assim, existe uma matriz Q real e invert́ıvel satis-

fazendo

Q T±V
0 (EV ) Q−1 =

 cos(η±) −sen(η±)

sen(η±) cos(η±)

 .
Como os autovalores desta matriz são eiη± e e−iη± , para ambos os casos

acima segue que η+ − η− 6= kπ, k ∈ ZZ (uma condição requerida para os

resultados de [33]). Usando as variáveis de Prüfer modificadas, os shifts de

fase, as somas oscilatórias e as estimativas de desvio amplo, como em [33]

(adaptados adequadamente para IDω(0, c)), obtêm-se o seguinte resultado

(detalhes omitidos):

Lema 2.4 Seja κ > 0 arbitrário. Então existem b > 0 e C < ∞ tais que

para cada N ∈ IN, existe um conjunto ΩN (κ) ⊂ Ω com P (ΩN (κ)) ≤ Ce−bNκ

e

‖Φω
0 (E,n, 1)‖ ≤ C

para todo ω ∈ Ω\ΩN (κ), E ∈ [EV −N−κ−1/2, EV +N−κ−1/2] e 1 ≤ n ≤ N .
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Por outro lado, como ‖Q T±V
0 (EV ) Q−1‖ = 1, expandindo T±V

0 (EV + ε)

em potências de ε obtêm-se

‖Q T±V
0 (EV + ε) Q−1‖ ≤ 1 + a|ε|

para |ε| ≤ δ, 0 < a <∞, e deduz-se o seguinte

Lema 2.5 Para cada δ > 0 existe C <∞, de forma que para todo n ∈ ZZ e

todo E ∈ [EV − δ, EV + δ], tem-se

‖Φω
0 (E,n, 1)‖ ≤ CeCδ|n−1|.

Agora vamos apresentar o resultado sobre transporte para os operadores

IDω(0, c); em particular, abordaremos o item (iii) do Teorema 0.2 (ver In-

trodução). Recorde a média temporal A(q)
Ψ,ω(0, T ) definida em (4).

Teorema 2.6 Seja (IDω(0, c))ω∈Ω a famı́lia de operadores definidos por (3)

e considere V ∈ (0, c], V 6= c/
√

2. Então, para q > 0 e Ψ com apenas uma

componente não-nula, existe 0 < Cq(ω) <∞ de modo que para T ≥ 1,

(i) A
(q)
Ψ,ω(0, T ) ≥ Cq(ω)T q−1/2 P− qtp,

(ii) A
(q)
Ψ,ω(0, T ) ≥ Cq(ω)T q−1 para todo ω,

i.e., IDω(0, c) apresenta transporte quântico em seu espectro.

Demonstração:

(i) Demonstraremos o teorema para Ψ = δ+0 (o caso geral é análogo). Dado

κ > 0, pelo Lema 2.4 existem b > 0 e C < ∞ de modo que, aplicando esse

lema para N = [T ], juntamente com o Lema 1.9 para m = 0 e ζ = i/T ,

conclui-se que existem C̃ <∞ e um conjunto ΩN (κ) ⊂ Ω com P(ΩN (κ)) ≤
Ce−bNκ

satisfazendo

‖Φω
0 (E + i/T, n, 1)‖ ≤ C̃ (2.2)

para todo ω ∈ Ω\ΩN (κ), E ∈ IV = [EV − N−κ−1/2, EV + N−κ−1/2] e

1 ≤ n ≤ N . Supondo que

|G+
0,ω(E + i/T, 1)|2 + |G−

0,ω(E + i/T, 0)|2 ≥ B1(ω) > 0,
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segue de (1.10) e da igualdade ‖Φω
0 (E + i/T, n, 1)−1‖ = ‖Φω

0 (E + i/T, n, 1)‖
que

max{|G+
0,ω(E + i/T, n)|2, |G−

0,ω(E + i/T, n− 1)|2} ≥ B1(ω)
2‖Φω

0 (E + i/T, n, 1)‖2
.

Assim, substituindo (2.2) e a relação acima no Lema 1.10, obtêm-se P−qtp,

A
(q)

δ+
0 ,ω

(0, T ) ≥ 1
πT

∑
0≤n≤[T ]

nq
∫

IV

B1(ω)
2C2

dE ≥ Bq(ω)T qN−κ−1/2

≥ Cq(ω)T q−1/2−κ,

para alguma constante Cq(ω) > 0. Se, por outro lado,

|G+
0,ω(E + i/T, 0)|2 + |G−

0,ω(E + i/T,−1)|2 ≥ B2(ω) > 0,

então obtêm-se a mesma estimativa de modo análogo, usando (1.9) em vez

de (1.10). Como κ > 0 é arbitrário, conclui-se o resultado.

(ii) Segue dos argumentos acima usando o Lema 2.5 no lugar do Lema 2.4.

2

2.3 Comparação Dinâmica

O objetivo desta seção é comparar os momentos dinâmicos M (q)
Ψ (m, t) (ver

Definição 0.1) associados aos operadores ID(m, c) definidos por (2), para

massas diferentes e potenciais gerais; em particular para os casos Bernoulli

massivo e massa zero. Além disso, será apresentado um limite superior baĺıs-

tico para os momentos dinâmicos, também válido para potenciais gerais (ver

Teorema 2.9).

O principal resultado desta seção é o

Teorema 2.7 Sejam ID(m, c) e ID(m′, c) operadores de Dirac sobre l2(ZZ,C2)

definidos por (2) com o mesmo potencial Ṽ , e seja Ψ o estado inicial com

apenas uma componente não-nula. Dado T > 0, existe uma constante

Bq > 0 de modo que

sup
0≤t≤T

∣∣∣M (q)
Ψ (m, t)−M

(q)
Ψ (m′, t)

∣∣∣ ≤ Bq |m−m′|c2 T q+2. (2.3)
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Demonstração: Observe que para m = m′ o resultado é imediato. Suponha

m 6= m′. Para a demonstração assumiremos que m > 0, m′ = 0 e Ψ = δ+0

(o caso m > 0, m′ > 0 e Ψ como na hipótese é similar).

Para α > 0 fixado, considere o espaço de Banach

Bα :=

{
ϕ ∈ l2(ZZ,C2) : ‖ϕ‖α = sup

k∈ZZ
eα|k|

(
|〈δ+k , ϕ〉|+ |〈δ−k , ϕ〉|

)
<∞

}
.

Como ID(m, c) é um operador limitado em Bα, segue que

|〈δ+n , e−iID(m,c)tδ+0 〉|+ |〈δ−n , e−iID(m,c)tδ+0 〉| ≤ ‖e−iID(m,c)tδ+0 ‖α e−nα

≤ e−nα+t‖ID(m,c)‖α . (2.4)

Para k ∈ IN denote porXk a restrição do operador posiçãoX ao conjunto

{n ∈ ZZ : |n| ≤ k} e por M (q),k

δ+
0

(m, t) o correspondente momento dinâmico.

Então, para todo t ≤ α k

2‖ID(m, c)‖α
, usando (2.4) tem-se

∣∣∣∣M (q)

δ+
0

(m, t)−M
(q),k

δ+
0

(m, t)
∣∣∣∣ =

=
∑
|n|>k

|n|q
(∣∣∣〈δ+n , e−iID(m,c)tδ+0 〉

∣∣∣2 +
∣∣∣〈δ−n , e−iID(m,c)tδ+0 〉

∣∣∣2)
≤ C1(q)kqe−kα+2t‖ID(m,c)‖α ≤ C1(q)kq. (2.5)

Além disso, segue da fórmula de DuHamel que

M
(q),k

δ+
0

(m, t)−M
(q),k

δ+
0

(0, t) =

−i
∫ t

0

〈
δ+0 , e

iID(m,c)t|Xk|qe−iID(m,c)(t−s) (ID(m, c)− ID(0, c)) e−iID(0,c)sδ+0

〉
ds

+i
∫ t

0

〈
δ+0 , e

iID(m,c)(t−s)(ID(m, c)− ID(0, c))eiID(0,c)s|Xk|qe−iID(0,c)tδ+0

〉
ds.

Dáı, para t ≤ α k

2‖ID(m, c)‖α
, usando (2.4), o fato do operador eiID(m,c)t so-

bre `2(ZZ,C2) ser unitário e Cauchy-Schwarz, encontra-se∣∣∣M (q),k

δ+
0

(m, t)−M
(q),k

δ+
0

(0, t)
∣∣∣ ≤ C2(q)mc2kq+1t e−kα+t‖ID(m,c)‖α

≤ C2(q)mc2
α

2‖ID(m, c)‖α
kq+2. (2.6)
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Assim, de (2.5) e (2.6) obtêm-se∣∣∣∣M (q)

δ+
0

(m, t)−M
(q)

δ+
0

(0, t)
∣∣∣∣ ≤ Bqmc

2 α

2‖ID(m, c)‖α
kq+2,

para todo t ≤ α k

2‖ID(m, c)‖α
.

Agora, para cada T > 0, escolha k sendo o menor inteiro de modo que

k ≥ 2‖ID(m, c)‖α

α
T.

Portanto, para todo t ≤ T ,∣∣∣M (q)

δ+
0

(m, t)−M
(q)

δ+
0

(0, t)
∣∣∣ ≤ Bqmc

2T q+2. 2

Com respeito ao modelo de Dirac-Bernoulli (3), a relação (2.3) para

m > 0 em′ = 0 fornece uma estimativa de como, para tempos pequenos e/ou

massa suficientemente pequena, a dinâmica do regime localizado acompanha

a do regime não-localizado. Em termos da média temporal dos momentos

dinâmicos A(q)
Ψ,ω(m,T ), definida em (4), tem-se

Corolário 2.8 Seja (IDω(m, c))ω∈Ω com m ≥ 0, a famı́lia de operadores

definidos por (3) e considere V ∈ (0, c], V 6= c/
√

2. Então, para q > 0 e Ψ

com apenas uma componente não-nula, existe C̃q,ω > 0 tal que para T ≥ 1,∣∣∣∣∣∣1− A
(q)
Ψ,ω(m,T )

A
(q)
Ψ,ω(0, T )

∣∣∣∣∣∣ ≤ C̃q,ω mc
2T 5/2 P− qtp .

Note que o expoente na potência de T não depende de q.

Demonstração: Aplicando o Teorema 2.7 com m > 0 e m′ = 0, segue que

para todo T > 0,∣∣∣A(q)
Ψ,ω(m,T )−A

(q)
Ψ,ω(0, T )

∣∣∣ ≤ Υ(q + 3) Cq,ω mc
2T q+2,

em que Υ(q) =
∫∞
0 e−uuq−1du (função gama). Pelo Teorema 2.6 (i), existe

uma constante Bq(ω) > 0 tal que para T ≥ 1,

A
(q)
Ψ,ω(0, T ) ≥ Bq(ω)T q−1/2 P− qtp,
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e o resultado segue com C̃q,ω = Υ(q + 3) Cq,ω/Bq(ω). 2

O Teorema seguinte estabelece um limite superior bem geral para os

momentos dinâmicos; note que ele é válido para qualquer potencial Ṽ e não

é restrito ao caso Bernoulli.

Teorema 2.9 Sejam ID(m, c) com m ≥ 0, os operadores de Dirac definidos

por (2) e Ψ com apenas uma componente não-nula (portanto, no domı́nio de

|X|q para todo q > 0). Então, para cada q ∈ IN, existe 0 < Kq(Ṽ ,m, c) <∞
de forma que

M
(q)
Ψ (m, t) ≤ Kq(Ṽ ,m, c) tq, t ≥ 1.

Demonstração: Os argumentos serão uma variação de [42]. Defina o ope-

rador

p := i [ID(m, c), X] = ci

 0 −D∗ − 1

D + 1 0


com [· , ·] denotando o comutador. Note que p é auto-adjunto e limitado.

Sejam

X(t) = eiID(m,c)tXe−iID(m,c)t e p(t) = eiID(m,c)tp e−iID(m,c)t.

Assim,

d

dt
X(t) = i [ID(m, c), X(t)] = eiID(m,c)ti [ID(m, c), X] e−iID(m,c)t = p(t),

e portanto

X(t) = X +
∫ t

0
p(s) ds.

Usando esta relação, a limitação ‖p(t)‖ = ‖p‖ <∞ para todo t, a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, e mantendo somente os termos dominantes para t

grande, segue que para t ≥ 1 e q ∈ IN, existe Cq(Ṽ ,m, c) > 0 tal que

M
(q)
Ψ (m, t) = 〈Ψ, |X(t)|qΨ〉

≤ Cq(Ṽ ,m, c)
∫ t

0
· · ·
∫ t

0
〈Ψ, p(s1) · · · p(sq)Ψ〉 ds1 · · · dsq

≤ Cq(Ṽ ,m, c)‖p‖q tq = Kq(Ṽ ,m, c) tq. 2
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Observações:

i) Usando o Teorema 2.9 obtêm-se (para q ∈ IN)∣∣∣M (q)
Ψ (m, t)−M

(q)
Ψ (m′, t)

∣∣∣ ≤ K̃q(ω,m,m′, c) tq,

mas sem a expressão para a constante K̃q(ω,m,m′, c). O preço pago

pela dependência expĺıcita das massas e da velocidade da luz no Teo-

rema 2.7 é o expoente q+2 em vez de q. Da mesma forma, o expoente

5/2 no Corolário 2.8 poderia ser substitúıdo por 3/2, mas sem a de-

pendência precisa de m e c na constante multiplicativa resultante.

ii) É posśıvel ajustar a constante Kq no Teorema 2.9 de modo que o

limite superior valha com t ≥ ε, para qualquer ε > 0 dado, em vez

de t ≥ 1. Como M (q)
Ψ (m, t) ≥ M

(q′)
Ψ (m, t) para q ≥ q′, é evidente que

M
(q)
Ψ (m, t) ≤ Kdqe(Ṽ ,m, c) tdqe para q real.
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Caṕıtulo 3

Modelo Quase-Baĺıstico

Neste caṕıtulo consideraremos os operadores de Schrödinger HW
ω,S definidos

por (5) (modelo quase-baĺıstico), juntamente com suas versões discretas de

Dirac, e usaremos os resultados preliminares da Seção 1.3 para estudar o

comportamento dinâmico (transporte quase-baĺıstico) e o tipo espectral de

tais operadores. Dedicaremos a Seção 3.2 para as aplicações dos resultados

sobre transporte e espectro.

3.1 Transporte Quase-Baĺıstico e Espectro Pontual

Nesta seção apresentaremos o resultado sobre transporte quase-baĺıstico

(Teorema 3.1) para os operadores HW
ω,S e também um resultado espectral

(Teorema 3.3) que será usado em algumas aplicações.

O principal resultado teórico deste caṕıtulo é o

Teorema 3.1 Sejam HW
ω,S os operadores definidos por (5) sobre `2(IN),

com S e W (como em (7)) fixados. Suponha que exista um conjunto denso A
de condições iniciais em Ω, de modo que para cada ω ∈ A é posśıvel encon-

trar um intervalo fechado Jω
S ⊂ σ(H0

ω,S) (i.e., o espectro no caso W ≡ 0)

com `(Jω
S ) > 0 e 0 < Cω(S) <∞ de forma que

‖Φ0
ω,S(E,n, 0)‖ ≤ Cω(S), ∀ E ∈ Jω

S e ∀ n ∈ IN. (3.1)

Suponha também que existam 0 < C < ∞ e uma função não-decrescente
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hS : IN → IR satisfazendo

d(Snθ, Snω) ≤ Cd(θ, ω)hS(n), ∀ θ, ω ∈ Ω e ∀ n ∈ IN.

Então, existe um conjunto Gδ denso Ω̃ ⊂ Ω de modo que para cada ω ∈ Ω̃,

o operador HW
ω,S apresenta transporte quase-baĺıstico.

Observações:

i) O Teorema 3.1 pode ser adaptado para a correspondente versão dis-

creta de Dirac e também para `2(ZZ).

ii) O conjunto Ω̃ no Teorema 3.1 não depende da perturbação W (in-

cluindo o caso W ≡ 0).

(iii) Neste trabalho (e talvez na maior parte das aplicações futuras) o con-

junto A no Teorema 3.1 é composto de órbitas periódicas da apli-

cação S.

Com o intuito de demonstrar o Teorema 3.1, o seguinte resultado técnico

será usado:

Lema 3.2 Seja KµW
θ,S

(r, ε) definido por (1.11) e A o conjunto descrito no

Teorema 3.1. Para cada ω ∈ A, existe ε(ω, S) > 0 de modo que para todo

0 < ε < ε(ω, S), é posśıvel escolher δ(ε, ω, S) > 0 de forma que se d(θ, ω) <

δ(ε, ω, S), então para qualquer r ∈ (0, 1) existe 0 < Cr <∞ com

KµW
θ,S

(r, ε) ≥ Cr
ε−1+r

log(ε−1)
.

Demonstração: Para cada ω ∈ A fixado, existem um intervalo fechado

Jω
S ⊂ σ(H0

ω,S) com `(Jω
S ) ≥ Lω(S) > 0 e 0 < Cω(S) <∞ de forma que

‖Φ0
ω,S(E,n, 0)‖ ≤ Cω(S), ∀ E ∈ Jω

S e ∀ n ∈ IN.

Como W satisfaz (7), pelo Teorema 2 de [16] segue que

‖ΦW
ω,S(E,n, 0)‖2 ≤ C̃ω(S), ∀ E ∈ Jω

S e ∀ n ∈ IN. (3.2)

Escolha ε(ω, S) > 0 tal que se ε < ε(ω, S), então para qualquer r ∈ (0, 1),

max{C̃ω(S), Lω(S)−1} ≤
(
log(ε−1)

)1/(1+r)
. (3.3)
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Agora note que, por (6) e pela hipótese do Teorema 3.1, tem-se

|F (Snθ)− F (Snω)| ≤ Ld(Snθ, Snω) ≤ LCd(θ, ω)hS(n), (3.4)

para quaisquer θ, ω ∈ Ω e para todo n ∈ IN. Escolha ρ > 0. Como uma

conseqüência de (3.2), (3.4) e Lema 1.14, obtêm-se que para ω ∈ A fixado e

para qualquer ε < ε(ω, S),

‖ΦW
θ,S(E,n, 0)‖2 ≤ C̃ω(S)e2λC̃ω(S)LCd(θ,ω)hS([ε−1−ρ])ε−1−ρ

≤ 2λLCC̃ω(S), (3.5)

para todo E ∈ Jω
S e para todo 1 ≤ n ≤ [ε−1−ρ], em que requeremos d(θ, ω)

suficientemente pequena (o que determina δ(ε, ω, S) > 0) de modo que

2λ log(ε−1)LCd(θ, ω)hS([ε−1−ρ])ε−1−ρ ≤ log(2λLC).

Assim, pelo Lema 1.13 com γ = 2, por (3.3) e (3.5), segue que para ε

suficientemente pequeno,

µW
θ,S(E − ε, E + ε) ≥ C1(2λLCC̃ω(S))−1ε− C2ε

2

≥ C3
ε

(log(ε−1))1/(1+r)
,

para todo E ∈ Jω
S . Portanto, para qualquer r ∈ (0, 1) e ε < ε(ω, S), segue

de (1.11), (3.3) e da desigualdade acima que

KµW
θ,S

(r, ε) ≥ Cr
ε−1+r

( log(ε−1))r/(1+r)
`(Jω

S ) ≥ Cr
ε−1+r

log(ε−1)
. 2

Observação: O Lema 3.2 vale se a função logaŕıtmica é substitúıda por

qualquer g : IR → IR com limt→∞ g(t) = ∞ e limt→∞ g(t)/t = 0.

Agora vamos apresentar a

Demonstração (Teorema 3.1): Para cada n ∈ IN \ {0}, defina o conjunto

Bn =
{
θ ∈ Ω

∣∣∣ ∃ ε < 1
n

: KµW
θ,S

(r, ε) ≥ Cr
ε−1+r

log(ε−1)

}
.
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Como A é denso em Ω, pelo Lema 3.2 cada Bn contém um conjunto aberto

denso. Portanto, pelo Teorema de Baire,
⋂∞

n=1Bn contém um conjunto Gδ

denso, que denotaremos por Ω̃. Note que para cada θ ∈ Ω̃ existe uma

seqüência εn → 0 de forma que

KµW
θ,S

(r, εn) ≥ Cr
ε−1+r
n

log(ε−1
n )

,

para qualquer r ∈ (0, 1). Escolhendo r = (1 + q)−1, segue do Lema 1.12 que

para qualquer θ ∈ Ω̃ e para todo q > 0, β+
θ,S,W (q) = 1, i.e., o operador HW

θ,S

apresenta transporte quase-baĺıstico. 2

Com respeito ao tipo espectral, temos a seguinte conseqüência do critério

de Simon-Wolff (ver Lema 1.16):

Teorema 3.3 ([44]) Sejam HW
ω,S os operadores definidos por (5) sobre `2(ZZ)

com W = κ〈δ1, ·〉δ1, κ ∈ IR. Fixe um intervalo [a, b]. Se Γ0
S(E) > 0 para

E ∈ [a, b] `− qtp, então restrito ao subespaço ćıclico gerado por δ1, o opera-

dor HW
ω,S tem espectro pontual puro em [a, b], para κ `− qtp e ω ν− qtp.

Demonstração: Por hipótese, Γ0
S(E) > 0 para E ∈ [a, b] ` − qtp. O Teo-

rema de Ruelle-Oseledec [40] implica que existem soluções ψ± da equação

(1.12), para E ∈ [a, b] ` − qtp, que estão em `2 em ±∞ (i.e., elas decaem

exponencialmente). Dáı, pelo Lema 1.15, ou E é um autovalor de H0
θ,S ou

Rθ,S(E) < ∞. Como H0
θ,S tem somente uma quantidade enumerável de

autovalores, é posśıvel concluir que Rθ,S(E) < ∞ para E ∈ [a, b] ` − qtp.

Portanto, segue do Lema 1.16 que, restrito ao subespaço ćıclico gerado por

δ1, o operador HW
θ,S tem espectro pontual puro em [a, b], para θ ν − qtp e

κ `− qtp. 2

Observação: O Teorema 3.3 tem uma versão análoga para `2(IN); neste

caso, como o vetor δ1 é ćıclico para H0
ω,S , as conclusões do Teorema valem

em `2(IN).
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3.2 Aplicações

Esta seção é dedicada às aplicações dos Teoremas 3.1 e 3.3. Algumas delas

fornecem exemplos de operadores quânticos com transporte quase-baĺıstico

e espectro pontual (pontual puro no caso `2(IN)). Tais aplicações são as

principais contribuições deste caṕıtulo e cada uma delas tem uma contra-

partida para o modelo de Dirac discreto. Em particular, será demonstrado

o Teorema 0.4 (ver Introdução).

3.2.1 Anosov e Axioma A

Seja M uma variedade compacta diferenciável. Recordemos que um difeo-

morfismo S : M → M satisfaz o Axioma A de Smale [34] se seu conjunto

não-errante Ω = Ω(S) é hiperbólico com respeito a S e o conjunto de pon-

tos periódicos de S é denso em Ω. Sabe-se que para sistemas dinâmicos

Axioma A, o conjunto Ω é uma união finita (disjunta) de conjuntos fecha-

dos, invariantes e transitivos (i.e., existe uma órbita densa); cada um deles

é chamado de conjunto básico para S.

Pela hiperbolicidade de Ω(S), existem C > 0 e γ > 1 com

d(Snθ, Snω) ≤ Cγ|n|d(θ, ω), ∀ θ, ω ∈ Ω e ∀ n ∈ ZZ (ou IN).

Agora, tomando F : M → IR continuamente diferenciável, a condição de

Lipschitz (6) é imediatamente satisfeita. Assim, o Teorema 3.1 é aplicável

comA sendo o conjunto de condições iniciais constitúıdo das órbitas periódi-

cas de S (a hipótese (3.1) é satisfeita devido à [36, 23]). Portanto, existe um

conjunto Gδ denso Ω̃ ⊂ Ω, de modo que para cada condição inicial ω ∈ Ω̃, o

operador de Schrödinger HW
ω,S apresenta transporte quase-baĺıstico.

É interessante notar que devido à hiperbolicidade de Ω o conjunto de

pontos periódicos de S é no máximo enumerável, de modo que para sistemas

Axioma A “caóticos”, o conjunto Gδ denso para o qual ocorre transporte

quase-baĺıstico é de fato não-trivial (ou seja, distinto de A).

Recordemos também que se M é hiperbólico com respeito a S, então

S é dito ser um difeomorfismo Anosov. Esse sistema satisfaz o Axioma A

e portanto vale a conclusão acima sobre transporte quase-baĺıstico. Parece

ser uma questão em aberto se para difeomorfismos Anosov os conjuntos
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não-errantes Ω sempre coincidem com M ; no caso de difeomorfismo Anosov

sobre o toro T2 sabe-se que existe exatamente um conjunto básico e este

coincide com o toro inteiro.

3.2.2 Aplicação de Duplicação

Considere o operador HW
θ,S definido por (5) sobre `2(IN), com S a trans-

formação sobre Ω = [0, 2π] dada por Sθ = 2θ (mod 2π) e F = cos : Ω → IR

(ou mais geral, F continuamente diferenciável e periódica não-constante).

Note que F satisfaz a condição de Lipschitz. O conjunto

A = {θ cuja expansão na base 2 é periódica}

é denso em Ω. Como cada elemento de A corresponde a uma órbita periódica

de S, segue de [36, 23] que A satisfaz a hipótese do Teorema 3.1. Além disso,

para quaisquer θ, ω ∈ Ω = [0, 2π] e n ∈ IN, tem-se

d(Snθ, Snω) = |2nθ − 2nω| = 2nd(θ, ω).

Portanto, pelo Teorema 3.1, existe um conjunto Gδ denso Ω̃ ⊂ [0, 2π] de

modo que para qualquer θ ∈ Ω̃ e para todo q > 0, β+
θ,S,W (q) = 1. Observe

que Ω̃ é não-trivial, pois A é enumerável em Ω.

Agora fixe δ > 0 (pequeno) e λ > 0 suficientemente pequeno. Bourgain e

Schlag [10] demonstraram que para θ ∈ [0, 2π] `− qtp, o operador H0
θ,S tem

espectro pontual puro em [−2 + δ,−δ]∪ [δ, 2− δ] com autofunções decaindo

exponencialmente. Em particular, Γ0
S(E) > 0 para E ∈ [−2+δ,−δ]∪[δ, 2−δ].

Como em prinćıpio Ω̃ pode ter medida nula, não podemos concluir que existe

elemento de Ω̃ cujo operador correspondente tem espectro pontual.

3.2.3 Aplicações Unidimensionais Caóticas

Seja I um intervalo compacto em IR e S : I → I uma aplicação continua-

mente diferenciável. Suponha que restrito a Λ ⊂ I a aplicação S é caótica

como na definição de Devaney ([25], pg. 50), ou seja, é sensitiva sobre as

condições iniciais, topologicamente transitiva, e os pontos periódicos são den-

sos em Λ. Os potenciais para os operadores de Schrödinger (5) sobre `2(IN)

serão as próprias órbitas de S, de modo que F é a aplicação identidade (ou
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qualquer outra função Lipschitz). As hipóteses sobre F e S no Teorema 3.1

são claramente satisfeitas, assim como a existência do conjunto A.

Exemplos espećıficos são os polinômios de Tchebycheff [25]; por exemplo,

x 7→ 4x3−3x e x 7→ 8x4−8x2+1 são caóticos sobre [−1, 1]. Para r > 2+
√

5,

a aplicação Sr(x) = rx(1−x) é caótica sobre o conjunto Λ ⊂ [0, 1] de pontos

que nunca escapam de [0, 1] por meio das iteradas de Sr; para r = 4 a

aplicação S4 é caótica sobre Λ = [0, 1].

Portanto, para a famı́lia de operadores HW
x,S , com S caótica como acima,

existe um conjunto Gδ denso Ω̃ ⊂ Λ de modo que para qualquer x ∈ Ω̃, o

correspondente operador apresenta transporte quase-baĺıstico. É um pro-

blema em aberto bem interessante dizer algo sobre o espectro de tais ope-

radores. Ele é “em geral” pontual puro como diz a intuição? O que dizer

sobre x ∈ Ω̃?

3.2.4 Modelo de Anderson

Considere o operador HW
ω,S definido por (5) sobre `2(ZZ), sendo S o shift

sobre Ω = [−1, 1]ZZ dado por (Sω)j = ωj+1 e F : Ω → [−1, 1] definida por

F (ω) = ω0. Assume-se que ωn = (Snω)0 = F (Snω) são variáveis aleatórias

i.i.d. com medida de probabilidade comum µ, não-concentrada em um único

ponto e
∫
|ωn|αdµ(ωn) < ∞ para algum α > 0. Denote por ν =

∏
n∈ZZ µ a

medida de probabilidade sobre Ω. A métrica sobre Ω é dada por

d(ω, θ) =
∑
j∈ZZ

d0(ωj , θj)
2|j|

,

sendo d0 a métrica discreta. Para quaisquer ω, θ ∈ Ω, tem-se

|F (ω)− F (θ)| = |ω0 − θ0| ≤ 2d(ω, θ),

e portanto F é Lipschitz. O conjunto A de seqüências periódicas em Ω é

denso em Ω. Como cada seqüência periódica determina uma órbita periódica

de S, segue de [36, 23] que A satisfaz a hipótese do Teorema 3.1. Além disso,

para quaisquer ω, θ ∈ Ω e para todo n ∈ ZZ, tem-se

d(Snω, Snθ) ≤ 2|n|
∑
j∈ZZ

d0(ωj+n, θj+n)
2|j+n| = d(ω, θ) 2|n|.
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Portanto, pelo Teorema 3.1, existe um conjunto Gδ denso Ω̃ ⊂ Ω de modo

que para qualquer ω ∈ Ω̃ e para todo q > 0, β+
ω,S,W (q) = 1. Observe que Ω̃

é não-trivial, pois A é enumerável em Ω.

Em [11, 41, 50] foi demonstrado que para ω ν − qtp, H0
ω,S tem espectro

pontual puro com autofunções decaindo exponencialmente. Em particular,

Γ0
S(E) > 0 para todo E. Como na Aplicação 3.2.2, não podemos concluir

que existem elementos de Ω̃ cujos operadores correspondentes apresentam

espectros pontuais. O transporte quase-baĺıstico obtido acima deveria ser

contrastado com a localização dinâmica mostrada ν−qtp em [29], para este

modelo. Em seguida um importante caso particular é destacado.

3.2.5 Modelo de Anderson-Bernoulli

Tome HW
ω,S como na Aplicação 3.2.4, com Ω = {a1, . . . , ak}ZZ, ai ∈ IR, e

para cada n ∈ ZZ, a medida µ dada por µ(ωn = ai) = pi, 0 < pi < 1 e∑k
i=1 pi = 1. Valem as mesmas conclusões da Aplicação 3.2.4.

3.2.6 Rotações em S1 com Condição Anaĺıtica sobre F

Considere o operador HW
(θ,α),S definido por (5), em que S é a transformação

sobre Ωa := S1 × [−a, a] (S1 = {eiθ : 0 ≤ θ ≤ 2π} e a > 0 fixado) dada por

S(θ, α) = (θ+πα, α) e F = g◦π1 com g : S1 → IR anaĺıtica não-constante de

peŕıodo 1 e π1 : Ωa → S1 a projeção dada por π1(θ, α) = θ. Para quaisquer

(θ, α), (ω, β) ∈ Ωa, segue do Teorema do Valor Médio que

|F (θ, α)− F (ω, β)| = |g(θ)− g(ω)|

≤
(

sup
z∈S1

|g′(z)|
)
|θ − ω|

≤ L d((θ, α), (ω, β)),

com L = supz∈S1 |g′(z)| e d((θ, α), (ω, β)) =
√

(θ − ω)2 + (α− β)2; em

outras palavras, F satisfaz a condição de Lipschitz. O conjunto

A = {(θ, α0) : θ ∈ S1, α0 ∈ Q∩ [−a, a]}

é denso em Ωa e para cada (θ, α0) ∈ A, Sn(θ, α0) descreve uma órbita

periódica na “altura” α0. Portanto, o potencial λF (Sn(θ, α0)) é periódico



3.2. APLICAÇÕES 53

e, devido a [36, 23], A satisfaz a hipótese (3.1) do Teorema 3.1. Agora, note

que para quaisquer (θ, α), (ω, β) ∈ Ωa e para todo n ∈ ZZ \ {0} (n = 0 é

trivial) tem-se

d(Sn(θ, α), Sn(ω, β)) ≤ d(Sn(θ, α), Sn(θ, β)) + d(Sn(θ, β), Sn(ω, β))

=
√
n2π2(α− β)2 + (α− β)2 +

√
(θ − ω)2

≤
(√

π2 + 1 |α− β|+ |θ − ω|
)
|n|

≤
(√

π2 + 1 + 1
)
d((θ, α), (ω, β)) |n|.

Portanto, pelo Teorema 3.1, existe um conjunto Gδ denso Ω̃a ⊂ Ωa de modo

que para qualquer (θ, α) ∈ Ω̃a e para todo q > 0, β+
(θ,α),S,W (q) = 1, com

W satisfazendo (7) (Ω̃a é não-trivial, pois A é enumerável em Ωa). Observe

que F (Sn(θ, α)) = g(θ + nπα).

Segue de Sorets e Spencer [46] que existe um número λ0(F ) > 0 de forma

que para λ > λ0, Γ0
S(E) > 0 para todo E, todo irracional α e θ ` − qtp

(` sobre S1 é ergódica com respeito a π1 ◦ S). Como o conjunto genérico

Ω̃a pode ter medida nula, não estamos seguros para aplicar o Teorema 3.3

a elementos de Ω̃a e obter transporte quase-baĺıstico com espectro pontual

puro. No entanto, o contexto original em [23, 30] (i.e., considerar para

cada α uma aplicação diferente) para a função co-seno, implica uniformi-

dade em θ também em nosso caso, e com isso obtemos novos exemplos de

operadores de Schrödinger com espectro pontual puro e transporte quase-

baĺıstico. Vamos reconsiderar aquela construção, pois ela será usada também

na Aplicação 3.2.10.

Primeiramente, substitua (reescreva, de fato) HW
(θ,α),S por HW

θ,Sα
, com

Sα(θ) = θ + πα, θ ∈ S1, e F = g (tome π1 igual a identidade). Para cada

α0 ∈ Q e θ ∈ S1, o potencial λF (Sn
α0

(θ)) é periódico e existe um intervalo

Jθ
α0
⊂ σ(H0

θ,Sα0
) com `(Jθ

α0
) > 0 de modo que, uniformemente em θ, tem-se

‖Φ0
θ,Sα0

(E,n, 0)‖ ≤ Cα0 , ∀ E ∈ Jθ
α0
, n ∈ ZZ.

Além disso, para todo θ e n,

d(Sn
α(θ), Sn

α0
(ω)) = d(θ + nπα, θ + nπα0) = π|α− α0| |n|.

Repetindo os argumentos do Lema 3.2 e do Teorema 3.1, mas agora com

B̃n =

{
α ∈ [−a, a]

∣∣∣ ∃ ε < 1
n

: ∀ θ ∈ S1, KµW
θ,Sα

(r, ε) ≥ Cr
ε−1+r

log(ε−1)

}
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em vez de Bn, conclui-se que existe um conjunto Gδ denso de números

irracionais G ⊂ [−a, a], de modo que para cada α ∈ G fixado e para todo

θ ∈ S1, o operador HW
(θ,α),S = HW

θ,Sα
apresenta transporte quase-baĺıstico.

Portanto, pelo Teorema 3.3, para α ∈ G e θ `− qtp, o operador HW
(θ,α),S

sobre `2(IN) com F anaĺıtica não-constante de peŕıodo 1, W = κ〈δ1, ·〉δ1,
λ > λ0 e α irracional, tem espectro pontual puro para κ `− qtp, e também

apresenta transporte quase-baĺıstico.

Agora descreveremos três casos particulares interessantes de potenciais

gerados por esses sistemas dinâmicos.

3.2.7 Almost Mathieu

Este é exatamente uma reconsideração do “exemplo patológico” de [23].

HW
(θ,α),S é definido por (5), em que S é a transformação sobre Ωa dada por

S(θ, α) = (θ + πα, α), F = cos ◦π1 : Ωa → IR, W = κ〈δ1, ·〉δ1, α é irracional

e λ > λ0 = 2. Sob tais condições, ambos os Teoremas 3.1 e 3.3 valem para

conjuntos apropriados, como discutidos na Aplicação 3.2.6.

3.2.8 Bilhar Circular [13]

O potencial agora é gerado pelas órbitas de uma part́ıcula, obtidas através

de reflexões especulares sobre um bilhar circular. HW
(r,φ),S é definido por (5),

em que S é a transformação sobre Ωπ
2

dada por S(r, φ) = (r + π − 2φ, φ) e

F = g◦π1 com g : S1 → IR anaĺıtica não-constante de peŕıodo 1. Novamente

valem as conclusões da Aplicação 3.2.6.

3.2.9 Aplicação Twist [34]

HW
(θ,r),S é definido por (5), em que S é a transformação sobre Ω = D(0, 1)

(disco fechado de centro 0 e raio 1 em IR2) dada por S(θ, r) = (θ + ρ(r), r),

com ρ : [0, 1] → [0, 2π] cont́ınua, ρ(0) = 0, ρ′(r) > 0, e F = g ◦ π1 com g

uma função anaĺıtica real não-constante de peŕıodo 1. Assim, o potencial é

definido através das órbitas de uma aplicação twist integrável, e os Teore-

mas 3.1 e 3.3 valem para conjuntos apropriados, como na Aplicação 3.2.6.
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3.2.10 Rotações nos Toros com Condição Anaĺıtica sobre F

Considere o operador HW
(θ,α),S definido por (5), em que S é a transformação

sobre Ωk
a := Tk × [−a, a]k (Tk é o k-toro, i.e., Tk = S1 × · · · × S1 (k vezes)

e a > 0 fixado) dada por S(θ, α) = (θ + πα, α), com θ = (θ1, . . . , θk), α =

(α1, . . . , αk), e F = g ◦ πk com g : Tk → IR anaĺıtica não-constante de

peŕıodo 1 em cada componente e πk : Ωk
a → Tk a projeção dada por

πk(θ, α) = θ. Observe que para k = 1, estamos no caso da Aplicação 3.2.6

acima. Similarmente à 3.2.6, obtêm-se um conjunto Gδ denso Ω̃k
a ⊂ Ωk

a de

forma que para qualquer (θ, α) ∈ Ω̃k
a e para todo q > 0, β+

(θ,α),S,W (q) = 1.

Note que F (Sn(θ1, . . . , θk, α1, . . . , αk)) = g(θ1 + nπα1, . . . , θk + nπαk).

A construção de G na Aplicação 3.2.6 tem uma contrapartida aqui, com

β+
(θ,α),S,W (q) = 1 para α em um conjunto Gδ denso Gk ⊂ [−a, a]k e para

todo θ. O resultado de Sorets e Spencer mencionado acima continua válido

neste caso [8]: existe λ0 > 0 de modo que se λ > λ0, então Γ0
S(E) > 0 para

todo E, todo vetor α incomensurável (i.e., α · j 6= 0 para todo j ∈ ZZk \ {0})
e θ = (θ1, . . . , θk) `− qtp (` sobre Tk é ergódica com respeito a πk ◦S). Por-

tanto, pelo Teorema 3.3, para tais α’s o operador HW
(θ,α),S sobre `2(IN), com

W = κ〈δ1, ·〉δ1 e λ suficientemente grande, tem espectro pontual puro para θ

e κ `−qtp. Como necessariamente um conjunto Gδ em [−a, a]k contém ve-

tores α incomensuráveis (em particular para Gk), novamente obtemos novos

exemplos de operadores de Schrödinger com espectro pontual puro e trans-

porte quase-baĺıstico.
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