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Resumo

Introduz-se um operador tight-binding de Dirac unidimensional e demons-
tra-se que para realizagoes tipicas de potenciais de Bernoulli aleatérios, as-
sumindo dois valores (sem correlagoes), seu espectro é pontual puro para
todos os valores da massa; o caso massa zero apresenta transporte para va-
lores especificos da energia e o caso massivo apresenta localizacao dinamica
(excluindo alguns valores particulares da energia). Além disso, comparam-se
os momentos dinamicos para massas distintas e potenciais gerais, especial-
mente nos casos Bernoulli massivo e massa zero. Considera-se também uma
familia de operadores de Schrédinger discretos unidimensionais (e sua versao
Dirac) com potenciais gerados por certos sistemas dinamicos, e sob certas
hipéteses demonstra-se que tais operadores apresentam transporte quase-
balistico para um conjunto Gy denso de condicOes iniciais. As aplicagoes
desse ultimo resultado incluem potenciais gerados por sistemas dindmicos
Axioma A, modelo de Anderson, rotagoes nos toros, entre outros; em parti-
cular, apresentam-se novos exemplos de operadores de Schrodinger (e Dirac)

com transporte quase-balistico e espectro pontual.

ix



Abstract

An one-dimensional Dirac tight-binding operator is introduced and it is
shown that for typical realizations of two-valued random Bernoulli poten-
tials (without correlations), its spectrum is pure point for all values of the
mass; the zero mass case presents transport for specific values of the energy
and the massive case presents dynamical localization (excluding some parti-
cular values of the energy). Furthermore, for general potentials and distinct
masses the dynamical moments are compared, especially the massless and
massive Bernoulli cases. It is also considered a family of one-dimensional
discrete Schrodinger operators (and its Dirac version) with potentials gener-
ated by certain dynamical systems, and under certain hypotheses it is shown
that such operators present quasi-ballistic transport for a dense Gs set of
initial conditions. Applications of that last result include potentials gen-
erated by Axiom A dynamical systems, Anderson model, rotations in the
torus, among others; in particular, new examples of Schrédinger (and Dirac)

operators with quasi-ballistic transport and point spectrum are presented.

xi



Capitulo 0

Introducao e Resultados

Hamiltonianos quéanticos, i.e., modelos de Schrédinger e Dirac, com
potenciais gerados por sistemas dindmicos sao objetos de estudo bem in-
teressantes que tém sido considerados em questoes dinamicas e espectrais
na literatura fisica-matematica, principalmente suas versoes discretas unidi-
mensionais. Embora nao estabelecido explicitamente, é natural esperar que
quanto mais “cadtico” for o sistema dindmico, mais singular serd o corres-
pondente espectro; os casos extremos podem ser representados por poten-
ciais periédicos de um lado, que impoem espectro absolutamente continuo e
transporte balistico (ver Defini¢ao 0.3), e potenciais aleatérios de outro lado,
que levam a espectro pontual e auséncia de transporte (limita¢do no tempo
dos momentos dinamicos do operador posi¢ao; ver Defini¢ao 0.1). No caso
de particulas carregadas, transporte corresponderia a conducao elétrica.

Nesta tese fizemos um estudo, baseando-nos em trabalhos recentes da li-
teratura, de propriedades dinamicas e espectrais para duas classes de Hamil-
tonianos quanticos. Tais modelos e propriedades constituem os principais
resultados de [20, 21, 22].

Comegamos imaginando que em cada vértice n da rede unidimensio-
nal Z é fixado um atomo a, que gera um potencial V,,. O Hamiltoniano
de Schrodinger tight-binding para uma particula nesse ambiente é dado por

(com i =1 e massa m > 0)

(th"l})n = _%(Ad})n + Vnwn = %(_¢n+l - djnfl + 2¢n) + Vnwn (1)
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Neste modelo supoe-se que nao hé interagoes entre as eventuais particulas
distintas.

A primeira classe de Hamiltonianos quénticos que serd estudada neste
trabalho é uma versao discreta do modelo de Dirac [6, 49] unidimensional, a
qual pode ser interpretada como uma versao relativistica de (1). Com o in-
tuito de descrevé-la, consideremos uma particula de massa m > 0 movendo-
se na rede Z, sob a acdo de um potencial real V = (V},) construido como

acima. O operador tight-binding de Dirac unidimensional proposto é
ID(m,c) = Do(m,c) + V Idy = B+ mc?os + V Idy, (2)
com ¢ > 0 representando a velocidade da luz,

0 D*
B = )
D 0

o3 a matriz de Pauli usual, Idy a matriz identidade 2 x 2 e D o operador
diferenca finita (uma contrapartida discreta da primeira derivada) definido

por
(D¢>n = Vi1 — Yn.

(D*1)n, = ¥pn_1—1n é 0 adjunto de D de modo que IDy(m, ¢) = cB+mcos é
um operador auto-adjunto limitado atuando sobre £2(ZZ, @2) e seu quadrado

¢é dado por

ADD* + m2ct 0

IDO(mv C)2 =
0 ADD* + m2ct

Esta igualdade lembra a relacdo entre momento p e energia F em mecanica
quantica relativistica [6], dada por E? = ¢?p? + m2c*. Denotando por o(H)
o espectro de um operador auto-adjunto H, é bem conhecido que o(—A) =
[0,4], e como D*D = DD* = —A,

o(IDg(m,c)) = {—cx/4 + m?2¢c2, —mcz} u [mcz, V4 + m%ﬂ :

No caso em que o potencial V' é uma seqiiéncia limitada, ID(m, ¢) é também

um operador auto-adjunto limitado atuando sobre ¢2(Z, €?).



Sera mostrado que o limite nao-relativistico [6, 49] do resolvente do ope-
rador de Dirac discreto (2) é o resolvente do operador de Schrédinger dis-
creto (1) (quando projetado sobre um subespago apropriado; ver Secao 1.1).
Isto é um suporte importante para este modelo de Dirac. Outro ponto que
vale a pena destacar para o modelo (2) é a presenga do fenomeno chamado
Zitterbewegung (ver [20] para os detalhes).

A classe principal de Hamiltonianos quanticos que consideraremos para
estudar propriedades dindmicas e espectrais é a familia de operadores de

Dirac sobre (?(Z, C?)

mc?  ¢D* Z
D, (m,c) = +Violde, weQ={-V,V}“ (3)

D —mc?

definidos como em (2), em que V,(n), n € Z, sao varidveis aleatérias de
Bernoulli independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) assumindo os
valores £V, V' > 0, com medida de probabilidade comum g (ndo-trivial) e
medida produto P = [],,cz 1t (V(n)). Chamaremos tal familia de modelo
de Dirac-Bernoulli.

Vamos fixar algumas notagoes e em seguida definir os principais conceitos
dindmicos que serao abordados neste trabalho. Seja Pl“jm o projetor espectral

de ID,,(m, ) sobre um intervalo I C IR. Denotemos por ;" os elementos da
0
base canodnica de (?(Z, @2), para os quais todas as entradas sao ( ) , exceto

0

1
e —, respectivamente. Para ¢ > 0, seja |X|? o momento de ordem ¢ do

1
a n-ésima entrada que é dada por < ) e ( ) para os indices subscritos +
0

operador posicao sobre (2(Z, ?), i.e.,

X190 = |n|? (65, 0)0; + (5, ¥)d,,) .

Definigao 0.1 Dizemos que o operador D, (m, ¢) apresenta localizagao dind-
mica em um intervalo espectral I se para todo ¢ > 0 e para todo estado inicial
U € (2(Z, %) decaindo exponencialmente,

Slgp M&’q,)l,w (ma 75) = Sgp <me€_i]D“’(m’c)t\I/, |X|qP}‘jm6_ilD“ (m,c)tll,> < 00
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P—qtp (para quase todo w com relagio a P). Caso contrdrio, dizemos que
D, (m,c) apresenta transporte quantico em I. Se I = o(IDy(m,c)), entdo
M&,‘{)Lw(m,t) serd denotado por Mé,({zu(m,t).

A definicao acima adapta-se para qualquer operador de Schrédinger ou
Dirac. Para verificar a presenca de transporte quantico serd conveniente
usar a seguinte média temporal dos momentos dinamicos de ordem ¢ > 0:

A (m,T) = 2 e mt) (4)

W w

definida para m > 0 e T > 0. Esta definicao de média temporal é virtual-
mente equivalente a média Cesaro, no sentido de que os expoentes de difusao
para tais médias coincidem (ver Lema 1.11), e a principal razao técnica para
trabalhar com este tipo de transformada de Laplace é o Lema 1.10.

Um dos objetivos deste trabalho é estudar os fendmenos de localizagao
dinamica e transporte, além do tipo espectral, para o modelo de Dirac-
Bernoulli definido por (3). Serd apresentada a demonstragdo do seguinte
resultado, o qual resume uma de nossas principais contribuicoes (ver Teore-

mas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.6 para afirmacoes precisas):

Teorema 0.2 Seja (ID,(m, ¢)),,cq @ familia de operadores definidos por (3).
Entao P—qtp,

(i) DD, (m,c) tem espectro pontual puro para todo m > 0;

(ii) DD, (m,c) comm > 0, apresenta localizagdo dindamica em seu espectro,
exceto para os quatro valores de energia E = +cv/2 +m2c2 +¢/V2 e
E=0;

(i) 1D, (0,¢) apresenta transporte quantico em seu espectro para as ener-
gias By = £V com V € (0,c|, V # ¢/V/2.

O problema de localizacao dinamica tem sido intensivamente estudado
durante os ultimos anos, especialmente no caso de operadores de Schrédinger
continuos e discretos aleatdrios [19, 29]; em particular, para o modelo de

Anderson-Bernoulli, isto é, o modelo de Schrodinger com potenciais de



Bernoulli. O que usualmente demonstra-se é a chamada localizacao ex-
ponencial [1, 11, 27, 50], i.e., espectro pontual puro e autofungoes decaindo
exponencialmente. Por outro lado, sabe-se que localizagao exponencial nao
implica em localizacao dindmica; o primeiro exemplo que surgiu na litera-
tura para justificar este fato foi o operador almost Mathieu sob perturbagao
de posto 1 [23], para o qual os autores verificaram a presenga de espectro
pontual e transporte quase-balistico (ver Definigao 0.3). Para demonstrar
localizacao dinamica é necessario, além da localizagao exponencial, um con-
trole preciso do decaimento das autofungdes, chamado SULE [23, 29|, que
pode ser obtido através do método andalise de multiescala, uma técnica ini-
cialmente desenvolvida por Frohlich e Spencer [28, 27], e simplificada por

von Dreifus e Klein (ver [50] e Lema 1.7).

Uma motivacao para estudar localizacao dindmica para o modelo de
Dirac-Bernoulli vem do modelo dimerizado aleatério [19, 26], que é o modelo
de Anderson-Bernoulli com potenciais V,, designados a pares de posigoes:
Von = Vaps1 = £V para todo n (esta correlagao local nao é exigida no
modelo de Dirac-Bernoulli). Este modelo apresenta, para quase toda real-
izagdo do potencial, espectro pontual puro para todos os valores de V #
0 [19]. Foi também encontrado numericamente em [26] e mostrado rigoro-
samente em [19, 33] a existéncia de energias criticas (no sentido de [33]; ver
Definicao 1.8) para as quais o expoente de Lyapunov se anula e o correspon-
dente operador apresenta transporte; localizagao dinamica foi obtida em [19]
somente depois de projetar sobre intervalos de energia fechados, nao con-
tendo tais energias criticas. Apesar da similaridade entre as matrizes de
transferéncia dos dois modelos, nao é imediata a adaptacao dos resultados
de localizacao e transporte para o modelo de Dirac-Bernoulli, e cada passo
precisa ser verificado; alguns pontos nao serao detalhados pois seguem exa-

tamente as mesmas linhas de sua contrapartida Schrodinger.

Com respeito a transporte quantico, este foi encontrado em modelos
polimerizados aleatérios [33] e em modelos palindromicos aleatérios [12]
(ambos incluindo o importante modelo dimerizado aleatério), devido a exis-
téncia de energias criticas (no sentido da Defini¢do 1.8). Recentemente,
para operadores de Schrodinger discretos unidimensionais, Damanik, Siito

e Tcheremchantsev [16] desenvolveram um método geral (adaptavel para o
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modelo de Dirac discreto (2)) que permite obter limites inferiores dinamicos
através de limites superiores para a norma das matrizes de transferéncia,
e eles aplicaram esse método para modelos de substituicao, modelos Stur-
mianos, além de outros. Damanik, Lenz e Stolz [15] apresentaram uma
extensao deste método para operadores de Schrédinger continuos unidimen-
sionais, com aplicagao para o modelo de Anderson-Bernoulli continuo.

Um outro método para obter transporte através de limites superiores
sobre as matrizes de transferéncia (também adaptdvel para o modelo de
Dirac discreto (2)) foi desenvolvido ultimamente por Germinet, Kiselev e
Tcheremchantsev [30], e aplicado a operadores de Schrédinger com poten-
ciais aleatdrios com decaimento, fornecendo assim novos modelos com es-
pectro pontual puro e transporte quantico. O modelo de Dirac-Bernoulli
com massa zero também apresenta este fendmeno (ver Teorema 0.2), para
potenciais sem correlagoes e sem propriedades de decaimento. Mencionamos
os artigos [17, 47, 48] para referéncias adicionais sobre transporte quantico.

Uma questao que nao abordaremos aqui, mas que vale a pena citar, é o
estudo de limites superiores dindmicos. Demonstrar tais limites é mais dificil
do que investigar transporte quantico, pois é preciso controlar totalmente a
média temporal dos momentos dinamicos, enquanto para transporte basta
limitar inferiormente uma restricao apropriada desta média. Desenvolver
métodos para obter limites superiores tem sido objeto de varias pesquisas e
existem atualmente dois trabalhos importantes neste sentido; ver [18, 47].

Uma outra classe de Hamiltonianos quanticos que consideraremos para
investigar transporte (em alguns casos também o tipo espectral) é a familia
de operadores de Schrodinger HE/ g, € também suas versoes de Dirac (2),

sobre £2(IN) (com condicdo de fronteira de Dirichlet) ou ¢?(Z), definida por
(Hys¥)(n) = (=A¢)(n) + AF(S"w)i(n) + W(n)p(n), weQ,  (5)

em que (£2,d) é um espago métrico compacto, —A é o Laplaciano discreto
como em (1), A é um nimero real positivo, S é uma transformacao sobre {2
(invertivel no caso da rede Z), F': Q — IR satisfaz a condi¢ao de Lipschitz,

i.e., existe L > 0 tal que

|F(0) — F(w)| < Ld(,w), V6,weQ, (6)



e, para algum n > 0e 0 < C < o0, a perturbacio W satisfaz
[W(n)| < C(1+ n|)~17", VneZ (7)

Chamaremos a familia (HE/ g)wen definida acima de modelo quase-balistico
(embora nossos resultados se aplicam a casos particulares desse modelo).
Observe que HZV g sao operadores auto-adjuntos limitados e que qualquer
perturbagdo com suporte compacto satisfaz (7). Optamos em trabalhar
com a versao Schrodinger por ser tecnicamente mais simples, embora os
resultados apresentados aqui possam ser adaptados de modo andlogo para
o modelo de Dirac discreto.

De forma similar a (4), definimos a média temporal dos momentos dinami-
cos de ordem ¢ > 0, associados ao estado inicial §; (um membro da base

canédnica de ¢£2), por

AV (g, T .T/ T (5, B dh ()

1/2 no lugar de |n|, por razdes técnicas.

Aqui foi conveniente usar (1 + n?)
A presenga de transporte quantico (mais precisamente, quase-balistico)

serd investigada através dos expoentes de difusdao superior

. log AWS(q7 T)
ﬁ;S,W(Q) = limsup ——=2>—~ |

9
T—o0 q IOgT ( )

Os expoentes de difusao inferior serao denotados por

log A ’
B sw (@) = liminf log AJs(a,T)

10
T—00 q logT (10)

Optamos em usar os expoentes acima, ao invés das correspondentes médias

temporais, simplesmente para facilitar a notacao. E interessante observar

que um resultado analogo ao Teorema 2.9 é valido para o modelo HE/ g, e
b

com isso obtém-se que 0 < ﬁ;}sﬂ,(q) < ﬁ:’syw(q) < 1 para todo ¢ > 0.

Definigao 0.3 Se 3 g /(q) = 1 para todo ¢ > 0, o operador H ‘s € dito
apresentar transporte balistico. Se ﬂ:s w (@) =1 para todo ¢ > 0, o operador

H 's € dito apresentar transporte quase-balistico.
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Neste trabalho adaptamos o método de transporte inicialmente desen-
volvido para o operador almost Mathieu em [23], e depois aperfeigoado
em [30], para um contexto um tanto diferente, o qual nos permite fornecer
novos exemplos de operadores quanticos do tipo (5) com transporte quase-
balistico, alguns deles com espectro pontual puro. Nossos principais resulta-
dos a esse respeito estao resumidos no préximo teorema (ver Segao 3.2 para

afirmacoes detalhadas).

Teorema 0.4 Seja HKS definido por (5) sobre (*>(IN) com S e W (como
em (7)) fizados. Se o potencial V,(n) = F(S™w) € gerado por um dos

sequintes itens:
(i) sistemas dinamicos Azioma A;
(ii) aplica¢ao de duplicagao;
(iii) modelo de Anderson;
(iv) rotagdes nos toros com condi¢ao analitica sobre F,

entdo existe um conjunto Gg denso Q C Q de modo que para cada w € Q,
o operador HL’V g apresenta transporte quase-balistico. Além disso, sob per-
turbagéoes de posto 1 da forma W = k(d1,-)01, k € IR, existem operadores
HE’/S correspondentes a potenciais V,, gerados por (iv), com espectro pontual

puro e transporte quase-balistico.

Rotacdes na circunferéncia S sio de longe os sistemas dinamicos mais
considerados para gerar potenciais quanticos [32, 9, 39]; suas versoes a va-
lores finitos [4, 24, 14], juntamente com sistemas dindmicos potenciais de
substituigao [37, 38], sdo modelos mateméticos de quase-cristais unidimen-
sionais com predominancia de espectro singular continuo. Esses sistemas
nao sao considerados “cadticos”; os paradigmas de sistemas cadticos sao o
Anosov e, mais generalmente, os sistemas dinamicos Axioma A.

Como movimento cadtico imita aleatoriedade, é natural conjecturar que
para operadores quanticos com potenciais gerados por sistemas Axioma A

(e outros sistemas cadticos) existe uma predominancia de espectro pontual



e auséncia de transporte. Um pequeno passo nesta direcao é dado pelos
resultados de [10] sobre localizagao de Anderson para potenciais relaciona-
dos a aplicacdo de duplicacio 6 — 20 sobre S! e também automorfismos
torais hiperbdlicos. Por outro lado, uma de nossas aplicagdes mostra que
para um conjunto genérico (i.e., Gs denso) de condigoes iniciais de sistemas
Axioma A, assim como de sistemas dindmicos cadticos definidos em De-
vaney [25], os operadores quanticos associados apresentam transporte quase-
balistico; ver Secao 3.2 para detalhes e outros exemplos.

Agora os resultados dinamicos e espectrais para o modelo de Dirac-
Bernoulli (3) e para o modelo quase-balistico (5) serao brevemente resu-
midos (com mais detalhes do que nos Teoremas 0.2 e 0.4). Comecamos
com os resultados para o modelo de Dirac-Bernoulli. Usando como ferra-
menta uma forma particular do Teorema de Furstenberg (Lema 1.3), serd
mostrado (ver Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3) que o expoente de Lyapunov I'y,(E)
é estritamente positivo para as energias £ € o(IDy,(m,c)), exceto para:
E = 4V com V € (0,¢], V # ¢/v2, no caso m = 0; e se m > 0
para (Ey =0, V = C\/m) e 0s quatro pares de energia-potencial
(By = +cvV2+m2c +¢/V2, V =c/V?2).

Para todas as energias F com I';,(E) > 0, uma estimativa inicial para lo-
calizac@o (Lema 1.6) e a estimativa de Wegner (Lema 1.5) serao verificadas;
usando a analise de multiescala (Lema 1.7) e adaptando a construgao de [29]
para o modelo ID,,(m, ¢), serd mostrado (ver Teoremas 2.1 e 2.2) que o es-
pectro de ID,,(m, ¢) é pontual puro P—qtp e as correspondentes autofungoes
sao semi-uniformemente exponencialmente localizadas (SULE) [23, 29]. Isto
implica imediatamente em localiza¢ao dinamica (ver [29]).

No caso massa zero (m = 0), os valores £ = £V com V € (0,¢], V #
¢/V/2, sdo energias criticas para o operador ID,(0, ¢) e isto implica (P—qtp)
limitacao superior para as matrizes de transferéncia na vizinhanca dessas
energias (ver Lemas 2.4 e 2.5). Adaptando as idéias de [33] (ver também
[16]) para ID,,(0,c) segue (ver Teorema 2.6) que para um spinor inicial ¥

bem localizado no espago e para T' > 1, existe 0 < Cy(w) < oo de forma que
A 0,7) = Cy)T™™2 P —gtp

(ou expoente ¢g—1 em vez de g—1/2, para todo w), ou seja, D, (0, ¢) apresenta
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transporte quantico apesar da auséncia de uma componente continua em seu
espectro.

No caso dos pares energia-potencial (Ey = £¢v2 + m2c2 £ ¢/v/2, V =
c/V2) e (By =0, V = cv2+ m2c2) sera mostrado (ver Teorema 2.3) que o
expoente de Lyapunov I',, se anula, mas nao foi possivel dar uma resposta
sobre localizacao dinamica para eles. No entanto, para estes casos existe
um limite superior dinamico balistico (na verdade, véalido para qualquer
potencial V) estabelecido no Teorema 2.9.

Para massas distintas m, m’ > 0, mas m préximo de m/, é esperado que
os momentos dinamicos M&,q) (m,t) associados aos operadores ID(m, c) (ver
Definigao 0.1) acompanhem de perto os momentos Mgﬁ (m/,t) associados
a ID(m/,c¢) (ambos com o mesmo potencial), pelo menos por um periodo
pequeno de tempo. O proximo resultado serd uma desigualdade confirmando
tal expectativa; fazendo uso da férmula de DuHamel, serda mostrado (ver
Teorema 2.7) que para um estado inicial ¥ com apenas uma componente

nao-nula, existe 0 < K, < oo tal que, para todo ¢ > 0,
‘M&,q)(m,t) - é,q)(m’,t)‘ < Kylm —m/|? 172

Em particular, para o modelo de Dirac-Bernoulli, esta relagdo com m > 0
e m' = 0 fornece quantitativamente uma estimativa de como, para tempos
pequenos, a dinamica do regime localizado acompanha a do regime nao-
localizado (ver também Corolario 2.8).

Passemos aos resultados validos para o modelo quase-balistico definido
por (5). O resultado dinamico que apresentaremos pode ser resumido como
(ver Teorema 3.1 para uma afirmacao precisa): Se existir um conjunto denso
de condicoes iniciais em €2, para o qual as matrizes de transferéncia sao
limitadas superiormente em intervalos de energia com medida de Lebesgue
positiva, e se as iteracoes de S satisfazem uma condig@o apropriada do tipo
continuidade, entao obtém-se um conjunto G5 denso Q c Q de modo que
para qualquer w € Q, o operador HZV g apresenta transporte quase-balistico.

Com relagao ao tipo espectral, ressaltamos um resultado conhecido (ver
Teorema 3.3) que sera usado em algumas aplicagoes: Se o expoente de Lya-
punov correspondente a HZV 5:0 for estritamente positivo para energias no

espectro, entao sob perturbagao de posto 1 da forma W = k(d1,-)d1, o0 ope-
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rador H ‘L}V & sobre /2(IN) tem espectro pontual puro para w qtp (com respeito
a uma medida ergédica) e k qtp (com respeito a medida de Lebesgue). Existe
uma versao restrita ao caso da rede Z. Como este resultado conhecido serd
importante para algumas aplicacoes, apresentaremos um esboco de sua de-
monstracao.

Aplicaremos o resultado dinamico acima para varios tipos de potenciais
Vo(n) = F(S"w) (ver Segao 3.2): Anosov e sistemas Axioma A, aplicagdo
de duplicacao, aplicagoes unidimensionais cadticas, modelo de Anderson e
rotacoes nos toros com condicao analitica sobre F'. Para o caso particular
de rotacoes incomensuraveis nos toros, sob perturbacoes de posto 1, além
do transporte quase-balistico existe também a presenca de espectro pontual
puro (ver Subsegoes 3.2.10 e 3.2.6).

Esta tese é organizada da seguinte forma: no Capitulo 1 discutimos o li-
mite nao-relativistico para o modelo de Dirac discreto (2), e coletamos alguns
conceitos e resultados preliminares para os operadores de Dirac-Bernoulli
ID,,(m, ¢) definidos por (3), assim como para os operadores de Schrodinger
HZV ¢ definidos por (5). No Capitulo 2 apresentamos os resultados sobre
localizacao dinamica, transporte e espectro pontual para ID,,(m, ¢); em par-
ticular, demonstramos o Teorema 0.2. Além disso, comparamos os momen-
tos dindmicos com massas diferentes e mesmo potencial, especialmente nos
casos de Dirac-Bernoulli massivo e massa zero, e também apresentamos um
limite superior dindmico balistico para os momentos. No Capitulo 3 apre-
sentamos os resultados sobre transporte quase-balistico e espectro pontual
para HL’V g, € dedicamos uma segao para as aplicacoes desses resultados; em

particular, demonstramos o Teorema 0.4.



Capitulo 1

Limite Nao-Relativistico e

Preliminares

Neste capitulo discutiremos o limite nao-relativistico para o modelo de Dirac
discreto (2), e coletaremos alguns conceitos e resultados preliminares para os
operadores de Dirac-Bernoulli ID,(m, ¢), assim como para os operadores de
Schrodinger H, ZV ¢ (modelo quase-balistico). Tais conceitos e resultados serao
importantes para os proximos capitulos e também para as demonstracoes dos
Teoremas 0.2 e 0.4 (ver Introducao). Além disso, este capitulo deve servir

para fixar algumas notagoes.

1.1 Limite Nao-Relativistico

Nesta segao consideraremos o operador de Dirac discreto ID(m, ¢) definido
por (2), com m > 0 fixado e ¢ como um parametro. Por simplicidade, ID(c)
denotard ID(m, ¢), o qual é suposto ser auto-adjunto com potencial real V.

O limite nao-relativistico significa considerar ¢ tendendo a infinito, e

2

como a energia de repouso mc” é uma quantidade puramente relativistica,

ela deve ser subtraida antes de tomar este limite. Serd considerado a con-
A —1

vergéncia na norma dos operadores resolventes (ID(c) —mc? —2)” ', com

z € C\IR. O Teorema abaixo descreve o tal limite nao-relativistico, em que

A é o projetor sobre o subespaco das “energias positivas” e AH, corresponde
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ao operador de Schrodinger (1).

Teorema 1.1 Se z € C\R, entao

lim (]D(c) —mc® — z>_1 =A(Hy —2)"",

CcC— 00

BQ

em que A = = (Ide +03) e Hyo = o + VA, com o limite na norma de
m

1
2
operadores limitados.

Para demonstrar o Teorema 1.1 usaremos o

Lema 1.2 Se z € C\IR, entao

(D(e) ~me* =) = (A+ cB + z) S(c) <Id+ peBt ZS(C))_I (1.1)

2mc? 2mc?

sendo Id o operador identidade e

22 - 22 -1 - -1
S(c) = Hoo—z—zmc2 = Id_2m02 (He — 2) (Hoo —2) .
Demonstragao: Note que
(ID()(C) +mc? + z) (ID()(C) —mc? — z) = 2B — 2mctz — 22

Dali, segue que

-1
9 -1 DDo(c) + me* + z [ B? 22
(]Do(c) —mc® — z) = —_——z— Scd

2mc? 2m
cB+z
= (A S 1.2
( + 2mc? ) 0 (1.2)
B2 22 0\ !
com Sy = (2 —Z- 3 2) . Por outro lado, usando a relagao de ope-
m me
radores
(U+B)'=ad+u'B)tvt
82 2 B
com U:2——z— 2Z 5 ¢ B=VA, obtém-se
m mc

S(c) = So (Id+ VASy) . (1.3)
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Portanto, de (1.2) e (1.3) resulta que
5 -1 5 -1 - ) —1\ !
(]D(c) — mc” — z) = (ID()(C) —mc” — z) Id+ V(]Do(c) —mc” — z)

—1
(A+ B+ Z) Sy <Id+ TASy+ 7 BT ZS0>

2mc? 2mc?

:(A+CB+Z> S(e) (Id+VCB+ZS(c)>1. 0

2mc? 2mc?

Agora vamos apresentar a

Demonstrag¢io (Teorema 1.1): Como (Hy, — z)~* é limitado para z € C\IR

(¢}

2,2

(He —2) 1| <1

2mc?

para c suficientemente grande, pode-se expandir

2
o 2me

S(e) = i ( ~ (Hoo - 2)_1> (Hoo —2) ", (1.4)

com a soma convergindo na norma de operadores.

Para qualquer z € C\IR fixado e ¢ suficientemente grande,

HT(C) = V%S(C)H <1
e portanto
(Id+T(c) " =D (-T(c)" . (1.5)
n=0

Substituindo (1.4) e (1.5) em (1.1) obtém-se a expansao

(]D(c) —me? — z)_l = Z RZSZ)
n=0
em que
Ro(z) = A(Hoo — 2)7,
1 B B

+ — (Hoo — z)_1 A, etc.,

Ri(z) = A(Hoo =)™ o+ o

com a soma convergindo na norma de operadores. Disto segue o resultado

procurado. O
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Encerraremos esta se¢ao descrevendo uma outra maneira (nao-rigorosa)

de olhar o limite nao-relativistico. De fato, considere a equacao de Dirac em

ot \ ¢~ ’ o= ) '

o U
Definindo ( = gime*t e substituindo em (1.6) obtém-se
¢ (4

o (VT D*ep~ 0 (T
()= Con )2 ()07 ()
AN Dyt W W

Para valores grandes de ¢, uma solugao aproximada da segunda equacao

acima é ¢~ = Dy /2me, e inserindo isto na primeira equagao resulta em
o™ 1 -
j = DDyt + V. 1.7
g = 5 DDV + VY (L.7)
+ +
Similarmente, considerando ( > = eime®t ( ) encontra-se
o (a
o~ 1 -
j—— = ——DD"Y~ + V™. 1.8
i 5, PP + Vi (1.8)

Como D*D = DD* = —A, entao (1.7) e (1.8) correspondem as equacoes
de Schrodinger tight-binding unidimensionais associadas a (1) com energias

positivas e negativas, respectivamente.

1.2 Preliminares: Modelo de Dirac

Nesta secao coletaremos algumas ferramentas e conceitos que serao usados
no Capitulo 2 para obter os resultados dinamicos e espectrais para o modelo
de Dirac-Bernoulli ID,,(m, ¢) definido por (3).

+
Seja ¥ = (

) uma solugao da equagao de autovalores

(Dy,(m,c) — E)¥ = 0.
Entao verifica-se que

YT (n+1)
Y (n) " Y (n—1)
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com 24 _ (p_ V)2 2 _
m°ct —(E—-V)* mec+E-V
1+ 5
c c
T, (E) =
me?2 — E+V 1
c

A matriz de transferéncia da posicao k até a posicao n é introduzida por

e E) T E) T () sk,

¥ (E,n, k) = Id, n==k,

(% (B, k,n)) " n <k

Observe que 7)Y (E) é um elemento de SL(2,IR).
Pelo Teorema de Furstenberg e Kesten [7], P—qtp o expoente de Lya-

punov correspondente a ID,,(m, ¢):

1 w

— |, (E, n, 1)]]

existe e é independente de w. Para estudar a positividade de I'y,, m > 0,

serd usada a seguinte forma particular do Teorema de Furstenberg [7]:

Lema 1.3 Seja G, (E) o menor subgrupo fechado de SL(2,IR) gerado pelas
matrizes Ty, (E) e T,V (E). Entdo T'py(E) > 0 se

e Gn(FE) nao € compacto e

e ndo existe medida de probabilidade sobre P(IR?) (o conjunto de todas
as dire¢oes de R?) que € invariante sob a acdo de Gn(E), o que é
equivalente a afirmagao: a orbita Gy, (E) - & := {1y - &, Tin € G (E)}

de cada dire¢io & € P(IR?) contém pelo menos trés elementos.

Vamos fixar algumas notagoes. Se L > 0 e n € Z, consideremos o

subconjunto finito de Z

AL(n):{kGZ: |k—n[§§}
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com fronteira
OAL(n) ={(k,K'): ke Ap(n), K & Ap(n), |k —K|=1}.

Abusaremos da notagao escrevendo k € OAp(n) para indicar que (k, k') €
OAL(n) para algum k’. Denotemos por ]DﬁL(n)(m, ¢) o operador ID,,(m, c)
restrito a £2(Ap(n), €%) com condicio de fronteira zero fora de Ay (n).

Os elementos de matriz de um operador O sobre ¢2(Z, (?) sdao dados por

(6,5,085) (6%,00,)
Onk:
(0,,085) (5,,00,)

com “norma’”

1Owk]|* = [0, OF) | + {057, 08 ) + 16, OFD) 2 + (6, , O ).

Definigao 1.4 Sejam~y > 0 e E € R. Dizemos que Ar(n) € (v, E)—regular
(para um potencial V,, fizado) se E ¢ 0(]D£L(n) (m,c)) e

! < e VL2

H (]DSL(”) (m,c) — E) .

para todo k € OAp(n). Caso contrdrio, dizemos que Ap(n) € (v, E)—singular.

Agora dois resultados importantes requeridos para a andlise de multi-
escala serao descritos. O primeiro é a estimativa de Wegner, adaptada
de [11] para o operador de Dirac discreto (a demonstragao serd omitida,

pois ela é longa e bem similar ao caso Schrodinger).

Lema 1.5 Seja ID,(m,c) definido por (3) e seja I um intervalo de energia
compacto. Para quaisquer § € (0,1) eT > 0, existem Lo = Lo(I,d,7,m) >0
e a=a(l,0,7,m) >0 de modo que

P {w : dist (E,J(]Dﬁ’J(O) (m, c))) < e—TL5} < el

para todo E € I e L > Ly.
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O segundo resultado é a estimativa inicial para localizacao, adaptada
de [50] (a demonstragao também serd omitida, devido a similaridade com o

caso Schrodinger).

Lema 1.6 Seja D, (m,c) definido por (3) e sejam ¢ > 0, § € (0,1) da-
dos. Para cada Ey € R fizado, existem Lo = Lo(Fo,€,0,m) > 0 er =
r(Ep,€,0,m) > 0 de modo que

P {w :AL(0) € (Tn(Eo) — €, Ep) — regular} >1—e L
para todo L > L.
Como a andlise de multiescala (Teorema 2.2 de [50]) é o nicleo da de-

monstracao de localizagao dinamica, vamos descrever resumidamente esta

técnica adapatada para o modelo de Dirac ID,(m, c).
Lema 1.7 Seja I C IR wum intervalo. Suponha que, para algum Lo =
Lo(I,m) > 0, tem-se:

(H1) P {w:¥ E €I, Ary(n) ou Ar,y(j) é (0, B) — regular} > 1 — 1/L5?
para algum p > 1, vo(m) > 0 e quaisquer n,j € Z com |n — j| > Lo;

(H2) P {w : dist(E,a(]DﬁL(O)(m,c))) < e_Lé} < 1/L" para algum 6 em
(0,1), r > 4p+6, para todo E com dist(F,I) < %e*Lé e todo L > Ly.

Entao eziste o € (1,2), de modo que se for definida a seqiéncia Ly = LY
(k=0,1,2,...) e escolhido v(m) € (0,7), encontra-se C < co de forma que
se Ly > C, entdo para qualquer k=0,1,2, ... ,

P {w :VEel, A, (n) oulp, (j) € (7, E)— regular} >1- I/Lip

para quaisquer n,j € ZZ com |n — j| > L.

Observagaes:

i) Ashipéteses (H1) e (H2) acima sao conseqiiéncias dos Lemas 1.6 e 1.5,

respectivamente.
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ii) O Lema 1.7 é um processo indutivo que translada a estimativa probabi-
listica (H1), estabelecida na escala inicial Lg, para qualquer outra

escala Ly, construida conforme o enunciado.

Com o intuito de obter localizagao dindmica por meio do Lema 1.7, as

seguintes propriedades de D, (m, ¢) serao utilizadas:

(P1) Com respeito & medida espectral de ID,,(m, ¢), para quase toda energia

existe um autovetor polinomialmente limitado (ver [5, 43]).

(P2) Se E ¢ a(]DSL(n) (m,c)) e Dy, (m,c)¥ = EV, entao

-1 0 c

Uln) = — (IDgL(n) (m,c) — E)nkl o Uk — 1)
As(n) -1 0
— (]DWL (m,c) — E) U(ky+1),
T R

com {(k‘l, k1 — 1), (k?g, ko + 1)} = 8AL(n)

Demonstragao: Defina o operador de fronteira Fy, (,,) pelos seus elementos

de matriz
0 ¢
- se j—1=k, jeAr(n), k¢ Ap(n);
0 0
0 0 ) )
(Fasw), =1 - | iti=k g hu). k¢ As(n)
0 0
de outra maneira.
0 0
Tem-se
P(Z,C) =P(AL(n),C) @ 1*(Z\ Ap(n), C°)
e

Dw(m7 C) = ]])gL(n) (m7 C) + ]Dg\AL(n) (ma C) - fAL(n)-

Segue desta igualdade e da hipotese que

(D22 (m, ¢) = B) ] (n) = (Fa, () ¥) (n).
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Dai, usando o fato que FE ¢ O'(]DSL(H) (m, c)) obtemos

~1
W) = (DA, c)—E)  (Fa,m¥) ()
Ar(n -1
= Z (]DWL( )(m, c) — E)nk: (fAL(n))kk’ \I/(k’)
(k,k')E OAL(n)
O resultado segue entao das definigoes de (]—" A L(”)>kk' e OAr(n). O

Seja (H,)wen uma familia aleatéria de Hamiltonianos de Schrodinger
ou Dirac polimerizados como em [33], i.e., construidos por justaposigao
aleatéria de blocos de tamanho finito, e denotemos por T+ (E) as correspon-
dentes matrizes de transferéncia polimerizadas (w = (wp)nez €é qualquer
seqiiéncia de sinais + e — com probabilidades p; e p— = 1 — p; respectiva-
mente). Por exemplo, no caso do modelo dimerizado aleatério os blocos sao

(V,V) e (=V,=V), e as matrizes associadas sao dadas por

T*(E) - ( ETV -1 )2: < (EFV)?2—-1 —(EFV) )
1 0 EFV ~1

A nulidade do expoente de Lyapunov associado a H, é considerado um

indicador de um possivel transporte. Isto acontece na seguinte situacao:

Definicao 1.8 Uma energia E € IR € dito critica para a familia (H,)weco
se as matrizes TT(E) sdo elipticas (i.e. |tr TT(E)| < 2) ou iguais a £1ds,

e comutam.

Esta definicao serd usada na Secao 2.2 para obter o resultado sobre
transporte para o modelo de Dirac-Bernoulli com massa zero. O proximo
resultado estabelece relagoes entre as matrizes de transferéncia com energias

diferentes.
Lema 1.9 Sejam E € IR, N >0, m >0 e considere
Ly (N) = sup [|®5,(E,n, 1) .
1<n<N

Entao, existe uma constante Cy(w) > 0 de modo que, para 1 < n < N e

(e,
KLy 0y (0)) L (N
12% (B + ¢,n,1)|| < L2, (N)e '« (e TC1@) Lin(Nn
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Demonstragao: Um argumento indutivo mostra que, paran > 1 e ( € C,

podemos escrever a identidade (férmula de variagdo das energias)

n—1
O (E+(n, 1) = @5 (B,n,1)=C Y @ (E+(,n, j+1) BE(E, j) P5,(E, j, 1),
j=1
com 5
10 1 —(E—=V,( -1
BB = o
“\No0 0 ¢ 1 0
Por iteracao, usando a hipdtese e a identidade acima, obtemos

|9% (E +¢,n,1)|| < L¥(N) {1 n |i| (i\ N Cl(w)) L‘;’n(N)rl

< I (N)ee (Ero)Enn,

para algum 0 < C1(w) < oo e para 1 <n < N. O

Agora, para z € C\IR e m > 0, introduzimos as fungoes de Green com

duas componentes

Gho(zn) | [ (5% (Du(m.e) = =)~ 6F)
Gino(2:) (07, (Du(m,c) = )7 6 )
de modo que
Gl (z,n
(IDy,(m, ¢) — 2) inw( ) =dg(n) .
Gm,w(zv n)

Usando as matrizes de transferéncia, obtém-se para n < 0,

Grw(z,n) Ghw(2,0)
’ — o (zm,0) | ™ (L9)
G;z,w(zan_ 1) G;%w(z,—l)
e paran > 1,
Grhw(z:n) Ghw(z,1)
’ — (I)‘T"’n(zjn7 1) ’ . (1.10)
GTT?,,UJ(Z7n - 1) G;n,w(z70)

O Lema a seguir fornece uma relagao importante (adaptada do Lema 3.2

de [35]) entre a média temporal dos momentos dindmicos definida por (4) e as
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funcoes de Green definidas acima. Esta relacao serd usada na demonstracao

do Teorema 2.6.

Lema 1.10 Para z = E+i/T (T >0) em >0 tem-se

AL T) = 5 3l [ (Gl + Gz
nE

Demonstragao: Basta mostrar que (a outra parte é similar)
T/ e T (5 e e lmells iy |2 dt = / G (E+i/T,n)* dE.
Para isto, considere a funcao f : IR — IR definida por

foy = | LT set 20
0 set <0.

Note que f € L'(IR) N L2(IR). Pelo Teorema Espectral

e tT [ e Bt gy (F set>0,
f() = Jr Mot () g
0 set <0,

com a medida espectral M:; P definida por

(5. (Du(m,e) — 274 5f) = /]R W 1)

t—=z

Denote por F~! a inversa da transformada de Fourier. Usando o fato que

f € LY(IR) e o Teorema de Fubini temos que

B 1 [ i
(f 1f>(E) — 27T)1/2 ; €Et t/T/IR E't dum6+(El) dt

( fy e
(27T1)1/2 /]R (/OOO it (B+i/T—E") dt> dp, s (E')

1 d/ﬁ%&; (E')
T 2m)i2 /]RE’—(E—H’/T)
B (27:)1/2 Grneo(E +4/T,m)
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Portanto, como f € L?(IR) segue que

- et (m,c 2 2 —
[T e e s de = IR = £ IF B

_ —1 2

- T/| fE)E dE

_ /|G (E +4/T,n)|? dE,
T

como queriamos demonstrar. O

E interessante observar que devido ao Lema 1.10 e as relacdes (1.9)
e (1.10), pode-se obter limites inferiores dinamicos sem precisar de informa-
¢oes adicionais sobre propriedades da medida espectral. Vamos terminar
esta secao demonstrando que os expoentes de crescimento para a média tem-
poral usada em (4) e para a média Cesaro sao iguais (resultado adaptado
de [31]).

Lema 1.11 Seja h uma fung¢ao mensurdvel nao-negativa, com h(t) < Ct"
para algum C > 0 e n > 0 (em particular, se h(t) = M&,Q)(m,t) use o
Teorema 2.9). Entao

log ( Jo h(t)dt) . og (J5e e/ Th(t)dt)

liminf ———+ =1 f
oo log T oo logT

Vale uma igualdade similar para limsup.

Demonstracdo: Denote por (. e (B4, respectivamente, o lado esquerdo e
direito na relagao acima. Note que para 0 < t < T tem-se e 2 < e=2t/T <1,

e dai vale a desigualdade

T 0o
/ h(t)dt < € / e 2T h(t)dt,
0 0

o que implica G, < By4. Por outro lado, tem-se para cada € > 0,

[e's) Tl+e 00
/ e 2Th()dt < / h(t)dt + C e 2T gnqt
0 0

T1+e
T1+€ N
< / h(t)dt + Ce?T°T™.
0

Como, para cada e > 0 fixado, e 27" T"

Ba < (1 + €)f para todo € > 0. Portanto S = 4. O

— 0 quando T' — o0, segue que
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1.3 Preliminares: Modelo Quase-Balistico

Nesta secao coletaremos alguns conceitos e resultados preliminares que serao
usados no Capitulo 3 para obter os resultados dindmicos e espectrais para o
modelo quase-balistico HLKV g definido por (5). Esta secdo pode ser adaptada
de modo andlogo para a correspondente versao discreta de Dirac.
Similarmente a Se¢ao 1.2, vamos introduzir as matrizes de transferéncia
@KS associadas aos operadores HJ;V g- Essas matrizes sao unicamente defi-

nidas pela condi¢ao que

n+1 1
VOt | g ) [ VO
¥(n) ¥(0)
para toda solucao 1 da equacao de autovalores
HYs¢ = Ev.
Dai,
TYs(E,n).. . TYs(E,1) n>1,
@E{S(E,n, 0) = Id2 n = O’
(TYs(B,n+1) " (TWs(E,0) n<-—1,
com

Seja v uma medida de probabilidade ergédica sobre o espaco métrico
compacto €2, com respeito a transformacao S : {2 — 2. Como na Sec¢ao 1.2,
o Teorema de Furstenberg e Kesten [7] assegura que vr—qtp o expoente de
Lyapunov

I'Y(E) = lim S In||®Ys(E,n,0)|

existe e é independente de w.
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Denotemos por p/Vy a medida espectral associada ao par (HY,61) e
introduzimos os “momentos espectrais locais” (definidos em [30]) por

1 T
K#Ks(r’ €) 1= 6/]R (MXXS(IL‘ —€6x+ 6)) dz | (1.11)

parar > 0 e e > 0. Um ponto chave para a demonstragao do resultado
sobre transporte quase-balistico (Teorema 3.1) é o seguinte limite inferior

para os expoentes de difusao 537S7W(q):

Lema 1.12 Para todo ¢ >0, ser = (14+q)~! tem-se

log K, jw (r,€)
8% sw(q) > limsup P

=0 (r—1)loge
A demonstragao do Lema 1.12 segue diretamente do Teorema 2.1 de [2]
e Lemas 2.1 e 2.3 de [3]. O préximo resultado converte um limite superior
sobre a norma das matrizes de transferéncia em um limite inferior sobre a

medida espectral; para a sua demonstragao ver Proposicao 2.1 de [30].

Lema 1.13 Seja HKS o operador definido por (5) sobre 2(IN) e seja I um
intervalo compacto. Existe uma constante universal C e, para todo v > 0
e p > 0, existe uma constante Co = Cy(I,7,p), de modo que para todo
€€ (0,1) e todo x € I tem-se

A dE

-5 [|2Y5(E,N,0)|*

uys(x—e,x—Fe)ZCl/ — Che”
xX

com N = [e717°] (parte inteira).

Cabe aqui observarmos, como foi feito apds a demonstracao do Lema 1.10,
que devido aos Lemas 1.12 e 1.13, é possivel obter limites inferiores dindmicos
sem estudar o tipo espectral. Com o intuito de estabelecer relagoes entre
as matrizes de transferéncia com condigoes iniciais diferentes, o préximo

resultado sera usado.

Lema 1.14 Sejam E € R, N > 0 e considere

L%(N) := sup [|®)s(E,n,0)| .
1<n<N
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Entao, paral1 <n < N ef €,

IBYS(E, 1, 0)]| < LY(N)eLEOMNFE" 0= F(S"eln,

Demonstragcao: Um argumento indutivo mostra que, para ,w € Q en > 1,
podemos escrever a identidade (férmula de variagao das condigoes iniciais)

n
. 2] .
Y 4(E,n,0) = @V g(E,n,0) + A > O s(E,n,j) B (n) ys(E,j,1),
j=1

sendo
F(S"w)—F(S"9) 0
B (n) =
0 0
Por iteracao, usando que ||<PKS(E,n, 0)]| < LE(N) para todo 1 <n < N,

obtemos

1845 (B,n, 0)| < LE(N)[L+ AIF(S"0) — F(S"w)| LE(N)]" ™
< LE(N)eL“Si(N))\|F(S”9)7F(S"w)|n’

paral <n < N. O

Agora descreveremos dois resultados que serao usados na investigacao
do tipo espectral de HKS com W = k(d1, )01, k € R (ver Teorema 3.3). Os
detalhes serao apresentados somente para o caso da rede Z. Para cada 6 € Q)
e cada transformacdo S sobre (2, consideremos a funcao Ry s : IR — (0, o0]

definida por

dud o(z
Ra,s(E)—/m,

0. O primeiro resultado relaciona Ry g(E) com as

0 _ W=
em que flyg = Hpg -
solugoes da equagao de autovalores

Hy st = Eip. (1.12)

Ver Teorema 2.4 de [44] para sua demonstracao.

Lema 1.15 Seja Hg,s o operador definido por (5) sobre (*(Z), com W = 0.

Entao Ry s(E) < oo se e somente se
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(i) E néao é um autovalor de Hg}s;
(ii) Vale uma das seguintes condigoes :

(ii.1) A equagdo (1.12) tem uma solugdo £*> em (0,00) com 1)(0) = 0;
(ii.2) (1.12) tem uma solugio £* em (—o0,0) com 1 (0) = 0;

(ii.8) (1.12) tem solugées > )i, em ambos (0,00) e (—o0,0), com
4(0) £0 e (0) £0.

O segundo resultado é o critério de Simon-Wolff [45]. Antes de enuncié-
lo, relembremos que o subespaco ciclico gerado por ¢ € ¢2, para um operador
auto-adjunto H, é o fecho de {(H — 2)~1¢ : z € €}; o vetor ¢ é ciclico para
H se tal subespaco é todo ¢2. Denotemos por ¢ a medida de Lebesgue

(normalizada, se necessario).

Lema 1.16 Seja HKS o operador definido por (5) sobre (*(Z), com W =
k(01,)01, k € R. Fize um intervalo [a,b]. Entdo as seguintes afirmagoes

sao equivalentes:
(1) R, 5(E) < oo para E € [a,b] ¢ — qtp;

(ii) restrito ao subespaco ciclico gerado por 61, o operador HK/S tem es-

pectro pontual puro em [a,b], para K € — gtp.



Capitulo 2

Modelo de Dirac

Neste capitulo consideraremos os operadores de Dirac-Bernoulli ID,(m, ¢)
definidos por (3), e usaremos os resultados preliminares da Secdo 1.2 para
estudar propriedades dinamicas (localizacao dinamica e transporte) e o tipo
espectral de tais operadores. Além disso, compararemos os momentos dina-
micos Mé,q) (m, t) associados aos operadores ID(m, ¢) definidos por (2), para
massas diferentes e potenciais gerais. Encerraremos o capitulo com um
limite superior dinamico balistico para os momentos, também valido para

potenciais gerais.

2.1 Localizacao Dinamica e Espectro Pontual

O objetivo desta se¢ao é apresentar os resultados sobre localizacao dinamica
e espectro pontual para os operadores ID,,(m, ¢). Tais resultados estao reu-

nidos no seguinte conjunto de teoremas:

Teorema 2.1 Seja (ID,(m, c)), cq a familia de operadores definidos por (3)
e considere V€ (0,c], V # c/\/§ Entao P—qtp, o expoente de Lyapunov
I, satisfaz
(i) (i.1) Tp(E # £V) >0 para m > 0,
(i.2) T'p(E==£V) >0 para m > 0,
(i.3) To(E==+V)=0.
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(ii) Seja m > 0; entao P—qtp, o(IDy(m,c)) € pontual puro.

(i) (ii3.1) Seja m > 0. Entao P—qtp, o operador ID,,(m, c) apresenta locali-
zacdo dindmica em seu espectro.
(11i.2) Para qualquer intervalo fechado I C o(IDy(0,¢)), com £V &€ I, o

operador 1D, (0, ¢) apresenta localizagao dinamica em I.

Teorema 2.2 Seja (IDy(m,c)),cq com m > 0, a familia de operadores
definidos por (3) e considere V. > ¢, V # ¢V/2+ m2c?. Entao P—qtp, o
espectro de ID,,(m,c) € pontual puro e este operador apresenta localizagdo

dinamica em seu espectro.

Teorema 2.3 Seja (ID,(m,c)) cq com m > 0, a familia de operadores
definidos por (3) e considere V = c/\/2 (respectivamente, V = c¢\/2 + m?2c2).
Entao as mesmas conclusoes do Teorema 2.1 (respec., Teorema 2.2) valem,
exceto para as quatro possibilidades de energias By = +cv2 + m2c2 + c/x/i
(respec., By = 0). O fato é que By = +cv2+m2c + ¢/vV/2 (respec.,
Ey =0) sao energias tais que T'y(Ey) = 0.

Observemos que o fato de haver casos de energias/potenciais excluidos
acima, é devido a nao ter sido possivel aplicar o Lema 1.3. Agora vamos
apresentar as demonstracoes dos Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3. Em particular,

serao demonstrados os itens (i) e (ii) do Teorema 0.2 (ver Introdugao).

Demonstragio (Teoremas 2.1 e 2.2): A estratégia da demonstragao é
baseada na referéncia [19], onde o operador de Schrodinger dimerizado aleatd-
rio foi estudado. Como para o operador de Dirac discreto existem o pa-
pel particular desempenhado pela massa e algumas possibilidades diferentes
para as matrizes de transferéncia, serd apresentada uma demonstracao bas-
tante detalhada. A idéia é mostrar que dados € > 0 e I C o (IDy,(m,c)) um
intervalo de energia compacto nao contendo os valores de V' excluidos, para

cada 0 < v < T, (I) := inf{[",,(F) : E € I} existe uma constante C(w,€,)
+

j?w

Pjw

e, para cada autofuncao ¢; ., = com energia Fj; ,, € I, existe um
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“centro” z;., € Z, de forma que
lpjw()]| < C(w,e,7)e el e =20l v n e Z2, (2.1)

Se ¥ decai exponencialmente com taxa 7 > 0 e se ¢ > 0, sabe-se que (2.1)

(condicao SULE) implica a existéncia de uma constante C'y(m, I, w) com
SupM&IQ)]w(mat) < C\Il(mvlaw) P - qtp )
t bl

i.e., o operador D, (m, c) apresenta localizagao dindmica em I (ver Segao 2
em [29]).

Para demonstrar (i7) e (2.1), é suficiente mostrar que o expoente de
Lyapunov é estritamente positivo, pois neste caso valem os Lemas 1.5 e 1.6.
Usando a anélise de multiescala (Lema 1.7), juntamente com as propriedades
(P1) e (P2), e seguindo a demonstragao do Teorema 3.1 de [29] (adaptada
apropriadamente para ID,(m, c)), obtém-se (ii) e (2.1).

Agora a demonstracao de (i). Lembre-se (ver Secao 1.2) que P—qtp o
expoente de Lyapunov I, existe e é independente de w. Primeiramente,
consideremos as energias F # £V e mostremos que I',(E # £V) > 0
para todo m > 0 e para todo E € o(ID,(m,c)). De fato, seja G,,,(E) como
no Lema 1.3. Tome a = E —~V, 3 = E+V e reescreva 1)/ (E) = Té?,
TV(E) = 7. No caso presente, o # 0 e 3 # 0.

Como o problema é simétrico em « e 3, a demonstragao é reduzida ao

estudo dos 3 casos:
a) T4 e T sio elipticas (|tr Téf‘)\ <2, |tr T,Sf)\ < 2);
b) T & parabdlica (|tr T&a)\ =2);
c) T ¢ hiperbélica (|tr T,Sla)\ > 2).

Note que nos casos b) e ¢) o grupo G,,(E) nao é compacto.

Caso a) Como T e T sao elipticas, tem-se lal, |8] € (me?, cv/4 +m2c?).

Neste caso, tais matrizes nao comutam. Como o operador

TETE (1))
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construido de dois elementos elipticos nao-comutativos é hiperbdlico, segue
que G, (F) ndo é compacto. Além disso, note que
2 ot 2 4 2 2 2 2 2
tr (T(®)? = = (Qm —|—2>a +m e (4+m°c”) + 2
c c

(andlogo para T,Sf)). Dai, se a? # 2¢® + m?c* ou 3% # 2¢2 + m2c?, entdo
Tr(na) e (T, T(,fl))2 ou T, ,Sf ) e (T#@B ))2 sao elipticas. Como elementos elipticos nao
tem pontos fixos em P(IR?), segue que para qualquer Z € P(IR?), G, (E)- &
contém pelo menos os trés elementos T, T,%a) - T, (T7(n0‘))2 - T ou T, Tr(nﬁ) - T,
(T,(nﬁ))2 - . Portanto, pelo Lema 1.3, T',,,(F) > 0. Se, por outro lado,
a? =2 +m2ct e B2 =22 + m2ct, entdo E=0e V = V2 + m2¢c2, que é
um dos pares excluidos descritos no Teorema 2.3.

Caso b) Suponha que T ¢ parabdlica, isto é, |a| = mc? ou |a| =
cV4+m2c2. Primeiro vamos discutir a possibilidade o = mc? (o caso

a = —mc? é similar). Neste caso,

1 2mc
T(®) — , e entdo (T'9N" =
0 1 0 1

Seja {e1, ea} a base candnica de IR2. Considerando um vetor x = x1e1+x269
e denotando por Z sua direcao, conclui-se que lim,, . (T,Sla))n - T =é€1. Se
fi é uma medida de probabilidade que é invariante sob a acao de G,,(FE),
e se f € C(P(IR?)), entdo pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue tem-se

n—oo

£ = Jim [ (@) 7) diGa)

Isto significa que fi = d¢,. Por outro lado, a matriz Tn(f ) nfio deixa invariante
a diregao €1, pois

2 .4 2 2
— 6+
() @1:(1+m0625>61+ﬁcmc62 e BAme

Portanto, nao existe medida invariante sob a agdo de G,,(F), e dai pelo
Lema 1.3, obtém-se I',,(E) > 0.
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Considere agora a possibilidade o = ¢v/4 + m2c? (o caso a = —cv4 + m2c?

é similar). Neste caso, um autovetor de

-3 me 4+ V4 + m2c?
Tle)

m

mec — V4 + m2c? 1

) (mc + V4 + m2c? —mec + V4 + m2c? 1)
e v = ,—
2 2

um vetor ortogonal a v1, a matriz T,(na) na base {v1,v2} é dada por

,1). Escolhendo vo = (

—1 —4—m?A + mev4 + m2c2

0 -1
Repetindo os calculos anteriores para este caso, obtém-se ji = d5,. Mas T7(n'6 )
néo deixa invariante a direcio 91, exceto para 3 = 0 ou § = cv4 + m2c2 = a,
que sao excluidos pois a primeira condicao implica £ = —V e a segunda im-
plica V = 0. Portanto, nao existe medida invariante e dai, pelo Lema 1.3,
I'n(E) > 0.

Caso c) Suponha agora que T é hiperbélica (entdo |a| < me? ou |a| >
V4 +m2c?). E suficiente estudar a érbita das autodirecées de T, 7%0‘), a saber

a? —m2ct + /(a2 — m2c%) (a2 — m2ct — 4c?)

66 — €= =%1.

m )

2c(a — mc?)

Se T&ﬂ) é hiperbdlica, entao a drbita de ef, é infinita. Dai, T',,(E) > 0 pelo
Lema 1.3. Se T, 73? ) 6 parabolica, retorna-se ao caso b). Finalmente, suponha
que 7Y ¢ eliptica. Se T; 8 )éfn # €., entao T )éﬁn nao pode pertencer as
autodiregoes de T e sua 6rbita é infinita. Dai, I';,,(E) > 0 pelo Lema 1.3.
Se T,Sf ) e, = €., entao apds alguns célculos obtém-se as equagoes

(1 +m2c? — 62>( —m2ct + eu) = 4(m3c* — Ba) + (a® — m2ct — eu)
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com ¢ = £1 e u = /(a2 —m2c?) (a2 —m2c* —4c2) # 0. Isto implica
6% =22 +m2ctea = B+ey2, donde V = ¢/v2e E = +¢v2 + m2c2—c/v/2.
O caso simétrico em que Ty(nﬁ ) ¢ hiperbélica implica o? = 2¢? + m?c* e
B =a+cy/2,donde V = c/\/§ e B = :l:cx/m—i—c/ﬂ. Esses sao pares

excluidos que serao discutidos na demonstracao do Teorema 2.3.

Considere agora a energia £ =V (o caso E = —V é andlogo). Note que
a=0e B =2V. Primeiro seré discutido o caso m > 0. As duas matrizes

de transferéncia possiveis sao

m2ct —4V?  mc? 4+ 2V
1+

2
1+ m2c2 me ¢ ¢

mc 1 mc? — 2V

C

Observe que TTSALO‘) e T&ﬁ ) ngo comutam, e que TT%O‘) ¢ hiperbdlica. E suficiente
estudar este caso para 3 = cv4 + m?2c? (T7(n5 )¢ parabdlica ). As autodiregoes

de T&a) sao

mc + 5v4 + m2c?

2
e = , 0=l
1
As matrizes Tr(na) e T, ,5? ) na base {el e 1} sdao dadas, respectivamente, por
—1 44+ m?c® —mev4 + m2c2
A0
€ )
0 A
0 1
com
m2c®  mev4 4+ m2c2 m2c®  mev4 4+ m2c2
AMAr=(1+ 5+ 5 1+ 5~ 5 —

Suponha que T,gfl) ocorra com probabilidade 0 < p < 1 e Trsf ) ocorra

com probabilidade 1 —p. Denote por n, (respec. ng) o nimero de vezes que

Tr(na) (respec. Tr(nﬂ)) ocorre no produto ®¥ (E,n,1). Supondo, sem perda de
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generalidade, que T,Z“(l)(E) = 7(,?), tem-se

)\?a CnP()\l, )\_1)
¥ (E,n,1) =
0 A
P—qtp, em que C, é uma constante e P(A;,A_1) é um polinémio em \; e

A_1. Assim,
Al
H@;;(E,n, 1)” > =N A >,
0

e portanto P—qtp,

Ng

1
lim — In|[®¥ (E,n,1)| > (ln/\l)nli_{go

In(E=V)
Agora sera discutido o caso m = 0. Neste caso,
1—-4V2/ct 2V/e
T =1Idy e T3 =
—2V/e 1

Entao, encontra-se
lim (77" =1

se Ve(0,q e
. nl/n
Jim (17571 > 1

se V> c. Dai,se Ve (0,c, V # c/V2, entdo

To(B = V) = lim 5| (77)" |7 = (1= p)n1 =0

elg(E=V)>0se V>c. O

Demonstragio (Teorema 2.3): Analisando a demonstragao dos Teore-
mas 2.1 e 2.2, observa-se que para V = ¢/v/2 (respec. V = c¢v/2 + m2c?)
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tem-se I, (By # £cv2 +m2c2 4+ ¢/v/2) > 0 (respec. Ty, (Ey # 0) > 0) e
entdo as mesmas conclusoes do Teorema 2.1 (respec. Teorema 2.2) valem.
Resta mostrar que I'y;, se anula para (V = V2 +m22, By = 0) e os quatro
pares (V = c/\/i, Ey = +evV2 + m22 + c/\/§ ). Note que em todos esses
casos Ey € o(ID,(m,c)) P—qtp.

Primeiro serd tratado o caso (V = ¢/v/2, By = —cvV2 +m2c¢2 —¢/V/2)
(0s outros trés casos excluidos para V = ¢/v/2 sdo similares). Neste caso,
tem-se 3 = —cV2+m22 e = 06— V2. Os autovetores de Ty(na) sao dados

por

2c — /20 + 6\/402 +2m2ct — 2v/2¢f3
B — V2 —me?

, €==1,

1

e olhando para as matrizes na base formada por esses dois vetores, o estudo

é reduzido ao produto de matrizes dos dois tipos abaixo:

A_A,_ 0 0 KR_—
0 )\7 Ry 0

com A\yA_ =1 e kik_ = —1, sendo

Ar =

2 4¢2 4+ 2m2ct — 2v/2¢
s V28 | \/ 3
c

Cc

e — (_ & mc)<20— V28 + \/402+2m2c4 —2\/§cﬂ) 1

c B —cvV2 —mc?
Além disso,
2
-1 mec+ f/c
(T9)? = = —Idy
me — (/¢ 1

Assim, a demonstracao de que
Co(By = —cV2+m2e2 —¢/V2, V=¢/vV2)=0

¢ andloga ao caso Schrodinger (ver a demonstracao do Teorema 2.4 em [19]).
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Agora considere o caso excluido (V = ¢v2+ m2c¢?, Ey = 0). Neste
caso, a? = 3% = 2¢> + m?ct. Como a # 3 (caso contrério, V = 0), entdo
a = —f = +cv2+m?c2. Notando que (T7%O‘))2 = (T7$1/6))2 = —Idy e

Tr(na)Tr(nﬂ ) & hiperbdlica, a demonstracao de que
C(By =0, V=cv2+m2)=0

é novamente andloga ao correspondente caso Schrodinger (ver a demons-

tragao do Teorema 2.4 em [19]). O

2.2 Transporte

Nesta secao apresentaremos o resultado sobre transporte quantico para os
operadores de Dirac-Bernoulli ID,,(0, ¢) com massa zero (m = 0). Tais ope-
radores tém energias criticas Ey = £V para V € (0,¢] ,V # ¢/v/2, como na
Definigio 1.8, pois Ty (V) = Idy e Ty Y (V) é eliptica ou Ty ¥ (=V) = Idy
e Ty (—V) é eliptica. Assim, existe uma matriz Q real e invertivel satis-

fazendo

Q T2V (By) Q! = cos(ns) —sen(ns)

sen(nt)  cos(nz)
Como os autovalores desta matriz sdo e e e+, para ambos os casos
acima segue que 74 — n— # kmw, k € Z (uma condigdo requerida para os
resultados de [33]). Usando as varidveis de Priifer modificadas, os shifts de
fase, as somas oscilatérias e as estimativas de desvio amplo, como em [33]
(adaptados adequadamente para D, (0,c)), obtém-se o seguinte resultado
(detalhes omitidos):

Lema 2.4 Seja x > 0 arbitrdrio. Entao existem b > 0 e C' < oo tais que
para cada N € IN, existe um conjunto Qn (k) C Q com P (Qn(k)) < Ce V"

(&
126 (E,n, D] < C

para todo w € Q\Qn(k), E€[By —N"12 By + N* 12| ¢l <n<N.
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Por outro lado, como ||Q T (Ev) Q|| = 1, expandindo T (Ey + ¢)

em poténcias de € obtém-se
1Q TV (Bv +¢) Q7| < 1+ale|

para |¢] <4, 0<a < oo, ededuz-se o seguinte

Lema 2.5 Para cada § > 0 existe C' < oo, de forma que para todon € Z e
todo E € [Ey — 8, By + ¢], tem-se

18F (£, n, 1)|| < Cen=1,

Agora vamos apresentar o resultado sobre transporte para os operadores
D, (0, c); em particular, abordaremos o item (iii) do Teorema 0.2 (ver In-

troducao). Recorde a média temporal ASI?L (0,T) definida em (4).

Teorema 2.6 Seja (ID,,(0,c¢)),cq a familia de operadores definidos por (3)
e considere V € (0,¢], V # c/ﬂ Entao, para g > 0 e ¥ com apenas uma

componente nao-nula, existe 0 < Cy(w) < oo de modo que para T > 1,
(i) AYL(0.T) > Cy(w)TI/2 P —gtp,
(i) A%’L(O,T) > Cyw)T77 1 para todo w,

i.e., Dy, (0, c) apresenta transporte quantico em seu espectro.

Demonstracao:
(i) Demonstraremos o teorema para ¥ = §7 (o caso geral é andlogo). Dado
k > 0, pelo Lema 2.4 existem b > 0 e C' < 0o de modo que, aplicando esse
lema para N = [T], juntamente com o Lema 1.9 para m = 0e ¢ = i/T,
conclui-se que existem C' < oo e um conjunto Qy (k) C Q com P(Qy(k)) <
Ce *N" gatisfazendo

|85(E +i/T,n, 1) < € (2.2

para todo w € Q\Qn(k), E € Iy = [Ey — N*" Y2 By, + N~51/2] ¢
1 <n < N. Supondo que

IG§L(E+i/T,1)]* + |Gy (E+i/T,0)]” > Bi(w) >0,



2.3. COMPARACAO DINAMICA 39

segue de (1.10) e da igualdade ||®¢(E +14/T,n,1)"Y| = ||®4(E +14/T,n,1)|
que

Bl (w)

Gt (E+1i/T,n)|% |Gy (E+i/T,n—1)]*} > :
max{|Gg, (E +i/T,n)|" |Gy (E +1/T,n = 1)| }—2\|©3(E+i/T,n,1)\l2

Assim, substituindo (2.2) e a relagdo acima no Lema 1.10, obtém-se P—qtp,

A((%)M(O,T) > 3wl /1 son B = By TN
1%
2 Cq(w)Tqil/%K,
para alguma constante Cy(w) > 0. Se, por outro lado,
G§ o (E+1i/T,0)]* + |Gy, (E +i/T,—1)]* > By(w) > 0,

entao obtém-se a mesma estimativa de modo andlogo, usando (1.9) em vez
de (1.10). Como k > 0 é arbitrario, conclui-se o resultado.

(ii) Segue dos argumentos acima usando o Lema 2.5 no lugar do Lema 2.4.
O

2.3 Comparacao Dinamica

O objetivo desta se¢ao é comparar os momentos dinamicos M&,q)(m, t) (ver
Definigao 0.1) associados aos operadores ID(m,c) definidos por (2), para
massas diferentes e potenciais gerais; em particular para os casos Bernoulli
massivo e massa zero. Além disso, sera apresentado um limite superior balis-
tico para os momentos dindmicos, também vélido para potenciais gerais (ver
Teorema 2.9).

O principal resultado desta secao é o

Teorema 2.7 Sejam ID(m, c) eID(m/, ¢) operadores de Dirac sobre 1*(Z, C?)
definidos por (2) com o mesmo potencial ‘7, e seja ¥ o estado inicial com
apenas uma componente nao-nula. Dado T > 0, existe uma constante
B, >0 de modo que

sup ’M&,Q) (m,t) — Mé,q) (m/, t)‘ < By |lm —m/|c? TT2. (2.3)
0<t<T
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Demonstragao: Observe que para m = m’ o resultado é imediato. Suponha
m # m/. Para a demonstragao assumiremos que m >0, m' =0e ¥ = 55{
(o caso m >0, m’ > 0 e ¥ como na hipdtese é similar).

Para o > 0 fixado, considere o espago de Banach

Bai= {go €PZ, )¢ Jella = sup e (6], 2 + 107, 0)) < OO}-

Como ID(m, ¢) é um operador limitado em B,, segue que

(6, e PImSE) | 4 (6, e PV e)| < flem P e

< emettDmolla (2 4)

Para k € IN denote por X* a restricdo do operador posicio X ao conjunto

{neZ: |n| <k} epor Mﬁ)’k(m,t) o correspondente momento dinamico.
0

ak

Entao, para todo t < —————
2[[ID(m, c)|a

usando (2.4) tem-se

2D 1)~ M . )| =
0 0

. 2
= % ot ([(at e[ [, e P
In|>k
< C(q)kle Fet2tiDimolla < ¢ (q)k9. (2.5)

Além disso, segue da férmula de DuHamel que

7k 7k
M (m 1)~ MO (0,1) =
t ) ' |
_Z/ <58L’ PO x ke =D E=5) (ID(m, ) — D(0, ) e—le(o,c)s<55r> ds
0
t . | |
+i/0 <50+, D (m,c)(t—s) (ID(m, ¢) — ID(0, C))GZID(O’C)S|Xk|qe—le(0,c)t50+> "

ak .
— " usando (2.4), o fato do operador e/P(mc)t
2[[D(m, ¢) |

bre ¢2(Z,(?) ser unitério e Cauchy-Schwarz, encontra-se

Dali, para t < SO-

M0 (m, 1) = M0, 1)
0 0

IN

Cs(q)mck+Lt ¢~kattIDimo)lla

«

< Colg)yme®—o
D™ S D I

kT2 (2.6)
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Assim, de (2.5) e (2.6) obtém-se

MDD ) — MD0 )l < B2 & a2
68_ (m, ) 6(—]0» (07 ) — qmc 2||]]:)(m,c)”o¢ ’

ak

para todo t < —————.
2[[ID(m, ¢l

Agora, para cada T > 0, escolha k sendo o menor inteiro de modo que

Q
Portanto, para todo t < T,
\Mé? (m.t) — M2 (0, t)‘ < BymcT+2, O
0 0

Com respeito ao modelo de Dirac-Bernoulli (3), a relacdo (2.3) para
m > 0em’ = 0 fornece uma estimativa de como, para tempos pequenos e/ou
massa suficientemente pequena, a dinamica do regime localizado acompanha
a do regime nao-localizado. Em termos da média temporal dos momentos

dinamicos A&?’)w(m, T), definida em (4), tem-se

Corolério 2.8 Seja (ID,(m,c)) cq com m > 0, a familia de operadores
definidos por (3) e considere V € (0,¢], V # ¢/\/2. Entdo, para ¢ >0 e ¥
com apenas uma componente nao-nula, existe CN’,W > 0 tal que para T > 1,

AW m, T .
| — M < Cyw mc*To/? P—qtp .

AQ (0,7)

,w

Note que o expoente na poténcia de T' nao depende de q.

Demonstragao: Aplicando o Teorema 2.7 com m > 0 e m’ = 0, segue que

para todo T' > 0,
‘A&}L(m, T) - A&?L(O, T)‘ < Y(q+3) Cypmc*T?H2,

em que T(q) = [5° e “u? 'du (fungao gama). Pelo Teorema 2.6 (i), existe

uma constante By(w) > 0 tal que para T' > 1,

AP (0,T) > By(w)TT 2 P —qtp,
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e o resultado segue com Cy,, = T(¢+3) Cyu/By(w). O

O Teorema seguinte estabelece um limite superior bem geral para os
momentos dinamicos; note que ele é véalido para qualquer potencial V' e nao

¢é restrito ao caso Bernoulli.

Teorema 2.9 Sejam ID(m,c) com m > 0, os operadores de Dirac definidos
por (2) e ¥ com apenas uma componente nao-nula (portanto, no dominio de
|X|9 para todo ¢ > 0). Entdo, para cada ¢ € N, existe 0 < K, (V,m,c) < oo
de forma que

MO (m,t) < Ky(Vmoe) 19, > 1.

Demonstragdo: Os argumentos serdo uma variagao de [42]. Defina o ope-

rador
0 -D* -1
p:=i[ID(m,c), X] = ci
D+1 0
com [- , -] denotando o comutador. Note que p é auto-adjunto e limitado.
Sejam
X(t) _ ei]D(m,c)tXe—i]D(m,c)t e p(t) _ ei]D(m,c)tp e—i]D(m,c)t.
Assim,
d , A
X (&) =i[D(m, c), X(t)] = PG [ID(m, ¢), X] e P = p(t),
e portanto
t
X(t) = X +/ p(s) ds.
0
Usando esta relagao, a limitagao ||p(t)|| = ||p|| < oo para todo ¢, a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, e mantendo somente os termos dominantes para ¢

grande, segue que para t > 1 e ¢ € IN, existe Cq(V, m,c) > 0 tal que

MY (m,t) = (W,]X(1)|"0)

~ t t
Cq(V,m,C)/O A <\I/’p(51)p(sq)\:[]> dSl"‘dSq
Co(V,m, 0)||p||7t? = K4(V,m, c) t. O

IN

A
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Observagaes:

i)

i)

Usando o Teorema 2.9 obtém-se (para g € IN)
‘Méq)(m,t) — &,q)(m',t)‘ < Ky(w,m,m’,c) t4,

mas sem a expressao para a constante IN(q(w, m,m’,¢). O prego pago
pela dependéncia explicita das massas e da velocidade da luz no Teo-
rema 2.7 é o expoente ¢+ 2 em vez de gq. Da mesma forma, o expoente
5/2 no Corolario 2.8 poderia ser substituido por 3/2, mas sem a de-

pendéncia precisa de m e ¢ na constante multiplicativa resultante.

E possivel ajustar a constante K; no Teorema 2.9 de modo que o
limite superior valha com t > ¢, para qualquer € > 0 dado, em vez
de t > 1. Como M&,q)(m,t) > Mé,q/)(m,t) para q > ¢', é evidente que
M\(I,q)(m,t) < Km(v,m,c) tlel para ¢ real.
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Capitulo 3

Modelo Quase-Balistico

Neste capitulo consideraremos os operadores de Schrédinger H EV g definidos
por (5) (modelo quase-balistico), juntamente com suas versoes discretas de
Dirac, e usaremos os resultados preliminares da Secao 1.3 para estudar o
comportamento dinamico (transporte quase-balistico) e o tipo espectral de
tais operadores. Dedicaremos a Secao 3.2 para as aplicagoes dos resultados

sobre transporte e espectro.

3.1 Transporte Quase-Balistico e Espectro Pontual

Nesta secao apresentaremos o resultado sobre transporte quase-balistico
(Teorema 3.1) para os operadores HL’V g e também um resultado espectral
(Teorema 3.3) que serd usado em algumas aplicagdes.

O principal resultado teérico deste capitulo é o

Teorema 3.1 Sejam HKS 0s operadores definidos por (5) sobre (2(IN),
com S eW (como em (7)) firados. Suponha que exista um conjunto denso A
de condicdes iniciais em 2, de modo que para cada w € A € possivel encon-
trar um intervalo fechado J¢ C O‘(Hg’s) (i.e., o espectro no caso W = 0)

com £(Jg) >0 e 0 < Cyu(S) < oo de forma que
|80, (E,n,0)|| < Cu(S), VEE€JS e VnelN (3.1)

Suponha também que existam 0 < C < oo e uma fun¢do nao-decrescente
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hs : IN — IR satisfazendo
d(S"0,S5"w) < Cd(0,w)hs(n), VO we e VnelN.

Entdo, existe um conjunto Gs denso Q0 C Q de modo que para cada w € €,

o operador H‘EVS apresenta transporte quase-balistico.

Observagaes:

i) O Teorema 3.1 pode ser adaptado para a correspondente versao dis-

creta de Dirac e também para ¢?(Z).

ii) O conjunto Q no Teorema 3.1 nao depende da perturbacao W (in-

cluindo o caso W = 0).

(iii) Neste trabalho (e talvez na maior parte das aplicagdes futuras) o con-
junto A no Teorema 3.1 é composto de 6rbitas periédicas da apli-

cagao S.

Com o intuito de demonstrar o Teorema 3.1, o seguinte resultado técnico

sera usado:

Lema 3.2 Seja KMZYS (r,€) definido por (1.11) e A o conjunto descrito no
Teorema 3.1. Para cada w € A, existe e(w,S) > 0 de modo que para todo
0 <e<e(w,S), €possivel escolher §(e,w,S) > 0 de forma que se d(0,w) <
d(e,w, S), entdao para qualquer r € (0,1) existe 0 < C,. < 0o com
671+r

K”XYS(T,E) > C, Tog(e 1)
Demonstragao: Para cada w € A fixado, existem um intervalo fechado
Jg C O’(H&S) com £(Jg) > L,(S) >0 e 0< Cyu(S) < oo de forma que

190, 5(E,n,0)[| < Cu(S), VEEJYS e Vnel.
Como W satisfaz (7), pelo Teorema 2 de [16] segue que

oY o(B,n,0)[]° <Cu(S), VYEE€J§ e VnelN (3.2)
Escolha €(w, S) > 0 tal que se € < €(w, S), entao para qualquer r € (0, 1),

)1/(1+r) .

max{C,,(S), ()™} < (log(e™) (3.3)
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Agora note que, por (6) e pela hipétese do Teorema 3.1, tem-se
|F(S"0) — F(S"w)| < Ld(S"0,S5"w) < LCd(0,w)hs(n), (3.4)

para quaisquer ,w € €} e para todo n € IN. Escolha p > 0. Como uma
conseqiiéncia de (3.2), (3.4) e Lema 1.14, obtém-se que para w € A fixado e
para qualquer € < €(w, 5),

1Y s (B,n, 0)[2 < Cuy(§)eCe(LCAO s (1)t

< 2ALCC,(S), (3.5)

para todo E € J¢ e para todo 1 < n < [e"177], em que requeremos d(6,w)

suficientemente pequena (o que determina d(e,w, S) > 0) de modo que
2\ log(e M LCA(0,w)hs([e 1 7P)e 7P < log(2ALC).

Assim, pelo Lema 1.13 com v = 2, por (3.3) e (3.5), segue que para €

suficientemente pequeno,

Ws(E—e,E+e) > Ci(2ALCC,(S)) e — Caé®

€

> O3 "
(log(e=1)) /07

Y

para todo E € J¢. Portanto, para qualquer r € (0,1) e € < €(w, S), segue
de (1.11), (3.3) e da desigualdade acima que

6—1+r 6—1+r

9y > —_—.
(ot 0y 52 g

> C,

Kuys (7’, 6)
Observacao: O Lema 3.2 vale se a funcao logaritmica é substituida por
qualquer g : R — IR com lim;_, g(t) = 00 e limy_,o0 g(t)/t = 0.

Agora vamos apresentar a

Demonstragcio (Teorema 3.1): Para cada n € IN'\ {0}, defina o conjunto

1 6—1+T
Bn:{669‘36<n: K, (r.0) > Crlog(el)}.
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Como A é denso em ), pelo Lema 3.2 cada B,, contém um conjunto aberto
denso. Portanto, pelo Teorema de Baire, (°2; B,, contém um conjunto Gs
denso, que denotaremos por 2. Note que para cada 6 €  existe uma

seqiiéncia €, — 0 de forma que

EglJrr
K r en) > Cp ——— |
“e,s( n) " log(eﬁl)

para qualquer 7 € (0, 1). Escolhendo r = (14 ¢)~!, segue do Lema 1.12 que
para qualquer 6 € Q e para todo ¢ > 0, 5;SW(q) =1, i.e., o operador Hgf/s

apresenta transporte quase-balistico. O

Com respeito ao tipo espectral, temos a seguinte conseqiiéncia do critério
de Simon-Wolff (ver Lema 1.16):

Teorema 3.3 ([44]) Sejam HKS 0s operadores definidos por (5) sobre (*(Z)
com W = k(61,)61, k € R. Fize um intervalo [a,b]. Se TL(E) > 0 para
E € [a,b] £ — qtp, entao restrito ao subespago ciclico gerado por 01, o opera-

dor HKS tem espectro pontual puro em [a,b], para k {—qtp e w v —qlp.

Demonstragio: Por hipétese, I'%(E) > 0 para E € [a,b] ¢ — gtp. O Teo-
rema de Ruelle-Oseledec [40] implica que existem solugoes ¥+ da equagao
(1.12), para E € [a,b] £ — gtp, que estdo em £ em Foo (i.e., elas decaem
exponencialmente). Dai, pelo Lema 1.15, ou E é um autovalor de Hg, g ou
Ry s(E) < oo. Como Hg,s tem somente uma quantidade enumerdvel de
autovalores, é possivel concluir que Ry s(F) < oo para E € [a,b] £ — gtp.
Portanto, segue do Lema 1.16 que, restrito ao subespaco ciclico gerado por
01, o operador HX,VS tem espectro pontual puro em [a,b], para 6 v — gtp e

k{—qtp. O

Observacdo: O Teorema 3.3 tem uma versdo analoga para £2(IN); neste

caso, como o vetor ;1 é ciclico para H 3 g, as conclusoes do Teorema valem
em (2(IN).
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3.2 Aplicacoes

Esta secao é dedicada as aplicacoes dos Teoremas 3.1 e 3.3. Algumas delas
fornecem exemplos de operadores quanticos com transporte quase-balistico
e espectro pontual (pontual puro no caso ¢?(IN)). Tais aplicacoes sdo as
principais contribuicoes deste capitulo e cada uma delas tem uma contra-
partida para o modelo de Dirac discreto. Em particular, serd demonstrado

o Teorema 0.4 (ver Introdugao).

3.2.1 Anosov e Axioma A

Seja M uma variedade compacta diferencidavel. Recordemos que um difeo-
morfismo S : M — M satisfaz o Axioma A de Smale [34] se seu conjunto
nao-errante 2 = (S) é hiperbdlico com respeito a S e o conjunto de pon-
tos periddicos de S é denso em 2. Sabe-se que para sistemas dinamicos
Axioma A, o conjunto 2 é uma uniao finita (disjunta) de conjuntos fecha-
dos, invariantes e transitivos (i.e., existe uma 6rbita densa); cada um deles
é chamado de conjunto béasico para S.

Pela hiperbolicidade de ©(S), existem C > 0 e v > 1 com
d(S™0,8"w) < CAMd(0,w), VO weQ e VneZ (oulN).

Agora, tomando F' : M — IR continuamente diferencidvel, a condigao de
Lipschitz (6) é imediatamente satisfeita. Assim, o Teorema 3.1 é aplicavel
com A sendo o conjunto de condigOes iniciais constituido das érbitas periédi-
cas de S (a hipétese (3.1) é satisfeita devido a [36, 23]). Portanto, existe um
conjunto G denso Q C Q, de modo que para cada condi¢ao inicial w € Q, o
operador de Schrodinger HK/ ¢ apresenta transporte quase-balistico.

E interessante notar que devido a hiperbolicidade de €2 o conjunto de
pontos periddicos de S é no maximo enumeravel, de modo que para sistemas
Axioma A “cadticos”, o conjunto Gs denso para o qual ocorre transporte
quase-balistico é de fato nao-trivial (ou seja, distinto de A).

Recordemos também que se M é hiperbdlico com respeito a S, entao
S é dito ser um difeomorfismo Anosov. Esse sistema satisfaz o Axioma A
e portanto vale a conclusao acima sobre transporte quase-balistico. Parece

ser uma questao em aberto se para difeomorfismos Anosov os conjuntos
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nao-errantes () sempre coincidem com M ; no caso de difeomorfismo Anosov
sobre o toro T? sabe-se que existe exatamente um conjunto bésico e este

coincide com o toro inteiro.

3.2.2 Aplicagao de Duplicagao

Considere o operador Hgffg definido por (5) sobre £2(IN), com S a trans-
formacao sobre Q2 = [0,27] dada por SO = 20 (mod 27) e F =cos: ! - R
(ou mais geral, F' continuamente diferencidvel e periédica nao-constante).

Note que F' satisfaz a condigao de Lipschitz. O conjunto
A = {0 cuja expansao na base 2 é periédica}

é denso em €. Como cada elemento de A corresponde a uma 6rbita peridédica
de S, segue de [36, 23] que A satisfaz a hipétese do Teorema 3.1. Além disso,
para quaisquer 6,w € = [0,27] e n € IN, tem-se

d(s"0,S5"w) =12"0 — 2"w| = 2"d(0,w).

Portanto, pelo Teorema 3.1, existe um conjunto G5 denso Q C 0, 27] de
modo que para qualquer € Q e para todo ¢ > 0, ﬁ;:S,W(q) = 1. Observe
que Q é ndo-trivial, pois A é enumerdvel em ).

Agora fixe § > 0 (pequeno) e A > 0 suficientemente pequeno. Bourgain e
Schlag [10] demonstraram que para 6 € [0, 27| £ — gtp, o operador Hg’ g tem
espectro pontual puro em [—2+ d, —d] U [d, 2 — §] com autofungoes decaindo
exponencialmente. Em particular, '%(E) > 0 para E € [—2+4, —3]U[6, 2—4].
Como em principio Q pode ter medida nula, nio podemos concluir que existe

elemento de {2 cujo operador correspondente tem espectro pontual.

3.2.3 Aplicagoes Unidimensionais Cadticas

Seja I um intervalo compacto em IR e S : I — I uma aplicagao continua-
mente diferencidvel. Suponha que restrito a A C I a aplicagdo S é cadtica
como na defini¢ao de Devaney ([25], pg. 50), ou seja, é sensitiva sobre as
condigoes iniciais, topologicamente transitiva, e os pontos periédicos sao den-
sos em A. Os potenciais para os operadores de Schrédinger (5) sobre £2(IN)

serao as proprias orbitas de S, de modo que F' é a aplicagao identidade (ou
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qualquer outra fungao Lipschitz). As hipdteses sobre F' e S no Teorema 3.1
sao claramente satisfeitas, assim como a existéncia do conjunto A.

Exemplos especificos sao os polinémios de Tchebycheff [25]; por exemplo,
z +— 423 -3z e  +— 8% — 8% +1 sdo cadticos sobre [—1,1]. Parar > 2++/5,
a aplicacdo Sy(x) = rz(1—x) é cadtica sobre o conjunto A C [0, 1] de pontos
que nunca escapam de [0,1] por meio das iteradas de S,; para r = 4 a
aplicacao Sy é cadtica sobre A = [0, 1].

Portanto, para a familia de operadores H ZV g, com S cadtica como acima,
existe um conjunto Gy denso Q c A de modo que para qualquer x € Q, 0
correspondente operador apresenta transporte quase-balistico. E um pro-
blema em aberto bem interessante dizer algo sobre o espectro de tais ope-
radores. Ele é “em geral” pontual puro como diz a intuicao? O que dizer

sobre z € Q7

3.2.4 Modelo de Anderson

Considere o operador HLEV o definido por (5) sobre ¢*(Z), sendo S o shift
sobre Q0 = [~1,1]% dado por (Sw); = wj+1 e F : Q@ — [~1,1] definida por
F(w) = wp. Assume-se que w,, = (S"w)g = F(S"w) sao varidveis aleatérias
i.i.d. com medida de probabilidade comum g, nao-concentrada em um tnico
ponto e [ |wy,|*dp(w,) < oo para algum « > 0. Denote por v = [],,cz 1 a
medida de probabilidade sobre 2. A métrica sobre © é dada por

sendo dp a métrica discreta. Para quaisquer w, 0 € {2, tem-se
|F(w) — F(8)] = |wo — bo] < 2d(w, ),

e portanto F' é Lipschitz. O conjunto A de seqiiéncias periddicas em €2 é
denso em 2. Como cada seqiiéncia periédica determina uma 6rbita periédica
de S, segue de [36, 23] que A satisfaz a hipétese do Teorema 3.1. Além disso,

para quaisquer w, 0 € Q) e para todo n € Z, tem-se

n n [n| § : 0\®j+n,Yj+n [n|
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Portanto, pelo Teorema 3.1, existe um conjunto GGy denso Q c Q de modo
que para qualquer w € Q e para todo ¢ > 0, ﬂ;s7w(q) = 1. Observe que (2
é nao-trivial, pois A é enumerdvel em ().

Em [11, 41, 50] foi demonstrado que para w v — gtp, HB, g tem espectro
pontual puro com autofuncoes decaindo exponencialmente. Em particular,
F%(E) > 0 para todo E. Como na Aplicagao 3.2.2, nao podemos concluir
que existem elementos de €2 cujos operadores correspondentes apresentam
espectros pontuais. O transporte quase-balistico obtido acima deveria ser
contrastado com a localizacao dindmica mostrada v — gtp em [29], para este

modelo. Em seguida um importante caso particular é destacado.

3.2.5 Modelo de Anderson-Bernoulli

Tome HKS como na Aplicacdo 3.2.4, com Q = {a1,...,a;}%, a; € R, e
para cada n € Z, a medida p dada por p(w, = a;) = p;, 0 < p; < le

Zle p; = 1. Valem as mesmas conclusoes da Aplicagao 3.2.4.

3.2.6 Rotagoes em S! com Condigao Analitica sobre I’

Considere o operador H, (%/7 ),8 definido por (5), em que S é a transformagao
sobre Q, := S x [~a,a] (ST = {e? : 0 < 0 < 27} e a > 0 fixado) dada por
S(0,a) = (0+7a,a) e F = gom com g : S — IR analitica nao-constante de
periodo 1 e 7 : Q, — ST a projecdo dada por 71(6, «) = 6. Para quaisquer

(0, ), (w, B) € Qq, segue do Teorema do Valor Médio que

[F(0,0) = F(w,8)] = 19(0) — g(w)]

< < sup !9’(2)|> |0 = wi

z€S?t

< L d((ﬁ,a),(W,ﬁ)),

com L = sup.egi [9/(2)] e d((6,a),(,8) = V- w2+ (a—B)% em
outras palavras, F' satisfaz a condicao de Lipschitz. O conjunto

A={(8,a0):0 €S apeQn[-a,a]}

¢ denso em (), e para cada (0,ap) € A, S"(0,p) descreve uma érbita

periédica na “altura” ag. Portanto, o potencial AF'(S™(0, ap)) é periédico
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e, devido a [36, 23|, A satisfaz a hipétese (3.1) do Teorema 3.1. Agora, note
que para quaisquer (6, «),(w,) € Q, e para todo n € Z\ {0} (n =0 é

trivial) tem-se

A(S™(0.0), 5" (@, 7)) < d(S"(0.0),5"(0.5) +d(S"(0. 5). 5" (. )
V(o= )2+ (0= B)2 4 /(0 — w)?
< (\/7T2+1 \a—ﬂ|+|¢9—w|) In|

< (VaP4+141) d((8,0),(w,B)) Inl

Portanto, pelo Teorema 3.1, existe um conjunto Gs denso Q, C Q4 de modo
que para qualquer (0,a) € Q, e para todo ¢ > 0, ﬂ@a)’S’W(q) = 1, com
W satisfazendo (7) (€2, é nao-trivial, pois A é enumeravel em €2,). Observe
que F(S™(0,a)) = g(0 4+ nra).

Segue de Sorets e Spencer [46] que existe um ntimero Ao(F) > 0 de forma
que para A > g, I‘%(E) > 0 para todo FE, todo irracional o e 6 £ — gtp
(¢ sobre S! ¢ ergédica com respeito a w1 0 S). Como o conjunto genérico
Q, pode ter medida nula, nio estamos seguros para aplicar o Teorema 3.3
a elementos de (2, e obter transporte quase-balistico com espectro pontual
puro. No entanto, o contexto original em [23, 30] (i.e., considerar para
cada a uma aplicagao diferente) para a funcdo co-seno, implica uniformi-
dade em 6 também em nosso caso, e com isso obtemos novos exemplos de
operadores de Schrodinger com espectro pontual puro e transporte quase-
balistico. Vamos reconsiderar aquela construgao, pois ela serd usada também
na Aplicagao 3.2.10.

Primeiramente, substitua (reescreva, de fato) H(%V’a)?s por Hg’[ga, com
Sa(0) =0+ 7a, 0 € S, e F = g (tome m; igual a identidade). Para cada
ap € Q e 0 €S, o potencial AF(S% () ¢ periddico e existe um intervalo

J8 Co(HY Sao) com £(J§,) > 0 de modo que, uniformemente em 6, tem-se

199 5., (B, 0)|| < Cap, VE €l neZ

(e ToRs
Além disso, para todo 0 e n,
d(S4(0), Sy, (W) = d(0 + nma, 0 + nrag) = 7o — aol |n|.

Repetindo os argumentos do Lema 3.2 e do Teorema 3.1, mas agora com

~ 1 1 671+r
Bn: {ae [—a,a]’ de< E VGGS s K#gl’/sa(’l",E) Z Cr l()g(e_l)}
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em vez de B, conclui-se que existe um conjunto G5 denso de ntimeros
irracionais G C [—a,a], de modo que para cada o € G fixado e para todo
6 € S, o operador H (V;/’ )8 = Hg}ga apresenta transporte quase-balistico.
Portanto, pelo Teorema 3.3, paraa € G e 8 £ — gtp, o operador H(‘g/’a),s
sobre £2(IN) com F analitica ndao-constante de perfodo 1, W = k{1, -)d1,
A > Ao e « irracional, tem espectro pontual puro para k £ — gtp, e também

apresenta transporte quase-balistico.

Agora descreveremos trés casos particulares interessantes de potenciais

gerados por esses sistemas dinamicos.

3.2.7 Almost Mathieu

Este é exatamente uma reconsideragdo do “exemplo patolégico” de [23].
H (‘g{ ).8 é definido por (5), em que S é a transformagao sobre (2, dada por
S0,a) = (0 + ma,a), F =cosomy : Qy — IR, W = k(d1,-)d1, a é irracional
e A > )\g = 2. Sob tais condi¢oes, ambos os Teoremas 3.1 e 3.3 valem para

conjuntos apropriados, como discutidos na Aplicacao 3.2.6.

3.2.8 Bilhar Circular [13]

O potencial agora é gerado pelas 6rbitas de uma particula, obtidas através
de reflexoes especulares sobre um bilhar circular. H (‘;‘f 6),5 é definido por (5),
em que S é a transformagao sobre 2z dada por S(r,¢) = (r +m —2¢,¢) e
F = gom; com g : S — IR analitica ndo-constante de periodo 1. Novamente

valem as conclusoes da Aplicacao 3.2.6.

3.2.9 Aplicacao Twist [34]

H(‘gfw)’s é definido por (5), em que S é a transformacao sobre Q = D(0, 1)
(disco fechado de centro 0 e raio 1 em IR?) dada por S(6,r) = (6 + p(r),r),
com p : [0,1] — [0,27] continua, p(0) =0, p/(r) > 0,e F = gom com g
uma funcao analitica real nao-constante de periodo 1. Assim, o potencial é
definido através das érbitas de uma aplicacao twist integravel, e os Teore-

mas 3.1 e 3.3 valem para conjuntos apropriados, como na Aplicacao 3.2.6.
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3.2.10 Rotagoes nos Toros com Condigao Analitica sobre F'

Considere o operador H (‘X ),S definido por (5), em que S é a transformagao
sobre QF := T* x [—a,a]® (T* é o k-toro, i.e., TF = 8! x ... x St (k vezes)
e a > 0 fixado) dada por S(f,a) = (0 + 7, ), com 0 = (61,...,60;), a =
(a1,...,a3), e F = gom, com g : TF — IR analitica ndo-constante de
periodo 1 em cada componente e m, : Q¥ — T¥ a projecio dada por
(0, ) = 6. Observe que para k = 1, estamos no caso da Aplicagao 3.2.6
acima. Similarmente & 3.2.6, obtém-se um conjunto Gs denso QF C QF de
forma que para qualquer (6, «) € Q’g e para todo g > 0, ﬁ(;,a),s,w(q) =1.
Note que F(S™(01,...,0k, a1,...,ax)) = g(61 + nmaq, ..., 0k + nrag).

A construgao de G na Aplicagdo 3.2.6 tem uma contrapartida aqui, com
ﬂ(*é’a)ys’w(q) = 1 para a em um conjunto G4 denso G*¥ C [—a, a]k e para
todo . O resultado de Sorets e Spencer mencionado acima continua valido
neste caso [8]: existe Ag > 0 de modo que se A > g, entdo I'2(E) > 0 para
todo E, todo vetor o incomensurével (i.e., - j # 0 para todo j € ZF\ {0})
e =(,...,0;) L—qtp (£ sobre T* é ergédica com respeito a 7 0 S). Por-
tanto, pelo Teorema 3.3, para tais a’s o operador H(Vg,a),s sobre ¢2(IN), com
W = k(d1, )01 e A suficientemente grande, tem espectro pontual puro para 6

k contém ve-

e k {—qtp. Como necessariamente um conjunto G5 em [—a, aj
tores v incomensuraveis (em particular para Qk), novamente obtemos novos
exemplos de operadores de Schrodinger com espectro pontual puro e trans-

porte quase-balistico.
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