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RESUMO 

 

DEA, Data Envelopment Analysis, é uma técnica não paramétrica que surgiu em 1976 quando 

os pesquisadores Charnes, Cooper e Rhodes procuravam uma metodologia para calcular 

eficiência e produtividade em situações onde as informações sobre preços de insumos e de 

produtos não eram disponíveis. Ao longo dos anos seus métodos se sofisticaram, passando de 

um simples modelo que exigia a restrição de que todas as empresas operavam em uma 

situação de retornos constantes de escala a modelos mais complexos que levantaram tal 

restrição. Atualmente, DEA é utilizada em áreas tão diversas como finanças empresariais, 

mercado de capitais, avaliação de universidades, bases aéreas, bibliotecas, etc. O modelo 

utilizado nesta tese para avaliação de desempenho empresarial se baseia na modelagem 

matemática de DEA que permite a utilização de vários inputs e outputs simultaneamente para 

a determinação da eficiência/produtividade de cada firma. A avaliação de desempenho das 

empresas é realizada sob 3 óticas distintas: (i) avalia a eficiência da empresa em gerar receita 

e lucro, (ii) avalia como o mercado valoriza a receita e o lucro produzidos pela empresa, e (iii) 

analisa também como a empresa consegue transformar seus fatores de produção diretamente 

em valor ao acionista. DEA permite distinguir os conceitos de eficiência e produtividade, 

fornecendo relevantes informações para tomada de decisões estratégicas. Como parte do 

processo de análise, obtém-se uma fronteira das melhores práticas entre as empresas 

analisadas permitindo a identificação da situação de retornos de escala de cada uma das 

empresas estudadas. Ademais, torna possível a associação com os conceitos do Índice de 

Malmquist, possibilitando uma avaliação da trajetória de cada empresa ao longo de um 

período estudado e identificando como ela evoluiu em termos de eficiência e/ou produtividade 

e se ela conseguiu acompanhar as inovações tecnológicas de seu grupo. 

 

 

PALAVRAS-CHAVE: Eficiência; Produtividade, DEA-data envelopment analysis  
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ABSTRACT 

 

DEA, Data Envelopment Analysis, is a non parametric modeling technique which came about 

in 1976 when three prominent researchers, Charnes, Cooper and Rhodes were in search of a 

procedure to evaluate productivity/efficiency without recourse to price information. Soon 

after, new and more complex models were developed with wide acceptance among 

researchers mainly in the Management Sciences field. Nowadays, DEA finds its use in areas 

like hospitals, banks, industries, universities and capital markets. This research aims at using 

DEA as a tool to evaluate the top Brazilian companies listed in the local stock exchange based 

in a model which simultaneously combine several inputs to generate income and net profits. 

A second step evaluates how shareholders value the income and profit generated by the firms. 

A third step evaluates how efficiently each firm succeeds in directly transforming its 

endowments in shareholder´s value. The proposed model goes further in that it uses outputs 

produced by a first stage evaluation, like income and net profit, as inputs to the second phase 

evaluation. Furthermore, this research combines DEA with the Malmquist Productivity Index 

providing information on how the largest companies went along in between 2001-2006, as far 

as productivity and efficiency is concerned. 

 

 

KEY-WORDS: Efficiency; Productivity; DEA-data envelopment analysis 
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1INTRODUÇÃO 

 

 

Medir, comparar e interpretar o desempenho de unidades produtivas, sejam elas empresas 

diferentes ou unidades internas de uma mesma empresa, têm sido objeto de uma vasta gama 

de estudos, apoiados em diversas teorias que são, em geral, interdisciplinares. A orientação 

dos estudos bem como os resultados produzidos são, via de regra, dependentes das teorias 

seguidas por cada uma das linhas de pesquisa. Desta forma, uma mesma base de dados 

analisada por diferentes métodos pode conduzir a conclusões diferentes, mas que, no fundo, 

se complementam.  

Este trabalho tem como foco a avaliação de desempenho empresarial das maiores 

empresas do país, listadas em bolsa de valores, com base em um modelo não paramétrico que 

utiliza vários fatores simultaneamente. Porque o interesse na mensuração de produtividade e 

de eficiência gera tanta polêmica e interesse? Segundo Fried et al. (2008, p. 11) há pelo menos 

3 diferentes razões que motivam os pesquisadores: 

 

(i) Apenas através da mensuração de eficiência e produtividade e da separação de seus 

efeitos daqueles causados pelo ambiente operacional pode-se explorar hipóteses sobre 

as fontes e diferenciais de eficiência e produtividade; 

(ii) Macro performance depende de micro performance; desta forma, a mesma lógica no 

estudo de empresas aplica-se ao estudo do crescimento de nações; e, 

(iii) Medidas de performance são indicadores de sucesso, geram métricas que permitem a 

avaliação dos produtores. 

 

O ponto focal deste trabalho é sobre como se caracterizar uma empresa como eficiente 

e/ou produtiva e, a partir daí, implementar diversos modelos de forma a mensurá-las. 

Alguns estudos se baseiam em metodologias paramétricas, econométricas, cujo principal 

expoente é uma técnica conhecida como SFA, stochastic frontier analysis, ou análise da 

fronteira estocástica; outros, igualmente relevantes, exploram a vertente não-paramétrica, cuja 

caracterização teórica mais importante é representada pelo que se convencionou denominar de 

DEA , Data Envelopment Analysis, ou análise envoltória de dados.  

Este trabalho está apoiado no referencial teórico de DEA, cuja base é a programação 

linear. DEA é um método de avaliação de desempenho que surgiu em 1976 através de uma 

modelo orientado para analisar situações em que não havia informações sobre preços, de uma 
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maneira geral. Por isso, foi estruturado de tal forma que consegue avaliar o desempenho 

relativo de qualquer unidade produtiva desde que haja um processo de transformação de 

inputs em outputs. 

Exemplos de utilização de DEA vão desde a avaliação de desempenho de universidades 

até bases aéreas americanas, passando por bancos, redes de varejo, indústrias, etc. Em DEA 

existe a figura de uma DMU, decision making unit, que vem a ser a entidade objeto do estudo. 

Estas entidades tanto podem ser indústrias, quanto empresas, até mesmo filiais de uma única 

empresa.  

Outra característica marcante de DEA é a criação de “insumos virtuais”, ou seja, para cada 

DMU em análise, cria-se um conjunto de pesos únicos para efeitos de cálculo de sua 

eficiência. Desta forma, cada DMU analisada tem sua eficiência calculada à luz de um 

conjunto ótimo de pesos, significando que não há qualquer outra combinação possível que 

produza um índice de eficiência melhor do que o calculado. Este processo se repete por tantas 

vezes quantas DMUs houver na base de dados, garantindo sempre o melhor conjunto de pesos 

para cada uma. Esta técnica sofisticada contrasta fortemente com as limitações tradicionais de 

análise financeira, onde ou se avalia uma empresa por índices isolados ou se pondera, a 

priori, as variáveis estudadas.  

DEA também proporciona aos pesquisadores subprodutos gerenciais de grande valia; por 

ex., a identificação da situação de uma empresa em relação à sua situação de retornos de 

escala, fornecendo valiosas informações sobre tomada de decisões de novos investimentos. 

Como a economia em que as empresas existem é cada vez mais globalizada e dinâmica, uma 

boa ferramenta de análise não pode se limitar a avaliações estáticas. Neste particular, DEA 

possibilita também a avaliação da evolução de uma empresa ao longo do tempo relativamente 

à sua eficiência e produtividade; para tal, utiliza o Índice de Malmquist. 

O presente trabalho inova por ser o primeiro estudo acadêmico que aplica os conceitos 

mais avançados de DEA no país; outras pesquisas já utilizaram DEA, mas, em geral, se 

concentraram nos modelos básicos e originais de 1976 (modelo CCR) e de 1984 (modelo 

BCC). Outros trabalhos utilizaram o índice de Malmquist com DEA, mas se limitando às 

decomposições originais de uma única série de dados, não o utilizando como instrumento de 

comparação entre empresas. Outra área que este trabalho inova refere-se à decomposição da 

eficiência técnica, incorporando também a decomposição que utiliza o modelo SBM, slack 

based model, que permite a identificação de ineficiência de escala.  

O modelo adotado para este trabalho se baseia em uma nova maneira de avaliar o 

desempenho de empresas, em que não só se avaliam os outputs tradicionalmente utilizados, 
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como geração de receita e lucro, bem como também se procura identificar como o mercado 

percebe esta geração por parte da empresa, transformando-a em valor ao acionista. Este tipo 

de modelo, denominado de múltiplas fases, é relativamente novo e ainda não foi utilizado em 

qualquer pesquisa no país. 

 

Estrutura do trabalho 

O trabalho está estruturado da seguinte forma: o primeiro capitulo trata desta 

introdução, justificativa e caracterização de inovação por parte desta tese.  

O segundo capítulo trata do referencial teórico sobre o assunto, com foco nas 

conceituações teóricas e práticas de eficiência e produtividade. São analisados os diversos 

modelos existentes de DEA, sua aplicabilidade e interpretações. Analisa-se também a teoria 

sobre a avaliação de empresas ao longo do tempo, com base no Índice de Malmquist, 

associado aos conceitos DEA. Uma parte relevante deste trabalho é sobre a caracterização da 

situação de retornos de escala das empresas analisadas, informação esta difícil de se calcular e 

extremamente relevante.  

O terceiro capítulo explica o modelo teórico a ser aplicado, cuja base é um modelo de 

avaliação de desempenho empresarial com múltiplos estágios e múltiplos fatores, detalhando 

os procedimentos de cálculo de eficiência e produtividade. Neste tipo de modelo, variáveis 

que servem de output em uma fase podem ser utilizadas como inputs em outra fase, 

proporcionando aos pesquisadores mais de uma única visão sobre as empresas. O modelo 

utilizado avalia primeiramente a empresa sob a ótica da lucratividade, posteriormente avalia a 

empresa do ponto de vista de como estes resultados têm contribuído para gerar valor aos 

acionistas e, por último, avaliam como a empresa transforma seus fatores de produção 

diretamente em valor ao acionista. Ademais, associado ao referencial teórico do índice de 

Malmquist, consegue acompanhar a evolução das empresas ao longo do tempo, procurando 

identificar fatores de sucesso ou de insucesso em um período de avaliação.  

O quarto capítulo analisa os dados gerados pelos modelos DEA e identifica cada 

empresa relativamente à sua situação de eficiência e produtividade além de fornecer rankings 

entre as empresas analisadas. Os resultados são apresentados e comentados, destacando-se as 

empresas que se sobressaíram positiva e negativamente.  

Por último, o trabalho apresenta suas conclusões, indicando, à luz da modelagem DEA 

e do modelo de avaliação com múltiplos fatores e múltiplos estágios, quais são as empresas 

que merecem ser consideradas as melhores e maiores, entre aquelas analisadas.  
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2 REFERENCIAL TEÓRICO 

 

2.1 TEORIA DA PRODUÇÃO 

 

2.1.1 Conceitos Básicos 

 

As empresas são consideradas na análise econômica da maioria dos textos modernos 

de Economia da Produção como otimizadoras bem sucedidas. Segundo Kumbhakar e Lovell 

(2000, p.ix), a principal linha do pensamento econômico moderno considera que as empresas 

produzem os outputs máximos disponibilizados pela tecnologia corrente e pelos recursos ao 

seu dispor; ao mesmo tempo, minimizam o custo da produção de quaisquer outputs que 

procuram produzir, dadas a tecnologia e os preços existentes. 

Chambers (1988, p. 8), ao definir a função de produção, supôs a existência de uma 

solução para a função de produção que pode ser representada por y = f(x) e que esta seja 

single valued, ou seja, para cada combinação única de inputs x, há uma correspondência de 

um único nível de output. Se assim não o for, a empresa poderia escolher, para cada conjunto 

de inputs, diversos níveis de outputs e o bom senso sugere que sempre se escolheria o maior 

output disponível. Desta forma, Chambers (1988, p.8) presume que a função de produção 

fornece o output máximo para um dado vetor arbitrário de inputs; desta forma, exclui 

especificamente a possibilidade de ineficiência técnica. Fried et al. (2008, p. 6), também 

alinhados com este pensamento, destacam que “[…] inefficient behavior is assumed away in 

conventional economic theory, in which first-order and second-order optimizing conditions 

are satisfied”. 

Para desenvolver-se uma análise com base na Teoria da Produção, segundo Carvalho 

(2001, p.144) é essencial o entendimento de alguns conceitos fundamentais, entre eles os 

seguintes: 

(a) conceito de empresa ou firma, que pode ser entendida como uma unidade técnica 

que produz bens; 

(b) conceito de fator de produção, que pode ser entendido como bens ou serviços 

transformáveis em produção; e, 

(c) conceito de função de produção, que identifica a forma de solucionar os problemas 

técnicos da produção. 

Mais especificamente, Carvalho (2001, p. 145) define função de produção como “a 

relação que mostra qual a quantidade obtida do produto, a partir da quantidade utilizada dos 
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fatores de produção” e o processo de produção como “técnica por meio da qual um ou mais 

produtos vão ser obtidos a partir da utilização de determinadas quantidades de fatores de 

produção”. 

Carvalho (2001, p. 146) aborda a diferença entre os conceitos de função de produção e 

processo de produção: o primeiro denota o produto máximo possível de se obter com uma 

determinada quantidade de fatores, mas sempre considerando um processo de produção 

determinado; de acordo com o autor, 

 

[...] o processo de produção, na realidade, indica quanto de cada fator se faz 

necessário para obter certa quantidade de produto. Por seu turno, a função de 

produção indica o máximo de produto que se pode obter a partir de uma dada 

quantidade de fatores.   

 

 

A relação entre os fatores e a quantidade produzida pode ser de curto ou longo prazo, 

dependendo de que alguns fatores sejam fixos e outros variáveis, ou de que todos sejam 

variáveis. 

Outro conceito relevante para o contexto desta tese é o de escala de produção, definido 

por Carvalho (2001, p. 155) como “o ritmo da variação da produção, respeitada certa 

proporção de combinação entre os fatores”; rendimentos de escala, que podem ser crescentes, 

decrescentes ou constantes, indicam, então, a natureza da variação obtida no produto final ao 

se variar a utilização dos fatores de produção, respeitando-se as proporções existentes entre os 

mesmos. 

Jehle e Reny (2001, p. 411), consideram que o entendimento de alguns conceitos de 

conjuntos e funções são fundamentais para os estudos da teoria micro-econômica, em 

particular um entendimento de combinações convexas e funções convexas e côncavas: 

 

Convex sets are basic building blocks in virtually every area of microeconomic 

theory. In theoretical work, convexity is most often assumed to guarantee that the 

analysis is mathematically tractable and that the results are clear-cut and “well-

behaved”[…] later you will begin to appreciate the importance of convexity and its 

role in some fundamental optimization problems in microeconomics. 
 

 

Sundaram (2007, p. 172) também considera fundamental o conhecimento destes 

mesmos conceitos: 

 

The notion of convexity occupies a central position in the study of optimization 

theory. It encompasses not only the idea of convex sets, but also of concave and 

convex functions. The attractiveness of convexity for optimization theory arises from 

the fact that when an optimization problem meets suitable convexity conditions, the 
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same first-order conditions that we have shown in previous chapters to be necessary 

for local optima, also become sufficient for global optima. Indeed, even more is true. 

When the convexity conditions are tightened to what are called strict convexity 

conditions, we get the additional benefit of uniqueness of the solution. 

 

 

Dixit (1990, p. 1) explica a relação entre economia e otimização, linha mestra desta 

tese: “Economics has been defined as the study of making the best use of scarce resources, 

that is, of maximization subject to constraints”. 

Jehle e Reny (2001, cap. A1) definem os principais conceitos de convexidade que são 

utilizados nos capítulos seguintes. 

 

2.1.1.1.CONJUNTOS CONVEXOS 

 

No desenvolvimento deste trabalho, utiliza-se, com freqüência, o conceito de 

conjuntos convexos, que é definido por Jehle e Reny (2001, p.412) como S ⊂ é um 

conjunto convexo se para todo x
1
  S e x

2
  S, tem-se que 

tx
1 
 + (1 – t) x

2  
  S ∀  t no intervalo .      (1) 

 

2.1.1.2 FUNÇÕES CÔNCAVAS 

 

Jehle e Reny (2001, p. 441) definem uma função côncava da seguinte forma, 

f = D  R é uma função côncava se para todo x
1
, x

2
  D, 

 

f(x
t
) tf(x

1
) + (1 – t)f(x

2
)     t   [0,1].       (2) 

Uma função f é côncava se o seu valor em uma combinação convexa de dois pontos 

não for menor do que o valor desta combinação convexa dos dois pontos, conforme 

representado na figura 1. 
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Figura 1.  Função Côncava . Fonte: Jehle e Reny (2001, p. 441). 

 

Como se pode interpretar pela figura 1, uma função é côncava se para cada par de 

pontos no seu grafo o segmento de reta que os liga estiver abaixo do grafo ou no próprio 

grafo. 

 

2.1.1.3 FUNÇÕES HOMOGÊNEAS 

 

Uma função real f (x) é chamada homogênea de grau k se 

F (tx)  tk f (x)    t > 0.         (3) 

Uma função real f (x) é considerada homogênea de grau 1, ou linearmente homogênea, 

se f (tx)  t f (x)  t >0;          (4) 

uma função real f (x) é homogênea de grau zero se 

f (tx)   f (x)  t >0.         (5) 

O interesse nas funções homogêneas decorre do fato de que elas apresentam um 

comportamento regular quando todas as variáveis variam na mesma proporção e 

simultaneamente; além disso, tem-se também que uma função é homogênea se ela puder ser 
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sempre escrita em termos de suas próprias derivadas parciais e o seu grau de homogeneidade, 

conforme Teorema de Euler (JEHLE e RENY, 2001, p. 471) 

 

2.1.1.4 TEOREMA DE EULER 

 

f (x) é homogênea de grau k se e somente se 

k f (x) =    para todo x.       (6) 

 

2.1.2 Representação da Teoria da Produção 

 

De acordo com Färe et al. (1994, p. 25) a tecnologia de produção de uma firma que 

transforma insumos (inputs) x = (x1,x2, ..., xn )    = { x : x    x  0  em produtos 

(outputs) u = (u1, u2,...,uM)   pode ser representada pela correspondência de produto P , 

pela correspondência de insumos L ou pelo grafo da tecnologia GR. 

A correspondência de Produto    mapeia insumos  em 

subconjuntos P(x)   de produtos. O conjunto (x) representa todos os vetores de produto u 

  que são viáveis a partir do input set x  . A correspondência de insumos 

mapeia os  produtos u   em subconjuntos L(x)  de insumos. 

O input set L(u) representa o conjunto de todos os vetores de insumos   que 

são capazes de produzir ao menos o vetor de produtos u   . 

Representação gráfica do Output Set e do Input Set 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2. Conjunto de outputs. Fonte: Färe et al., 1994, p. 26. 
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Figura 3. Conjunto de inputs. Fonte: Färe et al., 1994, p. 27. 

 

O input set e o output set podem ser obtidos um a partir do outro (FÄRE et al., 1994, 

p. 6), a partir das seguintes relações 

 

 

 

2.1.3 Viabilidade da Produção 

 

Färe et al. (1994, p. 26) definem como viável um vetor de insumo-produto se x  L(u) 

ou, de forma equivalente, se u  P(x). O grafo da tecnologia de produção é definido, então, 

como o conjunto de todos os vetores insumo-produto viáveis, qual seja, 

 

Ainda de acordo com Färe et al. (1994, p. 26), tem-se que tanto o grafo pode ser 

derivado do input set quanto do output set como ambos podem ser derivados do grafo, 

conforme se segue, 

 

 

 

A relação entre o input set, output set e o grafo da tecnologia de produção pode ser 

representada graficamente da seguinte forma, 

 

 x2 

x1 

 

L (u) 
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Figura 4. Fonte: Input Set, Output Set e o grafo da tecnologia de produção. Färe et al, 1994, p. 

28. 

 

2.1.4 Isoqüantas e Conjunto de Possibilidades de Produção 

 

Segundo Jehle e Reny (2001, p. 118) a maneira mais genérica de se entender uma 

firma é pensar que ela tenha um conjunto de possibilidades de produção (PPS), production 

possibiity set, Y  , em que cada vetor y = (y1, ..., ym)  Y é um plano de produção cujos 

componentes indicam os totais dos vários insumos e dos vários produtos. As representações 

gráficas usuais sobre as possibilidades de produção de uma firma são na forma de isoqüantas 

e da curva de possibilidades de produção, PPC, production possibility curve. 

Carvalho (2001, p.152) define uma isoqüanta como sendo  

 

[...] a representação gráfica de um conjunto de pontos que identificam a mesma 

quantidade de produtos. Um conjunto de isoqüanta, cada qual representando um 
dado nível de produção derivado da combinação de fatores, [...], é normalmente 

conhecido por mapa de produção. 

 

 

Para um dado nível de produção, segundo Jelhe e Reny (2001, p. 119), o conjunto de 

vetores de insumos que produzem y unidades do produto é denominado de isoqüanta de nível 

y. A isoqüanta de y, Q (y), pode ser definida como 
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Figura 5.  Fonte: Isoquantas de produção Coelli et al., 2005, p. 15. 

 

A contrapartida da isoqüanta é a Curva de Possibilidade de Produção, (PPC), 

Production Possibility Curve. Carvalho (2001, p. 170), tomando como simplificação uma 

situação em que a firma só produz dois produtos, define a PPC como “uma linha onde todos 

os pontos revelam as diferentes quantidades dos dois produtos que podem ser 

combinadamente produzidos em um dado período de tempo, a partir de uma determinada 

quantidade de fatores que a firma possua”. Segundo Coelli et al. (2005, p. 44) uma PPC é a 

contrapartida de uma isoqüanta: a isoqüanta representa as várias combinações de insumos que 

podem ser utilizados para se produzir um dado nível de produtos, enquanto a PPC demonstra 

as várias combinações possíveis de produção a partir de um dado nível de insumos. 

A representação gráfica de um caso simplificado de produção de apenas dois produtos, 

pode ser feita da seguinte forma: 

  

x

1 

0 

Esta isoquanta fornece todas 
as combinações de x1 e x2 
capazes de produzir o nível 
de produção q2 
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Figura 6.  Curvas de Possibilidade de Produção. Fonte: Carvalho, 2001, p. 170. 

 

Observe-se que, graficamente, é difícil visualizar estas curvas para uma situação de 

multi-insumos e multi-produtos, por isso é costumeiro representá-las para situações mais 

simples de dois insumos para um dado nível de produção (isoqüanta) e um insumo como uma 

função de dois produtos (PPC). 

 

2.1.5 Função Distância 

 

O conceito de função distância está associado com o conceito de fronteira de 

produção. A idéia básica é bastante simples e envolve contrações e expansões radiais na 

definição de funções. Segundo Coelli et al. (2005, p. 47) este conceito foi originalmente 

desenvolvido por Malmquist (1953) e Shepard (1953), embora só recentemente tenha sido 

mais difundido. 

Pode-se especificar tanto uma função distância dos insumos (input distance function) 

quanto uma função distância dos produtos (output distance function). Uma função distância 

dos insumos permite caracterizar uma tecnologia de produção examinando-se contrações 

proporcionais do vetor de insumos, dado um vetor de produtos. Analogamente, uma função 

distância produto considera a expansão proporcional máxima do vetor de produtos, dado um 

vetor de insumos. 
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De forma mais ampla pode-se entender que uma função distância permite que se 

descreva uma tecnologia de produção em uma situação de múltiplos insumos e produtos sem 

a necessidade de se especificar um objetivo comportamental como, por exemplo, minimização 

de custo ou maximização de lucros. (COELLI et al., 2005, p. 47) 

 

2.1.5.1 FUNÇÃO DISTÂNCIA DE PRODUTOS (OUTPUT DISTANCE FUNCTION) 

 

Segundo Coelli et al. (2005, p. 46) a função distância de produto é definida no output 

set, P(x) como: 

do(x,q) = inf { : (q/ ) ε P(x)}         (7) 

(obs.: o autor utiliza min como uma aproximação de inf). Para maiores detalhes, vide Coelli et 

al. (2005, p. 47, nota de rodapé 6). 

As propriedades de do(x,q) são as seguintes: 

(i) d0 = (x,0) para todo x não-negativo; 

(ii) d0(x,q) é não-decrescente em q e não-crescente em x; 

(iii) d0(x,q) é linearmente homogênea em q; 

(iv) d0(x,q) é quasi-convexa em x e convexa em q; 

(v) Se q pertence ao PPS de x (i.e., q ε P(x)), então, d0(x,q)  1; e, 

(vi) A distância é igual a unidade (i.e., d0(w,q) = 1) se q pertence à fronteira da PPS. 

A figura 7 ilustra o conceito de uma função distância produto para uma situação em que 

dois produtos, q1 e q2, são produzidos pelo vetor de insumos, x. 
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Figura 7. Função distância de produtos e o conjunto de possibilidades de produção. Fonte: 

Coelli et al., 2005, p. 48. 

 

Na figura 7, o conjunto de possibilidades de produção, P(x), é limitado pela curva de 

possibilidades de produção, PPC – P(x), e pelos eixos q1 e q2. O valor da função distância de 

produto para a firma usando um nível de insumos x para produzir os produtos definidos pelo 

ponto A, é igual à razão  = AO/OB. 

Pode-se também entender a função distância produto como sendo o fator recíproco 

pelo qual a produção de todas as quantidades de produto pode ser incrementada dentro do 

mesmo PPS para um dado nível de insumos. Os pontos B e C, que estão na superfície das 

possibilidades de produção, referenciada como PPC-P(x), teriam, então, o valor de sua função 

distância igual a 1. 

 

2.1.5.2 FUNÇÃO DISTÂNCIA DE INSUMOS (OUTPUT DISTANCE FUNCTION) 

 

A função distância de insumos, referente ao dimensionamento do vetor de insumos, é 

definida no input set, L(q), como: 

di(x,q) = sup {ρ: (x/ρ )ε L(q)}         (8) 

 

onde o input set L(q) representa o conjunto de todos os vetores de insumos, x, que podem 

produzir o vetor de produtos, q. 

 

As propriedades básicas da função distância de insumos são: 

PPC  - P(x) 
A 

B 
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q2A 

0 q1A 
q1 
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(i) A função distância insumos é não-decrescente em x e não-crescente em q; 

(ii) É linearmente homogênea em x; 

(iii) di(x,q) é côncavo em x e quasi-côncavo em q; 

(iv) a distância é igual a unidade (i.e., di(x,q) = 1) se x pertence à “fronteira” do input set (a 

isoqüanta de q); e, 

(v) se x pertence ao input set de q(i.e., x  então di(x,q )  1. 

 

A função distância de insumos pode ser exemplificada pela figura abaixo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8. Função distância insumo. Fonte: Coelli et al., 2005, p. 50 

 

A figura 8 demonstra a função distância de insumos para uma situação onde dois 

inputs, x1 e x2, são usados na produção do vetor de produtos, q. O input set, L(q), é a área 

limitada por baixo pela isoqüanta, Isoq-L(q). 

 

O valor da função distância para o ponto A, que define o ponto de produção onde a 

firma A utiliza x1A do insumo 1 e x2A do insumo 2 para produzir o vetor de outputs q, é igual à 

razão ρ = A0/0B. Os pontos B e C, que estão na superfície das possibilidades de produção, 

referenciada como PPC-P(x), teriam, então, o valor de sua função distância igual a 1. 
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2.1.6 Lei das Proporções Variáveis 

 

Segundo Chambers (1988, p. 20) 

 

[...] the law of variables proportions, which is essentially a restatement of the law of 

diminishing marginal productivity, states that if the quantity of one input is 
successively increased by equal increments, holding all other inputs fixed, the 

resulting product increment will first increase and then decrease. Hence, 

diminishing marginal productivity only sets in for sufficiently large input bundles, 

whereas increasing marginal productivity is expressly permitted. 

 

 

A figura 9 exemplifica este conceito. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 9. Lei de proporções variáveis. Fonte: Chambers, 1988, p. 20 

APi significa produto médio, average product,  e MP significa 

produto marginal, marginal product, , ambos em relação ao input i. Nesta 

interpretação, não se admite a possibilidade de produtividades marginais negativas além do 

que o input xi é considerado essencial à produção. Geometricamente, o produto médio de xi 

em um ponto  equivale ao coeficiente angular do segmento de reta que conecta a origem ao 

ponto em f(x) associado com , considerando-se os demais inputs constantes (CHAMBERS, 

1988, p. 21). 

O produto médio é maximizado quando (AP)i = (MP)i , pois 

          (9) 

é igual a zero quando f(x,) o segmento de reta conectando a origem e f(x) é tangente à f(x). 
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2.1.7 Retorno (Global) de Escala 

O conceito de retorno de escala refere-se à maneira como a produção responde quando 

todos os insumos são alterados na mesma proporção, isto é, quando a escala de operação, por 

inteiro, é aumentada ou diminuída proporcionalmente (JEHLE e RENY, 2001, p. 124). 

Uma função de produção pode ter retornos de escala constante, crescente ou 

decrescente, conforme definido a seguir, pelos mesmos autores: 

Retornos constantes de escala (CRS), constant returns to scale: esta situação 

caracteriza-se por 

f(tx) = t (f(x)  ∀ t > 0 e todo x 

Retornos crescentes de escala (IRS), increasing returns to scale: esta situação 

caracteriza-se por 

f(tx) > t f (x)  ∀  t > 1 e todo x 

Retornos decrescentes de escala (DRS), decreasing returns to scale: esta situação 

caracteriza-se por 

f (tx)  < t (f(x)  ∀ t > 1 e todo x. 

A maioria das tecnologias de produção, ainda segundo Jehle e Reny, exibe CRS, IRS e 

DRS em faixas determinadas de sua produção, fazendo-se, assim, útil a mensuração destas 

condições localmente. 

 

2.1.8 Retorno (Local) de Escala 

2.1.8.1 CONCEITO DE ELASTICIDADE DE ESCALA 

O conceito de elasticidade de escala está associado com a variação no output em 

resposta à variação simultânea de todos os inputs. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                         

Figura 10. Elasticidade de escala. Fonte: Chambers, 1988, p. 22 
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Segundo Chambers (1988, p. 22-23), este conceito foi introduzido originalmente como 

elasticidade da produção. A elasticidade de escala é 

λ = 1          (10) 

Assim, mede como o output varia na medida em que um conjunto de inputs x é 

multiplicado por um escalar. Pode-se interpretar  como uma medida de quão precisamente a 

distância entre isoqüantas no input space reflete a distância no output space. Esta distância é 

exatamente igual a d(x
0
, 0); desta forma, observa-se que o aumento percentual na distância a 

partir da origem é igual à mudança percentual em λ. 

O conceito de elasticidade de escala pode também ser entendido a partir da fórmula 

(10). Se  = 1, a função de produção apresenta CRS; quando  = 1, portanto, as isoqüantas 

estão espaçadas de forma igual. Neste caso,  Quando  < 1, a função 

de produção exibe DRS e a distância entre as isoquantas no input space superestima a 

distância no output space; neste caso,  

Ainda de acordo com Chambers (1988, p. 23) a seguinte distinção deve ser observada: 

 

Decreasing returns to scale is a distinctly different concept than diminishing 

marginal productivity even though the two are frequently confused. Diminishing 

marginal productivity is a measure of output variation in response to changes in a 
single output, whereas, […], decreasing returns to scale is associated with a 

simultaneous change in all inputs. 

 

Por ultimo, se   1,  então, a função de produção apresenta uma situação de IRS. 

Qual a importância, afinal, da identificação da situação de retornos de escala de uma 

firma? Chambers (1988, p. 23) aborda a situação de uma firma que encontra uma 

oportunidade de investimento e deseja produzir a capacidade máxima possível a partir da 

aquisição dos fatores de produção que tal investimento permita; para tal, pode dividir suas 

operações ou concentrar sua produção, aumentando a escala atual. Assumindo-se que ambas 

alternativas apresentem o mesmo custo, a situação de retornos de escala em que se encontra 

naquele ponto, é um fator relevante na decisão: se, por exemplo, a tecnologia de produção se 

encontra em um estado de retornos decrescentes de escala, Chambers (1988) recomenda que a 

operação seja dividida em vez de concentrada. Como a centralização é associada com o 

aumento da escala de operação, tal firma estaria em uma situação de deseconomia de escala 

(grifo nosso). 
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Como o conceito de retorno de escala é uma medida local, ela representa o que 

acontece à produção apenas nas proximidades do input space. Desta forma, a elasticidade de 

escala deve ser entendida como dependendo de x e y e interpretada como sendo a somatória 

das elasticidades de output (CHAMBERS, 1988, p. 24), 

|λ=1 =     = i       (11) 

Neste caso,  é a soma das razões dos produtos marginais com os produtos marginais. 

Segundo Ramanathan (1989, p. 278), o conceito de CRS, e por extensão, os conceitos 

de DRS e IRS, podem ser demonstrados com a utilização da função de produção Cobb-

Douglas. A forma genérica de uma função Cobb-Douglas é a seguinte: 

Qt = c K
α

t L
β
t 

onde c, α e β são parâmetros desconhecidos. Passando-se para a forma logarítmica e 

somando-se um termo de erro, obtém-se a seguinte formulação econométrica (fazendo-se β1 = 

ln c) 

ln Qt = β1 + α ln Kt + β ln Lt + ut        (12) 

Daí decorre que 

α =           (13) 

Portanto, α é a elasticidade do output em relação ao capital e, analogamente, pode-se 

concluir que β é a elasticidade do output em relação ao trabalho. 

Suponha-se agora que as quantidades dos dois inputs, capital e trabalho, sejam 

dobradas; neste caso, o output passa a ser o seguinte: 

Qt = c(2K)
α

t(2L)
β

t = 2
α+β

Q                                     (14) 

Desta relação, pode-se deduzir que se α + β = 1, teremos que 2Q = Q1, ou seja, ao se 

dobrar as quantidades de ambos os inputs, dobrou-se também o output; neste caso, teremos, 

então, uma situação de retorno constante à escala. Os conceitos de DRS e IRS podem ser 

facilmente entendidos a partir do mesmo exemplo. 

 

2.1.9 Eficiência de Escala 

 

As técnicas de avaliação de eficiência de uma firma, que serão detalhadas no próximo 

capítulo, contemplam a fronteira de tecnologia de produção a um dado nível de utilização de 

inputs e de outputs. Uma firma, entretanto, pode estar operando de forma eficiente, mas não 

estar operando em uma escala ótima. Isto faz com que a escala de operação de uma firma 

também seja relevante para uma avaliação global da eficiência de uma firma. 
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Uma firma que apresenta CRS será invariante à escala, o mesmo não acontecendo se a 

firma encontrar-se em uma situação IRS ou DRS; a análise de eficiência de escala, portanto, é 

relevante para determinar em que condições de retorno de escala a firma analisada se 

encontra. 

Segundo Coelli et al. (2005, p. 58) ao longo das últimas décadas várias teorias 

surgiram na tentativa de estabelecer metodologias de mensuração de eficiência de escala e sua 

mudança de produtividade ao longo do tempo. Para fins de entendimento do conceito de 

Eficiência de Escala, torna-se mais fácil analisar uma situação de apenas um input e um 

output; posteriormente, estes conceitos serão estendidos para situações de múltiplos inputs e 

outputs. 

Denomina-se como retornos variáveis de escala (VRS), variable return to scale, a 

situação da produção de uma firma que não opera em uma situação de CRS, cujas diferenças 

em relação a uma situação de CRS podem ser ilustradas pela Figura 11. 
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Figura 11. Situação de CRS e VRS. Fonte: Coelli et al., 2005, p. 59 

 

Considerando-se uma situação de VRS, um input e um output, o conjunto de produção 

é representado pela área entre a fronteira de produção VRS, f(x) e o eixo x, inclusive. As três 

firmas acima, A, B e C, são todas tecnicamente eficientes, pois operam na fronteira eficiente 

de produção. 

Observe-se, entretanto, que a produtividade de cada uma dessas firmas é demonstrada 

pelo segmento de reta y/x que corresponde à razão entre o output observado e o input 

observado. Isto é o mesmo que o slope (coeficiente angular) a partir da origem e o ponto onde 

a firma opera na fronteira eficiente. 

A firma A, conforme pode ser facilmente constatado pela figura 11, opera em uma 

parte da fronteira eficiente que representa uma situação de IRS. Esta firma pode se tornar 

mais produtiva aumentando sua escala de operações. Por outro lado, a firma C, está situada 

em uma parte da fronteira de operações que representa uma situação de DRS; ela pode se 

beneficiar de uma diminuição em sua escala de produção.  Por último, a firma B não pode se 

tornar mais produtiva aumentando sua escala de operação, pois está em uma situação de CRS. 

Uma firma quando se encontra em seu ponto máximo de produtividade está em uma 

situação de CRS. Esta situação é denominada de TOPS, technically optimal productive scale,  

(COELLI et al., p.59) ou  MPSS, most productive scale size, por Cooper et al. (2007, p. 140) 
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A definição matemática de um ponto TOPS/MPSS é a seguinte: 

TOPS = max {y/x | (x,y)  S}, onde S corresponde ao production set.    (16) 

De outra forma, TOPS é o equivalente do ponto possível na fronteira de produção que 

maximiza a produtividade. A reta, conforme definida anteriormente, que passa pelo ponto 

TOPS implica uma situação de tecnologia CRS. 

Coelli et al. (2005, p. 59) estendem o conceito acima para tecnologias de produção 

envolvendo múltiplos inputs e outputs; neste caso, pode-se definir uma reta para cada 

combinação única de inputs e output, formando um cone para um caso tri-dimensional. Uma 

medida de eficiência de escala pode ser utilizada para indicar em quanto uma produtividade 

pode ser aumentada mudando-se a escala de produção de uma firma para um ponto TOPS. 

Coelli et al. (2005, p. 60, nota de rodapé) ressalta que pode-se esperar que uma firma 

consiga remover, no curto prazo, sua ineficiência técnica enquanto a remoção de sua 

ineficiência de escala pode estar mais associada com ações de longo prazo. 

 

2.1.10 Retornos de Escala e Função Distância 

 

Tem-se ainda que, de acordo com Coelli et al. (2005, p. 50), que se a tecnologia de 

produção exibe retornos constantes de escala, 

 

onde di e do significam as funções distância de insumos e de produtos, respectivamente. O 

significado disto é que, sob retornos constantes de escala, a função distância insumos é a 

recíproca da função distância produtos para qualquer (x, q) (COELLI et al., 2005, p. 50). Nos 

próximos capítulos, as funções distância irão fornecer a base de apoio teórica para várias 

medidas de eficiência e produtividade. 

 

2.1.11 Produto Marginal e Taxa Marginal de Substituição Técnica 

 

Coelli et al. (2005, p. 16), definem os conceitos de produto marginal e taxa marginal 

de substituição técnica da seguinte forma: 

- Produto Marginal: supondo-se que a função de produção seja diferenciável, 

denomina-se produto marginal de um insumo i à sua derivada parcial , que indica a 

razão pela qual o produto y se altera para cada unidade a mais do insumo i; e, 
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- Taxa Marginal de Substituição Técnica: a taxa de substituição de um insumo por 

outro, sem que se altere a quantidade do produto y, MRTS, marginal rate of technical 

substitution, é definida como a razão entre os respectivos produtos marginais 

.         (17) 
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2.2 PRODUTIVIDADE E EFICIÊNCIA 

 

2.2.1 Conceitos básicos 

 

Produtividade e eficiência são dois termos encontrados com freqüência nas literaturas 

especializadas de economia, administração, engenharia e pesquisa operacional, entre outras; 

estes termos se fazem freqüentes nas reuniões das firmas de consultoria, em comitês de gestão 

empresarial, além de habitarem as páginas de artigos técnicos.  

No contexto empresarial é comum a utilização de vários destes termos sem que se 

estabeleça previamente um sentido exato do que se procura aferir. No contexto acadêmico, 

entretanto, torna-se necessário não somente definir adequadamente cada um desses conceitos 

bem como entender os fundamentos que os diferenciam. Este capítulo explica quais são estes 

conceitos, a terminologia adequada e quais as técnicas corretas para a mensuração de 

produtividade e eficiência. 

Tomando-se como ponto de partida Coelli et al. (2005, p. 2-3), produtividade pode ser 

definida da seguinte forma: 

 

PRODUTIVIDADE de uma firma é a razão entre sua produção e seus insumos, isto é, 

PRODUTIVIDADE = PRODUÇÃO / INSUMOS. 

 

Uma primeira questão levantada pelos mesmos autores em relação à aplicação deste 

conceito é sobre a utilização, bastante usual, do conceito de produtividade utilizando-se como 

insumo um único fator de produção de uma firma. Tal conceito, embora possa servir de 

parâmetro para algum tipo de análise, fornece, segundo os autores, uma indicação enganosa 

da produtividade de uma firma. Observe-se, por exemplo, um dos critérios utilizados por uma 

publicação empresarial reconhecidamente importante no país, como fator de determinação 

para a escolha de Maiores e Melhores Empresas: 

 

“RIQUEZA CRIADA POR EMPREGADO: 

Mede quanto a empresa produz de riqueza em relação ao número de empregados, 

independentemente do volume total de vendas ou da margem de lucro”. (EXAME, 2008). 

 

Tal prática também é comum nos organismos oficiais de estatística de vários países; 

no Brasil, por exemplo, o IBGE (2007, vol. 1 p. 32) define o critério para elaboração do 
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ranking das atividades industriais com maior produtividade como “valor da transformação 

industrial em relação ao pessoal ocupado”; tal critério gera resultados como, por ex., a 

melhora de posição do segmento industrial Fabricação e Montagem de Veículos Automotores 

entre os anos de 1996 e 2005, quando subiu sua classificação da décima posição para a 

segunda posição no país. 

Note-se que este critério é apresentado como critério único de produtividade; embora 

explicado metodologicamente, ainda assim conota a imagem de ser este o verdadeiro critério 

relevante para a mensuração da produtividade industrial, haja vista a ausência de tabulação e 

divulgação de qualquer outro critério concorrente, mesmo que baseado em um único fator. 

Quanto à questão da eficiência, Coelli et al. (2005, p. 3) após elencarem os tipos 

básicos de eficiência encontrados na maioria dos livros de economia, comenta a confusão que 

se faz sobre o assunto, pois os termos produtividade e eficiência vêm sendo continuamente 

utilizados de forma intercambiável, embora seus significados econômicos sejam distintos. 

Cooper et al. (2007, p. 1) escrevendo sobre avaliação de desempenho de empresas 

explica que é comum a utilização de quocientes como Produção / Fatores de Produção para a 

determinação de eficiência; cita também a costumeira medida de produtividade do trabalho 

quando se procura determinar a razão entre produção e hora trabalhada. Tais medidas são 

usualmente denominadas medidas parciais de produtividade com o objetivo de distingui-las 

de uma medida mais abrangente que incorporaria todos os fatores de produção e toda a 

produção de uma firma; medidas que procuram contemplar “todos” os fatores de produção e 

toda a produção são denominadas de medida de produtividade total dos fatores, TFP, total 

factor productivity. Ao somar-se, em um único quociente, todos os insumos e toda a produção 

da firma, se evita a atribuição de produtividade a um determinado fator que poderia, em 

realidade, ser atribuída a outro fator. 

Cooper et al. (2007, p. 66) ao explicarem os resultados de uma avaliação de 

desempenho de escolas públicas, caracterizam da seguinte forma os termos eficiência e 

efetividade: eficiência está relacionada com os benefícios alcançados e recursos utilizados 

enquanto efetividade está relacionada com a capacidade de se estabelecer os objetivos 

desejados e a capacidade de se atingir tais objetivos. 

Fried et al. (2008, p. 7-8) definem a produtividade de uma firma como sendo o quociente 

entre  sua produção e seus fatores de produção. Eficiência é definida como sendo uma 

comparação entre os valores observados de seus fatores de produção e sua produção em 

relação ao que seriam valores ótimos. Esta comparação pode ser feita, basicamente, de duas 

formas distintas: 
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(i) do ponto de vista da produção de uma empresa, pode-se comparar a eficiência 

observada da produção em relação ao potencial máximo possível de produção a partir 

dos fatores de produção utilizados; e, 

(ii) do ponto de vista dos fatores de produção, pode-se comparar os insumos utilizados em 

relação ao potencial mínimo de insumos possíveis para se produzir a mesma produção. 

Pode-se, ainda, fazer uma única comparação, com uma combinação dos dois conceitos. 

Conforme definição de Fried et al. (2008, p. 8), o conceito do que pode ser considerado 

como ótimo é definido levando-se em consideração as possibilidades de produção da firma, 

isto é, sua tecnologia; este tipo de eficiência é denominado de eficiência técnica. Pode-se 

também definir um ótimo com base em objetivos empresariais tais como, custo, receita, lucro, 

etc.; neste contexto, a comparação envolve valores e a eficiência é designada como eficiência 

econômica. 

Fried et al. (2008, p.11-12) colocam uma questão relevante: porque tanto interesse na 

medição de produtividade e eficiência? Segundo os autores,  há pelo menos três razões: 

(i)  apenas através da mensuração de produtividade e eficiência e separando-se seus 

efeitos do ambiente operacional pode-se explorar hipóteses explicativas para a 

natureza das diferenças entre as empresas relativamente a estes conceitos; 

(ii) o estudo do crescimento das nações está associado ao crescimento em termos micro-

econômicos (LEWIS, 2004 apud FRIED et al., p. 33) o que aumenta a importância do 

estudo da produtividade e eficiência das empresas; e, 

(iii) tanto eficiência quanto produtividade são consideradas métricas de sucesso pelas quais 

as firmas são avaliadas. Segundo Miller (1984 apud FRIED et al., p. 33) os autores 

concluem que o aumento da produtividade contribui para a melhoria no desempenho 

financeiro de uma empresa, justificando sobremaneira este tipo de estudo. 

 

A diferenciação entre eficiência e produtividade na literatura nem sempre é muito clara. 

Para Ray (2004, p. 15) os dois conceitos usualmente utilizados para caracterizar qual a 

performance de uma firma na utilização de seus recursos são (i) produtividade e (ii) 

eficiência. É comum a confusão entre os dois conceitos; o autor cita ainda ser usual tratar os 

dois conceitos como equivalentes, ou seja, se uma Firma A é mais produtiva do que uma 

Firma B, então, geralmente se entende que a Firma A deva ser também mais eficiente. Nem 

sempre isto é verdade; embora bastante relacionados, eficiência e produtividade representam 

conceitos fundamentalmente diferentes. 
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Ainda em conformidade com Ray (2004, p. 15) produtividade é uma medida descritiva de 

desempenho, enquanto eficiência é uma medida normativa [grifos nosso]. Em virtude da 

relevância destes conceitos para o contexto deste trabalho, essas diferenças são demonstradas 

em maior detalhe, tomando-se como base um caso simples de um único insumo e um único 

produto e comparando-se duas firmas, Firma A e Firma B, que apresentam situações de 

produção diferentes entre si. 

Firma A utiliza xa quantidades de seu único insumo para produzir ya quantidades de seu 

único produto. Firma B, da mesma forma, utiliza xb quantidades de seu único insumo para 

produzir yb quantidades de seu único produto. 

O gráfico abaixo ilustra a diferença entre os conceitos de produtividade e eficiência. 
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Figura12. Produtividade e Eficiência I. Fonte: Ray (2004, p. 17) 

 

A produtividade média, AP, average productivity, de cada firma pode ser calculada da 

seguinte forma (RAY, 2004, P. 15-22): 

AP (A) =               (18) 

e AP (B)  =            (19) 

Se AP (A) > AP (B) conclui-se que a firma A é mais produtiva do que a firma B. Pode-se, 

inclusive, estabelecer um índice de produtividade,  Π, da Firma A em relação à Firma B, 

ΠA,B =  =           (20) 

Se o índice acima for superior a 1, a Firma A é considerada mais produtiva do que a Firma 

B. O ponto relevante neste caso é que  não há necessidade de se conhecer a tecnologia de 
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produção para medir  tanto a produtividade de cada firma individualmente quanto a 

produtividade relativa entre as duas firmas. 

Suponha agora que a tecnologia de produção de cada firma seja conhecida e que (cada 

uma) pode ser representada pela seguinte função de produção: y* = f(x). Neste caso, 

consideremos que y*A= f(xA) é  a produção máxima potencial da Firma A, a partir do input xA. 

A Firma B, de modo análogo, terá uma função de produção, y*B= f(xB) que é produção 

máxima potencial a partir do insumo xB. O uso do superscrito * indica que a produção da 

firma atinge seu potencial máximo; se associado a um insumo, ou combinação de insumos, 

indica que um determinado nível de produção é obtido a partir da menor quantidade possível 

de insumos. 

De acordo com Ray (2004, p. 16) a eficiência técnica de uma firma pode ser mensurada 

comparando-se a produção máxima potencial possível de ser obtida com um dado nível de 

fatores de produção com a produção efetivamente observada pela firma. Neste caso, tem-se 

uma medida de eficiência: 

A eficiência da Firma A é dada por 

 =   1 

e, igualmente para a Firma B, 

 =   1. 

onde TE significa eficiência técnica (technical efficiency) e os superscritos A e B indicam cada 

uma das firmas analisadas, enquanto o subscrito O indica que a avaliação foi feita levantado-

se em consideração a otimização da produção de cada firma (output) e não de seus insumos. 

Se a Firma A produzir o seu potencial máximo de produção   a partir do insumo xA, sua 

produtividade média será AP*(A) =  , enquanto sua produtividade no nível observado é 

AP(A) =  . A eficiência técnica, calculada com base na fórmula acima, pode também ser 

dada por 

 =  =  =           (21) 

Observe-se que a eficiência técnica pode, então, ser caracterizada como o índice de 

produtividade entre uma firma com um determinado nível de produção a partir de insumo xA e 

uma firma hipotética produzindo seu potencial máximo possível a partir do mesmo insumo. 

Pode-se verificar que são necessárias diferentes informações para a mensuração de 

produtividade e de eficiência. Primeiramente, para se medir a produtividade média de duas 
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firmas e compará-las entre si, nenhum conhecimento da tecnologia de produção se faz 

necessário. Em particular, segundo Ray (2004, p. 18), não há necessidade de se conhecer o 

conjunto viável de insumos e produtos, ou seja, nenhum conhecimento da tecnologia de 

produção se faz necessário, seja para a determinação da produtividade de cada firma ou para a 

produtividade relativa entre elas. 

Para a determinação da eficiência, entretanto, precisa-se ter o conhecimento necessário 

para se determinar um ponto  que corresponda ao potencial máximo de produção , 

realizável a partir de uma quantidade de insumos . 

A eficiência para a Firma A pode ser calculada da seguinte forma, 

 =  = =          (22) 

A diferença entre eficiência e produtividade também pode ser ilustrada através de um 

exemplo, baseado em Ray (2004, p. 15-22) onde se demonstra que uma firma pode ser mais 

produtiva do que outra sem ser mais eficiente do que ela. 

Supondo-se que f(x) =   e que (xA, yA) = ( 16,3) e (xB, yB) = ( 64,7) então 

  e   . A eficiência técnica de cada firma é dada por 

 =  

 = . 

onde se verifica que a firma B é mais eficiente que a Firma A. 

Por outro lado, ao calcularem-se as respectivas produtividades, tem-se que 

AP (A) =        = AP (B) 

ou seja, a firma A é mais produtiva do que a firma B. 

Considerando-se que tanto a firma A quanto a firma B estejam produzindo seu potencial 

máximo, isto é,  e , respectivamente, ambas teriam eficiência igual a 1, pois pela fórmula 

acima 

 =  

 = . 

Entretanto, firma A continuaria sendo mais produtiva do que firma B, conforme se observa 

abaixo, mesmo em uma situação em que ambas as firmas são eficientes. 

AP (A) =         = AP (B). 



43 
 

Coelli et al. (2005, p. 3-5) ilustram a distinção entre produtividade e eficiência em 

situações em que as firmas sejam eficientes mas que podem aumentar sua produtividade. Para 

ilustrar a diferença entre os dois conceitos consideram um processo produtivo simples em que 

apenas 1 (um) insumo é utilizado para produzir 1 (um) único produto. Os autores consideram 

ainda o conceito de feasible production set, (FPS), conjunto de pontos de produção factível 

(ou viável), que consiste de todas as combinações viáveis entre os insumos e a produção, o 

que pode ser ilustrado graficamente pela Figura 13. O FPS consiste de todos os pontos 

existentes na fronteira OF´ e entre esta e o eixo dos x; os pontos existentes sobre a fronteira 

constituem o subconjunto eficiente de pontos do FPS. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 13. Conjunto de Produção Viável. Fonte: Coelli et al. (2005, p. 4) 

 

A linha OF´ representa uma fronteira de produção que pode ser utilizada para se 

definir a relação entre os insumos e a produção. A fronteira de produção representa a 

produção máxima possível de se obter para um dado nível de insumos, refletindo, assim, o 

estado da arte da tecnologia para esta indústria. As firmas nesta indústria ou operam na 

fronteira de produção, em cujos casos são denominadas tecnicamente eficientes, ou operam 

abaixo da fronteira de produção, em cujo caso não são consideradas tecnicamente eficientes. 

Na figura acima, a firma representada pelo ponto A corresponde a um ponto 

ineficiente tecnicamente enquanto que os pontos B e C correspondem a pontos eficientes. A 

ineficiência da firma A deriva do fato de que ela poderia aumentar sua produção para o nível 

do ponto B, mantendo o mesmo nível de insumos atualmente já utilizados. 
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A distinção entre produtividade e eficiência para as empresas do exemplo anterior 

pode agora ser explicada com o apoio de um segmento de reta conectando cada um dos 

pontos de produção de cada uma das firmas à origem. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 14. Produtividade e Eficiência II. Fonte Coelli et al. (2005, p.5) 

 

Conforme pode ser visualizado no gráfico acima, uma firma operando no ponto A, 

pode se mover para o ponto tecnicamente eficiente B. O ponto de máxima produtividade, 

entretanto, é dado pelo ponto C, denominado de ponto de escala ótima. Neste conceito, a 

operação por uma firma, em qualquer outro ponto desta fronteira de produção, resultaria em 

uma menor produtividade. Pode-se concluir que embora uma firma seja tecnicamente 

eficiente ainda assim ela pode melhorar sua produtividade de forma a explorar economias de 

escala. 

Caso a avaliação de produtividade e/ou eficiência de uma firma seja feita ao longo do 

tempo, deve-se isolar os efeitos causados por uma mudança na fronteira eficiente daqueles 

causados pela mudança na escala de produção, conforme anteriormente demonstrado. Os 

efeitos de mudança da fronteira eficiente podem ser, segundo Coelli et al. (2005, p. 6) 

demonstrado pela Figura 15. 
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Figura 15.  Variação na Fronteira Eficiente. Fonte: Coelli et al. (2005, p. 6) 

 

Ao longo do tempo a incorporação de mudanças tecnológicas pode ocasionar uma 

mudança em toda a fronteira de produção. Na Figura 15, onde x representa um conjunto de 

inputs e y um conjunto de outputs, a fronteira tecnologia, entre dois períodos de tempo 

analisados, mudou de  para  Desta forma, qualquer análise que procure verificar o 

desempenho de empresas ao longo do tempo deve também levar em consideração a 

possibilidade de que a fronteira tecnológica tenha se alterado. 

 

2.2.2 Origens dos Conceitos de Produtividade e Eficiência 

 

As origens dos conceitos e das técnicas atualmente utilizadas nos estudos de 

produtividade e de eficiência remontam a dois paradigmas, segundo Fried et al. (2008, p. 20): 

(i) Koopmans (1951) elaborou uma definição formal de eficiência técnica [grifo 

nosso], enquanto, 

(ii) Debreu (1951) e Farrel (1957) introduziram uma técnica para mensurar a eficiência 

técnica [grifo nosso]. 

 

Forsund e Sarafoglou (2000, p. 2-4) explicam que a atual teoria de avaliação de 

desempenho foi gerada pelo encontro de duas áreas de pesquisa, quais sejam, Pesquisa 

Operacional e Economia; segundo eles, Michael James Farrel, em 1957, estabeleceu o pilar de 

sustentação para os conceitos vigentes sobre produtividade e eficiência, oferecendo novas 

perspectivas sobre dois pontos relevantes: 
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(i) como definir produtividade e eficiência; e, 

(ii) como calcular uma tecnologia de benchmark  e as medidas de eficiência. 

 

Os autores creditam a Abraham Charnes, William C. Cooper e Edward Rhodes, sob a 

ótica de Pesquisa Operacional, a atual teoria de mensuração de desempenho das unidades 

produtivas das empresas, cujos conceitos centrais foram divulgados através do artigo 

Measuring the Efficiency of Decision Making Units, em 1976. Neste artigo, Charnes, Cooper 

e Rhodes designaram cada unidade produtiva sob análise por DMU, Decision Making Unit, 

termo este que passou a ser conhecido como uma designação genérica para toda e qualquer 

entidade produtiva objetos de avaliação de eficiência e produtividade na literatura 

especializada DEA, Data Envelopment Analysis. 

Na conceituação de eficiência, Cooper et al. (2006, p. 68) utilizam o termo “eficiência 

Pareto-Koopmans”, em uma referência a Vilfredo Pareto e Tjalling Koopmans com o 

conhecido conceito baseado em 

i) Pareto, de que uma política (social) só deveria ser adotada se deixasse alguns 

indivíduos em melhor situação sem diminuir o bem estar de outros; e, 

ii) Koopmans, que adaptou estes conceitos à produção, com o propósito de tornar 

possível se analisar aumentos da produção, sem uma correspondente diminuição em 

outra parte desta produção, mantidas as mesmas condições de insumos. 

 

Estes conceitos eram, à época, teóricos, sem aplicação empírica, até a introdução dos 

novos conceitos propostos por Farrel em 1957 e descritos em seu artigo The Measurement of 

Productive Efficiency, que demonstrou como estes conceitos poderiam ser aplicados uma 

empresa possibilitando, desta forma, a obtenção de avaliações relativas de desempenho. 

 

2.2.3 Análise de Eficiência segundo Farrel 

 

Farrel (1957) estabeleceu a fundação para uma nova maneira de se avaliar a eficiência 

e a produtividade de empresas, desenvolvendo procedimentos para definir tanto eficiência 

quanto produtividade bem como para calcular uma tecnologia benchmark e medidas 

comparativas de eficiência. 

Segundo Forsund e Sarafoglou (2000, p. 4), as principais contribuições de Farrel (1957) 

foram as seguintes: 
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(i) Estabelecimento de medidas de eficiência baseadas em contrações ou expansões 

radiais uniformes, a partir de observações ineficientes até a fronteira eficiente; 

(ii) A fronteira de produção foi especificada como um envoltório piecewise linear mais 

pessimista dos dados, e, 

(iii) A fronteira foi calculada através da resolução de um sistema de equações lineares, 

obedecendo-se às duas condições de uma isoqüanta unitária: 

i. Que sua inclinação (slope) não seja positiva; e, 

ii. Que nenhuma observação exista entre ela e a origem. 

 

O envoltório mencionado em (ii) acima pode ser visualizado através da Figura 16, 

 

 

                               

                                    

 

 

 

 

 

 

Figura 16. Fronteira de produção piecewise linear. Fonte: Forsund e Sarafoglou (2000, p. 6). 

(x e y são insumos). Adaptação do autor. 

 

Farrell (1975), em realidade, não introduziu os conceitos de eficiência e produtividade, 

que, à época de seu artigo, já eram utilizados nas ciências econômicas; ele desenvolveu o 

conceito de decomposição da eficiência em técnica, alocativa (preços) e geral (overall), 

conforme explicado graficamente através da Figura 17. 
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Figura 17. Eficiência Técnica, Alocativa e Geral. Fonte: Coelli et al. (2005, p. 52) 

 

A partir do conhecimento da isoqüanta unitária de uma empresa eficiente, que na 

figura acima está representada por SS´, é possível a mensuração da eficiência técnica. 

 

Segundo Farrel (1957) as diferentes eficiências podem ser definidas como se segue: 

(i) Eficiência Técnica (technical efficiency): razão entre os insumos necessários, na 

situação de melhor prática, para se obter a produção observada e as quantidades dos 

insumos utilizados para cada observação; na figura acima, para a firma situada no 

ponto P, a eficiência técnica é dada por OQ / OP; 

(ii) Eficiência alocativa (ou de preço) (price efficiency): razão entre os custos observados 

de produção aos preços observados dos fatores, supondo-se eficiência técnica, e os 

custos minimizados na fronteira; para a empresa P, a eficiência alocativa é dada por 

OR / OQ; e, 

(iii) Eficiência geral (overall efficiency): razão entre os custos observados da produção, 

assumindo-se tanto eficiência técnica quanto eficiência alocativa, e os custos 

observados de uma nova unidade. 
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2.2.4 Eficiência orientada aos insumos 

 

Por exemplo, se uma firma utiliza uma quantidade de inputs definida pelo ponto P, para 

produzir uma unidade de output, a ineficiência técnica daquela firma poderia ser representada 

pela distância QP, que significa a quantidade em que os inputs poderiam ser 

proporcionalmente reduzidos sem uma redução no output.  Usualmente, se expressa esta 

ineficiência em termos percentuais, dada pela razão QP/OP, que representa a percentagem 

pela qual todos os inputs precisam ser reduzidos para atingir uma produção tecnicamente 

eficiente. 

Desta forma, pode-se mensurar a eficiência técnica (TE) de uma firma da seguinte forma: 

TE = OQ/OP,           (23) 

que vem a ser igual a 1 – QP/OP.  TE assume um valor entre 0 e 1, fornecendo, desta forma, 

um indicador do grau de eficiência técnica da firma, sendo que o valor de 1 corresponde a 

uma firma que é fully technically efficient. Na Figura 17, este ponto seria representado por 

uma firma que estivesse em Q. 

Ressalte-se que a fronteira de produção de uma fully efficient firm não é conhecida na 

prática, devendo a mesma ser estimada através de amostragem (COELLI et al., 2005, p. 52, 

nota de rodapé 19). A medida de eficiência orientada a inputs de uma firma pode ser expressa 

em termos da função distância di(x,q) da seguinte forma: 

TE= 1/di(x,q)           (24) 

Considerando-se que uma firma é tecnicamente eficiente se ela está na fronteira, temos 

para este caso que TE = 1 e, conseqüentemente, di(x,q) também igual a 1. 

Pode-se, adicionalmente, mensurar a eficiência de custo da firma, dada a informação 

sobre preço dos inputs. A eficiência de custo da firma é definida como a razão dos custos dos 

inputs associados com os vetores de inputs,  e x*, associados com pontos P e Q´: 

CE =  = OR/OP          (25) 

onde w representa o vetor de preços de input e x representa o vetor observado de inputs 

associado com o ponto P. Adicionalmente,   e x* representam o vetor de inputs associado 

com o ponto Q da firma tecnicamente eficiente e com o vetor de inputs do ponto Q´, que 

representa o ponto de minimização de custo, respectivamente. 

Se a razão de preço de input (input price ratio), representada na figura acima pela 

linha isocusto AA´, também for conhecida, as medidas de eficiência técnica e eficiência 

alocativa podem ser calculadas através desta linha. Estas medidas são calculadas assim: 
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Eficiência alocativa = AE =  =        (26) 

Eficiência técnica = TE =  =          (27) 

Estas equações advêm da observação de que a distancia RQ representa a redução em 

custos de produção que poderiam ocorrer se a produção fosse ocorrer no ponto Q´, que é 

eficiente alocativa e tecnicamente. A partir das formulações sobre os conceitos de eficiência 

alocativa e eficiência técnica, pode-se também calcular a Eficiência de Custo Total, CE, 

conforme a seguir: 

CE = TE x AE = (OQ/OP) x (OR/OQ) = (OR/OP)       (28) 

As formulações anteriores são válidas para uma tecnologia que pressupõe uma situação de 

retorno constante de escala, CRS, embora possa ser adaptada para as demais situações de 

retorno de escala, DRS e IRS. Além disso, há também o pressuposto de que a tecnologia de 

produção seja conhecida; na prática, a isoqüanta da eficiência deverá ser estimada a partir de 

uma amostragem. 

Por exemplo, se uma firma utiliza uma quantidade de inputs, definida pelo ponto P, para 

produzir uma unidade de output, a ineficiência técnica daquela firma poderia ser representada 

pela distância QP, que significa a quantidade em que os inputs poderiam ser 

proporcionalmente reduzidos sem uma redução no output.  Usualmente, esta ineficiência é 

expressa em termos percentuais, dada pela razão QP/OP, que representa a percentagem pela 

qual todos os inputs precisam ser reduzidos para atingir uma produção tecnicamente eficiente. 

 

2.2.5 Eficiência orientada aos produtos 

 

No tópico anterior, o foco estava na averiguação das possibilidades de redução 

proporcional das quantidades de input sem alterar as quantidades de output produzidas. Outro 

foco possível é sobre as possibilidades de se expandir as quantidades de output sem alterar as 

quantidades utilizadas de input. 

Uma analogia deste último conceito pode ser feita para uma situação de uma firma em 

que a produção envolva dois outputs, q1 e q2 e um único input, x. 
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Figura 18.  Medida orientada aos outputs. Fonte: Coelli et al. (2005, p. 55) 

 

Assumindo-se CRS, pode-se representar uma curva de possibilidades de produção 

unitária em duas dimensões; na Figura 18, esta curva está representada por ZZ´ sendo que o 

ponto A corresponde a uma firma ineficiente. Como a curva ZZ´ representa o limite superior 

das possibilidades de produção, qualquer firma ineficiente estará abaixo desta curva. 

Baseado novamente em Farrel (1957 apud COELLI et al., 2005, p. 56) as medidas de 

eficiência orientadas ao produto são definidas da seguinte maneira: 

TE = 0A/0B = do(x,q)         (29) 

onde do(x,q) é a função distância de output (output distance function) para o vetor observado 

de input x e o vetor observado de output q. 

Pode-se agora definir a Eficiência de Receita (revenue efficiency) para qualquer vetor 

observado de preço de output q, representado pela linha DD´. Se representarmos o vetor 

observado de preços de output da firma no ponto A por q, e   e q*, representem o vetor de 

produção tecnicamente eficiente associado com o ponto B e o vetor de eficiência de receita 

associado com o ponto B´, respectivamente, podemos definir a Eficiência de Receitada firma, 

RE, da seguinte forma: 

RE =  =            (30) 
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Com base em uma linha de isoreceita, dada informação sobre preço, também é 

possível se definir as medidas de eficiência alocativa e técnica, conforme a seguir: 

AE =  =            (31) 

TE =  =            (32) 

De forma análoga ao que foi visto anteriormente pode-se deduzir uma medida geral de 

eficiência de receita, da seguinte forma: 

RE = TE x AE =  x  =  .        (33) 

Por último, ressalve-se que todas estas medidas de eficiência são limitadas por zero e um.  

 

2.2.6 Eficiência após Farrel 

 

Segundo Thompson e Thrall (1993 apud FORSUND e SARAFOGLOU, 2000, p. 9) as 

idéias de Farrel (1957) foram seguidas de muitos outros desenvolvimentos teóricos 

importantes, podendo-se identificar 3 (três) tipos de escolas principais derivadas destes 

conceitos iniciais: 

(i) a escola de Afriat, orientada para a estimação paramétrica econométrica; 

(ii) a escola de Charnes, que inclui Cooper, e que deu origem à técnica não paramétrica 

conhecida como DEA, Data Envelopment Analysis; e, 

(iii) a escola de Shepard, correspondendo à escola baseada na teoria da produção 

axiomática. 

Ainda de acordo com Forsund e Sarafoglou, (2000), Afriat (1972) estabeleceu a base 

estatística para a estimação de fronteiras e Richmond (1974) introduziu o conceito de COLS – 

corrected ordinary least squares. Meeusen e Broeck (1977) e Aigner, Lovell e Schmidt 

(1977) apresentaram o conceito de erro composto, amplamente utilizado em algumas técnicas 

de estimação de eficiência. 

Aigner e Chu (1968) basearam-se nas idéias de Farrel (1957), tentando corrigir 

deficiências em seu método para a avaliação de eficiência; em especial, fizeram uma crítica 

que seu método não-paramétrico não permitia a estimação de uma função de produção em 

conformidade com a lei de retornos decrescentes (FORSUND e SARAFOGLOU, 2000, p.11). 

Após a divulgação do artigo de Farrel (1957) alguns pesquisadores como Winsten (1957 

apud FORSUND e SARAFOGLOU, 2000, p. 11) e Richmond (1974 apud FORSUND e 

SARAFOGLOU, 2000, p. 11) utilizaram o conceito de média no lugar de fronteiras eficientes 
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em seus trabalhos: o primeiro com o conceito de que a função de produção eficiente deveria 

ser paralela à função de produção média e com a possível utilização de um segmento de reta 

que seria deslocado em paralelo à reta da média para se estimar a fronteira de produção e o 

segundo com o conceito de COLS – corrected least squares. Sobre este assunto, Winsten 

(1957 apud FORSUND e SARAFOGLOU, 2000, p. 11) se posiciona da seguinte maneira: 

 

It would also be interesting to know whether in practice this efficient production 

function turned out to be parallel to the average production function, and whether it 

might not be possible to fit a line to the averages, and then to shift it parallel to itself 

to estimate the efficient production function. 
 

 

Sturrock (1957, p.85 apud FORSUND e SARAFOGLOU, 2000, p. 12) propôs que 

seria melhor a utilização de resultados médios ou premium results, entendendo que este 

prêmio deveria se situar entre a média mais um prêmio em torno de 10 ou 20 por cento; esta 

última técnica passou a ser conhecida por thick frontier. Estes conceitos, principalmente após 

Aigner, Lovell e Schmidt (1977) e Meeusen e Broeck (1977) permitiram uma análise 

econométrica rigorosa da fronteira de produção que ficou conhecida com stochastic frontier 

analysis (SFA), ou fronteira de produção estocástica. 

De acordo com Kumbhakar e Lovell (2000, p. 6) a influência direta para o 

desenvolvimento de SFA foi a literatura teórica sobre eficiência produtiva, em especial 

Koopmans (1951), Debreu (1951) e Shepard (1953). Koopmans definiu eficiência técnica, 

segundo estes autores, da seguinte forma: um produtor é tecnicamente eficiente se, e somente 

se, for impossível aumentar a produção de algum tipo de produto sem diminuir a produção de 

outro tipo de produto ou se aumentar a quantidade de fatores de produção. 

Debreu e Shepard, por sua vez, ainda segundo os mesmos autores, foram os 

responsáveis diretos para o desenvolvimento de toda a literatura de mensuração da eficiência 

ao introduzirem o conceito fundamental da função distância como uma forma de modelagem 

de uma tecnologia de produção; de acordo com Kumbhakar e Lovell (2000, p. 6), destes 

conceitos básicos foram derivados os atuais conceitos de mensuração de distância radial de 

um produtor até a fronteira eficiente: Debreu contribuiu para o caso de expansão da produção 

e Shepard para a idéia de diminuição de insumos. 

Alinhados com Forsund e Sarafoglou (2000), Kumbhakar e Lovell (2000) também 

creditam Farrel (1957) como sendo o primeiro a mensurar a eficiência produtiva 

empiricamente e a demonstrar como se definir a eficiência de custos, além de decompô-la em 

seus componentes técnicos e alocativos. 
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2.2.7 Principais Técnicas de Análise de Eficiência 

 

Conforme definido anteriormente, a mensuração de eficiência envolve uma 

comparação da performance real de uma firma com uma performance dita ótima, localizada 

na fronteira de produção correspondente. Ocorre, entretanto, que tal fronteira, na prática, é 

desconhecida e torna-se necessária uma aproximação da mesma; esta aproximação é 

conhecida na literatura especializada como uma fronteira das melhores práticas. 

Segundo Fried et al. (2008, p. 32-33), sob o risco de simplificação, pode-se afirmar que as 

correntes dominantes no campo da análise e mensuração de eficiência são as seguintes: 

(i) um enfoque econométrico, estocástico, que possibilita se tentar diferenciar os efeitos de 

ruídos daqueles efeitos devidos à ineficiência das firmas, desta forma criando uma base para 

inferência estatística; e, 

(ii) um enfoque não paramétrico, de programação matemática, que possibilita evitar 

interpretações erradas causadas pela confusão entre os efeitos da especificação incorreta de 

uma forma funcional (tanto da tecnologia quanto da ineficiência) com os da ineficiência. 

Fried et al. (2004, p. 32), resumidamente, explicam a utilização dos dois conceitos acima: 

 

However, for more than 75 years, at least since Cobb and Douglas started running 

regressions, the empirical analysis of production has been based on a least squares 

statistical methodology by which estimated functions of interest pass through the 
data and estimate mean performance. Thus, the frontiers of theory have become the 

functions of analysis, interest in enveloping data with frontiers has been replaced 

with the practice of intersecting data with functions, and unlikely efficient outcomes 

have been neglected in favor of more likely but less efficient outcomes, all as 

attention has shifted from extreme values to central tendency. 

 

Complementando, afirmam ainda que a técnica de programação matemática não 

conseguiu a predileção dos economistas; embora com apelo teórico, havia uma desvantagem 

prática, que é a incapacidade de se incorporar o ruído estatístico que suporta a análise 

econométrica tradicional. Ambas as técnicas apresentavam problemas; se a eficiência técnica 

era para ser levada a sério, a performance da firma deveria ser robusta tanto ao ruído 

estatístico quanto ao erro de especificação. Nenhum dos dois enfoques acima, isoladamente, 

era considerado robusto a ambas as situações (FRIED et al., 2008, p. 33). Desenvolvimentos 

recentes aproximaram as duas metodologias, permitindo o enfrentamento destes 

questionamentos. 
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Entendem os autores acima que a questão atual é muito menos sobre qual a técnica a 

utilizar e mais sobre se devemos escolher entre o conhecimento de melhores práticas ou de 

prática média. Diversos estudos já contemplaram e avaliaram a utilização destas duas 

técnicas, em conjunto; maiores detalhes podem ser encontrados em Bauer et al. (1998) e 

Cummins e Zi (1998), ambos referenciados por Fried et al. (2008, p. 33). 

Quanto à maneira de se medir a eficiência técnica, e seguindo o conceito do enfoque 

não paramétrico, a medida de ineficiência é obtida pela redução eqüiproporcional máxima 

viável em todos os insumos, dada a tecnologia e a produção ou a expansão máxima viável de 

se conseguir com uma dada tecnologia e insumos. Ambas as medidas, orientadas para a 

redução de insumos ou para a expansão de produtos, são denominadas medidas radiais: o 

valor unitário indica eficiência técnica, pois não há ajuste radial viável e um valor diferente da 

unidade indica o grau de severidade da ineficiência. Estas técnicas de mensuração da 

eficiência se apóiam em Shepard (1957) que introduziu uma função distância de insumos que 

fornece uma representação da tecnologia de produção. 

As medidas de eficiência técnica de Debreu-Farrell não coincidem com a definição de 

eficiência técnica, conforme originalmente feita por Koopmans: enquanto a primeira requer 

apenas a ausência da possibilidade de melhoramentos radiais, qual seja, que os pontos 

eficientes sejam localizados na isoqüanta, a segunda requer ainda a ausência de possíveis 

melhoramentos nas coordenadas. 

Segundo Fried et al. (2008, p. 25) as medidas de Debreu-Farrel identificam 

corretamente todos os produtores eficientes no sentido Koopmans como sendo tecnicamente 

eficientes; essas medidas também identificam como sendo eficientes outros produtores 

localizados na isoqüanta fora do subconjunto eficiente. Assim, pode-se afirmar que o conceito 

de eficiência técnica de Debreu-Farrel é necessário, porém não suficiente para uma eficiência 

técnica no sentido de Koopmans. 

Segundo Koopmans (1951 apud Fried et al., 2008, p. 20) um produtor é tecnicamente 

eficiente se um aumento em qualquer produto requer uma redução em pelo menos um outro 

produto ou um aumento em pelo menos um insumo e se uma redução em um insumo requer 

pelo menos um aumento em outro insumo ou uma redução em outro produto. 

Um tratamento mais recente deste assunto envolve a criação de medidas de eficiência 

não-radiais que fazem projeções para os subconjuntos eficientes (Färe e Lovell, 1978 apud 

FRIED et al., 2008, p. 25) ou técnicas que incorporam ambos os conceitos, radial e não-radial 

em uma única medida (Cooper et al., 1999 apud FRIED et al., 2008, p. 26). 
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Coelli et al. (2005, p. 51) também consideram que os conceitos modernos de medidas 

de eficiência se originam em Farrel (1957), que por sua vez se baseou em Debreu (1951) e 

Koopmans (1951) ao definir uma medida de eficiência contemplando uma situação de 

múltiplos insumos. A medida de eficiência proposta por Farrel (1957 apud COELLI et al., 

2005 p. 51) assumia a existência de dois componentes distintos: (i) eficiência técnica, que 

reflete a capacidade da firma de obter máximo a maior produção possível a partir de um dado 

conjunto de insumos e (ii) eficiência alocativa, que reflete a capacidade da firma de usar os 

insumos em proporções ótimas,dados seus respectivos preços e uma tecnologia de produção. 

Coelli et al. (2005, p. 6) consideram que os principais métodos disponíveis para a 

determinação de eficiência empresarial são os seguintes: 

1 – Modelos de produção econométricos de mínimos quadrados 

2 – TFP – Total factor productivity 

3 – DEA – Data envelopment analysis 

4 – SFA , Stochastic Frontier Analysis , Fronteira estocástica. 

Outras considerações relevantes sobre estes métodos são as seguintes: 

(i) Métodos 1 e 2 assumem que todas as firmas são tecnicamente eficientes; em geral, 

fornecem medidas de mudança técnica e são utilizados com dados de série temporal; 

(ii) Métodos 3 e 4 fornecem medidas de eficiência relativa entre as firmas, não assumindo 

a suposição de que todas as firmas são tecnicamente eficientes; em geral, utilizados 

com dados cross-section; e, 

(iii) DEA e SF podem ser utilizados para se medir tanto mudança técnica quanto mudança 

de eficiência, com a utilização de dados de painel. 

Uma maneira alternativa de se entender os diferentes métodos listados acima, ainda com 

base nos mesmos autores, é a seguinte: 

(i) Métodos 1 e 4 envolvem a estimação econométrica de funções paramétricas 

(ii) Métodos 2 e 3 não envolvem tal estimação. 

Pode-se, desta forma, classificar os métodos acima em paramétricos e não-paramétricos. 

Quanto à mensuração de produtividade, Coelli et al. (2005, p. 61-62) consideram que a 

quantificação de produtividade é relativamente fácil em um contexto em que se tem um único 

produto produzido por um único insumo, tornando-se mais complexa quando se tem uma 

situação em que múltiplos produtos são produzidos por múltiplos insumos. Neste caso, 

relatam o uso comum e generalizado da utilização de medidas de produtividade parciais 

como, por exemplo, produção por trabalhador ou por hora trabalhada, ou por área plantada. 
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Tal enfoque é enganador e representa uma visão distorcida e errônea da produtividade 

da firma. Os autores entendem que o correto é a utilização de medidas de produtividade, 

comumente designadas por TFP, total factor of productivity ou MFP, multifactor productivity, 

que consideram diversos insumos na produção de múltiplos produtos; tais medidas são mais 

adequadas para a mensuração de desempenho, além de possibilitarem a comparação de 

múltiplas firmas entre si e também a avaliação de uma firma ao longo do tempo. 

Coelli et al. (2005, p. 62) sugerem avaliar a lucratividade das firmas que produzem 

múltiplos produtos com múltiplos insumos por um índice definido como a receita da firma 

dividida pelo seu custo. Neste caso, seria possível achar-se uma razão entre os índices de 

lucratividade das firmas. O índice de lucratividade é calculado da seguinte forma: 

π1 =  =          (34) 

onde qi   representa o vetor de outputs e xi o vetor de inputs de cada firma com os respectivos 

preços de insumos e produtos dados pelos vetores pi e wi. 

Uma medida de desempenho relativo entre duas firmas, Firma 1 e Firma 2, seria dada 

pela razão .  

 

2.2.8 Produtividade em ambiente de múltiplos insumos e múltiplos produtos 

 

Segundo Ray (2004, p. 22) o conceito de produtividade medida simplesmente por um 

índice de quantidade produto/insumo não é válido em cenários mais realistas de produção das 

firmas, onde freqüentemente existem situações em que a firma produz múltiplos produtos e 

estes são combinações de múltiplos insumos. A produtividade média de uma firma 

relativamente a um fator de produção depende da quantidade de outros fatores de produção 

também. Claramente, segundo o autor, mensurar-se a produtividade de uma firma, baseado 

em um único fator de produção, é um conceito equivocado embora ainda seja bastante 

utilizado. O procedimento mais adequado é através de um cálculo de produtividade que leve 

em consideração a totalidade dos fatores, técnica esta comumente conhecida como TFP – 

total factor productivity. 

A mensuração de eficiência técnica em uma situação de múltiplos insumos/produtos 

exige que se conheça a quantidade máxima que pode ser produzida a partir de uma 

combinação possível de insumos. Segundo Ray (2004, p. 26) há duas maneiras distintas de se 

avaliar a eficiência técnica de uma firma, (i) especificar explicitamente uma função de 

produção ou (ii) não especificar especificamente uma função de produção. 
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(i) Especificar explicitamente uma função de produção; e, 

(ii) Não especificar explicitamente uma função de produção. 

 

Especificação da função de produção: 

 

Neste caso, o valor desta função, considerando-se o nível de insumos, fornece a 

quantidade máxima possível de produção. A prática usual é de se estimar os parâmetros da 

função especificada de forma empírica, a partir de amostragem de dados de produtos/insumos. 

O procedimento normalmente aceito e utilizado de regressão pelo método dos mínimos 

quadrados permite que os pontos observados se situem acima e abaixo da linha da regressão, 

falhando assim em construir uma fronteira (RAY, 2004, p. 26). 

Há também o procedimento de se especificar uma distribuição one-sided do termo de  

perturbação; neste caso, leva-se à construção de uma fronteira determinística. Qualquer desvio 

desta fronteira pode ser interpretado, neste caso, como uma ineficiência. Há ainda o modelo 

de fronteira estocástica onde se inclui um termo de erro composto, que vem a ser a soma de 

um termo de perturbação one-sided, representando desvios (shortfalls) da produção 

efetivamente obtida em relação à fronteira devido à ineficiência e um termo de erro two-sided 

representando mudanças para cima ou para baixo na fronteira de produção, devido aos fatores 

aleatórios. 

Para estes procedimentos econométricos deve-se selecionar uma forma funcional em 

particular, como, por exemplo, uma função Cobb-Douglas, uma função translogarítmica, ou 

uma outra função adequada. É importante ressalvar-se que, dada qualquer combinação de 

fatores de produção, o valor obtido pela função de produção irá depender da forma funcional 

selecionada. Além disso, as estimativas dos parâmetros são sensíveis às probabilidades 

distributivas especificadas para os termos de perturbação. 

 

Não especificação da função de produção 

 

Por outro lado, existem técnicas não-paramétricas para a mensuração de eficiência, 

cujo expoente é o método conhecido como DEA, Data Envelopment Analysis, que utiliza 

programação linear em vez de regressão linear. Neste caso, evita-se a exigência de se 

especificar uma forma funcional para função de produção, com pouquíssimas suposições 

sobre a função de produção. 
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Esta técnica baseia-se, sobretudo no trabalho de Farrel (1957) que desenvolveu um 

modelo de programação linear para se medir a eficiência técnica de uma firma, em relação a 

uma tecnologia benchmark caracterizado por CRS. Segundo Ray (2004, p. 26) esta medida de 

eficiência corresponde às medidas previamente desenvolvidas por Debreu (1951) e vem a ser 

a mesma desenvolvida por Shepard (1953). 

No caso da utilização de DEA, constrói-se um benckmark da tecnologia a partir das 

combinações insumo-produto das firmas amostradas. Neste contexto, há algumas suposições 

gerais sobre a tecnologia de produção, mas não há a especificação de uma forma funcional. 

 

2.2.9 O conceito de Disposability 

 

Os modelos de eficiência supõem diversas premissas com as quais se constroem os 

indicadores de eficiência; uma das premissas constantes em praticamente todos os modelos é 

o conceito de Disposability. Os modelos iniciais assumem premissas de disposability, cujos 

conceitos são explicados por Färe et al. (1994, p. 38). Disposability geralmente se refere à 

capacidade de se acumular ou dispor de commodities não desejadas. Suas duas formas são: 

 

(i) STRONG DISPOSABILITY (SD): refere-se à capacidade de se dispor de uma 

commodity não desejada sem qualquer custo particular. Strong disposability é 

comumente referenciada na literatura de eficiência como FREE DISPOSABILITY 

(FD); e, 

(ii) WEAK DISPOSABILITY (WD): refere-se à capacidade de se dispor de uma commodity 

não desejada a um custo privado particular. 

 

Claramente, a primeira condição implica a segunda, mas o contrário não é verdadeiro. 

Na suposição de FD tem-se que se o conjunto de insumos  é capaz de produzir o 

conjunto de produtos , então, qualquer conjunto de insumos  também é capaz de 

produzir . Da mesma forma, qualquer conjunto de produtos  pode ser produzido a 

partir de  e, conseqüentemente, a partir de qualquer . (RAY, 2004, p.170).  Isto 

implica que um aumento em qualquer insumo não pode ter um impacto negativo no conjunto 

da produção; produtividade marginal negativa de qualquer insumo não pode ser existir. 

Muito importante, ainda nesta mesma linha de análise, é que FD pressupõe que uma 

firma consegue se desfazer de produtos individuais do conjunto de produção  de forma a 
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conseguir um conjunto de produção y, menor do que , a partir do conjunto de insumos , 

sem qualquer custo adicional. Esta situação pode não ser interessante para muitas firmas, 

dependendo da característica de seu conjunto de insumos-produtos. 

Tomando-se, à guisa de exemplo, a situação de uma firma produzindo energia elétrica 

a partir de uma planta industrial que, além da energia elétrica também produza algum tipo de 

poluente, tem-se claramente uma situação em que o conceito de FD não se aplica. Não é 

possível obter-se a diminuição da poluição a custo zero, ou seja, sem diminuir a produção de 

energia elétrica ou sem aumentar, de alguma forma, algum dos insumos; em ambos os 

cenários, haverá um custo e, portanto, teremos uma situação de WD – weak disposability. 

Colocado de outra forma, segundo Ray (2004, p. 175) WD significa que  

permanecerá um conjunto de produção factível apenas se todos os insumos forem aumentados 

proporcionalmente a partir de um conjunto viável ; neste caso, se a produtividade marginal 

de alguns dos insumos gerar uma diminuição na produção, haverá um aumento proporcional 

compensatório por parte de outros insumos. No caso de WD, se  pode produzir , então 

 também pode produzir  desde que . 

Estes conceitos são utilizados nas modelagens de DEA, onde alguns modelos 

assumem uma situação de SD que, entretanto, podem não ser realidade para determinadas 

situações, como no exemplo anterior referente à produção de energia elétrica, em que a 

eletricidade e poluição são gerados conjuntamente. 

Para Färe et al. (1994, p. 42-43), o conceito de disposability é uma característica da 

tecnologia de produção da firma e pode se exemplificado graficamente, conforme se segue, 

com um exemplo para o caso de disposability da produção. 
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Figura 19. Weak e Strong disposability da produção. Fonte: Farrel, 1994, p. 43. 

 

Segundo os mesmos autores, a figura acima demonstra os conceitos de WD e SD 

(weak e strong disposability) de produtos, em uma situação em que 1 insumo gera dois 

produtos, u1 e u2. Tomando-se como base o ponto b, uma redução em u1 requer uma redução 

em u2 quando o insumo for mantido fixo (do ponto b para o ponto d), ou requer um aumento 

no uso do insumo para manter a mesma produção de u2 (do ponto b para o ponto c). Assim, o 

produto u1 é WEAKLY DISPOSABLE; dispor dele a partir de b é oneroso, ou em termos de se 

sacrificar u2 ou em termos de se aumentar a necessidade da quantidade de insumos. 

Por outro lado, tomando-se como base o ponto a no mesmo gráfico, uma redução em 

u2 pode ser alcançada sem ônus para o produtor, tanto em termos de sacrifício de u1 quanto 

em termos de aumento na necessidade de input; desta forma, o output u2 é considerado 

STRONG DISPOSABLE. 

De forma análoga, pode-se demonstrar o mesmo efeito para uma situação orientada 

para output (FÄRE et al., 1994, p. 43). 
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Figura 20. Weak and Strong Disposability of Inputs. Fonte: Färe et al., 1994, p.42. 

 

Conforme Färe et al. (1994, p. 41) a figura acima representa uma situação em que dois 

insumos são utilizados na produção de um único produto. Analisando-se a partir do ponto b, 

tem-se que um aumento no insumo x1 gera uma redução no (único) produto, quando se 

mantém x2 constante (passagem do ponto b para o c), ou então irá requerer um aumento no 

insumo x2 para não alterar o nível de produção do (único) produto (passagem do ponto b para 

o ponto d). Estas condições tornam o insumo x1 weak disposable. 

Por outro lado, se estamos no ponto a, um aumento no insumo x2 pode ser considerado 

strong disposable, pois podemos aumentar este insumo sem ônus adicional, seja em aumento 

do outro insumo ou em redução da produção do (único) produto. 
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2.3 DEA – DATA ENVELOPMENT ANALYSIS – ANÁLISE ENVOLTÓRIA DE DADOS 

 

2.3.1 Conceitos básicos 

 

DEA versa sobre a elaboração de uma fronteira de tecnologia, designada de fronteira 

de melhores práticas, sobre quais empresas de um determinado grupo a ser analisado a 

integram e sobre quais não a integram. As empresas que, após os cálculos de algum dos 

modelos DEA, se situam na fronteira de tecnologia, são ditas empresas eficientes; as demais 

são consideradas ineficientes. Os objetivos buscados e alcançados por uma análise com a 

metodologia DEA é o entendimento do que significam essas melhores práticas, quais são as 

empresas dentre aquelas selecionadas que as estão praticando, quão distante destas práticas 

está cada empresa dita ineficiente e, ainda, identificar as fontes que estão causando esta 

ineficiência. 

A abordagem adotada para explicar DEA neste capítulo é a seguinte: em primeiro 

lugar, explicam-se os fundamentos do método e suas possibilidades de cálculo de 

ineficiências nas empresas; em segundo lugar, discutem-se os dois modelos básicos, o modelo 

CCR, que analisa as empresas sob a ótica de retornos constantes à escala e, depois, o modelo 

BCC, que analisa as empresas considerando a existência de retornos variáveis de escala. Para 

a resolução dos programas lineares, para os dois modelos, utiliza-se a dualidade inerente à 

técnica de programação linear, mostrando-se as duas possibilidades de cálculo, ou seja, 

através dos modelos primal e dual. Aborda-se também o modelo SBM, que resolve os escores 

de ineficiência das empresas considerando a possibilidade de slacks. A seguir, é explicado 

como se pode decompor e interpretar os escores de ineficiência calculados pelo DEA. 

DEA, através de programação linear, calcula os ajustes simultâneos que devem ser 

aplicados a todos os insumos ou, alternativamente, a todos os produtos; desde o primeiro 

modelo, em 1976, até os modelos atuais, houve considerável evolução na capacidade de 

análise dos resultados proporcionados por estas técnicas. Além dos tradicionais escores de 

ineficiência, outros indicadores possibilitam aos administradores valiosas informações que 

podem ser utilizadas como suporte à tomada de decisões gerenciais. 

Na base de todas esta metodologia e dos resultados proporcionados por DEA, está a 

busca de uma referência, um benchmark, uma fronteira das melhores práticas. Define-se 

benchmarking da seguinte forma: “Benchmarking is the search for industry best practices that 

lead to superior performance” (CAMP, 1989, p.12). 
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A partir das idéias iniciais de Farrel (1957), mencionadas anteriormente, duas correntes de 

pesquisa se tornaram majoritárias: 

 

(i) uma corrente não paramétrica, hoje conhecida como DEA, e, 

(ii) outra, cujos fundamentos são paramétricos, conhecida como fronteira estocástica, ou 

SFA – Stochastic frontier analysis. 

 

Este capítulo explica os conceitos fundamentais do método DEA já que a tese não aborda a 

avaliação de desempenho através de SFA. 

De acordo com Färe et al. (1994, p.7 ) a área de estudos de economia da produção se apóia em 

três grupos distintos de literatura no estudo de fronteiras e de eficiência: 

 

(i) Mensuração da eficiência na produção. O interesse está mais na mensuração do que na 

causa, porque se entende que a descoberta do padrão vem em primeiro lugar e porque 

a vantagem dos economistas decorre da mensuração e não da construção de hipóteses 

sobre as causas; 

(ii) O enfoque dado por Shepard (1953, 1970, 1974) à análise da produção cuja virtude é o 

conceito de função distância, intimamente ligada à medida radial de eficiência; e, 

(iii) Programação linear, que fornece uma solução elegante da economia de produção além 

de ser um método factível de computação tanto da fronteira propriamente dita quanto 

da distância até ela. 

 

2.3.1.1 APROXIMAÇÃO LINEAR DA FRONTEIRA NEOCLÁSSICA 

 

Além dos economistas, a outra área de pesquisa interessada em fronteiras e eficiências 

é conhecida por OR/MS – operational research/management sciences, pesquisa operacional. 

Foram pesquisadores desta linha de pesquisa que desenvolveram o enfoque denominado DEA 

– Data Envelopment Analysis, que emprega técnicas de programação linear para a construção 

de fronteiras de produção e mensuração de eficiência. Neste caso, a fronteira de produção é 

formada como uma combinação linear de atividades extremas gerando uma fronteira 

constituída de segmentos de reta denominada de piecewise linear. Segundo Färe et al. (1994, 

p. 11) esta fronteira satisfaz os axiomas gerais da teoria da produção embora não seja 

diferenciável em todos os seus pontos;  à medida, porém, que a quantidade de pontos na 

fronteira aumentam, ela converge suavemente para a fronteira neoclássica. 



65 
 

Segundo Zhu (2003, p. 2) as técnicas de otimização podem ser utilizadas para se 

estimar uma fronteira eficiente se a forma funcional para a relação entre as várias medidas de 

performance for conhecida, o que, na prática, raramente acontece. Sem conhecimento a priori 

das relações entre as variáveis, as formas funcionais não podem ser estimadas e, portanto, não 

se pode caracterizar perfeitamente as operações e os processos das empresas. 

Por outro lado, como o objetivo da avaliação de performance é avaliar as operações 

internamente e compará-las com operações de outras empresas, sempre procurando identificar 

quais são as melhores práticas, pode-se estimar tais práticas empiricamente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                                           

 

 

 

Figura 21. Fronteira de produção neoclássica e aproximação piecewise linear. Fonte: 

Adaptado de Zhu, 2003, p. 3. 

 

Zhu (2003, p. 3) ilustra a comparação entre os dois tipos de fronteira acima, onde se 

observa que a aproximação de uma fronteira piecewise linear tende a convergir com a 

fronteira neoclássica com o aumento de pontos na mesma. As duas propriedades, ainda 

segundo o mesmo autor, que garantem que se possa aproximar a fronteira neoclássica são as 

seguintes: 

(i) Convexidade. 

• • 

• 

Fronteira eficiente empírica 
 

Aproximação  
piecewise 

linear x1 

x2 

S 

S1 

S2 

S3 



66 
 

são insumos e produtos 

factíveis para a DMUj, onde são escalares não-negativos tal que 

; e, 

(ii) Ineficiência. 

Os mesmos produtos podem ser obtidos aumentando-se os insumos e os mesmos insumos 

podem ser utilizados para se produzir menos produtos. 

Embora possa passar uma primeira idéia de imprecisão, o conceito de aproximação linear 

da fronteira de produção neoclássica é plenamente utilizado pelos pesquisadores da linha de 

DEA, com ótimos resultados. 

A propósito da questão de precisão versus aproximação, registre-se o pensamento de 

Bertrand Russel (apud HUBBARD, 2007, p. 20), “although this may seem a paradox, all 

exact science is based on the idea of approximation. If a man tells you he knows a thing 

exactly, then you can be safe in inferring that you are speaking to an inexact man”. 

Forsund e Sarafoglou (2000, p. 22), também consideram que os conceitos básicos de DEA 

são oriundos do campo de Pesquisa Operacional. O artigo considerado o pilar de sustentação 

dos conceitos de DEA é de autoria de Abraham Charnes, William C. Cooper e Edward 

Rhodes, escrito em 1976 e denominado Measuring the efficiency of decision making units; a 

partir deste artigo, passou-se a denominar este primeiro modelo de avaliação de desempenho 

pela sigla CCR, em homenagem aos seus autores, Charnes, Cooper e Rhodes. 

Neste mesmo momento inovou-se também em terminologia: os autores passaram a 

denominar de DMU – Decision Making Unit, toda firma ou unidade de negócios que esteja 

sendo avaliada por esta metodologia. Assim, uma DMU pode ser uma empresa em avaliação 

contra outras empresas, uma filial de uma empresa em avaliação contra outras filiais da 

mesma empresa, uma universidade, uma escola pública, aeroportos, enfim, qualquer empresa 

ou negócio que se deseje avaliar. Neste trabalho, em linha com Charnes, Cooper e Rhodes, 

designaremos as empresas avaliadas como DMUs. 

 

2.3.1.2 DEA E MÉTODOS PARAMÉTRICOS 

 

Existem diferenças nos enfoques utilizados para resolver um mesmo problema de 

avaliação de eficiência/produtividade com a utilização de DEA ou com a utilização de 

regressão linear. A técnica conhecida como DEA, baseada em programação matemática, 
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segundo Fried et al. (2008, p. 45), verdadeiramente envolve, ou envelopa, os dados, não 

fazendo qualquer acomodação para o tratamento de ruídos. 

Uma maneira simples, porém representativa, de se mostrar a diferença entre o conceito 

de DEA e o conceito tradicional baseado em regressão linear, pode ser feita através de um 

exemplo de uma situação envolvendo a avaliação de lojas através de 1 único insumo e 1 único 

produto, no caso, quantidade de empregados e venda totais. Dados, por exemplo, um conjunto 

de oito lojas (neste caso, as lojas seriam as DMUs) para que se procedesse a uma avaliação 

básica de eficiência, com foco em produtividade, no caso, vendas por empregado, e supondo-

se um quadro como o abaixo, teria-se a seguinte reta de regressão linear (no caso, 

demonstrada apenas graficamente). 

 

Tabela 1: Vendas por empregado para 8 lojas. 

LOJA A B C D E F G H 

Empregados 2 3 3 4 5 5 6 8 

Vendas 1 3 2 3 4 2 3 5 

Vendas por 

empregado 

0,5 1 0,667 0,75 0,8 0,4 0,5 0,625 

Fonte: Cooper et al. (2007, p. 3). 

 

A utilização dos dados acima produz uma regressão linear conforme representado pela 

linha pontilhada abaixo. A figura abaixo não representa os dados reais da regressão linear para 

os dados da Tabela 1, sendo apenas ilustrativa do conceito comparativo de que no caso de 

regressão linear tipicamente haverá pontos acima e abaixo da reta da regressão enquanto na 

solução através de DEA todos os pontos irão ou residir na reta ou ficarem abaixo dela. As 

empresas que residem na reta são ditas eficientes; as demais são ditas ineficientes e o 

metodologia DEA calcula um escore da ineficiência. 
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Figura 22. Comparação ilustrativa entre os conceitos DEA e de regressão linear. Fonte: 

Cooper et al. (2007, p. 4). Adaptado pelo autor. 

 

A linha da regressão linear, conforme normalmente feita em estatística, passa pela 

“média” dos pontos permitindo, de acordo com Cooper et al. (2000, p. 4 ), classificar os 

pontos acima da média como bons ou satisfatórios e pontos abaixo da média como inferiores 

ou insatisfatórios. O grau de um ou de outro estado pode ser aferido pelos respectivos desvios 

em relação à média. 

Por outro lado, há o conceito utilizado por DEA, que, primeiramente, identifica qual 

foi a loja (neste caso, a loja seria a DMU em avaliação) considerada mais eficiente; no caso 

simples acima, seria a loja B com um coeficiente produto/insumo igual a 1. No gráfico, 

utiliza-se uma reta com início na origem O e passando pelo ponto mais eficiente, B: a 

inclinação (slope) desta reta corresponde à vendas por empregado; a reta com maior 

inclinação, portanto, representa a “fronteira eficiente”. Observe-se que, a partir desta reta, 

todos os pontos estão na reta ou abaixo da mesma. O nome DEA – Data Envelopment 

Analysis, vem exatamente desta propriedade porque se entende que tal fronteira “envolve” 

todos os pontos analisados. 

Cooper et al. (2007, p. 4) prosseguem em sua análise comparativa, indicando que 

enquanto o enfoque estatístico reflete o comportamento em relação à “média” ou à “tendência 

central” das observações, o “envelope”, ou “envoltório” designa uma situação de melhor 

desempenho e avalia os demais desempenhos através de desvios da linha da fronteira. No 
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conceito de DEA, o ponto B passa a ser um benchmark, enquanto na regressão linear ele seria 

incorporado em uma média, junto com lojas com pior desempenho, como base para se buscar 

melhorias. 

O caso demonstrado acima simboliza o modelo conhecido como CCR que assume, por 

simplicidade, a existência de uma situação de CRS. Neste caso, a linha da fronteira se 

estenderia ao infinito com a mesma inclinação, o que não é uma suposição razoável, 

principalmente a longo prazo e será relaxada mais a frente. 

 

2.3.1.3 OS FUNDAMENTOS DE DEA 

 

O primeiro modelo DEA, conhecido como CCR, assume uma situação de CRS, 

constant returns to scale, retornos constantes de escala, e foi concebido para a mensuração de 

desempenho em uma situação onde não havia informação disponível de preços. DEA permite, 

portanto, que se avaliem empresas, ou unidades de negócio, sem que se tenha que recorrer à 

apuração de preços de insumos ou de produtos, tarefa essa reconhecidamente difícil e inexata. 

O cálculo dos modelos DEA é realizado através de programação linear. 

Com esta concepção DEA possibilita o estudo de eficiência em situações onde, 

anteriormente, os pesquisadores se limitavam a elaborar índices simplistas, como, por 

exemplo, a produtividade de venda por empregado. Tomando-se, por exemplo, os dados de 

venda de uma loja, conforme tabela 1 e representado pela figura 23, a loja B seria considerada 

eficiente enquanto a loja A seria considerada ineficiente. Observe-se que a loja A poderia se 

tornar eficiente através de um aumento de vendas, sem aumentar o insumo utilizado, no caso, 

empregados ou através de uma redução de insumos, empregados, mantendo o mesmo nível de 

produção, no caso, vendas. DEA permite a extensão deste tipo de análise de eficiência para 

situações de múltiplos insumos e múltipos produtos. 
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Figura 23. Projeção de Eficiência orientada aos insumos e aos produtos. Fonte: Cooper et al. 

(2007, p.5). Adaptado pelo autor. 

 

2.3.1.4 MEDIDA DE EFICIÊNCIA RADIAL EM DEA 

 

Quando se consideram situações mais realistas vivenciadas pelas empresas, em que 

pelo menos os insumos, ou os produtos, sejam múltiplos, DEA se mostra uma metodologia 

particularmente útil para contemplar tais situações complexas. Exemplificando, para uma 

situação de uma DMU com a utilização de 2 insumos gerando a produção de  1 único produto, 

DEA consegue identificar uma fronteira eficiente, conforme demonstrado graficamente 

abaixo: 
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Figura 24. Caso de 2 Inputs e um único Produto. Fonte: Cooper et al. (2007, p. 9). Adaptado 

pelo autor. 

 

De novo, a fronteira eficiente é construída por pontos considerados eficientes enquanto 

as demais observações, que não fazem parte da fronteira, ficam acima da mesma e são 

consideradas ineficientes. No exemplo em questão, os 2 insumos são normalizados para o 

único produto, no caso, vendas. A região acima da fronteira eficiente é denominada de PPS, 

production possibility set. 

A eficiência de empresas fora da fronteira é medida com base nos conceitos de Farrel 

(1957); a eficiência de A, por exemplo, seria dada pela razão OP/AO, conforme figura 24. 

Observe-se que A pode aumentar sua eficiência de mais de uma maneira, movendo-se para A1 

ou D, ambos pontos da fronteira eficiente. 

Invertendo-se agora a relação entre insumos e produtos, pode-se também representar 

por DEA a situação de uma DMU que utiliza um único insumo para a produção de 2 

produtos; neste caso, o PPS, seria construído conforme Figura 25. 
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Figura 25. 1 input e 2 outputs. Fonte: Cooper et al. (2007, p. 9). Adaptado pelo autor. 

 

e a eficiência de DMUs fora da fronteira  eficiente seriam calculadas conforme a figura 26, 

 

 

                                      

 

                                                  

 

                                                             

 

                                                      

                                                                  

 

 
 

Figura 26. Melhoria da Ineficiência. Fonte: Cooper et al. (2007, p. 9). Adaptado pelo autor. 

 

Neste caso, a eficiência de D é medida pela razão OD/OP. 

 

Esta razão é denominada radial measure, ou medida radial, correspondendo à razão 

entre duas distâncias. Segundo Cooper et al. (2007, pg.9-10) a escolha de medidas de 

distância não é única, sendo comum utilizar-se as medidas euclidianas. No exemplo da Figura 

Output1 / Input 

Output2 / Input 

P

P

S 

Output1 / Input 

Output2 / Input 

A 

D 

B 

F 

P 

G 

Q 



73 
 

26, DEA permite avaliar qual a possibilidade de melhoria na produção possível para a 

empresa D. 

Alguns pontos são relevantes para o melhor entendimento e uso de DEA: 

 

(i) Dependendo do modelo DEA utilizado, as medidas radiais indicam a possibilidade de 

melhorias proporcionais nos insumos ou nos produtos, mas sempre se referem à 

proporção de ineficiência presente em todos os insumos ou em todos os produtos; 

(ii) A medida radial corresponde à ineficiência técnica; 

(iii) Há outro tipo de ineficiência, denominada por Cooper et al. (2007, p. 29) de mix 

inefficiency, que não é detectada pela medida radial; neste caso, a eliminação desta 

ineficiência irá alterar a proporção em que os insumos são utilizados ou os produtos 

obtidos. 

 

Graficamente, os dois tipos de ineficiência podem ser demonstrados através do mesmo 

exemplo anterior. Observe-se a situação de A, que pode ter sua ineficiência técnica medida 

pela razão AO/OQ, que é a medida de distância radial. Entretanto, mesmo que a empresa A 

remova toda a ineficiência técnica, passando a produzir a produção de Q, continuará 

ineficiente, pois embora Q pertença à fronteira, não está na parte eficiente da mesma. Existe a 

possibilidade de se manter a mesma produção de Q, porém com a diminuição de insumos, 

movendo-se para a situação de B. Como envolve uma alteração na combinação de insumos, 

Cooper et al. (2007, p.53) classificam este tipo de ineficiência como mix inefficiency. 

Além do entendimento dos pontos relevantes acima, deve-se também ter em mente as 

limitações inerentes aos conceitos adotados pela DEA, 

 

(i) O ponto escolhido para se medir a eficiência de uma DMU, contra um benchmark, 

pode não existir. Observe-se no exemplo anterior que a ineficiência de D é aferida em 

relação a P, que não existe. P é um ponto virtual, no segmento de reta que une duas 

DMUs eficientes, no caso, as empresas F e G; e, 

(ii) Impossibilidade de se realizar testes de hipóteses, devido a não existência de desvios 

estatísticos. 
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2.3.1.5 EFICIÊNCIA DE FARREL E EFICIÊNCIA PARETO-KOOPMANS 

 

Um dos problemas da medida radial de eficiência técnica é que ela não reflete todo o 

potencial para aumento da produção ou diminuição de insumos. Na ótica da economia, o 

conceito de eficiência está relacionado com a otimização de Pareto, ou seja, um conjunto de 

insumos-produtos não é considerado Pareto-ótimo se ainda houver alguma possibilidade de 

uma redução líquida nos insumos ou aumento líquido nos produtos (RAY, 2004, p. 111). 

Em relação à modelagem com DEA, a projeção radial resultante de uma avaliação 

para um dado conjunto de insumos-produtos não satisfaz o conceito de otimização de Pareto, 

não podendo, conseqüentemente, ser considerada uma solução eficiente (RAY, 2004, p. 111). 

Alguns autores denominam a eficiência total como Pareto-Koopmans. A diferença 

entre os dois conceitos – eficiência de Farrel e de Pareto deve-se ao fato de que a redução em 

proporções iguais gerada pela técnica de Farrel pode projetar uma solução em cima da 

isoquanta mas que não faz parte da fronteira eficiente, ou seja, ainda há espaço para 

melhoramentos de eficiência, por ex., redução de insumos, de forma não proporcional. 

Esta diferença é conhecida como folga, slack e ocorre com os modelos de eficiência 

radial DEA ocorre porque se busca expandir toda a produção ou contrair todos os insumos 

pela mesma proporção. Há também a possibilidade matemática de se calcular os aumentos de 

cada produto de forma individual bem como a contração de cada insumo, também 

individualmente; neste caso, elimina-se a exigência da redução da ineficiência para todos os 

insumos ou produtos de forma equiproporcional. Estes modelos são denominados modelos 

não-radiais, em contraste com os modelos radiais, cujas reduções/expansões de inputs/outputs 

são baseados na eficiência de Farrel, ou seja, equiproporcional. 

Os modelos não-radiais, ao eliminarem além da ineficiência radial também as folgas, 

são considerados eficientes no sentido Pareto-Koopmans.  O modelo DEA mais amplamente 

utilizado até recentemente, segundo Ray (2004, p. 120) é o modelo denominado Aditivo, 

embora o autor o considere de utilidade limitada. Para que um modelo seja eficiente tanto no 

sentido de Pareto quanto de Koopmans, as seguintes considerações se aplicam, conforme Ray 

(2004, p. 123): Uma combinação de insumo-produto (x
0
, y

0
) não é eficiente no sentido Pareto-

Koopmans se violar um dos seguintes postulados de eficiência: 

 

(i) É possível aumentar pelo menos um produto no conjunto da produção y
0
 sem reduzir 

qualquer outro produto e/ou sem aumentar qualquer outro insumo no conjunto de 

insumos x
0
; e, 
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(ii) É possível reduzir ao menos um insumo no conjunto de insumos x
0
 sem aumentar 

qualquer outro insumo e/ou reduzir qualquer outro produto no conjunto de produtos 

y
0
. 

 

Färe et al. (1994, p. 62) também explica que a medida radial da eficiência técnica em que 

um vetor de insumos é contraído pelo grau de sua ineficiência, no caso de uma avaliação 

orientada aos insumos, não necessariamente pertence ao subconjunto eficiente do conjunto de 

insumos. Colocado de outra forma, significa que uma medida radial da eficiência técnica 

projeta um vetor de insumos na isoqüanta do conjunto de insumos e não necessariamente no 

subconjunto eficiente do conjunto de insumos. 

A alternativa proposta por Färe (1994, p. 82) também é a mensuração de eficiência técnica 

através de uma medida não-radial, neste caso, por uma medida denominada Medida de 

Russel. A medida de Russel permite reduções não-proporcionais em cada insumo positivo 

permitindo assim a contração do vetor de insumos até alcançar o subconjunto eficiente. 

Os conceitos descritos anteriormente, para medidas de eficiência baseadas em insumos, 

são analogamente desenvolvidos também para medidas de eficiência baseadas em produtos. 

 

2.3.1.6 PESOS VARIÁVEIS 

 

Um dos pontos relevantes que contribui para a ampla aceitação da DEA é relativo à 

questão sobre qual o peso ideal que se deve alocar a cada uma das variáveis em análise, inputs 

ou outputs, para determinação de quais DMUs são eficientes e quais os níveis de ineficiência 

das demais. 

A alocação de pesos fixos, estabelecidos a priori, conforme ressalta Cooper et al. 

(2007, p. 25), pode impactar os resultados de uma avaliação de eficiência, mascarando 

possíveis resultados, em virtude da alocação de importância relativa a cada uma das variáveis 

analisadas. Esta prática é bastante usual, principalmente nas avaliações realizadas 

comercialmente. Veja-se, por exemplo, o enfoque adotado por uma das mais respeitadas 

avaliações de empresas, disponível publicamente no país, no caso, a avaliação de melhor 

empresa realizada pela Revista Melhores e Maiores anualmente: 
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INDICADOR DE EXCELÊNCIA EMPRESARIAL – (Exame, Edição Melhores e 

Maiores, Junho/2008) 

Esta edição retrata as Maiores e Melhores empresas no ano de 2007; para tal, os 

analistas estabelecem como critério de excelência empresarial, que, no conceito 

utilizado nesta tese e na metodologia DEA, equivaleria às melhores práticas. O 

critério de determinação das Melhores e Maiores é o seguinte, conforme a edição 

citada (p. 30): 

Excelência Empresarial 

Indicador criado por Melhores e Maiores. É obtido pela soma de pontos ponderados 

conseguidos pelas empresas em cada um destes seis indicadores de desempenho: 

(i) CRESCIMENTO DE VENDAS: peso 10; 

(ii) INVESTIMENTOS NO IMOBILIZADO: peso 15; 

(iii) LIDERANÇA DE MERCADO: peso 15; 

(iv) LIQUIDEZ CORRENTE: peso 20; 

(v) RENTABILIDADE DO PATRIMÔNIO: peso 25; e, 

(vi) RIQUEZA CRIADA POR EMPREGADO: peso 15. 

 

Não é objetivo desta tese depurar os critérios utilizados pela Revista Maiores e Melhores, 

por isso, omitimos os demais detalhes, que podem ser verificados na própria revista. Ressalte-

se, entretanto, a existência de dois pontos relevantes e que serão abordados nesta tese: 

 

(i) A designação de pesos a determinadas variáveis indica uma avaliação a priori da 

importância relativa de cada uma delas. Os procedimentos adotados no cálculo da 

eficiência através de DEA têm uma postura crítica em relação à alocação de pesos, 

tanto de forma universal, isto é, igualmente para todas, quanto de forma 

apriorística. Sem entrar em cálculos de somenos importância, é bastante claro que 

uma simples mudança nos pesos alocados a cada uma das variáveis tende a gerar 

mudança nos rankings das empresas. DEA trata este assunto com toda a 

flexibilidade inerente à uma técnica de otimização matemática, qual seja, calcula 

para cada empresa em avaliação, de forma individualizada, os pesos que são os 

melhores para cada uma; desta forma, quando uma empresa é considerada 

ineficiente, pode-se afirmar, com o rigor do método de programação matemática, 

que nenhuma outra combinação de pesos iria gerar uma melhor classificação no 

ranking. 

Para não passar desapercebida, deve-se registrar que existe uma importante 

característica que torna DEA uma metodologia ainda mais bastante flexível, que é 
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a possibilidade de se registrar pesos para as variáveis a prior, caso realmente seja 

este o caminho que se deseja cursar no processo de avaliação; e, 

(ii) a mensuração de produtividade através de um único indicador, no caso, a 

produtividade por empregado, registrada através do indicador Riqueza criada por 

Empregado. Conforme anteriormente analisado, tal prática não contempla a 

verdadeira interação entre os diversos insumos utilizados na produção sendo 

preferível uma avaliação que contemple simultaneamente múltiplos fatores de 

produção e múltiplos produtos. 

 

O exemplo citado acima não é único. Igualmente importante divulga-se anualmente no 

país, através da revista Conjuntura Econômica, da Fundação Getúlio Vargas, o Prêmio de 

Excelência Empresarial, com critérios de avaliação baseados em diversos indicadores. 

Internacionalmente, tal prática é também adotada por diversas editorias respeitáveis no mundo 

de finanças, entre elas destacando-se a relação das 500 maiores empresas editada anualmente 

pela Revista Fortune, nos EE. UU. Em resumo, neste tipo de estudo, ao se procurar analisar 

um conjunto de empresas, alocam-se antecipadamente os pesos com que cada uma das 

variáveis participa da avaliação de eficiência. 

Entretanto, ao se utilizar a metodologia DEA, em contraste com o conceito de pesos fixos, 

utilizam-se pesos variáveis. Estes pesos são calculados diretamente dos dados levantados, sem 

o risco da fixação de pesos estabelecidos a priori; DEA escolhe, através de programação 

matemática, para cada uma das unidades em avaliação o melhor conjunto de pesos possíveis 

de forma a maximizar a empresa avaliada em relação às demais. Para que tal aconteça, cria-se 

a necessidade de que a avaliação seja feita individualmente para cada uma das empresas 

observadas, de forma que o resultado de sua ineficiência considere a combinação de pesos que 

favorece o seu escore de eficiência. 

 

2.3.2 Modelagem Matemática em DEA 

 

Há dois modelos básicos, a partir dos quais se desenvolveram as diversas variantes de 

modelagem DEA: o modelo CCR, cuja sigla deriva dos autores do primeiro artigo sobre o 

assunto, Charnes, Cooper e Rhodes e o modelo BCC, também conhecido em razão dos 

autores que escreveram o artigo fundamental sobre este modelo em 1984, Bankers, Charnes e 

Cooper. O primeiro modelo, CCR, exige a restrição de que a tecnologia de avaliação seja 

CRS, Constant return to scale; o segundo modelo, denominado BCC, levanta esta restrição e 
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aceita uma situação que a fronteira de produção contemple empresas em diferentes estágios de 

retornos de escala, qual seja, a fronteira de produção passa a ser VRS, variable returns to 

scale. No modelo BCC a avaliação das empresas será feita levando-se em conta que cada uma 

das empresas pode estar em situação distinta no tocante aos retornos de escala; isto permite 

um subproduto por parte das análises realizadas com DEA, que é a classificação de cada 

empresa em relação ao tipo de retorno de escala em que se encontrava no momento da 

avaliação. 

 

2.3.2.1 O MODELO CCR 

 

Segundo Cooper et al. (2007, p. 21), para cada DMU a ser avaliada cria-se um insumo 

virtual e um produto virtual, com pesos vi e   u1, que são desconhecidos a priori. 

Insumo virtual: ν1x1o + ... + ν1mxmo        (35) 

Produto virtual: u1y10 + … + usyso        (36) 

Os pesos ótimos irão variar para cada DMU, sendo derivados dos próprios dados em 

vez de serem fixados a priori e são calculados de forma a maximizar a razão . Os 

pesos irão variar de uma DMU para outra, pois são calculados de forma a otimizar a melhor 

relação para cada uma das DMUs individualmente; estes pesos serão derivados dos próprios 

dados analisados. 

O conceito de DMU, amplamente difundido pela literatura DEA, é bastante genérico 

para possibilitar a avaliação de qualquer grupo de empresas, filiais ou indústrias para as quais 

se queira comparar suas respectivas eficiências. Basicamente, uma DMU pode ser entendida 

como qualquer entidade responsável por converter insumos em produtos e cujas performances 

se deseja avaliar. Cooper et al. (2007, p.22) relata o uso de DMUs desde diferentes tipos de 

empresas, como escolas, hospitais, bibliotecas até aviões, ou seus componentes, como 

motores a jato. 

A mensuração da eficiência de cada DMU, através do modelo CCR, necessita n 

avaliações individuais, uma para cada DMUo sendo avaliada. A resolução é feita através do 

problema de programação fracional, com o seguinte modelo, de acordo com Cooper et al. 

(2007, p.23 ) 

(FPo) max ν,u θ =        (37) 

sujeito a          (j = 1, ..., n)       (38)   
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 v1, v2,…, vm  0                 (39)    

u1, u2,…, um  0               (40) 

onde a restrição acima significa que a razão entre o output virtual e o input virtual não pode 

exceder a 1 para cada DMU. O objetivo é calcular os pesos vi e u1 de forma a maximizar a 

razão de cada DMU em avaliação. Em função das restrições, o valor objetivo máximo, θ*, é 

1. Neste trabalho toda e qualquer variável, ou peso, seguida de um *, deve ser interpretada 

como um valor ótimo para aquela variável ou para aquele peso. 

O modelo acima, fractional programming, é de difícil resolução dentro das técnicas de 

programação matemática. Maiores detalhes podem ser encontrados em Cooper et al. (2007). 

Por razões inerentes às técnicas de programação linear, os autores recomendam a utilização de 

um modelo de programação linear, que conduz a um conjunto diferente de equações, mais 

fáceis em termos computacionais, mas que produzem o mesmo resultado final: 

(LPo)  θ =         (41) 

sujeito a   = 1       (42) 

        (43) 

(j= 1,...,n)           (44) 

 0           (45) 

0          (46 ) 

Um resultado importante desta formulação é que, segundo Coopers et al. (2007, p. 24) 

os valores ótimos encontrados são independentes das medidas utilizadas para mensuração dos 

inputs e outputs, desde que estas medidas sejam as mesmas para todas as DMUs avaliadas. 

 

2.3.2.2 CONCEITO DE EFICIÊNCIA NO MODELO CCR 

 

Uma DMU é considerada eficiente se θ* = 1 e existe pelo menos um v* > 0 e um u* > 

0. Por outro lado, a ineficiência de uma DMU se caracteriza então pela obtenção de um escore 

θ* > 1 ou θ* = 1 e pelo menos um dos pesos, v*ou u* = 0. Os pesos v* e u*, calculados no 

processo de otimização têm um significado especial. Como o denominador foi igualado a 1 no 

processo de otimização, tem-se que 

                (47) 

e 

 = (1).             (48) 
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Segundo Cooper et al. (2007, p.25) o valor de , calculado no processo de otimização 

indica qual a importância relativa deste input; desta forma, cada um dos inputs analisados 

neste processo pode ter sua importância relativa explicitada. O mesmo pode ser afirmado em 

relação ao valor de . Estes pesos indicam não somente quais as variáveis contribuem para a 

avaliação de cada DMUo bem como através dele consegue-se entender a extensão desta 

contribuição. 

 

2.3.2.3 O MODELO CCR QUANTO À ORIENTAÇÃO E AO ENFOQUE DE 

PROGRAMAÇÃO LINEAR 

 

Cooper et al. (2007, p.43) apresentam duas maneiras de formular a programação linear 

para avaliação de DMUs, com base no modelo CCR: uma forma orientada aos insumos e 

outra orientada aos produtos. Cada uma dessas formas, por sua vez, pode ser resolvida através 

de um programa específico, denominado por formato multiplicador ou de um programa 

denominado por formato de envelope. O quadro (x) resume estas alternativas. Em ambos os 

casos, há uma exigência de semi-positividade nos dados das variáveis. 

 

Quadro 1. Modelagem Matemática 
ALTERNATIVAS DE MODELAGEM MÁTEMÁTICA COM DEA – MODELO CCR 

TIPO DA ORIENTAÇÃO MODELAGEM PRINCIPAL CARACTERÍSTICA 

ORIENTADO AOS INSUMOS 
MULTIPLICADOR Busca da eficiência através da 

redução de insumos ENVELOPE 

ORIENTADOS AOS PRODUTOS 
MULTIPLICADOR Busca da eficiência através da 

expansão de produtos ENVELOPE 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

2.3.2.4 PROGRAMAS LINEARES DO MODELO CCR 

 

Formato Multiplicador – com orientação ao produto 

O modelo DEA CCR multiplicador, orientado ao output tem a seguinte formulação, com base 

em Cooper et al. (2007, p.43), expressa em notação vetor-matricial 

                 (49) 

sujeito a  = 1         (50) 

vX + uY  0           (51) 

v  0,  u 0            (52) 
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onde X e Y significam a matriz com os dados de input e output e v e u são os vetores 

multiplicadores. 

 

Formato Envelope – O problema dual 

 

A formulação para o problema dual CCR, que corresponde ao formato envelope, é a seguinte 

(COOPER et al., 2007, p.43)    

           (53) 

sujeito a           (54) 

           (55) 

            (56) 

onde   é a função objetivo que se pretende minimizar e  é um vetor não-negativo. 

Os dois modelos produzem o mesmo escore de eficiência e apresentam as seguintes 

correspondências 

 

2.2.2.5 O CONCEITO DE FOLGAS (SLACKS) 

 

Conforme já explicado anteriormente a eficiência Pareto-Koopmans exige uma 

solução com folga zero. As folgas podem ser definidas da seguinte maneira: 

Excessos nos inputs:  

Escassez nos outputs:  

Os vetores de folga são definidos, então, como 

          (57) 

          (58) 

com  0  e   0 para toda e qualquer solução viável ( , ) de (DLPo). 

Cooper et al. (2003, p.44) resolvem o problema linear para os modelos CCR, 

contemplando possíveis folgas, com um procedimento de duas fases: 

 

FASE I 

Resolve-se o modelo (DLPo), obtendo-se o escore * para a DMU em avaliação. Este é o 

valor da eficiência CCR, também denominado Eficiência Farrel. 
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FASE II 

Com base no * calculado na fase I, resolve-se o seguinte problema linear 

         (59) 

sujeito a   =           (60) 

 =  - yo            (61) 

  0,   0          (62) 

Neste caso, = (1, ...., 1), ou seja, um vetor unitário de forma que 

 =             (63) 

e 

 =             (64) 

O objetivo da fase II é encontrar uma solução que mantenha *, calculada na Fase I, e 

maximize a soma dos excessos de insumos e da escassez dos outputs. Uma DMU para ser 

considerada eficiente quanto ao modelo CCR deve satisfazer não somente  = 1 bem como 

ser zero-folga, qual seja,  e  devem ser ambos igual a 0. 

 

2.3.2.6 O MODELO BCC 

 

O modelo DEA anterior, denominado CCR, baseado nas idéias originais de Farrel 

(1957), assume que a fronteira de produção das unidades analisadas estejam sujeitas à 

algumas restrições, entre elas a existência de uma situação caracterizada por CRS. Esta 

restrição foi levantada por Banker, Charnes e Cooper (1984); o novo modelo, que aceita que a 

fronteira de produção seja VRS, variable returns to scale, passou a ser conhecido por modelo 

BCC, em homenagem aos seus autores. Os modelos CCR e BCC diferem apenas em que o 

segundo, mas não o primeiro, inclui a condição de convexidade j = 1, λj  0, j. 

Da mesma forma que o modelo CCR o modelo BCC também pode ter orientação aos insumos 

ou aos produtos e pode ser resolvido tanto por um modelo multiplicador quanto por um 

modelo envelope. 

 

2.3.2.7 O MODELO ENVELOPE 

 

A formulação do modelo BCC envelope, orientado aos insumos, segundo Cooper et al. (2007, 

p. 91) é a seguinte: 

             (65) 
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sujeito a            (66) 

             (67) 

             (68) 

              (69) 

onde as variáveis são as mesmas do modelo CCR, a única exceção sendo a condição de 

convexidade necessária para o modelo BBC, . 

 

2.3.3.8 O MODELO MULTIPLICADOR 

 

O modelo DEA BCC multiplicador, segundo Cooper et al. (2007, p. 91) é formulado 

da seguinte forma: 

                (70) 

sujeito a   = 1         (71) 

-vX + uY -   0           (72) 

v  0,  u 0, uo sem restrição de sinal       (73) 

onde v e u são vetores e z e  são escalares, com este último podendo ser negativo, positivo 

ou nulo. 

O programa BBC, na sua forma fracional, pode ser formulado da seguinte maneira, de 

acordo com Coopers et al. (2007, p. 91) 

           (74) 

sujeito a    1 (j =1,...,n)        (75) 

v 0, u  0 e uo livre.          (76) 

 

A diferença entre os modelos CCR e BBC corresponde à variável uo, que é a variável dual 

associada com a restrição  no modelo envelope BCC e que também não aparece no 

modelo CCR. 

 

2.3.2.9 EFICIÊNCIA BCC 

 

Uma DMU para ser eficiente BCC tem que satisfazer a condição = 1 e que não haja 

folgas ( . Estes valores são calculados através de um processo de duas 

fases, similar ao processo anteriormente descrito para o modelo CCR, apenas utilizando-se os 

modelos BCC. 
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2.3.2.10 MODELO ORIENTADO PARA O PRODUTO 

Os modelos BCC orientados para o produto podem ser calculados da seguinte forma 

(COOPERS et al., 2007, p.93-94): 

 

2.3.2.11 MODELO ENVELOPE ORIENTADO PARA PRODUTO 

            (77) 

sujeito a            (78) 

             (79) 

             (80) 

             (81) 

 

2.3.2.12 MODELO MULTIPLICADOR ORIENTADO PARA PRODUTO 

          (82) 

sujeito a   = 1           (83) 

vX – uY -   0              (84) 

v  0,  u 0 e  v0 livre.           (85) 

 

 

 

 

 

                                                                                    

 

                                                                               

                                                     

                                                                          

                                                     

 

                                    

 

 

 

 

 

 
Figura 27. Conjunto de Possibilidades de Produção. Fonte: Cooper et al., 2007, p.88. 

Adaptado pelo autor. 
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O programa BBC orientado para o produto, na sua forma fracional, pode ser 

formulado da seguinte maneira, de acordo com Cooper et al. (2007, p. 94) 

           (86) 

sujeito a   1 (j =1,...,n)        (87) 

v 0, u  0 e vuo livre. 

O relaxamento da restrição de CRS para VRS é feita no modelo multiplicativo através 

da inclusão de uma variável , que equivale à inclusão da restrição de convexidade, 

, no programa envoltório. 

 

2.3.3 Medidas de Eficiência em DEA 

 

A figura abaixo ilustra a eficiência CCR e a eficiência BCC para quatro empresas, A, 

B, C e D; a fronteira eficiente CCR está representada pela linha pontilhada enquanto a 

fronteira eficiente BCC pela linha cheia conectando os pontos A, B e C. 

 

 

 

 

                                                                                       

                                                                         

 

                                               

                                                      

                                                                     

                                                    

 

                                    

 

 

 

 

 
Figura 28. O modelo BCC.  Fonte: Cooper et al. (2007, p.90) 

 

As DMUs A, B, e C estão na fronteira eficiente BCC e são consideradas BCC 

eficientes, enquanto apenas a DMU B é considerada CCR eficiente. A eficiência BCC de D é 
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representada graficamente pelo segmento de reta PR/PD enquanto a eficiência CCR da 

mesma DMU, no caso D, é representada graficamente pelo segmento de reta PQ/PD. 

Observe-se que a eficiência CCR não irá exceder a eficiência BCC, o que ser constatado 

visualmente através da figura acima. 

Esta avaliação de eficiência é sob o conceito de eficiência orientada aos insumos. Entretanto, 

pode-se também avaliar a eficiência de uma DMU do ponto de vista dos produtos, no caso, 

denomina-se eficiência orientada ao produto. 

No caso acima, a eficiência orientada ao produto BCC da DMU D seria dada pela 

razão ST/DT; neste caso, o resultado, que será maior do que a unidade, o que indica em qual 

proporção pode-se aumentar a produção dos outputs. De acordo com Cooper et al. (2007, p. 

90), o análogo desta medida orientada ao produto para o caso do modelo CCR é obtido 

através da recíproca de sua medida de ineficiência no modelo de eficiência orientada aos 

insumos, com a ressalva de que tal recíproca não se aplica ao modelo BCC. 

 

2.3.3.1 DEFINIÇÃO DO PPS, production possibility set, NO MODELO BCC 

 

Segundo Cooper et al. (2007, p.90) o PPS no modelo BCC é definido como se segue, 

PB = {(x,y)|x Xλ, y Y , eλ = 1, λ 0}, 

onde X = (xj) R
mxn

 e Y = (yj) R
sxn

 são o conjunto de dados, λ  R
n
 e e é um vetor linha 

com todos os elementos iguais a 1. 

O modelo BCC difere do modelo CCR apenas pela condição adicional de que j 

= 1, também definido como sendo eλ = 1, onde e é um vetor linha com todos os elementos 

iguais à unidade e λ é um vetor coluna com todos os elementos não-negativos. A eficiência 

BCC é definida da seguinte forma (COOPER et al., 2007, p. 92): 

Se uma solução ótima, obtida em um processo de duas fases para BCC0, satisfaz a 

condição θB = 1 e não tem slacks (folgas) (s
-*

= 0 e s
+*

 = 0), então a DMU é chamada de 

eficiente no sentido BCC (BCC eficiente); de qualquer outra forma, a DMU é considerada 

BCC ineficiente. 

É também necessário definir-se o conjunto de DMUs que servirão de referência para 

cada unidade sendo avaliada; este conjunto é conhecido como reference set e é baseado em 

uma solução ótima λ* calculada por 

E0 = { j|  > 0} (j  {1,...,n}) 
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Há ainda o modelo BCC orientado para produtos, cuja definição é análoga à descrita 

acima. 

Maiores detalhes podem ser encontrados em Cooper et al. (2007, p.93). 

 

2.3.3.2 ORIENTAÇÃO SIMULTÂNEA 

 

Os dois modelos anteriores exigem que a análise de eficiência seja orientada 

especificamente para insumos ou para produtos; ambas as orientações, entretanto, podem ser 

combinadas em um único modelo denominado por Cooper et al. (2007, p.94) como modelo 

Aditivo. Este modelo, na realidade há várias formas deste modelo, pode ser calculado como, 

por ex., da seguinte maneira, já em sua forma dual: 

 = vx0 – uy0 + u0         (88) 

sujeito a  vX – uY + u0e  0        (89) 

v  e            (90) 

u  e com u0 livre de sinal         (91) 

 

2.3.4 O modelo SBM - slacks-based measure 

 

O modelo SBM permite o cálculo de medidas de eficiência que contemplam 

diretamente tanto as possíveis reduções radiais quanto as reduções não-radiais, ou seja, a 

eliminação dos slacks. Estes modelos são também denominados não-orientados pois eliminam 

as ineficiências tantos dos insumos quanto dos produtos, embora haja também as versões 

SBM orientadas a insumos e a produtos. A estimativa de eficiência de DMUs através do 

modelo SBM, conforme Cooper et al. (2007, p. 100) é feita da seguinte forma: 

(SBM)            (92) 

sujeito a  x0 = Xλ +            (93) 

y0 = Yλ -              (94) 

λ   0,   0.          (95) 

O modelo assume que X  0; se  deleta-se o termo  na função objetiva. 

Se  , o modelo coloca um número positivo muito pequeno para que o termo  seja 

uma penalização. 
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2.3.4.1 INTERPRETAÇÃO DO MODELO SBM COMO UM PRODUTO DAS 

INEFICIÊNCIAS 

 

A fórmula anterior, para cálculo da função objetiva ρ pode ser reescrita da segunda 

forma, 

ρ = 
-1       

(96)
 

A interpretação, segundo Coopers et al. (2007, p. 101) é a seguinte: 

 

(i) A fração    avalia a taxa de redução do insumo i; neste sentido, significa as 

ineficiências do mix de insumos; e, 

(ii) De maneira similar, , avalia a taxa de expansão do produto r; o inverso do 

segundo termo mede a ineficiência do mix de produtos. 

 

A interpretação de ρ, portanto, é que representa a razão entre as ineficiências médias 

de insumos e produtos. 

O problema acima pode ser resolvido através do seguinte programa linear (COOPER 

et al, 2007, p.101), 

(SBMt)   = t  -        (97) 

sujeito a  1 = t +         (98) 

 = Xλ +             (99) 

= Yλ -            (100) 

,  0,  0, t 0. 

Faz-se  e tem-se o seguinte programa linear em t, 

 

(LP)       = t  -          (101) 

sujeito a  1 = t +         (102) 

 = X  +            (103) 

= Y  -            (104) 

,  0,  0, t 0. 

A solução ótima do modelo SBM corresponde agora à 
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 , ,        (105) 

 

Uma DMU é SBM-eficiente somente se ρ* = 1. Observe-se que esta condição é 

equivalente a  = 0 e  = 0, isto é, a solução ótima não contempla excessos de insumos ou 

faltas de produtos (output shortfalls). Maiores detalhes das transformações subseqüentes para 

a programação da resolução deste programa linear, podem ser encontrados em Cooper et al. 

(2007, p.102). Por construção o valor ótimo ρ* não será superior ao valor ótimo calculado 

através de um programa CCR correspondente, pois este modelo leva em consideração todas as 

ineficiências enquanto o modelo CCR apenas considera a eficiência técnica pura. 

O modelo SBM pode ser modificado para ter uma orientação aos insumos ou aos 

produtos, conforme modelos abaixo (COOPER et al. 2007, p. 105). 

Modelo SBM orientado para insumos 

(SBM – I)            (106) 

 = Xλ +             (107) 

 Yλ           (108) 

,  0.             (109) 

Modelo SBM orientado para produtos 

(SBM-O)           (110) 

sujeito a 

x0  Xλ              (111) 

y0 = Yλ -             (112) 

λ     0.          (113) 

Este último modelo é o equivalente matemático do modelo denominado medida de 

eficiência orientada aos insumos Russel. 

 

2.3.5 Retornos de Escala e os Modelos DEA 

 

A análise neoclássica tradicional de retornos de escala pode ser representada pelas 

figuras abaixo, 
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                                                                                                        AP = y/x 

 

                                        

 

 

 

Figura 29. Fronteira Neo-Clássica. Fonte Cooper et al. (2007, p. 132). Adaptado pelo autor. 

 

A elasticidade, que mede a variação relativa no output em relação à variação relativa 

no input, é dada por , onde representa uma situação de CRS,  

uma situação de IRS e  uma situação DRS. 

Cooper et al. (2007, p. 133) estendem este conceito para uma situação de múltiplos 

inputs, com a suposição de representar o output por um valor escalar y, com a seguinte 

representação, 

                                (114) 
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onde  significa aumento na escala quando for maior do um. A intenção é manter a 

proporcionalidade dos inputs. Neste caso, os autores representam a elasticidade de escala 

como 

                               (115) 

Deve-se ressaltar, para comparações futuras, que todas as análises são conduzidas a 

partir de um ponto na fronteira eficiente, sem alterar a proporção existente entre os inputs, 

qual seja, o mix dos inputs é mantido constante. 

 

2.3.5.1 ADAPTAÇÃO DA FRONTEIRA NEOCLÁSSICA À DEA 

 

Para utilizar os conceitos tradicionais da teoria de produção neoclássica no universo de 

DEA, tem-se que contemplar a existência de DMUs que não sejam eficientes e, portanto, não 

estejam sobre a fronteira eficiente. O ponto B, na figura anterior, retrata esta situação. Há 

necessidade, portanto, de se ajustar tais empresas através de procedimentos que eliminem suas 

eficiências, mas que também possam eliminar ineficiências devidas aos problemas de escala. 

Segundo Cooper et al. (2007, p.133), 

 

[...]we will need to be able to distinguish increasing inputs that achieve more (or 

less) than proportional increase in outputs at points on the efficient frontier and 

separate them from output increases resulting from the elimination of Pareto-

Koopmans inefficiencies. 

 

Ademais, deve-se também contemplar as situações reais das DMUs, principalmente 

empresas, que apresentam realidades onde a produção é representada por múltiplos produtos 

gerados a partir de múltiplos insumos. 

No caso de DEA, há a possibilidade de se resolver estas situações sem o recurso à 

funções de custo, renda ou lucro já que muitas vezes tais dados não estão disponíveis; tal 

situação não diminui o interesse na busca pelo entendimento sobre em tipo de escala de 

retorno a empresa está operando. 

O desenvolvimento de uma análise com DEA começa por uma analogia com a função 

de produção neoclássica tradicional, que pode ser explicada com o auxílio da figura 30. 
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Figura 30. Produto Marginal e Produto Médio. Fonte Cooper et al. (2007, p.134). Adaptado 

pelo autor. 
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A conseqüência imediata de substituição da fronteira anterior, diferencial, por uma 

aproximação piecewise linear é que MP não mais intercepta AP no seu ponto máximo 

(COOPER et al., 2007, p. 135). Os autores desenvolvem uma solução específica para 

determinação da situação de retornos de escala para a metodologia DEA, cujos pontos 

relevantes são os seguintes: 

 

(i) Uma DMU que seja eficiente no modelo CCR também será eficiente no modelo BCC 

e estará em uma situação de CRS; 

(ii) Em um modelo BCC o reference set (peer group) de uma DMU ineficiente não inclui, 

ao mesmo tempo, DMUs que apresentem situações de retorno de escala IRS e DRS 

(em um mesmo reference set); 

(iii) Há 5 combinações possíveis para um reference set de qualquer DMU considerada 

ineficiente pelo modelo BCC; 

a. Todas DMUs do reference set apresentam uma situação de IRS; 

b. Reference set composto de DMUs tanto com IRS quanto com CRS; 

c. Todas DMUs do reference set apresentam uma situação de CRS; 

d. Reference set composto de DMUs tanto com DRS quanto com CRS; e, 

e. Todas DMUs do reference set apresentam uma situação de IRS. 

 

Com base no exposto acima, torna-se possível a caracterização da situação de Retorno 

de Escala para uma DMU ineficiente: 

a. IRS – se o reference set consiste de DMUs nas categorias (a) ou (b); 

b. DRS – se o reference set consiste de DMUs nas categorias (d) e (e); e, 

c. Se o reference set consiste unicamente de DMUs em situações CRS não é 

possível determinar a situação de retorno de escala da DMU BCC ineficiente só 

por este modelo. Faz-se necessário a execução de outro programa linear, 

conforme Cooper et al. (2007, p. 149) 

Os autores recomendam, nesta situação, dar o mesmo tratamento proposto para a 

determinação de retorno de escala para uma DMU BCC eficiente. Primeiramente, resolve-se o 

modelo BBC orientado para insumos; se o valor ótimo  calculado pelo modelo 

multiplicador for , a DMU se encontra em uma situação de CRS. Caso  seja 

diferente de zero, a resolução do modelo adicional irá fornecer a classificação da DMU BBC 

eficiente da seguinte forma: se  < 0, caracteriza-se uma situação de IRS; se tem-se 

uma situação de DRS. 
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A literatura DEA referencia as empresas que operam nas situações de CRS como 

operando em uma situação de MPSS, most productive scale size. Observe-se que é o mesmo 

conceito explicado anteriormente e denominado de TOPS, technically optimal productive 

scale por Coelli et al. (2005, p. 59). 

A determinação da situação de retorno de escala recebeu considerável atenção dos 

pesquisadores mais proeminentes da área de DEA, desenvolvendo alternativas 

simplificadoras. Seiford e Zhu (1999 apud Cooper et al., 2007, p. 172) desenvolveram uma 

nova formulação que evita alguns problemas encontrados nas fórmulaa anteriores, além de 

simplificar bastante o entendimento teórico da determinação de retornos de escala de uma 

DMU. O quadro abaixo explica o processo desenvolvido por estes autores. 

 

Quadro 2. Características de retorno de escala 
SITUAÇÃO CARACTERÍSTICAS RETORNO DE ESCALA MODELO CCR 

CASO I SE  CONSTANTE-CRS 
 

CASO II SE    

ALTERNATIVA A SE  em qualquer 

modelo CCR 

CRESCENTE - IRS 
 

ALTERNATIVA B SE  em qualquer 

modelo CCR 

DECRESCENTE-DRS 
 

Fonte: Seiford e Zhu ,1999. Adaptado pelo autor. 

 

A situação de uma DMU pode, portanto, ser facilmente explicada pela relação entre a 

sua eficiência no mundo CCR, retornos constantes de escala, e no mundo BCC, retornos 

variáveis de escala. Caso a DMU seja eficiente nos dois casos, ela encontra-se em uma 

situação de retornos constantes de escala, CRS; caso contrário, ou seja, a determinação de sua 

situação pode ser dada pelo somatório dos parâmetros , conforme explicado na última coluna 

acima. Caso a DMU não seja eficiente, projeta-se a mesma para a fronteira eficiente e, então, 

a análise de sua situação de retorno de escala passa a ser feita da mesma forma acima. 

Observe-se que dependendo da situação de ineficiência, a utilização de um modelo orientado 

aos insumos ou orientado aos produtos pode ocasionar diferentes resultados. 
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2.3.5.2 IDENTIFICAÇÃO DOS RETORNOS DE ESCALA 

 

Ray (2004, p. 46) indica a existência de vários métodos distintos que permitem 

caracterizar, como um subproduto das medidas de avaliação DEA para cada DMU, a sua 

situação em relação aos retornos de escala. Esta é uma informação relevante do ponto de vista 

gerencial, pois pode servir como importante norteador de decisões gerenciais. 

Dentro os diversos métodos elencados em Ray (2004, p.61), o método que será 

utilizado nesta tese, pois é endossado também por Cooper et al. (2007, p. 153), tem a seguinte 

formulação matemática: 

SE =Scale input (output) efficiency of DMU0 =   (116) 

A situação de uma DMU em relação aos retornos de escala pode ser deduzida através 

da relação entre o escore obtido quando avaliada sobre a ótica de uma situação CRS e a ótica 

de uma situação VRS. Para a produção do escore do numerador utiliza-se o resultado gerado 

pelo modelo CCR e para o denominador o escore gerado pelo modelo BCC. 

Observe-se que a escolha do modelo de avaliação, em relação ao tipo de orientação, 

input vs output, poderá alterar o resultado. Por construção, o resultado do modelo CCR é 

invariante em relação ao tipo de orientação, o mesmo não acontecendo, porém, com o 

resultado obtido a partir do modelo BCC. Desta forma, segundo Cooper et al. (2007, p.153), 

pode-se representar a eficiência de escala da seguinte forma, 

SE =   1            (117) 

onde SE significa eficiência de escala, scale efficiency. A inequalidade decorre do fato de que, 

por construção, a eficiência técnica de uma DMU em uma situação de VRS nunca pode 

exceder a eficiência técnica avaliada em uma situação CRS, em qualquer orientação, o que 

implica que a escala de eficiência será sempre SE (scale efficiency)  1. 

A eficiência da DMU avaliada sob o ponto de vista VRS é denominada de eficiência 

técnica pura e a eficiência avaliada sob o ponto de vista CRS é denominada de eficiência 

técnica, de forma a evitar confusão entre os dois termos de eficiência técnica. 

A eficiência de escala também pode ser entendida como uma medida da distância entre 

os limites de CRS e VRS no tamanho de escala da DMU. Na figura abaixo, a eficiência de 

escala, na orientação de input, por OA´´ / OA´ 

A identificação correta de como uma DMU está situada em relação aos conceitos de 

retorno à escala é altamente relevante para os gestores; se uma DMU está operando em uma 

situação em que sua produção está em localizada em um ponto de IRS, então faz todo sentido 
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procurar aumentar sua produção. Raciocínio análogo pode ser feito para situações em que a 

DMU opera em condições de DRS. 

Cooper et al. (2007, p. 172) também utilize o seguinte método para determinação de 

retornos de escala, baseado em Seiford e Zhu (1999): 

1 – Se escore de eficiência CCR = escore de eficiência BCC 

Retornos de escala = constante 

2 – Se escore de eficiência CCR  escore de eficiência BCC, então: 

2.1 – Se  , Retornos de escala = CRESCENTES 

2.2 -  Se  , Retornos de escala = DECRESCENTES 

 

2.3.6 Decomposição da Eficiência Técnica 

 

Uma vez constatado que uma DMU é ineficiente, o interesse gerencial é de se procurar 

identificar as fontes desta ineficiência de forma que medidas de correção podem ser estudadas 

e, eventualmente, implementadas. 

Em linha com Cooper et al. (2007, p. 153) a ineficiência de uma DMU pode ser 

decomposta da seguinte forma, baseado na relação de eficiência de escala: 

SE =  

Daí tem-se que  = x SE.         (118) 

Pode-se, alternativamente, usar a seguinte terminologia, conforme os mesmos autores: 

TE = PTE x SE            (119) 

onde 

TE = significa technical efficiency, eficiência técnica, calculada pelo modelo CCR, em 

situação CRS; 

PTE = significa pure technical efficiency, eficiência técnica pura, calculada pelo modelo 

BBC, em situação VRS; e, 

SE = significa scale efficiency, eficiência técnica, calculada como a razão entre os dois 

escores. 

Utiliza-se o termo PTE para identificar a (in)eficiência puramente radial, o que 

significa o conceito de eficiência de Farrel (1957). 

A decomposição destes resultados permite a seguinte interpretação, ainda em linha 

com Cooper et al. (2007, p. 153): 
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PTE corresponde ao escore de ineficiência que indica uma operação ineficiente por parte da 

DMU, e, 

SE indica uma situação potencialmente desvantajosa causada por uma situação de ineficiência 

de escala de operação. 

A figura abaixo, de uma situação com um único input e um único output, exemplifica 

estas situações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 31. Retornos de Escala. Fonte: Cooper et al. (2007, p. 153). 

 

Há diversas formas de se identificar a situação de escala de uma DMU. Visualmente a 

maneira mais prática é através da inclinação do segmento de reta em a DMU se situa; se o 

intercepto deste segmento de reta for igual a 0, a empresa está em situação de CRS; se for 

positivo está em situação de DRS e, se for negativo, em situação de IRS. 

No exemplo acima, a DMU A está em uma situação IRS, conforme pode ser 

visualmente constatado, pois o intercepto do segmento de reta em que se situa será negativo. 

Da mesma forma, a DMU D está em uma situação de DRS e as DMUs B e C estão operando 

em CRS. 

A análise das DMUs pode ser feita da seguinte forma: 

DMU A 

SE (A) =  

Como pode ser constatado visualmente, a DMU A pertence à fronteira eficiente BCC, 

portanto, tem-se que  = 1. Daí, 
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SE =  =   =            (120) 

DMUs B e C 

As DMUs B e C são eficientes tanto no modelo CCR quanto no modelo BBC, então, 

SE =  =  = 1             (121) 

A DMU E, por sua vez, é ineficiente tanto no modelo CCR quanto no modelo BCC, portanto, 

SE =  =  =           (122) 

A eficiência de escala da DMU E é igual à eficiência da sua projeção R na fronteira 

eficiente BCC. A decomposição da eficiência de E pode ser feita da seguinte maneira: 

TE (E) = PTE (E) x SE (E)         (123) 

            (124) 

Pode-se interpretar a ineficiência da DMU E como sendo formada por um componente 

de ineficiência técnica de suas operações em conjunto com outro componente de ineficiência 

causado por condições de escala desvantajosas, medidas por . 

A análise acima foi realizada com uma orientação ao input, ou seja, trata-se de uma 

análise em que se intenciona analisar possíveis reduções nas variáveis consideradas como 

inputs no processo de avaliação. O mesmo procedimento pode ser realizado, de maneira 

análoga, em relação às variáveis selecionadas como outputs; neste caso, a análise conduziria à 

interpretação de possíveis expansões das quantidades produzidas por estas variáveis. 

 

2.3.6.1MIX EFFICIENCY 

 

A decomposição de eficiência realizada acima foi conduzida com a utilização dos 

modelos básicos de DEA, ou seja, os modelos CCR e BCC. A introdução de novas técnicas 

de cálculo mais avançadas dentro do método DEA permite uma maior profundidade na 

interpretação das (in)eficiências de uma DMU. O modelo SBM, discutido anteriormente, 

permite que a decomposição de eficiência demonstrada no item anterior seja expandida da 

seguinte forma: 

 

Decomposição da ineficiência calculada pelo modelo não-radial SBM 

Ineficiência SBM = TE x MIX         (125) 
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Onde Ineficiência SBM calculada para uma situação orientada a insumos, ou seja, com a 

eliminação apenas das folgas relativas aos insumos e calculada pelo seguinte modelo, 

conforme Cooper et al. (2007, p. 154) 

        (126) 

sujeito a           (127) 

           (128) 

,  ,            (129) 

onde a eficiência SBM  .           (130) 

 

A eficiência MIX é calculada da seguinte forma: 

            (131) 

onde MIX significa a (in)eficiência não contemplada pela eficiência de Farrel (1957) 

significa a (in)eficiência do modelo SBM ajustado para apenas refletir as folgas dos 

inputs, e 

 significa a (in)eficiência calculada pelo modelo CCR. 

Assim, combinando-se a decomposição anterior da ineficiência com a decomposição 

específica proporcionada pelo modelo SBM, pode-se expandir a equação 

Ineficiência SBM = TE x MIX em          (132) 

 = MIX x PTE x SE          (133) 

Estas são as principais fontes de ineficiências proporcionadas pela decomposição do 

modelo SBM ajustado para inputs. 

Para exemplificar, com base em um exemplos fornecidos por Cooper et al. (2007, 

p.155-159), algumas DMUs apresentaram os seguintes índices de (in)eficiência: 

 

Tabela 2. Decomposição da Eficiência Técnica. 
DECOMPOSIÇÃO DA (IN)EFICIÊNCIA TÉCNICA 

DMU SBM 

 

CCR 

TE 

BCC 

PTE 

MIX 

EFFIC. 

SE SCALE 

EFFICIENCY 

K 0,866 0,955 1 0,907 0,955 

H 0,774 0,796 0,799 0,972 0,997 

R1  0,714 0,764 0,935  

Fonte: Cooper et al., 2007, p. 155-159. Adaptado pelo autor. 
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Observe-se que a DMU K é BBC eficiente, portanto, sua eficiência de escala é dada 

pelo escore de eficiência CCR. Neste caso, além da redução radial, a DMU apresenta a 

necessidade de reduzir seus inputs de forma não radial para alcançar a eficiência em termos 

CRS. 

A DMU H, por sua vez, tem um baixo índice de eficiência SBM; ela é ineficiente tanto 

no sentido CCR quanto no sentido BCC. Entretanto, apresenta escores relativamente altos de 

MIX efficiency e eficiência de escala , o que significa que a grande contribuição para sua 

ineficiência decorre da combinação de inputs que podem ser reduzidos de forma radial, isto é, 

de forma equiproporcional. 

O terceiro exemplo, referente à DMU R1, trata-se de uma análise feita sobre fusões de 

bancos no Japão pelos autores acima. Neste caso, decompuseram a eficiência apenas nos 

componentes CCR, BCC e SE (scale efficiency), chegando à conclusão de que, em virtude do 

alto escore atingido pelo índice SE, que significa que a DMU está operando perto de seu 

MPSS (most productive scale size), a ineficiência é causada por operações ineficientes e não 

por problemas de escala. 

Forsund e Hjalmarsson (2004, p.1034) explicam bem a diferença entre as características de 

escala locais e globais e a comparação com os conceitos da fronteira neoclássica: 

 

We know from the general definition in production theory in economics that scale 

elasticity is a local property at a point on the production function. What seems to lie 

behind the attempt to express global characterization is that in the DEA model it is 
possible to give qualitative characterizations of entire facets. However, this is not in 

conflict with the standard economics approach of evaluating scale properties 

locally. It is just that the piecewise linear structure of the nonparametric DEA 

frontier function makes it possible to characterize all interior local points on a facet 

qualitatively… it then follows that any inefficient point that projects radially to the 

same facet on the frontier will have the same qualitative characterization as to 

increasing, constant, or decreasing returns to scale. 

 

 

2.3.7 Elasticidade de Escala e Congestão 

 

A possibilidade de se estimar a situação de uma DMU em relação à sua elasticidade de 

escala é muito relevante como instrumento auxiliar na avaliação de possíveis 

expansões/reduções operacionais visando a um aumento de produtividade e de maior 

competitividade. Anteriormente, já foi visto a funcionalidade dos modelos DEA, CCR e BCC, 

de gerarem esta informação qualitativamente, permitindo associar a cada DMU analisada uma 

situação CRS, IRS ou DRS. Modelos mais recentes desenvolvidos com base na metodologia 

DEA tradicional permitem que a situação de retornos de escala de cada firma seja calculada 
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quantitativamente, com grande melhoria da qualidade de informação gerencial para fins de 

tomada de decisão. 

Cooper et al. (2007, p. 50), definem RTS, returns to scale ou elasticidade de escala na 

produção, , também denominado de DSE – degree of scale economies como a razão entre o 

MP, marginal product, produto marginal e AP, average product, ou produto médio. Para uma 

situação de um único insumo e um único produto, se o produto y é produzido pelo insumo x, 

então, 

            (134) 

Os valores de  podem ser interpretados da seguinte forma: 

 > 1 caracteriza uma situação IRS, increasing returns to scale; 

caracteriza uma situação CRS, Constant returns to scale; e, 

 caracteriza uma situação DRS, decreasing returns to scale. 

 

DSE pode também tomar valores negativos quando estiver mensurando uma situação 

em que a produção da DMU sofre um decréscimo com o aumento de utilização de seus 

insumos. O exemplo clássico da literatura econômica e também da literatura DEA é o 

aumento da quantidade de empregados em uma plantação ou em uma mina já em produção 

máxima; sem o correspondente aumento de outros insumos é razoável esperar-se uma 

diminuição da produção. 

Cooper et al. (2007, p. 351) apresentam uma solução para o cálculo matemático das 

economias de escala das DMUs avaliadas. 

 

 

                                                          

 

                                          

 

 

 

 

 

 

Figura 32. Economia de Escala. Fonte: Cooper et al. (2007, p. 350). Adaptado pelo autor. 

y 

x 

Input 

Output 

0 

B 

A 



102 
 

 

Na figura 32 a elasticidade de escala é definida para qualquer ponto de y = f(x), como 

o ponto A. No caso de DEA existe a particularidade de que também se admite para efeitos de 

análise DMUs que estejam fora da fronteira de produção, ou seja, ineficientes, como, por ex., 

a DMU B na figura acima. O tratamento dado a estas DMUs para cálculo da elasticidade de 

escala é projetar B para a fronteira eficiente e definir a sua elasticidade neste ponto. Cooper et 

al. (2007, p.351) definem um PPS para uma correspondência de múltiplos insumos/múltiplos 

produtos, 

 

onde e é um vetor linha com todos os elementos iguais a um. Para medir a eficiência de uma 

DMU não eficiente, faz-se a projeção da mesma pelo modelo BCC orientado a produto, 

calculando-se uma projeção eficiente para cada DMU não eficiente. A fórmula derivada pelos 

autores (idem, p. 351-352) para cálculo da elasticidade de escala ou DSE é a seguinte 

            (135) 

onde w é calculado a partir do modelo BCC 

            (136) 

         (137) 

            (138) 

          (139) 

Como w pode não ser unicamente determinado em alguns casos, os autores calculam o 

limite superior e o limite inferior de w através do seguinte programa linear 

      (140) 

          (141) 

          (142) 

            (143) 

 

Desta forma, a elasticidade de escala é calculada pelos limites superiores e inferiores, 

conforme as equações abaixo, 

               (144) 

             (145) 
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2.3.7.1 CONGESTÃO 

 

Zhu (2003, p. 181) caracteriza uma situação de congestão como se referindo a 

situações em que reduções em um ou mais insumos geram um aumento em um ou mais 

produtos. Segundo Cooper, Thompson e Thrall (1996 apud Zhu, 2003, p. 181), congestão 

pode ser definida da seguinte maneira: 

 

Congestion: Evidence of congestion is present when reductions in one or more 

inputs can be associated with increases in one or more outputs – or, proceeding in 

reverse, when increases in one or more inputs can be associated with decreases in 

one or more outputs – without worsening any other input or output. 

 

Thanassoulis et al. (2008, p. 259) associam o conceito de congestão com os conceitos 

de strong e weak disposability; a figura abaixo exemplifica esta relação. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 33. Disposability. Fonte: Thanassoulis et al. (2008, p. 259). Adaptação do autor. 

 

A figura 33 retrata uma situação de produção em que o aumento da quantidade de 

insumos do ponto D para o ponto E gera uma redução na produção. Esta situação é 

denominada congestão de insumos e sua existência implica que a suposição de strong 

disposability não se aplica, existindo uma situação caracterizada por weak disposability 

(THANASSOULIS et al., 2008, p. 259). 
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Cooper et al. (2007, p. 357) associa os conceitos de disposability ao de congestão, 

denominando strong congestion situações caracterizadas por um valor negativo do limite 

superior da elasticidade de escala,  . Na resolução prática, os autores se utilizam do conceito 

de que strong disposability implica em weak disposability e apresentam o seguinte teorema 

para cálculo da weak congestion: 

 

Theorem 12.3 (p. 358) Suppose that the DMU  is efficient with 
respect to the Pconvex. Then it is weakly congested if and only if it has 

 or  by the model BBB-O […] 

 

onde Pconvex significa uma fronteira de produção contemplando a situação de retorno 

marginal negativo. 

A resolução e interpretação dos conceitos de elasticidade de escala e congestão podem 

ser resumidos, conforme procedimentos elaborados por Cooper et al. (2007, p. 360): 

 

Primeiro passo: Resolução do modelo BBC orientado aos produtos 

(A) Se ,  e  a DMU é eficiente e não apresenta congestão; 

(B) Se ,  e  a DMU é tecnicamente ineficiente; 

(C) Se   ou, alternativamente,  a DMU apresenta congestão. 

 

Segundo Passo: Calcular o limite superior da elasticidade de escala,  

(D) Se  a DMU apresenta strong congestion. Calcule também o limite inferior da 

elasticidade de escala e combine os dois resultados; 

(E) Se  a DMU apresenta weak congestion. 

 

Neste trabalho, estamos interessados em calcular a situação de weak congestion pela sua 

importância como informação para os gestores; para tal, o seguinte programa linear tem que 

ser resolvido: 

Programa linear para cálculo de situações de weak congestion (COOPER et al., 2007, 

p.357-358). 

           (146) 

           (147) 

            (148) 
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             (149) 

           (150) 

Como uma proxy para a elasticidade de escala, os autores propõem a seguinte formulação 

         (151) 

onde DSE, conforme explicado anteriormente, significa degree of economy of scale, e MPR e 

APR significam marginal production rate e average production rate. 

 

2.3.9 Super-eficiência 

 

O modelo inicial de DEA, ou seja, CCR, que contempla situações em que se pressupõe 

uma situação de CRS e o modelo BCC, em que se admite VRS, possibilitam que seja 

calculada a ineficiência de uma DMU relativamente às outras DMUs de uma mesma amostra. 

Com base nesses cálculos, pode-se proceder a uma classificação das DMUs, baseada nas 

medidas de ineficiência calculadas. Por outro lado, as DMUs consideradas eficientes são 

todas classificadas como iguais, ou seja, todas são eficientes no sentido dos respectivos 

modelos utilizados. Tais modelos não permitem que seja feita uma classificação entre as 

firmas consideradas eficientes. 

Entretanto, os critérios matemáticos utilizados na construção destes modelos iniciais 

fazem com que DMUs que são consideradas eficientes, poderiam continuar a serem 

classificadas como tal, ainda que tivessem uma parte de seus outputs diminuída ou 

aumentassem a utilização de seus inputs; em outras palavras, mesmo que se tornassem menos 

eficientes ainda assim existiria a possibilidade de que continuassem a ser eficientes quando 

avaliadas por estes modelos. Na literatura DEA, estas DMUs são denominadas de DMUs 

supereficientes. 

Segundo Andersen e Petersen (1993, p. 1261) a utilização de DEA tende a produzir 

uma razoável quantidade de DMUs consideradas eficientes, a menos que a soma das 

quantidades de inputs e outputs seja pequena em relação à quantidade de observações. É 

relevante, portanto, introduzir uma metodologia que permita diferenciar não somente entre as 

DMUs ditas ineficientes em relação às DMUs eficientes, como também entre as DMUs 

classificadas como eficientes. 

Para contornar tal característica da modelagem DEA, os autores propõem uma maneira 

de classificar as unidades elencadas como eficientes pelos modelos DEA; a idéia básica do 

modelo de Andersen e Petersen (1993, p. 1962) é comparar a DMU em análise com uma 



106 
 

combinação linear de todas as demais DMUs na amostra; isto é feito excluindo-se a própria 

DMU em estudo da análise de eficiência. O novo escore calculado reflete a distância radial da 

DMU em estudo para a nova fronteira eficiente estimada com esta DMU excluída da amostra. 

Este enfoque fornece um rating de eficiência das unidades eficientes similar ao rating das 

unidades ineficientes. 

Ray (2004, p. 95-98) explica graficamente este conceito, com base na figura 34. 

 

 

 

                                                                                                                                            

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 34. Mensuração de supereficiência de DMUs. Fonte: Ray, 2004, p. 97. Adaptado pelo 

autor. 

A linha HACDE representa a fronteira do PPS, production possibility set VRS de sete 

observações – A, B, C, D, E , F e G. Pela figura, observa-se que as DMUs B, F e G são 

ineficientes; como tais, pode-se calcular a ineficiência de cada uma e realizar-se uma 

comparação entre elas. Entretanto, o modelo VRS utilizado não permite diferenciar entre as 

eficiências de A, C, D, e E, já que ambas tiveram suas eficiências calculadas igual a 1, pois 

pertencem à fronteira eficiente de produção. 

No exemplo acima, os dados hipotéticos utilizados para a construção da fronteira são 

os seguintes: 
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Tabela 3. Dados para a figura 34. 
DMU A B C D E F G 

Input (x) 4 5 8 12 16 8 24 

Output (y) 6 7 14 20 22 9 19 

Fonte Ray (2004, p. 96). Adaptado pelo autor. 

 

A análise de super-eficiência pode ser feita primeiramente tomando-se como 

referência a DMU C, que utiliza 8 unidades de input para produzir 14 unidades de output; 

mesmo que a produção diminuísse para 13 unidades de output, esta DMU ainda continuaria 

sendo eficiente (RAY, 2004, p.96). Neste caso, sua posição seria C* e pertenceria à nova 

fronteira HADE; a DMU C somente seria considerada ineficiente se seu output caísse abaixo 

do nível de 13 unidades. Esta situação caracteriza a firma C como supereficiente, pois ela 

pode diminuir sua produção, mantendo o mesmo nível de inputs e ainda assim continuar a ser 

considerada eficiente. A mesma situação ocorre com a DMU D, que poderia diminuir seu 

output para apenas 18 unidades e ainda assim continuar eficiente; esta DMU também será 

considerada supereficiente. 

Andersen e Petersen (1993 apud Ray 2004, p. 95) sugerem que as empresas eficientes 

possam também ser classificadas; neste caso, como a DMU C poderia perder até 7,4% de seu 

output e a DMU D poderia perder até 10% de seu output, a DMU D seria mais super-eficiente 

do que a DMU C, embora, ressalve-se novamente, ambas seriam consideradas eficientes pelos 

modelos tradicionais de DEA. 

Programa linear para cálculo da super eficiência, baseado em Cooper et al. (2007, p. 

314) 

O seguinte programa calcula os escores para as empresas super eficientes, de forma não radial 

e não orientada. 

       (152) 

sujeito a            (153) 

  e            (154) 

 ,  .           (155) 
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2.3.10 Outros recursos para tomada de decisão com DEA 

 

O método DEA possibilita critérios adicionais de avaliação das DMUs. A seguir, 

descrevemos alguns tópicos que foram incorporados ao longo dos últimos anos aos modelos 

DEA. 

 

2.3.10.1 VARIÁVEIS DISCRICIONÁRIAS E NÃO DISCRICIONÁRIAS 

Cooper et al. (2007, p. 63) denominam de discricionários tanto os inputs quanto os 

outputs  que podem ter sua variação comandada pelo gestor da DMU e de não-discricionários 

os inputs e outputs que não estão sujeitos ao controle gerencial, mas ainda assim são 

relevantes o bastante para serem considerados. Os autores exemplificam através de um estudo 

realizado para o Comando das Forças Aéreas dos Estados Unidos onde se procurava 

determinar a performance das diversas bases aéreas; neste estudo, é necessário considerar-se o 

tempo, no sentido meteorológico, como um input pois que o número de missões bem-

sucedidas, ou não, tratadas como outputs neste caso, poderia ser afetado pelo tempo nas 

diferentes bases. O modelo de programação linear apresentado para este tipo de situação é o 

seguinte: 

min θ – ε           (156) 

sujeito a θ   =  , i ε D      (157) 

 = , i ε ND         (158) 

 = ,    r = 1,...,s.        (159) 

onde todas as variáveis, exceto θ, são não-negativas. Os símbolos i ε D e i ε ND representam 

os inputs discricionários e não-discricionários, respectivamente. 

Banker e Morey (1986, p. 513) comparando situações práticas com os modelos 

teóricos CCR e BCC denominam este tipo de variável como variáveis fixadas exogenamente. 

O problema em questão, analisado pelos autores e para o qual apresentam uma solução, é que 

estes modelos, embora provendo informação sobre a extensão de possíveis reduções nos 

inputs, o fazem de forma que todos os inputs têm que ser reduzidos de forma 

equiproporcional; gestores de DMUs enfrentam situações em que a extensão de uma possível 

redução para um determinado input não é relevante. 

A solução proposta pelos mesmos autores permite estimar possíveis reduções no 

consumo de variáveis discricionárias, mantendo-se fixa, uma ou mais variáveis fora do 



109 
 

controle do gestor da DMU, variáveis essas denominadas de exogenamente fixadas. Podem-se 

exemplificar estes conceitos graficamente, conforme a seguir, 

 

 
 

 

                         

  

 

 

 

 

 

  

 

 

Figura 35. Variáveis fixadas exogenamente. Fonte: Banker e Morey, 1987, p. 514. Adaptado 

pelo autor. 

 
No caso, considere-se uma situação representada pelo modelo CCR, um único output, 

um único input discricionário controlável pelo gestor da DMU e um input fixado 

exogenamente. Para exemplificação, os autores sugerem que seja considerada uma situação 

gerencial em que se deseja manter todos os inputs e aumentar todos os outputs. O input fixado 

exogenamente é denominado de Input 2 e o input discricionário, de Input 1. O problema em 

questão é determinar em qual extensão se pode diminuir o consumo do input 1 , dado que o 

input 2 irá permanecer fixado em seu valor atual, ou seja, está fora do controle do gestor da 

DMU em avaliação. 

Seguindo o exemplo gráfico, tem-se que a eficiência do ponto A, pelo modelo BCC, é 

comparada em relação ao ponto E na fronteira eficiente; a redução possível de input 1 para o 

ponto A é dado por |xA – xE|. Porém, a informação disponibilizada pelo modelo BCC não é 

relevante para o gestor da DMU, pois como o mesmo é fixado exogenamente, não poderá ser 

reduzido. Neste contexto, torna-se mais relevante comparar o ponto A com o ponto R, pois 

este consome a mesma quantidade do input fixo 2 ao mesmo tempo em que consome menos 
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do input variável 1. Pelo gráfico, observa-se que a redução possível de inputs para o ponto A 

passa a ser |xA – xR|. A folga, claramente demonstrada pelo gráfico, é representada por 

xf = |xA – xR| =             (160) 

Neste caso, a folga representa a quantidade de input fixo que não pode ser substituído 

por qualquer outra redução no input discricionário (BANKER e MOREY, 1986, p. 515). 

De maneira análoga, os autores formulam também o modelo a ser utilizado para ser 

avaliar o caso em que desejamos não mais reduzir os inputs e manter a produção, mas, ao 

contrário, manter os inputs e expandir a produção. Ray (2004) também considera que essas 

variáveis são essencialmente exógenas ao processo de tomada de decisão das firmas. 

Entretanto, embora fixadas exogenamente, elas podem causar um shift na PPS, production 

possibility frontier, desta forma afetando a eficiência técnica da firma. 

Há várias formas de se incorporar o conceito de variáveis não-discricionárias ao 

contexto de eficiência da DEA; Ray (2004, p. 104) propõe um processo de duas etapas, onde 

inicialmente se faz o cálculo tradicional do modelo DEA, sem as variáveis não-discricionárias 

e depois a incorporação das mesmas por regressão linear, com duas vantagens: (i) não há 

necessidade de se estimar a priori se uma determinada variável não-discricionária, ND, tem 

efeito favorável ou desfavorável na produção, e (ii) em termos operacionais, pode-se alterar a 

lista de variáveis ND sem a necessidade de se calcular novamente o modelo DEA, bastando 

executar novamente o estágio 2 do processo proposto. 

Em um estudo sobre o desempenho de bibliotecas em Tókio, Japão, Cooper et al. 

(2007) utilizaram como variáveis para inputs ao modelo, a área, a quantidade de livros, a 

equipe de cada unidade e a população no entorno de cada uma; como variáveis para outputs 

foram utilizadas a quantidade de livros emprestados e a quantidade de residentes registrados 

em cada biblioteca. 

Nesta avaliação de desempenho a população da área é uma variável de entrada 

importante. Na aplicação do modelo CCR, entretanto, as projeções do modelo indicam a 

redução calculada para cada input, ou seja, o escore CCR é calculado com base na suposição 

de que é possível se reduzir cada input proporcionalmente desde que permanecem no PPS; 

neste caso, porém, a população é tipicamente uma variável não controlável e uma avaliação 

de eficiência não pode ter como objetivo sua redução. 
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2.3.10.2 VARIÁVEIS CATEGÓRICAS 

 

O enfoque utilizado por DEA para a determinação da ineficiência técnica está apoiado 

na constituição de uma DMU que é uma combinação convexa dos inputs e outputs de outras 

DMUs (BANKER e MOREY, 1986, p. 1614). A suposição de convexidade implica em que se 

houver, na prática, duas possibilidades de produção, então, qualquer plano de produção que 

seja uma combinação destas duas possibilidades também é viável. Os modelos de DEA 

fornecem, baseados em algumas premissas, inclusive na premissa de convexidade, o nível 

mínimo de recursos de inputs para uma DMU produzir um nível dado de outputs, sob certas 

condições. 

Ocorre, entretanto, que, na prática, podem ocorrer variáveis que não sejam passíveis 

de redução proporcional, ou seja, que sejam melhores explicadas como descritivas de 

características de uma determinado fenômeno ou fato que desejamos incluir em nossa 

avaliação de performance; este tipo de variável tem as características de uma variável 

categórica e os autores demonstram como tais podem ser incorporadas na avaliação de 

eficiência de uma DMU, em conjunto com variáveis quantitativas não categóricas. 

Exemplificando através de uma análise de filiais de bancos, os autores mencionam 

algumas situações que poderiam ser enquadradas como variáveis categóricas; por ex., se uma 

agência bancária disponibiliza acesso via drive-in (ou não), se uma agência tem caixas 

automáticos (ou não), etc. Essas são variáveis que podem ser tratadas binariamente. 

 

2.3.10.3 VARIÁVEIS COM LIMITES 

 

Outra extensão aos modelos DEA tradicionais é a utilização de limites. Cooper et al. 

(2007, p. 224) cita como exemplo deste tipo de variáveis uma avaliação de estádios, no caso 

de seu estudo, se referia a estádios de baseball. No exemplo, a quantidade de espectadores era 

uma variável de saída (output); uma restrição, porém, é fundamental nesta modelagem: a 

quantidade de espectadores não pode ultrapassar a capacidade máxima de cada estágio. 

 

2.3.11 Resumo dos modelos DEA CCR e BCC 

 

Uma das tarefas do pesquisador que utiliza DEA é determinar o modelo mais 

apropriado para o seu objetivo de pesquisa. A realidade refletida na produção acadêmica é que 

os diversos tipos de modelos têm funcionalidades diversas que são complementares. Zhu 
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(2003, p. 13) resume, de forma bastante clara, os programas lineares básicos para as duas 

maneiras de programação em DEA: os modelos multiplicadores e os modelos do tipo 

envelope. 

Quadro 3. Envelope 
MODELOS TIPO ENVELOPE 

TIPO DE 

FRONTEIRA 

ORIENTAÇÃO AOS INSUMOS ORIENTAÇÃO AOS PRODUTOS 

CRS 

  

sujeito a 

=  

i=1,2,...,m 

=  

i=1,2,...,s 

sujeito a 

=  

i=1,2,...,m 

=  

i=1,2,...,s 

   

VRS Adicionar  Adicionar  

Metas eficientes (efficient targets) 

  

i = 1,2,...,m 

 

r = 1,2,...,s 

 

i = 1,2,...,m 

 

r = 1,2,...,s 

 

Fonte: Zhu (2003, p.13). Adaptado pelo autor. 

 

O primeiro quadro explica os programas lineares do tipo envelope, demonstrando qual 

a diferença entre uma orientação a insumos e uma orientação a produto; além disso, 

demonstra também a restrição adicional de convexidade que se aplica aos modelos com 

retorno de escala CRS de forma a transformá-los em modelos com retorno de escala variável. 

Por fim, indica o passo adicional que se toma para complementar o resultado obtido nesses 

modelos a fim de se eliminar as folgas e se obter um escore que projete a DMU analisada na 

fronteira eficiente Pareto-Koopmans. 

A interpretação básica é que a DMU é eficiente se  *=1 ou *= 1, dependendo do 

modelo. Por outro lado, se o escore é menor do que 1, em qualquer dos dois casos, a DMU é 

ineficiente e pode melhorar sua eficiência contraindo seus inputs ou expandindo seus outputs, 

dependendo se a avaliação é feita com base no modelo orientado aos insumos ou com base no 

modelo orientado ao produto. 
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Outra interpretação fundamental sobre o modelo envelope é que o lado esquerdo das 

restrições indica o conjunto de outras DMUs que influenciam a DMU em avaliação. O 

conjunto de DMUs que exercem uma influência sobre a DMU que se está avaliando é 

denominado, na literatura DEA, como Reference Set ou Peer group; este conjunto indica 

quais são as empresas, entre aquelas que praticam as melhores práticas, que têm influência na 

determinação da ineficiência das demais DMUs. Esta influência é representada pelo valor dos 

coeficientes  calculados pelos modelos. 

O segundo quadro elaborado pelo mesmo autor mostra os programas lineares para os 

modelos DEA multiplicativos. 

 

Quadro 4. Modelo Multiplicador 
MODELOS TIPO MULTIPLICADOR 

TIPO DE 

FRONTEIRA 

ORIENTAÇÃO AOS INSUMOS ORIENTAÇÃO AOS PRODUTOS 

 

  

sujeito a 

 -  

= 1 

 (  

sujeito a 

 -  

= 1 

 (  

 

CRS   

VRS sem restrição  sem restrição 

Fonte: Zhu (2003, p. 34). Adaptado pelo autor. 

Neste quadro  e  representam os pesos dos produtos e dos insumos, 

respectivamente, e uma DMU é considerada eficiente se tiver  = 1 ou 

 = 1, dependendo do tipo de orientação escolhida. 

 

2.3.11.1 INTERPRETAÇÃO DOS RESULTADOS PRODUZIDOS PELOS MODELOS 

ENVELOPE E MULTIPLICADORES 

 

Além de fornecer o cálculo dos escores de (in)eficiência para cada DMU, há diversos 

outros resultados disponibilizados pelos modelos DEA podem servir de subsídios para se 

proceder a uma avaliação da situação de cada uma das DMUs analisadas em uma determinada 

amostra. 

1 – Determinação da situação de retornos de escala em que a DMU se encontra; 
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2 – Avaliação da possibilidade da empresa se tornar eficiente tanto pela contração no uso de 

seus insumos quanto pela expansão de seus produtos; 

3 – A existência de folgas nos insumos ou nos produtos, fornecendo indicações à DMU sobre 

reduções não proporcionais em seus insumos/expansões em seus produtos; 

4 – O modelo multiplicativo fornece informações sobre o tradeoff entre seus insumos e/ou 

seus produtos. O valor de cada um dos pesos dos insumos/produtos indica a importância 

relativa destes para a DMU analisada, servindo como guia gerencial sobre fatores críticos que 

devem ser focados para a melhoria de desempenho; 

5 – Indicação de quais DMUs são modelos de referência para as DMUs ineficientes. Nem 

toda DMU eficiente serve de modelo para as demais DMUs ineficientes, portanto, a 

quantidade de vezes que uma determinada DMU aparece no peer group das DMUs 

ineficientes é considerado um indicador de importância na fronteira de produção amostrada. 

6 – Avaliação de melhorias de desempenho ao longo do tempo. Através da interpretação das 

funções distâncias utilizadas para determinação das eficiências das DMUs consegue-se avaliar 

a trajetória de uma DMU ao longo do tempo, determinando a variação de sua eficiência e 

indicando quais fatores foram relevantes nesta trajetória. 

Este último item será abordado no próximo capitulo, onde será explicado o Índice de 

Malmquist; os demais pontos serão explicados através de um exemplo baseado em Coopers et 

al. (2007, p.53) que avalia a eficiência das DMUs abaixo, cujos insumos e produtos estão 

especificados na tabela abaixo. 

 

Tabela 4. Decomposição de Eficiência. 

 DMU A B C D E F G 

Insumo 1 x1 4 7 8 4 2 10 3 

Insumo 2 x2 3 3 1 2 4 1 7 

Produto 

único 

y 1 1 1 1 1 1 1 

Fonte: Cooper et al., 2007, p. 53. Adaptado pelo autor 

 

Inicialmente, calcularam-se os resultados dos modelos DEA CCR multiplicativos e de 

envelope, para a DMU A. Os detalhes da programação podem ser encontrados na referência 

supra citada. 
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Resultados para a DMU A (calculados através do software DEA SOLVER Learning 

Version, parte integrante do livro citado): 

Resultados produzidos pelo modelo envelope 

Escore de (in)eficiência * = 0,8571 

 = 0,2857 e 0 para as demais  

 

 

Interpretação: 

Como  e  , estas duas DMUs constituem o peer group, ou o conjunto de 

referências, para a DMU A. Os valores de cada um desses coeficientes indicam as proporções 

da contribuição de cada uma (DMUs D e E) para o ponto na fronteira eficiente utilizado para 

avaliar a eficiência de A. 

Como as folgas são iguais a zero, não há mix inefficiency presente neste caso; em 

outras palavras, toda a ineficiência da DMU A pode ser eliminada através da redução 

equiproporcional de seus insumos pelo seu escore de (in)eficiência, * = 0,8571. Para se 

tornar eficiente, a DMU A precisa reduzir seus insumos em 1 - *= 0,1429, aproximadamente 

uma redução de 15%. 

Pode-se também calcular com precisão as metas para cada um dos insumos, 

multiplicando-se o escore de (in)eficiência aos valores existentes dos insumos. Neste caso, 

tem-se que Valor do insumo 1 projetado =  =  = 0,8571 x 4 = 3,4286 

Igualmente, o valor projetado do insumo 2 corresponde a 2,5714. 

Observe-se que o mesmo valor projetado pode ser obtido com o uso dos , que indicam a 

contribuição de cada DMU para a projeção eficiente da DMU A. 

Projeção do insumo 1 =  =  x insumo 1 DMU D +  x insumo 1 DMU A 

 = x 4   +   0,2857 x 2 = 3,4286, o mesmo valor calculado acima. 

 

Resultados produzidos pelo modelo multiplicador 

 

O modelo multiplicador produz como resultados, além do escore de (in)eficiência, os 

pesos calculados para cada um dos insumos e cada um dos produtos. Os valores produzidos 

foram 
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Neste caso, como os pesos dos insumos são iguais, isto significa que a redução unitária 

em que qualquer um deles produz o mesmo efeito na melhoria de eficiência.  

 

2.4 VARIAÇÃO DE EFICIÊNCIA E PRODUTIVIDADE AO LONGO DO TEMPO 

 

A mensuração de produtividade baseada em um único fator de produção é muito 

utilizada; produtividade do trabalho, por ex., muitas vezes aproximada pelo PNB (produto 

nacional bruto) de um país, em termos de resultado, e pelo total de horas trabalhadas no 

mesmo período, como insumo, é um dos indicadores de produtividade mais utilizados. Outros 

indicadores, igualmente importantes, são utilizados nas análises econômico-financeira das 

empresas como, por ex., índice de rentabilidade dos ativos, do patrimônio líquido, etc. 

Este capítulo foca em uma medida de produtividade mais ampla, que procura incluir 

todos os produtos gerados por uma firma, ao mesmo tempo que leva em consideração não 

apenas o trabalho necessário para a sua produção mas os demais insumos que são utilizados 

nesta produção; este tipo de medida de produtividade é as vezes designado de produtividade 

multifatores (multifactor productivity) ou, mais usualmente de Fator Total de Produtividade, 

ou, Total Factor Productivity (TFP). Coelli et al. (2005, p. 64) utilizam estas mesmas 

denominações, usando-as intercambiavelmente, embora julguem que o termo multifatores seja 

mais apropriado do que fatores totais, pois entendem ser difícil assegurar que realmente se 

consiga mensurar todos os fatores relevantes para a produção de uma empresa. 

Fried et al. (2008, p. 523) definem TFP como a razão entre todos os produtos 

produzidos por um firma e todos os fatores de produção empregados na produção; 

essencialmente, uma noção geral de um produto médio. Para Cooper et al. (2007, p. 323), o 

Índice de Produtividade de Malmquist é um índice que representa o crescimento de TFP de 

uma DMU, no qual está refletido tanto (1) progresso ou regresso da eficiência quanto (2) 

progresso ou regresso da fronteira tecnológica entre dois períodos de tempo, com base em um 

cenário de múltiplos produtos e múltiplos insumos. 

As medidas de produtividade e eficiência mencionadas nos capítulos anteriores podem 

ser aplicadas para mensurar a variação de produtividade e/ou eficiência das firmas ao longo 

de vários períodos. Coelli et al. (2005, p. 64) consideram relevante não somente mensurar-se a 

produtividade da empresa em um determinado período como também avaliar como a 

produtividade de uma firma ou de uma indústria tem se alterado ao longo do tempo. 

Para a elaboração de algumas formas de cálculo da variação destas medidas de 

produtividade, em geral toma-se como base um período inicial e outro período subseqüente e 



117 
 

considera-se que a firma em avaliação utiliza a tecnologia disponível em um dado período, 

com um determinado nível de produtos e insumos. Caso haja informação sobre preços dos 

produtos e dos insumos, estes também podem ser considerados. 

Há quatro alternativas para se medir a mudança de produtividade de uma firma ao longo 

do tempo, segundo Coelli et al. (2005, p. 64-65): 

(i) HICKS-MOORSTEN. Este enfoque considera o crescimento da produção, líquido do 

crescimento dos insumos. Por exemplo, se a produção de uma firma dobrar entre um 

período e outro e esse aumento utilizar um acréscimo de apenas 60% nos insumos, 

considera-se que esta firma teve um crescimento de produtividade; 

(ii) Conceito de Lucratividade; o crescimento da lucratividade de uma firma é associado 

com o crescimento da produtividade, ajustando-se tanto a produção quanto os 

insumos; 

(iii) CCD – Caves, Christensen e Diewert (1982). Neste enfoque a produtividade é medida 

comparando-se a produção observada entre os períodos de avaliação em relação ao 

nível máximo possível de produção com a quantidade de insumos utilizada, tomando-

se como base uma tecnologia de referência (mantendo-se constante o mix de 

produtos). Exemplificando, suponha que uma firma tenha produzido 70% do que seria 

o máximo possível para um dado vetor de insumos no primeiro período da avaliação e 

30% acima da produção máxima possível para um dado vetor de inputs no segundo 

período, levando-se em conta a tecnologia de referencia utilizada inicialmente; neste 

caso, pelo método CCD a mensuração da mudança de produtividade desta firma seria 

dada pelo quociente 1,30/0,70 = 1.857; e, 

(iv) ENFOQUE BASEADO EM COMPONENTES. Neste caso, procura-se identificar 

diversas fontes de mudança de produtividade como, por ex., mudança técnica, 

mudança na escala de operações, etc. e mensurá-las individualmente. A variação de 

produtividade seria o produto destes diversos componentes. 

 

Para Cooper et al. (2007, p. 324) a medição de eficiência em situações estáticas pode 

gerar interpretações errôneas pois pode haver recursos investidos nas DMUs cujos reflexos 

irão produzir resultados positivos em períodos futuros. Para contemplar estas situações 

dinâmicas, os autores recomendam a utilização do Índice de Produtividade de Malmquist 

(MI), Malmquist Productivity Index. O MI é um índice que representa o crescimento de TFP 

de uma DMU e, portanto, permite incorporar múltiplos insumos e múltiplos produtos em seu 

resultado. Basicamente, o MI permite analisar uma DMU entre dois períodos de tempo e 
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indica (i) o progresso ou regresso desta DMU em termos de eficiência e (ii) progresso ou 

regresso da fronteira tecnológica no mesmo período. 

Coelli et al. (2005, p. 109) indicam que o enfoque mais comum para comparações de 

variação da produção é o Índice Malmquist, que é construído medindo-se a distância radial da 

produção observada e os vetores de insumos em dois períodos subseqüentes, em relação a 

uma tecnologia de referência. Estas distâncias podem ser orientadas para a produção ou 

orientadas para os insumos; os resultados destes dois casos podem ser diferentes, resultando 

iguais apenas em situações em que a firma em estudo está em uma situação de retornos 

constantes à escala (CRS). 

Segundo Färe et al. (1994, p. 239), Cooper et al. (2007, p. 323) e Ray (2004, p. 274) deve-

se a Caves, Christensen e Diewert (1982) a utilização do Índice de Malmquist como medida 

de produtividade. O objetivo inicial de Malmquist (1953), entretanto, era comparar 

alternativas de consumo, desenvolvendo um índice de standard of living (padrão de vida); no 

contexto de análise de produção, o índice de standard of living de Malmquist se tornou um 

índice de quantidade de insumos, possibilitando também a criação de um índice de quantidade 

da produção (FRIED et al., 2008, p.59). De acordo com Färe et al. (1994), o índice de 

Malmquist foi inicialmente introduzido por Caves et al. (1982) que o denominou Malmquist 

Productivity Index, em homenagem a  Sten Malmquist, que em 1953 havia proposto a 

construção de índices de quantidade baseados em razões de funções distância. 

Segundo Fried et al. (2008, p. 59) dois tipos de índices foram desenvolvidos, ambos 

levando o nome de Malmquist, embora ele mesmo nunca tenha proposto qualquer um deles, 

(i) Um índice definido como a razão entre um índice de quantidade da produção em 

relação a um índice de quantidades dos insumos. Ambos, por sua vez, são construídos 

como razão entre funções de distância; e, 

(ii) Outro índice utiliza apenas uma função distância da produção ou uma função distância 

dos insumos. Na sua forma de índice de distância da produção define-se um índice de 

produtividade como uma razão entre um par de funções distância da produção, 

procedendo de forma análoga para o caso de insumos. 

 

Fried et al. (2008, p. 60) indica como prática comum nos estudos de produtividade a 

utilização como benchmark de uma tecnologia CRS, que será diferenciada de uma tecnologia 

best-practice permitindo VRS. Esta convenção possibilita ao índice de produtividade de 

Malmquist incorporar a influência de mudanças de produtividade devidas às economias de 
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escala, como um desvio de tecnologia da fronteira de melhores práticas a partir da tecnologia 

de benchmark (FRIED et al., 2008, p. 60). 

Cooper et al. (2007, p. 323) também evidenciam a necessidade de se medir a mudança de 

eficiência ao longo do tempo, argumentando que a medição de eficiência sob condições 

estáticas pode ser enganadora, pois em algumas situações pode haver a utilização de recursos 

em excesso, em um certo tempo, cujos benefícios deverão produzir resultados positivos em 

períodos futuros. Este índice avalia a mudança de produtividade de uma firma entre dois 

períodos de tempo distintos sendo considerado pelo autor como uma análise estática 

comparativa. 

 

2.4.1 Cálculo do Índice de Malmquist 

 

Segundo Cooper et al. (2007, p. 329) o Índice de Malmquist pode ser entendido como o 

produto de dois termos, denominados Catch-up e Frontier-Shift, 

MI = (Catch-up) x (Frontier-Shift)          (161) 

Na análise de produtividade através do Índice de Malmquist, as eficiências de (xo,yo)
1
 

e (x0,yo)
2
 são avaliadas pelas tecnologias de fronteira 1 e 2 de diversas maneiras, conforme 

pode ser visualizado pela figura a seguir.

 

Fig. 36. Catch-up vs Frontier Shifts. Fonte: Cooper et al., 2004, p. 29.  

 



120 
 

Efeito Catch-up: Melhoria na Eficiência Técnica 

O efeito catch-up mede a variação na eficiência técnica de uma DMU de um período 1 para 

um período 2 e pode ser medido pela seguinte fórmula, calculada pelos modelos DEA: 

Catch-up =          (162) 

Catch-up =              (163) 

Catch-up  1 indica progresso na eficiência relativa entre o período 1 e 2; 

Catch-up = 1 indica que não houve variação na eficiência relativa; e, 

Catch-up < 1 indica que houve regresso em eficiência técnica. 

Efeito Frontier-Shift: Inovação 

O efeito Frontier-shift, segundo Cooper et al. (2007, p. 329), reflete a inovação e mede 

a variação na produtividade total. Com base na mesma figura anterior, o ponto C de (xo,yo)
1
 se 

moveu para o ponto E na fronteira do período 2. Desta forma, o efeito relativo à mudança na 

fronteira (frontier-shif effect) em (xo,yo)
1
 é avaliado por 

Φ1 =             (164) 

Essa equação é equivalente a 

Φ1 =       (165) 

De modo similar, o efeito de mudança de fronteira em (x0,y0)
2
 é representado por 

Φ2 =  =      (166) 

Φ1 e Φ2 são usados para definição do efeito de mudança de fronteira pela sua média 

geométrica, 

Efeito de mudança de fronteira 
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Φ =  onde  =            (167) 

Interpretação dos resultados 

Mudança de fronteira > 1 indica progresso na fronteira tecnológica em torno da DMU 

sendo avaliada entre o período 1 e o período 2, enquanto mudança de fronteira = 1 significa a 

manutenção do status quo e mudança de fronteira < 1 significa regresso na fronteira 

tecnológica. 

Desta forma, Cooper et al. (2007, p. 330) calculam o Indice de Malmquist (MI) da 

seguinte forma, 

MI = (Catch-up) x (Frontier-shift) 

MI =              (168) 

onde o primeiro termo representa a mudança relativa de performance e o segundo termo 

representa a mudança relativa na fronteira utilizada para avaliar essas performances. 

Segundo Coelli et al. (2004, p. 67-69) o índice de Malmquist é construído medindo-se 

a distância radial dos vetores de input e output observados em cada período, relativamente à 

tecnologia de referência. Estas distâncias podem ser orientadas para produção ou para 

insumos; desta forma, o Índice Malmquist irá ser diferente de acordo com a orientação 

utilizada, à exceção de uma situação em que a tecnologia de produção exiba retornos 

constantes de escala, CRS, pois neste caso não haverá diferença nos dois índices. Cooper et al. 

(2008, p. 331) indicam que o Índice de Produtividade Malmquist pode ser construído de três 

formas distintas, com a metodologia DEA: seguindo Färe, Grosskopf, Lindgren e Roos (1989, 

1994),  pode-se construir o modelo radial DEA orientado aos insumos (a) o modelo radial 

orientado aos produtos (b); e, pode-se também utilizar o modelo DEA SBM, slacks based 

model, não radial (c). 

A diferença entre os modelos radiais e não radiais é que os enfoques radiais não 

consideram possíveis folgas, o que em certas situações pode fornecer resultados de eficiência 

incompletos. Cooper et al. (2007, p. 336) recomendam a utilização de um modelo não-radial e 

não orientado para a medição do Índice de Malmquist. Por modelo não orientado entende-se 

que o cálculo das folgas não é feito unicamente para os insumos ou para a produção, mas sim 
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para ambos simultaneamente. Nesta tese, será utilizado o modelo não-radial e não-orientado, 

conforme recomendado por Cooper et al. 

O Índice TFP de Malmquist e as propriedades de retorno de escala 

O índice de Malmquist, em sua forma CCD não se baseia em qualquer suposição a 

priori sobre a tecnologia da produção, no tocante ao aspecto de retornos de escala; em outras 

palavras, pode ser empregado quando a tecnologia de produção está caracterizada tanto por 

CRS quanto por VRS. 

 

2.4.2 Variações na Eficiência de Escala 

 

No caso em que a situação estudada se caracterize por CRS há apenas duas fontes de 

crescimento de produtividade: mudança de eficiência e mudança de produtividade. De acordo 

com Cooper et al. (2007, p. 337), entretanto, a combinação das metodologias DEA baseadas 

nos modelos CCR e BCC, a primeira com base em um cenário de CRS e a outra com base em 

um cenário de VRS, permitem estender a decomposição do Índice de Malmquist em um novo 

componente. Além da decomposição anterior em efeitos de Catch-up e Frontier pode-se 

também decompor a variação ocorrida no TFP de uma empresa ao longo dos anos em 

variação na eficiência de escala, da seguinte forma (COOPER et al., 2007, p. 337): 

MIC = MIV x          (169) 

onde 

MIC representa o Índice Malmquist calculado com base no modelo CCR, que supõe uma 

situação de retornos constantes de escala, CRS; 

MIC representa o Índice Malmquist calculado com base no modelo BCC, que admite uma 

situação com retornos variáveis de escala, VRS; e, 

O termo  representa a média geométrica das variações na eficiência 

de escala de (xo, yo) conforme avaliado nas respectivas fronteiras tecnológicas dos períodos 1 

e 2 e pode ser interpretado da seguinte forma, com base na figura 37. 

O numerador da primeira fração,  corresponde a ; 

O denominador da primeira fração, corresponde a ; 
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O primeiro termo,  , corresponde, portanto, a , que pode ser interpretado como a 

variação na eficiência de escala de P(xo, yo)
1
 para Q(xo, yo)

2
 avaliado pela tecnologia 

disponível em (X,Y)
1
. 

Da mesma forma, , representa a variação na eficiência de escala avaliada pela 

tecnologia disponível em (X,Y)
2
. 

A decomposição do Índice de Malmquist com a inclusão no termo de variação de 

eficiência de escala pode ser representada por: 

MIc = Catch-up (V)  + Frontier-shift (V) + Scale Efficiency Change (COOPER et al. , 2007, 

p. 337)               (170) 

onde (V) significa cálculo das distâncias envolvidas com o uso de modelos DEA baseados em 

uma situação VRS (modelos BCC). 
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3 PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS 

 

3.1 TIPO DE PESQUISA 

 

O presente trabalho pode ser classificado, segundo Vergara (2000), quanto aos fins e 

quanto aos meios. Quanto aos fins, este trabalho é uma pesquisa (i) descritiva, pois procura 

expor as características da população estudada; (ii) aplicada, pois tem finalidade de resolver 

problemas concretos; e, (iii) explicativa, pois também visa justificar os motivos dos 

fenômenos estudados.  

Quanto aos meios, a pesquisa pode ser classificada como  (i) bibliográfica e (ii) ex post 

facto, pois refere-se a fatos já ocorridos, não sendo interesse da pesquisa manipular as 

variáveis. 

 Esta tese está apoiada em um método não paramétrico denominado DEA, Data 

Envelopment Analysis. DEA utiliza programação linear com base em dois modelos 

matemáticos, um desenvolvido em 1976 e denominado CCR, que calcula a eficiência de 

empresas com base em uma tecnologia CRS e outro desenvolvido em 1984, denominado 

BCC, que relaxa a restrição de CRS e aceita que as empresas possam se situar em diferentes 

situações de retorno de escala; por isso, este modelo é também conhecido como modelo de 

retornos variáveis de escala, VRS. 

Ao longo dos últimos anos estes métodos receberam consideráveis aperfeiçoamentos 

metodológicos permitindo a sua utilização para avaliação de empresas em casos onde 

anteriormente predominavam soluções paramétricas, como regressão linear. 

Por construção, o método DEA não permite inferência estatística o que torna seus 

resultados válidos apenas para as empresas selecionadas. 

 

3.2 O MODELO DE ANÁLISE DE DESEMPENHO COM MÚLTIPLOS FATORES 

 

A modelagem com DEA baseada em mais de um estágio foi aplicada por Chen et al. 

(2007), em uma situação em que os outputs de um primeiro estágio servem de inputs em um 

segundo estágio. Um dos pontos enfatizados pelos autores é que “such an approach may 

conclude that two inefficient stages lead to an overall efficient DMU with the inputs of the 

first stage and outputs of the second stage.” Desta maneira, procura-se obter em tal 

modelagem mais de um resultado de desempenho fornecendo, assim, maiores subsídios para a 

compreensão da performance de um grupo de empresas. 
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O modelo adotado por esta tese se baseia no método de avaliação de desempenho, com 

múltiplos fatores e múltiplos estágios, desenvolvido por Zhu (2000, 2003). Este método 

utiliza as variáveis tradicionalmente escolhidas como indicadoras de desempenho de empresas 

com várias vantagens:  

 

(i) não seleciona a priori os pesos de cada variável, o que evita a criação de um 

viés nos resultados;  

(ii) trabalha simultaneamente com todos os inputs e outputs; e  

(iii) analisa tanto o desempenho no tocante à geração de caixa e lucro quanto o 

desempenho em termos de mercado, procurando explicar, empiricamente, 

como estas duas últimas variáveis são precificadas pelo mercado.  

 

Para estes fins, o modelo DEA de mais um estágio utiliza algumas variáveis que 

servem de output para um estágio e de input para outro estágio, conforme representado pela 

Figura 38. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 38. Modelo de avaliação de desempenho de 3 estágios. Fonte: Zhu, 2003. Adaptado 

pelo autor. 

 

3.2.1 Descrição dos Estágios 

 

3.2.1.1 Estágio I - Lucratividade 

 

 

RECEITA 
LLUUCCRRAATTIIVVIIDDAADDEE  MMAARRKKEETTAABBIILLIIDDAADDEE  

ESTÁGI0 1

  1 

LUCRO  

Valor de mercado 

Retorno Total 

aos 

Inveestidor

es 
Lucro por ação 

Empregados 

                Ativos  

Patrimônio Líquido 

ESTÁGIO 2 

ESTÁGIO 3 

OUTPUTS 
INPUTS 
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O primeiro estágio procura determinar a geração de receita e a lucratividade líquida das 

empresas considerando como insumos as seguintes variáveis: 

Variáveis Independentes do Estágio 1: 

QUANTIDADE DE EMPREGADOS 

ATIVOS TOTAIS 

PATRIMÔNIO LÍQUIDO 

Variáveis Dependentes do Estágio 1: 

RECEITA BRUTA 

LUCRO LÍQUIDO 

 

Para este estágio são apresentados os resultados referentes às situações de tecnologia 

CRS e VRS. As empresas consideradas de melhores práticas em cada um dos cenários 

recebem um escore de eficiência igual a um. Empresas com escore abaixo de um são 

consideradas ineficientes. Para a elaboração da fronteira eficiente de melhores práticas foram 

utilizados os modelos tradicionais CCR e BCC, com orientação aos insumos, pois o estágio 

visa exatamente avaliar quão eficiente cada uma das empresas analisadas transforma seus 

fatores de produção em resultados. 

Empresas com grau de eficiência igual a um nos modelos BCC são eficientes mas não 

necessariamente estão operando da melhor forma sob o ponto de vista da produtividade. As 

empresas que estão operando no MPSS, most productive scale size, são aquelas que recebem 

o grau máximo de eficiência, ou seja, o escore um, tanto no modelo CCR quanto no modelo 

BCC. 

 

3.2.1.2 Estágio II - Marketability 

 

O estágio II procura determinar a eficiência das empresas na transformação de 

resultados obtidos, cujos proxies são a receita bruta e o lucro líquido, em valor para o 

acionista, representado por valor de mercado das ações, lucro por ação e retorno total para o 

investidor. 

Variáveis Independentes do Estágio 2: 

RECEITA BRUTA 

LUCRO LÍQUIDO 

Variáveis Dependentes do Estágio 2: 

VALOR DE MERCADO 
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LUCRO POR AÇÃO 

RETORNO TOTAL AO ACIONISTA 

 

3.2.1.3 Estágio II – Performance Geral 

 

Este estágio procura determinar os efeitos diretos dos fatores de produção utilizados 

por cada empresa na geração de valor ao acionista. Neste caso, ignora-se a receita bruta e o 

lucro líquido gerado; em outras palavras, procura-se determinar quão eficiente é cada empresa 

em transformar os insumos que utiliza diretamente em valor final ao acionista. Aceita-se que 

empresas com menor geração proporcional de receita e lucro líquido possam gerar mais valor 

ao acionista devido à variáveis não contempladas no modelo. 

Variáveis Independentes do Estágio 3: 

EMPREGADOS 

ATIVOS TOTAIS 

LUCRO LÍQUIDO 

Variáveis Dependentes do Estágio 3: 

VALOR DE MERCADO 

LUCRO POR AÇÃO 

RETORNO TOTAL AO ACIONISTA 

 

3.3 PROBLEMA DE PESQUISA 

 

O problema de pesquisa que esta tese responde está baseado em uma avaliação de 

desempenho com múltiplos fatores cujos efeitos são avaliados simultaneamente. Este enfoque 

contrasta com enfoques mais tradicionais em que índices, ou indicadores, econômico-

financeiros são calculados e interpretados isoladamente, geralmente à luz de comparações 

com padrões de empresas assemelhadas. A escolha da modelagem por DEA visa exatamente 

permitir a avaliação de empresas diversas, com produtos e insumos diferentes e, além de tudo, 

com critérios de importância diferentes para cada variável. 

Esta última ponderação não pode ter sua importância diminuída: a alocação de pesos 

em uma avaliação por múltiplos fatores é de fundamental relevância para a determinação dos 

resultados. Assim, não há forma melhor de se avaliar do que possibilitar que cada empresa 

seja avaliada por uma ponderação de pesos que lhe seja melhor, pois caso a empresa avaliada 
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seja considerada ineficiente não há qualquer outro conjunto de pesos a ser aplicado nas 

variáveis que a torne eficiente. 

 

Desta forma, a tese pretende responder aos seguintes problemas de pesquisa: 

(i) Quais empresas são mais eficientes e produtivas sob a ótica de uma 

modelagem não paramétrica com análise envoltória dos dados? 

(ii) Qual o impacto sobre a eficiência das empresas analisadas em decorrência das 

mudanças estruturais ocorridas no país no período de 2001 a 2006? 

 

 

3.4 OBJETIVOS 

 

O objetivo principal da pesquisa é determinar a aplicabilidade da metodologia DEA 

como instrumento teórico-prático de avaliação de desempenho de empresas, com base em 

múltiplos fatores. 

Os objetivos secundários são os seguintes: 

(i) Calcular a eficiência das empresas em cenários de retornos de escala constantes e 

variáveis, identificando os resultados pelos cenários de lucratividade; 

(ii) Calcular a eficiência de escala dessas empresas; 

(iii) Determinar quais os principais fatores de ineficiência para as empresas; e, 

(iv) Determinar os fatores condicionantes da alteração de eficiência das empresas no 

período analisado. 

 

3.5 HIPÓTESES 

 

Para a primeira questão: 

Ho = Não é possível discriminar eficiência e produtividade dentre as empresas analisadas à luz 

de uma metodologia não paramétrica; e 

Ha = A metodologia DEA consegue determinar quais empresas são mais eficientes e 

produtivas. 

Para a segunda questão: 

Ho = Sob o pressuposto de que se recusa a hipótese nula da primeira questão, não há como 

avaliar as causas de variação nos parâmetros de eficiência das empresas entre 2001 e 2006; e, 
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Há = A metodologia DEA, em conjunto com o Índice Malmquist não-paramétrico, consegue 

identificar quais empresas obtiveram variação em seus índices de eficiência no período de 

2001 a 2006. 

 

 

3.6 DEFINIÇÃO OPERACIONAL E TEÓRICA DAS VARIÁVEIS 

 

As variáveis utilizadas e suas respectivas fontes e definições operacionais são as 

seguintes: 

 

QUADRO 5. VARIÁVEIS DO PRIMEIRO ESTÁGIO 
PRIMEIRA PESQUISA – PRIMEIRO ESTÁGIO 

VARIÁVEL LEGENDA FONTE DE DADOS TIPO DESCRIÇÃO 

ATIVO TOTAL 

(I)AT 

ECONOMÁTICA INPUT - 

INDEPENDENTE 

Ativo total em 

31/12/2006, em 

dólar 

PATRIMÔNIO 

LÍQUIDO 
(I)PL 

ECONOMÁTICA INPUT –INDEP. Patrimônio 

líquido em 

31/12/2006, em 

dólar 

QUANTIDADE 

DE 

EMPREGADOS 

(I)EMP 

MELHORES E 

MAIORES 

INPUT – INDEP. Quantidade de 

empregados em 

31/12/2006  

RECEITA 

BRUTA 
(O)RB 

ECONOMÁTICA OUTPUT-DEP. Receita bruta 

anual, em dólar, 

apurada em 
31/12/2006 

LUCRO 

LÍQUIDO 
 

 

(O)LL 

ECONOMÁTICA OUTPUT- DEP Lucro líquido 

apurado em 

31/12/2006, em 

dólar 

Fonte: Elaborado pelo Autor. 

 

Obs. (a) O critério de conversão para dólares, utilizado pela  Economática converte os 

valores em reais pela cotação de venda do dólar na data de 31/12/2006; (b) as variáveis acima 

correspondem aos valores legais,conforme apurado em balanço segundo as normas contábeis 

vigentes no país na data de apuração dos resultados. 
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Quadro 6. VARIÁVEIS DO SEGUNDO ESTÁGIO 
PRIMEIRA PESQUISA – PRIMEIRO ESTÁGIO 

VARIÁVEL LEGENDA FONTE DE 

DADOS 

TIPO DESCRIÇÃO 

RECEITA BRUTA (I)RB ECONO- 

MÁTICA 

INPUT-INDEP. Receita bruta anual, em dólar, 

apurada em 31/12/2006 

LUCRO LÍQUIDO (I)LL ECONO- 

MÁTICA 

INPUT-INDEP. Lucro líquido apurado em 

31/12/2006, em dólar. 

VALOR DE 

MERCADO 

(O)VM ECONO- 

MÁTICA 

OUTPUT-DEP. Calculado pela Economática 

conforme obs. Abaixo, em dolar 

LUCRO POR 

AÇÃO 

(O)LPA ECONO- 

MÁTICA 

OUTPUT-DEP Calculado com base no lucro 

por ação apurado em 

31/12/2007, em dolar 

RETORNO TOTAL 

AO INVESTIDOS 

(O)RTI ECONO- 

MÁTICA 

OUTPUT-DEP Diferença percentual entre o 

valor de mercado de um período 

(ano) e o valor do ano seguinte, 

englobando a variação na 

cotação mais todos os benefícios 
distribuídos (dividendos pagos). 

Na base utilizada corresponde 

ao campo Oscilação. 

Fonte: Elaborado pelo Autor. 

 

Obs. A Economática utiliza o seguinte critério para cálculo do valor de mercado de 

cada empresa: soma as quantidades de ações dos diversos tipos (preferencial, ordinária, etc.) e 

multiplica o valor de mercado de cada tipo de ação pelo TOTAL das ações somadas. Desta 

forma, não se pode somar os valores de mercado de cada um dos diversos tipos de ações 

disponíveis em sua base de dados. No caso, foi feita uma opção, entre os diversos valores 

diferentes resultantes desta metodologia, de se escolher aquela alternativa que representasse o 

maior valor para cada empresa. Apenas nos casos de inconsistência de dados, como, por ex., a 

situação de maior valor da empresa não apresentava dados sobre uma das demais variáveis, 

abdicou-se do maior valor, utilizando-se, então, o segundo maior valor (e assim 

subsequentemente). 
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Quadro 7. Variáveis do terceiro estágio 
PRIMEIRA PESQUISA – TERCEIRO ESTÁGIO 

VARIÁVEL LEGENDA FONTE DE 

DADOS 

TIPO DESCRIÇÃO 

ATIVO TOTAL (I)AT ECONO 

MÁTICA 

INPUT-INDEP. Ativo total em 

31/12/2006, em 

dólar 

PATRIMONIO 

LÍQUIDO 

(I)PL ECONO 

MÁTICA 

INPUT-INDEP. Patrimônio líquido 

em 31/12/2006, em 

dólar 

QUANTIDADE 

DE 

EMPREGADOS 

(I)EMPR ECONO 

MÁTICA 

INPUT-INDEP. Quantidade de 

empregados em 

31/12/2006 

VALOR DE 

MERCADO 

(O)VM ECONO 

MÁTICA 

OUTPUT-DEP Calculado pela 

Economática 

conforme obs. 

anterior, em dolar 

LUCRO POR 
AÇÃO 

(O)LPA ECONO 
MÁTICA 

OUTPUT-DEP Calculado com 
base no lucro por 

ação apurado em 

31/12/2007, em 

dolar 

RETORNO 

TOTAL AO 

INVESTIDOS 

(RTI) ECONO 

MÁTICA 

OUTPUT-DEP Diferença 

percentual entre o 

valor de mercado 

de um período 

(ano) e o valor do 

ano seguinte, 

englobando a 

variação na cotação 
mais todos os 

benefícios 

distribuídos 

(dividendos pagos) 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

A segunda pesquisa contempla a evolução da eficiência/produtividade de cada uma 

das empresas analisadas. As variáveis utilizadas são as mesmas da primeira pesquisa, 

primeiro estágio. 
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Quadro 8. Variáveis para cálculo do Índice de Malmquist 

SEGUNDA  PESQUISA – ÍNDICE DE MALMQUIST – ANO DE 2006 

VARIÁVEL LEGENDA FONTE DE DADOS TIPO DESCRIÇÃO 

ATIVO TOTAL 

(I)AT 

ECONOMÁTICA INPUT - 

INDEPENDENTE 

Ativo total em 

31/12/2006, em 

dólar 

PATRIMÔNIO 

LÍQUIDO 
(I)PL 

ECONOMÁTICA INPUT –INDEP. Patrimônio 

líquido em 

31/12/2006, em 

dólar 

QUANTIDADE 

DE 

EMPREGADOS 

(I)EMP 

MELHORES E 

MAIORES 

INPUT – INDEP. Quantidade de 

empregados em 

31/12/2006 

RECEITA 
BRUTA 

(O)RB 

ECONOMÁTICA OUTPUT-DEP. Receita bruta 
anual, em dólar, 

apurada em 

31/12/2006 

LUCRO 

LÍQUIDO 
 

 

(O)LL 

ECONOMÁTICA OUTPUT- DEP Lucro líquido 

apurado em 

31/12/2006, em 

dólar 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Quadro 9. Variáveis para cálculo do Índice de Malmquist 

SEGUNDA  PESQUISA – ÍNDICE DE MALMQUIST – ANO DE 2001 

VARIÁVEL LEGENDA FONTE DE DADOS TIPO DESCRIÇÃO 

ATIVO TOTAL 

(I)AT 

ECONOMÁTICA INPUT - 

INDEPENDENTE 

Ativo total em 

31/12/2001, em 

dólar 

PATRIMÔNIO 

LÍQUIDO 
(I)PL 

ECONOMÁTICA INPUT –INDEP. Patrimônio 

líquido em 
31/12/2001, em 

dólar 

QUANTIDADE 

DE 

EMPREGADOS 

(I)EMP 

MELHORES E 

MAIORES 

INPUT – INDEP. Quantidade de 

empregados em 

31/12/2001 

RECEITA 

BRUTA 
(O)RB 

ECONOMÁTICA OUTPUT-DEP. Receita bruta 

anual, em dólar, 

apurada em 

31/12/2001 

LUCRO 

LÍQUIDO 
 

 

(O)LL 

ECONOMÁTICA OUTPUT- DEP Lucro líquido 

apurado em 

31/12/2001, em 

dólar 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Para a segunda pesquisa, optou-se por trabalhar com uma base de dados de 41 empresas; 

esta base é menor do que a base de dados utilizada na primeira pesquisa devido ao fato de que 
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algumas empresas foram excluídas da pesquisa por não atenderem ao requisito de semi-

positividade dos dados em 2001. 

 

3.7 UNIVERSO E AMOSTRA 

 

A população de interesse para a tese é constituída das maiores empresas em 

faturamento bruto no país no ano de 2006, com ações negociadas na Bolsa de Valores de São 

Paulo. A negociação em bolsa de valores é uma exigência da modelagem adotada que 

demanda, entre outras informações, o valor de mercado de cada empresa. A escolha do ano de 

2006 foi com base em uma limitação dos dados disponíveis, pois a liberação dos dados 

relativos às empresas do ano de 2007 por parte da Editora Abril, só ocorre algum tempo após 

o evento público de premiação das melhores empresas, o que acontece normalmente no mês 

de julho de cada ano. Portanto, em função das exigências de prazo de entrega da tese, optou-

se por fechar o trabalho com dados relativos aos anos de 2001 a 2006. 

A escolha do período 2001 – 2006 tem por objetivo atender a um dos problemas de 

pesquisa que procura avaliar a melhoria, ou não, das empresas ao longo dos últimos cinco 

anos. Os últimos cinco anos foram marcantes na vida econômica nacional, com 

acontecimentos relevantes, quais sejam a enorme valorização da moeda nacional vis a vis o 

dólar americano e os gigantescos, para nossos padrões, saldos da balança comercial e do 

balanço de pagamentos dos últimos anos. 

A opção de inclusão do ano de 2001 teve o intuito de fornecer uma visão da eficiência 

e produtividade das empresas ainda no governo anterior e como elas evoluíram ao longo deste 

período tão marcante na vida econômica do país. Este estudo permite a comparação, para cada 

uma das empresas participantes, da situação de sua eficiência e produtividade ao final de 2001 

e 5 anos depois. Tais resultados demonstram, melhor do que qualquer avaliação teórica, os 

reais efeitos destas mudanças estruturais sobre as empresas. Estes resultados não têm qualquer 

cunho político, mas servem, de forma empírica, para verificar quais empresas efetivamente se 

tornaram mais eficientes ao longo deste período. 

A população de empresas de interesse para este trabalho é de empresas com 

faturamento anual acima de 500 milhões de dólares no ano de 2006. Optou-se por trabalhar 

em dólar para se elaborar uma pesquisa que possa ter uma interpretação globalizada, em 

termos de moeda forte, sem necessidade de conversões monetárias. É certo que este período 

contemplou uma valorização da moeda local, que certamente melhorou seu status de moeda 
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forte na comunidade internacional, mas, olhando-se em retrospecto, este não era o cenário 

relativo aos anos iniciais da série de dados levantadas. 

As empresas amostradas forma aquelas que atenderam aos critérios de dados conforme 

o modelo proposto; neste caso, não há qualquer suposição de aleatoriedade.  

 

3.8 COLETA E TRATAMENTO DOS DADOS 

 

A pesquisa de dados para esta tese exigiu uma conciliação entre duas bases de dados 

diferentes, pois não existe no país uma base de dados que isoladamente atenda aos requisitos 

desta tese. Tendo em vista o objetivo de avaliar o desempenho de empresas com base em uma 

modelagem que exige a interação de diversas variáveis simultaneamente, como quantidade de 

empregados, ativos, receita, etc., houve necessidade de se recorrer à essas bases de dados e de 

se proceder à uma conciliação manual entre elas. As bases de dados utilizadas foram as 

seguintes: 

 

Base de dados I: Economática 

A base de dados da Economática foi a fonte para os dados econômico-financeiros das 

empresas nos períodos analisados, 2001 e 2006. 

 

Base de dados II: Melhores e Maiores, da Editora Abril 

A base de dados da Editora Abril foi utilizada para a obtenção da quantidade de empregados 

existentes em cada empresa, já que esta informação não consta da base de dados da 

Economática. Devido à necessidade de se obter uma série histórica, não foi possível se basear 

somente na base de dados gratuita disponibilizada via internet pelo Portal Exame, tendo sido 

necessária a contratação, por parte do autor, da base de dados paga, com acesso restrito aos 

assinantes. 

 

3.8.1 Exigência quanto ao tamanho mínimo da base de dados 

 

O método DEA exige uma relação mínima entre a quantidade de variáveis utilizadas 

na pesquisa e a quantidade de DMUs, no caso desta pesquisa, empresas. De acordo com 

Cooper et al. (2007, p. 116) o uso do método DEA exige a seguinte relação mínima entre 

quantidade de empresas (DMUs) analisadas e a quantidade de variáveis utilizadas na 

modelagem: 
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A quantidade de DMUs, n, deve ser a maior entre, 

(i) CONDIÇÃO I : m x s 

(ii) CONDIÇÃO II : (m + s) x 3 

onde 

m = quantidade de inputs no modelo. 

s = quantidade de outputs no modelo. 

 

O modelo proposto para avaliação de desempenho das empresas utiliza as seguintes 

variáveis: 

Insumos: ativo total, patrimônio líquido, empregados 

Produtos: receita total*, lucro líquido*, retorno total dos investidores, lucro por ação e valor 

de mercado. 

Obs.: Receita total e lucro líquido são utilizadas em um estágio intermediário como variáveis 

de entrada no modelo. 

Devido à natureza do modelo, que utiliza 3 diferentes estágios, o máximo de variáveis 

utilizadas em um determinado estágio corresponde a 3 inputs e 3 outputs, para o caso do 

estágio 3. Neste caso, a necessidade mínima de DMUs é a seguinte: 

CONDIÇÃO I : m x s = 3 x 3 = 9 DMUs 

CONDIÇÃO II : (m + s) x 3 = ( 3 + 3) x 3 = 6 x 3 = 18 DMUs. 

Em todos os estágios calculados o número de DMUs excede ao requisito mínimo. Este 

fator é considerado crucial por Cooper et al. (2007, p. 116); a não-observância destes 

requisitos mínimos pode fazer com que o número de empresas eficientes seja muito alto, ou 

seja, não haja um grande poder discriminatório nos modelos DEA. Os autores recomendam 

que, no caso de haver poucas DMUs em estudo, se faça um agrupamento das variáveis. 

Os dados foram coletados da base de dados da Economática, com acesso restrito ao 

campus do Mackenzie, em São Paulo. Os dados coletados foram classificados por ordem 

decrescente de receita bruta em dólar, convertidos pelo próprio provedor de dados. 

As empresas que não apresentavam dados semi-positivos para as variáveis de input da 

primeira pesquisa e do primeiro estágio, foram excluídas da pesquisa. Nenhuma empresa foi 

excluída por falta de dados de quantidade de empregados na base de dados da Editora Abril. 

As empresas EMBRAER e Eletrobras, cujos dados relativos à quantidade de empregados não 

constavam nesta última base de dados para todos os anos, tiveram estes dados coletados 

diretamente dos relatórios anuais dos respectivos anos, disponibilizados nos sítios das 

próprias empresas. 
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Após a coleta, os dados foram formatados em planilha Excel 2007, com as legendas 

informadas anteriormente. Por exigência do software especialista utilizado, exige-se que cada 

variável utilizada venha precedida de (I) ou (O), indicando se tratar de uma variável que é 

input ou output. 

Para o caso da segunda pesquisa, exige-se ainda na formatação dos dados, a indicação, 

na linha superior da primeira variável de (I) a indicação do ano relativo àquele conjunto de 

variáveis e, na mesma linha, na coluna da primeira variável de (I), a indicação do(s) ano(s) 

subseqüentes. 

 

3.8.2 Critério de seleção 

 

Os critérios para a seleção das empresas foram os seguintes: 

 

(i) Faturamento anual mínimo de 500 milhões de dólares; os valores estão convertidos 

para dólares conforme critério da Economática que utiliza a cotação de fechamento do 

dólar comercial no último dia útil do ano. Optou-se pela seleção das empresas na 

condição “não-consolidada”, conforme disponível na mesma base de dados; e, 

(ii) Disponibilidade de dados para todas as variáveis da pesquisa no ano de 2006, para a 

primeira pesquisa e, cumulativamente, nos anos de 2001 e 2006 para a segunda 

pesquisa.  

 

Foram selecionadas 50 empresas que atenderam aos critérios acima para o estágio I. 

As empresas CEEE e CESP apresentaram valor negativo na variável Lucro Líquido; neste 

caso, o modelo substitui o valor negativo por zero. Outras empresas apresentaram valores 

negativos referentes às variáveis utilizadas nos estágios II e III e receberam o mesmo 

tratamento. A análise de eficiência e produtividade foi conduzida em cima da base de dados 

de 2006, correspondente a 50 empresas. 

 Foram selecionadas 41 empresas que atenderam aos requisitos de dados 

relativamente aos anos 2001 e 2006, em conjunto; estas empresas foram utilizadas para o 

cálculo do Índice de Malmquist. Para não introduzir qualquer tipo de erro, calculou-se 

novamente a fronteira eficiente do ano de 2006 com a nova base reduzida, no caso, de 50 

empresas para 41 empresas. Desta forma, as fronteiras de melhores práticas dos anos de 2001 

e do ano de 2006 foram calculadas levando-se em consideração exatamente as mesmas 

empresas.  
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3.8.3 Processo de cálculo 

 

A tese procura responder aos problemas de pesquisa através do seguinte processo de 

cálculo, com o uso dos modelos de programação linear DEA: 

(i) o primeiro objetivo da pesquisa estabelece o escore de eficiência de cada empresa com 

base em um processo de 3 estágios, baseado em Zhu (2000).  A base de dados para 

cálculo destes estágios é de 50 empresas; 

(ii) nos três estágios, a eficiência das empresas é apurada com base nos dados do ano de 

2006. O primeiro estágio procura responder qual a eficiência/produtividade de cada 

empresa analisada na obtenção de resultados financeiros; 

(iii) a seguir, estas mesmas empresas tiveram seus escores de eficiência/produtividade 

calculados para o segundo estágio, em que se utilizam os outputs do primeiro estágio 

como variáveis independentes. Este segundo estágio procura responder qual a 

marketabilidade de cada empresa, dados os resultados produzidos pelas empresas;  

(iv) o terceiro estágio determina um escore geral de eficiência/produtividade determinando 

como cada empresa transforma seus inputs não em resultados financeiros, mas 

diretamente em valor de mercado para o acionista; e, 

(v) O segundo objetivo de pesquisa determina a mudança de eficiência/produtividade das 

empresas no período 2001-2006. Devido ao critério de semi-positividade dos dados 

algumas empresas foram excluídas por não atenderem aos requisitos em 2001. A base 

de dados para o cálculo da variação de eficiência/produtividade foi composta de 41 

empresas.  

 

 

3.8.4 Software de apoio 

 

Para o cálculo dos resultados, inicialmente foi utilizado o software SOLVER-DEA, 

que acompanha o livro Quantitative Models for Performance Evaluation and Benchmarking, 

2003, de Joe Zhu. Trata-se, entretanto, simplesmente de um SOLVER tipo Premium, que 

contempla maiores recursos para a solução de problemas de otimização. Em realidade, cada 

modelo DEA precisa ser programado em instruções Excel exigindo ainda conhecimentos de 

programação linear. 

Em um segundo estágio, buscou-se apoio em um software especialista, como são 

conhecidos os programas que são desenvolvidos com um propósito específico. Neste caso, foi 
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utilizado o software DEA SOLVER LEARNING VERSION, que acompanha o livro de 

Cooper, Seiford e Tone, Data Envelopment Analysis, 2007. 

A versão gratuita que acompanha o livro também não contempla toda a complexidade 

dos cálculos exigidos para responder aos problemas de pesquisa desta tese. Foi necessário, 

então, a aquisição, por parte do autor, da versão Professional deste software, DEA SOLVER 

PRO-6.0. Este software resolve os problemas de programação linear através dos métodos 

simplex e dual simplex (COOPER et al., 2007, p. 52). 

Embora contratada a última versão disponível, houve alguns problemas técnicos de 

execução devido a problemas de incompatibilidade com o software base em português. Os 

problemas reportados ao desenvolvedor não foram corrigidos em tempo hábil exigindo que 

para a realização de algumas tarefas se fizesse necessária previamente a alteração da 

linguagem do software de base para inglês. Ademais, por se tratar de software de autoria de 

apenas um dos autores do livro, Kaoru Tone, cuja base está no Japão e a linguagem básica do 

produto está em japonês, tornou-se praticamente impossível complementar algumas 

funcionalidades do mesmo. No caso particular da decomposição final do Índice de 

Malmquist, o autor conciliou resultados produzidos pelo software especialista com cálculos 

em Excel.  

Há outros softwares disponíveis para usuários DEA, mas, em geral, contemplam 

apenas as funcionalidades básicas; além disso, alguns sites anunciados como fornecedores de 

solução DEA foram testados, mas com resposta, em geral, inadequada na qualidade do 

serviço. 
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3.9 BASE DE DADOS PARA O ANO DE 2006 

 

3.9.1 Estágio I 

 

Tabela 5. Base de Dados para o primeiro estágio 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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3.9.2 Estágio II 

Tabela 6. Base de Dados Estágio II 

 

Fonte: elaborado pelo autor. 
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3.9.3 Estágio III 

Tabela 7. Base de dados Estágio III 

 

Fonte: elaborado pelo autor. 
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3.9.4 DADOS RELATIVOS A 2001 

 

As principais análises da tese foram conduzidas em cima da base de dados para o ano 

de 2006. A base de dados de 2001 foi utilizada apenas como ponto de partida para 

averiguação do progresso/regresso na eficiência de cada empresa com base no Índice de 

Malmquist. Neste caso, houve outra redução na base de dados devido à não existência de 

dados para algumas empresas nesta data. O Índice Malmquist foi calculado em função do 

estágio I, qual seja, a eficiência/produtividade das empresas em gerar receita e lucro a partir 

dos seus fatores de produção. 

 

2.9.5 BASE DE DADOS DE 2001 
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Tabela 8. Base de Dados Estágio I 2006 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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3.10 MODELOS MATEMÁTICOS UTILIZADOS 

 

Para a eficiência CRS foram utilizadas as equações (49) e (53); 

Para a eficiência VRS, forma utilizadas as equações (65) e (70);  

Para o cálculo de super-eficiência foi utilizada a equação (152); 

Para o cálculo de eficiência de escala foi utilizada a equação (116); 

Para o índice de Malmquist foi utilizada a equação (168); 

Para o cálculo de eficiência de escala foi utilizada a equação (133) 

Para a decomposição do índice de Malmquist foi utilizada a equação (170) 

Todos os modelos executados são do software DEA-Solver Pro-6.0, com a opção de 

orientação aos insumos. Os cálculos da decomposição da eficiência em eficiência de escala e 

da decomposição adicional do Índice de Malmquist com o componente de efeciência de 

escala foram calculados em Excel, pelo autor, conforme as respectivas fórmulas acima.  
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4 ANÁLISE DOS DADOS 

 

Este capítulo está estruturado da seguinte forma: na primeira parte, serão analisados os 

resultados referentes aos estágios I, II e III para o ano de 2006. Para o estágio I, serão 

apresentados os resultados obtidos através dos modelos CCR orientado aos insumos, BCC 

orientado aos insumos, SBM orientado aos insumos, cálculo da situação de cada empresa em 

relação aos retornos de escala, decomposição dos escores de eficiência em eficiência técnica, 

eficiência pura, eficiência mix (não-radial) e eficiência de escala. 

Na segunda parte, serão apresentados os resultados do Índice de Malmquist que foi 

calculado com base nas variáveis que compõe o estágio I do modelo proposto, bem como sua 

decomposição e interpretação. 

 

4.1 RESULTADOS DE 2006 

 

4.1.1 Estágio I 

 

As 50 empresas tiveram seus escores de eficiência calculados pelos modelos DEA CCR e 

BCC. Posteriormente, calculou-se também a eficiência pelo modelo SBM visando à 

decomposição da eficiência geral em termos da eficiência de escala.  

 

EFICIÊNCIA PELO MODELO CCR 
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Tabela 9. Eficiência CCR Estágio I  

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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Quatro empresas foram consideradas eficientes sob a ótica do modelo CCR, que considera 

uma situação de retornos constantes de escala: Natura, Ipiranga Petróleo, AES Tiete e 

Copesul. Os destaques negativos ficaram para as seguintes empresas: CSN, Ampla Energia, 

Embraer, Suzano Papel, Pão de Açucar, Cemat, Sabesp, Sanepar, Cesp, Celpa e Transmissão 

Paulista. 

O modelo DEA para classificação de empresas supereficientes permite dirimir a 

dúvida sobre qual a melhor empresa entre as eficientes. A tabela abaixo é auto-explicativa, 

mostrando o ranking das empresas eficientes. 

Tabela 10. Rank Supereficientes 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

A interpretação destes resultados é que estas são as empresas mais eficientes na 

utilização de seus fatores de produção, cujos proxies  são Ativos Totais, Patrimônio Líquido e 

Empregados, na geração de receita bruta e lucro líquido. 

As empresas foram também analisadas pelo modelo de retornos variáveis de escala, 

BCC; este modelo fornece uma classificação considerando que as empresas possam estar em 

situações distintas de retorno de escala, qual seja, crescente, constante ou decrescente. Como 

um subproduto comparativo entre os dois modelos, tem-se uma classificação das empresas 

eficientes sob sua situação de retornos de escala. As empresas não eficientes são projetadas na 

fronteira eficiente através da redução proporcional dos insumos e calculadas sua situação de 

retorno de escala baseada neste projeção. 

 

O resultado do modelo BCC é o seguinte: 
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Tabela 11. Eficiência BCC 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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Empresas eficientes no modelo CCR e no modelo BCC, em conjunto, estão em uma 

situação de retornos constantes de escala. Esta situação pode ser comprovada verificando-se a 

eficiência igual a um das empresas nas duas tabelas acima; por ex., a empresa Ipiranga 

Petróleo é eficiente tanto no modelo acima (escore igual a 1)  quanto no modelo anterior, 

CCR, e, portanto, encontra-se em uma situação de retornos constantes de escala. 

Por outro lado, a Vale do Rio Doce encontra-se em uma situação de eficiência igual a 1 no 

modelo BCC (retornos variáveis de escala) mas não é eficiente no modelo CCR, o que 

significa que não se encontra em uma situação de retornos constantes. Conforme calculado 

pelo modelo, a Vale encontra-se em uma situação de retornos decrescentes, o mesmo 

aplicando-se também à Usiminas. Observe-se ainda os baixos escores das empresas Pão de 

Açucar e Braskem, entre outras. 

 

4.1.2 Estágio II 

 

Para o estágio II foram encontrados os seguintes escores de eficiência, conforme 

calculados pelo modelo CCR orientado aos insumos. 
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Tabela 12. Eficiência CCR Estágio II 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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O estágio II representa a eficiência das empresas em transformar a receita bruta gerada 

e o lucro líquido em valor para o acionista. A eficiência neste estágio indica se a empresa está 

conseguindo se “vender” bem no mercado. As empresas mais eficientes sob o aspecto da 

marketabilidade foram CELPA, Alpargatas, CEEE, Vale do Rio Doce, Cesp e Ambev. 

Pão de Açucar, Petroflex, Sadia, Eletropaulo, Pet. União, Braskem e Ipiranga Petróleo estão 

no extremo negativo de marketabilidade 
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4.1.3 Estágio III 

 

O estágio III do modelo representa a eficiência “geral”, no sentido de que a transformação 

dos insumos gera diretamente valor ao acionista. Os resultados foram calculados pelo modelo 

CCR orientado aos insumos. 
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Tabela 13. Eficiência CCR Estágio II 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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A eficiência neste modelo indica como a empresa está sendo eficiente na transformação de 

seus insumos diretamente em valor para o acionista. Oito empresas foram consideradas 

eficientes nesta transformação: Alpargatas, AES Tiete, CEEE, Lojas Americanas, Natura. 

Caraiba Metais, Ipiranga Distribuidora e Eletrobras. No extremo inferior, encontram-se 

Braskem, Sadia, Sanepar,  Pão de Açucar e Sabesp. 

 

 

4.1.4 Tabela de Eficiência das Empresas, por estágio 

 

A tabela abaixo demonstra quais empresas foram eficientes nos três estágios, isto é, no 

estágio de lucratividade, de marketability e no geral. 

Das 50 empresas analisadas, apenas 14 empresas foram eficientes em qualquer um dos 3 

estágios; apenas 3 foram eficientes em mais de um estágio: AES Tiete, Natura e Alpargatas. 

Nenhuma empresa foi eficiente nos três estágios. Pode-se depreender desta tabela o rigor 

matemático exigido para que uma empresa seja considerada eficiente à luz do modelo CCR, 

que pressupõe retornos constantes de escala. 
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Tabela 14. Eficiência Consolidada 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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4.2 RESULTADOS DO ÍNDICE MALMQUIST PARA O PERÍODO 2001-2006 

 

4.2.1 Resultado do Índice de Malmquist e sua decomposição 

 

Planilha demonstrativa dos valores relativos ao Índice de Malmquist para o período de 2001-

2006, com base no modelo DEA CCR orientado aos insumos (situação de retorno de escala 

constante) 
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Tabela 15. Índice Malmquist CCR 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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Acima o resultado geral dos valores do Índice Malmquist para cada uma das empresas. 

Destaca-se a variabilidade dos resultados, indo de um máximo de 14,50 para a empresa AES 

Tiete para um mínimo de 0,28 (quase nada) para a empresa Eletrobrás. Os resultados deste 

cálculo podem ser melhor visualizados classificando-os por ordem decrescente pelas colunas 

Índice de Malmquist e Catch-up, alternadamente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



159 
 

Tabela 16. Índice de Malmquist classificado em ordem decrescente

Fonte: Elaborado 

pelo autor. 
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As empresas com escore acima de um tiveram um avanço em sua eficiência, conforme 

medido por este índice. Destaque positivo para a AES TIETE, Usiminas, Elektro e Klabin e 

negativo para Eletrobras, EMBRAER, Suzano Papel e Souza Cruz. 

 

Resultado do Índice de Malmquist classificado por ordem decrescente do efeito Catch-up 
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Tabela 17. Índice Malmquist decrescente por Catch-up 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

O efeito catch-up mostra como a empresa se aproximou da fronteira eficiente entre os 

anos de 2001 a 2006. No caso do modelo adotado, CCR, a tecnologia considerada é de 
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retornos constantes de escala, o que significa que se aproximar da fronteira eficiente significa 

melhorar sua eficiência de escala. Mesmo sob esta ótica as melhores e piores empresas 

praticamente foram as mesmas. Esta classificação é elucidativa no sentido de demonstrar 

quais empresas que não conseguiram se aproximar da fronteira eficiente, ou seja, aquelas com 

efeito catch-up. As conseqüências desta incapacidade serão mostradas mais a frente. 

 

4.2.2. Comparação das eficiências CCR entre 2001 e 2006 

 

Como houve alteração nas empresas que compuseram a base de 2001, em relação à 

base de dados de 2006, os escores de ineficiência CCR foram recalculados de forma a se 

evitar qualquer viés metodológico introduzido por comparações com base de dados de 

tamanho diferentes. A planilha abaixo coloca lado a lado a situação de eficiência CCR das 

empresas em 2001 e 2006. 
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Tabela 18. Comparação CCR 2001 2006 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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De imediato pode-se notar a melhora na posição da AES Tiete, passando de um escore 

de eficiência igual a 0,53 para uma situação de eficiência CCR (igual a 1). Destaque negativo 

para a Petrobrás que saiu de uma posição de eficiência CCR (igual a 1) para uma situação de 

(in)eficiência com escore igual a 0,59. A Cia. Vale do Rio Doce também não se saiu muito 

bem neste período, com sua eficiência relativa despencando de 0,90 (aprox.) para 0,53. Já o 

Pão de Açucar passou para o final da fila, junto com a Transmissão Paulista, que já estava lá 

em 2001. 

O ranking das empresas, em termos de sua eficiência nos anos 2001 e 2006 também 

demonstra a evolução/involução relativa das empresas no período: 
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Tabela 19. Ranking CCR 2001 2006 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

Observe-se o destaque positivo para a Usiminas que subiu da posição 32 no ranking de 

2001 para a posição 8 no ranking de 2006; comparando-se com outra empresa diretamente 
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concorrente, verifica-se que a CSN continuou na 34ª posição. Por outro lado, o destaque 

negativo é pertence à Embraer que caiu da posição 8 para a posição 33, no mesmo período. A 

Petrobras saiu de um primeiro lugar para o 14º.  

 

A situação de eficiência de cada empresa já foi demonstrada para os anos de 2001 e 

2006, bem como também já se elaborou sobre os resultados do Índice de Malmquist. A junção 

das duas situações fornece ainda mais informações relevantes sobre o desempenho das 

empresas no período. Neste caso, a comparação é feita com o Índice de Malmquist 

classificado por ordem decrescente do efeito Catch-up: 
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Tabela 20. Eficiência vs Índice de Malmquist 2001-2006 

Fonte: Elaborado pelo autor.  
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A partir da tabela comparativa acima, pode-se verificar claramente a importância do 

efeito Catch-up  na melhoria de eficiência das empresas. Quase todas as empresas com efeito 

Catch-up positivo,  isto é, acima de um, tiveram melhoria de seu índice de eficiência. No 

sentido contrário ocorreu o mesmo efeito: aquelas empresas que se afastaram da fronteira 

eficiente, situação representada por um efeito Catch-up abaixo de um, ficaram mais longe da 

fronteira de boas práticas. Partindo do pressuposto de que as empresas procuram sempre as 

melhores práticas, por ser este o caminho do sucesso continuado, pode-se admitir que o efeito 

Catch-up é um índice relevante para a avaliação da variação de desempenho das empresas ao 

longo do tempo. 

 

4.3 LIMITAÇÕES DA PESQUISA 

 

A inclusão de quantidade de empregados pode representar uma distorção da real 

utilização de mão-de-obra na empresa haja vista que muitas empresas adotam, por questões de 

custos trabalhistas, a contratação de uma parcela significativa de empregados por regime não 

CLT. Estes dados não aparecem, em geral, nos relatórios anuais, principal fonte de dados para 

esta variável. É possível que esta limitação seja minimizada, pois, em princípio, todas as 

empresas têm a mesma liberdade de decidir sua política de contratação e podem decidir da 

forma que consideram ótima para o seu contexto. De qualquer maneira, os custos de 

contratação de funcionários fora do regime CLT, bem como as atividades terceirizadas, estão 

refletidos na apuração do lucro líquido, o que contribui para minimizar esta limitação. 

O método de cálculo do valor da empresa utilizado pela Economática não corresponde 

ao verdadeiro valor de mercado, sendo uma aproximação. A justificativa verbal fornecida 

pelo provedor de dados é que tal proxy se deve ao problema de pouca liquidez nas ações 

ordinárias que, em muitos casos, continuam nas mãos do grupo controlador e apresentam 

pouca liquidez sendo, conseqüentemente, mais facilmente manipuláveis. 

O lucro líquido apurado para fins desta pesquisa foi apurado em 31 de dezembro de 

2006, para a primeira pesquisa e, complementarmente, para o ano de 2001, no caso do índice 

Malmquist. Nem todas as empresas apuram seus resultados nesta data, embora quase todas o 

façam. Para evitar a comparação em datas diferentes, optou-se, então, por este procedimento. 

A utilização de resultados em dólar, convertidos pela cotação do dia de apuração de cada 

variável, pode apresentar distorções no resultado, inerentes a qualquer avaliação onde se faça 

conversão de moedas. Movimentos de valorização, ou de desvalorização, das taxas de 

câmbio, ainda que de curtíssimo prazo, podem alterar os resultados. De qualquer forma, a 
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literatura especializada demonstra que a escolha de deflatores para as séries de preços sempre 

acarreta um viés, pois é um desafio encontrar-se qualquer índice que represente 

adequadamente a variação das séries históricas para cada uma das empresas individualmente.  
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5 CONCLUSÃO 

 

O trabalho teve como objetivo principal determinar a aplicabilidade da metodologia 

DEA como instrumento teórico-prático de avaliação de desempenho de empresas, com base 

em múltiplos fatores. A tese conseguiu atingir este objetivo satisfatoriamente pois através do 

modelo utilizado e da metodologia DEA foi possível classificar as empresas analisadas por 

diferentes critérios de eficiência e de produtividade. Os objetivos secundários também foram 

atingidos pois se conseguiu associar cada empresa a uma situação de retorno de escala, 

calcular a sua eficiência bem como decompor os componentes da ineficiência empresarial. 

Conseguiu-se ainda determinar o que aconteceu com as empresas entre 2001 e 2006, pois 

através do Índice de Malmquist foi possível verificar quais empresas se melhoraram sua 

eficiência e produtividade neste período. 

 A primeira questão de pesquisa indaga quais são as empresas mais eficientes e 

produtivas sob a ótica da modelagem não-paramétrica DEA e a segunda questão questiona  

qual a evolução destes indicadores entre os anos de 2001 e 2006. Esta questão foi amplamente 

debatida no capítulo Análise dos Dados e pode ser resumida na tabela comparativa que ilustra 

as 14 empresas, dentre as 50 analisadas no ano de 2006, que foram eficientes em pelo menos 

um dos 3 estágios da pesquisa.  
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Tabela 21. As 14 empresas eficientes em pelo menos um estágio. 

Ano 2006. Modelo CRS. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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PRIMEIRA QUESTÃO DE PESQUISA: 

Quais empresas são mais eficientes e produtivas sob a ótica de uma modelagem não 

paramétrica com análise envoltória dos dados? 

As melhores empresas determinadas pela metodologia DEA foram as seguintes: 

AES TIETE 

NATURA 

ALPARGATAS 

Estas empresas foram eficientes em dois estágios dos três pesquisados. Nenhuma 

empresa foi eficiente nos três estágios propostos para avaliação de desempenho. Este 

resultado pode ser comparado com o Zhu (2000, p. 108) que, ao analisar as 500 maiores 

empresas do Estados Unidos, conforme listadas pela Revista Fortune em 1996, encontrou que 

nem ao menos uma empresa era eficiente em todos os três estágios. Pode-se entender a partir 

desta conclusão, corroborada com os resultados desta tese, que este critério de avaliação é, 

antes de mais nada, extremamente rigoroso. 

Além disso, considerando-se a importância do primeiro estágio, onde estão os 

fundamentos básicos da principal atribuição de uma empresa, qual seja, transformar insumos 

em produtos da forma mais eficiente e produtiva possível, pode-se considerar que todas as 

empresas consideradas eficientes neste estágio estão, certamente, entre aquelas de melhores 

práticas. Estas empresas foram também classificadas pelo modelo de supereficiência, que 

elabora um ranking de empresas eficientes, permitindo assim que se afirme que as empresas 

praticantes das melhores práticas no conjunto selecionado são as seguintes, por ordem: 

Tabela 22.  Ranking das Empresas Eficientes pelo critério CRS 

 

Fonte: elaborado pelo autor. 

 

Note-se que as empresas AES TIETE, a melhor classificada, e a empresa NATURA 

também fazem parte da lista de melhores práticas do critério anterior. 
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Toda classificação tem também o extremo inferior, que é igualmente valioso em 

termos de avaliação de desempenho gerencial. Desta forma, a pesquisa elenca também a 

relação das empresas que apresentaram os piores escores de eficiência. Em contrapartida às 

14 empresas que estão na lista das melhores, relaciona-se a lista das 14 empresas com os 

piores escores de eficiência sob o conceito de retornos constantes de escala, orientado aos 

insumos. 

 

Tabela 23: ESTÁGIO I: Relação das 14 empresas com piores práticas. Modelo CRS.  

37 Klabin S/A 0,246106891 

38 Petroflex 0,243080422 

39 Braskem 0,237427676 

40 Sid Nacional 0,19546734 

41 Ampla Energ 0,192733772 

42 Embraer 0,185511247 

43 Suzano Papel 0,175453024 

44 P.Acucar-CBD 0,147999494 

45 Cemat 0,134581054 

46 Sabesp 0,134033187 

47 Sanepar 0,123539969 

48 Cesp 0,105033112 

49 Celpa 0,100758901 

50 Transmissão Paulist 9,13E-02 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

A análise pela ótica do estágio III, onde se pretendeu analisar a empresa do ponto de 

vista de como cada empresa transforma os recursos que têm a sua disposição em valor para o 

acionista, revela que as 14 piores foram as seguintes: 

 

Tabela 24: ESTÁGIO III : Relação das piores empresas. Modelo CRS 

37 Cesp 0,238193235 

38 Suzano Papel 0,220897248 

39 CEG 0,213471222 

40 Klabin S/A 0,19715997 

41 Transmissão Paulist 0,179068331 

42 Petroflex 0,16224797 

43 Sid Nacional 0,161610013 

44 Embraer 0,156450214 

45 Eletropaulo (AES) 0,152883009 

46 Braskem 0,108129276 

47 Sadia S/A 0,103066047 

48 Sanepar 9,80E-02 

49 P.Acucar-CBD 9,29E-02 

50 Sabesp 8,97E-02 

Fonte: Elaborado pelo autor. 
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Colocadas as listas lado a lado, têm-se as seguintes coincidências na relação das 

empresas menos eficientes do conjunto selecionado para esta tese: 

CESP 

SUZANO PAPEL 

KLABIN 

TRANSMISSÃO PAULISTA 

PETROFLEX 

CIA SIDERURGICA NACIONAL 

EMBRAER 

BRASKEM 

SANEPAR 

PÃO DE AÇUCAR 

SABESP. 

 

Portanto, 11 empresas freqüentam as listas de menos eficientes pelos critérios 

elaborados nos estágios I e III desta pesquisa. 

A ineficiência técnica de uma empresa pode ser decomposta, de acordo com a equação 

133, utilizando-se o modelo SBM orientado aos insumos, da seguinte forma: combinando-se a 

decomposição da ineficiência BCC com a decomposição específica proporcionada pelo 

modelo SBM, tem-se que,  

Ineficiência SBM = TE x MIX e, portanto,        (132) 

 = MIX x PTE x SE          (133) 

Estas são as principais fontes de ineficiências proporcionadas pela decomposição do 

modelo SBM ajustado para inputs. Considerando-se o estágio I, ano 2006, têm-se os seguintes 

resultados: 
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Tabela 25. Eficiência de Escala. Estágio I. 2006 

No. DMU 
Score 
SBM 

Score 
TE 

Score 
BCC MIX 

Scale 
Efficiency 

1 Acos Vill 0,39 0,55 0,84 0,71 0,65 

2 AES Tiete 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

3 Alpargatas 0,22 0,36 0,84 0,61 0,42 

4 Ambev 0,19 0,29 0,53 0,64 0,54 

5 Ampla Energ 0,17 0,19 0,35 0,91 0,55 

6 Aracruz 0,30 0,47 0,65 0,66 0,71 

7 Braskem 0,17 0,24 0,25 0,71 0,94 

8 Caraiba Met 0,51 0,61 0,72 0,84 0,85 

9 CEEE-GT 0,25 0,52 1,00 0,47 0,52 

10 CEG 0,24 0,30 1,00 0,83 0,30 

11 Celesc 0,31 0,46 0,65 0,67 0,71 

12 Celpa 0,08 0,10 0,33 0,82 0,31 

13 Celpe 0,22 0,26 0,43 0,83 0,61 

14 Cemat 0,11 0,13 0,43 0,84 0,31 

15 Cesp 0,04 0,11 0,22 0,42 0,49 

16 Coelba 0,36 0,47 0,48 0,76 0,98 

17 Coelce 0,34 0,43 0,61 0,79 0,71 

18 Comgas 0,49 0,59 0,61 0,84 0,96 

19 Copesul 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

20 Duratex 0,21 0,29 0,47 0,71 0,61 

21 Elektro 0,39 0,52 0,54 0,75 0,98 

22 Eletrobras 0,29 0,81 1,00 0,36 0,81 

23 
Eletropaulo 
(AES) 0,22 0,35 0,36 0,64 0,96 

24 Embraer 0,14 0,19 0,23 0,74 0,82 

25 Globex 0,22 0,34 0,72 0,66 0,48 

26 Grendene 0,17 0,29 0,68 0,60 0,43 

27 Ipiranga Dis 0,72 0,90 1,00 0,80 0,90 

28 Ipiranga Pet 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

29 Klabin S/A 0,19 0,25 0,25 0,76 0,99 

30 Lojas  Americ 0,33 0,73 1,00 0,46 0,73 

31 Lojas Renner 0,23 0,33 0,82 0,70 0,40 

32 Marcopolo 0,25 0,35 0,86 0,72 0,40 

33 
Metal Leve-
MAHLE 0,28 0,40 1,00 0,70 0,40 

34 Natura 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

35 P.Acucar-CBD 0,10 0,15 0,19 0,68 0,78 

36 Petrobras 0,39 0,55 1,00 0,70 0,55 

37 Petroflex 0,19 0,24 1,00 0,80 0,24 

38 Petroq Uniao 0,39 0,43 0,77 0,92 0,56 
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39 Sabesp 0,10 0,13 0,20 0,78 0,67 

40 Sadia S/A 0,19 0,27 0,30 0,68 0,91 

41 Sanepar 0,09 0,12 0,26 0,76 0,48 

42 Sid Nacional 0,16 0,20 0,42 0,82 0,47 

43 Souza Cruz 0,47 0,64 0,99 0,73 0,65 

44 Suzano Papel 0,13 0,18 0,18 0,76 0,97 

45 Tractebel 0,53 0,77 1,00 0,69 0,77 

46 
Transmissão 
Paulist 0,07 0,09 0,19 0,72 0,49 

47 Usiminas 0,35 0,59 1,00 0,59 0,59 

48 V C P 0,17 0,26 0,29 0,66 0,89 

49 Vale R Doce 0,34 0,50 1,00 0,69 0,50 

50 Whirlpool 0,23 0,33 0,36 0,71 0,91 
Fonte: Elaborado pelo autor. 

De acordo com Cooper et al. (2007, p. 159) a decomposição acima possibilita diversas 

interpretações sobre as fontes de ineficiência que uma empresa está enfrentando. Um dos 

pontos mais relevantes é a caracterização de ineficiência de gestão. Segundo o autor, com 

base em um estudo de fusão de bancos no Japão, uma empresa ineficiente cujo indicador de 

ineficiência de escala é perto de um, ou seja, uma empresa que quase não sofre os problemas 

de escala deve ter grande parte de sua ineficiência creditada aos problemas de gestão. Em 

outras palavras, alterar sua situação de retornos de escala não irá trazer grandes benefícios 

para torná-la mais eficiente.  

No caso das empresas analisadas, referentes ao estágio I, ano 2006, pode-se constatar 

o seguinte: 

EMPRESAS INEFICIENTES, PORÉM COM ALTA EFICIÊNCIA DE ESCALA: 

BRASKEM:  

Ineficiência geral dada pelo modelo SBM: 0,17 

Ineficiência de escala: 0,94 

Outras empresas com alta eficiência de escala, mas baixa eficiência geral, são a 

Coelba, Comgas, Elektro, Sadia e Suzano. Todas apresentam eficiência de escala acima de 

0,90, o que significa que sua ineficiência não deriva de problemas de escala de produção. 

Por último, ressaltem-se as seguintes empresas que podem ser consideradas como 

operando em MPSS, most productive scale size, o que significa ter recebido escore máximo 

de eficiência tanto nos modelos CCR quanto BCC. Estas empresas são, então, dentro do 

conjunto das 50 empresas estudadas, as verdadeiras Maiores e Melhores: estão na fronteira de 

melhores práticas do ano de 2006 e estão também operando com a máxima produtividade, ou 

seja, são eficientes e produtivas. Conforme o quadro abaixo, estas empresas são as seguintes: 
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NATURA, PETRÓLEO IPIRANGA, AES TIETE e COPESUL. 

 

Tabela 26. EMPRESAS MAIS EFICIENTES E MAIS PRODUTIVAS EM 2006. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

 

 

 

SEGUNDA QUESTÃO DE PESQUISA: 

Qual o impacto sobre a eficiência das empresas analisadas em decorrência das mudanças 

estruturais ocorridas no país no período de 2002 a 2006? 

Quanto à segunda questão de pesquisa proposta para esta tese, acerca do impacto 

causado na eficiência das empresas ao longo do período de 2001 a 2006, repleto de mudanças 

relevantes no cenário econômico nacional, a análise do Índice de Malmquist indica que 

algumas empresas evoluíram de forma considerável em direção à fronteira de melhores 

práticas e outras se afastaram, também de forma considerável. 

As empresas bem sucedidas neste empreendimento entre 2001 e 2006 foram as 

seguintes: 
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Tabela 27. Melhores Catch-up 

2001 2006 
    Score Score 

 
Catch-up Frontier Malmquist 

0,529883121 1 AES Tiete 6,6482487 2,182022 14,50662499 

0,224151255 0,689454271 Usiminas 1,7247129 2,73013797 4,708704293 

0,303742848 0,625530339 Elektro 1,9577683 2,38936082 4,677814954 

0,130294733 0,329292214 Klabin S/A 2,080227 2,0996319 4,367711009 
Fonte: Elaborado pelo autor. 

Novamente a pesquisa remete à empresa AES Tiete, que alcançou as melhores práticas 

em 2006, mas também revela que a USIMINAS, a ELEKTRO e a KLABIN foram 

beneficiadas neste período, com um índice de melhoria bem acima da média. 

A USIMINAS e a ELEKTRO estavam evoluíram bastante em seus escores de 

eficiência no estágio I, comparativamente aos ano de 2001. A continuar este caminho, são 

fortes candidatas a freqüentar a relação de empresas com melhores práticas nos próximos 

anos. A Klabin, por sua, é uma empresa que está na lista das menos eficientes; não obstante, 

melhorou sua eficiência consideravelmente entre 2001 e 2006, passando de 0,13 para 0,33. 

Quanto às empresas que regrediram em sua eficiência, relativamente ao conjunto de 

empresas analisadas, vale relatar aquelas que tiveram o pior desempenho no efeito Catch-up, 

haja vista a relevância deste item para a melhoria de eficiência. 

Tabela 28. Piores Catch-up 

Eletropaulo 0,39818376 2,65709808 1,058013304 

Tractebel 0,389654692 3,77617045 1,471402533 

CEG 0,371894467 2,50049107 0,929918794 

V C P 0,354769012 2,62059519 0,929705967 

Sanepar 0,348869933 2,06876258 0,721729062 

Petrobras 0,336733844 3,18799262 1,073505011 

Lojas  Americ 0,33004683 3,51888855 1,161398011 

Souza Cruz 0,321417144 1,72662975 0,554968404 

Suzano Papel 0,176648497 3,07499856 0,543193874 

Embraer 0,169405131 2,13547806 0,361760941 

Eletrobras 0,099866638 2,87139215 0,28675628 
Fonte: Elaborado pelo autor. 

Sem surpresa, aparecem as empresas Embraer, Sanepar, Suzano Papel, entre outras, 

que já haviam sido relacionados como empresas de piores práticas anteriormente. A surpresa 

fica por conta da Petrobrás e das Lojas Americanas que nos critérios individuais foram bem 

avaliadas: a interpretação é que embora bem situadas, viveram momentos de afastamento das 

melhores práticas no período analisado. Petrobrás deixou de ser a empresa eficiente (escore 
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igual a 1) que era em 2001 e passou a um escore de eficiência igual a 0,59 e Lojas 

Americanas passou de um escore eficiente igual a 1 para um escore ineficiente igual a 0,73. 

Por último, utilizando-se da decomposição do Índice de Malmquist com a inclusão no 

termo de variação de eficiência de escala, proposta por Cooper et al. (2007, p. 337): 

MIc = Catch-up (V)  + Frontier-shift (V) + Scale Efficiency Change , (equação 170),  

onde (V) significa cálculo das distâncias envolvidas com o uso de modelos DEA baseados em 

uma situação VRS (modelos BCC) e MIc o Índice Malmquist em uma situação CRS, tem-se 

os seguintes resultados: 
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Tabela 29. Decomposição do Índice de Malmquist. 

 

Fonte: Elaborado pelo autor. 

DMUs

Malmqui

st

Catch-

up

Frontier-

shift

SCALE 

EFFICIEN

CY 

CHANGE

Acos Vill 2,65 0,46 0,98 5,85

AES Tiete 9,25 1,80 1,01 5,09

Ipiranga Pet 3,80 1,07 1,23 2,89

Alpargatas 1,44 1,17 0,46 2,70

Caraiba Met 3,24 1,25 1,02 2,54

Petroflex 0,82 0,84 0,41 2,37

Marcopolo 0,88 0,76 0,55 2,09

CEG 1,12 0,83 0,67 2,02

Metal Leve 0,90 0,96 0,57 1,66

Globex 1,46 0,93 1,03 1,53

Petroq Uniao 1,56 0,68 1,50 1,52

Ipiranga Dis 1,57 1,04 1,05 1,44

Cemat 6,53 2,61 1,79 1,40

Embraer 0,36 0,15 1,88 1,26

Duratex 2,12 1,17 1,45 1,24

Lojas  Americ 1,18 1,11 0,87 1,22

Celpa 2,07 0,92 1,98 1,14

Comgas 3,59 1,30 2,50 1,10

Celpe 1,93 0,86 2,11 1,07

Whirlpool 13,87 7,93 1,66 1,05

Sanepar 0,80 0,40 1,91 1,03

Tran Paulist 3,15 1,43 2,20 1,00

Elektro 7,01 1,94 3,65 0,99

Eletropaulo 1,10 0,43 2,59 0,99

Coelce 3,82 1,42 2,76 0,98

Sadia S/A 0,89 0,52 1,79 0,96

Coelba 3,27 1,14 3,07 0,93

Celesc 3,79 2,16 1,91 0,92

Suzano Papel 0,71 0,24 3,21 0,92

Klabin S/A 4,96 2,96 1,94 0,86

Petrobras 1,11 0,65 1,99 0,85

P.Acucar-CBD 0,28 0,21 1,73 0,79

V C P 0,98 0,45 2,76 0,78

Aracruz 3,09 1,18 3,63 0,72

Sid Nacional 2,14 1,52 2,11 0,67

Sabesp 1,73 1,26 2,08 0,66

Vale R Doce 2,07 2,51 1,39 0,60

Tractebel 1,28 0,78 2,77 0,59

Souza Cruz 0,50 0,75 1,15 0,58

Eletrobras 0,36 0,63 1,07 0,53

Usiminas 3,76 6,06 1,57 0,40
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Verifica-se que a decomposição do Índice de Malmquist, com a inclusão do 

componente de mudança de eficiência de escala, indica que as empresas que obtiveram os 

melhores ganhos de escala, no período analisado, foram Aços Villares, AES Tiete, Ipiranga 

Petróleo e Alpargatas, enquanto as piores foram Vale do Rio Doce, Tractebel, Souza Cruz, 

Eletrobras e Usiminas.  

 Coopers et al. (2007, p. 343) recomendam que para o cálculo da eficiência de escala 

seja utilizado um modelo não orientado, para evitar problemas técnicos de projeções 

indevidas de reduções nas variáveis; por não orientado, entende-se que as reduções 

proporcionais para o cálculo das ineficiências se dão tanto em relação aos inputs quanto aos 

outputs simultaneamente, produzindo escores diferentes de um modelo orientado só aos 

inputs ou só aos outputs. O software DEA PRO oferece esta alternativa na hora da execução. 

 Pelo relatado acima, demonstrou-se que a metodologia DEA tem um referencial teórico e 

um conjunto de modelos empíricos plenamente capazes de auxiliar os gestores das empresas a 

entenderem melhor os efeitos de suas decisões estratégicas. Desta forma, podemos considerar 

que a metodologia DEA dispõe de um conjunto de modelos teóricos capazes de determinar 

quais empresas estão na fronteira de melhores práticas do país, tanto no conceito de eficiência 

quanto no conceito de produtividade. 

Pelo exposto, rejeitam-se as hipóteses nulas das duas questões de pesquisa, ressalvando, 

novamente, a não aplicabilidade de testes de inferência estatística. 

 

Recomendações de novas pesquisas: 

 

Após esta tese, há um vasto campo de pesquisa aberto para novas investigações na avaliação 

de desempenho empresarial baseado em DEA com múltiplos fatores.  A metodologia aplicada 

nesta tese permite que seja feita a análise de unidades de negócios internas de uma única 

empresa; tipicamente, seria a avaliação de filiais de uma rede de varejo, filiais de rede de 

farmácias e unidades franqueadas de uma marca franqueadora, entre outras. A capacidade que 

DEA tem de avaliar desempenho sem a necessidade de ter acesso aos preços dos insumos e 

dos produtos é um facilitador para este tipo de trabalho, já que exatamente o levantamento de 

preços históricos tem sido um dificultador deste tipo de avaliação.  

Um campo promissor, já demonstrado por esta tese, mas ainda ausente da maioria das 

pesquisas nacionais, é o cálculo das situações de retorno de escala das empresas e até mesmo 

de cada unidade de negócio; isoladamente, este tipo de avaliação é de grande valia para os 

gestores empresariais. O modelo aqui proposto calcula tais situações qualitativamente mas já 
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há modelos que possibilitam o cálculo quantitativo destas situações desfavoráveis de escala, o 

que Chambers (1988) e Cooper et al. (2007) denominam deseconomia de escala.   
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O Apêndice A lista alguns dos outputs do software DEA SOLVER PRO v. 6.0 

para o modelo CCR, com orientação aos insumos, referente ao estágio I, ano 

2006. Foram listados, por ordem: 

1 – Relação completa dos escores de eficiência – PG. 190 

2 – Relação completa com os excessos de cada variável – PG. 191 

3 -Relação completa com as reduções proporcionais para cada variável, 

demonstrando, por variável, quão distante cada empresa está do seu objetivo de 

eficiência – PG.  192-197 

4 – Dois gráficos com os escores de ineficiência do Modelo CCR– PG. 198 e 199. 

A seguir, foi inserido um gráfico com os escores de ineficiência do Modelo BCC. 

Este gráfico ilustra adequadamente com é menos rigoroso o critério BCC para a 

avaliação de uma empresa como eficiente. Deve ser lembrado que a relação entre 

os dois modelos gera a classificação da situação da empresa em relação à sua 

situação de retornos de escala. 

5 – Relação dos pesos proporcionais de cada variável – PG. 201 

6 – Relação de quantas vezes uma empresa eficiente atua como referência para 

empresas ineficientes – PG. 202 

7 – Composição do reference group (peer set) para cada empresa, com os 

respectivos percentuais. PG. 203-204  
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Model Name = DEA-Solver Pro5.0/ CCR(CCR-I)

Workbook Name = C:\DOUTORADO_FINAL\TESE\DM_23_07_2008\RESULTADOS_ESTAGIO1\R_CCRI_E1_2006.xlsx

  Rank DMU Score

1 Natura 1,000

1 Ipiranga Pet 1,000

1 AES Tiete 1,000

1 Copesul 1,000

5 Ipiranga Dis 0,899

6 Eletrobras 0,805

7 Tractebel 0,768

8 Lojas  Americ 0,732

9 Souza Cruz 0,642

10 Caraiba Met 0,610

11 Usiminas 0,590

12 Comgas 0,586

13 Petrobras 0,552

14 Acos Vill 0,547

15 CEEE-GT 0,525

16 Elektro 0,525

17 Vale R Doce 0,498

18 Coelba 0,467

19 Aracruz 0,465

20 Celesc 0,459

21 Coelce 0,434

22 Petroq Uniao 0,431

23 Metal Leve-MAHLE 0,405

24 Alpargatas 0,357

25 Marcopolo 0,347

26 Eletropaulo (AES) 0,345

27 Globex 0,341

28 Whirlpool 0,331

29 Lojas Renner 0,326

30 CEG 0,295

31 Grendene 0,291

32 Duratex 0,290

33 Ambev 0,290

34 Sadia S/A 0,274

35 V C P 0,261

36 Celpe 0,260

37 Klabin S/A 0,246

38 Petroflex 0,243

39 Braskem 0,237

40 Sid Nacional 0,195

41 Ampla Energ 0,193

42 Embraer 0,186

43 Suzano Papel 0,175

44 P.Acucar-CBD 0,148

45 Cemat 0,135

46 Sabesp 0,134

47 Sanepar 0,124

48 Cesp 0,105

49 Celpa 0,101

50 Transmissão Paulist 0,091
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Model Name = DEA-Solver Pro5.0/ CCR(CCR-I)  Returns to Scale = Constant (0 =< Sum of Lambda < Infinity)

Workbook Name = C:\DOUTORADO_FINAL\TESE\DM_23_07_2008\RESULTADOS_ESTAGIO1\R_CCRI_E1_2006.xlsx

Excess Excess Excess Shortage Shortage

No. DMU Score Ativo Total 2006Patrim Liq 2006Empregados 2006Receita Bruta 2006Lucro Liq 2006

S-(1) S-(2) S-(3) S+(1) S+(2)

1 Acos Vill 0,547242 0,00 0,00 1.283 0,00 0,00

2 AES Tiete 1 0,00 0,00 0 0,00 0,00

3 Alpargatas 0,356758 0,00 31.583,22 4.167 0,00 0,00

4 Ambev 0,289977 0,00 1.126.275,23 0 1.072.139,57 0,00

5 Ampla Energ 0,192734 0,00 0,00 0 0,00 0,00

6 Aracruz 0,46545 0,00 594.858,32 0 466.165,31 0,00

7 Braskem 0,237428 1.061.459,85 126.517,94 0 0,00 29.029,85

8 Caraiba Met 0,609597 0,00 0,00 0 0,00 0,00

9 CEEE-GT 0,524863 310.816,45 0,00 681 0,00 33.794,21

10 CEG 0,295088 44.207,64 0,00 44 0,00 0,00

11 Celesc 0,45926 0,00 89.522,28 1.143 0,00 0,00

12 Celpa 0,100759 0,00 0,00 67 0,00 0,00

13 Celpe 0,260304 0,00 0,00 47 0,00 0,00

14 Cemat 0,134581 0,00 0,00 22 0,00 0,00

15 Cesp 0,105033 836.933,47 429.219,41 0 0,00 69.768,11

16 Coelba 0,466749 0,00 0,00 319 0,00 0,00

17 Coelce 0,434049 0,00 0,00 81 0,00 0,00

18 Comgas 0,586397 0,00 0,00 0 0,00 0,00

19 Copesul 1 0,00 0,00 0 0,00 0,00

20 Duratex 0,290215 0,00 40.169,05 803 25.152,63 0,00

21 Elektro 0,524846 0,00 0,00 471 0,00 0,00

22 Eletrobras 0,805302 32.975.419,86 28.789.757,92 0 0,00 0,00

23 Eletropaulo (AES) 0,345058 1.051.751,87 0,00 814 0,00 0,00

24 Embraer 0,185511 0,00 0,00 2.193 0,00 0,00

25 Globex 0,341498 28.337,20 0,00 2.742 0,00 0,00

26 Grendene 0,291214 0,00 37.964,69 5.806 0,00 0,00

27 Ipiranga Dis 0,899266 0,00 169.845,94 0 0,00 0,00

28 Ipiranga Pet 1 0,00 0,00 0 0,00 0,00

29 Klabin S/A 0,246107 0,00 0,00 462 0,00 0,00

30 Lojas  Americ 0,732345 609.610,24 0,00 7.315 0,00 0,00

31 Lojas Renner 0,326354 0,00 0,00 2.245 0,00 0,00

32 Marcopolo 0,346758 0,00 0,00 1.475 0,00 0,00

33 Metal Leve-MAHLE 0,404734 0,00 0,00 2.575 0,00 0,00

34 Natura 1 0,00 0,00 0 0,00 0,00

35 P.Acucar-CBD 0,147999 26.872,99 0,00 8.700 0,00 29.733,49

36 Petrobras 0,55248 0,00 11.458.677,13 0 0,00 0,00

37 Petroflex 0,24308 31.207,96 0,00 54 0,00 0,00

38 Petroq Uniao 0,43102 0,00 7.477,82 0 0,00 0,00

39 Sabesp 0,134033 0,00 3.782,82 0 0,00 0,00

40 Sadia S/A 0,27378 0,00 0,00 12.319 0,00 0,00

41 Sanepar 0,12354 0,00 16.858,82 219 0,00 0,00

42 Sid Nacional 0,195467 0,00 0,00 750 0,00 0,00

43 Souza Cruz 0,64239 0,00 0,00 1.908 243.832,81 0,00

44 Suzano Papel 0,175453 0,00 37.461,62 0 0,00 0,00

45 Tractebel 0,768348 0,00 612.733,85 0 69.949,23 0,00

46 Transmissão Paulist9,13E-02 0,00 44.785,38 0 0,00 0,00

47 Usiminas 0,589991 0,00 1.583.798,73 0 1.945.779,84 0,00

48 V C P 0,26142 0,00 308.137,19 0 0,00 0,00

49 Vale R Doce 0,497581 0,00 3.505.549,31 0 9.945.276,44 0,00

50 Whirlpool 0,331441 0,00 35.448,27 3.605 0,00 0,00
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Model Name = DEA-Solver Pro5.0/ CCR(CCR-I)  Returns to Scale = Constant (0 =< Sum of 
Lambda < Infinity) 
Workbook Name = 
C:\DOUTORADO_FINAL\TESE\DM_23_07_2008\RESULTADOS_ESTAGIO1\R_CCRI_E1_2006.xl
sx 

No. DMU Score       

   I/O Data Projection Difference   % 

1 Acos Vill 0,55       

  Ativo Total 2006 805.513,10 440.810,31 -364.702,79 -45,28% 

  Patrim Liq 2006 255.106,00 139.604,63 -115.501,37 -45,28% 

  Empregados 2006 3.107,00 417,57 -2.689,43 -86,56% 

  Receita Bruta 2006 775.668,00 775.668,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 117.593,00 117.593,00 0,00 0,00% 

2 AES Tiete 1,00       

  Ativo Total 2006 1.119.129,56 1.119.129,56 0,00 0,00% 

  Patrim Liq 2006 222.366,00 222.366,00 0,00 0,00% 

  Empregados 2006 285,00 285,00 0,00 0,00% 

  Receita Bruta 2006 646.307,00 646.307,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 287.244,00 287.244,00 0,00 0,00% 

3 Alpargatas 0,36       

  Ativo Total 2006 533.920,95 190.480,65 -343.440,30 -64,32% 

  Patrim Liq 2006 354.329,00 94.826,54 -259.502,46 -73,24% 

  Empregados 2006 12.850,00 416,97 -12.433,03 -96,76% 

  Receita Bruta 2006 571.322,00 571.322,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 59.223,00 59.223,00 0,00 0,00% 

4 Ambev 0,29       

  Ativo Total 2006 15.042.530,87 4.361.984,65 -10.680.546,22 -71,00% 

  Patrim Liq 2006 9.012.190,00 1.487.050,59 -7.525.139,41 -83,50% 

  Empregados 2006 19.396,00 5.624,39 -13.771,61 -71,00% 

  Receita Bruta 2006 4.854.679,00 5.926.818,57 1.072.139,57 22,08% 

  Lucro Liq 2006 1.312.561,00 1.312.561,00 0,00 0,00% 

5 Ampla Energ 0,19       

  Ativo Total 2006 2.055.607,58 396.185,00 -1.659.422,58 -80,73% 

  Patrim Liq 2006 685.298,00 132.080,07 -553.217,93 -80,73% 

  Empregados 2006 1.413,00 272,33 -1.140,67 -80,73% 

  Receita Bruta 2006 1.032.210,00 1.032.210,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 89.392,00 89.392,00 0,00 0,00% 

6 Aracruz 0,47       

  Ativo Total 2006 4.328.054,26 2.014.494,53 -2.313.559,73 -53,45% 

  Patrim Liq 2006 2.282.278,00 467.428,86 -1.814.849,14 -79,52% 

  Empregados 2006 2.152,00 1.001,65 -1.150,35 -53,45% 

  Receita Bruta 2006 1.066.141,00 1.532.306,31 466.165,31 43,72% 

  Lucro Liq 2006 537.947,00 537.947,00 0,00 0,00% 

7 Braskem 0,24       

  Ativo Total 2006 7.367.554,72 687.801,55 -6.679.753,17 -90,66% 

  Patrim Liq 2006 2.080.222,00 367.384,34 -1.712.837,66 -82,34% 

  Empregados 2006 3.293,00 781,85 -2.511,15 -76,26% 

  Receita Bruta 2006 5.112.929,00 5.112.929,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 47.404,00 76.433,85 29.029,85 61,24% 

8 Caraiba Met 0,61       

  Ativo Total 2006 1.123.649,67 684.973,79 -438.675,88 -39,04% 
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  Patrim Liq 2006 387.946,00 236.490,83 -151.455,17 -39,04% 

  Empregados 2006 962,00 586,43 -375,57 -39,04% 

  Receita Bruta 2006 1.528.775,00 1.528.775,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 169.859,00 169.859,00 0,00 0,00% 

9 CEEE-GT 0,52       

  Ativo Total 2006 792.492,05 105.133,13 -687.358,92 -86,73% 

  Patrim Liq 2006 106.992,00 56.156,12 -50.835,88 -47,51% 

  Empregados 2006 1.526,00 119,51 -1.406,49 -92,17% 

  Receita Bruta 2006 781.531,00 781.531,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 -22.111,00 11.683,21 33.794,21 152,84% 

10 CEG 0,30       

  Ativo Total 2006 718.047,24 167.679,58 -550.367,66 -76,65% 

  Patrim Liq 2006 183.920,00 54.272,61 -129.647,39 -70,49% 

  Empregados 2006 481,00 97,80 -383,20 -79,67% 

  Receita Bruta 2006 525.145,00 525.145,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 33.946,00 33.946,00 0,00 0,00% 

11 Celesc 0,46       

  Ativo Total 2006 737.255,85 338.592,21 -398.663,64 -54,07% 

  Patrim Liq 2006 564.069,00 169.532,12 -394.536,88 -69,94% 

  Empregados 2006 4.041,00 713,04 -3.327,96 -82,35% 

  Receita Bruta 2006 1.134.196,00 1.134.196,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 99.928,00 99.928,00 0,00 0,00% 

12 Celpa 0,10       

  Ativo Total 2006 1.644.511,69 165.699,19 -1.478.812,50 -89,92% 

  Patrim Liq 2006 600.636,00 60.519,42 -540.116,58 -89,92% 

  Empregados 2006 2.206,00 155,69 -2.050,31 -92,94% 

  Receita Bruta 2006 528.086,00 528.086,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 37.118,00 37.118,00 0,00 0,00% 

13 Celpe 0,26       

  Ativo Total 2006 1.558.939,20 405.798,32 -1.153.140,88 -73,97% 

  Patrim Liq 2006 527.689,00 137.359,63 -390.329,37 -73,97% 

  Empregados 2006 1.686,00 391,77 -1.294,23 -76,76% 

  Receita Bruta 2006 945.891,00 945.891,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 101.870,00 101.870,00 0,00 0,00% 

14 Cemat 0,13       

  Ativo Total 2006 1.228.784,85 165.371,16 -1.063.413,69 -86,54% 

  Patrim Liq 2006 470.155,00 63.273,96 -406.881,04 -86,54% 

  Empregados 2006 1.532,00 184,07 -1.347,93 -87,99% 

  Receita Bruta 2006 517.806,00 517.806,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 39.186,00 39.186,00 0,00 0,00% 

15 Cesp 0,11       

  Ativo Total 2006 9.202.516,84 129.635,51 -9.072.881,33 -98,59% 

  Patrim Liq 2006 4.745.773,00 69.243,89 -4.676.529,11 -98,54% 

  Empregados 2006 1.403,00 147,36 -1.255,64 -89,50% 

  Receita Bruta 2006 963.675,00 963.675,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 -55.362,00 14.406,11 69.768,11 126,02% 

16 Coelba 0,47       

  Ativo Total 2006 1.905.765,67 889.513,45 -1.016.252,22 -53,33% 

  Patrim Liq 2006 608.216,00 283.883,96 -324.332,04 -53,33% 

  Empregados 2006 2.721,00 951,16 -1.769,84 -65,04% 

  Receita Bruta 2006 1.278.926,00 1.278.926,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 252.834,00 252.834,00 0,00 0,00% 
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17 Coelce 0,43       

  Ativo Total 2006 1.174.271,75 509.691,94 -664.579,81 -56,60% 

  Patrim Liq 2006 365.044,00 158.447,13 -206.596,87 -56,60% 

  Empregados 2006 1.313,00 489,00 -824,00 -62,76% 

  Receita Bruta 2006 791.080,00 791.080,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 139.503,00 139.503,00 0,00 0,00% 

18 Comgas 0,59       

  Ativo Total 2006 1.375.068,76 806.336,75 -568.732,01 -41,36% 

  Patrim Liq 2006 491.118,00 287.990,32 -203.127,68 -41,36% 

  Empregados 2006 794,00 465,60 -328,40 -41,36% 

  Receita Bruta 2006 1.390.241,00 1.390.241,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 199.900,00 199.900,00 0,00 0,00% 

19 Copesul 1,00       

  Ativo Total 2006 1.172.349,39 1.172.349,39 0,00 0,00% 

  Patrim Liq 2006 608.120,00 608.120,00 0,00 0,00% 

  Empregados 2006 933,00 933,00 0,00 0,00% 

  Receita Bruta 2006 2.904.226,00 2.904.226,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 287.739,00 287.739,00 0,00 0,00% 

20 Duratex 0,29       

  Ativo Total 2006 1.047.659,96 304.047,06 -743.612,90 -70,98% 

  Patrim Liq 2006 652.970,00 149.332,90 -503.637,10 -77,13% 

  Empregados 2006 5.262,00 724,40 -4.537,60 -86,23% 

  Receita Bruta 2006 638.902,00 664.054,63 25.152,63 3,94% 

  Lucro Liq 2006 105.701,00 105.701,00 0,00 0,00% 

21 Elektro 0,52       

  Ativo Total 2006 1.530.333,49 803.189,74 -727.143,75 -47,52% 

  Patrim Liq 2006 495.862,00 260.251,29 -235.610,71 -47,52% 

  Empregados 2006 2.649,00 919,38 -1.729,62 -65,29% 

  Receita Bruta 2006 1.073.289,00 1.073.289,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 234.652,00 234.652,00 0,00 0,00% 

22 Eletrobras 0,81       

  Ativo Total 2006 43.744.713,75 2.252.301,80 -41.492.411,95 -94,85% 

  Patrim Liq 2006 36.405.888,00 527.989,96 -35.877.898,04 -98,55% 

  Empregados 2006 975,00 785,17 -189,83 -19,47% 

  Receita Bruta 2006 2.945.406,00 2.945.406,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 543.180,00 543.180,00 0,00 0,00% 

23 Eletropaulo (AES) 0,35       

  Ativo Total 2006 5.823.845,18 957.814,21 -4.866.030,97 -83,55% 

  Patrim Liq 2006 1.027.152,00 354.427,32 -672.724,68 -65,49% 

  Empregados 2006 4.316,00 675,46 -3.640,54 -84,35% 

  Receita Bruta 2006 3.907.475,00 3.907.475,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 174.636,00 174.636,00 0,00 0,00% 

24 Embraer 0,19       

  Ativo Total 2006 6.344.339,10 1.176.946,26 -5.167.392,84 -81,45% 

  Patrim Liq 2006 2.424.340,00 449.742,34 -1.974.597,66 -81,45% 

  Empregados 2006 19.265,00 1.381,23 -17.883,77 -92,83% 

  Receita Bruta 2006 3.439.467,00 3.439.467,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 290.798,00 290.798,00 0,00 0,00% 

25 Globex 0,34       

  Ativo Total 2006 802.015,90 245.549,89 -556.466,01 -69,38% 

  Patrim Liq 2006 317.409,00 108.394,64 -209.014,36 -65,85% 

  Empregados 2006 8.672,00 219,27 -8.452,73 -97,47% 
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  Receita Bruta 2006 1.360.075,00 1.360.075,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 37.164,00 37.164,00 0,00 0,00% 

26 Grendene 0,29       

  Ativo Total 2006 662.692,70 192.985,44 -469.707,26 -70,88% 

  Patrim Liq 2006 458.318,00 95.503,96 -362.814,04 -79,16% 

  Empregados 2006 21.444,00 438,96 -21.005,04 -97,95% 

  Receita Bruta 2006 509.291,00 509.291,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 63.135,00 63.135,00 0,00 0,00% 

27 Ipiranga Dis 0,90       

  Ativo Total 2006 446.707,67 401.708,89 -44.998,78 -10,07% 

  Patrim Liq 2006 376.066,00 168.337,32 -207.728,68 -55,24% 

  Empregados 2006 345,00 310,25 -34,75 -10,07% 

  Receita Bruta 2006 1.657.702,00 1.657.702,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 75.246,00 75.246,00 0,00 0,00% 

28 Ipiranga Pet 1,00       

  Ativo Total 2006 1.361.792,80 1.361.792,80 0,00 0,00% 

  Patrim Liq 2006 727.392,00 727.392,00 0,00 0,00% 

  Empregados 2006 1.548,00 1.548,00 0,00 0,00% 

  Receita Bruta 2006 10.123.196,00 10.123.196,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 151.333,00 151.333,00 0,00 0,00% 

29 Klabin S/A 0,25       

  Ativo Total 2006 2.791.780,64 687.076,45 -2.104.704,19 -75,39% 

  Patrim Liq 2006 1.150.969,00 283.261,40 -867.707,60 -75,39% 

  Empregados 2006 6.912,00 1.239,32 -5.672,68 -82,07% 

  Receita Bruta 2006 1.213.626,00 1.213.626,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 221.465,00 221.465,00 0,00 0,00% 

30 Lojas  Americ 0,73       

  Ativo Total 2006 1.258.342,84 311.930,84 -946.412,00 -75,21% 

  Patrim Liq 2006 154.778,00 113.350,89 -41.427,11 -26,77% 

  Empregados 2006 10.281,00 214,52 -10.066,48 -97,91% 

  Receita Bruta 2006 1.230.129,00 1.230.129,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 57.774,00 57.774,00 0,00 0,00% 

31 Lojas Renner 0,33       

  Ativo Total 2006 563.751,17 183.982,19 -379.768,98 -67,36% 

  Patrim Liq 2006 254.428,00 83.033,48 -171.394,52 -67,36% 

  Empregados 2006 7.764,00 288,60 -7.475,40 -96,28% 

  Receita Bruta 2006 671.705,00 671.705,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 46.222,00 46.222,00 0,00 0,00% 

32 Marcopolo 0,35       

  Ativo Total 2006 562.128,62 194.922,40 -367.206,22 -65,32% 

  Patrim Liq 2006 253.335,00 87.845,85 -165.489,15 -65,32% 

  Empregados 2006 5.269,00 352,18 -4.916,82 -93,32% 

  Receita Bruta 2006 558.697,00 558.697,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 56.521,00 56.521,00 0,00 0,00% 

33 Metal Leve-MAHLE 0,40       

  Ativo Total 2006 451.799,81 182.858,58 -268.941,23 -59,53% 

  Patrim Liq 2006 207.233,00 83.874,16 -123.358,84 -59,53% 

  Empregados 2006 7.107,00 301,27 -6.805,73 -95,76% 

  Receita Bruta 2006 660.120,00 660.120,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 47.101,00 47.101,00 0,00 0,00% 

34 Natura 1,00       

  Ativo Total 2006 619.927,97 619.927,97 0,00 0,00% 
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  Patrim Liq 2006 304.478,00 304.478,00 0,00 0,00% 

  Empregados 2006 1.477,00 1.477,00 0,00 0,00% 

  Receita Bruta 2006 1.353.955,00 1.353.955,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 215.516,00 215.516,00 0,00 0,00% 

35 P.Acucar-CBD 0,15       

  Ativo Total 2006 4.421.625,35 627.525,33 -3.794.100,02 -85,81% 

  Patrim Liq 2006 2.264.793,00 335.188,22 -1.929.604,78 -85,20% 

  Empregados 2006 63.607,00 713,33 -62.893,67 -98,88% 

  Receita Bruta 2006 4.664.852,00 4.664.852,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 40.002,00 69.735,49 29.733,49 74,33% 

36 Petrobras 0,55       

  Ativo Total 2006 84.010.549,11 46.414.129,59 -37.596.419,52 -44,75% 

  Patrim Liq 2006 46.483.786,00 14.222.674,68 -32.261.111,32 -69,40% 

  Empregados 2006 47.955,00 26.494,17 -21.460,83 -44,75% 

  Receita Bruta 2006 55.995.229,00 55.995.229,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 12.122.975,00 12.122.975,00 0,00 0,00% 

37 Petroflex 0,24       

  Ativo Total 2006 497.159,49 89.641,78 -407.517,71 -81,97% 

  Patrim Liq 2006 189.494,00 46.062,28 -143.431,72 -75,69% 

  Empregados 2006 620,00 97,12 -522,88 -84,34% 

  Receita Bruta 2006 629.189,00 629.189,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 10.751,00 10.751,00 0,00 0,00% 

38 Petroq Uniao 0,43       

  Ativo Total 2006 825.606,17 355.852,38 -469.753,79 -56,90% 

  Patrim Liq 2006 370.257,00 152.110,17 -218.146,83 -58,92% 

  Empregados 2006 635,00 273,70 -361,30 -56,90% 

  Receita Bruta 2006 1.390.585,00 1.390.585,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 69.181,00 69.181,00 0,00 0,00% 

39 Sabesp 0,13       

  Ativo Total 2006 8.419.061,27 1.128.433,61 -7.290.627,66 -86,60% 

  Patrim Liq 2006 4.218.186,00 561.594,09 -3.656.591,91 -86,69% 

  Empregados 2006 16.978,00 2.275,62 -14.702,38 -86,60% 

  Receita Bruta 2006 2.585.282,00 2.585.282,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 364.315,00 364.315,00 0,00 0,00% 

40 Sadia S/A 0,27       

  Ativo Total 2006 3.188.780,64 873.023,53 -2.315.757,11 -72,62% 

  Patrim Liq 2006 1.153.458,00 315.793,43 -837.664,57 -72,62% 

  Empregados 2006 47.490,00 682,75 -46.807,25 -98,56% 

  Receita Bruta 2006 3.136.059,00 3.136.059,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 176.140,00 176.140,00 0,00 0,00% 

41 Sanepar 0,12       

  Ativo Total 2006 1.944.285,31 240.196,95 -1.704.088,36 -87,65% 

  Patrim Liq 2006 1.092.400,00 118.096,25 -974.303,75 -89,19% 

  Empregados 2006 6.378,00 568,70 -5.809,30 -91,08% 

  Receita Bruta 2006 539.667,00 539.667,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 82.825,00 82.825,00 0,00 0,00% 

42 Sid Nacional 0,20       

  Ativo Total 2006 11.368.260,06 2.222.123,55 -9.146.136,51 -80,45% 

  Patrim Liq 2006 2.912.337,00 569.266,77 -2.343.070,23 -80,45% 

  Empregados 2006 9.447,00 1.096,13 -8.350,87 -88,40% 

  Receita Bruta 2006 3.269.064,00 3.269.064,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 546.083,00 546.083,00 0,00 0,00% 
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43 Souza Cruz 0,64       

  Ativo Total 2006 1.824.491,58 1.172.034,39 -652.457,19 -35,76% 

  Patrim Liq 2006 786.112,00 504.990,16 -281.121,84 -35,76% 

  Empregados 2006 6.517,00 2.278,33 -4.238,67 -65,04% 

  Receita Bruta 2006 1.927.821,00 2.171.653,81 243.832,81 12,65% 

  Lucro Liq 2006 385.474,00 385.474,00 0,00 0,00% 

44 Suzano Papel 0,18       

  Ativo Total 2006 4.526.155,75 794.127,71 -3.732.028,04 -82,45% 

  Patrim Liq 2006 1.887.362,00 293.681,75 -1.593.680,25 -84,44% 

  Empregados 2006 3.241,00 568,64 -2.672,36 -82,45% 

  Receita Bruta 2006 1.254.478,00 1.254.478,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 207.526,00 207.526,00 0,00 0,00% 

45 Tractebel 0,77       

  Ativo Total 2006 2.267.706,74 1.742.388,03 -525.318,71 -23,17% 

  Patrim Liq 2006 1.293.064,00 380.789,34 -912.274,66 -70,55% 

  Empregados 2006 905,00 695,35 -209,65 -23,17% 

  Receita Bruta 2006 1.126.279,00 1.196.228,23 69.949,23 6,21% 

  Lucro Liq 2006 457.973,00 457.973,00 0,00 0,00% 

46 Transmissão Paulist 0,09       

  Ativo Total 2006 2.440.152,48 222.670,00 -2.217.482,48 -90,87% 

  Patrim Liq 2006 1.751.873,00 115.077,40 -1.636.795,60 -93,43% 

  Empregados 2006 2.412,00 220,10 -2.191,90 -90,87% 

  Receita Bruta 2006 618.804,00 618.804,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 55.076,00 55.076,00 0,00 0,00% 

47 Usiminas 0,59       

  Ativo Total 2006 6.709.148,74 3.958.339,22 -2.750.809,52 -41,00% 

  Patrim Liq 2006 4.892.388,00 1.302.667,50 -3.589.720,50 -73,37% 

  Empregados 2006 8.074,00 4.763,59 -3.310,41 -41,00% 

  Receita Bruta 2006 3.175.635,00 5.121.414,84 1.945.779,84 61,27% 

  Lucro Liq 2006 1.176.549,00 1.176.549,00 0,00 0,00% 

48 V C P 0,26       

  Ativo Total 2006 4.193.242,28 1.096.198,80 -3.097.043,48 -73,86% 

  Patrim Liq 2006 2.394.161,00 317.745,18 -2.076.415,82 -86,73% 

  Empregados 2006 3.498,00 914,45 -2.583,55 -73,86% 

  Receita Bruta 2006 1.189.324,00 1.189.324,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 306.755,00 306.755,00 0,00 0,00% 

49 Vale R Doce 0,50       

  Ativo Total 2006 46.843.877,92 23.308.641,15 -23.535.236,77 -50,24% 

  Patrim Liq 2006 18.287.540,00 5.593.989,98 -12.693.550,02 -69,41% 

  Empregados 2006 26.006,00 12.940,10 -13.065,90 -50,24% 

  Receita Bruta 2006 8.803.889,00 18.749.165,44 9.945.276,44 112,96% 

  Lucro Liq 2006 6.282.042,00 6.282.042,00 0,00 0,00% 

50 Whirlpool 0,33       

  Ativo Total 2006 1.627.144,06 539.301,73 -1.087.842,33 -66,86% 

  Patrim Liq 2006 921.338,00 269.920,62 -651.417,38 -70,70% 

  Empregados 2006 14.313,00 1.138,79 -13.174,21 -92,04% 

  Receita Bruta 2006 1.793.558,00 1.793.558,00 0,00 0,00% 

  Lucro Liq 2006 159.747,00 159.747,00 0,00 0,00% 
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EFICIÊNCIA BCC – PARA EFEITOS DE COMPARAÇÃO COM EFICIÊNCIA 
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Baixar livros de Literatura
Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matemática
Baixar livros de Medicina
Baixar livros de Medicina Veterinária
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC
Baixar livros Multidisciplinar
Baixar livros de Música
Baixar livros de Psicologia
Baixar livros de Química
Baixar livros de Saúde Coletiva
Baixar livros de Serviço Social
Baixar livros de Sociologia
Baixar livros de Teologia
Baixar livros de Trabalho
Baixar livros de Turismo
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