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Abstract

In this work, we study the Artin braid group,B(n), and the con�guration
spaces (ordered and unordered) of a path connected manifold of dimension≥ 2. The
fundamental group of con�guration space (unordered) of IR2 is identi�ed with the Artin
braid group. This identi�cation is used to conclude that the con�guration space ofIR2

is an Eilenberg-MacLane space of typeK(B(n), 1). Therefore, it can be proved that the
braid group B(n) contains no nontrivial element of the �nite order. We use this fact to
prove a generalization of a 2−dimensional version of the Borsuk-Ulam theorem presented
by Connett [3].

Keywords: Braids, Borsuk-Ulam Theorem, Con�guration spaces, Group
actions, Homotopy, Covering spaces, Eilenberg-MacLane spaces.



Resumo

Neste trabalho, apresentamos o grupo de tranças de Artin,B(n), e os espa-
ços de con�gurações (ordenado e não ordenado) de uma variedade conexa por caminhos de
dimensão ≥ 2, a �m de identi�car o grupo fundamental do espaço de con�gurações (não
ordenado) de IR2 com o grupo de tranças de Artin. Usamos este fato para concluir que
o espaço de con�gurações de IR2 é um espaço de Eilenberg-MacLane do tipoK(B(n), 1).
Deste modo pode ser provado que o grupo de tranças B(n) não possui elementos não
triviais de ordem �nita, e usamos este fato na demonstração de uma generalização da
versão bi-dimensional do teorema de Borsuk-Ulam apresentado por Connett [3].

Palavras-chave: Tranças, Teorema de Borsuk-Ulam, Espaço de Con�gu-
rações, Ação de Grupos, Homotopia, Recobrimento, Espaços de Eilenberg-MacLane.
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Introdução

Tranças estão entre as mais velhas invenções da humanidade. Elas são
usadas com vários propósitos como fazer corda, decoração, penteados, etc.

Como objetivo matemático elas foram introduzidas pelo alemão Emil Artin
em 1925 com o propósito de usá-las no estudo de nós e elos (links). Hoje existem aplicações
de tranças em várias áreas da Matemática, como por exemplo: topologia, geometria, teoria
de singularidades, sistemas dinâmicos, etc.

Neste trabalho, nosso objetivo principal é apresentar o grupo de tranças de
Artin e identi�cá-lo com o grupo fundamental do espaço de con�gurações den pontos de
IR2, Cn(IR2).

No capítulo 1, estudamos os requisitos fundamentais para o seguimento do
trabalho, que são: espaços de recobrimento; �brações; equações diferenciais; e ação de um
grupo sobre um espaço topológico.

No capítulo 2, apresentamos os espaços com estrutura de complexo CW e
as principais propriedades desses espaços a �m de demonstrar que todo espaço de recobri-
mento de um complexo CW �nito dimensional possui uma decomposição CW. Ainda neste
capítulo, de�nimos espaços de Eilenberg-MacLane e apresentamos os espaços lenticulares,
K(Zm, 1).

No capítulo 3 desenvolvemos nosso objetivo principal e também introduzi-
mos a presentação do grupo de tranças.

O capítulo 4 encerra nosso trabalho com uma generalização dos teoremas
de Borsuk-Ulam e Ljusternik-Schnirelmann.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos alguns conceitos e resultados fundamentais
para o que será desenvolvido nos capítulos seguintes. Primeiramente, introduzimos o
conceito de espaços de recobrimento, levantamento de caminhos e de homotopias e de-
monstramos o Lema Geral do Levantamento. Ainda nesta seção é demonstrado que todo
subgrupo do grupo fundamental de um espaçoX conexo, localmente conexo por caminhos
e semilocalmente 1−conexo, pode ser realizado como grupo fundamental de um espaço
de recobrimento deX, Teorema 1.1.20. Em seguida, apresentamos grupos de homotopia,
algumas propriedades de �brações, e a sequência de homotopia de uma �bração. Discuti-
mos brevemente sobre variedades e equações diferenciais onde vários lemas irão garantir
muitas a�rmações no capítulo 3. Finalmente de�nimos ação de grupos e apresentamos
alguns resultados que serão citados ao longo do trabalho.

1.1 Espaços de recobrimento e Homotopia

De�nição 1.1.1 Sejam E e B espaços topológicos e p : E → B uma função contínua
e sobrejetiva. Um subconjunto aberto U de B é dito igualmente recoberto por p se a
imagem inversa p−1(U) pode ser escrita como união disjunta de subconjuntos abertosVα

de E tais que para cada α, a restrição de p a Vα é um homeomor�smo de Vα em U . A
coleção {Vα}α é dita partição de p−1(U) em "folhas".

8



1 Preliminares 9

De�nição 1.1.2 Seja p : E → B contínua e sobrejetiva. Se todo ponto b ∈ B possui
uma vizinhança U que é igualmente recoberta por p, então p é chamada função de re-
cobrimento, ou simplesmente recobrimento, e (E, p) é dito espaço de recobrimento de
B.

Exemplo 1.1.3 (IR, exp), exp : IR → S1; exp(t) = e2πit, é um espaço de recobrimento
de S1.

Exemplo 1.1.4 Se p : E → B é um homeomor�smo, então (E, p) é um espaço de
recobrimento de B.

Exemplo 1.1.5 Para qualquer inteiro positivo n a função p : S1 → S1 de�nida por
p(z) = zn é um recobrimento.

De�nição 1.1.6 Seja p : E → B uma função. Se f é uma função contínua deX em B,
um levantamento de f é uma função contínua f̃ : X → E tal que p ◦ f̃ = f .

E

p

²²
X

f //

f̃
>>}

}
}

}
B

Ou seja, um levantamento é uma função f̃ que faz o diagrama acima comutar como
indicado.

No que segue I denotará o intervalo fechado [0, 1] de IR.

Lema 1.1.7 Seja p : E → B um recobrimento com p(e0) = b0. Qualquer caminho
f : I → B começando em b0 (ou seja, f(0) = b0) tem um único levantamento f̃ : I → E

começando em e0.

Dem.: [13]

Lema 1.1.8 Seja p : E → B um recobrimento com p(e0) = b0. Se F : I × I → B é uma
função contínua tal que F (0, 0) = b0, então existe um único levantamento F̃ : I × I → E

de F tal que F̃ (0, 0) = e0.
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Além disso, se F é homotopia de caminhos então F̃ é homotopia de caminhos, ou seja,
se F ({0} × I) = {b0} e F ({1} × I) = {b1} então F̃ ({0} × I) = {e0} e F̃ ({1} × I) = {e1}
com p(e1) = b1.

Dem.: [13]

Corolário 1.1.9 Seja p : E → B um recobrimento com p(e0) = b0. Sejam f e g dois
caminhos em B de b0 a b1. Sejam f̃ e g̃ seus respectivos levantamentos começando eme0.
Se f e g são caminhos homotópicos então f̃ e g̃ são caminhos homotópicos e terminam
no mesmo ponto.

Dem.: Seja F : I × I → B a homotopia entre os caminhos f e g. Então F (0, 0) = b0.
Seja F̃ : I×I → E o levantamento deF começando em e0 com F̃ (0, 0) = e0.
Pelo lema anterior F̃ é homotopia de caminhos; assim F̃ ({0} × I) = {e0} e

F̃ ({1} × I) = {e1} com p(e1) = b1 .
A restrição F̃ |I×{0} de F̃ é um caminho começando em e0 que é o levanta-

mento de F |I×{0}. Pela unicidade do levantamento de caminhos temos F̃ (s, 0) = f̃(s).
Analogamente F̃ |I×{1} é um caminho em E que levanta F |I×{1} e começa

em e0 pois F ({0} × I) = {e0}. Pela unicidade temos F̃ (s, 1) = g̃(s).
Consequentemente f̃ e g̃ terminam em e1 e F̃ é a homotopia entre eles.

Relembremos que dado um espaço topológicoX com ponto base x0, o con-
junto dos laços em X baseados em x0 é de�nido por

F1(X, x0) = {f : (I, ∂I) → (X, x0) : f é contínua}

sendo ∂I = {0, 1} o bordo do intervalo unitário I = [0, 1].
Se ' denota a relação homotopia de laços emX baseados em x0 temos o

grupo fundamental de (X, x0) de�nido por

π1(X, x0) =
F1(X, x0)

'
ou seja, π1(X, x0) é o conjunto das classes de homotopia de caminhos dos laços de
F1(X, x0).
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Se denotarmos [f ] a classe de f ∈ F1(X, x0) em π1(X, x0), temos que a
operação [f ].[g] = [f ∗ g] é bem de�nida, sendo

f ∗ g(t) =





f(2t) t ∈ [0, 1/2]

g(2t− 1) t ∈ [1/2, 1]
.

Tal operação torna π1(X, x0) um grupo, com elemento neutro dado pelo laço constante
igual a x0 e para cada f ∈ F1(X, x0), f ∈ F1(X, x0) de�nida por f(t) = f(1−t) representa
o laço inverso de f e [f ] ∈ π1(X, x0) representa o inverso de [f ] em π1(X, x0), ou seja,
[f ].[f ] = [f ].[f ] = [x0].

No que segue, listaremos algumas propriedades de espaços de recobrimento
e grupo fundamental, os quais serão usados posteriormente neste trabalho.

Teorema 1.1.10 Seja p : E → B um recobrimento, E um espaço conexo por caminhos
e p(e0) = b0. Então p∗ : π1(E, e0) → π1(B, b0) é monomor�smo.

Dem.: Seja [h] ∈ π1(E, e0) tal que p∗([h]) = 0. Então [p◦h] = 0 e assim p◦h é homotópico
ao laço constante b0.

Seja F : I × I → B a homotopia entre p ◦ h e b0.
Tome F̃ : I×I → E o levantamento deF a partir de e0 ou seja, F (0, 0) = e0.
Como h é levantamento de p◦h e o laço constante e0 é levantamento do laço

constante b0, temos pelo teorema anterior que F̃ é homotopia entre h e e0; logo [h] = 0.
Portanto p∗ é injetora.

Os espaços de recobrimento constituem ferramenta extremamente útil para
o cálculo dos grupos fundamentais de certos espaços. O resultado seguinte nos diz que o
grupo fundamental é ferramenta muito útil para caracterizar levantamentos.

Lema 1.1.11 (Lema Geral do Levantamento) Seja p : E → B um recobrimento com
p(e0) = b0. Seja f : Y → B uma função contínua com f(y0) = b0. Suponhamos que Y seja
conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos. A funçãof tem um levantamento
f̃ : Y → E tal que f̃(y0) = e0 se, e somente se, f∗(π1(Y, y0)) ⊂ p∗(π1(E, e0)). Mais ainda,
se f̃ existe ele é unico.
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Dem.: (⇒) Se f̃ existe, então p◦f̃ = f ⇒ p∗◦f̃∗ = f∗ ⇒ f∗(π1(Y, y0)) = p∗(f̃∗(π1(Y, y0))) ⊂
p∗(π1(E, e0)).

(⇐) Primeiro provemos que se f̃ existe ele é único.
Dado y1 ∈ Y , escolhemos um caminho α em Y de y0 a y1. Tome o caminho

f ◦ α em B e seu levantamento γ em E começando em e0. Se o levantamento f̃ existe,
então f̃(y1) é igual ao ponto �nal γ(1) do caminho γ, pois f̃ ◦α é o levantamento de f ◦α
que começa em e0, e o levantamento de caminhos é único.

(E, e0)

p

²²
(I, 0)

γ
44jjjjjjjjjjjjjjjjjjj

α
// (Y, y0) f

//
f̃

::t
t

t
t

t
(B, b0)

A prova da unicidade de f̃ sugere uma de�nição para ele:
Dado y1 ∈ Y escolha um caminho α em Y de y0 a y1. Seja γ o caminho em E começando
em e0 que é levantamento de f ◦ α, então de�na f̃(y1) = γ(1).

Mostremos agora que f̃ é contínuo. Dado N vizinhança de f̃(y1) encontra-
remos uma vizinhançaW de y1 tal que f̃(W ) ⊂ N . Primeiro escolha uma vizinhança U
de f(y1) que é igualmente recoberta por p, ou seja, p−1(U) = ∪iVi, Vi abertos disjuntos
de E e p|Vi

: Vi → U homeomor�smo para cada i.
Seja V0 o aberto que contém f̃(y1) e denotemos p|V0 = p0. Passando a uma

vizinhança menor se necessário, podemos assumir que V0 ⊂ N . Agora escolhemos uma
vizinhança W de y1 que é conexa por caminhos e está em f−1(U) (isso é possível pois f
é contínua e Y é localmente conexo por caminhos). A�rmamos que f̃(W ) ⊂ V0.

De fato, dado y ∈ W tome β um caminho em W de y1 a y. Considere o
caminho f ◦ β e seu levantamento, começando em f̃(y1), que é o caminho δ = p−1

0 ◦ f ◦ β
em E. Então γ ∗ δ está de�nido e é o levantamento do caminho f ◦ (α ∗ β) que começa
em e0. Pela de�nição, f̃(y) é igual ao ponto �nal do caminho γ ∗ δ, que está em V0.

Finalmente veremos que f̃ está bem de�nida.
Dados dois caminhos α e β em Y de y0 a y1, suas imagens f ◦ α e f ◦ β são

caminhos em B. Sejam γ e δ seus respectivos levantamentos começando em e0. Temos
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que mostrar que γ(1) = δ(1).
Seja ε o levantamento do caminho f ◦ β (onde β(t) = β(1− t)), em E que

começa em γ(1). Então γ ∗ ε está de�nido e é o levantamento do laço (f ◦ α) ∗ (f ◦ β) =

f ◦ (α ∗ β) em B.
A classe de homotopia desse laço é f∗([α ∗ β]) que por hipótese está em

p∗(π1(E, e0)). Então existe Φ laço em E começando em e0 tal que

p∗([Φ]) = f∗([α ∗ β]) ⇒ [p ◦ Φ] = [f ◦ (α ∗ β)].

Assim o caminho p ◦Φ é homotópico ao caminho f ◦ (α ∗β) e então seus levantamentosΦ

e γ ∗ ε, respectivamente, a partir de e0, são caminhos homotópicos e terminam no mesmo
ponto. Logo γ ∗ ε(1) = ε(1) = Φ(1) = e0. Mas ε é o levantamento de f ◦β que começa em
γ(1) e termina em e0, então ε é o levantamento de f ◦ β que começa em e0 e termina em
γ(1). Pela unicidade do levantamento de caminhos temos ε = δ ⇒ ε(1) = γ(1) = δ(1).

Agora queremos responder a seguinte questão: dado um espaçoX com
x0 ∈ X e G um subgrupo de π1(X, x0), quando existe um espaço de recobrimento (X̃, p)

de X (e um ponto x̃0 ∈ p−1(x0)) com G = p∗(π1(X̃, x̃0))?
Em outras palavras, para quais espaçosX tem-se que todo subgrupoG do

grupo fundamental de X pode ser realizado como grupo fundamental de um espaço de
recobrimento de X?

Para responder esta questão começamos com a seguinte de�nição:

De�nição 1.1.12 Seja G um subgrupo de π1(X, x0) e seja P (X, x0) a família de todos
os caminhos f em X com f(0) = x0. De�nimos f1 ∼ f2 (f1 ∼ f2 mod G) se:

i) f1(1) = f2(1)

ii) [f1 ∗ f2] ∈ G, onde f 2(t) = f2(1− t).

Veri�ca-se sem maiores di�culdades que esta relação de�ne uma relação de
equivalência em P (X, x0).
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De�nição 1.1.13 Seja (X, x0) espaço com ponto base x0 e G um subgrupo de π1(X, x0).
Denotamos as classes de equivalência de f ∈ P (X, x0) por < f >G e de�nimos X̃G como
o conjunto de todas essas classes de equivalência. Se e0 é o caminho constante igual a
x0, de�nimos x̃0 =< e0 >G∈ X̃G. Finalmente de�nimos a função p : X̃G → X por
p(< f >G) = f(1).

É claro que p(x̃0) = x0. Mostraremos que, com algumas condições sobreX, o conjunto
X̃G pode ser topologizado para que (X̃G, p) seja um espaço de recobrimento de X com
p∗(π1(X̃G, x̃0)) = G

De�nição 1.1.14 Se f ∈ P (X, x0) e U é uma vinhança de f(1), então uma continuação
de f em U é um caminho F ∈ P (X, x0) da forma F = f ∗λ, onde λ(0) = f(1) e λ(I) ⊂ U .

De�nição 1.1.15 Seja x̃ =< f >G e seja U uma vizinhança de f(1) em X. Então

(U, x̃) = (U,< f >G) =
{
< F >G∈ X̃G : F é continuação de f em U

}

Lema 1.1.16 Seja (X, x0) espaço com ponto base x0 e G um subgrupo de π1(X, x0).
Então os subconjuntos (U, x̃) formam uma base para uma topologia de X̃G de forma que
p : X̃G → X seja contínua. Além disso, seX é conexo por caminhos então p é sobrejetora.

Dem.: Seja x̃ =< f >G∈ X̃G e seja e o caminho constante em X igual a f(1). Para
toda vizinhança U de f(1), a função F = f ∗ e é uma continuação de f em U . Assim
x̃ =< f >G=< F >G∈ (U, x̃).

Mostremos que se ỹ ∈ (U, x̃) então (U, x̃) = (U, ỹ).
Tomemos então ỹ ∈ (U, x̃); assim temos que:

ỹ =< F >G=< f ∗ λ >G

para alguma curva λ tal que λ(0) = f(1) e λ(I) ⊂ U. Se z̃ ∈ (U, x̃) então

z̃ =< F
′
>G=< f ∗ µ >G

onde µ(0) = f(1) e µ(I) ⊂ U .
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Assim

F
′ ∼ f ∗ µ ∼ (f ∗ λ) ∗ (λ ∗ µ) ∼ F ∗ (λ ∗ µ)

e como (λ ∗ µ)(0) = λ(0) = λ(1) = F (1) e (λ ∗ µ)(I) ⊂ U , temos

z̃ =< F
′
>G=< F ∗ (λ ∗ µ) >G∈ (U, ỹ)

e assim (U, x̃) ⊂ (U, ỹ).
Agora, como ỹ =< F >G, F ∼ f ∗ λ temos

F ∗ λ ∼ f ⇒ x̃ =< f >G=< F ∗ λ >G∈ (U, ỹ)

logo, (U, ỹ) ⊂ (U, x̃).
Se z̃ ∈ (U, x̃) ∩ (V, ỹ) então

(U, x̃) = (U, z̃) e (V, ỹ) = (V, z̃) ⇒ z̃ ∈ (U ∩ V, z̃) ⊂ ((U, z̃) ∩ (V, z̃)).
Assim B = {(U, x̃) = (U,< f >G)} é uma base para a topologia de X̃G.
Mostremos agora que p : X̃G → X é contínua.
Se x̃ ∈ X̃G e U é uma vizinhança de p(x̃) em X, temos que:

z ∈ p((U, x̃)) ⇒ ∃ ỹ ∈ (U, x̃) tal que p(ỹ) = z ⇒ ỹ =< F >G

onde F ∼ f ∗ λ com λ(0) = f(1) e λ(I) ⊂ U e p(ỹ) = F (1) = z. Agora F (1) = λ(1) ∈
U ⇒ z ∈ U logo p((U, x̃)) ⊂ U ⇒ (U, x̃) ⊂ p−1(U) ⇒ p−1(U) é aberto em X̃G.

Finalmente, se X é conexo por caminhos, ∀x ∈ X existe um caminho f em
X de x0 até x, então < f >G∈ X̃G e p(< f >G) = f(1) = x. Logo p é sobrejetora.

Lema 1.1.17 Seja (X, x0) espaço com ponto base x0 e G um subgrupo de π1(X, x0). Todo
caminho f em X começando em x0 pode ser levantado a um caminho f̃ em X̃G começando
em x̃0 e terminando em < f >G.

Dem.: Para t ∈ I de�na ft : I → X por ft(s) = f(ts). Cada ft é um caminho em X

começando em x0, assim, ft ∈ P (X, x0), f0 = e0 (caminho constante igual a x0) e f1 = f .
De�na f̃ : I → X̃G por f̃(t) =< ft >G.
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Observe que f̃(0) =< f0 >G=< e0 >G= x̃0 e que f̃(1) =< f1 >G=< f >G. Além disso,
para cada t ∈ I, p ◦ f̃(t) = p(< ft >G) = ft(1) = f(t), logo p ◦ f̃ = f e só resta provar
que f̃ é contínua.

Seja t0 ∈ I e (U, f̃(t0)) um aberto básico que contém f̃(t0). Desde que f é
contínua existe um intervalo abertoV vizinhança de t0 em I tal que f(V ) ⊂ U , e teremos
f̃(V ) ⊂ (U, f̃(t0)); de fato:
se t ∈ V então f̃(t) =< ft >G e ft é uma continuação de ft0 em U . É simples mostrar que
ft = ft0 ∗ λ para algum caminho λ com λ(0) = ft0(1) = f(t0) e λ(I) ⊂ U : se t > t0 então
λ = f ◦h onde h : I → [t0, t] é o homeomor�smo de�nido porh(s) = (1−s)t0+st; se t < t0

então λ = f ◦h′ sendo h′ : I → [t, t0] o homeomor�smo de�nido por h′(s) = (t− t0)s+ t0.

Corolário 1.1.18 Se (X, x0) é um espaço com ponto base x0 e G é subgrupo de π1(X, x0)

então X̃G é conexo por caminhos.

Dem.: Acima mostramos que ∀x̃ ∈ X̃G, x̃ =< f >G, existe f̃ : I → X̃G dada por
f̃(t) =< ft >G tal que f̃(0) = x̃0 e f̃(1) = x̃.

De�nição 1.1.19 Um espaço X é semilocalmente 1−conexo se cada x ∈ X tem uma
vizinhança U tal que i∗ : π1(U, x) → π1(X, x) é a função nula, onde i∗ é a induzida da
inclusão de U em X.

Equivalentemente temos que um espaçoX é semilocalmente 1−conexo se
cada x ∈ X tem uma vizinhança U com a propriedade: todo caminho fechado em U

baseado em x é homotópico ao caminho constante cx : I → X (cx(t) = x, ∀ t ∈ I), ou
seja, dado γ : (I, {0, 1}) → (X, x), existe H : (I × I, {0, 1} × I) → (X, x) contínua, tal
que H(s, 0) = γ(s) e H(s, 1) = x ∀ s ∈ I.

Teorema 1.1.20 Seja (X, x0) espaço com ponto base x0 e G um subgrupo de π1(X, x0).
Se X é conexo, localmente conexo por caminhos e semilocalmente1−conexo, então (X̃G, p)

é um espaço de recobrimento deX com p∗(π1(X̃G, x̃0)) = G.
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Dem.: Seja x ∈ X. Como X é semilocalmente 1−conexo, existe uma vizinhançaW de
x tal que todo caminho fechado emW é homotópico ao caminho constante cx : I → X.
Como X é localmente conexo por caminhos, existe uma vizinhança conexa por caminhos
U de x tal que U ⊂ W e é claro que todo caminho fechado emU é homotópico ao caminho
constante em X.

Mostraremos que U é igualmente recoberto por p, e isto mostrará que
(X̃G, p) é um espaço de recobrimento deX (já mostramos que X̃G é conexo por caminhos
e que p é contínua e sobrejetora).

Seja x̃ ∈ p−1(x), assim x̃ =< f >G onde f é um caminho em X de x0 a x.
Para provar que U é igualmente recoberto por p mostraremos que (U, x̃) é a folha sobre
U contendo x̃.

Primeiro, p|(U,x̃) : (U, x̃) → U é sobrejetora. Se y ∈ U , existe um caminho
λ em U de x a y. Então f ∗ λ é uma continuação de f em U . Consequentemente
< f ∗ λ >G ∈ (U, x̃), e p|(U,x̃)(< f ∗ λ >G) = (f ∗ λ)(1) = λ(1) = y.

Segundo, p|(U,x̃) é injetora. Suponhamos que ỹ, z̃ ∈ (U, x̃) e p(ỹ) = p(z̃).
Agora z̃ =< f ∗ µ >G onde µ(0) = f(1) = x e µ(I) ⊂ U , da mesma forma ỹ =< f ∗ λ >G

onde λ(0) = f(1) = x e λ(I) ⊂ U . Como p(z̃) = p(ỹ) temos λ(1) = µ(1), assim λ ∗ µ é
um caminho fechado em U baseado em x. Pela escolha de U temos λ ∗ µ homotópico ao
caminho constante x em X. Assim, f ∗ λ ∗ µ ∗ f é homotópico a constante emX e então
[f ∗ λ ∗ µ ∗ f ] = 1 em π1(X, x0) ⇒ [f ∗ λ ∗ µ ∗ f ] ∈ G ⇒ f ∗ λ ∼ f ∗ µ mod G, e assim
< f ∗ λ >G=< f ∗ µ >G ⇒ ỹ = z̃.

Terceiro, p|(U,x̃) é uma função aberta. Toda vizinhança W̃ de x̃ em X̃G

contém um conjunto da forma (U, x̃), onde U é como o escolhido no primeiro parágrafo.
Mas para tal U sabemos que p((U, x̃)) = U . Agora (U, x̃) ⊂ W̃ ⇒ p((U, x̃)) ⊂ p(W̃ ) ⇒
U ⊂ p(W̃ ) ⇒ p(W̃ ) é aberto em X. Segue então que p|(U,x̃) é homeomor�smo.

A seguir mostraremos que p−1(U) =
⋃

x̃∈p−1(x)

(U, x̃). Claramente p−1(U) con-

tém a união.
Seja ỹ ∈ X̃G / p(ỹ) ∈ U ⇒ ỹ =< f >G e f(1) ∈ U . Como U é conexo

por caminhos, existe λ caminho em U de f(1) a x. Então f ∗ λ é continuação de f em
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U ; assim x̃ de�nido por x̃ =< f ∗ λ >G está na �bra sobre x. Agora (f ∗ λ) ∗ λ é uma
continuação de f ∗ λ em U , assim < (f ∗ λ) ∗ λ >G∈ (U, x̃). Mas

ỹ =< f >G=< (f ∗ λ) ∗ λ >G

então ỹ ∈ ∪x̃(U, x̃).

Como cada (U, x̃) é aberto em X̃G, resta provar que as folhas são disjuntas
duas a duas. Já vimos que se ỹ ∈ (U, x̃) então (U, x̃) = (U, ỹ). Se x̃1, x̃2 ∈ p−1(x) e se
∃ ỹ ∈ (U, x̃1) ∩ (U, x̃2) ⇒ (U, x̃i) = (U, ỹ) para i = 1, 2 ⇒ (U, x̃1) = (U, x̃2). Assim está
provado que (X̃G, p) é espaço de recobrimento deX.

Finalmente mostremos quep∗(π1(X̃G, x̃0)) = G. Seja [f ] ∈ π1(X, x0). Como
(X̃G, p) é recobrimento de X, existe um único levantamento f̃ de f , com f̃(0) = x̃0. Pelo
lema 1.1.17, f̃(t) =< ft >G, onde ft é um caminho de x0 a f(t).

Agora,
[f ] ∈ p∗(π1(X̃G, x̃0)) ⇔ f̃ é caminho fechado com f̃(0) = f̃(1) = x̃0. Mas f̃(0) = f̃(1) ⇔
f ∼ e0 mod G⇔ [f ] = [f ∗ e−1

0 ] ∈ G, assim G = p∗(π1(X̃G, x̃0)).

1.2 Grupos de Homotopia e Fibrações

O grupo fundamental pode ser generalizado naturalmente da seguinte forma:
Dados um espaço topológico X com ponto base x0 e um natural n ≥ 1,

considere o conjunto Fn(X, x0) = {f : (In, ∂In) → (X, x0); f é contínua} , sendo ∂In o
bordo do cubo n−dimensional In, de�nido por

∂In = {(t1, ..., tn) ∈ In; ti ∈ {0, 1} para algum i = 1, 2, ..., n} .

Dizemos que f, g ∈ Fn(X, x0) são homotópicas se existe

H : (In × I, ∂In × I) → (X, x0)

contínua tal que
H(s, 0) = f(s) e H(s, 1) = g(s) ∀ s ∈ In

e denotamos f ' g.
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Veri�ca-se (de maneira similar à homotopia de caminhos) que' de�ne uma
relação de equivalência. Portanto podemos de�nir on−ésimo grupo de homotopia de
(X, x0) por

πn(X, x0) =
Fn(X, x0)

'
munido da operação [f ].[g] = [f ∗ g] sendo

f ∗ g(t1, ..., tn) =





f(2t1, t2, ..., tn) (t1, ..., tn) ∈ [0, 1/2]× In−1

g(2t1 − 1, t2, ..., tn) (t1, ..., tn) ∈ [1/2, 1]× In−1
.

De forma semelhante aos cálculos desenvolvidos noπ1(X, x0), veri�ca-se que
a operação acima é bem de�nida e faz deπn(X, x0) um grupo (o qual é abeliano sen ≥ 2)
com elemento neutro e inverso de�nidos respectivamente como as aplicações constante
igual a x0 e [f ]−1 = [f ], onde f(t1, .., tn) = f(1− t1, ..., tn).

Se o espaço X é conexo por caminhos então πn(X, x0) ∼= πn(X, x1) para
qualquer n ≥ 1 e quaisquer x0, x1 ∈ X. Desta forma quando X é conexo por caminhos
podemos denotar πn(X, x0) por πn(X), sem mencionar o ponto base x0. Para um estudo
mais detalhado desses grupos sugerimos as referências [14] e [17].

Espaços de recobrimento desempenham papel crucial no estudo do grupo
fundamental. Para o estudo dos grupos de homotopia de ordem superior necessitamos de
uma generalização dos espaços de recobrimento, que são as �brações.

De�nição 1.2.1 Uma aplicação contínua p : E → B possui a propriedade do levan-
tamento de homotopia (PLH) com respeito a um espaço X se o seguinte diagrama
comutativo pode ser completado como indicado

X
f //

i
²²

E

p

²²
X × I

F
//

F̃

;;x
x

x
x

x
B

ou seja, dada f : X → E contínua e uma homotopia F : X × I → B; F (x, 0) =

p ◦ f(x), ∀x ∈ X, então existe F̃ : X × I → E homotopia tal que F̃ (x, 0) = f(x) e
p ◦ F̃ = F .
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De�nição 1.2.2 Dizemos que uma aplicação p : E → B é uma �bração se ela possui a
PLH com respeito a qualquer espaço topológicoX. O espaço E é chamado espaço total
da �bração, B é chamado espaço base e p−1(b0), b0 ∈ B, é a �bra sobre b0.

Exemplo 1.2.3 Sejam B e F espaços topológicos. Então a projeção π1 : B × F → B é
uma �bração.

Exemplo 1.2.4 Se p : E → B é recobrimento então p é �bração com �bra discreta. (cf.
[14]).

Lema 1.2.5 Seja p : E → B uma �bração e f, g : X → B funções homotópicas. Se
f possui levantamento f̃ então g também possui um levantamento g̃ e além disso f̃ é
homotópica a g̃.

Dem.: Por hipótese existe F : X × I → B homotopia tal que F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) =

g(x), ∀x ∈ X e existe f̃ : X → E; p ◦ f̃ = f .

X × {0} f̃ //

i

²²

E

p

²²
X × I

F //

F̃

;;v
v

v
v

v
B

Como p é �bração⇒ ∃ F̃ : X × I → E; F̃ (x, 0) = f̃(x), ∀ x ∈ X e p ◦ F̃ = F .
Tome g̃ : X → E dada por g̃(x) = F̃ (x, 1). Então

p ◦ g̃(x) = p ◦ F̃ (x, 1) = F (x, 1) = g(x)

e portanto g̃ é levantamento de g e f̃ é homotópica a g̃.

Corolário 1.2.6 Seja p : E → B uma �bração e f : X → B homotópica à função
constante b0 = p(e0). Então f possui levantamento f̃ : X → E.

Dem.: A função constante possui levantamento α : X → E; α(x) = e0, ∀x ∈ X. Logo
pelo lema anterior, f possui levantamento f̃ que é homotópico a constante e0.

De�nição 1.2.7 A função p : E → B é chamada �bração fraca se p tem a PLH com
respeito aos cubos {In}n≥0.



1 Preliminares 21

De�nição 1.2.8 A função p : E → B é chamada �bração localmente trivial com �bra
F , se para todo b ∈ B existe um aberto Ub ⊂ B e um homeomor�smo h : Ub×F → p−1(Ub)

tal que p ◦ h = π onde π : Ub × F → Ub é a projeção.

Observamos que se p : E → B é uma �bração localmente trivial então p é
�bração fraca. (cf. [14] p.364).

Se (E, e0) e (B, b0) são espaços com ponto base e0 e b0 respectivamente,
p : (E, e0) → (B, b0) é uma �bração (fraca) eF = p−1(b0), então essa �bração é usualmente
denotada por

F // E // B

Dada uma �bração p : E → B tal que B é conexo por caminhos então
p−1(b) tem o mesmo tipo de homotopia que p−1(a) para quaisquer a, b ∈ B, (cf. [14] ou
[15]).

Uma das principais propriedades relacionando grupos de homotopia e �bra-
ções pode ser resumida no seguinte teorema:

Teorema 1.2.9 Dada uma �bração fraca F // E // B existe uma sequência exata
longa

... // πn(F, e0)
j∗ // πn(E, e0)

p∗ // πn(B, b0)
∆ // πn−1(F, e0)

j∗ // ...

... // π1(E, e0)
p∗ // π1(B, b0)

∆ // π0(F )
j∗ // π0(E) // π0(B)

sendo π0(F ), π0(E) e π0(B) os conjuntos das componentes conexas deF,E e B respecti-
vamente.

Dem.: [14] ou [17].

Exemplo 1.2.10 Considere a �bração Z // IR
exp // S1 . Temos para tal �bração a

seguinte sequência exata:

... // πn(Z)
i∗ // πn(IR)

exp∗ // πn(S1)
∆ // πn−1(Z) // ...

Como Z é discreto e IR é contrátil, temos πn(Z) = πn(IR) = 0, ∀n ≥ 1, logo πn(S1) =

0, ∀n ≥ 2.
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Exemplo 1.2.11 Seja X o espaço formado pela união de dois círculos com um ponto
x0 em comum. Chamaremos de a e b os caminhos fechados, baseados em x0, que co-
brem cada círculo homeomor�camente como indicado na �gura 1.1. Introduziremos um
espaço de recobrimento X̃ para X, que é o subconjunto do plano esboçado abaixo. Para
obter X̃ tomamos sobre os eixos retangulares, a partir da origem, quatro segmentos de
comprimento 1. A partir da extremidade livre de cada um dos quatro, tomamos três seg-
mentos de comprimento 1/2, paralelos aos eixos. A partir da extremidade livre desses
doze segmentos, tomamos três segmentos de comprimento 1/4, e assim por diante. X̃

será a união desses segmentos (em número in�nito) assim construídos. A aplicação de
recobrimento p : X̃ → X leva cada segmento horizontal sobre a e cada segmento vertical
sobre b de modo que a ordem crescente da única coordenada que varia em cada um desses
segmentos corresponda ao sentido do percurso dea e b respectivamente e que os extremos
sejam aplicados sobre x0.

p

X

a b

0 a

b

~
X

Figura 1.1:

Sendo p uma aplicação de recobrimento, ela é uma �bração com �bra dis-
creta, a qual denotaremos por F . Usaremos a sequência de homotopias para mostrar que
πi(X) = 0 para i ≥ 2.

... // πn(F )
i∗ // πn(X̃)

p∗ // πn(X) ∆ // πn−1(F ) // ...

Temos que πi(F ) = πi(X̃) = 0, ∀ i ≥ 1 pois a �bra é discreta e o espaço X̃ é contrátil
(cf. [4]). Assim, concluímos que πi(X) = 0 para i ≥ 2.
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Para o espaço X formado por n círculos unidos por um único ponto (o
espaço X é conhecido como buquê de n círculos), temos uma construção semelhante para
o espaço de recobrimento X̃, considerando agora n eixos ortogonais. Portanto temos
também πi(X) = 0 para i ≥ 2.

1.3 Variedades e equações diferenciais

Relembramos rapidamente aqui o Teorema de Picard sobre a existência e
unicidade de soluções de uma equação diferencial ordinária vetorial de primeira ordem
e utilizaremos algumas consequências desse teorema para mostrar o Lema de Isotopia e
garantir a existência de uma função especial que será usada no capítulo 3.

Seja Ω um subconjunto de IR × IRn e seja f : Ω → IRn uma aplicação
contínua e I um intervalo real não degenerado, isto é, um subconjunto conexo deIR não
reduzido a um ponto.

De�nição 1.3.1 Um problema com dados iniciais (t0, x0), ou também conhecido como
problema de Cauchy, é uma equação diferencial da forma





dx

dt
= f(t, x)

x(t0) = x0

(1.1)

De�nição 1.3.2 Uma solução para o problema de Cauchy (1.1) é uma função diferen-
ciável ϕ : I → IRn tal que

(t, ϕ(t)) ∈ Ω, ∀ t ∈ I

ϕ
′
(t) = f(t, ϕ(t)), ∀ t ∈ I

e
ϕ(t0) = x0.

Os seguintes resultados são consequência do famoso teorema de Picard sobre
existência e unicidade de soluções para o problema de Cauchy, (cf. [16]).
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Teorema 1.3.3 Seja f : [a, b]×IRn → IRn uma função contínua tal que todas as derivadas
parciais com respeito às últimas n variáveis existam e sejam contínuas para todos os
pontos de [a, b] × IRn. Então para todo (t0, x0) ∈ [a, b] × IRn existe uma única solução
ϕ : [a, b] → IRn de (1.1).

Corolário 1.3.4 Seja f : IRn → IRn uma função de classe C1, então para todo (t0, x0) ∈
IR× IRn existe uma única solução ϕ : IR → IRn do problema





dx

dt
= f(x)

x(t0) = x0.
(1.2)

Dem.: Seja m ∈ N tal que t0 ∈ [−m,m] e seja

gm : [−m,m]× IRn → IRn

de�nida por gm(t, x) = f(x). Segue do teorema anterior que existe uma única solução
ϕm : [−m,m] → IRn de (1.2).

Pela unicidade das soluções segue que sek > m então ϕk|[−m,m] = ϕm. Logo
podemos de�nir

ϕ : IR → IRn

por ϕ(t) = ϕk(t) para t ∈ [−k, k], e ϕ será a solução procurada.

Observação 1.3.5 Temos que, se V = B(0, r) ⊂ IRn e f : V → IRn é uma função de
classe C1 tal que f(x) = 0 se x ∈ ∂V , então podemos estender f em todo IRn fazendo
f(x) = 0 se x /∈ V e temos f : IRn → IRn de classe C1. Então, pelo corolário acima, para
cada (t0, x0) ∈ IR× IRn existe uma única solução ϕ : IR → IRn do problema (1.2).

Além disso,

• Se ‖x0‖ > r temos que ϕ(t) = x0, ∀ t ∈ IR é a solução do problema tal que
ϕ(t0) = x0.

• Se ‖x0‖ ≤ r temos que ‖ϕ(t)‖ ≤ r, ∀ t ∈ IR pois se existe s0 ∈ IR tal que
‖ϕ(s0)‖ > r então ψ : IR → IRn dada por ψ(t) = ϕ(s0), ∀ t ∈ IR é solução de

(∗)




dx

dt
= f(x(t))

x(t0) = ϕ(s0)
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Mas como ϕ também é solução de (∗) temos pela unicidade da solução que ϕ = ψ,
ou seja, ϕ(t) = ϕ(s0), ∀ t ∈ IR, e como ϕ(t0) = x0 temos que x0 = ϕ(s0) o que é
absurdo pois r < ‖ϕ(s0)‖ = ‖x0‖ ≤ r.

Portanto para (t0, x0) ∈ IR× V temos ϕ : IR → V .

O próximo teorema mostra a dependência contínua entre a solução e os
dados iniciais.

Teorema 1.3.6 Seja f : IRn → IRn uma função de classe C1, então a função ϕ : IR ×
IR× IRn → IRn que associa cada (t, s, y) à única solução ψ de





dx

dt
= f(x)

x(s) = y
. (1.3)

avaliada em t, ou seja, ψ(t) = ϕ(t, s, y), é de classe C1 (e portanto contínua).

Dem.: (cf. [16])
No que segue precisaremos das seguintes de�nições.

De�nição 1.3.7 Uma variedade n−dimensional M é um espaço topológico Hausdor�
tal que ∀p ∈ M , existe U ⊂ M aberto que contém p e U é homeomorfo a int(Dn) =

{x ∈ IRn; ‖x‖ < 1}.

De�nição 1.3.8 Sejam X e Y variedades n−dimensionais. Uma isotopia entre X e
Y é uma homotopia F : I × X → Y , I intervalo real qualquer, tal que Ft : X → Y é
homeomor�smo para cada t ∈ I.

Dizemos que dois pontos são isotópicos se existe uma isotopia que leva um
no outro.
Se x é isotópico a y usamos a notação x ∼ y, e esta é uma relação de equivalência.

Lema 1.3.9 (Lema de Isotopia) Sejam y e z pontos arbitrários de uma variedade
conexa N . Então existe um homeomor�smo h : N → N que leva y em z.
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Dem.: Seja ψ : IRn → IR uma função de classe C∞ tal que:
ψ(x) > 0 para ‖x‖ < 2

ψ(x) = 1 para ‖x‖ ≤ 1 e
ψ(x) = 0 para ‖x‖ ≥ 2.

Uma tal função pode ser construída através dos seguintes passos:

a) Tome f : IR → IR dada por f(x) =





e
−1
x2 se x > 0

0 se x ≤ 0

f é uma função de classe C∞.

b) g : IR → IR dada por g(x) = f(x− a).f(b− x) é uma função de classe C∞, positiva
em (a, b) e zero em IR− (a, b), (0 < a < b). Então

h(x) =

∫ x

−∞ g(t)dt∫∞
−∞ g(t)dt

é de classe C∞, h(x) = 0 se x ≤ a, h(x) = 1 se x ≥ b e 0 < h(x) < 1 se x ∈ (a, b).

c) Considere α : IR → IR dada por α(x) =





h(x+ b+ a) se x < 0

h(−x+ b+ a) se x ≥ 0
, α é de classe

C∞.

−b −a a b

1

Figura 1.2: grá�co de α

d) Agora tomamosψa,b : IRn → IR dada por ψa,b(x) = α(‖x‖) onde ‖x‖ = (
∑n

i=1 x
2
i )

1/2.
Temos que ψa,b é constante na bola de centro 0 e raio a, então a não diferenciabili-
dade da raiz quadrada em zero não impede queψa,b ∈ C∞.

e) Basta tomar agora ψ = ψa,b com a = 1 e b = 2.

Dado um vetor c = (c1, ..., cn) ∈ Sn−1, consideremos a equação diferencial:

dx

dt
= ψ(x).c (1.4)
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Segue do corolário 1.3.4 que para cada x ∈ IRn existe uma única solução x(t) da equação
1.4 que satisfaz a condição inicial x(0) = x. Além disso, segue do teorema 1.3.6 que a
função ϕ dada por ϕ(t, 0, x) = x(t) é contínua. Usaremos a notação ϕ(t, 0, x) = F c

t (x)

para esta solução.
Então temos:

1) F c
t (x) está de�nida para todo t ∈ IR e x ∈ IRn e depende continuamente de t e x,

2) F c
0 (x) = x e

3) F c
t+s(x) = F c

t ◦ F c
s (x).

Assim F c
t é um homeomor�smo de IRn para cada t, pois temos que F c

t =

ϕ(t, 0,−)|{t}×{0}×IRn e sua inversa é (F c
t )−1 = F c

−t.
Como F c

0 é a identidade em IRn então fazendo t variar temos que cada F c
t

é isotópica a identidade. Com uma escolha apropriada de t e c, o homeomor�smo F c
t

levará a origem em um ponto qualquer da bola unitária, de fato; considere o problema de
Cauchy:

(∗)




x
′
(t) = ψ(x(t)).c

x(0) = 0

Então para t ∈ (−1, 1), xc(t) = t.c é solução de (∗), assim F c
1 (0) = c. Com isso, dado

x0 ∈ B(0, 1) = {z ∈ IRn : ‖z‖ < 1} temos que existe λ ∈ [0, 1] tal que x0 = λ.d para
algum d ∈ Sn−1. Logo x0 = λ.d = xd(λ) = F d

λ (0).
Agora considere a variedade conexa N . Se y ∈ N , então ele possui uma

vizinhança que é homeomorfa a IRn, e o argumento acima mostra que todo ponto su�ci-
entemente próximo de y é isotópico a y. Em outras palavras, particionamosN em classes
de isotopia abertas e disjuntas; mas N é conexo e portanto existe somente uma classe.
Logo quaisquer dois pontos deN são isotópicos.

De fato; sejam y ∈ N e A = {z ∈ N : z ∼ y( isotópico) }. Mostremos que
A é aberto.

Tome z ∈ A. Como z ∈ N temos que existe vizinhança Vz de z e existe um
homeomor�smo f : Vz → IRn tal que f(z) = 0.
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Seja x ∈ Vz tal que f(x) ∈ B(0, 1)(bola aberta de centro zero e raio 1).
Assim existem t ∈ IR e c ∈ Sn−1 tais que F c

t (0) = f(x) ⇒ f(x) ∼ 0.
Agora Gt = f−1 ◦ F c

t ◦ f : Vz → Vz é homeomor�smo e

Gt(z) = f−1 ◦ F c
t ◦ f(z) = f−1 ◦ F c

t (0) = f−1(f(x)) = x.

Portanto z ∼ x, como z ∼ y segue que x ∼ y, ou seja, x ∈ A. Assim f−1(B(0, 1))∩Vz ⊂ A

donde A é aberto.

Corolário 1.3.10 Sejam x1, ..., xm e y1, ..., ym pontos distintos de uma variedade conexa
N de dimensão ≥ 2. Então existe um homeomor�smo h : N → N que leva xi em yi para
todo i = 1, ...,m

Dem.: (cf. [9])
O próximo lema será usado na demonstração de um teorema no capítulo 3

(teorema 3.2.2).

Lema 1.3.11 Seja N uma variedade n−dimensional, conexa por caminhos comn ≥ 2, e
seja x0 ∈ N . Dado um aberto U ⊂ N contendo x0 e tal que U é homeomorfo a uma bola
fechada B(a, r) ⊂ IRn por um homeomor�smo que leva x0 em a, então, para cada x ∈ U
temos que existe uma função contínua θ : U × U → U tal que:

i) θx : U → U de�nida por θx(y) = θ(x, y) é um homeomor�smo que �xa a fronteira
∂U ,

ii) θx(x) = x0.

Dem.: Primeiro mostremos que a existência de θ se reduz à existência de uma função
contínua α : V × V → V tal que para todo x ∈ V :

i) αx : V → V de�nida por αx(y) = α(x, y) é homeomor�smo que �xa ∂V

ii) αx(x) = 0
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onde V = B(0, 1).
Seja h1 : U → B(a, r) um homeomor�smo tal que h1(x0) = a e tome

h2 : B(a, r) → V o homeomor�smo dado por h2(x) = 1
r
(x− a).

Se h : U → V é de�nida por h = h2 ◦ h1 de�nimos θ : U × U → U por
θ(x, y) = h−1 ◦ α ◦ (h× h)(x, y).

U × U
θ //

(h×h)
²²

U

h
²²

V × V
α // V

Logo para cada x ∈ U, θx(y) = θ(x, y) = h−1 ◦α ◦ (h× h)(x, y) = h−1 ◦α ◦ (h(x), h(y)) =

h−1 ◦ αh(x)(h(y)) é homeomor�smo pois h−1 e αh(x) são.
θx(x) = h−1 ◦ α ◦ (h× h)(x, x) = h−1 ◦ αh(x)(h(x)) = h−1(0) = x0.
y ∈ ∂U ⇒ h(y) ∈ ∂V ⇒ θx(y) = h−1 ◦ αh(x)(h(y)) = h−1(h(y)) = y.

Mostremos agora que existe α : V × V → V .
Primeiramente, de�nimos λ : V × V → [0, 1] por λ(x, y) = λx(y) = ψa,b(y),

com a = ‖x‖ + 1
3
(1 − ‖x‖) e b = ‖x‖ + 2

3
(1 − ‖x‖), sendo ψa,b a função C∞ de�nida na

demonstração do Lema de Isotopia. Assim temos que para cadax ∈ V, λx é uma função
de classe C∞, e

λ(x, y) = λx(y) =





1 se 0 ≤ ‖y‖ ≤ ‖x‖+ 1
3
(1− ‖x‖)

0 se ‖x‖+ 2
3
(1− ‖x‖) ≤ ‖y‖ ≤ 1

Para cada x ∈ V seja

vx(y) = λx(y).(−x).

Temos que vx é uma função nas condições da função f da observação 1.3.5. Assim,
considerando o problema de Cauchy, com y ∈ V ,

(∗)




ϕ
′
(t) = vx(ϕ(t))

ϕ(0) = y

temos que existe uma única ϕ : IR → V que é de classe C∞ e satisfaz (*). Denotaremos
θt

x(y) = ϕ(t).
Assim temos, analogamente ao que foi feito no Lema de Isotopia, que
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(i) θt
x está de�nida e é uma função contínua θt

x : V → V para todo t ∈ IR e para todo
x ∈ V

(ii) θ0
x(y) = ϕ(0) = y e

(iii) θt+s
x (y) = θt

x ◦ θs
x(y).

Logo θ−t
x é a inversa de θt

x que também é contínua. Portanto θt
x é homeo-

mor�smo de V em V para cada t.
Ainda temos para y ∈ ∂V , λx(y) = 0 ⇒ vx(y) = 0 logo ϕ(t) = y é solução

de 



ϕ
′
(t) = vx(ϕ(t)) = 0

ϕ(0) = y

e portanto θt
x(y) = y se y ∈ ∂V .

Agora para t ∈ IR tal que |1− t|.‖x‖ ≤ ‖x‖+ 1
3
(1− ‖x‖) temos que ϕ(t) =

−tx+ x é solução de 



ϕ
′
(t) = vx(ϕ(t)) = −x

ϕ(0) = x

pois λx(ϕ(t)) = 1, e assim θ1
x(x) = 0.

Logo θ1
x é o homeomor�smo αx procurado.

1.4 Ação de Grupos

Introduziremos agora o conceito de ação de um grupoG sobre um espaço
topológico X para mostrarmos que a projeção

p : X → X

G

é um recobrimento, e este recobrimento será muito utilizado ao longo do trabalho.

De�nição 1.4.1 Um grupo topológico é um grupo G que pode ser equipado com uma
topologia tal que:
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i) a função multiplicação µ : G×G→ G, dada por µ(x, y) = x.y, é contínua se G×G
tem a topologia produto;

ii) a função inversão i : G→ G, dada por i(x) = x−1, é contínua.

De�nição 1.4.2 Dado um grupo topológico (G, ∗) e um espaço topológico X, uma ação
(à direita) de G sobre X é uma função contínua

h : X ×G→ X

que associa a cada par (x, g) o elemento x.g e tal que,

i) Se e é o elemento neutro de G então x.e = x, ∀ x ∈ X.

ii) (x.g1).g2 = x.(g1 ∗ g2), ∀ x ∈ X, ∀g1, g2 ∈ G.

De�nição 1.4.3 Dada uma ação h de G sobre X de�nimos o espaço das órbitas de
X pela ação h, denotado X/G, como sendo o espaço quociente de X determinado pela
seguinte relação de equivalência: x ∼ x

′ se x′ = x.g para algum g ∈ G.

De�nição 1.4.4 Uma ação deG sobreX é dita livre se ela possui a seguinte propriedade:

∃x ∈ X tal que x.g = x⇒ g = e (elemento neutro de G).

Teorema 1.4.5 Sejam G um grupo �nito e X um espaço topológico de Hausdor�. SeG
atua livremente sobre X então

p : X → X

G

é um recobrimento.

Dem.: Suponhamos que G = {1G, g1, ..., gn} sendo 1G o elemento neutro, e G munido da
topologia discreta.

Como G atua sobre X temos que para cada g ∈ G a aplicação fg : X → X

dada por fg(x) = x.g é um homeomor�smo e f−1
g = fg−1 . Como a ação é livre segue que

para cada x ∈ X sua órbita p(x) = {x.g : g ∈ G} possui exatamente n + 1 elementos.
Assim, dado x ∈ X e j ∈ {1, ..., n} temos pela hipótese de X ser Hausdor� que existem
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abertos Ũj e Vj tais que x ∈ Ũj e x.gj ∈ Vj e Ũj ∩ Vj = ∅. Seja Uj = Ũj ∩ Vjg
−1
j . Temos

que Uj é aberto e contém x para cada j ∈ {1, ..., n}.
Seja Ux =

n⋂
j=1

Uj. Então, para cada p(x) ∈ X/G temos que p−1(p(Ux)) =

Ux ∪
n⋃

j=1

Ux.gj (união disjunta) e p|Ux.gj
: Ux.gj → p(Ux) é um homeomor�smo, donde

p : X → X/G é um recobrimento cujo número de folhas é igual à ordem deG.

Teorema 1.4.6 Seja G um grupo �nito que atua livremente sobre um espaço topológico
X.

i) Se X é um espaço de Hausdor� simplesmente conexo entãoπ1(X/G, [x0]) é �nito e
possui o mesmo número de elementos queG.

ii) Se X é uma variedade então X/G também é variedade e dim X = dim X/G.

Dem.:

i) Observe o seguinte trecho da sequência exata dos grupos de homotopia da �bração
p : X → X/G:

... // π1(X, x0)
p∗ // π1(X/G, [x0])

∆ // π0(G) // π0(X, x0) // ...

Como G é discreto temos π0(G) = G; além disso temos π0(X, x0) = π1(X, x0) = 0

pois X é simplesmente conexo. Logo ∆ é bijetora.

ii) Se G atua livremente sobre X temos que p : X → X/G é um recobrimento. Assim
se x ∈ X/G então existe U vizinhança de x em X/G tal que p−1(U) = ∪α∈IVα e

p : Vα → U

é homeomor�smo para cada α ∈ I.

Como X é variedade, digamos n−dimensional, e p−1(x) ∈ X temos que existe
A ⊂ X aberto que contém p−1(x) e homeomorfo a IRn.

Assim Vα ∩ A é aberto em Vα e como p é aberta p(Vα ∩ A) ⊂ U é aberto em U .
Logo p(Vα ∩ A) é aberto em X/G e x ∈ p(Vα ∩ A). Ainda, desde que Vα ∩ A é
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homeomorfo a IRn, temos então p(Vα ∩ A) homeomorfo a IRn. Portanto X/G é
variedade n−dimensional.

Observação 1.4.7 No item i) temos que de fato π1(X/G, [x0]) é isomorfo a G (cf. [17],
p.88).



Capítulo 2

Complexos CW

O principal objetivo deste capítulo é apresentar os espaços com estrutura
de complexos CW, e introduzir os principais resultados desses espaços, que serão usados
no decorrer do trabalho. As demonstrações omitidas podem ser encontradas em [14].

2.1 De�nições e resultados

De�nição 2.1.1 Seja X um espaço recoberto por subconjuntosAj, j pertencente a algum
conjunto de índices J , isto é, X =

⋃
j∈J

Aj. Suponha que:

i) cada Aj é um espaço topológico;

ii) para cada j, k ∈ J as topologias de Aj e Ak coincidem com a de Aj ∩ Ak;

iii) para cada j, k ∈ J, Aj ∩ Ak é fechado em Aj e em Ak.
Então a topologia fraca sobre X determinada por {Aj; j ∈ J} é a topologia

cujos conjuntos fechados são aqueles subconjuntosF tais que F ∩Aj é fechado em Aj para
todo j ∈ J .

Lema 2.1.2 Seja X um espaço tendo a topologia fraca determinada por uma família de
subconjuntos {Aj; j ∈ J}. Para qualquer espaço Y a função f : X → Y é contínua se, e
somente se, f |Aj

é contínua para todo j ∈ J .

34
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De�nição 2.1.3 Uma n−célula en (ou simplesmente e) é uma cópia homeomorfa do
n−disco aberto Dn − Sn−1. Denotaremos a dimensão da célula e por n(e).

De�nição 2.1.4 Sejam X, Y espaços topológicos e A,B subconjuntos de X e Y respec-
tivamente. Uma função contínua g : (X,A) → (Y,B) é um homeomor�smo relativo
se g|X−A : X − A→ Y −B é um homeomor�smo.

De�nição 2.1.5 Seja X um espaço formado por uma união disjunta de células, X =
⋃ {e : e ∈ E}. Para cada k ≥ 0, o k−esqueleto X(k) de X é de�nido por:

X(k) =
⋃
{e ∈ E : dim(e) ≤ k} .

É claro que, X(0) ⊂ X(1) ⊂ X(2) ⊂ ... e X =
⋃

k≥0X
(k)

De�nição 2.1.6 Um complexo CW é uma tripla ordenada (X,E, φ), onde X é um
espaço Hausdor�, E é uma família de células emX e φ = {φe : e ∈ E} é uma família de
funções tais que;

1. X =
⋃ {e : e ∈ E} (união disjunta)

2. para cada k−célula e ∈ E, a função φe : (Dk, Sk−1) → (e ∪ X(k−1), X(k−1)) é um
homeomor�smo relativo,

3. se e ∈ E, então seu fecho e está contido em uma união �nita de células deE,

4. X tem a topologia fraca determinada por {e : e ∈ E}.

Se (X,E, φ) é um complexo CW, então chamamosX de espaço CW, (E, φ) é chamada
decomposição CW e φe ∈ φ é chamada função característica de e.

De�nição 2.1.7 Um complexo CW (X,E, φ) é dito �nito se E é um conjunto �nito.

Exemplo 2.1.8 Podemos considerar em IR uma estrutura de complexo CW, tomando as
0−células e 1−células como sendo, respectivamente, e0

m = {m} e e1m = (m,m+1), m ∈ Z.
Do mesmo modo podemos decompor qualquer intervalo I = [a, b] ⊂ IR, com

duas 0−células e01 = a, e0
2 = b e uma 1−célula e1

1 = (a, b).
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Figura 2.1: decomposição CW de IR

Exemplo 2.1.9 Seja S1 = {e2πix ∈ C / 0 ≤ x ≤ 1} o círculo de centro zero e raio 1.
Para n ∈ N∗, podemos considerar uma estrutura de complexo CW emS1, tomando como
0−células e0

k =
{
e

2πki
n

}
, 1 ≤ k ≤ n (as raízes n−ésimas da unidade) e como 1−células

e1k =
{
e2πix, k−1

n
< x < k

n

}
, 1 ≤ k ≤ n.

n=1

e

e e

e

e

e

n=2

0

1

1

1

2

1

2

00

1

1

1

Figura 2.2: decomposição CW de S1

Lema 2.1.10 Se (X,E, φ) é um complexo CW e se e ∈ E é uma k−célula (k > 0) com
função característica φe, então e = imφe = φe(D

k).

Dem.: Como φe é contínua, φe(D
k) = φe(Dk − Sk−1) ⊂ φe(Dk − Sk−1) = e.

Dk é compacto⇒ φe(D
k) é compacto. Como X é Hausdor�⇒ φe(D

k) é fechado em X.
Assim e = φe(D

k − Sk−1) ⊂ φe(D
k) e portanto e ⊂ φe(D

k).

De�nição 2.1.11 Seja (X,E, φ) um complexo CW. Se E ′ ⊂ E, de�nimos

|E ′| = ∪
{
e : e ∈ E ′

}
⊂ X e φ′ =

{
φe : e ∈ E ′

}
.

Chamamos (|E ′|, E ′
, φ

′
) um subcomplexo CW se im φe ⊂ |E ′ |,∀e ∈ E

Exemplo 2.1.12 Se (X,E, φ) é um complexo CW e E ′ ⊂ E, então |E ′| é um subcom-
plexo CW se, e somente se, e ⊂ |E ′| para todo e ∈ |E ′|. Consequentemente se E ′ é uma
família de k−células em E, para algum k > 0 �xado, então |E ′ |∪X(k−1) é um subcomplexo
CW.
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De�nição 2.1.13 Uma sobrejeção contínua f : X → Y é uma identi�cação se um
subconjunto U de Y é aberto se, e somente se, f−1(U) é aberto em X.

Lema 2.1.14 Seja (X,E, φ) uma tripla ordenada satisfazendo os axiomas (1) e (2) da
de�nição de complexo CW, e seja ϕ :

∐
e∈E D

n(e) → X a função ϕ =
∐

e∈E φe. Então X
tem a topologia fraca determinada por{e : e ∈ E} se, e somente se, ϕ é uma identi�cação.

Dem.: Suponha que X tem a topologia fraca determinada por {e : e ∈ E}.
Como φ é sobrejetora e contínua é su�ciente mostrar que seC ⊂ X e ϕ−1(C) é fechado em
∐

eD
n(e), então C é fechado emX. Agora ϕ−1(C)∩Dn(e) é compacto, pois é subconjunto

de Dn(e). Por outro lado :
ϕ−1(C) ∩Dn(e) = φ−1

e (C) ∩Dn(e) = φ−1
e (C) ∩ φ−1

e (e) = φ−1
e (C ∩ e).

Como φe é contínua então φe(φ
−1
e (C ∩ e)) = C ∩ e é compacto e portanto

C ∩ e é fechado em e. Como X tem a topologia fraca então C é fechado em X.
Agora suponha que ϕ é uma identi�cação. Seja C ⊂ X tal que C ∩ e é

fechado em e para todo e ∈ E. Então ϕ−1(C)∩Dn(e) é fechado emDn(e) para todo e ∈ E.
Como

∐
Dn(e) tem a topologia fraca determinada por

{
Dn(e) : e ∈ E}

, ϕ−1(C) é fechado
em

∐
Dn(e), mas ϕ é identi�cação então C é fechado em X. Assim X tem a topologia

fraca.

Lema 2.1.15 Seja (X,E, φ) um complexo CW e E ′ um subconjunto �nito de E. Então
|E ′| é um subcomplexo CW se, e somente se, |E ′| é fechado.

Dem.: Se |E ′| é um subcomplexo CW, então e ⊂ |E ′ | para todo e ∈ E
′ . Consequen-

temente |E ′ | = ∪{
e : e ∈ E ′}

= ∪{
e : e ∈ E ′} é fechado, pois é uma união �nita de

fechados.
Agora se |E ′| é fechado e e ∈ E ′ , então e ⊂ |E ′| e e ⊂ |E ′|, assim |E ′| é um

subcomplexo CW.

Observação 2.1.16 Temos que o resultado acima vale também para um subconjunto ar-
bitrário E ′, não necessariamente �nito de E, (cf. [14], p.202).
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Corolário 2.1.17 Seja (X,E,Φ) um complexo CW e para algum n > 0 �xado, seja E ′

uma família de n−células em E. Assim:

i) X ′
= |E ′| ∪X(n−1) é fechado em X.

ii) toda n−célula e é um conjunto aberto em X(n).

Dem.: i) Sabemos queX ′ é um subcomplexo CW, exemplo 2.1.12, consequentemente ele
é fechado.
ii) Este é um caso especial de (i) em que E ′ consiste de toda n−célula em E exceto e.

Lema 2.1.18 Se (X,E, φ) é um complexo CW e e ∈ E, então e está contido em um
subcomplexo CW �nito.

Dem.: Procederemos por indução sobre n = dim(e). O lema é obviamente verdade se
n = 0. Se n > 0, então o lema 2.1.10 nos dá

e− e = φe(D
n)− e ⊂ (e ∪X(n−1))− e ⊂ X(n−1).

Pelo axioma (3), e intersecta somente um número �nito de células diferentes dee, digamos
e1, e2, ..., em e dim(ei) ≤ n − 1,∀ i = 1, ...,m. Por indução, existe um subcomplexo
CW �nito Xi contendo ei para i = 1, ...,m e cada Xi é fechado pelo lema 2.1.15. Mas
e ⊂ e ∪X1 ∪ ... ∪Xm, donde

e ∪X1 ∪ ... ∪Xm = e ∪X1 ∪ ... ∪Xm = e ∪X1 ∪ ... ∪Xm ⊂ e ∪X1 ∪ ... ∪Xm.

Logo e ∪ X1 ∪ ... ∪ Xm é fechado e é uma união �nita de células. Consequentemente
concluímos do lema 2.1.15 que e ∪X1 ∪ ... ∪Xm é um subcomplexo CW �nito.

Lema 2.1.19 Se (X,E,Φ) é um complexo CW, então todo subconjunto compactoK de X
está contido em um subcomplexo CW �nito. Além disso, um espaço CW,X, é compacto
se, e somente se, (X,E,Φ) é um complexo CW �nito para toda decomposição CW,E.

Dem.: Para cada e ∈ E com e∩K 6= ∅, escolha um ponto ae ∈ K ∩e, e seja A o conjunto
formado por todos esses ae. Para cada e ∈ E o lema 2.1.18 diz que existe um subcomplexo
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CW �nitoXe contendo e. Além disso, A∩e ⊂ A∩Xe é um conjunto �nito e então fechado
em e. Assim A é fechado em X. O mesmo argumento mostra que todo subconjunto de
A é fechado em X e consequentemente A é discreto. Mas A também é compacto, pois
A ⊂ K é fechado. Assim A é �nito e então K intersecta somente um número �nito de
células e ∈ E, digamos e1, ..., em. Pelo lema 2.1.18 existem subcomplexos CW �nitosXi

com ei ⊂ Xi para i = 1, ...,m. Segue que K está contido no subcomplexo CW �nito
m⋃

i=1

Xi.

Teorema 2.1.20 Todo espaço de recobrimento (X̃, p) de um complexo CW (X,E,Φ)

�nito dimensional e conexo pode ser equipado com uma decomposição CW tal queX̃ é
um complexo CW com dim(X̃) = dim(X).

Dem.: Seja I um conjunto que indexa os pontos da �bra, ou seja, se x ∈ X, então
p−1(x) = {x̃i : i ∈ I e p(x̃i) = x}. Para cada e ∈ E seja xe = Φe(0) ∈ e. Como Dn

é simplesmente conexo, o teorema geral do levantamento, teorema 1.1.11, garante que
existem funções contínuas Φ̃ei : (Dn, 0) → (X̃, x̃i) para todo e ∈ E e i ∈ I com p◦Φ̃ei = Φe

e p(x̃i) = xe.

(X̃, x̃i)

p

²²
(Dn, 0)

Φ̃ei

99ttttttttt

Φe

// (X, xe)

Denotemos Φ̃ei(D
n − Sn−1) por ẽi. De�nimos:

Φ̃ =
{

Φ̃ei : Dn → X̃; e ∈ E, i ∈ I, n = n(e)
}

Ẽ = {ẽi : e ∈ E, i ∈ I} e
X̃(n) = ∪

{
ẽi ∈ Ẽ : dim(ẽi) ≤ n

}
.

Se (X̃, Ẽ, Φ̃) é um complexo CW então dimX̃ = dimX.
Mostremos por indução sobre n que X̃(n) é um complexo CW para todo

n ≤ dim(X). A indução começa porque X̃(0) é discreto ((X̃, p) é espaço de recobrimento).
Suponha que n > 0 e veri�quemos então os axiomas da de�nição de com-

plexo CW.
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(1) Se ỹ ∈ X̃, tome y = p(ỹ). Seja e a célula em X contendo y e f um caminho em e de
y a xe. Para cada ỹi ∈ p−1(y), existe um levantamento f̃i de f que é um caminho em ẽi

de ỹi a x̃i. Mas ỹ = ỹi para algum i, assim ỹ ∈ ẽi ⊂ X̃. Consequentemente X̃ =
⋃
n≥0

X̃(n).

Para ver que esta é uma união disjunta de células, considere célulase, a ∈
X(n) e suponha que ẽi∩ ãj 6= ∅ para algum i e algum j. Por indução podemos assumir que
ẽi é uma n−célula e consequentemente é aberto em X̃(n) (cf. corolário 2.1.17). Se e 6= a

então p(ẽi ∩ ãj) ⊂ p(ẽi) ∩ p(ãj) = e ∩ a = ∅. Logo ẽi ∩ ãj = ∅; se e = a então ẽi ∩ ẽj = ∅
para i 6= j pois e é igualmente recoberto por p [[14], p.299].
(2) Se dim(e) = n, então Φe(S

n−1) ⊂ X(n−1). Como p ◦ Φ̃ei = Φe, segue que Φ̃ei(S
n−1) ⊂

X̃(n−1), assim Φ̃ei é uma função dos pares (Dn, Sn−1) → (ẽi∪ X̃(n−1), X̃(n−1)). Além disso,
cada Φ̃ei é um homeomor�smo relativo poisΦe o é.
(3) Se dim(ẽi) = n então o fecho de ẽi está contido em ẽi ∪ Φ̃ei(S

n−1). Como Φ̃ei(S
n−1) é

compacto então ele está contido em um subcomplexo CW �nito deX̃(n−1) (lema 2.1.19),
e segue que ẽi intersecta somente um número �nito de células.
(4) Usaremos o seguinte diagrama comutativo para veri�car que X̃(n) tem a topologia
fraca determinada pelos fechos de suas células.

∐
Dn(ẽi)

ϕ̃ //

q

²²

X̃(n)

p

²²∐
Dn(e) ϕ // X(n)

Aqui ϕ̃ =
∐

e Φe e q =
∐
qei, onde qei : Dn(ẽi) → Dn(e) age como a identidade. Pelo lema

2.1.14, X tem a topologia fraca se e somente se ϕ̃ é uma identi�cação. Suponha que B̃ é
um subconjunto de X̃ com ϕ̃−1(B̃) aberto. Como ϕ̃ é uma sobrejeção contínua ela será
uma identi�cação se cada B̃ é aberto em X̃.

Seja x̃ ∈ B̃, x = p(x̃) e U vizinhança aberta de x, Ũ a folha sobre U
contendo x̃. Então B̃ é aberto se e só se B̃ ∩ Ũ é aberto em X̃. Mudando a notação se
necessário podemos assumir que B̃ ⊂ Ũ , onde p|Ũ é um homeomor�smo. Agora ϕ̃−1(B̃)

é aberto, e como q é uma função aberta temos q ◦ ϕ̃−1(B̃) aberto.
Temos que, q(ϕ̃−1(B̃)) = ϕ−1(p(B̃)), pois assumindo que ϕ̃(z) ∈ B̃, pela

comutatividade do diagrama temos que ϕ(q(z)) = p(ϕ̃(z)) ∈ p(B̃) e consequentemente
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q(ϕ̃−1(B̃)) ⊂ ϕ−1(p(B̃)).
Por outro lado se z ∈ ϕ−1(p(B̃)) então ϕ(z) ∈ p(B̃). Agora, como z ∈ Dn(e)

para algum e ∈ E, escolha um caminho f em Dn(e) de z até 0. Assim ϕ ◦ f é um caminho
em e de ϕ(z) até xe.

Seja g o levantamento de ϕ◦f , com respeito ao recobrimento p, que começa
em g(0) ∈ B̃. É claro que g(1) = x̃i para algum i ∈ I. Mas ϕ̃ ◦ q−1

ei ◦ f é levantamento de
ϕ ◦ f que termina em x̃i, pois

p ◦ ϕ̃ ◦ q−1
ei ◦ f = ϕ ◦ q ◦ q−1

ei ◦ f = ϕ ◦ f.

Pela unicidade do levantamento de caminhos temos que ϕ̃ ◦ q−1
ei ◦ f = g e então ϕ̃ ◦ q−1

ei ◦
f(0) = g(0) ∈ B̃. Assim, ϕ̃ ◦ q−1

ei ◦ f(0) = ϕ̃ ◦ q−1
ei (z) ∈ B̃ então z ∈ (ϕ̃ ◦ q−1)−1(B̃) =

q(ϕ̃−1(B̃)).
Com isso temos, q(ϕ̃−1(B̃)) = ϕ−1(p(B̃)) é aberto, então p(B̃) é aberto pois

ϕ é identi�cação. Segue então, (p|Ũ)−1(p(B̃)) = B̃ é aberto em X̃ pois p|Ũ é homeomor-
�smo.

Observação 2.1.21 O teorema acima é válido para um complexo CW arbitrárioX não
necessariamente �nito dimensional (cf. [14]).

Finalizamos este capítulo listando dois resultados técnicos, cujas demons-
trações podem ser encontradas, respectivamente, em [14] e [11].

Teorema 2.1.22 Se X é um complexo CW, então:

i) X é localmente conexo por caminhos.

ii) X é semilocalmente 1−conexo.

Teorema 2.1.23 SeX é um complexo CW, então o i−ésimo grupo de homologiaHi(X
(n))

é zero se i > n e é isomorfo a Hi(X) se i < n.
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2.2 Espaços de Eilenberg-MacLane

Nesta seção de�niremos um tipo especial de espaço topológico, o qual têm
todos os grupos de homotopia triviais exceto em uma única dimensão.

De�nição 2.2.1 Dado um inteiro n ≥ 1 e um grupo G, um espaço X é chamado espaço
de Eilenberg-MacLane do tipo K(G,n) se





πn(X) = G e
πq(X) = 0 se q 6= n.

Teorema 2.2.2 Dado um inteiro n ≥ 1 e um grupo G (abeliano se n ≥ 2), existe um
complexo CW conexo X com πn(X) = G e πq(X) = 0 se q 6= n.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [18].

Exemplo 2.2.3 Sendo π1(S
1) = Z temos então pelo exemplo 1.2.10 que S1 é um espaço

Eilenberg-MacLane do tipoK(Z, 1).

A seguir daremos um exemplo de espaço Eilenberg-MacLane do tipoK(Zm, 1)

para todo m > 1 e exibiremos os grupos de homologia desses espaços.

Exemplo 2.2.4 Dado um inteiro m > 1 e inteiros l1, ..., ln relativamente primos com
m, de�nimos o espaço de Lens, ou espaço lenticular, L = Lm(l1, ..., ln) como sendo o
espaço das órbitas, S2n−1

Zm
, da esfera unitária S2n−1 ⊂ Cn pela ação de Zm gerada pela

aplicação ρ(z1, ..., zn) = (e2πil1/mz1, ..., e
2πiln/mzn). Em particular quando m = 2, ρ é a

função antipodal, e neste caso L = IRP 2n−1. No caso geral, a projeção S2n−1 → L é um
recobrimento uma vez que a ação gerada por ρ de Zm é livre.

É possível construir uma estrutura CW sobre o espaço lenticular, com uma
célula ek para cada k ≤ 2n− 1 e mostrar que

Hk(Lm(l1, ..., ln)) =





Z para k = 0, 2n− 1

Zm para k ímpar, 0 < k < 2n− 1

0 para os outros casos
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resultado visto em ([7], p.144).
Do mesmo modo de�nimos o espaço lenticular in�nito-dimensional,

L∞m = Lm(l1, l2, ...) =
S∞

Zm

partindo de uma sequência de inteiros l1, l2, ... relativamente primos comm e considerando
a esfera in�nitaS∞ =

{
(zi) ∈

⊕
i∈NC :

∑∞
i=1 |zi|2 = 1

}
. O espaçoL∞m é a união de espaços

lenticulares �nito-dimensionais Lm(l1, ..., ln) para n = 1, 2, .... Assim L∞m é um complexo
CW. Temos também queL∞m é um espaço Eilenberg-MacLane do tipoK(Zm, 1). De fato,
usando a sequência exata dos grupos de homotopia da �braçãoS∞ → S∞

Zm
,

... // πj(Zm) // πj(S
∞) // πj(L

∞
m ) // πj−1(Zm) // ...

temos que πj(L
∞
m ) = 0 para j > 1 já que πj(S

∞) = 0 para j ≥ 1, pois S∞ é contrátil, e
πj(Zm) = 0 para j ≥ 1, pois Zm é discreto. Ainda temos que π1(L

∞
m ) = Zm pois π1(L

∞
m )

é isomorfo a π0(Zm) = Zm (cf. observação 1.4.7).

Concluímos então, a partir do teorema 2.1.23, que

Hk(L
∞
m ) =





Z para k = 0

Zm para k ímpar
0 para k par

De todos os resultados obtidos neste e no capítulo anterior podemos concluir
o seguinte:

Teorema 2.2.5 Seja X um complexo CW �nito dimensional eG um grupo. Se X é um
espaço Eilenberg-MacLane do tipoK(G, 1) então G não possui elementos não triviais de
ordem �nita.

Dem.: Por hipótese X é um complexo CW de dimensão �nita, digamosdimX = n.
Suponhamos por absurdo queG possui um elemento de ordem �nita g ∈ G

e o(g) = m > 1. H =< g >∼= Zm é subgrupo de G = π1(X, x0). Então temos por
1.1.20 e 2.1.20 que existe espaço de recobrimento (E, e0)

p→ (X, x0) que é um complexo
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CW com dimE = n e p∗(π1(E, e0)) = H e como a aplicação de recobrimento induz um
monomor�smo temos π1(E, e0) ∼= H.

Usando a sequência de homotopia para a �braçãop temos:

... // πj(F ) // πj(E) // πj(X) // πj−1(F ) // ...

onde F é a �bra do recobrimento p e para j > 1, πj(F ) = 0 pois a �bra é discreta. Como
πj(X) = 0 se j > 1 temos πj(E) = 0 se j > 1, logo E é espaço de Eilenberg-MacLane do
tipo K(Zm, 1).

Assim por 2.1.23 temos Hi(E;Z) = 0 se i > n, então H2n+1(E;Z) = 0.
Mas, pelo exemplo acima, vimos queH2n+1(E,Z) = Zm e portanto temos um absurdo.
Logo G não possui elementos não triviais de ordem �nita.



Capítulo 3

Grupo de tranças e Espaços de
con�gurações

O objetivo deste capítulo é apresentar o grupo de tranças com n cordas,
B(n), e identi�cá-lo com o grupo fundamental do espaço de con�gurações deIR2, Cn(IR2).
Teremos então que o espaço de con�guraçõesCn(IR2) é um espaço Eilenberg-Maclane do
tipo K(B(n), 1), o que pelo teorema 2.2.5 nos dará um resultado sobre a ordem dos
elementos do grupo de tranças,B(n), corolário 3.3.3, que será usado na demonstração da
generalização do teorema de Borsuk-Ulam que apresentaremos no próximo capítulo.

3.1 Tranças

Nesta seção daremos a de�nição de tranças comn cordas e mostraremos que
suas classes de equivalência formam um grupo, que denotaremosB(n). Introduziremos
também a presentação deste grupo, e será dada uma idéia da demonstração somente na
seção 3.4.

Seja E3 um espaço euclidiano tridimensional. Identi�camos E3 com IR3

escolhendo o sistema de coordenadas (x, y, z) com o eixo z como indicado na �gura 3.1
abaixo.

Considere dois planos paralelos em E3 com coordenada z constante em z0

45
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P P P

P P P

1

1

2

2

n

n

’ ’ ’

x

y

z

Figura 3.1: n−trança

e z1, com z0 < z1. Chamamos z = z0 de plano superior e z = z1 de plano inferior. Mar-
que no plano superior n diferentes pontos alinhados P1, ..., Pn e P ′

1, ..., P
′
n suas projeções

ortogonais no plano inferior.

De�nição 3.1.1 Uma trança com n cordas, ou n−trança, β, é um sistema formado
por n arcos A = {A1, ...,An} mergulhados em E3 e uma permutação τ ∈ Σn, com
Σn = {f : {1, ..., n} → {1, ..., n} : f é bijeção }, onde o i−ésimo arco Ai liga o ponto Pi

do plano superior ao ponto P ′
τ(i) do plano inferior, tal que:

i) cada arco Ai intercepta cada plano paralelo entre os planos superior e inferior exa-
tamente uma vez;

ii) os arcos A1, ...,An interceptam cada plano paralelo entre os planos superior e infe-
rior em exatamente n diferentes pontos.

τ é chamada permutação da trança e o arco Ai é chamado a i−ésima corda da trança.
Denotaremos uma trança β com sistema de arcos A e permutação τ por (A , τ).

Podemos pensar no i−ésimo arco em E3 como a imagem de um mergulho
Ai : [0, 1] → E3, ou seja, de um caminho contínuo e injetor.

De�niremos agora uma relação entre as tranças.
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De�nição 3.1.2 Duas n−tranças com sistemas de arcos A 0 = {A 0
1 , ...,A

0
n } e A 1 =

{A 1
1 , ...,A

1
n } ambas com a mesma permutação τ , são chamadas equivalentes (ou homo-

tópicas) se existe uma homotopia de caminhos de A 0 a A 1, em outras palavras, se
existem n funções contínuas

Fi : [0, 1]× [0, 1] → E3, 1 ≤ i ≤ n

tais que;
Fi(t, 0) = A 0

i (t)

Fi(t, 1) = A 1
i (t)



 , 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ t ≤ 1

Fi(0, s) = Pi

Fi(1, s) = P
′
τ(i)



 , 1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ s ≤ 1

e tal que se de�nirmos A s
i : [0, 1] → E3 por A s

i (t) = Fi(t, s) então A s = {A s
1 , ...,A

s
n } é

uma n−trança (com permutação τ) para cada 0 ≤ s ≤ 1.

Notação: (A 0, τ) ∼ (A 1, τ).

A relação descrita acima é uma relação de equivalência. De fato:
(re�exiva) (A , τ) ∼ (A , τ) pois; Fi : [0, 1]× [0, 1] → E3 tal que Fi(t, s) = Ai(t), ∀s ∈ [0, 1]

é uma função contínua e




Fi(t, 0) = Ai(t)

Fi(t, 1) = Ai(t)
e





Fi(0, s) = Ai(0) = Pi

Fi(1, s) = Ai(1) = P
′
τ(i)

.

(simétrica) Se (A 0, τ) ∼ (A 1, τ) sejam Fi : [0, 1]× [0, 1] → E3, 1 ≤ i ≤ n tais que




Fi(t, 0) = A 0
i (t),

Fi(t, 1) = A 1
i (t)

e





Fi(0, s) = Pi,

Fi(1, s) = P
′
τ(i)

e considere Gi : [0, 1]× [0, 1] → E3 tais que Gi(t, s) = Fi(t, 1− s), 1 ≤ i ≤ n então




Gi(t, 0) = Fi(t, 1) = A 1
i (t),

Gi(t, 1) = Fi(t, 0) = A 0
i (t)

com





Gi(0, s) = Fi(0, 1− s) = Pi,

Gi(1, s) = Fi(1, 1− s) = P
′
τ(i)

.

Logo (A 1, τ) ∼ (A 0, τ)

(transitiva) Se (A 0, τ) ∼ (A 1, τ) e (A 1, τ) ∼ (A 2, τ) sejam F a homotopia entre (A 0, τ)
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e (A 1, τ) e G a homotopia entre (A 1, τ) e (A 2, τ).
Tome Hi : [0, 1]× [0, 1] → E3 dada por

Hi(t, s) =





Fi(t, 2s), o ≤ s ≤ 1
2

Gi(t, 2s− 1), 1
2
≤ s ≤ 1

.

Temos que Hi é contínua pelo lema da colagem (veja [13]) e




Hi(t, 0) = Fi(t, 0) = A 0
i (t),

Hi(t, 1) = Gi(t, 1) = A 2
i (t)

com





Hi(0, s) = Pi,

Hi(1, s) = P
′
τ(i)

.

Portanto H é homotopia entre A 0 e A 2.
Daqui para frente não distinguiremos o conceito entre a classe de equiva-

lência da trança e a própria trança, ou seja, não usaremos uma notação para a classe,
continuaremos denotando (A , τ) a classe de equivalência da n−trança β com sistema
de arcos A e permutação τ . E assim podemos assumir que os cruzamentos das cordas
ocorrem em diferentes níveis, e a passagem das cordas por cima e por baixo devem ser
indicadas.

Obtemos os cruzamentos transversais dos arcos se projetarmos a trança
ortogonalmente sobre o plano em E3 contendo os pontos P1, ..., Pn, P

′
1, ..., P

′
n. Por esta

projeção obtemos uma �gura padrão da trançaβ como mostra a �gura 3.2.

P

P

PP

P P2

21

1 n

n

’ ’ ’

Figura 3.2: projeção padrão

Seja B(n) o conjunto das classes de equivalência dasn−tranças. Este con-
junto pode ser equipado com uma estrutura natural de grupo, que de�niremos agora.

Sejam β1 e β2 duas n−tranças. Então de�nimos o produto de β1 e β2,
denotado por β1 · β2 como segue:
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Primeiro suspenda a trança β1 sobre a trança β2 ligando o plano inferior de β1 ao plano
superior de β2. Então remova o plano onde as tranças estão ligadas uma com a outra.
Agora comprima o sistema resultante de arcos entre os planosz = z0 e z = z1, e temos a
trança β1 · β2. Veja �gura 3.3.

β
z=z

z=zz=z
0

z=z1

0

1

β
1

β
2

1
β

2

Figura 3.3: produto de tranças

Note que se β1 tem sistema de arcos A 1 e permutação τ , e β2 tem sistema
de arcos A 2 e permutação γ então o produto β1 · β2 é representado por (A , γ ◦ τ) onde
o i−ésimo arco é dado por,

Ai(t) =





A 1
i (2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

A 2
τ(i)(2t− 1), 1

2
≤ t ≤ 1

Se substituirmos β1 e β2 por tranças homotópicas β ′1 e β ′2 respectivamente,
então o produto β1 · β2 é homotópico a β ′1 · β ′2. De fato:

Seja A j o sistema de cordas de βj para j = 1, 2. β1, β
′
1 com permutação τ

e β2, β
′
2 com permutação γ.

O sistema de cordas de β1 · β2 é A 1 ·A 2 onde Ai(t) =





A 1
i (2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

A 2
τ(i)(2t− 1), 1

2
≤ t ≤ 1

e o sistema de cordas de β ′1 · β ′2 é A 1′ ·A 2′ onde A
′

i (t) =





A 1′
i (2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

A 2′
τ(i)(2t− 1), 1

2
≤ t ≤ 1

Seja F a homotopia entre β1 e β ′1 e G a homotopia entre β2 e β ′2.

Tome Hi : [0, 1]× [0, 1] → E3 como Hi(t, s) =





Fi(2t, s), 0 ≤ t ≤ 1
2

Gτ(i)(2t− 1, s), 1
2
≤ t ≤ 1

então

Hi(t, 0) =





Fi(2t, 0), 0 ≤ t ≤ 1
2

Gτ(i)(2t− 1, 0), 1
2
≤ t ≤ 1

=





A 1
i (2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

A 2
τ(i)(2t− 1), 1

2
≤ t ≤ 1

= Ai(t)

e
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Hi(t, 1) =





Fi(2t, 1), 0 ≤ t ≤ 1
2

Gτ(i)(2t− 1, 1), 1
2
≤ t ≤ 1

=





A 1′
i (2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

A 2′
τ(i)(2t− 1), 1

2
≤ t ≤ 1

= A
′

i (t)

com



Hi(0, s) = Fi(0, s) = Pi

Hi(1, s) = Gτ(i)(1, s) = P
′
γ(τ(i)).

Portanto H é homotopia entre β1 · β2 e β ′1 · β ′2.
Assim o produto está bem de�nido nas classes de equivalência dasn−tranças

e induz o produto em B(n) o qual é associativo;
Seja β1, β2 e β3, n−tranças emB(n) com permutações τ, σ, γ e sistemas de cordasA 1,A 2

e A 3 respectivamente. Denotemos A
′ e A os sistemas resultantes dos produtos (A 1 ·

A 2) ·A 3 e A 1 · (A 2 ·A 3) nessa ordem.
Considere Hi : [0, 1]× [0, 1] → E3 de�nida por

Hi(t, s) =





A 1
i (4t/(s+ 1)), 0 ≤ t ≤ s+1

4

A 2
τ(i)(4t− s− 1), s+1

4
≤ t ≤ s+2

4

A 3
γ(τ(i))((4t− s− 2)/(2− s)), s+2

4
≤ t ≤ 1

.

Pelo Lema da ColagemHi é contínua para cada i = 1, ..., n, e ainda

Hi(t, 0) =





A 1
i (4t), 0 ≤ t ≤ 1

4

A 2
τ(i)(4t− 1), 1

4
≤ t ≤ 1

2

A 3
γ(τ(i))(2t− 1), 1

2
≤ t ≤ 1

= ((A 1 ·A 2) ·A 3)i(t) = A
′

i (t)

Hi(t, 1) =





A 1
i (2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

A 2
τ(i)(4t− 2), 1

2
≤ t ≤ 3

4

A 3
γ(τ(i))(4t− 3), 3

4
≤ t ≤ 1

= (A 1 · (A 2 ·A 3))i(t) = Ai(t).

Portanto A
′ e A são homotópicos.
Na �gura 3.2 está indicado que a trança pode ser decomposta em tranças

elementares, as quais todas as cordas, exceto um par vizinho, são arcos verticais ligando
Pi a P ′

i e o par vizinho Aj,Aj+1 permuta os pontos iniciais e �nais, ou seja,Aj é o arco
que liga Pj a P ′

j+1 e Aj+1 é o arco que liga Pj+1 a P ′
j .

Para 1 ≤ i ≤ n− 1 denotemos σi a n−trança elementar, em que a i−ésima
corda passa "por cima"da (i + 1)−ésima corda e as demais cordas são arcos verticais
ligando Pj a P ′

j , e σi a n−trança elementar, em que a i−ésima corda passa "por baixo"da
(i + 1)−ésima corda e as demais cordas são arcos verticais ligandoPj a P ′

j (veja �gura
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3.4).

  ...            ...                      ...            ...  

i    i+1 i    i+1

σ
i

σ
i

_

Figura 3.4: tranças elementares

Assim temos que B(n) é gerado pelas n−tranças elementares σi e σi, i =

1, ..., n − 1. Demonstraremos este fato por indução sobre o número de cruzamentos da
n−trança.

Começamos com a seguinte a�rmação: Seja cj, j = 1, ..., n, o primeiro
cruzamento da j−ésima corda (se houver), então existe 1 ≤ i < n tal que ci = ci+1.
Dem.: Usaremos indução sobre o número de cordasn da trança.
Para n = 1 não há cruzamentos.
Para n = 2 se existe, o cruzamento só poderá ocorrer entre as duas cordas consecutivas,
logo c1 = c2.
Suponhamos que para k = n− 1 existe 1 ≤ i < k tal que ci = ci+1.
Para k = n, se a n−ésima corda não cruzar com a (n− 1)−ésima corda, desprezamos tal
corda e a hipótese de indução garante que existe 1 ≤ i < n− 2 tal que ci = ci+1.

Agora vejamos que: Qualquer n−trança pode ser escrita como produto de
tranças elementares.
Dem.: Seja m o número de cruzamentos da n−trança β.
Para m = 0 temos que a trança é formada por arcos verticais que ligam os pontosPi a
P
′
i . Assim podemos escrever β = σi.σi, ∀ i = 1, ..., n− 1.

Para m = 1 temos que existe um único i, 1 ≤ i < n tal que ci = ci+1, então podemos
escrever β = σi ou β = σi.
Suponhamos que param = k− 1 a n−trança β pode ser escrita como produto de tranças
elementares.
Agora para m = k sabemos que existe 1 ≤ i < n tal que ci = ci+1. "Esticamos" então as
cordas da trança de modo que os outros k − 1 cruzamentos �quem nos níveis abaixo do
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cruzamento ci = ci+1. Assim temos no primeiro nível uma n−trança elementar σi ou σi

e temos abaixo deste nível uma n−trança, com k − 1 cruzamentos, que por hipótese de
indução pode ser escrita como produto de tranças elementares.

De�nimos a n−trança trivial e como a n−trança em que todas as cordas
são arcos verticais ligando Pi a P ′

i . A projeção de e é mostrada na �gura 3.5.

... ...

Figura 3.5: n−trança trivial

A classe de equivalência da n−trança e é o elemento neutro do produto em
B(n). Observe que para qualquer trança β temos e.β = β.

A trança inversa β−1 da trança β é de�nida como a imagem re�etida de β
com respeito ao plano horizontal entre os planos superior e inferior. Veja �gura 3.6.

β β
−1

Figura 3.6: trança inversa

Pensando no sistema de cordasA de β de�nimos o sistema de cordasA −1

de β−1 por A −1(t) = A (1− t).
Observe que σi é a inversa de σi (veja �gura 3.4). Assim se β = ψ1.ψ2...ψk,

onde ψj é uma trança elementar para cada j = 1, ..., k, temos que β−1 = ψkψk−1...ψ1.
A classe de equivalência β−1 da trança β está bem de�nida e os produtos

β−1 · β e β · β−1 são homotópicos à trança trivial e, consequentemente a classe β−1 é o
elemento inverso em B(n) da classe de β.

Assim temos que com o produto, elemento neutro e inverso descritos acima
B(n) é de fato um grupo. Este grupo é chamado Grupo de tranças de Artin comn cordas.
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Agora olharemos para as relações entre os elementos de B(n). Primeiro
notamos que se |i− j| ≥ 2 e 1 ≤ i, j ≤ n−1 então - desde que o par formado pelas cordas
i e i+ 1 não inter�ra no par de cordas j e j + 1- obtemos a seguinte relação:

σi · σj = σj · σi se |i− j| ≥ 2, 1 ≤ i, j ≤ n− 1 (1).

σ . σi j

  ~

σ . σj i

i   i+1     j   j+1 i   i+1     j   j+1

Figura 3.7:

A �gura 3.7 ilustra a relação (1).
i    i+1  i+2           i    i+1  i+2

  ~

σ  .σ   .σ
i ii+1

σ    .σ .σ
i+1 i+1i

Figura 3.8:

Como ilustrado na �gura 3.8, temos também a seguinte relação emB(n)

σi · σi+1 · σi = σi+1 · σi · σi+1 se 1 ≤ i ≤ n− 2 (2).

Como resultado temos o seguinte teorema, o qual será dado uma idéia de
sua demonstração adiante, seção 3.4.

Teorema 3.1.3 O grupo B(n) das tranças com n cordas admite representação com ge-
radores σ1, ..., σn−1, e as seguintes relações:
(1) σi · σj = σj · σi se |i− j| ≥ 2, 1 ≤ i, j ≤ n− 1.
(2) σi · σi+1 · σi = σi+1 · σi · σi+1 se 1 ≤ i ≤ n− 2.
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3.2 Espaços de con�gurações Fn(M)

Aqui de�niremos espaços de con�gurações e daremos alguns resultados de
fundamental importância ao nosso trabalho, começando com o teorema 3.2.2 que nos
dá uma �bração localmente trivial entre espaços de con�gurações Fn(M), onde M é
uma variedade, obtendo assim informações sobre os grupos de homotopia deFn(IR2) em
dimensões maiores do que 1.

De�nição 3.2.1 Seja M uma variedade conexa por caminhos de dimensão≥ 2. Para
algum inteiro n ≥ 1, considere o subconjunto Fn(M) de Mn = M × ...×M︸ ︷︷ ︸

n

consistindo

das n−uplas com coordenadas distintas duas a duas, isto é,

Fn(M) = {(x1, ..., xn) ∈Mn/xi 6= xj se i 6= j}

Fn(M) é chamado Espaço de con�gurações de um conjunto de n pontos (ordenados) de
M .

Fn(M) é um espaço topológico com a topologia induzida da topologia pro-
duto deM× ...×M , é aberto emM× ...×M e portanto Fn(M) é também uma variedade.
De fato;

Mn \ Fn(M) = {(x1, ..., xn)/xi = xj para algum i, j} =
n⋃

i,j=1 i6=j

∆ij

onde ∆ij = {(x1, ..., xn) ∈Mn; xi = xj} é fechado, pois se i < j e x ∈ Mn \∆ij ⇒ x =

(x1, ..., xn) com xi 6= xj ⇒ existem abertos Ui, Vi com xi ∈ Ui e xj ∈ Vj e Ui ∩ Vj = ∅.
Tome U = M × ...× Ui × ...× Vj × ...×M que é aberto emMn, então y ∈ U ⇒ yi ∈ Ui

e yj ∈ Vj ⇒ yi 6= yj ⇒ y /∈ ∆ij ⇒ U ⊂ Mn \ ∆ij e portanto este é aberto, logo ∆ij é
fechado. Assim Fn(M) é aberto em Mn e portanto é uma variedade.

Fn(M) é conexo por caminhos: de fato,
sejam x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Fn(M), x 6= y. Tome i1 o primeiro índice tal que
xi1 6= yi1 e

α1 : [0, 1] →M \ {xi, yi i = 1, ..., n i 6= i1}

caminho que liga xi1 a yi1 , isto é possível pois a dimensão deM é ≥ 2.
Então αi1(t) = (y1, ..., yi1−1, α1(t), xi1+1, ..., xn) é um caminho em Fn(M) que liga x a
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(y1, ..., yi1 , xi1+1, ..., xn).
Agora tome i2 o próximo índice tal que xi2 6= yi2 e

α2 : [0, 1] →M \ {xi, yi i = 1, ..., n i 6= i2}

caminho que liga xi2 a yi2 .
Então αi2(t) = (y1, ..., , yi2−1, α2(t), xi2+1, ..., xn) é um caminho em Fn(M)

que liga (y1, ..., yi2−1, xi2 , ..., xn) = αi1(1) a (y1, ..., yi2 , xi2+1, ..., xn), e realizando um nú-
mero �nito desses passos teremos,

α : [0, 1] → Fn(M)

dado por
α(t) = (αik ∗ αik−1

∗ ... ∗ αi1)(t)

um caminho que liga x a y.
Assim os grupos de homotopia deFn(M) são independentes do ponto base.
Seja m ≥ 0 um inteiro não negativo e Qm = {q1, ..., qm} um subconjunto

arbitrário �xado deM consistindo dem pontos distintos dois a dois. Param = 0 conside-
ramos Q0 o conjunto vazio. Seguindo nosso estudo é interessante considerarmos espaços
de con�gurações do tipo

Fm,n(M) = Fn(M \Qm).

SeQ′
m =

{
q
′
1, ..., q

′
m

}
é outro subconjunto deM constituído de m pontos dis-

tintos dois a dois, então sabemos que existe um homeomor�smo sobreM que leva Qm em
Q
′
m (corolário 1.3.10). Assim os complementaresM \Qm eM \Q′

m são abertos homeomor-
fos, e portanto os espaçosFn(M \Qm) e Fn(M \Q′

m) são homeomorfos. Consequentemente
o espaço de con�gurações Fm,n(M) é independente da escolha do subconjuntoQm ⊂M .

Notemos que F0,n(M) = Fn(M) e Fm,1(M) = M \Qm.
O seguinte teorema fundamental foi provado por Fadell e Neuwirth em1962.

Teorema 3.2.2 Seja M uma variedade conexa por caminhos de dimensão≥ 2. Supo-
nhamos n ≥ 2 e 1 ≤ r < n. Então a função

π : Fm,n(M) → Fm,r(M) / π(x1, ..., xn) = (x1, ..., xr)



3 Grupo de tranças e Espaços de con�gurações 56

é uma �bração localmente trivial com �braFm+r,n−r(M).

Dem.: Considere o ponto (x0
1, ..., x

0
r) ∈ Fm,r(M). Primeiro descreveremos a imagem in-

versa por π deste ponto, π−1(x0
1, ..., x

0
r), a qual será a �bra da �bração localmente trivial

π. Claramente,
π−1(x0

1, ..., x
0
r) = {(x0

1, ..., x
0
r, y1, ..., yn−r) / todas as coordenadas são diferentes e perten-

cem a M \Qm}.
Se �zermos Qm+r = Qm ∪ {x0

1, ..., x
0
r}, então:

Fm+r,n−r(M) = {(y1, ..., yn−r) / yi 6= yj se i 6= j e yi ∈M \Qm+r∀i} e existe um homeo-
mor�smo óbvio,

h : Fm+r,n−r(M) → π−1(x0
1, ..., x

0
r)

h(y1, ..., yn−r) = (x0
1, ..., x

0
r, y1, ..., yn−r).

Primeiramente a prova da trivialidade local de π será dada para r = 1. Consideremos
então,

π : Fm,n(M) → Fm,1(M) / π(x1, ..., xn) = x1.

Seja x0 ∈ Fm,1(M) = M \Qm e Qm+1 = Qm ∪ {x0}.
Tomemos U uma vizinhança de x0 no conjunto abertoM \Qm deM , que seja homeomorfo
a uma bola aberta, e seja U o fecho de U . De�na uma função (contínua) θ : U × U → U

com as seguintes propriedades. Fazendo θx(y) = θ(x, y) queremos:

i) θx : U → U homeomor�smo que �xa a fronteira ∂U de U ,

ii) θx(x) = x0.

Mostramos a existência dessa função no Lema 1.3.11.
Pela propriedade i), θ pode ser estendida continuamente a uma função

θ : U ×M →M fazendo θ(x, y) = y se y /∈ U .
O homeomor�smo θx : M → M leva (n − 1) pontos distintos em (n − 1)

pontos distintos, ou seja, se (y1, ..., yn−1) ∈ Fm+1,n−1(M) então (θx(y1), ..., θx(yn−1)) ∈
Fm+1,n−1(M).
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Assim de�nimos φ : U × Fm+1,n−1(M) → π−1(U) por:

φ(x, y1, ..., yn−1) = (x, θ−1
x (y1), ..., θ

−1
x (yn−1))

a qual é homeomor�smo cujo homeomor�smo inverso é dado por

φ−1(x, y1, ..., yn−1) = (x, θx(y1), ..., θx(yn−1))

Ainda
π ◦ φ(x, y1, ..., yn−1) = π(x, θ−1

x (y1), ..., θ
−1
x (yn−1)) = x

e portanto π é �bração localmente trivial.
Tomemos agora 1 < r < n e (x0

1, ..., x
0
r) ∈ Fm,r(M) ⇒ x0

i 6= x0
j se i 6= j e

x0
i /∈ Qm, ∀ i = 1, ..., r.

Logo existem vizinhançasUi de x0
i emM \Qm, ∀ i = 1, ..., r, / U i∩U j = ∅

se i 6= j pois M \Qm é Hausdor�.
Para cada Ui temos a função θi : Ui × U i → U i como descrita acima; assim

para cada t ∈ Ui θ
i
t : U i → U i homeomor�smo que �xa ∂U i e θi

t(t) = x0
i e estendemos

θi
t : M →M da mesma forma, fazendo θi

t(y) = y se y /∈ Ui.
Considere U = U1× ...×Ur e V = U1 ∪ ...∪Ur. Tome θ : U ×V → V como

θ(x, y) = θi
xi

(y) se y ∈ Ui.
Temos então:

i) θ(x, xi) = θi
xi

(xi) = x0
i

ii) para cada x ∈ U, θx : V → V dada por θx(y) = θ(x, y) é homeomor�smo que �xa
∂V .

De fato, θ−1
x (y) = (θi

xi
)−1(y) se y ∈ U i é a inversa de θx. Portanto θx é homeomor�smo

para cada x.
Seja y ∈ ∂V ⇒ y ∈ ∂Ui para algum i = 1, ..., r ⇒ θx(y) = θi

xi
(y) = y.

Podemos com isso estender θx continuamente fazendo θx(y) = y se y /∈ V ,
obtendo um homeomor�smo θx : M →M .
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Consideremos agora ϕ : U × Fm+r,n−r(M) → π−1(U) de�nida por

ϕ(x, y1, ..., yn−r) = (x, θ−1
x (y1), ..., θ

−1
x (yn−r))

onde x = (x1, ..., xr). Temos que xi 6= xj se i 6= j e yi 6= yj se i 6= j, então θ−1
x (yi) 6=

θ−1
x (yj) se i 6= j pois θx é homeomor�smo e se θ−1

x (yi) = xj ⇒ yi = θx(xj) = x0
j ∈ Qm+r

contradição, logo θx(yi) 6= xj, ∀i, j.
Assim ϕ está bem de�nida e é homeomor�smo cuja inversa é dada por

ϕ−1(x, y1, ..., yn−r) = (x, θx(y1), ..., θx(yn−r))

Temos também

π ◦ ϕ(x, y1, ..., yn−r) = π(x1, ..., xr, θ
−1
x (y1), ..., θ

−1
x (yn−r)) = (x1, ..., xr) = x.

Portanto π é �bração localmente trivial com �braFm+r,n−r(M), 1 ≤ r < n.
Agora consideremos um caso especial onde a variedadeM é o espaço eucli-

diano IR2.
Sabemos que IR2\Qm param ≥ 1 tem o mesmo tipo de homotopia do espaço

formado por m cópias da esfera S1 unidas por um único ponto (buquê de m círculos) o
qual tem grupos de homotopia triviais em dimensões≥ 2 como mostramos no exemplo
1.2.11.

Logo os grupos de homotopia de IR2 \ Qm, πi(IR
2 \ Qm), são triviais para

i ≥ 2.
Do teorema 3.2.2 obtemos:

Corolário 3.2.3 Para o espaço Fn(IR2) temos πi(Fn(IR2)) = 0 se i ≥ 2.
Mais geralmente; para todo n ≥ 1, m ≥ 0 temos πi(Fm,n(IR2)) = 0 se i ≥ 2.

Dem.: Considere o seguinte diagrama:

Fn−1,1(IR
2) // Fn−2,2(IR

2) //

²²

... // F2,n−2(IR
2) //

²²

F1,n−1(IR
2) //

²²

Fn(IR2)

²²
Fn−2,1(IR

2) F2,1(IR
2) F1,1(IR

2) F0,1(IR
2)
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em que as funções na vertical são as �brações do teorema3.2.2 e as funções na horizontal
são as inclusões das �bras no correspondente espaço total das �brações.

Para o espaço Fm,1(IR
2) = IR2 \ Qm todos os grupos de homotopia com

dimensão i ≥ 2 são triviais.
Trabalhando com a sequência exata dos grupos de homotopia dessas �bra-

ções, concluímos que πi(Fn(IR2)) = πi(F0,n(IR2)) = 0 se i ≥ 2.
De fato:
para a �bração π : Fn−2,2(IR

2) → Fn−2,1(IR
2) com �bra Fn−1,1(IR

2) temos a seguinte
sequência exata;

... // πi(Fn−1,1(IR
2))

i∗ // πi(Fn−2,2(IR
2))

π∗ // πi(Fn−2,1(IR
2)) // ...

e para i ≥ 2, πi(Fn−2,2(IR
2)) = 0.

Agora para a �bração π : Fn−3,3(IR
2) → Fn−3,1(IR

2) com �bra Fn−2,2(IR
2) temos;

... // πi(Fn−2,2(IR
2))

i∗ // πi(Fn−3,3(IR
2))

π∗ // πi(Fn−3,1(IR
2)) // ...

e para i ≥ 2, πi(Fn−3,3(IR
2)) = 0.

Seguindo para o �m do diagrama temos para a �bração π : F0,n(IR2) → F0,1(IR
2) com

�bra F1,n−1(IR
2) a sequência exata;

... // πi(F1,n−1(IR
2))

i∗ // πi(F0,n(IR2))
π∗ // πi(F0,1(IR

2)) // ...

e para i ≥ 2, πi(F0,n(IR2)) = πi(Fn(IR2)) = 0.
Temos ainda π : F0,n+m(IR2) → F0,m(IR2) �bração com �braFm,n(IR2) e a seguinte sequên-
cia exata;

... // πi+1(F0,m(IR2)) // πi(Fm,n(IR2))
i∗ // πi(F0,n+m(IR2))

π∗ // πi(F0,m(IR2)) // ...

e para i ≥ 2 πi(Fm,n(IR2)) = 0.

3.3 O grupo fundamental de Cn(IR2)

Nesta seção identi�caremos o grupo de tranças com o grupo fundamental
do espaço de con�gurações (não ordenado) de IR2, Cn(IR2). Também mostraremos que
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Cn(IR2) é do tipo K(B(n), 1), o que nos possibilitará uma importante conclusão do tra-
balho, "B(n) não tem elementos não triviais de ordem �nita".

SejamM uma variedade conexa de dimensão≥ 2 e Σn o grupo das simetrias
de n elementos, isto é, o grupo das permutações do conjunto{1, ..., n}. Existe uma ação
natural de Σn no espaço de con�gurações Fn(M),

µ : Fn(M)× Σn → Fn(M)

de�nida pela permutação das coordenadas, isto é, (x1, ...xn).σ = (xσ(1), ..., xσ(n)). De fato
µ é ação livre à direita, pois dados x = (x1, ..., xn) ∈ Fn(M) e id, σ, γ ∈ Σn temos:
x.id = (xid(1), ..., xid(n)) = x

(xσ).γ = (xσ(1), ..., xσ(n)).γ = (y1, ..., yn).γ = (yγ(1), ..., yγ(n)) = (xσ(γ(1)), ..., xσ(γ(n))) =

(xσ◦γ(1), ..., xσ◦γ(n)) = x.(σ ◦ γ) onde yi = xσ(i)

(x1, ..., xn)σ = (x1, ..., xn) ⇔ σ(i) = i = id(i) ∀i = 1, ..., n pois xi 6= xj se i 6= j.
Denotemos o espaço das órbitas de Fn(M) pela ação livre µ por Cn(M).

Assim
Cn(M) =

Fn(M)

Σn

.

Os elementos da órbita de Fn(M) pela ação livre µ consiste das n−uplas
(x1, ..., xn) de pontos xi ∈ M diferentes dois a dois, onde duas n−uplas estão na mesma
órbita se elas diferem apenas por uma permutação de suas coordenadas. Assim podemos
pensar em Cn(M) como o espaço de con�gurações de um conjunto não ordenado de
pontos de M distintos dois a dois. Portanto Cn(M) é chamado espaço de con�gurações
de n pontos (não ordenados) deM .

A projeção de Fn(M) sobre o epaço das órbitas Cn(M) de�ne um recobri-
mento (teorema 1.4.5), o qual é uma �bração com �braΣn,

pn : Fn(M) → Cn(M).

Como Fn(M) é uma variedade teremos que Cn(M) também é uma variedade (teorema
1.4.6).

Preparamos agora o caminho que nos conduzirá à identi�cação do grupo de
tranças B(n) com o grupo fundamental de Cn(IR2).
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Escolhamos um ponto c0 ∈ Fn(M) e seja c0 = pn(c0) o ponto base deCn(M).
Considere β ∈ π1(Cn(M), c0) um elemento arbitrário representado pelo laço

f : [0, 1] → Cn(M)

tal que f(0) = f(1) = c0. Existe um único levantamento f̃ : [0, 1] → Fn(M) de f com
respeito ao recobrimento pn, tal que f̃(0) = c0.

Podemos pensar em f̃ = (f̃1, ..., f̃n) como n caminhos f̃i : [0, 1] → M , em
M , tais que f̃j(t) 6= f̃i(t) ∀i 6= j e todo t ∈ [0, 1].

Note que a n−upla (f̃1(1), ..., f̃n(1)) é apenas uma permutação σ da n−upla
(f̃1(0), ..., f̃n(0)) em M , pois pn(f̃(0)) = pn(f̃(1)) = c0.

De�nimos os mergulhos A f
i : [0, 1] → M × [0, 1], 1 ≤ i ≤ n, por A f

i (t) =

(f̃i(t), t).
O sistema A f =

{
A f

1 , ...A
f

n

}
é então um sistema de n cordas no espaço

produtoM × [0, 1] satisfazendo as mesmas condições que de�nem as tranças na de�nição
3.1.1.

Em particular, o sistema de cordas (A f , σ) emM × [0, 1] conecta os pontos
P1, ..., Pn em M × {0}, os quais são as coordenadas de c0 ∈ Fn(M), ao correspondente
conjunto de pontos P ′

1, ..., P
′
n em M × {1}, de acordo com a permutação σ que leva f̃(0)

em f̃(1).
Assim temos:

i) cada A f
i intercepta cada variedade intermediária,M × {t}, exatamente uma vez,

pois A f
i (t) = (f̃i(t), t) e para cada t, A f

i (t) está em um plano diferente,

ii) os arcos A f
1 , ...,A

f
n interceptam as variedades intermediárias,M × {t}, em exata-

mente n pontos diferentes, pois A f
i (t) 6= A f

j (t) se i 6= j.

Ainda
A f

i (0) = (f̃i(0), 0) = Pi ∈M × {0}
A f

i (1) = (f̃i(1), 1) = (f̃σ(i)(0), 1) = P
′
σ(i) ∈M × {1}
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Teorema 3.3.1 Com as notações acima temos que

ϕ : π1(Cn(IR2), c0) → B(n)

dada por ϕ([f ]) = A f , é um isomor�smo.

Dem.: Primeiramente mostremos que ϕ está bem de�nida.
Sejam f, g : [0, 1] → Cn(IR2) com f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = c0 represen-

tantes de β ∈ π1(Cn(IR2), c0). Então os levantamentos f̃ e g̃ de f e g respectivamente a
partir de c0 são homotópicos e terminam no mesmo ponto. Logo existe

H : [0, 1]× [0, 1] → Fn(IR2)/ H(t, 0) = f̃(t)

H(t, 1) = g̃(t)

e H(0, s) = c0, H(1, s) = f̃(1) = g̃(1).

Agora, denotandoA f e A g os sistemas resultantes def e g respectivamente,
considere πi ◦H : [0, 1]× [0, 1] → IR2, onde πi é a projeção sobre a i−ésima coordenada e
portanto contínua. Assim πi ◦H é contínua.

Tome então H̃i : [0, 1]×[0, 1] → IR2×[0, 1] dada por H̃i(t, s) = (πi◦H(t, s), t).
Logo H̃i é contínua para todo 1 ≤ i ≤ n e ainda
H̃i(t, 0) = (πi ◦H(t, 0), t) = (πi(f̃(t)), t) = (f̃i(t), t) = A f

i (t)

H̃i(t, 1) = (πi ◦H(t, 1), t) = (πi(g̃(t)), t) = (g̃i(t), t) = A g
i (t)

H̃i(0, s) = (πi ◦H(0, s), 0) = (πi(f̃(0)), 0) = (f̃i(0), 0) = Pi

H̃i(1, s) = (πi ◦H(1, s), t) = (πi(f̃(1)), 1) = (f̃i(1), 1) = P
′
σ(i)

Assim H̃ é homotopia entre A f e A g.
Mostremos então que ϕ é um isomor�smo.
Sejam β, α ∈ π1(Cn(IR2), c0). Temos que β ∗ α é representado por

h(t) = (f ∗ g)(t) =





f(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

g(2t− 1), 1
2
≤ t ≤ 1

onde f e g são os laços que representam β e α respectivamente.
Seja c0 = (x1, ..., xn) ∈ Fn(IR2) um ponto de p−1

n (c0).
Consideremos f̃ : [0, 1] → Fn(IR2) como sendo o único levantamento de

f tal que f̃(0) = c0. Como f̃(1) ∈ p−1
n (c0), segue que existe σ ∈ Σn tal que f̃(1) =
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(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)) = c0.σ.
Consideremos também g̃ : [0, 1] → Fn(IR2), como sendo o único levanta-

mento de g tal que g̃(0) = c0.σ.
Temos então que f̃ ∗ g̃ é o único levantamento de f ∗ g tal que f̃ ∗ g̃(0) = c0

e consequentemente A f∗g =
{

A f∗g
1 , ...,A f∗g

n

}
, sendo que

A f∗g
j (t) = ((f̃ ∗ g̃)j(t), t) =





(f̃j(2t), 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

(g̃σ(j)(2t− 1), 2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

e (f̃ ∗ g̃)(t) = ((f̃ ∗ g̃)1(t), ..., (f̃ ∗ g̃)n(t)).
Por outro lado, se A f .A g = ((A f .A g)1, ..., (A f .A g)n) então

(A f .A g)j(t) =





A f
j (2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

A g
σ(j)(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

ou seja,

(A f .A g)j(t) =





(f̃j(2t), 2t) 0 ≤ t ≤ 1/2

(g̃σ(j)(2t− 1), 2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

donde ϕ(β ∗ α) = A f∗g = A f .A g = ϕ(β).ϕ(α).
Portanto ϕ é homomor�smo de grupos.
Seja β ∈ B(n) representado pelo sistema de cordas A = {A1, ...,An}.

Então para cada Ai : [0, 1] → IR2 × [0, 1] existem funções contínuas fi : [0, 1] → IR2 e
gi : [0, 1] → [0, 1] tais que gi(0) = 0, gi(1) = 1 e Ai(t) = (fi(t), gi(t)).

Fixemos um i ∈ {1, ..., n} e sejam s, t ∈ [0, 1] tais que gi(s) = gi(t). Segue
da propriedade i) da de�nição 3.1.1, que fi(s) = fi(t) pois caso contrário o plano paralelo
entre os planos superior e inferior situado na alturagi(s) = gi(t) interceptaria Ai em dois
pontos distintos, (fi(t), gi(t)) e (fi(s), gi(s)). Assim, temos que Ai(s) = Ai(t), e como Ai

é injetora segue que s = t. Provamos com isso que gi é injetora.
Como gi(0) = 0 e gi(1) = 1 segue do teorema do valor intermediário que

gi é também sobrejetora e portanto inversível. Além disso, como [0, 1] é compacto temos
que g−1

i é contínua.
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Com isso, temos que A
′

i = Ai ◦ g−1
i é uma reparametrização de Ai e repre-

senta portanto o mesmo arco representado porAi, pois as funções

Fi(t, s) = Ai ◦ g−1
i ((1− s)gi(t) + st), i = 1, ..., n

constituem uma homotopia de caminhos entreA = {A1, ...,An} e A
′
=

{
A

′
1 , ...,A

′
n

}
.

Logo β é representado por A
′
=

{
A

′
1 , ...,A

′
n

}
e

A
′

i (t) = Ai ◦ g−1
i (t) = (fi ◦ g−1

i (t), gi ◦ g−1
i (t)) = (fi ◦ g−1

i (t), t)

donde β é representado por A pn◦h = ϕ([pn ◦ h]) sendo h dado por

h = (f1 ◦ g−1
1 , ..., fn ◦ g−1

n ).

Então ϕ é sobrejetora.
Finalmente provemos que ϕ é injetora.
Seja [f ] = β ∈ π1(Cn(IR2), c0) tal que ϕ([f ]) = 0 ∈ B(n). Isso implica que

A f é representada pela trança trivial formada por n arcos verticais ligando c0 × {0} a
c0 × {1}, ou seja, A f

i (t) = (xi, t) para todo t ∈ [0, 1] e para todo i = 1, ..., n.
Mas por de�nição A f

i (t) = (f̃i(t), t), sendo f̃ = (f̃1, ..., f̃n) o único levanta-
mento de f tal que f̃(0) = c0.

Logo cada f̃i é um caminho homotópico ao caminho constante igual a xi,
donde f = pn ◦ f̃ é homotópico ao caminho constante igual a c0 ∈ Cn(IR2), ou seja,
β = [f ] = 0 ∈ π1(Cn(IR2), c0).

Temos então:

Corolário 3.3.2 O espaço de con�gurações Cn(IR2) é um espaço de Eilenberg-MacLane
do tipo K(B(n), 1), isto é, π1(Cn(IR2), c0) = B(n) e πi(Cn(IR2), c0) = 0 ∀i > 1.

Dem.: Vimos pelo corolário 3.2.3 que os grupos de homotopia deFn(IR2) são triviais em
dimensões ≥ 2. Assim, pela sequência dos grupos de homotopia da �braçãopn

... // πi(Fn(IR2)) // πi(Cn(IR2)) // πi−1(Σn) // ...

e como πi(Σn) = 0 para i ≥ 1, pois Σn é discreto, concluímos que πi(Cn(IR2)) = 0 para
i ≥ 2.
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Portanto pelo teorema anteriorCn(IR2) é um espaço Eilenberg-MacLane do
tipo K(B(n), 1).

Corolário 3.3.3 O grupo de tranças B(n) não tem elementos não triviais de ordem �-
nita.

Dem.: Desde que Cn(IR2) é uma variedade de dimensão �nita, segue queCn(IR2) é um
complexo CW �nito dimensional (cf. [1]) e como Cn(IR2) é um espaço de Eilenberg-
MacLane do tipoK(B(n), 1) segue do Teorema 2.2.5 queB(n) não possui elementos não
triviais de ordem �nita.

Observação 3.3.4 Se M é uma variedade conexa por caminhos de dimensão ≥ 2 é
possível de�nir o conjunto das n−tranças em M como sendo um sistema de n arcos
mergulhados em M × [0, 1] satisfazendo condições semelhantes às condições da de�nição
3.1.1, substituindo planos superior, inferior e paralelo, respectivamente porM×{0} , M×
{1} e M × {t} , t ∈ (0, 1).

Imitando o que foi feito no caso de IR2, podemos equipar o conjunto des-
sas tranças com uma relação de homotopia cujo quociente, Bn(M), possui uma estru-
tura de grupo de�nida de forma análoga à estrutura deB(n). Temos também aqui que
π1(Cn(M)) ∼= Bn(M); no entanto Cn(M) não é em geral um espaço de Eilenberg-MacLane
do tipo K(Bn(M), 1).

3.4 Presentação do grupo de trançasB(n)

Na seção 3.1 vimos que o grupo das tranças com n cordas B(n) é gerado
por tranças elementares σ1, ..., σn−1, onde σi apenas permuta as cordas i e i+1. Também
foram estabelecidas duas relações entre esses elementos. Nosso objetivo agora é dar uma
idéia de como provar que de fato esta é a presentação deB(n).

Usaremos o conjunto de pontosP1 = (1, 0), P2 = (2, 0), ..., Pn = (n, 0) como
o conjunto de pontos inicial das cordas da n−trança. Então as n−tranças elementares
σj, 1 ≤ j ≤ n− 1, podem ser descritas como os caminhos

gj : [0, 1] → Fn(IR2)
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de�nidos por, gj(t) = (P1, ..., Pj−1, f j(t), f j+1(t), Pj+2, ..., Pn) onde

f j(t) = (j + senπ
2
t, senπt)

f j+1(t) = (j + cos π
2
t,−senπt).

Como
gj(0) = (P1, ..., Pj, Pj+1, ..., Pn)

gj(1) = (P1, ..., Pj+1, Pj, ..., Pn)

o caminho gj : [0, 1] → Fn(IR2) projeta no laço gj : [0, 1] → Cn(IR2) com gj(0) = gj(1) = c0

e este laço representa σj ∈ π1(Cn(IR2), c0).
Faremos agora um esboço da demonstração do teorema 3.1.3, o qual relem-

bramos abaixo.
Teorema 3.1.3 O grupo B(n) das tranças com n cordas admite represen-

tação com geradores σ1, ..., σn−1, e as seguintes relações:
(1) σi · σj = σj · σi se |i− j| ≥ 2, 1 ≤ i, j ≤ n− 1.
(2) σi · σi+1 · σi = σi+1 · σi · σi+1 se 1 ≤ i ≤ n− 2.
Dem.: Seja Bn um grupo abstrato com presentação dada por geradores σ̃1, ..., σ̃n−1 e
relações
(1) σ̃i · σ̃j = σ̃j · σ̃i se |i− j| ≥ 2, 1 ≤ i, j ≤ n− 1.
(2) σ̃i · σ̃i+1 · σ̃i = σ̃i+1 · σ̃i · σ̃i+1 se 1 ≤ i ≤ n− 2.
Existe um homomor�smo

ιn : Bn → B(n)

que leva σ̃i em σi. De fato, Bn tem presentação (X̃|Ỹ ) onde X̃ = {σ̃i, 1 ≤ i ≤ n− 1} e
Ỹ =

{
σ̃iσ̃jσ̃

−1
i σ̃−1

j se |i− j| ≥ 2 e σ̃iσ̃i+1σ̃iσ̃
−1
i+1σ̃

−1
i σ̃−1

i+1, i = 1, ..., n− 1
}
.

Seja F (X̃) o grupo livre sobre X̃, então Bn é isomorfo a F (X̃)

<Ỹ >
. Ainda, dada

f : X̃ → B(n)

que leva σ̃i em σi temos que existe um único homomor�smo

f : F (X̃) → B(n)
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que leva σ̃i em σi e como < Ỹ >⊂ Ker(f) temos, pelo teorema do isomor�smo, que existe
um único homomor�smo

ιn :
F (X̃)

< Ỹ >
→ B(n)

tal que Ker(ιn) = Ker(f)

<Ỹ >
e Im(ιn) = Im(f). Logo ιn leva σ̃i em σi.

Provemos então que ιn é um isomor�smo.
A sequência de homotopia para a �bração pn : Fn(IR2) → Cn(IR2) se reduz,

pelo corolário 3.2.3, a seguinte sequência exata curta;

0 // π1(Fn(IR2), c0)
ρn // π1(Cn(IR2), c0)

τn // Σn
// 0

Usaremos a identi�cação
B(n) = π1(Cn(IR2), c0)

H(n) = π1(Fn(IR2), c0)
.

Então os elementos de H(n) podem ser identi�cados com as tranças de n cordas com
permutação trivial, chamadas tranças puras. O homomor�smo τn na sequência exata
curta é de�nido como sendo a permutação da trançaβ ∈ π1(Cn(IR2)). E o homomor�smo
ρn é o induzido da função pn.

Com estas identi�cações temos então a seguinte sequência exata curta;

0 // H(n)
ρn // B(n)

τn // Σn
// 0

A sequêcia exata acima é chamada sequência do grupo de tranças e τn é
chamado homomor�smo de permutação.

Para o grupo abstrato Bn, temos o epimor�smo

τ̃n : Bn → Σn

de�nido por τ̃n(σ̃i) = (i, i+ 1), ou seja, τ̃n(σ̃i) é a transposição de Σn que permuta i com
i+ 1.

O homomor�smo τ̃n é obtido da mesma forma como obtemos ιn, pois as
relações (1) e (2) também acontecem entre as transposições emΣn, e como as transposições
(i, i+ 1), i = 1, ..., n− 1 geram Σn temos que τ̃n é um epimor�smo.
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Seja Hn = Kerτ̃n o núcleo de τ̃n e seja ρ̃n : Hn → Bn a inclusão. Assim
para o grupo Bn temos a seguinte sequência exata curta:

0 // Hn
ρ̃n // Bn

τ̃n // Σn
// 0

Como τn(σi) = (i, i+ 1) temos o seguinte diagrama comutativo:

0 // Hn
ρ̃n //

ι
′
n

²²

Bn
τ̃n //

ιn
²²

Σn
//

id
²²

0

0 // H(n)
ρn // B(n)

τn // Σn
// 0

onde ι′n é a restrição de ιn ao subgrupo Hn de Bn.
Usando o Lema dos cinco temos:

Lema 3.4.1 Se ι′n : Hn → H(n) é isomor�smo, então ιn : Bn → B(n) também é isomor-
�smo.

A idéia agora é provar que ι′n é isomor�smo.
Reduzir o problema do grupo de tranças para o grupo de tranças puras tem

a vantagem de que podemos usar indução sobre o número de cordas pois as tranças puras
não tem permutação das cordas.

Para provar que ι′n : Hn → H(n) é isomor�smo precisaremos conhecer a
presentação de Hn.

Lema 3.4.2 O grupo Hn admite presentação com geradores
aij = σ̃j−1σ̃j−2...σ̃i+1σ̃

2
i σ̃

−1
i+1...σ̃

−1
j−2σ̃

−1
j−1 se 1 ≤ i < j ≤ n

e relações:

a−1
rs aijars =





aij se i < r < s < j ou r < s < i < j

arjaija
−1
rj se r < i = s < j

arjasjaija
−1
sj a

−1
rj se i = r < s < j

arjasja
−1
rj a

−1
sj aijasjarja

−1
sj a

−1
rj se r < i < s < j

A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [6], p.153− 170.
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i j

Figura 3.9: aij = σj−1σj−2...σi+1σ
2
i σ

−1
i+1...σ

−1
j−2σ

−1
j−1

A n−trança que corresponde a aij, 1 ≤ i < j ≤ n apenas passa a corda j
uma vez em torno da corda i, primeiro por baixo e depois por cima, e passa por baixo de
cada corda intermediária duas vezes. Veja projeção padrão na �gura 3.9.

A trança inversa correspondendo aa−1
ij faz o mesmo que a trança aij apenas

mudando que agora a corda j passa em sentido oposto pela corda i, primeiro por cima e
depois por baixo.

As tranças puras podem ser escritas como produto de correspondentes tran-
ças aij e suas inversas (veja �gura 3.10). Em outras palavras o sistema de tranças
{aij/ 1 ≤ i < j ≤ n} é um sistema de geradores deH(n).

Figura 3.10: n−trança a14a24a24a
−1
13 a34

O grupo Hn−1 pode ser considerado como subgrupo deHn que é gerado por
{aij, 1 ≤ i < j ≤ n− 1}. Existe um homomor�smo natural η : Hn → Hn−1 de�nido por
η(aij) = aij se 1 ≤ i ≤ j ≤ n− 1 e η(ain) = 1 se 1 ≤ i < n, obtido por um procedimento
análogo ao feito para se construir ιn.

O subgrupo Un de Hn gerado pelos elementos a1n, ..., a(n−1)n é normal em
Hn uma vez que (de acordo com o lema 3.4.2) a−1

rs ainars ∈ Un, para todo conjunto de
índices.

Temos que Un =< a1n, ..., a(n−1)n >⊂ Ker(η) pois a1n, ..., a(n−1)n ∈ Ker(η).
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Ker(η) ⊂ Un. De fato, se α ∈ Ker(η) ⇒ α = ai1j1ai2j2 ...aikjk
, aimjm ∈ Hn e η(α) = 1.

Se jm 6= n, ∀ m = 2, ..., k ⇒ α = η(α) = 1 ⇒ α ∈ Un.
Se jm = n para algum m então

1 = η(α) = ai1j1 ...aim−1jm−1aim+1jm+1 ...aikjk
⇒ ai1j1 ...aim−1jm−1︸ ︷︷ ︸

β

= a−1
ikjk

...a−1
im+1jm+1

então α = βaimnβ
−1 ∈ Un pois Un é normal em Hn.

Temos então que o núcleo deη, Ker(η), é o fêcho normal emHn dos elemen-
tos a1n, ..., a(n−1)n, isto é, ele é o menor subgrupo normal deHn que contém os elementos
a1n, ..., a(n−1)n. Assim Ker(η) = Un, e temos a sequência exata curta:

0 // Un
i // Hn

η // Hn−1
// 0

Agora de�niremos a correspondente sequência exata curta para o grupo de
tranças B(n). Para isto considere a �bração:

π : Fn(IR2) → Fn−1(IR
2)

com �bra Fn−1,1(IR
2) = IR2 \Qn−1 de�nida no teorema 3.2.2. Como os grupos de homoto-

pia dos espaços da �bração π são triviais em dimensões ≥ 2, corolário 3.2.3, a sequência
de homotopias de π �ca reduzida a sequência exata curta;

0 // π1(Fn−1,1(IR
2))

i∗ // π1(Fn(IR2))
π∗ // π1(Fn−1(IR

2)) // 0

Para o grupo das tranças puras temos a identi�cação
H(n) = π1(Fn(IR2)) e H(n− 1) = π1(Fn−1(IR

2))

e desse modo a sequência �ca:

0 // π1(Fn−1,1(IR
2))

i∗ // H(n)
π∗ // H(n− 1) // 0 .

É claro que π∗ opera sobre a trança removendo a corda de númeron da n−trança. Também
note que:
Kerπ∗ = π1(Fn−1,1(IR

2)) = π1(IR
2 \Qn−1)

é um grupo livre com n− 1 geradores pois IR2 \Qn−1 tem o mesmo tipo de homotopia do
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espaço formado por n − 1 cópias de S1 ligadas por um único ponto como mostramos na
seção 3.2, e este é um grupo livre com n− 1 geradores, (cf. [4] p.210).

A trança geométrica correspondente a aij comporta-se sob π∗ do mesmo
modo como aij comporta-se sob η. Assim temos o seguinte diagrama comutativo:

0 // Un
i //

ι
′′
n

²²

Hn
η //

ι
′
n

²²

Hn−1
//

ι
′
n−1

²²

0

0 // π1(Fn−1,1(IR
2))

i∗ // H(n)
π∗ // H(n− 1) // 0

onde ι′′n é a restrição de ι′n ao subgrupo Un de Hn.
Lembre que P1 = (1, 0), P2 = (2, 0), ..., Pn = (n, 0) é o conjunto de pontos

de IR2 usado como conjunto de pontos inicial das n−tranças geométricas. As n−tranças
puras consideradas como laços emFn(IR2) são então baseadas no ponto c0 = (P1, ..., Pn) ∈
Fn(IR2). Em correspondência, as (n − 1)−tranças puras em H(n − 1) são descritas por
laços em Fn−1(IR

2) baseados no ponto (P1, ..., Pn−1) ∈ Fn−1(IR
2). O ponto base da �bra

Fn−1,1(IR
2) da �bração π é então o ponto Pn ∈ Fn−1,1(IR

2) = IR2 \ {P1, ..., Pn−1}.
A análise da trança geométrica ι′n(aij), aij ∈ Hn, mostra que ela en-

volve a corda j uma vez em torno da corda i. É então claro que ι′′n(ajn) pertencente
a π1(Fn−1,1(IR

2)), para 1 ≤ j < n, é representado pelo laço em Fn−1,1(IR
2)baseado no

ponto Pn que enlaça o ponto Pj e o separa dos pontos P1, ..., Pj−1, Pj+1, ..., Pn−1. Veja
�gura 3.11.

P P P
nj1

Figura 3.11: ι′′n(ajn)

Segue então que o conjunto dos elementos
{
ι
′′
n(ajn)/ 1 ≤ j < n

}
é uma base

do grupo livre π1(Fn−1,1(IR
2)) de posto n − 1. O grupo Un = Kerη é gerado pelos

elementos {ajn/ 1 ≤ j < n}, e vimos que este conjunto de geradores é levado na base do
grupo livre π1(Fn−1,1(IR

2)) sob ι′′n. Consequentemente não pode existir relações entre esses
geradores. Em outras palavras o grupoUn é um grupo livre de posto n− 1 que é levado
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isomor�camente em π1(Fn−1,1(IR
2)) por ι′′n. Agora observe queH1 = 0 e π1(F0,1(IR

2)) = 0.
Assim ι

′
1 é isomor�smo. Assumindo indutivamente que ι′n−1 é isomor�smo, como ι′′n é

isomor�smo para todo n, usando o Lema dos cinco temos que ι′n é isomor�smo.
E isto completa o esboço da demonstração da presentação do grupo das

tranças de Artin.



Capítulo 4

Aplicação

4.1 Uma generalização do teorema de Borsuk-Ulam

O teorema clássico de Borsuk-Ulam a�rma que se f : Sn → IRn é qualquer
função contínua, então f(x) = f(−x) para algum x ∈ Sn.

Várias generalizações desse resultado tem sido provadas, por exemplo por
Hopf [8], Yang [19], Conner e Floyd [2] e outros.

Apresentamos aqui uma generalização da versão bi-dimensional provada
por J.E. Connet (cf. [3]), em que S2 é substituída por qualquer espaçoX de Hausdor�,
simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos, e a função antipodal é substituída
por um homeomor�smo ρ : X → X com período �nito, ou seja, ρn = id para algum n ∈ N
(sendo ρn = ρ ◦ ρ ◦ ... ◦ ρ︸ ︷︷ ︸

n

).

Usando esse resultado, faremos também uma generalização da versão bi-
dimensional do teorema de Ljusternik-Schnirelmann, o qual é equivalente ao Teorema de
Borsuk-Ulam e diz que se S2 = F1 ∪ F2 ∪ F3, onde cada Fi é fechado, então algum Fi

contém um par de pontos antipodais.

Teorema 4.1.1 Seja X um espaço topológico de Hausdor�, localmente conexo por cami-
nhos e r−conexo, r = 0 ou r = 1, e seja ρ : X → X uma função com período n > 1. Se
f : X → IRr+1 é qualquer função contínua , então existe x ∈ X tal que f(x) = f(ρi(x))

para algum i, 1 ≤ i ≤ n− 1.

73
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Dem.: Primeiro demonstraremos o teorema parar = 1, ou seja, X é 1−conexo e f é uma
função de X em IR2.

Assumiremos sem perda de generalidade quex 6= ρi(x) para 1 ≤ i ≤ n− 1.
Assim ρ gera uma Zn−ação livre sobreX, digamos µ. Seja X/Zn o espaço das órbitas de
X pela ação µ e π : X → X/Zn a projeção natural a qual é uma aplicação de recobrimento.
Ainda temos que π1(X/Zn) é isomorfo a Zn (Observação 1.4.7).

Seja Cn(IR2) o espaço de con�gurações de um conjunto não ordenado den
pontos de IR2 e Fn(IR2) o espaço de con�gurações de um conjunto ordenado den pontos
de IR2. Tomemos pn : Fn(IR2) → Cn(IR2) o recobrimento visto na seção 3.3.

Suponhamos que f(x) 6= f(ρi(x)) para todo x ∈ X e 1 ≤ i ≤ n− 1. Então
podemos de�nir f ′ : X/Zn → Cn(IR2) por f ′(π(x)) = [(f(x), f(ρ(x)), ..., f(ρn−1(x)))].

Pelo teorema 3.3.1, temos que π1(Cn(IR2)) ∼= B(n). Logo segue do coro-
lário 3.3.3 que π1(Cn(IR2)) não contém elementos não triviais de ordem �nita e, como
π1(X/Zn) ≈ Zn concluímos que,

f
′
∗ : π1(X/Zn) → π1(Cn(IR2))

é a aplicação nula. Assim f
′
∗(π1(X/Zn)) ⊂ (pn)∗(π1(Fn(IR2))) e como X/Zn é localmente

homeomorfo a X e X é localmente conexo por caminhos segue que X/Zn também é
localmente conexo por caminhos e podemos então aplicar o teorema geral do levantamento
(Teorema 1.1.11), para concluir que f ′ pode ser levantada a uma função contínua

f
′′

: X/Zn → Fn(IR2)

com pn ◦ f ′′ = f
′ .

Fn(IR2)

pn

²²X

Zn f
′

//

f
′′

=={
{

{
{

{

Cn(IR2)

Escolhendo um ponto base x0 ∈ X podemos fazer

f
′′
(π(x0)) = (f(x0), f(ρ(x0))..., f(ρn−1(x0)))



4 Aplicação 75

o ponto base de Fn(IR2).
Mas agora se de�nirmos Φ : X → Fn(IR2) por

Φ(x) = (f(x), f(ρ(x)), ..., f(ρn−1(x)))

temos que Φ e f ′′ ◦π levantam f
′ ◦π a partir de x0. Logo pela unicidade do levantamento

Φ = f
′′ ◦ π.

Uma vez que π(x) = π(ρ(x)), ∀x ∈ X, temos

Φ(x) = f
′′
(π(x)) = f

′′
(π(ρ(x))) = Φ(ρ(x)) ⇒ f(x) = f(ρ(x)),∀ x ∈ X

o que contradiz nossa suposição.
Finalmente, para r = 0 temos uma demonstração análoga, apenas obser-

vando que π1(Cn(IR)) = 0. Para ver isto descreveremos agora o conjunto Fn(IR) =

{(x1, ..., xn) ∈ IRn : xi 6= xj se i 6= j}.
Seja F = {(x1, ..., xn) ∈ Fn(IR) : x1 < x2 < ... < xn}. Para cada σ ∈ Σn

consideremos o conjunto

F σ =
{
x = (x1, ..., xn) ∈ Fn(IR) : x.σ = (xσ(1), ..., xσ(n)) ∈ F}

.

Com as notações acima temos o seguinte:
Lema 1: Para todo x ∈ Fn(IR) existe um único σ ∈ Σn tal que x ∈ F σ.
Dem.: Dado x = (x1, ..., xn) ∈ Fn(IR), como xi 6= xj se i 6= j temos que existe um único
j1 ∈ {1, 2, ..., n} tal que

xj1 = min {x1, .., xn} .

Analogamente, existe um único j2 ∈ {1, 2, ..., n} − {j1} tal que

xj2 = min {x1, ..., xn} − {xj1} .

Prosseguindo dessa forma, podemos construir uma únican−upla (j1, ..., jn)

tal que
xj1 = min {x1, ..., xn} e

xjk
= min {x1, ..., xn} −

{
xj1 , ..., xjk−1

}
, 1 < k ≤ n.
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De�nindo então σ ∈ Σn por σ(k) = jk, 1 ≤ k ≤ n, temos que x.σ =

(xσ(1), ..., xσ(n)) ∈ F , ou seja, x ∈ F σ.
Se γ ∈ Σn é outra permutação tal que x.γ ∈ F , então

xγ(1) = min {x1, ..., xn} e

xγ(k) = min {x1, ..., xn} −
{
xγ(1), ..., xγ(k−1)

}
, 1 < k ≤ n.

Pela unicidade de (j1, ..., jn) concluímos que (γ(1), ..., γ(n)) = (j1, ..., jn), ou
seja, γ = σ.

Como consequência desse lema temos os seguintes resultados:
Corolário 1: Fn(IR) =

⋃
σ∈Σn

F σ (união disjunta).
Dem.: Imediata.
Corolário 2: Para cada σ ∈ Σn temos que a aplicação fσ : F σ → Cn(IR) dada por
fσ(x) = [x] é um homeomor�smo.
Dem.:

• fσ é injetora.

Dados x, y ∈ F σ tais que fσ(x) = fσ(y) temos que [x] = [y]. Segue então que existe
τ ∈ Σn tal que y = x.τ . Como y ∈ F σ temos que x.(τσ) = y.σ ∈ F , ou seja,
x ∈ F τσ. Mas como x ∈ F σ segue do lema que σ = τσ donde τ = id e x = y.

• fσ é sobrejetora.

Seja [x] ∈ Cn(IR). Pelo lema, existe θ ∈ Σn tal que x.θ ∈ F . Tomando y =

x.(θσ−1) temos que y ∈ F σ e fσ(y) = [y] = [x] ∈ Cn(IR).

• fσ é contínua.

fσ é a restrição da aplicação quociente pn : Fn(IR) → Cn(IR).

• f−1
σ é contínua.

Temos que se U ⊂ F σ é aberto então f−1
σ (fσ(U)) = U é aberto, donde fσ(U) é

aberto em Cn(IR). Logo fσ é aplicação aberta e portanto f−1
σ é contínua.
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Observamos agora que para cadaσ ∈ Σn e para cada 1 ≤ i < n, o conjunto

F σ
i =

{
(x1, ..., xn) ∈ IRn : xσ(i) < xσ(i+1)

}

é um subconjunto convexo de IRn, pois dados x = (x1, ..., xn) e y = (y1, ..., yn) ∈ F σ
i

temos que xσ(i) < xσ(i+1) e yσ(i) < yσ(i+1), logo para todo t ∈ (0, 1) tem-se (1− t)xσ(i) <

(1− t)xσ(i+1) e tyσ(i) < tyσ(i+1), donde

(1− t)xσ(i) + tyσ(i) < (1− t)xσ(i+1) + tyσ(i+1)

e portanto (1− t)x+ ty ∈ F σ
i , ∀ t ∈ [0, 1].

Temos então o seguinte:
Lema 2: Para cada σ ∈ Σn, F

σ é um subconjunto convexo de Fn(IR).

Dem.: Basta notar que F σ =
n−1⋂
i=1

F σ
i

Corolário 3: Cn(IR) é contrátil.
Temos por exemplo para n = 3

F3(IR) = F ∪ F (12) ∪ F (13) ∪ F (23) ∪ F (123) ∪ F (132)

(x1, x2, x3) ∈ F ⇔ x1 < x2 < x3

(x1, x2, x3) ∈ F (12) ⇔ x2 < x1 < x3

(x1, x2, x3) ∈ F (13) ⇔ x3 < x2 < x1

(x1, x2, x3) ∈ F (23) ⇔ x1 < x3 < x2

(x1, x2, x3) ∈ F (123) ⇔ x2 < x3 < x1

(x1, x2, x3) ∈ F (132) ⇔ x3 < x1 < x2

Apresentamos agora algumas consequências do teorema 4.1.1 sendo que o
espaço X considerado é sempre de Hausdor� e localmente conexo por caminhos.

Corolário 4.1.2 Se X é 1−conexo e G é um grupo atuando sobre X tal que G 6= {e} é
�nito ou G é produto de círculos, então para cada funçãof : X → IR2 existe g ∈ G, g 6= e

e x ∈ X tal que f(x) = f(g.x).
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Dem.: {e} 6= G é �nito ⇒ ∃g ∈ G, g 6= e / o(g) = n <∞⇒ gn = e.
Tome ρ : X → X / ρ(x) = g.x(ação de g em x), então ρn(x) = gn.x =

e.x = x ⇒ ρ tem período n > 1 ⇒ pelo teorema 4.1.1, ∃x ∈ X e 1 ≤ i ≤ n − 1 tal que
f(x) = f(ρi(x)) = f(gi.(x)) onde gi ∈ G, gi 6= e pois i < n.

Se G é produto de círculos, G = S1 × ... × S1, temos que em S1 existem
in�nitos elementos de ordem �nita, por exemplo as raízesn−ésimas da unidade e o ele-
mento i identi�cado com (0, 1) ∈ IR2, onde i4 = 1. Assim (i, ..., i) ∈ G tem ordem 4 > 1

e a demonstração segue análoga à demonstração de quandoG é �nito.

Corolário 4.1.3 Se X é 1−conexo e ρ : X → X é uma função com período n > 1

sobre X, então não existe f : X → S1 tal que f(ρ(x)) = r(f(x)) para cada x ∈ X onde
r : S1 → S1 é a rotação de período n.

Dem.: Se f(ρ(x)) = r(f(x)) para cada x ∈ X, então f(ρi(x)) = ri(f(x)) para todo
1 ≤ i ≤ n− 1.

Considerando f como uma função de X em IR2 ⊃ S1, isto contradiz o
teorema 4.1.1, pois f(ρi(x)) = ri(f(x)) 6= f(x) pois i ≤ n− 1.

Corolário 4.1.4 Suponha que X é conexo por caminhos, π1(X) tem somente elementos
de ordem �nita e ρ : X → X uma função com período n > 1. Se f : X → IR2 é
qualquer função contínua, então existe x0 ∈ X tal que f(x0) = f(ρi(x0)), para algum
i, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Dem.: Suponhamos que ρi(x) 6= x, ∀x ∈ X e 1 ≤ i ≤ n− 1 então ρ de�ne uma Zn−ação
livre sobre X.

Seja π : X → X/Zn a projeção de recobrimento. Temos a seguinte sequência
exata,

0 // π1(X)
π∗ // π1(X/Zn) ∂ // π0(Zn) // 0

donde π1(X/Zn)

π∗(π1(X))

∂→ π0(Zn) é uma bijeção.
Se [α] ∈ π1(X/Zn), temos que [α]+π∗(π1(X)) ∈ π(X/Zn)/π∗(π1(X)). Logo

[α] +π∗(π1(X)) tem ordem �nita pois π1(X/Zn)
π∗(π1(X))

é um grupo �nito (contendo n elementos).
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Então [α]k ∈ π∗(π1(X)) para algum k. Assim existe [β] ∈ π1(X) tal que
π∗([β]) = [α]k. Por hipótese [β] tem ordem �nita m, assim,

[β]m = e⇒ π∗([β]m) = π∗([β])m = [α]km = e

Portanto [α] tem ordem �nita.
Assim π1(X/Zn) tem somente elementos de ordem �nita, e a demonstração

segue análoga à do teorema 4.1.1.

O seguinte teorema generaliza a versão bi-dimensional do teorema de Ljuster-
nik-Schnirelmann;

Teorema 4.1.5 Seja X um espaço normal e 1−conexo e ρ : X → X uma função com
período 1 < n ≤ 4. Se X é recoberto por conjuntos fechadosA1, A2 e A3 então Ai∩ρ(Ai) 6=
∅ para algum i = 1, 2 ou 3.

Dem.: Existem três casos a analisar e em cada um assumiremos queAi ∩ ρ(Ai) = ∅ para
i = 1, 2.

• Caso1 : n = 2.
Para i = 1, 2, segue do Lema de Urysohn, (cf. [13]), que existem funções contínuas
fi : X → [0, 1] tais que fi|Ai

= 0 e fi|ρ(Ai) = 1.

Então f(x) = (f1(x), f2(x)) de�ne uma função de X em IR2. Pelo teorema 4.1.1
existe x0 ∈ X tal que f(x0) = f(ρ(x0)).
Se x0 ∈ A1 ⇒ f(x0) = (0, f2(x0)) = f(ρ(x0)) = (1, f2(ρ(x0))) o que é um absurdo.
Se x0 ∈ ρ(A1) ⇒ f(x0) = (1, f2(x0)) = f(ρ(x0)) = (0, f2(ρ(x0))) o que é um
absurdo.

O mesmo vale para i = 2. Portanto x0 ∈ A3 ∩ ρ(A3).

• Caso2 : n = 3

Para i = 1, 2 temos que Ai, ρ(Ai) e ρ2(Ai) são conjuntos fechados disjuntos dois a
dois. Segue do Lema de Urysohn que existem fi : X → [0, 2] contínuas (i = 1, 2)

tais que fi|Ai
= 0, fi|ρ(Ai) = 1 e fi|ρ2(Ai) = 2.
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De�nindo f : X → IR2 por f(x) = (f1(x), f2(x)) temos pelo teorema 4.1.1 que para
j = 1 ou 2 e algum x0 ∈ X, f(x0) = f(ρj(x0)).
Se x0 ∈ Ai ∪ ρ(Ai) ∪ ρ2(Ai) obteremos a mesma contradição do caso 1 para i = 1 e
2, então x0 ∈ A3 ∩ ρ(A3) ∩ ρ2(A3). Logo A3 ∩ ρ(A3) 6= ∅.

• Caso3 : n = 4.

Neste caso temos que ρ2 : X → X de�ne uma Z2−ação livre sobre X. Seja X/Z2 o
espaço das órbitas e γ : X → X/Z2 a função quociente.

A função ρ induz ρ̂ : X/Z2 → X/Z2 dada por ρ̂(γ(x)) = γ(ρ(x)).

Note que, para i = 1, 2, se Ai ∩ ρ(Ai) = ∅ temos γ(Ai)∩ ρ̂(γ(Ai)) = ∅, pois se existe
x ∈ γ(Ai) ∩ ρ̂(γ(Ai)) então existe a ∈ Ai tal que γ(a) = x e existe b ∈ Ai tal que
x = ρ̂(γ(b)) = γ(ρ(b)). Então x ∈ {a, ρ2(a)} e x ∈ {ρ(b), ρ3(b)}, assim,
x ∈ Ai ∩ ρ(Ai) ou
x ∈ Ai ∩ ρ3(Ai) ou
x ∈ ρ(Ai) ∩ ρ2(Ai) ou
x ∈ ρ2(Ai) ∩ ρ3(Ai)

logo Ai ∩ ρ(Ai) 6= ∅.

Como X/Z2 não é simplesmente conexo mas π1(X/Z2) tem somente elementos de
ordem �nita (π1(X/Z2) ∼= Z2) e ρ̂ : X/Z2 → X/Z2 é uma função de período 2,
usamos o corolário 4.1.4 para concluir o caso 1. Assim existe x0 ∈ X tal que
γ(x0) ∈ γ(A3) ∩ ρ̂(γ(A3)).

Se γ(x0) ∈ γ(A3)∩ ρ̂(γ(A3)) então existe a ∈ A3 tal que γ(a) = γ(x0) e existe b ∈ A3

tal que ρ̂(γ(b)) = γ(x0), logo
{
x0, ρ

2(x0)
}

=
{
a, ρ2(a)

}
=

{
ρ(b), ρ3(b)

}

temos então que
x0 ∈ A3 ∩ ρ(A3) e �m, ou
x0 ∈ A3 ∩ ρ3(A3) ⇒ ρ(x0) ∈ A3 ∩ ρ(A3) e �m, ou
x0 ∈ ρ2(A3) ∩ ρ(A3) ⇒ ρ3(x0) ∈ A3 ∩ ρ(A3) e �m, ou
x0 ∈ ρ2(A3) ∩ ρ3(A3) ⇒ ρ2(x0) ∈ A3 ∩ ρ(A3) e �m.
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