Solugdes ondas viajantes para a equagao
Korteweg-de Vries-Burgers

Eliza Souza da Silva




Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



Soluc¢oes ondas viajantes para a equagao
Korteweg-de Vries-Burgers

Eliza Souza da Silva

Orientador: Prof. Dr. Cezar Issao Kondo

Dissertacdao apresentada ao programa de Pds-graduacao
em Matematica da Ufscar, como parte dos requisitos para
obtencdo do titulo de Mestre em Ciéncias na area de Ma-

tematica .

Sao Carlos

Dezembro/2006



Ficha catalografica elaborada pelo DePT da
Biblioteca Comunitaria da UFSCar

S586s0

Silva, Eliza Souza da.

Solugdes ondas viajantes da equagao Korteweg-de
Vries-Burgers / Eliza Souza da Silva. -- Sdo Carlos :
UFSCar, 2006.

64 p.

Dissertagdo (Mestrado) -- Universidade Federal de Séao
Carlos, 2006.
1. Equacéo diferenciais parciais. 2. Burgers, equacgao de.

3. Equacao de Korteweg-de Vries. 4. Ondas néo lineares |.
Titulo.

CDD: 515.353 (20%)




Aos meus Pais
Manoel e Raimunda
e a meu marido e Filho

Manoel Silvino e Guilherme.



Agradecimentos

H4 muitos a quem agradecer, pois nenhum trabalho € solitario. Ao longo deste caminho, fui

orientada e apoiada por todas as pessoas que em mim acreditaram e confiaram.

Agradeco, primeiramente, 4 Deus, por estar sempre presente em minha vida me acompahando

e guiando nesta jornada.

Em particular, agradeco ao meu marido, Silvino, por seu amor, sua amizade e compreensao e 4

meu filho, Guilherme, pela imensa alegria que traz a minha vida.

Aos meus pais, Sr. Manoel e Sra. Raimunda, por terem apoiado meus passos na infancia e

ensinamentos para toda vida; e as minhas irmas, Edilene e Eliane, por acreditarem em mim.

Aos amigos de sempre, Ricardo, Lizandra, Fernanda, Ricardo Eden, Cleide, Nazira, Everaldo,
Sandra, Camila, Beto, Francisco, Jodo, Fabiolo, Eduardo, Roberta, Angela, Alesandra, Claudete e

Rodrigo pela grande amizade, pela dedicagao e por todo apoio que me deram durante estes anos.

A meu orientador professor Dr. Cesar Kondo, que com pericia me ajudou a vencer as dificul-

dades, orientando-me com competéncia e dedicacgao.
N3ao tenho palavras para expressar também minha gratidao a:
Aos professores e funciondrios da Ufscar, meu muito obrigado por tudo!

Finalmente, a CAPES, pelo apoio financeiro para a realizagao deste trabalho.



Resumo

O objetivo deste trabalho € estudar a existéncia e certas propriedades de solucdes ondas viajan-
tes da equacdo Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB). O comportamento assint6tico destas ondas €

analisado quando € | 0, & | O ou quando ambos €,d | 0, sujeito a determinadas condigdes.



Abstract

The aim in this work is to estudy the existence and certain qualitative properties of travelling-
wave to the Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB) equation. The asymptotic behaviour of these

waves is analysed when € | 0, & | O or when both €,8 | 0, subject to the determined conditions.
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Introducao

O objetivo, deste trabalho, é estudar a solucdo onda viajante da equacdo Korteweg-de Vries-
Burgers (KdVB) dada por:

ut+uux+6uxxx_8uxx:07 (1)

isto é, solugdo do tipo u(x,r) = S(x —ct,€,8), onde ¢ € a velocidade de propagacdo da onda
no trabalho de Bona e Schonbeck [1]. Estudo este feito, de modo a estabelecer sua existéncia,
unicidade e algumas propriedades qualitativas. Para este fim, este trabalho se subdivide em 4

capitulos.

No primeiro capitulo, apresentaremos alguns teoremas e conceitos que serdo utilizados neste

trabalho.

No segundo capitulo,estabeleceremos a existéncia e unicidade das solugdes para (1) que tém a

forma S(x — ct,€,8) correspondendo a valores positivos de ¢, €, 8 dados.

No terceiro capitulo, determinaremos aspectos geométricos destas solucdes através de
observacoes estabelecidas no segundo capitulo. Neste capitulo serdo distinguidos dois casos, 0o
primeiro quando a difusdo é predominante, isto é, € > 4y8 e o segundo quando a dispersdo é

predominante, ou seja, £> < 4Y3.

No quarto capitulo, estudaremos o comportamento da solu¢do S(.,€,0) no limite em +co ¢
—oo. Onde observaremos que quando € | 0, S converge uniformemente em conjuntos da forma

K ={&;§ > a}, para a solugdo solitdria da equagdo Korteweg de Vries dada por

U+ utty + Sty = 0, )

4



e quando & | 0, S converge uniformemente em R a solugdo onda viajante da equagao de Burgers
Up + utty — €y, = 0, (3)

e ainda estudaremos a forma limitante de S quando simultaneamente €,0 | 0, de modo que a razio
) permaneca limitada, e neste caso a mesma converge a onda de choque, isto €, solugao fraca da

lei de conservacao u; + uu, = 0.



Notacao Basica

Apresentamos aqui, algumas notagdes que aparecem ao longo deste trabalho.

R representa o conjunto dos nimeros reais;

Z representa a 6rbita (s(§),r(§));

C? representa o conjunto das fungdes continuas com derivadas continuas até a segunda or-

dem;

Re (z) representa a parte real do niimero complexo z;

e Im (z) representa a parte imaginaria do nimero complexo z;

€ 10, & | 0 representam a convergéncia € e & a0 por valores positivos; respectivamente

(x1 ,xg) c R? representa o produto interno usual entre x| € xp;

0> e Q4 representam o segundo e quarto quadrante, respectivamente;

e f(x) =o0(g(x)) quando x — —oo significa que se g(x) # 0, ?

(x)

— 0 quando x — —oo.

Indicaremos o final de uma demonstra¢do com o simbolo u



Capitulo

1

Preliminares

Neste Capitulo, introduziremos alguns conceitos e teoremas bdsicos que serdao usados no decor-

rer deste trabalho.

Teorema 1.1 (Ascoli-Arzeld). Seja (X,d) um espaco métrico compacto. Seja F uma familia
equicontinua de fungcoes @ : X — R. Isto é, para todo € > 0 existe & > 0 tal que se d(x,y) <9,
entdo | @(x) —@(y) |< € para todo ¢ € F. Se F ¢é uniformemente limitada (isto é, existe M > 0
tal que | @ |[< M para todo @ € F) entdo, toda segiiéncia {@,} de elementos de F tem uma

subsegiiécia {@,, } uniformemente convergente em X.

Demonstracao: ver referéncia [3].

Teorema 1.2 (Desigualdade de Glaeser). Seja f € C*(R), f(x) >0 e f"(x) <M em R. Entdo,

| £(x) 1< V2M /().

Demonstracao: ver referéncia [5].
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Lema 1.1 . Seja U C R™ um aberto conexo e limitado. Se a seqiiéncia de aplicacoes dife-
rencidveis fi:U — R" converge num ponto c € U e a seqiiéncia das derivadas f:U — £ (R™R")
converge uniformemente em U para uma aplicacdo g:U — L (R™,R"), entdo (f;) converge uni-

formemente em U a aplicacdo f:U — R", a qual é diferenciavel, com f' = g.
Demonstracao: ver referéncia [6].

Teorema 1.3 (Teorema de Extensdo). Seja f(x,y) uma fungdo continua sobre um conjunto aberto
E, e seja y = y(x) uma solucdo de y'(x) = f(x,y) sobre algum intervalo. Entdo, y(x) pode ser
estendida em um intervalo maximal de existéncia (wy,w>). Além disso, se (wy,w2) € um intervalo

maximal de existéncia, entdo y(x) tende para fronteira de E quando x — w; e x — w.

Demonstracao: ver referéncia [3].

1.1 Conjuntos Limites

Seja f = (f1,f>) uma fun¢ao vetorial continua real definida em um conjunto aberto limitado C

do plano real xy, e consideremos o sistema autdnomo bidimencional,

X =filxy) Y = flxy) (1.1)

Seja Z1 (%) uma orbita de (1.1) representando a solu¢do W definida para todo & > &,
(ou & <&,) para algum &,. Isto é, ZT (%) o conjunto de todos os pontos P(§) de C com

coordenadas

(v1(€),v2(8)) (1.2)

onde, &, <& < 4o (=0 <& <&,). Um ponto ¢ no plano xy é dito um ponto limite de
AT (X)) se existe uma seqiiéncia de nimeros reais {&,| n=1,2,..., onde, &, — + (§, —
—oo) quandon — o talque P(E,) — ¢}. O conjunto de todos os pontos limites de uma semi
orbita Z7 (%) é denotada por ® -limite (ou o -limite), e estes conjuntos sdo chamados de con-

juntos limites.



Capitulo

2

Existéncia e Unicidade

2.1 Equacao da Onda Viajante

Aqui a questao fundamental € a da existéncia e unicidade da solucdo onda viajante da equacao

de Korteweg-de Vries-Burgers (KdVB)
Uy + Uty + O ltyyy — Elhyy = 0, 2.1)
onde, buscamos solu¢des da forma
u(x,t) = S(x—ct,e,9),

que correspondem a valores positivos ¢, €, 0 dados. E, também, para que os célculos, que aqui se
fazem necessarios, nao fiquem com um notagdo carregada € conveniente a omissdo da dependéncia
de uma onda viajante S = S(&,¢,8) € C? com relagio as varidveis € e &, escrevendo simplesmente
S(§), com & =x—cr onde, ¢ >0 é a velocidade de propagagio da onda. Diferenciando u(x,?)

em relacdo a x e t obtemos,

U = _Csla Uy = Sla Uyx — " e Uxxx = S///,

9
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deste modo, S satisfaz a seguinte equacao,

—cS' +585 485" —eS" =0. (2.2)

Buscaremos uma solu¢do limitada nao constante de (2.2), tal que, S satisfaz as condi¢des as-

sintdticas
éﬁffms(é) = Sk, gEIEX,S(é) =SL (2.3)
e também,
| gl?inmS(j)(ﬁ) =0 Vj>1. (2.4)

2.2 Existéncia e Unicidade de Solucao

Seré iniciada a procura de uma solu¢do limitada ndo constante de (2.2) satisfazendo (2.3) e (2.4),
isto é, S serd determinada desde que (2.3) e (2.4) ocorram. Facilitando os cdlculos introduziremos

uma nova varidvel através da normalizagao,
s=S8—Sk.
calculando suas derivadas temos,
§(€)=5(&), §"(&)=s"(&), §7()=s"(5).
substituindo em (2.2) obtemos a seguinte equacado ordindria,
—(c—Sg)s' +s5' +85" —es" =0, (2.5)

agora definindo Y = ¢ — Sg, esta dltima equac@o tem a mesma forma que a equacdo (2.2) com Yy

em lugar de c, ou seja, a equagao (2.2) é representada por

—vs' 455’ +85" —es" =0. (2.6)
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Agora, a partir das condicoes dada em (2.3) obtemos para s as seguintes condicoes

lim s(&) = lim (S(§)—Sg) =0

ot St 2.7)
Jim s(8) = lim (S(§) ~Sk) = St % = 5,

e ainda,
|‘:l‘im sU(E) = Iillim sUEy=0, Vj=1,2,... 2.8)

Integrando (2.6) sobre [y,0), temos:

oo d 1d, , d  , d  ,
/ (—v£<s<u>>+5@<s (1)) + 8 (" (u) — -5 <u>>) du=0
como
lim sY)(&)=0
§ oo
entdo, obtemos a equacgao
1
—Ys(y) + 557 () +85"(y) —es'(y) = 0. (2.9)

Portanto, em decorréncia das condi¢des assintdticas (2.7) e (2.8) a equagdo (2.6) equivale a

equagdo (2.9).

Lema 2.1 Seja s uma solucdo ndo constante de (2.6) satisfazendo (2.7) e (2.8). Entdo, Y >0 e

So = 2Y.

Demonstracao: Fazendo y — —oo em (2.9), e aplicando (2.7) e (2.8), obtemos

1
—YSo + 5502 =0

ou ainda,
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conseqiientemente, obtemos s, = 0 ou s, = 2y. Agora multiplicando (2.9) por s" e integrando em
R, obtemos

[T (a0 o)+ S L7 e dr=o

€ /+w(s'(y))2dy = %soz — —So (2.10)

como o lado direito € limitado, concluimos que o lado esquerdo, também, é limitado. E ainda se
s, =0, temos

e [TWo)Pav=0

portanto, s'(y) =0 Vy, e deste modo s é uma fungdo constante, o que viola nossa hipitese. Por-
tanto, s, = 2. Por isso, de (2.10)

o<e [ o2ay=Ton? - cen =2y,

—o0

SRR

portanto, Y > 0 completando a demonstracao do lema.

Corolario 2.1 Seja u(x,t) = S(x—ct), ¢ > 0, uma solugdo onda viajante ndo constante de (2.1)

que satisfaz as condicoes (2.3) e (2.4). Entdo,

SL—SRZZ'YZZ(C—SR)>O (2.11)

ou equivalentemente,

c>Sg e SL+Sr=2c (2.12)

Demonstracao: Seja u(x,t) = S(x — ct), uma solug@o ndo constante da equacdo (2.1) onde, sdo
satisfeitas as condi¢des (2.3) e (2.4). Fazendo § = x — ct, e pela normaliza¢do s(§) = S(§) — Sg

obtemos (2.6) com Y = ¢ — S satisfazendo (2.7) e (2.8). Deste modo, como conseqiiéncia direta
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do Lema 2.1 temos

Y>0 e s9=2v,

conseqiientemente,
St — Sk :Z'Y: 2(C—SR) >0
entao,
S+ Sk =2c.
Deste modo, esta demonstrado o corolario. [ |

Lema 2.2 Seja s uma solucdo néo constante de (2.6). Suponhamos que s'(€,) = 0 para algum

&, € R. Entdo, &, é um ponto extremo isolado de s de tal modo que:

a) Se s(&,) € (0,2Y), entdo s(&,) é um valor minimo local de s,

b) Se s(€,) € 10,2y], entdo s(&,) é um valor mdximo local de s.

Além disso, se s tem um mdximo num ponto & onde s(&;) <0, entdo s(§) < s(&) para todo

€ #&1.

Demonstrac¢ao: Suponhamos que s'(€,) = 0 para algum &, e substituindo em (2.9) com y =&,
segue

—Ys(&o) + %sz(&o) +85" (&) =0

ou ainda,

35" (E) = 33(80) (27— 5(E0))

de onde concluimos que se s(&,) =0, ou s(&,) =2y entdo s”(€,) = 0. Dai, considerando s”(§,) =
0 e como s'(&,) = 0, podemos definir uma varidvel dependente r = 35" obtendo, assim, 0s seguin-
tes PVI(s)

s =58"1r s =58"1r

F=ys+ed lr—1s% e F=ys+ed lr—1s* | (2.13)

(5(50),7(80)) = (0,0) (5(80),7(&0)) = (27,0)
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onde ambos nos resultam em uma solucédo (s(§),r(§)) do sistema (2.14) constante , conseqiiente-
mente, temos s(§) é constante o que contrdria nossa hipétese. Portanto, s”(&,) # 0, deste modo,
€, é um ponto critico isolado de s. E ainda, observamos que &, é ponto de minimo local de s se
s(&,) € (0,2y), pois neste caso teremos s”(§,) > 0 provando assim o item (a), € &, € um ponto

méximo de s se s(&,) & [0,2Y], pois temos s”(&,) < 0 o que prova o item (b).

Agora ao considerarmos que s tenha um ponto de maximo num ponto &; com s(&;) < 0. Pelo
que acabamos de provar &; é um ponto critico isolado local. Suponhamos que a concluséo desejada
é falsa, entdo existe um ponto &, préximo a &; em que s(§;) =s(&;). Entretanto, no intervalo entre
€1 e &, s tem que tomar um valor minimo local, o que contréria o item (a). Assim, completamos

a prova do lema.

Como na prova do lema anterior definamos uma varidvel auxiliar dependente r = &s’. Entdo,
(2.9) é equivalente ao sistema autonomo
s =8"r

(2.14)

r =ys+ed Ir— %sz.

Este sistema tem exatamente dois pontos criticos. Fazendo (s',r") = (0,0) segue,

1
r=0 e S<Y_§S):O’

conseqiientemente, obtemos (0,0) e (2y,0) como os unicos pontos criticos do sistema (2.14).
Agora, serd feita um anédlise das propriedades destes pontos criticos. O sistema (2.14) pode ser

escrito matricialmente como

K S
=A + f(s,r) (2.15)
r r
onde,
0o &°! 0
A= e flsr)=

v e&! — 152
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Analisando o sistema (2.14) nas proximidades do ponto critico (0,0), podemos observar que

| f(s,r)|| é pequeno em relagdo a ||(s,r)| na vizinhanga do ponto critico (0,0), ja que

Ifn) YO+ 2
| (s,r)]| V2412 2V 52 + 12

— 0,

Deste modo, na origem o sistema (2.14) linearizado correspondente € dado por

s 0 &! s

/

r vy €871 r
através do qual obtemos os autovalores como solucio da equacao

—A 51
Yy 81—

=0

isto €,

A—ed A8 =0, (2.16)

portanto,

2
xjE:si\/e +4v0 2.17)

28

0s quais sdo reais tais que A_ < 0 < A;. Deste modo, o sistema de equacdes (2.14) tem um ponto

de sela estdvel nas proximidades do ponto (0,0).

Agora faremos a mesma andlise para o ponto critico (2y,0). Observemos que para fazer esta
andlise serd necessario fazer uma translagdo para origem, assim, facamos as seguintes

modificacdes Z = s—2Yy e R =r, que nos resulta no seguinte sistema

(

7 = 87'R

R = ys+ed—1lrys?
= YZ+2y*+ed 'R (22 +4yZ +4v?)
= —YZ+ed 'R-177
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Portanto, temos o seguinte sistema autdonomo nao linear,

7 Z
=B +g(Z,R) (2.18)
R R
onde, )
0o &1 0
B = e g(Z,R)= , (2.19)
-y 88*1 _%22

equivalendo, assim, ao sistema (2.14) tendo como origem o ponto (2y,0), onde fazendo
(Z,R) — (0,0) obtemos % — 0. Conseqiientemente, o sistema (2.14) pode ser linearizado
na vizinhanga do ponto (2y,0), deste modo, o sistema linear aproximado correspondente é dado

por

s’ 0o &°! s—2y
r —y e85! r

em que os autovalores sdo obtidos pela equacao

-A 8!
= 0,
—y e§7 1A
ou ainda,
AP —ed IA+ys 1 =0, (2.20)

deste modo, temos

At — e +/e2—4y5

25

(2.21)

Observemos que (2y,0) é um ponto nodal se €2 > 48 pois, neste caso temos A, > A_ >0

e (2y,0) é um ponto espiral se € < 4y8, ji que, A+ é do tipo o £in. Como Re(A%) > 0,
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independentemente do tamanho relativo de € e J, assim, (2y,0) é sempre um ponto instavel.
Lema 2.3 O sistema (2.14) ndo admite solucdo periodica ndo constante.

Demonstracdo: Seja (s,,7,) uma solucdo nao constante periédica de (2.14), cujo periodo é p > 0,

deste modo s, € uma solugdo de (2.9). Assim, multiplicando (2.9) por s;, obtemos

como s, € periddica segue s}, também é periddica de periodo p, assim, integrando esta dltima

equagdo sobre [0, p|, obtém-se

e [y = [ (Bsp - 3,07+ 85500 ) as =

como o integrando acima € positivo, concluimos que s;,(y) = 0 para todo y € [0, p]. Como s;

/

¢ periddica de periodo p, entdo s,

(v) =0, para todo y € R e conseqiientemente s, é constante,

contradizendo nossa hipétese. Assim, o lema estd demonstrado.

Seja Z qualquer 6rbita limitada do sistema (2.14). Agora ¢ feita uma anélise dos seus estados
assintoticos em 4o e —oo, isto €, de seus conjuntos ®-limite e o-limite respectivamente. Por
nao existir solu¢do periddica ndo constante para o sistema, ambos conjuntos ®-limite e o-limite
contém pontos criticos do sistema. Como estes conjuntos sdo conectados, cada um deles devem
conter exatamente um ponto critico. De (2.14) as condi¢des assintéticas (2.3) sdo satisfeitas para
esta 6rbita. Os limite quando & — +o0 ndo podem ser 0os mesmos pois, caso contrario teriamos uma
solugcdo S de (2.2) onde Sg = Sr 0 que ndo € possivel, ja que isto nos conduz a uma solucdo S em
que Sy — Sk = 0 caso este que € inteiramente excluido pelo Corolério (2.1). Assim, qualquer 6rbita
limitada do sistema (2.14) conecta os pontos criticos (0,0) e (2y,0). Como (0,0) é um ponto
estavel e (2y,0) é um ponto instdvel entdo, # tem que convergir a (0,0) em +oo e a (2y,0)
em —oo. Além disso, (0,0) é um ponto de sela, logo deve haver exatamente duas semi-Orbitas de

(2.14) que assintoticamente convergem a (0,0) quando & — +oo. A solugdo do sistema (2.14) é
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topologicamente equivalente a solugio do sistema X’ = BX onde B= P~ !AP e

4 0 &°! p 51 52
o 51 ’ | er/e2 4498 e—/e24+478 com
Y € 2 S1 2 $2

como (0,0) é um ponto de sela temos

Ao O
0 A

deste modo s’ = A_s, e conseqiientemente,

"6) 5 tim T8 g

lim —%

EotoS(§) gt 5(E)

portanto, ambas semi-6rbitas aproximam-se de (0,0) num angulo cuja tangente é dA_ . Isto quer

dizer, que uma semi-orbita tende a (0,0) pelo quarto quadrante Q4 = {(s,r)|s > 0,r <0} no retrato

S1,SQER

de fase, enquanto, a outra aproxima-se de (0,0) pelo segundo quadrante Q, = {(s,r)|s <0,r > 0}.

Pelas andlises anteriores, a continuagdo de uma ou de outra semi-6rbita para todo & € R nos fornece

a unica possibilidade para uma 6rbita limitada, que serd estabelecido pelo teorema a seguir.

Teorema 2.1 Sejam v, 0 e € niimeros positivos dados, entdo existe uma tinica drbita limitada %

do sistema (2.14). Além disso, % C {(s,r)|0 < s <3y} onde % tende a (2Y,0) em —oo ea

(0,0) em —+eoo.

Demonstracao: Seja (s(§),r(§)) uma solu¢do de (2.14) definida para um & suficientemente

grande que correspondem a uma das duas semi-Orbitas que aproximam-se da origem. Assim, ambas

fungdes s(§) e r(§) tendem a 0 quando & — +oo. De (2.14)1, segue

lim (&)= lim 8 'r(&)=0,
E_,*}{»OO §~>+oo
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agora por (2.14), temos

1 1
lim s”(§)= lim —( s—}—eﬁ_lr——sz) =0.
Derivando (2.14), obtemos que s (&) — 0 quando & — +oo. Continuando com este processo,

temos

g1im sUE)=0, Vj>o. (2.22)
——+to0

Como (s(&),r(§)) satisfaz (2.14), segue que s satisfaz (2.9), multiplicando (2.9) por s’ obte-

mos

N —
|

vy d d d , /
—EE(SZ@)%L %(S3(§))+ E((S(i))z)—e(s(i))zz(),

integrando esta equagdo sobre o intervalo [y,e), e pelas condi¢des em (2.22), segue

1200600 = 3000 e [ ()P,

pelo Lema (2.2), sabe-se que os zeros de s’ sdo isolados, logo existe uma vizinhanca V de cada

zero de s’ tal que V C [y,0), de modo que

| @)ae >0
Vv

conseqilientemente,

assim, para todo y temos

S () By —s(y) >0
concluindo que s(y) < 3y e que s(y) nunca se anula.

Consideremos %, a semi-6rbita que se aproxima de (0,0) por Q,. Portanto, para um § sufici-
entemente grande s(§) < 0. Como vimos s nunca se anula, logo esta 6rbita tem que ter s(&) < 0,

para todo &, os quais a solucdo s é definida. Assim, esta 6rbita ndo pode convergir a (2y,0) quando
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& — —oo, em conseqiiéncia desta observacdo esta Grbita ndo podera ser limitada.

Logo, a tnica possibilidade para uma 6rbita limitada encontra-se no caso em que a semi-Orbita
representada por (s(§),r(§)) aproxima-se de (0,0) por Q4. Como s(§) > 0 para & suficiente-
mente grande, segue que s(&) > 0 para todo & cuja solucéo é definida, sabendo que s nunca se

anula. Assim, s(§) € (0,3y) para todo & sobre o qual s estende-se.

Como a fungdo f(s,r) = (8 'r,ys+ed 1r— %sz), determinada por (2.14), € localmente Lips-
chitiziana e pelo teorema de extensio, estd garantido que # estende-se sobre todo & € R ou a
mesma ndo € limitada. Como s(§) € limitada, se mostrarmos que r também é limitada o teorema

estara demonstrado.

S 2
Primeiramente, afirmamos que r(§) > —% para todo &. Suponhamos que isto ndo ocorra,
o , 8y . 5y?
isto é, que exista & € R tal que r(§;) < e entdo existe B tal que r(§) <P < TS
definamos W > 0 de tal modo que @ = —B. Como que r(§) — 0 quando & — oo, existird um

maior elemento &, tal que r(§,) = —W, e ainda para todo & > &, temos r(§) > r(§,). Pois caso
contrério, existird &; > &, tal que r(&;) <r(&,), se r(&) =r(&,) teremos uma contradi¢do ao fato
de &, ser o maior elemento tal que r(§,) = —. Agorase r(&;) < r(&,), como r(&) — 0 quando
€ — oo existird um ponto &3 € (&, +0) tal que r(§3) = —p contradizendo a maximalidade de

E,. Por esta razdo, passando o limite a direita de &, temos r/(,) > 0. Mas, de (2.14)

P (E0) = €87 r(50) +15(E0) — 55°(0) = e8!+ y5(80) — 557(E0)

além disso,

1, 1

¥5(80) ~ 52(50) = —515°(Bo) — 205(E0) + V2] + 72 = —3 (5(8) 1)+ 37

mas 0 < s(§) < 3y (observemos que s pode assumir o valor ), portanto

2

72 < =y?

1
2’Y7

¥5(80) — 55°(En) = —5(5(60) =¥+ 5
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conseqﬁentemente,

1 1
(&) = —Hed ! +v5(8,) — 557(E,) = —ped ! + ¥ <0

3872
nos gerando uma contradi¢do. Agora mostremos de modo similar que r(§) < il para todo &.

2e
3872
De fato, suponhamos por contradi¢do que exista & € R tal que r(§) > 2—2( Como r(§) — 0
= = 337y .
quando & — +oo vai existir um maior elemento & tal que r(§) = Z—g E possivel também

observar, que para todo & > &, r(€) < r(€). De fato, suponhamos que exista & > & tal que

r(&) > r(§) entdo, se conciderando r(&,) = r(§) temos imediatamente uma contradi¢do a maxi-

malidade de & e se (&) > r(€), como r(&) — 0 quando & — oo vai existir pelo menos um
2

3 . o = . .
€z > &, tal que r(E3) = 0 que contraria a maximalidade de &. Portanto, existe um maior

2

2e
a direita de & podemos concluir que #/(§) < 0. Mas por outro lado, sabemos que s < 37 € por

(2.14) temos

2¢

elemento & tal que r(&) = ,onde (&) < (&) sempre que & > &. Assim, passando o limite

1 —3y2 1
F(E)=—ed1r(&) +vs&r) — 532(5.71) = 27 +vs(&1) — 532(531) >0
ja que,
2 372 2
3y°+ys(€r) < T+3Y
deste modo,
2 2 2
—3y 1, —3y 2 9
> +7vs(E1) 55 (&1) > > +3y 5 =0

0 que nos gera um contradi¢do. Assim, concluimos que r(§) ¢é limitada, conseqiientemente a
6rbita em questdo € limitada e definida para todo § € R, a qual por discussdes anteriores converge
a (2y,0) quando & — —oo. E ainda, com relagéo a esta érbita temos que as fungdes s(§) e r(§)
tendem a 2y e a 0 respectivamente quando & — —oo, imediatamente, temos que s'(§) =8 ~!r(§)

tende a 0 quando § — —oo, agora de (2.14), temos

#(8) =5(8) + €8 r(5) ~ 32(E). W
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assim, obtemos s”(§) — 0 quando § — —oo. E derivando mais uma vez (2.14), obtemos
s"(&) — 0 quando & — —oco. Continuando com este processo temos s\/)(&) — 0 quando

§ — —oo, Vj > 1. Deste modo, estd provado o teorema. [ |

Corolario 2.2 Sejam c, € e & constantes positivas e suponhamos que c, Sg, e St satisfazem (2.12).
Entdo, a menos de translagées da varidvel independente € , existe uma vinica solu¢do onda viajante

S(§) de (2.2) satisfazendo as condi¢oes em (2.3) e (2.4).

Demonstracao: Seja Y = ¢ — Sg como ja definida anteriormente. Pelo teorema anterior, con-
cluimos que existe uma dnica solucéo (a menos de translacdo) (5(§),7(§)) para o sistema (2.14),
tal que, 5(&) — 0 quando & — +oo e 5(§) — 2y quando & — —oo. Além disso, 5/)(&) — 0

quando |§| — oo para todo j > 1.

Fazendo S(§) =5(&) + Sg, por (2.9) temos,

1/

55'(8) = ¥(S(8) — Sk) +€5'(6) ~ 5(5(5) — 5x)”

e derivando esta equacao tem-se

=/

35" (&) =v5'(&)+eS" (&) — (S(E) — Sk)S

/

(&)

isto é,

=/ 1/

~(Y+8R)S'(€) +5(8)S' (£)+85" (&) —eS" =0,

portanto, S(§) é uma solugdo para (2.2) onde,

lim S(&)= lim 5()+Sk=Szg e lim S(E)= lim 5(§)+Sg =Sy,

§~>+oo §~>+oo é—)—oo (:*)700

e ainda,

lim Y€)= lim sDE)=0 Vj>1,
] e [Jps
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assim, (2.3) e (2.4) sdo satisfeitas. Seja S qualquer solugéo de (2.2) satisfazendo (2.3),com s(§) =
S(§) — Sk como antes. Entéo, s é solugdo de (2.6) satisfazendo (2.7)com s, = 2y. Agora, reescre-

vendo (2.6) da seguinte forma

o ()4 37 +35'@) —er(®)) =0,

existird uma constante W, de tal modo que,

—ys(E) +%s2(§) +55(E) —es'(E) = p, (2.23)

se W € igual a zero entdo, s € um solucdo de (2.9), e portanto,

{(5(8),85'(8)) : —e0 <& < oo},

¢ uma Orbita limitada do sistema (2.14). Como pelo teorema anterior existe uma tnica Orbita, a
menos de translagdo da variavel independente & , assim, s =5, e consequentemente, S = S. Por

esta razdo, o teorema estrara concluido se tivermos [ igual a zero.

Suponhamos por contradicao que W # 0, deste modo temos dois casos a considerar L > 0 e

1w < 0. Como s(&) — 0 quando & — oo, (2.23) implicard em

lim <—YS(§)+%sz(ﬁ)+5s/’(§)—SS’(§)> =p < lim (35"€)+es'(8)) = n,

assim, no caso [ > 0 para % existird &,, tal que, para § > &, temos

un— % <ds —es — % <85 —ey,
integrando temos,

%E, +C <85 —¢&s, (C= const. de integracdo)
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e no caso W < 0, para —% existird &,, tal que, para § > &, temos
55 e < (_E)zg
SoEsSUH ()=

integrando temos,

85 —es < %E_, +C’. (C'= const. de integragdo)

Fazendo v = % com W > 0, temos no primeiro caso em que [ > 0,
vE +C <85 —es,

e no caso U < 0, entdo

8s' —es < —vE +C.

Como s(§) — 0 quando & — +oo, logo dado M > 0 existird &; > 0, tal que, para § > &; temos

C
| s(§) |<m. Assim, no caso em que L > 0 tomando > 0, existird &' = max{&,, &}, tal

oa+C
que, para & > &’ temos | s(§) |< i

, € consequentemente,

VE+CHes(E) <85(8) = E—3 <5(@),

agora para y > &', como

g
s(&)—s(y) :/y s'(t)dt, (2.24)

fazendo § — oo,
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/

agora, no caso em que W < 0, para > 0, existird & = max{&,, &}, tal que, para & > &’

/

temos | s(§) |< &

€ assim,
/ / / v o
35(8) < vE +C tes(t) Sa—vE e J(E) < e+ Y,
e de modo similar para y > &', em (2.24) fazendo § — oo,

0= [Tz ["35-5 - B G -3))

Portanto, em ambos os casos a integral € divergente. Assim, obtemos uma contradi¢do, pois, s €

limitada, assim, L = 0. Deste modo, o coroldrio esta concluido. [ |



Capitulo

3

Geometria da Onda Viajante

Agora serd dada uma descri¢do mais detalhada da solucdo onda viajante de (2.1). Serd mos-
trado que se a difus@o domina, isto &, g2 > 4vd, entdao S decresce monotonicamente de Sz a Sg
quando & — +oo. Enquanto, se a dispersio domina no sentido que 4y8 > €2, entdo S é monétona
decrescente e convexa quando & — oo, mas oscilando infinitamente sempre quando § — —eo. Para
obtermos estas informag¢des usaremos uma analise global do campo vetorial associado ao sistema

(2.14).

3.1 Difusdo Domina (€2 > 4Y8)

Teorema 3.1 Seja s(§) = s(§,€,0) a unica solugdo de (2.6) satisfazendo (2.7) e (2.8). Entdo,
paratodo& € R temos 0<s(E)<2y e (&) <0.Alémdisso, existe um uinico ponto de

inflexdo p, de s tal que (& —p,)s” (&) > 0 para & # p,.

Demonstracao: Seja (s(§),r(§)) uma solugdo do sistema (2.14), representando a 6rbita limitada
2 obtida no Teorema 2.1. Entdo, (s(§),r(§)) — (0,0) em Q4 quando § — +eo. Conseqiien-

temente, como (0,0) é localmente um ponto de sela do sistema (2.14), para valores grandes de

£, s§)>0e r(§)<o0.

26
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Agora demonstraremos que r(§) < 0, para todo & € R. Primeiramente, notemos que a 6rbita
Z nio intercepta o eixo-r, pois se existir um & tal que a 6rbita % intercepta o eixo-r, teria neces-
sariamente s(§;) =0, que ndo € possivel, visto que Z C {(s,r): 0 <s < 3y}. Além disso, Z ndo

pode interceptar no Q4 0 segmento de reta
Lb=A{(s,r):r=0 e 0<s<2y}.

De fato, se o contrdrio ocorrer, significa que existe & € R tal que (s(§),r(§)) € I,, consideremos
&, o maior valor para que (s(§),r(§)) € I,. Assim, para § > &,, por hipétese estaremos no caso
em que r(§) < 0. Portanto, passando o limite quando & — &, temos /(&,) <0. Como r(§,) =0,
e por (2.14),

(&) = ¥5(G0) — 55(50)

ese 5(§) =0 ou s(§,) =2y temos o PVI em (2.14) com a condi¢des inicial (0,0) ou (2y,0) e
pelo teorema de existéncia e unicidade temos solucdo (s(§),r(§)) constante em ambos 0s casos,

assim, r’(&,) > 0 o que é uma contradi¢do. Portanto, # ndo intercepta I,,.

Definamos,

I={(s,r): r=m(s—2y),0<s<2y} (3.1)

onde
1

1
m= e~ (8% —4v8)?]
notemos que m > 0, ji que €2 > 4y§. Agora mostraremos que 6rbita % nunca ultrapasse o seg-
mento de reta . Suponhamos por contradi¢do que isto ocorra, seja &, o maior valor para o qual
(5(§),r(&)) € 1. Segue que 0 < s(§,) <2y (se s(§) =2y como anteriormente teremos uma

solucdo (s(§),r(§)) constante),
r(8o) = m(s(&) —2v), (3.2)

como r(§) <m(s(§) —2y) para & suficientemente préximo de &, com & <&,

r(€) —rG) _ r(8) —mls(&) —2v) _ m(s(§) —2y) —m(s(&,) —2v)
$(§) — (&) $(8) —s(8o) $(8) —s(8o)

=m
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assim,

mas por outro lado, de (2.14),

r/(go) _ YS@O) - %s(§0)2 +8871r(§0)
s'(&o) 8~ 1r(&)

S(&O)(S@O) _27) . SS(E.,O)

&7 28 1m(s(&,) —2y) T o

conseqilientemente,

mz—sm—{—%Ss(io) >0

mas, pela definicao de m e por (2.20) segue,

8 (s(80) —2v)

m* —8m+%6s(§0) =m>—em+y8 —y8 + %&V(&o) = )

como s5(§,) < 2y, obtemos
1
m? —em+ ESS@O) <0
o que é uma contradi¢do. Portanto, a 6rbita ndo ultrapassa o segmento de reta /.

Esta 6rbita # esta no subconjunto do quarto quadrante limitado pelo eixo-r e os segmentos de
reta [ e [,. Por esta razdo, temos que r(§) < 0, V€, em particular temos s'(§) < 0, V. Con-
seqiientemente, concluimos que s decresce monotonicamente de 2y a 0 quando & cresce, onde 2y
e 0 sdo os limites de s quando tende a —oo e +oo, respectivamente. Além disso, pela defini¢do de
r temos que s'(§) — 0 quando & — oo, deste modo existe & tal que s”(§) =0, ou ainda, (&) =0.

Agora provaremos que para os pontos & em que ' (§) = 0, sdo validas as seguintes propriedades:

a) Se 0 < s(§) <, entdo & é um médximo local estrito de r
b) Se v < s(§) < 2y, entdo & é um minimo local estrito de r

¢) Se s(&) =1 entdo & é um ponto de inflexdo de r
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De fato, por (2.14) temos:

() =5'E)(v—s(8)) +ed7 () =5'E)(v—s(&))

como s'(§) <0, paratodo & ese s(§) € (0,y) teremos 1/ (§) < 0, consegiientemente, sdo pontos
de mdximo para r, agora se tomarmos s(§) € (y,2y), teremos (&) > 0, isto é, estes pontos séo
pontos de minimo de r, deste modo estao verificados os itens (a) e (b). Considerado o caso em que

s(&) =1 teremos (§) =0, r"(§) =0, e ainda

7€) =5"(€)(v—s(8)) — (s'(€))* +ed7 (&) = ~(s' (€))%,

como s'(§) < 0, V&, segue que (&) < 0, VE, portanto nesta situagdo & é um ponto de inflexdo

de r, o que verifica o item (c).

Agora como r(§) < 0 paratodo & e r(§) — 0 quando & — +eo, logo r tem pelo menos um
ponto de minimo o qual é tomado em um ponto &,. Afirmamos que &, € o tnico minimo local que
r possui e conseqiientemente &, € o tinico minimo global de r. De fato, seja &; um minimo local de
r, entdo pelo item (b) s(&;) > y. Suponhamos &; # &,, sem perda de generalidade, consideremos
&, < &1. Entdo, entre &, e & tem de existir a0 menos um ponto &, méximo local de r, como s é
decrescente segue que Yy < s(&;) < s(&). Por (b) &, é um ponto de minimo o que é um absurdo,
assim, &, é o inico minimo de r. Portanto, se r/(§) =0 para & # &,, tem que s(§) <, pois se
supormos que s(&) > v teremos pelo item (b) que 0 mesmo é um ponto de minimo local de r, e
deste modo teremos & =&, o que é uma contradi¢do. Por outro lado, se /(&) = 0 para algum
&z em que s(&3) <, por (a), & é um maximo local de r, como r(§) <0 e r(§) — 0 quando
& — oo, logo deve existir & > &3 tal que r, tem um minimo local em & . Como s é decrescente
temos que s(&) < s(§) <, por (a), & é um ponto de maximo o que é uma contradicio. Agora, se

(&) =0 e s(§) =y entdo, por (c), & é um ponto de inflexdo de r. Por (2.14), temos

B 1
0=7"+€d lr(é)—ivz



Geometria da Onda Viajante 30

2
(&)=L

2
como no Teorema 2.1 foi mostrado que r(§) > —%, para todo &. Conseqiientemente, & nio

pode ser ponto de inflexdo de r. Entdo, &, € o unico ponto onde 7' e conseqiientemente também s”
se anulam, e s(&,) > 7. Como &, € o tinico minimo global de r segue que para & > ¢&,, s"(§) =
r(&) >0 eparar § <&,, s"(§) =r(§) <0. Temos (§ —&,)s”(§) > 0 para todo & # &,. Temos
na figura 3.1 o comportamento de s e na figura 3.2 o comportamento desta solucdo (s(&),r(§))
limitada do sistema (2.14)neste caso em que a difusao domina. Assim, a demonstracao do teorema

esta concluida. 3.2.

\j

Figura 3.1:

g2> 4yd

Figura 3.2: 6rbita limitada quando difusdo € predominante
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Corolario 3.1 Sejam €, & e c¢ constantes positivas dadas, e suponhamos que c, Sg e Sy satis-
fazem (2.12) tal que Yy =c —Sg > 0. Seja S(&) = S(§,€,0) a uinica solucdo limitada de (2.2) (a
menos de translagdo em &) satisfazendo as condicoes (2.3) e (2.4) . Se €* > 4y3, entdo S'(§) <0
para todo & e S decresce monotonicamente de Sy a Sg, quando & cresce . Além disso, existe um

ponto &, tal que S"(§) > 0 paratodo & >, e S"(§) <0 para todo & <E&,.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.1, consideremos s(&) = s(§,€,8) a tnica solugdo de (2.6) (a
menos de translagdo) satisfazendo (2.7) e (2.8). Fazendo S(§&) = s(&) + Sg. Pelo Teorema 3.1
podemos concluir que S'(§) =s'(§) < 0 paratodo &, de onde s(&) decresce monotonicamente de

2y a 0, logo, segue das condi¢des em (2.7)

lim S(&)= lim (s(§)-+Sg) = Sk
J— e

e por (2.12),

lim S(&): lim (S(&)—l—SR):2'Y+SR:2(C—SR)—|-SR:2€—SR:SL

&H—OQ E_,Hfoo

portanto, S(&) decresce monotonicamente de S; a Sg quando & cresce, como mostra a figura

abaixo.

\j

Figura 3.3:

Além disso, como vimos no Teorema 3.1, s(§) possui um tnico ponto de inflexdo &,, logo &,

¢ um ponto de inflexdo para S, de modo que, S”(§) =5"(§) <0 para § <&, e §"(§) =5"(§) >0
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para § > &,. Portanto, esta concluido o coroldrio.

3.2 Dispersdo Domina (% < 4Yd)

Teorema 3.2 Seja s(&) = s(§,€,0) a vnica solugdo (a menos de translagdo) de (2.6) satisfazendo
(2.7) e (2.8) . Entdo s(§) > 0 para todo &, e vale:
i) Se M, =sups(§), entdo M, é atingido para um iinico valor & = z,, e para § > z, temos

s'(§) <.
ii) Existe um &, > z,, tal que (§ —&,)s"(§) > 0, para todo & > z,, com & #&,.

iii) A solucdos(&) tem um nimero infinito de mdximos e minimos locais. Estes sdo tomados em

pontos {z;i}32 e {wi}, tais que z; > wit1 > zit1, paratodo i >0, e lim z; = lim w; = —oo.

[—00 [—o0

Além disso, 2y < s(zi+1) < s(zi) e 2y > s(wiy1) > s(w;) para todo i.

Demonstraciio: Como €2 —4y8 < 0, consideramos a forma canonica do sistema auténomo nio
linear apresentado em (2.18), lembrando que o sistema linear correspondente tem um ponto espiral

no ponto (2y,0), a qual é dada por

X' = BX+F onde B=| P
= onde B= (a,B #0).
o

Fazendo s —2y =06 cos0 e r = Gsend obtemos

6'cos0 —c0'send® = G cosd — Posend
; (3.3)

o'sen® +60'cos® = B cosd + oG send — %200526
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multiplicando (3.3); por —Gsenf, (3.3), por Gcos® e em seguida somando seus resultados, ob-

temos

1
620’ = [362 — G cosd (562c0s26> , (3.4)

agora, multiplicando (3.3); por 6cos6, (3.3); por Gsenb e em seguida somando seus resultados,

obtemos

1
66’ = a6’ —Gsend <§Gzcosze> , 3.5)

como

1 1 1 1
—csend | =62cos’0 — ) —0 e —ocosB | =06%cos’® — | — 0,
2 o2 2 02

quando ¢ — 0, assim,
20/ 2 2
6°0'=po“+o(o
P @) ) (3.6)
o6’ =ac?+0(c?)
mas por outro lado, 6 — 0 (quando & — —oo) pois (s(§),r(§)) = (2y,0) é o ponto de origem.
Portanto, quando & — —oo

/

0/ =B +o(l) e %on—o(l),

assim, 0 = BE +0,+0(1) e 6 =e*t%+o() onde 6, e a, sdo constantes.

Tomando C = ¢%+°(1)  segue que qualquer solucio (s(&),r(&)) de (2.14) que converge a

(2y,0), quando & — —oo, tem a forma

(5(8) —2v,7(§)) = Ce* (cos(BE + 89 + (1)), sen(BE +6 +o(1))), (3.7

quando & — —oo, sendo o0 = Re(A_) >0 e B =Im(A_) # 0 onde A_ é definido em (2.21).
Como a 6rbita limitada % de (2.14), tem a forma dada em (3.7) para um & suficientemente grande
negativo, segue que existe um nimero infinito de pontos em que r anula-se. Como s’ =8 7 e

de acordo com o Lema 2.2, estes sdo todos pontos de maximos ou de minimos locais estritos de
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s. Além disso, entre quaisquer dois pontos maximos (ou minimos) locais estritos existe um ponto
de minimo (ou maximo) local estrito. Entdo, s possui um nimero infinito de maximos e minimos
quando & — —oo e estdo todos interligados. Como s(&) > 0 para todo § , pelo Teorema 2.1, e pelo
Lema 2.2 um maximo local corresponde a 6rbita cruzando o eixo-s em um ponto & se s(§) > 2y,

e um minimo local corresponde a um ponto & se 0 < s(§) < 2y.

Como na prova do Teorema 3.1, (s(§),r(§)) € Qs = {(s,r)|s > 0,r <0} para & suficiente-

mente grande, assim, a Orbita limitada % ndo pode interceptar em Q4 no segmento de reta
Lb={(s,r):r=0 e 0<s<2y},

a demonstracao deste fato é feita da mesma forma que no Teorema 3.1, e por esta razdo, vai existir

M > 0 tal que paratodo & > M temos r(§) <0 e s(§) > 0.

Assim, consideremos os elementos § < M taisque 8s'(§) =r(§) = 0. Seja z, o maior ele-
mento onde z, < M tal que r(z,) =0, entdo r(§) < 0 para todo & > z,, pois do contrdrio para
algum & € (z,,M) temos r(§) >0, se r(§) =0 temos uma contradi¢éo, a maximalidade de z,, €
se r(&) > 0, aplicando o teorema do valor intermedidrio, vai existir §; € (§,M) tal que r(§;) =0,
o que contradiz a maximalidade de z,. Portanto, r(§) < 0 para todo & > z,, onde concluimos que

ao passar o limite a direita de z,, r'(z,) < 0. Mas por lado, de (2.14), temos
5(2o)

7 20) = ¥5(20) +88 " r(z0) — 55%(20) = " (21 ~5(x0)

conseqiientemente, como s(&) € positiva para todo & devemos ter s(z,) =2y ou s(z,) > 2Y 0
primeiro caso esta excluido pois voltando ao sistema (2.14) juntamente com a condi¢d@o inicial
(5(), r(€,)) montamos um PVI que nos resulta em uma solug@o constante, assim, temos s(z,) >
2y e pelo Lema (2.2), z, € um ponto de maximo local estrito de s. Portanto, % tem de sair de Q4
no ponto z, em que s(z,) > 2y e 85'(§,) = r(z,) =0, deste modo z, é um méximo local estrito

de s, portanto, concluimos que s'(§) < 0 para todo & > z,.

Como acabamos de concluir s'(§) < 0 para & > z,, isto é, para § > z, a fungdo s é decres-

cente, e de modo inteiramente analogo a demonstragdo no Teorema 3.1, obtemos &, > z,, tal que



Geometria da Onda Viajante 35

s"(&)(§ —&) >0 paratodo § >z, e § #&,.

Seja z; < z, o ponto de maximo local de s mais préximo de z,, € seja w; o Unico ponto de
minimo local entre eles. Prosseguindo com este processo obtemos as seqiiencias {z;}7>, e {w;}> |,
definidas indutivamente como seqiiencias decrescentes onde os pontos z; sdo maximos locais de s
e w; sdo minimos locais de s, € z; > w;j1 > z;+1 para todo i > 0. Em decorréncia do Lema 2.2,

s(zi) > 2y e s(w;) <2y, Vi.

Afirmamos que s(z1) < s(z,). De fato, como todos pontos de méximos e minimos de s sdo
estritos, a orbita (s(§),r(§)) sempre cruza o eixo-s transversalmente, e como r(§) = 85 (§)
entdo temos r(§) > 0 para w; <& < z,, r(§) <0 para 71 <& <wj e r(§) <0 para § > z,.
Se s(z1) > s(z,), entdo e observando a 6rbita (s(§),r(§)) para z; < & < +eo temos que a curva
{(s(§),r(&)) : w1 >& >2z1} deve interceptar a curva {(s(§),r(§)) : & > z,}, isto é, a curva teria
que interceptar a si propria o que € impossivel. Indutivamente, usando este argumento em cada
segmento do tipo z; > wiy > ziy1 , € determinado que s(ziy1) < s(zi), Vi, deste modo

se M, =sup s(§), entdo
g

S(Z()) =M,

e, assim, (i) esta provado. De maneira similar, temos s(w;) < s(w;). Como, r(§) = 8s'(§) <0,
para todo zp < & <wy e r(§) > 0 para wy < § < z;. Suponhamos que s(w;) < s(wj), entdo
acurva {(s(§),r(&)):wy <& < z1}, intercepta a curva {(s(§),r(&)) : w1 <& < z,}, ou sejaa
orbita % interceptara a si mesma o que € impossivel. Usando este processo em cada segmento do

tipo wiy1 < z; < w;, concluimos que s(w;iy1) > s(w;), Vi > 1. Deste modo, as seqiiéncias {z;}3

£2< 4yd

Figura 3.4: 6rbita limitada quando a dispersao é predominante

e {wi};?;l sao construidas de tal modo que se acumulam em —eo. Com efeito, pois de outro modo,

a 6rbita (s(§),r(§)) serialevada a (2y,0) em algum & finito, o que novamente néo é possivel.
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A figura 3.4 nos mostra o comportamento da 6rbita limitada em questdo. Deste modo, estd

concluido o Teorema. [ |

Corolario 3.2 Sejam €, & e ¢ constantes positivas dadas, e suponhamos que c, Sg e Sy satisfa-
zem (2.12) tal que Y = ¢ — Sg > 0. Seja S(§) = S(§,€,0) a unica solucdo limitada (a menos de
translagdo em € ) de (2.2) satisfazendo as condicoes (2.3) e (2.4). Se g2 < 4vd, entdo S atinge seu
valor mdximo em um ponto z,, e assim S(§) decresce monotonicamente de S(z,) a Sg quando

& > z,. Existe um ponto &, > z, tal que S"(§) >0 para & > &, e S"(§) <0 para z, <& < &,.

oo

Além disso, existem seqiiéncias interligadas {z;}7 o e {wi}| com z; > wit1 > ziy1, Vi >0, de-
crescendo a —oo e tais que S atinge um valor mdximo local em z; e um valor minimo local em wj,

e S(wit1) <Sp <S(z), Vi > 0.

Demonstracao: Seja

S(&) :S(§7876)

a Unica solucdo limitada (a menos de translacdo) de (2.6) satisfazendo a (2.7) e (2.8). Defina

S(€) =s(&)+ Sk, e pelo Teorema 3.2, temos que se existir M, = sup s(§ ), o mesmo € atingido no

ponto z,, onde s'(§) < 0 para todo & > z,. Deste modo, S atinge seu valor mdximo em z,, com

§'(&) =5'(§) <0 para todo & > z, como,

&ETWS(F,) = im (s(§) +Sr) = Sk
segue que S decresce monotonicamente de S(z,) a Sg quando & > z,. E ainda, como vimos no
Teorema 3.2, s(§) = S(§) + Sg tem um tnico ponto de inflexdo &,, conseqiientemente &, € um
ponto de inflexdo para S , pois S”(§) =s"(§) <0 para z, <& <&, e §"(§) =s"(§) > 0 para
€ >&,. No caso que €2 < 4y8 a solucio s(§) tem um nimero infinito de pontos de maximos e de

minimos locais que sdo tomados em pontos z; ¢ w; formando as seqiiéncias interligadas {z;}; e
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{wi}2 | em que z; > wiy| > zi41, paratodo i > 0 e ainda
lim i = hm Wj = —o9,
[—©0 11—
Além disso, como S(&§) = s(&) + Sg e pelo coroldrio 2.1 obtemos,

S(W,‘+1) < 2’Y: S —Sp < Sz,

S(Zi) ZS(E_,)—l-SR > 2’Y+SR =Sr.

Portanto, o corolario esta concluido.



Capitulo

4

Comportamento Limitante da Solu¢cao Onda

Viajante

Neste capitulo , apresentamos o estudo com relacdo ao comportamento limitante da solucao
S(€;€,0) de (2.2) quando € | 0 e & | 0. Onde, serd observado que para valores positivos de €, &
e ¢ esta solu¢do S(&;€,8) ¢é unica satisfazendo as condigdes (2.3) e (2.4) desde que, as condi¢oes
em (2.12) sejam respeitadas. Serd, também, mostrado que se S(&;€,8) é adequadamente definida

por uma translagdo de & entdo, os limite

limS(§;e,06), 1limS(§;e,d lim S(;¢e,0
lim (€:¢,9) lim (€:€,8) e Jim (€:¢,9)

3 <m
€2~

existem, e os mesmos sao, uma solu¢do onda solitdria da equagdo Korteweg-de Vreis (KdV), uma
solu¢do onda viajante da solu¢do da equacao de Burgers, e uma solucdo onda viajante fraca da Lei

de conservagao u; + uu, = 0, respectivamente .

38
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4.1 Comportamento da solucdo quando € tende a zero

Nesta primeira secdo, serd estudado o comportamento da solugdo de (2.2) quando € | O, en-
quanto, 8 permanece fixado. Nestas condicdes, estudaremos o caso que €2 < 4y5. Através dos
estudos feitos no Teorema 3.2 obtemos um ponto &,, que é o tnico onde s(.;€,8) assume seu

valor maximo. Deste modo, definimos para cada €

se(§) = (8 +80:8,9),

com s;(&) <0, VE > 0. Assim, por esta translagdo de &, e trabalhando com a varidvel depen-
dente s¢(§) = Se (&) — Sk, que é a dnica solugdo limitada de (2.6) (a menos de translagdo em &)
satisfazendo (2.7) e (2.8), demonstraremos que a solugio onda viajante S¢ (§;€,8) convergird, uni-
formemente sobre conjuntos da forma {&;& > a} a solucdo onda-solitdria da equacdo KdV, dada
por

Uy(&) = Sk + 3ysech? [(%)%ﬁ] ,

quando € | 0.

Teorema 4.1 Seja {s¢ }e~o uma familia de solucdes onda viajantes de (2.6) satisfazendo (2.7) e

(2.8), definida como acima. Entdo, para algum a € R e para qualquer inteiro j > 0

. d’
hmEsg(&) = Euy(ﬁ), 4.1)

€l0

uniformemente em {&;§ > a}, onde

uy(§) = 3ysech? {(%) : &] . (4.2)
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Demonstracao: Pelo Teorema 2.1 temos que 0 < s¢(§) < 3y, assim, s¢ € limitada, independente-
mente de € > 0. Temos 0 < €2 < 4y3, por hipétese e s¢(0) > 2y, pois s¢(0) = 5(E,:€,8) onde,
& éo tinico ponto de s(.;€,0) que atinge seu valor mdximo. Agora nos restringiremos a mostrar
que d—J.sg (§), Vj >0, também, sdo limitadas, independente de €. Visto que, r¢(§) = ds;(§),

dﬁ J
para 9 fixo, e ainda pela demonstracido do Teorema 2.1, temos

1
—Evzﬁe‘l <re(§) < %vzﬁe‘l,

ou seja,
1 3
— 37 <es(§) <37 (4.3)
2 2
: / 3 2
em particular, | €s, |< JY e de (2.14), escrevemos
" 1 2 !
dsg =YSe — 55 +es, 4.4)

1
|5SQ\S|YS3\+§ | Se |2+|£S/s B

como 0 < s¢(§) < 3y, temos de (4.3) que

|8s7(8) 9%, V&

consequentemente,

9
sup | (8 |< <7,
EeR

Portanto, s’s’ ¢ limitada, independentemente de €. Agora, como s¢ € sg sdo limitadas onde, s¢ é
uma fungdo positiva, pelo Teorema 1.2 (Desigualdade de Glaeser) temos que s, € limitada, inde-
pendente de €. Voltando em (4.4) e derivando mais uma vez em relagdo a & e como 0 < €2 < 4Y3,

podemos concluir que

| 858/ (8) <[ st (&) | + [ sese (§) | +e | s{(E) < ¥se(§) [ + | sese (&) | +V/418 | s{(E) .
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para todo &, deste modo, sy’ é limitada, independentemente de €. Assim, por indugéo, concluimos

dé

Seja F = {s¢ }¢-( uma familia de funcdes reais. Como {sg }, ¢ limitada, independentemente

que se(€), Vj> 0 sdo todas limitadas, independentemente de €.

de €, assim, existe M1, tal que, Ve > 0 e V& temos | s, (&) |< M;, deste modo, para todo &;, &, €

R temos,

&
5 (E1) — se (&) |= /g Sh(w)du |< My | & =& |,

de onde concluimos que F é uma familia equicontinua, e como | s¢(§) |< 3y, Vse € F segue
que F ¢é uniformemente limitada. Assim, aplicando o Teorema 1.1 (Teorema Ascoli-Arzeld), toda

seqiiéncia contdvel {s¢, } de elementos de F tem uma subseqiiéncia {s, ;}jen, ou seja,

381’1, s81,27 Se13y T Sng, )

que € uniformemente convergente em qualquer subconjunto compacto de R a uma funcédo U.

Agora, seja Fy = {s. . ¢ uma familia de fungdes reais. Como existe M,, tal que, Ve >
8171

0 e V&, temos | sgw, (§) |< M3, portanto, para todo &1, & € R temos,

sty (&) b, (E2) |—|/ sty (W) 1< M2 | & =& |,

assim, concluimos que F; € uma familia equicontinua, e como existe My, tal que, ‘v’sglj e F
temos | s,’glj (§) |< My segue que F] é uniformemente limitada, aplicando o Teorema Ascoli-Arzeld

e A . / . 7z
obtemos subseqiiéncia {s¢, }, isto &,

Ser 10 Sennr Sensr T Sey o

de {sg 1 j} convergindo uniformemente em subconjuntos compactos de R a uma funcdo U;, como

a convergéncia é uniforme entédo Uy = U’.
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. . k d : - . .
Indutivamente, seja F, = {sék)j}, — = slgkj, uma familia de fungdes reais. Como existe

d&k
My 1, tal que | sgfjl)(&,) |< My Ve >0 e VE, deste modo,VE, & € R temos,

60— ) = [ < M 8 |

assim, concluimos que Fj é uma familia equicontinua, e como existe My, tal que, | sgf_)j (&) |< M,
v sgf) € F; segue que F; € uniformemente limitada e aplicando o Teorema Ascoli-Arzeld obtemos

subseqiiéncia {s8 ke, } isto é,

(k) (k B s
(RN

k . . ~ A
de {Sék),} convergindo uniformemente em compactos de R a uma fun¢do Uy, como consequéncia
da convergencia uniforme Uy = U™, convergindo uniformemente em subconjuntos compactos de

R a uma fungio U}, e como a convergéncia € uniforme Uy = U *) vk > 0.

Através da Diagonalizagdo de Cantor, tomamos k; = €;; obtendo, assim, a subseqiiéncia
{sgk -1, converge uniformemente em qualquer compacto na reta para uma fungdo Uy = U (),

Assim, quando j — oo temos &, — 0, e se
J

Sj(&) =s(& +&0;€kj76>7

entdo, existe uma fun¢do infinitamente diferencidvel U tal que s() — U quando j — oo, unifor-

memente em qualquer conjunto compacto em R, para todo i > 0.

Como,

$4(0) = (i, D).

obtemos s';(0) =0 pois, &, € o inico ponto em que s(.;€,8) assume seu valor mdximo e tomando
o limite de j — oo temos U’(0) = 0. Em (4.4), fazendo j — oo temos €k; — 0, assim, obtemos a
equagio

SU" =yU — %UZ. (4.5)
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Agora queremos determinar as solucdes limitadas de valor real de (4.5), tal que, a condi¢do inicial
U'(0) = 0 seja verificada, as possibilidades de solugdes sdo ou U =0, U =2y, U é uma solugio
periddica, ou U € uma solugdo onda solitdria. Se considerarmos (4.5) e a0 montarmos o PVI com

as condigdes iniciais U'(0) =0 e U(0) =0 ou 2y obteremos uma solugio constante.

Como s;(§) ¢é decrescente para § >0 (§ +&, > &,), deste modo concluimos que U é ndo
crescente para § > 0 quando j — co. Assim, U é ndo periédica a menos que seja constante. Entdo
U tem que ser uma solugdo onda solitdria para (4.5). Lembrando que s;(0) > 2y e novamente
passando o limite j — oo obtemos U(0) > 2y. Portanto, U € uma fun¢o ndo nula. Em (4.4), se

multiplicarmos por s} temos

| >

T (656 Fex, (58)°.

AN =

d ,, 2_Yd 2
E(Sj(i)) E_E,( )

Integrando esta dltima equagdo em [0,0) como 5',(0) =0, e ainda 5;(§ ), s(§) — 0 quando § —

+oc0, obtemos

ex, [ (548)) "0 = 37 (5(0))" ~ ¢ (50))" “o

Mas, como 54(§) <0, V& >0 (§ +&, >&,), onde s'; é limitada, independente de €. Entdo,

aplicando a seguinte estimativa,
e, [, (50)) 1708 < e sup ()| [|5€)E =eu,sup [5(6) |50, (47
S

e observamos que a esquerda da desigualdade converge a zero quando & | 0. Assim, de (4.6)

concluimos que quando j — oo temos
1, 1 200 13
ESJ(O) (37—51'(0)) = E’YS_]-( )— ESJ(O) — 0,

agora, como s;(0) > 2y, Vj, entdo esta tltima equagdo nos conduz a conclusdo que s;(0) — 37.

Isto é, U(0) = 37y, em particular, U(0) # 2y e assim, U € uma onda solitaria para (4.5). Entao,
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para obtermos U devemos resolver o seguinte PVI,

SU" —yU—1U?=0
U(0) = 3y (4.8)
U'(0) =0,

reescrevendo a equagao em (4.8), segue

= (P U@y - 1w+ ue)) -o
Conseqﬁentemente,
Teo o | 1 B
W) - yweys Lwe)y =s

para alguma constante B. Fazendo & = 0, e pelas condi¢des iniciais do problema concluimos que

B = 0. Portanto, temos,

33 (U) ~31WUE) + ¢ (UE) =0,

consideremos o problema acima para 0 < U(§) < 3y, deste modo, temos

ue) (1-3v6)

agora, fazendo a mudanga varidvel, a saber 7> =7y — %U (§) obtemos,

—2dz 1
=+ [82d
/'Y—zz / 5

de onde, temos
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ou ainda,

VY el !
\F IV TR

como z = 'Y—%U(&) onde 0 < U(§) < 3y, entdo

+y/Y— 13U
VY m — Kei\/g 5 (K=constante)

VI—T-3U(®)
=>\/?+\/v—§U<é>=<f— v—%U(&))Keiﬁé
:>,/ _ 4.9)
L

como U(0) = 3y obtemos, assim, K = 1 e voltando em (4.9)

o= ()

1—3%U(§) ~ tgh? (ﬂ/%@)
U(E) =un(6) =3psee’ 1/ 5 ).

Na verdade, foi mostrado que qualquer seqiiencia positiva {€;};>_, convergindo para zero pos-

ou seja,

assim,

sui uma subseqii€éncia {skj}jf’:l tal que a solugdo onda viajante s; associada converge para uy
uniformemente sobre compactos. E ainda, quando € | O, s,(sj ) u&j ), para todo j, uniformemente
em compactos da reta. Agora vamos estender este resultado para conjuntos da forma {&;& > a}
onde a € R. Se o conjunto K = {:;§ >a} e v > 0 sdo dados, como podemos ver uy(§) — 0

quando § — oo, entdo seja &; > max {0,a} tal que uy(§;) < ¥. Seja €, >0 talquese 0 <& <¢,
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entao,

[50(8) —uy(8) 1< 7.

para a < § < &;. Em particular temos s¢(§;) < 3. De fato,

[ 56 (&) | = [ uy(&1) <] 5e(81) —uy(&1) < %

_|_

Y

A<
| <

568 |< 3+ uy(E) 1< 5

entdo s¢(§1) < ¥, como s ¢é decrescente para todo § > 0, entdo s¢(§) < % para todo § > &,

Assim, para todo § > a,

[ 5e(§) —uy(§) [< V.

De fato, para & € [a,&;] por hipitese temos,

| 5e(§) —uy(§) <

<V,

A<

e para & > &; temos,

[ 5e(8) —uy(8) [<[5e (&) +uy(8) [<[5e(€) [+ [uy(§) <

E deste modo, concluimos que sg — uy uniformemente em K = {&;§ > a}.

Agora vendo (2.14), temos

(E) €8 e (8) =15 (§) — 53(5),

. 1. ~ _&
multiplicando-se esta equacao por e 55 obtemos
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como 7¢ (&) — 0 quando & — oo, fazemos a integragdo em [§,o0) para & > a, tal que

@)= [ (1se(m) = 352 ) e e, v >

assim,
reyv— [ (Y 1o £E-m)
SE(&’)_ /& (858(11) 26S8(n)) ed dnv v& 2(1, (410)

segue desta expressdo e da convergéncia uniforme de s em conjunto do tipo K = {&;& > a}, que

s¢ — uy, pontualmente. Deste modo , fixado o intervalo [€;, &;] onde & > & > 0, obtemos que

/

s¢ — uy € uniformemente limitada em [§;, &;], conseqiiéntemente temos € (sz — us

Y
) — 0 uniformemente

) — 0, unifor-

/
Y

em K = {§:;§ > a}. Assim, através de (4.4) temos s; — uy, quando € — 0, uniformemente em

mente em [§1, &;] quando € — 0, como &; e &, sdo arbitrarios, € (s, — u

K ={£;& >a}. Como s converge pontualmente a uy em [§,y] qualquer que seja y € R entdo,
pelo critério dado no Lema 1.1 e pela convergéncia uniforme de s” temos s, — u/,, uniformemente
em K = {&;§ > a}, quando € — 0. Por sucessivas deriva¢des de (4.4) e (4.5) concluimos que

() ()

s¢” — uy  uniformemente em K = {§:§ > a}. Assim, estd demonstrado o teorema. [ |

Observacao 4.1 De acordo com os cdlculos em (2.10) segue

conseqiientemente,

2

/2 te ! 2d _“ .3 d 0
[se == - (s¢(§)) &—387 — oo quando € — 0.
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Portanto, vemos explicitamente que a norma em L de s' cresce infinitamente quando € — 0.
Além disso, sabemos que s.(§) <0 VE > 0 e como acima, para € suficientemente pequeno,

podemos fazer a seguinte estimativa,

s/ (sL(E))2dE < —esup |sh] | s.(8)dE =g sup |sh]se(0) >0 quando € — 0.
0 EeR 0 EcR

Assim, observamos que a oscila¢do de sg proximo a —oo, é suficiente para que o quadrado in-
tegrdvel de s, ndo seja limitado quando € — 0. Na verdade, a forma assintdtica de re (&) quando

& — —oo, dada por

(s(€) —2y,r(€)) = C (cos(\/g—keo—i—o(l)), sen(\/g+eo+o(1)), (C = constante)

1
\/e2— 4y5—€2)2
pois, A+ = w de onde temos 0. = Re(Ay) = 55 ¢ B =1Im(Ay) = %, assim,

1

quando € | 0 temos o | 0, enquanto, 3 converge para (%) 2. Portanto, ndo se pode esperar que

se convirja a uy quando € | 0, uniformemente sobre a reta toda.

Corolario 4.1 Sejam ¢ e & constantes positivas dadas e suponha que Sy e Sg satisfazendo (2.12)
tal que Y =c—Sg > 0. Seja €2 < 4y8 e seja Se(£) =S(§ +£,:€,8) a solucdo da (2.2) satisfazendo
as condi¢oes em (2.3) e (2.4) transladada por &, tal que Se atinja seu valor mdximo em & = 0.

()

Entdo, para todo j > 0, Sg"’ convirja para a j-ésima derivada da funcdo

Uy (&) = Sg -+ 3ysech? {(%)éé}. @.11)

uniformemente em K = {&;& > a}.
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Demonstracio: Seja Se(§) = s¢(§) + Sk onde €2 < 4y8 e considerando {se }e~o a familia de

solu¢des ondas viajantes de (2.6) que satisfaz (2.7) e (2.8) tais que,

se(§) = 5(§ +80:¢,8)

onde &, é o ponto de maximo para s. Assim, como resultado direto do teorema anterior para

qualquer a € R, e para todo j > 0 temos

. @’
181118@88(&) = @”Y@)v

uniformemente em K = {&;& > a}, onde
T\ 2
= 3ysech? | (1) & -
(&) =3psec” | (1))
conseqiientemente, fazendo € | 0 pela normalizagdo feita temos que Se converge a
Y \2
Uy (&) = Sg + 3ysech? [(E) é}

()

uniformemente em K, e ainda como resultado do teorema anterior Vj > 0, Sg’’ converge para as

derivadas da funcdo Uy(i) uniformemente em K. Concluindo, assim, o corolario.

4.2 Comportamento Limitante quando 0 tende a zero

Nesta se¢do é analisado o comportamento da solucdo S(&;€,8) de (2.2) quando & | 0, en-

quanto, € permanece fixo. Assim, estudaremos o caso em que £2 > 4y8. No Teorema 3.1 vimos



Comportamento Limitante da solu¢ao quando o | 0 50

que s(&;€,0) é estritamente decrescente na varidvel &, e onde temos

lim s(&;¢,8)=0 e lim s(§;€,8)=2y.

E., — o0 —>—o00

Por estas propriedades, existe um tnico valor &, onde, s(&,;€,0) =, assim, definimos

55(5) = 5(§ +603€,8).

Entdo, s5 € solugdo de (2.6) satisfazendo (2.7) e (2.8), tal que V& e s5(0) =y para todo & > 0.

Portanto, por esta translagio de & e com S5 (&) = s5(& ) + Sg mostraremos que a solu¢do onda
viajante S5 (&;€,8) converge uniformemente sobre R, para a solu¢do onda viajante da equag@o de

Burgers a qual é dada por

Vy(®) = Se+ [1 - tanh (£ )]

quando 6 — 0.

Teorema 4.2 Seja {s5}s~o uma familia de solugcdes limitadas de (2.6) satisfazendo (2.7) e (2.8)
definida por

55(5) = s(€ +&:¢,8).

Entdo, para qualquer inteiro j > 0,

dl d’
E%E s5(8) = @vy(i), (4.12)

uniformemente para & € R, onde

vy(&) =1 - tanh (%g)} . 4.13)



Comportamento Limitante da solu¢ao quando o | 0 51

Demonstracao: Esta demonstracdo € similar a demonstragdo do Teorema 4.1. Agora vamos mos-
trar que s e sua derivadas sdo limitadas, independentemente de . O fato de que s5 € limitada,

independente de J, € obtido do Teorema 2.1, onde foi também mostrado que
1 2
—§Y25£71 <r5() < 57258717

como r5(&) =35 (§), segue que VE

em particular,

e assim sg ¢ limitada, independente de & > 0. Da equag@o (2.6) temos

€

E) -~ 5 5H(E) = £ s4(6)— 5 5 (E)sh(&),
multiplicando-se esta equag¢ao por e 55
(3805 = (Lss @) 5 ss(@shiE) ) 88

e integrando-se em [ ,0), e usando o fato que s” — 0 quando § — +oo, segue

56 == [ (Fshm - gssmssm)) s W

como sg € s’8 sdo limitadas, independente de & > 0 obtém-se

()] < 87" sup lss ()55 5) — ¥4 ) ( /;e%—“)dn) — e sup s ()55 ) — 155 ),

y>E y>E

assim, sg ¢ também limitada, independentemente de & > 0. Agora derivando com relagéo a &
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mais uma vez a equacao (2.6) temos

$(E) — S (€)= T54(6) — < (55(8) — 535 E)sh (&), @14

ETIRT ~ _£ .. .
mulitipliplicando-se esta equagdo por e 5‘:, e com um argumento similar ao usado anteriomente

temos

@)= [ (¥ shm - 5650 gssgn) ) eb & M,

assim, como sg, s% e sg sdo limitadas, independentemente de & segue

) <8 sup (5500 + 55 01540) ~ 54 0| ( b6

y>E

=&~ sup(5h1)+ 55540 ~Y 0
y=>

conseqiientemente, sg’

séj U limitada, independente de & > 0, Vj. Agora, aplicando o Teorema de Ascoli-Arzeld repe-

¢ limitada, independentemente de & > 0. Por inducdo, concluimos que

tidamente juntamente com um processo de diagonalizardo de modo similar ao feito no teorema

[e5S)

1, que converge uniformemente em qualquer compacto

. coA - k
anterior obtemos a subseqti€ncia {sék)
j

na reta para uma funcio Vi = v(®) . Assim, quando j — oo temos &; — 0, e se

$1(8) = 5(E +Eoi,By):

entdo, existe uma funcao infinitamente diferenciavel V' tal que sg.’) — v quando j — oo, unifor-

memente em qualquer conjunto compacto em R, para todo i > 0.

Como resultado do Teorema 3.1, temos que para todo & € R, 0 <s5;(§) <2y e 55(§) <0 V&
e passando o limite j — oo temos 0 < V(&) <2y e V/(§) <0, V& do dominio, e deste modo, V
€ mondtona nao crescente e limitada em R . E ainda que V satisfaz a equagdo (2.9) com j — oo,

ou seja, Skj — 0, portanto, V satisfaz a equacao

1
—yV+§V2—8V’:0, (4.15)
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como poderemos observar esta € exatamente a equagdo da solucdo onda viajante da equacao de

Burgers.

Como s5,(0) = entdo V(0) =7. Do fato que V' € monétona ndo crescente e limitada existem

os limites em +oo, e de (4.15) observamos que

V&) =v(e) (3Y@) 7). .16

onde, concluimos que estes limites sdo 0 ou 2y. Como V(0) =y entdo, estes limites ndo podem
ser ambos iguais a 0 ou 2y, pois caso contrdrio, V avancaria constantemente igual a um destes
valores, isto é, teriamos V =0 ou V = 2y. Assim, para determinar V consideremos o seguinte
PVI,
—YV +3V2—eV/ =0
V(0) =1,

considerando o problema acima para 0 < V(&) < 2y, pois para V(§) =0 ou V(§) =2y ndo é

solugdo do PVI, assim,

V'(€) Y
T A

1
agora, fazendo a mudanga variavel z = EV(E") — 7Y temos

/Z(Z%Y)dz:/is—‘da,

ou ainda,
1 1 1
(R PR
Y zZ Y+z
assim,
1
L L1 R P
Y o lz+v|
2]

= — KetS (K=constante)

| z+7 |
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V-2
como z = TY para 0 < V(&) < 2y, entdo

B V— 2’Y _ Ke%&" ’
\%
conseqiientemente,
2y
V(E.») = Y
1+ Kee
como V(0) =7y temos
YT 11k N
portanto,
2y
V(E)=
1+ e%é
Ie
R |
como tanh (l§> = ey entdo, obtemos
2e ees +1

V(E) =vy(8) =71 —tanh (52 )]

como em (4.13), onde temos

lim V(§)=0 e lim V(§)=2y,
§~>+oo gﬂfoo
Portanto, usando o teorema de Ascoli-Arzeld qualquer seqiiencia 8, | O possui uma subseqiiéncia
{Skj};":] tal que a solug@o onda viajante $5; converge para Vy, uniformemente sobre compactos
de R, o mesmo ocorrendo para suas derivadas. Agora vamos estender esta convergéncia para todo
R.De modo similar ao que foi feito na se¢do 4.1, se B={§ : & < a} e € > 0 sdo dados, seja
€
E1 <min{0,a} tal que V(§;) > 2y — 5 pois V(&) — 2y quando & — —oo . Seja §, > 0 tal que

se 0 <0 <9, , entdo pela convergéncia uniforme vista anteriormente,

[55(8) = V(&) I<

Y

o
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para § € [§),a]. Em particular, s5(&;) > 2y —¢€, de fato

15 (S1) | = [ V(&) <] 55(&1) = V(&) [< ;
[55(&0) |~ [VED) 2 —5 = s~ S +V(E) 2 5 4275 =—e+2y,

como s5(&) é decrescente para todo &, entdo s5(§) > 2y —¢€ paratodo § < &;. Assim, para todo
§<a

[55(8)—V(&)[<e.

De fato, pois para &; € [§,a] é imediato, resta verificarmos para & < &;. Como VE < &; s5(&) >
2y — €, entao

s5(6)—V(E)>2y—e—-V(§)=—¢, (2v—V(E)=0)

e como V(§) >2y—e, paratodo & < &, pois V é ndo crescente, temos

“VE) > -2r+5 = @) -VE) > 22+ = <e, (55(8)<2Y)

portanto, para § < §;

[55(8)—V(E) [<e,

assim, conclui-se que s5 — V(&) uniformemente em B. Agora, se considerarmos o con-
junto D ={§, & >a} e M >0 dados, como V(&) — 0 quando & — oo, seja &, > max{0,a}
tal que V(&) < %/I, agindo de modo inteiramente andlogo como no do Teorema anterior, conclui-
se que s5 — V(&) uniformemente em D. Portanto, ss; converge a V uniformemente em

R quando j — . De (2.9) temos

1
Y83, (¥) + 255, (v) + 855 (v) — €55, () =0

e passando o limite j — o temos §; — 0, e de (4.15) segue que sgj (&) —=V'(§) — 0 uniforme-
mente em toda reta quando 8; | 0, pois como vimos s5,(§) — V uniformemente na reta e sgj €)

¢ limitada. Através de repetidas derivacoes de (2.9) e (4.15) podemos concluimos de maneira
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analoga que séj ) — vU) uniformemente em R para todo j > 0, completando a prova do teorema .

Corolario 4.2 Sejam c e & constantes positivas dadas e suponha que Sy, e Sg satisfazendo (2.12)
tal que Y = c — Sg > 0. Seja €> > 4y e seja S5(&) = S(§ +&,:€,8) a solucdo para (2.2) sa-
tisfazendo as condigcdes em (2.3) e (2.4), transladada por &, tal que S5(0) = c. Entdo, para todo

j=>0, Séj ) convirja para a j-ésima derivada da funcdo

Vy(i):SR+y[1—tanh (%g)} 4.18)

quando, & | 0, uniformemente para & € R.

Demonstracao: Seja s5(&) = S5(&) — Sg onde {s5}5-0 ¢ uma familia de solu¢des onda viajantes

para (2.6)-(2.8) definida como no Teorema anterior, a saber

55(6) = (5 +803€,8)

com s5(0) =8 e €2 > 4y3. Assim como resultado imediato do Teorema 4.2 desta se¢io segue que

g%%ma):%w(&»

de maneira uniforme em R, para todo j > 0, onde

vy(&) =y [1 — tanh (%ﬁ)}

conseqiientemente, como Sg (&) = s5(§) + Sg, fazendo & | 0 podemos concluir que Sg(&) con-
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verge a fungdo Vy(€), definida em (4.18), uniformemente para § € R, além disso Séj ) Y(j ) &)

uniformemente em R. Assim, concluimos a prova do corolério.

4.3 Convergéncia para um perfil de uma onda de Choque

Aqui, analisaremos o comportamento da solug¢do S(§,€,8) de (2.2) satisfazendo (2.3) e (2.4)

)
no limite quando €, 8 | 0, desde que a razdo ) permanega limitada. Nesta condicdes, pela teoria
desenvolvida nos capitulo anteriores, concluimos que 0 < s(§) < 2y e é decrescente V&, deste

modo existe &,, tal que, definimos

5878(&):S(§+E¢07878)7 4.19)

onde, s¢ 5(0) =Y e para § > 0 temos s, 5(§) < y. Por esta translacdo de § e com § = s+ Sg
mostraremos que a solug¢do onda viajante S(&,€,8) converge uniformemente a um perfil de onda

de choque (solugdo fraca para a Lei de Conservacao u; +uu, =0),

V() =0(E)+Sk, (4.20)
onde
2y, & <0,
e&)=4q v, &=0 (4.21)
0, &>0,

Teorema 4.3 Sejam o0 >0 e M > 0 dados. Entdo, para qualquer inteiro j,

. d’ d’
Siggo g7 %e3&) = 55 0(6), (4.22)
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Demonstracao: Definamos a varidvel dependente 7', do seguinte modo

T(§) = se5(€8),

onde € omitida a dependéncia de T, com relagdo a € e §. Substituindo em (2.9), obtemos

AT +5TE) + T (E) - T'(E) =0 @23)
seja L = o2 entao
—vT(&)%Tz(&) +HRT(E) - T'(8) =0. (4.24)

Pela unicidade obtida no Teorema 2.1 temos T'(§) =T, (§) = s(§ +&,, 1, u), através da translacdo

de &,, temos

T(0)=y e Tu(§)<y, V€>0

e isto € obtido, pois

siu(0)=7 e sip(§)<y VE>0.

A relagdo (4.22) seré estabelecida por um argumento envolvendo seqiiencias da mesma forma como

nas secoes anteriores. Considerando agora (4.24), e pelo Teorema 2.1 temos

1 3
—>Y’u < uTy(§) < Sy'u

2 2
— lpeme <y
2 w5/ =57

em particular | 73 () |< %72 W, conseqiientemente, 7, € limitada, independente de W. Agora de-

rivando (4.24) temos
1 Y 1

T,'(8) - ETJ@) = ETP{(%) " T (6),



Convergéncia para um perfil de uma onda de Choque 59

1
multiplicando-se esta equagdo por e Hé, temos

(@) = (Lne) - tnne) e,

agora como T,' — 0 quando § — oo, segue

Re = (grun) —&Tumm{m)) ) g,

como Tli e Ty, sdo limitadas, independente de L entdo,

| T/(8) < suré | 7o) = Tu ()T (M) |,
n>

portanto, TL’l’ ¢ limitada, independente de L. Continuando com este processo, concluimos que TLEJ )

¢ limitada, independente de W, paratodo j > O.

o)

Considerando {€,}_, e {8,};_, seqiiencias de pardmetros positivos, tais que,

5
£, —0 e §,—0 quando n—o e 0<un:£—;§M vn. (4.25)

n

como {u,}_, € limitada admite subseqiiéncia entdo, existe subseqiiéncia {u,, };., de inteiros
positivos tal que W, = Vv convergem ao limite v quando k — o onde, 0 <v <M. Seja T,,

denotado por T e seja Vy a fungido
¥
1 —tanh (12)].
v[ anh 58

Se v =0, entdo como no Teorema 4.2 com € = 1, concluimos que para j > 0,

d’ d’
i (&) — dEi Vy(§)
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uniformemente em & € R. Agora seja v > 0. Entdo, consideramos o conjunto F = {7},
uma familia de fung¢des eqiliicontinua e uniformemente limitada, da mesma forma que na se¢do 4.1,

p . . A j1 00
através de um processo de diagonalizacdo, obtemos a subseqiiéncia {7, }7_, tal que

d’ d’

j2i H8) — g5 (&) quando k—eo, />0 (4.26)

uniformemente em qualquer subconjunto compactos de R.

Para r=1,2,... ou r=v, asfungdes 7, satisfazem as condi¢des (2.7) e (2.8). De fato, de
(4.26) concluimos que 7, € C* é ndo crescente, 0<T, <2y, T,(0) =7, e que T, satisfaz (2.9)

quando k — 0, e deste modo, 7, satifaz a equacao

1
—VTE) +5 2(E)=0 = T (§) =2y ou 0, (4.27)
como é mondtona e limitada temos que existem os limites em +oo e como € ndo crescente os

mesmos Sao

lim 7,(§) =0 e lim T,(§) =2y,
§—too e

assim, T,(§) é 0 para § > 0 e 2y para & < 0, conseqiientemente, temos

lim V(E)=0 Vj>o0.

|§ [0
Além disso, das propriedades geométricas apresentadas no Capitulo 3 temos que para &; perten-
cente a qualquer subconjunto compacto de R, se Ti(&;) estiver suficientemente préximo de 0
entdo, os valores permanecem préximos para & > &;, do mesmo modo se T;(§;) esta suficien-
temente proximo a 2y entdo, os valores permanecem proximos para § < &, conseqiientemente,
pela convergéncia uniforme se 7,(&;) estiver suficientemente préximo de O entdo, os valores per-
manecem proximos para & > &, e se T,(§) esta suficientemente préximo a 2y entdo, os valores
permanecem préximos para & < &;. Por estas caracteristicas, como nas se¢des anteriores, temos
que a convergéncia em (4.26) € uniforme em R, pelo menos para j = 0. Assim, a correspondente

afirmacdo para j > 0 pode ser estabelecida como na prova do Teorema 4.1. De fato, de (4.24)
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segue

YT+ ST T ) T () = O @28)

como no Teorema 4.1 para qualquer § € R, temos

n@>=—éwQﬁnmn—4Lnﬂm)wﬂé“Mm

e demonstrando, do mesmo modo, como no Teorema 4.1 temos,

%MH%%M@WHDO

uniformemente em R. Assim, conclui-se que v > 0, e para qualquer j > 0,

d’ d’
a2 &) — 755 T=(8)

uniformemente em R, onde 7. denota o limite de 7; quando v # O e satisfaz as condi¢cdes em
(2.7) e (2.8). Para provar (4.22), é suficiente mostrar que uma seqiiéncia satisfazendo (4.25) t€ém
subseqiiéncia tal que (4.22) valha quando o limite em questdo refere-se a esta subseqii€éncia. Assim,
dadas as seqiiéncias {€,} | e {3,},_; como em (4.25) escolhemos as subseqiiéncia {€,, };>, €
{6n, }72, tais que, a seqiiéncia {p}7>, € convergente. Entdo, a seqiiéncia associada de fungdes

{Ti}72_, converge uniformemente para 7., em R.

Portanto, se fixado j > 0 e dado A > 0. Seja L suficientemente grande, tal que,

d’ d’ A
sup | 5 (&) — 55 2

- , (4.29)
EeR dE:]

para todo k > L. Seja Si.o =T é . Como T satisfaz (4.27), assim, para 0 temos
’ €
k

retornando a (4.24),

lim s () = lim Tw(g) =0 para &>0
k—o0 k—o0 Sk
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lim sy () = lim Tm(g) =2y para & <0,
k

k—o0 k—o0

deste modo, . ‘
d’ d’
m 4T(2)=0 para €50,
k

entdo, para § # 0 temos
d’ d’
dE Skeo(§) — e 9(8), (4.30)

quando k — oo, assim, existe o > 0 tal que a convergéncia em (4.30) é uniforme para | & |> o.

Agora de (4.29) e (4.30) temos

d’ d’ d’ d’
sup | = ] Send, (&) — @w(é) < s | AR &) - @sk,w(i) |
s | nelE)~ 06 |5 45 =
deste modo, , .
di di
hzris:p |&s‘u>pa | = i Se5,(8) — a7 ¢E) <A,

como A ¢é arbitrario, segue o resultado (4.22).

Corolario 4.3 Seja ¢ > 0 dado e suponhamos que Sy e Sg satisfacdo (2.12). Para €,8 > 0 seja
Se 5(&) =S(E +E&,:¢,8) asolugdo de (2.2) satisfazendo as condi¢oes em (2.3) e (2.4), transladada

por &, tal que, Sg 5(0) = c. Seja y dada por

SL, &<0

vE)=? ¢, E=0 4.31)

SR, §>0
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Entdo, para qualquer inteiro j > 0

. d/ d’
tl)lgff(l) dE Se5(8) = dEi v(&), (4.32)

para qualquer & # 0, e uniformemente em conjuntos da forma {&; | & |> a}, onde o > 0.

Demonstracdo: Seja s 5(§) = Sg5(§) — Sk (normalizagdo de S, 5). Considerando {e,};_,

e {d,};_, convergindo simultaneamente a zero, de modo que, a razio S—’; permaneca limitado.

n

Nestas condic¢des aplicando o teorema anterior, obtemos que

lim 75 5(6) = 77 0(6).

<M

para qualquer & # 0, uniformemente em {&;|& |> a}, j > 0. Como Sy e Sg satisfazem (2.12),
assim, pela normalizacdo de S, 5 temos que Séj % (§) converge a j-ésima derivada da fungdo y(§)
definida em (4.31), uniformemente em {&;| & |> a}, j >0 onde o > 0. Portanto, concluimos o

corolario. [ |
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Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
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