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Resumo

Sejam M uma variedade suave e fechada e 7' : M — M uma involugao suave
definida em M. E bem conhecido o fato de que o conjunto de pontos fixos F' de T é
uma uniao disjunta e finita de subvariedades fechadas de M. Para uma dada F', um
problema basico nesse contexto é a classificagdao, a menos de bordismo equivariante, dos
pares (T, M) que possuem conjunto de pontos fixos igual a F. Para FF = RP(n), a
classificagao foi determinada por P. E. Conner, E. E. Floyd e R. E. Stong. D. C. Royster
estudou entao tal problema com F' sendo a uniao disjunta de dois espagos projetivos
reais, [’ = RP(m) U RP(n). Ele estabeleceu os resultados via um método caso-por-
caso dependendo das paridades de m e n, usando argumentos especiais quando uma das
componentes ¢ RP(0) = {ponto}, mas suas técnicas nao foram suficientes para resolver
0 caso em que m e n sao ambos pares e positivos. O primeiro objetivo deste trabalho
é obter as versoes complexa e quaternidnica dos resultados obtidos por Conner, Floyd,
Stong e Royster, o que significa substituir o anel de divisao R dos reais pelos anéis de
divisdao C (dos complexos) e H (dos quatérnios); em outras palavras, substituir cada
RP(n) envolvido por CP(n) ou HP(n).

Em relacao a questao deixada em aberto por Royster, recentemente alguns casos
particulares foram resolvidos; especificamente, o caso m = n = par > 0, determinado por
D. Hou e B. Torrence, e o caso m = 2 e n = 2¢q, com ¢ > 1 fmpar, determinado por R.
de Oliveira. O segundo e mais importante objetivo deste trabalho é estudar outros casos
da questao de Royster. Nessa diregao, resolvemos completamente o caso particular F' =
RP(2°) URP(2n), com s,n > 1 quaisquer. Resolvemos também a questao de encontrar a
codimensao maximal com relagdo a qual ' = RP(m) URP(n), sendo 0 < m < n ambos
pares, pode ser realizado como conjunto de pontos fixos de uma involugao. Além disso,
para todos esses novos resultados, nés obtemos suas correspondentes versoes complexa e

quaternidnica.



Abstract

Suppose M is a smooth, closed manifold and 7" : M — M is a smooth involution
defined on M. It is well known that the fixed point set F' of T is a finite and disjoint
union of closed submanifolds of M. For a given F, a basic problem in this context is
the classification, up to equivariant cobordism, of the pairs (7, M) for which the fixed
point set is F'. For F' = RP(n), the classification was established by P. E. Conner, E.
E. Floyd and R. E. Stong. D. C. Royster then studied this problem with F' the disjoint
union of two real projective spaces, F' = RP(m) U RP(n). He established the results via
a case-by-case method depending on the parity of m and n, with special arguments when
one of the components is RP(0) = {point}, but his methods were not sufficient to handle
the case when m and n are even and positive. The first objective of this work is to obtain
the complex and quaternionic versions of the results obtained by Conner, Floyd, Stong
and Royster, which means to replace the division ring R by the division rings C (complex
numbers) and H (quaternionic numbers); in other words, to replace each involved RP(n)
by either CP(n) or HP(n).

Concerning the question left open by Royster recently some particular cases were
considered; specifically, the case m = n = even > 0, established by D. Hou and B.
Torrence, and the case m = 2 and n = 2¢, where ¢ > 1 is odd, established by R. de
Oliveira. The second and more important goal of this work is to attack other cases of
the Royster question. In this direction, we completely solve the particular case F' =
RP(2°) URP(2n), with s,n > 1. We also solve the question of finding the maximal
codimension with respect to which F' = RP(m)URP(n), with 0 < m < n both even, can
be realized as fixed point set of an involution. In addition, for all these new results, we

obtain the correspondent complex and quaternionic versions.
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Capitulo O

Introducao

Neste trabalho, focalizaremos nossa atengao em objetos do tipo (7', M™), onde M™ é uma
variedade fechada, suave e n-dimensional, e T' : M™ — M"™ é uma involugao suave definida
em M™", isto é, T? = Id. Inicialmente listamos dois fatos a respeito de tais objetos:
(I) O conjunto de pontos fixos F de T, ou seja, F' = {x € M™ / T'(xz) = z}, é ou vazio
ou uma uniao finita e disjunta de subvariedades fechadas de M™, com a dimensao de
cada uma dessas subvariedades podendo em principio assumir qualquer valor entre 0 a
n. As componentes O-dimensionais constituem um conjunto finito de pontos, enquanto
as componentes n-dimensionais sao componentes conexas de M™ onde T atua como a
identidade.
(IT) E possivel estabelecer uma nocao natural de bordismo, denominada bordismo equi-
variante, entre os objetos (7', M™); dois tais objetos (7, M™) e (S, N™) sao ditos equi-
variantemente bordantes, ou, quando o contexto nao der margem & confusao, simples-
mente bordantes, se existem variedade compacta Wt suave e com bordo, e involucao
H : W™t — W tais que o bordo de W™*! ¢ a uniao disjunta de M™ com N™ (ou seja,
M™ e N™ sao bordantes no sentido usual) e H estende TU S : M" U N" — M™ U N™
suavemente (o que estabelece a equivariancia para o bordismo em questao).

No que se refere ao fato (I) acima, podemos entdo usar a notagao F' = | JI, F*, onde
F' denota a uniao das componentes de F' com dimensao i. Considerando um objeto do
tipo F' = U?:o F' fixado a priori, uma pergunta interessante que surge nesse contexto ¢ se
F pode ser realizado como o conjunto de pontos fixos de alguma involugao (7', M"), com
dim(M") = r > n. A titulo de ilustragdo, é interessante listar alguns fatos conhecidos

(alguns intrigantes) a respeito desta questao:
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(a) Se F' é fixado por (T, M") e F’ é fixado por (S,N"), com dim(M") =r = dim(N"),
entdo F'U F’ ¢é fixado por (T'U S, M" U N").

(b) F= uma quantidade impar de pontos nao pode ser realizado como conjunto de pontos
fixos de involugdes (T, M") com dim(M") =r > 1 (veja [6]).

(c) Se F' é tal que todas suas componentes possuem mesma dimensao, entao no minimo
F pode ser realizado como o conjunto de pontos fixos da involugdo trivial (Id, F) e da
involugao (twist, F' x F'), dada por twist(z,y) = (y,x).

(d) Se F ¢ um bordo (o que significa que, para cada 0 < i < n, F* ¢ um bordo) entao, para
cada r > n, é possivel construir uma involugao (7', M") fixando F'; ou seja, a realizagao
de F' como conjunto de pontos fixos é possivel em qualquer codimensao.

(e) Se S™ é a esfera n-dimensional, n > 0, entdo F' = S™ U {ponto} pode ser realizado
como conjunto de pontos fixos se, e somente se, n = 1,2,4 ou 8; nos casos possiveis, a
realizagao se da somente em codimensao n (veja [6]).

(f) Se S = 5™ x S™ x ... x 8™ & um produto arbitrario de esferas, entdo F' = SU{ponto}
se realiza como conjunto de pontos fixos se, e somente se, as duas seguintes condi¢oes
sao satisfeitas: (i) ny + ... + n, é uma poténcia de 2; (i) {ny, na,...,n,} se particiona em
subconjuntos A; U...U A, de tal sorte que, para cada 1 < i < s, a soma dos elementos de
A; é1,2, 4 0u8. Quando {ny,ns, ..., n, } satisfaz essas duas condigdes, a realizac¢do se da
somente em codimensao ny + ... + n, (veja [19]).

(g) Considere V™ qualquer variedade fechada, n-dimensional e conexa, com n > 0 im-
par. Seja F' = V" U {ponto}. Entdo, caso I se realize como conjunto de pontos fixos,
a unica possibilidade é em codimensao 1; por exemplo, isso ocorre com V" sendo um
espago projetivo real (veja [29]). Existem muitos exemplos de tais V™ para as quais o
correspondente F' nao é realizavel, por exemplo as esferas S™ com n > 1 impar, ou mais
geralmente produtos de esferas tais que a soma das dimensoes das mesmas seja impar.
(h) Novamente considere V" qualquer variedade fechada, n-dimensional e conexa, com
n > 2 impar. Seja F' = V" URP(2), RP(2) sendo o espago projetivo real bidimensional.
Entao, caso F' se realize como conjunto de pontos fixos, as tinicas possibilidades sao em
codimensao 1 e 3 (veja [8]). Por exemplo, se V" = RP(n) com n impar, entdo F se realiza

em codimensao 1 e 3 se n = 3, e somente em codimensao 3 se n > 3 (veja [29]).

Os fatos acima indicam dificuldades para a realizagao de F' como conjunto de pontos

fixos no caso em que F' tem dimensao variavel e nao ¢ um bordo, e mesmo no caso
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de realizacao observamos restricoes para as possiveis codimensoes da componente de F'
com maior dimensao. Suponhamos entao que F se realize como um conjunto de pontos
fixos. Nesse caso, levando em conta a nogao de bordismo descrita no fato (II) acima,
uma questdo levantada por N. Steenrod (segundo D. C. Royster em [29]) consiste na
possibilidade de classificar, a menos de bordismo equivariante, todos os objetos (T, M")
que fixam F'. Mais rigorosamente, a questao consiste em catalogar todas as classes de
bordismo (equivariante) § que possuem ao menos um representante (7, M") tal que o
conjunto de pontos fixos de T é F.

Teceremos agora algumas consideragoes historicas sobre as ferramentas matemati-
cas que possibilitam atacar a questao descrita acima. Essas ferramentas inserem-se no
contexto iniciado com o famoso trabalho de R. Thom de 1954 sobre a teoria de bor-
dismo, Quelques propriétés globales des variétés differentiables [33], o qual proporcionou
ao mesmo a Medalha Fields em 1958. Em seu trabalho, R. Thom transformou a questao
de classificar todas as variedades fechadas, a menos de bordismo, em uma questao de ho-
motopia, o que lhe permitiu mostrar que a classe de bordismo de uma variedade fechada
e suave ¢ completamente determinada por certos invariantes algébricos denominados nii-
meros de Stiefel-Whitney ou nimeros caracteristicos. Dez anos depois (1964), em seu
monumental trabalho Differentiable Periodic Maps [6], P. E. Conner e E. E. Floyd es-
tenderam o trabalho de Thom introduzindo os grupos de bordismo singular n-dimensionais
de um espago topoldgico X, N,,(X), cujos elementos sao as classes de bordismo de pares
(M"™, f), onde M"™ é uma variedade suave, fechada e n-dimensional e f : M" — X &
uma fungao continua. A extensao é devida ao fato de que, quando X = {ponto}, N, (X)
reduz-se ao grupo de bordismo nao-orientado de Thom, N,. Semelhantemente ao que
ocorre com X = {ponto}, Conner e Floyd mostraram que, quando X é um CW-complexo
finito em cada dimensao, entdo a classe de bordismo do par (M", f) é completamente
determinada por ntmeros caracteristicos, os quais sao oriundos das classes de Stiefel-
Whitney do fibrado tangente de M™ e da Zs-cohomologia de X. Além de sua beleza
intrinseca, a importancia dessa extensao é que ela permitiu, em linhas gerais, o estudo
de propriedades de acoes de certos grupos em variedades usando métodos de bordismo.
Sob esse contexto, um amplo estudo sobre involugoes foi levado a cabo por Conner e
Floyd em [6], através da seguinte estratégia: quando X = BO(r) = o espago classificante
para fibrados vetoriais r-dimensionais, N, (X) converte-se no grupo de bordismo de fibra-

dos r-dimensionais sobre variedades n-dimensionais, e desta forma estes objetos (classes
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de bordismo de fibrados) s@o completamente determinados por nimeros caracteristicos.
Conner e Floyd construiram entao uma seqiiéncia exata curta conectando Z,, = o grupo
de bordismo equivariante de pares (7, M"), onde M"™ é uma variedade suave fechada
e n-dimensional e T : M™ — M"™ é uma involugdo suave (ou seja, os objetos por nos
considerados neste trabalho), com dois outros grupos de bordismo de fibrados obtidos a
partir da fized-point structure ou fized-data (conjunto de pontos fixos de T" junto com seu
fibrado normal) de (7', M™), montando dessa forma um esquema algébrico para estudar
Z,. Grosso modo, a estratégia basica consiste em manipular nimeros caracteristicos de
certos fibrados. Esse arsenal técnico permitiu a obtencao de uma por¢ao de resultados
muito atraentes sobre involucoes e seus conjuntos de pontos fixos, incluindo neste par-
ticular os fatos (b) e (e) citados anteriormente; além disso, tornou plausivel o problema
da classificagao das involugoes (7, M"), a menos de bordismo, que fixam uma F' dada a
priori. Atualmente existem varios trabalhos na literatura versando sobre tal problema;
nesta direcao, citamos:

(1) |6, Springer-Verlag, 1964], com F' = S™ U {ponto}, F'= uma unidao de uma quantidade
impar de pontos e F' = RP(n) com n impar.

(2) [32, Michigan Math. Journal, 1966], com F' = RP(n), n par.

(3) [29, Indiana Univ. Math. Journal, 1980], com F' = RP(m) U RP(n) para todos
os possiveis pares de naturais (m,n), com excegao dos casos (m,n) com m e n pares e
m,n > 0.

(4) |34, Proc. Amer. Math. Soc., 1993|, com F'= uma unido de uma quantidade arbitraria
de espacos projetivos reais com dimensao impar, todos com mesma dimensao.

(5) |10, Canad. Math. Bull, 1994|, com F'= uma uniao de uma quantidade arbitraria de
espagcos projetivos reais com dimensao impar.

(6) [19, Manuscripta Math., 1996], com F' = SU{ponto}, onde S é um produto cartesiano
arbitrario de esferas.

(7) [9, Acta Math. Sinica, 1997|, com F= uma unido de uma quantidade arbitraria de
espagos projetivos reais com dimensao par, todos com mesma dimensao.

(8) [31, Proc. Amer. Math. Soc., 1993|, com F'= uma unido arbitraria de produtos
cartesianos arbitrarios da circunferéncia S*.

(9) [11, Topology, 1978, com F' tendo todas suas componentes com mesma dimensao e
dim(M") > 2dim(F).

(10) [35, Transactions Amer. Math. Soc., 2002] e [36, Transactions Amer. Math. Soc.,
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2004], com F sendo a uniao de um espago projetivo real com uma variedade de Dold.
(11) [14, tese de doutorado, 2002|, com F' = RP(2) URP(n), onde n > 2 é um par da
forma n = 2¢ com ¢ impar.

(12) [15, Algebraic and Geometric Topology, 2007|, com F' = RP(2)URP(n), onde n > 2

é um par qualquer.

Podemos afirmar que o trabalho mais importante neste contexto é o citado no item
(9) acima, desenvolvido por Kosniowski e Stong.

Todas as classificagoes citadas acima sao decorrentes do arsenal basico desenvolvido
por Conner e Floyd que mencionamos anteriormente; no entanto, salientamos que cada
nova F' considerada pode demandar novas informagoes ou técnicas, tedricas ou computa-
cionais. Nessa direcao, um conhecimento adicional e externo a teoria de bordismo equi-
variante ¢ necessario: conhecer a estrutura da K-teoria real de F'.

Os casos em que F' possui uma ou duas copias de espagos projetivos reais dizem
respeito aos trabalhos mais antigos neste contexto, conforme notamos nos itens (1), (2)
e (3) acima. Com respeito aos itens (1) e (2), os trabalhos desenvolvidos por Conner
e Floyd [6] e por Stong [32] estabeleceram a classificagdo completa quando F' = RP(n),
n > 0. Com respeito ao item (3), Royster obteve em [29] a classifica¢ao completa quando
F =RP(m) URP(n) e para os pares (m,n) ali estipulados. Sua anélise foi dividida em
varios casos, levando em conta as paridades de m e n, e usando argumentos especiais no
caso em que uma das componentes ¢ um ponto (m = 0). No entanto, e conforme por ele
mesmo observado em [29], seus métodos ndo foram suficientes para abordar o caso que se
mostrou mais intrincado, dado pelos pares (m,n) com m,n > 0 e pares.

Um dos objetivos deste trabalho foi analisar se as classificagoes acima estabelecidas
possuiam analogos caso o anel de divisao R dos reais fosse substituido pelos anéis de divisao
C dos complexos e H dos quatérnios; especificamente, verificar se os resultados obtidos
por Conner ¢ Floyd, Stong e Royster envolvendo F' = RP(n) e F' = RP(m) URP(n)
possuiam correspondentes caso cada espago projetivo real RP(n) em jogo fosse substi-
tuido ou pelo correspondente espago projetivo complexo CP(n), ou pelo espago projetivo
quaterniénico HP(n). Nesta diregao, nos Capitulos 2 e 3 obtemos todas tais classificagoes.
Essencialmente, verificamos que os métodos utilizados pelos autores acima no caso real
funcionam nos casos complexo e quaterniénico, com a ressalva de que, em certos momen-

tos, alguns calculos adicionais foram necesséarios para completar a classificacao pretendida.
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Isso ocorreu de forma mais proeminente no estudo dos casos F' = {ponto} U CP(2n) e
F = {ponto} UHP(2n) (na versao real, F' = {ponto} U RP(2n), Royster usou forte-
mente o fato de a classe de bordismo de RP(2n) ser indecomponivel no anel de bordismo
nao-orientado de Thom; além de CP(2n) e HP(2n) ndo serem indecomponiveis, outras
informagoes sobre certos fibrados sobre CP(2n) e HP(2n), ndo utilizadas no caso real,
foram necessarias nesses casos).

No que concerne ao caso deixado em aberto por Royster em [29], com F' = RP(m)U
RP(n), m,n > 0 pares, recentemente alguns casos particulares foram abordados. Especi-
ficamente, em [9], citado no item (7) acima, Hou e Torrence mostraram que: se F' é uma
unido de uma quantidade arbitraria de copias de um espago projetivo real RP(n), com
n > 0 par e fixo, entao toda involugao (T, M") que fixa F' com dim(M") = r < 2n é um
bordo equivariante; por outro lado, em [11]|, Kosniowski e Stong tinham mostrado que, se
F tem todas suas componentes com mesma dimensao n, e se (T, M") fixa F' e é tal que
dim(M") = r > 2n = 2dim(F), entao: (i) (T, M") é um bordo equivariante se r > 2n;
(13) (T, M") & bordante a (twist, F' x F') se r = 2n. Dessa forma, juntamente com [11], o
trabalho de Hou e Torrence completou o caso particular do problema de Royster dado por
F =RP(2n)URP(2n), n > 0. Mais recentemente, em sua tese de doutorado [14], Rogério
de Oliveira abordou o caso F' = RP(2) URP(2g) onde g > 1 e impar. Usando algumas
técnicas adicionais concernentes a computacoes de ntimeros caracteristicos, baseadas na
acao dos quadrados de Steenrod em classes caracteristicas dada pela formula de Wu, na
formula de Cartan e em certas classes caracteristicas especiais (classes Wr]) recentemente
introduzidas por Stong e Pergher em |28, Transformation Groups, 2001]|, Oliveira obteve
a classificagao completa para este caso.

O segundo e mais importante objetivo deste trabalho foi atacar outras situagoes
particulares do problema de Royster, usando sofisticagoes das técnicas usadas por Oliveira
em [14], uma vez que essas indicavam possuir um alcance maior do que aquele obtido na
resolucao do caso particular abordado em [14]. Isso de fato se concretizou, com a resolugao
completa do caso F' = RP(2)URP(2n), com 2n > 2 par qualquer. Esse caso faz parte do
artigo [15|. Posteriormente, elucidamos por completo o caso particular mais abrangente
dado por F = RP(2°)URP(2n), s,n > 0, 2° # 2n. O estudo desse caso mais geral requereu
uma divisao em varios subcasos e a obten¢ao e manipulagao de uma quantidade bem maior
de equagoes envolvendo niimeros caracteristicos; além das mencionadas sofistica¢oes das

técnicas usadas por Oliveira, foi necesséria uma técnica nova, no contexto especifico de
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alguns subcasos, baseada na inducgao finita sobre certos intervalos de algarismos binarios
(veja Lema 4.2.6, pagina 90). Em adigao, foi resolvida também a questdo que consiste
em determinar, dados 2m < 2n pares, a codimensao méaxima com a qual F' = RP(2m) U
RP(2n) pode ser realizado como conjunto de pontos fixos. Para melhor entender o alcance
deste resultado, precisamos antes tecer algumas consideragoes adicionais. Se F' = | J_, F*
nao ¢ um bordo e (T, M") fixa F', entao o famoso Teorema-5/2 de J. Boardman de [2]
garante que (5/2)n é um limitante superior para as possiveis dimensoes r de M". Em
particular, se 2m e 2n sado pares com 2m < 2n, entdo F' = RP(2m) U RP(2n) nao
borda, o que implica na existéncia de um ntmero natural h(2m,2n) que é o supremo
das possiveis dimensoes de variedades equipadas com involugao cujo conjunto de pontos
fixos ¢ RP(2m) U RP(2n); ja era conhecido o fato de que h(2m,2n) > 2m + 2n + 2.
Apesar de descrever a classifica¢ao no caso RP(0) URP(2n) = {ponto} URP(2n), Royster
deixou em aberto o calculo do nimero h(0,2n). O valor de tal limitante h(0,2n) foi
determinado por Stong e Pergher em [28]. Neste trabalho, calculamos h(2m,2n) para
todos os pares de naturais 2m, 2n, com 2m < 2n, o que em particular torna numericamente
precisa a classificagdo por nos obtida. Esse resultado também aparece em [15]. Todos tais
resultados, descritos no contexto do anel de divisao dos reais R, foram também obtidos
em suas versoes complexa e quaternidnica. Os resultados de Conner e Floyd, Stong e
Royster concernentes aos casos F' = RP(2m) ¢ F' = {ponto} URP(2m), juntamente com
o valor de h(0,2m) determinado por Stong e Pergher, desempenharam papel importante
em alguns casos da classificagdo correspondente a F' = RP(2°) U RP(2n), 2° # 2n;
pela mesma razao, as versoes complexa e quaternidonica desses resultados, obtidas nos
Capitulos 2 e 3, foram relevantes na classificagao correspondente a F' = CP(2°) UCP(2n)
e F=HP(2°) UHP(2n), 2° # 2n. Esse material é o contetido do Capitulo 4 desta tese.
Finalmente, cumpre observar que algumas das classificagoes obtidas neste trabalho
sao estendidas automaticamente, por meio de resultados presentes na literatura, no con-
texto do bordismo Z5-equivariante. Para entender este ponto, precisamos de algumas
preliminares. Aqui, Z5 denota a soma direta Zy @ Zo @ - - - ® Zy de k copias do grupo Zs
dos inteiros médulo 2. Uma agao suave ® de Z5 em uma variedade suave M™ deve ser en-
tendida como uma coleg¢ao ordenada de k involugoes T, Ts, . . ., T}, todas suaves, definidas
em M™ e comutantes entre si. Semelhantemente ao que ocorre com uma tnica involucao,
o conjunto de pontos fixos F' de ®, ou seja, F = {x € M" /| Ti(z) =z, i = 1,2,...,k},

¢ ou vazio ou uma uniao finita e disjunta de subvariedades fechadas de M", com a di-
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mensao de cada uma dessas subvariedades podendo assumir qualquer valor entre 0 e n;
da mesma forma, existe uma nogao natural de bordismo (equivariante) entre os objetos
(®, M™), constituidos por uma variedade fechada e suave equipada com uma agao suave
® = (Ty,...,T}) de Z5. Dessa forma, como no caso k = 1 das involugoes, faz sentido
o problema de classificar, a menos de bordismo equivariante, os objetos (®, M"™) cujo
conjunto de pontos fixos ¢ alguma F' fixada a priori. O arsenal técnico basico que possi-
bilita atacar tal problema tem suas origens nos resultados do artigo FEquivariant bordism
and (Zy)*-actions [30, Duke Math. Journal, 1970], em que Stong constréi uma seqiiéncia
exata, nao curta, que generaliza a seqiiéncia exata curta de Conner e Floyd mencionada
anteriormente. Varios trabalhos na literatura versam sobre o dito problema de classifi-
cagdo no contexto das agoes de Z&, veja por exemplo: [3], [17], [18], [20], [21], [22], 23],
[24], [25], [26] e [27]. Em [24], Pergher descreveu um procedimento explicito para, a partir
da classe de bordismo de uma involugao com conjunto de pontos fixos F', construir classes
de bordismo de Z5-acoes, k > 2, que possuem representantes fixando a mesma F'; e langou
a seguinte questdo: fizada F a priori, toda classe de bordismo de uma ZX-acdo, k > 2,
que fiza F' provém de uma involu¢ao que fiza F' (no sentido de poder ser obtida via esse
procedimento)? Por [3] e [32], a resposta ¢ afirmativa para F' = RP(2n); no entanto,
a resposta nao ¢ afirmativa de modo geral, pois é conhecida uma Zz2-agiao que fixa F =
conjunto formado por trés pontos, enquanto que nao ha involugoes fixando exatamente
trés pontos. Recentemente, foi mostrado que a resposta também ¢é afirmativa para outras

F' particulares; nesta diregao, citamos:

(i) F = V™U {ponto}, com V" suave, fechada e conexa (veja [23]),
(1) F = K, onde K satisfaz a propriedade H (veja [27]),
(1ii) F = KU L onde K e L satisfazem a propriedade ‘H e dim(K) # dim(L) (veja [26]);

o conceito de propriedade H foi introduzido em [27]|: uma variedade M™ conexa, fechada
e suave ¢ dita satisfazer a propriedade H se ela s6 pode ser realizada como conjunto de
pontos fixos de involugoes nas codimensdes 0 e n. Por um resultado de [6], RP(2n) satisfaz
a propriedade H e, pelos resultados por nos obtidos no Capitulo 2, os espacos projetivos
pares complexos CP(2n) e quaternionicos HP(2n) também satisfazem tal propriedade.
Voltando a questao de Pergher descrita anteriormente, note que, se para uma certa F
a resposta é afirmativa (o que ocorre em particular para F' dos tipos (i), (i) e (i)

citados acima), entdo pode-se determinar explicitamente a classificacdo das classes de
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bordismo das Z5-acoes, k > 2, que fixam F, a partir da classificagdo correspondente
para k = 1; em outras palavras, se a classificagao para kK = 1 é conhecida, entao a
classificagao para qualquer & > 2 é automaticamente conhecida. Deste modo, a juncao
das classificagoes obtidas nos Capitulos 2, 3 e 4 com os resultados de [27], [23] e [26] produz
automaticamente resultados novos, no contexto do bordismo Z&-equivariante, dados pelos
casos: F'=CP(2n) e FF = HP(2n) com n > 0; F = CP(m) U {ponto} e F = HP(m) U
{ponto} comm > 0; F = RP(2°)URP(2n), FF = CP(2°)UCP(2n) e F = HP(2°)UHP(2n)
com 2° # 2n.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo estabeleceremos notacoes e apresentaremos ferramentas e resultados, pre-
sentes na literatura, necessarios para o estudo a ser realizado nos capitulos que seguem.
Incluiremos, neste particular, topicos bésicos da teoria de bordismo equivariante, conforme
desenvolvida por Conner e Floyd em [6].

Admitiremos que o leitor tenha nogoes de topologia diferencial, homologia, coho-
mologia, teoria de fibrados e classes de Stiefel- Whitney.

Quando mencionarmos variedades e aplicacoes entre variedades, ficara subentendido
que as variedades e as aplicagoes sao diferenciaveis de classe C*°. Neste trabalho, duas
variedades difeomorfas serao tratadas como iguais.

Usaremos H,,(X) e H"(X) para denotar, respectivamente, os n-ésimos modulos de
homologia e cohomologia de um espaco topologico X, com coeficientes no corpo Zy =
{0,1} dos inteiros modulo 2.

Denotaremos por Ky, d = 1,2,4, respectivamente, os reais (K; = R), complexos

(K3 = C) e quatérnios (K4 = H), e por K4P(n) os n-espagos projetivos correspondentes.

1.2 Bordismo de variedades

Dada uma variedade m-dimensional W compacta com bordo, denotamos por W™ o
bordo de W™, o qual sabemos ser uma variedade (m — 1)-dimensional fechada, isto é,

compacta e sem bordo.

19
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Definicao 1.2.1. Dizemos que uma variedade fechada n-dimensional M™ borda se existe
uma variedade compacta W™ tal que OW™™t = M"™. Dizemos que duas variedades

fechadas M™ e V™ sao bordantes se a uniao disjunta M™ U V"™ borda.

Para cada n, a relagao de bordismo dada pela definicao acima é uma relagao de
equivaléncia no conjunto das variedades fechadas n-dimensionais. Denotamos por [M"] a
classe de bordismo de M™ e, por N,, o conjunto de tais classes.

Com a operacao [M™] 4 [V"] = [M™UV™] (unido disjunta), N, tem estrutura de Zs-
modulo (ou seja, um grupo abeliano em que todo elemento possui ordem 2). O elemento
neutro ¢ a classe de bordismo [M"| = 0 das variedades M"™ que bordam.

A soma direta N, = @;’;ONH possui estrutura de anel graduado comutativo com
unidade: o anel de bordismo nao-orientado de Thom. O produto dos elementos homogé-
neos [M"] e [V™] é dado por [M"] - [V™] = [M™ x V™| (produto cartesiano). A unidade
¢ a classe de bordismo das variedades (0-dimensionais) que sao formadas por um nimero
impar de pontos.

Os elementos de NV, podem ser manipulados através de certos invariantes algébricos.
Antes de defini-los, estabeleceremos algumas notacgoes:

(a) usamos ¥ — X para denotar um k-fibrado vetorial, com fibra k-dimensional R¥,
sobre um espaco X; os k-fibrados triviais sao denotados por R* — X (no caso em que
k = 0, escrevemos simplesmente 0 — X);

(b) dado um fibrado vetorial £&¥ — X sobre X paracompacto, denotamos por
W(E") =1+ wi(6") + wa(€") + -+ wi(€h)

a classe total de Stiefel-Whitney de &¥; para cada i, w;(€¥) € H'(X) ¢ a i-ésima classe de
Stiefel-Whitney de &F;
(c) definimos a classe de Stiefel-Whitney da variedade M™, denotada por

WM™ =1+ w (M") + -+ w,(M"),

como sendo a classe de Stiefel-Whitney do fibrado tangente TM"™ — M"™ de M™; ou seja,
escrevemos W (M™) (resp., w;(M™)) no lugar de W (T M™) (resp., w;(TM™));

(d) usamos o(M") € H,(M") para denotar a classe fundamental de homologia mddulo 2
de uma variedade fechada M". Para cada v € H"(M™), denotamos por (v,c(M")) € Zy

o valor de v em o(M™) (o indice de Kronecker).



1.2. Bordismo de variedades 21

Definicao 1.2.2. Seja M™ uma variedade fechada e considere sua classe de Stiefel-
Whitney W(M™) = 1 + wy(M™) + -+ + w,(M™). Dados iy,1is,...,is naturais com
i1+ i3+ -+ + is = n, o monoémio (via produto cup) w;, (M™)w;,(M™) - w; (M™) é um

elemento de H™(M"). O valor
(wi, (M")wi,(M") - - - wi,(M"), 0 (M")) € Z

¢ chamado o nidmero caracteristico (ou o numero de Stiefel-Whitney) de M™ associado ao

monomio w;, (M™)w;,(M™) - -w; (M™).

Assim, associada a uma variedade fechada M™, existe uma familia de inteiros mo-
dulo 2 (ou seja, uma familia formada por 0's e 1's), obtida ao considerarmos todos os
possiveis monémios w;, (M™)w;, (M™) -+ - w; (M™) em H"(M™). Dizemos que duas varie-

dades fechadas M™ e V™ possuem os mesmos nimeros caracteristicos se
(wiy (M Jwiy (M™) -+ w;i (M"), o (M™)) = (ws, (V" )wi, (V) -+ (VT), 0 (V"))

para cada particao iy + i + -+ - + 15 = n.

A relacao entre niimeros caracteristicos e os elementos de N, é dada pelo

Teorema 1.2.3 (Thom). Uma variedade fechada M™ borda se, e somente se, todos os

numeros caracteristicos de M"™ sio nulos. [33| O

Exemplo 1.2.4. Considere o espago projetivo real n-dimensional RP(n). Usando o
teorema acima, a estrutura multiplicativa do anel de cohomologia H*(RP(n)) e o fato de
que W(RP(n)) = (14 a)"™", onde a é o gerador de H'(RP(n)), verifica-se que: RP(n)

borda se, e somente se, n é impar.

Corolario 1.2.5. Duas variedades fechadas M™ e V"™ sao bordantes se, e somente se, M™

e V™"possuem os mesmos numeros caracteristicos. O

Em outras palavras, um elemento de N, é completamente caracterizado pelos ntimeros
caracteristicos de qualquer um de seus representantes.

A estrutura de N, foi completamente determinada pelo

Teorema 1.2.6 (Thom). N, é um dlgebra polinomial graduada sobre Zy com um gerador

r, € N, em cada dimensdo 0 <n # 27 — 1. [33] O
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Para cada n par, Thom mostrou que uma possibilidade para x, é a classe de bordismo

do espago projetivo RP(n). Posteriormente, Dold, em 7|, exibiu representantes para os
_ SixCP(k)

geradores nas dimensoes impares, a saber: variedades do tipo P(i, k) = ==, com i e
k apropriados e ~ sendo a identificacao
((371,.1}2, e 737@'4»1)7 [Z(), ATREEE Zk]) ~ ((—Z‘l, —X9, ..., _xiJrl), [20, 21, Ce ,Ek]) s

onde Z denota o complexo conjugado de z. Geometricamente, isso significa que toda
variedade fechada, que nao borda, é bordante a uma uniao disjunta de certos produtos

cartesianos envolvendo espacgos projetivos reais pares e variedades de Dold.

1.3 Bordismo singular

Para os fatos abaixo, vide [5].
Fixado um espago topologico X, uma variedade singular em X é um par (M", f),

constituido por uma variedade fechada M"™ e uma fungao continua f: M" — X.

Definigao 1.3.1. Dizemos que uma variedade singular (M", f) em X borda se existem
uma variedade W1 compacta com bordo OW"t! = M™ e uma funcao continua F' :
Wt — X com restrigio F|yn» = f. Dizemos que duas variedades singulares em X,
(M™, f) e (V" g), sdo bordantes se a uniao disjunta (M™UV™", fUg) borda (com a uniao

disjunta f U g sendo definida pelas restri¢oes (f U g)|ym = f e (fUg)|vn = g).

A relacao de bordismo dada pela defini¢ao acima é uma relagao de equivaléncia na
cole¢@o das variedades singulares n-dimensionais em X. Denotamos por [M™, f] a classe
de bordismo da variedade singular (M", ) em X e, por N,(X) o conjunto de tais classes.
Com a operacao [M™, f] + [V",g] = [M™ U V™, f U g| (unido disjunta), N, (X) possui
estrutura de grupo abeliano: o grupo de bordismo n-dimensional nao-orientado de X. O
elemento neutro é dado pela classe de bordismo das variedades singulares (M™, f) em X
tais que M™ borda e f é constante.

O grupo N, (X) = @22 N, (X) possui uma estrutura de N,-modulo graduado com
a operagao N, X N,(X)—N.,(X) sendo dada por [V™] - [M", f] = [V™ x M", g], onde
g(z,y) = f(y). Note que N, ({ponto}) e N, sao N,-isomorfos.

A definicdo de numeros caracteristicos de variedades fechadas é naturalmente esten-

dida para variedades singulares, conforme veremos a seguir.
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Seja (M", f) uma variedade singular em X. Para cada m <n, h € H™(X) e cada
monomio
Wiy, (M™w;, (M™) -+~ w; (M™) € H"™™(M™)
assoclamos

(wi, (M™)w, (M") - - - w;, (M") f*(h), 0 (M")) € Zs,

onde f* : H*(X) — H*(M™) é o homomorfismo induzido por f : M™ — X nos anéis
de cohomologia. Os (/s e 1’s assim obtidos s@o denominados nimeros caracteristicos, ou
nimeros de Whitney, de (M™, f) e sdo reduzidos aos nimeros caracteristicos usuais de
M™ se tomarmos h = 1 € H°(X). Ocorre que, se X satisfaz certa condi¢ao, entao a classe

de bordismo de (M™, f) é completamente determinada por tais ntumeros.

Teorema 1.3.2 (Conner e Floyd). Seja X um CW -complexo finito em cada dimen-
sao. Uma variedade singular f : M™ — X borda se, e somente se, todos os numeros

caracteristicos de (M™, f) sao nulos. |5, p. 56, 17.3] O

Corolario 1.3.3. Seja X um CW-complexo finito em cada dimensao. Duas variedades
singulares em X sao bordantes se, e somente se, possuem 0s mesmos nimeros caracteris-

ticos. O

1.4 Bordismo de fibrados vetoriais

Para os fatos abaixo, vide [5].

Defini¢ao 1.4.1. Dizemos que um k-fibrado vetorial £&¥ — M", sobre uma variedade
fechada M™, borda se existe um k-fibrado (¥ — Wn"*! sobre uma variedade W"*! com-
pacta com bordo, tal que AWt = M" e (¥|ym = €F. Dois k-fibrados &8 — M" e

n* — V" sdo bordantes se a unido disjunta (¢ — M™) U (p¥ — V™) borda.

A defini¢ao acima estabelece uma relagao de equivaléncia (de bordismo) na cole¢ao
dos k-fibrados vetoriais sobre variedades fechadas n-dimensionais. A classe de bordismo
de ¥ — M™ é denotada por [¢*¥ — M"]. Fixados k e n, existe um bijecao natural entre
as classes de bordismo em questdo e os elementos de N, (BO(k)), onde BO(k) é o espago
universal classificante para fibrados k-dimensionais. Tal bijecao é definida do seguinte

modo:
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(=) dado [M™, f] € N,,(BO(k)), associe a classe de bordismo do pullback f*(u*) — M™,

onde ;¥ — BO(k) denota o fibrado universal k-dimensional;

(<) dada uma classe de bordismo [¢¥ — M™"|, associe [M", f], onde f é uma fungao

classificante para &* (a qual sabemos ser tinica, salvo homotopia).

Dessa forma, podemos ver os elementos do N,-médulo N, (BO(k)) como classes de bor-

dismo de k-fibrados vetoriais. Com tal identificagao, as operagoes sao dadas por:
(€ — M)+ [ — V7] = [(€* — M™) U (5" — V™)] (unido disjunta),

[vm] - [¢F — M"] = [p*(&¥) — V™ x M"] (onde p : V™ x M™ — M™ é a projegio na

segunda coordenada).

O elemento neutro [£¥ — M"] = 0 € N,(BO(k)) é a classe dos k-fibrados triviais sobre
as variedades que bordam.

Fixemos agora uma classe [¢¥ — M"] identificada com um elemento [M", f] de
N,(BO(k)). Pelo Corolario 1.3.3, a classe de bordismo de (M", f) ¢ determinada por

seus nimeros caracteristicos, os quais tém a forma
(wiy (M )wiy (M™) -+ - w;, (M"™) f*(h), 0 (M™)) € Zs,

com h € H"(BO(k)) e w;, (M™)w;,(M™) -+ -w; (M"™) € H"™(M"™). Ocorre que o anel
H*(BO(k)) ¢ a élgebra polinomial Zs[wy, ws, . .., wy], sendo w; a i-ésima classe de Stiefel-
Whitney do k-fibrado universal y* — BO(k). Ou seja, cada h € H™(BO(k)) pode ser

escrito na forma Y wj,wj, - -~ w;,. Agora, lembrando que f*(u¥) = ¢*, temos
Frwjwg, - -w;, ) = wj, (€ )wy, (E°) - - w;, (€9),

para cada monoémio basico wjwj, ---w; em H™(BO(k)). Assim, concluimos que os

nameros da forma
(wiy (M Ywi, (M™) -+ w; (M™)wj, (§)wy, (€F) - - - w;, (€°), 0(M™)) € Zo,

com iy + 9 + -+ 15+ j1 + jo + .-+ + j» = n, caracterizam a classe de bordismo de
& — Mm™. Naturalmente, tais ntimeros sao denominados os nimeros caracteristicos do

fibrado vetorial &8 — M™.
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Exemplo 1.4.2. Para cada n > 1, seja ' — RP(n) o fibrado linha canénico sobre

RP(n). Temos wy(y') = a, o gerador de H'(RP(n)). Entao o nimero caracteristico
(wi(v")", o(RP(n))) = (", 0(RP(n)))

¢ nao nulo. Logo, o fibrado 4! — RP(n) nao borda, embora RP(n) borde no caso em que

n € impar.

Teorema 1.4.3. N.(BO(1)) é um N,-mddulo livre graduado, com um gerador em cada
dimensao. Suponha que {\ — V"}°, seja uma cole¢ao de fibrados linha sobre varieda-
des fechadas tal que, para cada n, o nimero caracteristico (wi(A\)",a(V")) de X — V"
¢ nao nulo. Entao {{]\ — V"]}22, € uma base homogénea para o N.-mddulo livre
N.(BO(1)). Em particular, {[y* — RP(n)|}2, € uma base homogénea para o N,-médulo
livre N.(BO(1)). |5, p. 74, 21.2]

1.5 Bordismo de acoes de grupos

Para os fatos abaixo, vide [5].

Seja G um grupo de Lie compacto. Cada par da forma (¢, M™) denotard uma
acao ¢ : G x M" — M"™ de G em uma variedade fechada M". Lembramos que esta
subentendido que as variedades e aplicagoes entre variedades, em particular as ac¢oes, sao

diferenciaveis de classe C°.

Defini¢ao 1.5.1. Dizemos que uma acao (¢, M™) borda equivariantemente, se existem
uma variedade compacta W™ com bordo OW™! = M™ e um agao ® : Gx Wt — Wyl
com restrigdo ®|ym = ¢. Dizemos que duas agoes (¢, M™) e (1, V™) sdo G-bordantes, se

a unido disjunta (¢ U, M™ U V™) borda.

A relacao de G-bordismo de agoes assim definida é uma relacao de equivaléncia. Deno-
tamos por ¢, M"] a classe de bordismo de (¢, M™) e, por Z,(G) a colegao das classes de
bordismo das G-acoes nas variedades fechadas n-dimensionais. Com a operagao dada pela
uniao disjunta, [¢p, M| + [, V"] = [¢ U, M™ U V"], Z,(G) é um grupo abeliano, deno-
minado o grupo de G-bordismo irrestrito n-dimensional. O elemento neutro é dado pela
classe de bordismo [¢p, M™] = 0 das G-agoes (¢, M™) que bordam equivariantemente (por
exemplo, tome M"™ uma variedade que borda e ¢ : G x M"™ — M"™ dada por ¢(g,x) = x).

Podemos obter outros grupos de G-bordismo impondo restrigoes as agoes consideradas.
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Nesta linha, surge o grupo de G-bordismo principal n-dimensional, denotado por N, (G),
obtido ao impormos que todas as agoes consideradas na relacao de bordismo sejam livres.

Existe uma estrutura de N,-modulo graduado em Z,(G) = &%°Z,(G) (analoga-
mente em N, (G) = &2 N, (G)) dada pela operagao:

[Vm] : [¢7 Mn] = [@D,Mn X Vm]7

definindo ¥ : G x (M™ x V™) — M"™ x V™ por ¥(g, (m,v)) = (¢(g,m),v).
Dada uma G-agao qualquer (¢, M™) em uma variedade fechada M", a topologia

diferencial garante que o conjunto de pontos fixos de ¢,
Fy={xe M": ¢(g9,x) = z,Vg € G},

¢ uma uniao disjunta e finita de subvariedades fechadas de M"™. Por outro lado, dados
um grupo de Lie G compacto e uma uniao F', disjunta e finita, de variedades fechadas,
cabe perguntar: quais sao as classes de bordismo equivariante das G-acoes que possuem
FE como conjunto de pontos fixos?

Conforme detalhamos no Capitulo 0, esta tese consiste no estudo da questao acima

para GG = Zy e certos casos particulares de F'.

1.6 Fibrado splitting

Recordaremos aqui a definicao de fibrado splitting e suas propriedades no contexto das
classes de Stiefel-Whitney. Neste ponto, indicamos [16] como referéncia.

Seja &8 " M™ um k-fibrado vetorial (com fibra R¥, k > 1) sobre uma variedade
fechada M™; o espago total de £* também é denotado por £¢. No subconjunto &8 C &,

formado pelos elementos nao-nulos, definimos a seguinte relacao de equivaléncia:
v~ w se, e somente se, m(v) = m(w) e v = a.w para algum 0 # a € R.

O espago quociente &5/~ = {[v] : v € &'}, também denotado por RP(£F), é uma variedade
fechada de dimensao n + k — 1.

Definimos o fibrado projetivo associado ao k-fibrado vetorial £€¥ —— M™ como sendo
o fibrado RP(£%) = M™, com projecio 7([v]) = w(v) e fibra RP(k — 1).

Ocorre que o pullback 7*(€%) — RP(F) de €8 "5 M™, induzido pela projecio
7 : RP(&¥) — M™, possui um subfibrado linha Agk — RP(F), cujo espago total é dado

por Age = {([v],w) : w € [v]}.
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Defini¢ao 1.6.1. O fibrado linha Agse — RP(£¥) ¢ denominado o fibrado splitting de
& — Mm.

O anel de cohomologia H*(RP(£%)) ¢ um H*(M™)-moédulo, via o homomorfismo
7 H*(M™) — H*(RP(£*)): paraa € H*(M") e 3 € H*(RP(£F)), defina a- 8 = 7* () 8.

Considerando essa estrutura temos o

Teorema 1.6.2. H*(RP(£F)) ¢ um H*(M™)-mddulo livre com base {1,c,...,c* '}, onde
c=wi(Aex) € a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado splitting de k. |16, p. 202,
5.3 O

Uma estreita ligacio entre a base {1,¢,...,c* 1} e as classes de Stiefel- Whitney do

fibrado ¥ — M™ é estabelecida pelo
Teorema 1.6.3. Para cada fibrado vetorial €¥ — M™, k > 1, vale a relagdo
F=wp - T+weg-c+- +w - & e HY(RP()),
onde w; = w;(€F). [16, Cap. V] O

Lembramos que a classe de bordismo do fibrado Age — RP(£F) em N, x_1(BO(1))

é completamente determinada por seus nimeros caracteristicos, os quais tém a forma
(wi, (RP(E))wiy(RP(EY)) - - wi, (RP(E"))c", 0 (RP(E"))) € Zo,
com iy + iy + ---is+1r =n+ k — 1. Para calcular a classe de Stiefel-Whitney
W(RP(E)) =1+ wi(RP(E")) + -+ + wars 1 (RP(EY))
da variedade RP(&£F), fazemos uso do

Teorema 1.6.4 (Borel-Hirzebruch). A classe de Stiefel-Whitney do espago total do

fibrado projetivo associado a £ — M™ € dada por
W(RP(EF)) = W(M™) - (14 ¢)f +wi (€)1 + )+ wa(€) (1 +¢)" 2 + -+ wy(€9)) .
[5, p. 75, 21.3| O
Note que o termo homogéneo de grau k£ do fator

(1+)* +wi ()1 + )" P+ we (M)A 4 ) 2 4+ -+ wi(€F) € H*(RP(EF))

& P+ wi (EF) R+ wy ()2 4 - -+ wi(€F), o qual sabemos ser nulo pelo Teorema 1.6.3.
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1.7 Seqiiéncia de Conner e Floyd

Particularizaremos o estudo iniciado na Secao 1.5 para o caso em que G = Z,, caso
extensivamente explorado em [6].

Observe que existe uma identificacdo imediata entre as Zs-acoes (¢, M™) e as in-
volugoes T': M™ — M™ T? = Id, em variedades fechadas. Assim, classes de Zy-bordismo
sdo classes de bordismo de involugoes. Usaremos a notagao [I', M™] no lugar de [¢, M™]
em Z,,(Zs) (em N, (Zs), no caso do Zy-bordismo principal).

Inicialmente, considere (7', M™) involugao em uma variedade fechada M™ e suponha
que T nao possua pontos fixos. Entao, o espago de érbitas M™ /T ainda é uma variedade
fechada n-dimensional. Definimos o fibrado linha associado a T como sendo o fibrado

A — M2 com espaco total dado pelo espaco quociente \ =

M" xR
T 7 Por exemplo,

(m,r)~(T(m),—r

o fibrado linha canénico v1 — RP(n) é o fibrado linha associado & involugao antipodal

(A, S™) na esfera S™.

Observagao 1.7.1. Seja £¥ — V™ um fibrado vetorial com grupo O(k) (grupo ortogonal),
k > 1, sobre a variedade fechada V™. Considere entao o fibrado em esferas associado
S(€F) — V™ com fibra S*71, cujo espaco total S(€F) é uma variedade fechada (n+k —1)-
dimensional. Definimos

A S(€F) — S(€h)

como sendo a involucao, sem pontos fixos, que atua como a antipodal em cada fibra.
Referimo-nos & involugao (4, S(£¥)) como o fibrado involugio associado a £*. Note que
o fibrado linha associado a (A, S(&%)), A — %k), é equivalente ao fibrado splitting de
EF— VN — RP(EF).

A correspondéncia [M", T} — [A — 2] define um isomorfismo de NV,-médulos entre
N.(Z3) e N.(BO(1)), vide [5]. Em particular, o que caracteriza a classe de bordismo de
uma involugao sem pontos fixos (T, M™) em N, (Z,) sdo os nimeros caracteristicos do
fibrado linha associado A — %, denominados nimeros de involugao de (T, M™).

No caso do Zs-bordismo irrestrito, veremos a seguir que o monomorfismo j, da
seqiiéncia exata de Conner e Floyd fornece uma técnica algébrica para caracterizar um
elemento de Z,(Z,).

Seja T': M™ — M"™ uma involucao qualquer em uma variedade fechada M™. Como

o conjunto de pontos fixos de 7', F' = Fr = {x € M"™ : T(x) = x}, ¢ uma uniado disjunta
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e finita de subvariedades fechadas de M", escrevemos F' na forma F' = Uj_F 7. onde

cada F7 ¢ a uniao (eventualmente vazia) das componentes j-dimensionais de F. O fibrado

normal de F em M™, (n — F) = Ul_o(n*~7 — F7), ¢ chamado o fized-data de (T, M™).

Exemplo 1.7.2. Para qualquer variedade fechada M™, o fibrado tangente TM™ — M™"

pode ser realizado como um fized-data. De fato, a involugao
twist : M™ x M™ — M"™ x M", twist(z,y) = (y, ),

tem como conjunto de pontos fixos a diagonal A = {(z,x) : x € M"}, ou seja, uma copia
de M™. O fibrado normal de A, no produto cartesiano M™ x M™, é equivalente ao fibrado

tangente TM"™ — M™".

Segundo identificacao dada na Secao 1.4, cada fibrado ™7/ — FV representa um
elemento de N;(BO(n — j)) (se F/ = (), convenciona-se que [n"7 — F’] = ().

Considere o Zy-mobdulo

e as seguintes aplicagoes:

Js  In(Zy) — M, dada por 4, [T, M"] = Z[n"_j — FI],

J=0

onde Uj_y(n"~7/ — F) ¢ o fived-data da involugao (T, M™); e

8: M, — N,_1(BO(1))

que a cada
€= F =Y [ = FleM,
§=0
associa o
A= RP(E)] =Y [hens — RP(E"7)] € Nyt (BO(D)),
j=0

onde Agnj — RP(£"77) denota o fibrado splitting de £"~7 (para o caso em que j = n,
0 : N, (BO(0)) — N,—1(BO(1)) é o homomorfismo nulo).
Além de verificar que tais aplicagoes estao bem definidas, Conner e Floyd mostraram

que j, e 0 sao homomorfismos e compoem uma seqiiéncia exata curta.



1.7. Seqiiéncia de Conner e Floyd 30

Teorema 1.7.3 (Segiiéncia de Conner e Floyd). Para cada n, a seqiéncia de Zs-

maodulos

0 — To(Zs) 25 M, - N,,_1(BO(1)) — 0

¢ exata. |5, p. 88, 25.2| d

Observagao 1.7.4. Z,(Z,) ¢ uma N,-algebra comutativa com unidade, com o produto
sendo dado por [T, M™] - [S,V™] = [T x S,M™ x V™] (produto cartesiano). A soma
direta M, = €, , M,, também possui estrutura de N,-algebra comutativa com unidade;

especificamente, dados [nf — MP] e [nb — M2"], definimos o produto:
[ =5 MYy =5 M) = [y <y == M x M3,

com ¥ x 1} denotando o produto cartesiano (também chamado a soma de Whitney ex-
terna) dos fibrados vetoriais nf e 1. Com tais estruturas, j, : Z.(Zy) — M, é um

homomorfismo de N,-algebras (vide [5, p. 88]).
Veremos a seguir algumas conseqiiéncias do Teorema 1.7.3.

Exemplo 1.7.5. Se (7, M™) é uma involu¢ao sem pontos fixos entao [T, M"] = 0 em
Z,.(Zs), pois j.|T, M"] = 0. Observe que, se (T, M™) é uma involu¢do cujo conjunto de
pontos fixos é uma variedade F™ de mesma dimensao, entao F™ é a uniao das componentes
conexas de M" em que T atua como a identidade. Além disso, em M" ~ F™, T atua sem

pontos fixos. Logo, [T, M"| = [T, F"| + [T, M™ \ F"] = [Id, F"] em Z,(Z,).

Exemplo 1.7.6. Seja (T, M™) uma involugao com conjunto de pontos fixos F' = Uj_F7.
Se F nao borda (ou seja, se existe j tal que F? # () nao borda) entao (T, M™) nao borda

equivariantemente, pois j.[T, M™| é necessariamente nao nulo.

Exemplo 1.7.7. Nao existe involugao (7, M™) em uma variedade fechada M™, com n >
1, fixando exatamente um ponto. De fato, se existisse tal involugao (7, M™) teriamos
g [T, M"] = [R™ — x*]. Observe que o splitting de R® — « ¢ o fibrado linha canénico
y' — RP(n — 1) sobre RP(n —1). Logo, terfamos 97,[T, M"] = [y* — RP(n —1)] # 0
(conforme vimos no Exemplo 1.4.2); o que contraria a exatidao da seqiiéncia da Conner

e Floyd.

A classe de bordismo de uma involugao é determinada, via o monomorfismo j,, pela

classe de bordismo do seu fized-data:
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Corolario 1.7.8. Duas involugées (T, M™) e (S, V") sao Zy-bordantes se, e somente se,
os seus fized-data n — Fr e & — Fg sao bordantes.
Equivalentemente: duas involugées (T, M™) e (S, V™) sio Zs-bordantes se, e somente se,

os seus fized-data possuem os mesmos niumeros caracteristicos. U

Considere um fibrado qualquer (n — F) = Ul_o(n*7 — F7). Se [n — F] € M,
estd no nicleo de 0, entao [n] = j.[T, M"] para alguma involugao (7', M™). Em outras
palavras, se d[n] = 0 entao n é bordante a um fibrado que pode ser realizado como um
fized-data. Na realidade, a demonstragao do Teorema 1.7.3 diz algo mais forte: o proprio
1 pode ser realizado como o fized-data de uma involugao. Em particular, vemos que: um

fibrado bordante a um fixed-data também € um fized-data. Dessa forma obtemos o

Corolario 1.7.9. Um fibrado (n — F) = Uj_o(n"7 — F7) € um fized-data se, e somente
se, d[n] = 0.

Equivalentemente: (n — F) = Uj_o(n"~7 — F7) ¢ um fized-data se, ¢ somente se, todos
os numeros caracteristicos do fibrado linha (A — RP(n)) = UZj(Ayn-; — RP(7")) sao

nulos. O

Exemplo 1.7.10. Seja (n — F) = U}_;(n"7 — F7) um fibrado que borda (ou seja, cada
n"~ — FJ borda). Entdo d[n — F] = 0 e, portanto, existe uma involugao (T, M™) cujo

fized-data é n — F (neste caso, (T, M™) borda equivariantemente).

Corolario 1.7.11. Seja (n — F) = ("~ — F*)U (n"7 — F7) um fized-data.

(a) Se n"~" — F' € um fized-data, entao n"*~7 — F7 também é um fized-data.

(b) Se (""" — F)U(R™ — ) € um fized-data, entao (n" 7 — FV)U(R™ — x) também é
um fixed-data.

Demonstracgao:

(@) 0=0ln — F] =0[n"" — F']+ 0" — F/] = 0[n"7 — F7].
(b) Observe que
' = F 4 [ — F9) = [ — F 4 [R® — 1] 4 [ — FI] + [R" — +].

Logo,
0= 0l — F| = 0(["~* = F| + [R" = +]) + 0 (" — F] + [R" — 4]
= (T — P+ R #]) =0, 0
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O Corolério 1.7.9 serd uma ferramenta fundamental para o estudo que desenvolvere-
mos nos capitulos subseqiientes. Sendo assim, convém reescrevé-lo de forma mais explicita,
usando a definicao de numero caracteristico de um fibrado. Em todo este trabalho, a
primeira classe de Stiefel-Whitney de qualquer fibrado splitting serd denotada pela letra

C.

Corolario 1.7.12. Um fibrado (n — F) = Uj_o(n"7 — F7) é um fived-data se, e somente

se,
n—1
> (wi, (RP("7)) -+ wi, (RP(" 7)), o (RP(" 7)) = 0 € Zo,
j=0
para toda particao iy +---+is+t=mn—1. O

Conforme mencionamos no Capitulo 0, a seqiiéncia de Conner e Floyd fornece es-
tratégias para o estudo da classificagao de involu¢oes com um dado conjunto de pontos
fixos. De fato, dada uma uniao F' disjunta e finita de variedades fechadas, o problema de
calcular as classes de bordismo das possiveis involu¢oes que tém F' como conjunto de pon-
tos fixos é equivalente ao de calcular as classes de bordismo dos possiveis fized-data sobre
F. Para este ultimo temos ferramentas algébricas: as classes de fibrados, em M., sao
completamente determinadas por nimeros caracteristicos; e n — F' é um fized-data se, e
somente se, todos os ntiimeros caracteristicos do fibrado linha associado por 9, A — RP(n),
sao nulos. No entanto, como mencionado anteriormente, é necessario conhecer a estrutura

da K-teoria real de F'.

1.8 Classes caracteristicas especiais

Fixemos uma uniao F' disjunta e finita de variedades fechadas. Se m é a dimensao maxima
entre as dimensoes de tais variedades, podemos escrever F' = UL [ 7. com cada F7, j
variando de 0 a m, sendo a uniao (eventualmente vazia) das componentes j-dimensionais
de F'. Pela secao anterior, sabemos que o estudo da classificacao das classes de bordismo
das involucoes que possuem tal ' como conjunto de pontos fixos é equivalente ao estudo
das classes de bordismo dos fized-data sobre F. Considere entao um fized-data genérico
sobre F' (supondo que exista algum), o qual pode ser escrito na forma
(n— F) = Uy ("~ — FY),
com n > m, ja que o caso n = m reduz-se ao caso n > m (basta observar que, se (T, M™)

¢ uma involucao fixando F', entao [T, M™] = [Id, F™| + [T, M™ ~ F'™]). Pelo Corolario
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1.7.12, sabemos que, para cada particao iy +---+1is+t=n—1,

m

> (wi (RP(0")) - w; (RP(n" 7)), o(RP (5" 7)) = 0 € Zy;

=0
ou ainda,

> (e w®P("7)), 0 (RP(7"7))) = 0 € Zs,

=0
para cada p(c, w(RP(n))) polindmio homogéneo de grau n — 1 nas classes w;s(RP(7n)) e
c.

Logo, um procedimento razoéavel, em busca de informacoes sobre 7, é usar as igual-
dades acima para polindmios apropriados. Deste modo, pode-se obter pistas sobre a
classificagdo pretendida (ou pelo menos eliminar possibilidades). Isso ficara mais claro
com os calculos que desenvolveremos nos proximos capitulos.

A visualizagao de tais polindmios nem sempre é uma tarefa facil. Neste contexto,
nas proximas duas subsecoes, apresentaremos dois recursos que podem nos conduzir a

equacoes convenientes.

1.8.1 Multiplicagao por poténcias inteiras de (1 + ¢)

Observagao 1.8.1. Seja X um espaco topologico qualquer. A cole¢ao de todos os ele-
mentos da forma

w=1+w +wg+--- € H*(X),

em que w; € H(X) e o termo de grau zero ¢ 1 € H°(X), é um grupo comutativo com a
operagao dada pelo produto cup (vide [13] ). Dado um elemento w = 14wy +wy+ws+-- -,

o seu inverso (ou dual)

1
—=W= 14T Ty W+

caracterizado pela relacio ww = 1 € H*(X), pode ser construido indutivamente pelo

algoritmo

n
UO = ]_, wn = E wimn_i.
i=1

Consideramos agora um fired-data (n — F) = U ("7 — F7). O inverso multi-

plicativo de (1 + ¢) em H*(RP(n)) é dado por

1
(1+c) = 1+C:1+c+c2+~-+c”*1,
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lembrando que ¢! = 0 se t > n —1, pois RP(n) = UJ_, RP(1""/) & uma variedade fechada
(n — 1)-dimensional. Mais geralmente, para qualquer inteiro d, (1 + ¢)¢ pode ser escrito
na forma

(1+c)=14aic+a®+ -+ a,_1c" Y,

para certos a; € {0,1}. Assim, fixado um inteiro d qualquer,
1+ W(RP() = (L +aic+ - ap1c") (1 +wi(RP(n)) + -+ + w1 (RP(1)))

é tal que sua parte homogénea de grau ¢ ¢ um polindémio homogéneo de grau 7 nas classes

wjrs(RP(n)) e c. Logo, escrevendo
(L4t WRP(" 7)) =1+ wja +wja + -+ + Wjn-1,

com w;; € H(RP(n™7)), temos que

para cada particao ¢y +---+is+t=mn— 1.

A discussao acima fornece entao a técnica de efetuar multiplicagoes por poténcias
inteiras de 1+ ¢ (positivas ou negativas) para obter equag¢oes com nimeros caracteristicos.
Essa técnica foi bastante explorada por Pergher e Stong, em [28], através das chamadas
classes W{r|. A idéia central ¢ que cada parte homogénea de W (RP(n)) pode ser algebri-
camente complicada, e a multiplicagdo por poténcias de (1 + ¢) pode dar origem a partes

homogéneas mais simples.

1.8.2 Quadrados de Steenrod

As operacoes cohomolégicas Sq*, conhecidas como quadrados de Steenrod, sao completa-
mente caracterizadas pelas quatro propriedades a seguir (onde X e Y sdo espagos topologi-

cos arbitrarios).
(1) Para cada n e cada i inteiros nao negativos,
Sq¢' - H"(X) — H"M(X)

define um homomorfismo aditivo.



1.8. Classes caracteristicas especiais 35

(2) (Naturalidade) Se f: X — Y & uma aplica¢do continua, entdo o diagrama

HWy) L HX)
Sq"l Sqil
Hn-i-i(y) L} H"'H(X)

¢ comutativo.
(3) Se a € H"(X) entao S¢"(a) = a, Sq"(a) = a*® e S¢'(a) = 0 para cada i > n.

(4) (Formula de Cartan) Se a e b sdao elementos homogéneos de H*(X) e ab denota o
produto cup, entao vale a identidade

%

Sq'(ab) =S¢’ (a)Sq" (b).

j=0

Em relacao as classes caracteristicas de um fibrado vetorial, temos o

Teorema 1.8.2 (Formula de Wu). Se nf — X ¢ um fibrado vetorial sobre um espaco

X paracompacto, e W(n*) =14+ wy + - -+ + wy, denota a classe de Stiefel-Whitney de n*,

entao:
. o j—i—1+t
Sq'(wy) = Z Wi—tWjtt,
=0 t
para i < j (vide, por exemplo, [13] ). d
Consideramos agora um fized-data (n — F) = ;-10(77”*3‘ — F7) e vejamos como

aplicar as operacoes Sq' para obter equacoes envolvendo ntimeros caracteristicos do fi-
brado linha A — RP(n). Seja p(c, w(RP(n))) um polinémio homogéneo qualquer, de grau
t <mn — 1, nas classes wys(RP(n)) e c. Aplicando as formulas de Cartan e de Wu, e lem-
brando que cada S¢’ ¢ um homomorfismo aditivo, vemos que Sq" '~ (p(c, w(RP(n))))
¢ também um polindémio homogéneo, agora de grau n — 1, nas classes wys(RP(n)) e c.

Deste modo, concluimos que

m

> (Sq T (ple, w(RP(")))), o (RP(" 7)) = 0.

=0
A idéia central a respeito da utilizacao dos quadrados de Steenrod, neste contexto,
¢ que eles possibilitam mostrar que certos elementos simples de H*(RP(n)) sao de fato
polinémios nas classes wys(RP(n)) e ¢, o que poderia ser extremamente dificil mostrar

diretamente.
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1.9 Estabilidade e o operador I'

A soma de Whitney de um fibrado (n — F) = U_y(n"7 — F7) e o k-fibrado trivial
RF — F & denotada por (n @ R* — F) = U}_;(n" 7 & R¥ — F7). Dizemos que o fibrado
n @ R* possui k secgoes.

Nesta secao, apresentaremos resultados que permitem obter um fized-data adicio-
nando ou removendo secgoes de um outro fized-data.

Inicialmente, definiremos o N,-homomorfismo T' : Z,(Z;) — Z.11(Zy) de grau
+1. Dada uma involugao (7, M™) em uma variedade fechada M", considere no produto

cartesiano S' x M™ o seguinte par de involucoes comutantes:
Ti(z, %) = (z,2); Ty(z,x) = (=2, T(x)),

onde 7 indica o conjugado complexo de z. Como T é livre de pontos fixos, o quociente
Vit = (81 x M™)/T, é ainda uma variedade fechada; além disso, em V"1 existe uma

involugao 7 induzida por 7. Defina T[T, M"] = [r, V"]

Teorema 1.9.1. Se n — F ¢é o fized-data da involug¢ao (T, M™), entao o fized-data de
L(T, M™) = (1, V™) € a unido disjunta (n®R — F)U (R — M"). [5, p. 90, 25.3] O

Corolario 1.9.2. Seja (T, M™) uma involugio com fized-data n — F. Entao, existe
involugao (S, W™1) com fized-data n @R — F se, e somente se, M™ borda. Neste caso,

[S, W+ = T[T, M.

Demonstracao: (=) Se n @ R é um fized-data, entdo 0ln & R] = 0; em particular,
[RP(n @ R)] = 0. Dai, para concluir que [M"] = 0, basta aplicar o seguinte fato (vide |5,
p.78,22.2]|): sen — F ¢é o fizred-data de uma involugao (T, M™), entao [RP(n®R)| = [M™]
em N,,.

(<) Se M™ borda entao o fibrado linha trivial R — M™ borda e, portanto,

mMeR - Fl=neR— F]+[R— M"].

Agora, pelo teorema anterior, (n@®R — F)U(R — M") é um fized-data; assim, lembrando
que um fibrado bordante a um fized-data também pode ser realizado como um fized-data,
concluimos que existe uma involugao (S, W"*!) tendo n @ R — F como fized-data.

A relagao [S, W] = T[T, M"] segue da igualdade 7,[S, W" ] = 5, T[T, M"], uma vez

que j, ¢ um monomorfismo. O

Por outro lado, temos o
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Teorema 1.9.3 (Teorema da Estabilidade para Involugoes). Se n ®R — F é o
fixed-data de uma involugao, entao n — F também pode ser realizado como fized-data de

uma involugao. |5, p. 85, 24.3| O

Seja (T, M™) uma involugao em uma variedade fechada M™, com fized-data n — F.

Suponha [M"] = 0. Considere
J={j:n®R — F é um fived-data}

e a lista

{meR — F]:jeJ}

Observe que 1 € J e, por estabilidade, J é um conjunto de naturais consecutivos. Agora,

usando o Corolério 1.9.2 iterativamente, obtemos o conjunto
A={TI[T,M"):j € J},

onde cada elemento I'V[T, M"| possui um representante com fized-data n ® R/ — F; e

ainda, para cada j > 1, temos:
T, M" € A se, e somente se, el T, M™ =0 em N,yj-1,

com ¢ : Z,(Zs) — N, denotando o homomorfismo de grau zero dado por €[S, V"] = [V"].
Se [T, M™] borda equivariantemente, entao o conjunto A é infinito com cada classe sendo
nula. Se [T, M"] ndo borda, entdo A é necessariamente finito; isso decorre do famoso

5/2-Teorema de [2] e sua versao reforgada de [11]:

Teorema 1.9.4. Se a involugao [S, V"] nao borda, entao r < (5/2)dimFs, onde dimFs
€ a mator dimensao entre as dimensoes das componentes nao vazias do conjunto Fg de

pontos fizos de S. U

Assim, na situagao anterior, no caso em que F' nao borda, o conjunto J é finito da forma

J=1{0,1,...,¢}, com o limitante £ > 1 sendo o inteiro tal que:
el[T,M") =0 paracada 0 <i< (¢ e el[T,M"]#0;

ou ainda, n @ R* — F é um fized-data, enquanto que n & R nao o é.
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1.10 Involucoes e a caracteristica de Fuler médulo 2

Se X é um CW-complexo finito definimos

Definicao 1.10.1. A caracteristica de Fuler modulo 2 é o inteiro

X(X) =) (—D)'dimH(X) =) (=1)'dimH'(X)

reduzido moédulo 2. Denotamos x(X) mod 2 por x(X).

Se M"™ é uma variedade fechada de dimensao n impar, entao segue da dualidade de
Poincaré que x(M™) = 0.
A caracteristica de Euler modulo 2 é um invariante de bordismo. Este fato decorre

do Corolario 1.2.5 juntamente com o

Teorema 1.10.2. Seja M™ uma variedade fechada. Entdo, x(M™) € Zs coincide com o
nimero caracteristico (w,(M™),c(M™)). [13, p. 130, 11.12] O

No contexto de involugoes e conjuntos de pontos fixos, destacamos os seguintes

resultados:

Teorema 1.10.3. Seja (T, M™) involugdo em uma variedade fechada, com conjunto de

pontos fivos F = Uj_F7. Entdo

X(M?) = X(F) =) _ x(F9).

J=0

[5, p. 99, 28.2| O

Teorema 1.10.4. Seja (T, M*") uma involugio em uma variedade fechada M*" com

fized-data

2n—1

n—F=J 0" — F)
j=0
Se x(M?") =1, entao existe n < j < 2n tal que wa,—;(n*"~7) # 0 € H*I(FY).
[5, p. 100, 28.3| O

1.11 Formula de Conner

Seja n® — M™ um fibrado vetorial (de dimensdo k > 1) sobre uma variedade M™ fechada
e conexa. Denote

W) =1+v 4+ + v
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Na Se¢do 1.6 vimos que H*(RP(n*)) ¢ um H*(M")-modulo livre graduado com base
{1,¢,¢%, ..., 1} sujeita a relagio ¢ = v " 4+ vpcf™2 + -+ + . Em particular, se
a, € H*(M") e a,c®~! = 0 entdo necessariamente a, = 0. Assim, como H"(M") e

H"tE=1(RP(n*)) sao isomorfos a Zs, vale a igualdade
(an, o (M")) = (anc*™", 0 (RP(n"))).

Se a, € H*(M™) com n < s < n+k— 1, entdao {a,c"* 175 o(RP(n*))) = 0, pois
as = 0.
Vejamos agora como calcular {a,c"***=1 o(RP(n*))) no caso em que 0 < s < n.

Denotamos por 7; € H{(M™) o termo homogéneo de grau i do inverso de W (n"):

W(n*) = =147+ + 7.

Observando a forma com que cada T; ¢ construida (vide Observagao 1.8.1) e usando a

relacao c® = vt + vy "2 + - - + vy, iterativamente, verifica-se que, para cada j > 1,
k—1
L Z gkl Z bjsech 17,
t=1
para certos bjy; € H/T(M™). Em particular,

k—1
n—s+k—1 __ — n—s+k—1 E : k—1—t _ — k—1
asC = Gy <Un—sc + bn—s—i—tc ) = QsVUp—sC )
t=1

pois para t > 1, asb,_syy € H" W (M™) = 0. Deste modo conclui-se que: para cada
0<s<n,
(asc"™ L o (RP(7"))) = (astp—s, a(M")).

A férmula acima é conhecida como a Fdrmula de Conner (vide [4]).

1.12 Teorema de Lucas

Em varias computagoes envolvendo ntimeros caracteristicos, é importante determinar a

a

b). Neste contexto o Teorema de Lucas é extrema-

paridade de coeficientes binomiais (

mente util.

Definicao 1.12.1. Seja p um ntmero primo. Dado um natural n, definimos sua expansao

p-ddica escrevendo n na forma

n = ngng_y---nng = nkp* + np_1p" 4 - 4 nup + ng, 0<n; <p-—-1).
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Por exemplo, para p = 2, temos a expansao diddica (2-adica) de n dada por:
n=ngng_1---ning = ne2* + 125"+ + 012 + ng (n; =0ou 1),

que é equivalente a escrever n como uma soma de poténcias distintas de 2. Se n; = 1,

dizemos que 2¢ aparece na expansao diddica de m, ou simplesmente, 2° aparece em n.

Teorema 1.12.2 (Teorema de Lucas). Seja p um nimero primo e tome a e b naturais

em suas expansoes p-ddicas:

a = apag_y---arap = agp® + ap_1p" 1+ -+ + a1p + ay, (0<a;,<p-1),

b= brbr—1 - bibo = bkp® + bp_1p* "t + -+ + bip + by, (0<b; <p-—1).

() =6 G omon

sequindo a conveng¢ao (Z) =0 sempre que a < b. [12] O

Entao

Em nossos calculos, faremos uso do Teorema de Lucas tomando p = 2. Em todo

este trabalho, a classe de um inteiro a em Z, serd denotada por a.
Teorema 1.12.3. Tome naturais a e b em expansdao diddica: (a;,b; =0 ou 1)

a = agay_1 - arap = a2F + 12"+ -+ 412 + ag,

b=bpby_1---biby = bp2F + byp_12F 71 4o 4 12 + by.

Sejam A={i:a; =1} e B={i:b; =1}. Entao

(Z) =1 se, e somente se, B CA.

Demonstragao: E um corolario do teorema anterior, observando que

06 -0« () :

Em outras palavras: (‘;) = 1 se, e somente se, toda poténcia de 2 que aparece na expansao

diadica de b também aparece na de a.

Corolario 1.12.4. Sejam a e b naturais quaisquer com Z) = 1. Se 2! ¢ uma poténcia

qualquer que aparece na expansao diddica de b entao (bf2t) =1.
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Demonstracgao: Sejam A e B os conjuntos formados pelas poténcias de 2 que aparecem
nas expansoes diadicas de a e b, respectivamente. Pelas hipoteses, temos ¢t € B C A.
Assim, B’ = {i : 2" aparece na expansao diadica de b —2'} = BN {t} C BC A, ea

demonstracao segue. U

Corolario 1.12.5. (“ch) =1 se, e somente se, a e c possuem expansoes diddicas disjuntas.

Demonstracgao: Sejam A e C' os conjuntos formados pelas poténcias de 2 que aparecem
nas expansoes diadicas de a e ¢, respectivamente.

(=) Se AN C # 0, considere 2° a menor das poténcias de AN C. Entao 2! nao aparece
na soma a + ¢ (mas aparece em c).

(<) Se ANC = () entdao o conjunto das poténcias de 2 que aparecem em a + ¢ é dado
pela uniao AU C.

Pelo Teorema 1.12.3, a demonstracao est& concluida. 0

Corolario 1.12.6. Se b e ¢ sdo naturais positivos que possuem expansoes diddicas dis-

juntas entao, para qualquer a natural, temos

(2= ()()

Demonstragao: Como b e ¢ possuem expansoes diddicas disjuntas, uma poténcia 2

aparece em b + ¢ se, e somente se, 2¢ aparece em b ou em c. Assim, temos:

a
b+c

a e, portanto, @ = (‘;) =1,

se ( ) = 1 entao toda poténcia de 2 que aparece em b (analogamente em c) aparece em

a

" +C) = 0 entao existe pelo menos uma poténcia de 2 que aparece em b ou em ¢, mas

se( oHe

que nao aparece em a e, portanto, @ =0 ou (‘Z) =0. 0

Observacgao 1.12.7. Sejam a e b naturais impares tais que sua soma ¢ uma poténcia de
2, digamos a + b = 2", Para cada 1 < t < r, vemos que: ou 2! aparace na expansao

diadica de a, ou 2' aparece na expansao diadica de b. Logo, pelo Teorema 1.12.3,

TN
(;)—l—(Qt):l, parat=1,2,... 1.

Observacao 1.12.8. Em varias computacoes que desenvolveremos nos proximos capitu-
los, usaremos propriedades basicas dos coeficientes binomiais, que valem no anel dos

inteiros 7Z e, conseqiientemente, em Zs. Convém destacar:
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(a) (relagao de Stiefel) para quaisquer naturais n,m, temos

() () = (o)

(b) para quaisquer naturais n,m, k,

> (") - ("3")

Note que (b) é equivalente a igualdade de polinomios (1+ X)"(1+X)™ = (1+ X)"™™ em
Z[X].

1.13 Sobre os espagos projetivos K ;P(n)

Enunciaremos a seguir alguns fatos bastante conhecidos, relacionados especificamente aos
espagos projetivos KyP(n).

Lembramos que K P(n) denota o espaco n-projetivo real (se d = 1), complexo (se
d = 2) ou quaternionico (se d = 4). Cada KyP(n) é uma variedade fechada e conexa, de

dimensao d - n, e pode ser vista como o espago quociente

KPS0y

[

K4P(n) {[#] : 0 #£ 2z € Kt}
onde a relagio de equivaléncia ~ é dada por: (v,y € K; \ {0})

x e~y se, e somente se, r = a-y para algum a € Ky~ {0}.

Sabe-se que: H¥(K4P(n)) = Zy para k = 0,d,2d,...,n-d, e H*(K4P(n)) = 0 para

os demais valores de k. Além disso, a estrutura multiplicativa do anel H*(KyP(n)) esta

completamente determinada: se denotarmos por a4 o gerador de HY(K,P(n)), entdo o

é o gerador de H*¥(K4P(n)) (para k =1,2,...,n).
Fato 1.13.1. A classe de Stiefel-Whitney do espago projetivo K,P(n) é dada por
WK P(n)) = (1 + ag)™*,
onde ag € o gerador de HY(K4P(n)). [13] O

No Exemplo 1.2.4, comentamos um resultado basico em teoria de bordismo: RP(n)
borda se, e somente se, n é impar. Tal resultado também vale para os casos complexo e

quaternionico, ou seja:
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Proposigao 1.13.2. Para d = 1,2 ou 4, [K4P(n)] = 0 € Ny, se, e somente se, n €
impar.
Demonstragao: Se n é impar, entdo n + 1 = 2¢ (para um certo natural ¢) e entao

W (K4P(n)) = (14 ag)"™ = (1 +aq)* = (1 +a2)".

Assim, para cada j que nao é um multiplo de 2d, a j-ésima classe de Stiefel- Whitney
w;(Kq4P(n)) é necessariamente nula. Agora, note que em qualquer parti¢ao j; + jo +- - -+

Jjs = nd deve existir algum 7; que nao seja multiplo de 2d, pois n é impar. Portanto,
(wj, (KaP(n))wj,(KaP(n)) - - w;,(KaP(n)),0(KaP(n))) = 0.

Se n é par, entao wy(K4P(n)) = a4 é o gerador de HY(K4P(n)). Dai, o niimero carac-
teristico

(wi(KaP(n))), o(KaP(n))) = {ag, o(KaP(n)))
¢ nao nulo. O

Fato 1.13.3. Para cada natural n e cada d = 1,2 ou 4, existe um d-fibrado candnico
v4 — Kg4P(n) sobre o espago projetivo KqP(n), com espago total v* = {([z],y):
z € Kjt'\ {0}y € [z]}. A classe total de Stiefel-Whitney de v* — K,P(n) ¢

W(vd) =1+ agq,
onde 0 # ag € HY(K4P(n)). [13] O

Observacgao 1.13.4. Fixe m,n naturais, com m < n, e d = 1,2 ou 4. O espago projetivo
K4P(m) pode ser visto como uma subvariedade do espago projetivo K;P(n). Ocorre que

o fibrado normal de K;P(m) em K P(n) é a soma de Whitney
(n—m)y" — KqP(m)
de n — m copias do d-fibrado canénico ¢ — K4P(m).
Da estrutura do anel de Grothendieck KO(K4P(n)) segue o

Fato 1.13.5. Sejan® — K,P(n) um k-fibrado vetorial qualquer sobre um espago projetivo
Kq4P(n), com d=1,2 ou 4. Entao, a classe de Stiefel-Whitney de n* é da forma

W' = (1+aq)”,

para algum natural p, onde ag denota o gerador de HY(KyzP(n)). |1, K-teoria real de

espagos projetivos| ]
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Observagao 1.13.6. Seja n* — K,P(n) um k-fibrado vetorial sobre um espaco projetivo

K4P(n) qualquer. Tome um natural p tal que
W) = (1+ aa)”.
(a) Seja 2° uma poténcia qualquer com 2° > n. Entao
(1+ag)* =14+a2 =1,

pois a2 € H®(K,4P(n)) = 0. Logo, definindo p’ = 2° — p, a classe dual W (n*) = —W(lnk')
¢ dada por W(n*) = (1 + ay)”’.

Observe ainda que, pela Formula de Conner (vide Sec¢ao 1.11), temos

I
R
SRS
v‘

n—j k—1+dj N P o n = v o o n
(e o RP(M) = o 0o aP) = ()i o (Ko ()
para cada 7 =0,1,...,n.

(b) Se t ¢ o natural tal que 2 < n < 21 entdo podemos assumir p < 271, De fato,
dividindo p por 281 escrevemos p = 2!*1q + r, para certos naturais g e r, 0 < r < 2074

Dai, W(nk) =(1+a)?P=(1+ ad)2t+lq” =(1+ a§t+1)q(1 +ag)" =14 ag).

1.14 Algumas involugoes especiais

Apresentaremos aqui alguns modelos de involugoes que possuem conjunto de pontos fixos
sendo uma uniao disjunta K,P(m)U K,P(n) de dois espagos projetivos sobre um mesmo
anel de divisao K. Fixemos entao d = 1,2 ou 4 e dois naturais m, n.

Conforme observamos no Capitulo 0, se (T, M") e (S, V") s@o involugoes em varie-
dades fechadas de mesma dimensao r com Fr = K4P(m) e Fs = K P(n), entao (T'U
S, M"UV™) é uma involugao na variedade fechada M"UV" com Frys = KqP(m)UK P(n).
Vale frisar que, dependendo dos valores de m e n, tal dimensao r pode néo existir (como
veremos nos proximos capitulos).

Definimos a involuc¢ao
dada, em coordenadas homogéneas, por:

m _
Tn [‘rO’xlu <o Ty Yo, Y1y - - 7yn] - [_x(b X1y —Tm, Yo, Y1,y - - - 7y'n]
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Note que o conjunto de pontos fixos de 77" ¢ a uniao disjunta F' = K,P(m) U K,P(n).

Além disso, pelo que comentamos na Observacao 1.13.4,
(n+ 1)y — KqP(m) U (m 4 1)7* — K4P(n)

¢ o fized-data da involugado (77", K4P(m+mn+1)). Em particular, para m = 0, a involugao

(72, K4P(n + 1)) possui
v — K4P(n) U RO
como fized-data, uma vez que K4P(0) = {ponto} = .

Observacao 1.14.1. Se m+n+ 1 é impar, podemos aplicar iterativamente o operador I
em [7", K4P(m + n+ 1)] para obter outras involugoes com conjunto de pontos fixos F' =
K4P(m)UK,P(n), conforme discutimos na Se¢ao 1.9. Em particular, no caso em que m e
n sao pares distintos, F ¢ ndo bordo e, portanto, existe k com e["*[77, K;P(m +n + 1)] #
0; o menor natural com tal propriedade sera denotado por hy(m,n). Assim, em termos de
fibrados sobre F, temos que: ((n+ 1)y ® R — KyP(m))U ((m+ 1)y @R — K4P(n))

é um fized-data se, e somente se, 0 < i < hy(m,n).

Observagao 1.14.2. As involugoes que fixam a unido disjunta de um espaco projetivo
com um ponto podem ser utilizadas para a obtencao de involugdes com conjunto de
pontos fixos da forma K;P(m) U K;P(n). De fato, suponha que para certo natural r
existam duas involugoes (M",T) e (V",S) com Fr = K,P(m)U* e Fg = K;P(n) U %
(conforme veremos nos capitulos seguintes, ha casos, os quais dependem dos valores de
m e n, em que nao existe tal dimensdo comum 7). Se (R" — ) U ("% — KyP(n)) e

(R" — %) U (£ — K4P(m)) sdo os respectivos fized-data de (T, M") e (S, V"), entao

nr—dn R” Sr—dm R" nr—dn gr—dm
J([M7, TI+[V", S]) = U o N ! = Lot !
K4P(n) * K4P(m) * K4P(n) K.P(m)

Logo, a classe de bordismo da uniao disjunta (M"UV", T'US) contém uma involugao com
conjunto de ponto fixos F' = K;P(n) U K P(m).

Por exemplo, para qualquer n > 0, a classe I'[r5,, RP(2n + 1)] + [19,.1, RP(2n + 2)] em
Ton+2(Zs) contém uma involugao fixando RP(2n) URP(2n + 1).



Capitulo 2

CP(n) e HP(n) como conjuntos de

pontos fixos

2.1 Introducao

Este capitulo sera dedicado a classificagao, salvo bordismo, das involu¢oes que possuem
um dado espago projetivo F' = KyP(n) como conjunto de pontos fixos.

Conforme mencionamos no Capitulo 0, o estudo do caso em que d = 1, F' = RP(n),
foi iniciado por Conner e Floyd em [6] e completamente respondido por Stong em [32].
A saber: se n é impar, entdo qualquer involugao fixando F' = RP(n) borda equivariante-
mente; se n é par, entao as unicas involugoes, salvo bordismo, que possuem F' = RP(n)
como conjunto de pontos fixos sdo (Id,RP(n)) e (twist, RP(n) x RP(n)).

Nosso objetivo aqui é verificar que os resultados acima também sao validos para os

casos complexo e quaternidonico. Mais precisamente, mostraremos os seguintes teoremas:

Teorema 2.1. Seja KyP(2n + 1) um espago projetivo qualquer, com d = 1,2 ou 4. Se
(T, M™) é uma involugao com conjunto de pontos firos F = KqP(2n + 1), entao (T, M")

borda equivariantemente.

Teorema 2.2. Seja K P(2n) um espago projetivo qualquer, onde d = 1,2 ou 4 en > 0.
Se (T, M7") € uma involugao, em uma variedade fechada M", r > 2nd, com conjunto de

pontos fizos ' = KqP(2n), entao [T, M"| = [twist, K;P(2n) x K4P(2n)].

46
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2.2 Prova do Teorema 2.1

Conner e Floyd mostraram, em [6], o caso particular do Teorema 2.1 em que d = 1. A
seguir, verificaremos que os mesmos tipos de argumentos podem ser usados para provar

o caso geral: d =1,2 ou 4.

Lema 2.2.1. Seja n* — K P(2n + 1) um k-fibrado vetorial sobre um espaco projetivo
KqP(2n +1), comd = 1,2 oud en > 0. Seja p um natural tal que W(n*) = (1 + aq)?,
onde 0 # ag € HY(K4P(2n+1)). Entdo o fibrado n* — K4P(2n+1) borda se, e somente

se, p € par.

Demonstragao: (<) Se p é par, digamos p = 2¢, entdao W (n*) = (1 + ag)? = (1 + a2)".
Assim, como W (K P(2n+ 1)) = (1 + ag)*" ™ = (1 + o2)"™!, vemos que

wi(n*) = 0 = w;i(K4P(2n + 1))
para todo i que nao é miltiplo de 2d. Logo, todo monémio da forma
wi, (") -+ wi, (F)wy, (KgP(2n 4 1)) - - wj, (KgP(2n 4 1)) € HP YK P(2n + 1))

deve ser nulo.
(=) Se p é fmpar, o niimero caracteristico associado ao monémio w>" ™ (n¥) = 3"t &

nao nulo. 0

Demonstracao do Teorema 2.1. Seja (7, M") uma involugao qualquer com conjunto
de pontos fixos F' = K4P(2n + 1). Denotamos o seu fized-data por n* — K4P(2n + 1),
onde k =7 — (2n+ 1)d.

Observe que o caso r = (2n + 1)d é trivial: [T, M®**+V4) = [Id, K,P(2n + 1)] = 0
(vide Exemplo 1.7.5). Assumimos entao k& > 0.

Pelo Fato 1.13.5, existe p natural tal que W (n*) = (1+ a4)?, onde aqy é o gerador de
HY(K4P(2n + 1)). Mostraremos que p é par. Para isso, usaremos o fato de que todos os
ntimeros caracterfsticos do fibrado splitting A\ — RP(n*) sao nulos (vide Corolario 1.7.9
da seqiiéncia de Conner e Floyd).

Por Borel-Hirzebruch (Teorema 1.6.4), a classe de Stiefel-Whitney da variedade

(r — 1)-dimensional RP(n*) ¢ dada por:

WRP() = (1+ )+ ((1 0 o (L g+ (14 0 (g) 0t ) |
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Assim, vemos que
k
wa(RP(n*)) = <d) !+ Pag.

Isso nos diz que pay pode ser escrito como o polindémio homogéneo

payg = wd(RP (

Counsideramos entao o niimero caracteristico

)¢
<(wd(RP(n’“))+ (fl) ) - > (a2 1, o (RP())

de A — RP(n*), o qual ji sabemos ser nulo. Agora, como a2""'c*~1 é o elemento nao

nulo de H™1(RP(n*)) (vide Se¢do 1.11), a igualdade

(pog" ' o (RP(nY))) =0

implica em p = 0, ou seja, p é par. Pelo lema anterior, isso significa que n* — KyP(2n+1)

borda e, portanto, [T, M"] = 0 € Z,(Z3), como queriamos demonstrar. O

Fixe um espago projetivo impar K;P(2n + 1) qualquer, com d = 1,2 ou 4. Observe
que, para cada k > 0, o k-fibrado trivial R*¥ — K, P(2n + 1) borda e, portanto, pode ser
realizado como um fized-data (vide Exemplo 1.7.10). Ou seja, para cada r > d(2n+1), a
classe 0 € Z,(Zy) contém uma involugao fixando KyP(2n+1). O Teorema 2.1 nos diz que
{0 €Z.(Zsy) : v > d(2n+ 1)} & a colegao das classes de bordismo de todas as involugoes

com conjunto de pontos fixos F' = K4P(2n + 1).

2.3 Prova do Teorema 2.2

Em [6], P. Conner e E. Floyd determinaram a codimensao das involugoes nao-triviais que

fixam um dado espago projetivo real par:

Lema 2.3.1 (Conner-Floyd). Seja (T, M") uma involu¢dao em uma variedade fechada
M" de dimensao r > 2n, com Fr = RP(2n). Entao, r = 4n. |5, p. 101, 29.2] O

Fazendo algumas computacoes adicionais, adaptaremos a demonstracao do resultado

acima para obter suas versoes complexa e quaternionica:

Lema 2.3.2. Seja K,P(2n) um espago projetivo par, com d =2 ou 4. Se (T, M") é uma

involug¢ao em uma variedade fechada M", r > 2nd, com Fr = K,P(2n), entao r = 4nd.
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Demonstragao: O k-fibrado n* — K4P(2n), de dimensdo k = r — 2nd > 1, denotara o
fized-data da involugao (T, M"). Devemos mostrar que k = 2nd.
Tome p natural tal que
W(n*) = 1+ aa),
onde a4 denota o gerador de H(K4P(2n)).
Afirmacao 1: p é impar.

De fato, usando o Teorema 1.6.4 para calcular
WRPHH) = (1+ a0 (1 +0)* + (1+ o) Fag + - -+)

vemos que L
— k
wd(RP(nk)) — (p + 1)ad + (d) Cd-

Assim, como todos os ntimeros caracteristicos do splitting A — RP(n*) sao nulos, temos

pF1=((p+ Dadd " o(RP()) = <<wd+ @ ) nc“,a<RP<n’f>>> =0

e, portanto, p é impar.

Afirmagao 2: k & par e wi(n*) # 0.

De fato, como x(M") = x(K4P(2n)) = 1, temos que r é par e, pelo Teorema 1.10.4,
wy(n*) # 0. Em particular, k = r — 2nd > 0 é par.

Consideramos entao o natural [ > 0 tal que k = 2I.
Afirmacao 3: [ é par.
De fato, destacamos que w;(n*) = 0 € H/(K4P(n)) para todo j impar, pois d = 2 ou 4.
Assim, a férmula de Borel-Hirzebruch

k

W(RP(")) = (1 + aq)*! (Z(l + C)k‘iw‘("k))

i=0
pode ser escrita na forma

l

W(RP(1)) = (1 + aq)"*! (Z(l + 02)l_iw2i(77k>> :

=0

Lembrando da relacdo c® + > w;(n*)cf~% = 0, calculamos entdo

L l
s IO 0 (Zw% (i 552) 2(”1)) (o
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Como todos os ntimeros caracteristicos do splitting A — RP(n*) sdo nulos, temos em

particular

0 = (wanarar2(RP(1"))e, a(RP (")) = ((,1y)ad* ", a(RP(n¥))) = (,1}) =1
e, portanto, [ é par.
A partir deste ponto, analisaremos os casos d = 2 e d = 4 separadamente.

Caso d =2: '=CP(2n). Precisamos mostrar que [ = 2n.
Como w(n®) = (1 + az)? e wi(n*) # 0 (pela Afirmagao 2), temos

i) = (1;) o £ 0,

o que implica @ =1el <2n. Agora, como p é impar e [ é par (pelas Afirmacoes 1 e 3),

Assim, wy2(nF) = (Hl)al;l = ab™. Por outro lado, a classe wy2(n*) deve ser nula,

pois seu grau k 4 2 ultrapassa a dimensdo do k-fibrado 7*; ou seja, devemos ter ab™ = 0.
Pela estrutura do anel H*(CP(2n)) concluimos entdo que [ + 1 > 2n.
Deste modo chegamos a | < 2n < [+ 1, de onde obtemos a igualdade desejada: [ = 2n.

Portanto, a demonstracao do lema para o caso complexo esta concluida:
r==k+4n =2l 4+ 4n = 8n.

Caso d = 4: F =HP(2n). Ja sabemos que k = 2[ e [ é par (pela Afirmagao 3); ou seja,
k = 4m, para certo natural m. Precisamos mostrar que m = 2n.

Como w(n*) = (14 ay4)? e k = 4m, a formula de Borel-Hirzebruch toma a forma

WRP() = (1+ ) (Zu rey(?) az) .

=0

Assim, vemos que

l .
; m—1 il m n Adm—
Wn am-1(RP(1")) = of" (Z (p) o (m n 1)04@ >> _ (m " 1)az Am=t
=0

Como todos os ntimeros caracteristicos do splitting A — RP(n*) sdo nulos, temos entao

0 = (Wsnam-1(RP(n"))c?, a(RP(n"))) = (")) ai" " o (RP(0Y))) = (")) =™
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e, portanto, m é par.

No que segue, usaremos as mesmas idéias do caso complexo. Como
k\ p m
() = (1)t #0.

temos m < 2n e @ = 1. Dai, <m]-)+1) =1, pois m é par e p é impar (pela Afirmagao 1).

Logo, 0 = wia(n®) = (7))o = of'*! e conseqiientemente m + 1 > 2n.

Deste modo obtemos m = 2n, encerrando a demonstragao do caso quaternionico:
r=k+8n =4m+ 8n = 16n. O

Em [32], Stong efetuou célculos especificos com niimeros caracteristicos para concluir
que todo fized-data n*™ — RP(2n) sobre um espago projetivo real par RP(2n) é bordante
ao fibrado tangente 7 — RP(2n). No entanto, posteriormente, tal resultado tornou-se

um caso particular do

Lema 2.3.3 (Kosniowski-Stong). Se (T, M*™) é uma involugdo com conjunto de pon-
tos firos F™, entao

[T, M*™] = [twist, F™ x F™].
[11] O

Demonstracao do Teorema 2.2. Seja (T, M") involu¢ao com conjunto de pontos fixos
F =K4P(2n), r>2nd ed=1,2 ou 4. Pelos lemas 2.3.1 e 2.3.2, temos necessariamente

r = 4nd. Dai, a demonstracao segue imediatamente do Lema 2.3.3:
[T, M*") = [twist, K,P(2n) x K,P(2n)]. O

Cumpre mencionar que o Lema 2.3.3 acima ¢ um dos principais resultados de [11].



Capitulo 3

Versoes complexa e quaternidonica dos

resultados de Royster e Pergher-Stong

3.1 Introducao

Conforme mencionado no Capitulo 0, D. C. Royster determinou, em [29], as classes de
bordismo das involugoes que possuem como conjunto de pontos fixos uma dada uniao
disjunta F' = RP(m)URP(n) de dois espagos projetivos reais; Royster dividiu sua anélise
em varios casos, dependendo das paridades de m e n (deixando em aberto o caso em que
m e n sao ambos pares positivos). Mais precisamente, os resultados obtidos em [29] estao

reunidos no

Teorema 3.1 (Royster). Seja (T, M") uma involugao em uma variedade fechada com

congunto de pontos fizos F' = RP(m)URP(n), n > 0.

(a) Se m =0 en € impar, entio [T, M"] = [72, RP(n + 1)].

(b) Sem =0 en € par, entao [T, M"] =T 710 RP(n+1)], com el [70, RP(n+1)] =0
para cada 0 <1t <r—n—1.

(¢) Se m en sao impares, entao [T, M"] = 0.

(d) Se m é impar e n é par, entdo hd quatro possibilidades:

(d.1) [T, M"] = [Id,RP(n)];

(d.2) [T, M"] = [twist, RP(n) x RP(n)];

(d.3) [T, M"] = [r, RP(m +n+1)|;

(d4) [T,M"] = [72,RP(m + 1)] + " " 72, RP(n + 1)], com el"[72, RP(n+1)] = 0
para cada 0 <1 <r—n—1. O

52
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No caso (b), em que F' = x URP(n) com n par positivo, Royster nao determinou a
codimensao maxima (ou seja, o valor maximo de r — n). Conforme ja mencionamos, esse
problema foi resolvido posteriormente por P. Pergher e R. Stong, em [28]. A saber, os

autores obtiveram o

Teorema 3.2 (Pergher-Stong). Se (T, M™*) ¢ uma involu¢io que possui conjunto de

pontos fizos ' = URP(n), com n par positivo, entao:

3 se t=1,
k<{(n)=
2t se t>1,

escrevendo n = 2Y(2j + 1), para certos t > 1 e j naturais. Além disso, existe uma tal

involug¢do com codimensao k = €(n). [28] O

Neste capitulo, determinaremos as versoes complexa e quaternidonica dos teoremas
3.1 e 3.2 acima. Dessa forma, listaremos as classes de bordismo de todas as involugoes que
possuem conjunto de pontos fixos da forma F' = K;P(m)U KyP(n), comd =2ou4,em
e n naturais quaisquer (exceto o caso em que m e n sao ambos pares positivos). Seguindo
o roteiro adotado por Royster para espacos projetivos reais, também dividiremos nosso
estudo em casos, conforme as paridades de m e n. Em todos os casos, usaremos basica-
mente os corolarios da seqiiéncia de Conner e Floyd, vide Secao 1.7. Neste particular,
se

0" — K.P(m) U ¢ — K P(n)

(com dm + k = dn + 1) é um fized-data, entao sabemos que os fibrados splitting
A—RP(1") e X—=RP(E)
possuem os mesmos nimeros caracteristicos. Ou seja,

(p(c, w®P(n")), 0 (RP(n"))) = (p(c, w(RP(E)), 0 (RP(S)))),

para cada polinémio homogéneo p(c, w(RP(—)), de grau dm + k —1 = dn + [ — 1, nas
classes wys(RP(—)) e c.

As classes de Stiefel-Whitney W (RP(n*)) e W(RP(£")) serdo calculadas pelo Teo-
rema 1.6.4 (Borel-Hirzebruch).

Lembramos que as involugoes 7, foram apresentadas na Segao 1.14 e que, para cada

n natural e d = 1,2 ou 4, v¢ — K4P(n) denota o d-fibrado canonico sobre K,P(n).
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3.2 Involugoes fixando *x U K;P(2n + 1)

Seguiremos basicamente as mesmas idéias usadas por Royster em [29], no caso (a) do

Teorema 3.1, para mostrar o

Teorema 3.2.1. Se (T, M") é uma involugao com Fr = «U K;P(2n+ 1), d = 2 ou 4,
entao [T, M"| = [15,.1, KaP(2n + 2)].

Demonstragao: Denote por
0" — KqP(2n + 1) U R —x

o fizred-data de (T, M"). Note que r > d(2n + 1), isto é, k = r — d(2n + 1) > 0, pois nao
existe involugao nao-trivial fixando exatamente um ponto.

Lembramos que
v — K4P(2n +1) U R —x

¢ o fized-data da involugao (73,1, K4P(2n+2)). Assim, pelo Corolario 1.7.8 da seqiiéncia

de Conner e Floyd, basta mostrarmos que r = d(2n +2) e
n? — KqP(2n +1)] = [y — KqP(2n +1)].

Observamos que o splitting do r-fibrado trivial R" — % é o fibrado linha candnico
vt — RP(r — 1). Logo, os fibrados linhas A\ — RP(n*) e v1 — RP(r — 1) devem ter
os mesmos numeros caracteristicos. Usaremos «y para denotar o elemento nao-nulo de
HY(K4P(2n +1)). Conforme frisamos anteriormente, usaremos sempre o mesmo simbolo
¢ para denotar a primeira classe caracteristica dos fibrados splitting envolvidos.

Consideremos as classes de Stiefel-Whitney:

W) =1+ ¢, com wi (') = ¢ sendo o gerador de H(RP(r — 1)),
W(RP(r—1))=(1+¢)",
W) =1+c¢,
W(n*) =1+ vg + v + -
(

=

RP(n*)) = (1 + ag)* 2 ((1 + o) + (1 + ) vy + (1 + c)f2dyyy + - - ) _

Assim,

we(RP(r — 1))

(Z)cd e wd(RP(nk)):<Z)cd+vd.
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Agora, como k + 2nd + d = r, vemos que d (= 2 ou 4) aparece na expansao diddica de k
(resp., de r) se, e somente se, d ndo aparece na expansao diadica de r (resp., de k). Ou

seja, pelo Teorema de Lucas,

Deste modo, chegamos aos polindémios

wa(RP(n*)) + <Z) = (2) g+ <Z> ¢ = vy,

wy(RP(r — 1)) + (2) ot = (;) ¢+ (Z) =,

Afirmacgao 1: vy = ay.
De fato, considerando os niimeros caracteristicos associados aos polindémios

(watmper + (1)) " e PG

(wd(RP(r — 1))+ (S) cd) " e HY(RP(r — 1)),

obtemos
(I G (RP())) = (DA o (RP(r — 1)) = (¢ o (RP(r — 1)) = 1

lembrando que w;(y!) = ¢ é o gerador de H'(RP(r — 1)). Conseqiientemente, vy # 0, ou

seja, vg = ayq.

Afirmagao 2: k =d.
De fato, como wq(n*) = v4 = ag # 0 (pela Afirmagao 1), ja temos k > d. Se tivéssemos
k > d, entao poderiamos considerar os niimeros caracteristicos associados a

(wd(RP(nk)) " (’;’) ) R T )

(wd(RP(r — 1))+ (2) cd) " At e HYRP(r — 1)),

Assim, teriamos

<(wd(RP(nk)) (B ck-d—l,a<RP<nk»> = (o (RPN =0,

pois v3""? € H4®+2) (K, P(2n + 1)) = 0; e, por outro lado,

<(wd(RP(r - 1))+ (];) cd> o = o (RP(r — 1))> = ("1 o(RP(r —1))) = 1;
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o que contraria o fato de A — RP(n*) e ¥ — RP(r — 1) possuirem os mesmos nimeros

caracteristicos. Logo, devemos ter k = d (em particular, w;(n?) = 0 para todo j > d).
Com as afirmagoes 1 e 2, obtemos r =k +d(2n+1) =d(2n+2) e
W) =1+as=W(0H").

Assim, vemos que os fibrados n? — K4P(2n + 1) e v2 — KyP(2n + 1) possuem os
mesmos numeros caracteristicos e, portanto, sao bordantes. Deste modo, encerramos a

demonstracao. 0

Em outras palavras, o Teorema 3.2.1 (para espagos projetivos complexos e quater-
nionicos) juntamente com o resultado de Royster (para espagos projetivos reais) nos dizem
que: dada uma uniao disjunta de um ponto com um espago projetivo impar K,P(2n + 1)
(real, complexo ou quaternionico), 75, ., : KqP(2n+2) — K4P(2n+ 2) € a tnica invo-

lugao, salvo bordismo, que possui x U KqP(2n + 1) como conjunto de pontos fizos.

3.3 Involugoes fixando * U K;P(2n)

Nesta secao, 2n é um par positivo fixado e d = 2 ou 4.

Teorema 3.3.1. Se (n* — K P(2n)) U (R*™¥F — x) é um fized-data, entio k > d e
nf — K4P(2n)] = [ @ RF* — K,;P(2n)] em Nona(BO(k)).

Demonstragao: Observamos, inicialmente, que k£ > 1, pois nenhuma involu¢ao nao-
trivial pode fixar exatamente um ponto.

Denote por ay o gerador de H¥(K4P(2n)). Pelo Fato 1.13.5, tome um natural p
satisfazendo

W' = (1+aq)".

Conforme observamos em 1.13.6, se 2! < 2n < 2! podemos assumir p < 2. Além

disso, definindo p’ = 2! — p, a classe dual de W (n*) pode ser escrita na forma
W(n*) = (1+ ag)?.

Pelo Corolario 1.7.12, os fibrados linha A — RP(n*) e ' — RP(2nd+k—1) possuem

os mesmos numeros caracteristicos. Considere entao as classes de Stiefel- Whitney:
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=

(7') =1+ ¢, com wy(y') = ¢ sendo o gerador de RP(2nd + k — 1),
W(RP(2nd + k — 1)) = (1 + ¢)>¢+k,

(A)=1+c¢,
(
(

=

W) =1+pag+ (B)aj+---+ (7)) " +ab,

RP(F) = (1 4+ a0 (1 +)f + (1 + ) pag+ (1+c)*2(E)a2+ ).

=

Afirmacgao 1: p é impar.

De fato, temos

2nd + k
wq(RP(2nd+k — 1)) = ( nd )cd e

) wsRP() = () + 0+ Do

Agora, note que d (= 2 ou 4) aparece na expansao diadica de 2nd + k se, e somente se, d

aparece na expansao diadica de k. Ou seja, pelo Teorema de Lucas,
2nd+k\ [k
d \d/)

we(RP(2nd + k — 1)) + (2) =0,

Logo,

k
wa(RP(n")) + (d> = (p+1)ay
Dai, como A — RP(n*) e v — RP(2nd + k — 1) possuem os mesmos niimeros caracters-

ticos, obtemos

0

<(wd(RP(2nd+ k— 1)) + (Z)Cd)% Ck_l,UGRP(Qnd—i— b — 1)>> _
<(wd(RP(77’“)) + (5)ety™ Ck_l,a(RP(nk))> _

(p+ Va1 oRP(1*)) =p+1

e, portanto, p é impar.

Afirmagao 2: p < 2ne k > dp.
De fato, consideraremos, em RP(n*) e em RP(2nd + k — 1), o ntimero caracteristico
associado a 2" =1 Por um lado, usando a Férmula de Conner, temos

(@4, o RPN = s, o BaP2n) = { ()i otaarteny ) = (1)

n

e, por outro,

(Pl a(RP(2nd + k — 1)) = 1.
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@: 1, (3.1)

uma vez que tais nimeros devem ser iguais. Em particular, temos p’ > 2n > 2!, Dai,

Logo

p:2t+1_p/§2t+1_2t:2t§2n

e, conseqiientemente, o, # 0. Lembrando que W (n*) = (1 + ay)?, temos entdo wgy,(n*) =
al # 0 e, portanto, dp < k. Observe que a desigualdade p < 2n segue de p < 2n com p

impar (Afirmacdo 1). Deste modo a Afirmacao 2 esta provada.

Agora, como ja provamos que k — dp é nao negativo, podemos considerar o k-fibrado

vetorial py? @ R¥=% — K,;P(2n). Além disso, observando que
W(py' ®R"™) = (1 +aq)” = W(n"),
chegamos a igualdade
[y @ RFP — K, P(2n)] = [ — K4P(2n)]. (3.2)

Logo, nosso proximo e altimo passo da demonstracao sera mostrar que p = 1.

Inicialmente observe que, pela igualdade (3.2), o fibrado
p7d D kadp N KdP(QTl) U RQnd+k %

pode ser realizado como o fized-data de uma involucao, ja que ele é bordante ao fized-data
(n* — KqP(2n))U(R?*+* — &), Assim, aplicando o Teorema 1.9.3 iterativamente, k —dp
vezes, Vemos que

py? — K4P(2n) U RGP,

também pode ser realizado como o fized-data de uma involucao. Equivalentemente,
A = RP(p)] = [y — RP((2n+ p)d - 1)]. (3.3)

Observagao: Neste ponto, no estudo do caso real d = 1 desenvolvido em [29], Royster ob-
servou que [RP(py')] = [RP(2n) xRP(p—1)]. Entdo, da igualdade [RP(py!)] = [RP(2n+
p—1)] (decorrente de (3.3) com d = 1) segue que [RP(2n+p—1)] = [RP(2n)][RP(p—1)].
Desse modo, usando o fato de que a classe de bordismo de todo espaco projetivo real
par é um gerador (ou seja, um elemento indecomponivel) do anel N, Royster concluiu

que p = 1. Observamos que tal argumento nao funciona nos casos d = 2 complexo e
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d = 4 quaternionico; de fato, a tnica informagcao que podemos obter do bordismo entre as
variedades RP(py?) e RP((2n+p)d — 1) é que [RP(py?)] = 0, pois (2n+p)d — 1 ¢ impar.
Nesses casos, faz-se necessario utilizar a informacao mais forte, dada pelo bordismo entre

os fibrados A — RP(py?) e v — RP((2n + p)d — 1).

Consideremos as classes de Stiefel- Whitney:

W(y') =1+ ¢, com wy(y') = ¢ denotando o gerador de H'(RP((2n + p)d — 1)),

W(RP((2n + p)d — 1)) = (1 + ¢)®r+Pd = (1 4 )2+,
W(py?) = (1+ aa)”,
W(RP(py®) = (1 + ag)?*! ( P (L et (h) ag> = (14 ag)™ (1 + ¢ + ag)P.

Calculamos entdo:

wap(RP((2n +p)d — 1)) = (") 7)™,

p

wap(RP(py?)) = 3200 () ad () (e + )P~ = S0 () (2) (e + )P~

7 p—i i i

Neste ponto, vale observar que, como p ¢ impar (vide Afirmacao 1) e p’ +p = 271 temos

/
(;)4—(58):1, para s =1,2,...,t.

/

Entao, da igualdade (3.1), (2””) = 1, segue que: toda poténcia de 2 que aparece na

expansao diadica de 2n aparece na de p’ e, portanto, ndo aparece na expansao diadica de
p. Em particular (vide Corolario 1.12.5 do Teorema de Lucas),
2n +
( P ) ~ 1
p
E ainda, para cada i > 2 com (2"i+1) =1, temos @ =0.

Voltando entao as classes wg,, vemos que:
wap(RP((2n 4+ p)d — 1)) = (2”;73)0‘11’ =,

wap(RP(py?) = 300 (" (D) ad(c? + ag)P ™ = (¢ + aa)” + aalc? + ag)P .

3 (2

Agora observe que (¢ + ag)? = 0 em H®P(RP(py?)), pois

p dp
(" + ag)’ =c?+) (f) G = ey " (py ) e

j=1 j=1

e o Teorema 1.6.3, aplicado ao dp-fibrado vetorial py? — KyP(2n), garante a relaciao

32 wj(py®) eI = 0.
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Assim, obtemos
Wap(RP(py?)) = aa(c® + agq)?P ™ e wgp(RP((2n +p)d — 1)) = ™.
Finalmente, com tais classes wg,(RP(—)), provaremos a

Afirmacgao 3: p=1.
De fato, suponha o contrario. Como ja sabemos que p é impar, estamos supondo entao
p =3

Pela desigualdade p < 2n (Afirmagao 2), podemos considerar o monoémio
Wk, (RP(-))clE-1 ¢ Femti-|Rp(-))
Como estamos supondo p > 3, podemos escrever
wi,(RP(py?)) = ag(c? + g’V = aj(e! + ag)’ (¢! + aa)>.
Mas, conforme observamos anteriormente, (c? + ay)? = 0 € H?(RP(py?)). Logo,
(g, P~ o (RP(py))) = 0.
Por outro lado,
(Wi, " P~ o (RP((2n +p)d — 1)) = (PP o (RP((2n +p)d — 1)) = 1,

contrariando a igualdade (3.3), [\ — RP(pyh)] = [y — RP((2n + p)d — 1)].

Deste modo, concluimos que p = 1 e encerramos a demonstragao. O
Lembramos que
v — KyP(2n) U RICMHD

é o fized-data da involugao (19,, KaP(2n + 1)) e que K;4P(2n + 1) borda. Assim, usando

estabilidade e o operador I' (vide Segao 1.9), o Teorema 3.3.1 é equivalente ao

Teorema 3.3.2. Se (T, M%) ¢ uma involugio com Fr = K P(2n)Ux, entio k > d e
[T, M) = TR0 K4 P(2n + 1)],

com el [19 K4P(2n + 1) = 0, para todo 0 < i < k — d. O
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Observe que o resultado (b) do Teorema 3.1 (Royster) é justamente o teorema acima
para o caso em que d = 1. Ou seja, o que obtivemos foi uma extensao natural (que
contempla também os casos complexo e quaternionico) do resultado obtido em [29]| para
o caso real.

Conforme comentamos na Observagao 1.14.1, se 2m # 2n, entao existe um natural
k > 0 tal que e[*[73™, K4P(2m + 2n + 1)] # 0, e denotamos por hg(2m,2n) o menor

natural com tal propriedade. Ou seja, hy(2m,2n) é tal que

T3y KaP(2m + 20+ 1)] =0, para cada i < ha(2m, 2n) — 1,
elha@m2n)[72m [, P(2m + 2n + 1)] # 0.

Assim, o Teorema 3.3.2 nos diz que
{9 KaP(2n + 1)), T[re,, KgP(2n + 1)],..., ThO2 (20 "K,P(2n + 1))}

é a colec@o das classes de bordismo de todas as involugdes que fixam F = K P (2n) U .
Nosso proximo objetivo é entao calcular tal limitante hg(0,2n) (o qual dependera
dos valores de d e do numero par 2n). Observe que determinar hy(0,2n) é equivalente a

determinar o valor méximo de k tal que
A —=RP(Y @R =[y' =RP(2n+1)d+k—1)]  em Nopinarr-1(BO(1)).

Escreva 2n na forma 2n = 2/(2j + 1). Usando a notagdo acima para o caso real,

d =1, o Teorema 3.2 (Pergher-Stong) determinou

2 se t=1,
h1(0,2n) =
20 —1 se t>1.

A seguir, mostraremos que:

se t=1,

(no caso complexo) h(0,2n) =
2L 2 se t > 1,
8 se t=1,

(no caso quaternionico)  h4(0,2n) =
272 — 4 se t> 1.

Lema 3.3.3. Para cada m natural, valem as sequintes igualdades em M.,:
(a) [v* = CP(m)] = [y' = RP(m)]*;
(b) [(v* = HP(m)] = [y — RP(m)]*.
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Demonstracao: Conforme comentamos na Observacao 1.7.4, M, é um anel comutativo

com o produto
(&1 = Mg, 5 M3] = [&F x & ™ MY x M;].

Vale lembrar que o produto cartesiano &8 x &8 ™5 M7 x Mj ¢ um (k +1)-fibrado vetorial

cuja classe de Stiefel-Whitney é dada pelo produto cross
W (& x &) = W(&) x W(&).
(a) Mostraremos a igualdade
[y = CP(m)] = [y' x 7' — RP(m) x RP(m)] € Nam(BO(2))

verificando que os fibrados em questao possuem os mesmos niimeros caracteristicos.
Para cada d = 1,2, ayg denotara o gerador de HY(K,P(m)).

Escreva as classes de Stiefel- Whitney:
W(/72) =1+ Qg

W(CP(m)) = (1+ az)™ " = 377, (") s,

WH'x ) =04+a)x(1+a)=14+1xa;+a; Xx1)+a5 X ay,

W(RP(m) x RP(m)) = (14 ay)™ x (14 ay)™ =327 3¢ (m{rl) (m+-1)0/i x o,

s=0 =0 i s—1

Sem risco de confusao, pelo contexto, denotaremos por ws a s-ésima classe de Stiefel-
Whitney de CP(m) assim como a de RP(m) x RP(m), para cada s = 0,1,...2m.
Considere uma particao qualquer s; + so + - - - + 8, + t1 + 2t, = 2m. Precisamos mostrar
que
(Wsyws, - ws, wit (YP)wy’ (72), 0 (CP(m))) =

= (W, W, -+ w,wi' (Y X yHwy (7! x 41), o(RP(m) x RP(m))).

m+41

Em CP(m), temos: ws = 0 para cada s impar, e w; = ( ; )a; para cada s = 2¢ par.

Além disso, wi(7?) = 0 e wy(7?) = ap. Assim, vemos que:

(W, Wg, + - wsrw? (72)@”;2 (72)7 a(CP(m))) =

0 se algum s; ¢ impar ou t; > 0,

(m:l) (m;rl) . ("1:1) se cada s; € par, s; = 2i;, e t; = 0.
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Por outro lado, em RP(m) x RP(m) temos (para cada s,t):
wy =3 (") (et x o™,
wi(y' x9) =i (ot x oi,
wh(vh X yh) = aj x ay.

Logo,

Wy - wswyt (VX ywy (v x ) =

_ szz (m+1) (m+1) o (m—H) (m+1) (tl)azf-l—m-i-ir—i-i—&-tz % Oﬁmf(i1+---+ir+i+tz)

i1 S1—11 Ty Sp—ip 7
= ") (T ) (et < af
o Zi1+~--+i,«+i:m—t2 ( i1 S1—1%1 i Sp—ip 7 al X al )

pois af* X af* ¢ o tnico elemento nao nulo de H*"(RP(m) x RP(m)). Nesta ultima

soma, observamos que, salvo no caso em que s; = 2i; (paracada j=1,...7) et; =24, 0

) EE)6)

aparece em duas parcelas distintas: uma correspondente a particao iy +- - -+i,+i = m—ts

coeficiente

e outra correspondente & partigao (s1 — 1) + -+ + (8, — i) + (t1 — i) = m — to. Assim,

vemos que o mondémio
b1 1y, t2 (1 1 2 (R P RP
Ws, -+ we Wi (7 X Y )wy (v X ) € (RP(m) x (m))

tem possibilidade de ser nao nulo somente se ¢; e cada s; forem pares, digamos t; = 27 e

s; = 215; e, neste caso,
Wy ws,wy (v X ey (v x o) = () () -+ () () (et x et

= () () B o

1 i 7

Agora, pelo Teorema de Lucas, (ZZ) = 1 se, e somente se, ¢ = 0. Deste modo, concluimos

que
(W, wey - wg, wit (Yh X Y wy (vh x 1), o(RP(m) x RP(m))) =
0 se algum s; é impar ou t; > 0,

(m:l) (m;rl) . (m:l) se cada s; é par, s; = 2i;, e t; =0,
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o que encerra a demonstracao de (a).

(b) Com argumentos analogos aos que utilizamos para provar o item (a), verifica-se que

os fibrados vetoriais
7t — HP(m) e ~?x~*— CP(m) x CP(m)

possuem o0s mesmos nimeros caracteristicos.

Dai, usando a igualdade (a), obtemos:
" = HP(m)] = [* = CP(m)2 = (' = RP(m)]*)* = [! = RP(m)*. O
Finalmente, conforme anunciamos anteriormente, temos o

Teorema 3.3.4. Sejam 2n >0 e d =2 ou 4. Escreva 2n = 2'(2j + 1), para certos t > 1

2d set=1,
e j > 0. Entao, hq(0,2n) = dhy(0,2n) =

(28—1d set>1.

Demonstracao: O limitante ¢ = hy(0,2n), referente ao caso real, esta determinado no

2 set =1,
Teorema 3.2 (Pergher-Stong): ¢ =

2t—1 set>1.

Lembramos que hy(0,2n) é o nimero natural caracterizado pelas seguintes condi¢oes (onde

v — K4P(2n) é o d-fibrado canonico sobre K P (2n)):
(i) [N — RP(y4 @ RM(O2))] = [y1 — RP((2n + 1)d + hye(0,2n) — 1)],
(i) [\ — RP( & RFOMH1)] £ [31  RP((2n+ 1)d + hy(0, 20))].

Inicialmente, mostraremos que d¢ satisfaz a condigao (7). Com efeito, pela caracteri-

zacao de ¢, sabemos que:
53, RP(2n 4+ 1)] = [y @ R — RP(2n)] 4 [R*F1+¢ — 4],

Assim, usando o Lema 3.3.3 e o fato de j, : Z.(Zy) — M., ser um homomorfismo de
algebras (vide Observagao 1.7.4), obtemos:

I ((Ff[fgn,RP(zn + 1)])d) = (/' ® RY — RP(2n)] + [R*+1H — *])d
= [ &R — RP(2n)]? + [RIHIHE — 4]d

=[O RY¥ — K P(2n)] + [RE D+l )
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Para provar que df satisfaz a condigao (ii), mostraremos que os fibrados splitting
A= RPHIOR*™) e ' S RP((2n+1)d + df)

ndo possuem os mesmos nimeros caracteristicos. Ou seja, exibiremos um ntmero carac-
teristico conveniente.

Especificamente, consideraremos

W(RP(-)) = 1 poyrie:

vide Secao 1.8, e mostraremos que
(Wana@atar, o (RP(y! & R¥H))) =0, (3.4)

enquanto que

(WandWarae, o(RP((2n + 1)d + dl))) = 1, (3.5)

onde w; denota a soma de todos os termos homogéneos de grau i em /W(RP (—))-

Com o intuito de facilitar a compreensao dos célculos, através dos quais verificaremos
as igualdades (3.4) e (3.5) acima, analisaremos os casos em que t = 1 e t > 2 separada-
mente. Além disso, devido & analogia entre os calculos referentes aos casos complexo

(d = 2) e quaternidnico (d = 4), optamos por detalhar apenas o caso complexo.

Caso complexocom t =1: dl+1=22+1=05.
Considere os fibrados A — RP(7? & R®) e 4! — RP(4n + 6).

Lembrando que, neste caso, 2n = 45 + 2, escrevemos:

W(RP(72@R5)) _ (1+ 042)2n+1 (1+ 0)7 + (1+ C)5CY2) _ (Z (4] + 3) Ozé) (1+c2+a2),

(1+¢)® — i
an+2 .
—~ (1 + )i+ i 8 +6Y
W(RP (4 6) =—"-—=1(1 nt2 — ‘.
Agora, usando o Teorema de Lucas para determinar a paridade dos coeficientes binomiais

em questao, calculamos:
W(RP(7? & R%)) = (V%) 03 (¢ + az) + (V7)o = ode?,
D1, (RP(? © R)) = (711 a3" (@ + an) + (1)) ad" = a3 ',

45+1 4542

we(RP(4n +6)) = (Sjgr6)c6 = b,



3.3. Involugoes fixando * U KqP(2n) 66

Wan(RP(4n 4 6)) = (ggii) Sitd = cin,

Dai,
(W6Wan, o(RP(7* ®R%)) = (03" "', o(RP(7* B R%)) = 0,

pois a3" "t € H*"*2(CP(2n)) = 0. Por sua vez,
(WWsn, o (RP(4n + 6))) = (¢"*%, o(RP(4n + 6))) = 1,
uma vez que ¢ é o gerador de H'(RP(4n + 6)).

Caso complexo com ¢t > 2: dl+1=2(2"—1)+1=2"1—1 onde 2n = 2!T1j 4 2¢.
Considere os fibrados A — RP(72 @ R*"' 1) e 4! — RP(4n + 2*1). Temos:

e a4 (L 0P )
W(RP(’)/ &R ): (1_|_C)2t+1_1 =

2n .
2t+1 +2t+1 )
= (Z( J ; )a’z (14 + ag),
=0

(1+ C)4n+2t+1+1 4n+2 <2t+2]’ 4ot 2> ;
, c.

W(RP(4n + 2'41)) = g — 1+ =3

- 1
=0

Observe que, como 2¢ > 4, 2 aparece na expansao diadica de 2 — 1 e nao aparece na

expansao diddica de 2t71j + 2! + 1. Entao, usando o Teorema de Lucas, calculamos:

Do (RP(y? @R = (50l @+ an) + (TG a3 = af

@\4n(RP(’72 @ thH) _ (2t+1j+2t+1) agn—l(c2 + a2) + (2t+1j+2t+1)agn _ Oé%",

2t+1j+2t,1 2t+1j+2t

By (RP(4n 4 20H1)) = (27272 20 = 2

)
—~ 1\ (202542t 42N An _ dn
w4n(RP(4n + 2 )) = ( 242 ot+1 )C =Cc .

Deste modo, obtemos:

(Wors1Wgn, o(RP(2 @ R*T 1) = (a2 6(RP(y?* @ R*T' 1)) =0,

(@ge41 W, o(RP (40 + 2571))) = (27 g (RP(4n + 241))) = 1. O
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3.4 Involugoes fixando K;P(2m + 1)U K ;P(2n + 1)

Nesta secao, 2m + 1 e 2n + 1 sao impares quaisquer fixados e d = 2 ou 4. Denotamos por
ag e (34 os geradores de HY( K P(2m + 1)) e HY(K4P(2n + 1)), respectivamente.
Verificaremos que os argumentos utilizados por Royster em [29] no caso real, Teo-

rema 3.1(c), também funcionam para mostrar o

Teorema 3.4.1. Se (T, M") é uma involugao com Fr = K4P(2m + 1) U K P(2n + 1),

entao (T, M™) borda equivariantemente.

Demonstracao: O fized-data de (T, M") sera denotado por
0" — K4P(2m +1) U ¢ — K4P(2n + 1),

comr=d2m+1)+k=d2n+1)+1L.

Consideramos p e ¢ tais que
Wn')=0+a e  W(E)=(1+05)"
Pelo Corolario 1.7.11,
0" — KqP(2m +1) é um fized-data < € — K4P(2n+ 1) é um fived-data.
Além disso, sabemos da Secao 2.2 que:
n* — K4P(2m +1) é um fivred-data < [n* — K;P(2m +1)]=0 < pé par,

¢ — K4P(2n + 1) é um fived-data < [¢8 — K4P(2n+1)]=0 < ¢ épar.

Logo, caso p (ou q) seja par, ja temos [T', M"] = 0.
Resta entao analisar o caso em que p e ¢ sao impares. Para tanto, usaremos o fato
de A = RP(n*) e A — RP(&") possuirem os mesmos niimeros caracteristicos.

Escrevendo
W(RPH)) = (1+ag)*™ 2 (1+ )+ 1+ ) ag+---),

WERPE)) =1+ 8" (140" + (1 +)Ba+---),

vemos que

we(RP(n*)) = (2) c + ag,
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we(RP(£)) = (ﬁl) c® + By.

Agora, da igualdade 2dm + d + k = 2dn + d + [ segue, pelo Teorema de Lucas, que

AN
d) \d)
Logo, denotando wy = wy + (Z) c?, temos:

kY a

TulRP ) = wa®P () + () = au

Tu(RPE) = usRPED) + ()" = B

Afirmacgao 1: 2m + 1 =2n+ 1.

De fato, como
(@1 o (RP(Y))) = (@77 o (RP(E)) = (87 71 o (RP(E))) = 1,

vemos que 2n + 1 < 2m + 1, uma vez que @, € HY(K4P(2m + 1)) = 0 para cada
7 >2m+ 1.

Por outro lado, temos
(@7 o(RP(E)) = (@i o(RP(Y)) = (a7 o(RP(Y)) = 1,

de onde segue que 2m + 1 < 2n+ 1. Deste modo chegamos a igualdade 2m + 1 = 2n + 1;

equivalentemente, k = [.

Afirmagao 2: W(n*) = (1 + aq)? = (1 + aqg)’.
De fato, se p = ¢, entao nao hé mais nada a provar. Sem perda de generalidade assumimos
entao p < q.

Lembrando que wg(RP(n%)) = ag, wy(RP(£¥)) = B4 e usando a Afirmacao 1, escrevemos

W(RP(")) = (1 + @g)*"*? <Z(1 +o)f (];) wd> ,

J
~ \2m —ai [\ ~;
W(RP(EF)) = (1 4 wq)*™+? (Zu 4 c)f~ (J) wgl> .
J
Uma vez que estamos assumindo ¢ — p positivo, podemos tomar 2° a menor poténcia de

2 que aparece na expansao diadica de ¢ — p. Ou seja, 2° é tal que

D@+ Qs oo
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Sem perder a generalidade, vamos assumir
YO YR
@) e ()
Mostraremos que 2° > 2m + 1. Com efeito, usando (3.6), obtemos
waps (RP(n*)) = @2 + p(tg, c) e was (RP(EX)) = p(wg, c),

para um certo polinémio p(wg,c) € H* (RP(—)) nas classes w, € c.

Se tivéssemos 2° < 2m + 1, poderiamos considerar os nimeros caracteristicos
(Wi gL G(RP(Y)) e (wape @y T 0(RP(E1))),

os quais devem ser iguais. No entanto,

(wape W77 o (RP(0Y))) = (w0 + p(@a, )@y 7 o(RP(0")))
= (W7 + p(@a, )TIHE R G (RP(0F)))
= 1+ (p(Wq, c)) "2 *L o (RP(n)))
= 14 (p(Wq, )) W12 k=1 g (RP(£F)))
= 1+ (e W™ FL o (RP(EV))).

Desta contradi¢ao segue que 2° > 2m + 1. Pela forma com que tomamos 2%, isso significa
que toda poténcia de 2 que aparece na expansao diddica de ¢ — p é estritamente maior

que 2m + 1 e, portanto, (1 + ay)?? = 1. Ou seja,
W) = (1+aa)’ = (1+aa)" (1 + ag)’ = (1+ aq)",
encerrando a prova da Afirmacao 2.

Assim, temos 2n + 1 = 2m + 1 (pela Afirmacdo 1) e, como W(&F) = (1 + )9, a

Afirmacao 2 nos garante que
0" — K.P(2m + 1) e & — KyP(2m + 1)

possuem os mesmos numeros caracteristicos. Deste modo mostramos que j.[T, M"] = 0,

encerrando a demonstracao. U
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Note que para quaisquer k, [ naturais, o fibrado
RY — K P(2m +1) u R' — K4 P(2n +1)

borda e, portanto, é¢ um fized-data. Ou seja, para cada r > maz{(2m + 1)d, (2n + 1)d},
a classe 0 € Z,.(Zy) contém uma involug¢ao que possui F' = KyP(2m + 1) U K43P (2n + 1)

como conjunto de pontos fixos. Assim, o teorema anterior garante que
{0 € Z,.(Zs) : v = max{(2m + 1)d, (2n + 1)d}}

é a colecao das classes de bordismo de todas as involugoes que fixam a uniao disjunta

K.P(2m + 1)U K P(2n + 1).

3.5 Involugoes fixando K,P(2n)U K;P(2m + 1)

Nesta secao obtemos as versoes complexa e quaternionica do resultado obtido por Royster
em [29], envolvendo involugoes fixando um espago projetivo real par e outro impar. Uma
organizacao melhor e algumas variantes dos argumentos ali contidos permitiram estendé-
los para os casos complexo e quaternidnico.

O lema a seguir é um resultado técnico que sera util em computagoes nao s6 nesta

secao como também no proximo capitulo.

Lema 3.5.1. Seja n* — K4P(n) um k-fibrado vetorial de dimensdo k > 0 sobre um

espago projetivo KqaP(n), onde d =1,2 ou4 en > 0. Se

W(le) = W(lnk) = (1 + ad)pa

onde oy denota o gerador de HY(K4P(n)), entdo

(o (g et o) = (1)

para cada f,qg naturais tais que f <n edg <k — 1+ df.

Demonstragao: Temos

J—
(aly (g + ?)ocE 149 o (RP(1%)) = <Z (g) a Ik, U(RP<nk)> '
, J
7=0

~f+i _

Agora observamos que se j > f, entao o 0; e para cada j < f,

<&Z_f+jck_1+d(f_j),U(Rp(nk)> _ (f ]i j>’
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pela formula de Conner (vide Observagao 1.13.6). Logo,

(1 (g + Ak s g RP(s})) = i(j)(fp )= (")

=0 —J

pela Observagao 1.12.8(b). O

Para o que segue, fixamos um ntmero impar qualquer 2m + 1, um par positivo 2n e
d = 2 ou 4. Denotaremos por ay e (34 os geradores de HY(K4P(2n)) e HY(K4P(2m + 1)),

respectivamente.

Teorema 3.5.2. Seja (T, M") uma involu¢ao com Fr = KqP(2n)UK;P(2m+1). Entao,
as unicas possibilidades para a classe de bordismo de (T, M") sao:
(a) [Id, KqP(2n)];
(b) [twist, KqP(2n) x KqP(2n)];
() [ 1, KaP(2n + 2m + 2));
(d) [19 51, KaP(2m+2)]+Tr=CrtDd[20 K P(2n+1)], com 0 < r—(2n+1)d < hy(0,2n).
Demonstragao: O fized-data de (T, M") sera denotado por
(n* — K4P(2n)) U (& — KaP(2m + 1)),
com r = 2nd + k = (2m + 1)d + . Considere p e ¢ tais que

W) =0+ad” e W(E)=(1+0)"

Observe que se & borda, entdo n* é o fized-data de uma involugao bordante a (T, M").

Dali, pelo Teorema 2.2,

[[d, de(2n)]7 ou
| twist, K4P(2n) x K4P(2n)],

[Ta MT] =

Assumimos entdo que & — K P(2m + 1) nao borda, ou seja, ¢ é impar. Em
particular, wy(&') = B4 # 0 (o que implica [ > d). Temos também k > 0.

Escrevendo

W(RP(1)) = (1 + aq)*"*! <Z(1 +o)f (Z;) aﬁ) ,

WRP(E) = (1+ )" (Zu oo (?) 53;> ,
calculamos:
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wy(RP(n*)) = (S)Cd + Pag + g,
wa(RP(£") = () + Ba.

Como d (= 2 ou 4) é uma poténcia de 2, da igualdade 2nd + k = 2md + d + [ seque que

() (5)=r
RP(—-)) +

Assim, definindo wy(RP(—)) = wy( (%)c?, obtemos:

wa(RP(n*)) = (p + 1)a,
Wa(RP(E')) = ¢ + fa.
1° caso: p impar. Neste caso,
wWa(RP(n*)) + ¢ = ¢,
wWa(RP(E")) + ¢! = Ba.
Suponha [ > d. Entao, podemos considerar os niimeros caracteristicos
(@q + P2 =L o (RP (")),
<(7:6d 4 Cd)2m+2cl7d71’o_(RP(£l>>7

0s quais ja sabemos que sao iguais. No entanto,

0= (87"~ o(RP(E')) = ((@a + c')*" 241 o(RP(E))
= ((@Wq + )P 42 o (RP(Y))
= ()24 o (RP(Y))
= ()P o (RP (1))
= ((@Wq + c)?™ Y o (RP(1Y))
= ((@Wq + c!)?™ 7 o (RP(E))
= (BT o(RP(EY) = 1.
Desta contradicéo, concluimos que [ = d. Logo, W (%) = 1+ §,, acarretando
(€ — KyP(2m +1)] = [y* — K4P(2m + 1)).

Da igualdade acima segue que (§¢ — K P(2m + 1)) U (R" — %) é um fized-data e,

portanto, (n* — K4P(2n)) U (R" — %) também deve ser o fized-data de uma involucio
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(vide Corolério 1.7.11). Assim, pelos resultados da Se¢ao 3.3, concluimos que 0 < k—d =

r—02n+1)d=2m+2)d— (2n+ 1)d < hy(0,2n) e
[T, M"] = [0, Ka(2m + 2)] + T~ Cr 090 Ky (2n + 1)),
2° caso: p par. Neste caso, usaremos

Wy(RP(1*)) = aa,

(3.7)
wWa(RP(E)) = Ba+
para provar que [T, M"] = [r3" 1 K4P(2n + 2m + 2)].
Note que para qualquer poténcia 2° maior do que 2n, temos (1 + ayg)* = 1 e,
portanto, podemos assumir p > 0. Tome 27! > maz{p, ¢, 2n,2m + 1} e defina
p/ — 2t+1 _ p) q/ — 2t+1 _ q
Entao,
W(RP(1")) = S - (1+ag)”,  W(RP(E)) = SN (14 Ba)”
W(RP(1*)) ’ W(RP('))

e, conforme Observacao 1.12.7, temos

para cada j =1,2,...,t.

Afirmacao 1: r > d(2n + 2m + 2).

Provaremos esta afirmacao analisando os casos em que 2n < 2m +1e 2n > 2m + 1
separadamente. Em ambos os casos usaremos (3.7) e o fato dos fibrados linha A — RP(n")
e A — RP(&") possuirem os mesmos ntimeros caracteristicos.

(I) Se 2n < 2m + 1: podemos considerar os niimeros caracteristicos
<@§n(ad + Cd)2m+172nclfl’O_(RP(_)».
Por um lado, temos

(o (aq + )72 o (RP(Y))) = (g™ o(RP(1Y))) = 1
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e, por outro, aplicando o Lema 3.5.1,

<(5d + Cd>2n 3m+1_2ncl_1,0(RP(€l))> _ (q’ _;n2n)

. , . . 9. . - 7
Como tais nimeros devem coincidir, concluimos entao que (q ;12") = 1. Logo, ¢’ e 2n

possuem expansoes diadicas disjuntas (vide Corolario 1.12.5). De (3.9) segue entao que

(3n) = 1. Deste modo, vemos que wans+1)(&') = (,5,) 85" = 57" # 0 e, portanto,
[ >d(2n+1).

(IT) Se 2n > 2m + 1: podemos considerar os numeros caracteristicos
(@5 -+ Pt o (RP(-))),
(g + )™ 2wy =22 o (RP(—))).
Usando o Lema 3.5.1, obtemos:
1 = (B (8, + cd)2n=2m=1cb=1 o(RP(E))))

= ((aq + )P laZ i G (RP()))
(P H+2m+1
_< 2m + 1 )

0= <ﬁ§m+2(ﬁd + Cd)Q"_2m_2ck_1, U(RP(&Z)»

— <<@d 4 Cd)2m+2a(2in72mf2ck—17U(Rp(nk>)>

(P +2m+2
U 2m+2 )
De (p,;fg:;rl) = 1 segue que (p/+22;”+1) = 1 e, portanto, p' + 1 e 2m possuem expansoes

diadicas disjuntas (veja Corolario 1.12.5). Logo, usando (3.8), obtemos

p=1Y_,

2m+1)
A igualdade (p ;ﬁﬁf; 2) = 0 implica na existéncia de uma poténcia 2“ que aparece tanto na
expansao diadica de 2m + 2 como também na de p’. Dai, 2% aparece em p’ + 1, pois p’ é
par, e entdo, por (3.8), 2% nao aparece em p — 1. Ou seja, 2% aparece na expansao diadica

de 2m + 2 mas nao aparece na de p — 1. Pelo Teorema de Lucas, isso significa que

p—1
=0.
(2m+2)



3.5. Involugoes fixando K4P(2n) U K4P(2m + 1) 75

Assim, usando a relagao de Stiefel, concluimos que

P p—1 p—1
= =140=1.
(Qm + 2) <2m + 1) * <2m + 2> i

Logo, wam+2)(n*) = (275+2) a2t = o2 t2 oL () e, portanto, k > d(2m + 2).

Observe que, no caso (I) chegamos a [ > d(2n + 1) e, no caso (II), &k > d(2m + 2);

ou seja, em ambos 0s casos, mostramos que
r=2nd+k=02m+1)d+1>d(2n+2m+2).
Portanto, a Afirmagao 1 esta provada.

Afirmagao 2: W (n*) = (1 + ag)?™ .

Pela Afirmacao 1, r > d(2n + 2m + 2), podemos considerar os nimeros caracteristicos
(ﬁjn_j(ﬁd n Cd)2m+2cr—d(2n+2m+2)+dj—17U(RP(_)»7

para cada j = 1,...,2n. Vale lembrar que, por (3.7),
wa(RP(") =ag e  wa(RP(E)) = B+ .

Assim, para cada j = 1,...,2n, obtemos:

0— <6§m+2<ﬁd + ¢d)2n—i or—d(@nt2m+2)+dj-1 U(Rp(gl)»

_ <(ad + Cd)2m+2afln—j cr—d(2n+2m+2)+djfl’ J(RP(nk))>

usando o Lema 3.5.1. Logo, obtemos

2n ;
_ , 2 2 4
(1 + Oéd)2m+2W(77k) _ (1 + Oéd)2m+2+p — 14+ § : (p + m+ )aé 1
X J
=1

Da unicidade do inverso multiplicativo segue entao que W (n*) = (1 + agq)?™+2.

Afirmagao 3: W (&) = (1 + £4)* .
Como ja temos r > d(2n + 2m + 2) (pela Afirmagao 1), podemos considerar os numeros

caracteristicos
<U'7L21n+1({;}d + Cd)Qm-i—l—jCr—d(27z—‘,—2'rn—‘,-2)—',—dj—l’O_(IKP<_))>7

paracada j =1,...,2m + 1.
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Assim, para cada j = 1,...,2m + 1, obtemos:
0= <Oé?ln+1(04d + Cd)2m+17jCrfd(2n+2m+2)+dj71’ O'(]R.P(nk))>

_ <(ﬁd + Cd)2n+1ﬁjm-kl—jcr—d(2n+2m+2)+djfl’ U(RP(nk))>

usando novamente o Lema 3.5.1. Assim concluimos que
(1+ 80 HW(E) = (14 Ba)> 7 =1
e, portanto, W (&) = (1 + 34)?" L.
Das afirmacoes 1, 2 e 3 segue que o fibrado
2m+ 2y RF-CMDE L KiP(2n) U 2n4+ 1)y @ RECDE L K P(2m + 1)

¢ bordante ao fized-data n* U &' e, portanto, ele também pode ser realizado como o fized-
data de uma involugao.

Dai, como
(2m + 2)y* — K4P(2n) U (2n 4+ 1)y — K4P(2m +1)

é o fived-data da involugao (757, K4(2n +2m +2)) e [Kq(2n +2m +2)] # 0, o Teorema
1.9.3 juntamente com o Corolario 1.9.2 nos garantem que k—(2m+2)d = 0 = |—(2n+1)d.

Deste modo, concluimos que r = d(2n + 2m + 2) e
[T, M"] = [r3™ K4(2n + 2m + 2)],
encerrando a demonstracao do teorema. ([l

Fixe uma unido disjunta F' = K4P(2n)U K;P(2m+1), 2n = 2425+ 1) > 0. O fato
é que, como ja calculamos

2d set=1,
hd<0, 272) =

(2" —1)d set>2,
vide Teorema 3.3.4, o Teorema 3.5.2 determina precisamente a colegao A das classes
de bordismo de todas as involugoes que possuem tal F' como conjunto de pontos fixos.

Especificamente:
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(a) se 2m+1 < 2n,
A= A{[mr, KyP(2n + 2m + 2)), [Id, K4P(2n)], [twist, K4P(2n) x K4P(2n)]} ;
(b)se2n<2m+1<4ne0< (2m+2)—2n <2

A= {[7227T+17 Ky4P(2n + 2m + 2)], [twist, K;P(2n) x K,P(2n)],
[T i1, KaP(2m + 2)] 4 DEm+2d=CriDd[70 [, P(2n + 1))} ;

(c)se2n <2m+1<4ne (2m+2)—2n > 2,
A = {7 KyP(2n + 2m + 2)], [twist, K4P(2n) x K4P(2n)]};

(d) se 4n < 2m + 1,
A = {30 KyP(2n + 2m + 2)]} .



Capitulo 4

Involugoes fixando K, P(2°%) U K ;P(2n)

4.1 Introducao

Conforme mencionamos anteriormente, D. C. Royster determinou, em [29], as classes
de bordismo das involugoes que fixam F' = RP(r) URP(s), para quaisquer {r, s}, com
excecao do caso em que r e s sdo ambos pares positivos. Ressaltamos que o caso F =
RP(2m)URP(2n) é um problema ainda em aberto. Na literatura recente, considerando-se

duas familias particulares de pares {2m,2n}, encontramos os

Teorema 4.1 (caso 2m = 2n, Hou-Torrence). Toda involugao com conjunto de pontos

fizxos da forma F = RP(2n) URP(2n) borda equivariantemente. [9)

Teorema 4.2 (caso {2,4j+2}, Oliveira). Se F' = RP(2)URP(4j+2), com j > 1, entdo
a cole¢ao das classes de bordismo de todas as involugoes que possuem F' como conjunto

de pontos fixos € dada por
{T'[73, 40, RP(45 4+5)] : 0 <4 < 2" — 1},
onde 2" € a menor poténcia de 2 que aparece na expansao diddica de 4. [14]

Neste capitulo, ampliaremos a familia de pares considerada no Teorema 4.2 estu-
dando todos os casos da forma {2°,2n}, em que um dos pares é uma poténcia de 2 arbi-
traria e o outro ¢ um par positivo qualquer. Mais geralmente, nossos resultados também
contemplarao os espagos projetivos complexos e quaternionicos. Conforme mencionado
no Capitulo 0, o caso particular envolvendo espacos projetivos reais e com s = 1 aparece

em [15].

78
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Considere entao d = 1,2 ou 4, um par qualquer 2n e uma poténcia 2°, com s,n > 1
e 2n # 2°. Ja conhecemos, vide Sec¢ao 1.14, alguns modelos de involugdes que possuem

F = K4P(2°) U K4P(2n) como conjunto de pontos fixos; sao eles:
(I) T [r2n, KqP(25 + 2n + 1), com 0 < j < hg(2%,2n);

(IT) [T, M"] + [S, N™], com Fr = K4P(2°) U e Fig = K4P(2n) U *;
(III) [T, M"] 4 [S,N"], com Fr = K4P(2°) e Fg = K4P(2n).

Nosso objetivo é verificar que toda involugao com conjunto de pontos fixos F' =

K P(2°) U K4P(2n) esta em uma das classes acima. Mais precisamente, mostraremos o

Teorema 4.3. Seja (T, M") involucao fizando Fr = KqP(2°) U K4P(2n), com s,n > 1,
2n # 2% ed =1,2 oud. Entao, a classe [T, M"], em Z,(Zs), pertence a colegao AUBUC,

onde os conjuntos A, B e C sao descritos do sequinte modo:
(a) A= {Tr" K4P(2° +2n+1)] : 0 <7 < hg(2%,2n)};

(b) B = (D70, KaP(2° +1)] + DI KaP(2n + 1)] : 0 < i < ha(0,2°),
0<j < ha(0,2n), 2°d +i = 2nd + 5}
(B = 0, se a intersec¢ao dos intervalos [2°d,2°d + hq(0,2%)] e [2nd,2nd + hq(0,2n)] €

vazia);

(

0 se 2571 A op £ 25H

() C= {[Id, K4P(2%)] + [twist, KqP(2n) x K4P(2n)]} se 2n =271,

([Id, K4P(2n)] + [twist, K,P(2°) x K,P(2°)]} s 2n = 25+,

\

Observe que os conjuntos B e C' acima contém todas as classes que participam dos
modelos (I1) e (III), respectivamente. Isso decorre dos resultados que aparecem nas

secoes 2.3 e 3.3.

Os valores explicitos de hg(0,2n) e hq(0,2°) sdo dados pelos Teorema 3.2 (Pergher-
Stong, caso real) e Teorema 3.3.4 (casos complexo e quaterniénico). Assim, para que
a classificacao dada pelo teorema acima seja numericamente precisa, resta determinar

hq(2°,2n). Nessa direcao, e de forma mais geral, mostraremos o
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Teorema 4.4. Sejam d = 1,2 ou 4, e 2m, 2n pares quaisquer com 0 < 2m < 2n. Escreva

2d set=1,
2n —2m =2'2a + 1), comt > 1, a > 0. Entao, hq(2m,2n) =

(28 —1)d set>1.

Cumpre observar que o teorema acima no caso em que d = 1 também aparece em [15].
Portanto o Teorema 4.4 estende [15] para espagos projetivos complexos e quaternionicos.
As duas se¢oes que seguem serao dedicadas, respectivamente, as demonstragoes dos

teoremas 4.3 e 4.4.

4.2 Prova do Teorema 4.3

4.2.1 Preliminares

Inicialmente, apresentaremos dois lemas técnicos que serao tteis em nossos argumentos.

Lema 4.2.1. Seja (n* — K,P(2m)) U (&8 — K4P(2n)) um fized-data, com 0 < 2m <
2n, k,l > 0, d = 1,2 ou 4. FEntio as d-ésimas classes de Stiefel-Whitney wq(n*) €
HY(K4P(2m)) e wq(&h) € HYK4P(2n)) sao nao nulas.

Demonstragao: Denotaremos por ay e (34 os elementos niao nulos de HY(K,P(2m)) e

HY(K4P(2n)), respectivamente. Considere p e ¢ tais que
W) =0+a’ e W(E)=(1+75)"

Como wy(n*) = pay e wy(&') = qB4, precisamos mostrar que p e ¢ sao impares. Pelo
Teorema 1.6.4, obtemos:

WRP() = WP(2m) (5,0 + O u(n)) = (L a2 (5,014 -4 (2)ad)
WRP(E)) = WLPEn) (S0 + 9w () = (1+ 5™ (3,014 0)-5(0)85)
Dali, calculamos

as®P01) = () + 1+ D

wa®PE) = ()t + (14 )

Defina @4(RP(—)) = wa(RP(-)) + (£)¢?. De k + 2md = | + 2nd segue, via Teorema de

Lucas, que (fl) = @ e portanto:

@d(RP(Uk» = (1+p)a,
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Wa(RP(E)) = (1 + q)Ba.

Observe que W2"(RP(n*)) = (p+1)a2* = 0, pois 2m < 2n por hipétese. Como os fibrados
splitting X — RP(n¥) e A — RP(&') possuem os mesmos ntimeros caracteristicos, temos

entao:

0= (@7"", o(RP(n")) = (@', o (RP(E)) = ((¢ + 1)87"¢ ", o(RP(E'))) = ¢ + 1.
Em particular, @y(RP(£)) = (¢ + 1)B4 = 0. Dai,
p+1={(p+1)a7" L o(RP("))) = (@7"c" " o (RP(1"))) = (03" o(RP(E))) = 0.
Desse modo mostramos que p = 1 = g, como querfamos. 0

Lema 4.2.2. Sejan® — Ky4P(n) um k-fibrado vetorial sobre um espago projetivo qualquer,
com k,n>0ed=1,2 ou4d. Seay denota o gerador de H(K4P(n)) e ¢ é a primeira
classe caracteristica do fibrado splitting A\ — RP(n"), entdo:

(a) Sq¥(c*®) =0, Sq¥(a2) =0 e Sq¥(agc?) = a2c? + agc® em H3(RP(n®));

(b) Sq2vd<a Cd) _ aflvﬂcd, Squd(adczvd) _ adc2”+1d e S¢* d( 2”+1)d) — 2T 4Dd

em H® W HD4RP(n*)), para cada v > 1.

Demonstragao: Usaremos as propriedades axiomaticas dos quadrados de Steenrod jun-
tamente com a Formula de Wu (vide Segao 1.8).
Considere v > 0 e os 2'd-fibrados vetoriais 2"y — KyP(n) e 2°d\ — RP(n*). Como
W(2°y) = (14+a4)? =1+a% e W(2°d\) = (1+¢)*"? = 1+¢*"?, vemos que w;(2°v%) = 0
e w;(2d\) = 0, para todo 0 # j # 2'd. Pela Formula de Wu (Teorema 1.8.2) obtemos
entao, para cada 0 <1 < 2Yd,

Sq'(ag ) = Sq' (wzea(2'7")) = wi (2" Ywzea(2'77) = 0,

Sq' (') = Sqt (wawg(2UdN)) = w;(2°dN)wavg(2°dN) = 0.

Em particular, S¢%(a?) = 0 e Sq%(c*!) = 0. E ainda, usando a Férmula de Cartan,

calculamos:

Sg®' (a2 ¢y = 320 Sgi(a2")Sg* () = Sq°(a2’)Sq* () + Sq* 4 (a2)Sq%(ch),
S aae) = Y2 S0 0) S4 () = SiPlo) Sa T + 84 ) S (),

Sq ( (2v+1) ) S 2“d( d2 d) 22 dS ( ) q2vd—i(c2”d) _
— SqO(Cd)SqTJd(CQ”d) + ngvd(cd)Sq()(Cde).



4.2. Prova do Teorema 4.3 82

Assim, para v = 0 em S¢*'%(a?’c¢?), obtemos
Sq¥(aac?) = Sq°(aq) Sq(c?) + Sq¥(aa)Sq°(¢?) = ayc®® + aie?;
e, para v > 1,

Sq*(ag’ ) = S¢°(aF ) S (¢") + Sg* (a7 ) S (¢) = g e,
Sq? U agc®d) = S (2S¢ (ag) + S¢° (") Sq? U ag) = agc? e,
Sq2”d(c(2”+1)d) — SQO(Cd)SqTJd(CQ“d) + Sq2”d(cd)sq0(c2”d) — Cdcz"““ld — 0(2”+1+1)d’

pois 2°d > d implica S¢*"¢(c?) = 0 e S¢*' % (ay) = 0.

Desse modo provamos todas as igualdades desejadas. 0

Iniciamos agora a prova do Teorema 4.3. Fixamos uma poténcia 2°, com s > 1, um
par positivo 2n # 2°, e d = 1,2 ou 4. Denotaremos por ay o gerador de HY(Ky4P(2%)), e
por (34 o gerador de H4(K4P(2n)). Consideramos 2¢ e 2“ sendo, respectivamente, a menor

e a maior poténcia de 2 que aparecem na expansao diddica de 2n. Isto é,
2n=2'2a+1) e 2" <2n < 2%t

para certo inteiro a > 0. Observe que 2n < "1 27 = 2u+1 — 2,
Seja (T, M) uma involugdo qualquer, em uma variedade fechada M", fixando Fr =

K P(2°) U K4P(2n). O fized-data de (T, M") sera denotado por
n" — K.P(2%) u ¢ — K4P(2n),

com k+2°d =r =1+ 2nd.

Sabemos, da seqiiéncia de Conner-Floyd, que a classe de bordismo [T, M"| em Z, (Z>)
¢ determinada pela classe [n* — KyP(2°)] + [€¢ — K4P(2n)] em M.,.

Nosso primeiro passo sera eliminar os casos imediatos da classificagao pretendida.

Se k = 0, entdo r = 2°d > 2nd e K,P(2°) é uma componente conexa de M’
em que T atua como a identidade. Além disso, (T, M" \ K4P(2°)) é uma involugao
nao trivial fixando K,P(2n); dai, pelo Teorema 2.2, concluimos que r = 2°d = 4nd e

[T, M7\ K4P(2%)] = [twist, KqP(2n) x K4P(2n)]. Desse modo, obtemos
[T, M"] = [T, KqP(2°)|+ [T, M"\ K4P(2°)] = [Id, K4P(2°)]+ [twist, K4P(2n) x K4P(2n)].
Analogamente, se [ = 0 obtemos r = 2nd = 2°"1d e

[T, M) = [Id, K,P(2n)] + [twist, K4P(2°) x K4P(2°)].
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Podemos assumir entao k,1 > 0. Logo, pelo Lema 4.2.1, wy(n*) = ag # 0 e wy(€') =
Bq # 0, acarretando k,[ > d.

Se k = d entdao W (n*) = 1 + ay e, portanto, n* — K;P(2°) é bordante ao d-fibrado
candnico ¢ — Ky4P(2°%). Logo, (n* — K4P(2%)) U (R" — %) é um fized-data, uma vez
que [7* — KqP(2°)] + [R" — #] = " — KgP(2°)] + [R" — ] = ji[r:, KaP(2° + 1)], j
sendo o monomorfismo da seqiiéncia de Conner e Floyd. Assim, pelo Corolario 1.7.11(b),
(¢ — K4P(2n)) U (R — %) também é um fized-data. Dos resultados da Secdo 3.3 segue
entdo que 0 <i=1—d < hy(0,2n) e

(€8 — K4P(2n)] + [R" — %] = [1* @ R" — K4P(2n)] + [R" — ] = 1.5, K4P(2n + 1))

Portanto, obtemos 0 <i=1—d < hy(0,2n) e

i 3 B A Y
T I T = TR 0 I S I I O

K.P(2)|  |KPCn)|  [KaP@)| | *]  [KaP@0)| |+

[ ] [r] [er]  [r

=11 ] |

_KdP(QS)_ * _KdP(Qn)_ | * |

Desse modo, concluimos que
[T, M"] = [r3e, KgP(2° + 1)] + [y, KgP(2n + 1)),

com 0 < i < hg(0,2n).

De forma anéloga, se [ = d, obtemos
[T, M"] = [19,, KaP(2n + 1)] 4+ T'[r5s, K4 P(2° + 1)],

com 0 <i=Fk—d< hg(0,2°).

Isto encerra os casos imediatos da classificacao pretendida.
No que segue, até o final desta se¢ao, assumimos entao k > d el > d.

Observacgao 4.2.3. A priori, € importante analisar em quais casos, relativos a 2n e 2°, a
colecao
B' = {T"[15, KgP(25 + 1)] + TV [13,, KaP(2n + 1)] : 0 < i < hy(0,2%),

0 <j < hg(0,2n), 2°d+ 1 =2nd + j},
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pode ser nao vazia. Suponha entao que existam 0 < ¢ < hg(0,2%) e 0 < j < hg(0,2n) com
i+2%d = j+2nd. Pelos teoremas 3.2 e 3.3.4, sabemos que hy(0,2%) < 2°d e hy(0,2n) < 24d.
Assim,

ond < 2nd+j =2°d+i < 2°d +2°d =2""'d = 2n < 2"

Em particular, como 2% < 2n, temos 2% < 2°. Por outro lado,
2°d < 2°d +i =2nd +j < 2nd + 2'd < (2“7 —29)d 4+ 2'd = 2*"'d = 25 < 2utl

Portanto, a colecao B’ é nao vazia somente se 2° = 2¥; ou seja, somente no caso em que

2° & a maior poténcia de 2 que aparece na expansao diddica de 2n.
Para concluir a demonstracao do Teorema 4.3 é suficiente mostrar o

Teorema 4.2.4. Se 2° # 2*, entio W(n*) = (1 + aq)®™ e W(&) = (1 + Ba)* T se
W(nk) = (14 aa)® ™ e W(E) = 1+ 8% sek >d+ ha(0,2°),
2% = 2% entao:
WP =1+ ay se k < d—+ hg(0,2°%).
Com efeito, suponha inicialmente W (n*) = (1+ay)** ™ e W(E') = (1+64)* 1. Se 2° < 2n
entao wes41)a(€) = B T # 0, acarretando [ > (2 +1)d; e da igualdade k+2°d = [+ 2nd
segue que k > (2n + 1)d. De forma analoga, se 2n < 2° obtemos k > (2n + 1)d e,

conseqiientemente, [ > (2° 4+ 1)d. Logo,
(" — KaP(2°)] = [(2n 4 1)y* @ R¥ 04 — K, P(2°)] € Naea(BO(K))

pois, como W (n*) = (1 + ag)?" ™! = W((2n + 1)7? @ RF-n+14) tais k-fibrados vetoriais

possuem necessariamente os mesmos numeros caracteristicos. Analogamente, obtemos
(€ — K,P(2n)] = [(2° + 1)y @ RV 5 K, P(2n)] € Nang(BO(1)).

Assim, o fibrado ((2n + 1)y @ R? — K4P(2%)) U ((2° + 1)7¢ @ R? — K4P(2n)), onde i =
k—(2n+1)d =1—(2°+1)d, & bordante ao fized-data (nf — K;P(2%))U((€" — K4P(2n)).
Em particular, ((2n + 1)y @ R? — K,P(2%)) U ((2° + 1)7?* @ R* — K4P(2n)) também é

um fized-data. Desse modo, vide Observagao 1.14.1, concluimos que 0 < i < hy(2°,2n) e
[T, M"] = T[r3", KgP (2% + 2n + 1)].

Agora suponha d < k < d + hy(0,2%) e W(n*) = 1 + ag. Entao, o fibrado (y? @ R¥? —
K4P(2°)) U (R" — %) é um fized-data, bordante a (n* — K, P(2°)) U (R” — x); em
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particular (n* — KyP(2%)) U (R” — %) é um fived-data. Dai, pelo Corolario 1.7.11(b),
(€' — K4P(2n)) U (R" — x) também é um fived-data. Da Se¢io 3.3 segue portanto que
(&8 — Kq4P(2n)) U (R" — %) é bordante a (7v¢ ® R4 — K, P(2n)) U (R" — %), com
0 <1—d < hg(0,2n). Logo, (nf — K;P(2%)) U (¢ — K4P(2n)) é bordante a

(YO R = KP2)UR" — %) U (@R — K;P(2n)) U (R” — %),
com k —d < hg(0,2%) e l —d < hg(0,2n). Portanto
[T, M"] = T"[rg., KgP(2° + 1)] + IV[r5,, KgP(2n + 1)],
comi="k—d<hg0,2%)ej=1—d<h40,2n).

Resta entao demonstrarmos o Teorema 4.2.4, o que significa que a classificagao
pretendida se reduz, a partir de agora, a mostrar que as classes caracteristicas dos fibrados
normais 7* e £ assumem determinada forma.

Considere os naturais p < 257! e ¢ < 24" tais que
W) =1+a)’ e  W(E)=(1+p5)%

precisamos entao mostrar que p e ¢ assumem os valores especificados no Teorema 4.2.4.
Nessa direcao, nossa estratégia sera determinar p e ¢ analisando suas expansoes diddicas.

Para tanto, usaremos basicamente o fato de que

(p(c, w(RP(n")),c(RP(n"))) = (p(c, w(RP(&)), s (RP(S)),

para todo polinémio homogéneo p(c, w(RP(—)), de graur—1=2°d+k—1=2nd+1—1,
nas classes wys(RP(—)) e ¢. A fim de obter polinémios p(c, w(RP(—)) convenientes,
utilizaremos as técnicas apresentadas nas Secao 1.8.

Defina p’ = 25T — p, ¢/ = 2uT! — g, obtendo as classes duais

1
w(e)

conforme observamos em 1.14.6. Pelo Lema 4.2.1, sabemos que p e ¢ sao impares. Além

=(l1+a)” e W(E)= = (L+fa)7,

disso, temos:

P’
)

(3)

p
v

(q
21}

~—

1, paracadav=1,...,s,
(4.1)

+
+

~—

1, paracadav=1,...,u.



4.2. Prova do Teorema 4.3 86

Em nossas computagoes, recorreremos exaustivamente ao Teorema de Lucas e seus
corolarios (vide Segao 1.12), e a Formula de Conner (vide Segao 1.11 e Lema 3.5.1). Neste

particular, de

(Lo (RP()) = (" o (RP(S))))

0-0

Aplicando o Teorema 1.6.4 para os fibrados n* — K P(2°) e & — K4P(2n), obte-

segue que

mos:

W(RP (")) = W(KP(2%) (1 + o) wi(n")) = (1 + aa)** (1 + ) (7)g) ,
W(RP(£') = W(KP(2n)) (3;(1+0)"wi(€)) = (1+ 5)*" (Z,(1+ )7 (9) 82) -

Para cada v > 1, definimos a classe caracteristica

W(RP(-))

W[’U](RP(_» = (1 —|—c)l*(2”*1)d'

Assim, como k + 2°d = [ + 2nd, temos:

WD) (RP(17)) = (1 + ag)® (1 + ¢ <Z<1 + )P (p> “3> ’ (4.3)

WRIRP(E) = (1+ ) (Z(l e (q) ﬂé) | (44)
A soma de todos os termos homogéneos de grau ¢ da classe W [v](RP(—)) sera denotada
por w[v];(RP(—)). Manipularemos certos nimeros caracteristicos envolvendo as classes
w[l]og(RP(—)) e wv]@vina(RP(—)), com 1 < v < min{s,t} (vale lembrar que 2n =
20Flg + 21).
Em (4.3) e (4.4), temos

s

(14 )22 = (4™ (L) = (L4t + )2 (1 + ),

S+ P ad = (14 ¢+ (1 + ) Pag+ (1 + )3 (H)ad+ -+
(o y)ag T A+ )T (R )ad + (L) (21&1)0‘?&%1 teee
(14 210 8 = (14 )2+ (14 D228, 4+ (14 D2 3() G+ +
)87+ A+ R) O+ A+ )G

2v+1

Entao, usando (4.1), calculamos:
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(D) w[1]2a(RP(1*)) =
- () +®)
w(l]2a(RP(EN) = (3) 57 + (2) 83 + Ba(c* + Ba)
= () + (%)) 8+ Buc
(I1) para cada v com 1 < v < min{s,t},
Wl naRP(Y) = (£)ad e+ (2,)ad ' +au(R)ad = (£)ad' ¢!,

(5)ad+ () + (5)e* + () ad + aule + aa)
i+ ((3) + () &+ auct,

wlvlesaRPE)) = (52) 87 ¢+ (4,) 87 7+ Ba(4) 67 = (52) 57 ¢

pois, pelo Teorema de Lucas, p e ¢ impares implicam (2’))

|
—~
[\]
<
+
—
~—
¢)
—~
RS
~—
Il
—~
[\
+>Q
—
~—

(ITI) se s < t entao
w(s]@s41)a(RP(nF)) = (;)agscd + (2519 ) 241 02 (o 4 ay) + agc? it
—i-Oéd(Qs)Oéd + d(c +ag) = (g;)&flscd + 2 +Dd

wslesnaRP(E)) = (1) 07 ¢’ + (4) 02 ™ + Bal3) 07 = (51) 67 ¢

uma vez que a "t =0 e (Qqs) = (2531);

(IV) se s >t entao
wltna®RPWY) = (§)ag ¢+ (o2,) o T+ ()ad (¢! + au) + aa(G) '+
t+agc® + ay (2t)a3 + (Qt)c2 e + ag) + s et + ay)
= ((2) + G)) ad' e+ (G)ag ™ + ((5) +1) 2+
= ((2) + () e+ () +1)

w(t](2t41)a d(RP(&)) = th (;t) !+ (2t+1) A +5d (¢! + Ba) +5d(2t) - ( ) ﬁt ¢,

pois (2t) = (2&1)7 (th) = (2,&1) e,comoas ' =0e (gi) = 0 se s # t, temos (2 )afl =0,
Para cada v > 1 e cada j > 0, definimos:

B0) ot 1a(RP(—)) = S ( . (Sf““d (Sq2" (w[v](2v+l>d(RP(_))))) . ) :
em particular, para 7 = 0, temos
Bl 0aRP(2)) = wo)orsa(RP(-).
Se (2v1 +1)d < dim(RP(n*)) = dim(RP(£')) entdo, conforme Secao 1.8,

@[U](wﬂﬂ)d(RP(ﬁk)) S @[U](2v+j+1)d(RP(fl))
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sdo classes caracteristicas de grau (2V77/+1)d correspondentes, no que se refere a igualdades
entre niimeros caracteristicos de A — RP(n*) e A — RP(&).

Para calcular os valores de @[v](gv+j11)e(RP(—)), com 1 < v < min{s,t}, aplicaremos
iterativamente o Lema 4.2.2 aos valores de w(v](2v11y4(RP(—)) calculados em (II), (III) e

(IV) acima. Desse modo obtemos:

(V) para cada v com 1 < v < min{s,t},
Dol oo a(RP() =S¢ 71 (- (8674 (54 (2)ad ) ) - ) = (2)a3 ™"

@[U](2u+j+1)d(RP(§Z)) — quvﬂ'*ld ( .. (Sq2“+1d (quvd ((;)ﬁflvcd))) .. > — (qu) ng‘cd;

(VI) se s < t entao
W[8] (2451 17a(RP(F)) = Sg* ' ( = <Sq23+ld (sq?‘d ((g;)aff o+ C<2S+1>d)>> . )

_ (P 25% d 25+i41)d
= (5)ad ¢ + ¢ ),

sl sa(RP(E)) = S (- (527 (5¢7 (£) 87 ) -+ ) = (£)3™ e

(VII) se s >t enta@o
wt] (2t+J+1)d(RP<77k)) = Sq2t+j_1d ( .. (Sthd (((;) n (;i)) a?ltcd N ((;i) N 1) C(2t+1)d))_ | )
C((5) + () e+ () 4 1) e em

~ _ ) — g,2tti-1d 2td ( (4" 32t .d _ (9 p2ttI d
w[ﬂ(2t+ﬂ+1)d(RP(§ )) = Sq ( (SCI ((Qt) d € )= (Qi) da C-
Neste ponto, por razoes técnicas, dividiremos nosso estudo em cinco casos, conforme

a disposicao de 2° em relagao a menor e a maior poténcia de 2 que aparecem na expansao
diaddica de 2n, ou seja, em relacao a 2¢ e 2

: s t.

i) caso 2° < 2%

ii) caso 2° = 2%

(
(
(ili) caso 2! < 2° < 2%,
(iv) caso 2° > 2%

(

v) caso 2° = 2%

Cada uma das proximas cinco subsecoes sera dedicada a demonstracao do Teorema 4.2.4
para um dos casos acima.

Nos trés primeiros casos usaremos o

Lema 4.2.5. Se (1) =1, () = (3) e (L) =0, entdo g = 2° + 1.
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Demonstracao: Como ¢ é impar e, por hipdtese, @ =1, temos ¢ > 2° + 1. Observe
que g > 2° + 1 implicaria 043_1 = 0. Assim, para mostrar que ¢ = 2° + 1, é suficiente
obtermos um nimero caracteristico nao nulo envolvendo agfl

A hipotese (%) = ( garante que 2% nao aparece na expansao diddica de ¢q. Dai, como
q < 2vtl e 2% < 2p < 22U obtemos ¢ < 2% < 2n. Assim, wyq(E') = B2 # 0 e portanto
qd < 1. Desse modo vemos que dim(RP (&) =2nd+1—1>qd+qd—1>2d(g—1) e

entao, podemos considerar nimeros caracteristicos envolvendo classes de grau 2d(q — 1).

Conforme os valores de w[1]o4(RP(—)) obtidos em (I), pagina 87, temos:

w(l2a(RP (")) = aq (( o + ( Nag + ¢ ) + (@—i—@) c,
w(tla®P(E) = Ba () + ) +1) Batet) = 6a () + () +1) But ).

pois (g) = (223) por hipotese.

Assim, se (22) +@ =1,

w[l]zd(RP<77k)) — ay ((225)04(1 + @ad +ed Oéd) + ng’
w[1]2a(RP(E)) = Bac’;

=
—

ha(RP()) = aa ((3)aa+ ()aa+ e+ aa)
w[1]2a(RP(E)) = Balc” + Ba)-

Consideraremos os niimeros caracteristicos associados a (w[l]yq + ¢?4)71¢2nd+i=1-2d(a—1)

no caso @—i— (") =1, e (1],  2rd+=1-2d=D) no caso (%) + (7) = 0.

Entao, para m + (2”) = 1, obtemos

(o (@

Taa+ Qaa-+ et ag)/ @20 GRP(H) ) —
(w[t]zq + )" FreH=1=2D 6(RP ("))

(w[1]zq + 24T @rdti-1-2da-1) 5(RP(EH)))

(Bact + )" retm1=2da=D) o(RP(E)))

(ﬁd+c )q 1 2nd+l—1-d(g—1) (Rp(é&l)»

(
{
{
{
{

e, para (5) + (3) = 0.

qg—1
<afl_1 (( o + ( Yog + ¢+ ad) 02”d+l‘1‘2(‘1‘1)d,J(RP(n’“))> =
— <w[1]g;102nd+l—l—2d(q—l)7 U(RP(nk))>
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<w qdl 2nd+1—1-2d(g—1) (RP(g)))
_ < ‘ (@i T )q 162nd+17172d(4* ),J<RP(51))>‘

Agora, aplicando o Lema 3.5.1, vemos que:

<(ﬁd + Cd)q_l Can'H_l_d(q—l)7 J<RP(€Z))> _ (ql +23L— 1) ’

q—1 d\9=1 2nd+1-1-2d(q—1) ! > (4 +q—1
+c c ,o0(RP = .
(097 (Ba+ ) dRPED) = (5, 041
Logo, como ¢ + ¢ —1 =2t —1 =2% 4 2¢"1 4 ... 4 2 4 1, tais nimeros sao ambos nao
nulos, acarretando ag_l # 0. Assim, como ja tinhamos ¢ — 1 > 2°, mostramos que vale a

igualdade ¢ — 1 = 2°, como queriamos. U

Nos casos (iii) e (v), faremos uso do

Lema 4.2.6. Se 2/ <2°<2", ¢=2"+1, (}) = (22?) e (2)

2
Py (4" para cada t < v < s.
2v v

Demonstracgao: Se s =t + 1, ndo ha nada a mostrar. Assim assumimos ¢t < s — 1 e nos

(;”) , entdo:

resta mostrar que @ = @ paracadat <v <s— 1.

Usaremos as classes

Bl RPOY) = (3)+ (3)) 03+ ((3) + 1) 00
Dlt) o+ RP(E)) = (253 e,

com 0 < j <s—1—t (vide equagao obtida em (VII), pagina 88). Pelas hipoteses, temos
(Qt) =0, ( ) = ( ) =1le (gt) = (?)—l— 1= (2S+1) + 1 = 1. Assim, as classes acima se

escrevem na forma

ot+J d 2t+j d

(2t +1)d
c +a Qg € d )

em RP(n*) e RP(¢), respectivamente.

Consideraremos numeros caracteristicos envolvendo certos produtos das classes acima.

Por essa razao, convém observar que 2° < 2% < 2n implica wgsq(€!) = (Qqs) 2 —
(23;1) = 32" # 0 e portanto | > 2°d > sd. Logo,
s—1

> (2 +1)d < 2°d+ sd < 2nd + 1.

i=t
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Observamos ainda que, como ¢’ = 24t —g =2+t —925 1 =2u ... 425t 49514 41

temos:

para cada m < 2u+L,

Definimos o conjunto

com

?J1>?)2>"->Uf:t.

Denotaremos vy = s. Assim, como nosso objetivo é mostrar que

2
(2]1) = (;), para todo v tal que s > v > t,

basta provarmos que, para cada 1 <7 < f,

2
<211) = <22L>, para todo v tal que v;_1 > v > ;.

Faremos isso por indugao sobre i.

Pela definicao do conjunto V), temos (2212) =1le @f}) =0ses>v>wv +1 Usando o

Teorema de Lucas concluimos entao que

2n B 2n — 21 2n — 2uitl B 2n 1
2s )~ 2s ¢ 9 ~ o '

Vale lembrar que, por hipotese, @") = (p )

Assim, temos

v1+1 v1+1 nd—(2V +1 _ / /
((6(2 1 +1)d+a§1 cd)62 d—(2V1 1 41)d+1 1,J(RP(nk))> — (;) + (25_1277)1“),

v 1 nd—(2v 1 _ o 7 N n—22v —+1
(7 etyeni= L g RP(E) = (5, ) = (") +1=

—E = =)+t

. 7 . . ~ /
Uma vez que tais niimeros devem ser iguais, obtemos entao (zs_gvﬁl) =1.

Agora, calculamos:

(4D g o2 o) 2nd=@U DAL G(RP(pF))) = (B) + (5,750, ) =

S 14 ) = B+ 1+ () g = O +1+ (),

("2 + 1.

(87 )t CHEL G (RP(E)) = (5, 7n)

2n—2"1

Logo (213,/1) = 0 e conseqiientemente (Qf,’l) = 1. De (25_§;1+1) = 1 segue que @ =1 se

s>v > v + 1 e, portanto, (2’1):0863>v201+1.
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Desse modo mostramos que (2’;) = (gﬁ) para todo v tal que s = vy > v > vy.
Seja 1 < i < f e suponha indutivamente que (gf}) = (2’1) para cada v tal que s > v > v;_1.

Pela definicao do conjunto V, usamos o Teorema de Lucas para constatar que

2n =370, 2\ _ (20 . 2n — 3007, 2% — 29t (2 1
2s 2s 2 2 ’

Além disso, pela hipotese de inducgao, temos

Y Y Y
(o) = (22) == (60 ) =0
4 _ v = o -1
9s —9gui+l |~ \9ui _ gua+1 ] o\ Uiz —Quiat+l ] T

Tendo em vista as computagoes que faremos a seguir, convém observar que se (ay, ..., q;) €
i x P’ —
Zi com (0,0,...,0) # (ar,a9,...,a;) # (1,1,...,1), entéo (28%12”74_.7%712%,17%2%) =0.

De fato, se a; = 0, considere 1 < j < i — 1 o maior indice tal que a; = 1; dai,

P’ 2 0
(25—(112”1—~~-—ai_12vi—1—ai2”i) - (23—a12“1—-~~—2vj) -

pois (;Z;) = 0. Para o caso em que a; = 1, tome 1 < j < ¢ —1 com a; = 0. Assim, como

25 — QUi = QUi 4 2uitl 1 ... 4 2571 concluimos que 2% aparece na expansao diddica de

25 — 2%t — - — ;12" — 2% e, portanto,
P’ — P’ —
(25—(112”1—~~-—ai,12vi—1—ai2”i) - (23—a12“1—-~~—ai,12vi—1—2“i) - O’
. 7N . . P’ ) _
pois (2uj) = 0. De forma analoga verifica-se que (25—a12”1—~-—ai_12”i*1—ai2“i+1 = ( para

todo (ay,...,a;) € Z' com (0,0,...,0) # (ar,as,...,a;) # (1,1,...,1).
Nosso proximo passo é verificar que

4 _
(2Ui—1 — 2v1-+1> =1

Como tal igualdade é trivial se v;_; = v;+ 1, assumimos v;_1 > v;+ 1 e, entao, calculamos:

(Hi*l (c274Dd 4 27 Cd)>(c(2”i+1+1)d + a2 ) 2nd 12 -y 2% d, J(RP(nk))> B

J=1

_ a12Y04a;—12%14a; 2% on gl 1 (01201 4 ta;_12%-1 +a;2viH1)d k
= S arrarezs (O e : 1, o (RP(1))

PN

_ _ 4 )
o Z(auwai)GZE (25 —a12V1 —+—q;_12"i—1—q,; 2% 1

= (1) + (5 an . Tavia gun)
= (2175) +1+ (23_120;1+1) (2”1 —p2/”2+1) T (2“1'—2_1021%'—1“) (2”1'71}1,2%-*-1)
= (3’2) + 1 + (2”1—1{/2vi+1)7

S

(T (37 ) (33 etpemast- a2 S22 (et =
= (e o S (el
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_ g )

on—Y i1 9V v+l
— ( J—12S ) +1

_(2n
= (9):
. . ”, , . / z
Da igualdade entre tais niimeros caracteristicos segue que (QUi_lli 2%“) = 1, como queria-

mos.

Agora, calculamos:

<<Hi (74D 4 o2 cd)) 2rdH=1=35, (2 +1)d J(RP(nk))> -

j=1

a12%1 4+ +a;-12"1"140;2% _ond4i—1—(a12°1 +-+a;_12%—1+a;2V)d k
ez st 220 o (RP ()

>

Z(al,...,ai)GZ’é (25_(1121111{,,,_%2%)

(g; + (23—2“1—---1)—/2”1‘71—2“2')

(22) +1+ (25—120;14'1) (2”1 —p2I”2+1) T (2”1‘—2—102/“2‘—1*1) (2”1‘711)/—2%')
+ 14 (o)

3? +1+ (2”171{/2%“) (vafl)

o) 1+ (),

I
—~~

2
2

o 3
~—

I
~—~
~

Il
~~

(T (7 ) it g g p(er)) —
_ <6§”1 20 21T, 2%, U(RP(£Z))>

|
—~ | —~
S
i
e
N}
“d
~—

2’3,;) = 0 e portanto m =

Como tais ntimeros caracteristicos devem ser iguais, obtemos ( o0

/ p/

1. De (2%71’12%“) = 1 segue que (2v) = 1 e, conseqlientemente, (

()= ()

para cada v com v;_; > v > v;, encerrando a demonstracao. O

p

21,) = (0 para cada v tal

que v;_1 > v > v; + 1.

Desse modo, obtivemos

4.2.2 Caso 2° < 2t

Nesta subsecao, estamos sob as condicoes apresentadas na Subsecao 4.2.1 e assumimos

2 < 2% < 2!, Em particular, (22”) = (2t+1§+2t) =0.

Nosso objetivo é mostrar que:

W' =1+a)™ e W(E) =(1+p5)""
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Observe que (1 + ag)?" ™ = (1 +a2)?* (1 + ag) = 1 + ag, pois a2 = 0. Assim, como

tomamos p < 2571 e ¢ < 2u*! satisfazendo
W) =0+aa)” e W(E)=01+0)",

devemos provar que p=1e ¢ =2°+ 1.

Substituindo (%') = 0 nos valores de w[1]o¢(RP(—)) obtidos em (I), pagina 87, e

com as igualdades obtidas em (V) e (VI), pagina 88, compomos a seguinte tabela:

Tabela 1 RP(nk) RP(fl)
2 4 (p)ozfl + agc?, ses=1, /
w[]2a , : (%) 83 + Bac?
(Z)Oﬁ?i + agc?, se s > 1,
’(/l}[v](20+j+1)d (212)0562;+de (qu) 62lv+j Cd
(I1<v<sj>0)
@[3](2s+j+1)d D 4 (g;)aflSHCd (2(15) §S+jcd
(j=>0)

Afirmagao 1: Se s = 1 entao (g) =0.

De fato, considere o polinémio w[1]3,c>"?~44+=1 (lembrando que 2n > 2! > 4 e | > d).

Aplicando a Formula de Conner, obtemos:
(L3, o (RP(nF)) = (71 o(RP (")) +
/
+ < <]29> OégchdledJrlfl’ U(RP(nk)> + <Oéc21c2nd74d+lfl, O’(RP(nk» — (g) + 1,

<w[1]§dc2nd—4d+lfl7 U(Rp(fl» _ <(q2’)ﬁ302nd74d+l71’ U(RP(§I)> +

+<ﬁd202nd74d+lfl, O’(RP(fl» _ (q2/) <2nql_ 4) + <2nq/_ 2)

Como tais nameros devem coincidir, temos entao

@ e (q2> (QnQ/— 4) i (an,— 2)'

Observe que 2 nao aparece na expansao diaddica de 2n — 4 = 2!*1q + 2 — 4. Dai, usando

o Corolario 1.12.6, obtemos

()= (D)) = () = ()« () o
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. / . .
Ou seja, (g) = 1 e, conseqiientemente, (’2’) = 0, como queriamos.

Afirmacao 2: (5') — @(2;{1&).

De fato, considerando os valores de @[s](9s+i41)q (vide Tabela 1) para j = t—s > 0, temos:
[s]r4na(RP (7)) = ' +D4 4 (F)a2' ¢ = 2 +Dd,

W[s)1)a(RP(E) = ()57 .

£)

2t+tlgd+l—d—1

Consideraremos os niimeros caracteristicos associados a w|[s](2t11)4c Assim,

via Formula de Conner, obtemos

() = (@1 o (RP()) = (e o=t o (RP (1))
= (@[s)a4nyac® " G (RP(0Y)))
= (@[s)@r+1yac® L o (RP(ED))

= ()03 et o (RP(ED)) = (4) (),

chegando & equacao desejada:
Y _ (4 q
28 25 ) \2t1q

Afirmagao 3: Se s > 1, entao (2tf{1a) =1le @—k@ =1.

9}

De fato, como 25*1d < 2!d < 2nd + | — 1, podemos considerar os ntimeros caracteristicos
associados a w[1)3;c2 2" 4+1-1 " Assim, usando a Tabela 1, calculamos:
(w1241 G RP()) ) = <((p’)a3 Faget) @ U(RP(U’“))>
(a3 T, (R P ()
=1
pois a2 = 0. Por sua vez,

(w[1gent-21441-1 o (RP (1))

E]

2nd—25t1d+1— 1 (RP({Z))>

/

()5 + ot e
) +

Il
~—
[\V]

I
Nl

)(2t+1a+2t 2s+1 (2t+1a+2t 2“)

/! /

Il
—~
)

) Gt aen) + (52) (10 _e)

- (2t+1a+2t 2s+1> (( ,) ( )>

(a pentltima igualdade é justificada pelo Coroléario 1.12.6, uma vez que 2° nao aparece na

expansao diadica de 2!Tlq + 2¢ — 25F1).

Logo, como tais niimeros caracteristicos devem ser iguais, obtemos

q q 7\\
(2t+1a+2t _ Qs+1) ((2> + (25>) =1,
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e, portanto, @ + @ =1= (2t+1a+[12,t_25+1)' Em particular, (2,;{1(1) = 1, pois 2*a e

2t — 25+1 possuem expansoes diadicas disjuntas.

Afirmacgao 4: Se s > 1, entao @ = @ =0, paracadav=1,...,s — 1.
Fixe v com 1 < v < s — 1. Considerando os valores de w[v](2v+j+1)d (vide Tabela 1) para
j=t—v>s—v>0, temos:

Bl pa®P ) = (L)aet =0,

B[v)@rs1a(RP(&)) = (5) 87 .
Logo,
0 = (@[v] iy 2t+1ad—d+l—1,U(RP(nk))>

w[v](2t+1)d02t“ad—d+l—l7 a(RP(§’))>

<( 1) 32 2 ad—d+i- 1,U(RP(§’))> :@m_

Mas, pela Afirmacao 3, (th+/1 ) = 1. Portanto, obtemos @ = 0.

8)

a

Por sua vez, temos:
W[v]esp1aRP (")) = (J.)ag ¢,
@[U](23+1)d(RP(5l)) = (Qv)ﬁdsc =0.
Entao, considerando os ntmeros caracteristicos associados a @ [v](25+1)dck_d_1, obtemos
0 = (@[v]ernac® 1 o(RP(E)))
= (0[] @s11yac" 1, o (RP(nF)))
= ((2)a =1 o (RP(1))) = (1),
ou seja: @ =0.
Finalmente, usando as quatro afirmacoes acima, mostraremos que p = 1 e ¢ = 2°+1.
Para concluir que p = 1, analisaremos os casos s = 1 e s > 1, separadamente.
No caso s = 1, temos p < 2’7 = 4 com p impar. Pela Afirmacao 1, @ = 0, o que
significa que 2 nao aparece na expansao diadica de p. Desse modo, obtemos p = 1.
No caso s > 1, temos p < 2°T! com p impar e, pela Afirmacao 4, nenhuma poténcia 2°,
com 1 < v < s— 1, aparece na expansao diadica de p. Logo, para obtermos p = 1, basta

provarmos que (2”) = 0. Para isso, observamos que a Afirmacao 4 nos diz, em particular,

que @ = 0 e, conseqiientemente, @ = 1. Dai, usando as igualdades (‘12) ( )

!

(2,53/1&) = 1 (vide Afirmagao 3) e @ = (1 +@) (5 7 ,) (vide Afirmagao 2), concluimos
que (g_;) = 1. Portanto, (ps) = 0, como queriamos.

Agora, resta obter ¢ = 2° + 1.
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De p_; =le () =(2)=(2)(,7 ) (vide (4.2), pagina 86, e Afirmacio 2), segue que
2 2 2n 2s) \at+14

@ =1le (3;) = 1. A igualdade (37;) = 1 implica que toda poténcia de 2 que aparece

. / . , .
em 2n aparece em ¢'; em particular, (gu) = 1 e, conseqiientemente, (2%) = 0. Além disso

temos @ = @, pois: para s = 1, temos @ = @ =1le, para s > 1, @ = 0 (pela
Afirmagao 4). Logo, todas as hipdteses do Lema 4.2.5 sdo satisfeitas, de onde segue a

igualdade ¢ = 2° 4 1.

4.2.3 Caso 2° = 2!

Nesta subsecao, estamos sob as condigoes apresentadas na Subsecao 4.2.1 e assumimos
2% = 2!, Em particular, como 2° # 2n = 27lq 4+ 2!, temos (2") = (2t) = (23), a>1le

2 2 2
2t < 2,

Nosso objetivo é mostrar que:

W) =1 +ag)™ e W(E) =(1+p)""

Observe que (14 )2 = (1+a2 )4 (14 ag)¥ ' = (14 0a4)* !, pois a2 = 0. Assim,

como tomamos p < 27! e ¢ < 2¢*! satisfazendo
W) =1+a)’ e  W(E)=(1+p5)

nosso objetivo é provar que p =2 +1e g =2t + 1.

Usando W = (Zt) =

2 2

(%) e (%) = 1 nas classes obtidas em (I), (V) e (VII) (vide

215
péaginas 87 e 88), compomos a seguinte tabela:

Tabela 2 RP(n*) RP(&)
w1 () + () ad+aact | () +(3)) B + Bact
ﬂ?[v] (249 +1)d (2;,:}) OJ?IU“ cd (2qv) §v+j Cd

(I<v<t;j>0)

-~

wlt] (2t+i+1)d

(j = 0)

(gl)a?ltﬂ' Cd (gi) 3t+j Cd

Afirmagao 1: (51/) (2t+1qc;72u) - (2fgrlla> =1

De fato, como o} = 0 para todo i > 2!, temos

W[t] 2r+141)a(RP(1*))

Il
N
Y
~__
o
al-
+
)
[s9
Il
k=
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enquanto que

D[t] o1 41)a(RP(E)) = (gt) FNES

Assim, obtemos

0= @(2t+1+1)dC2t+lad_2td_d+l_17U<RP(77k))>
= (s yac 0 o RP(E))
_ <( ) §t+102t+1ad 2411 (RP(fl))>
= (3) (200
- (g;) (2t+1q(;—2t)'

- . . 7 .
Como 2! aparece na expansao diddica de 2'+1a — 2, se tivéssemos (., ) = 1 terfamos

_9t

q/ !

também (zt) = 1. Logo, da igualdade (Qt) (Qt“qa_?) = 0 segue que

/
q
= 0.
<2t+1a —_ 9t
2t 2ttlad—2td+1—1

Agora, considerando os nimeros caracteristicos associados a w[1]3,c¢ , calcu-
lamos
L= (a3 17U(RP(77'“))>
<<( > a2t a3t0d> 2 Hlad-2td -1 0<RP(nk))>
<w[ ]2t 2t+1ad 2td+1— 1 (RP(nk)»
Gl o (R
(2271) + (q’)) gf“ 2+ tad—2td+1-1 | BstCQt“ad—H—l’O.(RP(§I>)> —

= () +(©) Getho) + (5)

Desse modo, chegamos a

7 \
(2t+1a) =1

) = (2t 4 ) decorre do fato de 2% aparecer na expansao diadica

!
2t+1lg—2u

A igualdade (&) (

de 2tH1q.

Afirmagao 2: (1) = (J) = 1; em particular, [ > (2" + 1)d.

De fato, como (g;) = (zm‘];”t) (vide (4.2), pagina 86) e (2t+'1 ) =1 (pela Afirmagao 1)

P q
&) -()
Com os valores de w[t](t+i41)¢ dados na Tabela 2 para j = u —t > 0, temos:

W[t]2ur1ya(RP(nF)) = (é’l)aé“cd =0,

vemos que
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Dt] ey 1ya(RP(E)) = (4)53"c?

Dai, considerando os ntimeros caracteristicos associados a w[t]u1)ac

—_ouJ__ —
2nd=2"d—d+1=1 caley

lamos:
W[t] @usnyac™ 2 G(RP(0Y)))
[t](zu+1>d02"d 2 o (RP(E)))
@ Bt o(RP(ED))

)
)

)
(2t+1a 2u+2t)
(2t+1%1/72u) = ((21;)’

pois 2! e 2lq — 2“ possuem expansoes diddicas disjuntas (veja Corolario 1.12.6) e

q/
= (5
q/
= <2t

!

(2t+1€z—2u> = 1, pela Afirmacao 1.

Desse modo, obtemos (g;) = (gt) = 0 e, conseqiientemente,

T)2t+1_

Observe que, como ¢ é impar e 2! + 1 < 2n, temos entao w(2t+1)d(§l) = (2t+1 f =

241 £ 0. Portanto, [ > (2¢ +1)d.

Afirmacao 3: Se t > 1, entao (pﬂ) = (QU) = (0 para cada 1 <wv < t.
De fato, levando em conta os valores de w[v](gu+it1)g com 1 < v < t dados na Tabela 2,

temos:

4

Do)z RP() = (2)ad et
| D] ora(RP(E)) = ()53 ¢!

4

W[v]urna(RP(0")) = () aq ¢! =0,
\@[U](zul)d(RP(fl)) ()53
Assim, para cada 1 < v < t, calculamos
() = ((2)ad &1 o (RP (1)) )
@[U](2t+1)d02t+1ad—d+l—17 U(RP(nk))>
@[ ](2t+1)dc2t+1ad’d+l’1, U(RP(&“Z))>
(4)83 & 7ot o (RP(EY))
- (2“) (Zt?"‘la)’

q/

Entao, como pela Afirmacgao 1 sabemos que (2t +1a) =1, concluimos que

()= ()" = (2)
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Agora, conforme a Afirmagao 2, temos [ > (2° 4+ 1)d > 2d. Assim, (2" + 1)d + (2 +
1)d <2nd+2d < 2nd +1—1 = dim(RP(£")) e, entdao, podemos considerar os niimeros

2nd—(284-2%)d+1—2d—1 Logo
* )

caracteristicos associados a W[v](t41)aW[v](2u41)dC
_ < [U] 21 41) dw[ ] 2u+1)dc2”d_(2t+2u)d+l_2d_1, U(RP(ﬁk))>
_ [U] (2t+1)dw[ ] 2u+1)d02nd—(2f+2u)d+l—2d—17 U(Rp(gl))>

_ < 2U)ﬁ2t+2u 2nd— 2t+2u)d+171’g(RP(€z))>
= () Gert] )

2t+1a 2“)

Qu) =1 (vide Afirmagao 1). Desse modo obtemos
P\ _ [(q) _
()= (2) =0

Finalmente, usaremos as trés afirmacoes anteriores para provar que p = 2! + 1 e

como queriamos.

g=2"+1.
Pelas afirmagoes 2 e 3, temos: @:@— 1 eU:@— 0, para cada 1 < v < t.

Com tais valores, concluimos entao que p = 2!+ 1, pois p é impar e p < 271, Além disso,

temos @ =1le @ = @ Pela Afirmacao 1, temos ainda @ = 1 e, conseqiientemente,

(Q‘i) = 0. Logo, todas as hipoteses do Lema 4.2.5 foram satisfeitas, de onde segue a

igualdade ¢ = 2! + 1.

4.2.4 Caso 2! < 25 < 2¢

Estando nas condicoes apresentadas na Subsecao 4.2.1, assumimos 2! < 2% < 2“. Nova-

mente objetivamos mostrar que
WM = (Lt a)™ e WE) = (14

25 (2n41 . <
Observe que (14aq)? ! =370 (") ad, pois o T! = 0. Assim, como p e ¢ sdo impares,

com p < 25Tt e g < 2vT1 e com

W) =1+a)? e W(E) =1+ 87,

basta provarmos que ¢ =2°+1 e (pv) = @Z) para cada 1 < v < s.

Substituindo (2;) =0= @ nas classes obtidas em (I), (V) e (VII), paginas 87 e

88, compomos a seguinte tabela:
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Tabela 3 RP(n) RP(&Y
Wl () + () + aact | (%) +(3)) B + ac’
B[] o +1)a (2)ag™ ! (5)55" !

(I<v<t;j=>0)

~

W[t](21+541)a

(= 0)

C(2t+j+1)d_'_ (;)Oé?ltJerd (q) gt+] d

Como 2! < 2% < 2% < 2n e | > d, podemos considerar os niimeros caracteristicos

— _ _ _os+1g_ _ +1
2nd—2%d—d+1—1 2nd—25T d—d+1—1 e w[l] 2C 2nd 25T d4-1— 1

associados a W[t]es41yac , W[t](2s+141)dC

Desse modo, obtemos:

(g;) +( )_ <62nd+l 1+( ) dCan 2%d+1— 1 (RP(nk))>
= (W[t](2s41)a?" 2= o(RP(nF)))

W[t] (25 41)ac? 2L 6 (RP(E)))

33 =2 dHi-1 U(Rp(gl))>

]
]

N N~—

q/
2t+1a+2t—28) )

(3:) = (& o (RP (1))

:< @D ()2 d> 2nd—25+1d—d+l—170<Rp(nkz))>
ﬂ?[t](2s+1+1)d02nd725+1d7d+1717 a(RP(1")))
t](23+1+1)dc2nd—2s+1d—d+l—l’ J(RP(fl)»

G -2t di-1 U(Rp(él))>

/

TN N—

q
2t+1a+2t723+1) )
/ — S S
(p) +1= (2”>C2nd+l 1 +a2 2nd—25d+1— 170

( (RP(1%)))
= (w[1]Z;c2nd—2 41, )>
éwm% 2nd—25T1d+i— 1 (RP(f ))>
<((2n) n (112)> ﬁgs+102nd725+1d+171 i 53502nd725d+l717J(Rp(gl))>

2
= () + D) Groraraen) + GroraTor )

Observe que (2t+1a3-,2t—25) = ((212) (2t+1q(;—28) ¢ (2t+1a+qz/t—2s+1> = (g:> (2t+1aqL25+1)7 pois 2' ndo

aparece na expansoes diadicas de 2/7la — 2% e de 2ta — 257! (ja que 2! < 2%). Assim,

obtemos o seguinte sistema de equagoes:

<§) ! (§> - @) (%13— 25)7 (4.5)
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- (§;> - (g:f) (2t+1aqi 25+1)’ (4.6)
<22n> (§;> 1= ((22”) * (Cg>) (;g <2t+1aqi 25+1> + <;];> (Qtﬂzl_ 28). (4.7)

Somando-se (4.5) e (4.6), chegamos a

(§t> - (gi> ((2”12/— 25) * (2t+1aqi 28+1>> ' (4.8)

Vale lembrar que (th+/1a) (gi) = (21+1q;+2t) = (;’/) (vide (4.2), pagina 82).

Afirmacgao 1: @: 1 e @: 0.

De fato, inicialmente assumimos ¢ = 1 (equivalentemente, (%') = 1).

Neste caso, temos (@ + @) @ = (1 + @) @ = 0. Dai, por (4.2) e (4.7) obtemos:

(D))= () (")

Em particular, (%) ((Z;) + (4aq_/25)) =1 e portanto @ = 1 (equivalentemente, @ =0).

(5) - <4aq_/ 28) o
(§> i @ - (4aq_l 28)' _

Juntando-se as duas tltimas equacoes acima, concluimos que (2) = 1, como queriamos.

Assim, temos

e ainda, por (4.5),

Agora, assumimos ¢ > 1 (equivalentemente, (%') = 0).

Neste caso, (4.7) pode ser escrita na forma

1= 7\ (¢ q n q q
RW) ot N+l — s+l ot N+l — 9s |7
B q q q q q
L= (1 + <2>> (2t> <2t+1a _ 25+1) + <2t) (2t+1a —9s)"

Considerando @[1](s+141yq (vide Tabela 3), vemos que
0= ((g)a3™ e o(RP())

_ < [1](25+1+1 2”d_2s+1d_d+l_1,J(RP(nk))>

— (a0 (R P(ED))

_ ()ﬁzsﬂ 2nd—2*+H1d+i-1 (RP(SZ))>

ou ainda,




4.2. Prova do Teorema 4.3 103

!

= () 10 o)

= () (3) (a1 0e)
!

Dali, usando (q) (gi) (2t+1aq,23+1) = 0 em (4.7), obtemos

2
(] q q q
L= (21;) (2t+1a _ 25+1) + (2t> <2t+1a _ 23>'

Portanto, (gt) =1, ou seja, (th) = 0. Finalmente, observamos que a expressao a direita

na igualdade acima é exatamente a que aparece a direita em (4.8), de onde segue que

(%) = 1, encerrando a prova da Afirmagcéo 1.

Afirmagio 2 () — (). (5) —1e (2] ~0

2s 2u

. . . 2t+1
De fato, primeiro consideramos o caso em que ( 9 “) =0.

Por (4.5), (4.6) e Afirmagao 1, temos

P\ q P\ q
9s ) \9t+lg —9s )’ 9s | \9t+lg — 9s+1 |°

Observamos que, como estamos assumindo que 2° nao pertence a expansao diadica de

2!*1q, temos que 2° nao pertence a expansao diadica de 21a — 25%1: logo, pelo Corolario

1.12.6, (g;) (2“1&‘{25“) = ( ¢ ) Assim, obtemos:

2t+lg—2s

1= (2ps> + (§;> = (2t+1q¢;—25) + (2t+1aqi2s+1) = (2t+1aqi25+1> (g;> + (2t+1aqi25+1) = (g;) (2(15)'

Portanto, (;’/) =1= @. Em particular, como (5/) = (2,5 +1q(; +2t) e 2" aparece na expansao

diadica de 2!*'a, temos @ = 1. Ou seja, mostramos que: @ =0= (2t2+31“), @ =1le
(2) =o.

Assumimos agora (

2ttlg
25

) = 1. Dai, 2° nao pertence a expansao diddica de 21q — 2°

e portanto (2;{1(1) = (3/) (2t+1q;723). Assim, lembrando que (q;) = 1 (vide Afirmagao 1),

2
obtemos

q q q Y p q
(25) (2t+1a _ 25) (2t+1a + 2t) (23 9s + ot+1lg — 9s + 1,
de onde concluimos que
q q (NP
25 ) \2t+1q — 23 25 ) \2¢ '

Logo, (zqs) = (2t+1q;723) = (2’;) = 1. Observe que os fatos de 2* ser estritamente maior do

que 2° e de 2° e 2% aparecerem na expansao diadica de 2*'a implicam que 2% aparece

~ «, 7 " / 7
na expansao diddica de 2*'a — 2°. Dal, (2t+1qa_25) = 1 acarreta (gu) = 1. Desse modo,

obtivemos @ =1= (Qt;l“), (2(18) =1le (2%) = 0, como queriamos.
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Afirmacao 3: No casot > 1, @ = Q =0, para cada 1 <wv < t.

De fato, temos (£,) + (%) = (,,%,.) (por (4.5)), (2) = (,, %.11) (por (4.6)), @ =1 (pela
Afirmacgao 1) e @ = @ (pela Afirmagao 2); entdo vemos que

(oo f2) = (2) = () e (2) =)= ()

Fixe v com 1 < v < t. Usaremos as classes

—~ D v+j ~ q v+j
w[U](2v+j+1)d<RP(nk)) = (21}) Oé?l Cd, w[v](2v+j+1)d(RP<€l>) = (21}) 3 Cd,

exibidas na Tabela 3.

. L, L. . ~ _(9s+1 _
Considerando os ntimeros caracterfsticos associados a W[v](gs+141)gc?™~ 2 FDIH=1 ohte-

o2nd— (2S+1+1)d+l 1 U( P( )
v](2S+1+1)d02nd—(23+1+1)d+l 1 ( P(fl)»

G e (R P(E) )

q/

2n—25+1)

=@<@+1).

TN N—

Assim vemos que (2‘{,) =0, se (3?) = 0. Agora, considerando os niimeros caracteristicos

2nd—(25+1)d+1—1

associados a W[v](2s41)aC , obtemos

@ _ <(2v)ad 2nd— (25+1)d+l—170.(]RP(77k))>
[v] P(1")))
[plersrnyac™ TV o (RP(E))
(qv) *2nd=(2+1d+-1 (R P(¢)) >

25+1+1)dc2nd7(25+1)d+1717 o(R

(25+141)dC

- (@
= (@
(

ou seja,

()-G)E)

Logo, (2"‘1) = 0, no caso em que @”) = 0, o que encerra a prova da Afirmacgao 3 para tal
caso.

Podemos assumir entao @?) = 1. Logo, (ﬁ) = @.

Como 2n > 2% + 2% + 2! podemos considerar os ntimeros caracteristicos associados a

W[v) (25 41)aW[V] (gup1)ac® @™ FH2 4D Fazendo isso, obtemos:
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0= <( )Oz?ierQu 2nd— (25+2u)d+l_1,a(RP('r]k))>
= (W

[0](2s s 1yaw[v]guyryac™ @ AL G(RP(1Y)))
[U](2S+1 dw[ ] 2s+1)dw[U](2"+1)d02nd_(23+2u+2)d+l_1>U(Rp(fl)»

= (w
<(qﬂ)623+2" 2nd— 25+2U)d+l—1’a(RP(£l))>
(5) (o0 8 20)

Mas, (2n_gg_2u) = 1, pois (271‘{25) = @ = 1 e 2% aparece na expansao diddica de 2n — 2°.

Logo, temos (1) = (&) ( 7 ) =0.

2v 2v) \2n—25 -2

2n— 23 2“)

Desse modo, mostramos que (2’1) = (2‘{,) = (0, como queriamos.

Pelas afirmagoes 2 e 3, temos (2‘15) =1

(9 = (%) e (L) =0. Assim, do Lema 4.2.5

segue que q = 2° 4 1.
Em relagao a p, temos: @ = (2?) (pela Afirmagao 2), (th) = 1 (pela Afirmagao

1) e (21,) = 0 para 1 < v < t (pela Afirmagao 3). Ou seja, j4 mostramos que (21”1,) =
(2”) para 1 < v <t e para v = s. Assim, como também ja temos ¢ = 2° + 1, todas as

hipoteses do Lema 4.2.6 estao satisfeitas, de onde segue que

2
N , para cada 1 <wv < s,
2v 2v

Desse modo determinamos p e ¢ como queriamos, encerrando esta subsecao.

4.2.5 Caso 2° > 2¢

Como anteriormente, estamos nas condi¢oes apresentadas na Subsecao 4.2.1. Nesta sub-
se¢ao assumimos 2° > 2%, Lembramos que 2n = 2/(2a +1) e 2% < 2n < 2“1 A Subsecao
4.2.2, onde abordamos o caso 2° < 2!, prova o Teorema 4.2.4 para o caso em que 2n é,
em particular, uma poténcia de 2 qualquer; sendo assim, podemos assumir ¢ > 1, ou seja,
2 < 24 < 2.

Nosso objetivo é mostrar que:
Wi =1+a))®™ e W(E)=0+8)"".

Observe que (14 4)* ™ = (1+ 83)(1 + Ba) = (1 + Ba), pois 2° > 2*T1 > 2n implica

32" = 0. Logo, como p e ¢ sdo fmpares, com p < 2°*1 e ¢ < 24T satisfazendo
W) =1 +ag)? e  W(E)=(1+8)Y,

precisamos provar que p=2n+1eqg=1.
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Substituindo (2;) 0= @ nas classes obtidas em (I), (V) e (VII), paginas 87 e

88, compomos a seguinte tabela:

Tabela 4 RP(n) RP(&)
w[1]aq e+ (8 )ad + agc? ((22”) + (‘12/)) 32 + Bact
@[U](Qvﬂ'ﬂ)d ( )Ogﬂ c? (qu) 3v+jcd

(I<v<t;j20)

~

W[t] 2+ 1 1)

(J=0)

C(2t+j+1)d_,r_ (;)a§t+jcd ( ) 62[t+3 d

Como k > d, podemos considerar os ntimeros caracteristicos associados a w [t](gsH)dck_l_d

e W ](25+1) ch-1-d (para cada 1 < v < t). Fazendo isso, obtemos:

() + () = (e + (Gag et) &1 o (RP()) )
Blt)rsact 1, o (RP (1))

@[t1<2s+1 2 o (RP(E)))

((32 )7 ) 1 (RP(E) ) =0,

=
=

Logo, temos:

-6

p) =0, para cada 1 <wv < t. (4.10)

Afirmacao 1: (2t+1q(;+2t) = (2) =1

De fato, a primeira igualdade é dada em (4.2), pagina 86, quando consideramos os numeros

2%d+k— 1

caracteristicos provindos de ¢ Assim resta provar que ( ) = 1. Se k > 2°d entao

podemos considerar os nimeros caracteristicos associados a w —1=2%d_ ohtendo:

[1]54¢"
(22n) (gs) +1= <((;)02d+@ad—|—adcd> h=1=2d ) >
= (w72 o (RP(F))
= (L33 o (RP(E))

),
— <<<@+@) B3+ 5dcd>2 ki, U(RP(Uk))>
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(@) + o) e ompr)) o,

pois 33 = 0. Portanto, (22") (5/) = 1, o que acarreta (5,) =1.

Assumimos agora k < 2°d e argumentaremos por reducao ao absurdo. Suponha entao
(g;) = 0 (equivalentemente, () = 1). Dai, waq(n*) = (£)a?” = a3 # 0, implicando
k = 2°d. Pelo Teorema 2.2, sabemos que, salvo bordismo, o tnico fibrado nao-nulo sobre
um espago projetivo par que pode ser realizado como um fized-data é o fibrado tangente.

Sabemos ainda, pelo Coroléario 1.7.11(a), que:
0" — K4P(2°) é um fived-data se, e somente se, ' — K4P(2n) é um fived-data .

Por questoes dimensionais, concluimos entdo que n* — KyP(2%) (assim como ¢ —
K4P(2n)) nao pode ser um fized-data, pois k e [ sdo nao nulos, 2° # 2n e k + 2°d =
| + 2nd. Se tivéssemos (1 + ag)? = (1 + aq)? 1, terfamos 1**? bordante ao fibrado
tangente 7K 4P (2°) e conseqiientemente 7*'¢ poderia ser realizado como o fized-data de
uma involucao, o que pelo dito acima nao pode ocorrer. Desse modo, concluimos que

W) = (1 + aq)? # (1 + ag)* ™. Assim, ja que estamos supondo (1) = 1 e temos

p < 25+ existe v com 2 < 2V < 2° tal que (2’:,) = 1 (equivalentemente, (5;) = 0). Logo,

(25 ) = 0. Por (4.10) temos (ztpil) =1 e, por (4.9), @ = ( ) Entao, de ( P) =1 segue

que: (28—p2,t+1) = (28—p2,t+1) (2%) (251) = (25—p2lt+1) (g;) (2511) = (25 1) = 0. Ou seja,

p/
(25 _ 2t+1) = 0.

Para cada j > 1, definimos a classe
Wei+na(RP(=)) = Sq¥ ( e (Squ (Sqd(w[lbd(RP(—))))) )
e aplicamos o Lema 4.2.2, iterativamente, para calcular (vide Tabela 4 para os valores de
w[1]2q):
Wiaip1)a(RP(0*)) = Sq*'” 1d( (SQM (Sqd(w[l]zd(RP(Uk))))) )
= Sg¥ ( (Squ (Sq (( "+ (’;)Ozfl + adcd)>> )

— Sq2j71d ( (Sq2d (adc + O[dCZd))) . )
27d

J
= a2 ¢ + aye

T 40a(RP(E)) = 5S¢ (- (¢ (Sa(w[1]a(RP(E1))) )

s (s s () + ) ) )
= S (- (S (e + ™)) )
c2lj ¢+ ﬁd02jd-
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Usando as classes w(25+1)d, obtemos entao

1=1+ m = ((a% ¢ + agc* )k~ o(RP(n*)))
= (Wizs1)ac” 74, o (RP(1*)))
= (s +1)ac" 74, o (RP(E)))
= (82 c? + Bac¥ ) k41 o(RP(E))) = (2t+1a‘ilr2_1).

)ct
Ou seja, (2t+1a+2t 1) . Em particular, (2t$/1a) = 1 e portanto (g;) = 0, pois estamos

supondo (. 7,) = <;z> -0

Agora, usando as classes wt+141)q, chegamos a

0= (5 ) + (7) = ((@F e + age®™ )@ 2TER=AL g(RP (1))
W(at+111)d 6(25—2t+1)d+k—1—d’ U(RP(n ))>
W(t+141) gc® 7 dE1=d G(RP(E)))

= (w
= (w
<( Qt+1 d—i—ﬁ c2 +1d) (25—2t+1)d+k—1—d’U(Rp(gl)»
= (

!

2t+1a+2t 2t+1) + (2t+1aq+2t 1)
- ((21;) (2t+1a 2t+1) +1=1.

Ou seja, supondo (2;) = (0 chegamos ao absurdo 0 = 1. Desse modo, concluimos que

—
(g’s) = 1, como queriamos.

Da Afirmacao 1 e de (4.9) segue que

BCRCESmE

Em particular, (g;) = 1 e, conseqiientemente, (2‘1,5) = 0. Assim, para cada j > 0, temos

(vide Tabela 4):

Wt)or+i+1a(RP(F)) = 2N | 2

@[t](ztﬂ'ﬂ)d(RP(gl)) = ﬁgmcd-

Afirmagao 2: (29 pz,uﬂ) =1le U = 0.

(25 —2vtNd+k—1—d

De fato, usando @[t]u+141) e , obtemos:

wlt
1+ (25 2u+1) — (1;’) (25 2u+1> _ ((C(zu+1+1)d + a/?lu-*-lCd)c(2~€72“+l)d+k—1—d’U(Rp(nk)»
= (@[t) gur141)ac® > G (RP(0Y)))
= ([t] g1 1yac® 72 TIHEId 6 (RP(E)))
= (B ) 2RI 6 (RP(nF))) = 0.
Portanto, (25_’;u+1) = 1. Em particular, (2511%) = (25 2u+1)( ) = (;’;)
Dai,
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1+ (2) = (5) + (,75) = (@D 4 2" cd) 2 -20d+h-1=d (R P(nF)))
= (B[t] gy 1)ac® 2IHE1=d 5 (RP(n})))
= (D[] (gup1)ac® 214 (R P(E1)))
= (B3 ch)@-20dk-1-d 5 (RP(pF)))

q/
- (2t+1a+2t—2u) =1,

!

q —
2t+1a+2t) =L

pois 2% aparece na expansao diadica de 21q + 2! e, pela Afirmacao 1, (

S )
Desse modo, mostramos que (gu) = 0, encerrando a prova da Afirmagao 2.

Afirmagao 3: ¢ =1.
De fato, como q¢ < 2%t e ¢ ¢ fmpar, é suficiente mostrarmos que @ = 0, para cada
v=12,...,u
Primeiro consideraremos v com 1 < v < t e os nameros caracteristicos associados a
W[v] (gt 4 1yac® 2414 (vide Tabela 4). Assim, por (4.10), obtemos:
0— <(Uad Cd) C(25—2t)d+k—1—d7U(Rp(nk:))>
(@[v]) @ 1yac® =21 o (RP(04)))
(@v ]<2t+1)dc(2”2t)d+’“*1*d, o(RP(£)))
<< B )Czs 2t)d+k—1—d’U(RP(€l>)>
- (qu) (2t+1 ) - ( )

9v
pois (2t+1a+2t) = 1 (vide Afirmacao 1) implica (2t+1 ) = 1. Assim, provamos que (2%) =0,

para 1 < v < t.

De (2t+1a+2t) = 1 segue que @ = 1 e, conseqilientemente, @ = 0, para cada 2 que

aparece na expansao diadica de 2n = 2!71q + 2!, Em particular, @ = (L) =0.
Resta entao considerarmos v com t < v < u e @f) =0 (se u =t+ 1, ndo ha mais nada a

provar). Considerando os ntimeros caracteristicos associados a @[t](go1)gc® 2 )4+k=1=d,
obtemos:
(o70) = (85 el =214, o (RP(E')))

= (@[t] v 41)ac® 2 o (RP(EY)))

= (@[t]@o41)ac® 24 0 (RP(0Y)))

— (2D 02" () (2N —d (R P(ph))
- (§;> + (25p 2v) =1

pois (’2’_;) = 1, 2" aparece na expansao diadica de 2° — 2Y e, pela Afirmacao 2, (27’,:) = 0.

Q.

Desse modo, mostramos que (2nq:21,) = 1. Observe que @ff) = 0 implica que 2" aparece

na expansao diadica de 2n — 2¥. Assim, concluimos que (g;) = 1 e, portanto, (;’) = 0,

v
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como queriamos.

Finalmente, mostraremos que p = 2n + 1. Temos que p é impar e 2n e p sao

estritamente menores que 2571, Entao, basta provarmos que

2
(;):<27Z), parav=1,2,...,s,

pois isso significa que p e 2n + 1 possuem a mesma expansao diddica.

Pela Afirmacao 2, (QZL) =1le (2’2) =0 parau+1 < v < s. Pela Afirmacao 1 e

(4.9), (2”3) =0e (;) = 1. Além disso, por (4.10) temos (212) =0 para 1 <wv < t. Assim,

lembrando que 2! e 2% sdo respectivamente a menor e a maior poténcia de 2 que aparecem

na expansao diddica de 2n, ja mostramos que

2
(;):(2:? para 1l <v <teparau<v<s. (4.11)

Se u =t + 1, entao nao ha mais nada a provar. Logo, assumimos u >t + 1 e precisamos

2
(;):<;>, para cada t <v < wu — 1.

Para isso, usaremos (4.11) e as classes W[t](t+i11)g com 0 < j < u —t. Ja sabemos que

mostrar que

tals classes sao escritas na forma

t4j t+j t+j
AN 27 d e 2

em RP(n*) e RP(¢&!), respectivamente.

Consideraremos numeros caracteristicos envolvendo certos produtos das classes acima.
Entao, por questoes dimensionais, convém observar que » . (2" + 1)d < dim(RP(n*)).
Com efeito, de @ = 1 segue que wyug(nk) = @aflu = 2" # 0 e portanto k > 2%d > ud.

Assim, temos
"+ 1)d+ 2" T+ D)d+ -+ (2" + 1)d < 2"T'd + ud < 2°d + k.

Observamos ainda que ¢’ = 2471 — ¢ = 24T — 1 = 3% /2% pois ¢ = 1 (vide Afirmagao

3). Logo, para cada natural m < 2n < 2uFl (gmcCr—midti=1 o(RP(£!))) = ( ¢ ) = 1.

2n—m

Ou seja, para cada natural m tal que md < 2nd + 1 — 1, temos:

(B ndtizt=md 5(RP(£)) = 0 se, e somente se, m > 2n.
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Definimos o conjunto

2
V—{v:t§v<ue (27)—1}—{v1,v2,...,vf},

U1>U2>"'>Uf:t.

com

Mostraremos que, para cada 1 < i < f|

p 2n
o) = {90 ) para todo v com v;_1 > v > v;

(denotamos vy = u). Para tanto, usaremos indugao sobre i.

Pela definicao do conjunto V, temos (;ﬁ) =1 e (no caso em que u > vy + 1) (gﬁ) =0 se

u>wv >wv; + 1. Logo,
U 4 2V < 9p e ou 4 ouitl 5 on.

Nosso proximo passo serda mostrar que (Quf;/vﬁl) = 1. Como tal igualdade ¢ trivial se
u = vy + 1, assumimos u > v; + 1 e, entao, calculamos:

0= <(/62u+2v1+1C2Sd—(2u+2v1+l)d+k—1’ U(RP(fl))>

<(ﬁdu )( gui+l d) sd— (2u+2U1+1+2)d+k_1,a(RP(fl)»

(2+1)d 4 % " )(C(2v1+1+1)d + a(2i”l+1Cd)CQSdf(2“+2”1+1+2)d+k71’U(Rp(nk)»

/

((c

(5) + (oo fn) + (750) + (o0 pu0)
- (g;) + (2L2£2v1+1)

1

1

+ (2sszlu+1) (2u712)lvl+1)
+ (b))
pois m =1= @ (;’_,:) = 0 (vide (4.11)) e 2" aparece nas expansoes diadicas de
25 — 2% @ 25 — Quitl,
Portanto, m = 1. Disso segue que @ =lseu>v>uv+1.
Por sua vez, temos:
1 = (B3 F2" 2 d-("+2)dth—1 5(RP(¢)))
= (B ) (B2 )P d-(2 421 42)d k-1 (R P(EL)))

— (C(2“+1)d + aducd)(c(zvlﬂ)d + 043”1 Cd)c23d—(2“+2v1+2)d+k—1’ 0<RP(77k))>

(
( ) (28 p;vl) + (23112“) + (25—2%—2”1)
1
1

' ' P
25— 2u+1 Qu__9uv1+1 2v1

-+

(32.)-
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Logo, @ = 0.

Desse modo obtivemos (271) =0seu>v>v+1e (2751) = 1. Ou seja, pela caracterizagao

2
<211) = (;:) para todo u = vy > v > ;.

Seja 1 < 7 < f e suponha indutivamente @f) = (2’;) para cada u > v > v;_1.

Pela definicao do conjunto V, temos 2n = Z;;B 2V + Zj:z 2V e Z{:l 2V < 2¥tl Logo,

de v, mostramos que:

7 i—1
szﬂ' <2n e (Z 2”]') +ouitl 5 9y
=0 =0

Além disso, pela hipotese de indugao (juntamente com (4.11)), temos:

P B P B '] o I’ 0
9o - u1 - Qu2 - B Qvi—1 o
Y Y 4 Y
(28 _ 2U0+1) - (Qvo — 2v1+1) - (2v1 _ 2v2+1> - (2”2’2 _ 2’Ui1+1) =1

Em particular, conforme observamos na demonstragao do Lema 4.2.6 (vide péagina 92),

temos que: se (ag,...,a;) € Zs™, com (0,0,...,0) # (ag,ay,...,a;) # (1,1,...,1), entdo

i 0 4
(25—a02“0—~--—ai,12vi*1—ai2”i+1) T (25—a02”0—~--—ai_12”i—1—ai2“i>'

A seguir provaremos que (QUH{ 2w+1) = 1. Como tal igualdade é trivial se v;_1 = v; + 1,
podemos assumir v;_1; > v; + 1.
Denotaremos = = 2°d+k—1— (2”"“ +1+ Z;;%)(Q”f + 1)) d e ja observamos que z > 0.

Entao, calculamos:

0= ﬁ” PSSO ko1 (20 402 )d ,a(RP(£’>)>

= (T3 en) (82" e o (RP(EY) )

_ <( z 1 C(Q Yi4+1)d + ag J d)) (C(2v¢+1+1)d + ()é?iviJrlCd)Cm, U(RP(T}k))>

= Z (a0 al)ezi-i,-l <a;02“0+~--+a1—12“i_1+a7;2vi+1CQSCH»kflf(aOQUO+...+ai712”i—1+ai2v¢+1)d7 O’(RP(nk))>
= Z(ao, ,az)GZZJrl (23—a02v0_..._ap 12Vi—1_q;2% +1>

- (g + (2s 2v07---f)2“i7172vi+1)

=1+ (25 2vo+1) (2vofp2v1+1) e (2%’*2 71)2“1‘71“) (2”1‘—1112%“)

=1+ (2Ui—1]ilgvi+1)-

Portanto,

2 _
(2”1‘—1 — 2w+1> =1
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como queriamos. Ou seja, (;’;) =1lsev;1>v>0+ 1.

Dali, calculamos:

1= <ﬂ§3‘° AT 2 G(RP(¢)

= (a7 ) o341 (R (el

= ((TTmole® #0037 et) ) 44150 o (RP()) )

a02%0+--+a;—12"1—1 4a;2" 2nd+l—1—(a121 +ota; 121 +ai2”i)d’ U(RP(ﬁk)) >

= Z(ao,...,ai)ezg+1 <04d
>

/

(ao,...,ai)GZ’é (25 —ap2v0 —~~-—ai2vi)

/

- (§:> + (2872%7..{2%‘7172%)
1

p/ pl p/ p/
(25—2@0“) (2v0—2v1+1) U (2”1‘—2—2”1‘—1“) (2”1‘7172%)

. . p/
ou seja, obtivemos (2%) =

0.
Assim, mostramos que (2’31,) =1le (2’;) =0 se v;_1 > v > v;. Logo,

() ()

para cada v com v;_; > v > v;, encerrando o processo indutivo. Desse modo concluimos

que p e 2n+1 possuem a mesma expansao diddica e portanto p = 2n+ 1, como queriamos.

4.2.6 Caso 2° =2

Novamente estamos sob as condi¢oes apresentadas na Subsecao 4.2.1 e, finalmente, assu-
mimos 2° = 2% abordando assim o ultimo caso em questao. Ou seja, estamos no caso
2% < 2n < 2°T e 2n = 2 g + 2t com a > 1.

Nosso objetivo ¢ mostrar que: se d < k < d + hg(0,2%) entdo W(n*) = 1 + ag; se
k> d+ hg(0,2%) entdo W(n*) = (1 + ag)® ™ e W(E) = (1 + By)* L.

Observe que 2% > 2! > 2. Logo, hy(0,2°) = 25d — d, pelos teoremas 3.2 e 3.3.4. Assim,

como tomamos p < 2571 e ¢ < 2ut! = 25+! gatisfazendo
W) =1 +a” e W(E)=(1+p)%

basta provarmos que:
(a) se d < k < 2°d entdo p = 1;
(b) se k >2°dentao ¢ =2°+1ep=2n+1.
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Substituindo @ =0= (gt) nas classes obtidas em (I), (V) e (VII), nas paginas 87

e 88, obtemos a

Tabela 5 RP(n") RP(€)
w[1]aq ()2 + () a2 + agel ((22”) + (g)) 32 + Bact
W[ @o+i41)d (£)ad™ ¢ ()35 e
(1<v<t;j>0)
Wt eespna || T (f)ag e (5)03
(j=0)

Definimos a classe @i i1)q(RP(—)) = Sg¥ ( . (Sq2d (Sqd(w[l]gd(RP(—))))) . ) e,
aplicando o Lema 4.2.4 iterativamente, calculamos:
@(zjﬂ)d(RP(nk)) = Sqwld ( e (qud (Sqd<w[1]2d))) T ) = a?zjcd + Oédczjd,

Wiaigna(RP(E)) = S¢7 7 (- (S¢* (Sq*(wl]aa))) - +) = B3 ¢ + Bac™™?,
para cada 7 > 1.
Como k > d, podemos considerar os niimeros caracteristicos associados a @[v](s41)qc* 174

(para cada 1 <wv < t), wlt] (25+1)dck717d e ﬁ(23+1)dck*1*d. Desse modo obtemos:

() = ((()aZ ') -4, o ®P()) )

()3 et) 1t o®PED)) = (£) (70

() + @) = (=04 oz e!) &1, o(RP(1)))
= (0[t]@ernyac® % o (RP(n")))

W[t)2s 41”74, o (RP(E)))
= (@) et) &4 0®PED)) = (1) (5750),

)

~—

L+ (,7) = <(04250d + aqc®?) 1 o (RP(n)
Wiz +nyac” 7 o (RP(Y)))

= (W(astnac* % o (RP(E))

= ((B7 ¢! + Bac®™®) 171 0 (RP(E))) = (27;{28) + (zg—l)'

Ou seja, obtivemos o seguinte sistema de equagoes:

/!
(QP) - (QQ) (2 ? 2) para cada 1 < v < t, (4.12)
v v n — 2%
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2 p q q
= 4.13
() (2) = () o) (12
P q q
1 = . 4.14
(7)) = (o a)+ () (14

2°d+k—1

Vale lembrar que, pela igualdade entre os ntimeros caracteristicos associados a ¢

() - (5.)

:1entéo@:@:Oparacadavcom1§v<t.

(vide (4.2), pagina 86), temos

Afirmacgao 1: Se (2n 23)

De fato, com a hipotese (275{25) = 1 segue de (4.12) que

Py _ (4
2v 2 )’
para cada 1 < v < t. Suponha por absurdo que exista v, com 1 < v < t, tal que

(2) = () = 1. Logo wwna(€) = (0, )320 " = B2+ £0, pois 2 +1< 2 +1 < 2n.
Dai, teremos | > (2 + 1)d > 2d + 1 e entao, uma vez que 2n > 2° + 2!, podemos

. ., L. . ~ ~ _(9s t —2d—
considerar os niimeros caracteristicos associados a W[v](gs 4 1)a@[v] ot 4 1)gc?d @ +2)dH=2d=1

Como estamos supondo @ = @ = 1, obtemos entao (vide Tabela 5):
0—( 25 42° 2nd—(2°+2")d+l— 1 (RP(U ))>
<( )( Cd>c2nd—(23+2t)d+l—2d—1’ U(RP(nk)» _
= (@[] (g2+1)a @[] 21 1yac™ L G (RP(11)))
= (Bv ](25+1 40V ](gt+1)d02”d_(25+2t)d+l_2d_1,O(RP(él)»
<< )(5? ) 2nd—(2s+2t)d+lf2d—1’U(Rp(gl)»
<(ﬁ25+2t ) 2nd—(25+2)d+1— 1 (Rp(gl)»
- (angsfzt) =1

pois 2! aparece na expansao diadica de 2n — 2% e (27;{25) = 1. Com tal contradi¢ao 0 =1,

provamos que (2’;) = (;’v) = 0, como queriamos.

Afirmagao 2: Se ( ) =1, entao p = 1.

De fato, das igualdades 1 = (g;) = (5;) = (2t+1q;+2t) segue que (2;{1&) = 1. Além disso,

!

an_QS) = 1. Em particular,

como 2° aparece na expansao diddica de 2n, temos também (
pela Afirmacao 1, (2‘2) = 0 para cada 1 < v < t; ou seja, (gfj) =1 paracada 1l <wv < t.

Logo, (Qagil) - (2t+1aqizt71) - (2;{1 )(Qt 1) =L
Assim, por (4.14), obtemos ( i ) = 1. Agora, (p;) =1=(

/ . .
9s 1 25’_1) significa que, para todo

1 <wv <s, 2Y aparece em p’' e portanto ndo aparece em p. Desse modo, uma vez que p é

fmpar e p < 2°*!, concluimos que p = 1 como queriamos.
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Iniciamos agora a prova do item (a). Ou seja, assumimos d < k < 2°d e precisamos

mostrar que p = 1. Pela Afirmacao 2, basta provarmos que (5;) =1.

Como 2n > 2% e 2°d + k = 2nd + [, temos | < k < 2°d acarretando 0 = ws:q(¢") = (1) 53

/

e, entao, (2‘15) = 0. Ou seja, (g) = 1. Assim, uma vez que 2° aparece na expansao diadica
Y q q

= = ) 4.15

(3)=(5)= (") (15

Se k < 2°d entdo necessariamente 0 = wyq(n*) = (2)a3’, o que implica (2) = 0 e

de 2n, obtemos

portanto (5;) = 1, encerrando a demonstragao.

p/

Assim, resta provar que (25

) = 1 assumindo k£ = 2°d. Faremos isso por redugao ao

absurdo. Suponha entdo (7.) = 0, ou equivalentemente, (7)) = 1. Logo, por (4.15), temos
2 2

B (;)::Qn{%)zo_

Daf, por (4.12), temos (2) = 0se 1 < v < t. E de (4.13) segue que () = (p/) = 0.

21}

Portanto, m =1.
Conforme notamos na subsegao anterior (vide pagina 107), n* — K,P(2°) (assim como
¢ — K4P(2n)) nio pode ser um fized-data. Logo, temos p # 2° + 1, pois caso contrario
¥4 — K4P(2°) seria bordante ao fibrado tangente 7 — K, P(2°), o qual é um fived-
p

data. Desse modo, como p < 2°F! e estamos supondo (2) = 1, concluimos que () =1
p p 2 2

(conseqlientemente, (5;) = 0) para algum 1 < v < s. Como (Qtfl/_l) = 1, temos entao

P i _ 0
9s _9ot+1 ] \ogs _ 1)

Substituindo ( pil) =0= (2n‘{23) em (4.14) obtemos

28
q/
=1
(Qn — 1>
q/

Em particular, (2t+1a) =1, pois 1 = ( ¢ ) = <2tq+/1a)( ¢ ) E ainda obtemos (ql) =

2n—1 2t—1 ot
(2%1) (5) = (3,) =0

Agora, considerando os niimeros caracteristicos associados a wa+141)q

c25d— (2 1) d+k—1
Y

chegamos a
0= (25—p2t+1) + (25—1)
_ <<a§t+1cd i odeQtHd) Cgsd_(2t+1+1)d+k—1’ J(RP(nk))>

= <@(2t+1+1)d025d7(2t+1+1)d+k71, U(Rp(nk)»
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= (W(gr+141)ac? T G(RP(E)))
<< 204 d ﬁdcthd) 025d7(2t+1+1)d+k71’O(RP(£I>>>

= (2n—q2t+1> + (27;1,—1) =1

pois (2S_p2/t+1) = (2511) =0, (23/_1) =1, (‘21;) = 0 e 2! aparece na expansao diddica de

2n — 21 = 2ttlg 4 ot 9+l = 2+l (g — 1) 4+ 2'. Tal contradicdo, 0 = 1, decorreu da nossa

p/

. o~ /
suposicao (25 4

) = 0. Desse modo provamos que (2) = 1, como queriamos. Isso encerra a

prova do item (a).

Resta entao provarmos o item (b). Assim, assumimos k > 2°d e nosso objetivo é

mostrar que: ¢ =2°+1ep=2n+1.

Afirmagao 3: Se ¢t > 1 entao (7 @ R* 4 — K,P(2°)) U (v @ R — K4P(2n)) ndo é
um fized-data.

De fato, argumentaremos por reducao ao absurdo. Suponha entao que
VER"T - KyP(2°) U '@ RTY — K P(2n)

¢ um fized-data. Entao, pelo Corolério 1.7.11(b): (v4 @ R¥ — K,P(2%)) U (R*'4F — x)
¢ um fized-data se, e somente se, (v¢ & R — K;P(2n)) U (R** — %) ¢ um fized-data.

Logo, temos:
d <k <hg0,2°)+d se, esomentese d<1I<hy(0,2n)+d.
Como k,l > d e, por hipotese, t > 1, temos entao:
k> hg(0,2°) +d = 2°d se, e somente se [ > hq(0,2n) + d = 2'd.

Assim, como estamos assumindo k > 2°d obtemos [ > 2'd (lembrando que | < k pois
2% < 2n). Agora, removendo secgdes se necessario (vide Teorema 1.9.3), podemos assumir
[ = 2!d + 1. Pela equivaléncia acima, ainda temos k > 25d + 1. Observe que 2n <
2sTh 9t = 95 4 2571 4 ... 4 2! pois 2° e 2! sdo, respectivamente, a maior e a menor

poténcia de 2 que aparece em 2n. Por outro lado,
2 d+1<2%d+k=2nd+1=2nd+2'd+1
e portanto 2n > 2571 — 2t Logo, 2n = 25! — 2! ¢ k = 2°d + 1. Assim, temos que

,yd D RQSCH’].*d N KdP(2s) U ,.yd D RQtd+lfd N KdP(QS . 2t>
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é um fized-data. Ou seja, os fibrados splitting A — RP(y? @ R¥¥*1=d) e X — RP(y¢ @
R2'd+1-d) possuem os mesmos nimeros caracteristicos (com dim(RP(y% @ R¥4+1-4)) =
dim(RP(y? @ R?4+1-d)) = 25+1q).
Agora, como W (y? @ R¥41-4) = 1 4 ay e W(y¢ @ R¥¥H1-4) = 1 + 3, obtemos (pelo
Teorema 1.6.4):
W(RP(y¢ @ RE4H1-4)) = (1 4 )2+ (14 )24 4 (14 )2 +1-dgy) |
W(RP(’Yd e R?d—i—l—d)) =(1+ 5d)28+1—2i+1 ((1 + C)ztd+1 +(1+ c)2td+1—dﬁd) )
Logo,
W(RP(y? @ RZH1-4)) (1 + )81 = (14 ag)? ! (1 + )24 4 (1 + )2 day,) =
=(14+ag+a2)(1+c?+ ¥4 FH Ly + age??),
W<RP(’Yd @szdﬂ—d))(l + C)d 1 (1 + By )2a+1 —204+1 ((1 + C)Qtd+d + (1 + C)?dﬁd) —
(1 e mﬁﬁ (14 ¢ 2 2D 3, 4 3,c2' ),
Denotaremos por w;(RP(—)) o termo homogéneo de grau i de W(RP(-))(1 + ¢)*!
Como, por hipétese, 2° > 2t > 2, vemos que (25+21t__21t +1) = 0. Assim, calculamos:
wag(RP(y! @ R¥4H74)) = 0,
Byrg(RP (7% @ R2 )y = 52 4 (P2 g2t (3d oy 4 2 — g2t 4 (2,
Was+1_anya(RP(y? & R¥4H1=d)) —
T I (g o)+ (BT
T )
_ §5+1—2t + (25;11:221111) (2s+21t:21t+1) §S+1—2f—1(ﬁd+c >+ﬁ25+1 —ot+t Qtd+

EI F 7 ) 2 2 (e )

_ p2stiot 25—+t otd.
= Pa + 04

Agora, considerando os ntimeros caracteristicos associados a st as+1_9t)q, Obtemos
0= <Uu}2tdw(25+1_2t)d7 U(RP(de D R2Sd+1fd))>

<w2tdw(29+1 2t)d, (Rp(vd @R2td+l—d))>

<( _|_ 2td)< §s+1_2t I §s+1_2t+1 2td) (]RP(W/d @R2td+1_d)>>

= (4

= (G4

2ot 25+1 2t 2td+ﬂ35+1 -2t 2td+ﬂ25+1 20+ 2t O.(RP<,Yd®R2td+lfd))>
25+l _ 2”1 2t+1d (RP(’y @ RQtd—s—l—d)))
S RE
. s+1 - t _ 1 2s+L sH1_
po1s ﬁd2 =0e W<RP('7d@R2 H d)) = W(RP(,de;RﬁdJrlfd)) = ?—ffzid) = (14 54)? g

Assim, supondo que (7¢ @ RF4 — K,P(2°)) U (* @ R — K,P(2n)) é um fized-data
chegamos a uma contradi¢ao, 0 = 1. Desse modo, encerramos a demonstracao da Afir-

macao 3.
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Afirmagao 4: (;’/) =0e m =1.
De fato, como estamos assumindo k& > 2°d, podemos considerar os niimeros caracteristicos
associados a w[1]2;c2 #F-1-2"""d " Agsim | obtemos (vide Tabela 5):
W+ 1= <(@Czd i (g’)ag I adcd> z CQSd+k12s+1d70_(RP(nk))>
= (w1541 G (RP ()
= (w[1fc” T2 o (RP(E))

() + (D) s+ sac)” ook 120 o(mpE) ) = (L7,

= (5075)- Agora, como (1) = (5) = (3.)(,,75), temos ento

K]

Logo, (%) ()

(22”) (g;) (21;{25) 1= (2n({25) e portanto ((22") (g;) + 1) (Qn‘gs) = 1. Em particular, temos
que
q/
=1
(2n — 28>
e ainda

Se t = 1 entao (22") = 1 e da igualdade acima segue que (3;) = 0. Dai,

(- (0) - ()6 ) -

Assim, para encerrar a prova da Afirmacao 4, resta assumir ¢ > 1 e obter (g;) = 0.

Faremos isso por reducao ao absurdo. Suponha entao @ = (2n) = 1. Pela Afirmacao

2, temos p = 1. Temos ainda, ( v) = 0 para cada 2" que aparece em 2n (em particular
para v =t e v = §) e para cada 2 < 2V < 2! vide Afirmagao 1. Agora, se 2V é tal que
2! < 2Y < 2% e 2Y nao aparece em 2n entao considere os niimeros caracteristicos associados

a w[t](2v+1)dczsd+k_1_(2v+1)d (vide Tabela 5). Desse modo, obtemos

p’) 20+ 1)d 2°d+k—1—(2V+1)d U(RP(T}k))>
[t
[

®

= (3

<ﬁ7 ] 21}_H)dczsd+lcfl—(2”+1)d7 U(RP(nk)»
= (w

= (4

] 2u+1)d023d+k_1_(2v+1)d, a(RP(fl))>

o420 d+k—1-(2"+1)d O'(RP<€l)>>

/ ) = 1. Como 2" nao aparece em 2n, 2¥ aparace em 2n — 2% e portanto

Desse modo, obtemos (21}) = (0 para todo 1 < v < s e entdo, como ¢ ¢ impar com ¢q < 257!,

temos g = 1.
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Agora, p = 1 e ¢ = 1 implicam que o fized-data (n* — K4P(2%)) U (&8 — Ky4P(2n)) é
bordante a

VeR"T - K,P(2°) U '@ RTY — K P(2n)

e, conseqiientemente, (y* ® R — K;P(2°)) U (v @ R™ — Ky4P(2n)) também é um
fized-data, o que contraria a Afirmacgao 3.

Dessa contradi¢ao concluimos que @ = 0, como querfamos.

Afirmagao 5: ¢ =2° + 1.

De fato, como ¢ é impar com ¢ < 2°*!, basta provarmos que (QT) =1le @ = 0 para todo
1<v<s.

Pela Afirmacéo 4, temos m =1eainda 0 = (2;) = (q/) = (q')( ¢ ) = (g;) Logo,

2n—2% 2n 25) \2n—2s

@ =1le (‘i) = 0 para cada 2" que aparece em 2n — 2° (em particular, para v = t) e
para cada 2V com 2 < 2V < 2! (vide Afirmagao 1).

Assim, resta considerarmos (caso existam) os valores de v tais que t < v < s e 2V néo
aparece em 2n — 2°, e mostrarmos que @ = 0 (equivalentemente, (g_;) = 1). Fixemos

entao v satisfazendo tais condicoes.

Em (4.13), pagina 115, temos

(o) ()= () le)

) = 1, pois ja sabemos que: (g;) =1, (2;) =0e (2n 25) 1. Logo

p

Assim, vemos que (Qt

(vide Tabela 5),
Bt e pya(RP (7)) = 270 4 af e

@[] @i ra(RP(E)) = 47 ¢,
para cada j > 0. Agora, como 2 < 2! < 2¥ < 2% temos (2 +2)d < 2°d < k—1 e portanto

podemos considerar os ntimeros caracteristicos associados a
(@[t 204190 + ¢TI (D[t] 2 1)a + F D) HF17EHD,

Com tais ntimeros, obtemos:
0=(a 2”+256k—172”d’0(RP(nk)>>
= (o ) (aF )17 o (RP(nF)))
= ((c@"+Dd 4 g2 )@+ 4 g2° d) h—1=(2+Dd_5(RP(ED)))
= (Fdhol y g 2drk-1-2°d | 32° k=1 | g2H2Y k—1-2"d (R P(EL)))
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= (g'rll) + <2nq—/2”) + (271({25) + §5+2vck7172vda U(RP(gl)»
=0+ (5,75) + 1+ (B A1 0 (RP(E)));

ou seja,

(5,7 50) + 2 omPE) = 1. (416)

n—2v
Observe que como fixamos 2V < 2° sob a condigdo de nao aparecer em 2n — 2° (e, con-
seqlientemente, nao aparacer em 2n) temos que 2¥ aparece em 2n — 2° — 2¥ (assim como
em 2n — 2V).
Se 2° 42 > 2n, entdo 37 2 = 0 e portanto (33 T2 F172d 5(RP(¢))) = 0. Logo, de
(4.16) segue que m = 1. Como 2" aparece em 2n — 2¥, vemos entao que @ =1.

Se 2° + 2V < 2n entdo (37 ¥ F1 o(RP(€N)) = (,, % _,.). Dai, por (4.16), obtemos

/ ! ~ ’
(2anzv) + (27%33721,) = 1 e entao, como 2¥ aparece em 2n—2" ¢ em 2n —2° — 2", concluimos

que@: 1.

Desse modo obtemos (em qualquer dos casos) (2‘2) = 0, como queriamos.

Afirmagao 6: p=2n+ 1.

De fato, pela Afirmacao 4 temos @ =1= @ e (2nq,/23) = 1. Dai, da Afirmacao 1 segue

que (2%) =0= (gf) se 1 < v < t. Conforme vimos na prova da Afirmacao 5, também

temos (th) =1= (227}) Ou seja, ja mostramos que (211) = (g’j) para cadav =1,...,te
para v = s. Temos ainda, pela Afirmagao 5, ¢ = 2° 4+ 1. Desse modo, todas as hipoteses

do Lema 4.2.6 estao satisfeitas, de onde segue entao que

2
(2]?1)) — (;) para cada 1 <wv < s.

Assim, como p < 257! e p é impar, concluimos que p e 2n + 1 possuem a mesma expansao

diaddica e portanto sao iguais.

4.3 Prova do Teorema 4.4

Nesta segao, provaremos o Teorema 4.4, o qual determina o valor do limitante hy(2m, 2n)
(com 0 < 2m < 2n) e, assim, generaliza os teoremas 3.2 (Pergher-Stong, caso real) e 3.3.4
(casos complexo e quaternionico) que determinam hg(0,2n). Em particular, tendo em
vista a classificagdo dada pelo Teorema 4.3, calcularemos a codimensao méaxima segundo
a qual uma unido disjunta K,P(2°%) U K4P(2n), com 2° # 2n, pode ser realizada como o

conjunto de pontos fixos de uma involucao.
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Sejam d = 1,2 ou 4, e 2m e 2n dois pares quaisquer, com 0 < 2m < 2n. Escreva
2n —2m =2"2a+1),comt >1ea>0.
Defina

2 set =1,
! =

201 set>1.

Nosso objetivo é mostrar que hy(2m,2n) = /d.

Pela definigdo do limitante hg(2m,2n), precisamos entdao mostrar que
(2n 4+ 1)v8 ®RY* — K,P(2m) U (2m + 1)y8, @ R¥* — K, P(2n)
é um fized-data e
(2n + )78 @ R* — K P(2m)) U (2m + 1)7s @ R¥ — K,P(2n))

nao é um fized-data.
Primeiro, consideraremos o caso real, e mostraremos que
eli[rin RP(2m +2n+1)] =0,

para cada 1 < j < /.

Lema 4.3.1. Para cada j > 1, a variedade el7(73% RP(2m + 2n + 1)) subjacente a
involugao TV (73" RP(2m + 2n + 1)) € o espaco total da fibragao

m?

RP(1) < RP(£, ®R) « --- — RP(§;_1 ® R) « RP((2m + 1)§; @ R,

onde & € o fibrado linha candnico sobre RP(1), e para j > 2, &; € o fibrado linha associado
a involugao (A, S(j-1 @ R)) que atua como a antipodal em cada fibra (vide Observagao

1.7.1).

Demonstracgao: A prova é baseada na comparacao direta entre as construgoes das duas
variedades em questao.

Denotaremos por 1 qualquer aplicacao identidade, por —1 : R®™ — R"™ a aplicacao
(r1,...,2,) — (=21,...,—2,), e por Z : S' — S a conjugagdo complexa (z,y) —
(@, —y).

Dada uma involugao (7T, M"), pela construgao de I'(T,M"), vide Secao 1.9, temos
T, M") = <E x 1, SlXMT). Logo, obtemos:

—1xT

L(r3" ,RP(2m +2n+1)) = (2 x 1, SlXRP(2m+2n+1)>;

2n
—1x750
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2n

(73", RP2m+2n+1)) = [Zx1x 1, ——2m

Ixzx1

slxslxmp(mn+2n+1))
)

stxslxslxrRP(2m+2n+1)
2n
Ix1x—1 XTom

D37, RP2m+2n+1)) = | Zx 1 x1x 1, s 51

—1xzZx1x1

Para cada 1 <k < j+ 1, defina f;;, = fﬁ) X -oe X J(Jk) [ S* — [T} 5", onde

(

-1 sei=k—1,
fj(zizz zZ set1=k,

1 sek—1#i#k.

\

Assim, para cada j > 2, vemos que

(H]i SI)XRP(2m+2n+1)
Fjge1 X730
fix1

elV (3" RP(2m +2n + 1)) =

fj,? x 1

Vejamos agora a construgao da variedade RP((2m + 1)§; @ R*"1).

Vale lembrar que: dada uma involugdo sem pontos fixos (7, M"), em uma variedade
fechada, seu fibrado linha associado, A — —, possui espago total A = {_‘fXXR Observamos

que o fibrado em esferas S(A @ R) junto com a involugdo A que atua como a antipodal

em cada fibra ¢ a involucdo (1 x —1, 2%5%) (vide [5, p. 86]). Além disso, como (2m +

Txz
DA @ R+ = MBI DRI MT o 12 RP(2m +2n + 1) — RP(2m +2n+ 1) é a
induzida pela aplicagdo (—1,1) : S2nF2m+l — G2nH2mHl (0 Tomi1, YLy - - - Yong1) F
(=1, o, —Tomi1, Y1y - - -, Y2ns1), VEMOS que:
ont1 MT X52m+2n+1 .
RP((Q’I?’L + 1))\ D R2n+1) _ S((Qm-&—l)XEB]R ) _ T><(;‘1,1) _ M XRYI?>(<27—77217:2n+1)

Em particular, como & — RP(1) é o fibrado linha associado & involugao (—1,S'), obte-

mos: RP((2m + 1)&; @ R2n+1) = SXRPCmadntl) _ pz2n R p(om 4 2n + 1)),

1><7'2m

De modo geral, para j > 2, temos que:

(4,56 ®R)) = (1x —1, 55,

1X21xs£xsl
(A, S(E@®R) =1 x1x -1, 5255),
slxslxslxst
T oixExIxI

(A, S(GEOR) =(1x1x1x—1, —2=DEL )

IX1Ix—1xZ

ey
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J ol
;s
fi.2

(A, S @R)) = | fij1, T

Entao, obtemos:
(H{ Sl) XRP(2m+2n+1)
Fj2X1

RP((2m + 1)¢; & R2+1) — 51

Figerxr3
Desse modo, como todas as involugoes envolvidas comutam entre si, concluimos que:

(H{ Sl) XRP(2m+2n+1)

. 2n
Fjg+1XTom,
T5,5%1

RP((2m + 1)&; @ R = = e[V (722 RP(2m + 2n + 1)). 0

fj,2><1

Sabe-se que (vide [5, p. 77, 21.8]): se ¥ — S é um k-espacgo vetorial sobre S*,
entdo [RP(£F)] = 0. Logo, [RP((2m +1)& & R?™™)] = 0 e entdo, pelo lema acima, temos
el[m3 RP(2m +2n+ 1) = 0.

Em particular, no caso t =1 (¢ = 2), ja4 mostramos que:
e[yt RP(2m + 2n + 1)] = 0,
para cada 1 < j < /.

Lema 4.3.2. Para cada j > 2, a variedade RP((2m +1)&; @ R?*") € bordante ao espago
total da fibracao

RP(1) «— RP(& @RI — RP((2m + 1)p; @ R,

onde & € o fibrado linha candnico sobre RP(1) e pu; € o fibrado linha candnico sobre

RP(& @ RITY) (isto é, p; € o splitting do fibrado vetorial & ® R~ — RP(1)).
Demonstragao: Considere a colegao
{X<]) ;‘)io = {[A> SO]» [A> Sl]» [A> S(fl D R)]> s [Aa S(ﬁj—l ©® R)]v o }

de elementos de N, (Z,).
Em [5, p. 86, 21.8], esta provado que {X(j)}52, é a wnica base homogénea do
N,-modulo livre N, (Z3) que satisfaz as seguintes condigoes:
() ACX(j +1)) = X(j) para cada j > 0,
(1) e.(X(j)) = 0 € N, para cada j > 1.
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Aqui, A : Ni(Za) — N.(Z3) é o homomorfismo de Smith e €, : Ni.(Zs) — N, é definido
por &[T, M"] = [M"/T].

Sobre o homomorfismo de Smith, convém destacar que (vide [5, p. 85, 24.3]):
AJA, S(n* ® R)] = [4, S(n*)] para cada k-fibrado vetorial n® — V™ sobre uma variedade
fechada.

Considere agora a colegao
{Y(1)}52o = {4 S [A, S [A, S(@@R),... [4, SE &R}

de elementos de N, (Z,). Note que, para cada j, Y (j) € N;(Zs).
Denote por « o gerador de H*(RP(1)); entao, W (& @RI =1+ a. Se p; — RP(& @
R/~1) é o fibrado linha associado a (A, S(& @ RI1)) e wy(p;) = ¢ temos entao:

(d,0RP(EGeRTY)) = (@ (& @R, 0(RP(1))) = (a,0(RP(1))) = 1.

o0
J=0

Logo, vide Teorema 1.4.3, temos que {Y(j) ¢ uma base homogénea do N,-modulo
livre N..(Zs).

Como & @ R™! — RP(1) é um fibrado vetorial sobre S', e,[A, S(& & RITH] = [RP(& &
R7=1)] = 0. Logo, temos que ,(Y(j)) = 0 € N,, para cada j > 1.

Além disso, A(Y(2)) = A[A, S(& @ R)] = [A,S(EY)] =[4,5'] =Y(1), e para cada j > 2,
A(Y (G +1) = A4, 5(6 & RI)| = [4,5(6 & BRI = V()

Logo, pela unicidade acima mencionada, temos que X(j) = Y(j), para cada j. Ou
seja, para cada j > 2, [4,5(§-1 @ R)] = [4,5(& ® RI7Y)]. Entao, os fibrados splitting
& — RP(§-1®R) e p; — RP(£,®RIT1) sdo bordantes e, conseqiientemente, [(2m+1)&;@
R¥H — RP(&_18R)] = [(2m+1)p;@R*™ M — RP(&@RTH] em N;(BO(2m+2n+2)).
Desse modo, concluimos que [RP((2m + 1)&; @ R*1)] = [RP((2m + 1)u; & R*™1)] em

Nomt2nt1+44, como queriamos demonstrar. O

Pelos lemas anteriores, temos que:
el [r5n RP(2m + 2n + 1)] = [RP((2m + 1)p; & R™™)],

para cada j.

Assumimos t > 1e j < 2'—1 = /. Mostraremos que todos os niimeros caracteristicos
de RP((2m + 1)u; & R**1) sao nulos; ou seja, [RP((2m + 1)p; & R )] = 0.
Usaremos « para denotar o gerador de H'(RP(1)) e denotaremos por \; — RP((2m +
1)p; @ R* 1) o fibrado splitting do (2m + 2n + 2)-fibrado vetorial (2m + 1)u; & R*" ™ —
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RP(& @ RIT1). Usaremos a letra b para denotar wi(u;), e a letra ¢ para denotar wq();).
Ou seja, temos:

W) =1+ae H(RP(1));

W(n) =1+0be HRP(& & RI));

W () =1+ce H(RP((2m + 1)pu; & R* 1)),
Conseqilientemente, obtemos:

W(E DR =1+

W((2m + 1)u; & R* ) = (1 + )™+,

Tome u suficientemente grande tal que 2% > 2m +2n + 1+ 2¢. Entao, temos a classe dual

W((@2m + 1 & R = = (1+ b)) € H*(RP(§ & RIT).

(1 + b)2m+1

Observacgao 4.3.3. Procedendo de forma analoga & demonstracao do Lema 3.5.1, via

Formula de Conner, obtemos:

n : ; b/ (1 +b)?
(b (c+b)9c" o (RP((2m + 1)p; © R*™M))) = coeficiente de b em W, (4.17)
para cada f,g,h,com f+g+h=2m+2n+1+j;e
W (14 by
(abf (c+b)9c" o(RP((2m + 1)1; ® R*" 1)) = coeficiente de &’ em (4.18)

(]_ + b>2m+1 )

para cada f,g,h, com f+g+h=2m+2n+ j.
De fato, devido & analogia, verificaremos apenas (4.18):
(b’ (c +b)Ic", o(RP((2m + 1)p; & R¥ 1)) =
= 3, (9) (@bl +ich 91 g (RP((2m + 1)p; & R*1)))
Z bW (g1 (2m + 1)y @ R*H), 0(RP(& & RIT))
Q) CrmBpD) b 0= o (RP(G @ RIT))
() LG ot ™ o (RP(G & RIT)
=S OCSE)
= coeficiente de b em b/ (1 + b)9(1 4 )27~ m+D)

. , f
= coeficiente de ¥ em 121:7()% ]

Aplicando o Teorema 1.6.4, calculamos:
W(RP((2m + 1)u; & R*") =
=W(RP(& @ Rj—l)) (3.1 + C)2m+2n+2—iwi((2m + 1) @ R2n+1))
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(i (1 + 0 wi(& @ RITH) (1+0)* (32,(1 + 0)*™ 1 wi((2m + 1)py © R2H))
(140 + (1 +b) ) (14 )+ (32,(1 + )™= (2™ p)

(14011 +b+ ) (14 ¢)* (1 + ¢+ b)>mH!
(
(

L+ 1+ b+ a) (1 +¢)(1+c+b)* ™ (14 )22
L+ b1+ b+ a)(L+b+clc+ b)) (1 + )2t

Ou seja, obtemos
W(RP((2m + 1) @ R = (1 4+ b7 11+ b+ a)(1+ b+ (e + )™ (1 4 &)t

Assim, vemos que toda classe caracteristica de RP((2m + 1)u; & R***1) é gerada por
a,b,c(c+b) e . Conseqiientemente, todo nimero caracteristico da variedade (2m +

2n + 1 + j)-dimensional RP((2m + 1)u; & R*™!) ¢ uma soma de termos da forma
(@b (c(c+ )", o(RP((2m + 1)p; @ R*™H)),

come+ f+29g+2h=2m+2n+1+jee=0o0ul.

Se f > j = dim(RP(& @ RITY), entdo (b (c(c + b))9c ", o (RP((2m + 1)p; &
R?>"t1Y))) = 0, pois b/ = 0. Observamos ainda que os casos em que e = 1 sdo reduzidos ao
casos em que e = (, pois
(ab! (c(c + b)), o (RP((2m + 1)p; @ R*™H))) =

= (b (c(c+)7c* ", o (RP((2m + 1)1 @ R™™H))),
por (4.17) e (4.18).

Dados, f,g,h com f+2g+2'h =2m+2n+1+j, f <j < 2'—1, calculamos entao
(aplicando (4.17)):

(B (c(c+ )52, o (RP((2m + )y & R))) =
= coeficiente de b’ em (ll’i(bl)—ﬁi)fl

= coeficiente de &/ em bf(l +0)9(1+ 5)2“—(2m+1)

2“+g 2m 1)

QuMle)
Jf

(
(
(
(

2u9t—1 2a+1 +J I 1)
i—f
2t=1(u—t+142q4+1—h)+1=LH 1)

i—f ’

ou seja,

t—1(9u—t+1 a — =+l
(b (c(e+b))?c*™, (RP((2m+1)uj@R2"+1))>:<2 (27 420 +1—h) + 15 1)

j=Ff
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Como j < 2—1,7—f <2 —1. Escreva j — f+1 = 2°(2¢g+ 1), com q > 0.
Entdo j — f + 1(= 29 + 2'h — 2m — 2n) é um ntumero par estritamente menor do que 2°
e, portanto, 1 < p <t — 1. Assim, temos:
j_f:2p+1q+2p 1_2p+1q+zp 121
I =opg 4 op 4 1 =2pg + P 220
Logo, 2P~ ! aparece na expansao diddica de j— f e nao aparece na expansao de 2t~ (2=t 4
2a+1—h)+ =4 — 1

Assim, obtemos:
0 (c(c + b))9c2 " o (RP((2m + 1); ® R2F1))) = 0

Com isso, concluimos que para cada 1 < j < 2! — 1 todos os niimeros caracteristicos
de RP((2m + 1)u; & R**1) sao nulos.

Desse modo, mostramos entao que
el [ RP(2m + 2n + 1)] = 0,

para cada 1 < j < ¢, como queriamos.

Portanto, temos:
J 720 RP(2m+2n+1)] = [(2n+1)7h,, GR’ — RP(2m)|+[(2m+1)y}, &R’ — RP(2n)],

onde 74 — K4P(r) denota o d-fibrado canénico sobre K4P(r). Dai, usando o Lema 3.3.3,

obtemos:

jo (T3 RP(2m + 20+ 1)])") = ji (D[, RP(2m + 20+ 1)])"
= ([(2n + 1)73,, ® R* — RP(2m)] + [(2m + 1)73, D R" — RP(?n)])d
=[2n+ 1)vs,, DR — RP(2m)]* + [(2m + 1)y3, & RY — RP(2n)]?
=[2n+ 1)d &RY — K P(2m)] + [(2m + 1)78, ® R¥* — K,P(2n)).

Logo,
(2n 4+ 1)78 ©RY* — K,P(2m) U (2m + 1)y8, @ R¥* — K,4P(2n)

é um fized-data.

Para concluir que hy(2m,2n) = d¢ resta entdo mostrar que

(2n +1)78 @ R* — K P(2m)) U (2m+ 1)ye @ R¥ — K, P (2n))
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nao é um fired-data. Equivalentemente, basta mostrar que os fibrados splitting
A= RP(2n+ 174 @R e A= RP((2m+ 1)L @ R¥ )

nao possuem oS mesmos numeros caracteristicos.
Denote por agq e 34 os geradores de HY (K P(2m)) e HY(K4P(2n)), respectivamente.
Entao, temos:
W((2n + )05, @ R = (14 ag)*' = 32, (") ag,
W((2m+1)y3, RU)) = (1+ 6> = 3, (") B
Dai, obtemos:
@ RUH)) =
1+ ag) ™ (3,01 + ¢) @t Ddtdtel=iy, (95 4 1)l g R 1))

2m+1(1 + C)df+1 (2(1 + Cd)2n+1 z(2n+1)ad)

1

2m+1(1 + C>d€+1 (1 4y ad)2”+1;

2m +1)75, ® R¥H1)) =

1+ B2+ (Zz(]‘ ) @mADdE =iy (9 1 1)4d @ Rd@ﬂ))
1 By)2 (1 4 )4t (30,(1 4 cfy2modi=s (2me1) i)

= (1+ L) (1 +)™ 1 (1+c* + 6d)2m+1 .

Defina W(RP(—)) = % e denote por w;(RP(—)) a soma de todos os termos

de grau i de /W(RP(—)). Assim, temos:

W(RP((2n + 1)74, @ RUH)) = (14 @)™ (14 ¢+ ag) ™" ;

W(RP((2m + 1)78, @ RUH)) = (14 B,)™H (14 ¢ + )"

Entao calculamos:

4

DomronyaRP((2n + 1), & R¥HL)) = a2 (c? + ag)? + (5 ) a7 (¢ + ag)?H,

| Bemsama(RP((2m +1)73, ® RUT)) = 57 (c? + B2)*™ + (1) 87" (e + Ba)* .

(

Wiernya(RP((20 + )78, @ R*H)) = () (¢ + aa)™ + () aa(e + aa)'+
+ termos envolvendo a2,

erya(RP((2m + 1)rg, @ R*H)) = (7)) (e + B2 + (7)) Bale? + Ba)'+

+ termos envolvendo (3.
\

Assim, como af, = 0 para todo i > 2m, e 8} = 0 para todo i > 2n, temos:
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Wiamromalerna(RP((2n + 1)74, & R¥H1)) = ((2231) I (2m2+1) (27?1)) a2m cd2n+e) 4

+W aim—l cd@nte+2) 4 (27712—1—1) (22:31) (2n+1£+2) aém Cd(2n+€+1)’

Bam+2m)ale+1a(RP((2m + 1)7d, @ RI+1)) = ((2214;1) i (2n2+1) (277’24—1)) ﬁgncd@m—ké—i—l)_i_

_I_W 571—1 cd@m+e+2) | (2n2+1) (2214{1) (2m+le+2) 32 cd(2m+L+1)

I

Observe que, pela formula de Conner,
(a1 ACmTED o (RP((2n + 1)7, ®@ R*H))) =

= (a7" "' wi((2n + 1)75,, ® R**H), 0 (K, P(2m)))

= (ag", o(KaP(2m))) = 1;
analogamente, (33" o(RP((2m + 1)44, & R2+1))) = 1.
Assim, obtemos:
(W2m2mya(es1)a; o(RP((2n + 1)73,, © R*HH))) =

= (7)) + C) ) + O CE) + C) G CrE),
<@(2m+2n)d@(z+1)d> U(RP<<2m + 1)’72dn D R2d+1))> =

= )+ G ) + O D + G G ),

Se t =1, ou seja, 2n — 2m = 4a + 2, entao £ =2 e (2;”) =+ (22”) Entao, aplicando o

Teorema de Lucas, concluimos que
<@(2m+2n)dﬁ}(€+l)d7 U(RP<<2TL + 1)7§lm D R2d+1))> =
_ (2n3+1) ” (2m3+1) _
= (Wam+2n)a@(e+1)a, o (RP((2m + 1)74, & R2H))) .

Set > 1, ouseja, 2n—2m = 2!(2a+1), entdo £ = 2'—1, (227?) + (22?), (222”:1) = (227}1“11)

Dali, concluimos que
(Bam+on)a®er1ya, o(RP((2n 4 1)74, @ R¥H))) = (58 + () (5F)) =
= O+ PTG # O3 + O ) =

= (Bam+2n)a@e+1)a, o (RP((2m + 1)74, ® R21))) .

Desse modo, mostramos que
(@n+1)d, @R S K,PRm) U (2m+ Dng, @ R K,P(2n))

nao é um fized-data, encerrando a demonstragao do Teorema 4.4.
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