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Resumo

Santaló propôs (em [21]) que, �xada a família C dos corpos convexos de R2, fosse
encontrado um sistema completo de desigualdades para cada par e cada tripla das funções
área, perímetro, diâmetro, inraio, circunraio e largura mínima. Neste trabalho, estudamos
a aplicação da técnica desenvolvida por Blaschke na resolução dos problemas propostos
por Santaló que, até hoje, já se encontram solucionados.

Palavras chave: geometria convexa, conjuntos convexos, desigualdades geométricas,
sistemas completos de desigualdades.
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Abstract

In 1961, Santaló[21] suggested that, considering the family of the convex bodies in
R2, it was found a complete system of inequalities for each pair and each triple of the
functions area, perimeter, diameter, inradius, circunradius and minimal width. In this
work, we applied the technique developed by Blaschke[2] to solve all problems suggested
by Santaló, those are solved until now.
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Introdução

O principal objeto de estudo da geometria convexa são os corpos convexos, sendo
que um corpo convexo é um subconjunto não vazio, compacto e convexo de Rn. Sabe-se
que um corpo convexo K ⊂ R2 "possui" algumas "grandezas" relacionadas a ele, entre as
principais dessas grandezas, K possui uma área A(K), um perímetro p(K), um diâmetro
D(K), um inraio r(K), um circunraio R(K) e uma largura mínima ω(K). Devemos
observar que:

1. o inraio de K, r(K), é o maior raio possível de uma bola fechada contida em K;

2. o circunraio de K, R(K), é o raio da menor bola fechada que contém K;

3. e a largura mínima de K, ω(K), é a menor distância possível entre um par de retas
suporte paralelas de K.

Figura 1: Inraio, circunraio e largura mínima de um quadrado K.
ω

Rr

Relacionando duas ou três das grandezas A, p, D, r,R e ω de um corpo convexo de R2,
existem diversas desigualdades. Algumas delas são clássicas e bem conhecidas, como a
desigualdade isoperimétrica 4πA ≤ p, que relaciona a área e o perímetro. Já outras, bem
mais recentes, são menos conhecidas, mas cada uma tem seu próprio interesse.

Apesar do interesse individual de cada desigualdade que relaciona as "medidas" A, p,
D, r, R e ω, em 1961 Santaló [21] propôs, inspirado pelo trabalho de Blaschke [2], alguns
problemas que mostravam um certo interesse nas desigualdades vistas em conjunto, a
saber, os seguintes problemas:

Dada uma tripla (um par) de grandezas distintas (X,Y, Z) ∈ {A, p, D, r,R, ω}3,
encontrar um número �nito de desigualdades d1, . . . , dk, relacionando essas
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grandezas, de modo que, se x, y, z forem números reais não negativos satisfa-
zendo as desigualdades d1(x, y, z), . . . , dk(x, y, z), então existe um corpo con-
vexo C ⊂ R2, tal que X(C) = x, Y (C) = y e Z(C) = z.

A esse conjunto de desigualdades, quando encontrado, Santaló chamou de "sistema com-
pleto de desigualdades".

Um exemplo de um sistema completo de desigualdades, relacionando um par de gran-
dezas, é a desigualdade d1(r, R) ≡ r ≤ R, que é satisfeita por todos os corpos convexos
de R2. Essa desigualdade é um sistema completo de desigualdades pois, dados números
reais não negativos x, y, satisfazendo d1(x, y) ≡ x ≤ y, existe uma elipse K com inraio x
e circunraio y.

Figura 2:

y

x
K

Chamando de A := {A, p, D, r, R, ω}, para cada par de grandezas de A, Santaló
apresentou um sistema completo de desigualdades relacionando esse par. Já para triplas
de grandezas de A, ele só encontrou sistemas completos de desigualdades relacionando as
triplas (A, p, r), (A, p, R), (A, p, ω), (A,D, ω), (p,D, ω) e (D, r,R), deixando o problema
aberto para os demais casos.

O principal obstáculo na resolução dos demais problemas era que, na época de Santaló,
não se conheciam muitas desigualdades envolvendo triplas das grandezas de A. Havia,
portanto, a necessidade de serem descobertas novas desigualdades.

Após estarem abertos durante cerca de 40 anos, alguns dos problemas propostos por
Santaló começaram a ser resolvidos, conforme novas desigualdades iam sendo descobertas.
Cabe aqui ressaltar a importância da descoberta de novas desigualdades ótimas, isto é,
desigualdades nas quais a igualdade é alcançada para uma família in�nita de conjuntos.
As desigualdades nas quais a igualdade é alcançada por apenas uma ou duas �guras (a
menos de isometrias) são menos importantes no trabalho de encontrar sistemas completos
de desigualdades.

O objetivo principal de nosso trabalho é apresentar todos os sistemas completos de
desigualdades encontrados para as triplas das grandezas de A, ou seja, apresentar todos
os problemas propostos por Santaló em [21] que já foram resolvidos. A �m de atin-
gir esse objetivo, começamos nosso primeiro capítulo com alguns preliminares básicos
da geometria convexa, entre esses preliminares estão a "métrica de Hausdor�" e o "te-
orema de seleção de Blaschke", que são ferramentas úteis para demonstrar a existência
de conjuntos extremais para algumas desigualdades, isto é, a existência de soluções para
alguns problemas de otimização geométrica. Além disso, com a métrica de Hausdor�,



viii INTRODUÇÃO

o conjunto C = {corpos convexos de Rn} é um subespaço métrico fechado do espaço
C = {conjuntos compactos e não vazios de Rn}.

No capítulo 2, estudamos algumas propriedades das grandezas A, p, D, r, R e ω, que
são funções contínuas de�nidas em C e com valores reais.

O auge do trabalho ocorre no terceiro capítulo, no qual contamos a história dos siste-
mas completos de desigualdades e apresentamos a técnica desenvolvida por Blaschke para
veri�car se um conjunto �nito de desigualdades é ou não um sistema completo de desi-
gualdades. Nesse capítulo é apresentada ao leitor uma lista de desigualdades conhecidas
por Santaló, bem como os problemas resolvidos por ele envolvendo triplas das funções de
A.

Terminamos então nosso trabalho com o capítulo 4, no qual expomos uma nova lista
de desigualdades, todas recentes e não conhecidas por Santaló, e apresentamos como essas
desigualdades foram utilizadas para resolver alguns problemas que Santaló havia deixado
em aberto. Além disso, reservamos a última seção desse capítulo para enunciar quais são
os problemas propostos por Santaló que continuam abertos até hoje.
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Capítulo 1

Conceitos Básicos de Geometria

1.1 Conjuntos convexos
Neste capítulo serão estudadas algumas propriedades dos conjuntos convexos, uma

vez que as desigualdades que estudamos envolvem grandezas relacionadas a subconjuntos
convexos de R2. Nos ateremos portanto apenas a conjuntos convexos em espaços vetoriais
reais, normados e de dimensão �nita, embora certas propriedades sejam válidas em espaços
mais gerais. Assim, a não ser que digamos o contrário, todos os espaços vetoriais vistos
aqui terão dimensão �nita e estarão munidos de uma norma.

1.1.1 Conjuntos convexos e núcleo convexo
De�nição 1.1
Dado um espaço vetorial V e a, b ∈ V , de�nimos o segmento de reta Sg [a; b] como
sendo o conjunto

Sg [a; b] := {x ∈ V | x = a + α(b− a), 0 ≤ α ≤ 1} .

De�nição 1.2
Seja C um subconjunto de um espaço vetorial V . Dizemos que C é convexo se dados
x, y ∈ C quaisquer, o segmento Sg [x; y] ⊂ C.

Observações:

1. Segue, da de�nição, que Sg [x; y] = Sg [y; x] e Sg [x; y] = {αy + (1 − α)x | α ∈
[0, 1]} = {αx + βy| α + β = 1 e α, β ≥ 0}.

2. Obviamente, todo espaço vetorial é convexo e o conjunto ∅ é convexo.

O seguinte fato decorre imediatamente da primeira observação feita acima.
Lema 1.1
As a�rmações abaixo são equivalentes:
(i) Um conjunto C contido em um espaço vetorial V é convexo.
(ii) Para todo par de pontos x, y ∈ C e para todo par de números reais α e β, se α, β ≥ 0
e α + β = 1, então αx + βy ∈ C.

1



2 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS DE GEOMETRIA

De�nição 1.3
Dado S ⊂ V , V um espaço vetorial, de�nimos o núcleo convexo de S (ou apenas núcleo
de S) como sendo o conjunto KerS := {x ∈ S| Sg [x; y] ⊂ S, ∀y ∈ S}.
Lema 1.2
Sejam x, y e z três pontos distintos de V . Suponhamos u ∈ Sg [x; y], u 6= x e u 6= y. Se
v ∈ Sg [z; u], então existe w ∈ Sg [z; y] tal que v ∈ Sg [x; w].

x

y

z

u

v

w

x

y

z

u

v
w

Prova: Como u ∈ Sg [x; y], u 6= x e u 6= y, então u = λy + (1− λ)x, com λ ∈ (0, 1).
Sendo v ∈ Sg [u; z], então v = αz + (1− α)u, com α ∈ [0, 1]. Logo vale que

v = αz + (1− α)λy + (1− α)(1− λ)x, com λ ∈ (0, 1) e α ∈ [0, 1] (1.1)

Queremos encontrar w ∈ Sg [y; z] tal que v ∈ Sg [x; w]. Mas v ∈ Sg [x; w] ⇔ w =
tv + (1− t)x, com t ≥ 1. Logo

w ∈ Sg [y; z] e v ∈ Sg [x; w] ⇔
{

w = γz + (1− γ)y, com γ ∈ [0, 1] e
w = tv + (1− t)x, com t ≥ 1. (1.2)

Juntando (1.1) com (1.2) temos

w ∈ Sg [y; z] e v ∈ Sg [x; w] ⇔
{

w = γz + (1− γ)y, com γ ∈ [0, 1] e
w = t [αz + (1− α)λy + (1− α)(1− λ)x] + (1− t)x

(1.3)
com t ≥ 1.

Encontrar então o ponto w é equivalente a encontrar os valores t ≥ 1 e γ ∈ [0, 1] de
(1.3). Se conseguirmos então γ ∈ [0, 1] e t ≥ 1 tais que

γ = tα, (1.4)
(1− γ) = t(1− α)λ e (1.5)

0 = t(αλ− α− λ) + 1, (1.6)

então o problema estará resolvido.
Mas de (1.4) e (1.6) resulta

t =
1

α + λ(1− α)
e γ =

α

α + λ(1− α)
. (1.7)



1.1. CONJUNTOS CONVEXOS 3

Resta apenas mostrar que t ≥ 1 e que α ∈ (0, 1) e que vale (1.5).
De fato vale (1.5) com t e γ de (1.7), e como α ∈ [0, 1], sai direto que γ ∈ (0, 1).

Mostraremos agora que t ≥ 1.
Se α = 0 ou α = 1, então t ≥ 1 por (1.7), pois λ ∈ (0, 1). Suponhamos então α ∈ (0, 1).
Já que α+λ(1−α) = α+λ−αλ, com α, λ ∈ (0, 1), tomemos a função f : [0, 1]×[0, 1] →

R de�nida por f(α, λ) = α+λ−αλ. Como f é contínua de�nida em um compacto, então
ela atinge um máximo e um mínimo em [0, 1]2. Encontremos o ponto de máximo de f .

Se ∇f(α′, λ′) = (1 − λ′, 1 − α′) = 0, então α′ = λ′ = 1. Logo os pontos críticos de f
não estão em (0, 1)2 e seu ponto de máximo está na fronteira.

Como a fronteira de [0, 1]×[0, 1] é o conjunto ([0, 1]× {0})∪([0, 1]× {1})∪({0} × [0, 1])∪
({1} × [0, 1]) temos:

f(α′, 0) = α′ ≤ 1, f(1, 0) = 1,

f(α′, 1) = α′ + 1− α′ = 1,

f(0, λ′) = λ′ ≤ 1, f(0, 1) = 1,

f(1, λ′) = 1 + λ′ − λ′ = 1.

Logo f(α′, λ′) ≤ 1, ∀α′, λ′ ∈ [0, 1] e f(α, λ) < 1 se α, λ ∈ (0, 1). Assim sendo, 1

t
< 1 e

t ≥ 1. ¤

Proposição 1.3
KerS é convexo.

Prova: Sejam x, y ∈ K = KerS com x 6= y. Queremos mostrar que, se u ∈ Sg [x; y],
então u ∈ K. Para isso, seja u ∈ Sg [x; y] um elemento qualquer, logo u = αx + (1− α)y
para algum 0 < α < 1.

Tomemos z ∈ S qualquer. Se z = x ou z = y temos que Sg [u; z] ⊂ S, pois x, y ∈
KerS. Agora, se z 6= x e z 6= y, vemos que esse z existe pois, como x ∈ K e y ∈ S, então
Sg [x; y] ⊂ S.

Assim, temos que x, y e z são três pontos distintos de S, logo, pelo Lema 1.2, dado
v ∈ Sg [u; z] existe um w ∈ Sg [y; z] tal que v ∈ Sg [x; w]. Tomando v ∈ Sg [u; z], seja
w ∈ Sg [y; z] tal que v ∈ Sg [x; w]. Como y ∈ K, Sg [y; z] ⊂ S, logo w ∈ S.

Sendo x ∈ K e w ∈ S temos que Sg [x; w] ⊂ S, logo v ∈ S. Como o ponto v ∈ Sg [u; z]
é genérico, então ∀v ∈ Sg [u; z], v ∈ S, isto é, Sg [u; z] ⊂ S.

Como a escolha de z também foi arbitrária, Sg [u; z] ⊂ S, ∀z ∈ S. Portanto u ∈ K.
¤

1.1.2 Interior relativo e conjuntos a�m
De�nição 1.4
Dado um espaço vetorial V o transladado de um subespaço W ⊂ V é chamado de subes-
paço a�m (ou variedade linear).

De�nição 1.5
Se U = W + v é um subespaço a�m transladado de W , então a dimensão de U é a
dimensão de W e denotamos por dim U = dim W .
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A dimensão de um conjunto S ⊂ V é a dimensão do menor subespaço a�m que
contém S.

Observações:

1. Um subespaço a�m de dimensão 1 é chamado de reta e um subespaço a�m de
dimensão n− 1 é chamado de hiperplano, se dim V = n.

2. Em R3 os subespaços a�m próprios são os pontos, as retas e os planos, isto é, plano
é um subespaço a�m de dimensão 2, reta é um subespaço a�m de dimensão 1 e
ponto é um subespaço a�m de dimensão 0.

De�nição 1.6
Dado S um subconjunto do espaço vetorial V , o interior relativo de S, denotado por
RelintS, é o interior de S em relação ao menor subespaço a�m que contém S, ou seja,

RelintS := {x ∈ S| ∃ ε > 0; B(x, ε) ∩ F ⊂ S},

sendo F é o menor subespaço a�m que contém S.

A próxima proposição nos diz que o interior relativo de um segmento de reta é o
segmento sem seus pontos extremos.

Proposição 1.4
Relint (Sg [x; y]) = {x + α(y − x)|α ∈ (0, 1)}.

Prova:
Sabemos que Sg [x; y] ⊂ x + [y − x], sendo [y − x] o subespaço vetorial gerado pelo

vetor y− x. Mostraremos que x + [y− x] é o menor subespaço a�m que contém Sg [x; y].
Com efeito, suponhamos Sg [x; y] ⊂ z + K, em que z + K é um subespaço a�m.

Logo x, y ∈ z + K, portanto x = z + k1 e y = z + k2 para certos k1, k2 ∈ K. Logo
z = x− k1 = y− k2, e daqui x− y = k1− k2 ∈ K. Assim o subespaço [x− y], gerado por
x− y, está contido em K.

Mas z+t(y−x) = x+k1+t(y−x) ∈ z+K. Logo x+t(y−x) = z−k1+t(y−x) ∈ z+K,
∀t ∈ R, pois t(y − x),−k1 ∈ K. Portanto x + [y − x] ⊂ z + K, ou seja, x + [y − x] é o
menor subespaço a�m que contém Sg [x; y].

Agora mostraremos que x /∈ Relint (Sg [x; y]) (analogamente y /∈ Sg [x; y]).
Seja ε > 0 e tome z = x− ε(y − x)

2‖y − x‖ . Logo z ∈ x+[y−x]. Além disso, ‖z−x‖ = ε
2

< ε.
Logo z ∈ B(x, ε) ∩ x + [y − x].

Mas z /∈ Sg [x; y] pois − ε
2‖y−x‖ < 0. Portanto B(x, ε) ∩ (x + [y − x]) 6⊂ Sg [x; y], isto

é, x /∈ Relint (Sg [x; y]).
Finalmente, mostraremos que z ∈ Relint (Sg [x; y]) , ∀z ∈ Sg [x; y], se z 6= x e z 6= y.
De fato, se z ∈ Sg [x; y], z 6= x e z 6= y, então z = x + α(y − x) com α ∈ (0, 1).

Tomemos
ε = min {‖x− (x + α(y − x))‖, ‖y − (x + α(y − x))‖} ,
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ou seja, ε = min {‖α(y − x)‖, ‖(1− α)(y − x)‖}, e um w ∈ B(z, ε) ∩ (x + [y − x]). Logo
w = x + β(y − x), com β ∈ R e ‖w − z‖ < ε. Assim

‖x + α(y − x)− x− β(y − x)‖ = ‖(α− β)(y − x)‖ < ε

⇒ |α− β| · ‖y − x‖ < |α| · ‖y − x‖ e |α− β| · ‖y − x‖ < |1− α| · ‖y − x‖
⇒ |α− β| < |α| e |α− β| < |1− α| ⇒ β ∈ (0, 1).

Portanto B(z, ε) ∩ (x + [y − x]) ⊂ Sg [x; y]. Isto prova a proposição. ¤
Os seguintes lemas seguem das de�nições.

Lema 1.5
B(λx, λδ) = λB(x, δ), ∀λ > 0.

Lema 1.6
Se C é convexo, 0 ∈ C e B(x, δ) ⊂ C, então λB(x, δ) ⊂ C, para todo λ ∈ [0, 1].

0

λδ

δ

λx

x

Proposição 1.7
Seja C um conjunto convexo. Se x ∈ Int (C) e y ∈ C então Relint (Sg [x; y]) ⊂ Int (C).

Prova: Sejam x ∈ Int (C) e y ∈ C. Sem perda de generalidade, podemos considerar
y = 0.

Como x ∈ Int (C), então existe um ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ C. Para cada u ∈
Relint(Sg [x; y]), existe um λ ∈ (0, 1) tal que u = λx, pois y = 0.

Mas B(λx, λε) = λB(x, ε) ⊂ C, pelos lemas 1.5 e 1.6. Logo B(λx, λε) = B(u, λε) ⊂ C.
Portanto u ∈ Int (C). ¤

Corolário 1.8
Se C é convexo, então Int (C) é convexo.
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Prova: Sejam x, y ∈ Int (C). Pela proposição 1.7, Relint(Sg [x; y]) ⊂ Int (C). Mas
Sg [x; y] = Relint(Sg [x; y]) ∪ {x, y} ⊂ Int (C). ¤

Lema 1.9
Sejam C um conjunto convexo, 0 ∈ C e F o menor subespaço a�m que contém C. Se
B(x, ε) ∩ F ⊂ C, então λB(x, ε) ∩ F ⊂ C, ∀λ ∈ [0, 1].

Prova: Seja λ ∈ [0, 1] e z ∈ λB(x, ε)∩F . Como 0 ∈ C, então F é um subespaço vetorial.
Sendo z ∈ λB(x, ε) ∩ F , z = λw ∈ F , para algum w ∈ B(x, ε).

Se λ = 0, então λB(x, ε) = {0} ⊂ C. Logo λB(x, ε) ∩ F = {0} ⊂ C.
Agora, se λ 6= 0, então z ∈ F e 1

λ
z = w ∈ F , logo w ∈ B(x, ε) ∩ F ⊂ C. Como

λ ∈ [0, 1], então z ∈ Sg [0; w] ⊂ C, pois 0, w ∈ C. Logo z ∈ C. ¤

Proposição 1.10
Seja C um conjunto convexo. Se x ∈ RelintC e y ∈ C, então Relint(Sg [x; y]) ⊂
RelintC.

Prova: Sejam x ∈ RelintC e y ∈ C. Sem perda de generalidade, podemos considerar
y = 0.

Como x ∈ RelintC, então existe um ε > 0 tal que B(x, ε)∩F ⊂ C, sendo F é o menor
subespaço a�m que contém C. Para cada u ∈ Relint(Sg [x; y]), existe um λ ∈ (0, 1) tal
que u = λx, pois y = 0.

Mas B(u, λε) ∩ F = λB(x, ε) ∩ F . Por outro lado, pelo Lema 1.9, λB(x, ε) ∩ F ⊂ C,
logo B(u, λε) ∩ F ⊂ C e u ∈ RelintC. ¤

Corolário 1.11
Se C é convexo, então RelintC é convexo.

Prova: Sejam x, y ∈ RelintC. Pela Proposição 1.10, Relint(Sg [x; y]) ⊂ RelintC.
Mas Sg [x; y] = Relint(Sg [x; y]) ∪ {x, y} ⊂ RelintC. ¤

Teorema 1.12
Seja C convexo, então o fecho de C, C, é convexo.

Prova: Sejam x, y ∈ C e u = αx + βy, com α, β ≥ 0 e α + β = 1. Seja também
B(u, ε) uma bola aberta centrada em u. Como x, y ∈ C, existem x0 ∈ B(x, ε) ∩ C e
y0 ∈ B(y, ε) ∩ C.

A�rmamos que u0 = αx0+βy0 ∈ B(u, ε). De fato, d(u, u0) = d(αx + βy, αx0 + βy0) ≤
d(αx + βy, αx0 + βy)+d(αx0 + βy, αx0 + βy0) = d(αx, αx0)+d(βy, βy0) < αε+βε = ε.

Como u0 ∈ Sg [x0; y0], então u0 ∈ C e B(u, ε) ∩ C 6= ∅, portanto u ∈ C. ¤

De�nição 1.7
Um conjunto S é dito a�m se, para quaisquer x, y ∈ S, αx + (1− α)y ∈ S, qualquer que
seja o α ∈ R.

Em outras palavras, podemos dizer que S é um conjunto a�m quando, para qualquer
par de pontos x e y de S, a reta que liga os pontos x e y está inteiramente contida em S.
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Proposição 1.13
Sejam V é um espaço vetorial e S ⊂ V . Nessas condições, S é a�m se, e somente se, S é
um subespaço a�m.

Prova:
(⇒) Suponhamos S a�m e sejam x ∈ S e U = −x + S. A�rmamos que U é um

subespaço vetorial de V . Para provarmos isso, sejam u, v ∈ U , logo existem s1, s2 ∈ S
tais que u = −x + s1 e v = −x + s2.

Daí,

u + λv = −x + s1 + λ(−x + s2) = −x + λ

(
2

(
s1 + s2

2

)
− x

)
+ (1− λ)s1.

Sejam s3 = s1+s2

2
= 1

2
s1+

(
1− 1

2

)
s2 ∈ S, s4 = −x+2s3 ∈ S e s5 = λs4+(1−λ)s1 ∈ S.

Logo, como u+λv = −x+s5 e s5 ∈ S, segue que u+λv ∈ U e portanto U é subespaço
vetorial.

Sendo S = x + U , S é subespaço a�m.
(⇐) Suponhamos agora que S seja um subespaço a�m e sejam x, y ∈ S.
Como S é um subespaço a�m, segue que S = v + U , para algum subespaço vetorial

U e algum vetor v ∈ V . Portanto x = v + u1 e y = v + u2 para certos u1, u2 ∈ U . Assim
λx + (1− λ)y = λ(v + u1) + (1− λ)(v + u2) = λu1 + (1− λ)u2 + v.

Mas u1, u2 ∈ U que é subespaço, logo λu1 + (1− λ)u2 ∈ U , ∀λ ∈ R. Segue então que
λu1 + (1 − λ)u2 + v ∈ v + U, ∀λ ∈ R, ou seja, λx + (1 − λ)y ∈ v + U = S, ∀λ ∈ R.
Portanto S é a�m. ¤

Observação: Pela demonstração dessa última proposição, temos:

S a�m ⇔ S − s é subespaço vetorial, sendo s ∈ S um elemento qualquer.

1.1.3 Envolvente a�m e envolvente convexa
De�nição 1.8
Sejam λ1, λ2, . . . , λk números reais e suponhamos que λ1+ · · ·+λk = 1. Nessas condições,
dados os pontos x1, . . . , xk, o ponto y = λ1x1 + · · · + λkxk é chamado de combinação
a�m dos pontos x1, . . . , xk. Se, além das condições anteriores, exigirmos que λi ≥ 0,
∀i = 1, . . . , k, então y = λ1x1 + · · · + λkxk é chamado de combinação convexa de
x1, . . . , xk.

O seguinte resultado relaciona os conjuntos a�ns e os conjuntos convexos com as
combinações a�m e convexa.
Proposição 1.14
(i) S é a�m se, e somente se, toda combinação a�m de elementos de S está em S.
(ii) S é convexo se, e somente se, toda combinação convexa de elementos de S está em S.

Provamos apenas o segundo item desta última proposição, pois a prova do primeiro é
análoga à do segundo.
Prova do item (ii):



8 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS DE GEOMETRIA

(⇐) Suponhamos que toda combinação convexa de elementos de S está em S e sejam
x, y ∈ S.

Logo, ∀λ ∈ [0, 1], λ + (1 − λ) = 1, λ ≥ 0 e 1 − λ ≥ 0. Assim, λx + (1 − λ)y é uma
combinação convexa dos elementos de S, ∀λ ∈ [0, 1], e segue que λx + (1− λ)y ∈ S, ∀λ ∈
[0, 1].

Portanto, S é convexo.
(⇒) Suponhamos agora S convexo e seja λ1x1 + · · ·+ λnxn uma combinação convexa

de elementos de S. Usaremos indução sobre n para mostrar que λ1x1 + · · ·+ λnxn ∈ S.
(1) Para n = 1 sabemos que toda combinação convexa de um único elemento de S é

o próprio elemento que está em S.
(2) Para n = 2, consideremos αx + βy uma combinação convexa de no máximo dois

elementos de S. Logo α + β = 1, α, β ≥ 0.
Portanto αx + βy ∈ S, pois S é convexo.
(3) Suponhamos que, para um certo k ≥ 2, toda combinação convexa de no máximo k

elementos de S está em S. Mostraremos que toda combinação convexa de k+1 elementos
está em S. Com efeito, seja λ1x1 + · · · + λkxk + λk+1xk+1 uma combinação convexa de
k + 1 elementos.

Como
k+1∑
i=1

λi = 1 e λi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , k + 1}, podemos considerar α =
k∑

i=1

λi e

y =
k∑

i=1

1

α
λixi. Logo

k∑
i=1

1

α
λi = 1 e 1

α
λi ≥ 0, ∀i = 1, . . . , k, ou seja y é uma combinação

convexa de k elementos de S.
Sendo y combinação convexa de k elementos de S, então y ∈ S. Porém

λ1x1 + · · ·+ λkxk + λk+1xk+1 = αy + λk+1xk+1,

com α, λk+1 ≥ 0 e α + λk+1 =
∑k

i=1 λi + λk+1 = 1.
Logo αy + λk+1xk+1 é uma combinação convexa de dois elementos de S e está em S,

portanto λ1x1 + · · ·+ λkxk + λk+1xk+1 ∈ S. ¤

De�nição 1.9
Um conjunto �nito de pontos {x1, . . . , xn} é dito a�m dependente (ou a.d.) se existem
números reais λ1, . . . , λn, não todos nulos, tais que λ1+· · ·+λn = 0 e λ1x1+· · ·+λnxn = 0.
De outro modo, {x1, . . . , xn} é dito a�m independente (ou a.i.).

Um conjunto S é dito a�m dependente se existe um subconjunto �nito de S que
seja a�m dependente. De outro modo S é dito a�m independente.
Proposição 1.15
Dados x1, . . . , xn pontos de um espaço vetorial V , x1, . . . , xn são a.d. (a�m dependentes)
se, e só se, algum xi0 é uma combinação a�m de x1, . . . , xi0−1, xi0+1, . . . , xn, para algum
i0 ∈ {1, . . . n}.
Prova:

(⇒) Suponhamos {x1, . . . , xn} a.d., logo existem λ1, . . . , λn não todos nulos com
n∑

i=1

λi = 0 e
n∑

i=1

λixi = 0.
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Seja i0 ∈ {1, . . . , n} tal que xi0 6= 0, logo

xi0 = −
n∑

i=1
i6=i0

λi

λi0

xi e λi0 = −
n∑

i=1
i6=i0

λi 6= 0.

Como λi0 = −∑n
i=1
i6=i0

λi 6= 0, então −∑n
i=1
i6=i0

λi

λi0
= 1. Portanto xi0 é uma combinação

a�m de {x1, . . . , xi0−1, xi0+1, . . . , xn}.

(⇐) Suponhamos agora que xi0 é uma combinação a�m de {x1, . . . , xi0−1, xi0+1, . . . , xn}
para algum i0 ∈ {1, . . . , n}. Sejam os escalares αi, i = 1, . . . , n, tais que xi0 = α1x1 +
· · ·+αi0−1xi0−1 +αi0+1xi0+1 + · · ·+αnxn e tais que α1 + · · ·+αi0−1 +αi0+1 + · · ·+αn = 1.
Logo α1x1 + · · · + αi0−1xi0−1 − xi0 + αi0+1xi0+1 + · · · + αnxn = 0 e α1 + · · · + αi0−1 +
(−1) + αi0+1 + · · ·+ αn = 0. Portanto {x1, . . . , xi0−1, xi0 , xi0+1, . . . , xn} é a.d. ¤

Proposição 1.16
Qualquer subconjunto de Rn com pelo menos n + 1 elementos é l.d. (linearmente depen-
dente) e qualquer subconjunto de Rn com pelo menos n + 2 elementos é a.d.

Prova: Suponhamos que S ⊂ Rn tenha pelo menos n + 1 elementos. Como dimRn = n,
é sabido da álgebra linear que S é l.d.

Suponhamos agora que S tenha pelo menos n + 2 elementos, tome então x1, . . . , xm

elementos distintos de S com m ≥ n + 2. Logo x2 − x1, x3 − x1, . . . , xm − x1 são l.d. e
existem α2, . . . , αm não todos nulos tais que α2(x2−x1)+· · ·+αm(xm−x1) = 0. Portanto,

(
−

m∑
i=2

αi

)
x1 +

m∑
i=2

αixi = 0.

Agora, tomando α1 = −∑m
i=2 αi, temos que α1, . . . , αm não são todos nulos, α1 + · · ·+

αm = 0 e α1x1 + · · ·+ αmxm = 0, isto é, x1, . . . , xm são a.d. ¤
Temos em Rn três tipos de combinações: as combinações lineares, as combinações a�m

e as combinações convexas. Se um conjunto é fechado a respeito das combinações lineares
ele é um subespaço vetorial. Se é fechado a respeito das combinações a�m ele é subespaço
a�m e se é fechado a respeito das combinações convexas ele é convexo.

Proposição 1.17
Se {Sα}α∈A é uma coleção de subconjuntos convexos (a�ns), então

⋂

α∈A

Sα é convexo

(a�m).

Prova do caso convexo:
Sejam x, y ∈

⋂

α∈A

Sα, portanto x, y ∈ Sα, para cada α ∈ A .

Como Sα é convexo para cada α ∈ A , então Sg [x; y] ⊂ Sα, ∀α ∈ A , logo Sg [x; y] ⊂⋂

α∈A

Sα. ¤
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De�nição 1.10
Sejam V um espaço vetorial e S ⊂ V . A envolvente convexa de S é o menor subconjunto
convexo de V que contém S e a envolvente a�m de S é o menor subespaço a�m de V que
contém S. Denotamos a envolvente convexa de S por ConvS e a envolvente a�m por
AffS, ou seja,
ConvS =

⋂

C∈C

C, com C = {C ⊂ V | S ⊂ C e C é convexo},

AffS =
⋂

A∈A

A, com A = {A ⊂ V | S ⊂ A e A é a�m}.

Observações:

1. S é convexo ⇔ S = ConvS e

2. S é a�m ⇔ S = AffS.
Proposição 1.18
ConvS consiste no conjunto de todas as combinações convexas de S. AffS consiste no
conjunto de todas as combinações a�m de S.

Prova: Provamos apenas o caso convexo, pois o caso a�m é similar a este.
Como ConvS é convexo, então já sabemos que todas as combinações convexas de

ConvS está em ConvS. Logo qualquer combinação convexa de elementos de S está
em ConvS. Resta mostrar que todo elemento de ConvS é uma combinação convexa de
elementos de S.

Seja T o conjunto de todas as combinações convexas de S, logo T ⊂ ConvS. Se
mostrarmos que T é convexo, então ConvS ⊂ T .

Sejam x, y ∈ T , logo x =
∑n

i=1 αixi e y =
∑m

j=1 βjyj com: αi ≥ 0, βj ≥ 0, xi ∈ S,
yj ∈ S, ∀i = 1, . . . , n e ∀j = 1, . . . , m, sendo que

∑n
i=1 αi = 1 =

∑m
j=1 βj.

Então, dado λ ∈ [0, 1], seja z = λx + (1− λ)y =
∑n

i=1 λαixi +
∑m

j=1(1− λ)βjyj.
Mas,
{∑n

i=1 λαi +
∑m

j=1(1− λ)βj = λ
∑n

i=1 αi + (1− λ)
∑m

j=1 βj = λ + (1− λ) = 1,

λαi ≥ 0 e (1− λ)βj ≥ 0, ∀i = 1, . . . , n e ∀j = 1, . . . , m.

Portanto z ∈ T , ou seja, T é convexo. ¤

Teorema 1.19 (Caratheodory - 1907)
Se S 6= ∅, S ⊂ Rn, então todo elemento de ConvS é uma combinação convexa de no
máximo n + 1 elementos de S.

Prova: Seja x ∈ ConvS, logo x = λ1x1 + · · · + λmxm com m ∈ N, xi ∈ S, λi ≥ 0, para
i = 1, . . . , m, sendo

∑m
i=1 λi = 1.

Suponhamos, por absurdo, que m > n + 1. Então {x1, . . . , xm} são a.d., logo existem
α1, . . . , αm, não todos nulos, tais que

∑m
i=1 αixi = 0 e

∑m
i=1 αi = 0.

Assim, {
λ1x1+ . . . +λmxm = x,
α1x1+ . . . +αmxm = 0.
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Como os escalares αi não são todos nulos, então αkxk = −α1x1 − · · · − αk−1xk−1 −
αk+1xk+1 − · · · − αmxm, para algum 1 ≤ k ≤ m. Podemos supor αk > 0, senão tomamos
γi = −αi para 1 ≤ i ≤ m.

Como αk > 0, então xk = − 1

αk

m∑
i=1
i6=k

αixi. Daí, temos

k∑
j=1

λjxj =
m∑

j=1
j 6=k

λjxj + λkxk =
m∑

j=1
j 6=k

λjxj − λk

αk

m∑
i=1
i6=k

αixi =
m∑

i=1
i 6=k

(
λi − λk

αk

αi

)
xi.

A�rmação:
m∑

i=1
i6=k

(
λi − λk

αk

αi

)
xi é uma combinação convexa de elementos de S.

Passo 1: Precisamos provar que a soma dos coe�cientes de
m∑

i=1
i6=k

(
λi − λk

αk

αi

)
xi é igual

a 1. Com efeito,
m∑

i=1
i6=k

(
λi − λk

αk

αi

)
=

m∑
i=1
i6=k

λi +
λk

αk

m∑
i=1
i6=k

(−αi) = 1− λk +
λk

αk

αk = 1.

Passo 2: Demonstrar que cada escalar de
m∑

i=1
i6=k

(
λi − λk

αk

αi

)
xi é maior ou igual a zero.

Se αi ≤ 0, então λi − λk

αk
αi ≥ 0.

Se αi > 0, então λi − λk

αk
αi = αi

(
λi

αi
− λk

αk

)
.

Mas, quando escolhemos αk 6= 0 de tal forma que αk > 0 e αkxk =
m∑

i=1
i6=k

αixi, poderíamos

ter feito a escolha de tal forma que αk também satis�zesse λk

αk
= min

{
λi

αi
; 1 ≤ i ≤ k e αi > 0

}
.

Dessa forma, λi

αi
− λk

αk
> 0 e αi

(
λi

αi
− λk

αk

)
> 0.

Logo x é uma combinação convexa de m − 1 elementos de S. Se m − 1 > n + 1,
repetimos esse processo um número �nito de vezes até obter que x é uma combinação
convexa de no máximo n + 1 elementos de S. ¤

Se x ∈ ConvS e S ⊂ Rn, então nem sempre é possível conseguir um número de
elementos de S menor do que n + 1 de forma que x seja uma combinação convexa destes
elementos. Por exemplo, em R2, dado S = {(0, 0); (1, 0); (0, 1)}, ConvS é um triângulo.
Um exemplo disso é que

(
1
3
, 1

3

)
está emConvS mas não é combinação convexa de nenhuma

par de elementos de S.

1.1.4 Simplex
De�nição 1.11
A envolvente convexa de um número �nito de elementos é chamada de polytope.
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(0,0) (1,0)

(0,1)

(1/3,1/3)

Quando S = {x1, . . . , xk+1} e dim (ConvS) = k então ConvS é chamado de simplex
k-dimensional e os pontos x1, . . . , xk+1 são chamados de vértices de ConvS.

Exemplo 1.1
1) um simplex 0-dimensional é um ponto,
2) um simplex 1-dimensional é um segmento,
3) um simplex 2-dimensional é um triângulo,
4) um simplex 3-dimensional é um tetraedro.

Observação: dim{x1, . . . , xk+1} = dimConv{x1, . . . , xk+1}, poisAff{x1, . . . , xk+1} =

Aff
(
Conv {x1, . . . , xk+1}

)
.

Proposição 1.20
Sejam x1, . . . , xk+1 vetores de V . Nessas condições, dim{x1, . . . , xk+1} = k se, e somente
se, os vetores x1, . . . , xk+1 são a�m independentes.

Para provarmos essa proposição, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.21
O conjunto {x1, . . . , xn} é a.d. se, e só se, {x2 − x1, . . . , xn − x1} é l.d. .

Prova:
(⇒) Suponhamos que {x1, . . . , xn} seja a.d., logo existem escalares α1, . . . , αn não

todos nulos tais que
∑n

i=1 αixi = 0 e
∑n

i=1 αi = 0. Portanto α1 = −∑n
i=2 αi.

Logo α1 6= 0 ou αi0 6= 0, para algum i0 = 2, . . . , n. Daí,
∑n

i=2 αi 6= 0 ou αi0 6= 0, para
algum i0 = 2, . . . , n. Assim, αi0 6= 0, para algum i0 = 2, . . . , n.

Conseqüentemente,
n∑

i=2

αi(xi − x1) =
n∑

i=2

αixi −
[

n∑
i=2

αi

]
x1 =

n∑
i=2

αixi + α1x1 = 0,

e portanto {x2 − x1, . . . , xn − x1} é l.d.



1.1. CONJUNTOS CONVEXOS 13

(⇐) Suponhamos agora que {x2 − x1, . . . , xn − x1} seja l.d. Logo podemos escolher
escalares α2, . . . , αn, não todos nulos, tais que

∑n
i=2 αi(xi − x1) = 0.

De�nindo α1 = −∑n
i=2 αi, temos que

n∑
i=1

αixi =
n∑

i=2

αixi + α1x1 =
n∑

i=2

αixi −
[

n∑
i=2

αi

]
x1 =

n∑
i=2

αi(xi − x1) = 0.

Além disso,
∑n

i=1 αi = α1 +
∑n

i=2 αi = −∑n
i=2 αi +

∑n
i=2 αi = 0. Como os escalares

α2, . . . , αn não são todos nulos, então {x1, . . . , xn} é a.d.. ¤
Tendo provado o lema acima, estamos prontos para provar o seguinte resultado:

Prova da proposição 1.20:
A prova segue da equivalência das linhas abaixo:

(1) {x1, . . . , xk+1} é a.i.,
(2) {x2 − x1, . . . , xk+1 − x1} é l.i.,
(3) dim[x2 − x1, . . . , xk+1 − x1] = k,
(4) dimAff{x1, . . . , xk+1} = k e
(5) dim{x1, . . . , xk+1} = k.

A equivalência das linhas (1) e (2) decorre do Lema 1.21, a equivalência das linhas (4)
e (5) segue da de�nição de dimensão de um conjunto, a das linhas (2) e (3) decorre da
de�nição de dimensão de um espaço vetorial e a equivalência das linhas (3) e (4) decorre
da igualdade Aff{x1, . . . , xk+1} = x1 + [x2 − x1, . . . , xk+1 − x1]. ¤

Sabemos, pela Proposição 1.18, que cada ponto de um simplex pode ser escrito como
combinação convexa de seus vértices. Além disso podemos provar que essa combinação é
única.
Proposição 1.22
Se S = {x1, . . . , xk+1} ⊂ Rn e dim S = k, então cada ponto do simplex ConvS tem uma
única representação como combinação linear de seus vértices.

Prova: De fato, se x1, . . . , xk+1 são os vértices de um simplex e α1x1 + · · · + αnxk+1

e β1x1 + · · · + βnxk+1 são duas combinações convexas de um mesmo elemento x, então
(α1 − β1)x1 + · · ·+ (αk+1 − βk+1)xk+1 = 0.

Logo γ1x1 + . . . γk+1xk+1 = 0, com γi = αi − βi, para i = 1, . . . , k + 1. Mas
∑k+1

i=1 γi =∑k+1
i=1 αi −

∑k+1
i=1 βi = 1− 1 = 0.

Portanto γ1 = −γ2− · · ·− γk+1, assim γ1x1 + γ2x2 + . . . γk+1xk+1 = γ2(x2−x1)+ · · ·+
γn(xk+1 − x1) = 0.

Como x1, . . . , xk+1 são os vértices de um simplex, então dim{x1, . . . , xk+1} = k, logo
x2 − x1, . . . , xk+1 − x1 são l.i..

Portanto γ2 = · · · = γk+1 = 0, logo α2 = β2, . . . , αk+1 = βk+1.
Por outro lado, como α1 + · · ·+ αk+1 = 0 = β1 + · · ·+ βk+1, então α1 = β1. ¤
Pela demonstração desta última proposição, podemos provar que, se x1, . . . , xm são

a.i., então cada ponto de Aff{x1, . . . , xm} pode ser representado de forma única como
combinação a�m de x1, . . . , xm.
De�nição 1.12
Seja S = Conv{x1, . . . , xk+1} um simplex k-dimensional contendo x. Seja

∑k+1
i=1 αixi

a representação única de x como combinação convexa dos vértices de S. Então os
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números α1, . . . , αk+1 são chamados de coordenadas baricêntricas de x. O ponto
x0 = 1

k+1
(x1 + · · ·+ xk+1) é chamado de centróide do simplex S.

Observação: Usando o centróide, prova-se que um simplex tem interior relativo não
vazio.
Proposição 1.23
Se S = Conv{x1, . . . , xm} é um simplex (m− 1)-dimensional, então RelintS 6= ∅.
Prova: Como os pontos x1, . . . , xm são a.i. (são os vértices de S), cada ponto de S tem
representação única como combinação a�m de x1, . . . , xm. Podemos então de�nir uma
função f : AffS → Rm da seguinte forma:

f(α1x1 + · · ·+ αmxm) := (α1, . . . , αm).

Veja que f leva os pontos de S em suas coordenadas baricêntricas.
A�rmação: f é contínua.
De fato, sabendo que AffS = x1 + [x2 − x1, . . . , xm − x1], obtemos que α1x1 + · · · +

αmxm = x1 + β2(x2 − x1) + · · ·+ βm(xm − x1). Daí,




α1 = 1−∑m
i=2 βi,

α2 = β2,
. . . . . .
αm = βm.

Logo f(α1x1 + · · ·+ αmxm) = (1−∑m
i=2 βi, β2, . . . , βm).

Sejam h : Rn → Rn de�nida por h(x) = x − x1 e g : [x2 − x1, . . . , xm − x1] → Rm

de�nida por g(β2(x2 − x1) + · · ·+ βm(xm − x1)) = (1−∑m
i=2 βi, β2, . . . , βm).

Logo f = g ◦ h|AffS. Como g e h são contínuas, então f também é contínua.
Consideremos x0 o centróide de S, logo f(x0) =

(
1
m

, . . . , 1
m

)
. Sendo f contínua, existe

uma bola aberta B com centro em x0 tal que cada função coordenada de f é positiva em
todo ponto de B.

Segue que cada ponto de B ∩AffS é uma combinação convexa dos vértices de S, ou
seja, B ∩AffS ⊂ S. Portanto, x0 ∈ RelintS. ¤

Uma conseqüência da Proposição 1.23 é o seguinte teorema:
Teorema 1.24
Todo conjunto convexo k-dimensional S ⊂ Rn tem interior relativo não vazio.

Idéia da Prova: Primeiro, precisamos mostrar que existem x1, . . . , xk+1 elementos a.i.
de S. Logo, da demonstração da Proposição 1.23, existe uma bola B centrada no centróide
x0 do simplex Conv{x1, . . . , xk+1} tal que B∩Aff{x1, . . . , xk+1} ⊂ Conv{x1, . . . , xk+1}.

Como B ∩Aff{x1, . . . , xk+1} ⊂ Conv{x1, . . . , xk+1} e Aff{x1, . . . , xk+1} =
Aff(Conv{x1, . . . , xk+1}) = AffS, então x0 está no interior relativo de S, provando o
teorema. ¤

Proposição 1.25
(i) x ∈ ConvS se, e somente se x é elemento de um simplex cujos vértices estão em S.
(ii) Se x ∈ ConvS, então x é ponto do interior relativo de um simplex cujos vértices estão
em S.
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Prova do ítem (ii): De fato, se x ∈ S então x está no interior relativo do simplex
{x} cujo único vértice está em S. Se x /∈ S e dim S = k, então S é subconjunto de um
subespaço vetorial de dimensão k ou k + 1, logo x é a combinação convexa de no máximo
k + 2 elementos a.i. de S, pela demonstração do teorema de Caratheodory.

Sejam x1, . . . , xm os elementos a.i. de S dos quais x é uma combinação convexa. Como
x1, . . . , xm são a.i., então {x1, . . . , xm} são os vértices de um simplex e x =

∑m
i=1 αixi,

com
∑m

i=1 αi = 1 e αi > 0 para todo i = 1, . . . , m.
A�rmo que x ∈ Relint(Conv{x1, . . . , xm}). Com efeito, considerando a função f :

(Aff{x1, . . . , xm}) → Rn de�nida por f(β1x1+· · ·+βmxm) = (β1, . . . , βm), que é contínua,
existe uma bola aberta B(x, ε) tal que todo elemento de B(x, ε) ∩Aff{x1, . . . , xm} tem
imagem com coordenadas positivas. Logo
B(x, ε) ∩Aff{x1, . . . , xm} ⊂ Conv{x1, . . . , xm}.

Portanto x ∈ Relint(Conv{x1, . . . , xm}). Mas dim(Conv{x1, . . . , xm}) = m − 1 ≤
k + 1, pois m ≤ k + 2. Por outro lado, dim S = k, logo m − 1 ≤ k, ou seja, a dimensão
do simplex é menor ou igual à dimensão do conjunto original. ¤

Exemplo 1.2
Se x ∈ Relint(ConvS), isso não implica que x está no interior relativo de algum simplex
com vértices em S e com mesma dimensão de S. Na �gura 1.2, x está no interior relativo
de ConvS, mas não está no interior relativo de nenhum simplex com vértices em S e com
mesma dimensão de S.

S convS

x

Figura 1.1: �gura do exemplo 1.2.

Teorema 1.26
Seja S um aberto de um espaço vetorial normado V , então ConvS é aberto.

Prova: Como S ⊂ ConvS então Int (S) ⊂ Int (ConvS).
Mas S = Int (S), pois S é aberto. Logo S ⊂ Int (ConvS).
Por outro lado, ConvS é convexo, logo Int (ConvS) também é convexo. Assim,

S ⊂ Int (ConvS) com Int (ConvS) convexo, logo ConvS ⊂ Int (ConvS). Portanto
ConvS é aberto. ¤

Exemplo 1.3 (S fechado ; ConvS fechado.)
Seja S = {(x, y) ∈ R2|x2y2 = 1 e y > 0}.

i) S é fechado:
De fato, sejam S1 = f−1({1}), onde f é a função contínua f : R2 → R dada por

f(x, y) = x2y2, e S2 = R× R+.
Como S1 é a imagem inversa de um conjunto fechado por uma função contínua e S2 é

o produto cartesiano de dois conjuntos fechados, então S = S1 ∩ S2, S é fechado.
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x

y

0

S

ii) ConvS não é fechado:
ConvS = {(x, y) ∈ R2|y > 0} que não é fechado.

Proposição 1.27
Seja S compacto, então ConvS é compacto.

Prova: De�nindo
f : Rn+1 × Rn × · · · × Rn

︸ ︷︷ ︸
(n+1)−vezes

−→ Rn

por

f
(
(α1, . . . , αn+1) ;

(
x1

1, . . . , x
1
n

)
; . . . ;

(
xn+1

1 , . . . , xn+1
n

) )
=

n+1∑
i=1

αi

(
xi

1, . . . , x
i
n

)
,

f é contínua e f(B × S × · · · × S) ⊂ Rn é compacto, sendo B :=
{(

α1, . . . , αn+1

) ∈
Rn+1|α1 + · · · + αn+1 = 1 e αi ≥ 0,∀i = 1, . . . , n + 1

}
um compacto em Rn+1 (pois é

limitado e fechado).
Como ConvS = f(B × S × · · · × S), pelo teorema de Caratheodory, então ConvS é

compacto. ¤

1.2 Hiperplanos suporte e semi-espaços suporte
1.2.1 Hiperplanos e semi-espaços

Já foi visto anteriormente que, em um espaço vetorial V de dimensão n, um hiper-
plano é o transladado de um subespaço vetorial de dimensão n−1, ou seja, um hiperplano
é um subespaço a�m de dimensão n − 1. A respeito dos hiperplanos de V , cabem aqui
duas observações:

1. H é um hiperplano de V e h ∈ H ⇔ H − h é um subespaço vetorial de dimensão
n− 1;
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2. se h, k ∈ H e H é um hiperplano, então H − h = H − k.
De�nição 1.13
Seja H um hiperplano de um espaço vetorial V . Um semi-espaço de V é um conjunto
S da forma:

S = {h + αv0| h ∈ H e α ≥ 0}
sendo v0 /∈ H− h0 um vetor �xado, com h0 ∈ H um outro vetor �xado. O hiperplano H

é chamado de face do semi-espaço S.

Se H é um hiperplano com h0 ∈ H, então V0 = H− h0 é um subespaço vetorial de V
com dim(V0) = n− 1. Logo ∃v0 /∈ V0 e portanto o conjunto S está bem de�nido e não é
vazio.

Além disso, um hiperplano H determina exatamente dois semi-espaços cuja interseção
é o próprio H, como mostramos na próxima proposição.
Proposição 1.28
Um hiperplano H de V determina exatamente dois semi-espaços distintos S1 e S2 tais que
S1 ∩ S2 = H e S1 ∪ S2 = V .

Prova: A prova está dividida em quatro passos:
Passo 1: A existência de dois semi-espaços distintos.
Sabemos, pela de�nição, que S1 = {h + αv0| h ∈ H e α ≥ 0} e S2 = {h + α(−v0)| h ∈

H e α ≥ 0} são dois semi-espaços determinados por H, sendo v0 /∈ V0 = H−h0 e h0 ∈ H

dois vetores �xados.
Além disso, S1 e S2 são distintos, pois h0 +v0 ∈ S1 \S2. De fato, se h0 +v0 ∈ S2, então

h0 + v0 = h−αv0, para algum h ∈ H e algum α ≥ 0. Assim (1+α)v0 = h−h0 ∈ H−h0,
e disso segue que α = −1, pois v0 /∈ V0. Como α = −1, então h0 + v0 = h − v0, o que
implica em 2v0 = h− h0 ∈ H − h0 = V0, ou seja, v0 ∈ V0, o que é uma contradição.

Portanto h0 + v0 ∈ S1 \ S2, analogamente h0− v0 ∈ S2 \ S1, e os dois semi-espaços são
distintos.

Passo 2: A interseção de S1 com S2 é igual a H.
Suponhamos x ∈ S1∩S2, logo x = h1 +α1v0 = h2−α2v0, com h1, h2 ∈ H e α1, α2 ≥ 0.

Assim, x − h0 = (h1 − h0) + α1v0 = (h2 − h0) − α2v0, ou seja, (h1 − h0) + α1v0 =
(h2 − h0)− α2v0.

Mas disso sai que (α1 + α2)v0 = (h2 − h0) − (h1 − h0). Como h2 − h0, h1 − h0 ∈ V0,
então (α1 + α2)v0 ∈ V0. Logo α1 + α2 = 0.

Portanto α1 = −α2 = 0 e x = h1 = h2 ∈ H. Concluímos que S1 ∩ S2 ⊂ H.
Por outro lado, H ⊂ S1 ∩ S2, logo H = S1 ∩ S2.
Passo 3: A união de S1 com S2 é igual a V .
Sejam v ∈ V , H = h0 + V0. Suponhamos que h0 ∈ V0. Logo H = V0 + h0 = V0. Neste

caso, como dim(V0) = n − 1 e v0 /∈ V0, então V0 + [v0] = V . Assim, existem u ∈ V0 e
α ∈ R, tais que v = u + αv0. Como V0 = H, então u ∈ H, daí v ∈ {h + αv0| h ∈ H e α ∈
R} = S1 ∪ S2.

Suponhamos agora que h0 /∈ V0. Como V = V0 + [h0], então existem u ∈ V0 e β ∈ R
tais que u + βh0 = v0. Sabendo que v0 /∈ V0, obtemos que β 6= 0, logo 1

β
u + h0 = 1

β
v0 ∈

V0 + h0 = H.
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Por outro lado, existem w ∈ V0 e α ∈ R tais que w + αv0 = v. Logo

v = w + αv0 = w +

(
α− 1

β
+

1

β

)
v0 = w +

1

β
v0 + γv0 = w +

1

β
u + h0 + γv0.

Mas w +
1

β
u ∈ V0, logo w +

1

β
u + h0 ∈ H e v ∈ S1 ∪ S2.

Passo 4: Não existem outros semi-espaços diferentes de S1 e S2 da forma {h+αv1| h ∈
H e α ≥ 0}, com v1 /∈ V0.

Suponhamos S3 = {h + αv1| h ∈ H e α ≥ 0} um semi-espaço, com v1 /∈ V0, e seja
u ∈ S3 com u /∈ H. Como V = S1 ∪ S2, então u ∈ S1 ou u ∈ S2.

Suponhamos também que u ∈ S1. Neste caso vale que u = h + αv0 = k + βv1, com
h, k ∈ H e α, β > 0. Logo v1 =

h− k

β
+

α

β
v0. Como h, k ∈ V0 + h0, então

h− k

β
∈ V0.

Seja w = l + γv1 ∈ S3 um vetor qualquer, com l ∈ H e γ ≥ 0. Substituindo v1,
obtemos que

w = l + γ

(
h− k

β
+

α

β
v0

)
= l0 + h0 +

γ

β
(h− k) +

γα

β
v0 = h1 +

γα

β
v0,

com l = l0 + h0, l0 ∈ V0 e h1 = l0 +
γ

β
(h− k) + h0 ∈ H. Logo w ∈ S1.

Assim, provamos que, se u ∈ S1 ∩ S3, então S3 ⊂ S1. Analogamente prova-se que
S1 ⊂ S3. Da mesma forma, podemos provar que, se u ∈ S2 ∩ S3, então S2 = S3. ¤

De�nição 1.14
Dizemos que dois hiperplanos são paralelos quando um é o transladado do outro. Se H

e K são dois hiperplanos paralelos, denotamos por H//K.

1.2.2 Caracterização dos hiperplanos e semi-espaços de Rn

Sabemos que o produto interno usual de Rn dá origem à norma e à distância usuais.
Dados u, v ∈ Rn, denotaremos por 〈u, v〉 ao produto interno usual de u com v, por ‖u‖ à
norma usual de u e por d(u, v) à distância usual entre u e v.
Proposição 1.29
Se H é um hiperplano de Rn, então H é da forma H = {x ∈ Rn| 〈x− a, v〉 = 0}, para
certos vetores a, v ∈ Rn.

Observações:
1. O vetor v é chamado de vetor normal ao hiperplano H.

2. Os vetores a e v determinam o hiperplano H.

3. O vetor a está em H.

4. Se b ∈ H, então H = {x| 〈x− a, v〉 = 0} = {x ∈ Rn| 〈x− b, v〉 = 0}.
5. O hiperplano H é chamado de hiperplano normal a v que passa por a, sendo que

dados os vetores a e v existe um único hiperplano normal a v passando por a.
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Prova: Passo 1: Demonstrar que H = {x| 〈x− a, v〉 = 0} é um hiperplano.
Seja {v1, . . . , vn−1, v} uma base ortogonal de Rn. A�rmo que H = a + [v1, . . . , vn−1].
De fato,

x ∈ H ⇔ 〈x− a, v〉 = 0 ⇔ x−a =
n−1∑
i=1

αivi ⇔ x = a+
n−1∑
i=1

αivi ⇔ x ∈ a+[v1, . . . , vn−1].

Passo 2: Provar que todo hiperplano H de Rn é da forma H = {x ∈ Rn| 〈x− a, v〉 = 0},
para certos vetores a ∈ H e v ∈ Rn.

De fato, sejam H um hiperplano de Rn e a ∈ H, então H− a é um subespaço vetorial
de dimensão n− 1 de Rn. Logo existe uma base ortogonal {v1, . . . , vn−1} de H − a. Seja
então v ∈ V tal que {v1, . . . , vn−1, v} forme uma base ortogonal de Rn. A�rmamos que
H = {x ∈ Rn| 〈x + a, v〉 = 0}.

x ∈ H ⇔ x− a ∈ H − a ⇔ x− a =
n−1∑
i=1

αivi ⇔ 〈x− a, v〉 = 0.

¤
Observação: H = a + [v]⊥, sendo [v]⊥ o subespaço vetorial ortogonal ao subespaço

gerado por v.

Uma vez que mostramos novas formas de escrever um hiperplano de Rn, a seguinte
proposição apresenta uma nova forma de caracterizar um semi-espaço de Rn.
Proposição 1.30
Se H = a + [v]⊥ é um hiperplano de Rn, então os semi-espaços determinados por H são
da forma:

{
S1 = {x| 〈x− a, v〉 ≥ 0} ,

S2 = {x| 〈x− a, v〉 ≤ 0} .

Prova: Sabemos que v /∈ [v]⊥ = H − a, logo

S1 = {x| x = h+αv, com α ≥ 0 e h ∈ H} e S2 = {x| x = h+αv, com α ≤ 0 e h ∈ H}.
A�rmamos que S1 = {x| 〈x− a, v〉 ≥ 0} e S2 = {x| 〈x− a, v〉 ≤ 0}. De fato, se

x ∈ S1 então x = (a+u)+αv, com α ≥ 0 e u ∈ [v]⊥. Assim, 〈x− a, v〉 = 〈u, v〉+α‖v‖ =
α‖v‖ ≥ 0. Logo S1 ⊂ {x| 〈x− a, v〉 ≥ 0}.

Por outro lado, considerando {v1, . . . , vn−1, v} uma base ortogonal de Rn, com {v1, . . . ,
vn−1} base de [v]⊥, obtemos que, se 〈x− a, v〉 ≥ 0, então x − a =

∑n−1
i=1 αivi + αv, com

α ≥ 0. Assim x− a = k +αv, com α ≥ 0 e k ∈ [v]⊥, conseqüentemente, x = a+ k +αv =
h + αv, com α ≥ 0, h = a + k ∈ H. Portanto {x| 〈x− a, v〉 ≥ 0} ⊂ S1.

Analogamente para S2. ¤

De�nição 1.15
Seja S = {x| 〈x− a, v〉 ≥ 0} um semi-espaço, então o vetor v é chamado de vetor normal
interior a S e o vetor −v é chamado de vetor normal exterior a S.
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Observações:

1. Se v é um vetor normal ao semi-espaço S, então v é normal à face de S.

2. Se v é um vetor normal exterior ao semi-espaço S, então S = {x| 〈x− a, v〉 ≤ 0}.
3. Se v é um vetor normal interior ao semi-espaço S, então S = {x| 〈x− a, v〉 ≥ 0}.

1.2.3 Hiperplano suporte e semi-espaço suporte
De�nição 1.16
Seja C um subconjunto não vazio de Rn. Um hiperplano suporte de C é um hiperplano
H que satisfaz:

1. H ∩ C 6= ∅ e

2. C ⊂ S1 ou C ⊂ S2,

sendo S1 e S2 os subespaços de Rn determinados por H.
Dizemos que H é um "hiperplano suporte de C em c" quando H é um hiperplano

suporte de C e c ∈ H ∩ C.

H

C

Queremos mostrar que todo subconjunto não vazio e limitado de Rn possui, para
cada direção v, um hiperplano suporte da forma a + [v]⊥. Além disso, queremos que o
número máximo de hiperplanos suporte de um subconjunto limitado e não vazio de Rn,
ortogonais a uma dada direção, seja dois. Para provarmos estes resultados precisamos de
alguns outros.
Proposição 1.31
Se H e K são hiperplanos paralelos, então existe um vetor v normal a H e a K tal que,

h ∈ H e k ∈ K =⇒
{

H ⊂ {x| 〈x− k, v〉 ≥ 0} ;

K ⊂ {x| 〈x− h, v〉 ≤ 0} .
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Prova: Como H é um hiperplano, se h ∈ H então H = {x ∈ Rn| 〈x− h, v′〉 = 0} para
algum v′ ∈ Rn. Da mesma forma, sendo K//H e k ∈ K, K = {x ∈ Rn| 〈x− k, v′〉 = 0}.

Sejam os semi-espaços S1 = {x ∈ Rn| 〈x− h, v′〉 ≥ 0} e S2 = {x ∈ Rn| 〈x− h, v′〉
≤ 0}. Como S1 ∪ S2 = Rn, então k ∈ S1 ou k ∈ S2.

Se k ∈ S1, escolhamos v = v′, se k /∈ S1, tomemos v = −v′. Em qualquer dos dois
casos, k ∈ S = {x ∈ Rn| 〈x− h, v〉 ≥ 0} e v é um vetor normal a H e a K.

Basta mostrar que K ⊂ S e H ⊂ S ′ = {x ∈ Rn| 〈x− k, v〉 ≤ 0}.
Tomemos x ∈ K = k + [v]⊥, logo x = k + u, para algum u ∈ [v]⊥. Assim, 〈x− h, v〉 =

〈k + u− h, v〉 = 〈k − h, v〉+ 〈u, v〉 = 〈k − h, v〉 ≥ 0, pois k ∈ S. Concluímos que K ⊂ S.
Como 〈k − h, v〉 ≥ 0, logo 〈h− k, v〉 ≤ 0. Portanto h ∈ S ′, e podemos provar que

H ⊂ S ′ de forma análoga à feita para K. ¤

Proposição 1.32
Se H e K são hiperplanos paralelos e v ⊥ H, então ∃α ∈ R tal que H = K + αv e
d(H,K) = |α| · ‖v‖.

Prova:
Passo 1: ∃α ∈ R tal que H = K + αv.
Como H//K, então H = h+[v]⊥ e K = k+[v]⊥, para certos h, k ∈ Rn. Mas h = w+βv

e k = q + γv, para algum w e algum q em [v]⊥ e certos β, γ ∈ R, pois [v] + [v]⊥ = Rn.
Portanto,

{
H = w + βv + [v]⊥ = βv + [v]⊥,

K = q + γv + [v]⊥ = γv + [v]⊥.

Segue que, se α = γ − β, então H + αv = βv + [v]⊥ + αv = (β + γ − β)v + [v]⊥ =
γv + [v]⊥ = K.

Passo 2: d(H,K) = |α| · ‖v‖.
Por de�nição, d(H,K) = inf{d(x, y) | x ∈ H e y ∈ K}.
Sejam x ∈ H e y ∈ K, então y = h1 + αv para algum h1 ∈ H. Já que [d(x, y)]2 =

[d(x, h1 + αv)]2 = ‖x − h1 − αv‖2 = 〈x− h1 − αv, x− h1 − αv〉 = ‖x − h1‖2 + α2‖v‖2.
Obtemos que, se [d(x, y)]2 ≥ |α2| · ‖v‖2, então d(x, y) ≥ |α| · ‖v‖, quaisquer que sejam
x ∈ H e y ∈ K.

Mas d(x, x + αv) = ‖x− x− αv‖ = |α| · ‖v‖. Portanto d(H, K) = |α| · ‖v‖. ¤

De�nição 1.17
Sejam H = h + [v]⊥ e K = k + [v]⊥ dois hiperplanos paralelos e v tal que

K ⊂ {x ∈ Rn| 〈x− h, v〉 ≥ 0} = S1 e H ⊂ {x ∈ Rn| 〈x− k, v〉 ≤ 0} = S2.

Dizemos que um hiperplano R está entre os hiperplanos H e K quando R//H e
R ⊂ S1 ∩ S2. Neste caso, denotamos por H ∗ R ∗K.

Proposição 1.33
Se H ∗ R ∗K, então d(H,K) = d(H,R) + d(R,K).
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Prova: Consideremos v um vetor tal que H = h + [v]⊥, K = k + [v]⊥, H ⊂ S1 =
{x| 〈x− k, v〉 ≥ 0}, K ⊂ S2 = {x| 〈x− h, v〉 ≤ 0} e R = r + [v]⊥ ⊂ S1 ∩ S2.

Sejam também α, β ∈ R tais que R = H + αv = K + βv.

A�rmação 1: α ≥ 0.
De fato, se x ∈ R, então x ∈ H + αv e x ∈ S1. Logo x = h1 + αv, com h1 ∈ H, e

〈x− h, v〉 ≥ 0.
Assim, 〈h1 + αv − h, v〉 = α · ‖v‖2 ≥ 0. Portanto α ≥ 0.
A�rmação 2: β ≤ 0.
A prova é análoga à feita na a�rmação anterior.
Como R = H+αv e α ≥ 0, então d(H, R) = α‖v‖. Analogamente, d(K,R) = −β‖v‖.
Mas, como R = K + βv, então K = R − βv = H + αv − βv. Assim, d(H,K) =

|α− β| · ‖v‖ = α‖v‖ − β‖v‖ = d(H,R) + d(R, K). ¤

Lema 1.34
Sejam H, K e L hiperplanos paralelos passando pelos pontos h, k e l, respectivamente. Se
existe um vetor não nulo v, ortogonal a H, K e L, e tal que 〈k − h, v〉 ≥ 0 e 〈k − l, v〉 ≤ 0,
então H ∗K ∗ L.

Teorema 1.35
Seja C um subconjunto limitado de Rn, C 6= ∅. Então, para cada vetor v 6= 0, existe um
hiperplano suporte de C ortogonal a v. Dado v 6= 0, o número máximo de hiperplanos
suporte de C perpendiculares a v é 2.

Prova: A demonstração está dividida em quatro passos.
Passo 1:
Seja v 6= 0 um vetor qualquer e, para cada x ∈ C, de�namos o hiperplano Hx :=

{y| 〈y − x, v〉 = 0}. Dados dois pontos x, y ∈ C, a�rmamos que d(Hx,Hy) = | 〈x− y, v〉 |.
De fato, seja α ≥ 0 tal que Hy = Hx + αv. Como Hx = x + [v]⊥, segue que

Hy = x + αv + [v]⊥ = y + [v]⊥. Logo x + αv = y + w, para algum w ∈ [v]⊥. Assim
〈x− y, v〉 = 〈−αv + w, v〉 = −α‖v‖. Portanto, d(Hx,Hy) = |α| · ‖v‖ = | 〈x− y, v〉 |.

Passo 2:
Seja f : C × C → R a função de�nida por f(x, y) = d(Hx,Hy). Como a função

g : R2 → R de�nida por g(x, y) = x− y é contínua e a função produto interno também é
contínua, então a função f(x, y) = 〈x− y, v〉 = d(Hx,Hy) é contínua.

Passo 3:
Como f é contínua e o conjunto C × C é compacto (limitado e fechado em R2n),

então f assume um valor de máximo em C × C, ou seja, existem xv, yv ∈ C tais que
d(Hxv ,Hyv) = max

{
d(Hx,Hy) | x, y ∈ C

}
.

A�rmamos que os hiperplanos Hxv e Hyv são hiperplanos suporte de C e provamos
isso apenas para Hxv .

Sabemos que yv ∈ {x| 〈x− xv, v〉 ≥ 0} ou yv ∈ {x| 〈x− xv, v〉 ≤ 0}. Suponhamos que
yv ∈ {x| 〈x− xv, v〉 ≥ 0} (o outro caso é análogo) e seja z ∈ C um elemento qualquer.
A�rmo que z ∈ {x| 〈x− xv, v〉 ≥ 0}.

Suponhamos, por absurdo, que z /∈ {x| 〈x− xv, v〉 ≥ 0}, logo 〈z − xv, v〉 < 0.
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Consideremos então o hiperplano Hz. Mas 〈xv − z, v〉 > 0 e 〈xv − yv, v〉 ≤ 0, logo
xv ∈ {x| 〈x− z, v〉 ≥ 0} ∩ {x| 〈x− yv, v〉 ≤ 0} e, pelo Lema 1.34, Hyv ∗ Hxv ∗ Hz, o
que implica em d(Hyv ,Hz) = d(Hyv ,Hxv) + d(Hxv , Hz). Como d(Hxv ,Hz) > 0, pois
Hz 6= Hxv , então d(Hyv ,Hz) > d(Hyv ,Hxv), o que é uma contradição pois a distância
d(Hyv ,Hxv) é máxima.

Assim C ⊂ {x| 〈x− xv, v〉 ≥ 0} e Hxv é um hiperplano suporte de C. Analogamente
prova-se que C ⊂ {x| 〈x− yv, v〉 ≤ 0} e Hyv é um hiperplano suporte de C.

Passo 4:
Resta apenas provar que não existe nenhum outro hiperplano suporte de C ortogonal

a v. Para isso, suponha K um hiperplano suporte de C ortogonal a v. Como K é suporte
de C existe z ∈ C ∩K e K = {x| 〈x− z, v〉 = 0} = Hz.

Mas z ∈ {x| 〈x− xv, v〉 ≥ 0} ∩ {x| 〈x− yv, v〉 ≤ 0}, logo, pelo Lema 1.34, Hyv ∗Hz ∗
Hxv , assim xv ∈ {x| 〈x− z, v〉 ≤ 0} e yv ∈ {x| 〈x− z, v〉 ≥ 0}.

Se Hz 6= Hxv e Hz 6= Hyv , então 〈xv − z, v〉 < 0 e 〈yv − z, v〉 > 0. Logo C 6⊂
{x| 〈x− z, v〉 ≤ 0} e C 6⊂ {x| 〈x− z, v〉 ≥ 0}. Assim K não é hiperplano suporte de C,
o que contradiz a suposição.

Portanto Hxv e Hyv são os únicos hiperplanos suporte de C ortogonais a v. ¤
Da demonstração do primeiro passo do teorema anterior sai o próximo resultado, que

está posto como corolário para referências posteriores.

Corolário 1.36
A distância entre os hiperplanos Hxv e Hyv , suportes de C, ortogonais a v, é dada por
| 〈xv − yv, v〉 |.

De�nição 1.18
Seja C um subconjunto não vazio de Rn. Um semi-espaço suporte de C é um semi-
espaço de Rn que contém C e cuja face é um hiperplano suporte de C.

Dizemos que S é um "semi-espaço suporte de C em c" quando S é semi-espaço
suporte de C e a face de S é um hiperplano suporte de C em c.

Corolário 1.37
Seja C um subconjunto limitado e não vazio de Rn. Então para cada direção v existe um,
e apenas um, semi-espaço suporte de C com normal exterior v. Vale também que, para
cada direção v, existe um, e apenas um, semi-espaço suporte de C com normal interior v.

Vimos que dada uma direção v, sendo C um conjunto limitado, existe um único semi-
espaço suporte de C com normal exterior v. Queremos mostrar agora que, se C for
compacto e convexo, então para todo ponto p ∈ ∂C (isto é, p é ponto da fronteira de C)
existe um hiperplano Hp suporte de C em p ∈ Hp.

Para provarmos isso, precisamos de alguns resultados.

Lema 1.38
Sejam C ⊂ Rn compacto e p /∈ C. Nessas condições, existe um ponto q ∈ C tal que
d(p, q) = d(p, C). Se C for convexo, então podemos garantir a unicidade do ponto q.

Prova: Como a função distância é contínua e C é um compacto, então existe um ponto
q ∈ C tal que d(p, q) = min{d(p, x) | x ∈ C} = d(p, C).
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Supondo C compacto e convexo, seja q tal que d(p, q) = d(p, C). Suponhamos também,
por absurdo, que q′ ∈ C é tal que d(p, C) = d(p, q′) e q 6= q′.

Como C é convexo, o segmento Sg [q; q′] ⊂ C. Consideremos o ponto r = q+q′
2

∈
Sg [q; q′]. Se mostrarmos que d(p, r) < d(p, C), então teremos um absurdo, pois r ∈ C.

Mas

(d(p, C))2 = (d(p, q))2 = ‖p‖2 − 2 〈p, q〉+ ‖q‖2

= ‖p‖2 − 2 〈p, q′〉+ ‖q′‖2 =
‖p‖2 − 2 〈p, q〉+ ‖q‖2 + ‖p‖2 − 2 〈p, q′〉+ ‖q′‖2

2

= ‖p‖2 − 〈p, q〉 − 〈p, q′〉+
‖q‖2 + ‖q′‖2

2
= ‖p‖2 − 〈p, q + q′〉+

‖q‖2 + ‖q′‖2

2
.

Por outro lado, (d(p, r))2 = ‖p‖2 − 2
〈
p, q+q′

2

〉
+

∥∥∥ q+q′
2

∥∥∥
2

= ‖p‖2 − 〈p, q + q′〉+ ‖q+q′‖2
4

.
Como 2 〈q, q′〉 = 2‖q‖ · ‖q′‖ cos(θ) < 2‖q‖ · ‖q′‖ ≤ ‖q‖2 + ‖q′‖2, pois q 6= q′, segue

que ‖q‖2 + 2 〈q, q′〉 + ‖q′‖2 ≤ 2‖q‖2 + 2‖q′‖2. Disso resulta que ‖q+q′‖2
4

< ‖q‖2+‖q′‖2
2

e
d(p, r) < d(p, C), o que é uma contradição. ¤

Lema 1.39
Sejam a 6= b pontos de Rn. Então a bola fechada B[b, ‖b− a‖] está contida no semi-espaço
{x| 〈x− a, b− a〉 ≥ 0} e B[b, ‖b− a‖] ∩ {x| 〈x− a, b− a〉 = 0} = {a}.

a b− a b

Prova: A demonstração está dividida em dois passos.
Passo 1: B[b, ‖b− a‖] ⊂ {x| 〈x− a, b− a〉 ≥ 0}.
De fato, se x ∈ B[b, ‖b− a‖], então ‖b − x‖2 ≤ ‖b − a‖2. Assim 〈b− x, b− x〉 ≤

〈b− a, b− a〉, o que implica em ‖b‖2 − 2 〈b, x〉 + ‖x‖2 ≤ ‖b‖2 − 2 〈b, a〉 + ‖a‖2. De onde
segue que ‖x‖2 − ‖a‖2 ≤ 2 [〈b, x〉 − 〈b, a〉].
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Daí,

〈x− a, b− a〉 = 〈x, b〉 − 〈x, a〉 − 〈a, b〉+ ‖a‖2

≥ ‖x‖2 − ‖a‖2

2
− 〈x, a〉+ ‖a‖2

=
‖x‖2 − ‖a‖2 − 2 〈x, a〉+ 2‖a‖2

2

=
‖x‖2 − 2 〈x, a〉+ ‖a‖2

2
=
〈x− a, x− a〉

2
≥ 0.

Logo x ∈ {x ∈ Rn| 〈x− a, b− a〉 ≥ 0}.
Passo 2: B[b, ‖b− a‖] ∩ {x| 〈x− a, b− a〉 = 0} = {a}
Denotando por H o hiperplano {x| 〈x− a, b− a〉 = 0}, sabemos que a ∈ B[b, ‖b− a‖]∩

H, resta mostrar que a é o único elemento dessa interseção.
Suponhamos a′ ∈ B[b, ‖b− a‖] ∩ H com a′ 6= a. Logo o segmento Sg [a; a′] é um

subconjunto de B[b, ‖b− a‖] ∩H. Sendo Sg [a; a′] ⊂ B[b, ‖b− a‖], existe um ponto b′ ∈
Sg [a; a′] tal que d(b′, b) < ‖b− a‖.

Considerando que esse ponto b′ está em H, temos que 〈b′ − a, b− a〉 = 0. Por outro
lado,

〈b′ − a, b− a〉 = 〈b′ − b + b− a, b− a〉
= 〈b′ − b, b− a〉+ ‖b− a‖2 = 〈b′ − b, b− b′ + b′ − a〉+ ‖b− a‖2

= 〈b′ − b, b′ − a〉 − ‖b′ − b‖2 + ‖b− a‖2

= 〈b′ − a + a− b, b′ − a〉 − ‖b′ − b‖2 + ‖b− a‖2

= 〈a− b, b′ − a〉+ ‖b′ − a‖2 − ‖b′ − b‖2 + ‖b− a‖2

= ‖b′ − a‖2 − ‖b′ − b‖2
+ ‖b− a‖2, pois b′ ∈ H.

Mas d(b′, b) < ‖b− a‖ ⇒ ‖b′− a‖2−‖b′− b‖2 + ‖b− a‖2 > 0. Logo 〈b′ − a, b− a〉 > 0,
o que é uma contradição. Portanto a′ = a. ¤

Proposição 1.40
Sejam C, p e q como no Lema 1.38. Suponha também que C é convexo. Então podemos
concluir que:
(i) todo ponto x da semi-reta −→

qp satisfaz d(x, q) = d(x,C);
(ii) o hiperplano Hq = {x| 〈x− q, p− q〉 = 0} é suporte de C em q;
(iii) o semi-espaço S = {x| 〈x− q, p− q〉 ≤ 0} é suporte de C.

Prova: Parte (i):
Suponhamos x ∈−→qp . Se x = q, então x ∈ C e d(x,C) = 0 = d(x, q). Se x = p, então,

pelo Lema 1.39, d(x,C) = d(x, q).
Suponhamos que x 6= q e x 6= p. Então x = q + τ(p − q) com τ > 0 e τ 6= 1. Assim,

podemos separar este problema em dois casos.

Caso 1: 0 < τ < 1.
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q
C

x p

Neste caso, x está entre q e p, logo d(p, q) = d(p, x) + d(x, q). Suponhamos, por
absurdo, que d(x,C) 6= d(x, q), então existe um ponto r ∈ C tal que d(x, r) < d(x, q).
Assim,

d(p, q) = d(p, C) ≤ d(p, r) ≤ d(p, x) + d(x, r) < d(p, x) + d(x, q) = d(p, q) ,

o que é um absurdo.
Caso 2: τ > 1.

p x
q

C

Neste caso q ∗ p ∗ x. Suponhamos, por absurdo, que d(x, q) 6= d(x,C). Logo existe
r ∈ C tal que d(x, r) < d(x, q). Ou seja, r ∈ B(x, ‖x− q‖).

Por outro lado, r /∈ B(p, ‖p− q‖), pois d(r, p) ≥ d(q, p).
Como r ∈ B(x, ‖x− q‖), pelo Lema 1.39, segue que r é um ponto do semi-espaço

S = {y| 〈y − q, x− q〉 ≥ 0} = {y| 〈y − q, p− q〉 ≥ 0}. Além disso, ainda pelo Lema
1.39, r não está no hiperplano {y| 〈y − q, p− q〉 = 0}. Assim, 〈r − q, p− q〉 > 0 e
r /∈ B(p, ‖p− q‖), pois d(p, C) = d(p, q) e q é único.

Por outro lado, como r, q ∈ C e C é convexo, temos que Sg [q; r] ⊂ C. Portanto, basta
encontrar um ponto do segmento Sg [q; r] que está mais próximo de p do que o ponto q,
chegando assim a um absurdo.

q p x

r

Seja q + α(r − q) um ponto do segmento Sg [q; r], ie. α ∈ [0, 1]. Logo

[d(p, q + α(r − q))]2 = ‖p− q‖2 − 2α 〈p− q, r − q〉+ α2‖r − q‖2.

Queremos que [d(p, q + α(r − q))]2 < ‖p− q‖2, ou seja, ‖p− q‖2 − 2α 〈p− q, r − q〉+
α2‖r − q‖2 < ‖p− q‖2, ou ainda, α2‖r − q‖2 < 2α 〈p− q, r − q〉.
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Como α ≥ 0, [d(p, q + α(r − q))]2 < ‖p−q‖2 �ca equivalente a α‖r−q‖2 < 2 〈p− q, r − q〉.
Como 〈p− q, r − q〉 > 0, podemos tomar α ∈

(
0, 2〈p−q,r−q〉

‖r−q‖2
)
, α < 1, obtendo que

α‖r − q‖2 < 2 〈p− q, r − q〉, o que é equivalente a [d(p, q + α(r − q))]2 < ‖p− q‖2.
Portanto, existe um ponto no segmento Sg [r; q] mais perto de p do que q, contradi-

zendo d(p, C) = d(p, q).

Partes (ii) e (iii)
Sabemos que q ∈ Hq ∩ C. Falta mostrar que C está inteiramente contido em S.

Com efeito, seja c ∈ C e suponhamos que 〈c− q, p− q〉 > 0, então, tomando 0 <

α < min
(
1, 2 〈c−q,p−q〉

‖c−q‖2
)
, obtemos que α‖c − q‖2 < 2 〈c− q, p− q〉, daí α2‖c − q‖2 −

2 〈c− q, p− q〉 < 0, ou equivalentemente, α2‖c−q‖2−2 〈c− q, p− q〉+‖p−q‖2 < ‖p−q‖2,
o que implica em d(p, q + α(c− q)) < ‖p− q‖, o que é um absurdo, pois q + α(c− q) ∈ C
e ‖p− q‖ = d(p, C).

Portanto 〈c− q, p− q〉 ≤ 0. ¤

Teorema 1.41
Se C é um sub-conjunto compacto e convexo de Rn, então por cada ponto da fronteira de
C, ∂C, passa um hiperplano suporte a C.

Prova: Seja q ∈ ∂C e considere S = S(q, 1) a esfera com centro em q e raio 1. Seja
também p ∈ S tal que d(p, C) = max{d(x,C) | x ∈ S}. Basta mostrar que Hq =
{x| 〈x− q, p− q〉 = 0} é um hiperplano suporte de C em q.

Se conseguirmos provar que d(p, q) = d(p, C), então, pela Proposição (1.40), Hq é
suporte de C em q. Mostremos que d(p, q) = d(p, C).

Como q ∈ C e d(p, q) = 1, então

d(p, C) ≤ 1. (1.8)

Seja 0 < ε < 1. Como q ∈ ∂C, existe um ponto p′ ∈ B(q, ε/2) com p′ /∈ C. Sendo C
compacto e convexo, existe um único ponto q′ ∈ C tal que d(p′, q′) = d(p′, C), pelo Lema
1.38. Logo

d(p′, q′) = d(p′, C) ≤ d(p′, q) <
ε

2
.

Segue que d(q, q′) ≤ d(q, p′) + d(p′, q′) < ε
2

+ ε
2

= ε. Logo q′ ∈ B(q, ε).
Como q′, p′ ∈ B(q, ε), a semi-reta −→q′p′ corta S em um ponto r /∈ C, pois C é convexo

e p′ /∈ C. Além disso, pelo primeiro item da Proposição 1.40, vale

d(r, C) = d(r, q′) . (1.9)

Sendo z ∈ S, vale
d(z, B(q, ε)) = 1− ε. (1.10)

Como q′ ∈ B(x, ε), temos que

d(r, B(x, ε)) < d(r, q′) . (1.11)

Mas então, pelas fórmulas (1.9), (1.10) e (1.11),

d(r, C) > 1− ε.



28 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS DE GEOMETRIA

q p
q′ p′C

r

ε 1− ε

Resumindo, para cada ε entre 0 e 1 existe um ponto r ∈ S tal que d(r, C) > 1 − ε.
Logo max{d(z, C) | z ∈ S} ≥ 1. Portanto

d(p, C) ≥ 1. (1.12)

Juntando (1.8) com (1.12) concluímos que d(p, C) = 1. ¤

Teorema 1.42
Se K ⊂ Rn é convexo, compacto e não vazio, então K =

⋂

u∈Sn−1

Eu, sendo que Eu é o

semi-espaço suporte de K com vetor normal exterior u.

Prova:
Sabemos que K ⊂

⋂

u∈Sn−1

Eu, resta mostrar que
⋂

u∈Sn−1

Eu ⊂ K.

Suponhamos, por absurdo, que existe h ∈
⋂

u∈Sn−1

Eu, tal que h /∈ K.

Consideremos k ∈ K tal que d(h,K) = d(h, k). Assim, pela Proposição 1.40, o semi-
espaço E = {x| 〈x− k, h− k〉 ≤ 0} é suporte de C. Além disso, h−k

‖h−k‖ ∈ Sn−1 é um vetor
normal exterior de E.

Como 〈h− k, h− k〉 6= 0, pois h /∈ K e k ∈ K, então h /∈ E, logo h /∈
⋂

u∈Sn−1

Eu, o que

é uma contradição. ¤

1.3 Combinações lineares de conjuntos convexos
1.3.1 Propriedades das combinações lineares
De�nição 1.19
Sejam C1, . . . , Ck subconjuntos não vazios de Rn e α1, . . . , αk ∈ R, com k ∈ N∗. De�nimos
a combinação linear α1C1 + · · ·+ αkCk por

k∑
i=1

αiCi = {α1c1 + · · ·+ αkck|ci ∈ Ci, i = 1, . . . k} .
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Observações:

1. Se K é um subconjunto não vazio de Rn e x ∈ Rn então denotamos x + K :=
K + x := K + {x};

2. K + {−x} = K − x 6= K \ {x};
3. P + Q = {p + q|p ∈ P e q ∈ Q}.
A seguinte proposição contém diversas propriedades (fáceis de serem demonstradas)

das combinações lineares de conjuntos convexos.
Proposição 1.43
Sejam P,Q, R ⊂ Rn subconjuntos não vazios e α, β, γ ∈ R. Então:
(i) αP + βQ = βQ + αP ;
(ii) (αP + βQ) + γR = αP + (βQ + γR);
(iii) α(P + Q) = αP + αQ;
(iv) (αβ)P = α(βP );
(v) Se α > 0, então αP é a imagem de P por uma dilatação de raio α;
(vi) α = 0 ⇒ αP = {0};
(vii) −P = (−1)P é a imagem de R pela re�exão sobre a origem;
(viii) P + Q =

⋃
q∈Q

(P + q) =
⋃
p∈P

(Q + p);

(ix) (P + Q) + (a + b) = (P + a) + (Q + b).

Teorema 1.44
A combinação linear de conjuntos convexos é um conjunto convexo.

Idéia da prova: Para provar esse teorema, deve-se mostrar que αK é convexo, se K o
for. Feito isso, deve-se mostrar que a combinação linear de dois conjuntos convexos é um
conjunto convexo.

Considerando verdadeira a igualdade
∑k+1

i=1 αiKi =
(∑k

i=1 αiKi

)
+ αk+1Kk+1, prova-

mos o teorema por indução. ¤

Lema 1.45
Sejam ε, δ > 0, α 6= 0, β ∈ R e a, b ∈ Rn. Então
(i) a + B(b, ε) = B(a + b, ε);
(ii) a + B[b, ε] = B[a + b, ε];
(iii) αB(a, ε) + βB(b, δ) = B(αa + βb, |α|ε + |β|δ);
(iv) αB(a, ε) + βB[b, δ] = B(αa + βb, |α|ε + |β|δ);
(v) αB[a, ε] + βB[b, δ] = B[αa + βb, |α|ε + |β|δ].
Proposição 1.46
Sejam K, K1, . . . , Km ⊂ Rn não vazios e α, α1, . . . , αm ∈ R.
(i) Se Ki é aberto e αi 6= 0, para algum i ∈ {1, . . . , m}, então ∑m

i=1 αiKi é aberto.
(ii) Se K é fechado, então αK é fechado.
(iii) Se K1, . . . , Km são limitados, então

∑m
i=1 αiKi é limitado.

(iv) Se K1, . . . , Km são compactos, então
∑m

i=1 αiKi é compacto.
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Prova:
(i) Suponha, sem perda de generalidade, que K1 é aberto e α1 6= 0 e seja x = α1k1 +

· · ·+ αmkm ∈ α1K1 + · · ·+ αmKm.
Como k1 ∈ K1, então existe ε > 0 tal que B(k1, ε) ⊂ K1. A�rmo que B =

B(α1k1 + · · ·+ αmkm, |α1|ε) ⊂ α1K1 + · · ·+ αmKm.
De fato, seja y ∈ B. Mas B = α1B(k1, ε)+(α2k2 + · · ·+αmkm), pelo Lema 1.45. Logo

y = α1y1 +α2k2 + · · ·+αmkm, com y1 ∈ B(k1, ε) ⊂ K1. Portanto y ∈ α1K1 + · · ·+αmKm.
(ii) Sejam K e α ∈ R. Se α = 0, então αK = {0} que é fechado. Se α 6= 0, então αKc

é aberto. Resta mostrar que αKc = (αK)c.
Mas y ∈ αKc ⇔ y = αkc, para algum kc ∈ Kc ⇔ y = αkc, para algum kc /∈ K ⇔ y /∈

αK ⇔ y ∈ (
αK

)c.
(iii) Suponha Ki ⊂ B(ai, εi), com εi > 0, ∀i ∈ {1, . . . , m}. Mas então α1K1 + · · · +

αmKm ⊂ α1B(a1, ε1)+ · · ·+αmB(am, εm) = B(α1a1 + · · ·+ αmam, |α1|ε1 + · · ·+ |αm|εm).

(iv) Sejam H, e K compactos. Pelos ítens (i) e (ii), é su�ciente mostrar que H + K
é fechado. Pelo Teorema C.1, precisamos apenas mostrar que, para todo x ∈ Rn, existe
y ∈ H + K tal que d(x, y) = d(x,H + K). Seja então x ∈ Rn qualquer.

Como H e K são compactos, então −H + x também é compacto, logo existem pontos
z0 = −h0 + x ∈ −H + x e k0 ∈ K tais que d(K,−H + x) = ‖k0 − (−h0 + x)‖.

Assim, ‖k0 + h0 − x‖ ≤ ‖k + h − x‖,∀h ∈ H e k ∈ K. Logo d(x,H + K) =
‖k0 + h0 − x‖ = d(x, h0 + k0), com h0 + k0 ∈ H + K. Basta então tomar y = h0 + k0. ¤

1.3.2 Combinações lineares de corpos convexos
De�nição 1.20
Um corpo convexo é um subconjunto, compacto, convexo e não vazio de Rn.

Sabemos, pela Proposição 1.46, que combinações lineares de corpos convexos são tam-
bém corpos convexos. Queremos então estudar os pontos interiores e de fronteira de
combinações lineares de corpos convexos bem como os hiperplanos suporte de tais com-
binações.
Proposição 1.47
Seja K ⊂ Rn não vazio e α ∈ R∗. Então Int (αK) = αInt (K) e ∂(αK) = α∂K.

Proposição 1.48
Sejam A,B ⊂ Rn não vazios e α, β ∈ R∗. Podemos concluir que
(i) Int (A) + B ⊂ Int (A + B).
(ii) Se a ∈ A, b ∈ B e a + b ∈ ∂(A + B), então a ∈ ∂A e b ∈ ∂B.

Prova: O item (i) sai da Proposição 1.46 e o (ii) é conseqüência do (i). ¤
Observações:

1. A recíproca do item (ii) da proposição 1.48 não é verdadeira. Ver �gura 1.2.

2. Int (A + B) 6= ∅ ; Int (A) 6= ∅ e Int (B) 6= ∅. Ver �gura 1.2.
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Figura 1.2:

A

B

A + B

00

As duas proposições anteriores nos dão uma idéia do que acontece com os pontos
interiores e com os pontos de fronteira de combinações lineares de conjuntos convexos.
Mas o que queremos é, dados dois corpos convexos, determinar se a soma de dois pontos
(um de cada corpo) está ou não na fronteira do conjunto soma. Para isso precisamos de
mais alguns resultados.
De�nição 1.21
Sejam A e B dois corpos convexos. Dizemos que os pontos a ∈ ∂A e b ∈ ∂B são pontos
fronteira-correspondentes quando existem dois semi-espaços Ea e Eb, com mesmo
vetor normal exterior, tais que Ea é suporte de A em a e Eb é suporte de B em b.

Lema 1.49
Sejam A e B dois subconjuntos não vazios de Rn e α, β ∈ R∗. Se E é um semi-espaço
suporte de A em a e F um semi espaço suporte de B em b, ambos com vetor normal
exterior v, então αE + βF é um semi-espaço suporte de αA + βB em αa + βb, com vetor
normal exterior v.

Idéia da prova: Primeiro precisamos mostrar que αE + βF é um semi-espaço com
normal exterior v. Feito isso, naturalmente temos αA + βB ⊂ αE + βF .

Por último, dadas H e K as faces dos semi-espaços E e F , respectivamente, e tomando
a ∈ (∂A)∩H e b ∈ (∂B)∩K, é só mostrar que αa + βb ∈ αH + βK e αH + βK é a face
de αE + βF . ¤

Teorema 1.50
Sejam H e K dois corpos convexos com h ∈ H e k ∈ K. Se α, β ∈ R∗, então αh + βk ∈
∂(αH + βK) se, e somente se, h e k são pontos fronteira-correspondentes.

Prova:
(⇒) Suponhamos que h ∈ H e k ∈ K sejam dois pontos fronteira-correspondentes.

Logo existem dois semi-espaços Eh e Ek, suporte de H em h e de K em k respectivamente,
com mesmo vetor normal exterior. Portanto, pelo Lema 1.49, o semi-espaço αEh + βEk é
um semi-espaço suporte de αH+βK, em αh+βk. Assim, o ponto αh+βk ∈ ∂(αH+βK).

(⇐) Suponhamos agora que x = αh + βk ∈ ∂(αH + βK). Logo h ∈ ∂H e k ∈ ∂K,
pela Proposição 1.48. Além disso, pelo teorema. 1.41, existe um semi-espaço suporte de
L = αH + βK em x. Seja S o semi-espaço suporte de L em x e u seu vetor normal
exterior. Logo S = {y| 〈y − x, u〉 ≤ 0}.

Consideremos os semi-espaços S1 = {y| 〈y − h, u〉 ≤ 0} e S2 = {y| 〈y − k, u〉 ≤ 0} com
vetor normal exterior u. Logo h ∈ ∂S1 e k ∈ ∂S2. A�rmamos que h e k são pontos
fronteira-correspondentes.
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Para provarmos essa a�rmacão, basta mostrar que S1 é suporte de H e S2 é su-
porte de K. Seja então z ∈ H. Como αH + βK ⊂ S, então αz + βk ∈ S, logo
〈αz + βk − x, u〉 ≤ 0. Assim, 〈αz + βk − αh− βk, u〉 ≤ 0, e segue que α 〈z − h, u〉 +
β 〈k − k, u〉 = α 〈z − h, u〉 ≤ 0. Portanto S1 é suporte de H em h.

Analogamente, S2 é suporte de K em k. ¤

1.4 Teorema de seleção de Blaschke
Será visto aqui um dos principais resultados básicos, o teorema de seleção de Blaschke.

A importância desse teorema se dá pelo fato dele ser útil para garantir a existência de
conjuntos extremais, como veremos mais adiante.

1.4.1 A métrica de Hausdor� e o teorema de seleção de Blaschke
Sabemos que dados A e B dois subconjuntos de Rn, a distância entre A e B usual é

dada por d(A,B) = min{d(x, y) | x ∈ A e y ∈ B}. Porém essa função distância não é
nem de longe uma métrica no conjunto ℘(Rn) das partes de Rn. De�niremos então uma
nova distância que será uma métrica em C, onde C é o conjunto de todos os subconjuntos
compactos e não vazios de Rn.
De�nição 1.22
Sejam A,B ⊂ Rn tais que existem ε1, ε2 > 0 tais que A ⊂ B +B(0, ε1) e B ⊂ A+B(0, ε2).
Nessas condições a distância de Hausdor� entre A e B, denotada por dH(A,B), é dada
por

dH(A,B) := inf{ε > 0| A ⊂ B + B(0, ε) e B ⊂ A + B(0, ε)}.
Teorema 1.51
A distância de Hausdor� é uma métrica em C := {K ⊂ Rn| K 6= ∅ e K é compacto}.

Prova: Como é usual, temos que mostrar os seguintes passos para A,B, C ∈ C quaisquer:
(1) a distância de Hausdor� entre A e B está sempre de�nida;
(2) dH(A,B) = 0 ⇔ A = B;
(3) dH(A,B) = dH(B, A);
(4) dH(A,C) ≤ dH(A, B) + dH(B, C).

(1): Trivial.
(2): (⇒) Suponha que dH(A, B) = 0, logo inf{ε > 0| A ⊂ B + B(0, ε) e B ⊂

A + B(0, ε)} = 0, ou seja, para todo ε > 0 vale que A ⊂ B + B(0, ε) e B ⊂ A + B(0, ε).
Seja então x ∈ A e ε > 0. Como A ⊂ B + B(0, ε), então existe um b ∈ B tal que

x ∈ B(0, ε) + b = B(b, ε). Mas isso é o mesmo que dizer que b ∈ B(x, ε).
Temos então que dado ε > 0, existe um ponto b ∈ B tal que b ∈ B(x, ε). Logo x é

ponto de acumulação de B ou x ∈ B. sendo B fechado, x ∈ B e A ⊂ B.
Analogamente, B ⊂ A.
(⇐) Devemos mostrar que dH(A,A) = 0. Mas para todo ε > 0 vale A ⊂ A + B(0, ε).

Logo 0 = inf{ε > 0| A ⊂ A + B(0, ε)} = dH(A,A).
(3): Sai direto da de�nição.
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(4): Sejam ε1 e ε2 tais que:




A ⊂ B + B(0, ε1) ,

B ⊂ A + B(0, ε1) ,

B ⊂ C + B(0, ε2) e
C ⊂ B + B(0, ε2) .

Logo A ⊂ B+B(0, ε1) ⊂ C+B(0, ε2)+B(0, ε1) = C+B(0, ε1 + ε2) e C ⊂ B+B(0, ε2) ⊂
A + B(0, ε1) + B(0, ε2) = A + B(0, ε1 + ε2).

Como A ⊂ C + B(0, ε1 + ε2) e C ⊂ A + B(0, ε1 + ε2), então dH(A,C) ≤ ε1 + ε2.
Sendo ε1 ∈ {ε > 0| A ⊂ B + B(0, ε) e B ⊂ A + B(0, ε)} e ε2 ∈ {ε > 0| B ⊂

C + B(0, ε) e C ⊂ B + B(0, ε)} elementos quaisquer, então vale

dH(A,C) ≤ inf
{
ε > 0| A ⊂ B + B(0, ε) , B ⊂ A + B(0, ε)

}
+

+ inf
{
ε > 0| B ⊂ C + B(0, ε) , C ⊂ B + B(0, ε)

}
.

Ou seja, dH(A,C) ≤ dH(A,B) + dH(B, C). ¤
Observação: Denotamos a bola aberta com centro em K e raio ε, relativa ao espaço

métrico (C, dH), por BH(K, ε).

De�nição 1.23
Um n-cubo em Rn, ou simplesmente cubo, é um conjunto da forma

∏n
j=1 Ij, onde cada

Ij é um intervalo fechado da forma Ij = [aj, bj] ⊂ R, com b1 − a1 = · · · = bn − an.

De�nição 1.24
Sejam C =

∏n
j=1 Ij um n-cubo e m ∈ N e considere o conjunto

Im
j =

{[
aj + i

τ

2m
, aj + (i + 1)

τ

2m

]∣∣∣ i ∈ {0, . . . , 2m − 1}
}

,

onde τ = b1 − a1 = · · · = bj − aj.
A subdivisão cúbica de ordem m de C é o conjunto

Sub (C; m) :=

{
n∏

j=1

Kj

∣∣∣∣∣ Kj ∈ Im
j , ∀j ∈ {1, . . . , n}

}
.

Exemplo 1.4
A subdivisão cúbica de ordem 2 do cubo [3, 4] ⊂ R é o conjunto:

Sub ([3, 4]; 2) =

{[
3, 3 +

1

4

]
;

[
3 +

1

4
, 3 +

2

4

]
;

[
3 +

2

4
, 3 +

3

4

]
;

[
3 +

3

4
, 4

]}
.

Exemplo 1.5
Se C for o cubo [0, 4]× [0, 4] ⊂ R2, então I2

1 = I2
2 =

{
[0, 1]; [1, 2]; [2, 3]; [3, 4]

}
.

Logo a subdivisão cúbica de C de ordem 2 é o conjunto

Sub (C; 2) =
{
[i, i + 1]× [j, j + 1]; i, j ∈ {0, . . . , 3}}.



34 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS DE GEOMETRIA

Observação: Veja que a subdivisão cúbica de ordem m de um n-cubo é um conjunto
�nito com (2m)n elementos.
De�nição 1.25
Seja K ⊂ Rn um subconjunto limitado e considere C um n-cubo que contém K. Conside-
remos também o conjunto K(C|m) := {X ∈ Sub (C; m) | X ∩K 6= ∅}. Nessas condições,
o conjunto

K(C|m) :=
⋃

X∈K(C|m)

X

será chamado de aproximação cúbica de K de ordem m por C.

Proposição 1.52
Se K ∈ C é um subconjunto do n-cubo C, então

dH

(
K, K(C|m)

)
=

√
n

2m
α,

onde α é o comprimento do lado do cubo, ou seja, C =
∏n

i=1[ai, bi] e b1 − a1 = · · · =
bn − an = α.
Corolário 1.53
Se K ∈ C e K ⊂ C, com C um cubo, então dado ε > 0 qualquer, existe um m ∈ N tal
que dH

(
K, K(C|m)

)
< ε.

Teorema 1.54 (Teorema de Seleção de Blaschke)
Seja K ∈ C e F uma família in�nita de conjuntos compactos não vazios contidos em K.
Então F possui ao menos um ponto de acumulação F ∈ C, com F ⊂ K.

Prova: Para mostrarmos esse teorema, precisamos de algumas etapas. Na primeira
etapa demonstraremos que toda seqüência de Cauchy de conjuntos compactos não vazios
contidos em um cubo é convergente (na métrica de Hausdor� em C). Na segunda etapa
provaremos, utilizando aproximações cúbicas, que existe uma seqüência de Cauchy de
elementos distintos de F .

Como existe um cubo C tal que K ⊂ C, então a seqüência (Fi)
∞
i=1 de Cauchy obtida

na 2a etapa é uma seqüência de Cauchy de subconjuntos compactos de um cubo, logo essa
seqüência é convergente pela 1a etapa. Sendo (Fi)

∞
i=1 convergente e de termos distintos, o

limite lim
n→∞

Fn = F é um ponto de acumulação de F . Restará então mostrar, na última
etapa, que F ⊂ K.

Etapa 1: Mostrar que toda seqüência de Cauchy de conjuntos compactos não vazios
contidos em um cubo é convergente.

Seja (Fi)
∞
i=1 uma seqüência de Cauchy de subconjuntos compactos de C. Consideremos

também, para cada i ∈ N∗, o conjunto

Bi =
∞⋃
j=i

Fj.

Segue que, para cada i ∈ N∗, o conjunto Bi é fechado, pois é o fecho de
⋃∞

j=i Fj. Cada
Bi também é limitado, pois Fj ⊂ C, ∀j ∈ N∗, logo ⋃∞

j=i Fj ⊂ C. Sendo C fechado, todo
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ponto de acumulação de C está em C, portanto todo ponto de acumulação de
⋃∞

j=i Fj

está em C, ou seja,
⋃∞

j=i Fj ⊂ C.
Sendo Bi limitado e fechado em Rn, Bi é um subconjunto compacto do conjunto C.

Além disso Bi é não vazio, pois cada Fj é não vazio.
De�namos então

B =
∞⋂
i=1

Bi.

O conjunto B é compacto, pois é limitado e fechado. Além disso B é não vazio, pois
B1 ⊃ B2 ⊃ . . . e a interseção de uma seqüência encaixante de conjuntos compactos não
vazios é também não vazia. (ver [18, pg. 170-171])

Queremos então mostrar que, ∀ε > 0, existe um N ∈ N tal que dH(Fj, B) < ε, sempre
que j ≥ N .

A�rmação: Dado ε > 0 qualquer, existe N1 ∈ N∗ tal que Bi ⊂ B + B(0, ε), sempre que
i > N1.
Suponha que existe um ε > 0 tal que ∀N ∈ N∗; ∃i > N ; Bi 6⊂ B + B(0, ε). Daí
para N = 1, existe um i1 > N tal que Bi1 6⊂ B + B(0, ε),
para N = i1, existe um i2 > i1 tal que Bi2 6⊂ B + B(0, ε),
para N = i2, existe um i3 > i2 tal que Bi3 6⊂ B + B(0, ε),
. . .
para N = ik, existe um ik+1 > ik tal que Bik+1

6⊂ B + B(0, ε).
Escolhendo j ≥ i1 um número natural e tomando ik > j, obtemos que Bj ⊃ Bik ,
assim Bj 6⊂ B + B(0, ε). Resumindo,∀j ≥ i1, Bj 6⊂ B + B(0, ε).
Sendo assim, para cada j ≥ i1 tome xj ∈ Bj \

(
B +B(0, ε)

)
. Como Bj ⊂ Bi1 , então

a seqüência de pontos (xj)
∞
j=i1

está contida no compacto Bi1 , portanto existe uma
subseqüência (xjk

)∞k=1 convergindo para x ∈ Bi1 .
Como xk ∈ Bj,∀k ≥ j, então x ∈ Bj. Assim sendo, x ∈ Bj, ∀j ≥ i1, e isso implica
que x ∈ B =

⋂
Bj.

Por outro lado, xj ∈ Bi1 \
(
B + B(0, ε)

)
, para todo j ≥ i1, e Bi1 \

(
B + B(0, ε)

)
é compacto (pois B + B(0, ε) é aberto). Portanto x /∈ B + B(0, ε), o que é uma
contradição, validando assim a a�rmação.

Sabemos que Fj ⊂ Fi ∪ · · · ∪ Fj ∪ . . . = Bi, sempre que j ≥ i. Logo, pela a�rmação,

Fj ⊂ Bi ⊂ B + B(0, ε) , sempre que j ≥ i > N1. (1.13)

Por outro lado, como a seqüência (Fj)
∞
j=1 é de Cauchy, existe um N > N1 tal que,

∀i, j ≥ N, dH(Fj, Fi) < ε
2
. Fixado então um i ≥ N , vale que Fj ⊂ Fi +B(0, ε/2), qualquer

que seja j ≥ N .
Assim, obtemos que

⋃∞
k=i Fk ⊂ Fi + B(0, ε/2). Logo

Bi =
∞⋃

k=i

Fk ⊂ Fi + B(0, ε/2) ⊂ Fi + B(0, ε) .
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Concluímos que B ⊂ Bi ⊂ Fi + B(0, ε), qualquer que seja i > N . Juntando isso com
(1.13), e sabendo que N > N1, está provado que a seqüência (Fi)

∞
i=1Fi é convergente.

Etapa 2: Mostrar que a família F possui uma seqüência de Cauchy.
Como a família F é in�nita, podemos escolher uma seqüência in�nita de termos

distintos de F . Digamos que (Fi)
∞
i=1 é essa seqüência.

Sabemos que ∀F ∈ F ; F ⊂ K, logo Fi ⊂ K, para todo i. Sendo K compacto, K ⊂ C,
para algum n-cubo C. Consideremos Sub (C; 1) a subdivisão cúbica de C de ordem 1 e
seja W1 o conjunto de todas as uniões possíveis de elementos de Sub (C; 1), isto é,

X ∈ W1 ⇔




X =
⋃
α∈I

Xα e

Xα ∈ Sub (C; 1) ,∀α ∈ I.

Sendo Sub (C; 1) �nito, o conjunto W1 também é �nito.
Seja a função τ : {Fi| i ∈ N∗} → W1, de�nida por τ (Fi) = (Fi)(C|M) ∈ W1. Como W1

é �nito, então τ−1 (W1) é um subconjunto in�nito de {Fi| i ∈ N∗}, para algum W1 ∈ W1.
Daqui, (Fi)(C|1) = W1 para in�nitos valores de i.

Seja agora (F 1
i ) uma subseqüência de (Fi) satisfazendo (F 1

i )(C|1) = W1.
Pelo mesmo argumento anterior, se W2 é o conjunto de todas as uniões possíveis de

elementos de Sub (C; 2), então existe um W2 ∈ W2 tal que (F 1
i )(C|2) = W2 para in�nitos

valores de i. Assim podemos considerar uma subseqüência (F 2
i ) de (F 1

i ) tal que F 2
2 6= F 1

1

e (F 2
i )(C|2) = W2, para todo i.
Procedendo dessa forma, para cada m ∈ N∗, encontramos uma subseqüência

(
Fm+1

i

)∞
i=1

de (Fm
i ) tal que Fm+1

m+1 /∈ {F 1
1 , . . . , Fm

m } e
(
Fm+1

i

)
(C|m+1)

= Wm+1, para todo i.
Considerando a seqüência "diagonal" (F i

i )
∞
i=1 de elementos distintos de F . A�rmamos

que (F i
i )
∞
i=1 é de Cauchy.

De fato, supondo j ≥ i, temos que F j
j = F i

k para algum k ∈ N∗. Além disso, (F i
i )(C|i) =

(F i
k)(C|i) = Wi, portanto

dH

(
F i

i , F
j
j

) ≤ dH

(
F i

i ,
(
F i

i

)
(C|i)

)
+ dH

((
F i

i

)
(C|i) , F j

j

)

= dH

(
F i

i ,
(
F i

i

)
(C|i)

)
+ dH

((
F i

k

)
(C|i) , F i

k

)

≤
√

nα

2i
+

√
nα

2i
=

√
nα

2i−1
, pela Proposição 1.52, sendo α a aresta de C.

Mas
√

nα
2i−1

i→∞→ 0, logo dado ε > 0, existe um N tal que dH

(
F i

i , F
j
j

)
< ε, sempre que

i, j ≥ N .
Etapa Final: Mostrar que a seqüência obtida na etapa 2 converge para um subconjunto

compacto e não vazio de K.
Pela etapa 1, a seqüência (F i

i )i∈N∗ converge para B, onde B =
⋂∞

i=1 Bi e Bi =
⋃∞

j=i F
j
j .

Mas F j
j ⊂ K, para cada j ∈ N∗, logo ⋃∞

j=i F
j
j ⊂ K e

⋃∞
j=i F

j
j ⊂ K, pois K é fechado.

Assim Bi ⊂ K, para cada i e B ⊂ K. ¤
Observação: Como C é um espaço métrico, então uma família F de subconjuntos de

Rn é um compacto de C se F for seqüencialmente compacto, ou seja, se toda seqüência
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de elementos de F admitir subseqüência convergente, convergindo para um elemento de
F .
Corolário 1.55
Seja K ⊂ Rn um conjunto compacto e não vazio. Então W = {C ∈ C|C ⊂ K} é compacto
em C.

Prova: Seja (Wn)n∈N uma seqüência convergente de elementos de W. Se {Wn|n ∈ N} for
�nito, então obviamente (Wn)n∈N admite uma subseqüência convergente.

Por outro lado, se {Wn|n ∈ N} for um conjunto in�nito, o teorema de Blaschke nos
garante que {Wn|n ∈ N} possui ao menos um ponto de acumulação W ∈ C, com W ⊂ K,
pois Wn ⊂ K, ∀n ∈ N.

Como W ⊂ K e W ∈ C, então W ∈ W. A�rmo que existe uma subseqüência
(Wnj

)j∈N∗ ⊂ (Wn)n∈N com Wnj

j→∞−→ W .
Sendo K ponto de acumulação de {Wn|n ∈ N}, então para cada j ∈ N∗, existem

in�nitos elementos de {Wn|n ∈ N} contidos em BH(W, 1/j). Escolha, para j = 1, um
elemento Wn1 ∈ {Wn|n ∈ N} tal que Wn1 ∈ BH(W, 1).

Escolha também, para cada j > 1, Wnj
∈ {Wn|n ∈ N} tal que nj > nj−1 e Wnj

∈
BH(W, 1/j). Assim a subseqüência (Wnj

)j∈N∗ converge para W , na métrica de Hausdor�.
¤

1.4.2 Conseqüências do teorema de Blaschke
A conseqüência mais imediata do teorema de Blaschke é que o conjunto C := {C ⊂

C|C é convexo} é fechado em C := {K ⊂ Rn|K 6= ∅ e K é compacto}. Dessa forma, toda
seqüencia convergente de corpos convexos converge para um corpo convexo, pois C é o
conjunto de todos os corpos convexos de Rn.

Teorema 1.56
C é um subconjunto fechado de C.

Prova: Para demonstrarmos que C é fechado em C, seja (Kn)n∈N uma seqüência conver-
gente de elementos de C . Digamos que Kn

n→∞−→ K, logo dado ε > 0, existe n0 > 0 tal
que, dH(Kn, K) < ε, para todo n ≥ n0.

Como estamos supondo (Kn)n∈N convergente em C, então K ∈ C. Resta mostrar que
K é convexo. Para isso, sejam a, b ∈ K e x = αa + (1− α)b, com α ∈ (0, 1).

Como Kn
n→∞−→ K, então, dado ε > 0, existe n0 > 0 tal que dH(Kn, K) < ε/2, para

todo n ≥ n0. Logo, K ⊂ Kn0 + B(0, ε/2) e Kn0 ⊂ K + B(0, ε/2). Assim a, b ∈ K ⊂
Kn0 + B(0, ε/2). Portanto x ∈ Kn0 + B(0, ε/2), pois Kn0 + B(0, ε/2) é convexo.

Por outro lado, x ∈ Kn0 + B(0, ε/2) ⊂ [K + B(0, ε/2)] + B(0, ε/2) = K + B(0, ε).
Resumindo, dado ε > 0, x ∈ K + B(0, ε), ou seja, d(x,K) < ε. Como ε foi escolhido

de forma genérica, então d(x,K) = 0 e x ∈ K, pois K é compacto. ¤
Outras aplicações que faremos do teorema de Blaschke serão mostrar que, para todo

S ∈ C, existe uma bola fechada com raio máximo contida em S e uma bola fechada com
raio mínimo que contém S. Antes de provarmos esses teoremas, precisamos de alguns
resultados.
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Lema 1.57
Sejam B1 = B[c1, r1] e B2 = B[c2, r2] duas bolas fechadas de Rn. Então dH(B1, B2) =
‖c1 − c2‖+ |r1 − r2|.

Prova: Suponhamos, sem perda de generalidade, que r1 ≥ r2 e seja α = ‖c1− c2‖+ |r1−
r2| = ‖c1 − c2‖+ r1 − r2.

Passo 1: B1 ⊂ B2 + B(0, α + ε) ,∀ε > 0.
Sejam ε > 0 e x ∈ B1. Logo d(x, c1) ≤ r1. Mas d(x, c2) ≤ d(x, c1) + d(c1, c2) ≤

r1 + d(c1, c2), portanto x ∈ B[c2, r1 + ‖c1 − c2‖] ⊂ B(c2, r1 + ‖c1 − c2‖+ ε).
Por outro lado, r1 + ‖c1 − c2‖ + ε = r2 + ‖c1 − c2‖ + r1 − r2 + ε = r2 + α + ε,

assim B(c2, r1 + ‖c1 − c2‖+ ε) = B[c2, r2] + B(0, α + ε) = B2 + B(0, α + ε). Resulta que
x ∈ B2 + B(0, α + ε).

Passo 2: B2 ⊂ B1 + B(0, α + ε) ,∀ε > 0.
Sejam ε > 0 e x ∈ B2, logo d(x, c2) ≤ r2. Mas d(x, c1) ≤ d(x, c2) + d(c1, c2) ≤

r2 + d(c1, c2), então x ∈ B[c1, r2 + ‖c1 − c2‖] ⊂ B(c1, r2 + ‖c1 − c2‖+ ε).
Porém r2 + ‖c1− c2‖+ ε = r1 + ‖c1− c2‖+ r2− r1 + ε ≤ r1 + ‖c1− c2‖+ r1− r2 + ε =

r1 + α + ε, assim B(c1, r2 + ‖c1 − c2‖+ ε) ⊂ B(c1, r1 + α + ε) = B[c1, r1] + B(0, α + ε) =
B1 + B(0, α + ε). Portanto e x ∈ B1 + B(0, α + ε).

Pelos passos 1 e 2, concluímos que inf{ε ≥ 0|B1 ⊂ B2 + B(0, ε) e B − 2 ⊂ B1 +
B(0, ε)} ≤ α.

Suponhamos, por absurdo, que inf{ε ≥ 0|B1 ⊂ B2 +B(0, ε) e B2 ⊂ B1 +B(0, ε)} < α,
logo existe ε < α tal que B1 ⊂ B2 + B(0, ε).

Tomando x = c1 − r1
(c2−c1)
‖c2−c1‖ , obtemos que d(x, c1) = r1 e x ∈ B1. Mas

d(c2, x) =

∥∥∥∥c2 − c1 + r1
(c2 − c1)

‖c2 − c1‖

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
(

1 +
r1

‖c2 − c1‖
)
· (c2 − c1)

∥∥∥∥
= ‖c2 − c1‖+ r1 = r2 + α.

Resultando que d(x, c2) = r2 + α > r2 + ε. Logo B1 6⊂ B2 + B(0, ε). Contradição.
Portanto dH(B1, B2) = inf{ε ≥ 0|B1 ⊂ B2 + B(0, ε) e B − 2 ⊂ B1 + B(0, ε)} = α. ¤

Lema 1.58
Seja (Bn)n∈N uma seqüência de bolas fechadas em C. Se Bn

n→∞−→ B, então B é uma bola
fechada.

Prova: Seja (Bn)n∈N uma seqüência de bolas fechadas de C convergindo para B ∈ C.
Como Bn

n→∞−→ B, então existe um conjunto compacto K ⊂ Rn tal que Bn ⊂ K, para todo
n ∈ N.

Cada bola Bn possui um centro cn e um raio rn. Como Bn ⊂ K, então cn ∈ K, para
todo n ∈ N. Assim, a seqüência de centros é limitada, portanto possui uma subseqüência
convergente. Seja (cni

)i∈N uma subseqüência de (cn)n∈N com cni

i→∞−→ c.
Como (cni

)i∈N é uma subseqüência de (cn)n∈N, então {ni|i ∈ N} ⊂ N e (rni
)i∈N é uma

subseqüência de (rn)n∈N. Além disso, sendo K compacto, existe uma bola que contém K,
logo a seqüência de raios (rni

)i∈N é limitada. Logo existe uma subseqüência convergente(
rnij

)
k∈N

da seqüência (rni
)i∈N. Digamos rnij

j→∞−→ r.
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Como
{
nij |j ∈ N

} ⊂ {ni|i ∈ N|} ⊂ N, então
(
cnij

)
j∈N

é uma subseqüência de (cni
)i∈N

e cnij

j→∞−→ c.
Resumindo, rnij

j→∞−→ r e cnij

j→∞−→ c são subseqüências de (rn)n∈N e (cn)n∈N, respectiva-
mente.

Considerando B0 := B[c, r] e B = limn→∞ Bn, podemos a�rmar que B = B0. Para
isso, basta mostrar que dH(B, B0) ≤ ε, qualquer que seja o ε > 0.

Tomando nij0
∈ N tal que

∥∥∥c− cnij

∥∥∥ < ε
4
,
∣∣∣r − rnij

∣∣∣ < ε
4
e dH

(
Bnij

, B
)

< ε
2
, para todo

nij ≥ nij0
, temos que

dH

(
Bnij0

, B0

)
=

∥∥∥c− cnij0

∥∥∥ +
∣∣∣rnij0

− r
∣∣∣ <

ε

4
+

ε

4
=

ε

2
.

Portanto

dH(B, B0) ≤ dH

(
B, Bnij0

)
+ dH

(
Bnij0

, B0

)
<

ε

2
+

ε

2
= ε.

Assim, concluímos que B = B0. ¤

Teorema 1.59
Para todo S ∈ C, existe uma bola fechada contida em S com raio máximo.

Prova: Seja S ∈ C. Como S 6= ∅, existem bolas fechadas contidas em S, pois, dado z ∈ S,
obtemos que {z} = B[z, 0] ⊂ S. Assim, podemos de�nir F := {B[x, ε] |ε ≥ 0 e B[x, ε] ⊂ S}
e g : F → R por g(X) = D(X)

2
= ε. Se g for contínua e F for um subconjunto compacto

de C então existirá uma bola B[x, ε] ∈ F com raio máximo.
Passo 1: F é compacto.
Seja (Bn)n∈N uma seqüência de elementos de F , logo cada Bn é uma bola fechada

contida em S. Se {Bn|n ∈ N} for �nito, então (Bn)n∈N possui subseqüência convergente,
convergindo para um ponto de F .

Suponhamos que {Bn|n ∈ N} tem in�nitos elementos, logo (pelo teorema de Blaschke)
{Bn|n ∈ N} possui um ponto de acumulação, que é um subconjunto compacto e não vazio
de S. Seja B esse ponto de acumulação.

Sendo B ponto de acumulação de {Bn|n ∈ N}, então existe uma subseqüência (Bni
)i∈N

de (Bn)n∈N convergindo para B. Assim, pelo Lema 1.58, B é uma bola fechada contida
em S, pois cada Bni

é uma bola fechada. Portanto B ∈ F e F é compacto.
Passo 2: g é contínua.
Seja W o conjunto de todas as bolas fechadas de C, logo F ⊂ W. A�rmo que

g : W → R, de�nida por g(X) = D(X)
2

= ε, é contínua.
De fato, sejam B0 ∈ W e ε > 0. Se dH(B0, B1) < ε, então (pelo Lema 1.57) ‖c0 −

c1‖+ |r0 − r1| < ε. Portanto |r0 − r1| < ε e |g(B0)− g(B1)| < ε.
Assim, g é contínua no ponto B0, sendo B0 um ponto qualquer de W. ¤

Teorema 1.60
Para todo S ∈ C, existe uma bola B[x, ε] ⊃ S com raio mínimo.
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Prova: Seja S ∈ C. Como S é limitado, então existem bolas fechadas que contém S.
Resta mostrarmos que existe uma bola fechada com raio mínimo que contém S.

Entretanto, como S é compacto, e sendo D o diâmetro de S, existem a, b ∈ S tais que
d(a, b) = D.

Passo 1: S ⊂ R, sendo R = [a1, b1]× · · · × [an, bn], com |bi − ai| = D, ∀i = 1, . . . , n.
Como S ⊂ Rn é compacto, então, para cada i ∈ {1, . . . , n}, a função πi(x) = xi possui

um ponto de máximo e um de mínimo em S. Fixado i ∈ {1, . . . , n}, sejam pi, qi ∈ S,
tais que πi(p

i) = pi
i = min{πi(x)|x ∈ S} e πi(q

i) = qi
i = max{πi(x)|x ∈ S}. Assim,

qi
i − pi

i = |qi
i − pi

i| ≤ d(qi, pi) ≤ D.
Agora, para cada i, seja bi tal que pi

i ≤ qi
i ≤ bi e bi− pi

i = D. Tomando ai = pi
i, temos

que S ⊂ [a1, b1]× · · · × [an, bn]. De fato, dado x ∈ S, xi ∈ [pi
i, q

i
i] ⊂ [pi

i, bi] = [ai, bi].
Transladando se necessário, podemos supor que ai = −D/2 e bi = D/2.
Passo 2: Existe uma bola fechada B, contendo S, com raio D.
Sejam h, k ∈ S tais que d(h, k) = D. Seja também m = h+k

2
∈ S o ponto médio

entre h e k. A�rmo que S ⊂ B[m,D]. De fato, se x ∈ S, então d(x,m) ≤ D. Portanto
S ⊂ B[m, D].

Passo 3: Se S ⊂ B[x, ε] e ε ≤ D, então B[x, ε] ⊂ C = [a1 − 2D, b1 + 2D]× · · · × [an −
2D, bn + 2D].

Suponhamos S ⊂ B[x, ε] com ε ≤ D. Logo S ⊂ B[x, ε] ⊂ B[x,D].
Sejam y ∈ B[x,D] e z ∈ S. Como S ⊂ B[x,D], então d(x, y) ≤ 2D, portanto

yi ∈ [zi − 2D, zi + 2D] ⊂ [ai − 2D, bi + 2D].
Concluímos que y ∈ [a1 − 2D, b1 + 2D]× · · · × [an − 2D, bn + 2D] = C.
Passo 4: O conjunto F = {B[x, e] |S ⊂ B[x, ε] ⊂ C} é compacto em C, e não é vazio.
Pelo passo 2, existe uma bola B contendo S e com raio D. Já pelo passo 3, D ⊂ C.

Portanto B ∈ F e F não é vazio.
Para mostrarmos que F é compacto, seja (Bn)n∈N∗ uma seqüência in�nita de elementos

de F . Basta mostrar que existe uma subseqüência (Bni
)i∈N∗ de (Bn)n∈N∗ , com Bni

i→∞−→
B ∈ F .

Pelo teorema de Blaschke, existe uma subseqüência Bni

i→∞−→ B ∈ C, com B ⊂ C.
Além disso, pela demonstração do teorema de Blaschke,

B =
∞⋂

j=1

(∞⋃
i=j

Bni

)
.

Mas S ⊂ Bni
, para cada i ∈ N∗, pois cada Bni

∈ F . Portanto S ⊂ B. Além disso,
pelo Lema 1.58, B é uma bola fecha.

Resumindo S ⊂ B ⊂ C, logo B ∈ F . Portanto F é compacto.
Como F é compacto, o teorema é conseqüência da continuidade da função g vista na

prova do Teorema 1.59. ¤



Capítulo 2

Algumas funções de�nidas em C

Nesse capítulo serão estudadas algumas funções de�nidas no conjunto C . A maior
parte dessas funções poderia ter sido de�nida em C, sem que houvesse nenhuma altera-
ção nos resultados, mas, como a convexidade é necessária em alguns casos, resolvemos
restringir o domínio de todas as funções.

2.1 Funções suporte
De�nição 2.1
Seja u ∈ Sn−1. De�nimos a função suporte Hu : C → R, na direção u, por

Hu(K) := max {〈k, u〉 |k ∈ K} .

Figura 2.1:

x

y

0

Hu(K) →

K

u

A função suporte é importante pois será utilizada para de�nirmos a "largura mínima"
de um conjunto convexo. Além disso, algumas propriedades do diâmetro e da largura
mínima são conseqüências de propriedades das funções suporte. A seguinte proposição,
fácil de ser demonstrada, nos dá algumas propriedades das funções suporte.

Proposição 2.1
Sejam u ∈ Sn−1, X, Y ∈ C , α ≥ 0 e Hu a função suporte associada a u. Então:
(i) Hu(X + Y ) = Hu(X) + Hu(Y );

41
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(ii) Se X ⊂ Y , então Hu(X) ≤ Hu(Y );
(iii) Hu(αX) = αHu(X);
(iv) Hu (B[0, α]) = α;
(v) Hu (X + B[x, α]) = Hu(X) + 〈x, u〉+ α, ∀x ∈ Rn;
(vi) Hu(−X) = H−u(X).
Teorema 2.2
Dado u ∈ Sn−1, a função suporte Hu : C → R é contínua em C .

Prova: Seja K ∈ C . Mostraremos que Hu é contínua em K. Para isso, tome ε > 0
qualquer e δ = ε/2.

Suponhamos dH(K, L) < δ, logo K ⊂ L + B[0, δ] e L ⊂ K + B[0, δ]. Logo
{

Hu(K) ≤ Hu(L + B[0, δ]) = Hu(L) + Hu(B[0, δ]) = Hu(L) + δ,

Hu(L) ≤ Hu(K + B[0, δ]) = Hu(K) + Hu(B[0, δ]) = Hu(K) + δ.

Assim, {
Hu(K)− Hu(L) ≤ δ,

Hu(L)− Hu(K) ≤ δ.

Concluímos que |Hu(K)− Hu(L)| ≤ δ = ε/2 < ε. Portanto Hu é contínua em K. ¤
Cada função suporte Hu está relacionada com um vetor u ∈ Sn−1. Porém, se �xarmos

K ∈ C , podemos observar a função Hu(K) como uma função cuja variável é u. Surge então
a pergunta: será que Hu(K) é contínua em u? A resposta a essa pergunta é a�rmativa e
é o conteúdo da próxima proposição.
Proposição 2.3
Fixado K ∈ C , a função f : Sn−1 → R de�nida por f(u) = Hu(K) é contínua em Sn−1.

Prova: Para mostrar que f é contínua em Sn−1, mostraremos que f : Rn → R, de�nida
por f(u) = max {〈u, k〉 | k ∈ K}, é contínua. Dessa forma, f = f

∣∣
Sn−1 também será

contínua.
Como K é compacto, existe um m > 0 tal que ‖k‖ ≤ m, qualquer que seja k ∈ K.

Assim, dado u ∈ Rn, temos que 〈u, k〉 ≤ ‖u‖ · ‖k‖ ≤ m · ‖u‖, ∀k ∈ K. Segue que,
max {〈u, k〉 | k ∈ K} = 〈u, k0〉 ≤ ‖u‖ · ‖k0‖ ≤ m · ‖u‖.

Resumindo, f(u) ≤ m · ‖u‖,∀u ∈ Sn−1.
Seja ε > 0 e u ∈ Rn. Mostraremos que f é contínua em u. De fato, tomando δ = ε/m

e supondo ‖u− v‖ < δ. Temos:
f(u) = f(v + u− v) = max{〈v + u− v, k〉 |k ∈ K}

≤ max{〈v, k〉 |k ∈ K}+ max{〈u− v, k〉 |k ∈ K} = f(v) + f(u− v).

Logo,
f(u)− f(v) ≤ f(u− v) ≤ m · ‖u− v‖ < m · δ = ε.

Analogamente, f(v)− f(u) < ε. Portanto f é contínua em u e está provada a propo-
sição. ¤

A seguinte e última proposição dessa seção relaciona as funções suporte com os semi-
espaços suporte.
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Proposição 2.4
Seja K ∈ C e u ∈ Sn−1. Então o subespaço suporte de K com vetor normal exterior u é
o conjunto {x ∈ Rn| 〈x, u〉 ≤ Hu(K)}.

Prova: Sejam E = {x| 〈x− k0, u〉 ≤ 0} o semi espaço suporte de K com vetor normal
exterior u e face H. Suponha também que k0 ∈ H ∩ K. Logo 〈k − k0, u〉 ≤ 0, ∀k ∈ K,
portanto 〈k, u〉 ≤ 〈k0, u〉 ,∀k ∈ K.

Como k0 ∈ K, então max {〈k, u〉 | k ∈ K} = 〈k0, u〉, ou seja, Hu(K) = 〈k0, u〉. Segue
então que E = {x| 〈x− k0, u〉 ≤ 0} = {x| 〈x, u〉 ≤ 〈k0, u〉} = {x| 〈x, u〉 ≤ Hu(K)}. ¤

2.2 As funções largura e a largura mínima
De�nição 2.2
Seja K ∈ C . De�nimos, para cada u ∈ Sn−1, uma função largura ωu : C → R por
ωu(K) := Hu(K) + H−u(K).

A imagem de K por ωu é chamada de largura de K na direção u.

Segue da de�nição, e da continuidade das funções suporte, que cada função largura
é contínua em C . Já da Proposição 2.3, concluímos que, para cada K ∈ C , a fun-
ção gK : Sn−1 → R de�nida por gK(u) = ωu(K) é contínua. Portanto, sendo Sn−1

compacto, existem u0, u1 ∈ Sn−1 tais que gK(u0) = min{ωu(K)|u ∈ Sn−1} e gK(u1) =
max{ωu(K)|u ∈ Sn−1}.
Proposição 2.5
Seja K ∈ C . Então ωu(K) = d(H1,H2), sendo H1 = {x| 〈x, u〉 = Hu(K)} e H2 =
{x| 〈x,−u〉 = H−u(K)}.

Prova: Segue da Proposição 2.4. ¤

Proposição 2.6
Sejam u ∈ Sn−1, X, Y ∈ C , ε ≥ 0 e α ∈ R, então:
(i) ωu(X + Y ) = ωu(X) + ωu(Y );
(ii) ωu(αX) = |α| · ωu(X);
(iii) Se X ⊂ Y , então ωu(X) ≤ ωu(Y );
(iv) ωu (X + B[x, ε]) = ωu(X) + 2ε.

Prova: Segue da de�nição e da Proposição 2.1. ¤

De�nição 2.3
Dado K ∈ C , a largura mínima de K é o valor min{ωu(K)|u ∈ Sn−1}.

Denotamos ω(K) := min {ωu(K)|u ∈ Sn−1}.
Proposição 2.7
Sejam X,Y ∈ C , ε ≥ 0 e α ∈ R. Então:
(i) ω(X + Y ) ≥ ω(X) + ω(Y );
(ii) ω(αX) = |α| · ω(X);
(iii) Se X ⊂ Y , então ω(X) ≤ ω(Y );
(iv) ω (X + B[x, ε]) = ω(X) + 2ε.
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Prova:
(i) Sabemos que ωu(X + Y ) = ωu(X) + ωu(Y ), pela Proposição 2.6. Assim, ωu(X +

Y ) ≥ inf {ωv(X)| v ∈ Sn−1}+ inf {ωv(Y )| v ∈ Sn−1}. Logo, inf {ωv(X + Y )| v ∈ Sn−1} ≥
inf {ωv(X)| v ∈ Sn−1}+ inf {ωv(Y )| v ∈ Sn−1}. Portanto ω(X + Y ) ≥ ω(X) + ω(Y ).

(ii) a (iv) Segue da de�nição e da Proposição 2.6. ¤

Teorema 2.8
ω é contínua em C .

Prova: Sejam K ∈ C e ε > 0. Tomemos δ = ε/4. Se L ∈ BH(K, δ), então dH(K,L) <
δ ⇒ K ⊂ L + B[0, δ] e L ⊂ K + B[0, δ]. Logo, pela Proposição 2.7, ω(K) ≤ ω(L) +

2δ e ω(L) ≤ ω(K) + 2δ. Portanto |ω(K)− ω(L)| ≤ 2δ =
ε

2
< ε. ¤

De�nição 2.4
Um conjunto K ∈ C é dito centralmente simétrico quando existe c ∈ K tal que, se
x ∈ K então 2c− x ∈ K.

Pela de�nição acima, um conjunto K é centralmente simétrico quando possui um
ponto c que satisfaz: se x ∈ K, então a re�exão de x sobre c também está em K.
De�nição 2.5
Seja K ∈ C , então o conjunto KC := K−K

2
é chamado de simetrização central de K.

Facilmente se prova que a simetrização central KC de K é um conjunto centralmente
simétrico com centro na origem. Para isso, basta ver que x−y

2
∈ KC ⇔ x, y ∈ K ⇔

−x+y
2

∈ KC .

Teorema 2.9
Se K ∈ C , então:
(i) ω

(
KC

)
= ω(K) e

(ii) ω
(
αK + (1− α)KC

)
= ω(K), ∀α ∈ [0, 1].

Prova:
(i) Sabemos que, para cada u ∈ Sn−1, ωu

(
KC

)
= ωu

(
K−K

2

)
= 1

2
ωu(K) + 1

2
ωu(K) =

ωu(K), pela Proposição 2.6. Logo inf
{
ωu

(
KC

) | u ∈ Sn−1
}

= inf {ωu (K) | u ∈ Sn−1}, ou
seja, ω

(
KC

)
= ω(K).

(ii) Seja α ∈ [0, 1] e u ∈ Sn−1. Então

ωu

(
αK + (1− α)KC

)
= αωu(K) + (1− α)ωu

(
KC

)

= αωu(K) + (1− α)ωu(K) = ωu(K).

Isso implica em

inf
u∈Sn−1

{
ωu

(
αK + (1− α)KC

)}
= inf

u∈Sn−1
{ωu(K)} .

O que conclui nossa demonstração. ¤
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2.3 Função diâmetro
Sabemos que o diâmetro D(K) de um conjunto K é dado por D(K) := sup{d(x, y) |

x, y ∈ K}. Dessa forma, a função diâmetro D : C → R está bem de�nida. Veremos
algumas propriedades da função diâmetro.
Proposição 2.10
Se K ∈ C , então D(K) = max{ωu(K)| u ∈ Sn−1}.

Prova:
Passo 1: D(K) ≥ max{ωu(K)| u ∈ Sn−1}.
Sabemos que existe u0 ∈ Sn−1 tal que max{ωu(K)| u ∈ Sn−1} = ωu0(K). Sejam então

Hu0 o hiperplano suporte de K, com vetor normal exterior u0, e H−u0 o hiperplano suporte
de K com vetor normal interior u0. Logo ωu0(K) = d(Hu0 , H−u0), pela Proposição 2.5.

Dados x ∈ K ∩Hu0 e y ∈ K ∩H−u0 , temos

ωu0(K) = d
(
Hu0 , H−u0

) ≤ d(x, y) ≤ D(K).

Passo 2: D(K) ≤ max{ωu(K)| u ∈ Sn−1}.
Sejam x0, y0 ∈ ∂K tais que D(K) = d(x0, y0). Sejam também Hx0 = {x| 〈x− x0, y0 − x0〉 =

0} e Hy0 = {x| 〈x− y0, y0 − x0〉 = 0}. Mostraremos que Hx0 e Hy0 são hiperplanos su-
porte de K. Para isso, mostraremos que K ⊂ {x| 〈x− x0, y0 − x0〉 ≥ 0}, e analogamente
pode-se provar que K ⊂ {x| 〈x− y0, y0 − x0〉 ≤ 0}.

Figura 2.2:

x0 y0

Hx0 Hy0

K

Suponhamos (por absurdo) que x ∈ K e 〈x− x0, y0 − x0〉 < 0, assim 〈x, y0〉−〈x, x0〉−
〈x0, y0〉+ ‖x0‖2 < 0, logo −〈x, y0〉 > −〈x, x0〉 − 〈x0, y0〉+ ‖x0‖2.

Segue que

‖x− y0‖2 = ‖x‖2 − 2 〈x, y0〉+ ‖y0‖2

> ‖x‖2 − 2 〈x, x0〉+ ‖x0‖2 + ‖x0‖2 − 2 〈x0, y0〉+ ‖y0‖2 ≥ ‖x0 − y0‖2.

Contradição, pois x, y0 ∈ K e D(K) = ‖x0 − y0‖.
Concluímos que K ⊂ {x| 〈x− x0, y0 − x0〉 ≥ 0}. Dessa forma,

d(Hx0 ,Hy0) = ‖y0 − x0‖ = ω y0−x0
‖y0−x0‖

(K) ≤ sup
{
ωu(K)| u ∈ Sn−1

}
,

portanto, D(K) ≤ sup {ωu(K)| u ∈ Sn−1}. ¤
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Lema 2.11
Se K ∈ C e D(K) = d(x, y), com x, y ∈ K, então existem hiperplanos Hx e Hy, suporte
de K em x e y respectivamente e ortogonais ao segmento Sg [x; y].

Prova: Sai da demonstração da Proposição 2.10. ¤

Proposição 2.12
Sejam X, Y ∈ Ke α ∈ R. Então:
(i) D(X + Y ) ≤ D(X) + D(Y );
(ii) D(αX) = |α| ·D(X);
(iii) Se X ⊂ Y , então D(X) ≤ D(Y );
(iv) D(X + B[x, ε]) = D(X) + 2ε.

Prova: A prova �ca como exercício. Uma dica para o ítem (iv) é utilizar a Proposição
2.10. ¤

Teorema 2.13
A função diâmetro é contínua em C .

Prova: Análoga à prova feita para o Teorema 2.8, mas utilizando a Proposição 2.12. ¤

Teorema 2.14
Se K ∈ C , então D

(
KC

)
= D(K) e D

(
αK + (1− α)KC

)
= D(K), ∀α ∈ [0, 1].

Prova: Análoga à prova do Teorema 2.9. ¤

De�nição 2.6
Dizemos que K ∈ C tem largura constante (ou que K é um conjunto de largura
constante) quando existe c ≥ 0 tal que ωu(K) = c, para todo u ∈ Sn−1.

Teorema 2.15
Se K ∈ C , então:
(i) ω(K) ≤ D(K);
(ii) ω(K) = D(K) se, e somente se, K tem largura constante.

Prova: Sai direto da de�nição e da Proposição 2.10. ¤

2.4 Função inraio
De�nição 2.7
Seja K ∈ C . O inraio de K, denotado por r(K), é o raio de uma bola fechada contida
em K com raio máximo.
Proposição 2.16
Sejam X, Y ∈ C , ε ≥ 0 e α ∈ R, então:
(i) r(X + Y ) ≥ r(X) + r(Y );
(ii) r(αX) = |α| · r(X);
(iii) Se X ⊂ Y , então r(X) ≤ r(Y );
(iv) r(X + B[x, ε]) = r(X) + ε.
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Prova do item (iv): Suponhamos, sem perda de generalidade, que x = 0 é a origem.
Mostramos que r(X + B[0, ε]) ≥ r(X) + ε e depois que r(X + B[0, ε]) ≤ r(X) + ε.

Passo 1: r(X + B[x, ε]) ≥ r(X) + ε.
Sejam β = r(K) e B[x, β] ⊂ K. Logo B[x, β + ε] = B[x, β]+B[0, ε] ⊂ K+B[x, ε]. Por-

tanto, por (iii), temos que r (B[x, β + ε]) ≤ r (K + B[0, ε]), ou seja, β+ε ≤ r (K + B[x, ε]).
Passo 2: r(X + B[x, ε]) ≤ r(X) + ε.
Suponhamos, por absurdo, que r(K + B[0, ε]) > r(K) + ε. Logo existem δ > 0 e

a ∈ K + B[0, ε], tais que, B[a, β + ε + δ] ⊂ K + B[0, ε].
Como β = r(K), então B[a, β + δ] 6⊂ K, logo B[a, β + δ] \K 6= ∅.
Seja então y ∈ B[a, β + δ] \ K tal que d(y, K) > 0 e consideremos z ∈ K tal que

d(y, z) = d(y, K). Então, pela Proposição 1.40, todo ponto x da semi-reta −→zy satisfaz
d(x, z) = d(x,K).

Seja então w ∈ −→zy ∩ S(y, ε) tal que z ∗ y ∗ w. Logo w ∈ B[y, ε] ⊂ B[a, β + δ + ε], pois
y ∈ B[a, β + δ]. Além disso w /∈ K + B[0, ε], pois d(w, K) = d(w, z) = d(w, y) + d(y, z) =
ε + d(y, z) > ε. Contradição. ¤

Teorema 2.17
A função inraio r : C → R é contínua.

Prova: Sejam K ∈ C e ε > 0. Tomando δ = ε/2, temos que, se dH(H,K) < δ,
então H ⊂ K + B[0, δ] e K ⊂ H + B[0, δ]. Logo r(H) ≤ r(K + B[0, δ]) = r(K) + δ e
r(K) ≤ r(H) + δ. Segue que |r(H)− r(K)| ≤ δ < ε. ¤

Teorema 2.18
Sejam K ∈ C , então:
(i) 2r(K) ≤ ω(K);
(ii) 2r(K) ≤ D(K);
(iii) 2r(K) = D(K)E se, e só se, K é uma bola fechada.

Prova:
(i) Seja α = r(K), então existe k ∈ K tal que B[k, α] ⊂ K, logo ω (B[k, α]) ≤ ω(K),

ou seja, 2α ≤ ω(K). Portanto 2r(K) ≤ ω(K).
(ii) Como ω(K) ≤ D(K), então 2r(K) ≤ D(K) (ver Teorema 2.15).
(iii) Suponhamos que 2r(K) = D(K), logo ω(K) = D(K) e, pelo Teorema 2.15, K

tem largura constante.
Sejam r = r(K) e B[k, r] ⊂ K. Como K tem largura constante, então ωu(K) = 2r =

min {ωv(K)| v ∈ Sn−1} , ∀u ∈ Sn−1.
Consideremos, para cada u ∈ Sn−1, Hu a face do semi-espaço suporte de K com vetor

normal exterior u, e H−u a face do semi-espaço suporte de K com vetor normal interior
u. Assim d(Hu, H−u) = 2r,∀u ∈ Sn−1.

Como B[k, r] ⊂ K, então B[k, r] é um subconjunto da região compreendida entre os
hiperplanos Hu e H−u. Mas d(Hu,H−u) = 2r, logo Hu e H−u são hiperplanos suporte
de B[k, r], para todo u ∈ Sn−1. Assim, cada semi-espaço suporte de K é também um
semi-espaço suporte de B[k, r].
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Segue, pelo Teorema 1.42, que B[k, r] =
⋂

u∈Sn−1

Eu = K, sendo Eu o semi-espaço

suporte de K com vetor normal exterior u. ¤
Observação: Os conjuntos centralmente simétricos satisfazem a igualdade 2r(K) =

ω(K).

2.5 Função circunraio
De�nição 2.8
Seja K ∈ C . O circunraio de K, denotado por R(K), é o raio da menor bola fechada
que contém K.
Proposição 2.19
Sejam X, Y ∈ C e α ∈ R. Então:
(i) R(X + Y ) ≤ R(X) + R(Y );
(ii) R(αX) = |α| ·R(X);
(iii) Se X ⊂ Y , então R(X) ≤ R(Y );
(iv) R(X + B[x, ε]) = R(X) + ε.
Teorema 2.20
A função circunraio R : C → R é contínua.
Prova: Análoga à prova do Teorema 2.17; ¤

Teorema 2.21
Sejam K ∈ C , então:
(i) r(K) ≤ R(K), e r(K) = R(K) se, e só se, K é uma bola fechada;
(ii) D(K) ≤ 2R(K);
(iii) ω(K) ≤ 2R(K), e ω(K) = 2R(K) se, e só se, K é uma bola fechada.
Prova: Ver [3] e [24]. ¤

Observação: Os conjuntos centralmente simétricos satisfazem a igualdade D(K) =
2R(K).

2.6 Funções área e perímetro
Nessa seção consideramos o conjunto C como sendo o conjunto dos corpos convexos

de R2 para poder de�nir as funções área e perímetro.
De�nição 2.9
Dado K ∈ C , a área de K, denotada por A(K), é de�nida por

A(K) :=

∫

R

χK ,

sendo R = [a, b] × [c, d] um retângulo contendo K, χK a função característica de K e a
integral é a integral de Riemann.

O perímetro de K, denotado por p(K), é de�nido por
p(K) := sup {p(X)| K ⊃ X e X é um polígono convexo} .
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Quanto às funções área e perímetro, apenas assumimos a existência delas bem como
a veracidade de algumas propriedades que serão vistas mais adiante. Para obter mais
informações a respeito dessas funções e da prova de algumas das propriedades que serão
vistas, indicamos os livros [3], [22] e [17] e as referências que constam nesses livros.

Proposição 2.22
Se X, Y ∈ C e α ∈ R, então:
(i) A(αX) = α2 · A(X);
(ii) p(αX) = |α| · p(X);
(iii) p(X + Y ) = p(X) + p(Y );
(iv) Se X ⊂ Y , então A(X) ≤ A(Y ) e p(X) ≤ p(Y ).

Teorema 2.23
As funções área e perímetro são contínuas em C .

Teorema 2.24
Seja K ∈ C , então:
(i) p(K) = p

(
KC

)
;

(ii) A(K) ≤ A
(
KC

)
;

(iii) A(K) = A
(
KC

)
se, e somente se, K é centralmente simétrico.

Segue desses dois últimos teoremas o seguinte corolário a respeito da função perímetro:
Corolário 2.25
Se K ∈ C , então p

(
αK + (1− α)KC

)
= p(K),∀α ∈ [0, 1].



Capítulo 3

Os Sistemas Completos de
Desigualdades

Iniciaremos nosso capítulo com a história dos sistemas completos de desigualdades.
De�niremos, na primeira seção, o que são os sistemas completos de desigualdades e con-
taremos como surgiu esse tipo de estudo.

Na segunda seção, mostraremos a técnica desenvolvida por Blaschke para veri�car
se um conjunto de desigualdades é, ou não, um sistema completo e, na última seção,
aplicaremos a técnica de Blaschke aos problemas resolvidos por Santaló.

Mas antes de começarmos a história dos sistemas completos de desigualdades, listare-
mos algumas de�nições que serão úteis no decorrer do capítulo.
De�nição 3.1
Consideremos um triângulo equilátero T de lado `. Consideremos também os três arcos de
circunferência com centro nos vértices deste triângulo e raios iguais a k, com ω(T ) ≤ k ≤ `,
sendo cada um desses arcos o maior arco com raio k mas que não corta o interior do
triângulo T . Nessas condições, a envolvente convexa do triângulo unido com os três arcos
em questão é chamada de conjunto de Yamanouti.

De�nição 3.2
Uma lente simétrica é a interseção de dois círculos com raios iguais e interseção não
vazia.

Figura 3.1: Conjunto de Yamanouti.

k
`

Figura 3.2: Lente Simétrica.

ε ε
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De�nição 3.3
Trocando dois lados paralelos de um retângulo por dois semicírculos externos ao retângulo,
com raios iguais à metade do lado que está sendo substituído, obtemos uma �gura que
chamaremos de salsicha.

De�nição 3.4
Sejam B[x, ε] ⊂ Rn uma bola fechada e p, q ∈ Rn. Se x é o ponto médio entre p e q, então
a envolvente convexa do conjunto B[x, ε] ∪ {p, q} é chamada de capbody.

Observação: no decorrer dos nossos capítulos, os capbody's serão capbody's de R2,
sempre que a dimensão do espaço estiver omitida.

Figura 3.3: Salsicha. Figura 3.4: Capbody.

ε

p x q

De�nição 3.5
Sejam X a região do plano delimitada por duas retas paralelas r e `, e C um círculo
cujo centro eqüidista de re `. O conjunto X ∩C é chamado de segmento simétrico de
círculo.

De�nição 3.6
Sejam ABC um triângulo equilátero e hA, hB e hC as alturas correspondentes aos vértices
A, B e C, respectivamente. Considere também PA ∈ hA, PB ∈ hB e PC ∈ hC três pontos
tais que d(PA, A) = d(PB, B) = d(PC , C) ≤ d(A,O), sendo O o incentro de ABC. Sejam
X1 o arco que liga B a C com centro PA, X2 o arco que liga A a B com centro PC e X3 o
arco que liga A a C com centro PB. A envolvente convexa de ABC ∪X1∪X2∪X3 recebe
o nome de triângulo circular.

Figura 3.5: Segmento Simétrico de Círculo.
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Figura 3.6: Triângulo Circular.
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3.1 A História dos Sistemas Completos de Desigualda-
des

Embora esta seção se chame "A História dos Sistemas Completos de Desigualdades",
não contaremos a história pelo começo, mas pela de�nição:
De�nição 3.7
Sejam F uma família de subconjuntos não-vazios de Rn e a1, . . . , am funções de F em
R+. Dizemos que as k desigualdades d1(x1, . . . , xm), . . . , dk(x1, . . . , xm) são, ou formam,
um sistema completo de desigualdades se:

1. para todo K ∈ F , as imagens a1(K), . . . , am(K) satisfazem as desigualdades d1

(
a1(K),

. . . , am(K)
)
, . . . , dk

(
a1(K), . . . , am(K)

)
e

2. se A1, . . . , Am são números não-negativos que satisfazem as desigualdades d1(A1,
. . . , Am), . . . , dk(A1, . . . , Am), então existe um conjunto K ∈ F tal que a1(K) = A1,
. . . , am(K) = Am.

Quem iniciou o estudo dos sistemas completos de desigualdades foi Blaschke (ver [2])
que, em 1916, propôs a seguinte questão:
"Dados os valores s, v, m ∈ R+ quaisquer tais que

(?)





s2 ≥ 3v ·m,

m2 ≥ 4πs,

m3 ≥ 48π2v,

s3 ≥ 36πv2,

2m2 ≥ π3s, se v = 0,

existe algum conjunto convexo e compacto K ⊂ R3 com área de superfície s, volume v e
curvatura média integral m?"

No problema proposto por Blaschke, a família F da De�nição (3.7) é a família dos
subconjunto convexos e compactos não vazios de R3, as desigualdades são

S(K)2 ≥ 3V (K) ·M(K),

M2(K) ≥ 4πS(K),

M3(K) ≥ 48π2V (K),





(desigualdades de Minkowski), (3.1)

S3(K) ≥ 36πV 2(K), (desigualdade isoperimétrica de R3),
2M2(K) ≥ π3S(K), (desigualdade isoperimétrica plana

em termos de S e M),
(3.2)

e as funções S, M, V : F → R+ são a área de superfície, a curvatura média integral e o
volume, respectivamente.

As desigualdades (3.1), (3.2) e (3.2) eram conhecidas na época de Blaschke e são
satisfeitas para qualquer K em F . A questão era saber se para quaisquer valores v, s e
m (não negativos), satisfazendo as desigualdades (3.1), (3.2) e (3.2), sempre existiria um
corpo convexo K de R3 com V (K) = v, M(K) = m e S(K) = s.
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Se isso fosse verdade, então o conjunto de cinco desigualdades seria um sistema com-
pleto de desigualdades, porém isso não é verdade: existem v, m e s reais não-negativos,
que satisfazem as desigualdades (3.1), (3.2) e (3.2), para os quais não existe um corpo
convexo K de R3 com V (K) = v, S(K) = s e M(K) = m (ver [19], [1], [20] e [7]).

Apesar da resposta a esse problema ser negativa, Blaschke criou uma técnica para
facilitar a resolução de seu problema, técnica esta que foi utilizada mais tarde por San-
taló. Além disso, criou-se uma nova questão: será possível obtermos novas desigualdades
relacionando as funções V , S e M de forma que, sempre que v, s, m satis�zerem as desi-
gualdades (3.1), (3.2) e (3.2) e as novas desigualdades, exista K com V (K) = v, S(K) = s
e M(K) = m?

Essa nova questão ainda permanece aberta e é motivo de pesquisa matemática, mas
não será estudada aqui. Estudaremos entretanto a utilização que Santaló fez da técnica
de Blaschke em problemas similares, mas com outra família de conjuntos e outras funções.

Foi Santaló quem, em 1961, introduziu a de�nição de sistemas completos de desigual-
dades e a família de conjuntos que ele estudava era a família dos conjuntos convexos, com-
pactos e não-vazios do plano. Com essa família, Santaló encontrou um sistema completo
de desigualdades relacionando cada par das seguintes funções: A (área), p (perímetro),
D (diâmetro), r (inraio), R (circunraio) e ω (largura mínima). Encontrou também um
sistema completo de desigualdades relacionando as triplas (A, p, r), (A, p, R), (A, p, ω),
(A,D, ω), (p,D, ω) e (D, r,R) e estudou os casos (D, R, ω) e (r, R, ω), mas sem concluir
esses últimos dois.

Cabe observar que os problemas resolvidos por Santaló não foram resolvidos apenas
por ele, mas diversas pessoas trabalharam nas desigualdades (ver [21], [23] e as referências
em ambos os artigos).

Embora Santaló tenha demonstrado algumas desigualdades, seu principal trabalho não
foi o de encontrar novas desigualdades, mas foi o de utilizar as técnicas desenvolvidas por
Blaschke em cada par e em cada tripla das funções A, p, D, r, R e ω para veri�car se
as desigualdades existentes que relacionavam cada par ou tripla formavam um sistema
completo.

Trabalhos posteriores ao de Santaló foram feitos por M. A. Hernández Cifre, S. Se-
gura Gomis e G. Salinas Martínez que resolveram os casos (A,D,R), (A, r,R), (p,D, R),
(p, r, R), (D, r, ω), (D, R, ω) e (r,R, ω) (ver [13], [14], [15] e [9]), mas ainda existem sete
casos abertos para os quais as desigualdades existentes não formam um sistema completo:
(A, p, D), (A,D, r), (A, r, ω), (A,R, ω), (p,D, r), (p, r, ω) e (p,R, ω).

Mantendo as funções A, p, D, r, R e w e restringindo nossa família de �guras para
a família dos conjuntos convexos compactos 3-rotacionalmente simétricos de R2, foram
resolvidos 14 dos 20 possíveis casos envolvendo triplas de funções em [10]. Já para a
família dos conjuntos convexos compactos centralmente simétricos de R2, os 20 casos se
reduzem a 4 que foram todos resolvidos em [11].

Também são objetos de investigação alguns sistemas completos de desigualdades para
famílias de conjuntos convexos de Rn e de R3 (ver[12]). Porém, em nosso trabalho,
estudamos apenas sistemas completos de desigualdades para �guras convexas e compactas
planas, mais especi�camente, estudamos os problemas propostos por Santaló que já foram
resolvidos.
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3.2 O Diagrama de Blaschke
No problema de Blaschke, suponhamos que s, v e m satisfazem as desigualdades (?).

Assim, se m = 0, então s = v = m = 0, e o problema se torna encontrar um corpo
convexo K tal que S(K) = V (K) = M(K) = 0. Para isso, basta tomar K um ponto
de R3. Logo, se m = 0, existe K compacto, convexo e não-vazio tal que M(K) = m,
V (K) = v e S(K) = s.

Assim, de agora em diante consideraremos m 6= 0. Neste caso, a idéia que Blaschke
teve para tentar resolver seu problema foi a de tomar a função ϕ : F ∗ → [0, 1] × [0, 1]

de�nida por ϕ(K) =
(

4πS
M2 ; 48π2V

M3

)
, sendo V = V (K), M = M(K), S = S(K) e F ∗ a

família dos corpos convexos de R3 com curvatura média integral diferente de 0.
Pelas desigualdades de Minkowski (desigualdades (3.1)), segue que a imagem de ϕ

está contida no quadrado [0, 1] × [0, 1]. Além disso, a função ϕ está bem de�nida, pois
M(K) 6= 0 para qualquer K ∈ F ∗.

Uma outra característica da função ϕ é que ela é invariante por dilatações.
Além da função ϕ, Blaschke considerou a função ϕ′ : X → [0, 1] × [0, 1] de�nida por

ϕ′(s, v, m) =
(

4πs
m2 ; 48π2v

m3

)
, sendo X o conjunto das triplas (s, v,m) de R3 com s, v ≥ 0,

m > 0, satisfazendo as desigualdades (?). Obviamente a imagem da função ϕ é um
subconjunto da imagem da função ϕ′.

Com as funções ϕ e ϕ′, Blaschke observou que se as duas imagens forem iguais, então
dada uma tripla de pontos (s, v, m) ∈ X vai existir um conjunto K ∈ F com S(K) = s,
V (K) = v e M(K) = m.

De fato, dada (s, v, m) ∈ X e considerando Im(ϕ) = Im(ϕ′), então existe um conjunto
H ∈ F com

(
4πS(H)
M2(H)

; 48π2V (H)
M3(H)

)
=

(
4πs
m2 ; 48π2v

m3

)
.

Mas, sendo ϕ invariante por dilatações, temos
(

4πS(αH)

M2(αH)
;
48π2V (αH)

M3(αH)

)
=

(
4πS(H)

M2(H)
;
48π2V (H)

M3(H)

)
=

(
4πs

m2
;
48π2v

m3

)
,

para qualquer α ∈ R∗+ .
Agora, tomando α tal que αM(H) = m e sabendo que M(αH) = αM(H), V (αH) =

α3V (H) e S(αH) = α2S(H), segue que
(

4πα2S(H)

α2M2(H)
;
48π2α3V (H)

α3M3(H)

)
=

(
4πS(αH)

M2(αH)
;
48π2V (αH)

M3(αH)

)
=

(
4πs

m2
;
48π2v

m3

)
.

Logo M(αH) = m, V (αH) = v e S(αH) = s.
Dessa forma, tomando K = αH ∈ F , M(K) = m, S(K) = s e V (K) = v, assim

o trabalho de Blaschke se resumiria a mostrar que Im(ϕ) = Im(ϕ′). O primeiro passo
para isso seria encontrar a fronteira da imagem da função ϕ′ e veri�car se esta fronteira
é também a fronteira da imagem de ϕ, mas isso não é verdade e até hoje procura-se a
fronteira da imagem da função ϕ a�m de resolver o problema de Blaschke.

Apesar de não ter encontrado a fronteira da função ϕ, Blaschke descobriu parte dela
através das desigualdades (3.1), (3.2) e (3.2). Portanto a imagem da função ϕ recebe o
nome de Diagrama de Blaschke, e a parte da fronteira da imagem que ϕ que ainda
não foi encontrada é chamada de fronteira perdida do Diagrama de Blaschke.
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Voltando à função ϕ′, e chamando (x, y) = ϕ′(s, v,m), temos, pela primeira das de-
sigualdades (3.1), que y ≥ x2. Então parte da fronteira de ϕ′ é a curva y = x2 contida
em [0, 1] × [0, 1]. Essa parte da fronteira é também parte da imagem da função ϕ, pois
representa a imagem dos capbodys tridimensionais (ver a De�nição 3.4), sendo o ponto
(0, 0) imagem de um segmento e o ponto (1, 1) imagem da esfera.

Uma outra parte da fronteira de Im(ϕ), também determinada por Blaschke, foi des-
coberta considerando os conjuntos sem volume, nesse caso y = 0, e a desigualdade isope-
rimétrica plana em termos de S e M em (3.1) nos garante que 0 ≤ x ≤ 8

π2 . Esses pontos
são imagens dos conjuntos convexos bidimensionais.

É importante observarmos que o diagrama de Blaschke (ou a imagem da função ϕ)
é um conjunto conexo por caminhos, pois sendo H, K ∈ F ∗, a função f : [0, 1] → F∗
de�nida por f(t) = tH +(1−t)K é contínua (ver apêndice A). Logo c = ϕ◦ f |[0,1] descreve
um caminho que liga ϕ(H) a ϕ(K).

Figura 3.7: Parte da Fronteira de ϕ.

• •

•

x

y

1

18/π2

Para o nosso estudo, utilizamos as mesmas idéias de Blaschke nos problemas propostos
por Santaló, como será visto mais adiante.

3.3 Problemas resolvidos por Santaló
Antes de entrarmos nos problemas resolvidos por Santaló, é útil termos uma lista de

algumas desigualdades conhecidas na época envolvendo as funções A, p, D, r, R e ω.

3.3.1 Desigualdades
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Tabela 3.1: Desigualdades envolvendo pares de funções.
Funções Índices Desigualdades Igualdade

A, p d1 4πA ≤ p2 ©
A,D d2 4A ≤ πD2 ©
A, r d3 πr2 ≤ A ©
A,R d4 A ≤ πR2 ©
A,ω d5 ω2 ≤ √

3A 4,
p,D d6 d7 2D ≤ p ≤ πD ω = c

p, r d8 2πr ≤ p ©
p,R d9 d10 4R ≤ p ≤ 2πR ©
p, ω d11 πω ≤ p ω = c

D, r d12 2r ≤ D ©
D, R d13 d14

√
3R ≤ D ≤ 2R Y† cent†

D,ω d15 ω ≤ D ω = c

r, R d16 r ≤ R ©
r, ω d17 d18 2r ≤ ω ≤ 3r †cent 4,

R, ω d19 ω ≤ 2R ©
†existem mais �guras para as quais vale a igualdade.

Tabela 3.2: Desigualdades envolvendo triplas de funções.
Funções Índices Desigualdades Igualdade Condições
A, p, D D1

∗8φA ≤ p(p− 2D cos φ) G
D2 16A2 ≥ p(p−2D)2 ·(4D−p) 4is 2D ≤ p ≤

3D

A, p, r D3 D4
pr
2
≤ A ≤ r(p− πr) <̄ > ⊂⊃

A, p, R D5 A ≤ R(p− πR) ©
D6

∗∗8σA ≤ p(p− 4R cos σ) G ,

A, p, ω D7 4A ≤ ω(2p− πω) ⊂⊃
D8

∗∗∗2A ≥ ω
(
p−√3ω sec2 θ

)
Y πω ≤ p ≤

2
√

3ω
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Tabela 3.2: continuando da página anterior.
Funções Índices Desigualdades Igualdade Condições

D9 16A2ω3 ≥ p (pω − 4A)2 ·
(8A− pω)

4is 2
√

3ω ≤
p

A,D, ω D10 Dω ≤ 2A 4ω
D ω ≤

√
3

2
D

D11
∗∗∗∗A ≥ 3ω

[
η+ω

(
arcsin ρ−

π
3

)]−
√

3
2

D2

Y ω ≥
√

3
2

D

D12
∗∗∗∗2A ≤ ωη + D2 arcsin ρ | |©

p,D, ω D13 D14
∗∗∗∗2 [η + ω arcsin ρ] ≤ p ≤
2 [η + D arcsin ρ]

<̄ > | |©

D, r,R D15 (D2 − 2Rr) · √4R2 −D2 ≤
4R2r

4is

D16 D ≥ R + r †ω = c, 4◦

r, R, ω D17 ω ≤ r + R †4◦, Y, ω =

∗φ é solução da equação 2φD = p sin(φ)

∗∗σ é solução da equação p sin σ = 4Rσ

∗∗∗θ é solução da equação 6ω(tan θ − θ) = p− πω

∗∗∗∗η =
√

D2 − ω2, ρ = ω
D

†existem mais conjuntos que satisfazem a igualdade.

Nas tabelas 3.1 e 3.2, os símbolos que aparecem na coluna "Igualdade" representam
os conjuntos para os quais a desigualdade da linha se torna uma igualdade.

As desigualdades da tabela (3.1) foram demonstradas em [3] ou em [24]. A demons-
tração das desigualdades D1 e D2 podem ser encontradas em [16] e em [3], a desigualdade
D6 pode ser encontrada em [5] OU [6], a D7 em [16] e em [3], a D8 e a D10 em [23], a D9

em [25], a D11 em [16] e as desigualdades D15, D16 e D17 se encontram em [21].
As demais desigualdades são encontradas em [3] ou em [23] sendo que as desigualdades

D1, D12 e D7 foram corrigidas em [23]. Os problemas resolvidos por Santaló podem ser
encontrados em [21].

A tabela a seguir mostra que conjunto cada símbolo representa.

Tabela 3.3: Legenda.
© círculo
4 triângulo equilátero
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4is triângulo isósceles cujo lado desigual
é menor ou igual aos outros dois

4◦ triângulo circular
segmento de reta

ω = c �guras de largura constante
Y conjuntos de Yamanouti

cent conjuntos convexos centralmente simétricos
⊂⊃ salsicha
| |© segmento simétrico de círculo
G lente simétrica

<̄ > capbody
4ω

D triângulo com base D e altura ω

Observação: Um triângulo isósceles cujo lado desigual é menor ou igual aos outros
dois pode ser de�nido como:
(1) um triângulo isósceles cujos lados iguais têm comprimento igual ao seu diâmetro, ou
(2) um triângulo isósceles cujas alturas iguais têm comprimento igual à sua largura mí-
nima.

Tendo em mãos essas desigualdades, iniciaremos agora o estudo dos problemas resolvi-
dos por Santaló de encontrar sistemas completos de desigualdades envolvendo as seguintes
triplas de funções: (A, p, r), (A, p, R), (A, p, ω), (A,D, ω), (p,D, ω) e (D, r,R).

3.3.2 Caso (A, p, r)

O caso (A, p, r) foi resolvido com as desigualdades dadas na seguinte tabela:

Tabela 3.4: Desigualdades envolvidas no problema (A, p, r).
Índices Desigualdades Igualdade

d1 4πA ≤ p2 ©
d8 2πr ≤ p ©
D3 p · r ≤ 2A <̄ >

D4 A ≤ r(p− πr) ⊂⊃

Na primeira e segunda desigualdades, a igualdade é veri�cada nos círculos. Na terceira
desigualdade, a igualdade se veri�ca nos capbody's, e na quarta, nas salsichas. Cabe
observar que os círculos são casos particulares de capbodys e de salsichas, portanto os
círculos satisfazem a igualdade na terceira e na quarta desigualdades.
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Estratégia de resolução do problema
O primeiro passo para mostrarmos que essas quatro desigualdades formam, de fato,

um sistema completo de desigualdades é mostrar que, considerando A = p = r = 0 ∈ R+,
existe um corpo convexo K com A(K) = p(K) = r(K) = 0. Mas isso é muito fácil de se
conseguir, basta tomar K um ponto.

Desconsideremos então o caso trivial A = p = r = 0. Como as duas primeiras
desigualdades mostram que p = 0 implica em A = r = p = 0, segue que no caso não
trivial p 6= 0. Assim, voltemos nossa atenção apenas aos corpos convexos diferentes dos
pontos. Para isso, seja C ∗ := {K ∈ C | K não é um ponto}.

Consideremos então a função ϕ : C ∗ → R2 de�nida por ϕ(K) =
(

2πr(K)
p(K)

; 4πA(K)
p2(K)

)
.

Essa função está bem de�nida pois, como os pontos não são elementos do domínio, então
p(K) 6= 0, qualquer que seja o K ∈ C ∗.

As desigualdades d1 e d7 deixam claro que a imagem da função ϕ está contida no
quadrado [0, 1]× [0, 1].

Consideremos também o conjunto X :=
{
(A′, r′, p′, ) ∈ R3| A′, r′ ≥ 0, p′ > 0, 4πA′ ≤

(p′)2, 2πr′ ≤ p′, A′ ≤ r′ (p′ − πr′) , p′ · r′ ≤ 2A′}, ou seja, X é o conjunto das triplas de
números reais não negativos (com última coordenada positiva) que satisfazem as desigual-
dades d1, d7, D3 e D4. Seja a função ϕ′ : X → R2 de�nida por ϕ′(A′, r,′ p,′ ) =

(
2πr′
p′ ; 4πA′

(p′)2

)
.

Para mostrar que as quatro desigualdades da tabela 3.4 formam um sistema completo
de desigualdades, adotas-se a seguinte estratégia: mostra-se que a imagem da função
ϕ′ é igual à imagem da função ϕ. Feito isso, para cada tripla (A′, r′, p′) satisfazendo
as desigualdades, com p′ 6= 0, existe um conjunto K ∈ C ∗ tal que

(
2πr(K)
p(K)

; 4πA(K)
p2(K)

)
=(

2πr′
p′ ; 4πA′

(p′)2

)
.

Seja α ∈ R∗+, logo(
2πr(K)

p(K)
;
4πA(K)

p2(K)

)
=

(
2παr(K)

αp(K)
;
4πα2A(K)

α2p2(K)

)
=

(
2πr(αK)

p(αK)
;
4πA(αK)

p2(αK)

)
.

Ou seja, ϕ é invariante por dilatações.
Por outro lado, sendo α ∈ R∗+ tal que αp(K) = p′, temos que

(
2παr(K)

αp(K)
;
4πα2A(K)

α2p2(K)

)
=

(
2πr(K)

p(K)
;
4πA(K)

p2(K)

)
=

(
2πr′

p′
;
4πA′

(p′)2

)
.

Logo, αp(K) = p′ ⇒ αr(K) = r′ e α2A(K) = A′.
Conclusão: A(αK) = A′, r(αK) = r′ e p(αK) = p′. Assim, para cada tripla (A′, r′, p′)

satisfazendo as desigualdades, com p′ 6= 0, existe um conjunto K ′ = αK ∈ C ∗ tal que
A(K ′) = A′, r(K ′) = r′ e p(K ′) = p′. Portanto o sistema de desigualdades é completo.

Resumindo, se as imagens das funções ϕ e ϕ′ coincidirem, então o sistema é completo.
Por outro lado, se o sistema for completo, dado um ponto (x, y) ∈ Im(ϕ′), existe uma
tripla (A′, r′, p′) ∈ R3, satisfazendo as desigualdades da tabela 3.4, com p′ 6= 0, tal que
(x, y) = ϕ′(A′, r′, p′). Mas, como (A′, r′, p′) satisfazem as desigualdades e o sistema é
completo, segue que existe K ∈ C tal que A(K) = A′, r(K) = r′ e p(K) = p′. Logo
ϕ(K) = ϕ′(A′, r′, p′) = (x, y).

Concluí-se que Im(ϕ) ⊃ Im(ϕ′), mas Im(ϕ) ⊂ Im(ϕ′), portanto, se o sistema de
desigualdades for completo, então Im(ϕ) = Im(ϕ′).
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Encontrando a imagem de ϕ′

Seja (x, y) ∈ Im (ϕ′). A de�nição de ϕ′ nos diz que (x, y) =
(

2πr′
p′ ; 4πA′

(p′)2

)
. Pela

desigualdade D4 temos

A′ ≤ r′(p′ − πr′) = r′ · p′
(

1− πr′

p′

)
⇔ A′

p′
≤ r′

(
1− πr′

p′

)

⇔ 4πA′

(p′)2
≤ 2πr′

p′

(
2− 2πr′

p′

)
⇔ y ≤ x(2− x) = −x2 + 2x.

Portanto os pontos da imagem de ϕ′ estão abaixo da curva y = −x2 + 2x, dentro do
quadrado [0, 1]× [0, 1].

Por outro lado, da desigualdade D3 sai

2A′ ≥ p′ · r′ ⇔ 2A′

p′
≥ r′ ⇔ 4πA′

(p′)2
≥ 2πr′

p′
⇔ y ≥ x. (3.3)

Ou seja, os pontos de Im(ϕ′) estão acima da reta x = y.
Veja que em x = 0 e em x = 1 as duas funções coincidem:

x −x2 + 2x

0 0

1 1

Já para os pontos em que x ∈ (0, 1), −x2 + 2x > x. Além disso, para cada (x, y) ∈
[0, 1]× [0, 1] com x ≤ y ≤ −x2 +2x, temos que, fazendo p′ = 1, r′ = x

2π
e A′ = y

4π
, a tripla

(A′, r′, p′) satisfaz as desigualdades, portanto (x, y) ∈ Im(ϕ′).
Concluímos então que a imagem de ϕ′ é toda a região compreendida entre a reta x = y

e a curva y = −x2 + 2x.

Figura 3.8: Imagem de ϕ′.
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Provando que ∂Im(ϕ′) ⊂ ∂Im(ϕ)

Seja (x, y) ∈ ∂Im(ϕ′), logo y = x ou y = −x2 + 2x. Queremos encontrar um conjunto
K ∈ C ∗ tal que ϕ(K) = (x, y), ou seja,

(x, y) =

(
2πr(K)

p(K)
;
4πA(K)

p2(K)

)
.

Caso 1: Analisemos o caso em que y = x.
Se x = 0, então x = y = 0 e r = 0. Tomando K um segmento de reta, sua imagem

por ϕ será o par (0, 0) = (x, y).
Suponha agora x > 0. Como a igualdade em D3 é alcançada pelos capbodys, procu-

raremos um capbody cuja imagem por ϕ seja (x, y). Podemos encontrar p > 0 e r > 0,
com p ≥ r, tais que

2πr

p
= x.

Como um capbody é determinado pelos valores de r e D, devemos encontrar D ≥ r
de forma que o capbody K determinado por r e D tenha perímetro p.

Figura 3.9: Capbody determinado por r e por D.
D

r

α
β

h

D
2

= b

Mas o perímetro de um capbody é dado por:

p =
[
π − 2 arccos

(r

b

)]
2r + 4

√
b2 − r2,

ou equivalentemente,

p

4r
− π

2
+ arccos

(r

b

)
−

√
b2

r2
− 1 = 0, (3.4)

sendo b = D
2
≥ r, pela desigualdade d12.

Na equação (3.4), a divisão por r é possível pois x > 0 ⇔ r > 0.
Consideremos a função f(b) = p

4r
− π

2
+ arccos

(
r
b

)−
√

b2

r2 − 1, para b ≥ r.
Daí, segue que

f(r) =
p

4r
− π

2
+ arccos (1)−√1− 1 =

p

4r
− π

2
.

Mas
2πr

p
= x ≤ 1 ⇒ π

2
≤ p

4r
⇒ p

4r
− π

2
≥ 0,
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ou seja, f(r) ≥ 0.
Por outro lado, limb→∞ f(b) = −∞, logo existe um b0 ∈ [r,∞] tal que f(b0) = 0.

Portanto existe b0 ≥ r que determina, junto com r, um capbody com perímetro p.
Seja então K o capbody determinado por r e b0 com perímetro p. Sendo K um

capbody, A(K), r(K) e p(K) satisfazem D3. Assim, trocando o símbolo da desigualdade
pela igualdade na equação (3.3), segue que ϕ(K) = (x, y).

Caso 2: Analisemos agora o caso em que y = −x2 + 2x.
Como queremos K tal que ϕ(K) = (x, y), então K deve satisfazer: x = 2πr

p
e y = 4πA

p2 .
Mas y = −x2 + 2x, logo precisamos encontrar K que satisfaça

4πA

p2
= −

(
2πr

p

)2

+ 2
2πr

p
⇔ −πr2 + r · p = A. (3.5)

Sabemos que as salsichas satisfazem −πr2 + r · p = A, procuremos então entre as
salsichas uma cuja imagem por ϕ seja (x, y).

Facilmente encontramos A ≥ 0 e p > 0 tais que y = 4πA
p2 . Logo p2 ≥ 4πA, pois

y ∈ [0, 1].
Como uma salsicha é totalmente determinada por seu perímetro e inraio, se encon-

trarmos r tal que p ≥ 2πr e que satisfaça (3.5), então resolvemos nosso problema.

Mas −πr2 + r · p = A ⇔ πr2 − p · r − A = 0. Tomando r =
p−

√
p2 − 4πA

2π
temos

que A, r e p satisfazem (3.5). Além disso, sendo p2 − 4πA ≥ 0, r ∈ R e 0 ≤ 2πr ≤ p.
Como 0 ≤ 2πr ≤ p, segue que p e r determinam uma salsicha K, com área A por

(3.5). Conclusão: ϕ(K) = (x, y), pela escolha de p e de A e por (3.5).
Portanto ∂Im(ϕ′) ⊂ ∂Im(ϕ), pelos casos 1 e 2.

Provando que Im(ϕ′) ⊂ Im(ϕ)

Para mostrarmos que Im(ϕ′) ⊂ Im(ϕ), mostraremos que o segmento Sg
[
(x, x), (x,−x2+

2x)
] ⊂ Im(ϕ) para cada x ∈ [0, 1]. Isso é su�ciente, pois cada (x, y) ∈ Im(ϕ′) satisfaz

x ≤ y ≤ −x2 + 2x.
Seja então x ∈ [0, 1] e tome H um capbody que satisfaz ϕ(H) = (x, x). Tomemos

também K uma salsicha que satisfaz ϕ(K) = (x, 2x− x2). Podemos supor (dilatando se
necessário) que p(H) = p(K) = p e que r(H) = r(K) = r, pois x = 2πr(H)

p(H)
= 2πr(K)

p(K)
.

Consideremos a função f : [0, 1] → C ∗, de�nida por f(α) = αH+(1−α)K. A�rmamos
que (ϕ ◦ f)(α) = (x, y(α)), para todo α ∈ [0, 1].

De fato, sendo f(α) = (x(α), y(α)), então x(α) = 2πr(f(α))
p(f(α))

. Se mostrarmos que
r(f(α)) = r e p(f(α)) = p, então x(α) = x, ∀α ∈ [0, 1].

Mas p(f(α)) = p(αH+(1−α)K) = αp(H)+(1−α)p(K) = p(H) = p, pela Proposição
2.22. Além disso, pela Proposição 2.16, r(f(α)) = r(αH + (1 − α)K) ≥ αr(H) + (1 −
α)r(K) = r.

Por outro lado, a desigualdade d17 garante que 2r(f(α)) ≤ ω(f(α)). Sabendo que
ω(H) = ω(K) = 2r, podemos supor que as retas `1 e `2, determinadas pelas equações
y = r e y = −r respectivamente, são retas suporte de H e de K. Logo `1 e `2 também são
retas suporte de αH+(1−α)K (veja o Lema 1.49). Portanto d(`1, `2) ≥ ω(αH+(1−α)K),
logo ω(H) = d(`1, `2) ≥ ω(αH + (1 − α)K) ≥ αω(H) + (1 − α)ω(K) = ω(H), pela
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Proposição 2.7. Assim ω(f(α)) = ω(H), 2r(f(α)) ≤ ω(f(α)) = ω(H) = 2r e r(f(α)) ≥ r,
logo r(f(α)) = r.

Como r(f(α)) = r e p(f(α)) = p, então x(α) = x. Assim, sendo as funções f e
ϕ contínuas (ver o capitulo 2 e o apêndice A), a composição (ϕ ◦ f) é um caminho em
[0, 1]× [0, 1] ligando os pontos ϕ(f(0)) = ϕ(K) = (x, 2x− x2) e ϕ(f(1)) = ϕ(H) = (x, x).
Logo, dado (x, y) ∈ Sg [(x, x); (x, 2x− x2)], existe um α ∈ [0, 1] com y = y(α). Portanto
(x, y) = (x(α), y(α)) = ϕ(f(α)).

Concluímos que, para cada (x, y) ∈ Sg [(x, x); (x, 2x− x2)], existe um corpo convexo
X = f(α) ∈ C , tal que (x, y) = ϕ(X). Assim Sg [(x, x); (x, 2x− x2)] ⊂ Im(ϕ).

3.3.3 Caso (A,D, ω)

O caso (A,D, ω) foi resolvido com as desigualdades da tabela 3.5.

Tabela 3.5: Desigualdades envolvidas no problema (A,D, ω).
Índices Desigualdades Igualdade Condições

d2 4A ≤ πD2 ©
d5 ω2 ≤ √

3A 4
d15 ω ≤ D ω = c

D10 D · ω ≤ 2A 4ω
D ω ≤

√
3

2
D

D11
∗∗∗∗A ≥ 3ω · [η + ω

(
arcsin ρ− π

3

)]−
√

3
2

D2 Y ω ≥
√

3
2

D

D12
∗∗∗∗2A ≤ ωη + D2 arcsin ρ | |©

∗∗∗∗η =
√

D2 − ω2, ρ = ω
D

Estratégia de resolução do problema
Sejam ϕ : C ∗ → R2, de�nida por

ϕ(K) =

(
ω(K)

D(K)
;

4A(K)

πD2(K)

)
,

e X o conjunto formado pelas triplas de números não negativos (A,D, ω), com última
coordenada positiva, que (fazendo um abuso de linguagem) satisfazem as desigualdades
da tabela 3.5. De�namos então a função ϕ′ : X → R2 por

ϕ′(A,D, ω) =

(
ω

D
;

4A

πD2

)
.

A�m de simpli�car a escrita, estamos utilizando as mesmas letras para representar as
funções A, D e ω ou para representar os números reais A, D e ω. Além disso, represen-
taremos da mesma maneira as desigualdades que relacionam os números A, D e ω ou as
desigualdades que são satisfeitas pelas funções A, D e ω.

Podemos observar que a função ϕ é invariante por dilatações e que Im(ϕ) ⊂ Im(ϕ′).
Além disso, as desigualdades d2 e d15 garantem que Im(ϕ′) ⊂ [0, 1] × [0, 1]. Então, pelo
mesmo argumento utilizado no caso anterior, precisamos apenas mostrar que Im(ϕ) =
Im(ϕ′) e faremos isso utilizando a mesma seqüência do caso anterior.
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Encontrando a imagem de ϕ′

Seja (x, y) = ϕ′(A,D, ω), com A,D, ω ∈ X. Utilizando a desigualdade D12 temos

2A ≤ ω
√

D2 − ω2 + D2 arcsin
( ω

D

)
⇒ 4A

πD2
≤ 2ω

πD2

√
D2 − ω2 +

2

π
arcsin

( ω

D

)

⇒ y ≤ 2

π

[
ω

D

√
1− ω2

D2
+ arcsin

( ω

D

)]
=

2

π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
]

⇒ y ≤ 2

π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
]
. (3.6)

Utilizando a desigualdade D10 temos:

D · ω ≤ 2A ⇒ ω

D
≤ 2A

D2
⇒ 2

π
· ω

D
≤ 4A

πD2
, se ω ≤

√
3

2
D

∴ 2

π
x ≤ y, se x ≤

√
3

2
. (3.7)

Para
√

3
2
≤ x ≤ 1 utilizamos a desigualdade D11:

A ≥ 3ω
[√

D2 − ω2 + ω
(
arcsin

( ω

D

)
− π

3

)]
−
√

3

2
D2

⇒ 4A

πD2
≥ 12

π
· ω

D

[√
1− ω2

D2
+

ω

D

(
arcsin

( ω

D

)
− π

3

)]
− 2

√
3

π
, se

√
3

2
D ≤ ω ≤ D

⇒ y ≥ 12

π
x

[√
1− x2 + x

(
arcsin(x)− π

3

)]
− 2

√
3

π
, se

√
3

2
≤ x ≤ 1. (3.8)

Da desigualdade d5 obtemos

ω2 ≤
√

3A ⇒ 4ω2

πD2
≤
√

3
4A

πD2

⇒ 4

π
x2 ≤ √

y ⇔ y ≥ 4√
3π

x2. (3.9)

Assim, de (3.6) e de (3.9), resulta que
4√
3π

x2 ≤ y ≤ 2

π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
]
. (3.10)

De (3.6) e de (3.7) sai que

2

π
x ≤ y ≤ 2

π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
]
, se x ≤

√
3

2
. (3.11)

Já de (3.6) e de (3.8), sai que

12

π
x

[√
1− x2 + x

(
arcsin(x)− π

3

)]
−
√

3

2
≤ y ≤ 2

π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
]
, se x ≥

√
3

2
.

(3.12)
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Mas
2

π
x ≥ 4√

3π
x2, se x ≤

√
3

2

e
12

π
x

[√
1− x2 + x

(
arcsin(x)− π

3

)]
−
√

3

2
≥ 4√

3π
x2, se x ≥

√
3

2
.

Logo a desigualdade (3.10) pode ser descartada e as desigualdades (3.11) e (3.12)
determinam inteiramente a imagem da função ϕ′.

Observações:

1. Como a desigualdade (3.10) pode ser descartada, a desigualdade d5 também pode
ser descartada, ou seja, a desigualdade d5 não é necessária para o nosso problema.

2. Se considerássemos a igualdade d5 e desconsiderássemos as desigualdades D10 e D11,
a imagem e o domínio da função ϕ′ seriam diferentes, mas o sistema não seria mais
completo, pois a imagem da função ϕ diferiria da imagem dessa nova função ϕ′ como
será visto adiante.

Figura 3.10: Imagem de ϕ′.
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Figura 3.11: Imagem de ϕ′ desconsiderando
as desigualdades D10 e D11 e considerando a
desigualdade d5.
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Provando que Im(ϕ′) ⊂ Im(ϕ)

Seja (x, y) ∈ Im(ϕ′). Temos então vários casos possíveis:

1. y = 2
π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
]

2. x ≤
√

3
2

e y = 2x
π

3. x ≥
√

3
2

e y = 12
π

x
[√

1− x2 + x
(
arcsin(x)− π

3

)]−
√

3
2
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4. x ≤
√

3
2

e 2x
π

< y < 2
π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
]

5. x ≥
√

3
2

e 12
π

x
[√

1− x2 + x
(
arcsin(x)− π

3

)]−
√

3
2

< y < 2
π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
]

Em qualquer desses casos, é possível pegarmos ω e D não negativos tais que x = ω
D
.

No primeiro caso, podemos construir então o segmento simétrico de círculo K =
B

[(
0, ω

2

)
, D

2

] ∩ R, sendo R = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ y ≤ w} a região entre as retas y = 0
e y = ω. Como um segmento simétrico de círculo satisfaz a igualdade em D12, então a
imagem de K por ϕ é (x, y) (ver �gura 3.12 e fórmula (3.6)).

−D
2

(0, 0) D
2

x

ω
2

(0, ω)

y

(−D
2

, 0
)

(0, 0)
(

D
2
, 0

) x

(0, ω)

y

Figura 3.12: Capbody e triângulo isósceles com diâmetro D e largura mínima ω.

No caso 2, peguemos o triângulo isósceles T formado pelos vértices (−D/2, 0), (D/2, 0)

e (0, ω). Como x ≤
√

3
2
, então ω ≤

√
3

2
D, logo a base Sg [(−D/2, 0); (D/2, 0)] é o maior

lado do triângulo T . Sabendo que num triângulo o diâmetro é a medida do maior lado
e a largura mínima é a altura relativa ao maior lado, então T tem diâmetro D e largura
mínima ω.

Sendo T um triângulo de base D e altura ω, T satisfaz a igualdade em D10 e, pelas
contas feitas anteriormente, vale que ϕ(T ) = (x, y).

No caso 3, tomando ω
D

= x podemos construir um conjunto de Yamanouti Y com
diâmetro D e largura mínima ω. Isso é fácil de fazer, pois nos conjuntos de Yamanouti o
diâmetro D é igual ao lado do triângulo e ω é igual ao raio do arco. Como x ≥

√
3

2
, então

ω ≥ D
√

3
2

e D
√

3
2

é a altura do triângulo. Segue que D
√

3
2
≤ ω ≤ D, ou seja, o raio dos

arcos está entre a altura do triângulo e o lado do triângulo. Portanto um triângulo de
lado D com arcos de raio ω de�nem um conjunto de Yamanouti Y que satisfaz a igualdade
em D11. Logo vale ϕ(Y) = (x, y).

Os últimos dois casos são similares, portanto mostraremos apenas o quarto caso. Nesse
caso, ao invés de mostrar que (x, y) ∈ Im(ϕ), mostraremos que o segmento

Sg
[(

x,
2x

π

)
;

(
x,

2

π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
])]

(3.13)

está contido em Im(ϕ).
Sabemos (pelos casos 1 e 2) que os extremos do segmento Sg

[ (
x, 2x

π

)
,
(
x, 2

π

[
x
√

1− x2+

arcsin (x)
])]

são pontos de Im(ϕ). Resta mostrar que os pontos do interior do segmento
estão em Im(ϕ).
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Para isso, tomemos o segmento de círculo simétrico K do primeiro caso e o triângulo
T do segundo, tais que x = ω

D
, ω = ω(T ) = ω(K) e D = D(T ) = D(K).

Seja também TC a simetrização central de T . Logo, pelo Teorema 2.9, ω
(
αT + (1 −

α)TC
)

= ω(T ). Já pelo Teorema 2.14, D
(
αT + (1 − α)TC

)
= D(T ). Portanto ϕ

(
αT +

(1 − α)TC
)

=
(

ω(T )
D(T )

, y(α)
)

= (x, y(α)). Como a função f(α) = αT + (1 − α)TC é
contínua em [0, 1] (ver apêndice A), segue que a função ϕ ◦ f é um caminho em R2 e
(ϕ ◦ f)(α) = (x, y(α)), para todo α ∈ [0, 1]. Assim, para cada ponto (x, y) do segmento
Sg

[
ϕ(T ); ϕ

(
TC

)]
, existe um corpo convexo αT +(1−α)TC cuja imagem por ϕ é o ponto

(x, y). Assim o segmento Sg
[(

x, 2x
π

)
;
(
x, y

(
TC

))]
está contido em Imϕ.

Resta mostrar que o segmento Sg
[(

x, y
(
TC

))
;
(
x, 2

π

[
x
√

1− x2 + arcsin (x)
])]

está
contido na imagem de ϕ.

Consideremos a função contínua g : [0, 1] → C ∗ de�nida por g(α) = αTC + (1− α)K.
Sabemos que ϕ ◦ g é um caminho ligando os pontos ϕ(K) e ϕ

(
TC

)
. Queremos mostrar

que (ϕ ◦ g)(α) mantém a primeira coordenada constante.
Como TC é centralmente simétrico, tem largura mínima ω = ω(K) e diâmetro D =

D(K), podemos supor (transladando e rodando se necessário) que TC está contido em K
(ver apêndice B).

Mas ω(g(α)) ≥ αω(TC) + (1 − α)ω(K) = ω, pela Proposição 2.7. Por outro lado,
αTC +(1−α)K ⊂ αK+(1−α)K = K, assim (pela Proposição 2.7) ω(g(α)) ≤ ω(K) = ω.
Logo ω(g(α)) = ω, ∀α ∈ [0, 1].

Por outro lado, como TC têm diâmetro D, então existem dois pontos a, b ∈ TC tais
que d(a, b) = D. Logo αa+(1−α)a = a, αb+(1−α)b = b, ou seja, a, b ∈ αTC +(1−α)K
e D(αTC + (1− α)K) ≥ d(a, b) = D. Por outro lado, D(αTC + (1− α)K) ≤ αD(TC) +
(1 − α)D(K) = D, pela Proposição 2.12. Portanto D(αTC + (1 − α)K) = D e ϕ ◦ g
mantém a primeira coordenada constante.

Está, portanto, provado que (x, y) ∈ Im(ϕ′) =⇒ (x, y) ∈ Im(ϕ).
Observações:
1. Nos problemas (A, p, r) e (A,D, ω) colocamos a �gura da imagem da função ϕ′.

Como essa imagem é a imagem da função ϕ, esta �gura é o diagrama de Blaschke-
Santaló que corresponde ao problema.

2. Os demais casos resolvidos por Santaló são semelhantes a estes dois aqui apresenta-
dos, portanto nos limitaremos a mostrar as desigualdades utilizadas para cada caso,
de�nir a função ϕ e encontrar o diagrama de Blaschke-Santaló correspondente ao
problema.

3.3.4 Demais problemas resolvidos por Santaló envolvendo triplas
das funções A, p, D, r, R e ω

Nessa seção, bem como nos próximos capítulos, utilizaremos as letras C, R, S e T
para representarmos as imagens (pela função ϕ) do círculo, do triângulo de Releaux, do
segmento de reta e do triângulo equilátero, respectivamente.

Caso (A, p,R)

As desigualdades utilizadas neste problema foram:
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Tabela 3.6: Desigualdades utilizadas no caso (A, p, R).
Índices Desigualdades Igualdade

d1 4πA ≤ p2 ©
d9 4R ≤ p

D6
∗∗8σA ≤ p(p− 4R cos σ) G ,

∗∗σ é solução da equação p sin σ = 4Rσ

Além dessas, Favard ([5] e [6]) demonstrou que a menor área, �xados p e R, é atingida
nos polígonos quase-regulares. Um polígono quase-regular, de circunraio R e n lados,
é um polígono inscrito em um círculo com raio R, sendo que n − 1 dos seus lados têm
mesma medida e o último tem medida menor ou igual à dos outros n− 1.

A área de um polígono quase regular pode ser obtida em função de seu perímetro e
circunraio, digamos A = f(p,R), portanto, para um conjunto convexo qualquer, vale a
desigualdade A ≤ f(p,R), que também será utilizada em nosso problema, mesmo não
constando na tabela 3.6.

Observação: Embora a área de um polígono quase regular possa ser obtida em função
de seu circunraio e perímetro, a fórmula que obtém a área é muito complicada.

A função ϕ : C ∗ → R2 é dada por

ϕ(K) = (x, y) =

(
4R

p
,
4πA

p2

)
.

As desigualdades d1 e d9 garantem que a imagem de ϕ está contida no quadrado unitário
[0, 1]× [0, 1].

Da desigualdade D6 temos

8σA ≤ p(p− 4R cos σ) ⇔ 4πA ≤ π

2σ
p(p− 4R cos σ)

⇔ 4πA

p2
≤ π

2σ

(
1− 4R

p
cos σ

)
⇔ y ≤ π

2σ
(1− x cos σ). (3.14)

Como p sin σ = 4Rσ, então sin σ
σ

= x e o lado direito da desigualdade acima depende
apenas de x. Logo (3.14) fornece a fronteira superior do diagrama de Blaschke-Santaló. A
curva obtida pela igualdade em (3.14) é a imagem das lentes simétricas pela função ϕ e é
a curva que liga o ponto C =

(
2
π
, 1

)
ao ponto S = (1, 0) no diagrama de Blaschke-Santaló.

A fronteira inferior do diagrama é a imagem dos polígonos quase regulares. Essa
imagem também fornece uma curva que liga os pontos C e S.

Caso (A, p, ω)

As desigualdades usadas neste problema foram as seguintes:
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Tabela 3.7: Desigualdades utilizadas no caso (A, p, ω).
Índices Desigualdades Igualdade Condição

d5 ω2 ≤ √
3A 4

d11 πω ≤ p ω = c

D7 4A ≤ ω(2p− πω) ⊂⊃
D8 2A ≥ ω

(
p−√3ω sec2 θ

)
Y πω ≤ p ≤ 2

√
3ω

D9 16A2ω3 ≥ p (pω − 4A)2 · (8A− pω) 4is 2
√

3ω ≤ p

θ é solução da equação 6ω(tan θ − θ) = p− πω

A função ϕ : C ∗ → [0, 1]× [0, 1] é de�nida por ϕ(K) = (x, y), sendo




x = πω
p

e y = ω2√
3A

, se A 6= 0;

x = 0 e y = 0, se A = 0.

As desigualdades d11 e d5 garantem que a imagem de ϕ está contida no quadrado
unitário [0, 1]× [0, 1]. Já da desigualdade D7, se A 6= 0, resulta que

4A ≤ 2ω · p− πω2 ⇔ 4πAω ≤ 2πω2p− π2ω3 ⇔ 4πω

p
≤ 2πω2

A
− π2ω3

pA

⇔ 4πω

p
≤ ω2

√
3A

π
√

3

(
2− πω

p

)
⇔

4πω
p

π
√

3
(
2− πω

p

) ≤ ω2

√
3A

⇔ 4x

π
√

3(2− x)
≤ y. (3.15)

No caso em que A = 0, a desigualdade (3.15) continua válida, portanto ∀K ∈ C ∗, se
(x, y) = ϕ(K), então y ≥ 4x

π
√

3(2−x)
. Logo a desigualdade (3.15) nos dá a parte inferior

do diagrama de Blaschke-Santaló, sendo que a igualdade em (3.15) é alcançada para as
salsichas e é a curva que une origem (imagem do segmento de reta) ao ponto C =

(
1, 4√

3π

)
.

A desigualdade D8 é válida para πω ≤ p ≤ 2
√

3ω, ou seja, para π
2
√

3
≤ x ≤ 1. Nesse

intervalo, temos

ωp−
√

3ω2 sec2 θ ≤ 2A ⇔ ω2 −
√

3ω3 sec2 θ

p
≤ 2Aω

p

⇔ ω2

(
π −

√
3πω sec2 θ

p

)
≤ 2Aπω

p
⇔ ω2

(
π −

√
3x sec2 θ

)
≤ 2Ax

⇔ ω2

A
≤ x

π −√3x sec2 θ

⇔ y ≤ x√
3π − 3x sec2 θ

. (3.16)
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Como θ é solução da equação 6ω(tan θ− θ) = p− πω, então θ é solução das equações:

6ω(tan θ − θ) = p− πω ⇔ 6πω

p
(tan θ − θ) = π − π2ω

p

⇔ 6x (tan θ − θ) = π(1− x)
x6=0⇔ tan θ − θ =

π(1− x)

6x
.

Assim, o lado direito da desigualdade (3.16) depende apenas de x, pois θ pode ser es-
crito em função de x. Portanto a desigualdade (3.16) fornece a parte superior do diagrama
de Blaschke-Santaló para π

2
√

3
≤ x, sendo que a igualdade é alcançada nos conjuntos de

Yamanouti. A igualdade em (3.16) fornece a curva que liga os pontos T =
(

π
2
√

3
, 1

)
e

R =
(
1, 2

π
√

3−3

)
.

Os pontos R e C são ligados por um segmento de reta, sendo que cada ponto desse
segmento é a imagem por ϕ de um conjunto de largura constante.

A última desigualdade a ser analisada é a D9, válida para 2
√

3ω ≤ p ⇔ x ≤ π
2
√

3
. Como

a parte inferior do diagrama já foi determinada pela fórmula (3.15), então a desigualdade
D9 determina a parte inferior do diagrama para x ≤ π/2

√
3. Sabendo que a igualdade em

D9 é alcançada para os triângulos isósceles cujas alturas iguais medem ω e com perímetro
p (veja a �gura (3.13)), então, podemos parametrizar a curva dada pela igualdade em D9.

↓
π − 2α

α

ω

a

b

Figura 3.13: Triângulo isósceles com perímetro p e alturas iguais ω.

Seja K um triângulo isósceles com perímetro p e largura mínima ω, sendo ω o com-
primento das duas alturas iguais. Sejam também a o comprimento do lado desigual de
K, b o comprimento dos lados iguais e α a medida dos ângulos iguais, logo

ω

a
= sin α ⇒ ω = a sin α, ω

b
= sin(π − 2α) ⇒ ω = b sin(π − 2α)

⇒ b =
a sin α

sin(π − 2α)
=

a

2 cos α
.

Sabendo que p = 2b + a e A = bω/2, temos que p = a(1+cos α)
cos α

e A = a2

4
tan α.

Substituindo em x e em y segue que

x =
π

2
· sin(2α)

1 + cos α
e y =

2 sin(2α)√
3

.
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Como as duas alturas iguais têm medida ω, então o triângulo K deve ter o lado
desigual menor do que os outros dois, assim π/3 ≤ απ/2, portando 0 ≤ x ≤ π/2

√
3.

Portanto a curva que dá a fronteira superior do diagrama, para x entre 0 e π/2
√

3, é a
curva determinada por (

π sin(2α)

2(1 + cos α)
;
2 sin(2α)√

3

)
,

com α variando entre π/3 e π/2. Essa curva liga a origem ao ponto T e os pontos dessa
curva são imagens dos triângulos isósceles cujos ângulos iguais variam entre π/2 e π/3.

Caso (p,D, ω)

Tabela 3.8: Desigualdades utilizadas no caso (p,D, ω).
Índices Desigualdades Igualdade

d7 p ≤ πD ω = c

d15 ω ≤ D ω = c

D13
∗∗∗∗2 [η + ω arcsin ρ] ≤ p <̄ >

D14
∗∗∗∗p ≤ 2 [η + D arcsin ρ] | |©
∗∗∗∗η =

√
D2 − ω2, ρ = ω

D

A função ϕ : C ∗ → R2 é dada por

ϕ(K) =
( ω

D
;

p

πD

)
,

e as desigualdades d7 e d15 garantem que a imagem de ϕ está contida no quadrado unitário.
Da desigualdade D13 temos:

p ≥ 2
[√

D2 − ω2 + ω arcsin
( ω

D

)]
⇔ p

πD
≥ 2

π

[√
1− x2 + x arcsin(x)

]

⇔ y ≥ 2

π

[√
1− x2 + x arcsin(x)

]
. (3.17)

Curva obtida pela igualdade na desigualdade acima fornece a fronteira inferior do
diagrama de Blaschke-Santaló, e é a curva que liga o ponto S = (0, 2/π) ao ponto C =
(1, 1). Cada ponto dessa curva é a imagem de um capbody.

De D14 sai:

p ≤ 2
[√

D2 − ω2 + D arcsin
( ω

D

)]
⇔ p

πD
≤ 2

π

[√
1− x2 + arcsin(x)

]

⇔ y ≤ 2

π

[√
1− x2 + arcsin(x)

]
. (3.18)

A igualdade, na desigualdade acima, é alcançada pelos segmentos simétricos de cír-
culo, sendo que a imagem desses segmentos fornece a fronteira superior do diagrama, que
também é uma curva ligando os pontos S e C.

Caso (D, r,R)
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Figura 3.14: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (p,D, ω).
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y
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1

2

π

• C

•
S

Tabela 3.9: Desigualdades utilizadas no caso (p, D, ω).
Índices Desigualdades Igualdade

d13

√
3R ≤ D Y†

d14 D ≤ 2R cent†

d16 r ≤ R ©
D15 (D2 − 2Rr) · √4R2 −D2 ≤ 4R2r 4is

D16 D ≥ R + r †ω=cte, 4◦
†existem mais conjuntos que satisfazem a igualdade.

A função ϕ : C 2 → [0, 1]× [0, 1] é dada por

ϕ(K) =

(
D

2R
;

r

R

)
,

e, pelas desigualdades d14 e d16, a imagem de ϕ está contida em seu contradomínio.
Da desigualdade d13 temos

√
3R ≤ D ⇔

√
3

2
≤ x. Mas a igualdade em d13 só é

alcançada para conjuntos convexos que contém um triângulo equilátero de mesmo diâme-
tro, sendo que o menor inraio (nessa família de conjuntos) é alcançado pelos triângulos
equiláteros com diâmetro D, e o maior pelos triângulos de Releaux.

Assim, como a imagem do triângulo equilátero por ϕ é o ponto T = (
√

3/2, 1/3), e a
imagem do triângulo de Releaux é o ponto R = (

√
3/2,

√
3− 1), então a curva x =

√
3/2,

com y variando entre 1/2 a
√

3− 1, fornece parte da fronteira do diagrama de Blaschke,
e liga os pontos T e R pelas imagens dos conjuntos de Yamanouti.

Para x = 1, tomando as salsichas de diâmetro 2R e largura mínima 2r, podemos variar
r e R de forma que y = r/R possa ter qualquer valor entre 0 e 1. Logo a curva x = 1
também é parte da fronteira do diagrama, ligando o ponto C = (1, 1) ao ponto S = (1, 0).
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Da desigualdade D15 temos:

(
D2 − 2Rr

) ·
√

4R2 −D2 ≤ 4R2r ⇔
(

D2

4R2
− r

2R

)√
4R2 −D2 ≤ r

⇔
(

D2

4R2
− r

2R

) √
4R2 −D2

2R
≤ r

2R
⇔

(
x2 − y

2

)√
1− x2 ≤ y

2

⇔ x2
√

1− x2 ≤ y

2

(
1 +

√
1− x2

)
⇔ 2x2

√
1− x2

1 +
√

1− x2
≤ y. (3.19)

A curva dada pela igualdade em (3.19) é a fronteira inferior do diagrama, sendo tam-
bém a imagem dos triângulos isósceles nos quais o lado desigual é menor (ou igual) aos
dois outros lados. Essa curva liga os pontos T e S.

Da desigualdade D16 temos:

D ≥ R + r ⇔ D

2R
≥ 1

2
+

r

2R
⇔ x ≥ 1

2
+

y

2

⇔ 2x− 1 ≥ y. (3.20)
A igualdade em (3.20) determina a fronteira superior do diagrama, que é a imagem

dos conjuntos convexos de largura constante. Essa curva liga os pontos R e C.

Figura 3.15: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (D, r,R).
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Capítulo 4

Os demais problemas propostos por
Santaló

Nesse capítulo estudaremos os demais problemas propostos por Santaló que não foram
resolvidos por ele. Alguns desses problemas foram resolvidos recentemente e outros ainda
estão abertos. Mas, antes de começarmos nosso estudo, necessitaremos de uma nova lista
de desigualdades que ainda não eram conhecidas na época de Santaló.

4.1 Novas desigualdades
Com a descoberta de novas desigualdades, foi possível resolver os casos (A,D, R),

(A, r,R), (p,D,R), (p, r, R), (D, r, ω), (D,R, ω) e (r, R, ω).

Tabela 4.1: Novas desigualdades.
Funções Índices Desigualdades Igualdade Referências
A,D, r D18 A ≥ r

(√
D2 − 4r2 +

2r arcsin 2r
D

) <̄ > [9]

D19 A ≤ 2Dr [8]
A, D,R D20 4AR2 ≥ D3

√
4R2 −D2 4is [14]

D21 2A ≤ 3
[
D2

(
π
3

−
arccos

√
3R
D

)
− √

3R
(
R −

√
D2 − 3R2

)]

ωA = c [14]

75
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Tabela 4.1: continuando da página anterior.
Funções Índices Desigualdades Igualdade Referências
A, r, R D22

∗A ≤ 2 (rκ + R2 arcsin ϑ) | |© [4]
D23

∗A ≥ 2r (κ + r arcsin ϑ) <̄ > [4]
A, r, ω D24 (ω−2r)2 ·(4r−ω)A2 ≤ r4ω3 4is [9]
A,R, ω D25 2A ≤ ω

√
4R2 − ω2 +

4R2 arcsin ω
2R

| |© [9]

D26 ω8R4 ≥ 16A4 (R2ω2 − A2) 4is [9]
p,D, r D27 p ≥ 2

(√
D2 − 4r2 +

2r arcsin 2r
D

) <̄ > [9]

D28 p ≤ 2D + 4r [8]
p,D, R D29 Rp ≥

D
(
2R +

√
4R2 −D2

) 4is [14]

p, r, R D30
∗p ≤ 4 (κ + R2 arcsin ϑ) | |© [4]

D3I
∗p ≥ 4 (κ + r arcsin ϑ) <̄ > [4]

p, r, ω D32 (ω−2r)2 ·(4r−ω)p2 ≤ 4r2ω3 4is [9]
p,R, ω D33 p ≤ 2

(√
4R2 − ω2 +

2 arcsin ω
2R

) | |© [9]

D, r, ω D34 D2(ω−2r)2 ·(4r−ω) ≤ 4r4ω 4is [13]
D35 D ≥ √

3(ω − r) Y [13]
D, R, ω D36 4R4ω2 ≥ (4r2 −D2) D4 4is [15]
r, R, ω D37 (4r − ω) · (ω − 2r)R ≤ 2r3 4is [15]

∗ϑ = r
R
, κ =

√
R2 − r2

Todas as desigualdades da tabela (4.1) não eram conhecidas por Santaló, pois foram
provadas posteriormente.

Na desigualdade D21, a igualdade é alcançada pelos conjuntos de largura constante
que, para D e R �xados, atingem área máxima. Esses conjuntos, denotados por ωA = c,
são construídos da seguinte forma:

Seja K um conjunto de largura constante de circunraio R, inraio r e diâmetro D = ω.
Sejam também Γ e γ o circuncírculo e o incírculo de K, respectivamente. Sabe-se a
respeito dos conjuntos de largura constante que Γ e γ têm mesmo centro (ver [3]) e que
D = ω = R + r.

Consideremos então T um triângulo equilátero inscrito em Γ. Tracemos então, para
cada vértice de T , o círculo com centro no vértice e raio R + r. Tracemos também, para
cada lado de T , o círculo cujo lado é uma corda, com centro no interior de T e com raio
(R + r)/2. O conjunto formado pela interseção de Γ com esses 6 círculos é um conjunto
de largura constante e área máxima (ver [14]).
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4.2 Demais problemas resolvidos
4.2.1 Caso (A,D,R)

Esse caso foi resolvido em [14] e as desigualdades desse caso são:

Tabela 4.2: Desigualdades utilizadas no caso (A,D, R).
Índices Desigualdades Igualdade

d4 A ≤ πR2 ©
d13

√
3R ≤ D Y†

d14 D ≤ 2R cent†

D20 4AR2 ≥ D3
√

4R2 −D2 4is

D21 2A ≤ 3
[
D2

(
π
3
−

− arccos
√

3R
D

)
−

−√3R
(
R−√D2 − 3R2

)]

ωA = c

†existem mais �guras para as quais vale a igualdade.

A função ϕ : C ∗ → [0, 1]2 é dada por

ϕ(K) =

(
A

πR2
,

D

2R

)
.

Veja que as desigualdades d4 e d14 garantem que a imagem de ϕ está contida em [0, 1]2.
A desigualdade d13 garante que y ≥ √

3/2, logo a curva y =
√

3/2 fornece a parte
inferior da fronteira do diagrama de Blaschke-Santaló, ligando os pontos T =

(
3
√

3
π

,
√

3
2

)

a R =

(
3(π−√3)

2π
,
√

3
2

)
pelas imagens dos conjuntos de Yamanouti.

Já da desigualdade d14 resulta que y ≤ 1, sendo que a igualdade y = 1 é a parte superior
da fronteira do diagrama, ligando os pontos S = (0, 1) e C = (1, 1) pelas imagens dos
segmentos de círculo simétricos.

Da desigualdade D20 sai que

x ≥ 4

π
y3

√
1− y2,

sendo que a igualdade é alcançada pelos triângulos isósceles. Dessa forma, a fronteira
esquerda do diagrama de Blaschke-Santaló é dada pela curva x = 4

π
y3

√
1− y2, ligando

os pontos S e T . Observe que cada ponto dessa curva é a imagem de algum triângulo
isósceles.

Por último, da desigualdade D21, resulta

x ≤ 2y2

[
1− 3

π
arccos

(√
3

2y

)]
+

3
√

3

2π

[√
4y2 − 3− 1

]
.

A igualdade é alcançada pelos conjuntos de largura constante com área máxima, cujas
imagens fornecem a parte direita da fronteira do diagrama ligando os pontos R e C.
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Figura 4.1: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (A,D, R).
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4.2.2 Caso (A, r,R)

Esse caso foi resolvido em [4] e as desigualdades desse caso estão na tabela 4.3:

Tabela 4.3: Desigualdades utilizadas no caso (A, r,R).
Índices Desigualdades Igualdade

d4 A ≤ πR2 ©
d16 r ≤ R ©
D22 A ≤ 2 (rκ + R2 arcsin ϑ) | |©
D23 A ≥ 2r (κ + r arcsin ϑ) <̄ >

ϑ = r
R

κ =
√

R2 − r2

A função ϕ : C ∗ → [0, 1]2 é dada por

ϕ(K) =

(
A

πR2
,

r

R

)
,

e as desigualdades d4 e d16 garantem que a imagem de ϕ está contida em seu contrado-
mínio.

Da desigualdade D22 resulta

x ≤ 2

π

(
y
√

1− y2 − arcsin y
)

,

em que a igualdade é alcançada pelos segmentos de círculo simétricos e é a fronteira
inferior do diagrama de Blaschke-Santaló, ligando os pontos S = (0, 0) e C = (1, 1).

Já da desigualdade D23 resulta

πx ≥ 2y
(√

1− y2 − y arcsin y
)

,
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em que a igualdade é alcançada pelos capbodys e é a fronteira superior do diagrama,
também ligando os pontos S = (0, 0) e C = (1, 1).

Figura 4.2: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (A, r,R).
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4.2.3 Caso (p,D,R)

Esse caso foi resolvido em [14] e as desigualdades utilizadas estão na tabela 4.4:

Tabela 4.4: Desigualdades utilizadas no caso (p,D, R).
Índices Desigualdades Igualdade

d7 p ≤ πD ω =cte
d13

√
3R ≤ D Y†

d14 D ≤ 2R cent†

D29 Rp ≥
D

(
2R +

√
4R2 −D2

) 4is

†existem mais �guras para as quais vale a igualdade.

A função ϕ : C ∗ → [0, 1]2 é dada por ϕ(K) =
(

p
πD

,
√

3R
D

)
e as desigualdades d7 e d13

garantem que sua imagem está contida dentro de [0, 1]2.
Da desigualdade d7 sai que x ≤ 1. A curva x = 1 é fronteira direita do diagrama de

Blaschke-Santaló e liga os pontos R = (1, 1) e C = (1,
√

3/2). Cada ponto dessa curva é
a imagem de um conjunto de largura constante.

Da desigualdade d13 sai que y ≤ 1. A curva y = 1 é a fronteira superior do diagrama
e liga os pontos T = (3/π, 1) e R. Cada ponto dessa curva é a imagem de um conjunto
de Yamanouti.

A desigualdade d14 implica em y ≥ √
3/2, sendo que a curva y =

√
3/2 é a fronteira

inferior do diagrama ligando os pontos S = (2/π,
√

3/2) e C. Cada um dos pontos dessa
curva é a imagem de um segmento de círculo simétrico.
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Por último, a desigualdade D29 implica em

πx ≥ 2 +

√
4− 3

y2
.

A curva dada pela igualdade é a fronteira esquerda do diagrama, ligando os pontos S e
T e cada ponto dessa curva é a imagem de um triângulo isósceles.

Figura 4.3: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (p,D, R).
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4.2.4 Caso (p, r, R)

Esse caso foi resolvido em [4] e as desigualdades envolvidas estão na tabela 4.5:

Tabela 4.5: Desigualdades utilizadas no caso (p, r, R).
Índices Desigualdades Igualdade

d10 p ≤ 2πR ©
d16 r ≤ R ©
D30 p ≤ 4 (κ + R2 arcsin ϑ) | |©
D31 p ≥ 4 (κ + r arcsin ϑ) <̄ >

A função ϕ : C ∗ → [0, 1]2 é dada por ϕ(K) =
(

p
2πR

, r
R

)
e as desigualdades d10 e d16

garantem que sua imagem está contida dentro de [0, 1]2.
Da desigualdade D30 sai que πx ≥ 2

(√
1− y2 + y arcsin y

)
, sendo que a curva de�nida

pela igualdade é a fronteira inferior do diagrama de Blaschke-Santaló, ligando os pontos
S = (2/π, 0) e C = (1, 1). Cada ponto dessa curva é a imagem de um segmento de círculo
simétrico por ϕ.

Já da desigualdade D31, temos que πx ≥ 2 +
√

4− 3/y2. A igualdade nessa desigual-
dade de�ne a parte superior da fronteira do diagrama, também ligando os pontos C e S,
e cada ponto dessa curva é a imagem de um capbody.
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Figura 4.4: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (p, r, R).
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4.2.5 Caso (D, r, ω)

Esse caso foi resolvido em [13] e as desigualdades envolvidas estão na tabela 4.6:

Tabela 4.6: Desigualdades utilizadas no caso (D, r, ω).
Índices Desigualdades Igualdade

d12 2r ≤ D ©
d15 ω ≤ D ω =cte
d7 2r ≤ ω †cent
D34 D2(ω−2r)2 ·(4r−ω) ≤ 4r4ω 4is

D35 D ≥ √
3(ω − r) Y

†existem mais �guras para as quais vale a igualdade.

A função ϕ : C ∗ → [0, 1]2 é dada por ϕ(K) =
(

ω
D

, 2r
D

)
e as desigualdades d12 e d15

garantem que sua imagem está contida dentro de [0, 1]2.
Da desigualdade d15 sai que x ≤ 1, sendo que a curva x = 1, ligando os pontos

C = (1, 1) e R =

(
1,

2(
√

3−1)√
3

)
, é parte da fronteira do diagrama de Blaschke-Santaló.

Cada ponto dessa curva é a imagem de um conjunto de largura constante.
Da desigualdade d7 resulta y ≤ x, sendo que a curva x = y é a parte superior da

fronteira do diagrama e liga os pontos S = (0, 0) e C. Cada ponto dessa curva é a imagem
de um segmento de círculo simétrico.

A desigualdade D34 implica em
4(x− y)2 · (2y − x) ≤ y4x,

em que a igualdade de�ne a parte da fronteira do diagrama que liga o ponto S ao ponto
T = (

√
3/3,

√
3/2). Cada ponto dessa curva é a imagem de um triângulo isósceles.

A última parte da fronteira do diagrama é a curva x = 1/
√

3 + y/2, que sai da
desigualdade D35. Essa curva liga os pontos T e R e é a imagem dos conjuntos de
Yamanouti.
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Figura 4.5: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (D, r, ω).
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4.2.6 Caso (D, R, ω)

Esse caso foi resolvido em [15] e as envolvidas envolvidas estão na tabela 4.7:

Tabela 4.7: Desigualdades utilizadas no caso (D,R, ω).
Índices Desigualdades Igualdade

d13

√
3R ≤ D Y†

d14 D ≤ 2R cent†

d15 ω ≤ D ω =cte
d19 ω ≤ 2R ©
D36 4R4ω2 ≥ (4r2 −D2) D4 4is

†existem mais �guras para as quais vale a igualdade.

A função ϕ : C ∗ → [0, 1]2 está de�nida por ϕ(K) =
(

ω
2R

, D
2R

)
e as desigualdades d14 e

d19 garantem que sua imagem está contida em seu contradomínio.
Da desigualdade d12 resulta y ≥ √

3/2, sendo que a igualdade y =
√

3/2 é a parte
inferior da fronteira do diagrama de Blaschke-Santaló, ligando os pontos T = (3/4,

√
3/2)

e R = (
√

3/2,
√

3/2). Cada ponto dessa curva é a imagem de um conjunto de Yamanouti.
Da desigualdade d14 segue que y ≤ 1. A igualdade y = 1 é a parte superior do

diagrama e liga os pontos S = (0, 1) e C = (1, 1). Cada ponto dessa curva é a imagem de
um conjunto centralmente simétrico.

A desigualdade d15 implica em x ≤ y e x = y de�ne a fronteira direita do diagrama,
ligando os pontos R e C. Os pontos dessa curva são imagens dos conjuntos de largura
constante.

A parte esquerda do diagrama é a curva x2 = 4y4 (1− y2) que resulta da desigualdade
D36 e liga os pontos S e T . Cada ponto dessa curva é a a imagem de um triângulo
isósceles.
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Figura 4.6: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (D,R, ω).
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4.2.7 Caso (r,R, ω)

Esse caso foi resolvido em [15] e as desigualdades envolvidas estão na tabela 4.8:

Tabela 4.8: Desigualdades utilizadas no caso (r,R, ω).
Índices Desigualdades Igualdade

d16 r ≤ R ©
d7 2r ≤ ω †cent
d19 ω ≤ 2R ©
D17 ω ≤ r + R †4circ, Y, ω =cte
D37 (4r − ω) · (ω − 2r)R ≤ 2r3 4is

†existem mais �guras para as quais vale a igualdade.

As desigualdades d16 ed19 garantem que a imagem da função ϕ : C ∗ → [0, 1]2, de�nida
por ϕ(K) =

(
ω
2R

, r
R

)
, está contida em [0, 1]2.

Da desigualdade d7 sai que x ≥ y. A igualdade x = y determina a parte superior do
diagrama de Blaschke-Santaló. Essa curva liga os pontos S = (0, 0) e C = (1, 1).

Da desigualdade D17 resulta que 2x−1 ≤ y e a curva de�nida por 2x−1 = y é a parte
direita da fronteira inferior do diagrama, ligando os pontos T = (3/4, 1/2) e C. Cada
ponto dessa curva é a imagem de um conjunto de Yamanouti ou de um triângulo circular.

A última parte da fronteira do diagrama é a curva 4(2y − x) · (x − y) = y3, que é
conseqüência da desigualdade D37. Essa curva liga os pontos S e T e é a imagem dos
triângulos isósceles, cujo lado desigual é menor ou igual aos outros dois.
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Figura 4.7: Diagrama de Blaschke-Santaló para o caso (r, R, ω).
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4.3 Casos que continuam abertos
Finalizando nosso trabalho, resta mostrar quais os problemas propostos por Santaló

que continuam abertos até hoje, que são os seguintes casos: (A, p, D), (A,D, r), (A, r, ω),
(A,R, ω), (p,D, r), (p, r, ω) e (p,R, ω).

Resultados parciais sobre esses casos podem ser encontrados em [9] ou em [19].



Apêndice A

Continuidade do caminho
α

f7→ αX + (1− α)Y

Nesse apêndice provaremos que, dados X e Y dois corpos convexos de Rn, a função
f : [0, 1] → C , de�nida por f(α) = αX + (1− α)Y , é uma função contínua. Sejam então
α0 ∈ [0, 1] e ε > 0. Queremos encontrar δ > 0 tal que, |α− α0| < δ ⇒ dH(f(α), f(α0)) <
ε.

Consideremos a = sup{‖x‖; x ∈ X}, b = sup{‖y‖; y ∈ Y } e c = max{a, b}. Portanto,
se x ∈ X e y ∈ Y , vale

‖αx + (1− α)y − (α0x− (1− α0) y)‖ ≤ ‖αx− α0x‖+ ‖(1− α)y − (1− α0) y‖ =

= |α− α0| · ‖x‖+ |α− α0| · ‖y‖ = |α− α0| · [‖x‖+ ‖y‖] ≤
≤ |α− α0| · 2c.

(A.1)

Tomemos então δ = ε
4c

e α ∈ B(α0, δ) e seja z ∈ f(α). Sabemos que z ∈ f(α) ⇔ z =
αx + (1− α)y, com x ∈ X e y ∈ Y . Logo z0 = α0x + (1− α) y ∈ α0X + (1− α0) Y . Por
outro lado, ‖z − z0‖ ≤ |α− α0| · 2c < δ · 2c = ε

2
, por (A.1). Portanto z ∈ B(z0, ε/2).

Resumindo, para cada z ∈ f(α), existe z0 ∈ f (α0) com z ∈ B(z0, ε/2). Analogamente,
para cada z0 ∈ f (α0), existe z ∈ f(α) com z0 ∈ B(z, ε/2). Assim f(α) ⊂ f (α0)+B(0, ε/2)
e f (α0) ⊂ f(α) + B(0, ε/2).

Como f(α) ⊂ f (α0) + B(0, ε/2) e f (α0) ⊂ f(α) + B(0, ε/2), então dH(f(α), f (α0)) ≤
ε/2 < ε.
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Apêndice B

Uma propriedade dos conjuntos
centralmente simétricos

Queremos mostrar que todo corpo convexo centralmente simétrico de R2 está contido
em um segmento de círculo simétrico com mesmo diâmetro e mesma largura mínima. Mas
antes, mostraremos um teorema mais geral.

Teorema B.1
Seja K um corpo convexo centralmente simétrico de Rn com centro c e diâmetro D. Então
existem E1 e E2 semi-espaços suporte de K, com faces H1 e H2, respectivamente, tais
que:
(i) d(H1, H2) = ω(K);
(ii) K ⊂ E1 ∩ E2 ∩ B[c,D/2];
(iii) d(c, H1) = d(c, H2).

Antes de demonstrarmos esse teorema, precisaremos de um lema.

Lema B.2
Se H é um hiperplano com vetor normal unitário u, x /∈ H e y ∈ H, então d(x, H) =
|〈x− y, u〉|.

Prova: do lema.
Sabemos que d(x, H) = inf {d(x, z) | z ∈ H}. Mas d(x, z) = ‖x − z‖ e x − z =

〈x− z, v1〉 v1 + · · · + 〈x− z, vn−1〉 vn−1 + 〈x− z, u〉u, sendo {v1, . . . , vn−1, u} uma base
ortonormal de Rn.

Como H é um hiperplano com vetor normal u, então H = {z| 〈z, u〉 = α}, com α uma
constante.

Seja então {v1, . . . , vn−1, u} uma base ortonormal de Rn,

‖x− z‖2 =
n−1∑
i=1

〈x− z, vi〉2 + 〈x− z, u〉2 ≥ 〈x− z, u〉2 = |〈x, u〉 − α|2 .

Portando d(x, H) ≥ |〈x, u〉 − α|.
Tomando k =

∑n−1
i=1 〈x, vi〉 vi+αu, temos que k ∈ H e que ‖x−k‖ = ‖〈x, u〉u− αu‖ =

|〈x, u〉 − α|. Logo d(x, H) = |〈x, u〉 − α|.
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Por outro lado, |〈x− y, u〉| = |〈x, u〉 − α|, pois y ∈ H. Logo d(x, H) = |〈x− y, u〉|. ¤

Prova: do Teorema B.1.
(i) Sabemos que ω(K) = ωu(K), para algum u ∈ Sn−1, logo ω(K) = ωu(K) =

d(H1,H2), sendo H1 = {x| 〈x, u〉 = Hu(K)} e H2 = {x| 〈x,−u〉 = H−u(K)}, pela Pro-
posição 2.5.

(ii) Além disso, pela Proposição 2.4, K ⊂ {x| 〈x,−u〉 ≤ H−u(K)}∩{x| 〈x, u〉 ≤ Hu(K)}.
Chamemos então E1 = {x| 〈x, u〉 ≤ Hu(K)} e E2 = {x| 〈x,−u〉 ≤ H−u(K)}.

Mostraremos que K ⊂ B[c, D/2]. Para isso seja x ∈ K, logo 2c−x ∈ K e d(2c− x, x) =
d(x, c) + d(c, 2c− x) = 2‖c − x‖, pois c está entre x e 2c − x. Como d(x, 2c− x) ≤ D,
então ‖c− x‖ ≤ D/2 e K ⊂ B[c,D/2].

(iii) A�rmo que se x0 ∈ H1 ∩ K, então 2c − x0 ∈ H2. Suponha, por absurdo, que
2c−x0 /∈ H2, logo 〈2c− x0,−u〉 < H−u(K), pois 2c−x0 ∈ K ⊂ {x| 〈x,−u〉 ≤ H−u(K)}.

Por outro lado, x0 ∈ H1 ⇒ 〈x0, u〉 = Hu(K), portanto 〈2c− x0,−u〉 < H−u(K) ⇒
2 〈c,−u〉+ 〈x0, u〉 < H−u(K) ⇒ 2 〈c, u〉 > Hu(K)−H−u(K).

Seja então x1 ∈ H2 ∩K, logo 〈x1,−u〉 = H−u(K) e 2c− x1 ∈ K. Mas então

〈2c− x1, u〉 = 2 〈c, u〉+ 〈x1,−u〉 = 2 〈c, u〉+ H−u(K) >

> Hu(K)−H−u(K) + H−u(K) = Hu(K).

Contradição. Portanto 2c− x0 ∈ H2.
Como x0 ∈ H1 e 2c− x0 ∈ H2, então
d(c, H1) = | 〈c− x0, u〉 | e d(c, H2) = |〈c− (2c− x0) , u〉| = |〈−c + x0, u〉|. Portanto

d(c, H1) = d(c, H2). ¤

Corolário B.3
Se K é um corpo convexo centralmente simétrico de R2, então K está contido em um
segmento de círculo simétrico com mesmo diâmetro e mesma largura mínima.

Prova:
Sejam D = D(K), ω = ω(K) e c o centro de K. Tome então E1 e E2 dois semi-espaços

suporte de K com faces H1 e H2, respectivamente, tais que:
(i) d(H1,H2) = ω(K);
(ii) K ⊂ E1 ∩ E2 ∩ B[c,D/2];
(iii) d(c, H1) = d(c, H2).

Como estamos em R2, então o conjunto C = E1 ∩ E2 ∩ B[c,D/2] é um segmento de
círculo simétrico. Além disso, H1 e H2 são hiperplanos suporte paralelos de C, portanto
ω(C) ≤ d(H1,H2) = ω.

Como K ⊂ C ⇒ ω = ω(K) ≤ ω(C), segue então que ω(C) = ω = ω(K).
Por outro lado K ⊂ C ⊂ B[c,D/2], logo D = D(K) ≤ D(C) ≤ D (B[c,D/2]) = D. ¤



Apêndice C

Uma caracterização dos conjuntos
fechados de Rn

Teorema C.1
F ⊂ Rn é fechado se, e somente se, ∀x ∈ Rn,∃y ∈ F tal que d(x, y) = d(x, F ).

Prova:
(⇒) Seja x ∈ Rn e α = d(x, F ). Como α = inf{d(x, z) | z ∈ F}, então existe uma

seqüência (yn)n∈N de elementos de F satisfazendo d(x, yn) → α.
Seja então ε > 0, logo existe N ∈ N tal que, d(x, yn) < α + ε, ∀n ≥ N , ou seja,

yn ∈ B[x, α + ε] ,∀n ≥ N . Assim a seqüência (yn)n∈N é limitada, portanto existe uma
subseqüência (yni

)i∈N convergente.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que (yn)n∈N é convergente e yn → y. Sendo

F fechado, y ∈ F .
Como yn → y e a função z 7→ d(x, z) é contínua, então d(x, yn) → d(x, y). Por outro

lado, d(x, yn) → α, ou seja, d(x, y) = α.
(⇐) Suponhamos agora que ∀x ∈ Rn,∃y ∈ F tal que d(x, y) = d(x, F ). Seja então

x um ponto de acumulação de F , logo existe uma seqüência (yn)n∈N de elementos de F
com yn → x.

Seja também y ∈ F tal que d(x, y) = d(x, F ). Mas d(x, F ) = 0, pois yn → x. Portanto
d(x, y) = 0 e x = y ∈ F . ¤
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