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Resumo

Este trabalho apresenta uma pesquisa qualitativa orientada pelo objetivo de
investigar se é possivel criar condicbes para que alunos do Ensino Médio
generalizem termos de progressdes aritméticas e, em caso afirmativo, se esta
generalizacdo permite que os alunos construam uma férmula para o termo geral
deste tipo de sequiéncia. A relevancia desta pesquisa se justifica pela importancia do
trabalho com observacao e generalizagdo de padrdes, apontado por pesquisadores
como Mason (1996), Lee (1996) e Vale e Pimentel (2005) como recurso para que
alunos manifestem o pensamento algébrico e criem expressoes algébricas, dando
sentido a utilizacdo dos simbolos. Para os procedimentos metodolégicos foram
utilizadas fases da Engenharia Didatica, descrita por Artigue (1996), para elaborar,
aplicar e analisar uma sequéncia didatica para alunos de uma 12 série do Ensino
Médio. As andlises das resolucdes presentes nos protocolos e gravacoes feitas
durante algumas sessdes indicam que grande parte dos alunos conseguiu
generalizar os termos, mas isso ndo possibilitou que algum deles utilizasse notacéao

algébrica formal para representar a generalidade.

Palavras-Chave: Generalizacao de Padroes, Progressao Aritmética, Engenharia
Didatica.



Abstract

This work presents a qualitative research which is guided by the objective of
investigating whether if it’s possible to create conditions so that High School students
generalise terms of arithmetic progressions and, if so, whether this generalization
allows students to build a formula of general term of this type of sequence. The
relevance of this research is justified by the importance of the work with observation
and generalization of patterns, identified by researchers like Mason (1996), Lee
(1996) and Vale and Pimentel (2005) as a resource to students express algebraic
thinking and create algebraic expressions, giving sense to the use of symbols. For
methodological procedures, there were used stages of Didactic Engineering,
described by Artigue (1996), to develop, implement and analyze a didactic sequence
for the students of the Grade 10. The analysis about the present resolutions in the
protocols and the recordings that were made during some sessions indicated that
many of the students succeeded in generalizing terms, but that didn’t allow some of
them to use formal algebraic notation to represent the generality.

Keywords: Generalization of Patterns, Arithmetic Progression, Didactic
Engineering, High School.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma pesquisa qualitativa orientada pelo objetivo de
investigar se € possivel criar condicdes para que alunos do Ensino Médio
generalizem termos de progressdes aritméticas e, em caso afirmativo, se esta
generalizacdo permite que os alunos construam uma férmula para o termo geral
deste tipo de sequiéncia. A relevancia desta pesquisa se justifica pela importancia do
trabalho com observacao e generalizagcdo de padrdes, apontado por pesquisadores
como Mason (1996), Lee (1996) e Vale e Pimentel (2005) como recurso para que
alunos manifestem o pensamento algébrico e criem expressdes algébricas, dando
sentido a utilizacdo dos simbolos. Para os procedimentos metodoldgicos foram
utilizadas fases da Engenharia Didatica, descrita por Artigue (1996), para elaborar,
aplicar e analisar uma sequéncia didatica para alunos de uma 12 série do Ensino
Médio. As andlises das resolucdes presentes nos protocolos e gravacOes feitas
durante algumas sessbes indicam que grande parte dos alunos conseguiu
generalizar os termos, mas isso nao possibilitou que algum deles utilizasse notagao

algébrica formal para representar a generalidade.

Palavras-Chave: Generalizacao de Padroes, Progressao Aritmética, Engenharia
Didatica.



Abstract

This work presents a qualitative research which is guided by the objective of
investigating whether if it’s possible to create conditions so that High School students
generalise terms of arithmetic progressions and, if so, whether this generalization
allows students to build a formula of general term of this type of sequence. The
relevance of this research is justified by the importance of the work with observation
and generalization of patterns, identified by researchers like Mason (1996), Lee
(1996) and Vale and Pimentel (2005) as a resource to students express algebraic
thinking and create algebraic expressions, giving sense to the use of symbols. For
methodological procedures, there were used stages of Didactic Engineering,
described by Artigue (1996), to develop, implement and analyze a didactic sequence
for the students of the Grade 10. The analysis about the present resolutions in the
protocols and the recordings that were made during some sessions indicated that
many of the students succeeded in generalizing terms, but that didn’t allow some of
them to use formal algebraic notation to represent the generality.

Keywords: Generalization of Patterns, Arithmetic Progression, Didactic
Engineering, High School.
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INTRODUCAO

Desde que tomei a decisdo de aprimorar minha formacdo de professor de
Matematica e entrar no Programa de Estudos Pds-Graduados em Educacao
Matematica, desejava realizar uma pesquisa sobre aprendizagem em Algebra, ja
que esta era a area da Matematica que mais gostava de ensinar e por perceber que

meus alunos apresentavam muita dificuldade para se expressar algebricamente.

A idéia da presente pesquisa surgiu apos compreender, através de estudos do
Grupo de Pesquisa Educacao Algébrica da PUC-SP, o quanto a observacédo e
generalizagdo de padrbes sdo atividades que auxiliam no desenvolvimento do

pensamento algébrico.

Fui sensibilizado por esse tema por acompanhar e ler resultados de pesquisa que
mostravam a importancia destas atividades e por anteriormente a isso nao ter
propiciado a meus alunos momentos de observacdao de padrées ou dado
oportunidade para que estes criassem e compreendessem a linguagem algébrica.

Esta pesquisa busca verificar se é possivel criar condi¢cdes para que alunos de uma

12 série do Ensino Médio generalizem termos de progressdes aritméticas e, em caso
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afirmativo, verificar se esta generalizacdo conduz a construcdo de uma férmula para

o termo geral da PA.

No Capitulo | apresento problematica e objetivo que nortearam o desenvolvimento
da pesquisa, evidenciando os motivos que levaram a escolha por esse tema e a

importancia deste.

No Capitulo Il apresento as leituras que fiz sobre pesquisas e trabalhos que situaram
a observacao e generalizacdo de padrbées no campo da pesquisa em Educacgao
Matemética, procurando discutir quais foram as maiores contribuicdes trazidas por

elas para a discussao do tema.

No Capitulo Il apresento consideragbes acerca da metodologia utilizada, explicando
como foi feita a selecédo dos sujeitos e a elaboracdo da experimentacéo. Faco breve
descricdo da teoria das situacbes didaticas proposta por Guy Brousseau e da
Engenharia Didatica, metodologia de pesquisa qualitativa inspirada em tal teoria,
descrita por Michele Artigue.

No Capitulo IV descrevo a sequéncia didatica, com analise a priori, descricdo da
realizacdo e andlise a posteriori de cada uma das trés sessdes realizadas, além de
relatar entrevistas feitas com alguns alunos para melhor compreensdo dos

resultados da 12 sessao.

No Capitulo V apresento consideracbes finais do trabalho, comentando os
resultados de cada sessdo e analisando de forma geral os efeitos da seqiéncia
didatica sobre os alunos participantes da pesquisa.
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CAPITULO | - PROBLEMATICA E OBJETIVO

A pesquisa que sera evidenciada nas paginas seguintes se enquadra dentre os
projetos do Grupo de Pesquisa de Educacédo Algébrica (GPEA) do Programa de
Estudos Pdés-Graduados em Educacdo Matematica. Esse grupo possui trabalhos
referentes as linhas de pesquisa “A Matematica na estrutura curricular e formacéao de
professores” e “Historia, Epistemologia e Didatica da Matematica”.

O projeto “Qual a Algebra a ser ensinada na formagao de professores que ensinam
Matematica?” € o direcionador dos demais projetos do GPEA. Sobre esse projeto,
Coelho, Machado e Maranhao (2003) afirmam que, no momento atual, as politicas
educacionais vém incorporando novos conceitos e referenciais que desafiam os

processos formativos de professores.

As autoras comentam que as recentes mudancgas curriculares e avaliativas, relativas
a formacao e ao controle do trabalho docente, sugerem a necessidade de pesquisas
que tragam subsidios para uma tomada de posicao consistente e fundamentada.

Elas apontam que para a Algebra, talvez mais do que para os outros ramos da
Matematica, levantam-se questdes de pertinéncia e relevancia. Defendem que apds
0 ganho de importancia nos anos 60 - adquirido gracas a valorizagao do formalismo,
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prépria do movimento da Matematica Moderna - a Algebra pré-universitaria veio
perdendo espaco e € freqientemente vista hoje como um amontoado de simbolos

de valor indiscernivel.

As mesmas autoras afirmam que, se por um lado, a Algebra é o caminho para
estudos futuros e para idéias matematicamente significativas, dada uma de suas
dimensdes — a de linguagem da matematica — por outro, ela é freqientemente um
obstaculo na trajetéria educacional de muitos. Enfatizam que o desempenho de
alunos nas avaliacdes oficiais deixa muito a desejar e parece indicar a existéncia de
um certo descompasso entre 0 que se espera que estudantes do ensino basico

saibam e o que eles realmente sabem sobre a matematica.

Fiorentini, Miorim e Miguel (1992) revelam que, durante o periodo do movimento da
Matematica Moderna, a introducdo do espirito da Algebra moderna contribuiria para
que o ensino de Geometria sofresse uma descaracterizacdo. No entanto, salientam
que o ensino de Algebra também sairia prejudicado ao se tornar austero, formal e
estéril e perder seu valor instrumental para a resolugéo de problemas.

Os mesmos autores afirmam a necessidade de um repensar do ensino de Algebra

nos niveis fundamentais de escolaridade.

Esse repensar implica alguns desafios. Um deles seria a realizagéo
de estudos que procurem explicitar a especificidade da Algebra e o
papel por ela desempenhado na histéria do pensamento humano [...]
Um outro estudo consistiria na discusséao dos principais argumentos
e justificativas que pedagogos e pesquisadores em educacao
matematica, de ambito mundial, tém apresentado com relagédo ao
ensino de Algebra. (FIORENTINI, MIORIM e MIGUEL, 1992, p. 52).
Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) afirmam que a introduc&o precoce e sem suporte
concreto a uma linguagem simbdlica abstrata pode funcionar como freio a
aprendizagem significativa da Algebra, bem como o menosprezo ao modo de
expressao simbolico-formal. Afirmam que parece subsistir entre pensamento e
linguagem simbdlico-formal uma relagdo analoga aquela existente entre pensamento

e linguagem natural, no desenvolvimento psico-cognitivo.
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Estes autores consideram importante a existéncia de uma linguagem simbdlico-
formal que cumpra um papel fundamental na constituicido do pensamento algébrico’
e defendem este pensamento como base da construcdo e da compreensido do
universo conceitual de diversos campos e areas.

Defendem eles que a primeira etapa da Educacéo Algébrica deve ser o trabalho com
situagdes-problema, que deve ser realizado de forma a garantir o exercicio dos
elementos caracterizadores do pensamento algébrico e afirmam que é preciso saber
chegar as expressdes simbdlicas por meio da andlise de situagdes concretas? para
depois atribuir algumas significagdes e transformismos para a expressao algébrica.

Um dos elementos caracterizadores do pensamento algébrico é o processo de
generalizagdo. Lins e Gimenez (2005) comentam que h4 uma visdo de algebra que

se convencionou chamar aritmética generalizada®.

Tais autores afirmam que a idéia central dessa proposta é a de que a atividade

algébrica se caracteriza pela expressao da generalidade* e concluiram que:

um aspecto-chave dessa abordagem [...] € que a tendéncia letrista é
de certa forma compensada por uma preocupacado com a linguagem
algébrica como meio de expresséo, € ndo apenas como objeto a que
se aplicam diversas técnicas. (LINS e GIMENEZ, 2005, p. 111).
Comentam eles que nessa abordagem a preocupacdao maior ndo € com uma
delimitacdo precisa do que é tratado em cada atividade proposta, e sim, com o
envolvimento dos alunos na organizacdo de dados e no estabelecimento de

relagbes, caracteristicos de atividades investigativas.

Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) defendem que o pensamento algébrico se caracteriza por
percepcao de regularidades, percepgédo de aspectos invariantes em contraste com outros que variam,
tentativas de expressar ou explicitar a estrutura de uma situagéo-problema e a presenca do processo
de generalizagéo.
® Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) analisam situagbes nas quais acreditam ser possivel a
manifestagdo, em maior ou menor grau, do pensamento algébrico.

® Os autores citam John Mason como maior defensor dessa proposta.
* Segundo o minidicionario Houaiss (2004), generalidade significa qualidade do que abrange uma

totalidade de coisas ou do que € considerado em toda a sua extensao; generalizacao significa agéo
de estender os resultados da observagao de alguns casos ao conjunto dos casos possiveis.
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Sobre atividades investigativas numéricas, Ponte, Brocardo e Oliveira (2003)
afirmam que as investigacdes contribuem, de modo decisivo, para desenvolver uma
compreensao global dos numeros e operacdes, bem como capacidades
matematicas importantes como a formulagao e teste de conjecturas e a procura de

generalizagdes.
Segundo os autores:

Os alunos podem realizar pequenas investigacées que conduzem a
descoberta de fatos, propriedades e relagdes entre conjuntos de
numeros. [...] Podem, ainda, explorar seqiéncias numeéricas,
descobrindo relagcbes numéricas e apreendendo progressivamente a
idéia de variavel. (PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA, 2003, p. 55).

O trabalho com generalizagdo de padrdes tem sido apontado por pesquisadores,
dentre eles Vale e Pimentel (2005), como importante para que os alunos criem

expressodes algébricas ou mecanismos que conduzam a estas.

Os padrbes tém sido evidenciados como propicios para elaboragédo de atividades de
generalizacdo. Esclarece Devlin (2002) que nos ultimos vinte anos surgiu a definicao
de matematica, que é hoje consensual entre a maioria dos matematicos, como a
ciéncia dos padroes.

Segundo Devlin, o que o matematico faz é examinar “padrdes” abstratos — padroes
numéricos, padrées de formas, padrées de movimento, padrées de comportamento
etc — e que tais padrdes tanto podem ser reais como imaginarios, visuais ou mentais,
estaticos ou dinamicos, qualitativos ou quantitativos, puramente utilitarios ou

assumindo um interesse pouco mais que recreativo.

Vale e Pimentel (2005) afirmam que o uso de padrbes é um componente poderoso
da atividade matematica, uma vez que a sua procura € indispensavel para
conjecturar e generalizar. Elas consideram que as tarefas que envolvem a procura
de padrées permitem promover o desenvolvimento do raciocinio matematico dos
alunos e melhorar a compreensao do sentido do numero, da algebra e de conceitos

geomeétricos.

Tais autoras acreditam que os padrdes, nos diversos niveis de ensino, permitem:
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contribuir para a construcdo de uma imagem mais positiva da matematica por
parte dos aluno;

promover o desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos tornando-
0s bons solucionadores de problemas e pensadores abstratos;

melhorar a compreensao do sentido do numero, da algebra e de conceitos

geométricos.

Para isso, os alunos devem ter oportunidade de:

transferir padrées [...] de uma representacao para outra; averiguar se
uma lista de numeros mostra alguma regularidade; descobrir o
padrao numa sequéncia; descrever o padrao oralmente e por escrito;
continuar uma seqléncia, prever termos numa sequéncia;
generalizar; construir uma sequéncia. (VALE e PIMENTEL, 2005,
p.16).

Para o Ensino Médio, elas afirmam que os estudos das sucessbes (progressoes,

inducdo matematica) e funcdes representam um universo para explorar problemas e

investigacées com padroes.

Analisando orientacdes e propostas curriculares para o Ensino Médio, pude notar o

quanto a observacao e a generalizagdo de padrdes sao indicadas para o trabalho

com alunos desse nivel de ensino.

Algumas indicagées do NCTM?® (2000) para estudantes de Algebra do High School ®
afirmam que estes devem ter oportunidade de:

generalizar padrdées wusando fungbes definidas explicitamente ou
recursivamente;

compreender o significado de formas equivalentes das expressdes, equacgoes,
inequacodes e relagoes;

utilizar algebra simbdlica para representar e explicar relagdes matematicas;

utilizar expressdes simbolicas para representar relacdes em varios contextos;

® National Council of Teachers of Mathematics - Conselho de professores de Matematica dos Estados

Unidos

® Periodo equivalente aos Grades 9 a 12, correspondente a oitava série/nono ano do Ensino
Fundamental e as trés séries do Ensino Médio.
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As Orientagbes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio também indicam para o
ensino de Matematica o trabalho com observacdo de regularidades. Encontramos

como parametros para o ensino de Matematica:

Colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o
raciocinio matematico — nos aspectos de formular questoes,
perguntar-se sobre a existéncia de solugao, estabelecer hipbéteses e
tirar conclusGes, apresentar exemplos e contra-exemplos,
generalizar situacbes, abstrair regularidades, criar modelos,
argumentar com fundamentacao l6gico-dedutiva. (BRASIL, 2006,
p.70).
Para as Orientagdes Curriculares devemos ter um processo de ensino que valorize
tanto a apresentacdo de propriedades matematicas acompanhadas de explicagdo
quanto a apresentacado de férmulas acompanhadas de deducdo, e que valorize o
uso da Matematica para a resolugdo de problemas interessantes, quer sejam de

aplicacao ou de natureza simplesmente tedrica.

Entretanto, sobre o ensino de progressoes, Brasil (2006) salienta que estas nao
devem ser propostas com exaustivas coletdneas de célculos que fazem somente

uso de formulas.

Em uma pesquisa do GPEA, Perez (2006) verificou que um grupo de alunos do
Ensino Médio foi capaz de generalizar padroes através de diferentes estratégias. Tal
pesquisa mostrou que os alunos conseguiram construir e explicar mecanismos de

generalizacao para sequéncias diversas.

De acordo com Perez, em relacdo a Matematica, podemos descobrir e revelar
padroes, sendo que a Geometria descreve alguns que sao visuais. Ela comenta isso
mostrando uma sequéncia de triangulos, onde varios padroes podem ser percebidos

e descritos.

Figura 1: Seqiiéncia de triangulos
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A pesquisadora comenta que os padrbes representados por numeros sao mais
abstratos, da mesma forma que os numeros utilizados para descrevé-los, como é o

caso das seqliéncias de progressoes aritméticas e geométricas.

Perez (2006) afirma que além dos padrdes figurativos e puramente numéricos,
existem padrdes compostos que podem ser denominados de figurativo-numéricos,

como no exemplo a seguir.

Be/ "\ AEe/ A

Figura 2: Seqiiéncia com padrao figurativo-numérico

Podemos notar que a sequéncia apresentada confere importancia a posi¢ao de cada
figura e ndo somente a figura em si. Ela acrescenta que, dentre os padrdes
figurativo-numéricos, ha os que sado denominados geométrico-numéricos, por
apresentarem somente formas geométricas como figuras, como no exemplo

apresentado pela Figura 2.

A pesquisa de Perez explorou padrdes numéricos e figurativo-numéricos, que
mostrassem algum tipo de regularidade, por repeticdo ou recursiva, na qual fosse
possivel identificar uma lei que permitisse continuar uma sequéncia e assim chegar

a generalizacao.

Ela verificou que, por mais que o0 pensamento algébrico ja estivesse sendo
desenvolvido’, os alunos tiveram dificuldades em escrever algebricamente/

simbolicamente a regra geral de uma sequéncia. A dificuldade dos alunos em

s

escrever algebricamente o termo geral de uma sequéncia é comentada pela

pesquisadora quando afirma que:

ao solicitar que escrevessem uma regra que pudessem representar o
namero de pontos ou uma regra qualquer da seqtiéncia, eles nao
conseguiam expressar na linguagem matematica, mesmo ja tendo
expressado diversas vezes na linguagem natural. (PEREZ, 2006,
p. 114).

" Segundo Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), o pensamento algébrico pode ser expresso por meio da
linguagem natural, aritmética, geométrica ou através de uma linguagem especifica para este fim, isto
é, através de uma linguagem algébrica, de natureza estritamente simbolica.
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Instigado pelo resultado da pesquisa diagndstica realizada por Perez que mostrou
alunos que ainda nao haviam estudado Progressdes generalizando e encontrando
termos destas, me questionei sobre a possibilidade de propor um trabalho sobre
Progressao Aritmética (PA) que capacitasse alunos do Ensino Médio a generalizar

termos da sequiéncia e os levasse a construgdo de uma férmula para o termo geral.
Sobre isso me apdio em Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), que afirmam que:

€ esse trabalho reflexivo e analitico sobre situagdes-problema de
naturezas diversas, isto €, sobre o modo como conduzimos e
expressamos 0 nosso pensamento visando a resolugcdo de tais
situagdes, que possibilitara a construcdo de uma linguagem
simbdlica que seja significativa par o estudante. (FIORENTINI,
MIORIM e MIGUEL, 1993, p. 90).

Este questionamento fez-me optar por desenvolver esta pesquisa, que se enquadra

na linha de pesquisa “A Matematica na Estrutura Curricular e Formagédo de

Professores” do GPEA e, mais particularmente, no projeto “Sobre observacao e

generalizagdo de padrées — uma atividade matematica transversal” .

Minha pesquisa foi orientada pelo objetivo de verificar se é possivel criar condi¢cdes
para que alunos de uma 12 série do Ensino Médio generalizem termos de
progressdes aritméticas e, em caso afirmativo, verificar se esta generalizagéo

conduz a construcao de uma férmula para o termo geral da PA.
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CAPITULO Il - LEITURAS E ESCOLHAS TEORICAS

Neste capitulo apresento pesquisas e teorias que situaram Progressdes Aritméticas
no trabalho com observacdo e a generalizacdao de padrbées. Antes apresento as

definicbes matematicas que considero necessarias a exposicao.

A definicdo de seqUéncia pode ser encontrada em Lima et al. (1997), que
consideram esta como uma fungéo cujo dominio é o conjunto dos niumeros naturais.
De acordo com os autores, a notacao usual para uma sequiéncia € (X1, X2, ..., Xn, -..)
ou, abreviadamente, (xn), 0 que significa que a seqiéncia dada € a funcdo 1 Xy,
2 Xz, ..., N X, ..., @ qual faz corresponder a cada numero natural n o numero real

Xn, chamado n-ésimo (ou enésimo) termo da seqiéncia.

Lima et al. (1997) definem progressao aritmética como uma seqiéncia onde cada
termo, a partir do segundo, é a soma X1 = X, + r do termo anterior mais uma

constante r, chamada a raz&o da progresséo.

Os autores comentam que a razdo de uma progressao aritmética pode ser um
numero positivo, negativo ou igual a zero. Complementam eles que no primeiro caso
a sequéncia é crescente, no segundo caso a sequéncia € decrescente e no terceiro

caso a sequéncia é constante.
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Em seguida apresento pesquisas do Programa de Educacdo Matematica da
Pontificia Universidade Catoélica que abordaram o tema da generalizacdo de padrao
e que, de alguma forma, contribuiram para minhas analises e decisées. Depois,
comento autores que apresentam teorias sobre o assunto de minha pesquisa e que

endossam minhas analises.

As pesquisas de Modanez (2002), Nakamura (2003) e Andrezzo (2005) utilizaram
sequéncias figurativo-numéricas que representavam numeros em progressao

aritmética.

Modanez (2002) tinha por objetivo investigar se o trabalho com seqliéncias de
padrdes geométricos® poderia proporcionar ao aluno a introdugdo ao pensamento

algébrico.

Para isso, ela elaborou uma sequéncia didatica com oito atividades que abordavam
padroes e aplicou-a para alunos de 62 série do Ensino Fundamental. Algumas
sequéncias utilizadas por Modanez representavam valores que caracterizavam uma
progressao aritmética. O padrdo apresentado na Figura 3 corresponde a PA
(3,5,7,...) de razéo 2.

A autora concluiu que a seqUéncia didatica possibilitou aos alunos o
desenvolvimento do pensamento algébrico, bem como a autonomia em observar,
levantar hipoteses, tirar conclusdes e justificar respostas. Portanto, essa pesquisa
confirmou que alunos do Ensino Fundamental desenvolvem expressdes algébricas

pela observacao de padrdes caracteristicos de uma PA.

Figura 3: Seqiiéncia figura-numérica presente em Modanez (2002)

¥ Alguns pesquisadores, dentre eles Modanez (2002), denominam padréo geométrico o que chamarei
de padrao figurativo-numérico.
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Nakamura (2003), por sua vez, defende o desenvolvimento de expressoes
algébricas por meio de padrées por acreditar que a generalizacao de padroes
geométricos & caminho para construcdo de expressdes algébricas no ensino

fundamental.

Sua pesquisa consiste em uma avaliagdo de proposta de ensino desenvolvida em
uma oitava série do ensino fundamental que buscou compreender os procedimentos
utilizados pelos alunos durante o processo de generalizacdo de padrées tomados

como um meio para a construcao de expressoes algébricas significativas.

Interessava-me ver nessa pesquisa se alunos com um ano a menos de escolaridade
que os alunos que observaria, utilizariam notacao algébrica formal para expressar a

generalidade.

As principais conclusbes desta pesquisa apontam para uma diversidade de
procedimentos que os alunos utilizaram para a generalizacao algébrica dos padroes.
Alguns desses alunos em fase final do Ensino Fundamental conseguiram expressar

a generalidade utilizando simbologia adequada.

Cabe ressaltar que ambas as pesquisas investigaram generalizagdo de padroes,
utilizando procedimentos metodologicos diferentes. Diferenciam da minha proposta
por terem pesquisado producdes de alunos do Ensino Fundamental e ndo terem
dado enfoque somente a progressdes aritméticas.

Andrezzo (2005) tinha por objetivo de pesquisa investigar a compreensao de objetos
algébricos, utilizando seqiéncias de padrbes figurativos, por alunos sem acuidade
visual do Ensino Médio e elaborar situagdes que facilitassem a participacao destes

alunos em atividades de generalizacao.

O resultado desta pesquisa aponta que estes foram favorecidos por tais padrbes
para chegarem a regras de generalidade. A passagem da expressao numérica para
a algébrica, onde a variavel ndo era diretamente substituivel, ndo ocorreu de forma
espontanea para todos os alunos, sendo necesséria intervengdo da pesquisadora

em alguns casos.
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Com a pesquisa de Andrezzo pude ver uma experiéncia com alunos do Ensino
Médio e confirmar que a construgdo de expressbes algébricas pode apresentar

dificuldades para alunos desse nivel.

Dentre as pesquisas do GPEA sobre o tema, comento as que foram desenvolvidas
por Almeida e Perez.

Almeida (2006) buscou verificar se professores do Ensino Fundamental de escolas
publicas estaduais de uma cidade do interior de Sdo Paulo trabalhavam atividades
com observacdo e generalizagdo de padrao, e caso trabalhassem, quais as

estratégias de resolugéo estes previam que seus alunos utilizariam.

Para a coleta de dados, entrevistas semi-estruturadas com cinco professores da
rede estadual foram realizadas, sendo que as analises dos dados mostraram que os
professores trabalhavam esporadicamente atividades desse tipo em sala de aula e

julgavam que seus alunos nao chegariam a generalizar.

Esta pesquisa deixa claro que ha necessidade de sensibilizar professores do Ensino
Fundamental sobre a importancia da observacao e generalizacdo de padrdes. Como
se trata de um tipo de atividade matematica transversal, pode-se dizer que
professores do Ensino Médio também devem ser sensibilizados, confirmando a
necessidade de pesquisas nessa area.

Perez (2006) realizou uma pesquisa diagnostica para investigar se e como alunos do
Ensino Médio resolvem situagcdes problemas que envolvem generalizacdo de
padrées. Para a coleta de dados utilizou cinco atividades, que foram aplicadas
durante duas sessodes a nove alunos pertencentes as trés séries do ensino médio de

uma Escola Estadual do interior de Sao Paulo.

Os resultados obtidos nesta pesquisa levaram-na a concluir que os alunos, embora
tenham alegado nao ter trabalhado com aquele tipo de atividade antes, ndo sé as

resolveram como empregaram varias estratégias para generalizar.

A pesquisa de Perez me convenceu a investigar a generalizacdo com um padrao
especifico de seqléncia, pois sugere uma abordagem para o ensino de progressdes
aritméticas e geométricas que possibilite ao aluno dar significado as férmulas
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construidas. Além disso, essa pesquisa relata como alunos que nao tiveram contato
com o estudo das progressdes generalizaram corretamente termos de seqtiéncias

com esse determinado padrao.

A partir deste momento irei apresentar teorias de autores que recomendam o

trabalho com generalizagdo de padrdes.

Vale e Pimentel (2005) consideram as atividades que possuem tarefas
generalizadoras baseadas em padroes necessarias para estabelecer conexdes entre
os padrdes e a Algebra.

Tais autoras argumentam que a procura de padrbées é uma parte crucial na
resolucdo de problemas e no trabalho investigativo e consideram importante o
desenvolvimento dessa capacidade nos estudantes, comecando com tarefas de
reconhecimento de padrdes para facilitar em posteriores tarefas mais complexas.

Nos anos iniciais, os alunos devem ser capazes de descrever
padrdes como 2, 4, 6, 8, ... dizendo como ¢é obtido o termo a partir do
anterior — neste caso somando 2 — é o inicio do pensamento
recursivo. [...] Mais tarde os alunos devem realizar pensamento
recursivos mais complexos, como na seqiéncia de Fibonacci 1, 1, 2,
3,5, 8,... (VALE e PIMENTEL, 2005, p. 15).

Vale e Pimentel (2005) afirmam que a procura e identificacdo de padrdes utilizam e

enfatizam a exploragéo, investigagdo, conjectura e prova, desafiando os alunos a

recorrer as suas destrezas de pensamento e ordem.

Segundo as autoras, na medida em que a matematica € a ciéncia dos padroes, ela
trata da procura da estrutura comum subjacente a coisas que em tudo o resto
parecem completamente diferentes e que, deste modo, o uso de padrées é uma
componente poderosa da atividade matematica, uma vez que a sua procura é

indispensavel para conjecturar e generalizar.

Um dos autores citados por Vale e Pimentel é Orton (1999), que afirma que no
caminho para a algebra, descrita como uma expressédo de generalidade, a primeira
fase pela qual o aluno passa é “ver” e isto significa compreender mentalmente um

padréo ou uma relacao.
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Consideremos, por exemplo, as seqliiéncias presentes na Figura 4. Para a seqiéncia
1, “ver” significa reconhecer o padrao de formacao dos termos. Ja para a seqiéncia
3, “ver” pode ser baseado na sequiéncia de figuras ou na correspondente seqiéncia

numérica ou em ambas.

Sobre os diferentes modos de “ver” as autoras afirmam que “os alunos devem estar
cientes de que ha mais que uma representacdo da mesma situacao e que devemos ser
capazes de passar de uma para outra compreendendo que as regras sao equivalentes”.
(VALE e PIMENTEL, 2005, p. 15).

Vale et al. (2005) afirmam que quando padrdées sao utilizados no ensino da
matematica normalmente pretende-se ajudar os alunos a aprender matematica de
forma significativa e/ou a envolver-se na sua aprendizagem, facultando-lhes um
ambiente de aprendizagem que tenha algo a ver com a sua realidade e
experiéncias.

Enfatizam eles que o estudo de padrdes vai ao encontro deste aspecto, apoiando a
aprendizagem dos estudantes para descobrirem relagbes, encontrarem conexoes,

fazerem generalizagbes e também previsoes.

Os mesmos autores comentam que os padrées lineares sdo normalmente os mais
utilizados na abordagem com alunos do ensino bésico, podendo ser utilizados
também padrées nao lineares como, por exemplo, 0os que envolvem quadrados de
nameros. Temos a seguir, com a Figura 4, exemplos de seqiéncias sugeridas para
investigacao de termos.

1)1,2,4,7,11, ...
2) 3,6,11,18, 27, ...

3)

Figura 4: Seqiiéncias sugeridas por Vale et al. (2005)
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Vale et al. (2005) salientam que uma questdo importante a se colocar, nessa
abordagem da algebra recorrendo aos padrées, é saber até que ponto os alunos séo
capazes de compreender e generalizar padrdées numéricos propostos e qual o
desempenho que apresentam neste tipo de tarefas.

Estes autores citam estudos presentes em Orton (1999) que apontam que:

* encontrar termos numa seqUéncia torna-se progressivamente mais dificil
para os alunos a medida que se encontram mais distantes dos termos que
Ihes s&o apresentados;

* muitos alunos tém mais dificuldade em explicar um padrao do que continua-
lo;

= geralmente h4 mais alunos a explicar as regras, detectadas nas sequiéncias,

oralmente do que por escrito.

Um aspecto importante ligado aos padrées que devemos considerar € como ocorre 0
processo de generalizacdo, pois o trabalho com padrbes exige investigacao

adequada dos termos a serem generalizados.

Segundo Herbert e Brown (1997), o processo investigativo com padrbes envolve trés

fases:

1. Procura de padrdes — extrair a informagéao relevante;

2. Reconhecimento do padrao, descrevendo-o através de métodos diferentes
— a anadlise dos aspectos matematicos;

3. Generalizacdo do padrdao — a interpretagdo e aplicacdo do que se
aprendeu.

De acordo com estas autoras, estudantes usam multiplas representagdes de uma
informacgéo na procura pela generalizacdo de um padrdao. Com isso, sugerem que 0S
professores, quando observarem essa multiplicidade, devem direcionar os alunos a

representarem esta informacéao em tabelas ou graficos.

Elas verificaram que este tipo de abordagem tem um impacto positivo na habilidade
de estudantes para generalizar uma regra, ou seja, para pensar algebricamente,

partindo de situag¢des concretas.
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Um grande defensor do trabalho com padrdes e referéncia em diversos estudos
sobre o tema é o pesquisador inglés John Mason, que afirma que o futuro da

aritmética e da algebra depende da utilizacao do sentido de generalidade.

°A esséncia do pensamento matematico é o reconhecimento,
apreciacdo, expressdao e manipulacdo da generalidade. Isso implica
ao mesmo tempo particularizar e generalizar, assim como conjecturar
e justificar. (Mason, 1996b, p.8).
Mason (1996b) afirma que a aritmética foi e ainda é a fonte original da algebra como
instrumento para expressar generalidade e representar o desconhecido e que o
futuro do ensino de aritmética e algebra esta no sentido que o professor tem dos

processos de pensamento matematico e, em particular, da generalizagéo.

Mason (1996a) afirma que um dos meios de desenvolver a consciéncia de
generalidade é sensibilizar-se pela distincao entre “olhar através” e “olhar para”, o

que implica “ver a generalidade no particular’ e “ver o particular no geral”.

Logo, o aluno deve ser freqientemente instigado a procurar e reconhecer padrdes
para que posteriormente consiga generalizar, conforme apontam as trés fases
indicadas por Brown e Herbert (1997) e, também, deve ser instigado a particularizar
determinados elementos da generalidade, conforme aponta Mason.

Mason (1996a) defende que a facilidade na manipulacdo de generalidades
acompanha a confianca em desenvolver expressdes e perceber multiplas

expressoes para uma mesma coisa.

19 emprego da Algebra para resolver problemas depende

O autor argumenta que
de uma expressdo confiavel da generalidade [...] apoiada pela compreensao do

papel das restricoes sobre as variaveis”. (MASON, 19964, p.66).

Um exemplo de atividade de generalizagdo de padrdes defendida por Mason pode
ser baseado na sequéncia figurativo-numérica apresentada a seguir. Nela se propde

o Tradugao de “La esencia del pensamiento matematico es el reconocimento, apreciacion, expresion y
manipulacién de la generalidad. Ello implica al mismo tiempo especializarse y generalizar, asi como
conjecturar y justificar.”

' Tradug&o de “The use of algebra to solve problem depends on confident expression of generality
[...] supported by awareness of the role of constraints on variables*.
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ao aluno que investigue um termo com posicao distante em tal seqiiéncia, como por

exemplo, o termo que ocupa a posicao 140.

Figura 5: Sequiéncia figurativo-numérica proposta por Mason (1996a)

12:1+3x0=1
221+ 3x1=4
33:1+3x2 =7
4%:1+3x3=10

140% 1 + 3 x (140 — 1) = 418

enésima:1+3.(n—1)=3n-2

Temos aqui uma sequéncia que informa os primeiros trés termos representados por
figuras, mas que observados corretamente podem levar ao numero representativo

de qualquer termo da seqléncia, inclusive a representacao do enésimo termo.

Sobre esse tipo de atividade, Mason (1996a) sugere abordagens de visualizacao,
manipulacdo da figura, formulacdo de uma regra recursiva que mostre como
encontrar termos posteriores e busca de um padrédo que leve diretamente a uma
férmula. Notemos que o pensamento algébrico de tal atividade se faz necessario
para evitar que os alunos encontrem um determinado termo pela explicitagcdo de

todos os termos anteriores.

O mesmo autor afirma que a percepgéao de diferentes padrdes de regularidade e a
descricao destes padrdes cria oportunidade para um confronto entre as diferentes
solucdes e torna evidente a possibilidade da existéncia de modos diferentes de ver

um problema e suas solugdes.
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Mason (1996a) propGs uma espiral de desenvolvimento para explicar o processo
pelo qual o aluno passa resolvendo atividades de observacao e generalizacdo de
padrdes.

O autor afirma que essa espiral tenta conectar estados semelhantes e ao mesmo
tempo diferentes, sugerindo que a manipulagdo muda quando um padrao é
percebido, mas que através de um processo fluido, a facilidade e a confianga se

desenvolvem.

Articulando

Dando sentido @

@ Manipulando
@ Articulando

Dando sentido .

Figura 6: Espiral de desenvolvimento de Mason (1996a)

Sobre as fases da espiral de desenvolvimento, Mason (1996b) afirma que o
proposito de manipular objetos ndo € simplesmente a manipulacdo, mas sim dar
sentido a uma situacdo, que a medida que se desenvolve volta-se mais articulada,
que estas articulagdes se convertem em mais e mais expressdes do pensamento e
que, por sua vez, servem como elementos manipulaveis para abstracdo. O todo se
converte em uma espiral de desenvolvimento sem necessidade de percurso linear,

pois cada manipulacdo, sentido, articulacéo, informa e é informada por outras.

Lesley Lee (1996) acredita que o trabalho com padrdes é benéfico para o ensino da
Algebra porque importantes atividades como resolucdo de problemas, estudo de
funcbes e outras, podem ser vistas como atividades de generalizacao de padrédo. O
artigo da autora relata uma pesquisa com alunos do high school e universitarios.

Segundo a autora, a chave para o0 sucesso nesse tipo de atividade parece estar na
primeira fase que ela contempla, ou seja, na observagédo do padrdo, onde certa
flexibilidade € necessaria para chegar a um padrao matematico perceptivel.
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O artigo de Lee (1996) mostra que o trabalho desenvolvido por meio da
generalizagdo de padrdes € estimulante e propicia que o aluno exercite seu modo de
observar, pensar e agir diante de um determinado problema. A autora ressalta que o
professor, ao propor esse tipo de atividade, deve estar atento para compreender e
avaliar as diversas maneiras que os alunos encontram para resolver problemas

desse tipo.

A autora destaca que para os jovens e adultos observados, o maior problema néo foi
o de ver o padrdao, mas sim o de perceber um padrao util algebricamente, o qual
levasse a uma solucéo geral e comenta que quando os alunos se fixavam em uma
percepcao inicial de padrdo, era muito dificil fazé-los abandona-la, pois eles

freqlientemente retornavam a uma percepcao que nao levava a solucao.

Uma das atividades propostas pela autora e comentada no mesmo artigo utiliza
retdngulos sobrepostos contendo certo numero de pontos. O enunciado de tal
problema sugeria que fossem descobertos os numeros de pontos do quinto

retangulo, do centésimo retangulo e do enésimo retangulo.

Figura 7: Retangulos sobrepostos em atividade de Lee (1996)

Lee comenta que dos 176 estudantes do high school que responderam a atividade,
26 deram respostas corretas as trés questbes, mas somente 13 estudantes néo
deram resposta correta a primeira questao (referente ao quinto retangulo), o que
indica que os alunos nao encontraram dificuldades em reconhecer o padrdo. Desses
13 alunos que né&o indicaram a resposta correta para o quinto retangulo, 10 alunos
deram o numero 10 como resposta, que representava o nimero de pontos da borda

do quinto retangulo.
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Sobre dificuldades que alunos podem vir a ter no processo de generalizacao de
padrdes, Zazkis e Liljedhal (2002) afirmam que existe uma tensao entre pensamento

algébrico e escrita algébrica.

Estes autores relatam tentativas de professores em formag&o para generalizar um
padrdo numeérico, discutindo as emergentes formas de pensamento algébrica destes
estudantes e a variedade de maneiras pelas quais generalizaram e simbolizaram
suas generalizagcbes. Os resultados desta pesquisa indicam que a capacidade dos
estudantes de expressar a generalidade verbalmente ndo foi acompanhada por
notacao algébrica formal e ndo dependia de tal notacao.

Zazkis e Liljedhal afirmam que existe um “vao” entre a capacidade de expressar a
generalidade verbalmente e a capacidade de empregar notagdo algébrica
confortavelmente. Varios participantes observados por estes pesquisadores
manifestaram uma preocupacao explicita: que suas solu¢des estavam incompletas
porque faltava uma "férmula", acreditando que a forma de expressdo era mais
importante do que o que foi produzido.

Ao invés de insistir sobre qualquer notagdo simbdlica particular,
esse vao deveria ser aceito e utilizado como um local de pratica para
os estudantes praticarem seus pensamentos algébricos. Eles
deveriam ter a oportunidade de engajar em situagbes que promovem
esse pensamento sem as limitagées formais do simbolismo. (ZAZKIS
e LILUEDHAL, 2002, p. 400).

Becker e Rivera (2005) e Radford, Bardini e Sabena (2006) realizaram pesquisas
com alunos do Grade 9, ou seja, em faixa etaria préxima a dos alunos que me

propus a observar.

Becker e Rivera (2005) fizeram um estudo qualitativo do desempenho de 22 alunos
numa tarefa que envolvia generalizagdo de um padrdo linear'?, verificando quais
estratégias foram mais utilizadas pelos estudantes que desenvolveram uma

generalizacao explicita.

" Tradugéo de “Rather than insisting on any particular symbolic notation, this gap should be accepted
and used as a venue for students to practice their algebraic thinking. They should have the opportunity
to engage in situations that promote such thinking without the constraints of formal symbolism”.

2 Para Becker e Rivera padrao linear é aquele que envolve valores em progressao aritmética.
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A atividade proposta consiste na identificacdo de quantidades de quadrados brancos
e escuros necessarios para construir figuras como as presentes na seqiéncia da

Figura 8.

Figura 8: Padrao utilizado em atividade de Becker e Rivera (2005)

Os autores observaram uma diversidade de estratégias utilizadas pelos alunos e que
dos 22 alunos, 13 ndo conseguiram responder a ultima parte da atividade, que
solicitava trés formulas para relacionar a posicao da figura com as quantidades de
quadrados brancos, escuros e totais.

Verificaram que os alunos que utilizaram estratégia numérica empregaram tentativa
e erro e ndo deram sentido ao que os coeficientes do padrao linear representavam,
ou seja, utilizaram numeros para generalizar mas ndao sabiam explicar porque estes

numeros deveriam ser utilizados.

Estes autores comentam que os alunos que ndo conseguiram generalizar iniciaram
com estratégias numeéricas, mas faltava-lhes flexibilidade para tentar outras
estratégias e ver possiveis conexdes entre as diferentes formas de representacao e

as estratégias de generalizacao.

Radford, Bardini e Sabena (2006) acreditam que a percepcao de padroes possibilita
a “visao” da generalidade. Estes autores relatam as respostas de um grupo de
alunos para uma atividade que contempla a investigacdo com um padrdo de
progressao aritmética.

Eles investigaram a producéo de estudantes sobre generalizacao algébrica como um

processo de objetificacdo’ e afirmam que esse processo em generalizacdo de

13 Segundo Radford, Bardini e Sabena (2006), objetificacdo é um processo de agdo, criagao,
imaginagao e interpretacao social para compreenséo gradual de algo.
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padrées consiste em observar propriedades matematicas gerais nao diretamente

visiveis em um caso particular.

Para entender como ocorre a percepcao dos estudantes em relacdo a generalidade
matematica, os autores investigaram como os estudantes coordenavam os diversos
meios semidticos da objetificacdo em tarefas generalizadoras. Para isso,
observaram palavras, gestos e o ritmo da coordenacgéo entre eles.

Os dados apresentados pelos autores foram coletados cinco anos antes da
publicacdo do referente artigo durante a realizacdo de uma atividade proposta a
estudantes de uma escola em Ontario (Canada). Nessa atividade, nas quais os
estudantes trabalhavam por um determinado periodo em grupos com trés ou quatro
componentes, o professor era responsavel por conduzir discussbes para que 0S
estudantes expusessem, comparassem e contestassem suas diferentes solugdes.

A atividade proposta consistia em observar um padréo, fornecendo os trés primeiros

termos de uma sequéncia figurativo-numérica.

00 000 0000
OO0 OO0 0O0OO00O0 ..

Figura 9: Seqiiéncia proposta por Radford, Bardini e Sabena (2006)

A primeira parte do problema pedia aos alunos que continuassem a sequéncia,
desenhando as figuras 4 e 5, e descobrissem o0 numero de circulos presentes nas
figuras 10 e 100. A segunda parte do problema proposto pelos pesquisadores pedia
aos alunos que explicassem como calcular o numero de circulos em qualquer figura
da sequéncia. Ja a terceira parte do problema pedia que os estudantes criassem

uma férmula algébrica que indicasse o numero de circulos em qualquer figura.

Radford, Bardini e Sabena (2006) focam em seu artigo a analise do trabalho feito na
segunda parte do problema por um grupo com trés estudantes. Na primeira parte do
problema, esses estudantes perceberam que as figuras eram formadas sempre por
duas fileiras e formularam uma generalizagdo por um esquema operacional.

Sobre a figura 100, um aluno disse que deveria ter 101 circulos na fileira de cima
(um a mais que sua posicao) e 102 circulos na fileira de baixo (dois a mais que sua
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posicao). Esse tipo de generalizacao levou-os a concluir que a figura 10 e a figura
100 continham respectivamente, 23 e 203 circulos.

Para tentar responder a segunda parte do problema envolvendo padrdes e indicar
como descobrir o numero de circulos em qualquer figura da sequéncia, uma aluna
chamou atencao ao fato do digito 3 aparecer ao final das respostas da primeira parte
do problema. Ela entdo sugeriu que formulassem um esquema generalizador que

incluisse o numero 3 e o numero indicativo da posi¢ao da figura.

Para explorar o papel do algarismo 3 no esquema, estes estudantes relacionaram o
namero 3 com 3 circulos preenchidos na primeira figura. Com a manipulagdo da
figura, eles puderam ver uma regra comum a todas as figuras da sequéncia,

estabelecendo um nivel mais profundo para a objetificagéo.

0@
C0®

Figura 10: Trés circulos preenchidos

Os autores afirmam que com uma coordenacao de gestos e palavras, os alunos
estabeleceram uma conexdo da estrutura geral da seqUéncia de uma forma

dindmica e puderam mover-se do particular para o geral.

O O 00
O (OO0 Q0O

Figura 11: Percepcao da generalidade pelo grupo

Segundo os autores '

para perceber a generalidade, [...] ha um outro importante
elemento: ritmo. Ritmo [...] constitui um artificio semidtico crucial para tornar
aparente a percepgdo de uma ordem que continue além das primeiras figuras da

sequéncia.” (RADFORD, BARDINI e SABENA, 2006, p. 397).

' Tradugdo de “In order to perceive the general [...] there is another important element: rhythm.
Rhythm [...] constitutes a crucial semiotic device in making apparent the perception of an order that
continues beyond the first figures of the sequence.”
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Eles afirmam que a percepcao da generalidade € um processo gradual que possui
como parte essencial a projecdo de uma regularidade que prove a generalidade
expressa nas figuras e salientam a importancia dos gestos e do ritmo no trabalho
com generalizacdo como parte da linguagem, comunicacao e também da cognicéao

matematica.

As teorias escolhidas para essa pesquisa foram utilizadas para auxiliar nas analises
feitas, onde procurei semelhancas entre o que observei e 0 que afirmam tais teorias

sobre o trabalho com generalizagao de padroes.
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CAPITULO Il - CONSIDERAGCOES METODOLOGICAS

Sobre a Metodologia

Para investigar se alunos generalizam termos de progressdes aritméticas, atividades
baseadas em observagdo e generalizagcdo de padrdes foram desenvolvidas e
propostas. Para aplicacdo e andlise de tais atividades, foram utilizadas fases da
Engenharia Didatica definidas por Artigue (1996), cuja engenharia esta totalmente
relacionada com a teoria das Situacdes Didaticas proposta por Guy Brousseau
(1996).

Almouloud (2007) afirma que o objeto central da teoria das situacdes é a situagao
didatica definida como o conjunto de relagdes estabelecidas explicitamente e/ou

implicitamente entre um aluno ou grupo de alunos, um certo milieu’ (contendo

> Segundo Almouloud (2007), a no¢éo de milieu (meio) foi introduzida por Brousseau para analisar,
de um lado, as relacdes entre os alunos, os conhecimentos ou saberes e as situacdes e, por outro
lado, as relagdes entre os proprios conhecimentos e entre as situagoes.
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eventualmente instrumentos ou objetos) e um sistema educativo (0 professor) para

que esses alunos adquiram um saber constituido ou em constitui¢ao.

Brousseau (1996) afirma que a concepcdo moderna de ensino espera que se
provoque no aluno adaptacbes desejadas, através de uma escolha judiciosa de
problemas, que devem leva-lo a agir, falar, refletir e a evoluir por si proprio. Salienta
que entre 0 momento em que o aluno aceita o problema como seu e 0 momento em
que o aluno produz a sua resposta, o professor deve recusar-se a intervir como

proponente dos conhecimentos que pretende fazer surgir.

O autor aponta a necessidade de situacdes adidaticas'®, construidas com fins
didaticos, que provoquem no aluno a interacdo mais independente e mais fecunda

possivel.

Brousseau (1996) comenta que, numa situacao didatica, o professor esta envolvido
num jogo com o sistema das interacdes do aluno e os problemas que ele lhe coloca,

sendo que este jogo caracteriza tal situacéao.

O professor tem de simular na sua aula uma microsociedade cientifica, se quer que
0s conhecimentos sejam meios para colocar boas questdes e resolver debates e que
as linguagens sejam meios para dominar situagbes de formulacdo e que as

demonstracdes sejam provas.

Para Brousseau o professor tem de efetuar ndo a comunicagdo de um
conhecimento, mas a devolucdo do problema adequado. Salienta que se esta
devolugdo se opera, o aluno entra no jogo e, se ele acaba por ganhar, a
aprendizagem teve lugar. A regra desse jogo é chamada de contrato didatico.

O contrato didatico € a regra do jogo e a estratégia da situagdo
didatica. E o meio que o professor tem de a colocar em cena. Mas a
evolugdo da situagdo modifica o contrato, que permite entdo a
obtencao de situagdes novas. (BROUSSEAU, 1996, p. 50)
O autor salienta que as rupturas de contrato que sao realmente importantes e afirma
ser necessario que o professor garanta aos alunos os meios efetivos de aquisi¢cao

de conhecimento e que, além disso, o aluno aceite a responsabilidade de resolver

'® Segundo Brousseau (1996), é uma situacdo onde desaparece a intengdo de ensinar, mas continua
a ser especifica do saber.
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problemas cuja solucdo ndo foi ensinada a ele. As clausulas de ruptura e o
enquadramento do contrato ndo podem ser descritos antecipadamente, sendo que o
conhecimento sera precisamente aquilo que resolvera as crises resultantes dessas

rupturas, que nao podem ser pré-definidas.

Encontramos em Almouloud (2007) que a teoria das situagbes desenvolveu-se a
partir da classificacdo de situacbes caracterizadas por tipos de dialéticas ou

interagdes fundamentais com o milieu.

A dialética de acao é aquela que coloca um problema para o aluno cuja melhor
solucdo, nas condi¢des propostas, € o conhecimento a ensinar. Esta situagao deve
permitir ao aluno julgar o resultado de sua agao e ajusta-lo, se necessario, sem a
intervencao do mestre. Suas interagdes estdo centralizadas na tomada de decisoes,
embora possa haver troca de informacbes, mesmo que nao sejam necessarias a

acao.

A dialética de formulacédo é aquela na qual o aluno troca informagcées com uma ou
varias pessoas através de mensagens escritas ou orais, explicitando as ferramentas
que utilizou e a solucao encontrada. Consiste em proporcionar ao aluno condicoes

para que este construa, progressivamente, uma linguagem compreensivel por todos.

A dialética de validacdo € a etapa na qual o aprendiz deve mostrar a validade do
modelo por ele criado, submetendo a mensagem matematica ao julgamento de um
interlocutor. Seu objetivo € a validacdo das asser¢des que foram formuladas nos
momentos de agao e de formulagéo.

A dialética de institucionalizacdo é aquela em que o professor fixa
convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber. Salienta que
depois da institucionalizagdo, feita pelo professor, o saber torna-se oficial e os
alunos devem incorpora-lo a seus esquemas mentais, tornando-o assim disponivel

para utilizacao na resolugéo de problemas matematicos.

Com vistas a utilizar a teoria das situacdes didaticas nas pesquisas da Didatica da
Matematica desenvolveu-se na Franca a metodologia de pesquisa denominada
Engenharia Didatica. Essa metodologia, descrita primeiramente por Michele Artigue,
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se constituiu com a finalidade de analisar as situacdes didaticas, objeto de estudo da
Didatica da Matematica.

Machado (2002) conta que a nocao de engenharia didatica foi se construindo na
Didéatica da Matematica com uma dupla fungéo, na qual ela pode ser compreendida
tanto como um produto resultante de uma analise a priori, caso da metodologia de
pesquisa, quanto como uma producao para o ensino. Esta autora salienta que a
engenharia didatica se caracteriza também pelo registro dos estudos feitos sobre um
caso em questao e pela validagdo da pesquisa feita, sobretudo, internamente, pois

baseia-se na confrontacdo entre uma analise a priori e uma andlise a posteriori.
Artigue (1996) justifica a metodologia:

A engenharia didatica, vista como metodologia de investigacao,
caracteriza-se antes de mais por um esquema experimental baseado
em realizagbes didaticas na sala de aula, isto €, na concepgao, na
realizacdo, na observagdo e na analise de sequéncias de ensino.
(ARTIGUE, 1996, p. 196)
Sao quatro as fases da Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa
segundo Machado (2002): andlise preliminar, concepgdo e andlise a priori,

experimentacao e analise a posteriori (validagao).

Nas analises preliminares fiz um levantamento bibliografico sobre o assunto de meu
interesse que me possibilitou fazer algumas escolhas tedricas e analisar os
conhecimentos didaticos ja adquiridos sobre o assunto em questdo. Pude também
verificar como as Orientacdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio sugerem

o trabalho com as progressodes.

Na fase da concepcdo e andlise a priori fiz a delimitacdo do nimero de variaveis'’
didaticas pertinentes ao sistema sobre o qual queria atuar. Levei em consideracao o
fato de que, segundo Artigue (1996), o objetivo dessa fase é determinar de que
forma as escolhas efetuadas permitem controlar os comportamentos dos alunos € 0
sentido desses comportamentos além de ter tentado criar uma situacdo adidatica

que procurasse a devolugédo aos alunos.

"7 Artigue (1996) distingue as variaveis de comando como macrodidaticas (que dizem respeito &
organizagdo global da engenharia) ou microdidaticas (que dizem respeito a organizagéo local da
engenharia)
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Respeitei a observacdao de Machado (2002) de que a analise a priori objetiva a
consideracao do aluno sob dois aspectos: o descritivo € o0 previsivo. Nao ha nessa
fase, tradicionalmente, lugar para o papel do professor. O aluno é considerado o ator
principal e o papel do professor é recuperado, em parte, no contrato didatico € no
caso das situacdes de institucionalizagdo local ou final, onde sdo retomadas as
questdes discutidas e os principais resultados da teoria sdo estabelecidos.

Na experimentagdo tentei respeitar, na medida do possivel, as escolhas e
deliberagdes feitas na analise a priori.

A fase de analise a posteriori:

é aquela que se apodia sobre todos os dados colhidos durante a
experimentagéo [...] E nesta fase que se da o tratamento dos dados
que consta da selecao dos dados pertinentes a analise a posteriori.
(MACHADO, 2002, p. 207).
Nessa fase ocorreu o que Machado (2002) ja havia descrito, isto é, que para uma
melhor compreensdo do ocorrido, tornou-se necessdria a realizagdo de entrevistas
durante a experimentacdo, o que mostra que experimentacao e analise a posteriori

nao foram excludentes, mas sim complementares.

Para essa pesquisa, a andlise a posteriori local da 12 sessao, além de ter apontado a
necessidade de entrevistas para compreender algumas escolhas feitas pelos alunos
e verificar como foram feitas as resolucbes em casos onde os alunos s6
apresentaram a resposta final, apontou também para a necessidade de realizar na
22 sessao uma institucionalizacdo local que estabelecesse os conhecimentos
construidos e esclarecesse alguns significados de termos matematicos.

As andlises a posteriori locais e geral da experimentagcdo procuraram identificar se
0s objetivos gerais e de cada atividade foram atingidos e se os alunos resolveram as
atividades conforme o que foi anteriormente previsto nas analises a priori, a fim de

validar a pesquisa realizada.
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Procedimentos Metodologicos

Pelo fato de morar no Vale do Paraiba e freqUentar principalmente as cidades de
Lorena e Guaratinguetd onde, respectivamente, moro e trabalho, decidi aplicar
minha pesquisa na escola estadual de Guaratingueta na qual leciono.

Muitas atividades que abordam generalizagdo de padrbes envolvendo progressoes
podem ser propostas a alunos de Ensino Fundamental, conforme o que foi
evidenciado por Modanez (2002) e Nakamura (2003) , mas optei por alunos de
Ensino Médio porque € nesse periodo que costuma ser abordado o tépico
Progress&o Aritmética.

Escolhi trabalhar com alunos de uma 12 série porque é esta a série recomendada
pelas Orientacdes Curriculares Nacionais em Brasil (2006) para o trabalho com PA e
nesta série os professores da escola costumavam propor esse topico.

Das nove 1%

séries do Ensino Médio que a escola comportava em 2007, cinco
funcionavam no periodo da manha, duas no periodo da tarde e duas no periodo da
noite. Como lecionava a tarde e a noite, preferi selecionar uma classe da manha e

aplicar as atividades com alunos de outro professor.

Das cinco turmas da 12 série matutina, escolhi trabalhar com aquela cujos
professores mais se queixavam de falta de disciplina e motivagéo. Se a aplicacao da
pesquisa 0s motivasse e fizesse com que os alunos generalizassem o padrao

proposto, estaria comprovando a eficiéncia desse tipo de abordagem.

A diretora da Escola autorizou a experimentagdo com os alunos e nao considerou
necessario pedir autorizacdo aos seus pais devido a sequéncia didatica envolver um
assunto especifico da 12 série do Ensino Médio. Entretanto, ela solicitou que a
pesquisa fosse realizada em horario de aula destes alunos.
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Disse a ela que faria o possivel para atender a sua solicitacdo e garanti que seriam
utilizados nomes ficticios para identificar os alunos na dissertacdo, a fim de

preservar suas identidades.

Nao houve familiarizacdo com os alunos antes da primeira sessdo, ou seja, eles
tiveram seu primeiro contato com o pesquisador no dia em que iniciei a aplicagdo da
sequéncia didatica.

A professora da classe, que mantinha um étimo relacionamento com os alunos
escolhidos, foi quem explicou para eles que participariam de uma pesquisa. Ela
pediu a colaboracao de todos e avisou com antecedéncia o dia em que a primeira
sessdo da seqliéncia didatica aconteceria.

A professora se mostrou acessivel e disposta a colaborar para a realizacdo da
experimentacdo com seus alunos. Ela me disse que iria ensinar PA somente em
novembro de 2007, o que fez com que decidisse aplicar a sequéncia didatica em

setembro, outubro e inicio de novembro do mesmo ano.

A escolha por aplicar nos meses anteriores a novembro e no inicio deste deve-se ao
fato de que seria mais interessante trabalhar com alunos que n&o tiveram contato
com férmulas para progressées, a fim de possibilitar que estes criassem suas

préprias leis de generalizacdo sem utilizar formulas ja conhecidas.

A professora disponibilizou aulas suas para trabalhar com os alunos, sem precisar
que estes viessem a escola fora do horario de aula. Optei por essa alternativa, pois
assim estaria satisfazendo o que havia sido solicitado pela diretora.

Observei que as duas primeiras aulas de 42 feira dessa turma eram aulas de
Matematica. Como tinha disponivel esse horario decidi utiliza-lo para realizacao da

experimentacao.

Avisei a professora que para a experimentacao estavam previstas trés sessdes com
duracédo de 40 minutos cada e que cada sessao ocorreria numa quarta-feira, tendo
inicio as 7 horas e 30 minutos.
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Procurei propor uma seqUéncia didatica com atividades que contemplassem
observacado de sequiéncias diversas para posterior investigacdo de uma regra de

generalizacao dos termos de progressoes aritméticas.

Para esta pesquisa foram feitas andlises a priori de todas as sessoes realizadas.
Estas analises contém o objetivo geral da sessdo e 0s objetivos especificos,
variaveis didaticas e possiveis estratégias de resolugdo de cada atividade proposta.

Para resolver as atividades os alunos foram divididos em duplas, por acreditar que
assim eles se envolveriam mais nas atividades produzindo mais do que se
estivessem trabalhando individualmente. Além disso, colocar os alunos para
trabalhar em grupos possibilita a gravacao de seus didlogos e comentarios.

Sobre isso me apoio em Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) que afirmam que o aluno
deve sentir que as suas idéias sdo valorizadas e que se espera que as discuta com
0s colegas, para nao ser necessaria a validacao constante por parte do professor.

Os mesmos autores salientam que, no entanto, se os alunos nao estdo acostumados
nem a trabalhar em grupo nem a realizar investigacbes, fazer entrar na aula,
simultaneamente, esses dois elementos novos pode trazer alguns problemas de

gestao ao professor.

As sessOes tiveram os didlogos de algumas duplas gravados para auxiliar na
compreensao dos raciocinios utilizados pelos alunos. Como a classe escolhida era
muito numerosa e havia poucos gravadores disponiveis, estabeleci que trés duplas
teriam seus dialogos gravados.

O critério de escolha para as duplas que tiveram seus dialogos gravados foi
direcionado pela professora da classe. Pedi para que esta identificasse uma dupla
que considerava com bom rendimento, uma dupla que considerava com rendimento

médio e uma dupla que acreditava ter rendimento insatisfatorio.

As andlises a priori de cada sessdo da sequUéncia didatica estdo presentes no
capitulo seguinte, bem como as andlises a posteriori das resolu¢des presentes nos

protocolos recolhidos em tais sessodes.
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CAPITULO IV — A SEQUENCIA DIDATICA

Analise a Priorida 12 sessao

O objetivo desta sessao foi introduzir os alunos em atividades de observagcédo de
regularidades em seqUéncias, de uma forma suave e crescente quanto a

necessidade de uma observagcado mais especifica.

Procurei elaborar atividades acessiveis aos alunos a fim de possibilitar uma
apropriagao do aluno pelo tema, atraindo e obtendo o interesse do mesmo pelo

assunto.

Apresento cada uma das atividades com seus objetivos especificos e a descricdo de
algumas estratégias previstas. Exponho estas estratégias, identificadas por E4, Eo, €
assim por diante, em ordem crescente de dificuldade e de probabilidade de uso

pelos estudantes.
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Atividade 1

Tinha por objetivo apresentar seqiiéncias para introduzir o aluno na observagao de
padrdes, através da solicitacao do préximo termo de cada uma delas.

Observem as seguintes sequéncias:

e) 4,8, 16, 32, 64, ...
Lucas e Joana do 1°M1 conseguiram dizer quais os termos ou elementos que
vinham a seguir em cada uma das sequéncias. Vocés podem identificar, em cada
seqgléncia, qual sera o proximo termo?

Atividade 1

Dentre as possibilidades de variaveis didaticas, optei por utilizar os seguintes tipos
de sequéncias:

= progressao aritmética;
» sequéncia ciclica;

= progressao geométrica (PG).

Quanto a variavel sinal da razdo da PA, optei por utilizar uma sequiéncia com razéo
positiva, ou seja, crescente e uma sequéncia com razao negativa, ou seja,

decrescente.

Decidi utilizar sequéncias ciclicas, figurativo-numérica e numérica, € uma progressao
geométrica para apresentar tipos de sequéncias com padrdo diferente do
apresentado pela PA. O valor da variavel sinal da razao da progressao geométrica
foi escolhido como positivo.

Em geral apresento os cinco primeiros termos das progressoées, pois considero esse

namero suficiente para que o aluno investigue o padrao e indique o préximo termo.

As sequéncias ciclicas, ambas com ciclos de trés elementos, estdo representadas
por nove e seis primeiros termos, para que o aluno perceba os ciclos e possa

continuar indicando o préximo termo.




48

Varios autores, dentre eles Lima et al. (1997), utilizam parénteses para representar
sequéncias mas optei por nao utilizar e apresentar ao aluno uma sequiéncia mais

simplificada.
Foram previstas as seguintes estratégias para resolugéo dos variados itens:
item a

E: — O aluno percebe que cada termo equivale a soma de seu anterior com o

namero 3, calcula 12 + 3 e afirma que o proximo termo é 15.

E> — Apés identificar que os termos de tal sequéncia sdo mdultiplos de 3 e que o
ultimo termo apresentado era 3 x 4, o aluno afirma que o préximo termo é

3 x 5, ou seja, 15.

itensbed

E: — O aluno percebe que as sequéncias possuem termos que se repetem
ciclicamente e identifica que, pela ordem apresentada, os préximos termos séo,

respectivamente, o niumero 1 e o quadrado.

item ¢

E1 — Ao identificar que cada termo pode ser calculado pela diferenga entre o termo

anterior e 0 nimero 2, o aluno efetua -4 — 2 e afirma que -6 € o proximo termo.

E> — O aluno percebe que os termos desta seqiiéncia sao multiplos de 2 e segue a
regra 2 x 2,2 x 1,2 x 0, 2 x (-1), 2 x (-2), concluindo que o préximo pode ser
calculado por 2 x (-3) e identificando -6.
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item e

E: — O aluno verifica que cada termo equivale ao termo anterior multiplicado pelo
ndimero 2 e efetua 2 x 64, identificando 128.

E> — Ao verificar que a soma do termo anterior com o préprio resulta no termo
seguinte, o aluno efetua a soma 64 + 64 e descobre que o préximo termo € o

numero 128.

Atividade 2

Seu objetivo era fazer com que os alunos percebessem caracteristicas importantes

de sequéncias, levando-os a aprofundar seus conhecimentos sobre o tema.

Observem as seguintes Caracteristicas:
sequéncias: l) crescente
a) 0, 3, 6,9, 12,.. Il) decrescente
b) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... lll) a diferenca entre um termo e o seguinte
c) 4,2,0,-2, -4, .. (o sucessor) é constante
d 4,0+ 00+, . IV) os termos sdo separados por virgula
e) 4,8, 16, 32, 64, ... V) um termo é obtido multiplicando o termo
fy 4,2,1,V2, Vs, ... anterior por uma constante

VI) os termos se repetem ciclicamente

VIl) os termos da sequiéncia sd0 numeros inteiros
Quais dessas caracteristicas cada seqiiéncia possui?

Atividade 2

Decidi utilizar todas as seqliéncias presentes na atividade 1 e inseri uma nova
seqliéncia com numeros inteiros e racionais nao-inteiros representados na forma de

fracao.
Optei por utilizar as seguintes caracteristicas:

= crescente - para verificar o que os alunos consideram por tal conceito e se
associam essa caracteristica a todas as sequéncias que a possuem;

= decrescente - para verificar o que os alunos identificam por tal conceito e se
associam essa caracteristica as sequéncias que a contemplam;

= diferenga constante entre um termo e o seguinte - para investigar se o0s

alunos associam essa caracteristica as progressoes aritméticas;
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» termos separados por virgula - para explicitar uma caracteristica comum a
todas as seqliéncias apresentadas;

= termo obtido pela multiplicagdo do anterior por uma constante - para
investigar se os alunos associam tal caracteristica as progressdes
geométricas da atividade;

= termos se repetem ciclicamente - para observar o que os alunos entendem
por iSSo e se associam esta caracteristica as sequéncias ciclicas;

» todos os termos sdo inteiros - para chamar a atengdo do aluno sobre essa

caracteristica.

Atividade 3

Tinha por objetivo propor a observacdo de uma progressao aritmética para
possibilitar ao aluno elaborar mecanismos de generalizacdo. Para isso foi solicitada
a identificagdo de um termo distante, que dificultava a investigacao por contagem.
Chamo por termo distante o termo que se encontra distante do inicio da seqténcia,

ou seja, de seu primeiro termo.

Observe a seguinte seqliéncia:
1,5,9,13,17, ...
a) Qual sera o préximo termo da seqiiéncia?
b) Qual sera o vigésimo quinto - 25° - termo da sequéncia?
c) Qual serd o 937° termo?

Atividade 3

Para a unica seqiéncia da atividade decidi utilizar o nimero 1 como primeiro termo e
0 numero 4 como razao para que os alunos trabalhassem somente com termos
impares e pequenos, a fim de facilitar a observagcdo e descoberta dos termos a
serem identificados.

As identificagbes do préximo termo e do 25° termo foram propostas para que os
alunos descobrissem por contagem estes termos e se sentissem envolvidos pela

atividade.
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A descoberta do 937°termo foi proposta para induzir os alunos a perceberem que a
resolucdo por contagem € longa e passivel de erros e tentarem formular uma

estratégia de generalizacao.
Previ como estratégias de resolugéo:
item a

E+ — Ao compreender que cada termo € a soma do termo anterior com 0 numero 4, o

aluno conclui que o quinto termo é 17 + 4 = 21.

E> — O aluno percebe que cada termo € um nimero consecutivo a um multiplo de 4 e
verifica que o numero 20 € o proximo multiplo a ser utilizado, concluindo que o quinto

termo é 20 + 1 = 21.

itemb

E{ — O aluno percebe que cada termo aumenta em 3 de uma posi¢cao para outra e
soma 3 a cada novo termo, a partir do primeiro, até chegar ao vigésimo quinto

ndmero.

1+4=5
5+4=9
9+4=13
13+4=17

93 +4 =97

E> — Apds verificar que o primeiro termo equivale a 4 x 1 — 3, o segundo termo
equivale 4 x 2 — 3, o terceiro termo equivale a 4 x 3 — 3 e assim por diante, 0 aluno

conclui que o vigésimo quinto termo serd 4 x 25 -3 = 97.

1
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(4 x 25) —3 =97
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item ¢

E+ — Apds verificar que o primeiro termo equivale a 4 x 1 — 3, o segundo termo

equivale 4 x 2 — 3, o terceiro termo equivale a 4 x 3 — 3 e assim por diante, o aluno

conclui que 0 937°termo serd 4 x 937 — 3 = 3745.
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(4 x 937) — 3 = 3745

E. — Apés identificar que o primeiro termo equivale a 4 x (1 — 1) + 1, o segundo

termo equivale 4 x (2 —1) + 1, o terceiro termo equivale a4 x (3 —1) + 1 e assim por

diante, o aluno afirma que o 937°termo equivale a 4 x (937 — 1) +1 =3744 + 1 =

3745.
@x(1=1)+1=1
4x(@2-1)+1=5
4x(3-1)+1=9
@x@=1)+1=1

w

(4 x (937 — 1)) + 1 = 3745
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Descri¢ao da realizagdo da 12 sessao

A primeira sessao ocorreu em 12 de setembro de 2007 e, conforme previsto, teve
inicio as 7 horas e 30 minutos. Estavam presentes na sala o pesquisador, a
professora da classe e 35 alunos. Os 35 alunos foram organizados em 16 duplas e 1

trio para resolver as atividades.

No horario determinado, as folhas com todas as atividades foram entregues aos

alunos para que comegassem a experimentagao.

Os alunos foram orientados a deixar sobre as carteiras somente o material recebido,
entregue na sessao, e uma caneta para cada dupla, a fim de evitar que apagassem
suas tentativas de resolucao.

Eles aparentavam calma no inicio e durante toda a sessao. O fato de nenhum aluno

se recusar a participar dessa sessao confirma a colaboragéo da classe.

A professora da classe estava presente, mas foi orientada a ndo se comunicar com
os alunos durante a aplicacado das atividades. Da mesma forma, durante a sesséo,
quando os alunos tentavam obter alguma resposta a duvidas sobre a atividade,
pedia a eles que lessem novamente a questdo sem lhes dar mais informacdes sobre

a questao.

Todas as atividades foram entregues ao mesmo tempo, mas orientei os alunos a
responderem as atividades seguindo a ordem numérica, sé partindo para a préxima

atividade apds refletir e responder a atividade anterior.

Trés duplas foram escolhidas pela professora para terem seus didlogos gravados,
sendo elas as duplas D03, D11 e D14, consideradas respectivamente média, fragil e

boa.

Ap6s 40 minutos do inicio das atividades, com todos os alunos participantes

presentes, os protocolos e gravacdes foram recolhidos.
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Andlise a posteriorida 12 sessao

A seguir descrevo as resolugbes dos alunos levando em conta os protocolos

recolhidos bem como as observacgdes feitas durante a aplicacao e as transcricdes

das gravacdes obtidas das duplas D03 e D14, pois houve um problema com a

gravacgao da dupla D11.

A Tabela 1 contém as respostas pelos alunos sobre os prdoximos termos das

sequéncias da Atividade 1. As colunas das sequéncias dos itens a e ¢ estdo

destacadas porque informam os proximos termos escolhidos para as progressdes

aritméticas.
A B D E

Enéas e Teca (D01) 15 1 0 ] 128
Dora e Eva (D02) 15 1 -6 ] 128
Aldo e Léo (D03) 15,18,21,... | 1,2,3, -6,-8,-10,... |[]1 O + 128,256,512,...
Kim, Lino e Rui (T04) 15 1 -6 O 128
Dan e Diva (D05) 15,18,21,... | 1,2,3, 6-8.. (OO 128,256,...
Pam e Wiad (D06) 15 1 -6 ] 128
Kaué e Miro (D07) 15 1 4 OJ 128
Ada e Ciro (D08) 15,18,21,... | 1,2,3, 8,-10,.. (OO 128,256,...
Hilda e Perla (D09) 15 1 -6 ] 128
Mano e Raul (D10) 15 1 -6 ] 128
Ali e Remo (D11) 15 1,2,3, 0 00,V 128
José e Vilma (D12) 15 1 -6 ] 128
Flora e Wanda (D13) 15 1 -6 ] 128
Edu e Mario (D14) 15 1 -6 OJ 128
Bia e Mel (D15) 15,18,21,... | 1,2,3, -6,-8,... ] ,Q,+ 128,256,...
Fabio e Mirna (D16) 15 1 -6 ] 128
Aura e Tuca (D17) 15 1 -6 ] 128

Tabela 1: Resolucé6es da Atividade 1
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Nota-se que as Unicas 4 respostas “ndo esperadas” das 85 respostas dadas, que
aparecem destacadas em negrito, recairam na progressao aritmética decrescente,

onde o termo solicitado é um namero inteiro negativo.

Enquanto as duplas DO1 e D11 ndo deixaram tragos de suas resolugdes e
responderam que o termo seguinte era o zero, a dupla D07 identificou o numero 4

como proximo termo desta PA sem explicar o porqué.

Nesses trés casos, creio que o fato dessa sequéncia vir logo apés de uma sequiéncia
ciclica pode ter influenciado as respostas que se justificariam como sequiéncias
ciclicas: 4,2,0,-2,-4,0,4,2,0,-2... ou 4,2,0,-2,-4,4,2,0,-2,-4,...

A dupla D08, formada por Ada e Ciro, identificou 0 numero -8 como préximo termo
da PA, indicando também o numero -10 como termo seguinte ao -8. Isso indica que
a dupla percebeu que a seqiiéncia evoluia somando -2 ao termo anterior, embora ao
registrar no papel tenham omitido o numero -6, conforme pode ser visto na Figura
12.

a) 45,18 21, 24,2% 30

8) 823, 323, 322 ) <9
C’\HI‘Z:O:-‘ZI-HIF?’th -

d\ [j"‘ Q, *;.Bt O, *JBEO,;&J&
)4, 8, 06,52, 67,171,356

Figura 12: Extraida do Protocolo da Atividade 1 de Ada e Ciro (D08)

E interessante notar que quatro duplas (D03, D05, D08 e D15), além de indicar o
termo seguinte ao ultimo apresentado, escreveram mais alguns termos da

seqliéncia.

Pela gravagcédo da dupla D03 ficou evidente que esta dupla observou as seqUéncias
e indicou termos das mesmas antes de terminar de ler o que estava sendo

solicitado.

Apresento a seguir a transcricdo do didlogo de Aldo e Léo ao observar a terceira

seqliéncia e a quarta seqliéncia:
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-Vai diminuindo menos dois. Menos dois, menos quatro, menos seis, menos oito,
menos dez, menos doze.
- E a d? Quadradinho, bolinha, estrelinha (pausa). Quadradinho, bolinha,

estrelinha.

Nesse momento, apds terem continuado as quatro primeiras seqiéncias, um
componente da dupla l1é o enunciado em voz alta e ambos percebem que se tratava

apenas da identificagdo do proximo termo.

Esta dupla ndo utilizou virgulas para separar os termos pertencentes a um ciclo da
sequéncia figurativo-numérica, como pode ser visto na Figura 13. Embora nédo haja
indicios na gravacgao feita, & provavel que esta dupla tenha percebido o ciclo como
termo seguinte da sequéncia.

mo,b,@,wgﬁg,%)217/2%,12/50
TR P I AENR IV E TRV TR
CH9) 3,00y~ ~678 1014

[

dl Do &, Do, Do# do%

a ] Qf/?f;’nlﬁ/ﬁR/G%;Ji&X')&S@, §14

Figura 13: Extraida do Protocolo da Atividade 1 de Aldo e Léo (D03)

Ali e Remo, que apresentaram como proximo termo das duas sequéncias ciclicas os

ciclos 1,2,3 e [ O<\I>> também parecem ter interpretado o ciclo como um termo de
cada sequéncia.

Apenas quatro dos dezessete protocolos apresentam calculos, sendo estes relativos
a multiplicacdo ou adicdo para a sequiéncia e, uma progressao geométrica. Trés
duplas preferiram utilizar a estratégia E»>, somando 64 com 64 para identificar 128 e
uma dupla preferiu multiplicar 64 por 2, ou seja, preferiu utilizar a estratégia E;.

A seguir transcrevo parte de dialogos que explicitam essas resolucoes:

-Tem que somar! Sessenta e quatro mais sessenta e quatro da cento e vinte e
oito. (D03)
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-Vai dobrando! Quatro, oito, dezesseis, trinta e dois, sessenta e quatro, cento e

vinte e oito. (D14)

O objetivo da atividade foi atingido, pois propiciou aos alunos observacao de
diferentes padrées de sequéncias conforme os resultados apresentados. Segundo
Lee (1996), a chave para o sucesso em atividades de generalizacdo de padrbes
parece estar na observacgao e esta deve ser pertinente a questao proposta.

Assim, considero que na maior parte das seqUéncias houve observacoes
pertinentes. As poucas observacdes nao esperadas, como a identificacao do ciclo

como termo, ndo comprometem os resultados obtidos.

A Atividade 2 se diferencia da primeira por possibilitar uma observagcdo mais
profunda das sequéncias presentes na Atividade 1, com a insercdo de uma
seqUéncia com numeros inteiros e racionais nao-inteiros em forma de fragao.

Dos dezessete grupos, cinco duplas interpretaram a questdo como sendo para
designar uma caracteristica a cada sequéncia, o que sugere falta de atencédo de
alguns alunos na leitura do que a atividade solicitava. Outras duas duplas
distribuiram as caracteristicas para as sequéncias, indicando duas caracteristicas a

uma das sequéncias.

Refiro-me a grupos de alunos porque os alunos ndo se dividiram somente em

duplas, pois um trio (T04) também foi formado.

Para verificarmos como cada grupo respondeu a atividade vejamos uma tabela com

as caracteristicas associadas a cada sequéncia.

Na Tabela 2 as caracteristicas em negrito na segunda coluna representam as
associacdes que deveriam ser feitas a cada seqUéncia e as linhas em destaque
representam a caracteristica da PA.
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p, bppT,D)DD D DD DD D D D/ D|D
01/02/03{04/05/06/07|08/09/10 |11 12|13 |14 15|16 |17
I | X | X X[ X X[ X[ X X[ X[ X[ X[ X | X | XXX
Il
11} X X X
a | lv X X[ X X | X X | X[ X X
Vv X X | X
Vi
Vil X X | X X X | X | X X
I X X
Il
11 X X X
IV | X[ X[ X | XX X | X X | X[ X X
b \Y
Vi X X[ X | X[ X[ X[ X[ X[ X[ X[ X[ X]|X]|X
Vil X[ X X X X | X[ X X | X
I
| X X X[ X | X[ X[ X X[ X[ X[ X[ XX ]| X]|X]|X
11} X X[ X X X
c v X X X1 X X | X[ X X
\Y X
\
Vil X X X
I
Il
i1 | X X X X | X
d| IV X X[ X X[ XXX ]| X]|X|X]|X X
\Y
Vi X[ X | X X | XX X | X | X X
VI X
| X X[ X X[ XX X | X[ X X
Il
1
e | IV X X X | X X | X[ X X
V I XX X[ X | X[ X[ X X[ X[ X[ X[ XX ]| X]|X]|X
Vi
Vil X[ X | X X X X | X[ X X
I
] X[ X[ X | X X[ XX X | X | X X
1 X[ XX X | X
flLv X X[ X | X[ X]|X X | X[ X X | X
Vv X
\
VIE] X

Tabela 2: Resolucbes da Atividade 2

Podemos perceber pela tabela que nenhuma dupla identificou todas as
caracteristicas pertinentes a cada seqiéncia, o que ja era esperado devido ao nivel

de complexidade proposto.
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Sobre as caracteristicas | e Il, crescente e decrescente, podemos ver que ocorreram
poucas associacdes incorretas por parte dos alunos. O trio e a dupla D12

associaram crescente a seqiéncia b, que possui um ciclo crescente.

Quanto a caracteristica lll, que diz respeito a PA, pode-se dizer que foi a mais
associada incorretamente nessa atividade. Apenas o trio e a dupla formada por Edu
e Mario identificaram que essa era caracteristica das sequéncias a e ¢, sendo que a
dupla associou lll também a progressao geométrica.

Pela transcricdo da gravacao é possivel identificar quando um componente da dupla
diz :

- Quatro. Metade é dois. Metade é um. Metade é meio. Metade € um quarto.

Apés ler a caracteristica sobre diferengca constante entre um termo e o seguinte,

esse aluno afirma:
- E constante né, a diferenga? Porque é metade, outra metade, outra metade.

Logo, essa dupla entendeu como diferenga constante o fato de um termo ser sempre
metade do termo anterior, 0 que revela ndo compreensao do significado da palavra
diferenca no contexto matematico ou que esta palavra foi utilizada no sentido
cotidiano.

A falta de compreensao sobre a no¢ao de “diferenca constante” ficou mais evidente
ao verificar que trés duplas associaram essa caracteristica a sequéncia b e cinco
duplas associaram-na com a sequéncia d, ambas ciclicas. Além disso, cinco duplas

associaram-na com a sequéncia f, uma P.G.

A associacao da caracteristica da PA com as sequéncias ciclicas pode indicar que
esses alunos associaram a palavra constante a forma ciclica de algumas

sequéncias.

Trés duplas que indicaram uma caracteristica para cada sequiéncia associaram a
caracteristica Il a PG, o que pode indicar que utilizaram uma das duas

caracteristicas que sobraram para a ultima sequéncia apresentada. Na Figura 14
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podemos ver as respostas de uma destas duplas associando a caracteristica da PA
aPG4,2,1,, Vs, ..).
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Figura 14: Extraida do Protocolo da Atividade 2 de Hilda e Perla (D09)

A caracteristica IV, Unica que contemplava todas as sequiéncias presentes na
atividade, deixou de ser associada algumas vezes. Observando as dez duplas que
melhor compreenderam a proposta da atividade, podemos ver que apenas duas

duplas ndo associaram essa caracteristica a todas as sequéncias.

A caracteristica V, de uma PG, foi pouco associada incorretamente. Trés duplas
associaram essa caracteristica a sequéncia a e uma dupla associou-a a sequéncia

¢, ambas progressdes aritméticas.

A dupla D03, formada por Aldo e Léo, que faz parte das duplas que nao
compreenderam corretamente a atividade, optou por associar essa caracteristica a

PA crescente.

Pela gravacao de Aldo e Léo podemos identificar quando um aluno muda de opinido
sobre a caracteristica a ser associada e diz:

- A a ta errada, olha! Trés vezes um, trés. Trés vezes dois, seis. Trés vezes trés,

nove.

Essa dupla havia classificado a PA (0, 3, 6, 9, 12,...) como crescente mas ao
perceber que esta poderia ser formada multiplicando trés aos elementos do conjunto
{0,1, 2, 3, ...} afirmou que cada termo era obtido multiplicando o termo anterior por

uma constante.
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As progressbes geométricas e e f ndo foram percebidas na mesma. Enquanto
dezesseis grupos perceberam que V era caracteristica de e (uma PG com razao
inteira), apenas uma dupla percebeu que a seqiéncia f (uma PG com razao
pertencente ao intervalo ]0,1[) era formada por sucessivas multiplicacoes.

Isso indica que esses alunos apresentavam dificuldade com multiplicacao por
racionais nao-inteiros, por nédo identificarem uma divisdo como um caso especifico

de multiplicacéo.

Quanto a caracteristica VI, de seqUéncias ciclicas, pode-se dizer que foi bem
compreendida pelos alunos. Além de ndo ser associada indevidamente, foi
associada as sequéncia b e d por nove dos dez grupos que indicaram mais de uma
caracteristica a cada sequéncia.

Ja a caracteristica VI, sobre termos inteiros, foi associada incorretamente apenas
por duas das sete duplas que ndo compreenderam a atividade. Dos outros dez
grupos, o que mais me chamou atencao foi que apenas trés duplas perceberam tal

caracteristica para a sequiéncia c, talvez por esta apresentar nimeros negativos.

Como essa atividade tinha por objetivo possibilitar uma observagdo mais profunda e
muitas duplas fizeram associagdes pertinentes, julgo que esse objetivo foi atingido.

A percepcao de diferentes padrdes de regularidade e a descricdo destes padrbes
cria oportunidade para um confronto de idéias, segundo Mason (1996a). Como essa
atividade privilegiava a descricdo das sequUéncias, considero que esta também
colaborou para que o aluno percebesse as sequiéncias como objetos passiveis de

varias interpretacoes.

A terceira atividade da sessao exigia identificacdo do proximo termo e de termos
distantes de uma PA.

Observemos na pagina seguinte a Tabela 3, que contém as resolucdes e respostas
dos alunos para os termos solicitados.
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Grupos | 62termo 252 termo 9372 termo
DO1 21 101 (contagem) (912 x 4) + 101 = 3749
D02 21 97 (contagem) (937 x 4) —3 =3745
D03 21 69 (contagem) (937 x 4) + 1 = 3749
TO04 21 97 (contagem) 3637
D05 21 97 (contagem) -
D06 21 25 937
D07 21 97 (contagem) 3634
D08 21 90 1692
D09 21 97 3748
D10 21 97 (contagem) 937 x 4 = 3748
D11 21 101 3749
D12 21 97 3748
D13 21 97 (contagem) 937 x 4 = 3748
D14 21 97 (contagem) -
D15 21 97 3745
D16 21 97 (contagem) (937 x 4) —3 = 3745
D17 21 97 -

Tabela 3: Resolucées da Atividade 3

Todas as duplas indicaram corretamente o termo seguinte da sequéncia envolvida
no item a, o que confirma a facilidade dos alunos em observar padrées para indicar
termos seguintes. As duas primeiras fases do processo investigativo em
generalizagdo de padrées sugeridas por Herbert e Brown (1997) foram
contempladas pelos alunos: a procura do padréo e o reconhecimento do mesmo.

Para o item b, doze grupos indicaram corretamente o numero 97 como vigésimo
quinto termo, sendo que sete duplas e o trio mostraram ter resolvido a atividade por
contagem, explicitando todos os termos anteriores ao vigésimo quinto, ou seja,
utilizando a estratégia E1. A Figura 15 mostra a resolucao por contagem de Mano e
Raul para descobrir o0 25° termo da seqléncia.

1,5,9,13,17,&1,82,2%, %“),3?/%1,%
49,955,957 b1, 65,6132, 77, 34,35,84,%
1.

Figura 15: Extraida do Protocolo da Atividade 3 de Mano e Raul (D10)
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Das cinco duplas que indicaram outro valor, duas indicaram o vigésimo sexto termo
e uma indicou um termo anterior da seqiéncia. As duplas D06 e D08 néao

compreenderam o que foi solicitado.

Ada e Ciro informaram um numero par como termo da sequéncia de numeros

impares e n&o apresentaram os calculos feitos para chegar ao resultado.

Pam e Wlad confundiram o nimero de posi¢cdo com o termo que ocupa tal posicao, o
que também ocorreu com um aluno pesquisado por Becker e Rivera (2005), que
afirma que isso acontece quando o aluno confunde os papéis das variaveis

dependente e independente.

O item c exigia maior complexidade de raciocinio mas trés duplas indicaram
corretamente o termo distante, sendo que uma delas ndao apresentou a resolugao.
As duplas D02 e D16 chegaram ao resultado observando que o resultado da
multiplicacdo de 4 por 937 deve ser subtraido de 3 para se chegar a esse termo,

resolvendo a atividade pela estratégia E+ prevista.

Figura 16: Extraida do Protocolo da Atividade 3 de Fabio e Mirna (D16)

Por mais que nao tenham construido féormula, o pensamento algébrico se fez
presente no raciocinio utilizado pelas duplas, pois segundo Fiorentini, Miorim e
Miguel (1993) o pensamento algébrico ndo se expressa de uma unica forma e pode
se manifestar através da linguagem aritmética. As duplas ndo escreveram uma
formula de natureza simbdlica mas criaram um esquema generalizador, também

caracteristico do pensamento algébrico.
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Pode-se dizer entdo que essas duplas atingiram a terceira fase do processo
investigativo de Herbert e Brown (1997), correspondente a generalizagdo do padrao

proposto.

Quatro duplas identificaram 3748 como o termo solicitado, sendo que duas delas
efetuaram a multiplicagcao de 937 por 4.

Trés duplas deram como resposta 3749, que vem a ser o 938° termo da seqliéncia,
mas apenas a dupla formada por Aldo e Léo mostrou ter efetuado a multiplicacao

anteriormente citada e somado ao resultado o nimero 1.

Aldo e Léo deixaram claro o que entenderam sobre esse item com o seguinte

dialogo:

- Aqui ndo vai somando quatro mais quatro? Entao é novecentos e trinta e sete
vezes quatro.

- Um, cinco, nove, trés, sete. Nao tem oito!

O dltimo comentario mostra que esse aluno percebeu que 0s numeros dessa
seqléncia nunca terminam em oito, afinal sdo todos impares. Isso levou a dupla a

somar o nimero um ao resultado e dar como resposta um nimero impar.

O objetivo de possibilitar a elaboracdo de um mecanismo de generalizacao foi
alcangado e muitos alunos que n&o construiram um mecanismo eficiente chegaram

perto de conseguir isto.

Interessante notar que a dupla D14, considerada a melhor da classe, sequer ensaiou
uma solucao para o 937° termo.

Para compreender melhor as impressdes dos alunos sobre a caracteristica Il da
Atividade 2 e as estratégias de resolucéo para a Atividade 3, selecionei seis duplas

para serem entrevistadas.

As entrevistas feitas com algumas duplas ou componentes serdo detalhadas a

seqguir.
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Entrevistas apds a 12 sessao

As entrevistas foram feitas em 26 de setembro de 2007, duas semanas apos a
primeira sessdo, com os alunos sendo retirados da classe por um breve periodo de
10 minutos. Seréo relatados a seguir os motivos pelos quais cada dupla entrevistada
foi selecionada e os detalhes mais importantes das entrevistas, com a transcrigcdo de
frases ditas pelos alunos durante nossos dialogos.

Sobre entrevistas individuais, Lidke e André (2001 apud Almeida, 2006) consideram
trés tipos: ndo estruturada, estruturada e semi-estruturada. De acordo com as
autoras, as entrevistas ndo estruturadas sdo aquelas que permitem uma maior
liberdade de percurso, enquanto as estruturadas sdo aquelas que seguem um
determinado roteiro a ser seguido pelo entrevistador e tém por objetivo obtencéo de
dados mais uniformes entre os entrevistados. Entre esses dois tipos situam-se as
entrevistas semi-estruturadas, que permitem um roteiro flexivel para poder ser

adaptado durante o transcorrer da entrevista.

Como utilizei um roteiro previamente definido e esse nao foi alterado em nenhuma
das entrevistas, posso afirmar que realizei entrevistas estruturadas com as duplas
escolhidas. Esse roteiro era baseado em atividades a serem resolvidas pelos alunos

diante do pesquisador.

1) Em qual ou quais das seqUéncias abaixo a diferenga entre um termo e o
seguinte é constante:

2) Qual é proximo termo, o 20 termo e o 728 ° termo da seqUéncia a seguir?

1,7,13,19, 25, ...

Figura 17: Atividades que basearam a entrevista
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A fim de evitar comunicacdes entre os alunos na troca de entrevistados, optei por
alternar as sequiéncias da questdo 1 com outras seguindo o mesmo padréo.
Enquanto as duplas D05, D09 e D15 seguiram o roteiro acima, as duplas D11, D12 e
D17 observaram as seguintes seqiéncias:

)  2,4,86,8,10, ...
n  1,91,91,9,..
nmy 1,3,9,27,81, ...

A primeira dupla a ser entrevistada foi a dupla D15, que contava com as duas
componentes, Bia e Mel, presentes. Esta dupla foi escolhida porque ndo associou
corretamente a caracteristica da PA e indicou a resposta correta para o 938° termo
da Atividade 3 mas ndo apresentou calculos para mostrar como chegou ao
resultado.

Essa dupla era uma das sete duplas que interpretaram a Atividade 2 como sendo a
indicacao de uma caracteristica para cada sequiéncia e indicou a seqiéncia f como
tendo a caracteristica Il - diferengca entre um termo e seu sucessor € constante - e
nao indicou essa caracteristica para as sequéncias a e ¢. Durante a entrevista com
as alunas, Bia, observando as 3 sequéncias da 12 questdo da entrevista, afirmou
que a sequéncia Il - ciclica - tinha essa caracteristica. E explicou:

- Acho que é a segunda, pois sao diferentes e repetem.

Sobre a progressao aritmética da segunda questdo, ambas componentes da dupla
identificaram o préximo termo como sendo o niumero 31 e o vigésimo termo como o

namero 115, descobrindo por contagem e explicitando todos os termos anteriores.

O 728° termo dessa sequéncia ndo foi informado pelas alunas, mas estas disseram
como fariam para identifica-lo. Disseram que multiplicando 708 (apresentado apds a
subtracéo 728 — 20) por 6, pode-se descobrir o referido termo. As alunas utilizaram o
valor de posicao 20 mas nao utilizaram o termo que ocupa tal posicdao (no caso,
115), que deveria ser somado ao resultado do produto indicado para chegar ao
termo correto. Embora tenham se esquecido desse detalhe, elas afirmaram que essa
foi a estratégia utilizada na resolucao da Atividade 3.
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A dupla D12 foi a segunda dupla a ser chamada mas s6 contava com a presenca de
um componente, José, que aceitou ser entrevistado sozinho. Essa dupla foi
escolhida porque seu protocolo apresentava incoeréncia na indicacdo de um termo
par em uma sequéncia de niumeros impares da Atividade 3 e ndo apresentacédo de
célculos para a mesma atividade. Além disso, a dupla indicou a seqiéncia b - ciclica
- como tendo a caracteristica Ill na Atividade 2.

Observando as 3 sequéncias da 12 questdo da entrevista, o aluno perguntou:
- Constante é igual? Como assim constante?

Diante de meu siléncio, José decidiu:
- E a ll, pois os termos se repetem.

Sobre a sequéncia da segunda questdo, o aluno rapidamente identificou 31 como
proximo termo e disse que poderia achar o 20 ¢ termo por contagem, continuando a
sequéncia até identifica-lo.

Sobre o 728° termo da seqUéncia, José disse que uma multiplicagdo deveria ser
utilizada e efetuou o produto de 728 por 6. Ao me dizer que o numero 4368 era o
termo a ser identificado, pedi a ele que observasse que a seqliéncia s6 apresentava

nuameros impares e 4368 era um numero par.

O aluno pensou por um tempo, concordou que nao havia como aquele numero ser o

termo procurado mas se julgava incapaz de dar outra resposta naquele momento.

Apés essa entrevista, a dupla D09 foi chamada para ser entrevistada, mas apenas a
componente Hilda estava presente. Essa dupla foi escolhida porque apresentou
incoeréncia indicando um termo par em uma sequéncia de niumeros impares € nao
mostrou os célculos utilizados para se chegar as respostas na Atividade 3. Para a
Atividade 2, essa dupla indicou a sequéncia f — uma PG — como tendo a
caracteristica da PA e ndo indicou esta caracteristica para as sequéncias que a

contemplavam.

Em entrevista com Hilda, a aluna afirmou que as sequéncias | e Ill tinham a
caracteristica Il da Atividade 2. E explicou:
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- Pela variagdo. Nao ha repetigéo.

Hilda indicou o préximo termo da sequéncia 1, 7, 13, 19, 25, ... e demorou muito a
responder o 20° termo da mesma. A aluna confessou que estava com vergonha de
dizer qual estratégia utilizaria, mas ao final continuou a seqiéncia por contagem e

mostrou que se tratava do numero 115.

A aluna afirmou que o resultado da multiplicacdo de 728 por 6 resultaria no 728°
termo da seqliéncia. Questionei sobre este numero ser par e a seqliiéncia apresentar
somente numeros impares. Hilda notou a incoeréncia mas nao soube dar uma nova

resposta.

A dupla D11 foi a proxima a ser entrevistada, estando ambos os componentes desta,
Ali e Remo, presentes. Essa dupla foi selecionada para entrevista porque nao
informou como chegou as respostas e indicou termos posteriores aos solicitados na
Atividade 3.

Essa dupla era uma das duas duplas que distribuiu as caracteristicas para as
sequéncias da Atividade 2 e informou a sequéncia f como tendo a caracteristica lll.

Em entrevista com os componentes dessa dupla, estes, observando as 3 seqliéncias
da primeira questdo da entrevista, afirmaram que a seqiéncia Il tinha a
caracteristica da PA. E explicaram:

- Constante é repetir.

Sobre a progressao aritmética da segunda questao, ambos afirmaram que o préximo
termo seria 0 niumero 31. Para achar o 20° termo, Remo continuou a seqiiéncia até
encontrar o numero 115. Ali auxiliou o colega com os calculos e disse que tinha
interesse em ver se chegaria ao numero 120.

Ao ver que o resultado da multiplicacdo de 20 por 6 excedia o 20° termo em 5
unidades, Ali disse que encontraria o 728° termo efetuando 728 x 6 e subtraindo 5
do resultado.
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Essa dupla disse ter utilizado essa estratégia para resolver a atividade 3 da primeira
sessao, mas chegaram ao 26° e 938° termos, ao invés dos solicitados 25° e 937°

termos, provavelmente por um erro de contagem na identificagdo do 25°.

Vale comentar que essa dupla precisou ser motivada constantemente pelo
pesquisador, pois possuiam histérico muito ruim na escola e nao acreditavam que
podiam fornecer respostas interessantes para as atividades.

A proxima dupla convidada foi a dupla D05, que contava apenas com a presenca da
componente Diva. Essa aluna aceitou ser entrevistada sem a presenca do outro

componente.

A dupla foi escolhida porque n&do apresentou solugcdo para o 937° termo da
sequéncia da Atividade 3 e indicou apenas a sequéncia d — ciclica — como tendo a
caracteristica da PA na Atividade 2. Durante a entrevista, Diva disse:

- O que é constante? Nem imagino!

Apés observar as seqiiéncias que poderiam ter tal caracteristica na primeira questao
da entrevista, a aluna disse que néo tinha como responder, ja que ndo compreendia

0 que a caracteristica informava.

Diva identificou o proximo termo e o 20° termo da sequiéncia da segunda parte da
entrevista por contagem, mas nao identificou o termo distante solicitado. A aluna

argumentou:
- Acho que é muito grande. E o de vezes ndo da certo.

Apés a recusa de Diva em pensar um pouco mais, pedi para chamar a ultima dupla a

ser entrevistada.

A dupla D08 contava com ambos componentes presentes: Ada e Ciro. Essa dupla foi
escolhida porque identificou dois numeros pares como termos de uma sequéncia
formada somente por impares e ndo apresentou calculos que mostrassem o
raciocinio utilizado para resolucao da Atividade 3. Um outro grande motivo para
selecionar essa dupla é o fato desta ndo ter associado a caracteristica Ill a nenhuma
seqliéncia da Atividade 2.
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Na primeira questao da entrevista, Ciro disse que as sequéncias | e lll apresentavam
diferenca constante entre um termo e seu sucessor. Perguntei o porqué da
afirmacao e o aluno explicou o padrao de cada seqiiéncia, ndo deixando claro o
motivo da escolha por aquelas seqliéncias.

Ada afirmou que as duas sequéncias escolhidas pelo colega eram muito diferentes
para ter a mesma caracteristica, mas preferiu ndo indicar uma resposta para a

questao.

Para a segunda questdo da entrevista, ambos indicaram o proximo termo como
sendo 31 e o 20° termo como sendo o numero 120, por este ser o resultado da
multiplicacdo de 20 por 6. Os alunos disseram que fariam o mesmo para indicar o

728° termo, efetuando a multiplicacdo de 728 por 6.

Assim como na atividade 3, esses alunos forneceram dois numeros pares como
termos de sequiiéncias com numeros impares. Apos serem questionados sobre isso,

aparentaram curiosidade mas n&o conseguiram dar outra resposta.

As entrevistas me confirmaram que os alunos apresentavam dificuldades para
compreender caracteristicas das sequéncias por falta de compreensao do sentido
matematico de algumas palavras e que alguns alunos percebiam que suas
estratégias de generalizagdo eram insuficientes mas ndo conseguiam criar uma nova

estratégia.

Pensando em aproveitar as estratégias de generalizagcdo criadas e discutir as
caracteristicas que muitos alunos ndao compreenderam, vi a necessidade de uma
segunda sessdo como institucionalizacdo local abordando esses dois aspectos
anteriormente citados. A elaboragao, aplicacdo e discussdo dos resultados dessa
sessdo se encontram nas paginas seguintes.
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Andalise a Priori da 22 sessao

As andlises dos resultados da 12 sessdo levaram-me a verificar a necessidade de
uma sessao de institucionalizacdo local que abordasse questdes, que embora nao
estivessem diretamente ligadas ao tema de progressdes, interferiram na
compreensao da proposta das atividades por um grupo expressivo de duplas e que
propiciasse a discussao de algumas das estratégias de generalizagdo utilizadas
pelas duplas.

Decidi abordar nesta sessdo questdes que causaram problemas para a
compreensao dos alunos durante a resolucdo das atividades propostas na 12
sessao, como os significados de termos polissémicos, ou seja, que comportam mais
de um significado, e a leitura e interpretagdo de enunciados de algumas das
atividades. Além disso, decidi apresentar um painel com diferentes estratégias
utilizadas pelas duplas na resolucao da Atividade 3, para compartilha-las e propiciar

uma discussao na classe.

A sessao comportou trés momentos distintos, cada um contemplando uma atividade,

que serdo comentados a seguir.

1°Momento

Para esse momento me inspirei na teoria de Durkin e Shire (1995 apud Munhoz,
1999) que salienta que o contexto matematico € muito tedrico e talvez ndo seja

suficiente para esclarecer o significado de um termo com mais de um sentido.

Estes autores afirmam que ao invés de evitar a ambiglidade, o professor deve
explora-la, tirando vantagem dela. Sugerem que a citagdo de exemplos em que o

termo aparece numa situacao cotidiana e outro exemplo com 0 mesmo termo usado
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no contexto matematico pode deixar o estudante mais seguro, percebendo a

diferenca entre os significados.

Dessa forma, o 12 momento procurou seguir a sugestao de Durkin e Shire, propondo
frases contendo as palavras que causaram dificuldade de compreensdo entre os
alunos e fazendo com que estes refletissem sobre o significado dessas palavras no

cotidiano e no contexto matematico.

As palavras apontadas pela analise dos protocolos e das entrevistas que causaram

problemas de compreensao foram: termo, diferenca, constante, sucessor e anterior.

A seguir descrevo alguns significados dessas palavras, retirados do Dicionario
Houaiss (2004):

e Termo — fim no tempo ou no espaco; marco divisério; palavra, vocabulo; teor,
conteudo; modo, maneira; qualquer elemento de uma expressao algébrica.

e Diferenca — falta de semelhanca, desigualdade; alteracéo; falta de harmonia;
divergéncia; resultado de uma subtracao; abatimento no preco; desconto.

e (Constante — que faz parte de algo; incluido; inalteravel, imutavel, invariavel,
fixo; freqUente; progressivo; grandeza cujo valor n&o varia.

e Sucessor — que sucede a outro ou o substitui; herdeiro; descendente.

e Anterior — 0 que vem antes; situado na parte da frente.

Decidi fazer trés frases relativas a cada um dos termos polissémicos. Duas frases
representando o significado das palavras no cotidiano e uma com o termo inserido
no contexto da Matematica. Utilizei maior nimero de frases com contexto do
cotidiano e ndo coloquei a frase do contexto matematico na mesma ordem entre os

diferentes grupos.
A fim de prepara-los para a Atividade 4, decidi escrever na lousa as frases:

e Um dos mergulhadores ficou na superficie, dentro do barco, para monitorar o
oxigénio do outro.

e A superficie do dado de aresta 1 cm tem area de 6 cm?.
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Estas frases serviriam para perguntar a classe se superficie tem o mesmo
significado nas duas frases e discutir os significados diferentes, enfatizando que
outras palavras da lingua portuguesa também tém diferentes significados no
cotidiano e na matematica.

Apbs essa introducdo, a Atividade 4 seria entregue para que os alunos a
resolvessem em duplas, solicitando que lessem com atencao e verificassem para
cada frase se a palavra indicada na primeira coluna tinha o significado matematico

ou cotidiano.

Palavra Frases Sentido Sentido
Cotidiano | Matematico

1) H& muita diferenca entre 0 meu jeito e
0 seu.

Diferenca | 2) O médico detectou uma diferenca no
resultado do exame.

3) A diferenga entre nossas idades é
grande.

1) Quando serd o termo da filmagem?

2) Encontrei 0 5° termo da sequéncia.
Termo 3) O predicado é um termo essencial de
uma oracao

1) A soma dos angulos internos de um
tridangulo é constante.

Constante | 2) Tenho uma constante dor nas pernas.
3) Naquela época era constante o uso do
chapéu.

1) O irmao de Fidel Castro é seu
sucessor.

Sucessor | 2) Este modelo de moto € o sucessor do
de sua moto atual.

3) Entre os numeros primos, o0 13 é o
sucessor de 11.

1) Um programa anterior n&o foi
recomendado para criancas.

Anterior 2) No conjunto dos multiplos de 3 o
numero 12 é anterior a 15

3) A parte anterior da perna do sujeito

esta gravemente ferida.
Atividade 4
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2° Momento

Tinha por objetivo fazer os alunos interpretar o enunciado da Atividade 2 da sessao
inicial e observar as caracteristicas de sequéncias com padrées que as seqléncias

dessa atividade apresentavam.

Para esse momento da institucionalizacdo, vi a necessidade de discutir com os
alunos as caracteristicas da Atividade 2 que proporcionaram maior falta de
compreensao ou associacao indevida por parte dos alunos:

= adiferenca entre um termo e o seguinte é constante;
= um termo é obtido multiplicando o termo anterior por uma constante;

= 0s termos se repetem ciclicamente
As 4 seqUéncias tiveram cada uma as seguintes caracteristicas:

= PA com razdo positiva — para levar o aluno que ainda nao percebeu a
diferenga constante entre termos consecutivos desta seqiéncia a observar
essa caracteristica;

= PA com razdo negativa — como a PA com razdo negativa presente na 12
sessdo causou dificuldades em alguns alunos até mesmo para indicar o
préximo termo, achei que seria necessario retomar esse tipo de seqiéncia;

= PG com razdo menor que 1 e positiva — pois a grande maioria dos alunos nao
associou esta sequéncia a sua caracteristica na Atividade 2, talvez por nao
considerar a divisdo como uma multiplicagdo por um numero do intervalo
10,1[;

= seqUéncia ciclica — por essa ter sido compreendida por muitas duplas, na
realizacdo das atividades e nas entrevistas, como tendo a caracteristica

principal da PA.

Uma folha com a Atividade 5 seria entregue aos alunos e solicitaria que
observassem as caracteristicas e as seqiéncias e ligassem com um traco cada
sequéncia as suas caracteristicas. Apds alguns minutos de reflexdo dos alunos, os

resultados seriam discutidos.
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Caracteristicas Sequéncias
A diferenga entre qualquer termo ) 5,7,9,11,...
e seu sucessor € constante.
im2,1,3,2,1,3,...
Os termos se repetem ciclicamente
) 27,9,3, 1, ...
O sucessorde umtermo a € V) 8, 4,0, -4, ...

obtido multiplicando o termo a
por uma constante.

Atividade 5

3° Momento

Pretendia gerenciar um painel com diferentes estratégias de resolucao apresentadas
para a Atividade 3 da 12 sessdo, para que os alunos discutissem e chegassem a
concluséo de qual ou quais eram o(s) mecanismo(s) mais eficiente(s) para se chegar

a generalizagao

Optei por comentar com os alunos as seguintes resolucées para a questdo ¢ da
atividade, que consistia na identificagdo do 937° termo da PA (1, 5,9, 13, 17, ...):

= A multiplicagédo da razdo 4 pelo numero 937, resultando o numero 3748;
= A multiplicacdo da razdo 4 por 937 somada ao numero 1, resultando o
namero 3749;

= A multiplicagédo de 4 por 937 subtraida de 5, resultando o numero 3745.

Ap6s um tempo para que os alunos comentassem estas estratégias, seria proposto
a identificacao do 20° termo e do 728° termo da sequéncia (1, 7, 13, 19, 25,...), que
ja havia sido apresentada aos alunos entrevistados. Escolhi essa PA porque, com
esta, estaria propondo uma nova investigacdo aos alunos nao entrevistados e ao

mesmo tempo dando um retorno aos alunos que observaram tal seqiéncia.

Identifiquem o 20° termo e o0 728° termo da seqléncia:

1,7,13,19, 25, ...

Atividade 6
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As estratégias de resolucao previstas para a Atividade 6 foram:
202 termo

E+ — O aluno percebe que cada termo aumenta em 6 de uma posi¢cédo para outra e
soma esse numero a cada novo termo, a partir do primeiro, até chegar ao vigésimo

ndamero.

1+6=7
7+6=13
13+6=19
19+6=25

109 +6 =115

E> — Apds verificar que o primeiro termo equivale a 6 x 1 — 5, o segundo termo
equivale 6 x 2 — 5, o terceiro termo equivale a 6 x 3 — 5 e assim por diante, o0 aluno
conclui que o vigésimo quinto termo serd 6 x 25 -5 = 115.

6x1)—
(6 x2)—
(6 x 3)-
(6 x4)-

@xza—5=1w
7282 termo

E+ — Apds verificar que o primeiro termo equivale a 6 x 1 — 5, o segundo termo
equivale 6 x 2 — 5, o terceiro termo equivale a 6 x 3 — 5 e assim por diante, o0 aluno
conclui que 0 728°termo serd 6 x 728 — 5 = 4363.

(6x1)-
(6 x2) -
(6 x 3)—
(6 x 4)

(6 x 728) — 5 = 4363



77

E> — O aluno identifica que o primeiro termo equivale a 6x(1 — 1) + 1, 0 segundo
termo equivale 6 x (2 - 1) + 1, o terceiro termo equivale a6 x (3 —1) + 1 e assim por
diante e afirma que o 728°termo equivale a6 x (728 —1) + 1 =4362 + 1 = 4363.

6x(1=1)+1=1
Bx(2-1)+1=7
6x(3-1)+1=13
6x(4-1)+1=19

(6 x (728 — 1)) + 1 = 4363

Descricao da realizagao da 22 sessao

A segunda sessdo de atividades, que consistia numa institucionaliza¢do, pretendia
discutir com os alunos as idéias cujos resultados da primeira sessao revelaram nao

terem ficado claras para estes.

Esta sessao ocorreu em 17 de outubro de 2007 (pouco mais de um més apo6s a 12
sessao) e teve inicio as 7 horas e 30 minutos, sendo dividida em 3 momentos que
contemplavam discussao entre o pesquisador e os alunos e atividades para cada
momento previsto.

Os alunos se mostravam bastante interessados em discutir as idéias € nenhum
aluno se recusou a participar. Estavam presentes 31 alunos, que foram divididos em
15 duplas e 1 aluno preferiu realizar as atividades individualmente. Alunos que nao
participaram da primeira sessdo estavam presentes e alguns alunos que

participaram desta se ausentaram.

Trés alunos que nao participaram da primeira sessdo estavam presentes e nao

impedi que estes participassem dessa sessdo. Dois destes alunos iniciantes na
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experimentacao formaram uma nova dupla (D18) e o outro aluno formou dupla com

um colega ja participante.

No primeiro momento, discutimos sobre como palavras podem apresentar diferentes
significados em relag&o ao sentido cotidiano e ao sentido matematico. Exemplifiquei
isso com frases explorando sentidos diferentes para a palavra superficie.

Logo apds, os alunos tiveram 10 minutos para responder a Atividade 4, que
explorava os sentidos de palavras que os alunos ndo compreenderam ou utilizaram
incorretamente na sessao anterior. Apds esse tempo, discutimos o sentido dessas

palavras nas frases presentes em tal atividade.

O segundo momento teve inicio com a exposicdo das caracteristicas que mais
proporcionaram incompreensdo aos alunos. Muitos deles afirmaram que, apés a
realizacdo do primeiro momento da institucionalizagdo local, compreenderam
finalmente estas caracteristicas. Sem que o pesquisador precisasse identificar qual

sequéncia continha qual caracteristica, os alunos discutiram e fizeram conexdes.

Antes de propor a atividade prevista para este momento, li com os alunos o
enunciado da Atividade 2 da 12 sessdo, que pedia que os alunos identificassem
quais caracteristicas algumas sequéncias possuiam e comentei que muitos

atribuiram apenas uma caracteristica para cada sequéncia.

Em seguida, disponibilizei 5 minutos para que os alunos resolvessem a Atividade 5,
que solicitava que ligassem 3 caracteristicas a 4 sequéncias. Apds o término desses
minutos, discutimos e chegamos a um consenso de quais eram as ligacdes a serem
feitas.

O terceiro momento era o mais esperado pelos alunos, que se mostravam
envolvidos pela atividade que exigia identificacdo de um termo distante de uma PA.
Comecei fazendo um painel, semelhante ao apresentado na Figura 18, com
estratégias de generalizacdo que alguns deles utilizaram para identificar o 937°
termo da PA (1, 5, 9, 13, 17, ...) na Atividade 3.
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ZLaal é o 957" terae de 1, 5. 9, 15, 17, ...7

G957 G537 3748 G57 5748
42 X X + X =

4 ! 4 5

Figura 18: Painel feito durante a sesséao

Os alunos observaram as estratégias de resolucdo e discutiram cada uma delas.
Eles chegaram a conclusdo de que a ultima estratégia (da esquerda para a direita)
era a mais eficiente dentre as expostas no painel apds ouvirem os argumentos da
aluna Mirna, que utilizou essa estratégia para resolver a atividade. Esta aluna
argumentou aos colegas que todos os termos dessa seqliéncia tinham trés unidades
a menos que os multiplos positivos de 4 (razao dessa PA).

Apds a discussao, eles tiveram 5 minutos para responder a Atividade 6 que
solicitava termos da PA (1, 7, 13, 19, 25, ...).

Essa sessao terminou as 8 horas e 30 minutos, totalizando uma hora de sesséo, 20
minutos a mais do que o previsto. Envolvidos pela Atividade 6, os alunos mostraram-

se ansiosos para uma proxima sessao com atividades.

Analise a posteriori da 22 sessao

As tabelas que descrevem os resultados da segunda sessao apresentam em suas
primeiras colunas o0s alunos que participaram da segunda sessdo, nhao

necessariamente mantendo as duplas formadas na primeira.
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A Atividade 4 tem seus resultados organizados pela Tabela 4, que informa quais

frases cada aluno associou ao sentido matematico. A primeira linha da tabela

apresenta qual das frases mostra a palavra exclusivamente no sentido da

Matematica.
Alunos Diferenca: | Termo: | Constante: Sucessor: Anterior:
3 2 1 3 2
Mel e Teca 3 2 1 1e3 2
Eva e Mano 3 2 1 3 2
Aldo e Rui 2 1e2 1 3 2
Iran e Kim 2 2 1 3 2
Pam e Tuca 3 2 1 3 2
Dan e Kaué - 2 1 3 2
Ada e Léo 2e3 1e2 1 1,2e3 2
Hilda e Perla (D09) 3 2 1 3 2
Ali e Remo (D11) 2e3 2 1 2e3 2
José e Lino 2 2 1 2e3 2
Dora e Flora 2 2 1 3 2
Edu e Ciro 3 2 1 1e3 2
Fabio e Mirna (D16) 3 2 1 3 2
Aura e Mario 2e3 2 1 3 2e3
Alé e Gina (D18) 3 2 1 3 2
Wilad 3 1e2 1 3 2

Tabela 4: Resolucdes da Atividade 4

Podemos ver pela Tabela 4 que as palavras diferenca e sucessor foram as que mais

foram associadas incorretamente ou ndo associadas ao sentido matematico, talvez

porque muitos alunos utilizavam essas palavras demasiadamente no sentido

cotidiano e ndo as compreendiam quando utilizadas em outros contextos.

Oito duplas e o aluno Wlad associaram o sentido matematico a frase 3 da palavra

diferenga, mas quatro duplas associaram tal sentido somente a frase 2 e trés duplas

associaram-no a ambas as frases. Por mais que a frase 2 possa ser utilizada com

sentido matematico, nao diz respeito exclusivamente ao dominio da Matematica.

Para a palavra termo, todos perceberam o sentido mateméatico da frase 2, mas duas

duplas e Wlad também o associaram a frase 1. Uma das possiveis causas dos
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alunos terem associado esta Ultima ao sentido matematico talvez seja o

desconhecimento da palavra termo como tendo significado de fim.

Quanto a palavra constante, todos os alunos perceberam que somente a frase 1

possui sentido matematico.

Ja para a palavra sucessor, podemos ver que todas as duplas associaram a frase 3
ao sentido matematico, sendo que cinco duplas nao perceberam que somente essa
era exclusiva da Matematica. Esta palavra foi a Unica associada a trés frases por
uma das duplas, o que confirma maior dificuldade em percebé-la nos diferentes
sentidos.

Por fim, a palavra anterior teve sua frase 2 associada por todos os alunos ao sentido
matematico, com apenas uma dupla ndo percebendo que somente esta apresenta

tal sentido.

Como essa atividade tinha por objetivo proporcionar um momento de reflexdo sobre
o significado de palavras, considero que esse objetivo foi alcancado, uma vez que os
alunos se empenharam em identificar os sentidos cotidiano ou matematico de cada
frase.

Procurei fazer da multiplicidade de sentidos um fato favoravel e motivador para o
ensino, ao invés de me conformar com a sua condicdo de elemento complicador
para a compreensao de conceitos matematicos, de acordo com o que sugere Durkin
e Shire (1995 apud Munhoz, 1999).

A proxima tabela revela os resultados da Atividade 5, que solicitava associacdo de
sequéncias (duas PA, uma PG e uma sequéncia ciclica) as caracteristicas principais
dessas.

A primeira linha dessa tabela informa as caracteristicas que podem ser associadas a
PA, a sequéncia ciclica e a PG.

Muitos alunos afirmaram, durante a resolucdo desta atividade, que a discussao dos
significados dos termos no momento anterior auxiliou para compreensdao de

caracteristicas antes ndo compreendidas.
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PA:lelV Ciclica: Il PG: lll
Mel e Teca I Il e lV
Eva e Mano I Il e lV
Aldo e Rui lelV Il 1l
Iran e Kim lelV Il 1]
Pam e Tuca lelV el -
Dan e Kaué lelV Il 0
Ada e Léo lelV Il 1l
Hilda e Perla (D09) I Il lelV
Ali e Remo (D11) lelV Il i
José e Lino lelV Il 0
Dora e Flora lelV Il 1
Edu e Ciro lelV Il [l
Fabio e Mirna (D16) I lelV Il
Aura e Mario lelV Il 1l
Alé e Gina (D18) lelV Il i
Wlad lelll Il v

Tabela 5: Resolucbes da Atividade 5

A caracteristica da PA foi associada corretamente por todos os alunos a sequéncia |,
com razao inteira e positiva, mas quatro duplas e o aluno Wlad n&o perceberam a
diferenca constante entre um termo e seu sucessor para a sequéncia IV, com razao

inteira negativa.

Isso ja havia acontecido na primeira sesséo, o que confirma que alguns alunos nao
perceberam semelhancas entre uma PA com razdo positiva e uma PA com razéo

negativa.

A sequéncia ciclica, que alguns associaram na sessdo anterior a caracteristica da
PA, desta vez foi ligada a seqtiéncia Il por todos, o que revela que muitos passaram
a compreender o significado do termo “ciclicamente”.

A caracteristica da PG néo foi associada por todos a seqiéncia lll, mas onze duplas
perceberam que somente lll tinha essa caracteristica, numero relativamente grande
considerando que pouquissimas duplas associaram a caracteristica da PG a
sequéncia (4, 2, 1, V2, V4, ...) na resolucdo da Atividade 2.
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O momento de observacdo de caracteristicas de seqiéncias pelos alunos foi
concretizado conforme o planejado, com muitos destes compreendendo pela

primeira vez o significado de caracteristicas ja vistas numa atividade anterior.

A Tabela 6 resume como as duplas resolveram a Atividade 6, que solicitava o 20°
termo e 0 728° termo de uma PA.

202 termo: 115 7282 termo: 4363
Mel e Teca 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Eva e Mano (20x6)-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Aldo e Rui (20x6)-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Iran e Kim 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Pam e Tuca (20x6)—5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Dan e Kaué 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Adae Léo (20x6)—5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Hilda e Perla (D09) 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Ali e Remo (D11) (20x6)—5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
José e Lino 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Dora e Flora 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Edu e Ciro (20x6)-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Fabio e Mirna (D16) (20 x 6) — 5 =115 e contagem (728 x 6) — 5 = 4363
Aura e Mario 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Alé e Gina (D18) (20x6)—5 =115 (728 x 6) — 5 = 4363
Wlad 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363

Tabela 6: Resoluc6es da Atividade 6

Esta atividade ocorreu apds o painel de estratégias mais utilizadas para resolugao
da Atividade 3. Como a aluna Mirna convenceu o restante dos alunos de que a
melhor estratégia para identificar um termo qualquer de uma PA, numa posicao n,
era multiplicar n por r e somar ou subtrair o resultado por um certo nimero, os

alunos discutiram um meio de encontrar esse nimero.

Esta discussao fez com que os alunos concluissem que o numero era facil de se
verificar comparando a PA com a sequéncia dos multiplos da razao (r, 2r, 3r, 4r,...).
Pode-se dizer que os alunos compreenderam que o numero que deveria ser

utilizado era o resultado da subtracéao a; —r.
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Para identificar o 20° termo da sequéncia, alguns resolveram por contagem e outros
multiplicaram 20 por 6 e subtrairam 5, utilizando respectivamente as estratégias E; e
E>. A dupla na qual estava Mirna preferiu resolver dos dois modos, talvez para
confirmar a validade da estratégia.

Para achar o 728° termo, todas as duplas procederam da mesma forma e
resolveram o que foi pedido, multiplicando 728 por 6 e subtraindo do resultado o

numero 5.

Com a compreensdo da eficacia dessa estratégia, os alunos pareciam aptos a
perceber a generalidade e também a particularizar qualquer termo distante desta
sequéncia. Ou seja, desenvolveram a consciéncia de generalidade difundida por

Mason (1996a), por estes terem visto “a generalidade no particular” e “o particular no

geral”.
1 4 &DA
?\lg?’ N
: 730 -
Y36 % - -
I 144
4363

Figura 19: Extraida do Protocolo da Atividade 6 de Ali e Remo (D11)

Como o objetivo deste terceiro momento consistia na discussdo e conclusdo do
mecanismo mais eficiente para se chegar a generalizacdo, e todos os alunos
concordaram em utilizar uma estratégia realmente valida, considero este objetivo

atingido, bem como o objetivo geral da sesséao.
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Andlise a Priori da 32 sessao

Essa sessao pretendia propiciar condicées para que os alunos chegassem a uma
formula algébrica para o enésimo termo de qualquer PA, utilizando a estratégia de
generalizagdo criada por eles em sessdes anteriores ao identificar termos distantes
de uma PA e, além disso, finalizar as atividades provocando o aluno sobre a
generalizacao da soma dos termos de uma PA.

Atividade 7

Tinha por objetivo possibilitar ao aluno a observacao e generalizagdo dos termos de
uma PA com um primeiro termo negativo e razao positiva e introduzir a notagao

simbdlica (r, n, a1) para o aluno.

Essa atividade permitia confrontar a estratégia utilizada pelos alunos em atividades
anteriores com uma nova situagao, para verificar se os alunos iriam manter essa

estratégia e quais seriam as dificuldades encontradas diante da mudanca.

Para encontrar o 728° termo da sequéncia A= 1, 7, 13, 19,...  vocés fizeram o
seguinte:

Primeiro: Encontraram a razao r, constante: 7—-1=13-7=19-13 = ... = 6; entédo
r=6.

Segundo: Escreveram/pensaram na sequéncia B dos multiplos de 6; B= 6, 12, 18,
24,..,6n, ..
Terceiro: Obtiveram a diferenca entre o 1° termo da seqiéncia A, ai= 1, e arazaor
=6, istoé:aj—-r=1-6=-5.
Finalmente: Para obter o termo da seqiéncia A que ocupa a 7282 posicao (n = 728),
que indicaremos por areg, Somaram 6n com -5 obtendo:

a7 = (6 x 728) + (-5) = 4368 — 5 = 4363.
Observem a sequéncia: C = -28, -23, -18, -13, ... Qual é o 874° termo dessa
sequéncia?

Atividade 7
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Disponibilizei a estratégia criada pelos alunos em atividades anteriores, explicando o
que eles fizeram na Atividade 6 com a utilizacdo de notacédo simbdlica usual para o
estudo de PA.

Optei por utilizar uma PA com o numero -28 como primeiro termo, apresentando pela
primeira vez numa PA um sinal negativo como valor da variavel didatica sinal do

primeiro termo.

Utilizei o numero 5 como razéo, porque me interessava ter os primeiros termos da
sequéncia negativos. Estas escolhas se deram para causar novas perturbacdes para

a generalizagao dos termos e fazer o aluno pensar sobre a estratégia criada.

Apresentei os quatro primeiros termos desta sequéncia, pois considerei esse numero
de termos suficiente para a observagcao do padrao envolvido.

Solicitei a descoberta do 874° termo, a fim de possibilitar a generalizagdo dos
termos. Com isso, poderia verificar se a estratégia utilizada anteriormente seria

mantida ou modificada.

As estratégias de resolucao previstas foram:

E: — O aluno entende que a razdo dessa sequéncia é o numero 5 e utiliza

corretamente a estratégia criada em atividades anteriores.

Ele percebe que a, = 5n — 28 — 5 ou o respectivo a, = 5n — 33 e calcula 0 8742 termo
efetuando 5 x 874 — 33, identificando 4337.

ar=(5x1)—33=-28
as= (5 x 2) — 33 = -23
as=(5x3)—33=-18
as=(5x4)—33=-13
as=(5x5)—33=-8

ag7s = (5 x 874) — 33 =4337
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E2 — O aluno observa o numero 5 como razao constante mas nao utiliza a estratégia
criada anteriormente. Ele conclui que a, = 5(n — 1) — 28 e calcula o0 874° termo como
5 x 873 — 28, identificando o numero 4337.

ai=(5x(1—1))—28 = -28
ar=(5x(2—-1))—28 =-23
as=(5x(3—1)—28=-18
as=(5x(4—1)—28=-13
as=(5x(5-1)—28=-8

ag7a = (5 x (874 — 1)) — 28 = 4337

Atividade 8

Objetivo — Esta atividade pretendia fazer com que o aluno observasse e
generalizasse os termos de uma progressao aritmética qualquer, dando

oportunidade para a criacao de uma férmula do termo geral da PA.

Além disso, pretendia verificar se o aluno utilizaria a estratégia de generalizacao
criada em sessOes anteriores ou perceberia estratégias de generalizagdo
equivalentes.

Considerem a sequéncia: ai, a, as, as, -.- , an, ... onde n é um numero natural
qualquer maior que zero ( n pertence ao conjunto {1,2,3,....}).
Nesta sequiéncia a—aj=zaz—az=zaz—as=..=r (réarazao).

a) Como representar o 617° termo?

b) Como pode ser representado o termo que ocupa a enésima posicao (a,) na
seqliéncia?

¢) Qual o primeiro termo da sequéncia B que tem razao 4 e tem como sétimo termo
arz = 307

Atividade 8

Decidi utilizar uma sequUéncia representativa de todas as PA para que o aluno

pudesse criar uma férmula que representasse o termo geral de uma PA qualquer.

Decidi propor primeiramente a descoberta do 617° termo para verificar como o aluno
representaria um termo especifico da seqiéncia, sem conhecer os valores
representativos dos termos e da razdo. Essa descoberta auxiliaria o aluno para a

representacdo do enésimo termo, solicitada posteriormente.
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O ultimo item solicitava a identificacdo do primeiro termo de uma PA especifica,
dados sua razdo e o sétimo termo, para verificar se o aluno compreenderia a
formacao de uma PA e se utilizaria uma generalizacdo para resolver o que |he foi
pedido.

Previ como estratégias de resolucéo:

item a
E1 — O aluno utiliza a estratégia ja familiar por atividades anteriores e afirma que

agi7=617r+a; —r.

E2 — O aluno utiliza uma nova estratégia ao perceber a relacao entre os termos e as

somas consecutivas de r ao primeiro termo.

do=adq +Tr
az=aj +2r
a4=a1+3r
as=ai +4r

dei7 = A1 + 616r

itemb
E:1 — O aluno utiliza a estratégia anteriormente descoberta e afirma que

dn=Nxr+as—r.

E>. — Ao perceber a relacdo entre os termos e as somas consecutivas de r ao

primeiro termo, o aluno identifica que a, =a; + (n—1)xr.

do=a1 +r
az=aj +2r
a4=a1+3r
as =aj + 4r

an=ar+(N—1)xr
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itemc

E1 - O aluno entende que ay—ags=as—as=as—as = ... = ax — ay = 4 e subtrai 4 de

30 seis vezes até encontrar o numero 6 como primeiro termo.

E> — Ao generalizarque az=nr+a;—rouay=as+ (n—1) x r, 0o aluno compreende
que ay = a; + 6r e que, portanto, 30 = a; + 6 x 4. Com isso, ele encontra a; = 30 — 24
= 6.

Atividade 9

Objetivo — Esta atividade tinha por finalidade introduzir o aluno em atividades que
necessitam da observacao de seqiiéncias formadas pelas somas de termos de uma
PA e pretendia levar o aluno a observar os termos da PA formada pelos numeros

impares e a generalizar as somas dos n primeiros termos desta sequéncia.

Observem a sequéncia:
1,3,5,7, ...
a) Quanto é a soma dos 10 primeiros termos?
b) Jonas e Laura do 1M2 afirmaram terem encontrado uma regra para descobrir a
soma dos n primeiros termos da seqUéncia, apds terem criado uma sequiéncia de

figuras. Observem essa nova seqiéncia e descubram qual € a soma dos 97
primeiros termos

* & @

* #» * & | @

& * | @ [ I I )
Atividade 9

Decidi utilizar a PA formada pelos niumeros impares porque esta apresenta uma

generalizagdo mais simples para a soma dos seus n primeiros termos.

Como a soma dos n primeiros nimeros impares € o quadrado de n, decidi utilizar
uma sequéncia figurativo numérica com quadrados, para auxiliar o aluno em sua

generalizagao.
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Foram previstas as seguintes estratégias de resolucao:

item a

E{ — O aluno soma os 10 primeiros impares positivos (1 +3+5+7 +9 + 11 + 13 +
15 + 17 + 19) e conclui que o resultado é 100

E, — O aluno percebe que a soma dos n primeiros impares equivale ao quadrado de
n e afirma que o resultado € o quadrado de 10, ou seja, 100.

Si=1x1=1
S>=2x2=4
S3=3x3=9
S3=4x4=16

Sio=10 x 10 = 100

itemb

E+ — O aluno percebe que a resolugao por contagem exige muito tempo, investiga as
somas iniciais e descobre que a soma dos n primeiros impares positivos € o

quadrado de n, concluindo que Sg7 = 977 = 9409.

Si=1x1=1
S,=2x2=4
S3=3x3=9
S3=4x4=16

Se7 = 97 x 97 = 9409
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Descricéo da realizacao da 32 sessao

A terceira sessado ocorreu em 7 de novembro de 2007 (menos de um més apos a
segunda sessao), tendo inicio as 7 horas e 30 minutos. Inicialmente estavam
presentes na sala, o pesquisador, a professora e 33 alunos.

Os 33 alunos presentes foram organizados em 15 duplas e 1 trio para resolver as
atividades. Todos esses alunos participaram de pelo menos uma sessao anterior e
11 duplas e o trio da 12 sessdo mantiveram a dupla.

A dupla D17 também poderia ter se mantido, mas houve recusa por parte das duas
alunas que a compunham. A dupla formada por alunos iniciantes na segunda sessao
(D18) também se manteve para essa sessdo. Ou seja, 13 grupos foram formados
por alunos que ja haviam trabalhado juntos em alguma das sessdes anteriores.

No horario previamente definido, as folhas com as atividades foram entregues aos

alunos e nesse momento a professora da classe se retirou.

Pedi aos alunos que respondessem as atividades obedecendo a ordem numeérica,
ou seja, comecgando pela atividade 7 e terminando pela atividade 9 e que deixassem

sobre as carteiras somente o material entregue e uma caneta para cada dupla.

Como na primeira sessdo muitos alunos deixaram calculos na carteira escolar,
reforcei a necessidade de que qualquer esboco de resolugdo deveria estar presente

na folha recebida.

Os alunos aparentaram calma durante toda a sessdo e novamente nenhum aluno se
recusou a participar. Dessa vez, entretanto, muitos alunos reclamaram do nivel de

dificuldade das atividades.

Nessa sessdo, pela primeira vez no processo, preferi que os alunos que
terminassem de responder as atividades antes do tempo estipulado saissem da
classe. Isso porque as atividades exigiam maior reflexdo devido ao nivel de
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dificuldade proposto e queria evitar que o barulho de alunos sem ocupacao
atrapalhassem outros colegas.

Estabeleci, entretanto, um tempo minimo de 25 minutos para permanéncia na

classe, a fim de evitar que alunos resolvessem rapidamente para sair da sala.

As 3 duplas escolhidas pela professora para terem seus dialogos gravados na
12 sessao estavam presentes e foram novamente convidadas a ter suas conversas
gravadas.

Ap6s 40 minutos do inicio das atividades, conforme previsto, os protocolos foram
recolhidos. A descricao das resolugdes das Atividades 7, 8 e 9 e anadlise a posteriori

dessa ultima sess@o podem ser vistas a seguir.

Analise a Posteriori da 32 sessao

Descreverei a seguir as resolucdes dos alunos considerando os protocolos extraidos
da terceira sessao e as transcricées das gravacoes feitas com as duplas D03, D11 e

D14, que se mantiveram com 0s mesmos componentes da 12 sessao.

A Tabela 7 resume as respostas dadas por cada dupla para o 874° termo da
seqUéncia apresentada aos alunos na Atividade 7. Como foram fornecidos aos
alunos quatro passos para ajuda-los a resolver a atividade, a tabela apresenta quais
destes passos foram atingidos.
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12 passo 22 passo 32 passo 42 passo
Achar a | Registrar a a;—r= Ag7s = 5 x 874 + (-33) =
Componentes razao seqlénciados | -28 -5 =-33 | 4337
(r=5) multiplos de r
Enéas e Teca (D01) 5 - - 870 x 5 =-4350
Aldo e Léo (D03) 5 - - (874 x 5—3) — 30 = 4337
Kim, Lino e Rui (T04) -8 - 5-8=-3 | Aga= (874 x 5) -8 = 4362
Dan e Diva (D05) 5 - - 870 x 5 = 4350
Kaué e Miro (D07) - 28 + (-5) | (874 x 5) — 33 = 4337
Ada e Ciro (D08) - - (874 x 5) —28 = 4342
Mano e Raul (D10) r=5 B=510.15, | az=-28-5 874 x 5 —33 = 4337
20 ... 5n =-33
Ali e Remo (D11) 5 - - (874 x 5) — 5 =-4365
Flora e Wanda D13) r=-5 - B =f =28 | A= (874 x (-9))+ (33) =
=-33 -4403
-30,-25,-20,-
Edu e Mario (D14) 5 15, -10,-5,0,5, - (874 x 5 +7)—2=4375
10...
Bia e Mel (D15) 5 - - 870 x 5 =-4350
Fabio e Mirna (D16) r=5 - - (874 x 5) — 2= 4368
Alé e Gina (D18) r=5 5,10,15... -28 —5=-33 | (874 x 5) + (-33) = 4337
Dora e Hilda 5 - - 874 x 5—-12 =4358
Aura e Iran r=>5 5,10,15,20,25 | -28 -5=-33 | (874 x 5) = (-33) = 4337
José e Tuca 5 - - aers = (874 x 5) + (4) =
-4366

Tabela 7: Resoluc6es da Atividade 7

Essa tabela reproduz o que foi feito por cada dupla, incluindo a simbologia utilizada.

Os alunos que utilizaram implicitamente o valor 5 como razao tiveram o primeiro

passo considerado.

Dos dezesseis grupos formados, quatro duplas seguiram passos indicados pela

atividade de maneira eficiente, fazendo com que descobrissem o termo correto.

Podemos ver pela Figura 20 um caso em que uma dupla explicita cada passo

sugerido.
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Figura 20: Extraida do Protocolo da Atividade 7 de Alé e Gina (D18)

A dupla D03 também conseguiu chegar ao resultado esperado mas trabalhou de

uma forma diferente. Aldo e Léo efetuaram duas subtracdes (por 30 e por 3) do

resultado do produto entre a razdo e a posicado do termo, utilizando uma estratégia

nao prevista anteriormente.
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Figura 21: Extraida do Protocolo da Atividade 7 de Aldo e Léo (D03)

Na gravacao obtida dessa dupla temos um dialogo, transcrito a seguir, que deixa

claro que os alunos utilizaram o primeiro
(-28, -23, -18,-13, -8, -3, 2, 7,12, ...):

- Menos trés mais cinco?

somar menos trés com esse numero aqui.

termo positivo da sequéncia

- Estamos chegando la. (pausa) Aqui 6! Dois menos cinco é menos trés! Vamos
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A gravacao mostra claramente que tal dupla trabalhou como se o primeiro termo
fosse 0 numero 2 e utilizou o niumero -3 por esse ser o resultado da diferenca entre o
primeiro termo e a razdo da sequéncia. O passo seguinte efetuado por esses alunos
foi subtrair 30, 0 que representa um raciocinio correto ja que o real primeiro termo da

PA investigada (-28) tem 30 unidades a menos que 0 numero 2.

Trés duplas resolveram a atividade expressando falta de atencéao, ja que utilizaram o
produto da razao 5 por 870 e néo pelo valor de posicao 874. Além disso, é bem
provavel que essas duplas tenham se comunicado, ja que responderam exatamente
da mesma forma. Duas dessas duplas indicaram o resultado dessa multiplicacéo
como um numero negativo, talvez por entender que a seqiéncia somente

apresentava n ameros negativos.

A dificuldade com numeros negativos pdde ser notada também na resolucao feita
pela dupla D13, formada por Flora e Wanda, que identificaram o resultado do
produto de 5 por 874 como -4370, comprometendo o resultado final da
generalizacao efetuada.

Entretanto, o0 que mais chama atencdo é o fato de que oito duplas utilizaram o
recurso de multiplicar a razdo pelo valor de posicéo e se equivocaram com o valor a
ser somado ao resultado dessa multiplicacdo, ou seja, a; — r. O fato de o primeiro
termo ser um numero negativo pode ter causado essa dificuldade na generalizagéo
dos termos da sequéncia.

Isso lembra a pesquisa de Becker e Rivera (2005), onde alunos que trabalharam
com estratégias numéricas de generalizacao utilizaram tentativa e erro e nao deram
sentido ao que os “coeficientes do padrao linear” representavam. Os alunos desta
pesquisa utilizaram um valor qualquer para subtrair do resultado de n x r por néao
terem compreendido o porqué da utilizacdo do valor a; — r ou ndo terem conseguido

identifica-lo.

O protocolo da dupla D14, formada por Edu e Mério, apresenta uma resolucao que
pode ser vista na Figura 22.
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Figura 22: Extraida do Protocolo da Atividade 7 de Edu e Mario (D14)

No protocolo recolhido de tal dupla pode-se ver que os alunos utilizaram a sequéncia
(-80, -25, -20, -15, -10, -5, 0, 5, 10,...) para resolver a questdo. A gravacédo dessa

dupla mostra o seguinte comentario de um de seus componentes:

-Vamos ter que fazer assim 6! Aqui é negativo entdo conta os numeros que tem

antes do zero.
O mesmo componente, ap6s observar mais a sequéncia:
- Acho que a gente tem que somar sete termos. Depois diminuir dois.

O que se pode deduzir € que os alunos, ap6s calcular 874 x 5, somaram ao
resultado o numero 7 por este ser a quantidade indicativa dos numeros negativos e
0 zero na sequéncia criada por eles e somaram -2, provavelmente, por este ser o

resultado da diferencga entre -30 e -28.

A gravacao também mostra que os alunos da dupla nao leram os passos sugeridos
pela atividade, o que os levou a criar um outro esquema generalizador que nao foi
eficiente.

A dupla D11, formada por Ali e Remo, escolheu subtrair 5 do resultado da
multiplicag@o entre n x r. Essa dupla também informou a resposta como um numero
negativo e nao deixa claro em sua gravacao o porqué de ter escolhido o nimero 5. A
gravacgao possui a seguinte fala de um componente:

- Aqui 6! Tem que utilizar menos (logo apos ter efetuado a multiplicagéo).
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Esse aluno pode ter sido influenciado pelo exemplo presente no enunciado, que
subtraia 5 do resultado de uma multiplicagéo.

I

Figura 23: Extraida do Protocolo da Atividade 7 de Ali e Remo (D11)

O objetivo da atividade foi atingido, pois grande maioria das duplas parece ter se
empenhado na observagdo da sequiéncia e quatro duplas conseguiram identificar o
termo distante da PA, apesar desta apresentar caracteristicas diferentes das
apresentadas em atividades anteriores.

Além disso, essa atividade conseguiu confrontar a estratégia utilizada em atividades
anteriores com uma nova situacao, exigindo dos alunos maior destreza no trabalho

com nameros inteiros negativos.

Trés das quatro duplas que conseguiram encontrar o termo distante utilizaram a
estratégia E+ prevista na analise a priori.

N&ao € de surpreender o maior numero de estratégias nao-eficientes utilizadas, pois
esta atividade contemplava uma estratégia numérica de generalizagdo mais exigente

em comparacao com atividades anteriores.

Sobre estratégias de generalizacdo numéricas, Vale e Pimentel (2005) tém
constatado que a maioria dos alunos, perante atividades que envolvem
generalizacao, utiliza esta abordagem e que alguns alunos manifestam insuficiéncias
na resolucao, ndo conseguindo obter uma generalizacdo completa ou obtendo uma
lei de formacao errada.

A notacao simbodlica foi pouco utilizada pelos grupos para resolucao da atividade e

uma provavel causa para isso é o excesso de simbologia em Unica atividade. A
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simbologia deveria ser introduzida nas sessdes anteriores, para que 0s alunos se

adaptassem aos poucos com a notacao.

A Atividade 8, importante para a pesquisa, possibilitava a generalizagao algébrica ao

trabalhar com uma PA genérica (ai, az, as, ..., an, ...).

A Tabela 8 resume os resultados dessa atividade, que solicitava a representacéao do

617° termo, do enésimo termo e a identificacdo de um primeiro termo em condicoes

especificas.
Grupos 6172 termo: enésimo termo: 12 termo se.
Ag17= a; + 616r agiz=a; +(h—=1)r r=4ea;=30:6

Enéas e Teca(D01) - - -
Aldo e Léo (D03) As19= Ap1g_As17 a,>0 a; =24 + a4
Kim, Lino e Rui (T04) ap17 = 617 an = -1 30-(7x4)=2
Dan e Diva (D05) - - -
Kaué e Miro (D07) ap17=616 + 35 = 651 As—1=5 7,5
Ada e Ciro (D08) Ae17 — Asie a 3 (contagem)
Mano e Raul (D10) 3617 — Qg6 617n 6
Ali e Remo (D11) as17 = Asi6—As15 - -
Flora e Wanda (D13) Qg7 =617r + a;— r=616 an=5 18
Edu e Mario (D14) agi7= 617 —r=616 a,=6 6 (contagem)
Mel e Bia (D15) - - -
Fabio e Mirna (D16) g7 =617r+a;— r=616 - -
Alé e Gina (D18) g7 = 617 617, 6 (contagem)
Dora e Hilda 619 6 -
Aura e Iran ag17 - 6 (contagem)
José e Tuca a7 =617 —2a 617n 6

Tabela 8: Resolucées da Atividade 8

Dos dezesseis grupos, mais da metade ndo conseguiu responder a todas as
questbes da atividade, revelando maior dificuldade dos alunos nessa atividade em

relacédo as atividades anteriores.

Sobre o item a podemos ver que treze grupos indicaram uma resposta para o 617°
termo da sequéncia genérica, sendo que sete duplas deram uma resposta numérica
(616,617,619 ou 651).
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As duas duplas que deram como resposta o numero 617 podem ter confundindo o
namero indicativo de posicdo com o niumero que ocupa tal posicdo, o que ja havia
acontecido em atividades anteriores. As duplas que indicaram os niumeros 619 e 651
nao deixaram indicios suficientes para compreensao do porqué de tais respostas.

Trés duplas deram como resposta o numero 616, sendo que os protocolos
recolhidos de duas dessas duplas deixam claro que o numero surgiu de uma
simplificagédo algébrica inadequada. Na verdade, considero que essas duplas (D13 e
D16) resolveram a atividade em conjunto ja que pude notar a comunicacao entre

elas durante a realizacdo da sessao.

Flora, Wanda, Fabio e Mirna deram como resposta parcial uma generalizacao
algébrica correta para o 617° termo (617r + a; — r), prevista na analise a priori como

E+{, como podemos ver na Figura 24.

- 64Fw +ous TV

oy
o — Gid-41=-646

Figura 24: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Fabio e Mirna (D16)

No entanto, esses alunos somaram o0s coeficientes dos fatores que continham r,
representando essa expressao como sendo o numero 616, provavelmente por

considerar correta apenas uma resposta numerica.

Almouloud (2007), ao comentar a nogcado de contrato didatico de Brousseau, aponta
que:

os problemas de matematica costumam ter em seus enunciados
somente os dados necessarios para sua solugao e ter sempre uma
Unica resposta, obtida pelo uso de operagcdes numéricas. Com isso,
quando os alunos tém um problema para resolver, € comum que
procurem os numeros contidos no enunciado do problema e fagcam
operacdes matematicas para encontrar a resposta. (ALMOULOUD,
2007, p. 91-92).

Edu e Mario deram como resposta 0 numero 616 mas utilizaram a expressao
algébrica ag;; = 617 — r. Essa dupla, além de ter utilizado uma expressao

generalizadora nao eficiente, atribuiu um valor para a razdo da sequéncia. O
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argumento para tal resposta pode ser encontrado na transcricdo de parte da

gravacgao abaixo:

- a — a; é um. Entao a razdo é um. Seiscentos e dezessete menos um é

seiscentos e dezesseis.

Outras seis duplas, incluindo duas duplas que foram gravadas, utilizaram
expressdes algébricas para representar o 6172 termo mas nao utilizaram a variavel

n, indispensavel para a representacao algébrica desse termo.

Quatro dessas seis duplas parecem ter confundido a representacdo do termo da
seqliéncia com a representagcdo da razao da sequéncia, utilizando respostas como
de17 = Ae17 — a616 , Ae17 = Ae16 — As1s (utilizada pela dupla D1 1) OU Aag19 = as18 — as17

(utilizada pela dupla D03) .

A seguir apresento transcricdes do argumento presente nas gravagdes de Aldo e
Léo:

- Aqui 6! a, — a; = a3. Seiscentos e dezessete um acima, seiscentos e dezoito.

Mais um acima seiscentos e dezenove.

Outras respostas presentes para essa questdo sao representagdes simples para o
termo: agr;; € 617 — a. Os alunos que utilizaram a notagdo agsr representaram
corretamente o termo, j4 que o enunciado ndo informava que tipo de representagao

deveria ser utilizada.

O item b propiciou menos resolugdes que a anterior. Dos dezesseis grupos, dez
representaram o enésimo termo, sendo que nenhuma dupla representou a, em
fungéo de n, re ay, ou seja, ndo construiram uma férmula para o termo geral de uma
PA.

Como pb6de ser visto inclusive pelas resolu¢cdes da Atividade 7, a simbologia
apresentada néo foi bem compreendida, o que confirma que a introdu¢cao da mesma

deveria ser feita em sessdes anteriores.

Neste item, mais uma vez, respostas numéricas foram dadas para representar um

termo genérico. Cinco grupos indicaram o enésimo termo como sendo numeros (1, 5



101

ou 6). As duplas que indicaram 5 ou 6 como resposta podem ter sido influenciadas
pelo enunciado, que informava a seqiéncia como ay, ap, as, as, ..., an, enxergando a

numa quinta ou sexta posicao.

A dupla D14 respondeu que o enésimo termo é o numero 6, como podemos ver na

figura abaixo.

0-1) G 2o 3) UGS & m~=b

Figura 25: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Edu e Mario (D14)

Apresento a seguir transcricdo da gravacdao de Edu e Mario, onde encontramos o
seguinte dialogo:

- Enésimo? O que é enésimo? (pausa) Deve ser aj.

- E o seis entao.

- E. Acho que é do jeito que t4 aqui. Ai a gente completa. [...] Pée aqui cinco. E
aqui cinco mais um que é seis.

Esse didlogo confirma que tais alunos completaram a sequéncia do enunciado,

identificando a, no sexto termo e confundindo o termo com a posi¢ao que ele ocupa.

A dupla D03 utilizou uma desigualdade para representar o enésimo termo (a, > 0).
Esses alunos deram essa resposta depois de lerem no enunciado que n é um
elemento do conjunto dos naturais. A gravacdo de Aldo e Léo mostra a seguinte
indagacéo de um dos componentes da dupla:

- O que sera o a, ? Ene é maior que zero. Entao a, é maior que zero?

Como vimos, os alunos utilizaram numeros presentes no enunciado da questado. O
mesmo pode ter acontecido com a dupla que representou o enésimo termo como ay,
que pode ter copiado o ultimo termo com indice numérico apresentado na seqiéncia
do enunciado. Ja as duplas que utilizaram 617n ou 617, para responder a questao,

utilizaram o numero 617 presente no enunciado da questao anterior.

Penso que esses alunos podem estar adaptados a problemas com respostas
retiradas do enunciado ou descobertas por operagcdes com numeros extraidos do

enunciado. Almouloud (2007) explica que quando alunos com essa caracteristica se
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deparam com problemas que nao tém solucdo ou que tém mais de uma solucao, ou
que tém excessos de dados ou nao sao resolvidos com operagdes numéricas,

cometem erros ou ndo sabem respondé-los.

O fato de nenhum aluno ter construido uma férmula para o termo geral de uma PA,
objetivo principal da sesséo, pode encontrar explicagdo no que Zazkis e Liljedhal
(2002) falam sobre a tensdo existente entre o pensamento algébrico e a notacao
algébrica. Estes autores afirmam que a habilidade que estudantes expressam para

indicar a generalidade de um padrdo numérico ndao € acompanhada de notacao

algébrica e ndo depende desta.

O item c desta atividade pretendia verificar se o aluno utilizaria uma notagéao
algébrica criada na questao anterior ou se voltaria a resolu¢ao por contagem. Como
nao houve férmulas construidas, ndo é de surpreender o fato de que dos dez grupos
gue indicaram uma resposta, quatro duplas explicitaram o trabalho com contagem.

A dupla formada por Ada e Ciro ndo conseguiu chegar a resposta por ter comecgado
supondo 3 como primeiro termo e nao percebeu que este numero escolhido nao
forma uma seqiéncia contendo como sétimo termo o numero 30 indicado pela

questao.

As outras trés duplas, porém, parecem ter comecado do sétimo termo e subtraido a
razdo de cada novo termo encontrado até descobrirem o numero 6, conforme
podemos conferir na figura abaixo. Esses alunos utilizaram a estratégia E4 prevista

na analise a priori.
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Figura 26: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Edu e Mario (D14)
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Outras duas duplas também informaram o nimero 6 como resposta da atividade,

mas nao deixaram tracos de suas resolucoes.

A dupla que informou o numero 18 como resposta ndo apresentou indicios

suficientes para compreender essa resposta.

A dupla que deu como resposta 0 numero 7,5 também n&o mostrou como chegou a
essa resposta, mas tudo leva a crer que esses alunos utilizaram os dados principais
do enunciado da questao e dividiram 30 por 4.

O trio formado por Kim, Lino e Rui ndo resolveu essa atividade por contagem e
optou por um procedimento numérico, conforme mostra a préxima figura. O equivoco
destes alunos foi efetuar a multiplicacao entre 4 e 7. Como o sétimo termo deve ter a
razdo subtraida seis vezes para descobrirmos o primeiro termo, a multiplicacdo

efetuada deveria ser entre 4 e 6.
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Figura 27: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Kim, Lino e Rui (T04)

Ja a dupla formada por Aldo e Léo optou por utilizar uma notagao algébrica, o que
me surpreendeu por estes nao terem construido férmulas em questdées anteriores.
Esses alunos representaram algebricamente o sétimo termo da PA de forma correta,

utilizando a estratégia E, prevista, conforme vemos na Figura 28.
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Figura 28: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Aldo e Léo (D03)
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Entretanto, esses alunos nado substituiram a; pelo numero 30, o que possibilitaria
que descobrissem que a; = 30 — 24 = 6. A gravagao do dialogo dessa dupla revela
uma certa descrenca dos alunos em relacao ao método utilizado, o que fez com que
estes abandonassem a atividade e partissem para a atividade seguinte.

Sobre a atividade em si, acredito que foi insuficiente para atingir o objetivo, ja que os
alunos nao estavam preparados para utilizar notacao algébrica formal. Pude verificar
casos em que alunos utilizaram notagéo algébrica, como a dupla citada no paragrafo
anterior, mas percebi uma inseguranca por parte dos alunos na utilizacdo de

notacdo simbdlica para expressar seus pensamentos.

ApGs propor a generalizacao de termos de PA durante todas as sessoes, considerei
interessante terminar a experimentagdo com uma atividade que contemplasse a

identificacdo de somas de termos de PA.

A Tabela 9 resume como os alunos responderam a Atividade 9 desta

experimentacao.

S10: 100 Sor: 9409
Enéas e Teca (D01) 100 (contagem) -
Aldo e Léo (D03) 100 (contagem) (97 x2) =1 =193
Kim, Lino e Rui (T04) 100 (contagem) 97 x 97 = 9409
Dan e Diva (D05) - -
Kaué e Miro (D07) 100 (contagem) 9409
Ada e Ciro (D08) 100 (contagem) 97 x 3 = 291
Mano e Raul (D10) 100 949
Ali e Remo (D11) 21 209
Flora e Wanda (D13) 10 x 10 = 100 e contagem 97 x 97 = 9409
Edu e Mario (D14) 100 (contagem) 97 x 97 = 9309
Mel e Bia (D15) 100 (contagem) -
Fabio e Mirna (D16) 100 (contagem) 97 x 97 = 8809
Alé e Gina (D18) 100 (contagem) 949
Dora e Hilda 190 (contagem) -
Aura e Iran 100 (contagem) 97 x 97 = 9409
José e Tuca 100 949

Tabela 9: Resoluc6es da Atividade 9
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Notemos pela Tabela 9 que apenas uma dupla ndo apresentou respostas para

ambas as questdes, 0 que confirma que os alunos ficaram envolvidos pela atividade.

Em relacédo ao item a, podemos ver que a resolucdo por contagem foi utilizada por
doze grupos para indicar a soma dos 10 primeiros termos, ou seja, os alunos destes
grupos prefeririam utilizar a estratégia E;.

Dora e Hilda descobriram os 10 primeiros termos da PA mas chegaram a uma
resposta “nao esperada” por errarem no calculo da soma desses termos, sendo esse

0 Unico engano dentre as resolucdes dos que trabalharam com contagem.

Flora e Wanda resolveram a atividade conforme vemos na Figura 29.
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Figura 29: Extraida do protocolo da Atividade 9 de Flora e Wanda (D13)

Ap6és terem utilizado contagem para identificar os 10 primeiros termos, essas alunas
ndo efetuaram a soma e utilizaram a estratégia E,, mostrando que o resultado pode
ser encontrado efetuando-se a multiplicacdo entre 10 e 10, ou seja, encontrando o
quadrado de 10.

Aparentemente, estas alunas nao testaram somas anteriores para chegar a essa
conclusdo. Ao que tudo indica, elas perceberam a generalizacdo expressa pela
figura da questdo seguinte e preferiram efetuar a multiplicacdo a somar os 10

nameros que ja haviam descoberto.

O modo de “ver’ dessas alunas estava baseado tanto na seqiéncia figurativo-
numérica quanto na seqidéncia numérica de acordo com o que sugere Orton (1999),
quando este afirma que o modo de “ver’” pode conduzir a modos diferentes mas
equivalentes de observacao, sendo que os alunos devem estar cientes de que pode
haver mais de uma representacdo da mesma situacdo. Tudo leva a crer que estas
alunas perceberam a equivaléncia de métodos para identificar a soma proposta.
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Duas duplas informaram como resposta para essa questdo o nimero 100 mas nao
mostraram como chegaram a essa conclusdo. Ali e Remo, que deram como

resposta o nimero 21, também nao mostraram qual foi o raciocinio utilizado.

A gravacédo dos dialogos de Ali e Remo mostra que essa dupla estava distraida, o
que fez com que esses alunos indicassem um termo e ndo uma soma. Estes alunos

podem ter identificado 21 como décimo termo da sequéncia (1, 3, 5, 7, ...).

As resolugdes para o item b foram mais diversificadas que as resolu¢des da questao
anterior. Doze grupos informaram uma resposta para o 972 soma, que dificultava a

resolucao por contagem.

Quatro duplas e o trio perceberam o que a sequéncia figurativo-numérica sugeria e
procuraram descobrir o valor do quadrado de 97, conforme a Unica estratégia
prevista para esse item. Uma dupla deu como resposta o nimero correto, mas néao
apresentou resolucdo mostrando a estratégia utilizada. Duas das duplas que
efetuaram o quadrado de 97 se equivocaram nos calculos e por isso nao chegaram

ao resultado.

Acredito que a sequéncia com figuras foi a responsavel por essa percepcédo dos
alunos, pois nos protocolos ndo ha indicios de que os alunos fizeram testes com
outras somas. As figuras seguintes mostram como Edu e Mario manipularam a figura

para resolver a atividade.
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Figura 30: Extraida do Protocolo da Atividade 9 de Edu e Mario (D14)
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Assim como os alunos relatados na pesquisa de Radford, Bardini e Sabena (2006),
Edu e Mario, com a manipulacdo das figuras, puderam ver uma regra comum a

todas as figuras da sequiéncia, estabelecendo um nivel mais profundo de percepcao.

A sequéncia figurativo-numérica propiciou que os alunos estabelecessem uma
conexao da estrutura geral da seqiéncia de uma forma dinamica, fazendo com que
percebessem tanto o particular quanto o geral e descobrissem como calcular a soma

dos 97 primeiros termos.
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Figura 31: Extraida do Protocolo da Atividade 9 — Edu e Mario (D14)

As trés duplas que deram resposta 949 estavam sentadas préximas durante a
realizacdo dessa sessdo e devem ter se comunicado sobre a resposta. Como
nenhuma destas mostrou como resolveu a questdo, acredito que um destes alunos
tenha olhado a resposta de uma dupla que resolveu pelo quadrado de 97, nao

percebendo que se tratava de 9409.

A resposta dada por Ali e Remo também n&o tem como ser analisada, pois tanto o
protocolo quanto a gravacado dos comentarios ndo contém uma explicagdo destes

alunos pela indicagao de 209 como a soma solicitada.

Ada e Ciro deram como resposta o numero 291 e mostraram terem resolvido o item
através da multiplicacdo entre os numeros 3 e 97. Esses alunos néao
compreenderam o0 que a sequéncia figurativo-numérica sugeria e podem ter
direcionado suas observacdes apenas para a terceira figura da sequéncia, onde

realmente a quantidade de pontos € o triplo do numero indicativo de posicéao.
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Ja Aldo e Léo confundiram a soma dos 97 primeiros termos com a identificacao do
97° termo da sequéncia (1, 3, 5, 7, ...). A gravacao de tais alunos mostra que estes
alunos estavam interessados em utilizar o mecanismo criado anteriormente para

achar apenas o termo. Tem-se o didlogo:

- Vai aumentando dois. Entao é noventa e sete vezes dois?

- E. Cento e noventa e quatro. Depois tira um.

Esses alunos se preocuparam em achar o 97° termo e nao ha indicios nas
gravagdes e no protocolo que indiguem que eles pensaram em indicar a soma do

numero descoberto com seus termos anteriores.

Com o objetivo de introduzir os alunos no trabalho com soma de termos de uma PA
alcancado, pude verificar que os alunos ndo somente conseguem identificar termos
distantes de uma PA como também podem perceber uma regra para generalizar a

soma dos termos de uma PA com o apoio de uma sequéncia figurativo-numérica.

Nesta sessao, os alunos observaram o0 esquema generalizador criado por eles em
sessdes anteriores mas 0 objetivo de propiciar a criacdo de uma férmula algébrica
nao foi atingido. Os alunos, que anteriormente haviam conseguido generalizar
termos de uma PA, tiveram dificuldade em utilizar notagdo algébrica formal para
representar a generalidade.
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CAPITULO V — CONSIDERACOES FINAIS

Apresento como parte final do trabalho minhas ultimas consideragdes, baseadas nas
analises a posteriori ja relatadas no final de cada sessao, porém agora vistas de
forma global, como um todo.

Para investigar a possibilidade de criar condigbes a alunos do Ensino Médio de
generalizarem termos de uma PA, uma sequéncia didatica foi proposta para que
esses alunos observassem sequéncias diversas, observassem a particularidade da

PA e generalizassem seus termos implicitamente e/ou utilizando notacao algébrica.

Antes de expor a analise global da pesquisa, proponho lembrar os resultados locais
de cada sesséo.

Na 12 sessdo pode-se dizer que os alunos demonstraram facilidade em indicar o
proximo termo de sequéncias diversas, ocorrendo apenas quatro respostas nao

previstas, relativas a uma PA com razao negativa.

Os alunos souberam observar e associar caracteristicas a diversos tipos de
sequéncias. No entanto, a caracteristica de uma PA — diferenca constante entre um
termo e o sucessor — ndo foi compreendida por muitos alunos, tanto para a PA com
razao positiva quanto para a PA com razado negativa.
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Os resultados da sessao indicam que o trabalho com progressdes aritméticas deve
contemplar a discussdo de sua caracteristica principal e a observacdo de varios
tipos de seqgliéncias para confrontar as diferencas entre estas e as particularidades
de uma PA.

A construcado de um esquema generalizador dos termos de uma PA ocorreu logo na
12 sessdo, mas foi na 22 sessdo que os alunos discutiram estratégias de
generalizagdo e adotaram um esquema eficiente para identificar qualquer termo de
PA.

Na 22 sessdo, os alunos foram beneficiados pela discussao sobre a diferenga entre o
sentido cotidiano e o sentido matemético de palavras que impossibilitavam a

compreensao de caracteristicas presentes na Atividade 2 da sesséo anterior.

Os alunos compreenderam as caracteristicas da PA, da PG e da sequéncia ciclica e,
desta vez, todos os alunos participantes associaram a caracteristica da PA pelo

menos a PA com razao positiva.

Entretanto, mesmo com o trabalho sobre os diferentes sentidos de alguns termos
utilizados na matematica e a discussao da caracteristica de uma PA, muitos alunos
ndo associaram a “diferenca constante entre um termo e seu sucessor” a PA com

razao negativa, ou seja, decrescente.

Com isso sugiro que, além de propor a observacao e comparacao de varios tipos de
sequéncias, o professor deve estar atento as particularidades dos diversos tipos de
PA, fazendo o aluno perceber que esta pode ser crescente ou decrescente, mas que

sua caracteristica principal se mantém.

Porém, apesar de grande maioria dos alunos ter conseguido identificar um termo
distante de uma PA com razdo e primeiro termo positivos, poucos alunos
conseguiram identificar um termo distante de uma PA com razao positiva e primeiro
termo negativo na Atividade 7 da 32 sessao, mesmo tendo a referida atividade

explicitado cada passo a ser seguido para que conseguissem isso.

A Atividade 7 pode ter sido muito ambiciosa pois, além de propor uma PA mais dificil
de se trabalhar, nela foi introduzida toda a simbologia para os alunos. Isso pode té-
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los assustado, pois tiveram que trabalhar com algo que néo estavam familiarizados.
Esta simbologia deveria ser introduzida aos poucos, comecando em sessdes

anteriores.

A 32 sessdao mostrou a grande dificuldade dos alunos em representar um termo
utilizando notag&o algébrica formal na Atividade 8, pois poucos alunos utilizaram
simbologia para representar um termo e nenhum aluno conseguiu representar o

enésimo termo e, por consequéncia, construir uma férmula do termo geral.

A atividade 8 revelou-se insuficiente para atingir o objetivo de leva-los a construir
uma férmula algébrica, ja que eles ndo haviam compreendido a simbologia presente
na atividade anterior.

Por fim, muitos alunos conseguiram identificar somas de termos de PA, sendo que a
soma de um maior numero de termos foi descoberta com o auxilio de uma
sequéncia figurativo-numérica. No entanto, a generalizacdo da soma para essa
atividade foi bastante induzida e ndo se pode afirmar que os alunos construiram um

esquema generalizador para soma de termos de qualquer PA.

Pelas andlises a posteriori ja descritas pude constatar que os alunos conseguiram
generalizar termos de uma PA apdés um momento de observagcao, mas isso nao
implicou na construgdo da féormula do termo geral devido a dificuldade apresentada
por esses alunos em relagéo a utilizacao de notacao algébrica formal.

No entanto, o fato de o pensamento algébrico ter se manifestado confirmou a
autonomia dos alunos em generalizar. Sobre a importancia de tal pensamento,
Fiorentini, Miorim e Miguel explicam que:

O pensamento algébrico estd na base da construcdo e da
compreensdao e da compreensdo do universo conceitual desses
campos e areas, isto é, é um pensamento indispensavel para a
constituicdo do universo conceitual e tematico subjacente a ciéncia
contemporanea. Nesse sentido, o olhar algébrico perpassa e
impregna o modo de produgcdo do conhecimento de qualquer
dominio. (FIORENTINI, MIORIM e MIGUEL, 1993, p. 89).

Interessava-me saber o quanto esse desenvolvimento contribuiu para que estes

alunos compreendessem e dessem significado a formula do termo geral.
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Apls a realizacado de toda a experimentacdo, alguns alunos me procuraram e me
perguntaram se a representacdo do enésimo termo que havia solicitado na 32
sessdo nao era a férmula que eles aprenderam como sendo a do termo geral de

uma PA.

Procurei a professora da classe e esta me disse 0 quanto esses alunos ndao somente
compreenderam o processo de construcao da formula do termo geral como também
se empenharam mais no estudo das progressées em comparagdo com outras

classes da mesma série em que ela lecionava.

Lembrando que essa classe era considerada a mais preocupante em relacdo ao
comportamento e ao desempenho, o fato dos alunos terem se empenhado e
conseguido generalizar mostra o quanto o trabalho com observagao e generalizagéo
de padrbes pode ser benéfico tanto para a aprendizagem quanto para a autonomia
no ensino da Matematica.

Os alunos participantes da experimentacao conseguiram desenvolver a consciéncia
de generalidade, o que segundo Mason (1996a) consiste em sensibilizar-se pela
distincdo entre “olhar através” e “olhar para”, ou seja, “ver a generalidade no

particular” e “ver o particular no geral”.

Afirmo isso devido a muitos alunos participantes da 22 sessao terem utilizado o
mesmo esquema generalizador para identificar termos diferentes na Atividade 6,
observando uma regra geral para identificar qualquer termo da seqiiéncia, ou seja,
“vendo o geral” e ao mesmo tempo “percebendo o particular”.

Sobre a nao-construcdo da féormula do termo geral, penso que esse resultado é
semelhante ao da experiéncia feita por Lee (1996), que afirma que para os alunos
que observou o maior problema nao era o reconhecimento do padrdo, mas sim

perceber esse padrao util algebricamente.

A tensao existente entre 0 pensamento algébrico e a notagdo algébrica, apontada
por Zazkis e Liljedhal (2002), p6de ser notada nos alunos que chegaram a esbocar
algum tipo de expressao algébrica mas nao acreditaram naquele tipo de expressao

ou se recusaram a té-la como resposta, informando uma resposta numérica.
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Concordo com as opinides expressas em Brasil (2006): as progressées nao devem
ser caracterizadas por célculos que fazem somente uso de férmulas e o processo de
ensino deve valorizar a apresentacao de formulas acompanhadas de deducédo. Com
isso, defendo que o trabalho com progressbes deve compreender a observagcéo
deste tipo de seqUéncia e descoberta por parte dos alunos de mecanismos ou
expressoes algébricas que generalizem os seus termos.

Para finalizar, gostaria de indicar algumas questées que me surgiram ao longo de
minha pesquisa como sugestao para proximas investigacoes:

= O professor do Ensino Fundamental trabalha com observacdo e
generalizacao de padroes?

= O trabalho com observacéo e generalizagdo de padrbées no EF leva o aluno a
dar sentido a simbologia algébrica e utiliza-la com desenvoltura?

Finalizo minha pesquisa com a esperanca de ter contribuido para melhor
compreensao sobre as facilidades e dificuldades dos alunos do Ensino Médio em

generalizar padrées, especificamente, de progressoes aritméticas.
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ANEXO A - Solicitacdo de Autorizacao

Senhora Diretora da E. E. Conselheiro Rodrigues Alves

Eu, César Augusto Sverberi Carvalho, peco sua autorizacao para realizar um
experimento de pesquisa com a participagdo dos alunos da 12 série do Ensino
Médio, turma 4, que tém por finalidade contribuir para a melhoria do ensino de
Matematica nesse nivel.

Os alunos participardo dessa pesquisa por meio de atividades a serem
desenvolvidas na propria sala de aula em horario de aula de Matematica, com a
autorizacao da professora responsavel por esta disciplina na classe.

Os alunos terdo seus nomes preservados na redacdo da pesquisa e nao
seréo obrigados a participar do experimento, caso se recusem.

As atividades ocorrerdo em sessdes de 40 minutos cada a serem realizadas
em dias letivos de setembro, outubro e novembro de 2007.

Agradeco sua ateng&o, contando com sua compreensao.

Pesquisador

Professora da classe

Guaratingueta, 10 de setembro de 2007

Diretora da Escola
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ANEXO B — Atividades

Nome Nome

Sessao 1 — Atividade 1

Observem as seguintes seqii€éncias:

a) 0, 3,6,9, 12, ...

b) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ...

c) 4,2,0,-2,-4, ..

0O 400, <+ ..

e) 4,8,16,32,64, ..

Lucas e Joana do 1°M1 conseguiram dizer quais os termos ou elementos que vinham a seguir

em cada uma das seqiiéncias. Voc€s podem identificar, em cada seqiiéncia, qual serd o
préximo termo?

Resolucdo e respostas:
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Sessao 1 — Atividade 2

Observem as seguintes Caracteristicas:
seqiiéncias:
I) crescente

a) 0,3,6,9, 12, .. II) decrescente

b 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... III) a diferenca entre um termo e o seguinte (0
sucessor) é constante

c) 4,2,0,-2,-4, ...
IV) os termos sdo separados por virgula
d 0.0.4.0.0:% -
V) um termo € obtido multiplicando o termo
e) 4,8,16,32,064, .. anterior por uma constante

) 4,2,1,2, %, .. VI) os termos se repetem ciclicamente

VIII) os termos da seqii€ncia sdo nimeros inteiros

Quais dessas caracteristicas cada seqii€éncia possui?

Resolugdo e respostas:




Sessao 1 — Atividade 3
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Observem a seguinte seqiiéncia:

1,5,9,13,17, ...

a) Qual serd o proximo termo da seqii€ncia?
b) Qual serd o vigésimo quinto - 25° - termo da seqii€éncia?

¢) Qual sera o 937° termo?

Resolugdo e Respostas:




122

Nome:

Nome:

Sessao 2 - Atividade 4

Palavra

Frases

Sentido
cotidiano

Sentido
matematico

Diferenca

1) H4 muita diferenca entre o meu jeito e o seu.

2) O médico detectou uma diferenca no

resultado do exame.

3) A diferenca entre nossas idades € grande.

Termo

1) Quando serd o termo da filmagem?

2) Encontrei o 5° termo da seqiiéncia.

3) O predicado € um termo essencial de uma

oracao

Constante

1) A soma dos angulos internos de um tridngulo

¢é constante.

2) Tenho uma constante dor nas pernas.

3) Naquela época era constante o uso do

chapéu.

Sucessor

1) O irmao de Fidel Castro € seu sucessor.

2) Este modelo de moto é o sucessor do de sua

moto atual.

3) Entre os nimeros primos, o 13 é o sucessor

de 11.

Anterior

1) Um programa anterior ndo foi recomendado

para criancas.

2) No conjunto dos multiplos de 3 o niimero 12

¢é anterior a 15

3) A parte anterior da perna do sujeito estd

gravemente ferida.




Sessao 2 — Atividade 5
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Caracteristicas Seqiiéncias
A diferenca entre qualquer termo D 5,79, 11,.
€ seu sucessor € constante.
Im2,1,3,2,1,3,...
Os termos se repetem ciclicamente
1) 27,9, 3, 1, ...
O sucessor de um termo a €
obtido multiplicando o termo a
IV)8,4,0, -4, ...

por uma constante.

Sessdo 2 — Atividade 6

Identifiquem o 20° termo e o 728° termo da seqiiéncia:

20° termo:

728° termo:

1,7,13,19, 25, ...
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Nome Nome

Sessao 3 — Atividade 7

Para encontrar o 728° termo da seqiiéncia A=1,7,13,19,... vocés fizeram o seguinte:

Primeiro:
Encontraram a razaor, constante: 7—-1=13-7=19 -13 = ... = 6; entdo r=6.

Segundo:
Escreveram/pensaram na seqiiéncia B dos multiplos de 6; B= 6, 12, 18, 24, ...,6 n, ...

Terceiro:
Obtiveram a diferenca entre o 1° termo da seqiiéncia A, aj= 1, e a razdo r = 6, isto é:
a-r=1-6=-5.

Finalmente:
Para obter o termo da seqiiéncia A que ocupa a 728" posicao (n = 728), que indicaremos por
apg, somaram 6n com -5 obtendo:

a7g = (6 x 728) +( -5) = 4368 — 5 =4363.

Observem a seqiiéncia: C = - 28, -23, -18, -13, ... Qual é o 874° termo dessa seqiiéncia?

Resolugdo e respostas:
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Sessao 3 — Atividade 8

Considerem a seqiiéncia: ajp, az, a3, A4, ... , An, ... onde n € um nimero natural qualquer maior
9 9 9 b 9 9
que zero (n pertence ao conjunto {1,2,3,....}).

Nesta seqiiéncia a—aj=az—a=ag—az=..=r (réarazao).
a) Como representar o 617° termo?
b) Como pode ser representado o termo que ocupa a enésima posi¢ao (a,) na seqiiéncia?

¢) Qual o primeiro termo da seqiiéncia B que tem razdo 4 e tem como sétimo termo
ay = 307

Resolucdo e Respostas:
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Sessao 3 — Atividade 9

Observem a seqiiéncia:

1,3,5,7, ..

a) Quanto € a soma dos 10 primeiros termos?

b) Jonas e Laura do 1M2 afirmaram terem encontrado uma regra para descobrir a soma dos n
primeiros termos da seqiiéncia, apds terem criado uma seqii€éncia de figuras. Observem essa
nova seqiiéncia e descubram qual € a soma dos 97 primeiros termos.

Resolucido e Respostas:
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INTRODUCAO

Desde que tomei a decisdo de aprimorar minha formacdo de professor de
Matematica e entrar no Programa de Estudos Pés-Graduados em Educacgéo
Matematica, desejava realizar uma pesquisa sobre aprendizagem em Algebra, ja
que esta era a area da Matematica que mais gostava de ensinar e por perceber que

meus alunos apresentavam muita dificuldade para se expressar algebricamente.

A idéia da presente pesquisa surgiu apés compreender, através de estudos do
Grupo de Pesquisa Educacao Algébrica da PUC-SP, o quanto a observacéo e
generalizacdo de padrdes sdo atividades que auxiliam no desenvolvimento do

pensamento algébrico.

Fui sensibilizado por esse tema por acompanhar e ler resultados de pesquisa que
mostravam a importancia destas atividades e por anteriormente a isso ndo ter
propiciado a meus alunos momentos de observacdo de padrées ou dado

oportunidade para que estes criassem e compreendessem a linguagem algébrica.

Esta pesquisa busca verificar se é possivel criar condicées para que alunos de uma
12 série do Ensino Médio generalizem termos de progressdes aritméticas e, em caso
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afirmativo, verificar se esta generalizagdo conduz a construgédo de uma férmula para

o termo geral da PA.

No Capitulo | apresento problematica e objetivo que nortearam o desenvolvimento
da pesquisa, evidenciando os motivos que levaram a escolha por esse tema e a

importancia deste.

No Capitulo Il apresento as leituras que fiz sobre pesquisas e trabalhos que situaram
a observacdo e generalizacao de padrées no campo da pesquisa em Educacao
Matematica, procurando discutir quais foram as maiores contribuicdes trazidas por

elas para a discussao do tema.

No Capitulo Il apresento consideracdes acerca da metodologia utilizada, explicando
como foi feita a selecdo dos sujeitos e a elaboracédo da experimentacao. Fago breve
descricdo da teoria das situacbes didaticas proposta por Guy Brousseau e da
Engenharia Didéatica, metodologia de pesquisa qualitativa inspirada em tal teoria,
descrita por Michele Artigue.

No Capitulo IV descrevo a sequéncia didatica, com analise a priori, descricao da
realizacdo e andlise a posteriori de cada uma das trés sessdes realizadas, além de
relatar entrevistas feitas com alguns alunos para melhor compreensao dos

resultados da 12 sessao.

No Capitulo V apresento consideracdes finais do trabalho, comentando os
resultados de cada sessdo e analisando de forma geral os efeitos da sequéncia

didatica sobre os alunos participantes da pesquisa.
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CAPITULO | - PROBLEMATICA E OBJETIVO

A pesquisa que sera evidenciada nas paginas seguintes se enquadra dentre os
projetos do Grupo de Pesquisa de Educacgédo Algébrica (GPEA) do Programa de
Estudos P6s-Graduados em Educacdo Matematica. Esse grupo possui trabalhos
referentes as linhas de pesquisa “A Matematica na estrutura curricular e formacao de
professores” e “Histoéria, Epistemologia e Didatica da Matematica”.

O projeto “Qual a Algebra a ser ensinada na formacéo de professores que ensinam
Matematica?” é o direcionador dos demais projetos do GPEA. Sobre esse projeto,
Coelho, Machado e Maranhao (2003) afirmam que, no momento atual, as politicas
educacionais vém incorporando novos conceitos e referenciais que desafiam os

processos formativos de professores.

As autoras comentam que as recentes mudancas curriculares e avaliativas, relativas
a formacao e ao controle do trabalho docente, sugerem a necessidade de pesquisas
que tragam subsidios para uma tomada de posi¢cao consistente e fundamentada.

Elas apontam que para a Algebra, talvez mais do que para os outros ramos da
Matematica, levantam-se questdes de pertinéncia e relevancia. Defendem que ap6s

0 ganho de importancia nos anos 60 - adquirido gracas a valorizacao do formalismo,
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prépria do movimento da Matematica Moderna - a Algebra pré-universitaria veio
perdendo espaco e é freqlentemente vista hoje como um amontoado de simbolos

de valor indiscernivel.

As mesmas autoras afirmam que, se por um lado, a Algebra é o caminho para
estudos futuros e para idéias matematicamente significativas, dada uma de suas
dimensdes — a de linguagem da matematica — por outro, ela é freqlientemente um
obstaculo na trajetéria educacional de muitos. Enfatizam que o desempenho de
alunos nas avaliacdes oficiais deixa muito a desejar e parece indicar a existéncia de
um certo descompasso entre o que se espera que estudantes do ensino basico

saibam e o que eles realmente sabem sobre a matematica.

Fiorentini, Miorim e Miguel (1992) revelam que, durante o periodo do movimento da
Matematica Moderna, a introducdo do espirito da Algebra moderna contribuiria para
que o ensino de Geometria sofresse uma descaracterizacdo. No entanto, salientam
que o ensino de Algebra também sairia prejudicado ao se tornar austero, formal e

estéril e perder seu valor instrumental para a resolucao de problemas.

Os mesmos autores afirmam a necessidade de um repensar do ensino de Algebra

nos niveis fundamentais de escolaridade.

Esse repensar implica alguns desafios. Um deles seria a realizagao
de estudos que procurem explicitar a especificidade da Algebra e o
papel por ela desempenhado na histéria do pensamento humano [...]
Um outro estudo consistiria na discussdo dos principais argumentos
e justificativas que pedagogos e pesquisadores em educacao
matematica, de ambito mundial, tém apresentado com relagdo ao
ensino de Algebra. (FIORENTINI, MIORIM e MIGUEL, 1992, p. 52).
Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) afirmam que a introdugcédo precoce e sem suporte
concreto a uma linguagem simbdlica abstrata pode funcionar como freio a
aprendizagem significativa da Algebra, bem como o menosprezo ao modo de
expressao simbolico-formal. Afirmam que parece subsistir entre pensamento e
linguagem simbdlico-formal uma relagéo analoga aquela existente entre pensamento

e linguagem natural, no desenvolvimento psico-cognitivo.
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Estes autores consideram importante a existéncia de uma linguagem simbdlico-
formal que cumpra um papel fundamental na constituicdo do pensamento algébrico’
e defendem este pensamento como base da construcdo e da compreensdo do

universo conceitual de diversos campos e areas.

Defendem eles que a primeira etapa da Educacao Algébrica deve ser o trabalho com
situagbes-problema, que deve ser realizado de forma a garantir o exercicio dos
elementos caracterizadores do pensamento algébrico e afirmam que é preciso saber
chegar as expressdes simbdlicas por meio da analise de situagdes concretas? para
depois atribuir algumas significacoes e transformismos para a expressao algébrica.

Um dos elementos caracterizadores do pensamento algébrico € o processo de
generalizacado. Lins e Gimenez (2005) comentam que ha uma visdo de algebra que

se convencionou chamar aritmética generalizada®.

Tais autores afirmam que a idéia central dessa proposta € a de que a atividade

algébrica se caracteriza pela expressao da generalidade* e concluiram que:

um aspecto-chave dessa abordagem [...] € que a tendéncia letrista é
de certa forma compensada por uma preocupac¢ao com a linguagem
algébrica como meio de expressao, e ndo apenas como objeto a que
se aplicam diversas técnicas. (LINS e GIMENEZ, 2005, p. 111).
Comentam eles que nessa abordagem a preocupacdo maior ndo é com uma
delimitacdo precisa do que € tratado em cada atividade proposta, e sim, com o
envolvimento dos alunos na organizacdao de dados e no estabelecimento de

relagdes, caracteristicos de atividades investigativas.

1 Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) defendem que o pensamento algébrico se caracteriza por
percepc¢ao de regularidades, percepcao de aspectos invariantes em contraste com outros que variam,
tentativas de expressar ou explicitar a estrutura de uma situagao-problema e a presenga do processo
de generalizagao.

2 Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) analisam situagbes nas quais acreditam ser possivel a
manifestacdo, em maior ou menor grau, do pensamento algébrico.

% Os autores citam John Mason como maior defensor dessa proposta.
4 Segundo o minidicionario Houaiss (2004), generalidade significa qualidade do que abrange uma

totalidade de coisas ou do que é considerado em toda a sua extensdo; generalizagao significa acao
de estender os resultados da observagao de alguns casos ao conjunto dos casos possiveis.
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Sobre atividades investigativas numéricas, Ponte, Brocardo e Oliveira (2003)
afirmam que as investigacdes contribuem, de modo decisivo, para desenvolver uma
compreensao global dos numeros e operacbes, bem como capacidades
matematicas importantes como a formulacao e teste de conjecturas e a procura de

generalizagdes.

Segundo os autores:

Os alunos podem realizar pequenas investigacdes que conduzem a
descoberta de fatos, propriedades e relagbes entre conjuntos de
nameros. [...] Podem, ainda, explorar sequéncias numéricas,
descobrindo relagdes numéricas e apreendendo progressivamente a
idéia de variavel. (PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA, 2003, p. 55).

O trabalho com generalizacao de padrdes tem sido apontado por pesquisadores,
dentre eles Vale e Pimentel (2005), como importante para que os alunos criem

expressoes algébricas ou mecanismos que conduzam a estas.

Os padrdes tém sido evidenciados como propicios para elaboracao de atividades de
generalizacdo. Esclarece Devlin (2002) que nos ultimos vinte anos surgiu a definicao
de matematica, que é hoje consensual entre a maioria dos matematicos, como a

ciéncia dos padroes.

Segundo Devlin, o que o matematico faz é examinar “padrées” abstratos — padrdes
numeéricos, padroes de formas, padrées de movimento, padrées de comportamento
etc — e que tais padrdes tanto podem ser reais como imaginarios, visuais ou mentais,
estaticos ou dinamicos, qualitativos ou quantitativos, puramente utilitarios ou

assumindo um interesse pouco mais que recreativo.

Vale e Pimentel (2005) afirmam que o uso de padrées € um componente poderoso
da atividade matematica, uma vez que a sua procura € indispensavel para
conjecturar e generalizar. Elas consideram que as tarefas que envolvem a procura
de padrées permitem promover o desenvolvimento do raciocinio matematico dos
alunos e melhorar a compreensao do sentido do nimero, da algebra e de conceitos

geomeétricos.

Tais autoras acreditam que os padrdes, nos diversos niveis de ensino, permitem:
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contribuir para a constru¢cdo de uma imagem mais positiva da matematica por
parte dos aluno;

promover o desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos tornando-
0s bons solucionadores de problemas e pensadores abstratos;

melhorar a compreensdo do sentido do numero, da algebra e de conceitos

geomeétricos.

Para isso, os alunos devem ter oportunidade de:

transferir padrées [...] de uma representacao para outra; averiguar se
uma lista de numeros mostra alguma regularidade; descobrir o
padrdo numa seqiéncia; descrever o padrao oralmente e por escrito;
continuar uma seqUéncia, prever termos numa sequéncia;
generalizar; construir uma sequéncia. (VALE e PIMENTEL, 2005,

p.16).

Para o Ensino Médio, elas afirmam que os estudos das sucessdes (progressoes,

inducdo matematica) e funcdes representam um universo para explorar problemas e

investigacbes com padrdes.

Analisando orientacdes e propostas curriculares para o Ensino Médio, pude notar o

quanto a observacao e a generalizacao de padrées sdo indicadas para o trabalho

com alunos desse nivel de ensino.

Algumas indicagdes do NCTM® (2000) para estudantes de Algebra do High School ©

afirmam que estes devem ter oportunidade de:

generalizar padrées usando funcdes definidas explicitamente ou
recursivamente;

compreender o significado de formas equivalentes das expressdes, equagdes,
inequacoes e relacoes;

utilizar algebra simbdlica para representar e explicar relacbes matematicas;

utilizar expressoes simbdlicas para representar relacées em varios contextos;

® National Council of Teachers of Mathematics - Conselho de professores de Matematica dos Estados

Unidos

® Periodo equivalente aos Grades 9 a 12, correspondente a oitava série/nono ano do Ensino
Fundamental e as trés séries do Ensino Médio.
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As Orientagdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio também indicam para o
ensino de Matematica o trabalho com observacao de regularidades. Encontramos

como parametros para o ensino de Matematica:

Colocar os alunos em um processo de aprendizagem que valorize o
raciocinio matematico — nos aspectos de formular questdes,
perguntar-se sobre a existéncia de solugao, estabelecer hiptteses e
tirar conclusées, apresentar exemplos e contra-exemplos,
generalizar situacOes, abstrair regularidades, criar modelos,
argumentar com fundamentagédo légico-dedutiva. (BRASIL, 2006,
p.70).
Para as Orientagdes Curriculares devemos ter um processo de ensino que valorize
tanto a apresentacao de propriedades matematicas acompanhadas de explicacao
quanto a apresentagdo de férmulas acompanhadas de dedugdo, e que valorize o
uso da Matematica para a resolugcdo de problemas interessantes, quer sejam de

aplicacao ou de natureza simplesmente teérica.

Entretanto, sobre o ensino de progressdes, Brasil (2006) salienta que estas nao
devem ser propostas com exaustivas coletdneas de calculos que fazem somente

uso de formulas.

Em uma pesquisa do GPEA, Perez (2006) verificou que um grupo de alunos do
Ensino Médio foi capaz de generalizar padrdes através de diferentes estratégias. Tal
pesquisa mostrou que os alunos conseguiram construir e explicar mecanismos de

generalizacao para sequéncias diversas.

De acordo com Perez, em relacdo a Matematica, podemos descobrir e revelar
padroes, sendo que a Geometria descreve alguns que sao visuais. Ela comenta isso
mostrando uma seqléncia de triangulos, onde varios padrdes podem ser percebidos

e descritos.

Figura 1: Seqiiéncia de tridngulos
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A pesquisadora comenta que os padrdes representados por numeros sao mais
abstratos, da mesma forma que os numeros utilizados para descrevé-los, como é o

caso das seqliéncias de progressdes aritméticas e geométricas.

Perez (2006) afirma que além dos padrbes figurativos e puramente numeéricos,
existem padrées compostos que podem ser denominados de figurativo-numéricos,

como no exemplo a seguir.

me A EHe/ A

Figura 2: Seqliéncia com padrao figurativo-numérico

Podemos notar que a sequiéncia apresentada confere importancia a posicao de cada
figura e ndo somente a figura em si. Ela acrescenta que, dentre os padrdes
figurativo-numéricos, ha os que sdo denominados geométrico-numéricos, por
apresentarem somente formas geométricas como figuras, como no exemplo

apresentado pela Figura 2.

A pesquisa de Perez explorou padroées numéricos e figurativo-numéricos, que
mostrassem algum tipo de regularidade, por repeticdo ou recursiva, na qual fosse
possivel identificar uma lei que permitisse continuar uma sequéncia e assim chegar

a generalizagéo.

Ela verificou que, por mais que o pensamento algébrico ja estivesse sendo
desenvolvido’, os alunos tiveram dificuldades em escrever algebricamente/
simbolicamente a regra geral de uma sequéncia. A dificuldade dos alunos em
escrever algebricamente o termo geral de uma seqiéncia é comentada pela

pesquisadora quando afirma que:

ao solicitar que escrevessem uma regra que pudessem representar o
namero de pontos ou uma regra qualquer da seqléncia, eles néao
conseguiam expressar na linguagem matematica, mesmo ja tendo
expressado diversas vezes na linguagem natural. (PEREZ, 2006,
p. 114).

7 Segundo Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), o pensamento algébrico pode ser expresso por meio da
linguagem natural, aritmética, geométrica ou através de uma linguagem especifica para este fim, isto
€, através de uma linguagem algébrica, de natureza estritamente simbdlica.
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Instigado pelo resultado da pesquisa diagndstica realizada por Perez que mostrou
alunos que ainda nao haviam estudado Progressbes generalizando e encontrando
termos destas, me questionei sobre a possibilidade de propor um trabalho sobre
Progressao Aritmética (PA) que capacitasse alunos do Ensino Médio a generalizar

termos da seqlUéncia e os levasse a construcao de uma férmula para o termo geral.
Sobre isso me apdio em Fiorentini, Miorim e Miguel (1993), que afirmam que:

€ esse trabalho reflexivo e analitico sobre situacdes-problema de
naturezas diversas, isto é, sobre 0 modo como conduzimos e
expressamos 0 nosso pensamento visando a resolugdo de tais
situagdes, que possibilitard a construgdo de uma linguagem
simbdlica que seja significativa par o estudante. (FIORENTINI,
MIORIM e MIGUEL, 1993, p. 90).

Este questionamento fez-me optar por desenvolver esta pesquisa, que se enquadra

na linha de pesquisa “A Matemdtica na Estrutura Curricular e Formacdo de

Professores” do GPEA e, mais particularmente, no projeto “Sobre observacao e

generalizacao de padrdées — uma atividade matematica transversal” .

Minha pesquisa foi orientada pelo objetivo de verificar se é possivel criar condigdes
para que alunos de uma 12 série do Ensino Médio generalizem termos de
progressdes aritméticas e, em caso afirmativo, verificar se esta generalizacao

conduz a construcao de uma férmula para o termo geral da PA.
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CAPITULO Il - LEITURAS E ESCOLHAS TEORICAS

Neste capitulo apresento pesquisas e teorias que situaram Progressdes Aritméticas
no trabalho com observacdo e a generalizacdo de padrdes. Antes apresento as

definicbes matematicas que considero necessarias a exposicao.

A definicdo de seqUéncia pode ser encontrada em Lima et al. (1997), que
consideram esta como uma funcao cujo dominio é o conjunto dos numeros naturais.
De acordo com os autores, a notagdo usual para uma seqiéncia € (X1, X2, ..., Xn, --.)
ou, abreviadamente, (xn), 0 que significa que a seqiéncia dada é a funcédo 1 x;,
2 Xz, ..., N X, ..., a qual faz corresponder a cada numero natural n o numero real

Xn, chamado n-ésimo (ou enésimo) termo da sequiéncia.

Lima et al. (1997) definem progressao aritmética como uma seqiéncia onde cada
termo, a partir do segundo, é a soma Xn,1 = Xn + r do termo anterior mais uma

constante r, chamada a razao da progressao.

Os autores comentam que a razdo de uma progressao aritmética pode ser um
namero positivo, negativo ou igual a zero. Complementam eles que no primeiro caso
a sequéncia é crescente, no segundo caso a sequiéncia é decrescente e no terceiro

caso a sequéncia é constante.
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Em seguida apresento pesquisas do Programa de Educacdo Matematica da
Pontificia Universidade Catdlica que abordaram o tema da generalizacdo de padréao
e que, de alguma forma, contribuiram para minhas andlises e decisées. Depois,
comento autores que apresentam teorias sobre o assunto de minha pesquisa e que

endossam minhas andlises.

As pesquisas de Modanez (2002), Nakamura (2003) e Andrezzo (2005) utilizaram
seqUéncias figurativo-numéricas que representavam numeros em progressao

aritmética.

Modanez (2002) tinha por objetivo investigar se o trabalho com seqiéncias de
padrdes geométricos® poderia proporcionar ao aluno a introdugcdo ao pensamento

algébrico.

Para isso, ela elaborou uma seqiéncia didatica com oito atividades que abordavam
padroes e aplicou-a para alunos de 62 série do Ensino Fundamental. Algumas
sequéncias utilizadas por Modanez representavam valores que caracterizavam uma
progressao aritmética. O padrdo apresentado na Figura 3 corresponde a PA
(3,5,7,...) de razéo 2.

A autora concluiu que a sequéncia didatica possibilitou aos alunos o
desenvolvimento do pensamento algébrico, bem como a autonomia em observar,
levantar hipoteses, tirar conclusdes e justificar respostas. Portanto, essa pesquisa
confirmou que alunos do Ensino Fundamental desenvolvem expressdes algébricas

pela observacédo de padrdes caracteristicos de uma PA.

Figura 3: Seqiiéncia figura-numérica presente em Modanez (2002)

¥ Alguns pesquisadores, dentre eles Modanez (2002), denominam padrdo geométrico o que chamarei
de padréo figurativo-numérico.
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Nakamura (2003), por sua vez, defende o desenvolvimento de expressdes
algébricas por meio de padrdes por acreditar que a generalizacdo de padrdes
geométricos € caminho para construcdo de expressdes algébricas no ensino

fundamental.

Sua pesquisa consiste em uma avaliacdo de proposta de ensino desenvolvida em
uma oitava série do ensino fundamental que buscou compreender os procedimentos
utilizados pelos alunos durante o processo de generalizacdo de padroes tomados

como um meio para a construcao de expressodes algébricas significativas.

Interessava-me ver nessa pesquisa se alunos com um ano a menos de escolaridade
que os alunos que observaria, utilizariam notacao algébrica formal para expressar a
generalidade.

As principais conclusdes desta pesquisa apontam para uma diversidade de
procedimentos que os alunos utilizaram para a generalizacao algébrica dos padrdes.
Alguns desses alunos em fase final do Ensino Fundamental conseguiram expressar

a generalidade utilizando simbologia adequada.

Cabe ressaltar que ambas as pesquisas investigaram generalizagdo de padrdes,
utilizando procedimentos metodoldgicos diferentes. Diferenciam da minha proposta
por terem pesquisado produgdes de alunos do Ensino Fundamental e ndo terem
dado enfoque somente a progressoes aritméticas.

Andrezzo (2005) tinha por objetivo de pesquisa investigar a compreensao de objetos
algébricos, utilizando seqiiéncias de padrdes figurativos, por alunos sem acuidade
visual do Ensino Médio e elaborar situagdes que facilitassem a participagao destes
alunos em atividades de generalizacao.

O resultado desta pesquisa aponta que estes foram favorecidos por tais padrdes
para chegarem a regras de generalidade. A passagem da expressao numérica para
a algébrica, onde a variavel ndo era diretamente substituivel, ndo ocorreu de forma
espontanea para todos os alunos, sendo necessaria intervencdo da pesquisadora

em alguns casos.



25

Com a pesquisa de Andrezzo pude ver uma experiéncia com alunos do Ensino
Médio e confirmar que a construcao de expressdes algébricas pode apresentar

dificuldades para alunos desse nivel.

Dentre as pesquisas do GPEA sobre o tema, comento as que foram desenvolvidas
por Almeida e Perez.

Almeida (2006) buscou verificar se professores do Ensino Fundamental de escolas
publicas estaduais de uma cidade do interior de S&o Paulo trabalhavam atividades
com observacdo e generalizacdo de padrdo, e caso trabalhassem, quais as

estratégias de resolucao estes previam que seus alunos utilizariam.

Para a coleta de dados, entrevistas semi-estruturadas com cinco professores da
rede estadual foram realizadas, sendo que as analises dos dados mostraram que 0s
professores trabalhavam esporadicamente atividades desse tipo em sala de aula e

julgavam que seus alunos nao chegariam a generalizar.

Esta pesquisa deixa claro que ha necessidade de sensibilizar professores do Ensino
Fundamental sobre a importancia da observacéao e generalizagdo de padrées. Como
se trata de um tipo de atividade matematica transversal, pode-se dizer que
professores do Ensino Médio também devem ser sensibilizados, confirmando a

necessidade de pesquisas nessa area.

Perez (2006) realizou uma pesquisa diagndstica para investigar se e como alunos do
Ensino Médio resolvem situacées problemas que envolvem generalizagdo de
padrdes. Para a coleta de dados utilizou cinco atividades, que foram aplicadas
durante duas sessoes a nove alunos pertencentes as trés séries do ensino médio de
uma Escola Estadual do interior de Sao Paulo.

Os resultados obtidos nesta pesquisa levaram-na a concluir que os alunos, embora
tenham alegado nao ter trabalhado com aquele tipo de atividade antes, ndo s6 as

resolveram como empregaram varias estratégias para generalizar.

A pesquisa de Perez me convenceu a investigar a generalizacdo com um padrao
especifico de seqliéncia, pois sugere uma abordagem para o ensino de progressdes
aritméticas e geométricas que possibilite ao aluno dar significado as formulas
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construidas. Além disso, essa pesquisa relata como alunos que nao tiveram contato
com o estudo das progressdes generalizaram corretamente termos de sequéncias

com esse determinado padrao.

A partir deste momento irei apresentar teorias de autores que recomendam o

trabalho com generalizacao de padroes.

Vale e Pimentel (2005) consideram as atividades que possuem tarefas
generalizadoras baseadas em padrdes necessarias para estabelecer conexdes entre
os padrdes e a Algebra.

Tais autoras argumentam que a procura de padrdes € uma parte crucial na
resolucdo de problemas e no trabalho investigativo e consideram importante o
desenvolvimento dessa capacidade nos estudantes, comecando com tarefas de
reconhecimento de padrdes para facilitar em posteriores tarefas mais complexas.

Nos anos iniciais, os alunos devem ser capazes de descrever
padrdes como 2, 4, 6, 8, ... dizendo como € obtido o termo a partir do
anterior — neste caso somando 2 — € o inicio do pensamento
recursivo. [...] Mais tarde os alunos devem realizar pensamento
recursivos mais complexos, como na sequéncia de Fibonacci 1, 1, 2,
3,5, 8,... (VALE e PIMENTEL, 2005, p. 15).

Vale e Pimentel (2005) afirmam que a procura e identificacdo de padrbes utilizam e

enfatizam a exploracéo, investigacao, conjectura e prova, desafiando os alunos a

recorrer as suas destrezas de pensamento e ordem.

Segundo as autoras, na medida em que a matematica é a ciéncia dos padrdes, ela
trata da procura da estrutura comum subjacente a coisas que em tudo o resto
parecem completamente diferentes e que, deste modo, o uso de padrdes é uma
componente poderosa da atividade matematica, uma vez que a sua procura €

indispensavel para conjecturar e generalizar.

Um dos autores citados por Vale e Pimentel € Orton (1999), que afirma que no
caminho para a algebra, descrita como uma expressao de generalidade, a primeira
fase pela qual o aluno passa é “ver’ e isto significa compreender mentalmente um

padrdo ou uma relagéo.
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Consideremos, por exemplo, as sequiéncias presentes na Figura 4. Para a sequéncia
1, “ver” significa reconhecer o padrdo de formacao dos termos. Ja para a sequiéncia
3, “ver” pode ser baseado na seqliéncia de figuras ou na correspondente seqtiéncia

numérica ou em ambas.

Sobre os diferentes modos de “ver” as autoras afirmam que “os alunos devem estar
cientes de que ha mais que uma representagcdo da mesma situagdo e que devemos ser
capazes de passar de uma para outra compreendendo que as regras sao equivalentes”.
(VALE e PIMENTEL, 2005, p. 15).

Vale et al. (2005) afirmam que quando padrdes sdo utilizados no ensino da
matematica normalmente pretende-se ajudar os alunos a aprender matematica de
forma significativa e/ou a envolver-se na sua aprendizagem, facultando-lhes um
ambiente de aprendizagem que tenha algo a ver com a sua realidade e

experiéncias.

Enfatizam eles que o estudo de padrdes vai ao encontro deste aspecto, apoiando a
aprendizagem dos estudantes para descobrirem relagdes, encontrarem conexdes,

fazerem generalizac6es e também previsdes.

Os mesmos autores comentam que os padrdes lineares sdo normalmente os mais
utiizados na abordagem com alunos do ensino basico, podendo ser utilizados
também padrdes ndo lineares como, por exemplo, os que envolvem quadrados de
nameros. Temos a seguir, com a Figura 4, exemplos de sequiéncias sugeridas para
investigacao de termos.

1)1,2,4,7,11, ...
2) 3,6, 11, 18, 27, ...

3)

Figura 4: Seqiiéncias sugeridas por Vale et al. (2005)
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Vale et al. (2005) salientam que uma questdo importante a se colocar, nessa
abordagem da algebra recorrendo aos padrdes, € saber até que ponto os alunos sao
capazes de compreender e generalizar padrées numéricos propostos e qual o

desempenho que apresentam neste tipo de tarefas.
Estes autores citam estudos presentes em Orton (1999) que apontam que:

= encontrar termos numa seqUéncia torna-se progressivamente mais dificil
para os alunos a medida que se encontram mais distantes dos termos que
lhes sdo apresentados;

* muitos alunos tém mais dificuldade em explicar um padrdao do que continua-
lo;

= geralmente ha mais alunos a explicar as regras, detectadas nas sequéncias,

oralmente do que por escrito.

Um aspecto importante ligado aos padrées que devemos considerar € como ocorre 0
processo de generalizagdo, pois o trabalho com padrbes exige investigacéao

adequada dos termos a serem generalizados.

Segundo Herbert e Brown (1997), o processo investigativo com padrdes envolve trés

fases:

1. Procura de padrbes — extrair a informagéo relevante;

2. Reconhecimento do padréo, descrevendo-o através de métodos diferentes
— a anadlise dos aspectos matematicos;

3. Generalizacdo do padrdo — a interpretacdo e aplicacdo do que se

aprendeu.

De acordo com estas autoras, estudantes usam mudltiplas representacbes de uma
informacao na procura pela generalizagao de um padrao. Com isso, sugerem que 0S
professores, quando observarem essa multiplicidade, devem direcionar os alunos a

representarem esta informacao em tabelas ou graficos.

Elas verificaram que este tipo de abordagem tem um impacto positivo na habilidade
de estudantes para generalizar uma regra, ou seja, para pensar algebricamente,

partindo de situag¢des concretas.
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Um grande defensor do trabalho com padrdes e referéncia em diversos estudos
sobre o tema é o pesquisador inglés John Mason, que afirma que o futuro da

aritmética e da algebra depende da utilizacdo do sentido de generalidade.

°A esséncia do pensamento matematico é o reconhecimento,
apreciacao, expressao e manipulagdo da generalidade. Isso implica
ao mesmo tempo particularizar e generalizar, assim como conjecturar
e justificar. (Mason, 1996b, p.8).

Mason (1996b) afirma que a aritmética foi e ainda é a fonte original da algebra como
instrumento para expressar generalidade e representar o desconhecido e que o
futuro do ensino de aritmética e algebra esta no sentido que o professor tem dos

processos de pensamento matematico e, em particular, da generalizacéo.

Mason (1996a) afirma que um dos meios de desenvolver a consciéncia de
generalidade é sensibilizar-se pela distincao entre “olhar através” e “olhar para”, o

que implica “ver a generalidade no particular” e “ver o particular no geral”.

Logo, o aluno deve ser freqientemente instigado a procurar e reconhecer padroes
para que posteriormente consiga generalizar, conforme apontam as trés fases
indicadas por Brown e Herbert (1997) e, também, deve ser instigado a particularizar
determinados elementos da generalidade, conforme aponta Mason.

Mason (1996a) defende que a facilidade na manipulagdo de generalidades
acompanha a confianga em desenvolver expressbées e perceber multiplas

expressdes para uma mesma coisa.

10 emprego da Algebra para resolver problemas depende

O autor argumenta que
de uma expressao confiavel da generalidade [...] apoiada pela compreensdao do

papel das restricdes sobre as variaveis”. (MASON, 1996a, p.66).

Um exemplo de atividade de generalizacdo de padroes defendida por Mason pode
ser baseado na sequéncia figurativo-numérica apresentada a seguir. Nela se propée

o Traducgéo de “La esencia del pensamiento matematico es el reconocimento, apreciacién, expresién y
manipulacién de la generalidad. Ello implica al mismo tiempo especializarse y generalizar, asi como
conjecturar y justificar.”

' Tradugdo de “The use of algebra to solve problem depends on confident expression of generality
[...] supported by awareness of the role of constraints on variables*.
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ao aluno que investigue um termo com posicao distante em tal seqiéncia, como por

exemplo, o termo que ocupa a posicao 140.

Figura 5: Seqliéncia figurativo-numérica proposta por Mason (1996a)

12:143x0=1
221+ 3x1=4
3%1+3x2 =7

42:1+3x3=10

140%:1 + 3 x (140-1) =418

enésima:1+3.(n—1)=3n-2

Temos aqui uma seqliéncia que informa os primeiros trés termos representados por
figuras, mas que observados corretamente podem levar ao nimero representativo

de qualquer termo da seqliéncia, inclusive a representacéo do enésimo termo.

Sobre esse tipo de atividade, Mason (1996a) sugere abordagens de visualizacao,
manipulagdo da figura, formulacdo de uma regra recursiva que mostre como
encontrar termos posteriores e busca de um padrdao que leve diretamente a uma
formula. Notemos que o pensamento algébrico de tal atividade se faz necessario
para evitar que os alunos encontrem um determinado termo pela explicitacdo de

todos os termos anteriores.

O mesmo autor afirma que a percepcao de diferentes padrées de regularidade e a
descricdo destes padrdes cria oportunidade para um confronto entre as diferentes
solucdes e torna evidente a possibilidade da existéncia de modos diferentes de ver

um problema e suas solugdes.



31

Mason (1996a) propbs uma espiral de desenvolvimento para explicar o processo
pelo qual o aluno passa resolvendo atividades de observacdo e generalizacdo de
padrdes.

O autor afirma que essa espiral tenta conectar estados semelhantes e ao mesmo
tempo diferentes, sugerindo que a manipulagdo muda quando um padrdao é
percebido, mas que através de um processo fluido, a facilidade e a confianca se

desenvolvem.

Articulando

Dando sentido @
Manipulando
% Articulando @

Dando sentido

Figura 6: Espiral de desenvolvimento de Mason (1996a)

Sobre as fases da espiral de desenvolvimento, Mason (1996b) afirma que o
propésito de manipular objetos ndo é simplesmente a manipulagdo, mas sim dar
sentido a uma situacédo, que a medida que se desenvolve volta-se mais articulada,
que estas articulagcdes se convertem em mais e mais expressdes do pensamento e
que, por sua vez, servem como elementos manipulaveis para abstracdo. O todo se
converte em uma espiral de desenvolvimento sem necessidade de percurso linear,

pois cada manipulagao, sentido, articulagao, informa e é informada por outras.

Lesley Lee (1996) acredita que o trabalho com padrdes € benéfico para o ensino da
Algebra porque importantes atividades como resolucdo de problemas, estudo de
fungdes e outras, podem ser vistas como atividades de generalizacao de padrao. O

artigo da autora relata uma pesquisa com alunos do high school e universitarios.

Segundo a autora, a chave para o sucesso nesse tipo de atividade parece estar na
primeira fase que ela contempla, ou seja, na observagdo do padrdo, onde certa
flexibilidade é necessaria para chegar a um padrao matematico perceptivel.
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O artigo de Lee (1996) mostra que o trabalho desenvolvido por meio da
generalizacao de padrbes é estimulante e propicia que o aluno exercite seu modo de
observar, pensar e agir diante de um determinado problema. A autora ressalta que o
professor, ao propor esse tipo de atividade, deve estar atento para compreender e
avaliar as diversas maneiras que 0s alunos encontram para resolver problemas

desse tipo.

A autora destaca que para os jovens e adultos observados, o maior problema néo foi
o de ver o padrdo, mas sim o de perceber um padrao util algebricamente, o qual
levasse a uma solucédo geral e comenta que quando os alunos se fixavam em uma
percepcao inicial de padrdo, era muito dificil fazé-los abandona-la, pois eles

freqientemente retornavam a uma percepcao que nao levava a solugao.

Uma das atividades propostas pela autora e comentada no mesmo artigo utiliza
retAngulos sobrepostos contendo certo nimero de pontos. O enunciado de tal
problema sugeria que fossem descobertos os numeros de pontos do quinto

retdngulo, do centésimo retangulo e do enésimo retangulo.

Figura 7: Retangulos sobrepostos em atividade de Lee (1996)

Lee comenta que dos 176 estudantes do high school que responderam a atividade,
26 deram respostas corretas as trés questdes, mas somente 13 estudantes néo
deram resposta correta a primeira questao (referente ao quinto retangulo), o que
indica que os alunos n&o encontraram dificuldades em reconhecer o padrao. Desses
13 alunos que nao indicaram a resposta correta para o quinto retangulo, 10 alunos
deram o numero 10 como resposta, que representava o numero de pontos da borda
do quinto retangulo.
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Sobre dificuldades que alunos podem vir a ter no processo de generalizacao de
padrbes, Zazkis e Liljedhal (2002) afirmam que existe uma tensao entre pensamento

algébrico e escrita algébrica.

Estes autores relatam tentativas de professores em formacao para generalizar um
padrdao numérico, discutindo as emergentes formas de pensamento algébrica destes
estudantes e a variedade de maneiras pelas quais generalizaram e simbolizaram
suas generalizagdes. Os resultados desta pesquisa indicam que a capacidade dos
estudantes de expressar a generalidade verbalmente ndo foi acompanhada por
notacao algébrica formal e ndo dependia de tal notacéo.

Zazkis e Liljedhal afirmam que existe um “v80” entre a capacidade de expressar a
generalidade verbalmente e a capacidade de empregar notacdo algébrica
confortavelmente. Varios participantes observados por estes pesquisadores
manifestaram uma preocupacao explicita: que suas solucdes estavam incompletas
porque faltava uma "férmula", acreditando que a forma de expressdao era mais
importante do que o que foi produzido.

Ao invés de insistir sobre qualquer notacdo simbolica particular,
esse vao deveria ser aceito e utilizado como um local de pratica para
os estudantes praticarem seus pensamentos algébricos. Eles
deveriam ter a oportunidade de engajar em situagées que promovem
esse pensamento sem as limitagdes formais do simbolismo. (ZAZKIS
e LILUEDHAL, 2002, p. 400).

Becker e Rivera (2005) e Radford, Bardini e Sabena (2006) realizaram pesquisas
com alunos do Grade 9, ou seja, em faixa etaria proxima a dos alunos que me

propus a observar.

Becker e Rivera (2005) fizeram um estudo qualitativo do desempenho de 22 alunos
numa tarefa que envolvia generalizagcdo de um padrdo linear'?, verificando quais
estratégias foram mais utilizadas pelos estudantes que desenvolveram uma

generalizacao explicita.

" Tradugdo de “Rather than insisting on any particular symbolic notation, this gap should be accepted
and used as a venue for students to practice their algebraic thinking. They should have the opportunity
to engage in situations that promote such thinking without the constraints of formal symbolism”.

2 Para Becker e Rivera padréo linear é aquele que envolve valores em progressao aritmética.
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A atividade proposta consiste na identificacdo de quantidades de quadrados brancos
€ escuros necessarios para construir figuras como as presentes na sequiéncia da

Figura 8.

Figura 8: Padrao utilizado em atividade de Becker e Rivera (2005)

Os autores observaram uma diversidade de estratégias utilizadas pelos alunos e que
dos 22 alunos, 13 ndo conseguiram responder a ultima parte da atividade, que
solicitava trés férmulas para relacionar a posicao da figura com as quantidades de
quadrados brancos, escuros e totais.

Verificaram que os alunos que utilizaram estratégia numérica empregaram tentativa
e erro e ndo deram sentido ao que os coeficientes do padréo linear representavam,
ou seja, utilizaram numeros para generalizar mas nao sabiam explicar porque estes

ndmeros deveriam ser utilizados.

Estes autores comentam que os alunos que nao conseguiram generalizar iniciaram
com estratégias numéricas, mas faltava-lhes flexibilidade para tentar outras
estratégias e ver possiveis conexdes entre as diferentes formas de representacao e

as estratégias de generalizacao.

Radford, Bardini e Sabena (2006) acreditam que a percepcao de padrdes possibilita
a “visdo” da generalidade. Estes autores relatam as respostas de um grupo de
alunos para uma atividade que contempla a investigacdo com um padrdo de

progressao aritmética.

Eles investigaram a producao de estudantes sobre generalizagao algébrica como um

processo de objetificacdo’ e afirmam que esse processo em generalizacdo de

3 Segundo Radford, Bardini e Sabena (2006), objetificacdo € um processo de agdo, criacao,
imaginagao e interpretacéo social para compreensao gradual de algo.
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padrées consiste em observar propriedades matematicas gerais nao diretamente

visiveis em um caso particular.

Para entender como ocorre a percepcao dos estudantes em relacdo a generalidade
matematica, os autores investigaram como os estudantes coordenavam os diversos
meios semidticos da objetificacdo em tarefas generalizadoras. Para isso,

observaram palavras, gestos e o ritmo da coordenagao entre eles.

Os dados apresentados pelos autores foram coletados cinco anos antes da
publicacdo do referente artigo durante a realizacdo de uma atividade proposta a
estudantes de uma escola em Ontario (Canada). Nessa atividade, nas quais 0s
estudantes trabalhavam por um determinado periodo em grupos com trés ou quatro
componentes, o professor era responsavel por conduzir discussdes para que 0S

estudantes expusessem, comparassem e contestassem suas diferentes solugdes.

A atividade proposta consistia em observar um padréo, fornecendo os trés primeiros

termos de uma sequéncia figurativo-numérica.

OO 000 0000
OO0 0000 00000 ..

Figura 9: Sequéncia proposta por Radford, Bardini e Sabena (2006)

A primeira parte do problema pedia aos alunos que continuassem a sequéncia,
desenhando as figuras 4 e 5, e descobrissem o nimero de circulos presentes nas
figuras 10 e 100. A segunda parte do problema proposto pelos pesquisadores pedia
aos alunos que explicassem como calcular o numero de circulos em qualquer figura
da sequiéncia. Ja a terceira parte do problema pedia que os estudantes criassem

uma férmula algébrica que indicasse o nimero de circulos em qualquer figura.

Radford, Bardini e Sabena (2006) focam em seu artigo a andlise do trabalho feito na
segunda parte do problema por um grupo com trés estudantes. Na primeira parte do
problema, esses estudantes perceberam que as figuras eram formadas sempre por

duas fileiras e formularam uma generalizagdo por um esquema operacional.

Sobre a figura 100, um aluno disse que deveria ter 101 circulos na fileira de cima

(um a mais que sua posi¢ao) e 102 circulos na fileira de baixo (dois a mais que sua
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posicao). Esse tipo de generalizacédo levou-os a concluir que a figura 10 e a figura
100 continham respectivamente, 23 e 203 circulos.

Para tentar responder a segunda parte do problema envolvendo padrdes e indicar
como descobrir 0 numero de circulos em qualquer figura da seqiéncia, uma aluna
chamou atencéo ao fato do digito 3 aparecer ao final das respostas da primeira parte
do problema. Ela entdo sugeriu que formulassem um esquema generalizador que
incluisse o numero 3 e 0 numero indicativo da posicao da figura.

Para explorar o papel do algarismo 3 no esquema, estes estudantes relacionaram o
namero 3 com 3 circulos preenchidos na primeira figura. Com a manipulacao da
figura, eles puderam ver uma regra comum a todas as figuras da sequléncia,
estabelecendo um nivel mais profundo para a objetificacao.

0@
OX X

Figura 10: Trés circulos preenchidos

Os autores afirmam que com uma coordenacdo de gestos e palavras, os alunos
estabeleceram uma conexdo da estrutura geral da sequéncia de uma forma

dindmica e puderam mover-se do particular para o geral.

O @, Q0O
O (OO0 QOO

Figura 11: Percepcao da generalidade pelo grupo

“para perceber a generalidade, [...] h4 um outro importante

Segundo os autores
elemento: ritmo. Ritmo [...] constitui um artificio semidtico crucial para tornar
aparente a percepcao de uma ordem que continue além das primeiras figuras da

sequéncia.” (RADFORD, BARDINI e SABENA, 2006, p. 397).

' Tradugéo de “In order to perceive the general [...] there is another important element: rhythm.
Rhythm [...] constitutes a crucial semiotic device in making apparent the perception of an order that
continues beyond the first figures of the sequence.”
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Eles afirmam que a percepcédo da generalidade é um processo gradual que possui
como parte essencial a projecdo de uma regularidade que prove a generalidade
expressa nas figuras e salientam a importancia dos gestos e do ritmo no trabalho
com generalizacdo como parte da linguagem, comunicag¢ao e também da cognicao

matematica.

As teorias escolhidas para essa pesquisa foram utilizadas para auxiliar nas analises
feitas, onde procurei semelhancas entre o que observei e o que afirmam tais teorias

sobre o trabalho com generalizacéo de padroes.
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CAPITULO Il - CONSIDERACOES METODOLOGICAS

Sobre a Metodologia

Para investigar se alunos generalizam termos de progressdes aritméticas, atividades
baseadas em observacdo e generalizacdo de padroes foram desenvolvidas e
propostas. Para aplicacdo e andlise de tais atividades, foram utilizadas fases da
Engenharia Didatica definidas por Artigue (1996), cuja engenharia esta totalmente
relacionada com a teoria das Situacées Didaticas proposta por Guy Brousseau
(1996).

Almouloud (2007) afirma que o objeto central da teoria das situacdes é a situacao
didatica definida como o conjunto de relacGes estabelecidas explicitamente e/ou

implicitamente entre um aluno ou grupo de alunos, um certo milieu™ (contendo

1> Segundo Almouloud (2007), a nocédo de milieu (meio) foi introduzida por Brousseau para analisar,
de um lado, as relagbes entre os alunos, 0os conhecimentos ou saberes e as situagdes e, por outro
lado, as relagdes entre os proprios conhecimentos e entre as situagdes.
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eventualmente instrumentos ou objetos) e um sistema educativo (o professor) para

gue esses alunos adquiram um saber constituido ou em constituicao.

Brousseau (1996) afirma que a concepcdo moderna de ensino espera que se
provoque no aluno adaptacdes desejadas, através de uma escolha judiciosa de
problemas, que devem leva-lo a agir, falar, refletir e a evoluir por si proprio. Salienta
que entre 0 momento em que o aluno aceita o problema como seu e 0 momento em
que o aluno produz a sua resposta, o professor deve recusar-se a intervir como

proponente dos conhecimentos que pretende fazer surgir.

O autor aponta a necessidade de situacdes adidaticas'®, construidas com fins
didaticos, que provoquem no aluno a interacdo mais independente e mais fecunda

possivel.

Brousseau (1996) comenta que, numa situagao didatica, o professor esta envolvido
num jogo com o sistema das interagdes do aluno e os problemas que ele lhe coloca,

sendo que este jogo caracteriza tal situacao.

O professor tem de simular na sua aula uma microsociedade cientifica, se quer que
0s conhecimentos sejam meios para colocar boas questdes e resolver debates e que
as linguagens sejam meios para dominar situagdes de formulacdo e que as

demonstracdées sejam provas.

Para Brousseau o professor tem de efetuar ndo a comunicacdo de um
conhecimento, mas a devolucdo do problema adequado. Salienta que se esta
devolugdo se opera, o aluno entra no jogo e, se ele acaba por ganhar, a
aprendizagem teve lugar. A regra desse jogo é chamada de contrato didatico.

O contrato didatico € a regra do jogo e a estratégia da situagéo
didatica. E o meio que o professor tem de a colocar em cena. Mas a
evolugdo da situagdo modifica o contrato, que permite entdo a
obtencao de situagdes novas. (BROUSSEAU, 1996, p. 50)
O autor salienta que as rupturas de contrato que sao realmente importantes e afirma
ser necessario que o professor garanta aos alunos os meios efetivos de aquisicao

de conhecimento e que, além disso, o aluno aceite a responsabilidade de resolver

'® Segundo Brousseau (1996), é uma situagdo onde desaparece a intencdo de ensinar, mas continua
a ser especifica do saber.
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problemas cuja solugdo n&o foi ensinada a ele. As clausulas de ruptura e o
enquadramento do contrato ndo podem ser descritos antecipadamente, sendo que o
conhecimento sera precisamente aquilo que resolvera as crises resultantes dessas

rupturas, que nao podem ser pré-definidas.

Encontramos em Almouloud (2007) que a teoria das situacées desenvolveu-se a
partir da classificacdo de situagdes caracterizadas por tipos de dialéticas ou

interagbes fundamentais com o milieu.

A dialética de acdo € aquela que coloca um problema para o aluno cuja melhor
solucdo, nas condicdes propostas, € o conhecimento a ensinar. Esta situacao deve
permitir ao aluno julgar o resultado de sua acao e ajusta-lo, se necessario, sem a
intervengédo do mestre. Suas intera¢des estdo centralizadas na tomada de decisdes,
embora possa haver troca de informacdes, mesmo que ndo sejam necessarias a

acao.

A dialética de formulagcédo é aquela na qual o aluno troca informagdées com uma ou
varias pessoas através de mensagens escritas ou orais, explicitando as ferramentas
que utilizou e a solugao encontrada. Consiste em proporcionar ao aluno condi¢cdes

para que este construa, progressivamente, uma linguagem compreensivel por todos.

A dialética de validacao é a etapa na qual o aprendiz deve mostrar a validade do
modelo por ele criado, submetendo a mensagem matematica ao julgamento de um
interlocutor. Seu objetivo é a validacdo das assercées que foram formuladas nos

momentos de acao e de formulacao.

A dialética de institucionalizacdo ¢é aquela em que o professor fixa
convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber. Salienta que
depois da institucionalizagédo, feita pelo professor, o saber torna-se oficial e os
alunos devem incorpora-lo a seus esquemas mentais, tornando-o assim disponivel

para utilizacao na resolucao de problemas matematicos.

Com vistas a utilizar a teoria das situac6es didaticas nas pesquisas da Didatica da
Matematica desenvolveu-se na Franga a metodologia de pesquisa denominada
Engenharia Didatica. Essa metodologia, descrita primeiramente por Michéle Artigue,
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se constituiu com a finalidade de analisar as situacoes didaticas, objeto de estudo da
Didatica da Matematica.

Machado (2002) conta que a nogado de engenharia didatica foi se construindo na
Didatica da Matematica com uma dupla fung¢éo, na qual ela pode ser compreendida
tanto como um produto resultante de uma analise a priori, caso da metodologia de
pesquisa, quanto como uma producdo para o ensino. Esta autora salienta que a
engenharia didatica se caracteriza também pelo registro dos estudos feitos sobre um
caso em questdo e pela validacdo da pesquisa feita, sobretudo, internamente, pois

baseia-se na confrontacao entre uma analise a priori e uma analise a posteriori.
Artigue (1996) justifica a metodologia:

A engenharia didatica, vista como metodologia de investigacao,
caracteriza-se antes de mais por um esquema experimental baseado
em realizagbes didaticas na sala de aula, isto €, na concepgao, na
realizagdo, na observagdo e na andlise de sequiéncias de ensino.
(ARTIGUE, 1996, p. 196)

Sao quatro as fases da Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa
segundo Machado (2002): analise preliminar, concepcdo e analise a priori,
experimentacao e analise a posteriori (validacao).

Nas andlises preliminares fiz um levantamento bibliografico sobre o assunto de meu
interesse que me possibilitou fazer algumas escolhas teéricas e analisar os
conhecimentos didaticos ja adquiridos sobre o assunto em questao. Pude também
verificar como as Orientacdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio sugerem

o trabalho com as progressoes.

Na fase da concepcao e andlise a priori fiz a delimitagdo do nimero de variaveis'’
didaticas pertinentes ao sistema sobre o qual queria atuar. Levei em consideracao o
fato de que, segundo Artigue (1996), o objetivo dessa fase € determinar de que
forma as escolhas efetuadas permitem controlar os comportamentos dos alunos e o
sentido desses comportamentos além de ter tentado criar uma situacao adidatica

que procurasse a devolugcao aos alunos.

' Artigue (1996) distingue as varidveis de comando como macrodidaticas (que dizem respeito a
organizacao global da engenharia) ou microdidaticas (que dizem respeito a organizacdo local da
engenharia)
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Respeitei a observacdo de Machado (2002) de que a analise a priori objetiva a
consideracao do aluno sob dois aspectos: o descritivo e 0 previsivo. Nao ha nessa
fase, tradicionalmente, lugar para o papel do professor. O aluno é considerado o ator
principal e o papel do professor € recuperado, em parte, no contrato didatico e no
caso das situacdes de institucionalizacdo local ou final, onde sédo retomadas as
questdes discutidas e os principais resultados da teoria sdo estabelecidos.

Na experimentagdo tentei respeitar, na medida do possivel, as escolhas e
deliberagdes feitas na analise a priori.

A fase de andlise a posteriori:

é aquela que se apdia sobre todos os dados colhidos durante a
experimentagéao [...] E nesta fase que se da o tratamento dos dados
que consta da selegdo dos dados pertinentes a andlise a posteriori.
(MACHADO, 2002, p. 207).

Nessa fase ocorreu o que Machado (2002) ja havia descrito, isto é, que para uma
melhor compreensao do ocorrido, tornou-se necessaria a realizagao de entrevistas
durante a experimentagcédo, o que mostra que experimentacao e andlise a posteriori

nao foram excludentes, mas sim complementares.

Para essa pesquisa, a andlise a posteriori local da 12 sessdo, além de ter apontado a
necessidade de entrevistas para compreender algumas escolhas feitas pelos alunos
e verificar como foram feitas as resolugdes em casos onde os alunos s
apresentaram a resposta final, apontou também para a necessidade de realizar na
22 sessdao uma institucionalizagcdo local que estabelecesse os conhecimentos
construidos e esclarecesse alguns significados de termos matematicos.

As analises a posteriori locais e geral da experimentacdo procuraram identificar se
0s objetivos gerais e de cada atividade foram atingidos e se os alunos resolveram as
atividades conforme o que foi anteriormente previsto nas analises a priori, a fim de

validar a pesquisa realizada.
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Procedimentos Metodolégicos

Pelo fato de morar no Vale do Paraiba e freqlentar principalmente as cidades de
Lorena e Guaratingueta onde, respectivamente, moro e trabalho, decidi aplicar

minha pesquisa na escola estadual de Guaratingueta na qual leciono.

Muitas atividades que abordam generalizacdo de padrées envolvendo progressdes
podem ser propostas a alunos de Ensino Fundamental, conforme o que foi
evidenciado por Modanez (2002) e Nakamura (2003) , mas optei por alunos de
Ensino Médio porque € nesse periodo que costuma ser abordado o tdpico
Progressao Aritmética.

Escolhi trabalhar com alunos de uma 12 série porque é esta a série recomendada
pelas Orientac6es Curriculares Nacionais em Brasil (2006) para o trabalho com PA e
nesta série os professores da escola costumavam propor esse tépico.

Das nove 1%

séries do Ensino Médio que a escola comportava em 2007, cinco
funcionavam no periodo da manha, duas no periodo da tarde e duas no periodo da
noite. Como lecionava a tarde e a noite, preferi selecionar uma classe da manha e

aplicar as atividades com alunos de outro professor.

Das cinco turmas da 12 série matutina, escolhi trabalhar com aquela cujos
professores mais se queixavam de falta de disciplina e motivacao. Se a aplicacao da
pesquisa os motivasse e fizesse com que os alunos generalizassem o padrédo
proposto, estaria comprovando a eficiéncia desse tipo de abordagem.

A diretora da Escola autorizou a experimentacao com os alunos e ndo considerou
necessario pedir autorizacdo aos seus pais devido a seqiiéncia didatica envolver um
assunto especifico da 12 série do Ensino Médio. Entretanto, ela solicitou que a
pesquisa fosse realizada em horario de aula destes alunos.
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Disse a ela que faria o possivel para atender a sua solicitagdo e garanti que seriam
utilizados nomes ficticios para identificar os alunos na dissertacdo, a fim de

preservar suas identidades.

Nao houve familiarizacdo com os alunos antes da primeira sessédo, ou seja, eles
tiveram seu primeiro contato com o pesquisador no dia em que iniciei a aplicacdo da

seqliéncia didatica.

A professora da classe, que mantinha um o6timo relacionamento com os alunos
escolhidos, foi quem explicou para eles que participariam de uma pesquisa. Ela
pediu a colaboracao de todos e avisou com antecedéncia o dia em que a primeira
sessao da seqliéncia didatica aconteceria.

A professora se mostrou acessivel e disposta a colaborar para a realizagdo da
experimentacdo com seus alunos. Ela me disse que iria ensinar PA somente em
novembro de 2007, o que fez com que decidisse aplicar a sequéncia didatica em

setembro, outubro e inicio de novembro do mesmo ano.

A escolha por aplicar nos meses anteriores a novembro e no inicio deste deve-se ao
fato de que seria mais interessante trabalhar com alunos que ndo tiveram contato
com férmulas para progressées, a fim de possibilitar que estes criassem suas

proprias leis de generalizagdo sem utilizar férmulas ja conhecidas.

A professora disponibilizou aulas suas para trabalhar com os alunos, sem precisar
que estes viessem a escola fora do horario de aula. Optei por essa alternativa, pois

assim estaria satisfazendo o que havia sido solicitado pela diretora.

Observei que as duas primeiras aulas de 42 feira dessa turma eram aulas de
Matematica. Como tinha disponivel esse horario decidi utiliza-lo para realizagdo da

experimentacao.

Avisei a professora que para a experimentacdo estavam previstas trés sessées com
duracédo de 40 minutos cada e que cada sessao ocorreria numa quarta-feira, tendo
inicio as 7 horas e 30 minutos.
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Procurei propor uma sequéncia didatica com atividades que contemplassem
observacdo de sequéncias diversas para posterior investigacdo de uma regra de

generalizacdo dos termos de progressoes aritméticas.

Para esta pesquisa foram feitas analises a priori de todas as sessdes realizadas.
Estas analises contém o objetivo geral da sessdo e os objetivos especificos,

variaveis didaticas e possiveis estratégias de resolucéo de cada atividade proposta.

Para resolver as atividades os alunos foram divididos em duplas, por acreditar que
assim eles se envolveriam mais nas atividades produzindo mais do que se
estivessem trabalhando individualmente. Além disso, colocar os alunos para
trabalhar em grupos possibilita a gravacao de seus dialogos e comentarios.

Sobre isso me apdio em Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) que afirmam que o aluno
deve sentir que as suas idéias sao valorizadas e que se espera que as discuta com
0s colegas, para ndo ser necessaria a validagao constante por parte do professor.

Os mesmos autores salientam que, no entanto, se os alunos ndo estdo acostumados
nem a trabalhar em grupo nem a realizar investigacdes, fazer entrar na aula,
simultaneamente, esses dois elementos novos pode trazer alguns problemas de

gestdo ao professor.

As sessOes tiveram os didlogos de algumas duplas gravados para auxiliar na
compreensao dos raciocinios utilizados pelos alunos. Como a classe escolhida era
muito numerosa e havia poucos gravadores disponiveis, estabeleci que trés duplas

teriam seus dialogos gravados.

O critério de escolha para as duplas que tiveram seus dialogos gravados foi
direcionado pela professora da classe. Pedi para que esta identificasse uma dupla
que considerava com bom rendimento, uma dupla que considerava com rendimento

médio e uma dupla que acreditava ter rendimento insatisfatério.

As andlises a priori de cada sessdao da sequéncia didatica estdo presentes no
capitulo seguinte, bem como as analises a posteriori das resolu¢des presentes nos

protocolos recolhidos em tais sessdes.
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CAPITULO IV — A SEQUENCIA DIDATICA

Analise a Priorida 12 sessao

O objetivo desta sessao foi introduzir os alunos em atividades de observacao de
regularidades em sequéncias, de uma forma suave e crescente quanto a

necessidade de uma observagéo mais especifica.

Procurei elaborar atividades acessiveis aos alunos a fim de possibilitar uma
apropriacdo do aluno pelo tema, atraindo e obtendo o interesse do mesmo pelo

assunto.

Apresento cada uma das atividades com seus objetivos especificos e a descricao de
algumas estratégias previstas. Exponho estas estratégias, identificadas por Eq, Ez, €
assim por diante, em ordem crescente de dificuldade e de probabilidade de uso

pelos estudantes.
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Atividade 1

Tinha por objetivo apresentar seqiéncias para introduzir o aluno na observagao de
padroes, através da solicitagdo do proximo termo de cada uma delas.

Observem as seguintes seqiéncias:
0, 3, 6,9, 12,.
, 2,3, 1 2, 3,1, 2 3, .

0

b) b bl bl !

-2, -
O 4+ .0 ,O +
e) 4,8, 16,32, 64, ...

Lucas e Joana do 1°M1 conseguiram dizer quais os termos ou elementos que
vinham a seguir em cada uma das sequéncias. Vocés podem identificar, em cada

seqUéncia, qual sera o préximo termo?

a)
b) 1
c) 4
d)

Atividade 1

Dentre as possibilidades de varidveis didaticas, optei por utilizar os seguintes tipos

de sequéncias:

* progressao aritmética;
» sequéncia ciclica;

= progressao geométrica (PG).

Quanto a variavel sinal da razao da PA, optei por utilizar uma seqténcia com razao
positiva, ou seja, crescente e uma seqUéncia com razao negativa, ou seja,

decrescente.

Decidi utilizar sequiéncias ciclicas, figurativo-numérica e numérica, e uma progressao
geométrica para apresentar tipos de sequéncias com padrdo diferente do
apresentado pela PA. O valor da variavel sinal da razao da progressao geométrica
foi escolhido como positivo.

Em geral apresento os cinco primeiros termos das progressdes, pois considero esse

namero suficiente para que o aluno investigue o padrao e indique o préoximo termo.

As sequéncias ciclicas, ambas com ciclos de trés elementos, estdo representadas
por nove e seis primeiros termos, para que o aluno perceba os ciclos e possa

continuar indicando o préximo termo.
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Varios autores, dentre eles Lima et al. (1997), utilizam parénteses para representar
sequéncias mas optei por ndo utilizar e apresentar ao aluno uma seqiéncia mais

simplificada.
Foram previstas as seguintes estratégias para resolucao dos variados itens:
item a

E: — O aluno percebe que cada termo equivale a soma de seu anterior com o

namero 3, calcula 12 + 3 e afirma que o préximo termo é 15.

E> — Apés identificar que os termos de tal seqiéncia sdo multiplos de 3 e que o
ultimo termo apresentado era 3 x 4, o aluno afirma que o préximo termo é

3 x 5, ou seja, 15.

itensbed

E:; — O aluno percebe que as seqiéncias possuem termos que se repetem
ciclicamente e identifica que, pela ordem apresentada, os proximos termos sao,

respectivamente, o nimero 1 e o0 quadrado.

itemc

E: — Ao identificar que cada termo pode ser calculado pela diferenca entre o termo

anterior e 0 numero 2, o aluno efetua -4 — 2 e afirma que -6 é o préximo termo.

E> — O aluno percebe que os termos desta sequiéncia sdo multiplos de 2 e segue a
regra 2 x 2,2 x 1,2 x 0, 2 x (-1), 2 x (-2), concluindo que o proximo pode ser
calculado por 2 x (-3) e identificando -6.
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iteme

E; — O aluno verifica que cada termo equivale ao termo anterior multiplicado pelo

numero 2 e efetua 2 x 64, identificando 128.

E> — Ao verificar que a soma do termo anterior com o préprio resulta no termo
seguinte, o aluno efetua a soma 64 + 64 e descobre que o proximo termo é o

numero 128.

Atividade 2

Seu objetivo era fazer com que os alunos percebessem caracteristicas importantes

de sequéncias, levando-os a aprofundar seus conhecimentos sobre o tema.

Observem as seguintes Caracteristicas:
seqléncias: [) crescente
a) 0, 3,6, 9, 12, .. II) decrescente
b) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... [ll) a diferengca entre um termo e o seguinte
c) 4,2,0,-2,-4, .. (o sucessor) é constante
d OO0+ 00 +,. IV) os termos sdo separados por virgula
e) 4, 8,16, 32, 64, ... V) um termo é obtido multiplicando o termo
f) 4,2,1,V2, Va, ... anterior por uma constante

V) os termos se repetem ciclicamente

VIl) os termos da seqiiéncia sdo numeros inteiros
Quais dessas caracteristicas cada sequéncia possui?

Atividade 2

Decidi utilizar todas as seqiéncias presentes na atividade 1 e inseri uma nova
seqUiéncia com numeros inteiros e racionais nao-inteiros representados na forma de

fracao.
Optei por utilizar as seguintes caracteristicas:

= crescente - para verificar 0 que os alunos consideram por tal conceito e se
associam essa caracteristica a todas as seqliéncias que a possuem;

» decrescente - para verificar o que os alunos identificam por tal conceito e se
associam essa caracteristica as seqiéncias que a contemplam;

» diferenga constante entre um termo e o seguinte - para investigar se os

alunos associam essa caracteristica as progressoes aritméticas;
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» termos separados por virgula - para explicitar uma caracteristica comum a
todas as seqUéncias apresentadas;

= termo obtido pela multiplicacdo do anterior por uma constante - para
investigar se o0s alunos associam tal caracteristica as progressoes
geomeétricas da atividade;

» termos se repetem ciclicamente - para observar o que os alunos entendem
por iSso e se associam esta caracteristica as seqiéncias ciclicas;

= todos os termos sdo inteiros - para chamar a atencdo do aluno sobre essa

caracteristica.

Atividade 3

Tinha por objetivo propor a observacdo de uma progressdao aritmética para
possibilitar ao aluno elaborar mecanismos de generalizacdo. Para isso foi solicitada
a identificacdo de um termo distante, que dificultava a investigagdo por contagem.
Chamo por termo distante o termo que se encontra distante do inicio da seqiéncia,

ou seja, de seu primeiro termo.

Observe a seguinte sequéncia:
1,5,9,13,17, ...
a) Qual sera o proximo termo da sequéncia?
b) Qual sera o vigésimo quinto - 25° - termo da sequiéncia?
c) Qual sera o 937° termo?

Atividade 3

Para a unica sequéncia da atividade decidi utilizar o nimero 1 como primeiro termo e
0 numero 4 como razao para que os alunos trabalhassem somente com termos
impares e pequenos, a fim de facilitar a observacdo e descoberta dos termos a
serem identificados.

As identificacbes do préximo termo e do 25° termo foram propostas para que os
alunos descobrissem por contagem estes termos e se sentissem envolvidos pela

atividade.




51

A descoberta do 937 °termo foi proposta para induzir os alunos a perceberem que a
resolucdo por contagem € longa e passivel de erros e tentarem formular uma

estratégia de generalizacao.
Previ como estratégias de resolugao:
item a

E1 — Ao compreender que cada termo é a soma do termo anterior com o numero 4, 0

aluno conclui que o quinto termo é 17 + 4 = 21.

E> — O aluno percebe que cada termo é um numero consecutivo a um multiplo de 4 e
verifica que o numero 20 € o préximo multiplo a ser utilizado, concluindo que o quinto

termo é 20 + 1 = 21.

itemb

E; — O aluno percebe que cada termo aumenta em 3 de uma posicao para outra e
soma 3 a cada novo termo, a partir do primeiro, até chegar ao vigésimo quinto

numero.

1+4=5
5+4=9
9+4=13
13+4=17

éé+4=97

E> — Apoés verificar que o primeiro termo equivale a 4 x 1 — 3, o segundo termo
equivale 4 x 2 — 3, o terceiro termo equivale a 4 x 3 — 3 e assim por diante, o aluno
conclui que o vigésimo quinto termo sera 4 x 25 -3 = 97.

(4 x 25) =3 =97
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itemc

E+ — ApGs verificar que o primeiro termo equivale a 4 x 1 — 3, 0 segundo termo

equivale 4 x 2 — 3, o terceiro termo equivale a 4 x 3 — 3 e assim por diante, o aluno

conclui que 0 937°termo sera 4 x 937 — 3 = 3745.

(4x1)—3=1
(4x2)-3=5
(4x3)-3=9
(4x4)-3=13

(4 x 937) — 3 = 3745

E> — Apés identificar que o primeiro termo equivale a 4 x (1 — 1) + 1, o segundo

termo equivale 4 x (2 —1) + 1, o terceiro termo equivale a4 x (3—1) + 1 e assim por

diante, o aluno afirma que o 937°termo equivale a4 x (937 — 1) +1=3744 + 1 =

3745.

- O O1 —
w

(4 x (937 — 1)) + 1 = 3745



53

Descri¢c&o da realizagc&o da 12 sesséo

A primeira sessado ocorreu em 12 de setembro de 2007 e, conforme previsto, teve
inicio as 7 horas e 30 minutos. Estavam presentes na sala o pesquisador, a
professora da classe e 35 alunos. Os 35 alunos foram organizados em 16 duplas e 1
trio para resolver as atividades.

No horario determinado, as folhas com todas as atividades foram entregues aos

alunos para que comegassem a experimentagao.

Os alunos foram orientados a deixar sobre as carteiras somente o material recebido,
entregue na sessao, e uma caneta para cada dupla, a fim de evitar que apagassem

suas tentativas de resolucao.

Eles aparentavam calma no inicio e durante toda a sessao. O fato de nenhum aluno
se recusar a participar dessa sessao confirma a colaboracao da classe.

A professora da classe estava presente, mas foi orientada a n&o se comunicar com
os alunos durante a aplicacdo das atividades. Da mesma forma, durante a sesséo,
quando os alunos tentavam obter alguma resposta a duvidas sobre a atividade,
pedia a eles que lessem novamente a questao sem lhes dar mais informacdes sobre

a questao.

Todas as atividades foram entregues ao mesmo tempo, mas orientei os alunos a
responderem as atividades seguindo a ordem numérica, s6 partindo para a proéxima

atividade apds refletir e responder a atividade anterior.

Trés duplas foram escolhidas pela professora para terem seus dialogos gravados,
sendo elas as duplas D03, D11 e D14, consideradas respectivamente média, fragil e
boa.

Apbés 40 minutos do inicio das atividades, com todos os alunos participantes

presentes, os protocolos e gravacdes foram recolhidos.
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Analise a posteriorida 12 sessao

A seguir descrevo as resolucdes dos alunos levando em conta os protocolos

recolhidos bem como as observacdes feitas durante a aplicacdo e as transcricdes

das gravacdes obtidas das duplas D03 e D14, pois houve um problema com a

gravacao da dupla D11.

A Tabela 1 contém as respostas pelos alunos sobre os préximos termos das

sequéncias da Atividade 1. As colunas das seqiéncias dos itens a e ¢ estédo

destacadas porque informam os préximos termos escolhidos para as progressoes

aritméticas.
A B D E

Enéas e Teca (D01) 15 1 0 ] 128
Dora e Eva (D02) 15 1 -6 ] 128
Aldo e Léo (D03) 15,18,21,... | 1,2,3, -6,-8,-10,... |[] O + N 128,256,512, ...
Kim, Lino e Rui (T04) 15 1 -6 ] 128
Dan e Diva (D05) 15,18,21,... | 1,2,3, 68.. |00, | 128256,.
Pam e Wiad (D06) 15 1 -6 ] 128
Kaué e Miro (D07) 15 1 4 O 128
Ada e Ciro (D08) 15,18,21,... [ 1,2,3, -8, -10, 00, 128,256,...
Hilda e Perla (D09) 15 1 -6 ] 128
Mano e Raul (D10) 15 1 -6 ] 128
Ali e Remo (D11) 15 1,23, 0 00 . 128
José e Vilma (D12) 15 1 -6 ] 128
Flora e Wanda (D13) 15 1 -6 ] 128
Edu e Mario (D14) 15 1 -6 W 128
Bia e Mel (D15) 15,18,21,... | 1,2,3, 6,-8,. .0, + . 128,256,...
Fabio e Mirna (D16) 15 1 -6 ] 128
Aura e Tuca (D17) 15 1 -6 ] 128

Tabela 1: Resolucdes da Atividade 1
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Nota-se que as unicas 4 respostas “ndo esperadas” das 85 respostas dadas, que
aparecem destacadas em negrito, recairam na progressao aritmética decrescente,

onde o termo solicitado € um numero inteiro negativo.

Enquanto as duplas D01 e D11 ndo deixaram tracos de suas resolugbes e
responderam que o termo seguinte era o zero, a dupla D07 identificou o numero 4

como proximo termo desta PA sem explicar o porqué.

Nesses trés casos, creio que o fato dessa sequéncia vir logo ap6s de uma sequéncia
ciclica pode ter influenciado as respostas que se justificariam como seqUéncias
ciclicas: 4,2,0,-2,-4,0,4,2,0,-2... ou 4,2,0,-2,-4,4,2,0,-2,-4,...

A dupla D08, formada por Ada e Ciro, identificou o numero -8 como préximo termo
da PA, indicando também o nimero -10 como termo seguinte ao -8. Isso indica que
a dupla percebeu que a sequiéncia evoluia somando -2 ao termo anterior, embora ao
registrar no papel tenham omitido o nimero -6, conforme pode ser visto na Figura
12.

a) 45,13, 21, 24,27, 300

6.] 5153}:3)_!].2'5' jfllat%l?)l -
G\HJ”JZJOF‘ZI-MIF?’-AO -

d\ ggo,*;,mi O{*!Q?O’#ﬂv
6\‘1, 84£6|b‘?| Qﬁ(ljﬂﬁ!&56eu

Figura 12: Extraida do Protocolo da Atividade 1 de Ada e Ciro (D08)

E interessante notar que quatro duplas (D03, D05, D08 e D15), além de indicar o
termo seguinte ao Ultimo apresentado, escreveram mais alguns termos da

sequéncia.

Pela gravacao da dupla D03 ficou evidente que esta dupla observou as seqtiéncias
e indicou termos das mesmas antes de terminar de ler o que estava sendo

solicitado.

Apresento a seguir a transcricdo do didlogo de Aldo e Léo ao observar a terceira

sequéncia e a quarta sequéncia:
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-Vai diminuindo menos dois. Menos dois, menos quatro, menos seis, menos oito,
menos dez, menos doze.

- E a d? Quadradinho, bolinha, estrelinha (pausa). Quadradinho, bolinha,
estrelinha.

Nesse momento, apds terem continuado as quatro primeiras sequéncias, um
componente da dupla & o enunciado em voz alta e ambos percebem que se tratava
apenas da identificagcdo do proximo termo.

Esta dupla ndo utilizou virgulas para separar os termos pertencentes a um ciclo da
seqléncia figurativo-numérica, como pode ser visto na Figura 13. Embora nao haja
indicios na gravacao feita, € provavel que esta dupla tenha percebido o ciclo como

termo seguinte da sequéncia.

Q\Ozb,,é;wws_,w@7,2%,2;/50
o1 133, 103 109,
C 10,0 0)4, 68 10,12

Jl Do Dok, Dox, Dok
LMY e ) & 61 TdE a6 ) T

Figura 13: Extraida do Protocolo da Atividade 1 de Aldo e Léo (D03)

Ali e Remo, que apresentaram como préximo termo das duas seqiiéncias ciclicas os

ciclos 1,2,3 e [ O%>> também parecem ter interpretado o ciclo como um termo de
cada sequéncia.

Apenas quatro dos dezessete protocolos apresentam calculos, sendo estes relativos
a multiplicacdo ou adicdo para a seqiéncia e, uma progressao geométrica. Trés
duplas preferiram utilizar a estratégia E,, somando 64 com 64 para identificar 128 e
uma dupla preferiu multiplicar 64 por 2, ou seja, preferiu utilizar a estratégia E.

A seguir transcrevo parte de dialogos que explicitam essas resolugdes:

-Tem que somar! Sessenta e quatro mais sessenta e quatro da cento e vinte e
oito. (D03)
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-Vai dobrando! Quatro, oito, dezesseis, trinta e dois, sessenta e quatro, cento e
vinte e oito. (D14)

O objetivo da atividade foi atingido, pois propiciou aos alunos observacdo de
diferentes padrées de seqgliéncias conforme os resultados apresentados. Segundo
Lee (1996), a chave para o sucesso em atividades de generalizacao de padroes
parece estar na observacao e esta deve ser pertinente a questao proposta.

Assim, considero que na maior parte das sequéncias houve observacdes
pertinentes. As poucas observacdes ndao esperadas, como a identificagdo do ciclo

como termo, ndo comprometem os resultados obtidos.

A Atividade 2 se diferencia da primeira por possibilitar uma observacdo mais
profunda das seqUéncias presentes na Atividade 1, com a insercdo de uma

seqliéncia com numeros inteiros e racionais ndo-inteiros em forma de fracéo.

Dos dezessete grupos, cinco duplas interpretaram a questdo como sendo para
designar uma caracteristica a cada sequéncia, o que sugere falta de atencédo de
alguns alunos na leitura do que a atividade solicitava. Outras duas duplas
distribuiram as caracteristicas para as sequéncias, indicando duas caracteristicas a

uma das seqiéncias.

Refiro-me a grupos de alunos porque os alunos ndo se dividiram somente em

duplas, pois um trio (T04) também foi formado.

Para verificarmos como cada grupo respondeu a atividade vejamos uma tabela com

as caracteristicas associadas a cada seqliéncia.

Na Tabela 2 as caracteristicas em negrito na segunda coluna representam as
associacdes que deveriam ser feitas a cada sequéncia e as linhas em destaque

representam a caracteristica da PA.
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b opp,T, DD D DD/ D/ DD DD D D|D
01/02/03/04 /0506|0708 09|10 1112 13|14 |15 |16 | 17
I | X | X X[ X X[ X[ X| X[ X[ X | X | X[ X]|X]|X]X
Il
11} X X X
a | lv X X | X XX X | X | X X
Vv X X | X
Vi
Vil X XX X X | X | X X
I X X
Il
[ X X X
b IV X[ X[ X | X]|X X | X X | X | X X
V
Vi X XXX X[ XX X[ X[ X[ X][X]|X]X
Vil X | X X X X | X[ X X | X
I
| X[ X XXX X[ XX X[ X[ X[ X[ X]|[X]|X]X
11} X[ X | X X X
c v X X XX X | X[ X X
Vv X
Vi
Vil X X X
I
Il
1 | X X X X | X
d | IV X X | X X X X | X | X | X[ XX X
V
Vi X[ X | X X | X | X X | X | X X
VI X
I X X | X X | XX X | X | X X
Il
1l
e IV X X X | X X | X[ X X
V[ X[ X X[ X X[ X[ X[ X[ X[ X[ X[ X[ X]|X]|X]X
Vi
Vil X[ X | X X X X | X | X X
I
Il X | X[ X[ X X | XX X | X[ X X
1l X| X[ X X | X
f IV X X | X | X[ XX X | X | X X | X
Vv X
Vi
VI | X

Tabela 2: Resolucbées da Atividade 2

Podemos perceber pela tabela que nenhuma dupla identificou todas as
caracteristicas pertinentes a cada seqliéncia, o que ja era esperado devido ao nivel

de complexidade proposto.
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Sobre as caracteristicas | e Il, crescente e decrescente, podemos ver que ocorreram
poucas associacdes incorretas por parte dos alunos. O trio e a dupla D12

associaram crescente a seqiéncia b, que possui um ciclo crescente.

Quanto a caracteristica lll, que diz respeito a PA, pode-se dizer que foi a mais
associada incorretamente nessa atividade. Apenas o trio e a dupla formada por Edu
e Mario identificaram que essa era caracteristica das sequéncias a e ¢, sendo que a
dupla associou lll também a progressao geométrica.

Pela transcricdo da gravacao é possivel identificar quando um componente da dupla
diz :

- Quatro. Metade é dois. Metade é um. Metade é meio. Metade é um quarto.

Apés ler a caracteristica sobre diferenca constante entre um termo e o seguinte,

esse aluno afirma:
- E constante né, a diferenca? Porque é metade, outra metade, outra metade.

Logo, essa dupla entendeu como diferenga constante o fato de um termo ser sempre
metade do termo anterior, 0 que revela ndo compreenséo do significado da palavra
diferenca no contexto matematico ou que esta palavra foi utilizada no sentido

cotidiano.

A falta de compreensao sobre a nocao de “diferenca constante” ficou mais evidente
ao verificar que trés duplas associaram essa caracteristica a seqiéncia b e cinco
duplas associaram-na com a sequéncia d, ambas ciclicas. Além disso, cinco duplas

associaram-na com a sequéncia f, uma P.G.

A associacao da caracteristica da PA com as sequéncias ciclicas pode indicar que
esses alunos associaram a palavra constante a forma ciclica de algumas

sequéncias.

Trés duplas que indicaram uma caracteristica para cada seqliiéncia associaram a
caracteristica Il a PG, o que pode indicar que utilizaram uma das duas
caracteristicas que sobraram para a ultima seqUéncia apresentada. Na Figura 14
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podemos ver as respostas de uma destas duplas associando a caracteristica da PA
aPG (4,2,1, 2, Vs, ...).

(= (‘w'cuﬂ K9

T
5 eSSt Gai&ﬁ%ﬁﬁiﬂhﬁ4ﬁﬁzTﬁ I R = S R Y I I

e

C .- cha e CL."{T\L l—L

T O e W“"-"‘“E‘m W

_ _ PPy
PR PRCTE O Sl etE e el ceere b T T ek

__}_,- -
Lo o s e
Figura 14: Extraida do Protocolo da Atividade 2 de Hilda e Perla (D09)
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A caracteristica |V, Unica que contemplava todas as seqiéncias presentes na
atividade, deixou de ser associada algumas vezes. Observando as dez duplas que
melhor compreenderam a proposta da atividade, podemos ver que apenas duas

duplas ndo associaram essa caracteristica a todas as sequiéncias.

A caracteristica V, de uma PG, foi pouco associada incorretamente. Trés duplas
associaram essa caracteristica a seqiéncia a e uma dupla associou-a a sequiéncia

¢, ambas progressodes aritméticas.

A dupla D03, formada por Aldo e Léo, que faz parte das duplas que néao
compreenderam corretamente a atividade, optou por associar essa caracteristica a

PA crescente.

Pela gravacao de Aldo e Léo podemos identificar quando um aluno muda de opiniao
sobre a caracteristica a ser associada e diz:

- A a ta errada, olha! Trés vezes um, trés. Trés vezes dois, seis. Trés vezes trés,

nove.

Essa dupla havia classificado a PA (0, 3, 6, 9, 12,...) como crescente mas ao
perceber que esta poderia ser formada multiplicando trés aos elementos do conjunto
{0,1, 2, 3, ...} afirmou que cada termo era obtido multiplicando o termo anterior por

uma constante.
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As progressdes geométricas e e f ndo foram percebidas na mesma. Enquanto
dezesseis grupos perceberam que V era caracteristica de e (uma PG com razéo
inteira), apenas uma dupla percebeu que a sequéncia f (uma PG com razao
pertencente ao intervalo ]0,1[) era formada por sucessivas multiplicagdes.

Isso indica que esses alunos apresentavam dificuldade com multiplicagdo por
racionais nao-inteiros, por nao identificarem uma divisdo como um caso especifico

de multiplicacao.

Quanto a caracteristica VI, de sequéncias ciclicas, pode-se dizer que foi bem
compreendida pelos alunos. Além de nao ser associada indevidamente, foi
associada as sequéncia b e d por nove dos dez grupos que indicaram mais de uma
caracteristica a cada sequéncia.

Ja a caracteristica VII, sobre termos inteiros, foi associada incorretamente apenas
por duas das sete duplas que ndo compreenderam a atividade. Dos outros dez
grupos, o que mais me chamou atencéao foi que apenas trés duplas perceberam tal

caracteristica para a sequiéncia c, talvez por esta apresentar niimeros negativos.

Como essa atividade tinha por objetivo possibilitar uma observacao mais profunda e
muitas duplas fizeram associagdes pertinentes, julgo que esse objetivo foi atingido.

A percepcao de diferentes padrdes de regularidade e a descricdo destes padrdes
cria oportunidade para um confronto de idéias, segundo Mason (1996a). Como essa
atividade privilegiava a descricdo das sequéncias, considero que esta também
colaborou para que o aluno percebesse as seqliéncias como objetos passiveis de

varias interpretacoes.

A terceira atividade da sessao exigia identificacdo do préximo termo e de termos
distantes de uma PA.

Observemos na pagina seguinte a Tabela 3, que contém as resolugdes e respostas
dos alunos para os termos solicitados.
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Grupos | 62termo 25° termo 9372 termo
DO1 21 101 (contagem) (912 x 4) + 101 = 3749
D02 21 97 (contagem) (937 x 4) —3 =3745
D03 21 69 (contagem) (937 x 4) + 1 = 3749
TO4 21 97 (contagem) 3637
D05 21 97 (contagem) -
D06 21 25 937
D07 21 97 (contagem) 3634
D08 21 90 1692
D09 21 97 3748
D10 21 97 (contagem) 937 x 4 = 3748
D11 21 101 3749
D12 21 97 3748
D13 21 97 (contagem) 937 x 4 = 3748
D14 21 97 (contagem) -
D15 21 97 3745
D16 21 97 (contagem) (937 x 4) —3 =3745
D17 21 97 -

Tabela 3: Resolucées da Atividade 3

Todas as duplas indicaram corretamente o termo seguinte da seqliéncia envolvida
no item a, o que confirma a facilidade dos alunos em observar padrées para indicar
termos seguintes. As duas primeiras fases do processo investigativo em
generalizacdo de padrdes sugeridas por Herbert e Brown (1997) foram
contempladas pelos alunos: a procura do padréao e o reconhecimento do mesmo.

Para o item b, doze grupos indicaram corretamente o numero 97 como vigésimo
quinto termo, sendo que sete duplas e o trio mostraram ter resolvido a atividade por
contagem, explicitando todos os termos anteriores ao vigésimo quinto, ou seja,
utilizando a estratégia E4. A Figura 15 mostra a resolugédo por contagem de Mano e
Raul para descobrir 0 25° termo da seqiéncia.

1,5,9,13,17,a1,35,29,%7, 27 31,45,
49.5%,57 b1,65,6132, 17, M,&%,g%f\’;
1.

Figura 15: Extraida do Protocolo da Atividade 3 de Mano e Raul (D10)
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Das cinco duplas que indicaram outro valor, duas indicaram o vigésimo sexto termo
e uma indicou um termo anterior da sequéncia. As duplas D06 e D08 néao

compreenderam o que foi solicitado.

Ada e Ciro informaram um numero par como termo da seqiéncia de numeros

impares e ndo apresentaram os calculos feitos para chegar ao resultado.

Pam e Wlad confundiram o nimero de posi¢cao com o termo que ocupa tal posi¢ao, o
que também ocorreu com um aluno pesquisado por Becker e Rivera (2005), que
afirma que isso acontece quando o aluno confunde os papéis das variaveis

dependente e independente.

O item c¢ exigia maior complexidade de raciocinio mas trés duplas indicaram
corretamente o termo distante, sendo que uma delas n&o apresentou a resolucao.
As duplas D02 e D16 chegaram ao resultado observando que o resultado da
multiplicacdo de 4 por 937 deve ser subtraido de 3 para se chegar a esse termo,

resolvendo a atividade pela estratégia E prevista.

Figura 16: Extraida do Protocolo da Atividade 3 de Fabio e Mirna (D16)

Por mais que nao tenham construido férmula, o pensamento algébrico se fez
presente no raciocinio utilizado pelas duplas, pois segundo Fiorentini, Miorim e
Miguel (1993) o pensamento algébrico ndo se expressa de uma Unica forma e pode
se manifestar através da linguagem aritmética. As duplas ndo escreveram uma
férmula de natureza simbdlica mas criaram um esquema generalizador, também

caracteristico do pensamento algébrico.
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Pode-se dizer entdo que essas duplas atingiram a terceira fase do processo
investigativo de Herbert e Brown (1997), correspondente a generalizacdo do padrao

proposto.

Quatro duplas identificaram 3748 como o termo solicitado, sendo que duas delas
efetuaram a multiplicacao de 937 por 4.

Trés duplas deram como resposta 3749, que vem a ser o 938° termo da sequéncia,
mas apenas a dupla formada por Aldo e Léo mostrou ter efetuado a multiplicacao

anteriormente citada e somado ao resultado o nUmero 1.

Aldo e Léo deixaram claro o que entenderam sobre esse item com o seguinte

dialogo:

- Aqui ndo vai somando quatro mais quatro? Entdo é novecentos e trinta e sete
vezes quatro.

- Um, cinco, nove, trés, sete. Nao tem oito!

O dltimo comentario mostra que esse aluno percebeu que o0s numeros dessa
seqliéncia nunca terminam em oito, afinal sdo todos impares. Isso levou a dupla a

somar o nimero um ao resultado e dar como resposta um nimero impar.

O objetivo de possibilitar a elaboracdo de um mecanismo de generalizagdo foi
alcancado e muitos alunos que nao construiram um mecanismo eficiente chegaram

perto de conseguir isto.

Interessante notar que a dupla D14, considerada a melhor da classe, sequer ensaiou
uma solugéo para o 937° termo.

Para compreender melhor as impressdes dos alunos sobre a caracteristica Ill da
Atividade 2 e as estratégias de resolugao para a Atividade 3, selecionei seis duplas

para serem entrevistadas.

As entrevistas feitas com algumas duplas ou componentes serdo detalhadas a

sequir.



65

Entrevistas apds a 12 sessao

As entrevistas foram feitas em 26 de setembro de 2007, duas semanas apds a
primeira sessdo, com 0s alunos sendo retirados da classe por um breve periodo de
10 minutos. Serao relatados a seguir os motivos pelos quais cada dupla entrevistada
foi selecionada e os detalhes mais importantes das entrevistas, com a transcricdo de
frases ditas pelos alunos durante nossos dialogos.

Sobre entrevistas individuais, Lidke e André (2001 apud Almeida, 2006) consideram
trés tipos: ndo estruturada, estruturada e semi-estruturada. De acordo com as
autoras, as entrevistas nao estruturadas sao aquelas que permitem uma maior
liberdade de percurso, enquanto as estruturadas sao aquelas que seguem um
determinado roteiro a ser seguido pelo entrevistador e tém por objetivo obtencao de
dados mais uniformes entre os entrevistados. Entre esses dois tipos situam-se as
entrevistas semi-estruturadas, que permitem um roteiro flexivel para poder ser

adaptado durante o transcorrer da entrevista.

Como utilizei um roteiro previamente definido e esse nao foi alterado em nenhuma
das entrevistas, posso afirmar que realizei entrevistas estruturadas com as duplas
escolhidas. Esse roteiro era baseado em atividades a serem resolvidas pelos alunos

diante do pesquisador.

1) Em qual ou quais das seqiéncias abaixo a diferenga entre um termo e o
seguinte é constante:

2) Qual é préximo termo, o 20° termo e o 728 © termo da seqUéncia a seguir?

1,7,13,19, 25, ...

Figura 17: Atividades que basearam a entrevista
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A fim de evitar comunicacbes entre os alunos na troca de entrevistados, optei por
alternar as sequéncias da questdo 1 com outras seguindo o mesmo padrao.
Enquanto as duplas D05, D09 e D15 seguiram o roteiro acima, as duplas D11, D12 e
D17 observaram as seguintes seqiiéncias:

) 24,6810, ..
I  1,9,1,9,1,9, ..
my 1,3,9,27,81, ...

A primeira dupla a ser entrevistada foi a dupla D15, que contava com as duas
componentes, Bia e Mel, presentes. Esta dupla foi escolhida porque ndo associou
corretamente a caracteristica da PA e indicou a resposta correta para o 938° termo
da Atividade 3 mas nao apresentou calculos para mostrar como chegou ao
resultado.

Essa dupla era uma das sete duplas que interpretaram a Atividade 2 como sendo a
indicacdo de uma caracteristica para cada sequéncia e indicou a sequéncia f como
tendo a caracteristica Il - diferenca entre um termo e seu sucessor é constante - e
nao indicou essa caracteristica para as seqiiéncias a e ¢. Durante a entrevista com
as alunas, Bia, observando as 3 sequUéncias da 12 questdo da entrevista, afirmou
que a sequéncia Il - ciclica - tinha essa caracteristica. E explicou:

- Acho que é a segunda, pois sdo diferentes e repetem.

Sobre a progressao aritmética da segunda questdo, ambas componentes da dupla
identificaram o préximo termo como sendo o numero 31 e o vigésimo termo como o

namero 115, descobrindo por contagem e explicitando todos os termos anteriores.

O 728° termo dessa sequéncia nao foi informado pelas alunas, mas estas disseram
como fariam para identifica-lo. Disseram que multiplicando 708 (apresentado apds a
subtracao 728 — 20) por 6, pode-se descobrir o referido termo. As alunas utilizaram o
valor de posicdao 20 mas nao utilizaram o termo que ocupa tal posicédo (no caso,
115), que deveria ser somado ao resultado do produto indicado para chegar ao
termo correto. Embora tenham se esquecido desse detalhe, elas afirmaram que essa

foi a estratégia utilizada na resolucao da Atividade 3.



67

A dupla D12 foi a segunda dupla a ser chamada mas sé contava com a presenca de
um componente, José, que aceitou ser entrevistado sozinho. Essa dupla foi
escolhida porque seu protocolo apresentava incoeréncia na indicacao de um termo
par em uma seqliéncia de numeros impares da Atividade 3 e ndo apresentacao de
calculos para a mesma atividade. Além disso, a dupla indicou a sequéncia b - ciclica
- como tendo a caracteristica Ill na Atividade 2.

Observando as 3 seqliéncias da 12 questao da entrevista, o aluno perguntou:
- Constante é igual? Como assim constante?

Diante de meu siléncio, José decidiu:
- E a ll, pois os termos se repetem.

Sobre a seqiiéncia da segunda questao, o aluno rapidamente identificou 31 como
préximo termo e disse que poderia achar o 20 ° termo por contagem, continuando a
sequéncia até identifica-lo.

Sobre o 728° termo da sequiéncia, José disse que uma multiplicacao deveria ser
utilizada e efetuou o produto de 728 por 6. Ao me dizer que 0 numero 4368 era o
termo a ser identificado, pedi a ele que observasse que a sequéncia s6 apresentava

nuameros impares e 4368 era um numero par.

O aluno pensou por um tempo, concordou que nao havia como aquele nimero ser o

termo procurado mas se julgava incapaz de dar outra resposta naquele momento.

Apés essa entrevista, a dupla D09 foi chamada para ser entrevistada, mas apenas a
componente Hilda estava presente. Essa dupla foi escolhida porque apresentou
incoeréncia indicando um termo par em uma seqiéncia de niumeros impares e nao
mostrou os célculos utilizados para se chegar as respostas na Atividade 3. Para a
Atividade 2, essa dupla indicou a sequéncia f — uma PG — como tendo a
caracteristica da PA e ndo indicou esta caracteristica para as sequéncias que a

contemplavam.

Em entrevista com Hilda, a aluna afirmou que as sequéncias | e lll tinham a

caracteristica Il da Atividade 2. E explicou:
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- Pela variagdo. Nao ha repetigéao.

Hilda indicou o préximo termo da sequéncia 1, 7, 13, 19, 25, ... e demorou muito a
responder o 20° termo da mesma. A aluna confessou que estava com vergonha de
dizer qual estratégia utilizaria, mas ao final continuou a seqtiéncia por contagem e

mostrou que se tratava do numero 115.

A aluna afirmou que o resultado da multiplicagdo de 728 por 6 resultaria no 728°
termo da seqUéncia. Questionei sobre este numero ser par € a sequiéncia apresentar
somente numeros impares. Hilda notou a incoeréncia mas nao soube dar uma nova

resposta.

A dupla D11 foi a pr6xima a ser entrevistada, estando ambos 0os componentes desta,
Ali e Remo, presentes. Essa dupla foi selecionada para entrevista porque néo
informou como chegou as respostas e indicou termos posteriores aos solicitados na
Atividade 3.

Essa dupla era uma das duas duplas que distribuiu as caracteristicas para as

seqliéncias da Atividade 2 e informou a seqliéncia f como tendo a caracteristica lll.

Em entrevista com os componentes dessa dupla, estes, observando as 3 sequiéncias
da primeira questdo da entrevista, afirmaram que a sequéncia Il tinha a

caracteristica da PA. E explicaram:
- Constante é repetir.

Sobre a progressao aritmética da segunda questao, ambos afirmaram que o préximo
termo seria o numero 31. Para achar o 20° termo, Remo continuou a seqiiéncia até
encontrar o numero 115. Ali auxiliou o colega com os calculos e disse que tinha

interesse em ver se chegaria ao numero 120.

Ao ver que o resultado da multiplicacdo de 20 por 6 excedia o 20° termo em 5
unidades, Ali disse que encontraria o 728° termo efetuando 728 x 6 e subtraindo 5
do resultado.
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Essa dupla disse ter utilizado essa estratégia para resolver a atividade 3 da primeira
sessdo, mas chegaram ao 26° e 938° termos, ao invés dos solicitados 25° e 937°

termos, provavelmente por um erro de contagem na identificacao do 25°.

Vale comentar que essa dupla precisou ser motivada constantemente pelo
pesquisador, pois possuiam histérico muito ruim na escola e nao acreditavam que

podiam fornecer respostas interessantes para as atividades.

A préxima dupla convidada foi a dupla D05, que contava apenas com a presenca da
componente Diva. Essa aluna aceitou ser entrevistada sem a presenca do outro

componente.

A dupla foi escolhida porque nao apresentou solucdo para o 937° termo da
seqUéncia da Atividade 3 e indicou apenas a sequéncia d — ciclica — como tendo a
caracteristica da PA na Atividade 2. Durante a entrevista, Diva disse:

- O que é constante? Nem imagino!

Apés observar as seqliéncias que poderiam ter tal caracteristica na primeira questao
da entrevista, a aluna disse que nao tinha como responder, ja que ndo compreendia

0 que a caracteristica informava.

Diva identificou o préximo termo e o 20° termo da seqliéncia da segunda parte da
entrevista por contagem, mas nédo identificou o termo distante solicitado. A aluna

argumentou:
- Acho que é muito grande. E o de vezes ndo da certo.

Apés a recusa de Diva em pensar um pouco mais, pedi para chamar a ultima dupla a

ser entrevistada.

A dupla D08 contava com ambos componentes presentes: Ada e Ciro. Essa dupla foi
escolhida porque identificou dois numeros pares como termos de uma sequéncia
formada somente por impares e nao apresentou calculos que mostrassem o
raciocinio utilizado para resolugdo da Atividade 3. Um outro grande motivo para
selecionar essa dupla € o fato desta nao ter associado a caracteristica Ill a nenhuma
sequéncia da Atividade 2.
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Na primeira questao da entrevista, Ciro disse que as sequéncias | e Il apresentavam
diferenca constante entre um termo e seu sucessor. Perguntei o porqué da
afirmacao e o aluno explicou o padrdao de cada sequéncia, ndo deixando claro o
motivo da escolha por aquelas seqiéncias.

Ada afirmou que as duas sequéncias escolhidas pelo colega eram muito diferentes
para ter a mesma caracteristica, mas preferiu ndo indicar uma resposta para a

questao.

Para a segunda questdo da entrevista, ambos indicaram o préximo termo como
sendo 31 e o 20° termo como sendo o numero 120, por este ser o resultado da
multiplicacdo de 20 por 6. Os alunos disseram que fariam o mesmo para indicar o
728° termo, efetuando a multiplicacao de 728 por 6.

Assim como na atividade 3, esses alunos forneceram dois numeros pares como
termos de seqiéncias com numeros impares. Ap6s serem questionados sobre isso,

aparentaram curiosidade mas nao conseguiram dar outra resposta.

As entrevistas me confirmaram que os alunos apresentavam dificuldades para
compreender caracteristicas das sequéncias por falta de compreensado do sentido
matematico de algumas palavras e que alguns alunos percebiam que suas
estratégias de generalizacao eram insuficientes mas nao conseguiam criar uma nova

estratégia.

Pensando em aproveitar as estratégias de generalizacdo criadas e discutir as
caracteristicas que muitos alunos nao compreenderam, vi a necessidade de uma
segunda sessdo como institucionalizagdo local abordando esses dois aspectos
anteriormente citados. A elaboracdo, aplicacdo e discussao dos resultados dessa

sessao se encontram nas paginas seguintes.
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Analise a Priori da 22 sessao

As analises dos resultados da 12 sessdo levaram-me a verificar a necessidade de
uma sessao de institucionalizacao local que abordasse questbes, que embora nao
estivessem diretamente ligadas ao tema de progressdes, interferiram na
compreensao da proposta das atividades por um grupo expressivo de duplas e que
propiciasse a discussdo de algumas das estratégias de generalizacdo utilizadas
pelas duplas.

Decidi abordar nesta sessdo questdes que causaram problemas para a
compreensao dos alunos durante a resolugdo das atividades propostas na 12
sessdo, como os significados de termos polissémicos, ou seja, que comportam mais
de um significado, e a leitura e interpretacdo de enunciados de algumas das
atividades. Além disso, decidi apresentar um painel com diferentes estratégias
utilizadas pelas duplas na resolucao da Atividade 3, para compartilna-las e propiciar

uma discussao na classe.

A sessao comportou trés momentos distintos, cada um contemplando uma atividade,

qgue serdo comentados a seguir.

1°Momento

Para esse momento me inspirei na teoria de Durkin e Shire (1995 apud Munhoz,
1999) que salienta que o contexto mateméatico é muito tedrico e talvez ndo seja

suficiente para esclarecer o significado de um termo com mais de um sentido.

Estes autores afirmam que ao invés de evitar a ambiglidade, o professor deve
explora-la, tirando vantagem dela. Sugerem que a citacdo de exemplos em que o

termo aparece numa situagao cotidiana e outro exemplo com o mesmo termo usado
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no contexto matematico pode deixar o estudante mais seguro, percebendo a

diferencga entre os significados.

Dessa forma, o 12 momento procurou seguir a sugestao de Durkin e Shire, propondo
frases contendo as palavras que causaram dificuldade de compreensdo entre os
alunos e fazendo com que estes refletissem sobre o significado dessas palavras no

cotidiano e no contexto matematico.

As palavras apontadas pela anélise dos protocolos e das entrevistas que causaram

problemas de compreensao foram: termo, diferenca, constante, sucessor e anterior.

A seguir descrevo alguns significados dessas palavras, retirados do Dicionario
Houaiss (2004):

e Termo — fim no tempo ou no espaco; marco divisorio; palavra, vocabulo; teor,
conteudo; modo, maneira; qualquer elemento de uma expressao algébrica.

e Diferenca — falta de semelhanca, desigualdade; alteracao; falta de harmonia;
divergéncia; resultado de uma subtragéo; abatimento no preco; desconto.

e (Constante — que faz parte de algo; incluido; inalteravel, imutavel, invariavel,
fixo; frequiente; progressivo; grandeza cujo valor ndo varia.

e Sucessor — que sucede a outro ou o substitui; herdeiro; descendente.

e Anterior — 0 que vem antes; situado na parte da frente.

Decidi fazer trés frases relativas a cada um dos termos polissémicos. Duas frases
representando o significado das palavras no cotidiano e uma com o termo inserido
no contexto da Matematica. Utilizei maior numero de frases com contexto do
cotidiano e ndo coloquei a frase do contexto matematico na mesma ordem entre os

diferentes grupos.
A fim de prepara-los para a Atividade 4, decidi escrever na lousa as frases:

e Um dos mergulhadores ficou na superficie, dentro do barco, para monitorar o
oxigénio do outro.

e A superficie do dado de aresta 1 cm tem area de 6 cm?.
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Estas frases serviriam para perguntar a classe se superficie tem o0 mesmo
significado nas duas frases e discutir os significados diferentes, enfatizando que
outras palavras da lingua portuguesa também tém diferentes significados no

cotidiano e na matematica.

Apds essa introducdo, a Atividade 4 seria entregue para que os alunos a
resolvessem em duplas, solicitando que lessem com atencdo e verificassem para
cada frase se a palavra indicada na primeira coluna tinha o significado matematico

ou cotidiano.

Palavra Frases Sentido Sentido
Cotidiano | Matematico

1) Ha muita diferenca entre 0 meu jeito e
0 seu.

Diferenga | 2) O médico detectou uma diferenca no
resultado do  exame.

3) A diferenga entre nossas idades é
grande.

1) Quando serd o termo da filmagem?

2) Encontrei 0 5° termo da sequéncia.
Termo 3) O predicado € um termo essencial de
uma oracao

1) A soma dos angulos internos de um
tridngulo é constante.

Constante | 2) Tenho uma constante dor nas pernas.
3) Naquela época era constante o uso do
chapéu.

1) O irmado de Fidel Castro é seu
sucessor.

Sucessor | 2) Este modelo de moto é o sucessor do
de sua moto atual.

3) Entre os numeros primos, o0 13 € o
sucessor de 11.

1) Um programa anterior nao foi
recomendado para criancas.

Anterior 2) No conjunto dos mudltiplos de 3 o
namero 12 € anterior a 15

3) A parte anterior da perna do sujeito

esta gravemente ferida.
Atividade 4
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2° Momento

Tinha por objetivo fazer os alunos interpretar o enunciado da Atividade 2 da sesséo
inicial e observar as caracteristicas de sequiéncias com padroes que as seqiéncias

dessa atividade apresentavam.

Para esse momento da institucionalizacdo, vi a necessidade de discutir com 0s
alunos as caracteristicas da Atividade 2 que proporcionaram maior falta de

compreensao ou associacao indevida por parte dos alunos:

= adiferenga entre um termo e o seguinte é constante;

= um termo é obtido multiplicando o termo anterior por uma constante;

os termos se repetem ciclicamente
As 4 seqléncias tiveram cada uma as seguintes caracteristicas:

= PA com razado positiva — para levar o aluno que ainda nao percebeu a
diferenca constante entre termos consecutivos desta seqiiéncia a observar
essa caracteristica;

= PA com razado negativa — como a PA com razdo negativa presente na 12
sessao causou dificuldades em alguns alunos até mesmo para indicar o
préximo termo, achei que seria necessario retomar esse tipo de sequéncia;

= PG com razdo menor que 1 e positiva — pois a grande maioria dos alunos nao
associou esta sequiéncia a sua caracteristica na Atividade 2, talvez por nao
considerar a divisdo como uma multiplicacdo por um numero do intervalo
10,1[;

= seqUéncia ciclica — por essa ter sido compreendida por muitas duplas, na
realizacdo das atividades e nas entrevistas, como tendo a caracteristica

principal da PA.

Uma folha com a Atividade 5 seria entregue aos alunos e solicitaria que
observassem as caracteristicas e as sequéncias e ligassem com um traco cada
sequUéncia as suas caracteristicas. Apds alguns minutos de reflexdo dos alunos, os

resultados seriam discutidos.
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Caracteristicas Seqliéncias
A diferenca entre qualquer termo ) 5,7,9, 11,...
€ Seu sucessor é constante.
n2,1,3,2,1,3,..
Os termos se repetem ciclicamente
i 27,9,3,1, ...
O sucessorde umtermo a é IV) 8, 4,0, -4, ..

obtido multiplicando o termo a
por uma constante.

Atividade 5

3°Momento

Pretendia gerenciar um painel com diferentes estratégias de resolucéo apresentadas
para a Atividade 3 da 12 sessdo, para que os alunos discutissem e chegassem a
conclusao de qual ou quais eram o(s) mecanismo(s) mais eficiente(s) para se chegar

a generalizagao

Optei por comentar com os alunos as seguintes resolucdes para a questao ¢ da
atividade, que consistia na identificagdo do 937° termo da PA (1, 5,9, 13, 17, ...):

*» A multiplicagdo da razéo 4 pelo numero 937, resultando o nimero 3748;
* A multiplicagdo da razdo 4 por 937 somada ao numero 1, resultando o
namero 3749;

= A multiplicagédo de 4 por 937 subtraida de 5, resultando o numero 3745.

Apds um tempo para que os alunos comentassem estas estratégias, seria proposto
a identificacao do 20° termo e do 728° termo da sequéncia (1, 7, 13, 19, 25,...), que
ja havia sido apresentada aos alunos entrevistados. Escolhi essa PA porque, com
esta, estaria propondo uma nova investigacdo aos alunos nao entrevistados e ao

mesmo tempo dando um retorno aos alunos que observaram tal seqiéncia.

Identifiquem o 20°termo e o 728°termo da sequiéncia:

1,7,13,19, 25, ...

Atividade 6
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As estratégias de resolucao previstas para a Atividade 6 foram:
202 termo

E: — O aluno percebe que cada termo aumenta em 6 de uma posicao para outra e
soma esse numero a cada novo termo, a partir do primeiro, até chegar ao vigésimo

numero.

1+6=7
7+6=13
13+6=19
19+6=25

109 + 6 = 115

E, — Apds verificar que o primeiro termo equivale a 6 x 1 — 5, 0o segundo termo
equivale 6 x 2 — 5, o terceiro termo equivale a 6 x 3 — 5 e assim por diante, o aluno
conclui que o vigésimo quinto termo sera 6 x 25 -5 = 115.

6x1)=5=1
6x2)-5=7
(6 x3)-5=13
(6x4)-5=19

(6 x 25)—5 = 115

7282 termo

E+ — Apds verificar que o primeiro termo equivale a 6 x 1 — 5, 0o segundo termo
equivale 6 x 2 — 5, o terceiro termo equivale a 6 x 3 — 5 e assim por diante, o aluno
conclui que o 728°termo sera 6 x 728 — 5 = 4363.

6x1)=5=1
6x2)-5=7
(6 x3)-5=13
(6x4)-5=19

(6 x 728) — 5 = 4363
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E> — O aluno identifica que o primeiro termo equivale a 6x(1 — 1) + 1, 0 segundo
termo equivale 6 x (2 —1) + 1, o terceiro termo equivale a6 x (3—1) + 1 e assim por
diante e afirma que o 728°termo equivale a 6 x (728 — 1) + 1 = 4362 + 1 = 4363.
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(6 x (728 — 1)) + 1 = 4363
Descricédo da realizacdo da 22 sessao

A segunda sessao de atividades, que consistia numa institucionalizagéo, pretendia
discutir com os alunos as idéias cujos resultados da primeira sessao revelaram nao

terem ficado claras para estes.

Esta sessdo ocorreu em 17 de outubro de 2007 (pouco mais de um més apds a 12
sessdo) e teve inicio as 7 horas e 30 minutos, sendo dividida em 3 momentos que
contemplavam discussao entre o pesquisador e os alunos e atividades para cada

momento previsto.

Os alunos se mostravam bastante interessados em discutir as idéias e nenhum
aluno se recusou a participar. Estavam presentes 31 alunos, que foram divididos em
15 duplas e 1 aluno preferiu realizar as atividades individualmente. Alunos que nao
participaram da primeira sessdo estavam presentes e alguns alunos que

participaram desta se ausentaram.

Trés alunos que nao participaram da primeira sessdao estavam presentes e nao

impedi que estes participassem dessa sessdo. Dois destes alunos iniciantes na
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experimentacado formaram uma nova dupla (D18) e o outro aluno formou dupla com

um colega ja participante.

No primeiro momento, discutimos sobre como palavras podem apresentar diferentes
significados em relagé&o ao sentido cotidiano e ao sentido matematico. Exemplifiquei
isso com frases explorando sentidos diferentes para a palavra superficie.

Logo apds, os alunos tiveram 10 minutos para responder a Atividade 4, que
explorava os sentidos de palavras que os alunos ndo compreenderam ou utilizaram
incorretamente na sessao anterior. Apds esse tempo, discutimos o sentido dessas

palavras nas frases presentes em tal atividade.

O segundo momento teve inicio com a exposicdo das caracteristicas que mais
proporcionaram incompreensdao aos alunos. Muitos deles afirmaram que, ap6s a
realizagdo do primeiro momento da institucionalizacdo local, compreenderam
finalmente estas caracteristicas. Sem que o pesquisador precisasse identificar qual

sequéncia continha qual caracteristica, os alunos discutiram e fizeram conexdes.

Antes de propor a atividade prevista para este momento, li com os alunos o
enunciado da Atividade 2 da 12 sessdo, que pedia que os alunos identificassem
quais caracteristicas algumas seqUéncias possuiam e comentei que muitos

atribuiram apenas uma caracteristica para cada seqiéncia.

Em seguida, disponibilizei 5 minutos para que os alunos resolvessem a Atividade 5,
gue solicitava que ligassem 3 caracteristicas a 4 sequéncias. Apos o término desses
minutos, discutimos e chegamos a um consenso de quais eram as ligacées a serem

feitas.

O terceiro momento era o mais esperado pelos alunos, que se mostravam
envolvidos pela atividade que exigia identificacdo de um termo distante de uma PA.
Comecei fazendo um painel, semelhante ao apresentado na Figura 18, com
estratégias de generalizagcdo que alguns deles utilizaram para identificar o 937°
termo da PA (1, 5, 9, 13, 17, ...) na Atividade 3.
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Zaal é 0 957 teran de 1, 5, 9. 15, 17, ...7

957 9.5’7}( .5’74ff+ 957 y 5745

4 7 4 S

Figura 18: Painel feito durante a sessao

Os alunos observaram as estratégias de resolucdo e discutiram cada uma delas.
Eles chegaram a conclusao de que a ultima estratégia (da esquerda para a direita)
era a mais eficiente dentre as expostas no painel ap6s ouvirem os argumentos da
aluna Mirna, que utilizou essa estratégia para resolver a atividade. Esta aluna
argumentou aos colegas que todos os termos dessa sequiéncia tinham trés unidades

a menos que os multiplos positivos de 4 (razdo dessa PA).

Ap6s a discussao, eles tiveram 5 minutos para responder a Atividade 6 que
solicitava termos da PA (1, 7, 13, 19, 25, ...).

Essa sessao terminou as 8 horas e 30 minutos, totalizando uma hora de sesséo, 20
minutos a mais do que o previsto. Envolvidos pela Atividade 6, os alunos mostraram-

Se ansiosos para uma préxima sessao com atividades.

Analise a posteriori da 22 sessao

As tabelas que descrevem os resultados da segunda sessao apresentam em suas
primeiras colunas o0s alunos que participaram da segunda sessdo, nao

necessariamente mantendo as duplas formadas na primeira.
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A Atividade 4 tem seus resultados organizados pela Tabela 4, que informa quais

frases cada aluno associou ao sentido matematico. A primeira linha da tabela

apresenta qual das frases mostra a palavra exclusivamente no sentido da

Matematica.
Alunos Diferenca: | Termo: | Constante: Sucessor: Anterior:
3 2 1 3 2
Mel e Teca 3 2 1 1e3 2
Eva e Mano 3 2 1 3 2
Aldo e Rui 2 1e2 1 3 2
Iran e Kim 2 2 1 3 2
Pam e Tuca 3 2 1 3 2
Dan e Kaué - 2 1 3 2
Ada e Léo 2e3 1e2 1 1,2e38 2
Hilda e Perla (D09) 3 2 1 3 2
Ali e Remo (D11) 2e3 2 1 2e3 2
José e Lino 2 2 1 2e3 2
Dora e Flora 2 2 1 3 2
Edu e Ciro 3 2 1 1e3 2
Fabio e Mirna (D16) 3 2 1 3 2
Aura e Mario 2e3 2 1 3 2e3
Alé e Gina (D18) 3 2 1 3 2
Wilad 3 1e2 1 3 2

Tabela 4: Resolucées da Atividade 4

Podemos ver pela Tabela 4 que as palavras diferenca e sucessor foram as que mais

foram associadas incorretamente ou ndo associadas ao sentido matematico, talvez

porque muitos alunos utilizavam essas palavras demasiadamente no sentido

cotidiano e ndo as compreendiam quando utilizadas em outros contextos.

Oito duplas e o aluno Wlad associaram o sentido matematico a frase 3 da palavra

diferenga, mas quatro duplas associaram tal sentido somente a frase 2 e trés duplas

associaram-no a ambas as frases. Por mais que a frase 2 possa ser utilizada com

sentido matematico, nao diz respeito exclusivamente ao dominio da Matematica.

Para a palavra termo, todos perceberam o sentido matematico da frase 2, mas duas

duplas e Wlad também o associaram a frase 1. Uma das possiveis causas dos
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alunos terem associado esta dUdltima ao sentido matemético talvez seja o

desconhecimento da palavra termo como tendo significado de fim.

Quanto a palavra constante, todos os alunos perceberam que somente a frase 1

possui sentido matematico.

Ja para a palavra sucessor, podemos ver que todas as duplas associaram a frase 3
ao sentido matematico, sendo que cinco duplas ndo perceberam que somente essa
era exclusiva da Matematica. Esta palavra foi a Unica associada a trés frases por
uma das duplas, o que confirma maior dificuldade em percebé-la nos diferentes
sentidos.

Por fim, a palavra anterior teve sua frase 2 associada por todos os alunos ao sentido
matematico, com apenas uma dupla ndo percebendo que somente esta apresenta
tal sentido.

Como essa atividade tinha por objetivo proporcionar um momento de reflexao sobre
o significado de palavras, considero que esse objetivo foi alcancado, uma vez que os
alunos se empenharam em identificar os sentidos cotidiano ou matematico de cada

frase.

Procurei fazer da multiplicidade de sentidos um fato favoravel e motivador para o
ensino, ao invés de me conformar com a sua condicdo de elemento complicador
para a compreensao de conceitos matematicos, de acordo com o que sugere Durkin
e Shire (1995 apud Munhoz, 1999).

A proxima tabela revela os resultados da Atividade 5, que solicitava associacado de
sequéncias (duas PA, uma PG e uma sequéncia ciclica) as caracteristicas principais
dessas.

A primeira linha dessa tabela informa as caracteristicas que podem ser associadas a
PA, a seqUéncia ciclica e a PG.

Muitos alunos afirmaram, durante a resolucao desta atividade, que a discussao dos
significados dos termos no momento anterior auxiliou para compreensdo de

caracteristicas antes ndo compreendidas.
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PA:lelV Ciclica: Il PG: Il
Mel e Teca I Il eIV
Eva e Mano I Il eIV
Aldo e Rui lelV I I
Iran e Kim lelV Il 1]
Pam e Tuca lelV e lll -
Dan e Kaué lelV I I
Adae Léo lelV I Il
Hilda e Perla (D09) I I lelV
Ali e Remo (D11) lelV I 1
José e Lino lelV Il I
Dora e Flora lelV Il 0l
Edu e Ciro lelV Il 0l
Fabio e Mirna (D16) I lelV I
Aura e Mario lelV Il 1
Alé e Gina (D18) lelV I Il
Wiad lell I \Y

Tabela 5: Resolucées da Atividade 5

A caracteristica da PA foi associada corretamente por todos os alunos a seqiéncia |,
com razao inteira e positiva, mas quatro duplas e o aluno Wlad ndo perceberam a
diferenca constante entre um termo e seu sucessor para a sequéncia IV, com razao

inteira negativa.

Isso ja havia acontecido na primeira sessao, o que confirma que alguns alunos nao
perceberam semelhancas entre uma PA com razao positiva e uma PA com razao

negativa.

A seqgléncia ciclica, que alguns associaram na sessao anterior a caracteristica da
PA, desta vez foi ligada a sequéncia Il por todos, o que revela que muitos passaram

a compreender o significado do termo “ciclicamente”.

A caracteristica da PG nao foi associada por todos a sequéncia lll, mas onze duplas
perceberam que somente Il tinha essa caracteristica, niumero relativamente grande
considerando que pouquissimas duplas associaram a caracteristica da PG a
seqliéncia (4, 2, 1, Y2, V4, ...) na resolucao da Atividade 2.
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O momento de observacdo de caracteristicas de sequéncias pelos alunos foi
concretizado conforme o planejado, com muitos destes compreendendo pela

primeira vez o significado de caracteristicas ja vistas numa atividade anterior.

A Tabela 6 resume como as duplas resolveram a Atividade 6, que solicitava o 20°
termo e 0 728° termo de uma PA.

20° termo: 115 728° termo: 4363
Mel e Teca 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Eva e Mano (20x6)-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Aldo e Rui (20x6)-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Iran e Kim 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Pam e Tuca (20x6)—-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Dan e Kaué 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Ada e Léo (20x6)-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Hilda e Perla (D09) 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Ali e Remo (D11) (20x6)-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
José e Lino 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Dora e Flora 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Edu e Ciro (20x6)—-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Fabio e Mirna (D16) (20 x 6) —5 = 115 e contagem (728 x 6) — 5 = 4363
Aura e Mario 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363
Alé e Gina (D18) (20x6)-5=115 (728 x 6) — 5 = 4363
Wlad 115 (contagem) (728 x 6) — 5 = 4363

Tabela 6: Resoluc6es da Atividade 6

Esta atividade ocorreu apds o painel de estratégias mais utilizadas para resolucao
da Atividade 3. Como a aluna Mirna convenceu o restante dos alunos de que a
melhor estratégia para identificar um termo qualquer de uma PA, numa posi¢ao n,
era multiplicar n por r e somar ou subtrair o resultado por um certo numero, 0s

alunos discutiram um meio de encontrar esse nimero.

Esta discussdo fez com que os alunos concluissem que o numero era facil de se
verificar comparando a PA com a seqiéncia dos multiplos da razao (r, 2r, 3r, 4r,...).
Pode-se dizer que os alunos compreenderam que o numero que deveria ser

utilizado era o resultado da subtracédo a; —r.
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Para identificar o 20° termo da sequéncia, alguns resolveram por contagem e outros
multiplicaram 20 por 6 e subtrairam 5, utilizando respectivamente as estratégias Eq e
E>. A dupla na qual estava Mirna preferiu resolver dos dois modos, talvez para
confirmar a validade da estratégia.

Para achar o 728° termo, todas as duplas procederam da mesma forma e
resolveram o que foi pedido, multiplicando 728 por 6 e subtraindo do resultado o

numero 5.

Com a compreensdo da eficacia dessa estratégia, os alunos pareciam aptos a
perceber a generalidade e também a particularizar qualquer termo distante desta
seqliiéncia. Ou seja, desenvolveram a consciéncia de generalidade difundida por
Mason (1996a), por estes terem visto “a generalidade no particular’ e “o particular no

geral”.
1 Q_DX
?Q_B\f 6
: 720 -
“3 6; - 5
: 115
363

Figura 19: Extraida do Protocolo da Atividade 6 de Ali e Remo (D11)

Como o objetivo deste terceiro momento consistia na discussdo e conclusao do
mecanismo mais eficiente para se chegar a generalizacdo, e todos os alunos
concordaram em utilizar uma estratégia realmente valida, considero este objetivo

atingido, bem como o objetivo geral da sessao.
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Analise a Priori da 32 sessao

Essa sessao pretendia propiciar condi¢cdes para que os alunos chegassem a uma
férmula algébrica para o enésimo termo de qualquer PA, utilizando a estratégia de
generalizagao criada por eles em sessdes anteriores ao identificar termos distantes
de uma PA e, além disso, finalizar as atividades provocando o aluno sobre a
generalizacao da soma dos termos de uma PA.

Atividade 7

Tinha por objetivo possibilitar ao aluno a observagéo e generalizagdo dos termos de
uma PA com um primeiro termo negativo e razao positiva e introduzir a notacao

simbdlica (r, n, a{) para o aluno.

Essa atividade permitia confrontar a estratégia utilizada pelos alunos em atividades
anteriores com uma nova situacao, para verificar se os alunos iriam manter essa

estratégia e quais seriam as dificuldades encontradas diante da mudanca.

Para encontrar o 728° termo da sequéncia A= 1, 7, 13, 19,...  vocés fizeram o
seguinte:

Primeiro: Encontraram a razao r, constante: 7—-1=13-7=19-13 = ... = 6; entdo
r=6.

Segundo: Escreveram/pensaram na sequéncia B dos multiplos de 6; B= 6,12, 18,
24, ...,6n, ...
Terceiro: Obtiveram a diferenca entre o 12 termo da seqtiéncia A, a;= 1, e arazao r
=6, istoé:a;—-r=1-6=-5.
Finalmente: Para obter o termo da seqliéncia A que ocupa a 7282 posi¢ao (n = 728),
gue indicaremos por areg, Somaram 6n com -5 obtendo:

d7og = (6 X 728) + (-5) = 4368 — 5 = 4363.
Observem a sequéncia: C = -28, -23, -18, -13, ... Qual é o 874° termo dessa
sequéncia?

Atividade 7
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Disponibilizei a estratégia criada pelos alunos em atividades anteriores, explicando o
que eles fizeram na Atividade 6 com a utilizacdo de notacdo simbdlica usual para o
estudo de PA.

Optei por utilizar uma PA com o numero -28 como primeiro termo, apresentando pela
primeira vez numa PA um sinal negativo como valor da varidvel didatica sinal do

primeiro termo.

Utilizei o numero 5 como razao, porque me interessava ter os primeiros termos da
sequéncia negativos. Estas escolhas se deram para causar novas perturbacoes para

a generalizacao dos termos e fazer o aluno pensar sobre a estratégia criada.

Apresentei os quatro primeiros termos desta seqliéncia, pois considerei esse nimero

de termos suficiente para a observacao do padrao envolvido.

Solicitei a descoberta do 874° termo, a fim de possibilitar a generalizagdo dos
termos. Com isso, poderia verificar se a estratégia utilizada anteriormente seria

mantida ou modificada.

As estratégias de resolucao previstas foram:

E; — O aluno entende que a razdo dessa seqiéncia € o numero 5 e utiliza

corretamente a estratégia criada em atividades anteriores.

Ele percebe que a, = 5n — 28 — 5 ou o respectivo a, = 5n — 33 e calcula 0 8742 termo
efetuando 5 x 874 — 33, identificando 4337.

ar=(5x1)—-33=-28
a=(5x2)-33=-23
as=(5x3)—33=-18
a4=(5><4)—3 =-13
as=(5x5)—-33=-8

ag7s = (5 x 874) — 33 =4337
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E2 — O aluno observa o numero 5 como razao constante mas néo utiliza a estratégia
criada anteriormente. Ele conclui que a, = 5(n — 1) — 28 e calcula o0 874° termo como
5 x 873 — 28, identificando o numero 4337.

ar=(5x(1-1)—28 =-28
ar=(5x (2—1))— 28 = -23
as=(5x(3—1)—28=-18
as=(5x(4—1)—28=-13
as=(5x(5-1)—28=-8

ag7a = (5 x (874 — 1)) — 28 = 4337

Atividade 8

Objetivo — Esta atividade pretendia fazer com que o aluno observasse e
generalizasse os termos de uma progressdao aritmética qualquer, dando

oportunidade para a criagdo de uma férmula do termo geral da PA.

Além disso, pretendia verificar se o aluno utilizaria a estratégia de generalizacao
criada em sessbes anteriores ou perceberia estratégias de generalizacédo

equivalentes.

Considerem a sequéncia: aj, az, as, as, ... , @n, ... ONde n & um numero natural
qualquer maior que zero ( n pertence ao conjunto {1,2,3,....}).
Nesta seqiéncia a—aj=as—a=as—as=..=r (réarazao).

a) Como representar o 6172 termo?

b) Como pode ser representado o termo que ocupa a enésima posicao (a,) na
sequéncia?

c) Qual o primeiro termo da seqUéncia B que tem razédo 4 e tem como sétimo termo
a; = 307

Atividade 8

Decidi utilizar uma seqUéncia representativa de todas as PA para que o aluno

pudesse criar uma formula que representasse o termo geral de uma PA qualquer.

Decidi propor primeiramente a descoberta do 617° termo para verificar como o aluno
representaria um termo especifico da sequéncia, sem conhecer os valores
representativos dos termos e da razdo. Essa descoberta auxiliaria o aluno para a

representacado do enésimo termo, solicitada posteriormente.
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O ultimo item solicitava a identificagdo do primeiro termo de uma PA especifica,
dados sua razdo e o sétimo termo, para verificar se o aluno compreenderia a
formacdo de uma PA e se utilizaria uma generalizacdo para resolver o que lhe foi
pedido.

Previ como estratégias de resolucao:

item a
E1 — O aluno utiliza a estratégia ja familiar por atividades anteriores e afirma que

dg17 = 617r +a; —r.

E2 — O aluno utiliza uma nova estratégia ao perceber a relagdo entre os termos e as

somas consecutivas de r ao primeiro termo.

do=adq +Tr
az=aj +2r
a4=a1+3r
as=ai +4r

dg17 = Aq + 616r

itemb
E; — O aluno utiliza a estratégia anteriormente descoberta e afirma que

dn=Nxr+as—r.

E> — Ao perceber a relagdo entre os termos e as somas consecutivas de r ao

primeiro termo, o aluno identifica que a,=a; + (n—1)x r.

do=adq +Tr
az=aj +2r
a4=a1+3r
a5=a1+4r

an=a+(N—"1)xr
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itemc

Ei— O alunoentende que a;—ag=as—as=as—as = ... = a — as = 4 e subtrai 4 de

30 seis vezes até encontrar o numero 6 como primeiro termo.

E> — Ao generalizar que a;=nr+a;—rouaz=a;+ (n—1) x r, 0 aluno compreende
que ay = a; + 6r e que, portanto, 30 = a; + 6 x 4. Com isso, ele encontra a; = 30 — 24
= 6.

Atividade 9

Objetivo — Esta atividade tinha por finalidade introduzir o aluno em atividades que
necessitam da observacao de seqiiéncias formadas pelas somas de termos de uma
PA e pretendia levar o aluno a observar os termos da PA formada pelos numeros

impares e a generalizar as somas dos n primeiros termos desta sequéncia.

Observem a sequéncia:
1,3,5,7, ...
a) Quanto é a soma dos 10 primeiros termos?
b) Jonas e Laura do 1M2 afirmaram terem encontrado uma regra para descobrir a
soma dos n primeiros termos da sequéncia, apds terem criado uma seqiiéncia de

figuras. Observem essa nova sequéncia e descubram qual é a soma dos 97
primeiros termos

* B »

* #» * & (@

» * | ® L BN B
Atividade 9

Decidi utilizar a PA formada pelos numeros impares porque esta apresenta uma

generalizagdo mais simples para a soma dos seus n primeiros termos.

Como a soma dos n primeiros numeros impares é o quadrado de n, decidi utilizar
uma sequéncia figurativo numérica com quadrados, para auxiliar o aluno em sua

generalizagao.
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Foram previstas as seguintes estratégias de resolucao:

item a

E: — O aluno soma os 10 primeiros impares positivos (1 +3+5+7 +9 + 11 + 13 +
15 + 17 + 19) e conclui que o resultado € 100

E> — O aluno percebe que a soma dos n primeiros impares equivale ao quadrado de
n e afirma que o resultado € o quadrado de 10, ou seja, 100.

Si=1x1=1
S,=2x2=4
S3=3x3=9
S3=4x4=16

S1o=10x10=100

itemb

E; — O aluno percebe que a resolucao por contagem exige muito tempo, investiga as
somas iniciais e descobre que a soma dos n primeiros impares positivos é o

quadrado de n, concluindo que Sg7 = 972 = 9409.

Si=1x1=1
S, =2x2=4
S3=83x3=9
S3=4x4=16

Se7 = 97 x 97 = 9409
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Descri¢céo da realizagc&o da 32 sessao

A terceira sessao ocorreu em 7 de novembro de 2007 (menos de um més apds a
segunda sessao), tendo inicio as 7 horas e 30 minutos. Inicialmente estavam
presentes na sala, o pesquisador, a professora e 33 alunos.

Os 33 alunos presentes foram organizados em 15 duplas e 1 trio para resolver as
atividades. Todos esses alunos participaram de pelo menos uma sessao anterior e
11 duplas e o trio da 12 sessdo mantiveram a dupla.

A dupla D17 também poderia ter se mantido, mas houve recusa por parte das duas
alunas que a compunham. A dupla formada por alunos iniciantes na segunda sessao
(D18) também se manteve para essa sessao. Ou seja, 13 grupos foram formados

por alunos que ja haviam trabalhado juntos em alguma das sessdes anteriores.

No horario previamente definido, as folhas com as atividades foram entregues aos

alunos e nesse momento a professora da classe se retirou.

Pedi aos alunos que respondessem as atividades obedecendo a ordem numérica,
ou seja, comecando pela atividade 7 e terminando pela atividade 9 e que deixassem

sobre as carteiras somente o material entregue e uma caneta para cada dupla.

Como na primeira sessdo muitos alunos deixaram célculos na carteira escolar,
reforcei a necessidade de que qualquer esboco de resolucdo deveria estar presente
na folha recebida.

Os alunos aparentaram calma durante toda a sessao e novamente nenhum aluno se
recusou a participar. Dessa vez, entretanto, muitos alunos reclamaram do nivel de

dificuldade das atividades.

Nessa sessdo, pela primeira vez no processo, preferi que os alunos que
terminassem de responder as atividades antes do tempo estipulado saissem da
classe. Isso porque as atividades exigiam maior reflexdo devido ao nivel de
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dificuldade proposto e queria evitar que o barulho de alunos sem ocupacéo
atrapalhassem outros colegas.

Estabeleci, entretanto, um tempo minimo de 25 minutos para permanéncia na

classe, a fim de evitar que alunos resolvessem rapidamente para sair da sala.

As 3 duplas escolhidas pela professora para terem seus diadlogos gravados na
12 sessdo estavam presentes e foram novamente convidadas a ter suas conversas

gravadas.

Apbs 40 minutos do inicio das atividades, conforme previsto, os protocolos foram
recolhidos. A descricao das resolucdes das Atividades 7, 8 e 9 e analise a posteriori

dessa ultima sessdo podem ser vistas a seguir.

Analise a Posteriori da 32 sessao

Descreverei a seguir as resolugdes dos alunos considerando os protocolos extraidos
da terceira sessao e as transcricdes das gravacoes feitas com as duplas D03, D11 e

D14, que se mantiveram com os mesmos componentes da 12 sessao.

A Tabela 7 resume as respostas dadas por cada dupla para o 874° termo da
sequéncia apresentada aos alunos na Atividade 7. Como foram fornecidos aos
alunos quatro passos para ajuda-los a resolver a atividade, a tabela apresenta quais
destes passos foram atingidos.
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12 passo 22 passo 32 passo 42 passo
Achar a | Registrar a aj—r= Ag7a = 5 x 874 + (-33) =
Componentes razao seqlénciados | -28 -5 =-33 | 4337
(r=5) multiplos de r
Enéas e Teca (D01) 5 - - 870 x 5 =-4350
Aldo e Léo (D03) 5 - - (874 x 5 —3) — 30 = 4337
Kim, Lino e Rui (T04) -8 - 5-8=-3 | Aga= (874 x5)-8=4362
Dan e Diva (D05) - - 870 x 5 =4350
Kaué e Miro (D07) - -28 + (-5) (874 x 5) — 33 = 4337
Ada e Ciro (D08) - - (874 x 5) —28 = 4342
Mano e Raul (D10) ros  |[D=2 1000 An=B8S  5 33— 4337
20 ... 5n =-33
Ali e Remo (D11) 5 - - (874 x 5) — 5 =-4365
Flora e Wanda D13) r=-5 - B =r=-28= | Aera=(874 x (-5))+ (:33) =
5=-33 -4403
-30,-25,-20,-
Edu e Mario (D14) 5 15, -10,-5,0,5, - (874 x 5 +7) — 2= 4375
10...
Bia e Mel (D15) 5 - - 870 x 5 =-4350
Fabio e Mirna (D16) r= - - (874 x 5) — 2= 4368
Alé e Gina (D18) r= 5,10,15... -28 —5=-33 | (874 x 5) + (-33) = 4337
Dora e Hilda 5 - - 874 x5 —-12 = 4358
Aura e Iran r=>5 5,10,15,20,25 | -28-5=-33 | (874 x 5) = (-33) = 4337
José e Tuca 5 - - Bers = (874 x 5) + (4) =

-4366

Tabela 7: Resoluc6es da Atividade 7

Essa tabela reproduz o que foi feito por cada dupla, incluindo a simbologia utilizada.

Os alunos que utilizaram implicitamente o valor 5 como razao tiveram o primeiro

passo considerado.

Dos dezesseis grupos formados, quatro duplas seguiram passos indicados pela

atividade de maneira eficiente, fazendo com que descobrissem o termo correto.

Podemos ver pela Figura 20 um caso em que uma dupla explicita cada passo

sugerido.
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Figura 20: Extraida do Protocolo da Atividade 7 de Alé e Gina (D18)

A dupla D03 também conseguiu chegar ao resultado esperado mas trabalhou de
uma forma diferente. Aldo e Léo efetuaram duas subtracdes (por 30 e por 3) do
resultado do produto entre a razao e a posi¢cao do termo, utilizando uma estratégia
nao prevista anteriormente.

Figura 21: Extraida do Protocolo da Atividade 7 de Aldo e Léo (D03)

Na gravacao obtida dessa dupla temos um dialogo, transcrito a seguir, que deixa
claro que os alunos utilizaram o primeiro termo positivo da seqiéncia
(-28, -23, -18, -13, -8, -3, 2, 7, 12, ...):

- Menos trés mais cinco?

- Dois

- Estamos chegando la. (pausa) Aqui 6! Dois menos cinco é menos trés! Vamos
somar menos trés com esse numero aqui.
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A gravacao mostra claramente que tal dupla trabalhou como se o primeiro termo
fosse o numero 2 e utilizou 0 numero -3 por esse ser o resultado da diferenca entre o
primeiro termo e a razao da seqiéncia. O passo seguinte efetuado por esses alunos
foi subtrair 30, o que representa um raciocinio correto ja que o real primeiro termo da
PA investigada (-28) tem 30 unidades a menos que o0 numero 2.

Trés duplas resolveram a atividade expressando falta de atengao, ja que utilizaram o
produto da razdo 5 por 870 e nao pelo valor de posicdo 874. Além disso, é bem
provavel que essas duplas tenham se comunicado, ja que responderam exatamente
da mesma forma. Duas dessas duplas indicaram o resultado dessa multiplicagéo
como um numero negativo, talvez por entender que a seqléncia somente

apresentava nimeros negativos.

A dificuldade com numeros negativos péde ser notada também na resolugao feita
pela dupla D13, formada por Flora e Wanda, que identificaram o resultado do
produto de 5 por 874 como -4370, comprometendo o resultado final da
generalizacao efetuada.

Entretanto, 0 que mais chama atencdo é o fato de que oito duplas utilizaram o
recurso de multiplicar a razéo pelo valor de posicéo e se equivocaram com o valor a
ser somado ao resultado dessa multiplicagao, ou seja, a; — r. O fato de o primeiro
termo ser um numero negativo pode ter causado essa dificuldade na generalizagéo

dos termos da sequéncia.

Isso lembra a pesquisa de Becker e Rivera (2005), onde alunos que trabalharam
com estratégias numéricas de generalizacao utilizaram tentativa e erro e ndo deram
sentido ao que os “coeficientes do padrao linear” representavam. Os alunos desta
pesquisa utilizaram um valor qualquer para subtrair do resultado de n x r por nao
terem compreendido o porqué da utilizagdo do valor a; — r ou nao terem conseguido
identifica-lo.

O protocolo da dupla D14, formada por Edu e Mario, apresenta uma resolugao que
pode ser vista na Figura 22.
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Figura 22: Extraida do Protocolo da Atividade 7 de Edu e Mario (D14)

No protocolo recolhido de tal dupla pode-se ver que os alunos utilizaram a seqiéncia
(-30, -25, -20, -15, -10, -5, 0, 5, 10,...) para resolver a questdo. A gravagdo dessa

dupla mostra o seguinte comentario de um de seus componentes:

-Vamos ter que fazer assim 6! Aqui é negativo entdo conta os numeros que tem

antes do zero.
O mesmo componente, apds observar mais a seqiéncia:
- Acho que a gente tem que somar sete termos. Depois diminuir dois.

O que se pode deduzir é que os alunos, apés calcular 874 x 5, somaram ao
resultado o numero 7 por este ser a quantidade indicativa dos niUmeros negativos e
0 zero na seqléncia criada por eles e somaram -2, provavelmente, por este ser o

resultado da diferenca entre -30 e -28.

A gravacao também mostra que os alunos da dupla nao leram os passos sugeridos
pela atividade, o que os levou a criar um outro esquema generalizador que nao foi

eficiente.

A dupla D11, formada por Ali e Remo, escolheu subtrair 5 do resultado da
multiplicacdo entre n x r. Essa dupla também informou a resposta como um numero
negativo e nao deixa claro em sua gravacao o porqué de ter escolhido o nimero 5. A
gravacao possui a seguinte fala de um componente:

- Aqui 6! Tem que utilizar menos (logo apoés ter efetuado a multiplicagao).
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Esse aluno pode ter sido influenciado pelo exemplo presente no enunciado, que
subtraia 5 do resultado de uma multiplicacao.

3% 0 -
3

2

~. 385

Figura 23: Extraida do Protocolo da Atividade 7 de Ali e Remo (D11)

O objetivo da atividade foi atingido, pois grande maioria das duplas parece ter se
empenhado na observacao da seqiéncia e quatro duplas conseguiram identificar o
termo distante da PA, apesar desta apresentar caracteristicas diferentes das
apresentadas em atividades anteriores.

Além disso, essa atividade conseguiu confrontar a estratégia utilizada em atividades
anteriores com uma nova situacao, exigindo dos alunos maior destreza no trabalho

com nameros inteiros negativos.

Trés das quatro duplas que conseguiram encontrar o termo distante utilizaram a

estratégia E prevista na analise a priori.

Nao é de surpreender o maior nimero de estratégias nao-eficientes utilizadas, pois
esta atividade contemplava uma estratégia numérica de generalizagdo mais exigente

em comparacao com atividades anteriores.

Sobre estratégias de generalizagdo numéricas, Vale e Pimentel (2005) tém
constatado que a maioria dos alunos, perante atividades que envolvem
generalizagao, utiliza esta abordagem e que alguns alunos manifestam insuficiéncias
na resolucdo, nao conseguindo obter uma generalizacdo completa ou obtendo uma
lei de formacao errada.

A notacao simbodlica foi pouco utilizada pelos grupos para resolucéo da atividade e
uma provavel causa para isso € o excesso de simbologia em Unica atividade. A
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simbologia deveria ser introduzida nas sessdes anteriores, para que os alunos se

adaptassem aos poucos com a notagéo.

A Atividade 8, importante para a pesquisa, possibilitava a generalizagao algébrica ao

trabalhar com uma PA genérica (a1, az, as, ..., an, --.)-

A Tabela 8 resume os resultados dessa atividade, que solicitava a representacao do
6172 termo, do enésimo termo e a identificacdo de um primeiro termo em condi¢des

especificas.
Grupos 6172 termo: enésimo termo: 12 termo se.
agi7=a; + 616r agiz=a;+(h—=1)r r=4ea;=30:

Enéas e Teca(D01) - - -
Aldo e Léo (D03) As19= Ap1g_Aasi7 a,>0 a; =24 + a,
Kim, Lino e Rui (T04) ag17 = 617 a, = -1 30— (7x4)=2
Dan e Diva (D05) - - -
Kaué e Miro (D07) a17=616 + 35 = 651 As—1=5 7,5
Ada e Ciro (D08) As17 — Asi6 a, 3 (contagem)
Mano e Raul (D10) As17 — Qg6 617n 6
Ali e Remo (D11) 17 = Api6 - As15 - -
Flora e Wanda (D13) g7 =617r+a;— r=616 a, =5 18
Edu e Mario (D14) g7 = 617 —-r=616 a, = 6 (contagem)
Mel e Bia (D15) - - -
Fabio e Mirna (D16) g7 =617r+a;— r=616 - -
Alé e Gina (D18) ag17 = 617 617, 6 (contagem)
Dora e Hilda 619 6 -
Aura e lran Ag17 - 6 (contagem)
José e Tuca g7 =617 —a 617n 6

Tabela 8: Resoluces da Atividade 8

Dos dezesseis grupos, mais da metade ndo conseguiu responder a todas as
questdes da atividade, revelando maior dificuldade dos alunos nessa atividade em

relacdo as atividades anteriores.

Sobre o item a podemos ver que treze grupos indicaram uma resposta para o 617°
termo da sequiéncia genérica, sendo que sete duplas deram uma resposta numérica
(616, 617,619 ou 651).
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As duas duplas que deram como resposta o numero 617 podem ter confundindo o
namero indicativo de posicdo com o numero que ocupa tal posicdo, o que ja havia
acontecido em atividades anteriores. As duplas que indicaram os nimeros 619 e 651
nao deixaram indicios suficientes para compreensao do porqué de tais respostas.

Trés duplas deram como resposta o0 numero 616, sendo que os protocolos
recolhidos de duas dessas duplas deixam claro que o numero surgiu de uma
simplificacao algébrica inadequada. Na verdade, considero que essas duplas (D13 e
D16) resolveram a atividade em conjunto ja& que pude notar a comunicagcado entre

elas durante a realizagdo da sesséao.

Flora, Wanda, Fabio e Mirna deram como resposta parcial uma generalizacao
algébrica correta para o 617° termo (617r + a; — ), prevista na analise a priori como
E+, como podemos ver na Figura 24.

Ok/m\aff 6511%} +WL’N
C _ Gid 4646

Figura 24: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Fabio e Mirna (D16)

No entanto, esses alunos somaram os coeficientes dos fatores que continham r,
representando essa expressdo como sendo 0 numero 616, provavelmente por

considerar correta apenas uma resposta numérica.

Almouloud (2007), ao comentar a no¢ao de contrato didatico de Brousseau, aponta
que:

os problemas de matematica costumam ter em seus enunciados
somente os dados necessarios para sua solugéo e ter sempre uma
Unica resposta, obtida pelo uso de operagcées numéricas. Com isso,
quando os alunos tém um problema para resolver, € comum que
procurem os numeros contidos no enunciado do problema e fagam
operacbes matematicas para encontrar a resposta. (ALMOULOUD,
2007, p. 91-92).

Edu e Mario deram como resposta o numero 616 mas utilizaram a expressao
algébrica ag;; = 617 — r. Essa dupla, além de ter utilizado uma expressao

generalizadora nao eficiente, atribuiu um valor para a razdo da sequéncia. O
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argumento para tal resposta pode ser encontrado na transcricio de parte da

gravacao abaixo:

- a — a; é um. Entdo a razio é um. Seiscentos e dezessete menos um é

seiscentos e dezesseis.

Outras seis duplas, incluindo duas duplas que foram gravadas, utilizaram
expressoes algébricas para representar o 6172 termo mas nao utilizaram a variavel

n, indispensavel para a representacao algébrica desse termo.

Quatro dessas seis duplas parecem ter confundido a representacdo do termo da
seqliéncia com a representacao da razao da seqiéncia, utilizando respostas como
de17 = Ag17 — Ae16 , Ae17 = Ae16 — A615 (utilizada pela dupla D11) OU Aagi19 = as18 — as17

(utilizada pela dupla D03) .

A seguir apresento transcricbes do argumento presente nas gravacdes de Aldo e

Léo:

- Aqui 6! a, — a; = as. Seiscentos e dezessete um acima, seiscentos e dezoito.

Mais um acima seiscentos e dezenove.

Outras respostas presentes para essa questao sao representacdes simples para o
termo: ag;; € 617 — a. Os alunos que utilizaram a notacdo ags; representaram
corretamente o termo, ja que o enunciado nao informava que tipo de representacao

deveria ser utilizada.

O item b propiciou menos resolugcées que a anterior. Dos dezesseis grupos, dez
representaram o enésimo termo, sendo que nenhuma dupla representou a, em
funcéo de n, re ay, ou seja, ndo construiram uma férmula para o termo geral de uma
PA.

Como pbde ser visto inclusive pelas resolucbes da Atividade 7, a simbologia
apresentada nao foi bem compreendida, o que confirma que a introdugdo da mesma

deveria ser feita em sessdes anteriores.

Neste item, mais uma vez, respostas numéricas foram dadas para representar um

termo genérico. Cinco grupos indicaram o enésimo termo como sendo numeros (1, 5
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ou 6). As duplas que indicaram 5 ou 6 como resposta podem ter sido influenciadas
pelo enunciado, que informava a seqliéncia como ay, ap, as, as, ..., an, enxergando a,

numa quinta ou sexta posicao.

A dupla D14 respondeu que o enésimo termo € o numero 6, como podemos ver na

figura abaixo.

Figura 25: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Edu e Mario (D14)

Apresento a seguir transcricdo da gravacdo de Edu e Mario, onde encontramos o
seguinte dialogo:

- Enésimo? O que é enésimo? (pausa) Deve ser aj.

- E o seis entdo.

- E. Acho que é do jeito que ta aqui. Ai a gente completa. [...] Pde aqui cinco. E
aqui cinco mais um que é seis.

Esse didlogo confirma que tais alunos completaram a sequéncia do enunciado,

identificando a, no sexto termo e confundindo o termo com a posicao que ele ocupa.

A dupla D03 utilizou uma desigualdade para representar o enésimo termo (a, > 0).
Esses alunos deram essa resposta depois de lerem no enunciado que n € um
elemento do conjunto dos naturais. A gravacado de Aldo e Léo mostra a seguinte
indagacao de um dos componentes da dupla:

- O que sera o a, ? Ene é maior que zero. Entdo a,, é maior que zero?

Como vimos, os alunos utilizaram nameros presentes no enunciado da questdao. O
mesmo pode ter acontecido com a dupla que representou 0 enésimo termo como ay,
que pode ter copiado o ultimo termo com indice numérico apresentado na sequiéncia
do enunciado. Ja as duplas que utilizaram 617n ou 617, para responder a questao,

utilizaram o numero 617 presente no enunciado da questao anterior.

Penso que esses alunos podem estar adaptados a problemas com respostas
retiradas do enunciado ou descobertas por operacées com numeros extraidos do
enunciado. Almouloud (2007) explica que quando alunos com essa caracteristica se
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deparam com problemas que nao tém solug¢do ou que tém mais de uma solucéo, ou
que tém excessos de dados ou nao sao resolvidos com operagdes numéricas,

cometem erros ou nao sabem respondé-los.

O fato de nenhum aluno ter construido uma férmula para o termo geral de uma PA,
objetivo principal da sessao, pode encontrar explicagdo no que Zazkis e Liljedhal
(2002) falam sobre a tensao existente entre o pensamento algébrico e a notagcao
algébrica. Estes autores afirmam que a habilidade que estudantes expressam para
indicar a generalidade de um padrdo numérico ndo é acompanhada de notacao
algébrica e nao depende desta.

O item c desta atividade pretendia verificar se o aluno utilizaria uma notacao
algébrica criada na questao anterior ou se voltaria a resolugdo por contagem. Como
nao houve formulas construidas, ndo € de surpreender o fato de que dos dez grupos

que indicaram uma resposta, quatro duplas explicitaram o trabalho com contagem.

A dupla formada por Ada e Ciro ndo conseguiu chegar a resposta por ter comecado
supondo 3 como primeiro termo e nao percebeu que este niumero escolhido nao
forma uma seqiéncia contendo como sétimo termo o numero 30 indicado pela

questao.

As outras trés duplas, porém, parecem ter comecado do sétimo termo e subtraido a
razdo de cada novo termo encontrado até descobrirem o numero 6, conforme
podemos conferir na figura abaixo. Esses alunos utilizaram a estratégia E; prevista

na analise a priori.
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Figura 26: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Edu e Mario (D14)
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Outras duas duplas também informaram o niumero 6 como resposta da atividade,

mas nao deixaram tragcos de suas resolucdes.

A dupla que informou o numero 18 como resposta nao apresentou indicios

suficientes para compreender essa resposta.

A dupla que deu como resposta o numero 7,5 também nao mostrou como chegou a
essa resposta, mas tudo leva a crer que esses alunos utilizaram os dados principais

do enunciado da questéo e dividiram 30 por 4.

O trio formado por Kim, Lino e Rui nao resolveu essa atividade por contagem e
optou por um procedimento numérico, conforme mostra a préxima figura. O equivoco
destes alunos foi efetuar a multiplicacao entre 4 e 7. Como o sétimo termo deve ter a
razao subtraida seis vezes para descobrirmos o primeiro termo, a multiplicacao

efetuada deveria ser entre 4 e 6.

7 4
Y

2140+ Y0

Q,l:ul

Figura 27: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Kim, Lino e Rui (T04)

Ja a dupla formada por Aldo e Léo optou por utilizar uma notacéo algébrica, o que
me surpreendeu por estes ndo terem construido férmulas em questdes anteriores.
Esses alunos representaram algebricamente o sétimo termo da PA de forma correta,

utilizando a estratégia E, prevista, conforme vemos na Figura 28.

OF=Fto1~Y
A*rTgf ta1-
0= d Y+

Figura 28: Extraida do Protocolo da Atividade 8 de Aldo e Léo (D03)
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Entretanto, esses alunos nao substituiram a; pelo numero 30, o que possibilitaria
que descobrissem que a; = 30 — 24 = 6. A gravacao do dialogo dessa dupla revela
uma certa descrenca dos alunos em relacédo ao método utilizado, o que fez com que
estes abandonassem a atividade e partissem para a atividade seguinte.

Sobre a atividade em si, acredito que foi insuficiente para atingir o objetivo, ja que os
alunos nao estavam preparados para utilizar notacao algébrica formal. Pude verificar
casos em que alunos utilizaram notacao algébrica, como a dupla citada no paragrafo
anterior, mas percebi uma inseguranca por parte dos alunos na utilizacdo de

notacao simbdlica para expressar seus pensamentos.

Apos propor a generalizagao de termos de PA durante todas as sessdes, considerei
interessante terminar a experimentacdo com uma atividade que contemplasse a

identificacdo de somas de termos de PA.

A Tabela 9 resume como os alunos responderam a Atividade 9 desta

experimentacao.

S10: 100 So7: 9409
Enéas e Teca (D01) 100 (contagem) -
Aldo e Léo (D03) 100 (contagem) (97 x 2) —1 =193
Kim, Lino e Rui (T04) 100 (contagem) 97 x 97 = 9409
Dan e Diva (D05) - -
Kaué e Miro (D07) 100 (contagem) 9409
Ada e Ciro (D08) 100 (contagem) 97 x 3 = 291
Mano e Raul (D10) 100 949
Ali e Remo (D11) 21 209
Flora e Wanda (D13) 10 x 10 = 100 e contagem 97 x 97 = 9409
Edu e Mario (D14) 100 (contagem) 97 x 97 = 9309
Mel e Bia (D15) 100 (contagem) -
Fabio e Mirna (D16) 100 (contagem) 97 x 97 = 8809
Alé e Gina (D18) 100 (contagem) 949
Dora e Hilda 190 (contagem) -
Aura e Iran 100 (contagem) 97 x 97 = 9409
José e Tuca 100 949

Tabela 9: Resolucées da Atividade 9
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Notemos pela Tabela 9 que apenas uma dupla ndo apresentou respostas para

ambas as questdes, o que confirma que os alunos ficaram envolvidos pela atividade.

Em relacdo ao item a, podemos ver que a resolucdo por contagem foi utilizada por
doze grupos para indicar a soma dos 10 primeiros termos, ou seja, 0s alunos destes
grupos prefeririam utilizar a estratégia E;.

Dora e Hilda descobriram os 10 primeiros termos da PA mas chegaram a uma
resposta “ndo esperada” por errarem no calculo da soma desses termos, sendo esse

0 Unico engano dentre as resolugdes dos que trabalharam com contagem.

Flora e Wanda resolveram a atividade conforme vemos na Figura 29.

Figura 29: Extraida do protocolo da Atividade 9 de Flora e Wanda (D13)

Apos terem utilizado contagem para identificar os 10 primeiros termos, essas alunas
nao efetuaram a soma e utilizaram a estratégia E», mostrando que o resultado pode
ser encontrado efetuando-se a multiplicacdo entre 10 e 10, ou seja, encontrando o
quadrado de 10.

Aparentemente, estas alunas ndo testaram somas anteriores para chegar a essa
conclusdo. Ao que tudo indica, elas perceberam a generalizacdo expressa pela
figura da questdo seguinte e preferiram efetuar a multiplicagdo a somar os 10

numeros que ja haviam descoberto.

O modo de “ver’ dessas alunas estava baseado tanto na seqiéncia figurativo-
numeérica quanto na seqiéncia numérica de acordo com o que sugere Orton (1999),
quando este afirma que o modo de “ver’ pode conduzir a modos diferentes mas
equivalentes de observacao, sendo que os alunos devem estar cientes de que pode
haver mais de uma representacdo da mesma situacédo. Tudo leva a crer que estas
alunas perceberam a equivaléncia de métodos para identificar a soma proposta.



106

Duas duplas informaram como resposta para essa questao o numero 100 mas nao
mostraram como chegaram a essa conclusdo. Ali e Remo, que deram como

resposta o nimero 21, também ndo mostraram qual foi o raciocinio utilizado.

A gravacao dos didlogos de Ali e Remo mostra que essa dupla estava distraida, o
que fez com que esses alunos indicassem um termo € ndo uma soma. Estes alunos

podem ter identificado 21 como décimo termo da seqiéncia (1, 3, 5, 7, ...).

As resolucdes para o item b foram mais diversificadas que as resolugdes da questao
anterior. Doze grupos informaram uma resposta para o 972 soma, que dificultava a

resolugdo por contagem.

Quatro duplas e o trio perceberam o que a sequéncia figurativo-numérica sugeria e
procuraram descobrir o valor do quadrado de 97, conforme a Unica estratégia
prevista para esse item. Uma dupla deu como resposta o nimero correto, mas nao
apresentou resolugcdo mostrando a estratégia utilizada. Duas das duplas que
efetuaram o quadrado de 97 se equivocaram nos célculos e por isso ndo chegaram

ao resultado.

Acredito que a sequiéncia com figuras foi a responsavel por essa percepcao dos
alunos, pois nos protocolos ndo ha indicios de que os alunos fizeram testes com
outras somas. As figuras seguintes mostram como Edu e Mario manipularam a figura
para resolver a atividade.

9
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Figura 30: Extraida do Protocolo da Atividade 9 de Edu e Mario (D14)
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Assim como os alunos relatados na pesquisa de Radford, Bardini e Sabena (2006),
Edu e Mario, com a manipulacdo das figuras, puderam ver uma regra comum a

todas as figuras da seqliéncia, estabelecendo um nivel mais profundo de percepc¢ao.

A sequéncia figurativo-numérica propiciou que os alunos estabelecessem uma
conexao da estrutura geral da seqiéncia de uma forma dindmica, fazendo com que
percebessem tanto o particular quanto o geral e descobrissem como calcular a soma
dos 97 primeiros termos.

S
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Figura 31: Extraida do Protocolo da Atividade 9 — Edu e Mario (D14)

As trés duplas que deram resposta 949 estavam sentadas prdoximas durante a
realizacdo dessa sessdo e devem ter se comunicado sobre a resposta. Como
nenhuma destas mostrou como resolveu a questédo, acredito que um destes alunos
tenha olhado a resposta de uma dupla que resolveu pelo quadrado de 97, néo

percebendo que se tratava de 94009.

A resposta dada por Ali e Remo também ndo tem como ser analisada, pois tanto o
protocolo quanto a gravacdao dos comentarios ndo contém uma explicacdo destes

alunos pela indicagdao de 209 como a soma solicitada.

Ada e Ciro deram como resposta o numero 291 e mostraram terem resolvido o item
através da multiplicacdo entre os numeros 3 e 97. Esses alunos nao
compreenderam o0 que a sequéncia figurativo-numérica sugeria e podem ter
direcionado suas observacbées apenas para a terceira figura da seqiiéncia, onde
realmente a quantidade de pontos € o triplo do numero indicativo de posicao.
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Ja Aldo e Léo confundiram a soma dos 97 primeiros termos com a identificacdo do
97° termo da sequéncia (1, 3, 5, 7, ...). A gravacao de tais alunos mostra que estes
alunos estavam interessados em utilizar o mecanismo criado anteriormente para

achar apenas o termo. Tem-se o dialogo:

- Vai aumentando dois. Entao é noventa e sete vezes dois?

- E. Cento e noventa e quatro. Depois tira um.

Esses alunos se preocuparam em achar o 97° termo e ndo ha indicios nas
gravacbes e no protocolo que indiguem que eles pensaram em indicar a soma do

numero descoberto com seus termos anteriores.

Com o objetivo de introduzir os alunos no trabalho com soma de termos de uma PA
alcancado, pude verificar que os alunos nao somente conseguem identificar termos
distantes de uma PA como também podem perceber uma regra para generalizar a

soma dos termos de uma PA com o apoio de uma seqiéncia figurativo-numérica.

Nesta sessado, os alunos observaram o esquema generalizador criado por eles em
sessoes anteriores mas o0 objetivo de propiciar a criacdo de uma férmula algébrica
nao foi atingido. Os alunos, que anteriormente haviam conseguido generalizar
termos de uma PA, tiveram dificuldade em utilizar notacao algébrica formal para
representar a generalidade.
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CAPITULO V — CONSIDERAGOES FINAIS

Apresento como parte final do trabalho minhas ultimas consideragdes, baseadas nas
analises a posteriori ja relatadas no final de cada sessao, porém agora vistas de

forma global, como um todo.

Para investigar a possibilidade de criar condigbes a alunos do Ensino Médio de
generalizarem termos de uma PA, uma seqliéncia didatica foi proposta para que
esses alunos observassem seqliéncias diversas, observassem a particularidade da
PA e generalizassem seus termos implicitamente e/ou utilizando notacao algébrica.

Antes de expor a analise global da pesquisa, proponho lembrar os resultados locais

de cada sesséo.

Na 12 sessao pode-se dizer que os alunos demonstraram facilidade em indicar o
préximo termo de seqlUéncias diversas, ocorrendo apenas quatro respostas nao

previstas, relativas a uma PA com raz&do negativa.

Os alunos souberam observar e associar caracteristicas a diversos tipos de
sequéncias. No entanto, a caracteristica de uma PA — diferenga constante entre um
termo e o sucessor — nao foi compreendida por muitos alunos, tanto para a PA com

razao positiva quanto para a PA com razao negativa.
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Os resultados da sessao indicam que o trabalho com progressées aritméticas deve
contemplar a discussdo de sua caracteristica principal e a observacao de varios
tipos de seqgliéncias para confrontar as diferencas entre estas e as particularidades
de uma PA.

A construcado de um esquema generalizador dos termos de uma PA ocorreu logo na
12 sessdo, mas foi na 22 sessdo que os alunos discutiram estratégias de
generalizacdo e adotaram um esquema eficiente para identificar qualquer termo de
PA.

Na 22 sessdo, os alunos foram beneficiados pela discussao sobre a diferenca entre o
sentido cotidiano e o sentido matematico de palavras que impossibilitavam a
compreensao de caracteristicas presentes na Atividade 2 da sessao anterior.

Os alunos compreenderam as caracteristicas da PA, da PG e da seqléncia ciclica e,
desta vez, todos os alunos participantes associaram a caracteristica da PA pelo

menos a PA com raz&o positiva.

Entretanto, mesmo com o trabalho sobre os diferentes sentidos de alguns termos
utilizados na matemética e a discussao da caracteristica de uma PA, muitos alunos
ndo associaram a “diferenca constante entre um termo e seu sucessor” a PA com

razao negativa, ou seja, decrescente.

Com isso sugiro que, além de propor a observagcao e comparacao de varios tipos de
sequéncias, o professor deve estar atento as particularidades dos diversos tipos de
PA, fazendo o aluno perceber que esta pode ser crescente ou decrescente, mas que

sua caracteristica principal se mantém.

Porém, apesar de grande maioria dos alunos ter conseguido identificar um termo
distante de uma PA com razdo e primeiro termo positivos, poucos alunos
conseguiram identificar um termo distante de uma PA com raz&o positiva e primeiro
termo negativo na Atividade 7 da 32 sessdo, mesmo tendo a referida atividade

explicitado cada passo a ser seguido para que conseguissem isso.

A Atividade 7 pode ter sido muito ambiciosa pois, além de propor uma PA mais dificil
de se trabalhar, nela foi introduzida toda a simbologia para os alunos. Isso pode té-
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los assustado, pois tiveram que trabalhar com algo que nao estavam familiarizados.
Esta simbologia deveria ser introduzida aos poucos, comecando em sessdes

anteriores.

A 32 sessdo mostrou a grande dificuldade dos alunos em representar um termo
utilizando notacdo algébrica formal na Atividade 8, pois poucos alunos utilizaram
simbologia para representar um termo e nenhum aluno conseguiu representar o

enésimo termo e, por conseqiéncia, construir uma férmula do termo geral.

A atividade 8 revelou-se insuficiente para atingir o objetivo de leva-los a construir
uma férmula algébrica, ja que eles ndo haviam compreendido a simbologia presente

na atividade anterior.

Por fim, muitos alunos conseguiram identificar somas de termos de PA, sendo que a
soma de um maior numero de termos foi descoberta com o auxilio de uma
sequéncia figurativo-numérica. No entanto, a generalizagdo da soma para essa
atividade foi bastante induzida e ndo se pode afirmar que os alunos construiram um

esquema generalizador para soma de termos de qualquer PA.

Pelas andlises a posteriori ja descritas pude constatar que os alunos conseguiram
generalizar termos de uma PA apds um momento de observacdo, mas isso nao
implicou na construgado da formula do termo geral devido a dificuldade apresentada

por esses alunos em relacao a utilizacao de notagao algébrica formal.

No entanto, o fato de o pensamento algébrico ter se manifestado confirmou a
autonomia dos alunos em generalizar. Sobre a importancia de tal pensamento,

Fiorentini, Miorim e Miguel explicam que:

O pensamento algébrico estd na base da construgcdo e da
compreensdo e da compreensdo do universo conceitual desses
campos e areas, isto é, € um pensamento indispensavel para a
constituicdo do universo conceitual e tematico subjacente a ciéncia
contemporéanea. Nesse sentido, o olhar algébrico perpassa e
impregna o modo de produgdo do conhecimento de qualquer
dominio. (FIORENTINI, MIORIM e MIGUEL, 1993, p. 89).

Interessava-me saber o quanto esse desenvolvimento contribuiu para que estes

alunos compreendessem e dessem significado a férmula do termo geral.
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Apés a realizacdo de toda a experimentagdo, alguns alunos me procuraram e me
perguntaram se a representacdo do enésimo termo que havia solicitado na 32
sessao nao era a férmula que eles aprenderam como sendo a do termo geral de

uma PA.

Procurei a professora da classe e esta me disse o quanto esses alunos ndo somente
compreenderam o processo de construcao da férmula do termo geral como também
se empenharam mais no estudo das progressdes em comparagdo com outras

classes da mesma série em que ela lecionava.

Lembrando que essa classe era considerada a mais preocupante em relacdo ao
comportamento e ao desempenho, o fato dos alunos terem se empenhado e
conseguido generalizar mostra o quanto o trabalho com observacao e generalizacao
de padrbes pode ser benéfico tanto para a aprendizagem quanto para a autonomia

no ensino da Matematica.

Os alunos participantes da experimentacdo conseguiram desenvolver a consciéncia
de generalidade, o que segundo Mason (1996a) consiste em sensibilizar-se pela
distincdo entre “olhar através” e “olhar para”, ou seja, “ver a generalidade no

particular” e “ver o particular no geral’”.

Afirmo isso devido a muitos alunos participantes da 22 sessao terem utilizado o
mesmo esquema generalizador para identificar termos diferentes na Atividade 6,
observando uma regra geral para identificar qualquer termo da sequéncia, ou seja,
“vendo o geral’ e ao mesmo tempo “percebendo o particular”.

Sobre a nao-construcao da férmula do termo geral, penso que esse resultado é
semelhante ao da experiéncia feita por Lee (1996), que afirma que para os alunos
que observou o maior problema ndo era o reconhecimento do padrdo, mas sim

perceber esse padrao Util algebricamente.

A tensado existente entre o pensamento algébrico e a notacédo algébrica, apontada
por Zazkis e Liljedhal (2002), péde ser notada nos alunos que chegaram a esbocar
algum tipo de expressao algébrica mas nao acreditaram naquele tipo de expressao

ou se recusaram a té-la como resposta, informando uma resposta numérica.
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Concordo com as opinides expressas em Brasil (2006): as progressdes ndao devem
ser caracterizadas por calculos que fazem somente uso de formulas e o processo de
ensino deve valorizar a apresentacao de férmulas acompanhadas de deducdo. Com
isso, defendo que o trabalho com progressdes deve compreender a observagao
deste tipo de seqUéncia e descoberta por parte dos alunos de mecanismos ou

expressodes algébricas que generalizem os seus termos.

Para finalizar, gostaria de indicar algumas questdes que me surgiram ao longo de

minha pesquisa como sugestao para proximas investigacdes:

= O professor do Ensino Fundamental trabalha com observacdo e
generalizacao de padroes?

» O trabalho com observacao e generalizagdo de padrdes no EF leva o aluno a
dar sentido a simbologia algébrica e utiliza-la com desenvoltura?

Finalizo minha pesquisa com a esperanca de ter contribuido para melhor
compreensao sobre as facilidades e dificuldades dos alunos do Ensino Médio em

generalizar padroes, especificamente, de progressdes aritméticas.
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ANEXO A — Solicitagao de Autorizagao

Senhora Diretora da E. E. Conselheiro Rodrigues Alves

Eu, César Augusto Sverberi Carvalho, peco sua autorizacdo para realizar um
experimento de pesquisa com a participacdo dos alunos da 12 série do Ensino
Médio, turma 4, que tém por finalidade contribuir para a melhoria do ensino de
Mateméatica nesse nivel.

Os alunos participardo dessa pesquisa por meio de atividades a serem
desenvolvidas na propria sala de aula em horario de aula de Matematica, com a
autorizacao da professora responsavel por esta disciplina na classe.

Os alunos terao seus nomes preservados na redacao da pesquisa € nao
serdo obrigados a patrticipar do experimento, caso se recusem.

As atividades ocorrerao em sessdes de 40 minutos cada a serem realizadas
em dias letivos de setembro, outubro e novembro de 2007.

Agradeco sua atengéo, contando com sua compreensao.

Pesquisador

Professora da classe

Guaratingueta, 10 de setembro de 2007

Diretora da Escola
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ANEXO B — Atividades

Nome Nome

Sessao 1 — Atividade 1

Observem as seguintes seqiiéncias:

a) 0,3,6,9, 12, ..

b) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ...

c) 4,2,0,-2,-4, ..

d 0,0+ 0O + .

e) 4,8,16,32,64, ...

Lucas e Joana do 1°M1 conseguiram dizer quais os termos ou elementos que vinham a seguir

em cada uma das seqiiéncias. Vocés podem identificar, em cada seqiiéncia, qual serd o
proximo termo?

Resolucdo e respostas:
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Sessao 1 — Atividade 2

Observem as seguintes Caracteristicas:
seqiiéncias:
I) crescente

a) 0, 3,6,9, 12, .. II) decrescente

b 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... II) a diferenca entre um termo e o seguinte (o
sucessor) é constante

c) 4,2,0,-2,-4, ..
IV) os termos sdo separados por virgula
d 0.0.4.0.0:4 -
V) um termo € obtido multiplicando o termo
e) 4,8,16,32,064,.. anterior por uma constante

) 4,2,1,%,4%, ... V1) os termos se repetem ciclicamente

VIII) os termos da seqii€ncia sdo nimeros inteiros

Quais dessas caracteristicas cada seqii€ncia possui?

Resolugdo e respostas:
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Observem a seguinte seqiiéncia:

1,5,9, 13, 17, ...

a) Qual serd o proximo termo da seqii€ncia?
b) Qual serd o vigésimo quinto - 25° - termo da seqiiéncia?

¢) Qual sera o 937° termo?

Resolucdo e Respostas:
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Nome:

Nome:

Sessao 2 - Atividade 4

Palavra

Frases

Sentido
cotidiano

Sentido
matematico

Diferenca

1) H4 muita diferenca entre o meu jeito e o seu.

2) O médico detectou uma diferenca no

resultado do exame.

3) A diferenca entre nossas idades é grande.

Termo

1) Quando serd o termo da filmagem?

2) Encontrei o 5° termo da seqiiéncia.

3) O predicado é um termo essencial de uma

oracao

Constante

1) A soma dos angulos internos de um triangulo

¢é constante.

2) Tenho uma constante dor nas pernas.

3) Naquela época era constante o uso do

chapéu.

Sucessor

1) O irmao de Fidel Castro € seu sucessor.

2) Este modelo de moto € o sucessor do de sua

moto atual.

3) Entre os nimeros primos, o 13 € o sucessor

de 11.

Anterior

1) Um programa anterior nao foi recomendado

para criangas.

2) No conjunto dos multiplos de 3 o nimero 12

¢ anterior a 15

3) A parte anterior da perna do sujeito estda

gravemente ferida.
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Caracteristicas Seqiiéncias
A diferenca entre qualquer termo I 5,7,911,..
€ seu sucessor € constante.
m2,1,3,2,1,3,...
Os termos se repetem ciclicamente
III) 27,9, 3, 1, ...
O sucessor de um termo a é
obtido multiplicando o termo a
IV) 8, 4,0, -4, ...

por uma constante.

Sessao 2 — Atividade 6

Identifiquem o 20° termo e o 728° termo da seqii€ncia:
1,7,13,19, 25, ...
20° termo:

728° termo:
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Nome Nome

Sessao 3 — Atividade 7

Para encontrar o 728° termo da seqiiéncia A=1,7,13,19,... vocés fizeram o seguinte:

Primeiro:
Encontraram a razaor, constante: 7—1=13-7=19-13 = ... = 6; entdo r=6.

Segundo:
Escreveram/pensaram na seqiiéncia B dos multiplos de 6; B= 6, 12, 18, 24, ...,6 n, ...

Terceiro:
Obtiveram a diferenca entre o 1° termo da seqiiéncia A, aj= 1, e arazdo r = 6, isto é:
a-r=1-6=-5.

Finalmente:
Para obter o termo da seqii€éncia A que ocupa a 728" posi¢ao (n = 728), que indicaremos por
aypg, somaram 6n com -5 obtendo:

azg = (6 X 728) +( -5) = 4368 — 5 =4363.

Observem a seqiiéncia: C = - 28, -23, -18, -13, ... Qual € o 874° termo dessa seqii€ncia?

Resolugio e respostas:
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Sessao 3 — Atividade 8

Considerem a seqiiéncia: aj, az, a3, a4y «.. » Ay, ... onde n é um nimero natural qualquer maior
que zero (n pertence ao conjunto {1,2,3,....}).

Nesta seqiiéncia a—aj=az—a=ag—az=..=r (réarazio).
a) Como representar o0 617° termo?
b) Como pode ser representado o termo que ocupa a enésima posicao (a,) na seqiiéncia?

¢) Qual o primeiro termo da seqiiéncia B que tem razdo 4 e tem como sétimo termo
ay; =307

Resolucdo e Respostas:
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Sessao 3 — Atividade 9

Observem a seqii€ncia:

1,3,5,7, ..

a) Quanto é a soma dos 10 primeiros termos?

b) Jonas e Laura do 1M2 afirmaram terem encontrado uma regra para descobrir a soma dos n
primeiros termos da seqiiéncia, apds terem criado uma seqiiéncia de figuras. Observem essa
nova seqiiéncia e descubram qual é a soma dos 97 primeiros termos.

Resolugdo e Respostas:




Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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