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Resumo

Esta dissertacao apresenta um estudo sobre duas familias de métodos para
andlise e ressintese de sinais musicais: métodos no dominio do tempo (Ite-
ragao Ortogonal Adaptativa, Strobach, NP3 e OPAST) e métodos no dominio
das frequéncias (Phase Vocoder, PARSHL e SMS). Comegamos apresentando
algumas caracteristicas dos sinais sonoros e introduzimos alguns modelos
para sua representacao matematica. Depois, introduzimos métodos no do-
minio do tempo, que utilizam matrizes de Hankel com os dados do sinal, a
partir das quais buscamos os parametros que o descrevem. Além dos métodos
de Tteragao Ortogonal e de Strobach, utilizamos implementacoes proprias dos
algoritmos NP3 e OPAST em MATLAB. Em seguida, apresentamos resulta-
dos de testes realizados com sinais musicais monofonicos. Finalmente, apds
uma introducao a analise de Fourier, que fundamenta os métodos no dominio
das freqiiéncias apresentados a seguir, apresentamos resultados de testes com
esses métodos. Para os métodos Phase Vocoder e SMS, sao utilizadas imple-
mentacoes publicas e, para o método PARSHL, uma implementacao propria,
todas programadas em MATLAB.

X



Abstract

This dissertation presents a study on two families of methods for analysis
and resynthesis of music signals: time domain methods (Adaptive Orthogo-
nal Iterations, Strobach, NP3 and OPAST) and frequency domain methods
(Phase Vocoder, PARSHL and SMS). First, we present some features about
sound signals and some models for their mathematical representation. After,
we present time domain methods that utilize Hankel matrices, from which
we search parameters that describe the signal. Besides Adaptive Orthogo-
nal Iterations and Strobach methods, we utilize personal implementations of
NP3 and OPAST algorithms in MATLAB. After, we present some results
from experiments with monophonic music signals. Finally, after an introduc-
tion to Fourier analysis, which is the background for the explanation of those
frequency domain methods, we present results of experiments with those
methods. For Phase Vocoder and SMS we use public implementations, and
for PARSHL we use a personal implementation, all of them in MATLAB.



Introducao

O objeto do nosso trabalho é o processamento de sinais digitais, mais es-
pecificamente, de sinais de audio, que ¢é utilizado em &reas diversas, como
reconhecimento de voz, reconhecimento de palavras, deteccao de patologias
vocais, automatizacao de sistemas de telefonia, softwares de edicao musical,
pedais de efeitos para instrumentos, entre outras.

O presente trabalho apresenta um estudo sobre alguns métodos para a
andlise e ressintese de sinais musicais. Ainda que para muitos o titulo seja
claro, ¢é interessante definirmos bem os termos envolvidos, de forma a nao
deixar duvidas sobre o que serd feito.

O termo andlise refere-se a extragao e ao estudo de parametros que re-
presentam um determinado fenomeno. Para isso, deve-se possuir um co-
nhecimento sobre o fendomeno a ser analisado e quais os parametros que o
descrevem. Portanto, surge a necessidade de definirmos o que é um sinal
musical e de que maneira podemos analisa-lo.

Utilizando o termo ressintese, expressamos a intencao de reconstruir o
fenomeno estudado através dos parametros que dele extraimos. Se, por outro
lado, houvéssemos usado o termo “sintese”, poderia surgir a interpretacao de
que tentarfamos gerar parametros para criar um fenomeno inexistente, neste
caso, um sinal musical com o qual ainda nao haviamos nos deparado. Tal
processo também ¢é de grande importancia, sendo exemplos de sua aplicagao a
musica eletronica e efeitos sonoros. Entretanto, nos restringiremos aqui a re-
constituicao de sinais que conhecemos de antemao, utilizando os parametros
obtidos apods sua respectiva andlise, sujeitos apenas a leves modificacoes inten-
cionais em alguns casos, cuja importancia explicaremos no devido momento.

Resta-nos definir o fenomeno que estudaremos e de que maneira podemos
analisa-lo e ressintetiza-lo. O termo sinal é muito abrangente e possui varias
interpretacoes. Em nosso caso, denominamos sinal uma funcao que descreve
o comportamento de um determinado fenomeno. Logo, podemos interpretar
sinal musical como uma funcao que descreve uma miusica. Por sua vez,
musica pode ser definida como a sucessao de sons e siléncio organizados ao
longo do tempo. Portanto, a unidade que compoe a musica é o som. Os



métodos de analise e sintese aqui apresentados podem ser utilizados para a
descricao e reconstituicao de sons de uma forma geral. Porém, a qualidade
dos resultados obtidos dependera de quao bem o som descrito pelo sinal se
encaixara no modelo que utilizaremos para representa-lo.

No capitulo 1, introduziremos alguns conceitos de fisica, biologia, enge-
nharia e computacao, e transportaremos esses conceitos a matematica apli-
cada, por meio de diferentes modelagens. Também serd citado um breve
histérico do processamento de sinais digitais de audio, com informagoes so-
bre o surgimento e evolucao dos métodos que apresentaremos.

No capitulo 2, veremos os métodos de andlise e sintese musical baseados
no dominio do tempo, também conhecidos como métodos de alta resolucao.
Comecaremos revisando conceitos basicos sobre matrizes, depois nos apro-
fundaremos no modelo no qual se baseiam esses métodos, e mostraremos for-
mas de encontrarmos os parametros necessarios para analise e ressintese dos
sinais musicais. Finalmente, estudaremos formas de otimizacao dos calculos
envolvidos nesses métodos e apresentaremos os resultados obtidos nos testes
executados. Para esses métodos, utilizaremos apenas sinais quase harmonicos
correspondentes a sons monofonicos, provenientes de instrumentos de orques-
tra e de curta duracao.

No capitulo 3, apresentaremos métodos baseados no dominio de freqiién-
cias. Comecaremos pela teoria de Fourier, com enfoque voltado a Transfor-
mada de Fourier, suas variacoes e propriedades. Em seguida, mostraremos
através de exemplos simples como a Transformada de Fourier fornece o es-
pectro de um sinal e como pode ser interpretado esse espectro, visando a
extracao dos parametros que procuramos. Por tltimo, apresentaremos passo
a passo os métodos estudados e os resultados dos testes realizados com eles.
Para esses métodos, utilizaremos também sinais correspondentes a sons mais
elaborados, obtidos a partir de diversos instrumentos. Finalmente, apresen-
tamos alguns resultados de modificagoes de tempo e freqiiéncia de alguns
sinais.



Capitulo 1

Modelagem de Sinais Musicais

1.1 O Que é o Som?

O som ¢ gerado através da vibracao de um corpo, exercendo pressao sobre o
ar e se propagando por esse meio em forma de ondas. Dessa forma, o som
chega aos nossos ouvidos, onde ha uma estrutura que recebe essas vibragoes,
as interpreta e as envia ao cérebro, gerando a percepgao que temos do som.
Nessa estrutura, destaca-se a membrana basilar, que é composta por conjun-
tos de células, cada um vibrando em resposta a uma determinada freqiiéncia.
Assim, a membrana basilar decompoe o som de acordo com as freqiiéncias
presentes nele.

Portanto, o entendimento do comportamento do som passa pelo estudo
do comportamento das ondas e de como nosso organismo as recebe. As
particulas presentes no meio onde uma onda se propaga nao acompanham
o movimento da onda, elas apenas vibram localmente e transmitem as vi-
bracoes as particulas vizinhas pelo contato.

H& quatro caracteristicas que descrevem um som e que podem ser vistas
tanto sobre o aspecto fisico do comportamento da onda, quando sobre o
aspecto da nossa percepgao.

1. Amplitude: corresponde ao deslocamento total da particula vibratéria
em relacao ao seu ponto de equilibrio. E interpretada como a inten-
sidade ou volume do som. Em termos espaciais, o deslocamento das
particulas da onda sonora é muito pequeno, da ordem de fracoes de
milimetros. Para quantizar a intensidade do som, utilizamos uma me-
dida chamada decibel (dB), que é a dada pelo logaritmo da pressao
exercida pela vibracao no ar.

2. Freqiiéncia fundamental: é o nimero de vezes que a particula com-
pleta seu movimento vibratoério e volta ao seu estado inicial em uma



determinada unidade de tempo. A unidade de freqiiéncia mais uti-
lizada é Hertz (Hz), ou nimero de ciclos por segundo. A freqiiéncia é
interpretada como a altura do som. O termo altura é frequentemente
confundido com volume. A diferenca de volume refere-se a quanto um
som é mais forte ou fraco que outro, enquanto a diferenca de altura
refere-se a quanto um som é mais agudo ou grave que outro.

3. Espectro de freqiiéncias: raramente um som é composto de uma tnica
freqiiéncia, geralmente ele ¢ uma combinacao de vibragoes em vérias
freqiiéncias diferentes simultaneamente. O espectro de freqiiencias de-
termina quais as freqiiéncias que compoem o som e quais suas intensi-
dades. Interpretamos essa caracteristica como o timbre do som, e isso
é o que diferencia as fontes sonoras. Dessa forma, se uma mesma nota
musical é tocada em um violino ou em uma flauta, podemos distinguir
o intrumento em que a nota é tocada por seu timbre, ou seja, pela
intensidade das diferentes freqiiéncias que compoem o som gerado pelo
instrumento. No caso de uma nota musical isolada, o timbre é dado
pela intensidade dos harmonicos, i. e., dos multiplos da freqiiéncia
fundamental.

4. Duracao: refere-se ao tempo entre o inicio e o fim da percepcao do som.

A Figura 1.1 mostra alguns exemplos de sinais correspondentes a instru-
mentos musicais diversos. Os trés primeiros possuem mesma freqiiéncia fun-
damental, ou seja, correspondem a mesma nota, mas diferenciam-se por seu
timbre, que pode ser visualizado pelo formato das ondas. Por possuirem
freqiiéncia fundamental identificavel, esses sons sao ditos harmonicos. Ja
o quarto sinal corresponde ao som de uma caixa de bateria que, por ser um
instrumento percussivo, nao apresenta freqiiéncia fundamental definida e,
portanto, é dito um sinal nao harmonico.

1.2 Modelos Matematicos

Vamos agora analisar o comportamento de um ponto situado na membrana
basilar e, portanto, estudar o som como o percebemos. Para isso, considere
uma particula de massa m sujeita a uma forga F' direcionada a uma posicao
de equilibrio yo = 0, com magnitude proporcional a distancia y da posicao
de equilibrio, sendo k a constante dessa proporcao.

F=—ky (1.1)

Pela lei de Newton, temos:
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Figura 1.1: Exemplos de sinais gerados por instrumentos musicais.



F =ma (1.2)
Sendo a a aceleracao da particula dada por:
d*y
a=—
dt?
Substituindo (1.1) e (1.3) em (1.2), temos:

(1.3)

d? k

&y ky

dt2  m
As solucoes dessa equacao diferencial sao dadas por:

y = Acos(\/gt) + Bsen (\/gt)

Por outro lado, sen(t) = cos(t — 7) e cos(t) = sin(t + 7), ou seja, as

duas funcoes descrevem o mesmo movimento no tempo, diferindo apenas na
posicao de inicio da trajetoria, que chamaremos de fase inicial. Assim, o
movimento de particulas vibratérias pode ser descrito através da soma de
senoides, que podem ser representadas por fungoes seno ou fungoes cosseno.
Vamos escolher o cosseno para representar essas parcelas, que sao chamadas,
também, de parciais.

Vamos agora analisar a fun¢ao Acos(bt + 6). O termo 6, como vimos,
serd nossa fase inicial. Sabemos que os valores maximo e minimo da funcao
cosseno sao 1 e —1, respectivamente. O termo A modifica esses valores
maximo e minimo, correspondendo a amplitude. Sabemos também que o
cosseno é uma fungao periddica de periodo 27, ou seja, cos(t + 2m) = cos(t).
Ja o termo b modifica a funcao de forma que seu novo periodo seja ZT“ Como
a freqiiencia é dada pelo inverso do periodo, se quisermos uma funcao cosseno
de freqiiéncia f, devemos ter b = 2nf.

Desse modo, utilizaremos modelos de representacao de um sinal sonoro
que se baseiam na soma de fungoes senoidais, com diferentes freqiiéncias e
amplitudes. Esses modelos visam aproximar o comportamento do som em
nosso ouvido e como ele é enviado ao cérebro. Na membrana basilar, as
diferentes freqiiéncias presentes em um determinado som sao separadas e
enviadas ao cérebro [5]. Veremos posteriormente um procedimento que nos
permitira separar, de forma semelhante, diferentes freqiiéncias presentes em
um som, junto com suas respectivas intensidades.

=0



1.2.1 Modelo Senoidal

O primeiro modelo que apresentaremos é o mais simples. Esse modelo baseia-
se em somas de fungoes cosseno, de amplitudes e freqiiéncias constantes.

x(t) = Z Ay, cos(2m fit + 0y) (1.4)

k=1

1.2.2 Modelo Senoidal com Amortecimento Exponen-
cial

Sons emitidos por instrumentos musicais possuem certos aspectos em co-
mum. Por exemplo, o som de uma nota musical emitido por um instrumento
caracteriza-se por um ataque de intensidade grande e, na seqiiéncia, uma
diminuicao gradativa de volume. Ou seja, o som da nota musical atinge seu
volume maximo no momento em que é tocada e, apds isso, diminui progres-
sivamente sua intensidade. Para modelar esse decaimento, o modelo senoidal
com amortecimento exponencial insere um parametro e?!, com d;, < 0:

M
z(t) = Z et Ay cos(2m fit + O) (1.5)
k=1
Utilizaremos esse modelo nos métodos de andlise e sintese de sinais musicais
no dominio do tempo.

1.2.3 Modelo Senoidal Variavel no Tempo

Neste modelo, cada componente senoidal tem seus parametros de amplitude
e frequiiéncia varidaveis no tempo. Como a freqiiéncia nao é mais constan-
te, substituimos o termo fj + 0y, pelo termo Ok (t), que diz respeito a fase
instantanea da sendide, estando relacionado tanto a fase inicial quanto a
freqliéncia instantanea. Em geral, representamos essa fase por O(t) = Ok, +
2T fg fr(s)ds. Observemos, além disso, que o nimero de sendides presentes
em cada momento, M(t), também pode ser varidvel. Nesse caso, o sinal é
representado por:

M (t)
2(t) =) Ax(t) cos(Ox(t)) (1.6)

Tomando A(t) = e¥! Ay, , vemos que o modelo anterior é um caso particular
deste. Utilizaremos esse modelo para o algoritmo PARSHL.



1.2.4 Modelo Senoidal com Residuo

Este modelo, também conhecido como Modelo Deterministico mais Estocéas-
tico, considera que hé componentes do som que correspondem a ruidos, a
sons percussivos, ou a sons caracteristicos do ataque de notas musicais, como
o ruido de um dedo batendo em uma corda de violao, ou o martelo batendo
em uma corda de piano. Para essas componentes a modelagem senoidal nao
funciona bem. O sinal é entao expresso por:

M(t)
2(t) = S [A(t) cos(©4(0))] + e() (L.7)

Esse é o modelo utilizado no algoritmo SMS.

1.2.5 Modelagem Fisica

Uma outra abordagem da anélise e sintese musical é a modelagem fisica. Ao
contrario dos modelos que vimos, a modelagem fisica é voltada a um instru-
mento especifico, utilizando, para isso, equacoes diferenciais que descrevem
seu comportamento.

A grande vantagem da modelagem fisica é a aproximacao fiel ao instru-
mento que emite o som, tendo mais qualidade com menor processamento.
Sua desvantagem é a falta de generalidade, pois é aplicavel apenas ao instru-
mento modelado, enquanto os outros modelos podem ser aplicados a diversas
categorias diferentes de som.

Podemos dizer que os modelos fisicos representam a fonte emissora do
som, enquanto os modelos baseados na decomposi¢ao em parciais (tanto no
dominio do tempo quanto no das freqiiéncias) descrevem a fonte receptora
do som.

1.3 Historico do Processamento de Sinais de
Audio

O processamento de sinais é uma area muito ampla com diversas aplicagoes.
Vamos nos restringir ao processamento de sinais de audio, cuja importancia
se destaca em areas como musica, telefonia, fonoaudiologia, entre outras.

A musica é uma arte milenar, porém apenas no inicio do século XX foram
encontradas formas de armazena-la e reproduzi-la. Ainda assim, esses meios
eram pouco flexiveis e nao permitiam muitas alteragoes ao som depois de
gravado.



Com o advento dos computadores, surgiu a possibilidade de armazena-
mento de musicas em forma de sinais discretos e sua modificagao. Surgiram
também os sintetizadores, despertando o interesse de compositores em ex-
plorar formas musicais impossiveis de serem reproduzidas pelos instrumentos
tradicionais. Surgiam entao a miusica eletronica e a eletro-acustica.

Desde o século XVIII, era conhecida uma forma de andlise de ondas
sonoras através de sua decomposicao em sendides de freqiiéncias diferentes.
Conhecia-se também uma versao dessa analise aplicavel a pontos discretos,
assim como os que compoem um sinal digital, que se chama DFT (Discrete
Fourier Transform). Porém, essa técnica demandava um grande nimero de
operagoes computacionais, impossibilitando sua utilizacao em computadores
rudimentares, como os da metade do século XX.

Em 1965, Cooley e Tukey[8]| desenvolveram um algoritmo que permitiu o
calculo da DFT com muito menos operagoes. Essa ferramenta ficou conhecida
como FFT (Fast Fourier Transform) e foi um marco na histéria do processa-
mento de sinais e da andlise musical. Com isso, foi possivel a decomposicao
do espectro de freqiiéncias que compoem um sinal sonoro de forma rapida
e automatica. Outro algoritmo, baseado na FFT, se tornou importante na
andlise de sinais. Trata-se da STFT (Short-Time Fourier Transform), que
consiste na divisao do sinal em quadros menores e na aplicacao da FFT em
cada um desses quadros, gerando uma seqiiéncia de espectros de freqiiéncias
que variam no tempo.

As primeiras aplicagbes da STFT no processamento de audio digital
datam do inicio da década de 1970, quando foi utilizada para o cédlculo da
amplitude e freqiiéncia instantaneas individuais de uma componente senoidal
de um sinal sonoro. Baseado nisso, surgiu em 1976 o Phase Vocoder [17], o
primeiro algoritmo completo de andlise e sintese de sinais sonoros. Porém,
essa ferramenta era pouco flexivel, nao gerando bons resultados para sons
nao-harmonicos ou com componentes cujas freqiiéncias apresentam grandes
variagoes ao decorrer do tempo.

Na década de 1980, dois trabalhos independentes geraram algoritmos
semelhantes para a analise e sintese de sinais sonoros. McAulay e Quatieri
[15] desenvolveram um algoritmo para andlise e sintese de sinais correspon-
dentes a fala. Na mesma época, Smith e Serra [19] desenvolveram o PARSHL,
um algoritmo semelhante ao de McAuley e Quatieri, aplicivel a sons mais
gerais, incluindo sinais nao-harmonicos. A principal evolucao desses algorit-
mos em relagao ao Phase Vocoder foi a forma de detectar as freqiiéncias das
componentes senoidais, através de interpolagoes, e acompanhar suas modi-
ficacoes ao longo do tempo.

Na década de 1990, os mesmos criadores do PARSHL utilizaram o modelo
deterministico mais estocédstico para melhorar a andlise e sintese de sinais



com muito ruido. Surgiu entao, como uma evolucao natural do PARSHL, o
algoritmo SMS (Spectral Modelling Synthesis) [20]. Sua grande vantagem foi
a melhor representacao de ruidos e sinais percussivos, que nao se encaixam
no modelo senoidal.

Paralelamente aos métodos citados acima, surgiu na década de 1980 o
ESPRIT [18], um outro método para a estimativa de parametros de sinais.
Esse algoritmo deu origem a uma nova familia de métodos de andlise e sintese
musical, conhecidos como métodos de alta resolucao. Nesses algoritmos,
prioriza-se o dominio do tempo em detrimento do dominio das freqiiéncias,
ou seja, raramente visualiza-se o espectro do sinal, mesmo assim é possivel
encontrar suas componentes.

Os métodos de alta resolucao que apresentaremos sao baseados no modelo
senoidal com amortecimento exponencial [2] [9]. Neles, utilizam-se os pontos
discretos do sinal para a formagao de uma matriz de Hankel, que pode ser
decomposta como H = WAWT, em que W ¢é uma matriz de Vandermonde
que contém as informacoes de freqiiéncia e A é uma matriz diagonal con-
tendo as informagoes de amplitude das componentes do sinal. Como H é
simétrica, as colunas de W sao geradas pelos autovetores de H. Através da
decomposicao espectral de H, encontra-se uma matriz, chamada de matriz
espectral, cujos autovalores sao os polos da matriz de Vandermonde W'.

Por outro lado, para sons mais longos, deve-se proceder de forma se-
melhante & STFT nos modelos espectrais, dividindo o som em quadros e
analisando suas caracteristicas locais. Assim, a matriz H passard a depender
do tempo e serda denominada H (t), sendo chamada de matriz deslizante, pois
a cada avango de tempo, uma linha/coluna é removida e outra é acrescentada.

Para suprir a necessidade de analise local dos sinais, surgiram os métodos
de alta resolucao adaptativos. No entanto, a necessidade de se realizar uma
decomposicao espectral (ou QR), a cada passo, torna o método ainda mais
dispendioso computacionalmente. Logo, procuraram-se métodos iterativos
para obter uma matriz ortogonal que represente uma base para o subespago
dominante de H e, posteriormente, encontrar a matriz espectral. Além disso,
esses métodos deveriam fornecer atualizagoes simples de todas essas matrizes.

Recentemente, foi proposto em [4] uma forma de atualizagao da matriz
espectral, supondo que a matriz deslizante fosse atualizada segundo a ex-
pressao: H(t + 1) = H(t) + E(t)G(t)T. Alguns algoritmos [1] [13] foram
construidos de forma que a atualizacao da matriz deslizante se comportasse
dessa maneira. Em geral, esses algoritmos baseiam-se no algoritmo PAST
[25], que busca diminuir a complexidade computacional de métodos tradi-
cionais, como o método de iteragao ortogonal [12]. Uma tentativa pioneira da

redugao dessa complexidade foi o método QR adaptativo criado por Strobach
[24].
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1.4 Digitalizagao

Vimos exemplos de modelos matematicos utilizados para a modelagem de
ondas sonoras. Tais modelos consideram que o som pode ser representado
por uma funcao continua que descreve a pressao aérea gerada pela fonte
sonora. Porém, quando se trata da andlise e sintese computacional de sinais
sonoros, devemos levar em conta que computadores sao dispositivos discre-
tos, os quais nao representam funcgoes continuas, e sim, amostras em pontos
isolados. Sinais sonoros continuos, como os presentes na natureza, em discos
de vinil e em fitas cassete sao chamados de analdgicos, enquanto sinais ar-
mazenados computacionalmente ou presentes em CDs sao conhecidos como
digitais.

A conversao do sinal digital para analégico (por exemplo, reproduzir um
som armazenado no computador) é feita através de interpolagao. J& a con-
versao de um sinal analégico para digital (por exemplo, gravar um som no
computador através de um microfone) é feita através de um processo um
pouco mais complexo que requer no minimo quatro etapas: filtragem, amos-
tragem, quantizacao e codificacdo. A etapa de filtragem, apesar de ser a
primeira, deve ser explicada posteriormente a etapa de amostragem, para
que se entenda sua necessidade. Ja as etapas de quantizacao e codificacao
dizem respeito a forma como os dados coletados sao armazenados pelo com-
putador, sendo irrelevantes no presente momento.

A etapa de amostragem é, sem duvida, a mais importante no processo de
conversao de um sinal analdgico para digital. Essa etapa consiste em se tomar
o valor da func¢ao continua em pontos equidistantes. Porém, ao fazer-se isso,
levantam-se as principais questoes referentes ao processo de digitalizagao,
sendo a principal delas a perda de informacgao ao se ignorar os valores da
funcao entre dois pontos subseqiientes.

Um resultado importante em relagao a essa pergunta é o Teorema de
Nyquist, o qual fundamenta a teoria da amostragem.

Teorema 1.1 (Nyquist). Seja g(t) uma fungdo que nao contenha freqiiéncias
maiores que W. Entdo, g(t) pode ser completamente determinada a partir do
conjunto {g(ty)}, em que {ty} é um conjunto de pontos igualmente espagados
no dominio de g, de forma que tp, 1 —ty = At < ﬁ

Segundo este teorema, a maior freqiiéncia representavel em uma digitali-
zacao, ou seja, a maior freqiiéncia que pode estar presente no sinal para que
sua representacao digital nao possua perda de informacoes, deve ser menor
que a metade da freqiiéncia de amostragem.

Na Figura 1.2, temos uma freqiiéncia de amostragem suficiente, maior que
o dobro da freqiiéncia da sendide representada. Assim, podemos reconstituir
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exatamente a sendide original com os dados discretos que possuimos.

A I
W W

0 0.2 0.4

1

Figura 1.2 2fseno'ide < famost’r‘agem

Ja na Figura 1.3, temos uma situacao mais delicada, quando a freqiiéncia
de amostragem é exatamente o dobro da freqiiéncia da sendide e, portanto,
podem ocorrer trés casos diferentes: no primeiro deles, a amostragem acon-
tece exatamente nos picos da sendide, sendo entao possivel sua reconstrucao
completa; no segundo caso, a amostragem ocorre sempre no ponto onde a
funcao é nula, sendo que nenhuma sendide é detectada; no terceiro caso, pode
ser recuperada a freqiiéncia da sendide, porém sua amplitude e fase sofrem
deformagoes.
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ir /\ ‘ /\ ‘ /\ ‘ 1
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-1t . . . ) . . . . ) ]
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1

Figura’ L.3: 2fseno'ide = famost’r‘agem

A Figura 1.4 mostra o que ocorre quando a freqiiéncia de amostragem é
insuficiente, ou seja, inferior ao dobro da freqiiéncia da sendide. Neste caso,
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os valores dos pontos de amostragem sao ambiguos e podem ser interpretados
como uma freqiiéncia nao presente no sinal, fenomeno conhecido na literatura
por mascaramento (aliasing).

1¢ >

0.5F ]
Bl v \/ v |
1t ]
I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 1.4 2fsen6ide > famostragem

o

Sabendo-se qual serd a freqiiéncia de amostragem, deve-se aplicar um
filtro ao sinal de entrada para eliminar as freqiiéncias superiores a metade
da taxa de amostragem, para que elas nao gerem sendides nao presentes no
sinal original, antes da etapa de amostragem.

Podemos escolher a taxa de amostragem ideal baseada na aplicacao com
a qual estamos trabalhando. Por exemplo, sabemos que o ouvido humano
apenas reconhece freqiiéncias abaixo de 20000Hz. Portanto, em aplicacoes de
audio, freqiiencias de amostragem acima de 40000Hz sao suficientes para uma
otima qualidade sonora, representando todo o espectro audivel. Ja uma taxa
de amostragem muito superior acarretaria no armazenamento de informagoes
irrelevantes e aumentaria o gasto de memoria demandada.

A freqiiéncia de amostragem mais utilizada para aplicacoes de audio digi-
tal de alta qualidade é de 44100Hz, sendo também a taxa de amostragem em
CDs de musica. Por outro lado, a freqiiéncia de amostragem de um telefone
convencional é de 8000Hz, ja que este visa apenas a conversacao inteligivel
entre duas pessoas e, em uma conversa regular, a freqiiéncia fundamental
de uma voz masculina adulta é em média de 120Hz e de uma voz feminina
adulta é de 250Hz, raramente ultrapassando 500Hz.
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Capitulo 2

Algoritmos no Dominio do
Tempo

Os métodos para andlise e ressintese de sinais musicais no dominio do tempo
sao métodos que utilizam apenas informagoes temporais do sinal para procu-
rar os parametros que o descrevem. Esses métodos pressupoem que os sinais
musicais sao quase harmonicos, isto €, sao bem descritos pelo modelo senoidal
com amortecimento exponencial. Nesse caso, a matriz de Hankel H, definida
por H;; = z(i + j — 2), pode ser decomposta na forma WAW?, em que W ¢é
uma matriz de Vandermonde e A é uma matriz diagonal, conforme veremos
adiante. A partir de A e W, calculamos os parametros desejados para res-
sintetizar o sinal. A seguir, vamos revisar alguns conceitos de algebra linear
e provar alguns lemas que utilizaremos no desenvolvimento desses métodos.

2.1 Preliminares de Algebra Linear

Vamos agora revisar alguns conceitos da Teoria de Matrizes. Primeiro, vamos
apresentar algumas notagoes:

tr(A) é o trago de A.
Observacao: tr(AT) =tr(A) e tr(AB) = tr(BA).

A4]l2 = ma (]| Aal]2)

Im(A) é o espago coluna de A.

A(A) é o espectro de A.

p(A), o raio espectral de A, é o autovalor de A cujo valor absoluto é
maximo.
Observagao: ||A|l2 = /p(ATA).

A(k,:) denota a k-ésima linha de A e A(:, k) denota a k-ésima coluna de
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A. Sejam u = (i1, ...,%3,), em que 1 < i3 < ... < i <mev=(Jp,..,Js), em
que 1 < j; < ... < js < n. Entao A(u,v) é a submatriz de A definida a partir
de u e v. Definimos 1:m = (1,2,3,...,m).

Lema 2.1 (Sherman-Morrison). Seja A uma matriz inversivel e sejam U e
V tais que (I — VT ATIU) seja também inversivel. Entao,

A-vvhHt=A"t+ AU -viatu)ytvia

Demonstracao.

A7+ AT U - VviATT ) VAT A - UV =T - A7 UV +
+ATTU(I - VTATT U)WV - AT U1 - v AT ) VT AT IOV =
=1 - AUV + AU - VTATU) (I = VTAT )V =
=I-A"'vvt+ A 'uvt =1

O

Definicao 1. Seja A € R™*™. Dizemos que A € uma matriz de posto com-
pleto se posto(A) = n.

Definicao 2. Sejam A € R™™ ¢ {vy,...,v,} C R™. Se [Avy,..., Avy,] C
[U1, .oy U], €ntdo v, ..., U] € um subespago invariante sob A.

Proposicao 2.1. Sejam A € R™™ ¢ X € R™* de posto completo. Se
AB € R¥* tal que AX = XB, entio a imagem de X é um subespaco
invariante sob A.

Lema 2.2. Sejam A € R™™ ¢ X € R™* de posto completo e B € RF*k
tais que AX = X B. Entdo o conjunto de autovalores de B estd contido no
conjunto de autovalores de A.

Demonstra¢ao. Seja A um autovalor de B e v um autovetor nao nulo associ-
ado a \. Bv =X = AXv = XBv = AXv. Como X é de posto completo
e v # 0 entao Xv # 0. Logo, A é autovalor de A associado ao autovetor
Xv. [

Definicao 3. Seja Q € R™™. Diz-se que Q € ortogonal se QTQ = QQT = I.

Observagao: se ) ¢ uma matriz ortogonal, ||Qz|s = ||z|, pois ||Qz|3 =
2TQTQx = 2Tx = ||2]|3; ||QA|2 = ||A]l2, pois dado x tal que ||z|, = 1,
|QAz||2 = 2T ATQTQAx = 2T AT Ax = || Az||3. O mesmo vale para ||AQ||.
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Definicao 4. Seja S um subespago de R™. P € R™*™ € a matriz de projecao
ortogonal de R™ sobre S se Im(P) =S, P>=P ¢ PT = P.

Observacao: se V' é uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal
para S, entdao VV7T = P ¢ a matriz de projecao ortogonal em S.

Lema 2.3. Se P, e P, sdao matrizes de projecao ortogonal, entdo ||Py— Ps|2 <
1

Demonstracao. Dado um espaco S de dimensao n, sejam S; e Sy dois subes-
pacos de dimensao k e k', respectivamente. Seja W; € R™* uma matriz
de k colunas ortonormais que gera o subespaco S;. Assim, WIW, = I e
WiW[I = Py, matriz de projecio ortogonal de S sobre S;. Analogamente,
tome Z; € R que gera S, com ZlTZl =Te ZlZlT = P,, matriz de projegao
de S sobre S;. Completaremos agora W; e Z; de forma a obtermos duas
bases ortonormais W e Z para o espago S: W = (W1 |Ws) e Z = (Z1|Zs),
com Wy € Rk e 7, € R™ =) que podem ser escritos da seguinte
forma: Wo = Wit e Zy, = Zi-. Portanto WIWw,=0e ZlI'Z,=0.

ASSiITl7 ||P1 P2||2 == HWlWl ZlZT||2 = ||WT(W1W1 ZlZT)Z||27 pOiS
a norma euclidiana ¢ invariante por transformagoes ortogonais. Note agora

T
que WTW, = ( ng >W1 = ( é > e 217 = ZT(Z,|Zy) = (I]0). Entao
5

|Pr = P, = W (WAW] — 2,21 27|, =
W2 W77 -

2

Wiz Wiz Wiz, o
0 0 WZZ, 0
_ Wi Z,
=\ —wrz o

Para encontrarmos a norma desta tultima matriz, considere a matriz or-
togonal W1 Z:

wrlz, Wrz Qu Q
WTZ — 1“1 1 42 ) _ ( 11 12 ) _
( W2TZl W2TZ2 Q21 Q22 Q

Como W7 e Z sao matrizes ortogonais, entao W7 Z é ortogonal e, portanto,
IWTZ|ls = 1. Como Q2 = WlZy e Qu = W]IZ, sao submatrizes de

Q= WTZ temos [|Qus2 < [[Ql2 ¢ || = Qull2 = [[@ull2 < [|Q]l2. Note que
Q2 = Wl'Zy € RFXF) ¢ Qg = W' Z, € R®F*K Tome entdo 2 € R™*!

— H( (I) ) Wiz —w7*z, (1)0)

2

2
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X1

tal que [|z]s = 1ex = , com 77 € RF*1 e gy € RKIXL Entao

L= [lzlla = [lz1]l2 + [[z2[l2. Togo:

2
|(P, — Pz)l'Hg = H( _lexl ) T < QleQ )H - H< —Qéijl )
2

1Q122|l5 + [|Qa11][5 <

2

2

< 1Quall3 a3 + 1Qaall3 lll3 <
< QI lzall3 + QU3 lw2ll; =

=z ll; + [lwall; = 1

= [P —Pf; <1

]

Definigao 5. Uma matriz A € R™" ¢é dita ser diagonalizdvel se A possui n
autovetores linearmente independentes.

Se A é uma matriz diagonalizavel entao A pode ser escrita como A =
SAS™!, em que S é uma matriz formada pelos autovetores linearmente in-
dependentes de A e A é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de
A.

Esta decomposicao é chamada forma diagonal e nao é tnica, pois um
multiplo de um autovetor continua sendo autovetor associado ao mesmo au-
tovalor.

Se A é uma matriz real e simétrica, entao ela pode ser decomposta da
forma A = QAQT, com () ortogonal e A diagonal real.

Lema 2.4. Seja A € R™*" ¢ B € R™*™. Se AB ¢ uma matriz diagonalizdvel
e 0 ¢ N(BA), entao BA também é diagonalizdvel.

Demonstragao. Como AB é diagonalizével, entao AB = PDP~!, com D =
diag(Ai, ..., Ap, 0,...,0). Se 0 ¢ \(BA), entao o posto de A é completo.

Se A é quadrada, entdio BA = A'ABA = A"'PDP~'A, logo BA ¢
diagonalizavel.

Seja A uma matriz mxn. Logo, m > n (pois A é de posto completo). Seja
C' uma matriz m x (m —n), de forma que a matriz F' = (A|C') seja quadrada

e inversivel. Considere também a matriz G = _BE) ), quadrada. Entao,
FG = (A|C) ( _Eg > = AB = PDP~!. Por outro lado, ( BOA BOC > =
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GF = F~Y(FG)F = F-'PDP~'F. Assim,

BA BCN (peipy _ (r-1p)D.
0 0
Seja agora A # 0 um autovalor de GF. Entao ( BOA BOC ) ( i ) =
A ( ;j ) Dai, y = 0 e BA = Az. Ou seja, (F71P)e; é da forma ( %k ),
k=1,...,p. Logo, como as colunas de F'"'P sdo LI, {z1,...,z,} é LI, ou seja,
BA é diagonalizéavel. m

(Decomposigao SVD). Uma matriz A € R™™ pode ser decomposta como
A =UXVT, em que U € R™™ ¢ ortogonal, V € R™™ ¢ ortogonal e ¥ €
R™*"™ ¢ diagonal com elementos o1 > ... > 0,, em que r € o posto de A.

Observagao: se m > n, A pode também ser decomposta por uma SVD
econdémica da forma A = U, V7T, em que U; = U(:;,1 : n) € R™" asn
primeiras colunas de U e ¥ = ¥(1:n,1:n) € R™™,

(Decomposicao QR). Dada uma matriz A € R™*", ela pode ser escrita como
A=QR, em que R € R™*™ ¢ triangular superior e ) € R™*™ ¢ ortogonal.
Se A possui posto coluna completo, entao () fornece uma base ortonormal
para Im(A).

Observacao: se m > n, A pode também ser decomposta por uma QR
econdmica da forma A = Q1 Ry, em que @7 = Q(:,1 : n) € R™" asn
primeiras colunas de @ e Ry = R(1:n,1:n) € R™",

Teorema 2.1. O conjunto das matrizes A € R™™ m < n, tais que posto(A)
=m € denso em R"™™,

Demonstragdo. Seja A € R™" tal que posto(A) =r < m. Seja A =UXVT
a decomposicao SVD de A. Temos que:

01
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Defina:
01

Or

N
=~
|
Bl

=

0

Considere agora as matrizes A, = U, V1. Entao,

k—oo

]

Definicao 6. Seja A € R™" ¢ seja A = UXVT sua decomposicao SVD. A
pseudo-inversa de A € definida por AT = VXIUT, em que os elementos da
diagonal de ¥t sdo os inversos dos elementos nao nulos da diagonal de .

Observagao: a pseudo-inversa é a Unica inversa generalizada que satisfaz as
4 condigoes de Moore-Penrose.

(i) AATA=A

)
(i) ATAAT = A
(ifi) (AAHT = A4t
(iv) (ATA)T = ATA

A pseudo-inversa possui as seguintes propriedades [23]:

3. (AT)T = (ANT,

4. posto(A) = posto(AT) = posto( AAT) = posto(ATA).
5. (AAE)T = AHTAT (AHA)T = ATAHT,

6. (AAMTAAT = AAT, (AHA)TATA = ATA.
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7. Se A € C™" tem posto n, entdo AT = (AHA)1AH e ATA =™,
8. Se A € C™™ tem posto m, entdo AT = AH(AAH)"1 e AAt = [()

9. Se A tem fatoracdo de posto completo A = FGH, em que posto(F) =
posto(G) = posto(A), entao At = G(FITAG)'F1 e AT = (GNHHFT.

Definicao 7. Uma matriz A € R™"™ ¢é simétrica definida positiva (SDP) se
A= AT ¢ (Vo € R") 2 # 0, vale que z7 Az > 0.

Observacao: uma matriz é SDP se e somente se todos os seus autovalores
sdo positivos. Se A e v sao autovalores de A, entao vT Av = AvTv = A||v]|3 e,
portanto, v7 Av tem o mesmo sinal de \.

Lema 2.5. Se C é SDP e Y € de posto completo, entio YTCY ¢é SDP.

Demonstracao. Seja x um vetor nao nulo. Defina y = Y. Se Y tem posto
completo, entdo y é nao nulo, logo 2’ Y7CYx = y"Cy > 0, pois C' é SDP.
Logo, YTCY é SDP. O]

Lema 2.6. Se A é SDP, B= B" ¢ AB+ BA =0, entdo B = 0.

Demonstracao. Se B é simétrica, entao B possui decomposicao espectral da
forma: B =UXUT. AB+ BA =0 AUSUT + USUTA =0« UTAUY +
SUTAU = 0. Pelo lema 2.5, A = UTAU ¢ SDP e AL+ 34 = 0 = (Vi) (AS+
ZA)M = 0. Ou seja, os elementos da diagonal de AY + 2 A sdo nulos. Por
outro lado, 0 = (AX + L A); = el (AX + S A)e; = el AXe; + eI S Ae;. Como
>, ¢ diagonal, os vetores canonicos sao seus autovetores e seus autovalores
os elementos da diagonal. Entdao Ye; = \ie; e el ¥ = el'\; = \el. Assim,
eTAYe; + eI'SAe; = Ni(elAe;) + Mi(eT Ae;) = 0 = 2)\A4; = 0. Como A é
SDP, (Vi) A;; > 0, logo (Vi) A\; = 0 e, portanto, ¥ = 0. Conseqilientemente,
B=0. O

Proposicao 2.2. Seja A uma matriz real simétrica definida nao negativa.
Entdo, existe uma unica matriz real simétrica definida ndao negativa P tal
que P2 = A.

Demonstracao. Seja A = QDQT uma decomposicao espectral de A, em que
D > 0. Entédo, se P = QD2QT, P> = A. Suponha que A = R? para alguma
matriz real simétrica definida nao negativa R. Entao, como A comuta com
R, A e R sao simultaneamente diagonalizaveis, isto é, existe W ortogonal tal
que A = WDW?T e R = WEW?. Como R*> = A e R é uma matriz com
autovalores nao negativos, £ = Dx. Logo, R = P. O
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Definigao 8. Seja A uma matriz simétrica definida nao negativa. Seja P a
matriz simétrica definida nao negativa tal que A = P?. A matriz P € dita a
1

raiz quadrada de A (Notagao: P = Az).

Definicao 9. Seja A uma matriz real simétrica definida positiva. Seja P
uma matriz real nao simétrica tal que A = PPT. A matriz P € dita uma
raiz quadrada assimétrica de A.

Proposigao 2.3. Seja A uma matriz real simétrica definida positiva. Seja
P uma raiz quadrada assimétrica de A. Entao, existe uma matriz ortogonal

U tal que A2 = PU = UTPT,

Demonstracao. Seja U = P1As. UTU = AsP TP A7 = AsA~1A3 = |.
Como A2 é SDP, (PU)T = PU, isto é, PU = UTPT. O

Corolario 2.1. Seja C' uma matriz real SDP. Sejam A e B duas matrizes
1
reais SDP tais que C = ABA. Entao, AB2 € uma raiz assimétrica de C'.

Demonstracio. (AB2)(ABz)T = (ABz2)(BzA) = ABA = C. O
Proposicao 2.4. Seja A real SDP. Entio, (A2)™' = (A™})z.

Demonstracio. Seja P = Az. Entao (A2)™' = P~L. Por outro lado,
(P~1)? = P71Pl = (PP) ' = A7\, O

Definigao 10. Seja A wma matriz real SDP. Definimos A"z = (Az)~! =
(A 1)z,

Corolario 2.2. Seja C' uma matriz real SDP. Sejam A e B duas matrizes
reais SDP tais que C = ABA. FEntdo, existe U ortogonal tal que -z =
A'B2U =UTB 3 A",

. L. 1, . .
Demonstracdo. Pelo corolario 2.1, AB2 é uma raiz assimétrica de C. Por-
1

tanto, existe U tal que C2 = AB2U . Logo, C~2 = (C2)7t = (AB%U)‘1 =
UT(Bz) A = UTB 2 A", Analogamente, tomando C2 = ABz, chega-
mos a C'2 = A~'B3U. O

2.2 Estimativa de Parametros

Comecaremos agora o estudo dos métodos de alta resolucao para analise e
sintese de sinais sonoros. Esses métodos baseiam-se no modelo senoidal com
amortecimento exponencial ([2], [9]), no qual o sinal sonoro discreto z(t) é
descrito como uma soma de sendides com amplitude ay, freqiiéncia f, fase
inicial 6, e um decaimento exponencial e®!, t =0, ..., N — 1:
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M
= Z eray cos(2m it + Oy) (2.1)

Sem perda de generalidade, vamos supor que a amplitude a; € R pois, caso
alguma amplitude ay, fosse negativa, entao teriamos ay cos@ﬂ fe +6k) =
—ay cos(27m fi, + O + ™) = ay, cos(27 fr, + Qk) com ap = —ap e 0, =60, +7m. O
fator de amortecimento dj é, por definicao, menor que zero, pois o modelo
exige que a sendide tenha um decaimento e, portanto, reduza sua intensidade
com o tempo.

As freqiiéncias fi, neste modelo sao divididas pela freqiiéncia de amos-
tragem, sendo normalizadas para o intervalo [—%, %], mas sendo diferentes
de zero, pois nesse caso terfamos um sinal constante que representaria ape-
nas ruido. As freqiéncias também devem ser diferentes entre si pois, caso
houvesse duas freqiiéncias iguais, elas deveriam ser agrupadas na mesma
sendide, recalculando sua amplitude e amortecimento. As fases 6, pertencem
ao intervalo [—7, ), mas podem ser normalizadas para qualquer intervalo de
tamanho 27. A equacao (2.1) pode ser escrita como:

z(t) = are™ cos(2m fit + Ox) =

Q

(M= I[)=

_k(edktez‘(zwfmek) + et @nfitto)) —
2

B
Il
—

_k(e(dk+i27rfk)t+i0k + e(dk7i2ﬂ'fk)t7i9k> _
2

NE

e
Il
—

k

> (ew’“ 2+ ek Zh)

WE

i
I

Ou seja, se oy = %akewk e 2 = elti2nfi

M
)= iz + Az, (2.2)
k=1
O numero de pontos do sinal discretizado é N, que suporemos ser impar.
Buscamos detectar 2M exponenciais 21, 21, 29, 22, ..., M, 20, conjugadas duas
a duas, que representam as M sendides presentes no sinal. Assumimos, por
enquanto, que conhecemos M e M < 2H.
Observe também que, como d; < 0, entao e < 1e, como z, =e
temos |z;| = |ed*| < 1.

dy, 127
ke fk’
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Seja agora L = % Vamos definir a seguinte matriz:

z(0) z(l) - z(L—-1)
g | 0 e
z(L—1) =z(L) z(N —1)

Sabemos que:

z(0) = a14+a1+...+ay+au

(1) = oz + @ % + o+ a2y + anZy
o(L—1) = oapzF v azi L anz  Fayzit

Assim, para a primeira coluna de H, temos a seguinte equacao matricial:

2(0) 11 11 a
z(1) 21 Z M AM aq
(L —2) 272 Fl2 P2 =2 o
x(L—1) 7t ! zf[l zf[l an
b
aq 1
a3l 1
=W : =
(0% 1
Qg 1
A
1
1
=WA| :
1
1
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Portanto,

z(0) 1
z(1) 1
: = WA| :
(L —2) 1
z(L—1) 1
z(1) 21
z(2) Z

= WA| :
z(L—1) ( M
SL’(L) ZM
x(L—1) 2t
(L) 7
: = WA[| :
(N —2) zi!
(N —1) zit

Assim, concatenando todas as colunas de H, temos:

H=WAWT (2.3)

Portanto, W € C¥**M ¢ posto(W) = 2M = posto(H). Logo, Im(H) =
Im(W). Nota-se, também, que W é uma matriz de Vandermonde associada
aos polos z1, Z1, ..., Zn, 20 -

Seja H = UXVT a decomposigao em valores singulares (SVD) economica
de H. Logo, Im(H) = Im(U). Sabemos que H é real e simétrica. Por
conseguinte, U é uma matriz de 2M autovetores de H ortonormais (UTU =
I). Por sua vez, V = US, em que S é uma matriz diagonal formada por
1 e -1. Este valor estd relacionado as colunas associadas aos autovalores
negativos. Desta forma, a matriz ¥ contém o valor absoluto dos autovalores
nao nulos de H. Mas, como vimos que Im(H) = Im(W), as colunas de U sao
combinacoes lineares das colunas de W, ou seja, elas se relacionam através
de uma matriz inversivel C":

U=wc (2.4)

Agora, vamos definir as matrizes W, W; € CE=P2M 11, ¢ a matriz
W sem a ultima linha e W; é a matriz W sem a primeira linha. Podemos
descreve-las da seguinte forma:

24



€1 €
W, = w WT = w (25)
6%—1 ef
I I
! T

em que os vetores ey sao os vetores canonicos de R”.
Seja Z a matriz diagonal tal que Z11 = 21, Zas = 21, ..., Zoy—12M-1 = ZM,
Zomam = Zy- Entao, W) e W5 se relacionam pela equacao:

W, =W, Z (2.6)

Essa propriedade é chamada de invariancia rotacional. Observe que W é de
posto completo, pois 2M < L — 1. Entao,

Z =wlw,

Note que a pseudo-inversa de W, é dada por Wf = (WfIWl)’1Wf{.
A partir de 2.4 e 2.5, obtemos:
LU=IWC™"' = U =WC"
LU=LWC™ = U =WC" (2.7)

Como posto(W)) = posto(C') = posto(U|) = 2M, temos que UI = CWf.
Entao:
zZ=wlw, = c'viu,c
= Ui, = czc™! (2.8)

Observe que os autovalores da matriz UfUT sao os polos z1, 21, ..., 2, 20 -
Seja C'ZC~! uma outra decomposicao espectral de ULTUT. Como os elementos

diagonais de Z sao distintos dois a dois, as matrizes C' e C se relacionam por
uma matriz diagonal D: C' = CD, ou C = CD™ L.

Vamos agora encontrar aq, a1, ... . Temos que:
x(0) 1 Qq Qg
x(1) 1 aq aq
He, = | : =WA| : | =W]: =UC | : (2.9)
.T}(L — 2) 1 apr apr
ZL’(L — 1) 1 @M @M
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Em [2], sugere-se que o calculo das amplitudes, isto é, a resolu¢ao do
problema Wa = He; pode ser feita sem a necessidade de se explicitar a
matriz W. Buscaremos explicitar de maneira original essa solucao.

Como U tem colunas ortonormais,

(a1 a1
(@31 @3]
U'He, =C | : =CD'D| : = CDa
A ap
Qv Qpr
Logo, X
a=D'C'UTHe, (2.10)

Para encontrarmos «, falta conhecermos a matriz D. Temos que W = UC'
e C = CD. Multiplicando W & esquerda pelo vetor canonico el obtemos
sua primeira linha, a qual é composta apenas de ntimeros 1.

W o= UC
elWw = elUucC
(1 - 1) = vucp

Vamos agora multiplicar a direita os dois lados da equacao, separadamente,
por cada um dos vetores canonicos e, para k = 1,...,2M. Note que, ao
multiplicarmos a matriz linha (1...1) por e, temos como resultado o nimero
1; quando multiplicamos a matriz diagonal D por e, temos edy,. Logo,

. 1
1=eUCeidyy = dyy = —————
1 1011 11 TUCe,
1=elUCegprd = d L
= oM A2 2M OIM2M = —a
! G{UCGQM
Portanto, o é dado por:
o = D'C'UTHe,
ay elTUC'el
= C'UTHe,  (2.11)
Qg eTUCeqns

Temos agora os parametros «aj e 2, do nosso modelo. Lembrando que
ap = %akewk e z, = e e fr para cada senéide encontramos sua amplitude,
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fase, freqiiéncia e fator de amortecimento:

ap = 2|Oék‘
Qk = ZOék
ZZ]C
e = o
dp = log |zl (2.12)

Parte do que foi feito acima esta incluido no algoritmo ESPRIT, abre-
viacao de Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Tech-
niques [18]. Esse algoritmo estd resumido abaixo:

ESPRIT

Algoritmo 1 ESPRIT
(U, 2, VT] = svd(H,0)
o =UlU;
€, 2] = eig(®)

Utilizamos, na descrigao de parte do algoritmo, a sintaxe do MATLAB:
a instrugao [U, X, VT] = svd(H,0) significa que as matrizes U, 3 e V7 serao
atribuidos os valores tais que H = UXV7T seja a decomposicao SVD eco-
némica de H; a instrucio [C, Z] = eig(®) significa que a matriz C' serd a
dos autovetores de ® e a matriz diagonal Z sera composta dos autovalores
correspondentes na diagonal.

2.3 Ordem do Modelo

Na secao anterior, foram feitas deducgoes supondo-se que o som nao possui
ruidos e que sabemos exatamente o nimero M de senéides (que correspondem
a 2M exponenciais complexas) a serem rastreadas. Se ndo houver ruido, 2M
é o posto de H. Chamamos de ordem do modelo ao valor M (as vezes,
neste texto, utilizamos 2M como a ordem do modelo). No caso em que nao
h& ruido, o calculo numérico do posto de H pode ser feito eficientemente via
SVD, se M nao for muito grande.

Na pratica, dado um sinal qualquer, nao sabemos quantas sao suas com-
ponentes senoidais. Para um sinal de procedéncia desconhecida, essa quan-
tidade pode ser infinita. Porém, para os métodos de alta resolucao, vamos
nos restringir a sons harmonicos com um nimero limitado de parci-
ais, por exemplo, sons monofonicos gerados por instrumentos de orquestra.
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Precisamos, entao, de uma estimativa do valor de M para podermos aplicar
o algoritmo. H4a duas alternativas: usarmos um numero pré-determinado ou
usarmos um método para estimar o nimero de sendides do som em questao.
Antes, vamos estudar o que acontece quando superestimamos o nimero de
sendides. Nesse caso, os parametros que rastreamos estao incluidos no con-
junto de parametros encontrados. Porém, se subestimarmos a ordem do
problema, nao teremos informagoes suficientes para reconstruir o sinal com-
pleto, embora os parametros encontrados nesse caso sejam aproximagoes de
alguns dos 2M parametros verdadeiros.

2.3.1 Modelo de ordem superestimada

Vamos supor que temos M sendides presentes em um sinal, mas que traba-
lharemos com um modelo de ordem superestimada M > M. Suponha que
temos a matriz H e encontramos sua SVD numérica, da forma H = Usvr.
A matriz U é L x L, U = [U|Uy], em que U; € REX2M & g matriz obtida na
decomposi¢ao economica. Por outro lado, a matriz U; também é composta
de duas submatrizes, U; = [U|X], sendo U € RE**M a matriz que realmente
procuramos, com a verdadeira ordem do problema, e X uma outra matriz
que é estranha ao nosso modelo.

Vamos mostrar agora que, mesmo que tenhamos superestimado a ordem
do modelo, ainda assim encontraremos as informacoes das sendides. Lembre-
mos que os pélos que procuramos sao 21, 21, ..., Z2m, Z2Mm, autovalores de UfUT.

Teorema 2.2. {z1,71,..., 20, Z2m ) C A(UflUlT)

Demonstracao. Seja v autovetor de UIUT associado a algum autovalor \ €
{z1,21, .., 20, Zn |, OU S€EjA, UIUTU = M. Seja ® = UEUT. Como posto(U|) =
posto(U;) = 2M, pela invariancia rotacional, ® é a inica solugao de Uy = U ®
(ver equagoes (2.6), (2.7) e (2.8)). Multiplicando por v a direita, temos:

U = U dv = U U[Ujw = AU v

Seja agora o vetor vy, = ( 8 )

Uyoy = (U; | XT)(())—UTU—)\UW_(m | Xl)(S)

Como ( Uu | X ) ¢é de posto completo, temos que:

o 0 (5)=(3)
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Concluimos, assim, que A é também autovalor de (UlT WUip). ]

2.3.2 Algoritmos para estimativa de M

Apresentamos aqui dois algoritmos: o primeiro procura determinar M a
partir da minimizacao de uma funcao; o segundo, que é utilizado quando
a ordem do problema for superestimada, é uma estratégia para separar os
autovalores que procuramos dos outros encontrados pela superestimacao de
M.

ESTER

Vamos apresentar um método para a estimativa do parametro M chamado
ESTER (ESTimation ERror) [3]. Esse método busca encontrar um valor p
mais proximo de M possivel, por meio de uma funcao que o avalia. A funcao
de avaliagao serd a norma de uma matriz F(u), que serd definida a seguir.
Esse processo é mais barato que a obtengao de U pela SVD de H [3].

Para um determinado pu, comegamos o processo iterativo definindo:

w=(%)
NX2u

As iteragoes serao dadas por:

{ Ay = HUp,
UpR, = qr(AImO)

em que qr(Ag,0) indica que o produto Uy Ry é a fatoracdo QR econémica
da matriz Ay. Esse método, dito método de iteracao ortogonal [12], converge
para uma matriz que denominaremos U(u). Definimos agora:

b(p) = U|U(wy
E(u) = U —U(p) ®(p)

A seguir, demonstramos uma proposicao que descreve parcialmente o com-
portamento de || E(u)||2.

Proposicao 2.5. (Vue {M,M +1,..,N}) |[E(n)]2 <1

Demonstragao. E(p) = [U(N)T(U(uﬂ) - U(,u)l(U(u)D] U(u);, pois como
vale que VA, AATA = A, vale particularmente para A = U(u);. Assim,

IEG) |2 < U (1)1 (U()}) = U )y (U () Dll2 - 10 (1)1 12
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Vamos agora calcular separadamente as duas normas. A primeira delas é a
norma de uma diferenca entre duas matrizes de projecao e, portanto, pelo
Lema 2.3, | U(1); (U()}) = U) (U()1)]l2 < 1. Na segunda, temos que:

10 0 0
01 0 0

Ul = : Uln)
0 0 10

Ulp)y = LU(p)
= Uil < [llz- 1U)]l2

Como (VA) ||AH||2 = ||Alls = maxA(A7A), temos que maxA([;) = 1.
Logo, [U (k)2 < 1-1 = 1. Ou seja, | E(n)]l < 1. -

Consideremos, agora, a seguinte funcao J:

J:AMM+1,..,N} — [0,]1]
Iz — [IE(w)]]2
Note agora que, se u = M, entdo U(u) = U e, portanto, E(M) = 0 e
J(M) = 0. Na prética, porém, a matriz U (i) é obtida iterativamente. Logo,
¢ dificil que encontremos J(M) = 0. Assim, busca-se u tal que J(u) seja um

valor razoavelmente proximo de 0, sendo esse p uma boa estimativa para o
nosso M verdadeiro.

Método de predicao linear para estimativa de M

Vamos, agora, propor um novo método para a estimativa de M, baseado em

— —
predicao linear. Seja H a matriz H sem a ultima coluna. Seja H a matriz H
sem a primeira coluna. Considere a equagao:

[T[CZFIQ

Observe que, se existir solugao ¢, entao:

H=H S,
em que:
C1 1 0
S = :
Cr—2 0 1
Cr—1 0 0



Em [6], foi mostrado que, se ¢ é a solu¢ao de quadrados minimos de menor
norma, entao os autovalores da matriz S que se encontram fora da bola
unitaria, ou seja, cujo valor absoluto seja maior que 1, correspondem aos
parametros que nos interessam. Basta conta-los e teremos o nosso valor para
2M.

Para calcular os parametros desejados, procederemos de forma analoga a
que utilizamos com o ESPRIT. Para isso, vamos considerar a decomposi¢ao
espectral ST = WTAW*T, ou seja, S = WLAW. Vemos que os autovalores
de S e ST sdo os mesmos. Seja v = (v1,...,u_1) autovetor de ST associado
a A. Temos:

( (
)\Ul = cv+..+ Cr,Vr—1 V-1 = 1
)\Uz = U V-2 = A
)\1]3 = V2 = V-3 = )\2

L AVp_1 = Up_o . U = ALt

Portanto, os autovetores associados a A\, sao da forma (Aﬁ’l, oy Ay 1), Ao
fatorarmos ST, obtemos W7 da forma:

AT A dy AT A AT

Para encontrarmos a matriz W do nosso problema, basta dividirmos cada
coluna k de W por dk)\ﬁ_l, ou seja:

. eflpVAVel )\Il L )‘7_11
1 : :
TWen AED D

1

Podemos agora encontrar nossos parametros oy, resolvendo o sistema:

(0)
Wa = :
x(L—1)
A solucao de minimos quadrados é:
(0)
a=W| :
z(L—1)
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2.4 Algoritmos Adaptativos

Os métodos de alta resolucao que vimos até agora detectam as caracteristicas
globais de um determinado sinal, a partir da matriz H. Em geral, essa matriz
H, formada por todos os pontos do sinal, é muito grande para processamento
numérico. Uma idéia inicial para lidar com essa impossibilidade é reduzir o
nimero de pontos a serem analisados e avancar no sinal (isto é, no tempo)
através de janelas, dando origem aos algoritmos adaptativos. Este é o con-
ceito intuitivo de janelas deslizantes. Nossa variavel L serd agora arbitraria,
maior que 2M e, obviamente, bem menor que % Vamos agora formalizar
o conceito de janelas deslizantes. Seja H(t) definida por:

x(t) x(t+1) - z(t+L-1)
H(t) = x(t +1) x(t +2) x(t + L) (2.13)
S+ L—1) a(t+L) - a(t+2L—2)

Chamaremos as matrizes H(0), H(1), ..., H(N — 2L) de janelas deslizantes,
pois, a cada avango no tempo, a matriz H(t + 1) tem uma coluna retirada
e outra acrescentada em relagdo a matriz H(t), enquanto as colunas comuns
entre elas sao deslocadas para a esquerda. A seguir descreveremos alguns
algoritmos que utilizam essa técnica de janelas deslizantes.

2.4.1 Método de Iteracao Ortogonal Adaptativa

Para contornarmos o cdlculo da SVD de H(t), H(t) = U(t)%(t)VT(t), vamos
aproximar U(t) por uma matriz Q(t) proveniente do método de iteracao

Ion

ortogonal [24]: dada a matriz inicial Q(0) = ( 0

), a cada passo t =
0,1,2,..., fazemos:

{ Alt) = HH)QE—1)
QU)R(t) = A(t)

Porém, dessa maneira, comegamos com uma mé aproximacao para U(0) =
Q(0). Uma alternativa é realizar o processo iterativo inicialmente com a

matriz H(0) fixa, para obtermos ((0) mais préxima de U(0). Para k =
1,2,...,T terfamos entao:

{ A = H(0)Qpr-1
QR = Ay

e, finalmente, tomarfamos Q(0) = Q7.
A complexidade desse método é de O(M L?) operagoes por iteragio.
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2.4.2 Meétodo de Strobach

Vamos agora apresentar outro processo iterativo, computacionalmente mais
economico, para aproximarmos U(t) em cada janela. Esse algoritmo ¢é cha-
mado método de Strobach [24]. Comecaremos definindo o vetor linha:

h(t)=z(t:t+L—1)

Assim, temos que a matriz H(t) é escrita em fungao dos vetores h(t) da
seguinte forma:

h(t+L—1)

Vamos definir agora a matriz H (t) acrescentando uma linha & matriz H(t—1).

o= () - ()

Consideremos agora as matrizes A(t) e A(t) definidas a seguir:

- - (M S ) - (M)

Por outro lado, também temos que:

i = -n -, 157801
)

Alt) = HHQ( — 1) = Q)R(t) = H(t
Defina agora A(t) de tal forma que:
(Mp&@@—n):< <WPJW@—D):A@
A(t) h(t+L—1)Q(t—1)
em que h(t — 1) = eTH(t — 1). Observe que:
Ht—1)Q(t—1)=Qt—1R({t—1)Q(t—2)TQ(t—1) = A(t — 1)0(t — 1)

em que 0(t) = Q(t — 1)TQ(¢t). Definindo a(t) = h(t — 1)Q(t — 1) e b(t) =
h(t+L—1)Q(t—1), chegamos ao seguinte algoritmo para encontrar a matriz
Q(t) para cada t:

Esse algoritmo reduz a ordem do problema para O(M?L) operacoes por
iteracao. Porém, essa complexidade ainda nao é satisfatoria.
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Algoritmo 2 Método de Strobach

= ("
0(0) = Iony

A(0) = H(0)Q(0)

fort=1,2,... do
b=h(t+L—-1)Q(t—1)

A =[A(t—1)0(t —1);0]
=A@2:L+1,)

[Q(t)7 R(t)] = qr (A’ O)

0(t) = Q(t —1)"Q()

end for

2.4.3 Algoritmos baseados em Aproximacoes Projeti-
vas

Buscaremos formas econdomicas de encontrarmos a matriz Uy, sem a neces-
sidade de fatoracao SVD ou QR a cada passo. Para isso, utilizaremos al-
goritmos baseados em aproximacgoes projetivas, derivados do método PAST
[25]. Suas principais variantes sdo os algoritmos NP3 [13] e OPAST [1], que
foram desenvolvidos originalmente para rastrear subespagos dominantes de
matrizes de covariancia CY, cuja atualizagao é de posto 1. Nossa intencao é
adaptar esses métodos para a matriz Cj, = Hf = H(k)?, cujo espago coluna é
o mesmo de H(k) e cuja atualizagao serd de posto 2. Esses métodos possuem
complexidade de O(M L) operagdes por iteragao.

Vamos supor que os autovalores de H sao da forma |A;| > [Aa] > ... >
|Xons| >> [Aoms1| = ... &= || &= 0, ou seja, o autovalor Agy, de H é
muito maior que Agp11, sendo que a partir dai os autovalores sao muito
proximos de 0. O subespaco correspondente aos 20/ maiores autovalores em
valor absoluto é conhecido como subespaco dominante. Temos, entao, que
U = [Uspr|Up—2n] € queremos um método iterativo que convirja para Uspy.

Seja C = HHT. C é uma matriz simétrica definida positiva: C' = UAUT,
em que A = diag(\},...,\3;) = > A ), e X = Aoy é a matriz

L—2M
diagonal com os quadrados dos 2M maiores autovalores de H.
Consideremos agora a funcao J : RF*?M — R, definida por

JY)=tr(C) = 2tr(YTCY) + tr YTCYYTY) (2.14)
Entao, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.3. Y ¢ de posto completo e VJ(Y) =0 < Y = VQT, em que
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V' € uma matriz de autovetores linearmente independentes associados a 2M
autovalores de C, VIV =1 e Q € uma matriz ortogonal de ordem 2M .

Demonstracao.
JY +H)=tr(C) = 2tr(Y + H)'C(Y + H))+
+tr((Y + H)'C(Y + H)(Y + H)' (Y + H)) =
=tr(C) = 2tr(YTCY) = 2tr(H*CY + YTCH)+
+tr(YTOYYTY) + tr(YTCHYTY) + tr(HT'OYYTY )+
+tr(YTCYHYY) +tr(YTCOYYTH) + O(||H||*)

Como o traco é uma fungao linear, tr(AT) = tr(A) e tr(AB) = tr(BA),
JY +H)=JY) = 4tr(H'CY) + tr(H'CYYTY) + tr(YTCHYTY )+
+tr(YTCYH'Y) +tr(YTCYYTH) + O(||H||?) =
=J(Y) —4tr(H'OY) + 2tr(H'CYYTY) + 2tr(HTYYTCY) + O(|H|*) =
= J(Y) +tr(H'[-4CY +20Y Y'Y +2YYTCY]) + O(||H|]*)
Assim, temos que VJ(Y) = (—4CY +2CYYTY +2YYTCY). Vamos, agora,

verificar para quais matrizes Y, de posto completo, VJ(Y) = 0.
VIY)=0 = 0=YIVJ(Y)=-=2YTCY +YICYYTY + YIYYTCY
= YICY(YTY — )+ (Y'Y —H(YTCY) =0

Como C é SDP e Y ¢ de posto completo, entao, pelo Lema 2.5, YTCT ¢
SDP. Portanto, pelo Lema 2.6, temos que Y'Y — I =0, ou seja, YTY = I.
Logo,

0= %VJ(Y) = —20Y +CY +YYICY = —CY + YYTCY

e, como YOV é SDP, logo inversivel, temos:
CY =YYTOY &Y =CY(Y'Ccy)™! (2.15)

Por ser SDP, YTCY possui decomposicao espectral: YOV = Q¥yQ7, em
que ) é uma matriz ortogonal de ordem 2M e Yy é diagonal. Assim, por
(2.15), CY = YQRXyQT = C(YQ) = (YQ)Zy. Como Y ¢ de posto com-
pleto e Q ortogonal, Y é de posto completo. Assim, Y () é uma matriz de
autovetores LI de C associados as entradas diagonais de ¥y correspondentes,
que sao autovalores de C'. Como C' é uma matriz simétrica, existe uma base
ortonormal de autovetores de C' associados as entradas de »y. Seja V a
matriz cujas colunas sao os 2M vetores dessa base. Logo, Y = VQT.

Para provarmos a reciproca, basta substituirmos Y = V5,Q) em VJ(Y).

[]
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Teorema 2.4. O minimo global de J(Y') € alcangado se Y = Usp @, em que
Q € uma matriz ortogonal qualquer.
A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [25].

Se Y é uma matriz de posto completo e C' é uma matriz simétrica, entao
YTC?Y ¢ uma matriz simétrica definida niao negativa. Logo, existe uma
inica matriz simétrica definida nao negativa Z tal que Z? = YTC?Y: Z =
(YTC?Y)2. Se C 6 uma matriz SDP, entdo (Y7C2Y)~z = (YTC2Y)2)~L.

Proposicao 2.6. Sejam Y wma matriz de posto completo e C' uma matriz
SDP. Se G = CY(YTC?Y) "2, entio GTG = 1.
Demonstracao.
GTG = (YTC?Y) 2YTCTey (YIC?Y) 2 =
= (YT (YICY ) (YIC?Y) s =1
O

Podemos aplicar o algoritmo de iteracao ortogonal adaptativo nas ma-
trizes C(t) = H(t)H(t)*. Observemos que a matriz de colunas ortonormais
Q(t), quando t avanca, converge para o subespago dominante de H (t), que é o
mesmo de C(t). Obtemos Q(t) a partir da decomposicao QR de C(¢)Q(t—1).
Mas poderiamos obter () a partir de outra decomposigao de C(t)Q(t —1).
Uma idéia é usar a proposicao acima para obtermos Q(t):

Q) = C(HQ — D(Q(t —1)TC*(1)Q(t — 1)) 2 (2.16)

Os dois algoritmos a seguir procuram calcular essa expressao de forma apro-
ximada, porém eficiente.

2.4.4 Algoritmo NP3

Seja C(t) = H(t)H(t)" = H(t)?, em que H(t) é a matriz de Hankel definida
em (2.13). Vamos utilizar a notagao C, = C(k) e H, = H(k). Sejam
hi1 = Hy_1e1, hy = Hyey, . = (hi|h2) e 7 = (hq| — ho). Temos:

hT
Coor = Hy 1 HE | = (h|Hpo) < HT1 ) =
Th—1

= Ck—l = HTk—lHTj;c—l + hlh?
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Por outro lado:
T Hi,
Ck = Hka = (HTk—l|h2)( ;L%—l > =
= Hyp1Hjy_y + hahy =
= Hy_1Hl | —hihi +hohl =

hT
= Cjo1 — (h1|h2) ( _]iT ) =
2
= Ck—l — TkT’Ag (2.17)
Agora, definiremos Y, = C,U,_1, S, = U, kalfk e faremos a seguinte apro-
ximagao, considerando que Uy ~ Uj_1:

Vi = Oy = (Cooy — i U1 = Cp Uy — 145F
=Y., = Ckflkaz — TkSg =Y. 11— TkSg

Vamos agora definir Zj:

Zk = YkTYk = (Ykz—l — TkSg)T(Yk_l — TkS];F) =
= (Yo = Serp) (Y —miSy) =
= Y Y= SuriYe =YL rSE 4+ SprireSE =

= Zk—l — Skr,:fYk_l — YkT_lrkS,f + SkTgT’kS]z
Utilizando (2.16):

Ui = CuUp (U C2U,_) 2 =
= CuUp (UL CTCU_1) 2 =

1

= Y(YI'Y) 2 =
_1
= V.7, (2.18)

Temos, por outro lado, que Z; =

1 1 1 1 1 1 11
25—1([ - Zkflskrlzykflzkfl —Zy, 21YkT—17“kSkTZk—21 + ZkflskrlzrkskTZk—21>Zk2—1

Vamos calcular uma raiz quadrada nao simétrica para Z; pelo Corolario
2.2:

Z

1 1
= Zk:—1([ - Zk—lekTng—IZkfl_

N
D=

1 1 1 1
—32 T T2 -3 T, ol 2 \—4%
— 2, Y kS 202 + 2y 2 Sk kS 23, %)
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_1 _1
= 7, % =22 —ab” —ba" + aca”) 2

_1 _1
em que a = Z, 45k, b= 2, Y, ;ri e ¢ = rl'rp. Observemos que a matriz
(—ab? — ba® + aca™) é simétrica e pode ser escrita como:

T T
—ab” — ba” + aca” = ( a b ) ( b —|—Tca )
——

—a
A . ~~ J/
B

Considere, agora:
—b" + ca” —bla+cata —bTb+ ca’d

A matriz BA é 4 x 4 e seus autovalores sao o1, 09, 03, 04, 0S MESMOS au-
tovalores nao nulos de —ab? — ba’ + aca®”. Podemos escrever AB como
o100l + oouevd + o3uzvl + oyvgvl, em que vy, vy, v3,v4 sd0 autovetores
ortonormais relacionados a o1, 09, 03, 04 respectivamente.
. T Ty—1
Seja F' = (I 4+ oyv1v] +...+04v40; ) 2.

T T T T\—2
F = (I 4+ 0101v] + 020205 + 030305 + 04040 )" 2 =

1
1+o01) 2

=(vy...04...0,) (o073 (V1. 04...0,)" =

1
(l4+01) 2 —1+41

—141 VT =

[N

=V (1+04)~

0+1
(14+01)"2—1
= I + (v109030y) (v1vavsvy)T =
(14+04)2 -1
=1- ’V1U1U1T - ’72U2712T - ’73113@3T - ’Y4U4U4T
em que v; = 1 — ﬁ Falta agora acharmos os autovetores ortonormais
vy, V2, v3,v4 de AB, de forma que AB = o001 +... 40404071 .
Como AB é simétrica, entao é diagonalizavel. J4 BA é uma matriz 4 x 4.
Vamos supor que BA é de posto completo e, portanto, ndo possui autovalores
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nulos. Logo, pelo Lema 2.4, BA também é diagonalizavel e pode ser escrita
como BA = JAJ™!. Portanto, ABA = AJAJ~! = (AB)(AJ) = (AJ)A. Ou
seja, AJe;, para i = 1,..,4 sao autovetores LI associados a o7y, ...,04. Falta
apenas aplicarmos a eles o processo de ortonormalizacao, que pode ser feito
por fatoracao QR ou Gram-Schmidt, para obtermos vy, v, v3, vy4.

Na pratica, essa forma de encontrar os autovalores e autovetores da matriz
AB nao gerou bons resultados e buscamos outra forma mais eficiente para
isso, descrita a seguir.

Considere a fatoracao QR economica da matriz A: QR = A & R = QT A.
Como AB ¢ uma matriz simétrica, RBQ = QTABQ = (QT(AB)TQ)"
também é uma matriz simétrica. Logo, pode ser decomposta como RBQ) =
PDPT, com D diagonal contendo seus autovalores e P ortogonal com seus
respectivos autovetores. Por outro lado, RBQ = PDPT < QRBQ =
QPDPT & (AB)(QP) = (QP) & AB = (QP)D(QP)T. Assim, D é a
matriz contendo os autovalores de AB e QP é uma matriz ortogonal con-
tendo seus autovetores. Ou seja, utilizamos ) e R gerados pela decomposi¢ao
QR economica da matriz A, L x 4, para definir a matriz RB(Q), 4 x 4; calcu-
lada uma matriz de autovetores P ortogonal, as colunas de Q) P sao os vetores
vy, ..., Uy procurados.

Retomando (2.18), vamos buscar uma atualizagdo de Uy em funcao de
Ui_1 e daquela raiz assimétrica de Zj.

Uy = Y37, =

N

_1
= [Yior =S ][Z 2 (1 — murv] — 120203 — 30305 — yavavy )] =
= Y1 Z [ — o] — .o —yqoguy | — iS22 — ) =
= Upall —pg"] =Sy 2,241 = pq'] =
= U1 — Upipg” — rpa” + rpa” pg” (2.20)

Se definirmos w = rrpa’p—U,_1p, E = [w|—1;] e G = [q|a], entdo poderemos
reescrever (2.20) como:
Uy = Up_1 + EGT

O Algoritmo 3 implementa em pseudocddigo o método NP3 para a atuali-
zagao da matriz U(t), cujas colunas sdo uma base ortogonal para o subespago
dominante de C(t).

2.4.5 OPAST

Esse método baseia-se no fato de que, se

Uy = CoUp_1(UE ,CrlUp—1) 2,
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Algoritmo 3 NP3

1E3Y:
U={ "
Y = H(0)H(0)U
Z=TY) 2
U=YZ

for k=1,...,. N —2L do

ho=x(k+L:k+2L—-1)
r = [h1]hs]
s = U[h1| - hg]
a=2U2s
b=2Z(Yr)
c=rlr
A = [a|b]

T T
B_ b_—cll—Tca
Q. ] = gr(A,0)
F = RBQ
[V, D] = eig(F)
q=QV
for j=1,...,4do .

V(J)—l—m

p(:,7) = v(7)a(:, 5)

end for

w= (ra’)p—Up
E =[w|—r]

G = |qla]
Z=(-pq")Z
Y=Y —rsT
U=U+EG"

end for




entao,
A A T A _l
Uk = Uk(Uk Uk) 2
¢ uma matriz cujas colunas sao vetores ortonormais que geram CU;_;. Note
que:

UL U, = (U CrlUs 1) (U CRU ) (U Crl 1) ™
Logo,
(UF 002 = (UL ,ChlUi 1) (UL CRUL1) 2Q
em que () é uma matriz ortogonal. Além disso,
1

U, = Uk<ﬁgﬁk)_% = CkUk—l(UE_1C]§Uk—1)_§

Manteremos Y, = CLU,_1 =~ Y,_1 — rkSkT, como no método anterior, e re-
definiremos Z;, = (UL ,CLUp_1)~' = (UL V%)™, de forma que U, = Y3 Z;,.
Vamos calcular a seguir a atualizagao para Uy.

Zy = Uk 1Yk] = Uy (Yeer —mS0)] 7 =
Uk 17’kSk] ~
Uk 2Yk- 1_Uk 1?"kSk]
Uk QYk 1—Uk ITkSk] =
Yk

= [UpoYe1 —upSE) ' =

T
tk

: T ‘ 1 oT
=" Zya+ Zyoayp (L — Sy Zi—1ye) ™ Sy Zg—1 =
qk Yk tk

= Zn1+ ot

[
U
[
[

A igualdade sinalizada por (S.M.) justifica-se pela aplicagao da férmula de
Sherman-Morrison para a obtengao da inversa (Lema 2.1). Vamos agora
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estudar a atualizacao para Up:

Up = YiZp = (Yior — 750 (Zr + aonliy) =

= Yi1Zpo1 — riSEZL 4 Yoty — reSEaity =

= U1 — rity + Y1 Zeaye vty — eS¢ Zeay vty =

= U1 — (rk — U1 e + rety o)ty =

= Up_1 — [re(I + tyeve) — Uy ilty, =

= Up1— (e — e+ I+ tpyere) — Usmiyiilty, =
r—/l\—

= Upa = [relw + 1T — (I = tiye)n) — U aysuelty, =

= U1 — (rove — Usaus i)ty =

= Up1— (e — Uk_lyk)witf =

Pr

= Up_1 — Pktf

Temos que UL pr = (UL ;7% — UL Up_1yr)ve. Observemos que, se Uy_; é
ortogonal, entdao Ul pr = (UL ;rx — yr)ve = 0y = 0. Vamos supor Uy
ortogonal. Logo,

U = U1 — ity =
= UiU = (U — tepf)(Uka — pity) =
=0 =0
T, T T T T

= I+ (tkpkpktk> —Up_iprty, —tep U1 =
= I+ (teprpety) =

= I -+ Uk'U]{

em que vy = tpr.
Se ti, = nipmy é a decomposicao QR economica de ty e fkdkf,;f ¢ a decom-

posigao espectral de my,(pLpy)my, entao

vpvf = ng frdi fiing

Logo,

|
N[
I

I =y filll — (I +dy) 21 fInd = 1 — nyFyn].
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Assim,

Ue = UuO{T) 2 = (Ui = peti 1T = nufuni) =
= (U, — ey |l — niFyny] =
= U1 — pkm;‘gng — Uk_lnkan;‘g +pkmgn;‘gnkang =
= U1 — pkmgnf — Uk,lnkan% +pkaFknf =
= U1 — (pem} + Up_ini By, — ppmi Fi)nj =
= U1 — [pem) (I — Fy) + Ui Fynf =
Up_1 — E,GT

em que Fy, = [ppmi (I — Fy) + Up_1ni Fy] e Gy = ny,.

Algoritmo 4 OPAST

Loy
U=1{"
Y = H(0)H(0)U
Z = (UTY)!
U=YZ
U=U(UT0)"3

for k=1,..., N —2L do
hy=x(k:k+L—-1)
hy=ax(k+L:k+2L—1)

r = [h1|h2]

s =Ulhy| — hg]
y=UTr
q=2y

t=2s
y=(I—s"q)"
p=(r—Uy)y
[G,m] = qr(t,0)
f=mp"pm”
[f,d] = eig(f)

F=f(I—(d+ L) 5"
E=—(pm™ (I, — F) + UGF)

Z =7+ gyt
Y=Y —rs"
U=U+EGT
end for
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2.4.6 Atualizagcao da Matriz Espectral

Vimos métodos para atualizarmos a matriz U a cada passo, sem precisarmos
aplicar a decomposicao SVD, que é de alto custo computacional. Porém,
interessa-nos encontrar os autovalores da matriz (U})'U;. Ao invés de u-
sarmos a pseudo-inversa, que também possui alta demanda computacional,
vamos procurar um método de encontrarmos a matriz ® = (U,)'U; e atualizé-
la a cada passo. Em [4], é fornecida uma atualizagdo para a matriz espectral,
no caso em que existe uma atualizacao de posto 1 para Uy da forma U, =
Ui_1 + eg’. Adaptaremos essa atualizacido para o nosso caso, em que Uy
possui atualizagao de posto 2.

Sabemos que, se A é uma matriz de posto completo, sua pseudo-inversa
6 AT = (ATA)~LAT. Vamos supor que U| é de posto completo, entdo:

(U)' =(uiv)uy

Portanto,
[=U"U = (U[v) ( VU% > =UU +w"
= UlTUl = I—w'’
Logo,
whu, = Wwlv)—ufu,
—— —
Q v
(I -yt =T+ ;VUT
1= |lv[f?

1
— 5V
L il

1
d = UV — v’ (2.21)
1—[w[?

O=QU = U+ Ty

em que ¢ = ¥y,

Encontramos, portanto, uma forma economica de obtermos a matriz es-
pectral. Precisamos agora de uma atualizacao simples a cada passo. Sabendo
que Uy = Up_1 + Eng, vamos definir:

- T
¢ = Up1Bn
+ _ g7
¢ = Up 1B
er = e+ Gk(EﬁEf,;)
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Assim,

vy = Uf;cUTk =

(L (Us-r + B GO (1 (Up- + ExGY)) =

= (U1 + EpGyp) (Uppr + EpGy) =

= (U1 + GpE)(Upioy + EnGY) =
Ulp1Utk-1 + GRER U1 + Ul EnGy + GRE [ EnGy =
Wiy + Grey” + 6 G + GREBGi, =
U1+ e, Gf + Gilef” + E[LEnGY) =

= Uy +e,Gf + Gre”

Também temos que v ¢ a ultima linha de U transposta. Portanto, podemos
obter sua atualizagao por:

vi = (epUi)" =

[e{ (Uk — 1+ EGHF =

= ( —1+e EkGf)
(Vk el EG)T =

= Vi 1+ erk

em que € é a ultima linha de )}, transposta, que contém 2 elementos. Vamos
entdo retomar (2.21):

1
Cbk = \I/k + — 5V T =
PR

1473 T

=V,_1+ ey GL + er*T + =
1 k~k k 1 — HkaQQOk

_ Vk—1 T Gkék T
=V, +e G;;F + er}ZT + ——
‘ 1— vk ? [P
V-1 GkAk T

=V, +e. Gl +GpetT + —5—
E TSR RS T R T T 2

I Vk—lSOZf1 _ Vk—lSO;‘gq _
L—flvg—all® 1= [l

T
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/
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€k

Logo,
(I)k = (I)kfl + €,:G,7; + erkT + Vk,lA(pg

E assim, atualiza-se a matriz espectral de forma economica a cada passo. A
seguir, apresentaremos o algoritmo para essa atualizacao. Esse algoritmo foi
acoplado aos métodos NP3 e OPAST em nossas implementagoes.

Algoritmo 5 Atualizagdo da Matriz Espectral

Wy = UlUro

vy = Up(end, )"

o = Vi1 y

By = Uy + —— il
0 ot = VOTVO%

for k=1,...,.N —2L do
€1 = ULTET
€ = U?El

€3 = €2 + GETTEL
\Ilk = \I/k_1 + 61GT + G63T
v = g1 + G(E(end, :)T)

or = Vi
N E(end,:)
eq=¢e —_
4 3T Pk 11— V;sz
Pk Pr—1
Ap = =

-y, 1-— I/g_lljk_l
(I)k = (I)kfl + GGZ + elGT + Vk,lAQO
end for

2.5 Testes e Resultados

Serao agora apresentados os resultados provenientes de testes realizados com
os 4 algoritmos adaptativos de alta resolucao estudados até aqui: Método de
Iteragao Ortogonal Adaptativo, Strobach, NP3 e OPAST. As implementacoes
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foram feitas em MATLAB e os testes em um computador com dois proces-
sadores de 2GHz e 2Gb de meméria RAM. Foi processado um arquivo con-
tendo o som da nota A4 (freqiiéncia fundamental: 440 Hz) de um piano,
com 24646 pontos a freqiiéncia de amostragem 22050 Hz, resultando em uma
duracao de 1,118 segundos. Nos algoritmos adaptativos, trabalhamos ini-
cialmente com uma janela de tamanho L = 300 e 2M autovalores a serem
detectados, 2M variando entre 50 e 250. Posteriormente utilizou-se L = 500
e 2M entre 50 e 350. Também testou-se a deteccao do valor de 2M ideal e
obteve-se 154 para L = 300 e 284 para L = 500.

Os paramatros utilizados para a avaliacao dos algoritmos foram o tempo
de processamento e o erro relativo na norma infinito, ou sejﬁ, dadﬁ x 0

T — o0

sinal original e Z o sinal ressintetizado, o erro relativo é £ = Tzl
Tl

man(’l'k — i’kl)

. Chamaremos maxy(|xy — &x|) de erro absoluto.
max; [;|

O primeiro algoritmo testado foi o método de iteracao ortogonal adap-
tativo. Neste método, a tinica aproximacdo que temos ¢é a de U(t) por uma
matriz Q(t) obtida por iteragdes ortogonais. Porém, seu tempo de proces-
samento ¢ muito alto. Foi utilizada uma rotina que otimiza a multiplicacao
matriz-vetor, no caso em que a matriz é de Hankel, o que reduziu o tempo
de processamento, mas que ainda foi muito superior aos outros algoritmos.

Os resultados dos testes com esse algoritmo sao apresentados em duas
tabelas: a Tabela 2.1 mostra o erro e o tempo de processamento para uma
para janela de tamanho L = 300; a Tabela 2.2 mostra os resultados para
L = 500. Nota-se em alguns casos que o erro aumentou ao tomar-se um L
maior. Isso ocorre pois os erros numéricos aumentam proporcionalmente a
ordem da matriz.

2M | Erro Absoluto Erro Relativo Tempo de Processamento

50 | 0.10648 0.11358 8min 45.360s
100 | 0.023262 0.024813 29min 39.328s
150 | 0.0066893 0.0071353 1h 04min 11.156s
154 | 0.0067844 0.0072367 1h 05min 16.672s
200 | 0.0053554 0.0057125 1h 59min 38.875s
250 | 0.0017188 0.0018333 3h 24min 33.156s

Tabela 2.1: Método de Iteracao Ortogonal Adaptativo, com L = 300.

O algoritmo de Strobach manteve os erros muito baixos e também obteve
uma melhora no tempo de processamento em relagao ao método de iteracao
ortogonal. Porém, esse algoritmo ainda requer a fatoracao QR a cada passo,
o que faz com que sua velocidade ainda nao seja satisfatoria. Vé-se na Tabela
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2M | Erro Absoluto Erro Relativo Tempo de Processamento

50 | 0.12102 0.12908 13min 53.718s
150 | 0.017534 0.018702 1h 23min 42.641s
250 | 0.010714 0.011428 4h 11min 33.282s
284 | 0.0112542 0.0120045 6h 01min 36.828s
350 | 0.0036743 0.0039193 10h 01lmin 59.578s

Tabela 2.2: Método de Iteracao Ortogonal Adaptativo, com L = 500.

2.3 que, para L = 300, os erros relativos foram muito baixos. Porém, para
L =500 e 2M > 50 o problema tornou-se mal-condicionado em um intervalo,
elevando os erros além do esperado.

Na Figura 2.1, vemos o intervalo no qual o problema tornou-se mal condi-
cionado, para L = 500, e ocorreram os maiores erros. Percebe-se que ha uma
perturbagao no comportamento do sinal, no sentido que o sinal nao ¢ muito
periédico naquele intervalo, o que acarreta esse problema. Porém, na Figura
2.2, vemos que, do ponto 900 em diante, os erros relativos foram infimos, da

ordem de 107° para 2M = 150 e da ordem de 107 para 2M = 250 e 350.

2M | Erro Absoluto Erro Relativo Tempo de Processamento

50 | 0.0071264 0.0076015 Smin 22.078s
100 | 0.0063285 0.0067504 23min 32.187s
150 | 0.0053932 0.0057528 57min 2.329s
154 | 0.0061024 0.0065092 1h 00min 21.750s
200 | 0.0048342 0.0051564 1h 52min 48.437s
250 | 0.0043716 0.004663 3h 23min 36.110s

Tabela 2.3: Algoritmo de Strobach, com L = 300.

2M | Erro Absoluto Erro Relativo Tempo de Processamento

50 | 0.0098189 0.010473 8min 14.766s
150 | 0.9439 1.0068 1h 15min 7.750s
250 | 1.0586 1.1292 4h 06min 36.563s
284 | 0.3173246 0.338479 5h 39min 39.625s
350 | 1.0027 1.0696 10h 12min 1.843s

Tabela 2.4: Algoritmo de Strobach, com L = 500.

O algoritmo NP3 apresentou um ganho consideravel de velocidade em
relacao ao método de Strobach e ao método de iteracao ortogonal. Houve
um aumento no erro devido a aproximacao Uy ~ U,_;1. Porém, esse erro esta
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Figura 2.1: Erro no método de Strobach para L = 500, entre os pontos 100
e 700.
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Figura 2.2: Erro no método de Strobach para L = 500, a partir do ponto
900.
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dentro de uma margem imperceptivel ao ouvido, quando se compara o som
original ao ressintetizado. Nota-se, também, que o erro do algoritmo NP3
diminui até um certo valor de 2M, a partir do qual aumenta novamente. Isso
acontece porque o erro que tomamos ¢ o maior erro entre o sinal sintetizado
e o original. Nesse caso, tivemos um erro dessa magnitude em alguns pontos
de uma regiao no inicio do sinal, préxima a mesma regiao em que o método
de Strobach também apresentou problemas.

A Figura 2.3 ilustra o erro do algoritmo NP3 para L = 300 e 2M = 250,
dividindo-o em duas regides: os primeiros 200 pontos e o restante. Vemos que
na primeira regiao esta o erro maximo, junto com erros de mesma magnitude
em alguns pontos. J& na segunda regiao, o erro foi inferior a 0.003.

2M | Erro Absoluto Erro Relativo Tempo de Processamento

50 | 0.14402 0.15362 2min 50.219s
100 | 0.025428 0.027123 12min 50.219s
150 | 0.007384 0.0078763 35min 42.765s
154 | 0.0064135 0.0068411 37min 47.640s
200 | 0.0042121 0.0044929 1h 20min 38.922s
250 | 0.067566 0.07207 2h 11min 42.547s

Tabela 2.5: Algoritmo NP3, com L = 300.

2M | Erro Absoluto Erro Relativo Tempo de Processamento

50 | 0.1814 0.19349 3min 15.703s
150 | 0.039712 0.042359 36min 42.562s
250 | 0.0094178 0.010046 2h 32min 21.000s
284 | 0.054354 0.057978 3h 54min 21,125s
350 | 0.31675 0.33787 6h 46min 57.609s

Tabela 2.6: Algoritmo NP3, com L = 500.

O algoritmo OPAST teve o melhor desempenho no quesito tempo, porém
teve o maior erro relativo dos métodos de alta resolugao. E importante
mencionar que, mesmo que os erros parecam indicar maus resultados, muitas
vezes eles correspondem apenas a uma leve diferenga de volume entre o som
original e o ressintetizado, acarretando pouca diferenca perceptivel em sua
comparacao auditiva.

A Figura 2.4 mostra o grafico do erro para o algoritmo OPAST, quando
L = 300 e 2M = 150. No gréfico superior, apresenta-se a diferenca entre
o som original e o sintetizado. No gréfico inferior, esta o erro relativo em
valor absoluto. Percebe-se, novamente, que os maiores erros encontram-se
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2M | Erro Absoluto Erro Relativo Tempo de Processamento

50 | 0.40039 0.42708 2min 30.375s
100 | 0.40852 0.43575 12min 0.579s
150 | 0.34052 0.36322 35min 22.922s
154 | 0.35717 0.38098 37min 10.281s
200 | 0.16994 0.18127 1h 16min 22.828s
250 | 0.09364 0.099882 2h 28min 33.265s

Tabela 2.7: Algoritmo OPAST, com L = 300.

2M | Erro Absoluto Erro Relativo Tempo de Processamento

50 | 0.51008 0.54408 2min 55.328s
150 | 0.52621 0.56129 34min 23.125s
250 | 0.29478 0.31443 2h 30min 29.547s
284 | 0.220549 0.235252 3h 41min 15.062s
350 | 0.091043 0.097113 7h 20min 39.000s

Tabela 2.8: Algoritmo OPAST, com L = 500.
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no comecgo do sinal, ou seja, nos primeiros passos do algoritmo, nos quais a
convergencia ainda é fragil.

x 10

x 10*

Figura 2.4: Erro relativo do algoritmo OPAST para L = 300 e 2M = 150.

A Figura 2.5 apresenta os primeiros 300 pontos do sinal original e dos
sinais ressintetizados pelos algoritmos testados, com L = 300 e 2M = 50.
Nota-se, mais uma vez, que no trecho inicial os algoritmos ainda nao estao
proximos da convergéncia. Na Figura 2.6, tomamos um trecho do meio do
sinal, em que os algoritmos ja possuem uma melhor estabilidade. Porém,
pelo fato de 2M ser pequeno, ainda hé uma diferenga visivel entre o sinal
original e os sinais ressintetizados. Na Figura 2.7, temos o mesmo trecho com
2M = 250. Nesse caso, nota-se que os resultados dos métodos implementados
aproximam-se mais do sinal original.

Por fim, os graficos visualizados nas Figuras 2.8, 2.9, 2.10 e 2.11, des-
crevem a comparacao entre os métodos testados, com relacao aos seus erros
relativos e tempos de processamento.

33



Amplitude

Original
Iter. Ortog.
Strobach
NP3
OPAST

150
Pontos

200

300

Figura 2.5: Trecho inicial do sinal original e sinais ressintetizados pelos
métodos testados, com L = 300 e 2M = 50.
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Figura 2.6: Trecho intermediario do sinal original e sinais
pelos métodos testados, com L = 300 e 2M = 50.
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Capitulo 3

Algoritmos no Dominio das
Frequéncias

Neste capitulo, estudaremos os métodos no dominio das freqiiéncias para
andlise e ressintese de sinais musicais. Estes métodos buscam uma repre-
sentacao do sinal baseada nas freqiiéncias que o compoem e, a partir disso,
procuram os parametros que descrevem o sinal. A ferramenta que utilizare-
mos para obter essa representacao é a Transformada de Fourier. Assim,
iniciaremos esse capitulo com um estudo sobre a Teoria de Fourier.

3.1 Teoria de Fourier

3.1.1 Introducao

A Teoria de Fourier é um assunto muito importante em processamento de
sinais. Entre os temas que esta teoria aborda estao a transformada de Fourier,
através da qual é possivel avaliar o espectro de freqiiéncias de uma funcao no
tempo, e a aproximagao de fungoes via polinomios trigonométricos e séries
de Fourier.

Nesta se¢ao veremos um pouco de cada um desses temas, em suas formas
continua e discreta, de forma que nosso principal objetivo serd deduzir e
introduzir a Transformada Discreta de Fourier, ou DFT (do inglés, Discrete
Fourier Transform), que serd a principal ferramenta utilizada nos modelos
espectrais de andlise e sintese de sinais sonoros aqui apresentados.
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3.1.2 Aproximacao por polindbmios trigonométricos e
coeficientes de Fourier

Seja ' um espaco vetorial, real ou complexo, de dimensao finita n com
produto interno <,>. Seja S um subespaco de E, de dimensao k£ < n.
Considere ey, ..., e, uma base ortogonal de S. Sabemos que, para todo vetor
x €S,

<z e > <z ep>
r=—"—"+—e+..+———e¢; (3.1)
lea]l? lex]?
Seja v € E. A projecao ortogonal de v em S é dada por:
_ <v,e > <v,ep >
V= ——"7>—6€ + ————€, (3.2)
le]|? lexl?

que é o vetor de S mais préximo de v em relagdo a norma definida pelo
produto interno.

Se E é um espaco de dimensao infinita e S é um subespaco de F, também
de dimensao infinita, estender (3.1) a um somatdério infinito da forma

o0

<z,er >
2 eE

2 el

sendo ey, eg, .... um conjunto ortogonal LI infinito, é temerario, pois nao hé
como saber de antemao se a série ird convergir. Para representar uma série
formal, da qual nao temos garantia de convergéncia, utilizaremos a seguinte
notacao:

Posteriormente, uma vez provado que a série converge em média para x (ver
defini¢do a seguir), substitui-se o simbolo ~ por uma igualdade. De qualquer
forma, S2%2 sao chamados coeficientes de Fourier generalizados de z em

llewl?
relacao aos vetores ortogonais ey, es, ... .

Definicao 11. Seja E um espaco vetorial real de dimensao infinita com
produto interno. Uma série infinita Y .-, xx em que, para todo k, x), € E,
converge em média para um vetor x € E se, dado € > 0, existe um inteiro
K tal que, para todo n > K,

ka —zl| <e (3.3)
k=1
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Definicao 12. Sejam ey, eq, ... vetores ortogonais LI pertencentes a um es-
paco E de dimensao infinita. Diz-se que esse conjunto € uma e-base de E se,
para todo x € E, existem unicos oy, s, ... tais que a sequinte Série converge

em média para x:
o0
xr = E QLCL
k=1

Vamos agora definir um espaco de dimensao infinita com produto interno
de nosso interesse. Dado um intervalo [a, b], considere Cla, b], o espago vetorial
das fungbes continuas em [a, b], com as operagoes usuais de soma e produto
por escalar, e produto interno definido por:

< g,h>= /bg(t)h(t)dt (3.4)

Desejamos estender esse produto interno a outro espaco de maior relevancia
ao nosso estudo. Para definir esse espaco, vamos primeiro definir funcoes
continuas por partes.

Definicao 13. Uma funcao g € dita ser continua por partes em um intervalo
[a,b], se ela possui apenas um nimero finito de pontos de descontinuidade ty,
em [a,b] e em cada um desses pontos ty, g possui limites laterais g(t)* e

g(t)™.

E importante notar que a funcao g nao precisa estar definida nos pontos
tr e os limites laterais nao precisam ser iguais, contanto que ambos existam.
Na pratica, uma fungao continua por partes em um intervalo é uma funcao
que pode ser particionada em subintervalos de forma que seja continua no
interior de cada um desses subintervalos abertos.

Podemos denominar CP[a, b] o conjunto das funges continuas por partes,
do qual Cl[a,b] é um subconjunto. E vélido que, se g, h € CPla,b]l e « € R,
entdao g+ h e ag € CP|a,b]. Portanto, CP|a,b] é um espago vetorial. Porém,
(3.4) ndo é um produto interno em CPJa,b]. Isso porque, pela definicao de
produto interno, < g,g >= 0 = g = 0. No entanto, dada a fungao h tal que
h(t) = 0set € [a,b) e h(b) = 1, temos que < h,h >= 0. Para contornar
esse problema, vamos definir uma relacao de equivaléncia: diremos que uma
fungdo em CP[a,b] é equivalente a outra se elas diferirem apenas em um
conjunto finito de pontos. Dessa forma, uma funcao nao nula em um ntmero
finito de pontos pertence a mesma classe de equivaléncia da funcao nula e,
portanto, (3.4) torna-se um produto interno no conjunto CPla,b] das classes
de equivaléncia daquela relacao definida em CP|a, b].

Vamos agora definir um novo subespaco, o dos polinomios trigonométri-
COS.
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Definicao 14. Um polinomio trigonométrico de grau m é uma expressao da
forma:

m—1
P,(t) = % + Y [ag cos(kt) + by sen (kt)] + a,, cos(mt)
k=1
Denominaremos P7 [a,b] o conjunto dos polindmios trigonométricos. O
conjunto das classes de equivaléncia de CP[a, b] representadas pelos poliné-
mios trigonométricos forma um supespaco de CP|a, b).
Temporariamente, substituiremos o intervalo genérico [a, b], pelo intervalo

especifico [—m, 7.
Proposicao 3.1. O conjunto {1, cost, sent,...,cos(kt), sen (kt),...} € orto-
gonal em CP[—m,7].

Portanto, o conjunto acima também é uma base de P7T |[—m, w]. Assim,
usando (3.2), podemos projetar uma fungao g € CP|—m, 7] em P7T[—m,7].
Obteremos, entao, a seguinte série formal:

G(t) ~ % + g cos(kt) + by sen (kt)

em que ag e b, sao obtidos por:

ar = l/7r g(t) cos(kt)dt

™ —T

1 s
bp = — [ g(t)sen(kt)dt
™ —T

Ainda nao podemos garantir a convergéncia dessa série, mas vimos que
ela surge como projegao ortogonal no espago dos polinomios trigonométricos.
Veremos que a convergeéncia dessa série ocorrerd para fungoes com algumas
caracteristicas que apresentaremos adiante. Mas antes de enunciarmos o
teorema que garante esse resultado, definiremos a série de Fourier.

3.1.3 Série de Fourier para funcoes periodicas

Definigao 15. Uma fungao g € dita ser periddica de periodo P se (Vt € R)
e (VkeZ), gt + Pk)=g(t).

Definicao 16. Seja g periodica de periodo P. A série de Fourier de g €
definida formalmente por:




em que 0s coeficientes cp SGO €TPressos por:

127rkt
= — dx

Se g é uma funcao real, usando as relagdes cos(¢) = m—el e sen(¢) =
elP—_e—i¢ .
5 temos:
aop > 2kt > 2kt
g(t) ~ 5 + ; @y 08 — + ; by, sen Iz (3.5)

em que os coeficientes ay e by sao obtidos por:

2kt
ak:—/ cosﬂdt

by = —/ ) sen 7rktd (3.6)

Dada uma prova da convergéncia de (3.5), teremos que o sinal poderd ser
aproximado via senos e cossenos de diferentes freqiiéncias, ponderados pelos
coeficientes dados por (3.6). Poderemos, entao, interpretar esses coeficientes
como os pesos das freqiiéncias que compoem o sinal e, portanto, sua obtencao
por (3.6) podera ser considerada uma etapa de anélise do sinal. Por outro
lado, se ja tivermos os pesos das freqiiéncias que descrevem o sinal, podere-
mos aproximé-lo por (3.5) e, assim, estarfamos realizando uma sintese, um
processo inverso ao anterior.

Até aqui, entretanto, temos uma definicao da série de Fourier para uma
funcao. Porém, nao temos nenhuma garantia de que essa série aproxime a
funcao, ou mesmo que convirja. Para funcoes com uma determinada carac-
teristica, enunciaremos um teorema que resolvera essa questao.

Definicao 17. Uma fun¢ao g é dita ser suave por partes em um intervalo I
se tanto g quanto g’ sdo continuas por partes neste intervalo. Para g definida
em toda reta real, g é suave por partes em toda a reta se for suave por partes
em cada intervalo limitado.

Teorema 3.1. Seja g suave por partes e periodica de periodo P. Nesse caso,
sua série de Fourier converge pontualmente para:

g(®)" +g(t)”
2
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A demonstracao desse teorema nao serd explicitada aqui, mas pode ser
facilmente encontrada na literatura sobre o assunto ([7], [14]). Esse é um
teorema de fundamental importancia, pois nos fornece um resultado que
garante a aproximacao de fungoes periodicas via séries trigonométricas. As-
sim, se possuissemos um sinal perfeitamente periodico, continuo e sem ruidos,
poderiamos aproximé-lo com o erro que desejassemos, apenas truncando sua
série de Fourier.

Na pratica, os sinais obtidos raramente sao perfeitamente periédicos, pois
estao suscetiveis a interferéncia de varios fatores como ruidos, falta de pre-
cisao nos instrumentos de medicao, discretizacao do sinal e, principalmente,
ao fato de que as préprias fontes sonoras naturais nao geram sinais per-
feitamente periodicos, havendo oscilagbes em suas freqiiéncias, mesmo que
quase imperceptiveis. Ainda podemos citar sons percussivos e alguns tipos
de ruidos nos quais pode haver algum interesse de estudo e, nesse caso, o
sinal obtido pode ser completamente nao-periodico.

Para funcoes que estejam definidas apenas em um intervalo finito, pode-
mos definir sua extensao periodica, ou seja, podemos estendé-la a toda reta
real de forma a obtermos uma funcao periodica, repetindo seu comporta-
mento no intervalo que conhecemos.

Definigao 18. Seja g uma fungao definida no intervalo [a,b]. Sua extensao
periodica de periodo P = (b— a) é definida por:

h(t+ (b—a)k) = g(t)
Para t € [a,b) e k € Z.

Assim, se g é uma funcgao suave por partes, a série de Fourier para a fungao
h converge para M em intervalos da forma (a+ (b—a)k, b+ (b—a)k)
e para w nos pontos da forma a + (b — a)k, para k € Z.

Para garantirmos que um sinal sonoro possa ser aproximado pontualmente
por sua série de Fourier, precisamos que esse sinal satisfaga as condigoes de
ser suave por partes e periédico. Quanto a questao da periodicidade, nao
ha garantias de que o som seja perfeitamente periédico, mas podemos tomar
trechos do sinal (ou o sinal todo) e utilizarmos sua extensao periddica para
uma analise.

Na préatica, ao processarmos computacionalmente um sinal sonoro, nao es-
tamos trabalhando com um sinal continuo, e sim, um sinal discreto, composto
de amostras igualmente espacadas, em geral. Portanto, ao trabalharmos com
a analise continua, podemos considerar uma interpolacao suave desses pontos
de amostragem, de forma a termos uma fungao suave por partes, satisfazendo
as condicoes suficientes para a convergéncia de sua série de Fourier.
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3.1.4 Transformada Continua de Fourier

Agora que vimos que um sinal sonoro pode ser aproximado por meio de uma
série trigonométrica, podemos relacionar esse tipo de aproximagao com sua
transformada de Fourier.

Definicao 19. Seja g definida em (—o0,00), tal que f (t)|dt < co. Sua
Transformada de Fourier F(w) € dada por:

Fw) = [ gyemar

o0

3.1.5 DFT

Queremos agora aplicar a Transformada de Fourier a uma funcao definida
apenas em um conjunto finito de pontos igualmente espagados, como € o caso
dos sinais musicais. Seja g uma funcao definida em toda a reta real, que seja
nula fora do intervalo [0, P| e que, para todo w, satisfaca:

o) P
/ g(t) ety — / g() e 2™t < o (3.7)
— 0

[e.9]

Logo, F(w fo ) e ?mwtdt. Essa funcdo g pode representar, por exem-
plo, um smal de duragao finita P, comegando no instante ¢ = 0, o qual sera
digitalizado e transformado em pontos discretos.

Considere agora uma parti¢ao do intervalo [0, P] dada por {t,...,tx}, em
que t, = nAt e At = L. Definindo g, (t) = f(t) e~ vamos aproximar a
integral (3.7) por:

P N-1 F,N 1 ‘
Flw) = /0 Gult)t % ALY gult) = 1 D alt) e (38)
n=0 n=0

Assim, obtemos uma funcao que pode ser calculada para qualquer freqiién-
cia w. Porém, como estamos trabalhando com pontos discretos, a funcao
da freqiiéncia deve ser discreta também, para podermos utiliza-la computa-
cionalmente. Portanto, devemos escolher quantos e em quais pontos w re-
alizaremos esse calculo. Como sao usados N pontos no dominio do tempo em
(3.8) e queremos estabelecer uma relagao unica e inversivel entre o dominio
do tempo e o das freqiiéncias, é natural que obtenhamos N pontos também
no dominio das freqiiéncias, da forma:

wi = kAw (3.9)
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para k =0,..., N—1.

Precisamos encontrar Aw para sabermos quem serao os pontos wy. Sabe-
mos que Aw = wi, ou seja, Aw é a menor freqiiéncia nao nula representavel
para o sinal. A menor freqiiéncia que pode ser encontrada no sinal corres-
ponde ao maior periodo representado, nesse caso P. Assim,

1
Aw = — 3.10
; (3.10)
Mais adiante, discutiremos mais sobre freqiiéncias maxima e minima obtidas
pela transformada de Fourier. Os pontos que encontramos para o dominio das
freqiiéncias localizam-se no intervalo [0,Q], com Q@ = NAw = &. Também
temos que NAt = P = ﬁ. Disso, surgem as relagoes de reciprocidade:

PQ = N

1
AtAw = — A1
w o= 1 (3.11)

Assim, usando (3.11), temos que:

k
wit, = knAwAt = Wn

Portanto,

_ i12wkn

1 N—-1
Flwn) = P ; g(ty)e™ "N

Baseado nesse resultado, podemos definir a Transformada Discreta de
Fourier da seguinte forma:

Definigao 20 (DFT). Seja um conjunto de pontos xg, 1, ...,xnx_1. A Trans-
formada Discreta de Fourier para esses pontos é:

1 _ i2mkn
Xk = N E Ip€ N
n=0

Para k=0,....N — 1.

Assim, para o caso anterior, F(wy) ~ PXj. Porém, para um conjunto de
pontos do qual nao se sabe a procedéncia, essa definicao é razoavel. Analoga-
mente, define-se a inversa da DFT, ou IDFT, como:

N-1

12wkn

Ty = E Xpe N
k=0
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Assim como tomamos a extensao periodica de funcoes para aplicar a
transformada continua, faremos a extensao periodica para a transformada
discreta: (Ym € Z) Tpimn = Tn.

A definicado da DFT e da IDFT varia de autor para autor. Alguns autores
colocam o coeficiente % na IDFT ao invés da DFT. Outros preferem utilizar
a DFT normalizada, colocando tanto na DFT quanto na IDFT o coeficiente
\/LN' Outra diferenga comum entre defini¢oes é o indice do somatério, ou seja,
a indexacao dos pontos. Alguns autores preferem utilizar n e k no intervalo

. ~ _;27mkn
que vai de —& a &, Neste trabalho, vamos usar a notagao Wk = ="~

2 &3
j 7’ . 7 . . . , . N
Note que w}, é a j-ésima raiz complexa da unidade e também que wi ™" =

j )
wy. Assim,

(k+mN)(n+mN) kn+(km+mn+m?N)N kn
TptmN Wy = T,Wy = T,wh -

Portanto, nao importa se comegamos com indice 0 ou —%, contanto que xg

seja sempre o mesmo. Adiante, ao apresentarmos operadores discretos, uti-
lizaremos as duas indexacoes para que fiquem claros os efeitos das operagoes
que aplicaremos sobre sinais discretos.

Outra forma de expressar a DFT é matricialmente: X = Wx em que X
é o vetor dos pontos no dominio das freqiiéncias, também conhecido como
espectro; x é o vetor dos pontos no dominio do tempo, ou seja, o proprio
sinal; e W é a matriz de Fourier de ordem N, dada por (W);; = w%_l)(J_l).
As coordenadas do espectro, ou pontos no dominio das freqiiéncias, também
sao chamados de bins. O valor absoluto de X é chamado de espectro de
poténcia.

X, 1 1 1 cee 1 To

1 2 L. N-1
X1 WN wN WN T
X |1 Wy wh o WiV Ty
XN 1 w%’l w%N_l) e wJ(VN_l)Q ITN-1

Computacionalmente, entretanto, a Transformada Discreta de Fourier
tem uma complexidade muito grande, da ordem de N? operacoes. Utiliza-se,
portanto, uma forma alternativa de calcular-se a DFT, chamada Transfor-
mada Répida de Fourier, ou FFT (do inglés, Fast Fourier Transform). A FET
baseia-se em uma fatoracao matricial que reduz a complexidade de calculo da
DFT para O(N log N) operagoes. Nas segoes seguintes, referimo-nos apenas
a FFT, por ser a ferramenta de real uso computacional. Porém, fica aqui
a observacao de que, conceitualmente, a DFT e a FFT sao iguais, diferindo
apenas em sua forma de implementagao.
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3.1.6 Operadores Discretos

Para definirmos os métodos no dominio de frequiéncias para analise e ressin-
tese de sinais sonoros, precisaremos estudar algumas propriedades da DFT.
Muitas dessas propriedades envolvem a modificagao do sinal a partir de certas
operacoes e a maneira como elas interferem em seu espectro. Para isso, vamos
usar a notacao x < X para denotar o fato de que X é o espectro de x, ou
X = Wz, como ja vimos matricialmente.

Antes de mostrarmos as propriedades, devemos definir algumas operagoes
que podem ser feitas em sinais discretos, ou melhor, os operadores discretos
que podemos aplicar sobre um sinal. A notagao que usaremos serd op(z), =
xy, ou seja, a n-ésima coordenada do vetor op(z) é a k-ésima coordenada do
vetor x.

Definigao 21. O operador Reverso (z) € definido por:

Reverso (z), = z_,

O efeito desse operador é mais claro se usarmos indexacao de —% a %
Com a aplicacao desse operador, o sinal é invertido horizontalmente, ou seja,

comeca do 1ltimo ponto e termina com o primeiro.

Definigao 22. O operador Deslocamento a(z) € definido por:
Deslocamento a(x), = T,

O operador de deslocamento também é chamado de operador de desloca-
mento circular, pois z(,4n) = Ty, e seu efeito independe de indexacoes.

Deslocamento 1([1,2,3,4]) = [4,1,2,3] = Deslocamento _3([1, 2,3, 4])
Deslocamento —1([1,2,3,4]) = [2,3,4,1] = Deslocamento 3([1, 2, 3, 4])
Deslocamento y () x
Deslocamento o (z) = Deslocamento a gy (), k € Z

Tabela 3.1: Exemplos da acao do operador de deslocamento.

Definicao 23. Dados dois vetores x,y € CV, sua convolugdo é definida
como:

N-—1
($ * y)n = Z TmYn—m
m=0
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O operador de convolucao é um operador binario que associa a dois vetores x
e y de tamanho N, o vetor zxy. A convolucao é comutativa, isto é, (x*xy) =
(y * x). Prova-se isso, usando a mudanca de varidveis [ = n — m e, depois,
mudando o indice inicial do somatério. Como os vetores sao periodicos, isso
apenas reordena os termos.

n—N-+1

N-—1 N-—1
(:L‘ * y)n = Z TmlYn—m = Z Tp—1Yr = Z YTp—1 = (?J * x)n
m=0 l=n =0

Definicao 24. Sejam x,y € CV, sua multiplicacdo pontual = -y € definida
como:
(Z‘ ) y)n = TnYn

A multiplicagao de dois vetores ponto a ponto também tera importancia
fundamental neste trabalho.

Definicao 25. Seja x um sinal discreto de tamanho M. Para N > M, o
operador AcZeros y(x) € definido por:

Tpn, 0<n<M-—-1
AcZeros y(x), = { 0 M<n<N-1
O operador de acréscimo de zeros (zero-padding) corresponde ao aumento
do tamanho do sinal através da introducao de zeros ao seu final. Chamamos
% de fator de acréscimo de zeros. Seja N impar. Se M é impar, M < N,ex é
um sinal indexado de —@ até % N > M, entéao o operador AcZeros y(z),
pode ser definido por:

< M-1
AcZeros y(x), = Tno |]Z|_1_ 2 N_1
07 S 5

- < |TL| 2

A defini¢ao acima pode ser ajustada de acordo com a paridade de M e N.
O importante é observar que esta definicao pode variar de acordo com a
indexagao. Para sinais indexados de 0 a M — 1, acrescentam-se 0s zeros no
final, enquanto para sinais com indices positivos e negativos, acrescentam-se
zeros em suas extremidades.

AcZeroso([1,3,2,5]) = [1,3,2,5,0,0,0,0,0]
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3.1.7 Propriedades da DFT

Teorema 3.2. Sejam z,y € CV, comz « X ey < Y e sejam o, 3 € C.
Entao:

ax + By «— aX + Y

Demonstracao. Voltando a nossa definicao, x <« X < X = Wz, Entao
W(ax + By) = aWz + Wy < ax + By < aX + Y. ]

Teorema 3.3. Para todo x € CV, com z «— X,

T < Reverso (X)

Demonstracao.
N-1 N—
_ _ 127rkn 1271'1977,
(WZL‘)k = Tn E
n=0 n=0
N-1
127\'( k)n —_—
= T, €~ =X_;
n=0
= Reverso (X )
]
Teorema 3.4. Para todo x € CN, com z « X,
Reverso (T) « X
Demonstracao. Tomando m = N — n.
N-1 1 o
_ _ _i2mkn _ _27k(N—m)
(WReverso (7)), = TN_pe N = E T € N =
n=0
N-1
127tk:'m _ 12wkm
= E aj‘m TN =
m=0
= X
]
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Teorema 3.5. Para todo x € CV, com z « X,

Reverso (x) < Reverso (X)

Demonstracgao.
N-1 ' ) |
(WReverso (z))r, = Zfon o Z - o kN

n=0 m=N
N-1

= Tm 6127}'\?7” = X*k —
m=0

= Reverso (X)y

]

A partir do Teorema 3.4 e do Teorema 3.5, podemos provar um resultado
importante na anélise do espectro de sinais reais, como 0s sonoros.

Teorema 3.6. Para todo x € RN, com z < X,

Reverso (X) = X

Demonstracao. Como x é real, T = x. Logo,

Reverso () = Reverso (T) <« X
Por outro lado,
Reverso (z) <+ Reverso (X)

Portanto,
Reverso (X) = X
O]
Isso significa que, se X é o espectro de um sinal real, X_;, = X. Esse fato
serd muito importante quando interpretaremos o espectro de sinais sonoros.

Veremos que toda a informacao relevante a nossa analise estda contida em
apenas metade do espectro, sendo a outra metade redundante.

Teorema 3.7. (Vz € CV) (VA € Z)

(WDeslocamento a(z))r = e N X,
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Demonstracao.

WDeslocamento a (z)]x = Tp_n€ N

[]

Esse teorema mostra que um deslocamento no sinal ocasiona uma mudanca
de fase linear em seu espectro.

Teorema 3.8. (Vx,y € CV), vale:

rxy— XY
Demonstracao.
N-1
_ i2mnk
W(xxy) = (xxy)pe” N
n=0
N—-1N-1
2mnk
= TmYn—m€ N
n=0 m=0
N—-1 N-—1
_ i2mnk
- Tm Yn—m€ N
m=0 n=0
) N—-1
* i2mmk
= E Tl N Y]
m=0
N—-1

[
(7]
&
s
Qs
2
el
=

O

A igualdade (x) é justificada pela utilizagao do Teorema 3.7. Porém, é o dual
desse teorema que nos interessa mais em nossa anélise.
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Teorema 3.9. (Va,y € CV), vale:

1
. —XxY
T y<—>N *

A demonstracao desse teorema segue os mesmos passos do anterior. Sua

importancia estd no fato de que ele fundamenta a utilizacao de janelas na
FFT.

Teorema 3.10. Seja x € CN, NM € N e M > N. O espectro de
AcZeros y () corresponde a uma interpolagao do espectro de x.

Nao demonstraremos esse iltimo teorema. Porém, adiante veremos que isso
realmente ocorre e sera outra ferramenta muito importante em nossa analise
para obtermos um espectro interpolado e com as informacoes que procu-
ramos mais precisas. A demonstracao desse teorema e outros operadores e
propriedades da DFT podem ser encontrados em [22].

3.1.8 STFT

A Transformada Discreta de Fourier, que vimos até agora, é uma trans-
formacao que se aplica a um conjunto discreto e finito de pontos, associando
a ele um outro conjunto discreto. Para isso, utilizam-se somatorios de to-
dos os pontos do conjunto-dominio, ponderados por exponenciais complexas.
As vezes, porém, a aplicacao da DFT em todos os pontos do dominio pode
nao ter um resultado satisfatorio, fazendo-se necessaria a divisao desses pon-
tos em subconjuntos, nos quais a DF'T ¢ aplicada independentemente. Uma
justificativa para esse procedimento surgird naturalmente no decorrer deste
capitulo.

A variagao da DFT que apresentaremos aqui chama-se STFT, do ingleés
“Short Time Fourier Transform”, que significa Transformada de Fourier em
Tempo Curto. Esse nome vem da interpretacao do conjunto de pontos dis-
cretos como sendo uma funcao no tempo. Assim, aplicaria-se a DFT em sub-
conjuntos de pontos contiguos, os quais corresponderiam a intervalos curtos
de tempo.

Nao formalizaremos uma definicao precisa da STF'T, pois ela nao cor-
responde a um conceito novo, e sim, a uma estratégia de aplicagao da DFT.
Apenas definiremos um quadro relacionado a um conjunto de pontos discretos
e a Transformada de Fourier desse quadro.

Definigao 26. Seja x(t), t € Z um conjunto de pontos discretos. Um quadro
xy, de x de tamanho M € definido por x;,(n) = x(to+n), paran =0, ..., M —1,
e com ty € Z fixo.
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Podemos também utilizar a notacao xy, = x(to : to + M — 1).

Definigao 27. Seja xy, um quadro de tamanho M de x(t), t € Z, a Trans-
formada Discreta de Fourier associada a esse quadro € dada por:

_ i2mnk

Xo(k) = 3w (n)e 5

Assim, pela STF'T, relacionamos cada quadro de um conjunto discreto
ao seu espectro. Mais detalhes desse procedimento surgirao durante sua uti-
lizagao. Por exemplo, nao ha a necessidade de aplicarmos a DFT a todos os
quadros possiveis dentro de um conjunto discreto. Dependendo da aplicacao,
escolhem-se os quadros relevantes ao problema. Estamos usando aqui o ponto
inicial do quadro para indexar, ou identificar, cada quadro, pois nosso con-
junto discreto é geral, podendo ser infinito. Na pratica, a indexagao pode ser
diferente, pois, para um conjunto finito de pontos, haverd um conjunto finito
de quadros de um determinado tamanho, que podem ser indexados de forma
ordenada.

3.2 Extracao de Parametros no Dominio das
Frequéncias

Vejamos, na pratica, como a Teoria de Fourier pode ser aplicada a analise
de sinais. Os exemplos, aqui apresentados, descreverao passo a passo o pro-
cedimento, que é o principio fundamental da analise de sinais: a estimativa
de freqiiéncia, amplitude e fase de sendides.

3.2.1 Analise de Uma Senoide

Comecaremos analisando uma simples sendide de freqiiéncia f, amplitude
A e fase inicial 0, que pode ser gerada através da fungao cos(27ft + 0).
Para facilitar a compreensao, vamos trabalhar com a freqiiéncia de amos-
tragem f; = 1, de forma que o indice de cada ponto equivale ao tempo
absoluto que ele representa. Assim, temos t = 0,1,..., N — 1. Pelo Teorema
de Nyquist (Teorema 1.1), temos que a maior freqiiéncia representavel em
uma amostragem é % Portanto, nao podemos utilizar freqiiéncias maiores
que 0,5. Em nosso primeiro exemplo, vamos supor A =1, f =0.25,0=0e
N = 8. Assim, teremos que nossa sendide discretizada S serd a fungao cos(5t)

aplicada sobre os pontos t =0, 1, ...,7. Logo, S = (1,0,—1,0,1,0,—1,0).
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Figura 3.1: cos(5t)

Aplicando a FFT em S, obtemos X = FFT(S) = (0,0,4,0,0,0,4,0).
Neste caso, como o cosseno é uma fungao real e par, temos que sua trans-
formada também é real e par que, neste caso especifico, ja é seu préprio
valor absoluto. Temos também, pelo Teorema 3.6, que, para um sinal real,
os dados contidos em seu espectro, que se encontram apods o indice % + 1,
sao redundantes. Estes podem ser eliminados, durante a etapa de analise, e
reconstruidos na etapa de sintese, antes da utilizacao da FF'T inversa. Esses
pontos serao descartados. Relembremos, por (3.9) e (3.10), que os pontos de
X representam a intensidade das freqiiéncias w, = kAw, em que Aw = %.

Nesse caso, P = NAt = 3 = 8. Assim, temos que os valores que obtivemos

no espectro (0,0,4,0, O) correspondem as freqiiéncias (0, %, %, g, %, ), respec-

tivamente. Esse fato estd de acordo com o Teorema de Nyquist, ja que a
maior freqiiéncia representada é 0.5 = %

4t ® 1
3 - .
(]
©
=
S 2t }
[
s
l - .
0® ® ® ®
0 0.125 0.25 0.375 05

Frequéncias
Figura 3.2: Espectro de cos(5t).

Neste exemplo, a freqiiéncia da sendide é exatamente a freqiiéncia de um
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dos bins do espectro, sendo este o Unico nao nulo no espectro, com valor
AN

absoluto igual a 5~. Jd a fase pode ser encontrada tomando-se o valor
correspondente do angulo neste mesmo bin, que € 0, pois a parte imaginaria é
0. Portanto, quando isso ocorre, podemos facilmente recuperar, com exatidao
(desconsiderando-se erros inerentes aos cédlculos nimericos), os valores das
frequiéncia, amplitude e fase de uma sendide simples.

Ainda podemos apresentar outros exemplos deste caso com parametros
diferentes. Por exemplo, se a sendide fosse gerada por uma fungao seno
ao invés de cosseno, a fase inicial encontrada seria —7, pois sin(27 ft) =
cos(2m ft — 7).

Tomemos agora f = %, A =4e 0 = 7. Nesse caso, temos a sendide
discreta:

S = (2.8284, —4,2.8284, 0, —2.8284, 4, —2.8284, 0)

e sua transformada:
X =1(0,0,0,11.3137 + 11.31374,0,11.3137 — 11.31374,0, 0, 0).

Excluindo-se os valores redundantes e tomando o valor absoluto, que repre-
senta seu espectro de poténcia, temos que (0,0,0,16,0) sdo as magnitudes

correspondentes as freqiiéncias (0, %, %, %, %). Assim, vemos que a magnitude
nao nula esta na freqiiéncia % = 0.375, sendo esta a freqiiéncia da sendide.
A amplitude 6 A = 18 = 4. A fase é obtida pelo angulo do complexo

11.3137 4+ 11.3137%, quZe ¢ 7, pois as partes real e imagindria sao iguais e
positivas.

No entanto, o caso do qual acabamos de tratar é muito raro na pratica.
E dificil que a freqiiéncia da sendide seja exatamente a freqiiéncia de uns dos
bins presentes no dominio de seu espectro. De fato, na pratica, além de isso
nunca ocorrer, ainda ha muitas outras sendides envolvidas, tornando a tarefa
de identificar suas freqiiéncias, amplitudes e fases muito mais complexa.

Apresentaremos agora um outro exemplo que ainda é muito bem compor-
tado e de facil tratamento. Mantendo os parametros do primeiro exemplo,
A=1, f=0.25 60 =0, vamos apenas mudar o valor de N para 10. Com
isso, temos dois periodos e meio da funcao cos(5t), sendo que o periodo total
do sinal de entrada agora vale 10. Mas isto implica que o intervalo entre os
bins sera de 1—10 e nao havera nenhum bin com a freqiiéncia da sendide. Assim,
nao havera apenas um bin nao nulo e a energia da freqiiéncia da sendide serd
distribuida por todas as freqiiéncias do dominio. Aplicando a FFT no sinal,
temos

X = (1,1+0.727i,1 + 3.0784, 1 — 3.078i, 1 — 0.727i,
1,1+ 0.727i,1 + 3.078i,1 — 3.078i,1 — 0.7274)
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Omitindo os dados redundantes e obtendo o valor absoluto, temos:

A

X = (1,1.236,3.236, 3.236,1.236, 1)

3.5 \ T

Magnitude
= N
6] N 6] w

=
T
@

©
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!
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Frequéncias

Figura 3.3: Espectro de cos(5t) com N = 10.

Como a freqiiéncia da sendide é de 0.25, era de se esperar que suas freqiiéncias
vizinhas fossem as de maior magnitude e, também, que fossem iguais, ja que
a primeira se encontra exatamente no meio das duas. Porém, nao temos
como recuperar a amplitude exata nem a fase com esses dados. Entretanto,
como sabemos que haverd um pico entre as freqiiéncias de maior intensi-
dade, podemos utilizar uma parabola para estimar tal pico. Segundo dados
empiricos encontrados na literatura, o pico da interpolacao sera duas vezes
mais preciso em relacao ao pico real se a pardbola for tracada no espectro
normalizado em decibéis [19]. Aplicando-se tal transformacio a X temos:

X =1(0,1.841,10.2,10.2,1.841,0)

Em geral, para tragar a parabola, toma-se o bin de maior magnitude e seus
dois vizinhos. Porém, nesse caso, temos dois bins de mesma magnitude, assim
como os bins laterais. Portanto, ha duas escolhas equivalentes possiveis.
Tomaremos o bin de freqiiéncia 0.2 como o central, sendo lhe atribuido o valor
0 no eixo horizontal da parabola, enquanto seus bins vizinhos, de freqiiéncia
0.1 e 0.3, terao o valor de —1 e 1, respectivamente, com a finalidade de
simplificar os calculos. Assim que encontrarmos o pico da parabola, este
¢é transladado novamente para sua posicao absoluta para que saibamos seu
real valor. Precisamos encontrar uma pardbola p(x) = ax?® + bz + ¢ tal que

76



p(—=1) =, p(0) = B ep(l) =, no caso que a = 1.841, # = 10.2 e v = 10.2.
Sabendo-se os coeficientes da parabola, poderemos encontrar o maximo em
Tonas = ;—é’ Resolvendo o sistema

1 -1 1 a o
0 0 1 =\ p
1 1 1 c ¥
temos:
_ Yta
a = 5 16}
b= 12
2
c = 0
a—7y
Portant max:l—
ortanto, x 025+

Substituindo os valores de «;, 3 e 7y, temos que x,., = 0.5 é a posicao relativa
do pico em relacao aos bins. Sua real localizagao é f =0.2+0.1x0.5 =0.25.
Para obter a amplitude, calculamos p(0.5) = 11.245 e, passando de dB para
a escala linear, temos que a magnitude do pico é 3.65. Falta-nos estimar
apenas a fase inicial da sendide. Para isso vamos considerar os angulos dos

bins do espectro:
(0,0.628,1.257, —1.257,0.628, 0)

Diferentemente da magnitude, a fase nao tem um comportamento que se
aproxima de uma parabola. Portanto, tentaremos a interpolagao linear como
estimativa e veremos se foi ou nao uma boa escolha. Interpolando linearmente
a fase entre os bins de freqiiéncia 0.2 e 0.3, temos que ela sera dada por:

0=0.5x1.257+ (1 —0.5)(—1.257) = 0

Assim, temos que, neste caso, a interpolacao linear foi suficiente para recu-
perarmos a fase inicial da sendide. Dessa forma, conseguimos recuperar, com
precisao, a freqiiéncia e a fase inicial da sendide, obtendo uma estimativa
para sua amplitude.

3.2.2 Acréscimo de Zeros

Nos exemplos que apresentamos, foram utilizados poucos pontos de amos-
tragem para facilitar os calculos e a compreensao de todo o fendmeno. Devido
a isso, podemos identificar apenas uma faixa pequena de freqiiéncias desses
sinais. Na pratica, a FFT é aplicada sobre um numero muito maior de

77



pontos. Duas maneiras de acrescentarmos pontos ao nosso sinal discreto de
entrada sao: aumento do intervalo de amostragem e aumento da taxa de
amostragem. Para analisarmos a forma como cada um desses procedimentos
altera o espectro gerado pela FFT, relembremos, novamente, que w;, = kAw,
em que Aw = .

Quando aumentamos a taxa de amostragem, temos mais pontos repre-
sentando o sinal no mesmo periodo de tempo. Neste caso, como o periodo P
continua igual, Aw também é o mesmo, ou seja, a menor freqiiéncia repre-
sentavel e o intervalo entre as freqiiéncias de bins consecutivos se mantém.
Porém, aumentando a taxa de amostragem, aumentamos o valor da maior
freqiiéncia detectavel. Logo, esse procedimento aumenta a banda de freqiién-
cias do espectro.

Por outro lado, se mantivermos a mesma taxa de amostragem e aumentar-
mos o periodo da amostra, teremos a mesma banda de freqiiéncias detectavel,
porém o intervalo entre os bins serd menor, ou seja, teremos maior precisao na
deteccao dos valores de freqiiéncia. Em nosso segundo exemplo, poderiamos
aumentar o periodo das sendides até que um dos bins do espectro corres-
pondesse a freqiiencia da sendide que gostariamos de identificar. Porém, na
pratica, raramente temos uma sendide exatamente periodica ao longo de um
grande periodo de tempo. Também devem ser analisados periodos curtos
do sinal, para que possamos enxergar suas caracteristicas instantaneas, por
exemplo, a nota que estd sendo tocada no momento. Portanto, nao deve-
mos aumentar muito o periodo da amostra para evitar grandes variacoes no
quadro em que aplicaremos a FFT.

Existe ainda uma outra forma de aumentarmos a precisao do espectro
sem alterarmos o contetido do quadro. Utilizando o operador definido em
(3.12), vamos acrescentar zeros ao sinal. Assim, ndo alteramos a taxa de
amostragem e aumentamos o periodo sem acrescentar novas informacoes ao
sinal. Logo, temos Aw menor e um espectro mais preciso, ou seja, uma
interpolagao no espectro (Teorema 3.10). Um fator de acréscimo de zeros de
% acarreta em um mesmo fator de interpolagao, ou seja, o nimero de bins
no espectro aumenta em %

Apesar de muito utilizado, o acréscimo de zeros possui um efeito colateral
conhecido como vazamento (leakage): mesmo que, com a interpolacao do
espectro, a freqiiéncia da sendide passe a coincidir com a freqiiéncia de um
dos bins (e nesse caso poderfamos encontra-la com exatidao), ainda assim, os
demais bins nao serao nulos, formando picos de menor intensidade conhecidos
como morros laterais (side lobes), cujas freqiiéncias nao pertencem ao sinal.
Chamaremos de morros principais (main lobes) os conjuntos dos maximos
locais (e seus bins adjacentes), oriundos de freqiiéncias pertencentes ao sinal.

Para ilustrar esse fato, vamos tomar um exemplo parecido com o ultimo
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que estudamos. Seja uma sendéide com parametros A =1, f = 0.25, 0 = 7.
Vamos analisd-la com N = 10 pontos e f; = 1. A tnica diferenga para o
exemplo anterior é a fase inicial. Porém, apenas essa mudanca é suficiente
para que agora os bins vizinhos do bin que representa a freqiiéncia da sendide,
mesmo que equidistantes deste, nao tenham mesma magnitude. Isso faz com
que a interpolacao por uma parabola falhe em acusar a freqiiéncia real da
senodide. Se estendéssemos a sendide de forma a completar mais um periodo
(N =120u N = 16), terfamos um bin correspondente a freqiiéncia da senéide
do qual extrairifamos a amplitude e os outros bins nulos. Porém, supondo que
nao sabemos como se comporta em seguida o sinal analisado, nao podemos
completar seu periodo, a nao ser acrescentando zeros. Na Figura 3.4, vemos
um grafico que mostra, em vermelho, o espectro apenas dos 10 pontos do
sinal e, em azul, o espectro do sinal com 16 pontos, sendo 6 zeros extras.

Magnitude
= N
(6] N ol w

=
T
I

L. 1] [ [

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequéncias

iy

5t) com N = 10 e acréscimo de zeros.

Figura 3.4: Espectro de cos(

Por se tratarem de poucos pontos discretos, fica dificil termos uma visao
mais ampla do fendbmemo que ocorre com o espectro, devido ao acréscimo de
zeros no dominio do tempo. Faremos agora uma interpolacao mais densa do
espectro, acrescentando zeros até que o tamanho do sinal seja de 256 pontos.
Essa nova interpolacao esta ilustrada na Figura 3.5. Nessa mesma figura,
os pontos do espectro, sem acréscimo de zeros, estarao destacados. A escala
desse grafico sera agora em decibéis. Assim, vemos claramente o efeito dos
morros laterais causados pelo acréscimos de zeros e como eles geram novos
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falsos picos no espectro. Porém, hd um jeito de amenizar este problema, que
¢ aplicando janelas sobre o sinal.

10

o

-10

Magnitude (dB)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Frequéncias

us

Figura 3.5: Espectro de cos(%t) densamente interpolado.

[\

3.2.3 Aplicacao de Janelas

Aplicar uma janela a um sinal x significa multiplicar pontualmente x por
uma funcao discretizada w de mesmo nimero de pontos que x (Definigao
24). A multiplicagao pontual x -y, no dominio do tempo, corresponde a uma
convolugao no dominio das freqiiéncias (Teorema 3.9), ou seja, o espectro do
sinal ¢ filtrado pelo espectro da janela. O espectro de uma sendide simples
multiplicada por uma janela é o espectro da janela ponderado pela amplitude
da sendide e centrado em sua freqiiéncia. Assim, escolhendo uma janela cujo
espectro possua um pico central e um decaimento lateral, podemos diminuir
a altura dos morros laterais causados pelo acréscimo de zeros. A nao uti-
lizacao explicita de uma janela corresponde ao uso de uma janela chamada
retangular. Logo adiante, veremos exemplos de algumas outras janelas. Em
geral, definimos janelas de tamanho M {mpar formadas por pontos w(n),
n= -1 Mol e w(k) = w(—k). Em alguns casos, podemos também
considerar w(n), definida para todo n € Z, tal que w(n) = 0, para |n| > 2L,

Vamos voltar ao nosso exemplo anterior e aplicar uma janela sobre a
sendide para vermos o que ocorre com o espectro. Utilizaremos uma janela
de Hamming, que é definida por:

wp(n) = 0.54 — 0.46 COS(QW%), 0<n<N.
Neste caso, para N = 10, temos que a janela sera dada pelos pontos:

(0.08,0.188,0.46,0.77,0.972,0.972,0.77,0.46, 0.188, 0.8).
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Observe que, se N fosse impar, teriamos uma janela com um ponto central,
cujo valor seria 1. Na Figura 3.6, vemos o gréafico do espectro do sinal trans-
formado utilizando-se essa janela. Como no gréafico anterior, temos o espectro
interpolado, com alto fator de acréscimo de zeros, os pontos do espectro, sem
acréscimo de zeros, destacados.

Magnitude (dB)

_50 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Freqléncias

Figura 3.6: Espectro de cos(5t) com janela de Hamming.

Comparando os dois graficos, percebe-se que, com a utilizacao da janela
de Hamming, os morros laterais ficaram muito menores em relacao ao morro
principal, quando comparados com o espectro sem o uso de janelas (ou com
o uso da janela retangular) no sinal. Porém, desta vez, o efeito colateral foi
o de tornar mais largo o morro principal, i. e., aquele onde se localizam a
freqiiéncia e a amplitude da sendide. Isso pode afetar a precisao da freqiiéncia
da sendide detectada e na distingao entre dois picos proximos.

3.2.4 Analise de Duas Sendides

Vamos agora considerar o caso em que o sinal a ser analisado é composto
de duas sendides. Quando as frequiéncias das sendides sao suficientemente
distantes uma da outra, apenas ocorrera uma combinacao dos casos anteri-
ores. O caso que merece mais atencao ¢ quando suas freqiiéncias sao muito
proximas. Vamos considerar, por exemplo, duas sendides de freqiiéncias
fi =485 e fo = 5.1 e amplitudes A; = 1 e Ay = 2, representadas em
um intervalo de tempo de tamanho 4 e f; = 20. Apresentaremos, na Figura
3.7, o grafico do espectro da soma das duas sendides. O tracado continuo,
em azul, representa o espectro com um fator de acréscimo de zeros igual a 4,
ou seja, acrescentou-se ao sinal de entrada uma quantidade de zeros tal que
o tamanho final foi 4 vezes superior ao sinal sem os zeros extras. Os pontos
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destacados em vermelho correspondem ao espectro do sinal sem acréscimo
de zeros.

O grafico da direita apresenta o espectro do sinal com janela retangular
(ou sem janela), enquanto o grafico da direita apresenta o espectro do sinal
aplicando-se janela de Hamming ao sinal antes da FFT. Os espectros estao
em decibéis e ambos os graficos estao na mesma escala, para que possa ser
notada a diferenca de altura entre os morros laterais com e sem a janela.

Sem janela Com janela de Hamming
40 T T 40 T T
30t
201
) 10}
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(4]
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c
g
s -10 -10
-20 -20
=30} 1 =30} ﬂ 1
40 ‘ ‘ 40 I ‘ (TM
2 4 6 8 2 4 6 8
Frequéncias

Figura 3.7: Espectro de duas sendides préximas.

Pode-se perceber o quanto a janela de Hamming atenua os morros laterais,
de tal forma que nao sao confundidos com morros principais. Porém, a proxi-
midade entre as freqiiéncias das duas sendides presentes no sinal torna dificil
sua separacao. No grafico a esquerda, o espectro sem janelas e sem acréscimo
de zeros nao permite a diferenciacao entre os dois picos. Porém, o acréscimo
de zeros resolve o problema. Ja no grafico a direita, com janela de Hamming,
torna-se impossivel distinguir os dois picos, mesmo com acréscimo de zeros: a
aplicacao da janela ao sinal torna o morro principal mais largo, fazendo com
que os dois picos se fundam em um s6, o que torna impossivel sua separagao.

Esses sao os passos para se analisar um quadro isolado de um sinal.
Porém, como um sinal sonoro, em geral, pode ser longo e com muitas mo-
dulagoes, esta andlise deve ser aplicada em pequenos pedacos do sinal para
detectar suas caracteristicas instantaneas e acompanhar suas mudancas ao
longo do tempo. Assim, nos algoritmos que apresentaremos, o real procedi-
mento para analise de um som consiste: em dividir o sinal em quadros; aplicar
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a FFT separadamente em cada quadro (STFT); e interpretar o espectro de
cada quadro como acabamos de fazer. Antes de apresentarmos esses algorit-
mos, vamos exemplificar algumas janelas muito utilizadas no processamento
de sinais.

3.2.5 Exemplos de Janelas

Veremos, agora, alguns tipos de janelas utilizados na STF'T e como se com-
portam seus espectros de poténcia. As janelas serao definidas por w(n),
n = —%, ey %, para M impar, de modo que sejam simétricas e alcancem
o apice no ponto n = 0. Nos graficos, as janelas serao de tamanho M = 31
e seu espectro serd interpolado via acréscimo de 225 zeros (N = 256). O
espectro serd normalizado, resultando no dominio [—0.5,0.5], e terd magni-
tude expressa em decibéis, com valor maximo 0. Dessa maneira, poderemos

visualizar a altura dos morros laterais em relagao ao morro principal.

Janela Retangular

A janela retangular corresponde a nao utilizagao explicita de janelas e pode

ser definida por
(n) = 1,n = M—1 M—1
wgr(n)=1,n= 5T g

No espectro dessa janela, o maior morro lateral encontra-se 13dB abaixo do
morro principal.

Janela Triangular

E definida por:

wr(n) = <1 — MQ|ﬁ|1)

No espectro dessa janela, o maior morro lateral encontra-se 26dB abaixo do
morro principal.

Janela de Hanning

A Janela de Hanning é definida por:

2mn

w(n) =0.5—-0.5 COS(T>

No espectro dessa janela, o maior morro lateral encontra-se 31dB abaixo do
morro principal.
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Figura 3.8: Janela Retangular e seu espectro.
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Figura 3.9: Janela Triangular e seu espectro.
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Janela de Hanning
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Figura 3.10: Janela de Hanning e seu espectro.

Uma variante da janela de Hanning é a janela de Hann. A diferenca entre
elas é que a janela de Hann possui dois zeros extras, um em cada extremidade.
Assim, a janela de Hann de tamanho M é equivalente a janela de Hanning
de tamanho M — 2, com 0 nas extremidades.

Janela de Hamming

A janela de Hamming é dada por:

w(n) = 0.54 — 0.46 COS(QTI'%)

No espectro dessa janela, o maior morro lateral encontra-se 41dB abaixo do
morro principal.

Janela de Blackman-Harris

A janela de Blackman-Harris é dada por:

2mn dmn 67mn
w(n) = 0.35875 — 0.48829 COS(W) +0.14128 COS(W) —0.01168 cos(ﬁ)

No espectro dessa janela, o maior morro lateral encontra-se 92dB abaixo do
morro principal.
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Janela de Hamming
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Figura 3.11: Janela de Hamming e seu espectro.
Janela de Blackman—Harris
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Figura 3.12: Janela de Blackman-Harris e seu espectro.
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3.3 Phase Vocoder

O Phase Vocoder é um algoritmo para analise e modificacao de sinais sonoros,
que baseia-se na utilizacao da STFT para o tratamento espectral quadro a
quadro [17] [10]. Uma considera¢do importante para se entender o phase
vocoder é a percepcao do fenomeno fisico que relaciona a freqiiéncia e a fase
de uma sendide. Até agora, tratamos apenas da fase inicial de sendides, sem
entrar em detalhes de como a fase se comporta com a variacao do tempo.

Imagine um ponto em movimento percorrendo o circulo trigonométrico.
Cada vez que o ponto retorna a origem do circulo, dizemos que ele completou
um periodo. Podemos relacionar o movimento do ponto com uma sendide,
de forma que o periodo da sendide serda o tempo que o ponto leva para
completar uma volta, enquanto sua freqiiéncia sera o nimero de vezes que
o ponto descreve o circulo por unidade de tempo. Para tornar essa relacao
ainda mais concreta, a sendide pode ser definida como o cosseno do angulo
que o ponto ocupa no circulo.

Considere agora que o tempo estivesse congelado em um dado momento
do movimento do ponto. Poderiamos, entao, observar a posicao angular que
o ponto ocupa no circulo naquele instante. Essa é a fase instantanea da
sendide. Note que a freqiiéncia da sendide depende da velocidade com a
qual o ponto se move no circulo. Portanto, a freqiiéncia nada mais é do que
a variacao de posi¢ao do ponto no circulo (ou fase da sendide), ou seja, a
freqiiéncia é a derivada da fase.

No phase vocoder, aplica-se a FFT e, como anteriormente, obtemos um
conjunto discreto de bins no espectro, cada um representando uma fre-
queéncia. Porém, como ja vimos, a freqiiéncia real pode nao corresponder
a nenhum dos bins que compodem o espectro. Considera-se, aqui, que cada
bin é um filtro que permite a passagem de uma banda limitada ao seu re-
dor. Estima-se a freqiiéncia real derivando-se a fase no mesmo bin entre dois
quadros consecutivos.

Mas, nesse processo, deve ser observada uma outra questao: de um quadro
para outro, nao sabemos exatamente quantos ciclos foram percorridos, ja que
temos apenas o valor da fase em um intervalo de tamanho 27. Deve-se, por-
tanto, aplicar um processo chamado desencapsulamento (unwrapping),
para que o valor da fase do quadro seguinte seja estendido de forma a per-
mitirmos um intervalo entre fases superior a 2w. Podemos estimar quantos
ciclos foram percorridos entre as duas fases, baseando-nos na freqiiéncia do
bin em questao.

Porém, o que mais nos interessa sobre o phase vocoder é sua parte de
ressintese, de onde surgem suas duas principais aplicacgoes, as quais se encon-
tram presentes nesse trabalho.
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Para entender sua importancia, imagine um disco de vinil em uma vitrola
na qual a rotagao possa ser alterada. Imagine agora que queremos acelerar a
musica aumentando a rotacao da vitrola. Quando isso ocorre, a onda sonora
é reproduzida mais rapidamente, de forma que sua variacao de fase aumenta.
Fazendo a analogia com o circulo trigonométrico, o ponto varia mais rapi-
damente sua posicao angular, aumentando a freqiiéncia de seu movimento e,
consequentemente, a freqiiéncia da sendide. Da mesma forma, se reduzirmos
a rotacao da vitrola, a musica ficara mais lenta e suas freqiiéncias ficarao
menores, ou seja, o tom da musica ficard mais grave.

Na musica, no entanto, é muito importante podermos alterar separada-
mente a freqiiéncia (altura) e a velocidade, sem que uma interfira na outra. A
mudanca de tom, ou seja, multiplicacao de todas as freqiiéncias presentes no
sinal por um mesmo fator, também conhecida na misica como transposicao,
é muito importante, por exemplo, para que um cantor ajuste uma musica
ao seu tom de voz, ou para que um instrumentista ajuste-a a afinacao de
seu instrumento. Por outro lado, a alteracao da velocidade sem mudanca
de tom ¢ igualmente importante. Pode ser citada, como aplicagao, a neces-
sidade de um instrumentista comecar a pratica da execucao de uma peca
lentamente, até chegar a velocidade desejada, sendo esse processo altamente
recomendado aos estudantes de misica que desejam atingir a exceléncia em
seus instrumentos. Ou seja, o phase vocoder se adapta as aplicacoes citadas
por separar informagoes temporais de informacoes espectrais e ressintetizar
o sinal modificado de forma simples e rapida.

Para alterar a velocidade sem mudanca de tom, vamos pensar em um
quadro de tempo isolado. Nele, através dos bins, temos as informacoes das
freqiiéncias presentes naquele instante, que dura a distancia de um quadro
para outro. Podemos, entao, alterar a velocidade aumentando a distancia
entre um quadro e outro. Isso faz com que aquele instante seja prolongado e
as freqiiéncias do quadro sejam emitidas por um intervalo maior de tempo.
Para isto, basta mudarmos a distancia entre os quadros do sinal durante
a etapa de ressintese. Ao fazermos isso, ocorre que, em cada quadro, a
freqiiéncia, amplitude e fase das sendides sao mantidas. Porém, pensando
novamente no ponto do circulo trigonométrico, a sendide sera prolongada. O
ponto percorrera uma distancia maior e dard mais voltas no circulo. Portanto,
sua fase sera alterada, ocasionando uma mudanca indesejada na freqiiéncia
como derivada da fase, que serd incompativel com a freqiiéncia armazenada
nas informagoes do quadro, o que gera distorgoes.

A sincronia entre as informacoes de fase e freqiiéncia é o ponto mais de-
licado da ressintese sonora e deve ser muito bem observada para que nao
ocorram distorcoes e ruidos no resultado final. No caso acima, deve-se recal-
cular a posicao da fase em cada quadro para que ela corresponda a freqiiéncia
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esperada. Fazendo-se isso, o phase vocoder gera um resultado muito bom.

Ja a mudanga de tom, sem alteragao de velocidade, ¢é feita pelo phase
vocoder da seguinte maneira: primeiro é utilizado o processo anterior para
mudar a velocidade da musica (inicialmente sem alterac¢ao de tom), na mesma
proporcao que deseja-se modificar o tom; posteriormente, altera-se a fre-
quencia de amostragem do sinal, de forma que, durante sua reprodugao, a
velocidade volte a original, dessa vez alterando o tom na forma desejada.
Seguindo a analogia anterior, é como se a vitrola tivesse a rotacao alterada,
fazendo o disco voltar a velocidade original, mas acarretando uma mudanca
de tom, que desta vez é desejada.

Na pratica, a alteragao da freqiiéncia de amostragem é inconveniente, por
ocasionar perda de qualidade ou aumento desnecessario de armazenamento
de dados. Portanto, é feita uma interpolacao dos dados (conversao digital
para analdgico) e, depois, uma reamostragem, mudando o intervalo entre os
pontos.

3.4 PARSHL

Apresentaremos agora o método espectral de andlise e sintese de sinais di-
gitais chamado PARSHL [19], que se baseia no modelo senoidal varidvel no
tempo. As etapas desse algoritmo sao as seguintes:

1. Divisao do sinal em quadros e aplicacao da STF'T;
2. Anélise individual do quadro;
3. Analise entre quadros;

4. Sintese.

A seguir veremos como funciona cada uma dessas estapas e discutiremos
as questoes levantadas por ela.

3.4.1 Divisao em Quadros e Aplicacao da STFT

A transformada de Fourier é uma ferramenta utilizada correntemente para
analisar o espectro das freqiiéncias que compoem um som. Porém, como um
som em geral pode ser longo e com muitas modulagoes, a transformada deve
ser aplicada em pequenos pedacos dos som, de modo a detectar suas carac-
teristicas instantaneas e acompanhar suas mudancas ao longo do tempo. Por-
tanto, divide-se o sinal em quadros e utiliza-se a STFT (Short-Time Fourier
Transform) para realizar essa tarefa.
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Seja x(t), t = 0,..., P — 1, um sinal discreto, com freqiiéncia de amos-

tragem f, em Hz (pontos por segundo). T = + é o intervalo de tempo, em

fs
segundos, entre as amostras. Seja M fmpar, M < P. Definimos M, = ¥=L

2
Vamos considerar os quadros de = da seguinte forma:
Tm(n) =x((m —1)R+n+ M,),

em que m = 1,...,Q, n = —M,, ..., M, e R é o nimero de pontos entre
um quadro e outro. O intervalo de tempo entre dois quadros serd de RT
segundos.

Estamos supondo que o ntmero total de quadros, @) = % + 1, seja
inteiro. Caso isso nao acontega, acrescentaremos zeros ao sinal x(t), gerando
um novo sinal 2'(¢) de tamanho P’. Esse procedimento, diferentemente do
que vimos anteriormente, nao tera influéncia no dominio das freqiiéncias do
sinal, pois nao mudara o tamanho do quadro. Sua influéncia é em seu dominio
de tempo, correspondendo ao acréscimo de siléncio ao sinal. A maneira como
esses zeros serao incluidos serd discutida mais adiante.

Agora que temos quadros bem definidos, vamos aplicar em cada um deles
a FFT. Como ja vimos, podemos aplicar um pré-processamento nesses dados
para que sua interpretagao seja mais facil, ou seja, para que as caracteristicas
que devemos extrair (freqiiéncia, amplitude e fase) fiquem mais evidentes.
Por motivos ja apresentados, aplicamos sobre o quadro uma janela w(n),
obtendo:

Tm(n) = xpm(n)w(n)
Posteriormente, acrescentamos zeros ao resultado, de forma que o quadro
passe a ter um tamanho N. Para facilitar o calculo da FFT e tornar o
processamento mais rapido, escolhe-se N como sendo uma poténcia de 2.
Definimos N, = % Apés o acréscimo de zeros, temos o seguinte quadro:

jl (n) _ jm(n)v |n| S Mh
0, M, <n<Nyou—N,+1<n<-M,

Agora sim, aplica-se a Transformada de Fourier em sua forma discreta:

Ny—1 Ny—1
j2mnk .
Xoll) = 3 Falme = 3 @ (et
TL:—Nh ’I’L:—Nh

% e k é o indice das amostras discretas no dominio de

em que wy =
freqiéncias (bins).
A proxima etapa serd a interpretacao dos dados obtidos pela FFT em

cada quadro isolado. Porém, para que obtenhamos um resultado satisfatorio,
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que facilite a interpretacao dos parametros que compoem 0 som, precisamos
escolher adequadamente as variaveis envolvidas na STFT. Portanto, antes de
prosseguirmos, faremos uma andlise dessas varidveis, que sao tipo de janela
(w(n)), tamanho do salto (R), tamanho do quadro (M) e tamanho da FFT
(N).

I) Janelas:

Dois parametros devem ser considerados na escolha da janela: a largura do
morro principal e altura dos morros laterais. O desejado sao morros prin-
cipais estreitos e morros laterais baixos. Morros secundarios altos podem
ser vistos, equivocadamente, como morros principais, resultando na adicao
de freqiiéncias indesejadas (ruido) ao sinal. Morros principais muito largos
diminuem a precisao na deteccao da freqiiéncia; morros principais proximos,
se forem muito largos, podem ser interpretados como um tnico morro prin-
cipal. A diferenca de largura também pode ser utilizada como critério para
classificar os morros como principais ou secundarios, ja que os primeiros sao
muito mais largos que os segundos. Ha um balanco entre os dois parametros,
de forma que janelas com menor largura do morro principal apresentam
maiores morros laterais e vice-versa. Deve-se procurar um equilibrio entre
esses fatores.

IT) Tamanho do salto

O tamanho do salto, R, é o nimero de pontos entre dois inicios de quadros
consecutivos. Um salto pequeno resulta em mais quadros e maior qualidade
de analise. Porém, demanda maior esforco computacional. Novamente, deve-
se buscar um equilibrio entre esses fatores. A escolha do R ideal também
depende da janela escolhida. Dada uma janela w(n), tal que w(n) = 0,V|n| >
|M},|, o tamanho do salto R deve satisfazer a seguinte equagao:
(o]
(V) Au(t) = > w(t—mR)=C, (3.12)
m=—o00

em que C' é uma constante. Se isso acontecer, todos os pontos de amostragem
recebem o mesmo peso na soma dos quadros e, portanto, a analise do sinal
nao sofrera distor¢oes. Para a janela retangular de largura M, por exemplo,
o salto pode ser de %, para qualquer k inteiro tal que % seja também inteiro.

IIT) Tamanho do quadro

O tamanho do quadro, M, é outro parametro a ser escolhido no PARSHL. Se
usarmos um quadro muito grande, perderemos as caracteristicas instantaneas
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do som. Por outro lado, um quadro muito curto dificulta a deteccao de
freqiiéncias mais graves, pois o quadro pode ser menor que o periodo de
tais freqiiéncias. Recomenda-se, portanto, que o tamanho do quadro seja,
aproximadamente, o tamanho do periodo da freqiiéncia mais grave presente
no sinal. Para aplicagoes de audio, como o ouvido humano nao reconhece
freqtiéncias abaixo de 20 Hz, podemos tomar um quadro de tamanho 0,05s
(50ms). Por outro lado, o ouvido humano também nao identifica freqiiéncias
acima de 20KHz. Logo, podemos usar f, =2 40K Hz. Assim,

T=-—

RSt 0,25.107%s

Como a duragao do quadro, MT, é igual a 0,058, M = 072(;’_% = 0,2.10%
Ou seja, M ~ 2000.

Se soubermos que o sinal nao possui freqiiéncias tao graves, pode-se
diminuir o tamanho de M. Para sinais com f, menor, podemos fazer o
mesmo. Por outro lado, M deve ser impar para que o quadro possua um
ponto central z,,(0), no qual a janela que serd aplicada ao quadro devera
assumir seu valor maximo. Esse fato reflete-se no espectro do quadro, acen-
tuando seus picos principais.

IV) Tamanho da FFT

O tamanho da FFT, N, também é um parametro arbitrario. N deve ser um
nimero maior ou igual a M, para preencher o quadro com N — M zeros.
Também deve ser uma poténcia de 2, para facilitar a aplicacao da FFT.
Uma escolha padrao para N é a primeira poténcia de 2 maior que 2M (em
nosso exemplo de M = 2001, terfamos N = 212 = 4096 > 2M = 4002). A
importancia desse procedimento é que, se um quadro recebe acréscimo de %
zeros, seu espectro terd % vezes mais pontos do que se nao houvesse acréscimo
de zeros. Assim, a resolugao do espectro aumenta, gerando maior precisao
na hora de encontrar a freqiiéncia na qual ocorre o pico de magnitude.

Vimos que o quadro é centrado no ponto 0, possuindo parte positiva e
negativa. Porém, computacionalmente, nao se usam indices negativos. Logo,
no quadro a ser transformado, a parte negativa aparecera no final e os zeros
aparecerao no meio.

3.4.2 Analise Individual do Quadro

Na etapa anterior, utilizamos a STFT para dividir o sinal em quadros e
associar a cada quadro seu espectro dado pela FFT. Nesta etapa, nosso
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foco é um quadro isolado. Interpretaremos seu espectro, de forma a en-
contrar as freqiiéncias presentes naquele instante do sinal, junto com suas
respectivas amplitudes e fases. Ja vimos anteriormente, passo a passo, o que
acontece com o espectro de uma ou duas sendides depois de aplicada uma
janela e acrescentados zeros ao quadro. Vimos, também, como determinar
a freqiiéncia que cada bin representa e, conseqiientemente, determinar sua
amplitude e fase. Faremos apenas uma breve recaptulacao, voltada ao nosso
estado atual dentro do algoritmo.

Denotamos X,,(k), k = 0,..,N — 1, o espectro complexo do quadro z,,.
Tomando apenas os dados relevantes, consideramos k = 1, ..., N, + 1. Assim,
para os pontos discretos do dominio de freqiiéncias, temos:

k
Freqiiéncia: f,,(k) = NT
Amplitude: A, (k) = | X,(k)]

Fase: 0,,(k) = ZX,(k)

Sabemos que as freqiiéncias que compoem o sinal raramente encontram-
se presentes com exatidao entre as freqiiéncias representadas pelos bins e,
com isso, sua energia é dividida entre as freqiiéncias vizinhas. Portanto, para
aproximarmos as reais frequiéncias, devemos analisar os morros encontrados
no moédulo do espectro, ou seja, onde encontram-se as maiores amplitudes
A (k) em seu espectro de poténcia.

Como o espectro de poténcia é discreto, a maior magnitude (eixo y) nele
encontrada corresponderd a uma freqiiéncia (eixo x) com precisdo de meio
bin, para mais ou para menos. Para uma janela retangular, uma precisao de
0,1% seria obtida apenas com fator de acréscimo de zeros superior a 1000, o
que ¢é impraticavel. Porém, utilizando interpolacao quadratica nos 3 pontos
de maior magnitude em um mesmo morro, pode-se atingir a mesma precisao
com um fator de acréscimo de zeros igual ou superior a 5. Dados empiricos
também mostram que, se a interpolacao for feita utilizando a magnitude em
decibéis (escala logaritmica), a precisdo também aumentard duas vezes em
relacdo a interpolagdo com magnitude linear [19]. Assim, dado um maximo
local no espectro de poténcia em decibéis, usamos interpolacao quadratica
para aproximar a real localizacao do pico da pardbola, cujas coordenadas
correspondem & freqiiéncia (eixo ) e amplitude (eixo y) que buscamos.

Porém, resta-nos a questao de quantos (ou quais) méximos locais podem
ser considerados como componentes senoidais do sinal. Ha duas maneiras
para tratarmos isso. Uma delas é a de distincao entre os morros correspon-
dentes, a componentes senoidais, e os gerados por ruidos ou vazamento. Os
critérios para essa selecao sao altura e largura dos morros. No entanto,
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Figura 3.13: Deteccao de picos no espectro de um violino.
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em um sinal com muitas componentes e de amplitudes variadas, essa tarefa
torna-se muito subjetiva, sendo que morros secundarios correspondentes a
amplitudes altas podem ser confundidos com morros principais de ampli-
tudes mais baixas.

Portanto, o critério mais adotado é o de se utilizar um nimero fixo de
picos a serem detectados em cada quadro. Dessa forma, procura-se o ponto
de maior magnitude no espectro, utiliza-se seus pontos vizinhos para a de-
terminacao de uma parabola e estima-se seu pico. Traduzem-se, entao, suas
coordenadas em amplitude e freqiiéncia associadas a uma sendide. Depois
disso, retira-se os pontos associados a esse morro do espectro de poténcia
e procura-se o préximo ponto de maior magnitude. Faz-se isso até que o
numero estipulado de picos por quadro tenha sido detectado.

3.4.3 Analise Entre Quadros

Analisando cada quadro, separadamente, obtemos as caracteristicas instan-
taneas do som. Relacionando as informagoes encontradas em um quadro com
as do quadro seguinte, podemos ver como essas caracteristicas se comportam
com o passar do tempo, criando uma interpretacao dinamica do sinal. Fare-
mos isso em duas etapas: primeiro, vamos relacionar o espectro todo de um
quadro ao do quadro seguinte, vendo como amplitude e fase variam entre os
bins; depois, relacionaremos apenas os dados referentes aos picos encontrados
na etapa anterior.

Variagoes de parametros entre quadros

Um detalhe crucial para o entendimento do préximo passo do processo é
observar que, como M e N sao constantes, assim como o intervalo entre
as amostras T, o dominio das freqiiéncias serda sempre o mesmo, ou seja,
os bins sao fixos. Logo, X, 1(k) e X,,(k) correspondem a duas amostras
subseqiientes do mesmo bin. Dessa forma, se quisermos ver como cada
bin se comporta no decorrer do tempo, transformamos as funcoes X,,(k)
(uma fungao para cada quadro cuja varidvel é a freqiiéncia) em fungoes de
freqiiéncia fixa, cuja variavel é o tempo. Assim, teremos as fungoes de am-
plitude e fase para cada bin, sendo a variavel de tempo o indice do quadro.

Amplitude: Ax(m) = |X,, (k)]
Fase: O(m) = ZX,.(k)

Assim, cada bin é associado a uma faixa ou um oscilador com freqiiéncia
constante. Osciladores sao dispositivos que geram um movimento senoidal.
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Diremos que duas freqiiéncias pertecem a mesma faixa, ou sao geradas pelo
mesmo oscilador, se forem os parametros instantaneos de uma mesma sendéide
em tempos diferentes. Se nao considerarmos todos os bins, e sim, somente as
freqiiéncias obtidas no processo de detecao de picos, teremos faixas que nao
terao freqiiéncias constantes. Portanto, devemos decidir como associar dois
picos entre dois quadros diferentes.

Interligacao de picos

O processo de detecgao de picos nos fornece as principais freqiiéncias pre-
sentes em um quadro, junto com suas respectivas amplitudes e fases. Sabe-
mos que os quadros avancam no tempo através de um periodo arbitrario.
Logo, de um quadro para outro podem ocorrer algumas situacoes com as
freqiiéncias encontradas:

a) uma freqiiéncia pode se manter de um quadro para o outro ou sofrer
modulagoes muito leves;

b) uma freqiiéncia presente no quadro anterior pode nao estar no seguinte;

¢) uma freqiiéncia nao presente no quadro anterior pode surgir no seguinte.

Consideraremos que o sinal sera gerado por osciladores, cada um gerando
uma sendide com freqiiéncia e amplitude variaveis no tempo. Assim, de um
quadro para outro, cada oscilador pode continuar a gerar a sendide, parar de
gera-la, ou comecar a gera-la.

Suponhamos que as freqiiéncias de um quadro sao fi, fo, ..., f, € as do
quadro seguinte sao g¢i, g1, ..., g,. Dado Af, se, para algum f; houver g; tal
que

fi— gl S A, (3.13)

podemos considerar g; como continuacao de f;, sendo gerados pelo mesmo
oscilador (situagdo a)). Assim, dizemos que a freqiiéncia g; pertence a mesma
faixa que a freqiiéncia f;.

Se algum f; nao satisfaz a desigualdade (3.13), ou seja, ndo ha nenhum
g; com freqiiéncia suficientemente préxima a sua, entao consideraremos que
a faixa correspondente a f; é desligada de um quadro para outro (situacao
b)). Assim, a faixa correspondente a f; manterd essa mesma freqiiéncia de
um quadro para outro, porém sua amplitude diminuird suavemente até 0 no
quadro seguinte.

Se algum g; nao satisfaz a desigualdade (3.13) para nenhum f;, entdo
consideraremos que uma nova faixa, de freqiiéncia inicial g; ¢ criada de um
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quadro para o outro (situacao c)). Assim, inclui-se no quadro anterior a faixa
com freqliéncia inicial g; e amplitude inicial 0.

Caso haja conflito, isto é, existam g;, e g;, que satisfacam (3.13), a faixa
serd prolongada para a freqiiéncia mais préxima (menor diferenga), enquanto
a outra procurard uma nova faixa para se ligar. Esse processo continua até
que todas as faixas sejam encaixadas em uma das 3 situagoes acima.

Na pratica, nao usamos Af fixo, pois o ouvido humano é sensivel a
variagoes relativas de freqiiéncias. Af sera definido em funcao da frequiéncia
fi, para cuja faixa buscamos uma continuacgao. Outra questao interessante a
ser discutida nesse ponto é a relacao entre o nimero de picos detectados por
quadro e o nimero de faixas existentes entre um quadro e outro. Sendo p
o numero de picos por quadro fixo, se utilizarmos todos os picos detectados
em ambos os quadros, o nimero de faixas entre dois quadros estaria entre p
(caso todas as faixas sejam prolongadas) e 2p (caso nenhuma faixa obtenha
uma continuacdo). Entretanto, o caso de nenhum pico ser combinado de um
quadro para outro é indesejado, pois acarreta uma grande descontinuidade
no processo de sintese. Para evitar que isso aconteca, ¢ comum a deteccao
de um nimero de picos superior ao niimero dos picos que serao efetivamente
utilizados. Assim, prioriza-se a ligacao das faixas ja existentes de forma
que, para cada faixa desligada, cria-se uma nova faixa para o pico de maior
intensidade que surgir no quadro seguinte.

3.4.4 Sintese

Apbs o processo de analise, podemos montar uma linha de tempo mostrando
como cada faixa varia sua fase, amplitude e freqiiéncia com o tempo para
reconstruir o som original. Temos duas alternativas para a reconstrugao do
sinal: sintese por sobreposicao e sintese aditiva.

Sintese por Sobreposicao

Uma alternativa para reconstruir o som ¢ a sintese por sobreposicao, que con-

siste em inverter pela F'F'T inversa cada quadro e depois fazer a sobreposicao,

somando pontos comuns a mais de um quadro, conforme descrito a seguir.
Inversao do quadro:
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Reconstrucao por sobreposicao:

Q
i(t) =) il (n)
m=1
emquen=t—(m—1)R— M, en € [—M,, M.

Os processos de andlise e sintese por sobreposigao sao inversos (sua com-
posigao forma uma identidade), caso as janelas obedecam a propriedade dada
pela equagao (3.12), com C' = 1. Caso a condigao (3.12) nao seja satisfeita,
haverd uma modulacao de amplitude de periodo R distorcendo o sinal origi-
nal, ou seja, uma distor¢ao periddica de freqiiéncia f—Pf.

Sintese Aditiva

A sintese aditiva, ao contrario da sintese por sobreposicao, nao é baseada no
espectro dos quadros individuais, e sim, nas faixas que se estendem ao longo
do tempo. Nela, a reconstrucao do som pode ser interpretada como instrucoes
passadas a osciladores para gerarem sendides de amplitude e freqiiéncia varia-
veis no tempo. Podemos considerar dois casos: cada bin pode ser interpretado
como uma faixa; ou ressintetizamos um nimero de faixas menor, contendo
apenas as informagcoes mais importantes do sinal. No primeiro caso, a sintese
aditiva se equivale a sintese por sobreposicao, tendo a desvantagem de nao
usar a F'F'T" inversa para diminuir a quantidade de operacoes.

Para cada faixa, temos sua amplitude, freqiiéncia e fase (A”m, ;’;L, éfn) em
cada quadro. Vamos escolher um ponto de cada quadro para assumir esses
valores e faremos interpolacoes desses parametros entre os pontos escolhidos.
Na STFT, utilizamos janelas de tamanho impar, em que o ponto central
assume o valor maximo. Portanto, escolheremos o ponto central de cada
quadro como seu representante. Portanto, temos:

A (m—1)R+ M,) = A",

em que fl;@ é a amplitude da faixa r no quadro m e A,(t) é a amplitude da
faixa r no ponto t.

Agora que definimos qual ponto de cada quadro assumira as propriedades
de suas faixas, antes de estabelecermos como sera a interpolacao de um ponto
ao outro, vamos voltar a uma questao levantada anteriormente. Quando
falamos sobre o niimero de quadros em que o sinal seria dividido, argumen-
tamos que deveriam ser acrescentados zeros ao sinal, de forma que seu novo
tamanho fosse de P’ pontos, com P/%M inteiro. Porém, deixamos em aberto
a questao de como esses zeros seriam inseridos. Agora que decidimos que o
ponto central de cada quadro sera seu representante, podemos acrescentar My,
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zeros no inicio do sinal, para que o primeiro quadro tenha como representante
o primeiro ponto de amostragem. Caso contrario, o ponto inicial receberia
peso inferior aos outros e, como nao haveria quadro anterior do qual ele fizesse
parte, a condigao (3.12) nao seria satisfeita, a ndo ser que uma janela retan-
gular fosse usada. O mesmo ocorre para o ultimo ponto. Acrescentamos,
portanto, ao final do sinal, M), zeros mais a quantidade necesséaria para que
P/%M seja inteiro. Assim, todos os pontos do sinal original recebem mesma
ponderacao, satisfazendo a equagao (3.12). As eventuais despropor¢oes das
janelas inicial e final cairiam sobre os zeros acrescentados e seriam anuladas
por eles.

Voltando a interpolagao da sintese aditiva, temos () pontos para os quais
sabemos (A,(t), f-(t),0.(t)). Precisamos de uma interpolacao satisfatéria
para os pontos que se localizam entre eles, de forma que as transigoes de
amplitude, fase e freqiiéncia ocorram suavemente, ou seja, sem causar ruidos
ou efeitos bruscos indesejados, perceptiveis auditivamente.

Interpolagao entre quadros

Para cada faixa temos, entao, os parametros iniciais e os parametros finais,
relativos ao seu comportamento entre dois quadros, e precisamos reconstrui-
la em todo esse intervalo. Entao, para cada faixa r, teremos os parametros
( A’"m_l, ;’;L_l, 92’;1_1), referentes a amplitude, freqiiéncia e fase no quadro an-
terior, e (A”m, A,’;,éfn), referentes ao quadro posterior. Vamos definir esses
parametros para todos os pontos intermediarios n = 1,...,.S — 1, em que S é
o numero de pontos entre os inicios de dois quadros da etapa de sintese (se
nao ha a intengao de alterar a velocidade do sinal, S = R). Como estaremos
fazendo a interpolagao dentro de uma mesma faixa, os indices de faixa r serao
omitidos por conveniéncia.

A amplitude pode ser interpolada linearmente sem grandes problemas,
de forma que o volume do som seja alterado gradativamente de um quadro
para outro. Portanto, teremos:

~ ~

A(n) = Ay + Am = An-1, (3.14)
S

Ja a freqiiéncia e a fase nao podem ser interpoladas separadamente desta
forma, pois a fase instantanea é dependente das fases e freqiiéncias iniciais e
finais, enquanto a freqiiéncia instantanea é a derivada da fase. Assim, procu-
ramos uma funcgao para gerar uma interpolagao suave de fase e freqiiéncia.
Por termos 4 parametros disponiveis, utilizaremos uma polinomial cibica,
da forma:

O(n) = ( +yn + an’® + pn® (3.15)
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Apesar de O(n) ser discreta, vamos tratd-la como uma funcdo continua e
derivavel, para que possamos encontrar os parametros necessarios para a
interpolagao e, depois, calculé-la nos pontos discretos. Como a freqiiéncia ins-
tantanea ¢é a derivada da fase, teremos a seguinte funcao para as freqiiéncias:

©'(n) = v + 2an + 34n?
Sabemos os valores iniciais e finais de fase e freqiiéncia. Logo,

émfl = 0(0)=¢
fmtl = 0'(0) = v
fm = ©'(8) = fn1 +2a5+335°
O + 210 = O(S) = bppy + frn1S + aS? + 55°

A condigao O(S) = 6, + 27 é necessaria pois 0y estd em um intervalo
de comprimento 27 e, assim, nao sabemos quantas voltas a fase percorreu
até chegar no ponto atual. Portanto, o fator 271 é necessario como forma
de desencapsulamento da fase. Dessa forma, para cada n € Z, temos uma
funcao de interpolacao diferente, com parametros o = a(n) e 5 = (3(n). Pos-
teriormente, decideremos qual delas sera a mais suave, a qual correspondera
a melhor interpolacao de fase.
Vamos agora encontrar «(n) e 5(n) em fungao das outras varidveis:

{Sza(n) + S%B(n) = O — Oy — frn1 +2m
2Sa(n) + 3S%8(n) = fm— fm-

Matricialmente, temos:

<S2 53 )(a(n)>_(ém_ém—1_fm—18+27rn)
25 352 Bm) )~ fn = fna

Podemos resolver o sistema invertendo a matriz 2 x 2:

< 04(77) ) — ( % _?1 ) (em_émjl_f;m—ls_"Qﬂ-n)
Falta apenas definirmos qual 1 gerara a fungao de interpolacao mais suave.
Lembrando que, como estamos tomando intervalos pequenos entre quadros e
frequiéncias préximas de um quadro para outro, a tendéncia é que a freqiiéncia
tenha variacao minima. No caso ideal, de freqiiéncia constante, teriamos que

a derivada da freqiiéncia seria nula durante todo o intervalo. Procuraremos,
entao, a funcao mais proxima deste caso, ou seja, a funcao em que o quadrado

100



da integral da derivada da freqiiéncia seja minima. Como a freqiiéncia no
intervalo é dada por ©'(n), sua derivada serd ©”(n). Temos que encontrar 7
que minimize:

s
/0 [©”(n,n)]*dn (3.16)

Para seguirmos a notacao tradicional da matematica, vamos esquecer tem-
porariamente que ja estamos usando as variaveis x e t, pois queremos usa-las
como variaveis continuas de tempo e espaco. Nossa funcao © sera agora de
duas varidveis.

O(t,2) = Opy + ot + a(z)t® + B(x)t?

em que:
3 a A A 1 . A
Oé(l’) = _2(9m_9m71_fm715+27r$)__<fm_fm71)
S S
_ N N N 1 - ~
B(r) = ?(Qm_gm—l_fm—ls+27rx)+§(fm_fm—l)

Para encontrarmos 7 que minimize (3.16), vamos buscar * que minimize a
funcao continua em x e depois tomar n* como o inteiro mais préximo de z*.
Devemos, entao, minimizar em x a seguinte funcao:

| Gt (317)

Temos que:

dQ_@(t’x)]? = [2a(z) + 60 (x)t]?

[ dt?
= 40*(x) + 24a(x)B(x)t + 3653%(x)t?

Substituindo em (3.17),

S 72 S
/0 [C;T(;)(t, r)]2dt = /0 (40 (z) + 24a(x)B(x)t + 363*(x)t?)dt
= 4a*(7)S + 12a(x)B(x)S* + 126%(1)S? = ®(x)

Temos agora que minimizar ®(x). Como ®(x) tem comportamento qua-
drético, com termos de ordem 2 positivos, basta encontrar z* tal que ®'(z*) =
0. Porém,

¥'(x) = 8S(a(x)a’(x)) + 125%(d/(2)B(x) + ()3 (x)) + 245° B(x) F' ()
(3.18)
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em que:

6
@) = &

—4
Bla) =

A titulo de simplificagao, vamos definir :

w(x) = (O — Oy — frn1S + 272)

e A A~
v = (fm - fmfl)
Assim, ; .
a(z) = (gulz) - 5v)
e

Bla) = (G ula) + 550)

Substituindo «a(z), o/(x), B(z) e f'(x) em (3.18), temos:

, 144m A8 2m 1447w
487 1447 1927 967
—l—(ﬁv - u(x)) + ( 5 u(x) — ?U) =
487 24m
Logo,
, 48T - A A 241 4 A
P'(z) = ?(em —Om1 — fm1S + 2mx) — ?(fm — fm-1)

Impondo ¢'(z) = 0:

0 = b a9+ T BT )
W = s~ FrS) + 24— fr)
v = st Fur )+ )
2= O+ S = B) + 5 (o )]
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Assim, conseguimos uma interpolacao suave de amplitude, fase e freqiién-
cia entre os pontos que representam cada quadro. Se no intervalo entre os
quadros m e m — 1 tivermos F;, faixas, esse intervalo serd reconstruido por:

F; m

Em(n) =) A7, (n) cos(Oy, (n))

r=1

em que n =0,...,S —1, A7 (n) é dado por (3.14) e O (n) é dado por (3.15),
com os parametros que encontramos.
O som final é obtido concatenando-se os intervalos entre os quadros:

B(t) = &m(n)

de forma que t € 0, ..., P — 1, e m, n sao inteiros tais que t = mT_l +n.

3.5 SMS

O SMS (Spectral Modeling Synthesis) é outro algoritmo de modelagem es-
pectral para andlise e sintese de sinais sonoros [20]. O SMS surge como uma
evolucao natural do PARSHL, sendo baseado nos mesmos principios. Como
as idéias e etapas que fundamentam esse método sao muito parecidas, nao
nos aprofundaremos nos detalhes do SMS, e sim, nos focaremos em suas prin-
cipais diferengas com relacao ao PARSHL. Nao implementamos o SMS em
MATLAB. Utilizamos a implementagao original elaborada por seus ideali-
zadores [21]. A grande vantagem do SMS em relagao aos modelos espectrais
anteriores é a grande variadade de efeitos que ele permite aplicar aos sinais
sonoros. Também nao nos aprofundaremos muito nesses efeitos, mas os des-
creveremos brevemente de modo a abrir um leque de possibilidades do que
se pode fazer com os modelos espectrais, incentivando futuros trabalhos que
estudem mais detalhadamente esses efeitos.

3.5.1 O Modelo

No modelo usado pelo SMS, deterministico mais estocastico, o sinal é repre-
sentado da seguinte maneira:

R

w(t) = A(t) cos(0,(t)) + e(t) (3.19)

r=1

Dessa forma, encontra-se a parte senoidal, ou deterministica, de forma se-
melhante ao PARSHL e, posteriormente, subtrai-se essa informacao do sinal
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para encontrarmos a componente estocastica, ou residual. Essa componente
pode conter sons percussivos, como o barulho de um dedo batendo em uma
corda de violao, ou o martelo batendo nas cordas do piano.

3.5.2 Analise de Quadro

As etapas do SMS sao muito parecidas com a do PARSHL. O primeiro passo
é a aplicacao da STF'T no sinal a ser analisado e ressintetizado. A escolha
dos parametros — tipo de janela, tamanho do quadro, tamanho da FFT e
tamanho do salto — segue a mesma idéia que ja discutimos. Uma tnica
diferenca é que o tipo de janela pode ser ajustado dinamicamente de acordo
com as propriedades do espectro do sinal. A detecgao dos picos do espec-
tro de poténcia de cada quadro também é muito parecida, com uma leve
diferenca de implementagao. No PARSHL, o maximo global é detectado e
seus vizinhos sao utilizados para tracar a parabola que determinara a locali-
zagao do pico. Apos isso, o morro referente a esse pico é retirado e procura-se
o novo maximo global. No SMS, diferencia-se o espectro de poténcias para
encontrar-se todos os maximos locais. Também ha um parametro que deter-
mina o espago minimo entre dois maximos locais para que sejam considerados
picos diferentes.

3.5.3 Deteccao de Freqiiéncia Fundamental

Apo6s a deteccao de picos, executa-se um procedimento nao presente no
PARSHL, mas que é de imensa importancia na dera da miusica, que € a
deteccao da freqiiéncia fundamental, ou altura. Por meio disso, para um som
monofonico, pode-se descobrir qual a nota musical que esta sendo processada.
Isso pode ser aplicado em afinadores digitais de instrumentos, transcrigoes
melddicas automaticas, entre outros.

Primeiro, é feita uma verificagao da harmonicidade do som, pois em sons
nao harmonicos nao héa sentido a busca por uma freqiiéncia fundamental. Ao
contrario do que se possa pensar, a freqiiéncia fundamental nao é necessaria-
mente a mais forte nem a mais grave presente em um sinal, podendo até nao
estar presente. Definiremos a freqiiéncia fundamental como a freqiéncia que
melhor divide as freqiiéncias encontradas no quadro. Também nao se deve
esperar que essa divisao seja exata, pois além da presenca de ruidos e erros
numeéricos, os préprios sons da natureza nao sao perfeitamente periédicos,
influenciando na precisao das freqiiéncias detectadas.

O SMS utiliza um método chamado “Two-Way Mismatch” para a deteccao
da freqiiéncia fundamental, que busca a freqiiéncia fy que minimiza o resto
da divisao das freqiiéncias dos picos encontrados por fj.
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3.5.4 Interligacao de Picos

A etapa da andlise entre quadros, mais especificamente a ligacao dos picos
de um quadro para outro, é onde aparece a maior diferenca entre o PARSHL
e o SMS. No PARSHL, devido a sua modelagem exclusivamente senoidal,
todos os picos detectados, ou pelo menos uma quantidade especificada, sao
obrigatoriamente associados a uma faixa. As faixas sao criadas e destruidas
dinamicamente com base na existéncia ou nao de freqiiéncias dentro de seu
alcance. No SMS, a modelagem deterministica mais estdcastica requer que
a parte deterministica detecte somente as partes mais estaveis do som, ou
seja, encontre componentes senoidais bem definidas e com continuidade. O
algoritmo de ligacao de picos anterior nao garante que isso aconteca, pois
uma faixa pode se afastar rapidamente de sua freqiiéncia inicial, disputando
um pico que deveria pertencer a outra faixa.

Na etapa da deteccao da freqiiéncia fundamental, é feita uma andlise da
harmonicidade do som. Portanto, na ligacao de picos consideram-se dois
casos: sons harmonicos e sons nao harmonicos.

Para sons nao harmonicos, o procedimento é muito semelhante ao do
PARSHL: as faixas sao criadas e destruidas dinamicamente, conforme o sur-
gimento de novas freqiiéncias. Porém, apds as ligagoes serem completadas,
conhecendo-se o comportamento futuro das faixas, descartam-se faixas de
comprimento muito curto e preenchem-se faixas com leves descontinuidades.
Entretanto, esse procedimento nao pode ser aplicado no caso de processa-
mento em tempo real, pois nao se tem o conhecimento do comportamento
futuro de cada faixa.

Para sons harmonicos e monofonicos, detecta-se a freqiiéncia fundamental
e, a partir de seus harmonicos, criam-se guias para as faixas. Assim, as
faixas nao sao criadas pelos picos presentes, ou seja, pelo comportamento
encontrado, e sim, pelo comportamento esperado para um sinal monofonico
e harmonico. As faixas serdao, portanto, as parciais ou harmonicos do som;
0s picos que nao sao associados a nenhum desses harmonicos sao descartados
e considerados como componentes estocasticos.

3.5.5 Obtencao da Componente Estocastica

Apds a ligagao dos picos, tem-se a parte deterministica do sinal bem definida.
Pode-se agora sintetiza-la e subtrai-la do sinal original para a obtencao de
sua componente estocastica. Recomenda-se a normalizagao da amplitude
da componente deterministica sintetizada, pois uma diferenca de volume em
relacao ao sinal original resultaria em um residuo com sendides, cuja ampli-
tude seria essa diferenca. Assim, com a normalizacdo do volume, as com-
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ponentes senoidais sao todas anuladas, resultando apenas a componente es-
tocastica desejada. Esse procedimento nos fornece a componente estocastica
no dominio do tempo. Por outro lado, podemos também obté-la no dominio
das freqiiéncias, subtraindo-se o espectro da componente deterministica do
espectro original, nao havendo, assim, necessidade da sintese das sendides.
Apoés isso, é feita uma analise do espectro da componente residual, para o
estudo de seu comportamento geral, o que sera usado para ressintetiza-lo
posteriormente. Tal comportamento pode ser obtido através de uma inter-
polagao suave entre os maximos locais do espectro.

3.5.6 Sintese

O SMS prioriza a sintese por sobreposi¢ao ao invés da sintese aditiva, devido
a primeira ser muito mais rapida, por utilizar a FFT inversa. As modi-
ficacoes desejadas sobre o som sao aplicadas diretamente sobre seu espectro.
A prépria adicao de sendides é feita gerando-se seus morros no espectro.
Essa é uma grande diferenga entre o SMS e o PARSHL. A sintese da parte
estocastica do sinal também é uma tarefa nova a ser realizada. Isso pode
ser feito de duas formas: uma delas é simplesmente adicionar o espectro das
amplitudes e o espectro das fases obtido na anélise ao espectro sintetizado da
componente deterministica; outra forma é modelar o ruido como uma con-
volugao de ruido branco por um filtro variavel no tempo, dado pelo comporta-
mento geral do espectro da componente estocastica. Na pratica, mantém-se
esse comportamento como espectro de amplitude e gera-se um espectro de
fase aleatorio. Somam-se os espectros de amplitude e fase da componente
deterministica e estocastica para obter-se o espectro sintetizado. Apds isso,
aplica-se a FFT inversa para gerar o som final sintetizado no dominio do
tempo.

3.5.7 Efeitos e Transformacoes

Apés a etapa de andlise e antes da etapa de sintese, pode-se aplicar efeitos ou
transformacoes, visando modificar-se o som. Citaremos aqui algumas trans-
formagoes que podem ser realizadas pelo SMS, porém, nao as explicaremos
detalhadamente (para mais detalhes, ver [26]). Nosso objetivo é expor ao
leitor um pouco dos efeitos e aplicacoes que podem ser alcancados através
dos métodos de andlise e sintese espectral, e despertar o interesse em estudos
mais aprofundados sobre essas transformagoes.
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Filtros e Equalizacao

Filtros s@o muito importantes em diversas dreas tecnoldgicas. Através deles,
pode-se detectar a intensidade de uma faixa especifica de freqiiéncias e extrai-
las do som. Isso pode ser facilmente implementado através de convolugoes
ou modificacoes diretas no espectro do sinal.

Mudancga de Velocidade

A mudanca de velocidade de um som sem alteracao de suas freqiiéncias é
uma transformacgao cuja importancia, aplicacao e implementagao ja discu-
timos na secao sobre o algoritmo Phase Vocoder. O SMS tira proveito da
modelagem deterministica mais estocastica para refinar essa transformacao.
A parte deterministica deve ser estendida no tempo da forma como j4 fizemos
anteriormente com o phase vocoder. Porém, isso deve ser evitado na parte
estocastica para que ela nao perca sua caracteristica transiente. Portanto,
o SMS separa essas componentes, reescala a componente senoidal e mantém
as caracteristicas da componente estocastica, sendo necessaria apenas a sin-
cronizacao entre ambas.

Mudanca de Frequiéncias

A mudanca de freqiiéncias é outra transformacgao que ja estudamos aqui. No
SMS ela ¢ feita diretamente em seu espectro, podendo ser feita de duas for-
mas: a primeira delas ¢ uma mudanga uniforme, ou seja, todas as freqiiéncias
sao reescaladas pelo mesmo fator, correspondendo musicalmente a uma mu-
danca de tom ou transposicao; a segunda é uma mudanca de freqiiéncias
heterogénea, ou seja, cada freqiiéncia do sinal pode ser reescalada por um
fator diferente.

Harmonizacao

A harmonizacao ¢ implementada utilizando-se o efeito anterior para trans-
por uma melodia e somar o resultado ao sinal original. Com isso, cria-se
o efeito de dois instrumentos tocando a mesma melodia em diferentes tons,
geralmente um intervalo harmonico fixo.

Discretizacao a Escala Temperada

Discretizacao a escala temperada significa transpor cada freqiiéncia deter-
ministica encontrada a freqiiéncia mais proxima que corresponde a uma
nota musical na escala temperada que conhecemos. Uma aplicacao disso
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é a afinacao automatica de uma melodia tocada ou cantada, ou seja, essa
transformacao permite a correcao de desafinacoes durante a gravagao de uma
musica, por exemplo.

Vibrato e Trémolo

Vibrato e trémolo sao dois efeitos muito comuns em execucoes de pecas mu-
sicais. Eles correspondem a variagoes pequenas e continuas no som, sendo o
vibrato uma variacao de freqiiéncia e o trémolo, uma variagao de amplitude.

3.6 Testes e Resultados

Nesta secao, apresentaremos os resultados obtidos nos testes realizados com
os algoritmos baseados na modelagem espectral. Os algoritmos que apre-
sentamos foram: Phase Vocoder, PARSHL e SMS. Por sua simplicidade, o
Phase Vocoder foi acoplado ao PARSHL, sendo utilizado apenas para modi-
ficacoes de tempo ou de freqiiéncia e ressintese por sobreposicao, deixando
toda a parte de andlise do sinal original ao PARSHL.

Comecaremos fazendo um simples teste de ressintese. Seguindo o mode-
lo dos testes realizados com os algoritmos de alta resolucao, utilizaremos a
STF'T para dividirmos o som, obter o espectro de cada quadro e depois res-
sintetiza-los e uni-los, gerando o som original via sintese por sobreposicao. A
utilizacao da FF'T para a obtencao do espectro de cada quadro e sua posterior
ressintetizacao por meio da FFT inversa tornam o processo extremamente
rapido e eficiente.

Os parametros da STFT utilizados foram: tamanho do quadro M = 511,
tamanho do salto R = 256, tamanho da FF'T N = 1024 e janela de Hanning.
Vemos na Figura 3.14 o erro obtido através desse método. O erro é da ordem
de 10716, ou seja, praticamente desprezivel.

Utilizando os métodos de alta resolucao para essa mesma tarefa, obtive-
mos erros da ordem de 1073 e o tempo de processamento foi da ordem de
minutos, ou até mesmo horas. Pela sintese por sobreposicao, o erro foi da
ordem de 107%¢ e o tempo de processamento foi em torno de 40ms.

Faremos agora um novo teste, simplesmente substituindo a sintese por so-
breposicao pela sintese aditiva. Ainda nao serao realizadas etapas de anélise,
como deteccao e ligacao de picos. Considera-se que cada bin do espectro
de freqiiencias é uma faixa e define-se a fase instantanea pela integral da
freqiiéncia.

A desvantagem da sintese aditiva fica evidente tanto no erro quanto no
tempo de processamento. Enquanto a STFT com sintese por sobreposi¢ao
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Figura 3.14: Erro da nota A4 do piano com sintese por sobreposigao, via

STFT.
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Figura 3.15: Erro da nota A4 do piano com sintese aditiva, via STFT.
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teve tempo de processamento da ordem de milissegundos, a sintese aditiva
levou em torno de 10.1 segundos. O erro relativo também foi alto em relagao
a sintese por sobreposicao e até mesmo em relacao aos métodos de alta re-
solucao. Porém, muitas vezes, esse tipo de erro nao é perceptivel auditiva-
mente. Além disso, os métodos que testaremos em seguida nao produzem um
sinal ressintetizado idéntico ao original, pois escolhe-se um certo nimero de
frequiéncias a serem ressintetizadas. No entanto, os resultados assemelham-se
muito aos originais. Isso ocorre pois nosso sistema auditivo nao interpreta
diferencas de fases. Assim, se um conjunto de sendides sobrepostas difere
de outro apenas pelas fases iniciais de cada uma, o resultado sonoro sera o
mesmo, apesar dos sinais finais serem fungoes diferentes. Nesse caso, o erro
nao é a melhor forma de avaliarmos a semelhanca entre o sinal sintetizado e
o original. Portanto, apresentaremos um tipo de grafico muito utilizado para
andalise e comparacao entre sinais: o espectrograma.

O espectrograma ¢ um grafico tridimensional adaptado para duas di-
mensoes, em que o eixo X representa o tempo, o eixo y, as freqiiéncias, e o
eixo z, as magnitudes, sendo seus valores expressados por cores. Utilizaremos
um padrao em que cores frias (azul, verde) representam baixas magnitudes,
e cores quentes (amarelo, laranja, vermelho) representam altas magnitudes.

Frequéncias (Hz) Tempo (5)

Figura 3.16: Espectrograma tridimensional de uma nota de violino.

Apresentaremos, entao, o espectrograma para a nota A4 do piano, a qual
utilizamos em todos os testes até agora, junto com o espectro do sinal ressin-
tetizado pela sintese aditiva. Na Figura 3.17, aparecem todas as freqiiéncias

fs

representdveis no espectro de um sinal digital, ou seja, até 5. Como, para
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esse sinal f; = 22050Hz, temos freqiiéncias até 11025Hz. J4 na Figura 3.18,
focamos as principais freqliéncias presentes nesse sinal especifico.

Original Sintetizado (sintese aditiva)
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I 4000 | L 4000 = .

3000 3000
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Tempo Tempo

Figura 3.17: Espectrograma da nota A4 do piano.

Esse tipo de grafico é muito 1til para observarmos como o som se com-
porta. Nesse caso, temos uma nota de piano com freqiiéncia fundamental
440Hz e podemos visualizar como se comportam seus harmonicos, ou seja,
vemos a intensidade das freqiiéncias multiplas de 440Hz. Observa-se também
uma regiao de maior intensidade no comeco do sinal, que corresponde ao ruido
gerado pelo ataque a nota.

Vamos agora prosseguir com os testes do algoritmo PARSHL, que consiste
em 3 etapas: STFT com deteccao de picos, definicao das faixas através da
ligacao entre picos e sintese aditiva com interpolagao ctbica de fase. Além
dos quatro parametros anteriores, sao necessarios mais trés: nimero de picos
a serem detectados por quadro, nimero de picos a serem sintetizados por
quadro e Af, que representa a diferenca maxima entre duas freqiiéncias de
quadros consecutivos para que elas possam ser associadas a mesma faixa.
Utilizaremos M = 511, R = 256 e N = 1024.

O numero de picos a serem detectados e sintetizados depende muito da
complexidade do sinal a ser analisado. Vamos ver, por exemplo, o que acon-
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Figura 3.18: Espectrograma da nota A4 do piano, até 6000Hz.
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tece se optarmos por sintetizarmos apenas 4 picos para cada quadro no som
da nota A4 do piano.

Original Sintetizado (PARSHL)
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Figura 3.19: Nota A4 do piano com apenas 4 faixas simultaneas.
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Figura 3.20: Nota A4 do piano com 4 faixas simultaneas e 10 picos por
quadro.

A Figura 3.19 apresenta o resultado da detecgao de 4 picos por quadro e a
sintese da mesma quantidade de faixas. Percebe-se a grande descontinuidade
das faixas sintetizadas, gerando muitas oscilagoes bruscas no som. Na Figura
3.20, detectamos 10 picos por quadro, mas sintetizamos apenas 4. Assim,
priorizam-se as faixas ja existentes, mantendo sua continuidade por mais
tempo, gerando um som mais estavel. Porém, nota-se que 4 é um ntmero de
faixas muito pequeno para a reconstrucao desse som. Agora, aumentaremos
o numero de faixas progressivamente para vermos as modificagoes do espec-
tro. A partir de 15 faixas simultaneas vemos que as caracteristicas mais
importantes do som ja sao bem representadas. Com o aumento no nimero
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de faixas, caracteristicas menos relevantes vao sendo adicionadas ao som e o
espectro vai se completando, se aproximando do som original.

Faixas/Picos | STFT Def. Faixas Sintese aditiva | Total
10/20 0.232s 0.136s 2.814s | 3.182s
20/30 0.236s 1.764s 6.727s | 8.727s
30/50 0.319s 6.074s 10.165s | 10.558s
50/80 0.454s 11.770s 15.190s | 27.414s

100/150 0.499s 44.744s 27.021s | 72.264s

Tabela 3.2: Tempo de processamento para o som do piano (24646 pontos).

Vamos agora utilizar o PARSHL em outros sinais. Primeiro, utilizaremos
o som da nota A4 (440Hz) tocada em uma flauta. O sinal tem freqiiéncia
de amostragem também de 22050Hz e duracao de 1,7 segundos, totalizando
37485 pontos. A Figura 3.22 mostra o espectrograma do sinal original e
sintetizado com 20, 50 e 100 faixas.

Outro som que testaremos é o som de um violino, tocando também a
nota A4. Esse som tem freqiiéncia de amostragem também de 22050Hz e
duragao de 4.45 segundos, totalizando 98160 pontos. A Figura 3.23 mostra
o espectrograma do sinal original e sintetizado com 20, 50 e 100 faixas. A
Tabela 3.3 e a Figura 3.24 mostram o tempo de processamento para esse
arquivo, para cada etapa e em sua totalidade.

Faixas/Picos | STFT Def. Faixas Sintese aditiva Total
20/30 1.144s 40.158s 23.664s 1 min 5s
50/80 1.83s 10min 26.9s Imin 3.8s 11min 32s

100/150 2s  1h 00min 18.9s Imin 47.9s | 1h 2min 8.8s

Tabela 3.3: Tempo de processamento para o som do violino (98160 pontos).

Até agora, todos os testes que fizemos com os diversos algoritmos apre-
sentados foram realizados apenas para sons muito simples, formados apenas
por uma tunica nota de um unico instrumento. Faremos agora um teste com
um som muito mais complexo, desta vez polifonico, com diferentes melodias
em guitarra, baixo, teclado, voz e até mesmo bateria, que é um instrumento
percussivo. Como a musica é muito longa (1352583 pontos, totalizando 61.24
segundos), vamos tomar pequenos trechos dela. Na Figura 3.25, temos o es-
pectro do segundo inicial desse sinal, em que ainda nao ha voz. Ja na Figura
3.26, temos um trecho seguinte de 4 segundos, em que ja aparecem todos os
instrumentos. Para esse caso especifico, utilizaremos M = 1023, N = 2048 e

R =512.
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Figura 3.21: Nota A4 do piano com nimero de faixas variando entre 10 e
100.
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Figura 3.22: Espectro da nota A4 (440Hz) em uma flauta.
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Figura 3.23: Espectro da nota A4 (440Hz) em um violino.
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Figura 3.24: Tempo de processamento para o som do violino (98160 pontos).

O Algoritmo PARSHL se comporta bem para sons complexos, como uma
musica polifonica. Porém, deve-se aumentar o ntmero de picos a serem
detectados e o nimero de faixas para ressintese, pois sons polifonicos sao
compostos de muitas parciais. Um ntimero baixo de faixas resultara em pouca
continuidade e muitas faixas de curta duracao, que ficam descaracterizadas
no som sintetizado. Em um sinal ressintetizado com poucos picos, ocorre um
efeito semelhante ao de um som de baixa qualidade transmitido em tempo
real pela internet. Devido as restricoes de velocidades de conexao, o som
transmitido geralmente é de qualidade inferior, com perda de informacoes, o
que também acontece quando se sintetiza o sinal com poucas faixas.

Faremos agora alguns testes com o método SMS. Na Figura 3.27, vemos
como o sinal correspondente a nota A4 do piano é dividido em componentes
deterministicas e estocasticas. Percebe-se que a componente deterministica
detecta bem as caracteristicas harmonicas do som, ou seja, as parciais estaveis
multiplas da freqiiéncia fundamental. J& a componente estocastica sofre algu-
mas interferéncias da componente deterministica. O tempo de processamento
da nota A4 do piano pelo Algoritmo SMS foi: 20.7s para 30 picos e 20 faixas;
127.7s para 80 picos e 50 faixas; e 188.2s para 150 picos e 100 faixas.

A Figura 3.28 exibe a mesma separagao de componentes para uma nota de
violino, enquanto a Figura 3.29 o faz para um som de flauta. As Figuras 3.30
e 3.31 ilustram, respectivamente para esses sinais, a ligacao entre picos na
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Figura 3.25: Espectro de uma misica polifonica, durante 1 segundo.
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Figura 3.26: Espectro de uma musica polifonica, durante 4 segundos.
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seqiiencia de quadros. A linha escura mais grossa representa a freqiiéncia fun-
damental. As outras parciais sao associadas aos multiplos dessa freqiiéncia,
de forma a detectarem-se apenas as componentes estaveis do som. Em al-
guns pontos, vé-se que a deteccao da freqiiéncia fundamental nao obteve
éxito. Nesses pontos, a tentativa de encaixar as freqiiéncias detectadas nas
faixas estabelecidas pelas supostas parciais ocasionou uma irregularidade no
sinal. Esse nao foi o caso no comego do sinal do violino, que corresponde
a um ataque. Percebe-se também que nao hé irregularidades no comecgo do
sinal da flauta, pois se trata de um instrumento de sopro, nao caracterizado
por um ataque. O tempo de processamento da nota A4 do violino foi: 86.1s
para 30 picos e 20 faixas; 29.8s para 80 picos e 50 faixas; e 44s para 150 picos
e 100 faixas.
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Figura 3.27: Espectro da nota A4 do piano, com divisao entre componentes
deterministica e estocastica.

Aplicaremos agora uma modificagao ao som antes da ressintese. Primeiro,

vamos modificar a velocidade da musica sem alterarmos seu tom, ou seja, suas
frequiéncias. Depois alteraremos as freqiiéncias sem modificarmos a veloci-
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Figura 3.28: Espectro da nota A4 de um violino, com divisao entre compo-
nentes deterministica e estocéstica.
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Figura 3.29: Espectro da nota A4 de uma flauta, com divisdo entre compo-
nentes deterministica e estocéstica.

123



Frequéncia (Hz)

Frequéncia (Hz)

Ligacéo de Picos

10000 -
8000 HH

i r -
600 [

"] - @ @O ]
4000
2000

-
O 1 1 1 1 1 H 1
50 100 150 200 250 300 350

Quadros

Figura 3.30: Interligacao de picos para o sinal de um violino.
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Figura 3.31: Interligacao de picos para o sinal de uma flauta.
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dade. Para isso, utilizaremos o algoritmo Phase Vocoder .

A Figura 3.32 mostra o espectro de uma musica polifonica durante um
periodo de 6 segundos. A duragao da miusica é multiplicada ou dividida por
um fator de %, gerando sinais de duracao 9s e 4s, respectivamente. Vé-se na
figura como os espectros sao muito semelhantes, diferindo apenas na escala
temporal.

Para testarmos a mudanca de freqiiéncias sem alteragao de velocidade, va-
mos usar outro sinal. No espectro de um sinal polifonico essa mudanca é mais
dificil de ser visualizada, porém funciona igualmente bem. Multiplicaremos
e dividiremos as freqiiéncias de dois sons, do violino e do piano, pelo valor
%. Vé-se que, ao multiplicar-se as freqiiéncias por esse fator, as parciais (no
espectro) se afastam umas das outras, aumentando a freqiiéncia fundamental
e, logo, a altura do som. Quando dividem-se as freqiiéncias, o processo in-
Verso ocorre: as parciais se aproximam umas das outras, diminuindo a altura
do som.

fimplementado via fungdo pvsample obtida em [11]
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Figura 3.32: Espectro de uma musica polifonica, com duracao primeiro divi-
dida e, depois, multiplicada pelo fator %
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Figura 3.33: Espectro da nota A4 do piano, com freqiiéncias primeiro divi-
didas e, depois, multiplicadas pelo fator %
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Figura 3.34: Espectro da nota A4 do piano, com freqiiéncias primeiro divi-
didas e, depois, multiplicadas pelo fator %
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos duas familias de métodos para analise e ressintese
de sinais musicais: os métodos baseados no dominio do tempo e os métodos
baseados no dominio das freqiiéncias.

Os métodos baseados no dominio do tempo que apresentamos aqui cor-
respondem ao estado atual dessa abordagem em processamento de sinais.
Pudemos fornecer nossa contribuicao a essa familia de métodos através de al-
gumas novas maneiras de obtermos alguns parametros e de realizarmos alguns
calculos. A desvantagem desses métodos é o niimero de operagoes necessarias
para realizé-los que, por ser muito alto, demandam muito tempo de proces-
samento, em comparagao aos algoritmos no dominio das freqiiéncias. Esse
fato inviabiliza sua utilizacao em aplicagoes de tempo real em computadores
atuais. Apesar disso, os testes que realizamos mostram que os métodos de
alta resolucao possuem bons resultados, com erros inferiores aos dos métodos
no dominio das freqiiéncias que utilizam sintese aditiva.

Um método pioneiro baseado no dominio das freqiiéncias para a ressintese
de sinais musicais foi o Phase Vocoder. Esse método nao conta com uma
etapa de andlise. Para cada quadro, o espectro é obtido via STFT, porém
nao ¢ interpretado, é apenas utilizado para a ressintese. Na sintese aditiva,
cada bin do espectro é interpretado como uma faixa de freqiiéncia fixa, o
que torna esse método pouco flexivel e com desempenho inferior para sons
com oscilagoes de freqiiéncias. A utilizagao desse algoritmo, aqui, foi restrita
a modificacao independente de duracao e freqiiencias de um sinal musical.
Os métodos de andlise e ressintese no dominio das freqiiéncias, que foram
apresentados aqui, sao o PARSHL e o SMS. O PARSHL foi um dos primeiros
algoritmos baseados na STFT para a analise e sintese de sinais musicais.
Seu estudo nos forneceu uma base de conhecimento que fundamenta alguns
principios das transformacoes sonoras modernas. Porém, ainda ha muito a ser
estudado nessa area. Vimos que o algoritmo SMS surgiu como uma evolugao
do PARSHL. Além de refinar suas etapas basicas de analise e sintese, o SMS
torna possivel a utilizacao de diversos efeitos sonoros na ressintese.

Nossa pesquisa dos métodos de alta resolucao iniciou-se com o algoritmo
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ESPRIT (Algoritmo 1). Em [2], sugere-se que o calculo das amplitudes, isto
é, a resolugao do problema Wa = He; (equagao (2.9)), em que a matriz W
¢é de Vandermonde, pode ser feita sem a necessidade de se explicitar a matriz
de Vandermonde. Neste trabalho, deduzimos uma forma original para essa
resolucdo, que ¢é a nossa equagao (2.11).

Em [4], hd um modo de se calcular adaptativamente a matriz espectral @,
nos casos em que os subespacos, dados pelas colunas ortonormais das matrizes
Uk, tenham uma atualizagao de posto 1 a partir de uma equacao do tipo
Up = Up_1 + eg”. Fizemos uma generalizacdo desse algoritmo ao nosso caso,
uma vez que em nossos algoritmos adaptativos, os subespacos que queriamos
rastrear eram atualizados por uma equacao do tipo U, = U,_1+EG?T, em que
E e G sao matrizes de posto 2. Por sua vez, os nossos algoritmos adaptativos
foram generalizagoes dos algoritmos NP3 e OPAST aos casos em que as
matrizes C tinham atualizacoes de posto 2, em vez de posto 1, como pensado
originalmente. Os algoritmos [13] e [1] foram desenvolvidos originalmente
para rastrear subespacos dominantes de matrizes de covariancia C}, cuja
atualizagao é de posto 1. No nosso caso, as matrizes C'}, eram definidas por
Cr = H? = Cy_1 + mp7t (equacdo 2.17). Todas essas adaptagoes originaram
alguns problemas matematicos de pequeno porte, que foram resolvidos nessa
dissertacao. Por exemplo, foi necessario enunciar o Lema 2.4 para concluir
que a matriz BA da equacao 2.19 era diagonalizavel.

As implementacoes apresentadas aqui foram feitas em MATLAB e, com
excecao dos algoritmos Phase Vocoder e SMS, os codigos sao todos de nossa
autoria. Para o algoritmo Phase Vocoder foi utilizada a implementagao feita
em [11]. Ja& os testes com o método SMS foram todos feitos utilizando o
codigo original, disponivel em [21]. Em nossa pesquisa do PARSHL, nao
encontramos nenhuma implementacao ptublica desse algoritmo, e fizemos sua
implementagao, com base no artigo [19].

Apés estudarmos e realizarmos testes com os métodos no dominio do
tempo e os métodos no dominio das freqiiéncias, concluimos que ambas as
abordagens possuem vantagens e desvantagens. Assim, nao podemos dizer
que exista um melhor método para analise e ressintese de sinais sonoros. A
escolha do método adequado dependera das caracteristicas da aplicagao para
o qual este serd utilizado. Para sons monofonicos, com poucas variacoes e que
se encaixem no modelo senoidal com amortecimento senoidal, os métodos de
alta resolucao apresentaram melhores resultados. Também recomendariamos
esses métodos para reconhecimento de locutor, por exemplo, no qual é ne-
cessaria uma representacao mais fiel, ou seja, um resultado numérico mais
preciso. Por outro lado, os métodos baseados no dominio das freqiiéncias
apresentaram melhores resultados com sons mais complexos, nos quais as
imperfeicoes da ressintese passam desapercebidas pelos ouvidos humanos.
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Isso se deve a maior quantidade de informagoes a serem decodificadas pelo
sistema auditivo. Além disso, esses métodos também sdao mais recomenda-
dos para a aplicagao de transformacoes e efeitos na ressintese de sinais, por
oferecerem maior flexibilidade no dominio das freqiiéncias. A utilizacao dos
métodos no dominio do tempo em outras aplicagoes, como reconhecimento
de voz, por exemplo, e o estudo mais aprofundado dos efeitos que podem
ser aplicados a sinais sonoros via métodos no dominio de freqiiéncias surgem
como possiveis continuagoes deste estudo, as quais deixamos como sugestoes
a trabalhos futuros.
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