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Resumo

Definimos o Laplaciano e a Curvatura Escalar sobre uma variedade M
e os invariantes de Yamabe e de Perelman. Provamos que eles sao iguais
quando o primeiro é nao positivo e que o Invariante de Perelman é igual a
400 quando o invariate de Yamabe ¢é positivo.



Abstract

We define the Laplacian and the Scalar Curvature of a manifold M and
the invariants of Yamabe and Perelman. We prove that they are equal when
the first is non-positive and that Perelman’s invariant is equal to 400 when
the Yamabe invariant is positive.
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Introducao

O estudo da geometria é muito antigo. Desde os primérdios a tarefa
de medir comprimentos, areas e volumes tem importancia pratica nas mais
diversas atividades humanas, desde a agricultura até a fabricacao de vestes.
Os elementos de Euclides, que tem mais de 2000 anos, reiinem o conhecimento
geométrico que havia sido construido até a época em que foi escrito. Esse
conhecimento resolvia muitos problemas envolvendo poligonos e circulos, mas
nao todos.

Com o advento do Plano Cartesiano e da Geometria Analitica muitos
dos problemas que resistiam as ferramentas da Geometria Euclideana foram
resolvidos, mas estas ferramentas sao eficientes apenas no estudo de retas,
circulos e algumas curvas simples.

O Calculo Diferencial e Integral de Newton e Leibniz resolve muitos des-
tes problemas, calculando comprimentos de curvas, areas de superficies, e
volumes de sélidos que possam ser descritos como funcoes. Para tais feitos
utiliza-se o conceito de derivacao: no caso de uma funcao f : R* — R, se
v,p € R", a derivada de f no ponto p na diregao de v é denotada por df,(v)

e é dada por
() = lmm flp+ tvt) — fn)

Note que precisa-se da estrutura de espaco vetorial de R™ a fim de calcular
f no ponto p + tv.
Considere no entanto o seguinte:

Exemplo 1. Sejam S? a superficie de uma esfera e f : S? — R a funcio que
descreva a temperatura em cada ponto da superficie. Dado um vetor v no
plano tangente a S? no ponto p qual é a variacio da temperatura em p na
direcao de v?

As ferramentas de calculo nao sao suficientes para resolver tal problema
pois nao sabemos calcular f(p+tv) para nenhum t # 0. Pelo mesmo motivo,
as ferramentas do Calculo nao resolvem problemas analogos aos do Exemplo
1 para fungoes definidas em superficies que nao sejam planas.



Outro exemplo € a teoria da Relatividade Geral, na qual o espago-tempo
tem 4 dimensdes mas nao é plano como R* e portanto as ferramentas do
Calculo sao insuficientes para estudé-lo de forma completa.

A incapacidade do Calculo para lidar com superficies que nao sejam pla-
nas é apenas um motivo que mostra a importancia de construir uma teoria
geral de superficies (e uma geometria) que independa do espago ambiente
em que ela estd contida. Para tal introduziu-se o conceito de variedade dife-
renciavel:

Definicao 0.0.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um espaco
topoldgico de Hausdorff segundo contavel localmente homeomorfo ao R™ tal
que as aplicagoes de transi¢ao sejam suaves.

Para mais detalhes sobre esta definigao o leitor pode consultar [2].

A maioria dos objetos que pensamos intuitivamente como superficies sao
variedades diferencidveis. Existem generalizacoes para as variedades de mui-
tos conceitos do Calculo, e com eles podemos derivar e integrar fungoes de-
finidas sobre estas variedades. Além disso, se tivermos uma métrica definida
sobre a variedade, isto é, uma maneira de medirmos comprimentos e angulos,
podemos fazer geometria sobre a variedade.

Contudo estudar tais variedades é bastante complexo. Descobrir quais
estruturas podem ser variedades e quais nao, ou tentar extrair caracteristicas
destas variedades, ou dividi-las em classes que tenham alguma caracteristica
em comum sao problemas que nao estao completamente resolvidos.

Mas existem algumas ferramentas que nos permitem entender um pouco
mais destas variedades. Uma delas sao os invariantes, funcoes que associam
a cada variedade um nimero real (ou um grupo, ou uma variedade, ou uma
funcao) e sao invariantes por difeomorfismos !

Neste trabalho denotamos por s, a curvatura escalar e A, o Laplaciano
associados a métrica Riemanniana g. Definimos dois invariantes:

O invariante de Perelman

Definicao 0.0.2. Sejam M uma variedade diferenciavel fechada orientada n-
dimensional, n > 3. Dada uma métrica Riemanniana g sobre M, denotamos
o menor autovalor do operador 42\, + s, por A, e o volume de M em relagao
a esta métrica por vol,. O invariante de Perelman X de M é definido
como ,

A(M) := sup A\yvolyg,

g

onde o sup é tomado sobre todas as métricas Riemannianas de M.

'Em topologia diferencial diz-se que duas variedades sao a mesma se elas sio difeomor-
fas.



E o invariante de Yamabe

Definicao 0.0.3. Seja M uma variedade diferenciavel fechada de dimensao
n > 3. Definimos o invariante de Yamabe (também conhecido como sigma
constante) de M como

d
V(M) :squwzsupinffMS—g'ung_Q, (1)
7 T I (g dug)

onde o sup é tomado sobre as classes conformes (trataremos sobre estas
classes mais adiante) e o infimo sobre as todas as métricas na classe conforme

-

O primeiro surgiu em uns artigos de Perelman sobre o fluxo de Ricci ([9] e
[10]) e o0 segundo em trabalhos de de Kobayashi [6] e Schoen [13] influenciados
pelas ideias de Yamabe de encontrar métricas de curvatura escalar constante.

Assumimos que o leitor tem algum conhecimento sobre variedades di-
ferencidveis e Geometria Riemanniana, os primeiros 5 capitulos de [2] e o
primeiro capitulo de [3] contém o que assumimos como ja conhecido pelo
leitor.

No primeiro capitulo definimos a curvatura escalar e introduzimos a notagao
para a métrica e outros objetos em coordenadas locais.

No segundo capitulo definimos a integracao a Riemann sobre variedades
e o Laplaciano para fungbes C*°(M). Em seguida uma répida apresentagao
sobre integragao a Lebesgue em variedades, espagos LP(M) e teoria das dis-
tribuigdes. Por fim generalizamos o Laplaciano para estas fungoes e o escre-
vemos em termos dos coeficientes de conexao.

No terceiro capitulo definimos o invariante de Perelman e damos uma
férmula para encontra-lo. Em seguida estudamos um pouco do problema de
Yamabe e definimos o invariante de Yamabe. A ultima parte deste trabalho é
baseada no artigo [1] no qual demonstra-se o seguinte fato: Estes invariantes
sao iguais se o invariante de Yamabe é nao positivo e o invariante de Perelman
é igual a 400 se o invariante de Yamabe é positivo. Este fato é um tanto
surpreendente pois tais invariantes vem de contextos distintos.



Capitulo 1

Curvatura Escalar

Nosso objetivo neste capitulo é definir a curvatura escalar. Para isso
definiremos uma conexao de Levi-Civita. A primeira secao é baseada no
capitulo 2 de [3] e a segunda se¢ao ¢ baseada no capitulo 4 de [3].

1.1 A conexao de Levi-Civita

Denotamos X (M) o conjunto dos campos vetoriais suaves sobre M.

Definicao 1.1.1. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M
é uma aplicacao
V:XM)x X(M)— X(M)

denotada por (X,Y) v, VxY que, para todo X,Y,Z € X(M) e f,g €
C>(M), satisfaz as seguintes propriedades

1. fo+gyZ = fVXZ +ngZ
2. VX(Y—l-Z) =VxY +VxZ2
3. Vx(fY) = fVxY + X(f)Y

Podemos tomar esta definicao localmente:

Dados um ponto p € M e campos vetoriais X,Y € X(M) tomemos uma
carta local (U, «a), com a(q) = (x1(q),...,x,(¢)). Existem uma vizinhanca
V C U de p e uma fungao suave f : M — [0,1] tal que f(z) =1sexz eV e
f(x) =0sex € M\U. Assim, para qualquer ponto ¢ € V', temos

Vix(fY) = fPVxY + fX(f)Y = VxY,

10



portanto a conexao afim depende apenas do valor dos campos X e Y em uma
vizinhanca de p, ou seja, a conexéo afim uma definicao local.

Escrevendo X = 3, a;2 e Y = > b2 temos

VXY:Zabvaizaxﬂ+Z a S(V) 5

]

Fazendo V 2 2 =3, Tk 2 (estas funcdes I'¥; sdo chamadas de simbolos
oxI k =1y 0x = ij

de Chrlstoffel) temos

0
v = 3 (Sanrit s x0h) e
k %

Assim VxY(p) depende de a;(p), bp(p) e das derivadas X (bg)(p) de by
segundo X, ou seja, depende apenas do valor do campo X no ponto p, de
uma curva tangente a X no ponto p (pois a derivada X (yi)(p) depende
apenas de uma destas curvas) e do campo Y em uma vizinhanga do ponto p.

Portanto, dados p € M, uma curva c(t) : I — M que passa por p, um
campo vetorial X, sobre ¢ e um campo vetorial Y € X (M), faz sentido
escrever Vx, Y.

Teorema 1.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim
V. Entao existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial
V' ao longo de uma curva diferencidvel ¢ : I — M wm outro campo vetorial
%—t ao longo de ¢ denominado derivada covariante de V' ao longo de c, tal que,
se V,W sao campos de vetores ao longo de ¢ e f é uma func¢ao diferencidvel

em I, temos:
1. B(v+w)=LY 4 D
2. D(fv)y =4y 4 fBV

3. SeVé induzida por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V() =
Y (c(t)), entio B = Vg /aY,

onde dc/dt = dc (%).

Demonstracao: Vamos supor que existe uma coorespondéncia satisfa-
zendo 1,2 e 3. Sejam ¢ : U C M — R"™ um homeomorfismo com ¢(I)NU # ()
e (z(t),...,2"(t)) := p o ¢ para todo t € I. Podemos expressar localmente o

campo V como V' = 7 v/ (t )52 (c(t)).

11



Por 1 e 2 temos

0% dvi 9 D[ 9
ISR — - J_—_ | —
at &= dt 0w 2V (&UJ) '

Mas % define um campo vetorial sobre U entao, por 3, temos

D[ 0 0 0
a(%)”wz/d%—v 0
0

dz
=2 Vo
pois c(t) = o Y (x!(t),...,x"(t)) e dai
de/dt = dp~ (2 (t),...,a™(t))/dt = d[p " (2" (1), ..., 2" (1))] %)
=de! ( CZ& diz) - ;%Wl (diz) ~Z Cizi aiz
Portanto a8 i 5
Z dt Oz z; dt 5e7 O (1.1)

Se existe uma correspondéncia satisfazendo as condigoes do teorema, a
expressao 1.1 nos mostra que ela é tnica.

Para mostrar que tal correspondéncia existe, definamos 2% em U por 1.1.

dt

E imediato que 1.1 tem as propriedades desejadas. Se ( : W — R™ é uma
outra vizinhanca coordenada, com W NU # 0 e definirmos 2 7 em W por

1.1 entdo, em W N U, ambas as definicoes sdo iguais, pela unicidade de 2 7
em U. Portanto podemos estender esta definicao para todo M, o que conclui

a demonstracao.

Definicao 1.1.3. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao
afim V. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c¢: I — M é chamado
paralelo quando =0 para todo t € I.

Teorema 1.1.4. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim
V. Seja c: I — M uma curva diferencidvel em M e Vy um vetor tangente a
M em c(ty), to € I. Entao existe um unico campo de vetores paralelo V' ao
longo de ¢, tal que V (to) = V.

12



Demonstracao: Suponhamos que o teorema foi provado para o caso em
que ¢(I) estd contido em uma vizinhanga coordenada. Entao, no caso geral,
temos que o segmento c([to,t1]) € M (ou c([t1,1])) para qualquer ¢, € I
pode ser coberto por um niimero finito de vizinhancas coordenadas, em cada
uma das quais V' pode ser definido por hipdtese. Pela unicidade, as defini¢oes
coincidem nas intersegoes nao vazias, o que permite definir V' para c([to, t1]).

Deste modo podemos definir V(¢) para todo ¢t € I. Entao basta mostrar-
mos o teorema para o caso em que ¢([) estd em U, onde (¢, U) é uma carta
de M.

Seja (c(t)) = (x'(t),...,a"(t)) a expressao local de c(t) e seja Vy =
> Vg (c(to))-

Suponhamos que existe um V em U que é paralelo ao longo de ¢ com
V(to) = Vo. Entéo }_; vi 2 satisfaz

_ DV dvi 0 da’ 0

0= = ‘%@+ Y S

Escrevendo V 2 a -~ na base W obtemos V 2 @ =3I dak Entao obte-
mos

DV do® st | 0
W—Z;{E*; F}a@k—o-

Formamos um sistema de n equacoes diferenciais ordindrias em v*(t) para

k=1,..n

DV d* dm

— = —T% =0. 1.2

dt dt * %: dt (12)

com a condi¢ao inicial v (to) vy. Tal sistema é linear e portanto admite
uma tinica solugao v(t) = (v*(t),...,0™(t)) que estd definida em todo I.

Definindo V' (t) = Y, v*(¢ )aak’ onde v(t) = (v'(t),...,0"(t)) é a solugao da

equacao 1.2, temos que V' tem as propriedades desejadas e é o inico campo

que as satisfaz.

O campo V (t) encontrado no teorema acima é denominado transporte
paralelo de 1} ao longo de c.

Utilizaremos o seguinte produto de campos vetoriais. Sejam (M, ((,)))
uma variedade Riemanniana e V,W € X (M) definimos a funcao ((V,W)) :
M — R como ((V,W))(z) := ((V(x), W(z))).

13



Definicao 1.1.5. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao
afim V e uma métrica Riemanianna ((,)). A conexao é dita compativel
com a métrica ((,)) quando, para toda curva diferencidvel ¢ e quais-
quer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de ¢, tivermos

((P(c(t)), P'(c(t)))) = k fixo para todo t € .

Teorema 1.1.6. Seja M uma variedade Riemanianna. Uma conexdo V em
M € compativel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de
campos de vetores ao longo da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

%<<v,w>>—<<%,w>>+<<v,%>>, viel  (13)

Demonstragao: (<) Supomos que vale 1.3 entao, dados campos
paralelos P e P’ ao longo de ¢ temos

s (% ) (0 25)) -

portanto, pelo teorema de existéncia e unicidade de EDO’s, ((P, P')) = k
constante.

(=) Supomos que V é compativel com a métrica. Escolhamos uma base
ortonormal {P;(to), ..., Pu(to)} de Tpu)M. Pelo teorema 1.1.4 estendamos
cada um dos vetores P;(ty) ao longo de ¢. Como V é compativel com a
métrica temos que ((P;(t), Pj(t))) = d;5. Portanto {Py(¢),..., P,(t)} é uma
base ortonormal de T¢;)M para todo t € I. Deste modo podemos escrever

V=>"vp  W=> up,

onde v* e w' sao funcoes diferencidveis em I para todo i.
Segue-se dai que

DV dv?
— P = —F,
@ Z i
DW dP dw’
— P —P,.
dt Z — dt "

Assim

(-

i

d LG d
= (;Uw> = L {V.W)). u

14



Corolario 1.1.7. Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M €
compativel com a métrica se e somente se

XY, 2)) = (VxY,2)) + ({(Y,VxZ)), VX,Y,Z e X(M).

Demonstragao: (=) Suponhamos que V é compativel com a métrica.
Seja p € M e sejam ¢ : [ — M uma curva diferenciavel com c(ty) = p, to € 1

e com % = X(p). Entao

XY, 2)) =

L2 = Fyew) zem)

dt
- (@) (@)
<<Vdc/th Z)) + (Y, vdc/dtZM
(VxpY, 2))p + (Y, V) Z))p-

Como p ¢ arbitrario segue o resultado.
(<) Sejam P, P' campos paralelos sobre uma curva diferencidvel c(t)

entao
SureonPeon = (257 ) )+ ((R20)) o

t=to

=to

Como ¢(t) é uma curva arbitraria temos que ((P, P')) = k fixo, ou seja, a
conexao é compativel com a métrica.

Podemos pensar, como no corolario anterior, em um campo vetorial X &€
X(M), X = ¥, a;(z)% como um operador linear X : C'(M) — C(M)
definido por X(f) = >, ai(x) ggi. Pensando assim, dados dois campos
X,Y € X(M), faz sentido pensar no operador XY, o qual ndo é um campo
vetorial.

Contudo, calculando XY — Y X numa carta (U, x4)
B of ab af
XVf=X (zj:bjﬁaﬂ) B Y i O Z Y05 9w O 18:63
of Oa; Of
YX Y . ibj
f= (Z 8x1> Z 192 O Z I 92ixi ’8$3

7
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assim

(XY -¥YX)(f) =% (aia_bj _y W) of

—~ or;  'Ox; ) Oxd’
ij

Portanto XY — Y X esta unicamente definido em cada carta.

Assim dadas cartas (Ua,za) € (Us,x3) com U, N Uz # 0 temos que
(XY =Y X)(f) tem, na intersegao, o mesmo valor em ambas as cartas. Desta
maneira podemos definir um campo vetorial XY — Y X globalmente sobre
M. Este campo é dado em coordenadas locais por

B 863 8CL]' 8f
(XY -YX)(f) =) (a"axi - biaxi) 5

v

Podemos considerar a operagao [,]| : X (M) x X(M) — X (M) que associa
dois campos vetoriais X e Y ao campo [X,Y] := XY — Y X tal operagao é
chamada colchete, ela é R-linear e [X,Y] = —[Y, X].

Lema 1.1.8 (Identidade de Jacobi). Sejam X,Y,Z campos vetoriais di-
ferencidaveis em M entao

(X, Y], Z]+ [V, Z], X]+ [[Z, X],Y] =0
Demonstragao: Calculando diretamente temos

(X, Y], Z]+ [V, 2], X] + [, X],Y] =[XY =YX, Z] + Y Z — ZY, X]
+[ZX - XZ,Y]
=XYZ-YXZ—-ZXY +2ZYX+YZX
—ZYX —XYZ+XZY + ZXY
~XZY - YZX +YXZ =0

Definicao 1.1.9. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidavel M
¢ dita simétrica quando

VxY — VyX = [X,Y] para quaisquer X,Y € X(M)

Teorema 1.1.10 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanianna M,
existe uma unica conexao afim'V em M simétrica e compativel com a métrica
Riemanianna.

16



Demonstragao: Suponhamos que tal conexao afim V exista. Pelo
corolario do teorema 1.1.6 temos que

X{(Y, 2)) = (WY, Z)) + (Y, Vx 2)), (1.4)
Y{(Z,X)) = ({VyZ X)) + ((Z,Vy X)), L5
Z((X,Y)) = ((V2X,Y)) + (X, VzY)).

Calculando (1.4) + (1.5) — (1.6) usando o fato que V é simétrica temos

XY, 2)) +Y({Z, X)) - Z({X,Y)) = ((VxY, 2)) + ({Y, Vx2)) + (Vv Z, X))
+((Z,Vy X)) = ((VzX,Y)) — ((X,VzY))
= ((VxZ - VzX,Y)) + ((VyZ — V7Y, X))
+ (VxY = Vy X, 2)) +2((Z,Vy X))
= {([X, Z],Y)) + (([Y, Z], X))
+ (X, Y], 2)) + 2((Z, Vy X)).

Portanto
((Z,VyX)) Z%{X«Y, 2))+Y ({2, X)) - Z{((X,Y)) (L.7)
— (X, Z2],Y)) = (Y, Z]. X)) — (X, Y]. Z2)) }

Pelo isomorfismo canénico entre X (M) e X' (M)* temos que Vy X estd uni-
camente definido pela equagao 1.7. Assim se tal conexao existir ela é tnica.

Para mostrar a existéncia definamos V por 1.7. Vamos mostrar que ela
satisfaz as propriedades desejadas.

e V ¢ simétrica pois
<<Za vXYV - VYX>> - <<Zv VXY>> - <<Z> VYAXV>>
= %{—«[Y,X],Z» + (X, Y], 2))} = (X, Y], 2))

como Z é arbitrério isto demonstra que VxY —Vy X = [X, Y], ou seja,
V é simétrica.

e V é compativel com a métrica pois, calculando diretamente, temos
(VxY,Z)) + (Y, VxZ)) = X({Y. Z)).

Entao, pelo corolario do teorema 1.1.6, a conexao V é compativel com a
métrica. |

17



A conexao dada pelo teorema anterior é denominada conexao de Levi-
Civita (ou Riemanianna) de M. Agora calculemos a conexao de Levi-
Civita em coordenadas locais. Para tal precisamos conhecer apenas os cam-
pos Vy,0;, para 1 < 14,5 < n, escrevemos:

0 0
Vo—= K

a7 O - G Qak

Chamamos os coeficientes Ffj desta conexao de simbolos de Christoffel.
R B : : (e
Denotamos por g;; := ({7, @» 08 coeﬁmentes da matiz da métrica em
uma carta local e por g os coeficientes da inversa da matriz da métrica.

Pela equacao 1.7, fazendo X = %, Y = % e/ = %, temos

ifo o 90 \_//90 g, 0
2 8xig]k 8xjgkl &ckg” N ork " o O

0 0
({2t
l

l

Denotando zj := % {%g‘]‘k + %gki — %gzj} podemos escrever

g1 ... Gin
T TR | 2 0 2 = (e za) =
gni --- Gnn
gt ... g
(T oI5 = (1esza) | 20 o0 1 ]
gt ... g™
onde (¢") = (g;;)~" portanto
1 0 0 0
= - —— gkt =Gk — =i ¢ 9 1.8
ij QZ{ang]k+6x3gk &L‘kgj}g (18

k

1.2 Curvaturas

Definicao 1.2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M ¢
uma correspondéncia que associa a cada par X, Y € X (M) uma aplicagao
R(X,Y): X(M) — X(M) dada, para cada Z € X(M), por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VixnZ,

onde V é a conexao Riemanianna de M.
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Proposicao 1.2.2. A curvatura R de uma variedade Riemanianna tem as
seguintes propriedades:

1. R é C*-bilinear em X (M) x X (M), isto é,

R(fX1 +9X2, Y1) = fR(X1,Y1) + gR(X3, Y1),
R(X1, fY1+gY2) = fR(X1,Y1) + gR(X1,Y2),

frg: M — R de classe O e X1, X5, Y1,Y, € X(M).

2. Paratodo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X (M) —
X (M) é C-linear, isto é,

RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z + R(X,Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

f:M — Rdeclasse C* e Z,W € X(M).

Demonstragao: Para o item 1) basta vermos que, para todo Z €
X (M), temos

R(fX1+9Xo,Y1)Z =Vy, Vixi19x.Z — Vixitgx, Vi Z + Visxi1gx2v11Z
=Vyv,(fVx,Z)+ Vy,(gVx,Z) — fVx, Vv, Z
— 9V VNZ + V(rx14gXo)vi—vi(f X1 +9X2) L
=fVvVx, Z +Y1(f)Vx,Z + gVvVx,Z +Y1(9)Vx,Z
— IVx,VviZ — gV x, Vv Z
= V(X1 +9X0) Y1~ (Y1 X1+ Y1 (F) X1 +9Y1 Xo+ Y1 () X2) Z
=fVvVx,.Z +Yi(H)Vx,Z + gV Vx,Z + Yi(9)Vx,Z
— VX, VviZ — gV x,VviZ + Vixivi—mx, Z
+ Voxovi—gvixeZ + Vovinxi Z + Vovigx. Z
=fVyviVx,Z — fVx,VviZ + fVxivi vix, 2
+9VviVx,Z — 9Vx,VviZ + 9V oy - vixo £
+Y1(f)Vx,Z —Yi(f)Vx,Z + Y1(9)Vx,Z - Y1(9)Vx,Z
=fR(X1, Y1) + gR(Xs, 11).

Para a segunda igualdade basta notarmos que, para todo Z € X (M),

R(X,Y)Z =VyVxZ -~ VxVyZ + VixyZ
=—(=VyVxZ +VxVyZ —Vixv|Z)
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A primeira parte do item 2) vem do fato que Vx(Z4+W) = VxZ+VxW.
Para a segunda parte vejamos que

VyVx(f2) =Vy(fVxZ + X(f2))
=fVyVxZ + (Y )VxZ+ (Xf)VyZ + (Y (X[))Z.

Portanto
VyVx(fZ2) = VxVy(fZ2) = f(VyVx = VxVy)Z + (Y X - XY)f)Z,

R(X.Y)fZ =f(VyVyx — VxVy)Z + (Y, X]f)Z
+ Vi Z + (X, YI(f)Z = fRIX,Y)Z

Lema 1.2.3 (Primeira Identidade de Bianchi). Sejam X,Y,Z € X (M)
entao

RX,)Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0
Demonstragao: Pela simetria da conexao de Levi-Civita temos

R(X,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =VyVxZ = VxVyZ +Vxy|Z
+VzVy X = VyVzX + Viy 72X
+VxVzY =V VxY +Viz xY

=Vy[X,Z] + Vx[Z, Y] + Vz[Y, X]
+VixyiZ + VyzgX +VizxY
=V [X 2]+ X, [2, Y]] + [2,[Y, X]],

que ¢ igual a zero pela identidade de Jacobi.

Proposigao 1.2.4. Scjam X,Y, Z,T € X (M)
1. ((R(X,Y)Z,T)) + ((R(Y,Z)X,T)) + ((R(Z, X)Y,T)) = 0.
2. ((R(X,Y)Z,T)) = =((R(Y, X)Z,T)).
3. ((R(X,Y)Z,T)) = —((R(X,Y)T, Z)).
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4. (R(X,Y)Z,T)) = ((R(Z,T)X,Y)).

Demonstragao: O item 1) segue da bilinearidade do produto interno
e da primeira identidade de Bianchi. O item 2) segue da equagao 1.9.
Para demonstrarmos o item 3) notemos que esta igualdade é equivalente
a ((R(X,Y)Z,Z)) =0 pois, se esta igualdade valer temos

0=(R(X,Y)Z+T),(Z+T)))
=(R(X,Y)Z,(Z+T))) + (R(X, V)T, (Z+T)))
=((R(X,Y)Z,2)) + (R(X,Y)T, 2)) + (R(X,Y)Z,T)) + (R(X,Y)T,T))
=((R(X,Y)T,Z)) + (R(X,Y)Z,T)).

Agora provamos que ((R(X,Y)Z,Z)) = 0:
(R(X,Y)Z,2)) = ((VyVxZ = VxVyZ + Vixy|Z, Z))
Mas, pelo corolario 1.1.7

(VyVxZ,2)) =Y((VxZ,2Z)) — {((VxZ,VyZ)),

(VixyZ, 2)) = (X, Y|({Z, Z)) = ({Z,Vixy)1Z))
— (VixnZ, 2) = 5% YIUZ 7).
Logo
(R(X,Y)Z, 2)) =Y (VxZ, 2)) — X (Vv 2, 2)) + 5X, YIUZ, 2))
Y(X{((Z,2) = X (Y (Z.2) + 51X, V(2. 2)
=5V, X002, 2)) + X, Y2, 2) =

o que demonstra 3).
Para demonstrar 4) usaremos 1) repetidas vezes

(R(Y, 2)X,T)) + ((R(Z, X)Y,T)) + ((R(X,Y)Z,T)) =0,
(B(Z, X)T,Y)) + ((R(X,T)Z,Y)) + ((R(T, 2)X,Y)) = 0,
(R(X,T)Y, Z)) + ((R(T Y)X, Z)) + ((R(Y, X)T, Z)) = 0,
({R(T,Y)Z, X)) + ((R(Y, ) X))+ (B(Z2,T)Y, X)) = 0.
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Somando as equagdes acima e usando 2) e 3) obtemos
2(R(X,Y)Z,T)) +2((R(T, Z2)X,Y)) =0,
e, novamente 2), chegamos a
(R(X,Y)Z,T)) = ((R(Z,T)X,Y)).
[

Como a curvatura R é C'*°-trilinear, para descreve-la precisamos apenas
calculd-la numa base do plano tangente. Em coordenadas locais {9/dz"}

denotamos PR 5 5
— )= — L2
R <8$i’ 83:1) dxk zz: R ozt

Assim Rﬁjk sao os coeficientes da curvatura R em uma carta e, dados campos
vetoriais

0 0 0
U:;UZ%, V:;UJ%, W:;wk%,

obtemos 9
_ Z !
R(X7 Y)Z = Rijkuivjwk@.
ijkl
Para calcularmos a curvatura em termos dos coeficientes da conexao Ffj

precisamos apenas calcular os coeficientes da curvatura R em termos dos
coeficientes da conexao. Para tal calculemos:

R(a a)i:Va_Vai—Va,Va,i—l-V[a_a 0

Oz’ Oxd ) Ok 927 02t Ok 227 027 OTF oot 507 | Ok
m 0 m 0
v (Srigss) -2 (i)




Portanto
m m 8
B = TR = T+ 50~ (0

Também denotamos

o 9\ o
Highs = <<R (a_x a:m) D’ (91:3>> ZR”’“%’

portanto
gin --- gnl
(Riji1, Rz, - Rijin) = (ka, ka, e Zk) STl ;
gir .- Gm
gt g
(Rijis Rijis s Bis) = (Righa, Righa, ooy Rirn) |5 0 1 ]
g g

Z]k; Z Rzgklg

Pela trilinearidade de R e a bilinearidade do produto interno o teorema
anterior é equivalente a escrevermos

Rijis + Rjkis + Riijs = 0
Rijks == _Rjiks
Rijks - _Rijsk
Rijks = Rksij-
Definicao 1.2.5. Seja z = z, um vetor unitario em 7, M; tomemos uma base

ortonormal {21, ..., z,—1} do hiperplano de T, M ortogonal a z. A curvatura
de Ricci da métrica ((,)) no ponto p, na diregao de z é:

n—1

Ric,(z) = Z((R(x, 2T, Z)).

i=1
A curvatura escalar da métrica ((,)), no ponto p é:

n n—1

= ZRiCp(ZJ Z Z’L7Z] ZZ,ZJ>>
J

]111
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Teorema 1.2.6. A curvatura de Ricci e a curvatura escalar independem da
base escolhida.

Demonstracao: Consideremos a aplicacao @ : T,M x T,M — R defi-
nida como
Q(z,y) = trago da aplicacao z — R(z, 2)y.

Como R é C*°-linear em cada uma das suas entradas temos que @) é bili-
near. Sejam x € T,M um vetor unitario e {z1, ..., 2,-1, 2, = x} uma base
ortonormal de T, M entdo, pelo teorema 1.2.4 item 4), temos

Q(z,y) =Z<<R($ z)y, %))
—Z (Y, zi)2, 1)) = Qy, ),

isto é, () é simétrica e portanto sé precisamos conhecer @Q(z,x) numa base
ortonormal para defini-la. Q(z,z) independe da base {z1,...,2z, = x} que
usamos para calcula-la (por ser um trago); mas Q(z,z) = Ric,(z), entdo
Ric,(x) independe da base escolhida.

Por outro lado, podemos associar a forma bilinear () em 7}, uma aplicacao
linear auto-adjunta K tal que

(K(z),y)) = Q(z,y).

Tomando uma base ortonormal {z1, ..., z, }, temos

tr(K) =Z<( ZQ %, %)
—ZRlcp 2;) = S (p)

o que demonstra que sy (p) independe da base escolhida.

Dada uma métrica ((, ) precisaremos, muitas vezes, nos referir a matriz G
que a representa a métrica. Por isso usaremos, de agora em diante, a notagao
g(,) (ou simplesmente g) para a métrica. Denotaremos os coeficientes da
matriz G por g;; e os coeficientes de sua inversa por g%.
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A forma bilinear () é chamada, as vezes, de tensor de Ricci. Calculemos
agora os coeficientes deste tensor numa base ortonormal {%} de T'M.

0 o 0 o 0
Q(axz axj) Zg( (%0_) a_a_)
o 0
l
=3 (50 )
_ZRM ZRiljmgml
Im

Observemos que se A : T,M — T,M ¢é uma aplicacao linear auto-adjunta
e B:T,M xT,M — R é a forma bilinear tal que B(X,Y) = g(A(X),Y),
temos

u’ Bv = B(u,v) = g(Au,v) = (Au)"Gv = uATGv
=ATG — AT =BG,

onde GG ¢ a matriz que representa a métrica.
Entao tr(A) =", B (%, %) g*. Portanto, a curvatura escalar é dada

por
=D Riyg” =3 Rug",
ijl i

onde denotamos Ri; =, Rl
Usando a expressao

m m a
ik = Z |3 Z AN (Fék) - %(Fé‘k)'

m

R

dos coeficientes da curvatura em termos dos coeficientes da conexdo temos

g 0 0
E 7 m l m l l l

ijlm
Vamos mostrar que a curvatura escalar é um invariante por ismetrias.

Para isso precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 1.2.7. Sejam (M,h) e (N,g) variedades Riemannianas de di-
mensdo n, V9 a conexdo de Levi-Civita de (N,g) e ¢ uma isometria entre
elas, entao V* : X(M) x X(M) — X(M) dada por VY = d¢~ 'V, dpY
¢ a conexdo de Levi-Civita em (M, h).
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Demonstragao: Seja (U;, a;) um atlas de M. Entao (¢(U;), ;0 ¢71) é
um atlas de N. As bases dos planos tangentes de M e N sao, respectivamente,
ailw . ain e 621 - ,%. Podemos considerar um vetor de T M como uma
clase de equivaléncia de curvas do segumte modo: o vetor 8 - pode ser visto
como a classe de equivaléncia da curva a; ' oz’ : R — M, onde 27 (t), : R —
R™ é dada por z7(t), = (@1, ..., x; +1, ..., 2y), (onde ;i (p) = (1, o, Tj, .0, Tp))
pela relagao k ~ [ se, e somente se, (a; o k)'(0) = (a; 01)'(0). Assim

0
oz’

' 0
=[poa; ! oa!] = dpoy ! 0 a’] = do (856])'

Sejam a,b € C*°(M) e X,Y,Z € X(M). V* é uma conexao afim pois
valem as propriedades
ViviwZ :dgb—lvgao ooy 407 + do™ Ingo o 1yapy 407
—a.d¢” 'V, xdoZ + b.do~ 'V, dpZ

—aViZ + bV Z
(§
Vi (Y + Z) =d¢ 'V, dpY + do~ 'V, doZ
—ViY +ViZ
e

Vi(aY) :dgb*lvzd)x(a o ¢ 1)doY
=d¢ (a0 ¢ )Vi,xdoY + dpX(ao ¢~ ")deY]
=a.dp™ Vi, xdoY + X (a)Y = aVXY + X(a)Y,

pois, se X =) . ui%, temos

d¢X (a0 ¢ Zuzazaocb )

=lim Y wuiaogp topoa; o(x) ) (ay,...,wi +t,...,7,)

t—0

:hmZui(a oa; o () Ny, +t, . 1,) = X(a) o ¢

t—0
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V* é simétrica pois, se X =) . ui% eY = Zj vj%, temos
[doX, dpY] =dp X deY — dpY dpX
1. 0(vjo07h) 1. O(ujo9™)\ 0O
_ 4 1 j . 1 j
=3 (mes R - o) T )

B ou;\ 0
—qus K ”JZ —via—1;5> %] = do|X, Y.

Entao

WZ,VxY — VyX) = g(ddpZ,VasxddY — VasydpX)
= g(d¢Z,[d¢X,doY]) = g(dpZ, dp[X,Y]) = h(Z, [X,Y]).

V* é compativel com a métrica h: Sejam ¢ : I C R — M uma curva
diferenciavel e «; : U; C M — R™ um homeomorfismo com ¢(I) NU; # 0 e
(cX(t),...,c"(t)) := a; o ¢ para todo t € I. Podemos expressar localmente o
campo Y como YV = 7 v (t) 5% (c(t)) e, pela equagdo 1.1, temos

D(d¢Y) —~d(viog) 0 '\, 0
dt =2 dt ag;z;jL%:(EOgb )(U 9TV oo O

%

dvl 0 dcét . )
—d @ g v — dp—
¢<i dt8x3+%:dtvvazax3) ¢

Assim
d B i B DdopX DdoY
Sh(X,Y) = dtg(dqu,d(bY)—g( = ,d¢Y> (d¢X dt)

DX DY
=h Y X, —
<dt7 >+g< ) dt)?

deste modo, pelo teorema 1.1.6, a conexao é compativel com a métrica.
Portanto, pela unicidade da conexao de Levi-Civita, V* é a conexao de
Levi-Civita de (M, h).

Teorema 1.2.8. Sejam (M, h) e (N, g) variedades Riemannianas e ¢ uma
isometria entre elas, entao s, 0 ¢ = sp,.
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Demonstracao: Pelo teorema anterior V* : X (M) x X (M) — X (M)
dada por VY = d¢_1VZ¢Xd¢Y é a conexao de Levi-Civita em (M, h).
Assim, denotando por R e R* as curvaturas de N e M respectivamente,
temos

RY(X,Y)Z = d¢ " (R(dpX,doY )doZ),

entao, como ¢ é uma isometria,
L[ 0 0 o 0 0 0 0 0
h <R (ax %) ps a_) = (R (dﬂsw dﬁ%) 405 d(%)

o (r g a9\ 9 0
—9 Oz’ 9zt ) Oxk’ Ozt

Deste modo R}, = Riju © ¢ para quaisquer 4,7, k,l € {1,...,n}.
Por outro lado

h(X,Y) = g(dpX,dpY) = X' DT'GDY

onde G é a matriz da métrica, d¢ é a derivada de ¢ e D é a matriz Jacobiana
de (yop)ogoa;! =1, assim h’ = g¥ o ¢.
Entao
Sp = Z Ry, ™ = Z(Riljmgml) 0P =15500

ijlm ijlm
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Capitulo 2

O Laplaciano

2.1 Espacos e produtos internos sobre M

Definiremos o produto interno de duas fungdes f,h € C*°(M) como uma
integral sobre uma variedade Riemanniana (M, g) (que consideraremos orien-
tada e fechada), faremos isto usando a n-forma dvol e, com esta, definiremos
o que significa integrar sobre M usando o atlas diferenciavel de M.

Definicao 2.1.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n.
A forma de volume de uma métrica Riemanniana g é a n-forma dvol que
¢ dada em coordenadas locais por

dvol, = y/det gdz' A ... A da",

para uma base (9,1, ...,0,n) de T,,M orientada positivamente. Definimos o
volume de (M, g) como

volg(M):/ dvol,,.
M

Teorema 2.1.2. A forma de volume dvol = \/det gda! A ... A da™ independe
das coordenadas locais; ou seja, dadas coordenadas locais & e B em x temos

Vdet g(8)dz' A ... Ada™ = +/det g(B)dyt A ... A dy"

Demonstracao: Dadas as coordenadas locais d e ( definimos, para
cada i € {0, ...,n}, as aplicagoes x' : M — R como z' :=m;0d ey’ : M — R
como ¥’ := 7; 0 3, onde ; é a projecao na i-ésima coordenada. Temos entao
que 6(z) = (z(z),...,z"(x)) e que B(x) = (y'(z),...,y"(z)). De modo que
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y'=mofBod Nz, .., a") et =modo BNy, ...,y"), assim podemos nos
referir a 2 o 2 dal

OxJ ozl
i o, ; k "
dy' = zj: %dﬁ e dx" = zl: Wdy
Entao, denotando T como o conjunto das permutacoes de n elementos, temos:
1 =7 dy =
Vdetg(B)dy™ A ... Ndy" = +/det g(8 Za jd A /\Z(%Jd
6’@/
= /det g(f Z dx A ... Ndz"

geY

= /det g(8 det( )dm A . Ndx".
Por outro lado, para todo h € C*(M)
Oh Oz
_zl:@@y (Zay Oxl)
Assim 8%1- = (Zl g—ii%) e:

Oxt Ok oxt 0k
0y]> EZ:Z Ay’ 3yﬂ< Ozt 593’“> Zzay oy’

k

9i(3) = <

Portanto, denotando J := (g—g;), temos g(3) = J¥g(6)J. Entao:

Vdet g(B)dy' A ... Ady™ = +/det g(3) det ( ) dzt A A da"
= /det(JTg(0)J) det(J 1)dx' A ... A dx"

—\/det Qdet (g(6))det(J 1 )da' A ... Ada™

= /det(g(9)) det(J) det(J 1)da' A ... A dz"
:\/detg Ndzt A ... A da™.
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Definigao 2.1.3. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, (Uy, ¢x) uma
carta de M e o« = {a?ci} a base para T'U; associada a esta carta. Dizemos
que uma fungdo f : M — R é integrdvel se cada f o ¢; ' : ¢x(Uy) — R for

integravel a Riemann e definimos a integral de f sobre Uy como

[ f(wyavol, - /(b (U)(f@) det(g(0))) o 65 dz.da”"

Esta integral esta bem definida pois dadas cartas (U, ¢x) e (U, ¢;) em

um atlas positivamente orientado tais que U, NU; # (. Sejam o = { aii

a base de T{U, N U,} associada a carta (Ug, ¢r) € § = { 0 } a base de

Oyt
T{UxNU,} associada a carta (U}, ¢;). Denotamos por g(«) e g(3) as matrizes
que representam a métrica associadas a « e [ respectivamente a aplicacao
de transicao 0y temos:

/U . F(a)dvol = /(25 o (f(x) det(g(a))) o ¢ dat...da"
_ /e o (F@)v/det(g(a) ) o o3 dat..da"
- /¢ o, (VAT det(TGu) 0 61y
_ /¢ o (F@)v/det(g(B))) o 67 dy"..dy"

Onde usamos formula de mudanga de varidvel (teorema 4.0.4 em anexo) em
R™ e o fato que a orientacao é positiva.

Assim, dada uma funcao integravel f : M — R com suporte compacto
em uma carta Uy, dizemos que

/ f(z)dvol, = f(z)dvol,.
M Uy,

Definigao 2.1.4. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, {(U;, ¢;)} um
atlas de M, {a;}1<i<x uma parti¢ao da unidade associada a este atlas e v =
{ a?ci} uma base local para TM. Dizemos que uma funcao f é integravel
se a;f é integrdvel sobre M para i € [1,...k] e definimos a integral de uma

funcao f: M — R sobre M como

/M f(z)dvol, = Z /M aif(z)y/det(g(a))dz' A ... A dz".
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A definicao de f ser integravel independe da particao da unidade e esta
integral esta bem definida pois, dada outra particio da unidade {b;}1<i<
temos

k N l

;/Maif(x)dvdg = Z‘ZI/szlbjaif(x)dvolg
koo

- ZZ/Mbjaif(x)dvolg

i=1 j=1

_ii/Mbjaif(I)dvolg

=1 i=1

l k
_jZI/Mbjizlaif(x)dvolg
l
_]Zl /M b; f (z)dvol,.

Note, que por temos definido a integral usando a particao da unidade faz
sentido escrevermos a integral de um objeto local, como o produto interno
de campos vetoriais em coordenadas locais.

Também definimos um produto interno em C*°(M) por

(fih) = /Mf(x)h(x)dvolg.

Definimos o produto interno de dois campos vetoriais X e Y sobre M
€omo

(X,V) = /M 9(X (2), Y (2))dvol,,

onde g(X(z),Y(x)) := ((X(z),Y(x))). Utilizamos estas duas notagdes du-
rante o texto. E claro que isto define um produto interno.

Sejam Q'(M) o conjunto das 1-formas sobre M e o isomorfismo natural
oy : X(M) — QY(M), dado em cada plano tangente por a,(v) = v* onde
v*(w) = (v, w) para quaisquer v,w € Ty;. Definimos o produto interno de
duas 1-formas v* e w* como

* *\ -1, * -1, =
(v, w*) = /Mg(ag v* (), o, w*(x))dvoly.
E claro que isto define um produto interno.
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Vamos calcular a™!(v*) e (v*, w*) em coordenadas locais.
Sejam v,w € TM, w = Y, wpzo e v* = >_;jv7da’. Pela defini¢ao de «
temos

wy = da®(w) = (a,’ (da™) Z%gwwj

Onde oy ' (dz*) = 3, %-%. Entao, variando j, formamos o seguinte sistema
de equacoes

] 0 sej#k
Z%g’]_{l sej=k
que ¢é denotado matricialmente por (g;;)y = ex e admite uma tnica solucao

Y= g’L] Z glkez

Desta forma a; ' (dz?) = 37, g 52 2 Portanto

a,'(v) =a,’ (Z vjdxj> = ZU] a,'(da?) = Zngij%. (2.1)

J J ij

Para o produto interno tome duas formas v* = 37 v/dz/ e w* = 3, whda®
sobre M

<v*,w*>:/Mg(ag_lv*(:v),ag_lw*(:v)) dvol,,
:/Mg<Zv]g Eye Zwkg )dvol

ij

:/ Zngijwkglkgildvolz/ Zv]g widirdvoly
M

ijkl ijk

:/ Zngijwidvolg.
M

2.2 O divergente, o gradiente e o Laplaciano

Em R" podemos definir um operador A : C*(R") — C(R") chamado de

Laplaciano da seguinte forma
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Af=— Z (gg;j;r (2.2)

Assim, no caso euclidiano, o Laplaciano é dado por — <% + ...+ %).
Queremos definir o operador Laplaciano sobre C*°(M). Se o definirmos
como na equagao 2.2 o nosso operador dependerda do sistema coordenado

em questao, mas queremos um operador que independa do sistema de co-
ordenadas. Para tal lembremos da equacao classica para o Laplaciano em

B 0? 0? )
— (W + + W) = —le (@) grad.

Definiremos os operadores grad : C*°(M) — X(M) e div: X(M) —
C*(M) em uma variedade Riemanniana de modo que eles independam de
coordenadas locais para, através destes, definir o Laplaciano.

Definigao 2.2.1. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, d : C*°(M) —
Q' (M) a derivada exterior e a, 0 isomorfismo canénico entre X (M) e Q' (M).
O gradiente ¢é o operador grad : C*(M) — X (M) definido por grad :=
atod.

9

Podemos definir o gradiente da mesma maneira em uma variedade di-
ferencidavel (sem métrica) mas colocamos uma variedade Riemanniana na
definicao pois estamos interessados em coordenadas locais.

Teorema 2.2.2. Em coordenadas locais o gradiente é dado por

gradf =) g70:f0;,

1]
onde 0 = Oy = % e (97) = (g9i5)~"

Demonstracao: Dada f € C*°(M) temos

gradf = a;l od(f) = ag_l ( ﬁ0[:1:’)

- oxt
O = Of [ 0
—Em%““—iw%;gaﬁ
N9 i 9 N9 O -
- oxt” OxJ = oxt” OxI
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Que no caso euclidiano é o gradiente usual. Dai definirmos grad := a;l od
pois, ogl e d independem de coordenadas e coincidem com o gradiente usual
em R".

Por outro lado lembremos que no caso de um campo vetorial suave X :
R™ — R™ o divergente é definido por

0X 0X,
div(X) := %11 T e

e que, dada uma funcdo f € C°(R"), usando integragdo por partes temos

(—divX, f) = — /R ;aixi.f = —/Rn Z a(gﬁ) + /R ;aif.xi
> [ x|

d[El...dCCZ‘_ldIi_,_l dl’n
+ / Z 0i f. X

:/anaif.Xi
:/nZaif.Xiz (X, grad ),

pois f tem suporte compacto. Assim o divergente de um campo vetorial X
em R"™ satisfard, Vf € C§°(R"), a equagao

(—divX, f) = (X, gradf) (2.3)

Sejam X =Y, X0, € X(M) e f € C*(M) e (U;, ¢;) um atlas na varie-
dade M com partica¢do da unidade associada {a;};=1, . . Suponhamos que
exista uma funcao divX satisfazendo a equacao 2.3 . Entao, em coordenadas
locais, temos
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<X,gradf):/M<(X,gradf))dvol

:/ <<2Xi8i,29kjakf8j>>dv01
U i k.j

N Z/( )alZXi(akf)gkjgz‘j\/mclxlmdxn
l (U

ijk

:Z/ alZXi(aif)\/detgdxl...dxn
l ¢l(Ul)

%

:_Zl:/(pl(m) NG fZa det )v/det gdz;y...dx,
1 i
= <f,—m;3i()( Vdet g))

integrando por partes e usando o fato que (¢") e (g;;) sao inversas.
O que nos motiva a definir o divergente em coordenadas locais da seguinte
maneira.

Definigao 2.2.3. O divergente é o operador div: X (M) — C*°(M), dado
localmente por

Este operador esta bem definido, pois

Teorema 2.2.4. A fun¢ao divX estd bem definida, isto €, dadas coordenadas

locais v = (xl, x) e B = (y'...,y") em um aberto U € M, escrevendo

X=3, X2 =>; Yjaiyj temos que

ozt
LS 9 (xiaeg) = ——— 3" 2 (v /dety)
Vdet g &~ Oz Vdet g - oy?

Demonstracao: Podemos considerar qualquer funcao f : M — R como
uma fungao que depende das fungoes z' e y/ (andlogamente ao que fizemos
no teorema 2.1.2). Notamos entao que

NIV, 0y
8% B Z oxt 8y3 ZX ozt

tj
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portanto
oY 0 0X" oy’ -0 [0y
9 xXi— (2L
Z Dy Z Oy’ ( 3@“) Z dy? dxt ZJ Oy’ (&’ﬂ)
o 0XT Oy ; 8 o\  ~— 0X'
Z Oyl Ox' %:X ozt (&yﬂ') B - ozt (2.4)

Por outro lado, denotando Y(n) como o conjunto das perutagoes de n

k !
elementos e J := (g—zl), temos J ! = (ik) dai

) G, - oy =
8_yﬂdet(J D = a—ij(_l) 9ze® Z ayg (H Oxo) ) B

geY oeY
ayp( " ayp(l
- Z( <Z Z al(n — a)! H ayj <(‘)xa(p(z ) H 8;)30(0(1)))
ceY peY a=1 =
33/0(2) n oyrt
B Z( <ZZ al(n —a)! H 896" ( oyi ) . 81‘”(P(i))) =0
oeY peY a=1 i=a+1

(2.5)

pois 3 8y = 0;; e, da primeira para a segunda linha, usamos a regra do produto

Varlas vezes.
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Usando as equagoes 2.5 e 2.4 temos

8y(9

1 o .
—*detg(v)zﬁw det g(7)) = WZZ 55,7 (X Vet (7))

oyl [ 0X? dy/detg(y) ;)
—detg ZZ B ( —/det g(7) +—8 ; X) =

 det(J 1) /det g(3) &

.04/det g(3) ;0det(J7h)
8—yad et(J~ )+Xa—yj de tg(ﬁ))

ZZ@XW 8y detg(ﬁ):

\/W Oy’
oY det g(3)
= Vdetg(3) + YJ =
\/det 9(p) ; oy! oyl

1 J
_ detgw);&_yj(y detg(ﬁ)).

Podemos agora definir o Laplaciano.

Definigao 2.2.5. O Laplaciano é o operador A : C*°(M) — C*°(M) definido
como Af = (—div o gradf).

Agora escreveremos o Laplaciano em coordenadas locais. Tome f €
C*>°(M) entao

Af = —div(gradf)
= —div (Z g”alfaj>
1 y
= —\/mzj:@j (;g &f\/detg) .

Que no espaco euclideano é o Laplaciano usual.

Observe que apesar de estar definido em coordenadas locais o Laplaciano
independe destas pois div e grad independem das coordenadas locais. O
Laplaciano é linear pois:
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Dados f,h € C*(M) e a,b € R, temos

A(af + bh) = —div o grad(af + bh)

= _%tg Z 0; (Z g7 0i(af + bh)+/det g)
- =20 (aZW@f@) -
\/dle—tg Z 0; (bz G 0;hp A/ det g>
_ __d‘;tg >0, (Z gl‘faifnm> +
b
2 (e

= alf + bAh.

Considerando a, como o isomorfismo canonico entre X (M) e Q'(M).
Definimos o seguinte operador:

Definigao 2.2.6. Definimos ¢ : Q' (M) — C*°(M) por 6(w) = —div(a, ' (w)).

Como o, é uma isometria pela definicao de produto interno em T'M*,
g(a(X),df) = g(X, grad f) para qualquer campo vetorial X e qualquer fungao
[ € C*(M) entao temos que § é caracterizado, para quaisquer w € Q'(M)
e f € C®(M), pela equagao

(0w, f) = {ag " (w), grad f) = (o, " (w), o " o df) = (w,df), (2.6)

usando o fato que definimos div de modo que (gradf, X) = (f, —div.X) para
quaisquer f € C®(M)e X € X(M).

Teorema 2.2.7. Para w = Y ,w;dz’ € Q' (M) temos que § € dado, em
coordenadas locais, por

1
Vdet g

d(w) = — Zaj(gij det gwy;).
Onde (g") = (gij) "
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Demonstragdo: Pela equagio 2.1 temos a ' (w) = 3, w;g” 2. Por-
tanto:

§(w) = —div(a~ (w)) = —div <Z w,g" ai)

1 .
= — Z 0;(g"+/det gw;).
Vdet g Iy

Agora damos uma segunda definicao de Laplaciano, equivalente a pri-
meira.

Definigao 2.2.8. O Laplaciano é o operador A : C*°(M) — C*°(M) definido
como Af = ddf.

Como, para todo f € C*®(M) temos ddf = (—diva™') o (a(gradf)) =
—div o grad f vemos que as duas defini¢oes coincidem.
Ainda notamos, pela equacao 2.6, que A é simétrica pois

(A, g) = (odf, g) = (df,dg) = ([, ddg) = (f, Dg).

Agora vamos escrever o Laplaciano em termos dos coeficientes da conexao.
Para isso precisaremos do seguinte Lema:

Lema 2.2.9. Sejam (g;j) a matriz que representa a métrica em uma base
O1, ., 0p € () sua inversa entdo temos as duas igualdades

) o .
- [ o atd
0331- Imk Ejl ImiGik ang ;

a . 0
mk _ E myj lk N

Demonstragao: Como (g;;) e (¢*) sao inversas

mj

. 0 o o o
Ok = Y gjkg™ = 0=-- > gimg™ = 5, kg™ + Gikg 9™,
j L j ‘ ’

entao
11 1 ) 0_,ml
gt ..og 9, 91k gui - Gin 02,9
. . : _ . . . 7
1 d d
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assim

%gm gin ... Gin gin ... Gin a%igml

a%gnk gn1 .- gnn gnl --- Ynn aixlgmn
e

a9 .m n n 0

50 ! gt ... gt gt ... ¢t 92, J1k

mk myj lk
et = — JR— .
D g Ejl g g D gij
[ ]

Como corolario podemos escrever a seguinte derivada em termos da co-
nexao

Corolario 2.2.10. Sejam (g;;) a matriz que representa a métrica em uma

base 01, ..., 0y, (g”) sua inversa e F;k, para i,j,k € {1,...,n}, os coeficientes
da conexao de Levi-Civita (simbolos de Christoffel) entao

ax Zglkrylz - ZngF;zu
J
I SRS o
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Demonstracgao: Pelo Lema anterior

8352 8
10
— ik _jm
Z( 35509
10 ym 10 .
28 gjzg g +28 gzg g 28xjgzkg g
__Z im 10 _1 0
- 28 gﬂgg 28 gzkgg
.\ 13 w10 _1 0

== g”‘“l“ik - Zg]’”%,
k J

onde usamos a féormula 1.8 que da os simbolos de Christoffel em termos da
métrica I = 5 37, {550k + 5079k — 5or9ii } 9
Para a outra igualdade basta calcularmos diretamente
0 1 ..0 1 ..0 1 ..0
ij_ 2 e BT ) N G ¥ N e
zij: g axl gZ] Z {29 8$l g’bj + 29 8xlgjl 29 8.177’ glj

ij
1 ..0 1 ..0 1 ..0 }

_’U_ o Y. —_aY_—__.q,.

—ZFHrZF

Podemos demonstrar que

Teorema 2.2.11. Sejam (g;;) a matriz que representa a métrica em uma
base 01, ..., 0, (g”) sua inversa e F]k, para i, 5,k € {1,...,n}, os coeficientes
da conexdo de Levi-Civita (simbolos de Christoffel) entdo

) o?
A — ]m ko ik~ ]
v Z &Ek Ejm Zg 8mj8:vku

jk
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30: — jk_02 . Jmk
Demonstracao: Denotando x = ) ik 9" 5e, 00 U > ikm ng L
temos

7k
0 L0 ou . .
— _ gk~ = Jmk mkJ erl?
]Zk Ox; (g Oxy, ) * Oxy, (;g Fim +9 F"”) ]kzm 8xk I
0 L0 ou
— R 1 —Z gMmkTY
Jk jmk
0 G 1 Ou
— 7 gk~ - mk _ij _~
]Zk Ox; (g 6xku> +%ankg I Gam it
Mas
1 1 0
= V = 3 i Cz
log /det 2det g (%: Dy, " j)
I« Cy 0
T2 %: detg%gw
I, 0
= 5 Zg J P mgz]7

onde Cy; = (—1)"" det(g(i, 7)) e g(i,7) é a matriz obtida de g retirando-se a
linha 7 e a coluna j.
Portanto

0 .0 . )
=y — (¢F— g’* det
%:axj (g D > +Z@xk \/—det oz, VY
1 : ou ., 0
= ik detg+ Y ——g*—+/det
Vdet g <]Zk Oz, (g c’%ku) g ]Zk &vkg Oz, g

1 0 . 0
= E Ik\/det g——u | = —Au.
- T, <g et g xku) U
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2.3 Generalizando o Laplaciano

Até agora construimos um operador Laplaciano definido sobre funcoes
C*(M) contudo precisaremos defini-lo em espagos mais gerais do que esse
para calcular o menor auto-valor do operador 4A + s,, onde s, é a curvatura
escalar. Para tal utilizaremos alguns teoremas de E.D.P. sobre operado-
res elipticos definidos sobre espagos de Sobolev. Nesta se¢ao definimos tais
espagos e construimos uma teoria de integragao a Lebesgue, que pode ser
encontrada em [12] com mais detalhes.

2.3.1 Integracao a Lebesgue em Variedades

Definicao 2.3.1. Uma colecao M de subconjuntos de um conjunto X ¢é dita
ser uma o-algebra em X se 901 tem as seguintes propriedades:

e X eI

e Se A € M entao A € M, onde A° é o complemento de A em relagao a
X.

e Se A=U A, ese A, € M para todo n € N entao A € 9.

Se 9 é uma o-algebra em X, entao (X,9N) é dito um espago men-
suravel e os elementos de 91 sao ditos os conjuntos mensuraveis em X.
Muitas vezes denotaremos um espago mensuravel (X, 9t) apenas por X.

Se X é um espaco mensuravel, Y é um espagco topoldgico e f é uma funcao
de X em Y entao f é dita ser mensurdvel se f~!(V) é mensuravel para todo
aberto V C Y.

Definigao 2.3.2. Uma medida é uma funcao p, definida em uma o-élgebra
M cuja imagem estd em [0, 00| e que é aditivamente contédvel, ou seja, se A;
¢ uma colecao disjunta de elementos de 9T entao

(U2 A) = Zu(Ai)-

E u(A;) < oo para algum A € 9.

Um espago de medida é um espaco mensuravel que tem uma medida
definida na o-algebra dos seus conjuntos mensuraveis.

No comego deste capitulo definimos o que significa integrar (no sentido de
Riemann) sobre uma variedade diferenciavel M, com esta definigado podemos
definir uma medida g e uma o-algebra 9t sobre M da seguinte maneira:
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Dizemos que um conjunto £ C M é mensuravel se a fungao caracteristica
(g : M — Rde FE, definida como (g(x) = 1sex € Fe(g(y) =0sey € E, é
integrével a Riemann e definimos a medida p(E) de um conjunto mensurédvel
E como

,u(E):/M(Edvol.

Entao consideramos a o-algebra gerada por estes conjuntos. Note que,
utilizando esta medida, temos que a medida de um ponto é zero (pois a fungao
caracteristica deste ponto é integrdvel a Riemann e sua integral vale zero)
entao, como a medida é aditivamente contavel qualquer conjunto enumeravel
de pontos tem medida nula.

Podemos estender nossa o-algebra e nossa medida utilizando o seguinte
teorema, que estd demonstrado em [12].

Teorema 2.3.3. Seja (X, M, ) um espago de medida, seja IM* a colegdo
de todos conjuntos E C X para os quais existem conjuntos A, B € IN* tais
que ACE C B epu(B—A)=0, definimos u(F) = pu(A). Entao M* € uma
o-algebra e p € uma medida em M*.

Seja P é uma propriedade que pode valer ou nao para um ponto x € M.
Dizemos que P vale quase sempre em M se o conjunto dos pontos onde P
nao vale tem medida nula.

Com esta medida definiremos uma teoria de integragao a Lebesgue

Definigao 2.3.4. Se f : M — [0, 00) uma fun¢ao da forma

n
f = E aiCAm
i=1
onde oy, ..., o, € R, com «; # o se i # j; entao dizemos que f ¢ uma funcao
simples.
Note que f é mensuravel se e somente se os conjuntos A; sao mensuraveis.

Defini¢ao 2.3.5. Seja f : M — [0,00) uma funcao simples mensurdvel,
[ =>", ;s Dado um conjunto E € M* definimos a integral a Lebesgue
de f sobre E em relagao a medida g como

/E Fdu =3 ap(E O A,
=1

A medida de alguns conjuntos pode ser infinita. Para lidarmos com isto,
definimos, a.c0 = 00.a = 00 se a € (0,00) e 0.oo = 000 =0e a+ o0 =
o0+ a =00 sea € [0,0].
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Definicao 2.3.6. Dado um conjunto £ € 9" definimos a integral a Le-
besgue de f: M — [0,00) sobre E em rela¢ao a medida p como

/fdu=sup/ sdp,
E S E

onde s é uma fungao simples menor ou igual que f.

Denotando

. ) fl@), sef(z)=0 - 0, sef(z)>0
d .—{ 0, sef(r)<0’ / _{ —flx), se f(x) <0

podemos definir o que é uma funcao integravel a Lebesgue e a integral de
uma destas funcoes como

Definicao 2.3.7. Dizemos que uma fun¢ao mensuravel é integravel a Le-
besgue se

| 1 @dn < .

Denotamos o conjunto das fungoes integraveis a Lebesgue em M por I'(M).
Dado um conjunto E € 9" definimos a integral a Lebesgue de f :
M — R sobre E em relagao a medida p como

/fd,u:sup/ s+d,u—sup/ s~ du,
E st JE s JE

onde s™ é uma funcao simples menor ou igual que f* e s~ é uma funcao
simples menor ou igual que f~.

Se uma funcao é integravel a Riemann ela também o é a Lebesgue e as
duas integrais tem o mesmo valor. O operador integral a Lebesgue também
é linear.

Sejam f,g € I'(M), f = g quase sempre (a menos de um conjunto G
mensuravel); E, F' conjuntos mensuraveis e u(F) = 0 entao

/ fdp < / sup fdu = sup fu(F) = 0;
F F

/E(f—g)du—/E_G(f—g)duﬂL/G(f—g)du—o.

Temos ainda o seguinte resultado de convergéncia:
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Teorema 2.3.8 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue).
Seja { fn} uma sequéncia de fungoes integraveis a Lebesque em X, tais que

fa) = lim f,(2)

existe para todo v € X. Se existe uma fungio g € I'(M) tal que
[f(@)] <g(z)  vneN

Entao f € I'(M),

tin [ g = fldp=0 el [ = [ e

Assim como o conjunto I'(M) das fungoes integrdveis em mddulo po-
demos definir I?(M), para todo p € N, como o conjunto das fungdes men-

suraveis tais que
[ 1< oo
M

Denotando E, = {f € LP(M)| [,,|f|? = 0} (o qual é um subespago
vetorial) definimos LP(M) := [P(M)/E, e uma norma da seguinte maneira

1/p
Hf||p=</M |f|”du> .

Os espagos LP(M) sao completos. De fato: Se (f,,) ¢ uma sequéncia de
Cauchy de fungoes em LP(M) entdo f* — f, onde f é uma fungdo men-
surdvel, e (f,)? é uma sequéncia de Cauchy. Tome € > 0 fixo, entao existe
um Ny € N tal que se m,n > Ny temos, a menos de um conjunto de medida
nula:

sup(fu(@))" = (fm(@))") < £

deste modo |fn(x)|p < g(I) = supx{|f1(x)|p, ) |fN0—1(x)|p’ |fN0(x)|p + 5}
para todon € N g : M — R é uma fungao integravel (pois é o sup de um
numero finito de fungdes integraveis) assim, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, |f,[? — h e h = |f|P pela unicidade do limite.
Portanto os espagos LP(M) sao completos.

Pode-se mostrar que o unico destes espacos no qual a norma provém de
um produto inteno é L*(M) e que LP(M) é espago de Banach se p > 1 e
portanto um espago de Hilbert se p = 2.

Podemos definir uma norma em L*(M):

|z = ((u, uy ) = </M quu> 1/2
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e uma norma em C*°(M):

1/2 1/2
w|| g = ((u,u>H3> = </M u2du+/Mg(gradu,gradu)d,u) .

Estas normas estao associadas, respectivamente, ao seguintes produtos

internos
(u,v) 2 :/ uvdp
M

e ao produto interno de u,v € C*°(M)
(o) = [ wvdpt [ glay du), oy o))
M M
= / uvdp + / g(gradu, gradv)d .
M M

Pode ser demostrado que C°°(M) é denso em L*(M) em relagao a norma
||.]|z2. Além disso, em relagao a esta norma, a imersao de C*°(M) em L*(M)
¢ compacta. Denotaremos o fecho de C*°(M) em rela¢do a norma ||u|| g1 por
HY(M).

Dizemos que H*(M) e Hy(M) (f € H'(M) com suporte compacto) sao
espacgos de Sobolev.
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Capitulo 3

Os 1nvariantes

3.1 Invariante de Perelman

Seja M uma variedade fechada conexa de dimensao n > 3 e g uma métrica
Riemanniana sobre M. Considere o operador 4A,+s,1 : C*(M) — C*(M)
associado a g, onde s, é a curvatura escalar de g e A; = —divograd é o
operador de Laplace-Beltrami.

Denotamos por A, o menor autovalor do operador 42, + 5,1 que é dado,
em termos do quociente de Rayleigh, pelo seguinte teorema

Teorema 3.1.1. O menor autovalor A\, do operador 4, + s4I € dado por

N Jislsqu® + 4lgradul?)dp,
g =

3.1
v Jarwtdpg 3

onde o infimo € tomado sobre todas as funcoes reais suaves u sobre M. Além
disso este infimo € atingido por uma unica fun¢ao u € C°(M).

Demonstragao: Podemos escrever, para cada f € C*°(M), este opera-

49



dor como

(A0, + s,D)(f) = mz& (Zg”@ f/detg )+sgf
mZa (Zg” <8f\/det + f0;1/det )) +s,f
= —428]‘ (\/m Zg” (&f\/detg + f@i\/detg>>
+428j <ﬁ> Zgij (@f\/detg—i-f@n/detg) + s4f
i Zjax/det
__4;@- (Zg (8f>—428 (Z T )
50 g S
—1—42(%( o >Zg”8\/ﬁ + s4(f
i ;; Oi det
-0 (Zg (&f)) 420 (Zg T;gg(f))
;0;det g 1 .
—42 ]2dt 8f—|— 42@m29]@\/detg+sg f

= —49;(9"(0:f)) + 0;(' ) + b'0; f + cf,

ij Oidet g

utilizando a convengao de somatério de Einstein e denotando o = =43~ ¢ Sdeis

c=14 Zj 8jﬁ Zz gijﬁi\/ detg + Sg-
Podemos definir uma forma quadratica em C'*°(M ) associada ao operador
4N, + 541 por

L(u,v) : = (40, + s,1)(u), v) 2
— / (497 O;ud;v + 0;(Vw)v + ¥V ;uv + cuv) dp
M
= / (4gij6iu8jv — Y udjv + bV ojuv + cuv) dpu.
M

O operador 4A, + s,I é eliptico®.

LA teoria que desenvolvemos aqui pode ser generalizada para operadores elipticos em
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Para cada u € C*(M), u # 0, a razao

¢ dita o quociente de Rayleigh de L.
Vamos minimizar J. Primeiro notamos que J é limitado inferiormente
pois, como M é compacta, |s,| < k para algum k € R, entao

J(U) = L(u7u> — <(4Ag + 89)(u)7u>L2

<U’7 u>L2 fM uzdu
_ 4Agradu, gradu)e | [y, sgutdp - Jor —ku?dp i,
- Jurw?dp Juwdp = [yudp

Assim faz sentido definirmos

Ao = uGCl’l‘}Of(M) I (w).

Vamos mostrar que A, é um autovalor de 44, + s,1.

Como A, ¢ o infimo de J(u) existe uma sequéncia {v,,} C C*°(M) tal que
J(vm) — A, entdo, denotando u,, = vy, /||vm| L2, temos que J(uy,) = J(vy,)
portanto J(u,) — A,. B claro que ||[uy,||z2 = 1. Por outro lado,

Ll ) = | [glerad(un). rad(un) + sy Jdp < Ay + I
M

pois L(Upm, Um) = J(um) € J(uy,) — A, Entao

/ g(gradu,,, gradu,,)du < E Ag +k— / squz,dp
M 4 M
1 1
< - ()\g—l—k:—(—k)/ ufndu) =—- (N, +Ek+Ek) = K,.
4 y 4

C>(M) pode ser mergulhada em H'(M), usaremos a mesma notagao
para {u,} e sua imagem de {u,} em H'(M). Portanto, para todo m € N
temos

|t ||z = / g(gradu,,, gradu,, )du —i—/ uZ dp < Ko+ 1,
M M

ou seja, {u,,} ¢ limitada em H'(M).

geral. Para ver detalhes sobre a teoria de operadores elipticos consulte [4]
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O espago H'(M) pode ser compactamente mergulhado (teorema 4.0.6 no
anexo) em L*(M), portanto a imagem de {u,,} em L*(M), que denotamos
por {w,,}, possui uma subsequéncia {w/,} converge para uma fun¢ao w em
L*(M) com ||wl]|z2 = 1.

Denotando Q(u) = L(u,u) temos, para todo m,n € N,

o (M5 ) o (M) = 500w + Otu)

entao

quando m,l — oo pois

lim Q(%(um +w)) = lim Q(2u,,) = zlir?o Ou) = A,

m,l—o00 m—oo

Deste modo

Uy — Uy o Uy — Ump Uy — Um
o(M5") = [, 10 (sma (52 ama (5™) )
2
() o
M
entao

U — Uy, U — Uy, 1 U — Uy,
d d dp =-
oo (o (5 (2572 (#5%2)
1
4

quando m, ! — oo pois s, ¢ limitada.
Assim

|l — wmll g = || — tml| 22 + /Mg (grad(u; — upm), grad(u; — uyy,)) dp — 0
quando [,m — oo, ou seja, {u,,} é uma sequéncia de Cauchy em H'(M)
que é completo em relagao a norma de |||z portanto u,, — u em H'(M).
Os resultados clédssicos de regularizagao (teorema 4.0.5 no anexo) de EDP’s
garantem que u € ¢®(M). Assim Q(u) = A\, e u = w pela unicidade do
limite. Além disso provamos que existe uma tnica fungao u tal que J(u,u) =
Ay (caso contrario a sequéncia (u,,) poderia ndo convergir).

52



Vamos mostrar que
(40g + sg)u — Agu =10
pelo método usual do célculo variacional. Dado v € H'(M), definimos
f(t) = J(u+ tv).
Vamos calcular f’(0)

J(u+tv) — J(u)

/ 1
£1(0) = ling t
1 - - .
— 1 9.0, 59010, i1 900,
_zlfl—r%th(u—f—tv)Q m (/Mélg Oiudju + 4tg" O;ud;v + 4tg" 0;v0;u

+ 4t2¢7 9w0;v — B udu — thudv — thvdju — b vd;v + Y udju
+tbudjv + W vdju + P vd;v + cu® + 2tcuv + t2cv® dp)
1 .

- Y 0;u0; 2d

. 1
=lim
=0t [, (u+tv
—tbjuf)jv — tijﬁju — thjvﬁjU + tbjuajv + tijﬁju + t2ijc9jv + 2tcuv

+ Pevidu — A, <1 + 2t/ uvdp + t2/ v? d,u))
M M

:/ 46" 0;udjv — budjv + b d;uv + cuv dp
M

i <)\g + /M 4tg" Opudjv + 4tg” Owdju + 4t* gV Owd;v

+ / 49" 9;udjv — Y vdju + b 0;vu + cuv dp — 2/\9/ uvdp
M M
=2L(u,v) — 2Xg(u, v) 12,

pois L(u,v) = L(v,u). Portanto f é diferencidvel no 0.
Por outro lado, como J(u) é o infimo, temos

J(u+tv) — J(u)

; >0 parat>0e
J(ut tvt) —J(w) <0 para t < 0.
entao
L(u,v) — Ag(u,v)r2 = f'(0) =0, Yo e HY(M),

entdo (44, + s,)u = Ayu, ou seja, u é um autovetor com autovalor associado

A

g-
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E claro que este é o menor autovalor pois, dado um autovetor w, com
autovalor associado Ag temos

Ao{w, w) e

Ay < J(w) = = Xo. m

(w, w)Lz

Como existe um tnico u € H'(M) tal que J(u) = A, temos que A\, é um
autovalor simples.

Definigao 3.1.2. Sejam M uma variedade diferenciavel fechada orientada n-
dimensional, n > 3. Dada uma métrica Riemanniana g sobre M, denotamos
o menor autovalor do operador 44\, + s, por A, e o volume de M em relagao
a esta métrica por vol,. O invariante de Perelman X de M é definido
como

>|

2
(M) = sup A\jvolg,

g
onde o sup é tomado sobre todas as métricas Riemannianas de M.

Teorema 3.1.3. Sejam M e N variedades diferencidveis e ¢ : M — N um
difeomorfismo entao N(M) = A(N), ou seja, A € um invariante por difeo-
morfismos.

Demonstragao: Sejam {ay, ..., a;} uma particdo da unidade associada
ao atlas (U, ;) de M e {by,...,b;} uma partigdo da unidade associada ao
atlas (V;, 3;) de N e g uma métrica Riemanniana sobre N. Entao o pullback
¢*g de g define uma métrica Riemanniana sobre M e, por defini¢ao, (M, ¢*g)
e (N, g) sao isométricas. As formas de volume sdo, respectivamente,

dvoly-, = \/det(¢*g)dx' A ... A dz"
dvol, = \/det(g)dy' A ... A dy™.

Pelo teorema 1.2.8 s,0¢ = s4+4. Além disso, dados campos vetoriais X, Y
em M temos, em U; N ¢~ 1(V}),

¢*g(X,Y) = g(dpX,doY) = XTD'GDY

onde G é a matriz da métrica, d(b éa derivada de ¢ e D é a matriz Jacobiano

de Bjopoa; !, entdo \/det(¢*g) = det(D)+/det(g).

Além disso D = (%)7 entao

’Lj_ lr axj
Zayw Ay o)
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Portanto, para cada u € C°°(M) usando a férmula de mudanca de
varidveis (teorema 4.0.4 em anexo) em R", temos:

Lieg(u,u) = / AL g gl + 59 g digeg
M

:/ 4¢*g(grad . u, grad s u) + SgrgU>dllgrg
M

~ P9\ oy o 0)? B(y 0 d) 0 0w Oyl 0 6)” (Y o &) Dad

+ 8gegudpige

. * au Ir a 8u Ir a 2
- /M 10’ (a@/ 00)) d(yog) o)’ Ay o ¢>) T Sergt iy

ou 0 ou 0
= 40* Ir , Ir )
ZJ /a,w,-mqsl(vj)) [( v ((9(1/ 06) Ay oe) dyon)’ ay o)
—|—5¢*gu2) a;(bjo <;S)]

o a; ' det(D)+/det(g)dx'...dz"

ou 0 ou 0
_ 4o* Ir 7 Ir )
;/Wj) K 79 (aw o0) Ay o) dyon)’ Ay o)
—|—sq5*gu2) opto ﬁj_l} (b; o ﬁj_l)\/det(g)dyl...dyn.

Por outro lado temos
uog¢)

ou —1 . (,iy—1 —
6(y10¢) _115)%uo¢ O(y) (ylaayz+t77yn)_ ayz

Também temos que o vetor 8(%0@ pode ser visto como a classe de equivaléncia
da curva ¢! o ﬁj_l o(y/)7' : R — M, onde y/ : R — R" ¢ dada por
v (t)p = (Y1, .., Yy +t, ..., yn), pelarelagao k ~ [ se, e somente se, (3;0k)’(0) =
(3,0 1)/(0). Assim dg([o~" 0 ;" o (4)]) = [o; o] = 2. Assim:

" ( ou . 0 ou . 0 >_
INood)! ayos) oy os)? dyos))

- (d(b (3(u5yclf>l)g lrc‘)(yra o ¢)) 0 <8(U5y?1)glra(yrao ¢))) B

a(u ° 71) Ir 9 8(“’ ° gbil) Ir 9
=9\ 7Y 9 5. a0 9 5]
oy oy oy dy
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Portanto

Lorg(u,u) = /N 4g(grady(uo ¢™"), grady(uo ¢")) + sgg(u® 0 6~ )dpy
=Ly(uo¢p uog™).

Além disso

/ W dpgeg :/ u?y/det(¢*g)dz' A ... A da"

M M

:Z/ (a;(b; o p)u?) o a; M det(D)+/det(g)dz'.
i (Uiné=1(V;)

1; .

_Z/g (u? 0 ¢ )] o B; 1/ det(g)dy'...dy"

:/ (u? 0 6™")dpy
N

e

/Md,uqb*g:/ Vdet(¢*g)dat A ... A da”
—Z/ [a;(b; 0 ¢)syeg] 0 a; ' det(D)y/det(g)dz’.
(Uing=1(V;))
:Z/( )bjoﬁj_lx/det(g)dyl...dy"
i 7BV

:/ dpig.
N

Deste modo para cada u € C*(M) temos outra fungao uo ¢! € C*(N)
tal que J,(uo ¢™1) = Jgy(u). Dal Ny < Agey, mas ¢! : N — M é um
difeomorfismo, entao A4+, < A, (andlogo ao que fizemos acima) == Ay, =
Ag-

Portanto para cada g em N temos outra métrica ¢*g em M tal que
Agrg = Ag. Dal A(M) > A(N), mas ¢~! : N — M é um difeomorfismo, entdo
X(N) > /\(M) (andlogo ao que fizemos acima) == A\(M) > A(N).

56



3.2 Problema de Yamabe

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave fechada conexa orientavel
de dimensao n > 3 (escreveremos apenas variedade Riemanniana). Conside-
remos o conjunto W(M) de todas as métricas Riemannianas sobre M (que
nao é vazio, pois toda variedade Hausdorff com base enumeravel admite ao
menos uma métrica Riemanniana [3]). Podemos definir sobre este conjunto
a relagdo ~ como g ~ § <= § = ug para alguma u : M — R™ de classe C.
Esta é uma relacao de equivaléncia pois

e g~ g pois a fun¢ao 1 : M — R*, dada por 1(z) = 1 é de classe C*.

e g~h= h~gpoisu: M — R" declasse C° = 1/u: M — R* ¢
de classe C* entéoh:ug:>g:%h.

e g~h~i= g~ ipoish=ugei=vhimplica em i = (uv)g e
wv : M — Rt é de classe C*°.

Definigao 3.2.1. Definimos a classe conforme «y de uma métrica g € W(M)
como

v=[g9] ={g9 € ¥(M)|g ~ g}

Se g,g € v dizemos que g é conformal a g e que v é uma classe conforme
sobre M.

Em [14] Yamabe conjecturou que:

Problema de Yamabe: Para toda variedade compacta Riemanniana (M, g)
de dimensao n > 3, existe uma métrica conforme a g, denotada por g, de
curvatura escalar constante.

Ao tentarmos formular este problema em termos de EDP chegamos a uma
equacao que relaciona o operador de Laplace-Beltrami e a curvatura escalar
com a curvatura escalar de uma métrica ¢ conforme a g. De fato:

Suponha que (M, g) é uma variedade riemanniana compacta conexa de
dimensao n > 3. Qualquer métrica ¢ conforme a g pode ser escrita na forma

4

G = u*(2g para alguma funcio real u suave em M. Denotando r = =5

e usando a equacao 1.8 temos que os simbolos de Christoffel f;? da métrica
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sao dados por

1 0 _ o o .

1 g, ., . o, . .
zég {(%i(u gjk) + 5 (u" gki) 3 - (u gz])}u g

1 r a a r _km
:i;u {axigjk—F@gki B kgij}u g

VAN O O DY

2L\ ar PN Gt I T gt Y
0

1 0 0 m
=3 Z {axigjk + g Tk @sz} g

K
1 ou m . ou m Ou m
Ty ' Z { $<gjk:gk + =—ging"™" — 599" }

| 9a O Ox*
o 1 ou ou du km
=L + gru {@m@*%@ — 9999 }

Teorema 3.2.2. Se (M, g) é uma variedade Riemanniana de dimensao n,
g € uma métrica conforme a g, com § = u"g, r = %, A4 € o Laplaciano

.
em rela¢do a métrica g, s, a curvatura escalar de (M, g) e K curvatura
escalar de (M, §) entdo

n — 2 n — 2 n+2

_— = — n—2 .
-1 T 4n—1)"9"

Agu +

Demonstracgao: Pela equacao 1.10 da curvatura em termos dos simbo-
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los de Christoffel temos

~17 T m m a a
5g :Zgj (Fijré _Fljrim O I(Fl ) — axZ(Fl ))

ijlm

_”;nur ”{ (Fl + ;ru 1{5]13 - ”8 - ZE) x9ii9 })
— 83, (Fl + ;Tu ! {éﬂgul (511 Z@ w9139 })
+ (F;';Jr %Tu_l {5ng Z Zma . Z 8$kgzgg })
: (Fﬁm + %rul {5ml§ul +9 u— - Z o7 kgzmg })
— (r;;+ %ru_l {5jmg l 6lm§ - - %gmgk’" )
!

1 ou ou ou
| —ru — 4y — T g
( im T 2ru {5’”181;1 +5l@xm k axkg g })}

0
w" Zgz_j (—Fl Fl + Fmrl _ Fmrl )

or % ij = Im it im
ijlm
Iu ou  Ou
—r ’L] —1 5_ 62___ § Kl
Z;nu { (u { 7 uri * Yoxi  opk 999 }>

0 1 ou ou  Ou
oo <“ {@'% O a—5}>}

T i (9 i au m i au
s Z u {Fmg](smla 1+F1]9]5lla_m —F”g]a = Gimd }

l) g du | iy Ou km
"2 ﬂ%u { it T 5 = Vit g0
ou . Ou
I Fm ZJ(; Fm ”(51 —Imgu im kl
zjk;lu { la " l]g axkg g }
ou - Ou
0 z] l ’Lj I all i km
z%u { 5Jm— + 1%, 5lm8 v I..9 _3xkgljg }
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2
r e ou .. Ou ou .. Ou ou . Ou ki
g {@m@g”%@”ﬁma 9 — O i i

ijkim
N r? " {gukglﬂg "G G gu gukglggkmg”&la
ijkim
_ Z o kgljgkmg”a(9 - 9img’ }
- T_Qijklmu {5lm§ g jéng 5] w(szlaa?; 5lm%g’j%gimgkl}
) T_Qijkzmurz {%gligkmgijamlgu gu'fg”g mg%a "

du km _ij du
a kgl]g g a k.g’tmg

I r o[ 0 0u 9 _y Ou
- Sg+2,zu g {3xj (u 8xi)+8xi Y o

r R i OU e i Ou ou
+ = g7 — 4+ nl'Mg — — I ’— + F
”; ¢ { is9 ozl i Ozm oxk 837’}
. Ou ou - Ou ou
E : —r—1 Fl 7 Pl km Fl 7 Fm 7
+_”kl ! { b j% — T mY gk b J@xi U ]8 ’”}
r Z 1 [ m Ou kl l 8u ! 4 - Ou , Ou 4,
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+_ZU7T72 ijau%_i_nijau%_ - Ou Ou
g 9 owiow T amiow Y wiow
N r? i ij Ou Ou i jOu Ou 4 Ou du
g " i T oo Y 0w o
B Sy GO VI VRO VI TR T 1)
Pt g ok ox™ g ok dx™ g oxk Ox™
TN e f g O Ou O O g Ou Du
4 Pt g 029 Ox g ozt OxI g ozl Ox*
TN o2 L2 Ou Ou 4 g9 ou Ou i Ou Ou
4 Pt oz Oxt g oz Oxt g oz Oxt
TN o2 [ i Ou Ou +pgm Ou Ou i 0u Ou
Pered g oz Oxt g oxk Ox™ g ozt OxI
T r —r o -2 i 7 au 87,1, - o —1 ij aQU
u sy + Qij’;nu {2(n Du=g 327 B 2(n—1)u"g i
_ dg;; Ou 8ng ou
1 ij klYJij
499 O Oxk T Ol Ok
r . m i OU . ou
+§Zu {(n—l)f‘wg]a —(n—1)Tg jﬁﬂ}
ijklm
r? . du du
+Z u 2{( n+3n_2)9818]}
ijklm Lor
ou Ou 0%u
_ r - T _ -2 i 7 _ _ —1 ij
u sy + Z%;Lu {Q(n Du 927 B 2(n—1)u g i O
] i Ju - % i
u gkt (Fj'z + F;l) e L ( gy — kaz) —
T r—1 o\ Qg u o\ ij@
2 ou O
—I—% u’"2{(—n2+3n—2) ”a;a—;}
ijklm

Onde usamos o corolario 2.2.10.
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R T —r _ m i 0w _ i Ou
sG =u 39+2Zu {2(n 1) <F”g i Ay

2
r 9 _ 2 i ou Ou
* 1 “ {Z(n D (1 * 7”) 9" 9 0

Portanto
4(n—1)
JUPN i o
5 G =54U + p— Agu
n— 2 n+2 n—2 N
S~Un—2 = SoU U
4(n—1)9 4( —1)9 g

Teorema 3.2.3 (Problema de Yamabe (formulagao EDP)). Seja (M, g)
uma variedade Riemanniana de dimensaon > 3. O problema de Yamabe tem
solugdo se, e somente se, existem uw € C°(M), w >0 em M e XA € R tais

que
n — 2 n+2

A _ = \yn-=2. .2
gu+4(n_1)sgu Au (3.2)

Demonstracao: (=) Se o problema de Yamabe tem solugao existe

4 .
uma métrica § = un—2g onde u : M — R é suave tal que a curvatura escalar
de (M, g) é constante entdo, pelo teorema anterior 3.2.2, temos

n—2 n—2 n+2 n+2

Agu + msgu = —————S55un-2 = \un-2,

4(7;—__21)3 i constante.

(<=) Se existem u € C°(M), u > 0 em M e A € R que satisfazem a

com \ =

- . T 4 , .
equagao 3.2 entao, para a métrica § = u»-2¢g que é conforme a g, temos

U2 = AU+ ———<8S,U = ———S;Un"
7 4n—-1)"7 4(n—1)"9 ’
= n—2 S A
entao, como u > 0, Tn-nS§ = A portanto g ¢ constante. |
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Tinhamos um problema geométrico e o transformamos em um problema
de EDP. Vamos dar a formulacao variacional deste problema.

Definicao 3.2.4. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana, v a classe con-

forme de g e p = 2"2.

Definimos @ : v — R do seguinte modo: para cada métrica § = uP~2g
conforme a ¢ definimos

Jur sgdng
5.
(fM d“g”)
Também definimos @, : {u: M — R*, u € C*°(M)} — R como

Qy(u) = Q(u"?g).

2n_
n—2"

E(u) == [, <n(n 57 (Au)u + sgu ) dfig, temos

Q(g) =

De agora em diante usaremos p = Pelo teorema 3.2.2, denotando

Ju sgdng

(fM dl‘g”f)
fM (%(Agu)u = +squ - 2) un Qdﬂg E(u)

2

2
(fM uﬁdﬂg) ’

Teorema 3.2.5. Uma fungio u : M — RT de classe C*°(M) é um ponto
E(u)

Qq(u) :Q(UP_QQ) =

critico de Qg se, e somente se, satisfaz a equacao 3.2 com \ = W O seja,
p
n—2 E(u) n+2
AN+ ————8,u = ——=un-2
oA =1 i

Demonstracao: Pelo método usual do cdlculo variacional, usando a
generalizagao do binomio de Newton

o) k—1
1 N
(w+y) =) 11— w"
k=0 " j=0
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tomando uma fungao v € C*(M) e denotando * = +(Q(u + tv) — Q(u))
temos

o A () (u + 10) + 5y (u + 1) dp

(fo(u+ to)rdp)?

_JuM 4(:—_21) (Aguu+ sgudpy

t(Ju upd,ug)%
(/ uPdp >§ M 4(7?%21)&92@ + tv)(u + ?fv)d,ug2
M t([fy urdpg)? ([, (u—+ to)Pdpg)?
(o) o v
M

2 2
t( [y urdpg)® ([ (u + tv)rdpg)?
4(n—1)

2
- (/ (u + tv)Pdp )p w g (Bt sydp
M g t (

*

2
p

fM upd,ug) (IM(U + tv)Pd,ug) »
_ (/ p > z M —4(::21) Ag(w)u 4 2tA (u)v + 204 (v)vdp,
= uPdyig . ;
. t( Sy wrdpg)” (fo(u+ to)rdpg)?

2
+ (/ upd,ug> P fM squ” + ztsguv + t2s,0%d i
M t ([ wrdpg)? ([, (w+ to)rdug)?
k—1

- ( Z Tl H (p — ) uP~*(tv)* + u?

M j—9 ™ j=0

M 4(::21) (Dgu)u + squdp,

t (fM upd,ug) » (IM(U + tv)pdlug) »
— (/ wPdp )i M 4(7?—:21)Ag(u)“ + 2tA,(u)v + tQAg(U)vdug
— : ;

. t (fM updug) ! (fM(u + tv)pdﬂg)

n (/ upd,ug) P fM sgu2 + QEthuv + tQngzd,ug i
M t (fM uPdlug) » (fM(u + tv)pdug) P

3N

+ puP Mo dpy)

LSAIN]
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2

- (/ u? + puP~ o dﬂ) ’
M

l

ZZ_H (— - z) (/ uP + puPto dpJ)
M

=1 =0
k=2

p>
4(n—1)

g wdpg)” (Jylc+ o)
Ju ® : QI)A (Wu + 2Dy (wv + 20y (v)vdp,
= (/ upd/,l/g) 3 5
M t(fyurdpg)” ([ (u + to)rdpg)?

% [T - 5)w ) du)

j=0

(Agu)u + SgUQdMg

N
ASAIN)

ASAIN)

Jas Squ® + 2tsguv + t2s0%dpy

+ (/M updug) t([ urdpy)? ([, (u+ to)edpy)?

(Lo <2 () (o o)
S (o) ol )

[e.e] -1 Z—Z
1 2 P
S () ([ e )
T =0

f (Ju updug)% ([ (u+ tv)pdug)%

Note que somente os dois primeiros dos termos negativos nao apresentam
fator t*, com x > 2 entao
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o QU 1)~ Q)
0 t—0 t

_fM 24(::21)Ag(u)v + 2s uvdp,

(fM udeg) v
4(n—1)

—2 (/ Upd#) (/ u’ dM) AM n=2 (Agu)u "’;‘gu dpg
" o (fM udeg) P

n+2

o (A58, () 59— Nl By odis

E (fM upd,ug)

Como v é qualquer de classe C*°(M) temos que u é um ponto critico de
Q)4 se e somente se

d
%Q(u + tv)

2
p

4(n—1) E(u) nt2
WA!](U) + Sg’LL — mu =0.

Existe uma constante ¢ > 0 tal que |ulls < c|jul|, (pela desigualdade
de Holder). Por outro lado M é compacta entdo |s,| é limitada por uma
constante k entao

FE 1 4(n —1
Qulu) = ||15|2|L22 -t L { (E?_ z))g(grad“’ gradu) + 5,0 dpy

1 / 2 IE 2
> Squ-dpy > —k > —kc*.
lallz Jar " [Jul |3
Assim, podemos definir a constante de Yamabe como segue:

Definicao 3.2.6. Seja M uma variedade fechada suave orientada de di-
mensao n > 3. A cada classe conforme v sobre M podemos associar o
nimero Y, chamado constante de Yamabe da classe v, definido como

Y, — inf s dts (3.3)
T (furdug) T

Se existir uma funcao u tal que Q4(u) =Y, entao Y, é um valor critico

de Q,, portanto uP~?g é uma métrica conforme a g de curvatura escalar
E(u)
[Jullp
de Yamabe, Truddinger, Aubin e Schoen, uma demonstracao completa disto

e um panorama histérico da soluc¢ao pode ser visto em [7].

constante A prova da existéncia de tal fungao é devida aos trabalhos
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Definicao 3.2.7. Uma métrica g tal que

fM g dpg
(fM dﬂg) B

onde 7 é a classe conforme de ¢, é dita um minimizante de Yamabe.

= Y,y,

Lema 3.2.8. Seja M uma variedade diferencidvel fechada conexra suave de
dimensao n > 3. Se g ¢ uma métrica Riemanniana sobre M com curvatura
escalar s, < 0 constante entao g € um minimizante de Yamabe.

Demonstracao: Se g é uma métrica e ¢ > 0 entao § = cg é conforme
a g e os coeficientes da conexao (Simbolos de Christoffel) sao

w1 0 0 0 L
F =3 Z{az%”a gki_%q}ij}zg
8 0 m o m

Assim a curvatura escalar é
o~ ~ 8 3
S ~ij m l l l

Lo 0 9 1
:Zggf(rijré R axi@éj)):;sg.

ijlm

Portanto

Q(§) = stg”dMg” _ ¢ Ju sectdpg _ CnTﬂfMSgdﬂg — Q(9).
(fM d#gN)E (fuc?dug) ™ T (Jurdug) ™

_z
Além disso, o volume de M em relagao a métrica h = ( Sy d,ug) ngé

vol(M, h) /dph—/ (/ dug) gdug:(/Mdug)_l/Md,ug:L

Se g ¢ uma métrica tal que a curvatura escalar s, < 0 ¢ constante, ¢ =
2

3\1\3

(fM d,ug)fz, h = cg e se g satisfaz % + % = 1 temos que, para qualquer outra
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métrica § = ug conforme a g temos

Q§) =Qy(u) = Qu"~g) = Q(cu?"g) = Qeg(u)
S wy Meradu, gradu) + syu’dp,

[ull3

(% 2 S % S
z%”%zi</m@ =~ =Ql9),
lull; = ¢ \Jm ¢

onde usamos a desigualdade de Holder:

/ wdpy, < (/ |u2|pduh)p (/ dﬂh)q S( |U2|pdﬂh)p (/ duh)q
M M M M M
z Tl
([ ) () = s
M M ||U’||p

Corolario 3.2.9. Seja M uma variedade diferencidvel fechada orientada su-
ave de dimensdo n > 3, sejam 7y uma classe conformal sobre M e Y, a
constante de Yamabe associada a . Se Y, < 0 o minimizante de Yamabe €
unico a menos de reescalamento constante.

Demonstracao: Ja mostramos, na demonstragao do teorema anterior,
que o reescalamento constante de uma métrica g nao altera o valor de Q(g),
portanto qualquer multiplo positivo de um minimizante de Yamabe também
¢ um minimizante de Yamabe.

Para a unicidade a menos de rescalamento constante consideremos um
minimizante de Yamabe ¢ e uma métrica § = uP~2g conforme a ¢ tal que
u: M — RT seja nao constante. Como reescalamento constante nao altera
o valor de QQ4(u) podemos considerar o volume de M em relacdo a § como
unitario, assim, usando a desigualdade de Holder como no teorema anterior

fM [45:__21)9(gradu7gradu) + Sgug du,
Q(g) :QQ(U) =

fM Sgu2d:“g _ 59”“”% >
[l K —

el

pois ||grad(u)|| > 0 se u é nao constante e do fato que s, < 0.
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A situacao ¢ muito mais dificil quando Y, > 0, contudo podemos notar
que

Teorema 3.2.10. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n >
3. Se g € uma métrica para qual s, tem sinal fizo (positivo, negativo ou zero)
em todo lugar em M, entao este sinal concorda com o do nimero Y., onde
v =|g] € a classe conforme de g.

Demonstracao: Existe ¢ > 0 tal que ||v]|s > c||v||, para todo v €
C*(M) (segue da desigualdade de Holder).
Se s, ¢ positiva existe k € RT tal que s, > k (pois M ¢é compacta) assim,
para qualquer métrica § = uP~2g conforme a g, temos

E<U> fM n(n— 2 (AU)U—FSQ Qdﬂg ||U’H2
= >k ke,

portanto Yy > kc > 0.
Se s, = 0 temos, para qualquer métrica g = uP~2¢g conforme a g,

U n(n— A +92d9
Q(3) = Qulu) = ﬁfHQ—IM Q(Hzﬁz s,

assim Y\ > 0, mas Q(g) = fMS—’% = 0 entdo Y, = 0.
(Sar dug )

Se s, é negativa existe £ < 0 tal que s, < k (pois M é compacta) assim

Q(g) = fMSQdMQ < I fMd:ug

(IM d:“g)% - (fM d:ug)%

<0,

portanto Y, < 0.
|

O trabalho de Yamabe foi aparentemente motivado pela esperanca de
construir métricas de Einstein através de uma abordagem variacional. Esta
idéia levou Kobayashi [6] e Schoen [13] a, independentemente, introduzir o
invariante de variedade suave:

Definicao 3.2.11. Seja M uma variedade compacta suave de dimensao n >
3. Definimos o invariante de Yamabe (também conhecido como sigma
constante) de M como
S4d,
V(M) :=supY, = supinf fM—gM‘qJ. (3.4)
’ T (fardig)
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Teorema 3.2.12. Sejam M e N wariedades diferencidveis e ¢ : M — N
um difeomorfismo entao Y(M) = Y(N), ou seja, Y € um invariante por
difeomorfismos.

Demonstragao: Sejam {ay, ..., a;} uma particdo da unidade associada
ao atlas (U;, ;) de M e {by,...,b} uma particdo da unidade associada ao
atlas (V}, 5;) de N e g uma métrica sobre N. Entdo o pullback ¢*g de g
define uma métrica Riemanniana sobre M e, por defini¢ao, (M, ¢*g) e (N, g)
sao isométricas. As formas de volume sao, respectivamente,

dvoly-, = \/det(¢*g)dx A ... A dz™
dvol, = \/det(g)dy' A ... A dy™.

Pelo teorema 1.2.8 s,0¢ = s4+,. Além disso, dados campos vetoriais X, Y
em M temos, em U; N ¢~ (V}),

¢ 9(X,Y) = g(dpX,doY) = X" J'GJIY

onde GG é a matriz da métrica, d¢ é a diferencial de ¢ e D ¢ a matriz Jacobiano

de Bjo¢po a; !, entdo y/det(¢*g) = det(D)y/det(g). Portanto, usando a

féormula de mudanca de varidveis (teorema 4. 0 4 em anexo) em R", temos:

/ Sprglilprg :/ sgg\/ det(d*g)dz' A ... A dx"
M
—Z/ aZ (bj 0 @)Sgrg] © ' det(D)+/det(g)da’.
(Uing—1

:Z/ bjsgoﬁj_lx/det(g)dyl...dy"

e

/ dptgeg :/ Vdet(¢*g)dz' A ... A da"
M M
- Z/ [a;(bj 0 @)spey] © a; * det(D)y/det(g)dz"...dz™
i Y ai(Uing=1(V5))

:Z/( )bjoﬁj’l\/det(g)dyl...dy”
j (Vs

:/ dpig.
N
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Deste modo Q(g) = Q(¢*g). E claro que ¢* mantém classes conformes
entao as constantes de Yamabe das respectivas classes sao iguais, ou seja,
Y = Yiprg. Dal Y(M) > Y(N), mas ¢~ : N — M é um difeomorfismo,
entdo Y(N) > Y(M) (andlogo ao que fizemos acima). Portanto V(M) =
Y(N).

Lema 3.2.13. Seja M wma variedade fechada suave de dimensao n > 3.
V(M) <0 se, e somente se, M nao admite métricas de curvatura escalar
positiva. Se Y(M) < 0 entao Y(M) é simplesmente o supremo das curvaturas
escalares das métricas em M com curvatura escalar constante de volume
unitdrio.

Demonstracao: A primeira afirmagao é consequéncia imediata da de-
finicao e do teorema 3.2.10. A segunda afirmacao vem da unicidade a menos
de reescalamento constante do minimizante de Yamabe e do fato que toda
métrica de curvatura escalar constante nao positiva é um minimizante de
Yamabe.

Este resultado mostra a importancia do invariante de Yamabe pois, se
V(M) <0, sabemos que a variedade nao admite métricas de curvatura escalar
positiva o que é uma importante informacao topologica da variedade.

3.3 A igualdade entre os invariantes

O fato que existe uma relacao fundamental entre o invariante de Yamabe
V(M) e o invariante de Perelman \ foi apontado pela primeira vez provavel-
mente por Anderson [C1]. Mais recentemente Fang e Zang [C2] calcularam
o invariante de Perelman para uma grande classe de 4-variedades, na qual o
invariante de Yamabe ja havia sido calculado por Ishida e Lebrun [C3, C5]
e Petean [C6, C7]. Os resultados obtidos para o invariante de Perelman sao
iguais os encontrados para o invariante de Yamabe, como foi enfatizado por
Kotoschick [C4]. Nosso objetivo, baseado em [1], é mostrar que isso nao é
mera coincidéncia.

Teorema 3.3.1. Seja M uma variedade suave compacta de dimensdo n > 3.
Entao () ()

N V(M) se Y(M) <0
AM) = { +oo  se V(M) >0
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Para demonstrar este fato precisaremos de alguns resultados auxiliares.

Proposicao 3.3.2. Sejam M uma variedade Riemanniana de dimensao n >
3 e A\, o menor autovalor do operador 4A, + s,. Se a classe conforme « de g
nao contém uma métrica de curvatura escalar positiva entao
_ 2/n
Y, = sup Agvoli/™.
9€7

Demonstracgao: Seja g € v, e seja § = u/™ 2 g o minimizante de

Yamabe em v (s6 existe um pelo lema 3.2.8 e seu corolario 3.2.9). Entao

0>, = fM [sgu2 + 42—:;|gradu|2] d,ug.

- n—2

(fM u%dﬂg> N

Usando isto, a equagao 3.1 e a definicao 3.2.7 calculamos
)\g/u2 dpg < /[sgu2 + 4|gradul*]dpu,

< / [sgu2 +4 |grad uﬂ dg

. (n—2)/n
=Y, (/ un—Qdug>
)\g/u2d,ug < vaolf/”/quug, (3.5)

onde, como Y, < 0, o dltimo passo ¢ uma aplicagao da desigualdade de

Holder 1p "
/ fldeus(/ |f1|pdu) (/ Ileqdu) |

com fi =1, fo=u* p=n/2eqg=n/(n—2)edo fato que 0 > Y,.
Como volg_g/n > 0 a equagao 3.5 mostra que

)\gvolg/" <Y,.

n
n— 2

Se g ¢ um minimizante de Yamabe entao, pelo coroldrio 3.2.9, g tem curvatura
escalar constante e u é constante assim, vale a igualdade na desigualdade de
Holder e grad u = 0 portanto temos a igualdade na equacao 3.5, ou seja,

s / uldpy = Yyvol*" / u?dy,,
assim segue que

Y, = sup )\gvolg/”. ]
g€y
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Lema 3.3.3. Se M carrega uma métrica g com s, > 0 entdo, \(M) = +o0.

Demonstracao: Como M carrega uma métrica g com s, > 0 entao,
dada uma funcao f : M — R suave nao constante, Kobayashi mostrou
(em [6]) que existe uma métrica h com volume unitario em M com s, = f.
Em particular, dado qualquer ntimero real L, existe uma métrica com volume
unitario gy, sobre M com s,, > L em toda parte. Mas para tal métrica, \,, >

L ewvol,, = 1. Assim, tomando L — oo, temos \(M) = sup, )\gvolg/n = +00.

Agora vamos demonstrar o teorema 3.3.1

Demonstracao do teorema 3.3.1: Se Y (M) > 0, entao M admite uma
métrica g com s, > 0 e o lema 3.3.3 mostra que A\(M) = +oco. Por outro
lado, se Y(M) < 0 entao nenhuma classe conforme contém uma métrica de
curvatura escalar positiva a proposicao 3.3.2 garante que cada métrica h com
curvatura escalar constante maximiza )\hvoli/ " em sua classe conformal.

Para qualquer sequéncia (g;) de métricas tal que )\gjvol;j " — X\(M) po-
demos construir uma nova sequéncia (g;) onde cada g; maximiza Avol?™ na
classe conformal [g;] e tem volume unitério (dividindo pelo volume de M em
relacao a esta métrica pois multiplicar a métrica por uma constante positiva
néo altera o valor de Avol?™), é claro que )\gjvolf,]/" — A(M).

Contudo, para cada g;, pela proposicao 3.3.2 temos A, Vgi/” =Y}y, Deste
modo _
V(M) =supY, = lim Y,y = lim A vol?/" = X(M)
~ Jj—00 j—00

Calcular o valor destes invariantes pode ser um trabalho duro, por que
considerar o supremo sobre o conjunto das métricas (ou das classes confor-
mes) é dificil, pois o conjunto destas métricas é bastante grande. Os artigos
[C1, C2, C3, C4, C5, C6, CT7] contém mais informagoes sobre estes invarian-
tes e calculam os invariantes de Perelman e Yamabe para algumas classes de
variedades.
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Capitulo 4

Anexo

Enunciamos aqui alguns teoremas que utilizamos sem colocar os enuncia-
dos explicitamente no trabalho.

Teorema 4.0.4 (Férmula da mudanca de varidveis). Sejam V C R”,
¢: V. — R continua e com suporte compacto, f: R" — R" diferencidvel e

U= f(V), entao:
[ oo r@ipsaits = | oty

Este é um resultado classico de analise.

Teorema 4.0.5. Sejam M uma variedade diferencidvel compacta com den-
sidade e L um operador diferencial eliptico que € formalmente auto adjunto.
Entao todos os autovetores de L no sentido distribucional sao fungoes em

C>®(M).
Este resultado pode ser visto em [5] pag 87

Teorema 4.0.6 (Teoremas de Mergulho de Sobolev para variedades
compactas). . Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao
n (possivelmente com fronteira de classe C*).

(a) Se

1 k
->- =
T q n

—_

)

entdo LL(M) estd mergulhada continuamente em L"(M).

(b)(Teorema de Rellich-Kondrakov) Suponha que vale a igualdade estrita
em (a). Entao a inclusao LE(M) C L™ (M) é um operador compacto.

(¢) Suponha que 0 < o < 1, e

Q|
VAN
N



Entao Li(M) esta mergulhado continuamente em C*(M).

Uma versao para R™ deste resultado classico pode ser encontrado em [4],
teorema 7.22. A versdo para variedades ser encontrada em [7].
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Conclusao

O fato que se uma variedade tem invariante de Yamabe nao positivo
entao a variedade nao admite métricas de curvatura escalar positiva é um
exemplo de como os invariantes podem revelar importantes caracteristicas
das variedades. Uma das possibilidades de pesquisa para se seguir é estudar
os diversos invariantes das variedades.

Calculando o menor autovalor do operador 4A + s, utilizamos algumas
técnicas basicas de EDP. Outra possibilidade de pesquisa poderia ser estudar
EDP’s em variedades.

Também estudamos um pouco do problema de Yamabe e a sua solugao
completa utiliza muitas técnicas interessantes (que nao apresentamos no tra-
balho mas podem ser vistas em [8]). Este é outro tema no qual a pesquisa
pode continuar.

Ainda temos o fluxo de Ricci que nao estudamos, mas é tema comum a
todas as referéncias sobre o invariante de Perelman e que parece ser bastante
importante em algumas areas da geometria diferencial.

Poderia se pensar que o trabalho foi prematuramente interrompido con-
tudo chegamos ao nosso objetivo principal. O que ficam sao as varias pos-
sibilidades para seguir estudando e as linhas de pesquisa que se abrem a
frente.
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