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Resumo

Os métodos de Galerkin descontinuo desenvolvidos recentemente para equagoes elipticas
de segunda ordem envolvem a idéia de penalizar o salto da solugao nas interfaces dos ele-
mentos. Esta idéia permite impor a suavidade da solucao numérica do problema de maneira
fraca e ao mesmo tempo estabilizar a forma bilinear garantindo sua coercividade e conse-
quentemente, a estabilidade da solugao numérica. Entretanto, a introducao do termo de
penalizacao que envolve o salto da solugao torna o método nao conservativo, o que prejudica
possiveis aplicagoes do método, na dinamica de fluidos computacional, por exemplo. Este
trabalho estuda inovadoras técnicas de estabilizacao de fluxos da solugao numérica que foram
introduzidas, com o objetivo de resolver o problema acima exposto, por A. Romkes, J. Oden
e S. Prudhomme (2003) para problemas elipticos e por E. Burman e A. Ern (2005) para
problemas com advecgao predominante. Com base em recentes resultados de aproximagao
polinomial para funcoes em espacos de Sobolev particionado e usando a estabilizacao de
fluxos, sao apresentadas estimativas a priori do erro para os métodos, que sao étimas em
h (parametro de discretizacdo da malha) e subdtimas em p (ordem de aproximagao poli-
nomial). Uma série de experiéncias numéricas sao realizadas para comprovar as taxas de

convergéncia tedricas e para demonstrar possiveis aplicacoes a problemas praticos.
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Abstract

The discontinuous Galerkin methods developed recently for elliptic equations of second
order involve the idea of penalizing the jump of the solution at the elements interfaces. This
idea allows to impose the smoothness of the numeric solution of the problem in a weak
way and at the same time to stabilize the bilinear form guaranteeing its coerciveness and,
consequently, the stability of the numeric solution. However, the penalization of the jump of
the numerical solution turns the method non conservative, and, consequently, complicates
its possible applications to the computational fluid dynamics, for example. In this work
innovators techniques of stabilization of the fluxes of the numeric solution is studied. This
techniques were introduced for elliptic problems by A. Romkes, J. Oden and S. Prudhomme
(2003) and by E. Burman and A. Ern (2005) for advection-dominated problems. Using the
recent results of polynomial approximations of functions from piecewise Sobolev space and
the fluxes stabilization, the a prior: error analysis of the discontinuous Galerkin method is
developed. The error estimates that are optimal in h (parameter of mesh discretization)
and suboptimal in p(order of polynomial approximation) are presented. Several numeric
experiments are realized to confirm the theoretical rates of convergency and to demonstrate

a possible applications to practical problems.
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Introducao

Vaérios fenomenos naturais nas areas de Fisica, Quimica, Biologia, dinamica de fluidos,
eletromagnetismo, entre outras, podem ser modelados por equacgoes diferenciais parciais. Em
geral, para tais problemas, nao é conhecida a solucao analitica e uma alternativa para resolve-
los é encontrar uma solugao numérica que aproxime a solucao exata do problema. O método
de Elementos Finitos é uma classe de métodos numéricos muito usada para aproximar tais
solugoes, dentre os quais o método de Galerkin descontinuo vem obtendo destaque pelas suas
otimas propriedades de precisao, aproximacao e estabilidade.

O método de Galerkin descontinuo possui varias vantagens, dentre as quais podemos
destacar que o método fornece uma aproximacao conservativa em cada elemento, apresenta
altas taxas de convergéncia e também permite aproximacao local de alta ordem, gerando
assim métodos hp - adaptativos. A forma bilinear obtida na formulacdo variacional gera
uma matriz positiva definida e bem condicionada, o que permite o uso de métodos iterativos
na implementagao numérica, mesmo para altos valores de ordem de aproximacao polinomial
.

Nos primeiros artigos sobre o método de Galerkin descontinuo de elementos finitos (em
Inglés Discontinuous Galerkin Finite Element Method ou DGFEM) para equacoes elipticas
de segunda ordem foram introduzidos termos na forma bilinear, que penalizam saltos da des-
continuidade da solugao numérica nas interfaces entre elementos e impoe de maneira fraca
as condigoes de fronteira ([19], [35] e [3]). Além destas propriedades, uma escolha correta
no parametro de penalizacao pode garantir a coercividade da forma bilinear e portanto a
estabilidade do método. Recentemente varios autores desenvolveram DGFEMs para proble-
mas elipticos de segunda ordem, dentre os quais podemos destacar métodos nao-simétricos
com penalizagao interna que foram introduzidos por Riviere, Wheeler, Girault ([28], [29]),
Houston, Schwab e Siili ([33], [17]) e métodos simétricos de Galerkin descontinuo com pe-
nalizac¢ao interna introduzidos por Arnold [3] and Wheeler [35]. Entretanto, a inser¢ao do
termo de penalizacao que envolve o salto da solugao torna o método nao conservativo, o que
prejudica possiveis aplicagoes do método a problemas de adveccao-difusao e a sistemas de
equacgoes de Navier-Stokes.

Ja nos trabalhos de Baumann and Oden ([6], [20]) foi introduzido o método de Galer-
kin descontinuo sem penalizagao interna, que produz uma forma bilinear definida positiva,

localmente conservativa. Recentemente no trabalho de Romkes, Oden e Prudhomme [30]
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foi introduzido um método de Galerkin descontinuo com a penalizacao de fluxos para a
equacao reagao-difusao, que também ¢ localmente conservativo. Para este método, em um
par de espagos funcionais, tipo espacos de Sobolev particionado, foi demonstrada a proprie-
dade inf — sup, garantindo assim a existéncia e unicidade de solucao para formulacao fraca
descontinua do problema.

Uma outra linha de pesquisa, dedicada ao estudo de estabilizacao de fluxos nas arestas
para métodos de elementos finitos continuos e descontinuos para problemas elipticos e hi-
perbdlicos, foi desenvolvida nos trabalhos [12] e [11]. Para obtencao da estimativa de erro a
priori para estes métodos foram necessarios alguns resultados técnicos como a desigualdade
do traco inversa-hp, resultados de interpolagao-hp local continua e descontinua e estimativas
de erro-hp para projecoes ortogonais em L?2.

Neste trabalho estudamos estas técnicas de estabilizacao de fluxos da solu¢ao numérica
para problemas elipticos e para problemas com adveccao predominante introduzidas nos
trabalhos [30, 11]. Além disso, estaremos propondo um novo método de Galerkin descontinuo
estabilizado, onde incluimos simultaneamente termos de penalizacao na solucao e no fluxo
da solugao numérica. A estrutura deste trabalho é a seguinte:

No capitulo 1 apresentamos notacoes, definicoes e alguns resultados necessarios no de-
correr do trabalho. Dentre os resultados, vale ressaltar o teorema do traco, o teorema de
Lax-Milgram e alguns teoremas de aproximacao polinomial em espacgos de Sobolev.

No capitulo 2 efetuamos um estudo da formulacao do método de Galerkin continuo com
penalizagao interior para a equagao reagao-advecgao introduzida por Burman e Ern [11].
Apresentamos alguns resultados técnicos utilizados para obter uma anélise de convergeéncia
do método. Efetuamos também a extensao dos resultados de acordo com Burman e Ern
para a equacgao reacao-adveccao para elementos finitos simplices e para a equacao reacao-
advecgao-difusao.

Ja o capitulo 3 dedicamos a apresentacao do método de Galerkin descontinuo introduzido
por Romkes, Prudhomme e Oden em [30] para a equagao reacao-difusao. Para este método
¢é necessario provar a condi¢ao inf-sup da forma bilinear para garantir existéncia e unicidade
de solucao do problema fraco.

Inspirados nos métodos estudados nos capitulos 2 e 3, no capitulo 4 introduzimos um
novo método de Galerkin descontinuo estabilizado para a equagao reagao-difusao, onde pena-
lizamos o salto da solugao e o salto do fluxo da solugao numérica. Uma andlise de estimativas
a priori do erro para o método na norma de energia é desenvolvida. Resultados numéricos,
que confirmam as taxas de convergéncia tedricas para solugoes suaves sao apresentadas em
uma e duas dimensoes e também estudamos o comportamento do método para casos com
presenca de descontinuidades. Na secao 4.3.3 apresentamos os resultados numéricos obtidos
com o método de Galerkin descontinuo introduzido para a equacao reacao-adveccao-difusao.
Todos os resultados numéricos apresentados neste capitulo foram realizados no ambiente de

programagao de elementos finitos PZ [14].



Notacoes

Q) - dominio limitado e aberto em R? d > 2, com fronteira 9€) Lipschitz.

Th - particao regular de €2 formada por elementos k.

h, - diametro do elemento k € TJ,.

K - elemento mestre fixo.

En - conjunto de todas as (d — 1)-faces abertas e de todos os elementos k € Tj,.

& ={ecé&,: eC Q}.

&9 ={e€&,: eC 00}, dividimos €7 de maneira que £ = EP U EY, onde:

EP - refere-se & parte da 99 em que a condicdo de Dirichlet ¢ satisfeita,

EN - refere-se a parte da 9 na qual a condigao de Neumann ¢ satisfeita.

[-]- salto da fungao na interface do elemento.

{-} - valor médio da fungao na interface do elemento.

F .- aplicacao afim tal que k = F,(R).

P - grau de aproximagcao polinomial local.

s, - indice de Sobolev local.

p={px : kK €T}, s={sx : kK €T} e F={F, : Kk €T}

Qp(Re) =span{Z®: 0 < ; <p, 1<i<d}, onde k. = (—1,1)¢ - hipercubo aberto.
P,(Rs) = span{z®: 0 < |a| < p}, onde R, é um simplex unitério aberto.

LP(Q) ={f:Q—R: f Lebesgue mensuravel}.

L>®(Q)={f:Q2 — R: f Lebesgue mensuravel, ess.sup|f| < co}.

WHQ) = {u € LP(Q); 9*u € LP(Q), |a| <k}, 1 < p < oo, WF(Q) - espago de Sobolev.
H*(Q) = W3(Q) - espago de Hilbert.

V) 0 F € Qp, (R) se F M (k) = Re

K

v 0 Fy € By (R) se F 1 (k) =R,

K

SP(Q,T}L,&F):{UGLQ(Q)Z VoK E(.Th}.

H3(Q,T) ={ve L*(Q): v, € H*(k), V ke Tp}.

1/2
Equipamos H*(£2,T}) com a seguinte norma: ||v|s7, = ( > ||v||%sﬁ(ﬁ)) :
k€T
VP ={v, € C°(Q); Vi € Ty, vy, 0 Fp € Qp.(R)}-
H(A k) ={vel*k): V-VveL*k)} C H(r).
M(T,) ={ve L*(Q): v, € HA, k), Vi € Ty, [Vu] € L*(&7)}.
Vi ={ve L*Q): v, =0T, 9 € P, (k), Ve € Ty}
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Capitulo 1

Resultados e conceitos basicos

Neste Capitulo apresentamos notacoes, definicoes e resultados preliminares necessarios
ao desenvolvimento dos capitulos seguintes. Inicialmente abordamos os tépicos relacionados
com a construgao dos espacos de elementos finitos de Galerkin descontinuos e, consideramos
defini¢oes caracteristicas destes métodos, como salto e média de funcoes e fronteira interna
da malha. Em seguida, na secao 1.2, relembramos alguns resultados importantes da andlise
como o teorema do traco e o teorema de Lax-Milgram, sendo que este tltimo é usado para
garantir a existéncia e unicidade de solugao dos métodos de Galerkin descontinuos aqui
abordados. Enfim na secao 1.3 apresentamos alguns resultados tedricos sobre aproximacgao
polinomial em espacgos de Sobolev, os quais serao necessarios para estabelecer estimativas de

erro a priori para o método de Galerkin descontinuo.

1.1 Espacos de elementos finitos

Seja  um dominio limitado e aberto em RY, d > 2 com fronteira 9 Lipschitz (ver
defini¢ao A.4.1 no apéndice A) . Seja {T,} (h > 0) uma familia de partigoes de §2 composta

por elementos k;, abertos, disjuntos e convexos tal que
a=J=
KETH

Consideramos como h, o diametro do elemento x € T}, e designamos por h o maximo

dos h,, k € Tj. Desse modo, uma particao 7T, ¢é regular se existe uma constante o, tal que,

hy
_§Q7 VKETIM
P

em que, p, = sup{diam(S): S ¢ uma bola/esfera contida em « }.

Assumimos que cada elemento x € T, é imagem de um elemento mestre fixo ¥ por uma



aplicagao afim (figura 1.1), isto é, k = F.(K), em que K é, ou o simplex unitario aberto
Re={T=(Z1, ..., ) €R?: 0<Ty+...+Tg<1, T, >0, i=1, ..., d},

ou o hipercubo aberto %, = (—1,1)% em R? Sobre & definimos os espacos de polinémios de

grau p > 1 como segue:

Qp(ke) = span{z®: 0<a; <p, 1<i<d},
P,(ks) = span{z®: 0 < |a| < p},
em que, 2% =211.757 ... T elal =t + ... oy

i T ‘132
1 /\ :
?
i
N P 1...» :
K i'l
e e e e e -
T
‘i'Q ‘ZEQ
A -
0 T 1
T

Figura 1.1: ¥, : kK — k, JF,. - aplicacao afim, K - elemento mestre, d = 2.

Denotaremos o espaco de Hilbert de ordem real ¢t de fungoes de valores reais sobre €2 por
H'(Q). Seu produto interno e norma, serao denotados por (-,-)mt(q) € || - ||mt ) respectiva-
mente. No entanto, adotaremos uma notagao mais compacta (-,-);q € || - ||s.0, respectiva-
mente. Para o espaco de Lebesgue L?(Q) = H%(Q)), usaremos a notagao equivalente para o
produto interno e para a norma, isto é, (-, -)r2@) = (-, ")o,, || lz2@@) = [/ lo,o. Consideremos
também o espago de Sobolev W7 (2), definido no apéndice A, ao qual associamos o indice de
Sobolev s.

Assim, para k € T}, associamos os valores do grau de aproximagao polinomial local p,
e o indice de Sobolev local s.. Armazenando py, s, e F, em vetores p = {p. : £ € Ty},
s={sx, : k €T} eF={F, : k €Ty}, podemos definir os seguintes espagos:

V) 0 F € Qp, (R) se FH(K) = Re

K

v 0 Fy € Py (R) se F N (k) =R,

K

SP(Q,‘I;L,ST) = {U € LQ(Q) : ; V k € (.Th} , (1.1)



H3(Q,T3) ={ve L*Q): v, € H*(k), V r € Tp}. (1.2)

O espago SP(Q2, Ty, F) é o espago de elementos finitos de fungdes polinomiais por partes
que podem ser descontinuas nas interfaces entre elementos da malha. H®(Q2,T,) é o espaco

de Sobolev particionado, o qual é equipado com a seguinte norma:

1/2
[0lls,3:, = <Z ||v||?{sﬂ(n)) : (1.3)

KETH

Particularmente vamos estar considerando os valores escalares p e s como sendo o grau
de aproximacao polinomial e o indice de Sobolev, respectivamente, definidos de maneira
uniforme na malha.

Seja &j, o conjunto de todas as (d — 1)-faces abertas e de todos os elementos k € Tj,. Para
cada e € &, denotamos h, = diam(e). O conjunto &, serd dividido em dois subconjuntos,

€5 e &9, definidos por

€ = {ec&,: eCQ}

€ = {ecé&,: ec OO}

Vamor dividir o conjunto £ de maneira que €7 = EPUEYN onde EP refere-se a parte da O
em que a condigao de Dirichlet é satisfeita e €} & parte na qual a condigao de Neumann é
satisfeita.

A fim de construir aproximagcoes de elementos finitos descontinuos, vamos introduzir
alguns operadores de trago para manipular os fluxos numéricos, para tanto, seguiremos a
notacao apresentada em [2]. Para qualquer face e € &5 seja Kk e kg os elementos que
compartilham a face e (isto é, KL N kg = €), assim, definimos os vetores normais unitarios
n;, e ng sobre e como sendo os vetores exteriores para Ky, € kg, respectivamente. Ja o vetor
normal n é definido externo a cada elemento individualmente.

Desse modo, para quaisquer fungoes ¢ e 7, tal que,

NS HS(KJL) X HS(IQR), s > 1/2,

7€ (H*(kp))?* x (H*(kg))?, s>1/2,

usando a notacdo @; = (P, ). (andlogo para 7), definimos o salto através de e e o valor

médio sobre e por

[¢] = ¢rnp + orng , {6} = % (¢r + ¢r)



1
[fl=7L-n,+ 7 -ng, {T}:Q(TL-FTR)-

onde 77,-ny, representa o produto escalar entre 7, e ny, analogo para 7g-ng. Por conveniéncia

estendemos as definigoes de salto e de valor médio para as faces e € €2 por

[0 = ¢l , {9} =9I,

[[l=7l-n, {7} =7l

1.2 Alguns resultados da analise

Lema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré-Friedrich’s) Seja Q um dominio aberto e limitado
em R?, com fronteira OS2 Lipschitz. Seja v € H' () tal que

/dex— 0,

Entao,

[¥]lo.0 < ClIVY o, (1.4)

onde C' = C () é uma constante positiva.

Demonstragao: Ver Schwab [32].

U
A demonstracao do préximo lema pode ser encontrada em [25].
Lema 1.2.2 Sejam ¢ € P, (k) e ¢ a média de ¢ sobre k, ¢ = ([_pdz) /|k|. Entdo
H(p - @HO,K < ChKHVQOHO,Ii? (15)

onde C' € uma constante positiva independente de k e .

Agora, para m inteiro, 0 < k < m e para Vb € C™ (1), definimos o operador do traco vy

WY = <8kw>| ., sobre 0.

por

Yk

o0

Teorema 1.2.3 (Teorema do trago) Seja Q2 um dominio aberto, limitado em R™ e a fronteira

0N) suficientemente lisa. Entdo o operador do traco v, 0 < k < m — 1, pode ser extendido
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para um operador linear continuo descrito de H™()) em H™ F=1/2(9Q). Além disso o opera-

dory = (Y0, V1 - - - Ym—1) € uma aplicagdo linear continua de H™(Q) em [[=, H™*~1/2(99).

Também existe uma aplicacdo inversa (& direita) y~", linear continua de [[}—, H™*1/2(5Q)
em H™(Q).
E além disso, existem constantes Cy e Cy tal que

Cil[Ylma < ¥ |lm-k-1/2,00 < Cal[th]|m.0- (1.6)

Demonstragao: A demonstracao do teorema do trago pode ser encontrada em [23].

A demonstracao dos proximos dois teoremas pode ser encontrada em [22].

Teorema 1.2.4 (Laz-Milgram generalizado) Sejam Hy e Hy espagos de Hilbert reais e seja
B(-,+) uma forma bilinear em Hy x Hy com as sequintes propriedades:

(i) B(-,-) € continua, isto €, 33 > 0 tal que

|B(u7v)| < ﬁHu“thUHHw Vu e Hy, Vv e Hs,

(ii) B(-,-) € coerciva, no sentido que 3 « tal que

inf sup  B(u,v) > a >0,
u € Hy

v € Ho
lullm, =1 ||ul|g, <1
(#ii) Para todo v # 0 em Hj,
sup B(u,v) > 0.
ue Hy

Entao, existe unico u* € Hy tal que,

B(u*,v) = L(v), Vv € Hy,

onde L € H}. Além disso,
. 1
u g, < EHLHHQ-

Teorema 1.2.5 (Laz-Milgram) Seja H um espago de Hilbert, B(-,-) uma forma bilinear em
H e L(-) um funcional linear em H. Suponha que:

(i) B(-,-) € continua em H, isto é,

362 0; |B(u,v)| < Bllullullvlla, Yu,veH,



(ii) B(-,-) € coerciva em H, ou seja, I > 0 tal que

B(v,v) = allvly, YoveH,

(i11) L(-) € continua em H, ou seja, 3y > 0 tal que,

L) < Alollu, Yo e H,

Entao 3'u € H:
B(u,v) = L(v), Vve H.

1.3 Propriedades de aproximacao

Apresentamos nesta secao alguns resultados classicos da teoria de aproximacao que serao
usados no decorrer deste trabalho. Daqui em diante, denotaremos C' uma constante genérica,
independente do grau de aproximagao polinomial p e do diametro da malha h, mas que pode
depender da dimensao do espaco d e do parametro de regularidade da malha p. Seu valor
pode mudar de uma desigualdade para outra.

Inicialmente apresentamos duas desigualdades conhecidas como desigualdades multiplas
de trago, que estimam normas sobre a fronteira de um elemento k, por normas sobre o

elemento k. A demonstragao da primeira pode ser encontrada em [25], e a segunda em [31].

Lema 1.3.1 Seja k um triangulo ou um quadrildtero tal que h, < op. (forma regular).
Entdo, para todo ¢ € H'(k),

1
16100 < € (1B + 1ol Ve ) (17)

em que C' é uma constante positiva independente de h,.

Lema 1.3.2 Seja v € T, caracterizado por uma aplicacio afim F. e v € H*(k), entdo

existe uma constante C' > 0, independente de h,, tal que:

1
196 0l < € (G IT0IR.c+ 1960l P4 ) (15)
A seguir apresentamos a desigualdade inversa, cuja demonstracao pode ser encontrada

em Schwab [32].

Lema 1.3.3 Seja p € P, (k) (ou ¢ € Qu(k)), p. > 1. Entdo

2
Dy
IV@llow < CF =l elloe (1.9)
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Corolario 1.3.4 Dada ¢ € P, (k), um polinomio de grau < p,, e qualquer k € Ty, tal que

existe uma aplicagcao afim entre Kk e &, entao podemos afirmar:
3C>0: 2 5 ol 2
>0 ||Vello,. > F“VQO : n||71/2,an7
K

onde C' € uma constante independente de K.

A demonstracao deste corolario pode ser encontrada em [30].

No decorrer deste trabalho estaremos utilizando os interpoladores 7, € 7,. Onde 7y,
corresponde ao interpolador de Babuska e Suri [4] e 7y, refere-se ao interpolador proposto
por Riviere et al [27, 29].

Primeiramente, consideramos uma familia de interpoladores de Babuska e Suri {} }, tal

que:

Thy - H* () — By, (k) (1.10)
Thp() = @, Vo € By (k).

Necessitamos o seguinte resultado para a estimativa do erro do interpolador de Babuska

e Suri [4, 5], 6tima em h e em p.

Teorema 1.3.5 (Teorema de interpolagao) Sejam k um triangulo ou um quadrildtero da
particao Ty, e v € H® (k). Entao existe uma constante C' > 0, independente de ¥, p. € Sy,
e uma sequéncia 7y, (V) € Py, (k), px = 1,2,.. ., tal que para todo q, 0 < q < s,

. e
1= 75, (D)l < Ol 502, (111)

1
hy
||77ZJ - WZp(¢)||07€ S C :ﬁ_% ||¢||8mm Sk Z
K

(1.12)

DN | —

onde i, = min(p, + 1, s,) e e C Ok.

Extendendo o interpolador local 77; (-) como sendo zero fora de k, para todo k € Tp,

podemos definir o seguinte interpolador global 7y,

Top Vo VP () =Y (u,), eV, (1.13)

KETH

onde os espacos V e V" sao definidos no Capitulo 3.
Similarmente para o interpolador 7y, de Riviere et al [27, 29] precisamos o seguinte

Teorema para o erro de interpolacao:
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Teorema 1.3.6 (Teorema de interpolagio) Seja v € H**(k), s, > 2, entdo existe C > 0,

independente de ), p, € s, e um interpolador 7y ¢ € P, . (K), tal que

/ V(¢ — 7 ) - nds = 0 (1.14)
eCOk
e
ke i
[ =75 ¥llon < C—=5710lsn
Pk
90~ eyl < CLEplilunn, b2
2 2~k hiis—?
V7 = Vo tllor < C—=([U]ls,

onde i, = min(p, + 1, s,).

Novamente, extendendo o interpolador local correspondente ﬁﬁp(~) como sendo zero fora

de cada k € T}, podemos definir um interpolador global sobre V:

Fup Vo VP () = ) (uy,), YueV. (1.15)

KET

A seguir, apresentamos um lema provado em [5], que garante a existéncia de um projetor
em L*(Q2) de H®(Q,T,) sobre SP(2, Ty, F), e apresenta hp estimativas de erro (que sao

6timas) para o mesmo, sobre o elemento e sobre as faces do elemento.

Lema 1.3.7 Seja T;, uma particao reqular de 2 formada por d-paralelepipedos. Entao, para
qualquer ¥ € H3(2,Ty), s = (sx, k€ Tp), e para cada p = (ps, & € Tp), px € N existe um

projetor

WSZHS(Q,T}L) — SP(Q,(.T}“?)
Y = (M) = T (Y1),

tal que, para 0 < g < s,

it~
[ = my g < C—=

q
i 7Yl VkeT, e 5,20 (1.16)

pl—1/27a 1
1 — mpllge < Oy 1¥lls0uns VRET e se> 544 (1.17)
Pk
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em que (i, = min(p, + 1,,), h, = diam(k), e C Ok e C' € uma constante independente de

v, he, p. mas dependente de §) e p.



Capitulo 2

Método de Elementos Finitos

continuo com penalizacao interior

O propdsito deste capitulo é o estudo de uma formulagao do método de Galerkin continuo
com penalizacao interior para a equagao reacao-advecgao introduzida por Burman e Ern [11].
Este método é conservativo pois penaliza somente o salto do fluxo da solucao nas interfaces

da malha.

Primeiramente apresentamos o método de Galerkin continuo com penalizacao interior
para aproximar a solucao do problema de reagao-adveccao. Em seguida demonstramos alguns
resultados técnicos para elementos finitos produto tensorial como a desigualdade do trago-hp,
um resultado de interpolacao-hp local para os casos continuo e descontinuo e uma estimativa
de erro-hp para projecoes ortogonais continuas em L2 Com base nesses resultados é efetuada
uma andalise de convergéncia do método na secao 2.3. Na secao 2.4 apresentamos a extensao
dos resultados para elementos finitos simplices e na secao 2.5 discutimos a extensao dos

resultados para elementos finitos produto tensorial para a equagao reacao-advecgao-difusao.

2.1 Problema modelo

Sejam 8 € [WL(Q)]? um campo vetorial, ¢ € L>®(Q) e f € L*(Q), onde WL (Q) é o

espaco de Sobolev definido no apéndice A. Dividimos 0f2 em:

o0t = {red; pB(z) n(xr) >0}, (2.1)
o = {xe€0Q; —p(x) n(z)> 0}, (2.2)

onde 9" corresponde a parte da fronteira de Q onde ocorre a saida de fluxo e 9~ refere-se

a parte de entrada de fluxo.

13
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Consideremos o seguinte problema de valor na fronteira:

(2.3)

su+B-Vu=f,
= 0.

Ulpa-
onde 3 - Vu representa o produto escalar entre 5 e Vu.

Defina W = {w € L*(Q); [-Vw € L?(Q)} e observe que as fungoes de W possuem
tragos em L?(99)). Considere o operador A : W — L?(Q2), definido por: Aw = sw + - Vw.

Assumimos que existe ¢y > 0 tal que:
1
¢ — §V -B><, q.s. em Q. (2.4)

Seja V ={weW; w,, =0} entao A:V — L?(Q) é um isomorfismo, ou seja, (2.3) é

bem posto de acordo com [15].

Neste capitulo vamos trabalhar com 77, sendo uma particao de €2 em elementos retangulares

k. Consideremos o espago de Elementos Finitos continuo:
VP ={v, € C°(Q); VE € Ty, vy, 0 Fp € Qp.(R)}, (2.5)

e o espago de Elementos Finitos descontinuo SP(€2, T, F) definido em (1.1).
Sobre H*(Q2) x H'(€) definimos a forma bilinear de Galerkin:

a(v,w)=((c =V -:-Bv,w)g — (v,8-Vw)g + (8- nv,w)sa+, (2.6)

e sobre H*(Q,T,) x H*(Q,Ty), s > 3, definimos a forma bilinear de penalizagao interior

continua:
: h?
jl,0) =Y 18- nl (Vo] [Vul),, , (2.7)
ecéy p
h
onde |5 - n|. = [|f - nf|c.e. O expoente a sera determinado pela andlise de convergéncia na
secao 2.3.

Desde que WL (Q) c C°9), segue que o campo 3 é continuo por hipdtese e entao, 5 - n

¢ unicamente determinado sobre todas as faces e € £7.

A aproximacao de elementos finitos para (2.3) consiste em buscar u;, € V¥ tal que

a(up,vp) + j(un,vn) = (f,on)o, Vo, €V (2.8)

Para v € H*(Q2,T,), s > %, definimos a norma

1 1 1 .
loll2; = llsgvllsa + §|| 18- n|20[[§ 50 + (v, 0). (2.9)
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Lema 2.1.1 (Coercividade) Para todo v € H*(Q,T3), s > 2 asseguramos,
CL(U,U) +j<’U,U) Z HUH?L,j'

Demonstracao: Segue da férmula da Divergéncia de Gauss:

V- B)ide = — Vol d -n)v?ds.
/Q( B)v* dx /Qﬂ v x—l—/m(ﬁ n)v- ds

Considerando que (Vv?) = 20V, temos:

_/Q(ﬁ.Vv)vdx _ %/ﬂ(v-ﬁwd;@—5/89(5-@@%3.

Disso segue que:

a(v,v)=

sv? dx — /(V-ﬁ)vzdm - /(ﬂ-Vv)vdx+/ (8- n)v*ds
0 Q o0+

1 1
(§—§V-ﬁ) v2da:—5/{99(5-n)02ds+/8m(5-n)v2d8

1 1
§0U2d£(]——/ (5-n)v2d8+—/ (B-n)v*ds
2 Joa- 2 Joar

W,
S—S— S —

1 1
§0v2dx—i——/ ]ﬂ~n|z}2ds+—/ |3 - n|v? ds.
2 Joa- 2 Joa+

_ 1 1 1 )
= a(v,v) +j(v,0) > |gullig+ B n|20]|§ 5 + j(v,0) = [Jo]l2 ;.

O

Entao pelo teorema de Lax-Milgram 1.2.5, o problema de aproximagao (2.8) é bem posto,

ou seja, possui unica solucao em V.

2.2 Resultados técnicos

2.2.1 Desigualdade do traco-hp

Seja {g;}o<j<p 0 conjunto de nés Gauss-Lobatto no intervalo unitério [—1, 1], definidos
por: g; = cos (%), j=0,....p. Seja I,y = {0,--- ,p}*e ), ={1,--- ,p—1}% Para
um multi-indice (i) = (i1, ,iq) € I 4 0 produto tensorial a; ;) no né Gauss-Lobatto no

hipercubo unitario & é o ponto com coordenadas igual a (g;,,-- - , gi,)-

Para x € 7j, introduzimos o produto tensorial no né Gauss-Lobatto em x tal que a, ;) =
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F(@s,s)), para todo (i) € I, 4 e definimos o espaco:

g,d(/€> = {U S QP</€); v (Z> € Ig,dv v<an,(i)> = 0} (210)

Em outras palavras, Qg’d(m) é um subespaco de @),(k) gerado pelos polindomios que zeram

no produto tensorial aplicado aos nés Gauss-Lobatto interiores em k.

Lema 2.2.1 As sequintes desigualdades do traco e desigualdade do traco inversa sao asse-

guradas:
p(p+1) 1\ med(dr) \ *
< 1) medldk) 1
Vo € Qylr), Ioloa < ( A (24) 2 ol (2)
VueQ)uk), vllos < —El—-QﬂLlaH—n@l—(/1 1H| (2.12)
v pd\®)s NIVlI0k = p(p+1) P med(dk) vl10,0r; '

onde med(k) = [ dx, além disso med(Ok) =1 se d = 1.

Demonstragao: Seja {&w}o<j<, 0 peso associado com o né Gauss-Lobatto unidimensional, de

maneira que (ver [26]):

o= p<p2+ D f,%(lg»’ S -
onde ¢, é o polinomio de Legendre de grau p. Para um multi-indice (i) = (i1, -+ ,iq) € Ipa,
obtemos o conjunto w; :ll;'i[l Wi, -
Temos também de [26],
: :
Vo e Qi) e < [ 3 @l | < (2 n %) llos.  (2.14)
()€lp,a

(1) Prova de 2.11: Sejam © € Q,() e Fi. = {1 = £1}, usando a primeira desigualdade

de (2.14) em dimensio (d — 1) sobre Fl. temos:

10l fpoe. < D0 @wndlag, @)+ > @wdlag @)

(i’)elp,dfl (i/)EIp,dfl

onde ap, (), ¢ o produto tensorial no n6 Gauss-Lobatto sobre Fi. Temos: w, = zﬁ%
P o

e w, = zﬁ@%(l—gp)‘ Onde Eﬁ(go) = ﬁg(gp) =1, pois ¢, é polinémio de Legendre. Usando este

- - . 2 .
fato obtemos wy = w, = o) Consequentemente:

. p(p+1) .
1015 y0r. < =5 D @wdlanwm)*

(OIS
i1€{0,p}
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Entao, devido a segunda desigualdade de (2.14) em dimensao d, deduzimos que:
d
X pp+1) I pp+1) 1\
lollg o < = ()Z Sdla) < g (242 ) ol
7 Glpd

Somando sobre todas as faces temos:

) plp+1) IR
o0 < 2252 (242 ) ol (2.15)

Usando (2.15) e o fato de que med(#) = med(dk) deduzimos

X d
o med(0k) p(p+ 1) 1 o
. < 2+ - .
o005 < g 2T (242 ) ol

Seja v € Qp(k). Entao vo F, € Q,(%). Sabemos que:

med(k) = h%med(&), med(dk) = h4 tmed(dk),

3 (2.16)
Vil = héllvll5e e 1113 0s = 2 IVIE 05

Disso segue o resultado desejado:

lgox < A 7HIVIG o
omed(0k) h p(p+1) 2_|_1 ¢ [0]15
- med(k) hi-1 2 D hd

med(dx) p(p + 1) N,
2+ — )
Hled(/ﬂ',) ) + p ||’U||0,f€

(2) Prova de 2.12: Seja 0 € @) ;(%). Usando a primeira desigualdade de (2.14) em

dimensao d e a segunda desigualdade em dimensao (d — 1) temos:

[olle. < Z wayd(as @) < Z Z w0 (@, )

(i)€lpa I=1 ()€l q
i1€{0,p}
d 9 ) - o )
E m E (@i + - Wiy, Wiy - @i ) 0(z,3)
=1 (€I, 4
i €{0,p}

IN

92 1 d—1
- 2+_) ’lA) 2 .
S i (240) 16l ms

=1

2 (2+1)d1 o[
= — - 0[5 95
p(p+1) P 09

19115,
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_1

Usando o fato de que med(k) med(0r) na desigualdade acima deduzimos:

d
2d 1\“"" med()
o2 < 2 (92 O won2 .
||U||O,n = p(p_|_ 1) ( +p) med(a/%)nv 0,0k

Seja v € Q) 4(r). Entao vo F, € Q) 4(k). A conclusdo segue aplicando as igualdades de

(2.16) no resultado acima.

O

As desigualdades do trago do Lema 2.2.1 sao validas para p e d arbitrariamente grandes,
mas o0 nosso estudo é direcionado para o caso em que d nao é grande com relagao a p. (por
exemplo d < 3 ou, mais genericamente d < Cp). Isto nos permite simplificar as constantes

na desigualdade do traco e desigualdade do trago inversa como segue:

2\ 2

Vo € Qp(r), [lvlloor < C (Z—) [0]lo,s, (2.17)
0 hfi %

Vo € Qpa(k), [vllos <C ol [[v]lo,6x- (2.18)

E importante observar que a desigualdade do traco inversa (2.18) é 6tima (assintoticamente

em p) em relagdo a desigualdade do trago (2.17).

2.2.2 Interpolagao hp continua:

O objetivo nesta secao é construir um operador Ips : SP(2, T4, F) — VP que satisfaca
proriedades de interpolacao local.

Seja k € Tp. Para um né v € k&, seja K, = {k € Ty; v € K'}; entdo, para w, €
SP(Q, Ty, F), defina Ipswy, localmente em x com os valores do produto tensorial nos nés

Gauss-Lobatto por:

Town(v) = % 3 el (2.19)

onde card(X,) é a cardinalidade do conjunto X,.
Desta forma Iosw, € V)P, pois Ipswy, ¢ um interpolador. O operador Ips ¢ conhecido

como operador de interpolacao Oswald.

Lema 2.2.2 FEuxiste C', independente de p e h, tal que para todo k € T}, a sequinte estimativa

¢ assequrada:

he 2
V wh € SP(Q,(.T]M :‘F), ||wh — ]OSW}LHQ’,.g S C <—2> Z |||[wh]| ||0,e» (220)

e€&p (k)

onde E5(k) ={e € &; eNk # D},
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Demonstragao: Sejam wy, € SP(£2, Ty, F) e k € Ty,. Consideremos §;, = (wy, — loswh)|x. Para

cada produto tensorial no né Gauss-Lobatto v € k, denotamos ¢, como a funcao de base
nodal associada. Por construcao, d;, zera em todos os nos localizados no interior de k, pois

]Oswh\yemt(@ = wy,. Consequentemente,

5h = Z 5h(y)()01/-

VEDK

(1) Definimos 0k4_1 como sendo o conjunto de dimensao (d — 1) em Ok e para m € {d —
2,---,0}, definimos dk,, como o conjunto obtido tomando a intersec¢ao de quaisquer
dois elementos em Ok, 1. Por exemplo para d = 3, Oks, Ok1 € Okg s@o respectivamente,

o conjunto das faces, arestas e vértices da Ok.

Particionamos os nds da fronteira de x como segue. Para m € {0,--- ,d — 1}, denota-
d—1

mos por V,,, o conjunto dos nds no interior de dk,,; entdao, |J V,, forma uma partigao
m=0

dos nés da fronteira de k. Consequentemente:

d—2
=" 6aV)py+ > Tm,
m=0

veEVy 4

onde,

Tm = Z 5h<y)901/-
veEVm
Observe que para todo m € {0,---,d — 2}, r,, € Qgﬁd(/’i) e € Qg,l(am), Vie
(m+1,--,d—1}.

(2) Para cada face e C Ok e para cada né v localizado no interior de e, equacionamos
(2.19) e obtemos: 0,(v) = n. - [wy], (V).

Consequentemente,

D awes =D e,

veEVy_q eCOk

onde

¢e - Z ng - |[wh]|e (V)qu-

veint(e)

Desde que 9, € di e 1. zera sobre Ok \ e, pois para cada né tenho uma fungao de base
associada diferente de zero nesse no e igual a zero nos demais nés, entao a desigualdade

do traco inversa (2.18) assegura:

o 2 o\ 2
" O,Hsc<p—2) ||we||o,anzc(p—2) elloe.
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Logo,
h 1 d—2
[8nllosx < C <p—§) [Welloe + Y Irmllos := (1) + (I1). (2.21)
m=0

eCOk

O restante da prova consiste em estimar os termos do lado direito de (2.21).

-1
Se d =1, o termo (II) zera pois Y |[rm|lox = 0 € 1), = 0. - wp],, consequentemente

m=0
(2.21) assegura (2.20).

Assuma d = 2.

(4.a) Considere o termo (I) = > <Z—g>§ |¢ello,e- Seja e C Ok. Desde que 9, — n, -

eCOk

[wrl, € @) 1(e), a desigualdade do trago inversa (2.18) assegura:

ho\ 2
e = 1. - fond, o < © (p—) lnl, o (2.22)

pois 1, zera sobre Ok \ e.

Devido a desigualdade do trago (2.17):

S

. o < € () Tl o (2.23)

e

As desigualdades (2.22) e (2.23) implicam:
[ = e - fwnl llo.e < Clllwnl. lloe-

Recorrendo as estimativas acima e usando a desigualdade triangular temos:

[Pelloe < Nwnle lloe + [ = ne - [wal, [lo.
[lonle Mlo.e- (2.24)

IN

(4.b) Consideremos agora o termo (1) = [|ro[lo,.. Desde que g € QY 4(k) e 7o € QY 1 (e€)

para todo e C Ok e usando a desigualdade do trago inversa (2.18) duas vezes obtemos:

o\ 2 o\ 2 he\
urono,ngc(?) Zurono,esc(p—Q) Z(?) Irollose.

eCOK eCOk

Observe que Oe consiste de dois nés (pois d=2) e que para v € Je,

TO(”) = Z Ne,e’ I[wh]le/ (V>7

! o
e GEh(V>
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onde Ez(y) denota o conjunto de faces da malha que contém o né v e os coeficientes do

vetor 7. podem ser limitados independentemente de p e h.

Entao, para todo e C 0k, usando (2.23) asseguramos:

Irolloge < CY > lwnls (v)

VeaeeESh()
p
< CZ Z (h_) wh)os [lo,e
1/6868682()
1
< ¢ % (£) Mol b
e’;ene’ £
Consequentemente,
he 2 he\ 2 2\ 2
K e D
oo < ©(%)' S (%) X (£) e o
p eCOk p e/;eNe’ 20 €
1
hi\ 2
< (%) T Ml lo
e€é&y (k)

E desta forma concluimos a demonstragao para d = 2.

(5) Para d > 3, a prova procede-se similarmente. O termo (1) é estimado da mesma forma

como foi feito para d = 2, pois na demonstracao acima nao consideramos a dimensao.

1
Entao basta estimar o outro termo: (I1) = Y [[rmllos = l|7ollo.s + 171 ]l0.x

Para d = 3 vamos estimar o termo ||rgl/o,, usando a desigualdade do trago inversa

(2.18) trés vezes e a desigualdade do trago (2.17) duas vezes.

Desde que 1o € Q) 3(k), 0 € @Qpy(e) e 19 € @), (e) para todo e C Ok, usamos a

desigualdade do trago inversa (2.18) trés vezes:

Irolloe < < ) S lrollo. < € (p)éz(]%);anonm

eCOk eCOk aCole

ho\ 2 o\ 2 By 2
()2 () X (5) vl

eCOk aCole

AN

IN

Temos que da consiste de 2 nds e para v € da temos:

Z Na,a’ - I[wh]la/ (l/),

a€8h< )
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onde 82(11)7 denota o conjunto de arestas a da malha que contém o né v e os coeficientes

do vetor 7, podem ser limitados independentemente de p e h.

Entao para todo e C 0k e a C Oe, temos:

Irolloga < C Y > llwnl W)

vEDa a’€&?

h(v)
P\ ?
<X 5 (£) lhaly oo
VEBaa’EEZ(W a
1 1
2 b 2\ 2
p p
< ¢ ¥ (E)(2) koo
a’;aNa’ #)D @ €

nze(5)' S5 6) 5,2 () v

eCOk aCle a’,ana’#£0
1
h 2
<c(%)" % ol
p eCEp (k)

Para estimar ||| ., usamos 2 vezes a desigualdade do trago (2.18):

1
he\?2
Irillon < c(p—) S Il

<
eCOkK
he\ 2 he\ 2
< C(F) Z(]?) ZHTlHo,a-
eCOK aCle

Além disso temos:

T1|a = Z 5h(’/)901/ = Z Z Ne,e’ |[Wh]le' (V)%-

veint(a) vE int(a) e’ESZ(V)

Os coeficientes de 7. nao dependem do né v. Entao, considerando Sz(a) como o

conjunto de faces na malha que contém a, podemos reescrever a igualdade acima como:

Tlla = Z Z Neye! |[wh]le’ <V>901/-

e'esy (a) VE int(a)



Consequentemente:

Irlloa < C Y2 |1 D ke s

e’ESZm) ve int(a) 0.a

< oY || T wilwe—ll| Ikl o

e EE;‘L(G) ve int(a) 0.a
= C Z (I<h,erllo.a + Nwnler lo.a) -
EIEEZ(G)
onde Che = > |wil, (V)¢ — [wh].. Desde que (he € QY

vE int(a)
trago (2.17) assegura:

||<h,euo,agc(§j—j)2 S kil @ | — kil

ve int(a)

>3

(Zm

vEda

710 < C Z (
< ¢ 3 (£) oo

pois [wi], (v)¢, = [wi], para v € int(a).
ecéy
ecé&p

Consequentemente obtemos:
( 2)
€
h(a)
h(a)

Logo,
he 2
Ir1llo, < C(p—Q) Z( ) Z Z
eCOk aCdee€8°
<ol ) S el o
eCOk

0,e

e + l[lwn] Hw))

( ) o o

Juntando as estimativas acima podemos concluir a prova:

1
he\?2
16l < o(p—) S Mol o + rolloe + Il

eCOk

IN

eCé&p (k)

c (Z—) S lorlloe-

23

(a) a desigualdade do
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2.2.3 Estimativa de erro hp para projecoes ortogonais continuas

Seja IIj, : L*(2) — VP projegao ortogonal. O objetivo desta se¢ao é investigar as propri-

edades de aproximacao de II;, em L? na norma H'.

Utilizaremos propriedades de aproximagao local hp dadas em [13, 17] para a projecao
ortogonal 1T} : L*(Q) — SP(Q,T;,.F) tais como: existe C, independente de p e h, tal que
para todo k € Tj, e todo w € HY(Q,Ty), ¢ > 1,

* N
o = Mo < C (E) o (2.25)

s—1
* 1
IV(w = )l < Cp? ( ) o (2.26)

AR

com s = min(p + 1,¢). Em contrapartida com (2.25)-(2.26) a projecao ortogonal continua

I1,, satisfaz a estimativa global:

Lema 2.2.3 Euxiste C, independente de p e h, tal que para todo w € H1(2), ¢ > 1

h S
o = Tiooa < () lolla (227)

LR\
19w = ) foq < Cp (];) @l (2.28)

onde s = min{p + 1, ¢}.

Demonstragao: Seja w € H1(§2), ¢ > 1

(1) Prova de (2.27): Desde que VP C S?(Q, T}, F), a definicao de IIj, e II} garante:
(Ipw —w,vp)00 =0, Yo, € VP e (Ijw—w,vp)00=0, Vv, e VF C W,

Logo:
(th — H;;w, /Uh)(]’Q = 0, VU}L S V,f)

Consequentemente II,(Iw — I[Tjw) = 0 = Iw = I,Iljw. Usando o fato que
Ios(IT;jw) € V/, obtemos:

e = IGwllo.o = [[Ma(w) = hwloe < [[Hos(Il;w) — Iwlloo-
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Usando os lemas 2.2.2 e 3.2.1, deduzimos para V k € T},

1

* * hli ? *
Mow(Iw) — Mwllo. < c(p—) S e, o
ecé&s (k)
ho 2 .
< o(p—) S T — . flo.
e€&s (k)

De acordo com [17], o operador II} satisfaz: existe C, independente de p e h, tal que

para todo k € Tp,

1

* h’ﬁ .
& = Mwlloor < C (;) o

Logo,

[Hpw — Iwllox

AN

Q
Y
|b
| =
N———
[

> ITw = wl, lloe

p e€&y (k)
1
he 2 .
< (%) T il
p ecé&y (k)
he\°
< 0t (2 ol
p
\ _1 (B’
= [|Hpw — Mwlloo < Cp~2 » |wl|s.q- (2.29)

Concluimos usando a desigualdade triangular e as desigualdades (2.25) e (2.29) :

lo =Thwloe < flw=Mwloa + [Mw = hwlog

h\° 1 (h\®
c(—) lwllo + Co (—) ol
p P
h S
c(—) @l
p

(2) Prova de (2.28): Seja k € T,. Usando (1.9) e (2.29), deduzimos que:

IN

IA

2 4 2
* p *
(Z IV (ITw — Hw)llg,ﬁ> < <Z Oz e — th||37m>

KET KET
h 25—2 %
< c(Zp(—“) Hwnzﬁ) .
KETH p

. h s—1
= [|V(IIjw — w)lloq < Cp? <];) l|lwl|s.0- (2.30)
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A conclusao segue usando desigualdade triangular e as equagoes (2.26) e (2.30):

IV(w = Thw)lloo

IA

IV(w = IGw)lloa + [V(ITw — iw)

1 h s—1
Op? (—) o
D

0,2

IA

O

Observagao 2.2.1 A equacdo (2.29) mostra que Iw super converge para Iiw pelo fator de
p_%. Esta propriedade permite compensar a perda da poténcia de p na desigualdade inversa

(1.9) e recuperar um fator sub-étimo de pz em (2.28), obtendo um resultado similar a (2.26).

2.3 Analise de convergéncia

O objetivo desta se¢ao é mostrar como os resultados estabelecidos na se¢ao anterior, isto
¢, a desigualdade do traco inversa-hp, o resultado de interpolacao local hp e a estimativa de
erro-hp para projegoes ortogonais em L?(2) podem ser usados para analisar a convergéncia
do método elemento finito-hp com penaliazacao interior continuo introduzido na secao 2.1.

Seja u solucao de (2.3) e uy, solugao de (2.8). Daqui em diante assumimos que a solugao
exata u é suficientemente lisa, isto é, u € H?(2), ¢ > % Supomos que o conjunto discretizado

satisfaz as propriedades de estabilidade fixadas no lema 2.1.(Coercividade).

Lema 2.3.1 (Consisténcia) Sejau € HY(SY), ¢ > 2, solugio de (2.3) e uy, solugio de (2.8).
Entao, ¥ v, € VI,
a(u — up, vp) + j(u — up,vp) = 0. (2.31)

Demonstragao: Desde que u € H1(Q), ¢ > %, do lema 3.2.1 temos que [Vu], =0, Ve € E;.

Consequentemente j(u,v,) =0, ¥V v, € V.
Primeiramente vamos provar que a(u, vs) = (f,vn), Vv, € V¥ onde u é solugao de (2.3).

Multiplicando a primeira equagao de (2.3) por v, € V¥ e integrando sobre :

/vahdx = /Q(Guvh + (8- Vu)vy)dz. (2.32)

Temos: (- Vu = V(fu) — (VF)u. Entdo integrando por partes (2.32) e utilizando a

segunda equagao de (2.3) obtemos:

/Q(ﬁ'vu)vhd:c = /QV(ﬁu)vhd:z:—/Q(Vﬁ)uvhd:c

— —/Qu(ﬁ - Vup)dx + /69(n - Bluvpds — /Q(Vﬂ)uvhd:p
= —(u,B-Vup)oo + (0 B)u,vp)osa+r — (VB)u,vn)oa-
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Substituindo este resultado em (2.32) temos:

(fyvn)oe = (¢ =VB)u,vp)on — (u, 8- Vup)oa + (- B)u, vp)oo0+

= a(u,vp).
Consequentemente,

a(u —up,vp) + j(u—up,vp) = alu,vy) — alup, vp) + j(u, vn) — j(un, vy)

= (f,on)oa — (f;vn)oa =0.
OJ

Para todo k € Tj, seja Broo = ||F|lcc.a, onde A, = {x" € T; kN K # 0}. Consideremos

a seguinte semi-norma:

1
2
foll, s = (Z h;m,awn%ﬁ) . (2.33)

k€T
Lema 2.3.2 (Limitante) Eziste C, independente de p e h, tal que para todo z € H1(2, Tp,) N
Vit a>3,

SM)MAMJ+N%W)§CWMJ+C@%5+ﬁthg (2.34)

onev? [0n]a,g

Demonstracdo: Seja 3, a projegao ortogonal em L?(2) de 3 sobre S°(Q2, Ty, F). Considere

wh = B - Vuy, logo,

(z,8-Vur)oa = (2,(8—=05k) - Vur)oga + (2, 8r - Vur)oa
= (2,(8—=0n) - Vur)oa + (2,wn)o0- (2.35)

(1) Como B € WL e B, = ([.Bdz) /|k|, ou seja, B, = 3, segue do lema 1.2.2,
||ﬁ - ﬂh”o,n < Ch'ﬁ”vﬂ”lln < ChHHﬁHWéo(n)

Consequentemente, usando a desigualdade inversa (1.9), o primeiro termo do lado

direito de (2.35) pode ser estimado como:

= mTuha < X ([Gnnlsiae)” ([ 52nls - 61
KETh k k
KET}, KETR
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(NI

IN

(2, (B = Br)Vor)oa

2 2
Cllzlln,z (Z hg( ) |Uh||(2),n>
KET

1
Ch2p®|z]ls,sllvnllo-

IN

(2) Vamos estimar o segundo termo do lado direito de (2.35). Usando o fato que z € (V}/)*

e o lema 2.2.2,

(z,wn)oe = (z,wn — Toswn)on
i %
< (Z hnlﬁn,oonz‘%,n) (Z hy ;éonh - [OswhHg,n)
HETh KZG“Th

IA

Clely [ 30 ﬁm(—)2|\[whle|rae

KET) e€ 80

Observe que:

llwnle llo.e = 118n - Vunl llo.e < (I8 = Bn) - Voul, lloe + I8 - Vorl, llo.e- (2.36)

(2.a) Usando o fato que 3 € [WL(Q)]? e a desigualdade (2.17) , o primeiro termo do lado

direito de (2.36) é estimado como segue:

I[(B = Br) - Vurl, lloe < C'Z Pl Bllw, ()l VUny, o

KDe
1

2\ 2
p
C X bl (£) 190l

KDe

IA

Da desigualdade (1.9) temos

p*\? p?
I8~ 0 Vol e < €3 halBlwac (h—) 2 uno.

KDOe

IN

> 1Bl > T thuw,

KDOe

onde a notagao k D e refere-se aos elementos que compartilham a face e.

(2.b) Para estimar o segundo termo do lado direito de (2.36), note que [|[3- V], [lo. =
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|6 - nl||[[Vvp, - n] || devido a continuidade de [ e v,. Consequentemente,

Sy mm(—“)zuw-wh}J%,Q <oy (b ) 160l [Ven - nl, 12,

KETh e€ES (k) ecé&y
2
< Cpa J(Uhvvh>'

(2.c) Juntando as estimativas obtidas nos passos (2.a) e (2.b) temos:

1
2

Geoa<Clilhy (X X aek (e ) G - ) - Vol 1B, + 13- Vurl I2,)

KET) e€ 80 (k)
1
2

2
<Cllzln,z Z Z hep (Z Hﬁ”Wolo(n)HUhHO,fs> + 5 (vn, vn)

KET) 6682(5) rDe

(SIS

1 o1 .
<Cllzllnz p*hz ||oplloe + p2 " (vn, vn)

1

<Cllzlln,: (*h2 + 92 ol

Entao,

(z,8-Vop)a = (2,(8—70k) Vur)a+ (z,wh)a
1 a
< Chap?||zllp 2 llvalle + CHZHh,%(thQ +p2 Y vallay
1 e
< Cllzllpi(p?hz +p 2 |vallay-

A

(3) Como z € HUQ,T,) N (V) ¢ > 2, seque que [Vz], = 0, logo j(z,v,) = 0. Além

disso ((¢ — V- )z, vn)00 = 0, pois v, € V. O outro termo ¢ estimado como segue:

1 1
116 - n[22[lo0alll5 - nl>vhllo.00

IN

((B-n)z, Uh)o,am

IN

Cllzllallvalla-
Logo,

. 1 o
a(z,vn) + j(z,0n) < Cllzllagllvnllay + CW*R2 +p27Y)lz ]y 1 lonllay-

Lema 2.3.3 Existe C, independente de p e h, tal que

1 fe
= g < Cll = Wyt + CR2hE +pF~)u = Wy 1. (2.37)
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Demonstragao: Devido aos lemas (2.1.1) e (2.3.1) temos:

| — uhHiJ a(lpu — up, Tpu — up) + j(1pu — wp, Hpu — uy)
= a(Ilpu —u~+u— up, Hpu — up) + j(Hpu — u + u — up, Hpu — up)

= a(llpu — u, Mpu — up) + j(IMpu — w, Mu — uy),

pois yu —uy, € V).

Desde que Ilu — u € (VP)4, o lema 2.3.2 garante:
1
[TThwe = unlla,

< W = ullag + CEP*h2 +p5 ) |[Tyu — ull, ;-

Tpu — upl|a,; (a(Tlpu — w, Mpu — up) 4 J(Mpu — u, Ty — uy))

Concluimos usando a desigualdade triangular:

lu—unllay < llu—pulla; + [Hpw — uplla,;

1 a
< Oy — ullay + C(P*hz +p= =)y — ull,1-

O
Lema 2.3.4 Eziste C, independente de p e h, tal que para w € HI()), q > %,
1 (h =3
o =Tl y < Co7# (2) 7 oll (2.38)
1 9_a h Si%
lw = wlla; < C(pT +p~ 2) » [wl]s,0; (2.39)

com s = min(p + 1,q).

Demonstragao: (2.38) é estimado usando (2.27):

|lw — w

3
|h,% - (Zhglﬁmoonw_ﬂhwng,n)

KETH

h 2s %
c <Z h (;) ||w||§,ﬁ>

KETH
(e
Cp (—) llles
p

Para provar (2.39), primeiro destacamos a seguinte desigualdade do trago, cujo esbogo

IN

IN
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da demonstragao pode ser encontrado em [8]:
[ollosn < Cllullgal Vollig, Yo e H(Q).
Utilizando a desigualdade acima e o lema 2.2.3 obtemos:
v = Mwloon < Cllw —Mwlidq IV = M)l

s s—1
h\? L 1 (h\ 2 1
o (3) 1tart (5) "
p [wll2q p [wll2q

WA
< ot (2) ela (2.40)

IN

Para estimar j(w — IIw,w — IIyw), observamos que para todo xk € Tj,:

[V(w = TLw)lloes < [[V(w = w)lloex + [[V(Hpw — THw) [l0,0x
< ||V(w = Iw)|lo.as + Cohe 2 ||V (Hpw — iw) ok, (2.41)

onde utilizamos a desigualdade triangular e a desigualdade (2.17). De [17] temos que existe

C, independente de p e h, tal que para todo k € Ty,

s—3

h 2
IV(w = L) looe < Cp (?) o (2.42)

Juntando as estimativas acima e usando (2.30) obtemos:

Jlw—Tho,w—Thw) < Y h2p?|8-nl[[V(w —Thw), |5,

6682
(241) 2 —a * 2 2— * 2
O (R — )R + bV (T — ) 2,)
KETh
(2.42) B h, 25—3 . h 2(s—1)
& oY (—) Wl + Chy? p(—) ol
KET, p p
h
h 2s—1
< e (5) w20 (2.43)

Logo, do lema 2.2.3 e das estimativas (2.40) e (2.43) segue,

lw —Thwla; < Cllw—Thwlé + Cllw — hwlFe +j(w — Thw,w — w)

h 2s ) h 2s—1 h 2s—1
C (- w2+ Cp? (—) w|?g+ Cp* (—) w||?
(p) @l B ez N ez

) h, 2s—1
< Cb gt (];) lwlZa

IA
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Consequentemente,

1
1 o (B2
o= Thwle, < CO*+p? 2>(—) Il
]

Teorema 2.3.5 Sejau € H1(Q), ¢ > 2, solugdo de (2.3) e seja w, solugdo de (2.8). Tome

a= % Entao, existe C, independente de p e h, tal que

1
1 s 1 (h\7 2
it = wnlloy < Cpt + pind) (5) lllosr (2.44)

5
2

onde s = min(p + 1,q). Consequentemente, se h < p~2, podemos assegurar,

1 (h =2
lu = wpllay < Cp} (5) s (2.45)

Demonstragao: Desde que § — 1 = %, o lema 2.3.3 garante:

103
lu—unllay < Cllu—Tyullag + C(p*h2 + p*)llu — Myull, 3

1
(2.38) - 1 h S—3
& Ollu— Myl + cpiht +pt) (2—9) s

Desde que 2 — ¢ = 1, temos de (2.39):

()T
HU—HhUHa,jSCP“ 1_7 [[w]]s,0-

Logo,

|lu — up,

1 1
1 (h\7 2 301 i (R
o< O (;) |yuus,g+0<pzh2+p4>(5) lullog

1 3. 1. (h 3
< c<p4+pzhz>(];) Ju

5
2

A desigualdade (2.45) segue diretamente de (2.44) quando consideramos h < p~z.

A estimativa de erro dada pelo teorema 2.3.5 é subdtima pelo fator p%.
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2.4 Extensao para elementos simplices

A meta nesta segao é discutir a extensao da andlise das segoes 2.2, 2.3 e 2.4 para elementos
finitos simplices. A maior parte das demonstracoes dos resultados enunciados nesta secao
sao facilmente adaptados das apresentadas acima, devido a isso somente apresentamos um

esbogo. Consideramos entao Tj, uma particao de 2 em elementos simplices afim k.

Consideremos o espaco de elementos finitos continuo:

VP ={uv, € C°(Q); V& € Tp, vy, € Bp(k)}- (2.46)

2.4.1 As desigualdades do traco e trago inversa para simplices

Inicialmente consideramos a seguinte desigualdade do trago dada no trabalho de War-
burton e Hesthaven [34].

Lema 2.4.1 Para k € T, € vdlida a sequinte desigualdade:

1
(p+1)(p + d) med(dk) \
Vo€ B, Iolao < (LD ECEN o, (2.47)
Para estimar a desigualdade do trago inversa em P,(k), sejam n,, = dim(P,(k)) e

{®i}1<i<n, . a base canonica de F,(x). Consideremos o conjunto dos ndés em x dado por
A ={aih<i<n, .-

O conjunto A é dito ser unisolvente em P, () se a matriz com coeficientes (¢;(a;))1<ij<n, 4
¢ inversivel. E esse conjunto é admissivel se A é unisolvente em P,(k) e se para qualquer
dimensao d’ < d e qualquer simplex v’ C Ok de dimensao d’, o conjunto de noés em «’ é
unisolvente em P,(x’).

Dado um conjunto de nds unisolvente A, definimos:

PAK) ={v € Py(k); Ya; €A, v(a;) =0 se a; & Or}. (2.48)

p

Lema 2.4.2 Para um conjunto de nds unisolvente A em P,(k), € vdlida a desigualdade:

|vlo,0x < <(2]9 + d) med(@f@)) : ‘ (2.49)

vePA(m\o} [[vllos — d  med(k)

Demonstragao: Estabelecemos a estimativa (2.49) para um simplez fixo, e estendemos para

um elemento arbitrario em T5.

(1) Escolhemos a base ortonormal em L?() para P,(#) conforme considerada em [34].

Também definimos de acordo com [34] a matriz F de ordem np.q tal que (V,F V)Rnp,d =



34

0]|2 5., para todo v € P,(k), onde V é um vetor, com as respectivas coordenadas de © na
0,0k P 9 3

base ortonormal escolhida e (-, -)gnp.a denota o produto escalar Euclidiano em R"».

Desta forma, F' é simétrica e semi-definida positiva. A vantagem na escolha desta base
deve-se ao fato que a matriz a possui uma estrutura de blocos, onde cada bloco tem posto
1.

d R
(2) Para determinar esta estrutura, definimos J, 4 = {(i) € I, 4; > 4 < p}. A matriz F'
=1

é entao indexada por multi-indices (i) e (j) em J, 4 e suas entradas sdo dadas por:

d—1 . 1 . 1
- i ((2Na(i) +d\ 2 (2N4(j) +d\?
Fiygy =11 un(=1) (—2 ) (—=1) (—2 :

=1

d d
onde Ny(i) =>_ 4. Seja r € {0,...,p}. Para qualquer (') € I, 4 tal que ) i = r,
i=1 i=1

podemos associar um bloco F;. ) de F' correspondente ao multi-indice (i) = (47, ... 4)_,%a4).

Em [34], é provado que o bloco Fn(i/) é de tamanho (p —r + 1) com posto 1, e seu trago é

igual a:
tr(F, -)—% 1(27~+2i +d)—1( —r+1)(p+r+d)
r, (i) __. . 9 d - 2 p p :
tq=

(3) Em [34] é estimado o maior autovalor de F', mas nesta demonstracao estamos inte-
ressados no menor autovalor nao-nulo. Desde que os blocos Fr,(i/) tem posto 1, o espectro de

F ¢ dado por:
§(F):{1(p—r—|—1)(p+r+d)} U {0}.

2 0<r<p
Desde que o produto (p—r+1)(p+r+d) = p*+dp—r?>—rd+p+r+d, entdao derivando essa
expressao em relacao a r obtemos —2r—d+1 < 0, Vr. Consequentemente (p—r+1)(p+r+d)

¢ monotona decrescente em r. Entao o menor autovalor nao-nulo de F' é \ . » = 27’%1.

(4) F tem p blocos, onde cada bloco tem posto 1, ou seja, cada bloco tem um autovalor
nao nulo. Sejam {Aq, ..., \,} esses autovalores nao nulos de Foep= {¢1,...,¢p} respectivos

autovetores ortonormais associados. Considere

¢ = {ahs; 1; autovetor do N(F), V1 <i < Npd — D},

tal que Vh = ¢ U9 seja um conjunto ortonormal. Aqui N (F ) representa o nicleo de F

Logo, para Vv € P/(&), V =3 (V.4h;) ¥; + > (V, ¢;) @i Consequentemente:
7 i



lol3or = (V.£V)

R™p,d

- <Z (VY? I/Jj)R”p,d l/Jj + Z (V7 902'>]R“p7d Pis Z/\J (V7 ij)]R"p,d ¥j

J i J

2
= Y (Viei)zma @il mas

i

= > (Vi@i)zmma A

i

Por outro lado,

loll5s = (Z (Vo) gmma ¥ + > (Vioi)gmaa €1, > (Vi) gmpa 15 + Z (V, i)gnp.a pi

J @ J

2 2
= > (Vi) 105 llma + D (Vi@ il amm.a

J
= > (Vit)ima + Y (Vigi)inpa -
j i
Logo,
2
||Ul|g o E <V7 (pi)R"p,d /\l Z (V (pZ)R "p.d )‘
Ok _ ¢ < .
i3s3 (Vidi)gmma + 32 (V@) g > (V. i)
J ? 7
Consequentemente,

Z v, SOZ)R np.d A
e

vePA N\{0} HUHO,,i ve Py (k)\{0} Z (V %)R np.d

Z (@mm; Qpi)R"p,d )\z

i

A

< 2
Z (Somzna Soi)R”p,d
K3
2p+d
= )\minﬁ' = 9 :
onde @y, ¢ 0 autovetor associado ao autovalor A . .

Entéo, usando que med(#) = 2med(d&) e as igualdades de (2.16), temos,

) R"p,d

35

) Rnp,d
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[T

[vlloos ((2p+d)med(5%))
vePA (N0} ||V]l0x 2d  med(k)

- (o

O

O lema 2.4.2 mostra que em qualquer simpler de dimensao d > 2, a desigualdade do
trago inversa nao pode ser 6tima em relacao a desigualdade do trago, ou seja, o fator p% é
perdido. O restante da andlise apresentada nesta secao restrita para simplices é baseada na

seguinte hipotese:
Hipétese 2.4.1 Existe um conjunto de nos admissivel A* em P,(k) tal que:

Vo e B (%), [vllos < Cp2[vlloor- (2.50)

Daqui em diante, para todo k € T, PIE)(I{) denota o conjunto polinomial PpA g (k), onde
A% é aimagem do conjunto A* pela transformagao de &~ em x. Se d nao é grande com relacao
a p, a estimativa (2.47) e a Hipétese 2.4.1 conduzem as seguintes desigualdades do trago e

traco inversa sobre simplices:

2\ 3
¥ € 2,0, Ioluse <€ (1) ol (251)

K

Vv e Pg( )s lvllo,

o 2
<C < p ) 1v]lo.0n- (2.52)

2.4.2 Interpolacao hp e projegao sobre tridngulos
Seja k € Tp. Para um né v € A%, seja K, = {x' € Ty; v € K'}; entdo, para w;, €

SP(Q, Ty, F), definimos Ipswy, localmente em « pelo seu valor em todos os nés de A’ fixando:

Toswy (V) =

— d Z why, (2.53)

KEKV

Desta forma Ipswy, € V).

Lema 2.4.3 FEuxiste C, independente de p e h, tal que, para todo k € K, a sequinte estimativa

¢ assequrada:

he 2
th S SP(Q,Th,?), ||wh — [()S(,uh”(),,i <C (?) Z |||[wh]| ”0767 (2.54)
ecé&s (k)
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onde E(k) ={e€ &;enkr #£0}

Demonstracao: A demonstracao é semelhante a efetuada no Lema 2.2.2 exceto que aqui

usamos as desigualdades do traco e traco inversa (2.51) e (2.52) ao invés de usar (2.17) e
(2.18). Outro fato importante observar para d = 2, a desigualdade do trago inversa (2.52)
¢ usada somente uma vez, pois necessitamos ir somente até e, enquanto para quadrilateros
aplicamos a desigualdade (2.18) até chegar em de. Isso ocorre pois os conjuntos Py(x) e Q) (k)
estao definidos de forma diferente. Como consequéncia aparece o fator p_% na desigualdade

acima, enquanto para quadrilateros esse fator era p~!.

O
Lema 2.4.4 Existe C, independente de p e h, tal que para todo w € H1(Q2), ¢ > 1,
h S
o = Tislon <€ (1) ella, (2.55)
h s—1
196~ Tlloa < Cp (5) " folln (2.56)

onde s = min(p + 1, q).

Demonstracao: A demonstragao é analoga a efetuada no Lema 2.2.3, sendo que na demons-

tragao de (2.55) usamos a estimativa (2.54) ao invés de usar (2.20).

O

Observacao 2.4.1 A superconvergéncia de Ilyw para Iljw € perdida sobre simplices desde

que:

h S
|Tpw — Miwl|joq < C <]—9) [wlls,0-

Como consequéncia, a estimativa (2.56) é subdtima pelo fator p, mas a estimativa (2.55)

permanece 6tima.

2.4.3 Analise de Convergéncia sobre triangulos

Seja u € HY(Q), ¢ > %, solugdo de (2.3) e seja u;, solucdo de (2.8). A anélise de

convergéncia ¢é efetuada de maneira semelhante a efetuada na segao 2.3.

Lema 2.4.5 (limitante) Existe C, independente de p e h, tal que para todo z € HI(Q, Ty) N
Vit a>3,

sup (Z(Z, Uh) +](Z, Uh) S ||Z||a7j + O(p%_% +p2h'%)||z||h,% (257)

oneV? [valla,
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Demonstracao: A demonstragao segue a mesma idéia a usada para o lema 2.3.2. Mas para

simplices, podemos escolher 3, em V}!, e consequentemente nio precisamos efetuar a esti-

mativa (2.36) e obtemos a seguinte desigualdade:

Z Z @eoo( )Qﬂ[ﬁh Vo, 5. < Cp* 25 (vn, va).

KETy 6680
O
Lema 2.4.6 Eziste C, independente de p e h, tal que para todo w € HI(S2), q > %,
1
1A\
lw =Tl 1 < Cp~2 » wlls.e, (2.58)
1
1 s [(R\T2
lw = Mywlla,; < C(pz +p272) » [wlls,0 (2.59)
onde s = min(p + 1, q)
Demonstracao: Esta demonstragao é andloga a efetuada no lema 2.3.4.
O
Baseado nesses resultados, apresentamos o principal resultado desta secao.
Teorema 2.4.7 Sejau € H1(Q), ¢ > 2, solugdo de (2.3) e seja w, solugdo de (2.8). Tome

a= % Entao, sob as condicoes da thotese 2.4.1, existe C, independente de p e h, tal que

1
. h\ % 2
e = wnlloy < S + pind) (5) lllosr (2.60)

3

onde s = min(p + 1,q). Consequentemente, se h < p~2, assequramos:

1

s (h\7 2
I = wnllay < Cpt (];) Il (2.61)

Demonstracao: Reformulando o resultado do lema 2.3.3 para simplices, obtemos:

a—1
lu —uplla; < ClHpu —ulle; +C (pT +p2h%> Mhw =l 1 (2.62)

a 1 __
Desde que § — 5 =

(2.59) temos:

o
rolen
M1

PN

>

N =

, entao usando as desigualdades (2.62), (2.58) e

1
1\ (RN
o=l <€ (5457203 (2l
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2.5 Problemas de adveccao-difusao

O objetivo desta secao é mostrar que a forma bilinear com penalizacao interior continua
definida pela equagao (2.7) também pode ser usada para aproximar problemas advecgao-
difusao em ambos os casos: adveccao dominante e difusdao dominante. Vamos limitar a
teoria apresentada aqui somente para aproximacoes elementos finitos sobre malhas produto-
tensorial.

Considere o seguinte problema de equacoes diferenciais parciais com condic¢oes de fron-

teira mistas Neumann-Robin:

—cAu+p3-Vu+su = f,
(Bu—eVu) -nlgo- = 0, (2.63)

eVu - n|go\o0- = 0,

onde € > 0 é um parametro real e f, 3 e ¢ satisfazem as hipoteses afixadas na secao 2.1,
ou seja, f € L*Q), B € [WL(Q)4, ¢ € L>(Q). As condigoes de fronteira Neumann e
Robin sao condigoes naturais de saida e entrada de fluxo, respectivamente, para problemas

advecgao-difusao.

Sobre H'(Q2) x H'(Q)) definimos a forma bilinear Galerkin:

a:(u,v) =e(Vu, Vu)oa + ((c = V- Blu,v)o0 — (v, B - Vo)oo + (6 - nu,v)gso+r.  (2.64)

A aproximacao elementos finitos de (2.63) consiste em encontrar uy, € V¥ tal que:
ac(un, vp) + j(un, vn) = (f,vn)oq, Yo, € V7. (2.65)

Para v € H9(Q,T3), ¢ > 3, consideremos a norma:

1 1 1 1 .
[ollZ; = lle2Volls o + llsgvllg o + L1 |2 0ll§ 00 + j (v, ). (2.66)

O problema discreto (2.65) é dotado com as propriedades de estabilidade e consisténcia,

conforme mostraremos a seguir:

Lema 2.5.1 (Coercividade) Para todo v € H1(Q,T}), ¢ > 3,

a:(v,v) + j(v,v) = |[v]|2.

Demonstragao: Vv € H1(Q,T},), temos:

a.(v,v) +j(v,v) = e(Vu,Vov)oq + alv,v) + j(v,v)

1
lezVoll5.o + lvl12 5

v

= lvliZ;.
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0

Lema 2.5.2 (Consisténcia) Seja u € H1(Q), ¢ > 2, solugio de (2.63) ¢ seja uy, solugio de
(2.65). Entao para todo vy, € Vi,

a-(u — up,vp) + jlu — up,vp) = 0. (2.67)

Demonstragao: Como u € H(Q), ¢ > %, do Lema 3.2.1 segue que [Vu], = 0, Ve € &;.

Consequentemente j(u,v,) =0, Vv, € VP

Mostraremos que a-(u,vp) = (f,vn)oq, Yo, € VP, onde u satisfaz (2.63).

Multiplicando a primeira equagao de (2.63) por v, € V¥ e integrando sobre €2 obtemos:

/ fupdx = —a/ Auvpdx + /(guvh + 3 - Vuuvy,)dz. (2.68)
Q Q Q

Do mesmo modo como foi visto na demonstracao do lema 2.3.1 temos:

-Vuvpdr = \% de — [ (V- d
/Qﬁ uvpdr /Q (Bu)vpdx /Q( Buvpdx
= — /Q uf - Vopdr + /BQ n - fuvpds — /Q(V - Bluvpde.

Além disso,

—/EAuvhda: = /SVU-Vvhdx—/ en - Vuuyds
Q Q 9Q

= / eVu - Vuopdr — B - nuvyds.
Q o9~

Substituindo esses resultados em (2.68) temos:

(f,on)oe = e(Vu,Vup)oa — (8- nu,vs)o00- + (Su,vp)o0 — (w, 5 - Vup)og
+(B - nu, vp)o00 — (V- B)u, vn)on
= e(Vu,Vup)oa+ ((c = V- Blu,vp)o0 — (u, 5 - Vup)oo + (B - nu, vy)o g0+

= a.(u,vp).
Logo,

ac(u — up,vp) + j(u —up,vp) = ac(u,vp) — az(up, vp) + j(u,vy) — j(un, vy)

= (f, Uh)O,Q — (f, Uh)o’g =0.
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Lema 2.5.3 (Limitante) Eziste C, independente de p e h, tal que para todo z € H1(Q, Tp) N
(Vi) a> 3,

as(z> Uh) + ](Za Uh)

1 a_
sup < Clalleg + CEPRE +pE )2l (2.69)
onevy [onlle,s
Demonstracao:
ac(z,vn) +j(z,vn) e(Vz,Vup)oa + alz,vn) + j(z,vn)
[onlle,s B 1 2
” (It Venlizo + ol

e2[|Vzllone? | Vunllon . a(z,vn) + j(z,vn)

€%||Vvh||079 ||Uh||a7j

Usando ao lema 2.3.2, temos:

CLE(Z,U}L) +j(2,7)h)

£7||Vzlloq + C|lz
[vnlle.;

IN

1 a_
og + C*hE +p5 )2l s

1 a_
< Clalley + C@hE +p5 Yz 0

Lema 2.5.4 FEuxiste C, independente de p e h, tal que,

lu —wnlley < Cllu— Tyl + C@PhS +p5 )l — Tyl 5. (2.70)

Demonstracao: Dos lemas 2.5.1 e 2.5.2 segue,

|ITT,u — uh||§7j a:(pu — up, Mpu — up) + j(Mpu — wp, Tpu — uy,)

= a.(Ilpu — u, pu — up) + j(Hpu — u, Hpu — uy,),

pois Ipu — uy, € V. Desde que Hyu —u € (VF)*, pelo lema 2.5.3 temos:

1 a
v = unley < Cllhu — ulle; + C(p*h2 +p2 )| Tyu — ully 1.

Logo,

ci < lu—pulle; + | Hpu — up e,

< Ol —ulle; + C(p*he +p& )|y — ull, 1.

||u — up,



Lema 2.5.5 Eziste C, independente de p e h, tal que para w € H1(Q)), ¢ > %,

IS,Q-

1. _1 1 9_a h Si%
lo =Ml < Clezph™ +pt +p75) ()l

Demonstragao: De (2.28) temos:

s—1
1 11 (h
sﬂV@—HwNMSme(?) @l
Logo,

lo—Mwlle; < Jle2V(w - Tw)llog + |lw — Mhwllas

(2.39) [ h 5*% 1 e h S*%
2 Cebph 2(5) nwm@+wxp4+p22>(5) wllee

1
2

o (R\°
< Clezph™7 4 pi +p> %) (—) [wlls.0-
p
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(2.71)

O

Proposigao 2.5.6 (Advec¢io dominante) Seja u € H(Q), ¢ > 3, solugdo de (2.63) e seja

up, solugao de (2.65). Tome o = % Assuma que h < p_r
p e h tal que,

1
1 _1 1 h 572
Hu—meSC@wh2+p0(5> lulloc

onde s = min(p + 1, q). Consequentemente, se € < hp’%, assequramos:

1

L ()
Hu—wmds@igj el

Demonstragao: Temos que § — 1 = %, entao do lema 2.5.4 segue,

L
lu=wnlles < Cllu=Thulles+C (p*h% +p?) llu— Myl 3

(2.38

) B\ 2
< -ty + 0 (s 4pt) (2)

Desde que 2 — § = i, segue do lema 2.5.5,

1 AN
|lu —Myulle,; <C <€%ph_§ —i—]ﬁ) (E) ||

5,82+

|s,Q-

Entao, existe C, independente de

(2.72)

(2.73)
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Entao,

, B\ 52
o=l < € (et +ptaptnd e pt) (4)ulle

AN
Q
~—~
ml\'}\H

=3
>
N =
+
i)

T
N—
VR

| =
~_
i
D=
=
=
=

A proposicao 2.5.6 fornece uma estimativa de erro sub6tima pelo fator pi para problemas

com adveccao dominante.

Proposicao 2.5.7 (Difusao dominante) Seja uw € HI()), ¢ > 2 solugao de (2.63) e seja up,
solugdo de (2.65). Tome o = % Assuma que h < p_%. Entao existe C, independente de p e
h tal que:

h s—1
| — uplle; < C(1+e72)(e2 + 1+ hap 1) (2—?) ]| 5.0, (2.74)

onde s = min(p + 1,q). Consequentemente, se ¢ > max(1, hp’%) temos:

) h s—1
|lu —uplle; < Cez2 (5) l|lu]ls.- (2.75)

Demonstragao: Considere o seguinte resultado de interpolagao de [4]: Existe uj € VP tal

que,

. h 5—1
o= tilha<C(2) fula (276)
1) Inicialmente iremos provar:
(1) p
1 1 3 h sl
jw—u;u—quSCMpw(—) lullos
p

Seja 1T}, , « H*(Q) — SP(Q, Ty, F) projecao ortogonal. De fato IT; , = H2|H2(9>. Conside-
remos o operador de projegao IIj , de maneira que satisfaga as propriedades de aproximagao

6timas nas normas em L?, H' e H?, de acordo com [13]. Seja x € T; e ¢ C dk. Devido ao



lema 1.3.7 e a desigualdade do trago (2.17) temos:

IV (u = u)illoe <[V (w =TI su)y flo.e + [V ou — ), flo.e

LO

h’i _% * *
sc( ) el + Cphi |V (I gt — )l
( ) el + Cphin® (19 (1 =TTyl + ¥t — ) o)

3
875 _l
) e + Coh [V (e = ) o

Logo,

Huuiu=i) < 3 (%) 0 nllF - vl
ec&y

25—3
)( ( ) mmﬁ+ﬁmwvw—umm0
hi 25—3 - h% 2s—2
-7)< ( ) mmﬁ+ﬁml(—) 2, )
p2 p

3 h 258—2
::JW—uLu—umﬁCmﬁd<—) ulg
p 9

IA
3 |£§3

[SIEN

(2 76)

%
>

ecé&y

Usando (2.76) para estimar os demais termos, temos:

s—1
1 . 1 (h
nwvw—umeSOm(E) s

1 h/ s—1
nﬁw—umma<o(p) Il
1 . . h s—1
WﬂnPw—umeSCWw—wm@éC(g) Il

Consequentemente,

1 1 1
Ju—wpl?2;, < [e2V(u—up)llog+ llsg (u—u)llon + ClIE - 0|2 (u— uj)llo0

il —uf,u—up)?

) 2 AN
C (gg F14 hap7> (;) el -

IA
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Devido aos lemas 2.5.1 e 2.5.2 temos:

Ju—unl2; < ac(u—up,u—up)+ j(u—up,u—up)
= (i unu— uf) + ()
1 .
< (1) = unlleglie = il
Logo,
1 .
Ju—unle; < (1+5 2)HU_UhHa,j
N [ L ey (BT
< (i) (Errent ) (4) pula
p

O

Podemos notar que é recuperada a otimalidade da estimativa de erro para problemas

com difusao dominante.



Capitulo 3

Método de (Galerkin descontinuo para

a equacao reacao-difusao

Neste capitulo efetuamos um estudo da fomulagao variacional descontinua apresentada
por Romkes, Prudhomme e Oden em [30] para o problema reagao-difusao. O método apre-
sentado neste trabalho é um método conservativo pois penaliza somente o salto do fluxo da
solugao.

Inicialmente apresentamos o problema modelo e introduzimos a formulacao variacional
associada de acordo com [30], em seguida asseguramos que a mesma é bem posta. Na se¢ao
3.2 mostramos que a solucao do problema de equacao diferencial parcial é também uma
solucao do problema fraco. As condigoes de continuidade e inf-sup da forma bilinear que sao
provadas nas secoes 3.2.1 e 3.2.2, respectivamente, sao resultados essenciais para garantir
existéncia e unicidade de solucao do problema fraco na secao 3.2.3. E finalmente, agrupando
os resultados obtidos nas secoes 3.1 e 3.2, obtemos a estimativa de erro a priori na secao 3.3

para método introduzido.

3.1 O problema modelo e a formulacao variacional
Consideremos o seguinte problema de reagao-difusao:

~Au+u = f, emQ CR?
u = 0, sobre 09,

onde f é uma fungao de valor real em L?(12).

3.1.1 A formulagao de Baumann-Oden

A formulacao variacional descontinua, alvo de estudo deste capitulo, é em principio uma
extensao do Método de Galerkin Descontinuo (DGM) de Oden, Babuska e Baumann [21].

Devido a isso, reservamos esta secao para abordar esta formulagao para o problema eliptico

46
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(3.1) . Essa formulagao usa como espago de fungoes teste, W (T}), como sendo o completa-

mento do seguinte espago Sobolev Particionado:
H(T,) = {v e L*(Q) : v, € H>*(r), Vke Ty}, >0, (3.2)

com relagao a seguinte norma:

ol = > olli . + AV O} G e + Rl 1IE e + B “olfoe (33)
k€T
onde o > 0 representa a dependéncia da norma em relagao a malha.
Entao, usando esse espaco de funcoes, a formulagao variacional é:
encontre w € W(T,) : Bpeu(w,v) = L(v), Yve W(T,), (3.4)

onde a forma bilinear Bpgy(w,v) e a forma linear L(v) sao definidas como segue:

BDGM : W(‘.Th) X W((Ih) — R,
L : W(T,) —R,

Bpeu(w,v) = Z/ (Vw - Vo +wv)de —/ (] - {Vw} = [w] - {Vv}) ds

KETh

_ /m (v(Vw - n) — w(Vo - n))ds (3.5)

L) = /Q Fudz,

onde a integral sobre a aresta da interface €; deve ser interpretada da seguinte maneira:

g6 = 3 [ sy

eC&p

A continuidade de Bpgas sobre W(T,) x W(T},) com relagao a norma dada em (3.3) pode
ser provada sem grandes dificuldades. Porém para o problema unidimensional, nenhuma

condi¢ao inf-sup da forma bilinear com relagao a essa norma foi provada.

3.1.2 A nova formulacao fraca

Para superar o problema mencionado na se¢ao anterior, é proposto em [30] usar uma
aproximacao similar ao usado por Baumann e Oden, mas que difere na escolha do espaco de

funcoes teste e ligeiramente difere na formulacao do problema variacional. Primeiramente
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introduzimos o seguinte espacgo particionado:
M(Ty) ={v e L*(Q): v, € HA, k), VK € Ty, [Vv] € L*(E5)}, (3.6)

onde:

H(A k) ={vel*k): V-Vve L*k)} C H (k).

Note que se v € H(A, k), entdo Vo -n € H~/?(9k) (ver [9, 23]). Também consideremos

uma nova norma || - || sobre M (T},), definida como:
2 s I 2 h? 2
loll® = Z; [oll¥ + FHVU 0|2, ¢ F ép—clll[vv]l 16,¢ - (3.7)
reJp

Os parametros v, A, 6, ( sdo maiores ou iguais a zero e as normas utilizadas em (3.7) sdo

definidas como:

lgll=1/2.0n = sup |(o#)—1/2x1/2,0x]

)

e H/2(0r) llell1/2,0r .
lelyzor = inf ol |

w e H(x)

Yow = @

onde (-, -)_1/2x1/2,0n denota o par dual em H='2(0Kk) x H'/?(0k) e onde 7y, denota o operador
do traco:
Yo : HY (k) — HY?(0k).

Agora, o espaco de fungoes teste V' para a nova formulagao fraca é escolhido como o com-
pletamento de M (T},) com relagdo a norma | - ||. A nova formulagao variacional descontinua,

nesse espaco de funcoes, é dada por:
encontre w € V : B(w,v) = L(v), Yv eV, (3.9)
onde a forma bilinear B(w,v), e a forma linear L(v) sdo definidas como segue:

B:VxV-oR, L:V-o=R,

Bww) = 3 </H(Vw~Vv+wv)dq:—/é)ﬁ(v(Vw~n)—(Vv~n)w)ds)

KETH
A

h
+ /go({v}[Vw] —{w}V])ds +/ EE[Vw}] [Vv] ds, (3.10)

&y

L(v) = /vada:. (3.11)
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A paridade dual em H~'/2(0k) x H'?(0k) serd denotada por:

/ (Vw-n)vds = (Vw -0, v)_1/2x1/2,06
Ok

Esta formulacao é semelhante a formulaggo DGM de Oden, Babuska e Baumann [21],
pois se escolhemos o subespago W (T},) de V' das fungoes com fluxos Vv - n € L?*(dk), entao

usando as seguintes identidades:

,;L /anv(vw ‘n)ds = /EZ[U(Vw)] ds + /angw -n)ds (3.12)
(Vw)] = [w]-{Vv}+{w}V], (3.13)

recuperamos a formulacgao DGM de Oden, Babuska e Baumann. A tnica diferenga é a adigao
do tltimo termo em (3.10). Este termo ja foi adicionado nos trabalhos de Percell e Wheeler
[24] e Hughes et al [18], onde também é adicionado outro termo de penalizacdo sobre os
saltos das funcoes [v] através dos elementos da interface. A motivagdo para somente impor
um termo de estabilizacao no salto do fluxo da solucao entre elementos deve-se ao fato que
adicionando somente este termo, pode-se provar as propriedades de continuidade e inf-sup
da forma bilinear com relacao ao espago V, na norma || - ||. Além disso, a propriedade de
conservagao local é mantida de maneira fraca, ja no caso onde é adicionado o termo de

penalizacao sobre os saltos da solucao nas interfaces, esta propriedade é eliminada.

Observacao 3.1.1 A formula¢ao Galerkin descontinuo (3.9) satisfaz uma lei de equilibrio

de conservagao local no sentido médio. Tomando v =1 em (3.10) sobre um elemento k € Ty,

/K wiz — /8 (Ve nds - / fde.

Seja w uma solugao de (3.9), entao a func¢ao w = w(x) € o termo de reagao na equacao de

obtemos:

equilibrio e {Vw-n} € o fluro médio de w através da fronteira do elemento. A for¢a interna

total por elemento deve ser equilibrada pelo termo de fonte f.

Na modelagem computacional, um espaco de dimensao finita de func¢oes polinomiais por

partes de valor real de grau< p, é introduzido, tal que:

VP ={veL*(Q): v, =00F,"

K 7

ve P, (k), Yk e Ty} (3.14)

Note que V" é um subespaco de V. Agora buscamos uma aproximacao u;, para « como

solugao do seguinte problema discreto:

encontrar u, € V" : B(up,vy) = L(vy), Yo, € V. (3.15)
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3.2 Formulacao variacional bem posta

Antes de abordar a relagao entre a equagao diferencial parcial (3.1) e a formulagao vari-

acional descontinua (3.9), introduzimos o seguinte lema.

Lema 3.2.1 Se u € H(A,Q), entao u e (Vu -n) sdo fracamente continuos através da

interface dos elementos €3, de maneira que,

/ [u] pds =0, / [Vu] pds = 0, Vo e C5(ew),

onde,
e, = int(0k; N OK;) C E;.

Demonstragao: Considere dois elementos vizinhos x; e k; na particao T, e & = int(k; U k;).

Para provar a continuidade de w, tomamos uma funcao teste arbitraria ¢ € C5°(k) e anali-
samos o produto interno em L2.
Separando o produto interno em dois termos sobre x; e x; e integrando por partes obte-

mos:

(Vu,V)or = /Vu-Vgodas—l—/ Vu - Vodz

J

= —/ uV(V@)dm+/ qu0~nds—/ uV(V@)d:U—i—/ uVp - nds
K 0K; K 7]

i j Kj

- _ / uApdz + / [u] - Vds

K €

— (Vu, Vi)os + / ] - Viods.
= /[u] -Vepds =0, Ve CFR).

Repetindo este mesmo processo para todo e € €7, concluimos a demonstracao da con-
tinuidade fraca de u através da interface dos elementos £;. Para provar a continuidade de

(Vu - n), segue o mesmo raciocinio:

(Au, @)z = /Augpdm+/ Aupdx
= —/ Vu-VgodaH—/ (Vu-n)gpds—/ Vu-Vgoda:+/ (Vu - n)eds
Kg 8/41- I{]' an
= —/Vu~V<pdx+/[Vu] ods

= (Au,p)oz + /[Vu] wds, Ve CFR).
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Consequentemente,

/[Vu] ods =0, Ve C2(R).

Ou seja, (Vu - n) é fracamente continuo através da interface dos elementos E5.
O

Teorema 3.2.2 Seja u € H(A,Q) solugao de (3.1). Entao u € solugao do problema varia-

cional descontinuo (3.9).

Demonstragao: Restringimos (3.1) a um elemento x € T}, multiplicamos esta equagao local

por uma fungao teste ., € H?(k), integramos sobre o elemento « e aplicamos a identidade

de Green:

/(VU~V%+u<pk)d:v—/ (Vu - n)p.ds = /fsonda:.
K ok K

Repetindo esse processo para todos os elementos xk € T, extendendo cada ¢, para todo €2

de maneira que ¢ =0, em Q \ k e tomando a soma, obtemos:

Z(L(Vu-vw+uw)dw—/anw(vu-n ) Z/fgodx Yo e HX(Q,Th),

KETH KETH

onde p = > Y.

KETH
Desde que u é solugdo de (3.1), entdo u satisfaz a condi¢do de fronteira de Dirichlet

sobre a fronteira de Q. Além disso u € H(A,Q), entdo de acordo com o lema 3.2.1, u e
(Vu - n) sdo fracamente continuos através da interface dos elementos. Consequentemente,
essas condicoes de fronteira e continuidade da formulacao variacional no sentido fraco podem

ser adicionadas, o que permite assegurar:

> (/(Vu-Vgo—l—ugo)dx—/

KET}, K 0K

o(Vu - n)ds) + O{QO}I[VU]I ds —i—/ [u] - {Vplds

o

h?
+/8Q uw(Vy-n)ds + /O ep—c|[Vu]| [Vylds = / fodz, Yo H*(Q,Ty).

Agora utilizando as identidades (3.12) e (3.13) obtemos:

> (/(Vu-V(p—i—ugo)dx—/

KET), K Ok

_ /gg{u}[vgp] ds + Z / u(Ve-n)ds — /EO[U(VSO)] ds

—1-/0 eZ—C[Vu][Vw ds—/fgodx Vo€ H*(Q,Th),

@(Vu-n)ds) + [ teHvuds + / (V) ds

o
h
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KETh
A

h 2
— 8Z{u}|[V(,0]| ds + /go ep—<|[Vu]] [Vylds = /Qfgpdx, Ve H*(Q,Th).

h

Aplicando a densidade de H?(2,7%) em V, concluimos a prova.

3.2.1 Continuidade da forma bilinear

Teorema 3.2.3 Seja B(-,-) a forma bilinear definida em (3.10). Se € > 0, entao

AM >0: |B(u,0)| < Mllulllvll,  Yu,velV,

onde M = C'max {1, \/Z—i, \/%}, C € uma constante independente de p e h.

Demonstragao: Da definigao de B(+,-) e observando que para u,v € V podemos escrever:

52

{v} [Vu]d 2/8050 [Vu]d (3.16)

fiE‘T

obtemos:

B(u,v) = Z </H(Vu-Vv+uv)da:—/nv(Vu-n)ds+/ uw(Vv-n)ds

KETH K

1 1 A
—l——/ v[Vu]ds — —/ u[Vulds | + eh—C /[[Vu] [Vv]ds.
2 OKNES 2 OKNES p

Aplicando a desigualdade de Schwartz, obtemos:

p0 % hY %
Bl S (ol () ollyan () 190000y

KETH

1
o\ 2 v\ 1/2
P h
+ (1) Ml (35) 1900l

1 1
b €
+ (QEhA) ||/U||078HZ <2pC> ||[[VU]I ||078Fim82

A

1 1
¢ 2 A 2 h
p €
+ (50 oo (5 ) ||[VU]||0,6m€;;)+€E||[VU]||O,8;;||[VU]||0,8;;-

2eh?



Usando a desigualdade do trago (1.6) e a defini¢do de norma (3.8), temos:

[vllo,0n < [V]l 3,05 < [[0]l1,5-

Desta forma podemos reescrever a expressao acima como:

1

0 C 2 hl/ 2

p P

|B(u,v)| Smax{l,ﬁ, ﬁ} {}j (nunl,ﬁuvnl,n T Il (p—) [Vu-nll_y
KETy

1
Y 2 e 2
Hlle (5 ) 190 0l y o+ ol (G ) 209l

M 2 A A
T Yl (2—p<) NPy ) + 1 e 9 o[ 11900 o

Logo,

hll
Z (3||U||1,H + EHVU . n||_§785)

¢ ¢
|B(u,v)| < max{l,\/%a\/ thx}{
KETy
h)\ ) % hY
+3e— VUl 5z ¢ S D (3llolle+ Ve -nll_1,,
p KET) p

h)\ ) %
+e vl Ho,e;}

0 ¢
3masx {1, v %} bl

IN

Observacao 3.2.1 O funcional linear L(v) dado em (3.10) é continuo em V:
3C>0: |[Ll)| <C|v|l, VvevV,
onde, C' = ||f|lo.o- Este resultado seque da defini¢io de L(-):

IL)] < [ fllogllvllog < I llogllvll

3.2.2 A Condicao Inf-Sup
Problemas auxiliares

Dado u € V' arbitrario, encontrar para todo x € 7T, a funcao z,, tal que:
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—Az.+z. = 0, em K, (3.17)
Vz.-n = Vu-n, sobreJk.
A formulacao variacional equivalente é:
Dado u € V, encontrar z, € H'(k):
(25, V)1 = / (Vu-n)yvds, Vove H (k). (3.18)
oK

O Teorema de Lax-Milgram 1.2.5 garante que o problema variacional acima tem tnica
solucao z, € H'(k). A observacao a seguir é consequéncia de (3.18), a mesma é mencionada
aqui porque lista duas importantes identidades que sao usadas na demonstracao da condi¢ao

Inf-Sup.

Observacgao 3.2.2 Substituindo v por u e z, em (3.18) obtemos as duas sequintes identi-
dades:

ll2, = A<wﬁm%%@,

(zrs )1 = /(Vu-n)youds.
Ok

Teorema 3.2.4 Dado u € V, seja z, = zx(u), a unica solugdo para (3.18), entdo a sequinte

relacao € assequrada:

2ell1,e = [V - n||—1/2,8;-;-

Demonstracao: Da observagao 3.2.2 temos:

ll2, = é(Wrm%%@

< ||VU : HH—1/2,8n“702;¢’|1/2,8m.
Usando o Teorema do traco 1.2.3 segue,
2l < [V - n”—l/?,am-
Pela definicdo de norma para Vu -n em H~/?(0x) temos:

[Vu-nl_120.= sup (Vu-n,0)-1/2x1/204]
’ PEH/2(K) el /2,0n

(3.19)

O teorema 1.2.3 garante que o operador do traco vy : H'(k) — H'Y?(0k) é sobrejetivo e
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existe um operador inverso & direita v, ', tal que:

W' HY2(0R) — H'(k),

o= W

onde [w], denota a classe de equivaléncia das fungoes em H'(x) talque yow = ¢. Usando o

operador inverso do traco podemos reformular a defini¢do de norma em H'Y2(0k):

lollij200 =  inf  fvflie = inf o]
/ v € HY(k) velwly

YU = @

Seja w,, € [w], a funcdo que minimiza a expressao acima (existe pelo menos uma funcao

que satisfaz esta condigao, pois [w], é um conjunto fechado) e substituimos em (3.18):

(me@)l,n = / (VU : n)’YowgadS = (VU -, ()0>—1/2><1/2,8/i
Ok
Substituindo em (3.19), concluimos:

IVu-nll_120. = sup [Gn, wio) 1l
PEH/2(8K) H@Hl/z,an
w
< ||Z,{||17H sup M
wEH/2(0k) ||<P||1/2,an

[oll1/2,0
HZHHLF» sup o

= ||ZK||1,H'
wEH1/2(9K) ||90||1/2,an

Condicao Inf-Sup sobre o espago V'

Provaremos que a forma bilinear B(-,-) satisfaz a condigao Inf-Sup em relagdo a norma

Il - [I, definida em (3.7). Comegamos introduzindo a extensao de operadores 1,:

Vg, €m K,
k\Uk) =
Vulve) { 0, emQ\R.

Consequentemente, dada uma funcao u € V', podemos resolver (3.18) obtendo um conjunto

de fungoes z,(u) e construir uma fungao @ € V, tal que
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onde 3 € R.

Lema 3.2.5 Dada u € V, entdo para todo 3 € R, existe e1 = e1(h,p) estritamente positivo

tal que:
lall < exflull

Demonstragao: Substituindo a defini¢do de @ em (3.7) e relembrando de (3.17) que (Vz,-n) =

(Vu - n) sobre Ok, obtemos:

R h¥
la? = Z(Hu+ﬂzn\\in+p—gHV(UJrﬂzn)'nflzl/z,an)+€—H[ (wt B2 ey

KETH

_ Z(||u||%,ﬁ+2<u,ﬁzn>1,ﬁ+||ﬁzﬁ||iﬁ (14 8)? ||Vu-n||2_1/2,aﬂ)

k€T
A

h 2 2
te g (L+ BNV o

Aplicando a desigualdade triangular, a desigualdade de Schwartz e relembrando o Teorema

3.2.4, obtemos:

h h
lal®< ( (lullf . + B2cllt ) + (1 +5)2—9||Vu - nIIQ_;,aﬁ) +€ﬁ(1 + BVl 115 e

k€T

A
<y (2|ruuiﬁ+(< + )+ 20 ) P IV a2, )+<1+5>26’;—<u[w1|13,g;

KETh
<eillull?,

onde

g = \/max (2, (1+3)2+ 252%). (3.21)

Lema 3.2.6 Dada u € V, entao existem e = e5(€,h,p) >0 e € V tal que

B(u,a) > ezflull*.

Demonstragao: Da defini¢ao de B(u, @) e do fato que (Vz, -n) = (Vu - n) sobre 0k, segue

que:
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Bluwi)=Y ( / (V- V(u+ B20) + ulu + Bz))da — / (u+ B2.)(Vu - n)ds

KET) K Ok

—l—/ (V(u+ Bz) - n)uds) + 8O{u + Bz HVu] ds — 8{u}|[V(u + Bzy)]ds

+ /.g 6%[Vu][ (u+ Bz)]ds

Bl )= 3 (Il + 80z — [ u(Vuends =5 [ a(Tu-mas

KETy ok
—l—/ (Vu-n)uds+ 3 [ (Vu- n)uds) +/ {u}Vulds + 3 [ {z.}[Vulds
or or & €
A

- | )Velds =5 | {ulVulds + (149 /g o e%[w] is.

Logo,

B(u, i)=Y _ (||u||m+5(u 201 ﬁ 2e(Vu-n)ds + 3 u(Vu-n)ds)

KETy ok

+f . {2} [Vl ds — {u}I[VU]I ds + €(1 + ﬁ) [Vl 15 e5-

< )
E importante notar que os tragos 7z, € You foram denotados como z, e u, respectivamente.

Agora usando as identidades dadas na observacao 3.2.2 podemos reescrever a expressao acima,

COImMo.:

Blu,i)=>> " (lull? . + 28w, ze)1x — Bllzell3 ) + 3 (vl ds

KETH

-5 [ twads + 1 +ﬁ)h Ve 2 ;. (3.22)

Estimando separadamente os termos com integral sobre €7,

B/SZ{ZH}[VU/] dszg Z /a,me; z.[Vu] ds

KETh

> S Jenlloanres 1192 o ey

k€T

5
> S el ool (9 o ey

KETH



[ Gavdsz =1L S (1l I )

KETH

> S et~ w3

KETy

5 /g RE ds=—5 % /8 RO

KETh

5
> LS ko ownes IVl o

KET)
6
> VLS ol oI o
KETH
L
= > (ull? o+ N9 13 )
KETh

g g
z—% Sl — vl

k€T

Substituindo essas estimativas em (3.22) obtemos:

Bz ¥ (15 lult + 200200 - (54 191) 12,

HET}L

h? 9
(et 0)% = 191 IVl B .
Usando a desigualdade de Yong:

1
2(u, 26)1 < ellullie + Zl2llie, >0,

e aplicando a desigualdade de Schwartz e o Teorema 3.2.4, finalmente obtemos:

B(u,mzz(( 181 €|ﬂ|>||UI|iH—(ﬁ+|ﬁ| 'ﬁ')nv nll? I/W)
KETH
= ,
; (e<1 L Iﬂl) IV e

Se 3 < 0, temos:

o8
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sz Y ((1-elol = ) it (2= ) 19020 )

KETh h/\
T (eu - 1) - |5|) V] B

O segundo termo do lado direito é positivo se £ > %. Se tomamos ¢ = 2, entao dados os

parametros €, A, (, v e 6, sempre podemos encontrar um coeficiente [ talque existe 5(h, p) >

0, definido por:

¢
co = min (1= 3151, DI 1 gy - ), (3.23)

que satisfaz a seguinte desigualdade:

. h” hA
Bz (3 (Il + S 1V0 0l 00,) + 190 g | = cllal®.
e p p
KETR
[
Teorema 3.2.7 (Condi¢do Inf-Sup) Dado € > 0, existe v = (€, h,p) > 0 tal que:
B
sup PO spy vue.
veV/{0} ]l
Demonstracao: Da definicao de supremo temos:
1B B )]
veV/{0} llv]] ll|
onde 4 é definido por (3.20). Aplicando os lemas 3.2.6 e 3.2.5, obtemos:
2
1B ol p)lu]
veV/{0} vl lla]
ea(€, h, p)||lullfl ]
e1(h, p)llal|
e2(€, h,p)
) lull, VueV.
Entao, v = 2
O
Coroldrio 3.2.8 Se A\ =v =0 = (=0, ou seja, a norma || - | € o termo de estabiliza¢cdo

nao dependem de p e h, entdo o coeficiente Inf-Sup v é uma constante.
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Demonstracao: Para simplificar, consideramos ¢ = 1. Escolha § = %, por exemplo, logo
(3.21) e (3.23) asseguram:
14\ 4\*\ V228
= 2.(=) +2(—=) | ==
°1 max( ’(10> * (10) > 10
e
. 9 1 4 4 1
co=min (1— —, — 1—— — — | =_—
107 10 10 10 10
Entao,
. E9 . 1
! €1 228
O
Corolario 3.2.9 Se A\ = v e 0 = (, isto €, o termo de estabiliza¢io e a norma || - ||
tem dependéncia de h e p idéntica. FEntdo, para Z—? < 1, o coeficiente Inf-Sup € limitado

inferiormente por uma constante C' > 0.

~ . v .
Demonstracio: Novamente consideramos € = 1, mas escolhemos = 227 Se consideramos

10p9
’;—2 < 1, obtemos as seguintes desigualdades de (3.21) e (3.23):
4hv \? 4hv \? p?
2, |1 2 —
max( ’ ( +10p9) i (1019") h)
14 4\’ 228
<ylmax |2, | = | +2| —= =Y
\ 10 10 10

&1

_—

AN

e
9 1 4hy 4t
go=min | 1 — — —
2 10p°7 10° 1007 10p°
9 1 4 4 1
cmn|{l—— — 1—-——-—)=—
10’ 10 10 10 10
Consequentemente,
€ 1
= <> __
RN T

Condicgao Inf-Sup sobre o espago discreto V"?

Teorema 3.2.10 (Condicao Inf-Sup para o problema discreto) Seja {F.} definindo uma

familia de aplicagoes afim inversiveis. Se € > 0, entao existe vy, = (€, h,p) > 0 tal que

B
sup | B(up, vn)|

> llunll, Yu, € V?/{0},
veVhP/{0} llonl



61

onde

hlle
Vh:Cmin{l,Q—_e}, C > 0.
p

Demonstracao: Pela definicao de supremo, temos:

Bl )l 1B )

> ., Yu, € V'/{0}.
meviesfoy  llonll s

Da definigao da forma bilinear B(-,-), temos:
2 h 2
Blun,un) = Y [luallf . + Ep—CHWUh]I 16,62
KETH

Aplicando o corolario 1.3.4, existe C' > 0, tal que:

h A
Blun, un) = C <Z (nuhniﬁ I n||%1/2,aﬁ) eVl ||%,g;>

k€T

) hlfu hz/ ) h)\ )
=C Z unllt . + =5 5 IVun -0l 0 ) + e~ [IIVur] 56
ey p p p

= nflunll”.

3.2.3 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Lema 3.2.11 Se f € L*(Q), entdo existe uma tinica solu¢io w € V para o problema varia-

cional descontinuo (3.9) que € solugdo para o problema modelo (3.1) de maneira fraca.

Demonstracao: Primeiramente, consideremos a formulagao variacional classica do problema
modelo (3.1) no espago H} ().

Encontrar w € Hj(Q) : A(w,v) = L(v), Yv € Hj(), (3.24)
onde L(v) é definido como em (3.10) e o funcional bilinear A(w,v) é definido como segue:
A:HY Q) x H'(Q) — R, A(w,v):/(Vw~Vv+wv)d:v.
Q

Pelo Teorema de Lax-Milgram 1.2.5 e pela equivaléncia dessa formulagao com o problema
modelo (3.1), sabemos que se f € L?*(f2), entao existe uma tnica solugao w € H}(2) N
H(A,Q) C V de (3.24) que satisfaz o problema modelo de maneira fraca. Consequentemente,
pelo Teorema 3.2.2 segue que w € V é também uma solugao para o problema variacional

descontinuo (3.9).
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A solucao é tnica porque a forma bilinear é definida positiva, ou seja:

h)\
B(v,v) = Y [v]lix+ eEHI[Vv]I [6,es >0, VoveV\{0}.

KETy

3.2.4 Estabilidade

Na secao anterior, foi estabelecida a equivaléncia entre a formulacao fraca e a formulacao
forte e a existéncia de unica solucao para a formulacao fraca. Nesta secao veremos que a

formulacao fraca ¢ estavel, ou seja, a solucao depende continuamente dos dados de entrada.

Proposicao 3.2.12 Se o parametro de estabilizacao € constante, isto é, e =1, A = ( =0,
e se 0s parametros da norma v = 0 = 0, entdo a solu¢do u do problema variacional (3.9)
depende continuamente dos dados de entrada, ou seja, dada uma pequena perturbacdao 0 f €

L3(QY), existe tinica perturba¢io du € V tal que:

3C>0: ||6u

13, < [l0ul] < Cll6fllog;
onde C' € uma constante independente de h e p.

Demonstragao: Seja §f € L*(Q) uma perturbacao nos dados de entrada f. Consequente-

mente, desde que o problema considerado abaixo é linear, a perturbacao du € V' na solucao

u, satisfaz:
B(ou,v) = / 0fvder, YwvelV. (3.25)
Q

A condigao Inf-Sup do Teorema 3.2.7 garante,

1 B(6
foul < L sup 120w
Y vev/{o} WU|||

Usando (3.25) e a observagao 3.2.1, temos:

1 dfvlde 1 5
<) sup Jaldfvldr 1 167l
Vvevyioy vl Yvevioy vl

1
<—[16fllo,0-
v

Desde que e =1, A =v =0 = ( = 0, sabemos pelo coroléario 3.2.8 e pelo Teorema 3.2.7

que o parametro inf-sup é uma constante, mais precisamente v = ﬁ.
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Proposicao 3.2.13 Se A =v e 0 = (, isto €, o termo de estabilizagio e a norma || - || tem
dependéncia de h e p idéntica. Entao para Z—z < 1 a solucao u para o problema variacional
(3.9) depende continuamente dos dados de entrada, isto é, dada uma pequena perturba¢ao

5f € L3(Q), emiste tinica perturbacdo du € V, tal que:
3C>0: [Joullg, < [lou]] < Cloflloe;
onde C' € uma constante independente de h e p.

Demonstracao: Procedendo de forma similar a demonstracao da proposi¢ao anterior, temos:

1
[0ul[1,3;, < floull < ;||5f||o,sz-

Aplicando o Corolério 3.2.9 concluimos a prova.

3.3 Estimativa de erro a priori

Conforme apresentado nas segoes anteriores, podemos obter solucoes aproximadas uy, para
u, usando funcoes teste polinomiais por partes de grau < p,. Nesta secao, investigaremos as
propriedades de convergéncia da solucao aproximada uy, obtida usando h ou p refinamento.

Primeiramente estimamos as taxas de convergéncia na norma || - || e aps obtemos uma
taxa de convergéncia tima na norma ||-||; 7, , para o caso em que p > 2. Também assumimos,
a menos que fixemos o contrério, que a familia de parti¢oes {7} é regular.

Desde que a forma bilinear satisfaz as condi¢oes de continuidade e Inf-Sup discreta e além
disso, é coerciva sobre V" x V" segue do Teorema de Lax-milgram Generalizado 1.2.4, que
existe uma tnica solucao u, € V" para o problema variacional discreto (3.15). Seja u € V
a solucdo exata do problema variacional (3.9), entao usando a linearidade de B(-,-), segue

que o erro da aproximacao e = u — uy ¢ dado por:

Encontrar e € V tal que B(e,v) = L(v) — B(up,v), Yv €V, (3.26)

.

RM(v)

onde R" : V' — R é referenciado como o funcional residual. Note que de (3.15) o residuo

zera sobre o espaco VP de elementos finitos discretizado. Entao:
B(e,vy) =0, Yo, € V", (3.27)

Esta propriedade ¢ conhecida como a propriedade de ortogonalidade para o erro.
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3.3.1 Erro de interpolagao na norma || - ||

Considere 7y, o interpolador de Babuska e Suri, definido em (1.13).

Teorema 3.3.1 (Teorema de Interpolagao) Seja u € V, sendo que v, € H**(k), s, > 2.
Consideremos os parametros de estabilizacao € > 0 e X\, > 0, e 0s parametros da norma
v, 0 > 0, entao existe C' > 0, independente de u, h e p tal que o erro de interpolacao

N = u — Tppu pode ser limitado como seque:

lInll < Z [ull3, 0 sx =2,
KETH
onde:
N . 1 3 n v 3 n A
=min < p — — 4=, ==+ =
H 2 )y M 5 "o H 5 "9 (>
3 0 3 ¢
‘=minds—1, 85— +o, s—o+2 3.28
S mln{s , 8 2+2,3 2—|—2}, ( )
—min(p + 1 = min(s,.).
p=min(p+1, s), s=min(s,)
Demonstragao: Usando a desigualdade triangular na definigdo da norma |- || em (3.7), temos:

hY hA
Wl <cy (nmm LIV 0l g+ eV nuﬁ,aﬁ) .

KETh

Usando o lema do traco 1.3.2, podemos reescrever como:

h” hA 1
<0 S (4 19+ (5 + o ) (vl

nHo,n»
KET)

) hzzfl h)\fl ) hu h)\ )
<CE > (Inmlg.+ (1+—+ IVnllos + | =5+ = ) IValloxl Vnllos ) -
p P P’ e

KETh

Agora aplicando o Teorema 1.3.5 de interpolacao, obtemos o resultado final:

h2‘“" hufl h)\fl h2,u,172 hY h hQ‘u” 3
|||n|||2§0(6)2<p25K+<1+ T )p+( ; ))H a2,

¢ ¢
= p p oD
D Ml
KETh

h2n—2 h2u—3+u h2u—3+A
SC(E) (p232 + p2373+9 25 3+C)

Entao,

Il < C (e

> Ml

KETh
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onde p* e s* sao dados por (3.28).
U

Corolario 3.3.2 Para \, v <1 e (, 0 <1, obtemos as maiores taxas de convergéncia para
o erro de interpolagao na norma || - || e as tazas de convergéncia sio v — 1 e s — 1 para

convergéncia em h e p, respectivamente.

3.3.2 Estimativa de erro na norma | - ||

Teorema 3.3.3 Dado e > 0, sejau € H*(Q)NV a inica solugdo para o problema variacional
(3.9) e seja uy, € V' aprozimacao para u dada por (3.15) e os parametros de estabilizagdo e

da norma sdio de ordem O(h/p?*), (isto é, A\=v =1 e (=0 =2). Entao, o erro e = u — uy

hu—S/Q
llu = unll < C(e) s dolulz ., p=1s.>2,
KETH

onde s = mi%l(s,{), pw=min(p+1,s) e C(e)- constante positiva que depende de €.
reJp

satisfaz a cota:

Demonstracao: Introduzimos duas funcoes 7 e £, tal que o erro da aproximacao e = 1 — &,

onde 7 = u — Tppu, & = up — Thyu, sendo que Ty, representa o interpolador global de (1.13).
Note que & € VP e que o erro de interpolacio n estd em H?(Ty,).

Consequentemente usando a desigualdade triangular,

llw = wnll < flnll + N&N- (3.29)

Aplicando a condigao inf-sup discreta do Teorema 3.2.10, e tomando v = 1 e § = 2, obtemos:

B
ll<c swp BEwI
v, VP /{0} llvsl

Usando a propriedade de ortogonalidade (3.27), reescrevemos a desigualdade como:

B
|||§”| S C sup | (navh)| )
v, eVhP /{0} llvsl

Tomando A =1 e ( = 2 e aplicando o Teorema 3.2.3 (continuidade) temos:

Miiniilv p
lehsc sp AN < o 2y,

weeviesgor  loall T Vh

Substituindo estes resultados em (3.29), podemos concluir:

I = wnll < llnll -+ NN < flnll + C(E)%”\TN” < C(G)%"WW
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Com esta escolha de coeficientes nos parametros do Teorema 3.3.1 temos:

o L3 3.1V
p=min q f ) 2 27:“ 2 2 = )

3 3
s*:min{s—l,s—§+1,u—§+1}:s—l.

Entao o Teorema 3.3.1 assegura:

‘3

)2 h 3
lu —unll < Cle 7 > lull2, . < > lull2, .-
KETH KETh

Desde que ||v]j1.3, < [|v|l, o teorema acima assegura convergéncia subétima para o erro

O

na norma | - |1 5,. Contudo, para o caso em que p > 2 apresentamos a seguir uma taxa de

convergéncia para o erro nessa mesma norma, otima em h.

3.3.3 Estimativa de erro na norma H'(2,T},)

Como mencionado acima, a seguir apresentamos uma taxa de convergéncia do erro 6tima
em h na norma || - ||y, para p > 2. Para obter esse resultado foi fundamental o uso
dos interpoladores introduzidos por Riviere, et al [29, 27] na demonstracao da estimativa.
Usando esses interpoladores, obtivemos sucesso na prova da taxa de convergéncia em h, mas
nao em p, cuja taxa de convergeéncia obtida foi na ordem de 1/2.

Consideremos a seguinte norma sobre H?(Q, T3):

e h
P €
I8, = 3 (1010 + 25l + S 170 i, (3.30)

KETH

Lema 3.3.4 A forma bilinear B(-,-) é continua sobre H?(Q,T;,) x H*(Q,T3,) com relagio a

norma || - |l2.7,, ou seja,
3K >0 |Blu,)] < Klulbn ol Yu,v e BXQ,T,),

onde K € uma constante independente de h e p.

Demonstragao: Usando a defini¢do de B(u,v) dada em (3.10) e seguindo raciocinio andlogo

ao utilizado na demonstracao do Teorema 3.2.3, obtemos:

- /a - u[Vv]ds) 6;? / [Vu] [Vl ds.
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Tomando u,v € H?*(Q,T}) e aplicando a desigualdade de Schwartz e a desigualdade

triangular, segue:

|B(u,0)|<C ) (Hulh,n!l’vlh,nJr hA” Hoan\/ HVU nlo.ar
KETh
h)\
" —Ve- nlloan+p—|IVU nlo.ox[[ Vo - 10,0

¢ h>‘ 1/2
P €
<0 (Z (Il + 2l + p—gnw-nnaaﬁ»

_|_

b
eh?

KETh
1/2
¢ h
P €
(Z (112 +eh—AHvHamp—cuw-nua,aﬁ» -
KETH

= |B(u7v)| < C|||U|||2,‘Ih |||v”|2,7hv Vu,v e HQ(Q7(Ih)' (331)
]

Agora, introduzimos uma importante desigualdade inversa entre os espacos H'(Q,7}) e
H?(Q,T},) para funcoes vy, € V2,

Lema 3.3.5 Considere os parametros da norma || -||2,7,, tal que A = ( =1, entdo a sequinte

relacao inversa € assequrada:
3C >0 flow = Bull2m, < Cle)vpllonllig, Yon € V™,

onde vy, denota a média por partes de vy, dada por:

1
Vp = @h\m Q_thi W UhdiL'. (332)
KETH K
Demonstragao: Da definigao da norma || - ||o.5, para v, € V", segue:
¢ h
_ _ p _ €
llon, — Uh|||§,srh = Z <||Uh - Uh”%,n + %th - Uh||3,an + anvh ) n”?),(?ﬁ) .
KETh

Temos que [ (vn(x) — v4)dx = 0, logo usando a desigualdade de Poincaré- Friedrich’s

(1.4), temos que ||vr, — Tpllox < C||Vunlox.
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Entao usando os lemas do trago 1.3.1 e 1.3.2, podemos reescrever como:

e
P~ (1 _ .
| <03 (It B (Gton = ol o - vhuoﬁuwhuoﬁ)

eh?
KETY

eh?
Aplicando o lema 1.2.2 e a desigualdade inversa 1.9, obtemos:

+ ( IVenl.0 + V0ol V2

- h)\ 1
lon = 0, <C 3 (Ionlf+ s 90+ S 1l

KETH

hlf)\ h)\fl 9
<C'(e) max{l, P F} [[onl3 o, -
Se A\ = ( =1, segue que

low = nllz, < ele)vpllonlli,-

O

Para obter a estimativa 6tima em h consideramos o interpolador proposto por Riviere et

al, dado por 1.15.

Teorema 3.3.6 (Teorema de interpolagdo) Sejam u € H*(Q)NV e 7py(u) € VP, onde 7y
¢ o interpolador de u como dado em (1.15) e sejam os parametros de estabilizagdo € > 0 e

A, ¢ >0, entdo existe C(e) > 0, independente de u, h e p tal que o erro do interpolador

pode ser limitado como seque:

lw = Tapull2,z, < Ce Dol se>2p>2,
KETH

onde,
pr=mingp—lp— g —oop— st
e 33 T ¢
s =min<¢s— -, s —=-—2,5s——+ =
2’ 2 2’ 4 27
p=min{p+1,s}, s= mln(s,{)
Demonstragao: Relembrando a definicdo da norma || - ||2,5, de (3.30):

S AT A
I, = 3 (It slnlGae+ 190 - nl . )

KETy



69

Os lemas 1.3.1 e 1.3.2 garantem:
h—)\—l
Inll3.q, <C ) (HHHM —— (5.« + Pllnllo. I Vrllo.)

KETy
wm)

€ h)\ 1
Aplicando o Teorema 1.3.6 de interpolacao, concluimos:

h2un hQ,U% 2 h*)\*l hzﬂn Rt hﬂn*l
|||77|H2‘I—CZ<25—3 25—3+ - 25—3+hs —3/2 5,—3/2
h ey K K €p ¢ p/@ K pﬁn / p’: /
+€h/\—1 h?uK—Q h h““_l h““_Q H ”
pC 23,473 pz,@—3/2 pi,{72 Sk, K
h2,u 2 h2,u—>\—1 h2u—)\—1 hQ,u—)\—?; h2y+>\—3
<oy (! ) ...

= 25—3 €p287C73 + p287C73 + €p25+C73 + €p28+§77/2
<c ( )ann

KETH

_|_

(IVnll5..

0

Teorema 3.3.7 (Estimativa de erro) Dado € > 0. Sejam u € H*(Q) NV a solugdo erata
para o problema variacional (3.9), up, € V' a aprozimacao discreta de (3.15) e o parametro
de estabilizagdo de ordem O(h/p) (isto é, X\ =1 e ( = 1), entdo existe C(e) > 0 tal que

Jw —up|lr,9, < C(e - 5/2 /Z ||u||snn7 p=2
K/GT}L

onde ;= min(p + 1, s), s = min(s,).
KETh

Demonstragao: Dado o interpolador 7,u de acordo com (1.15), novamente dividimos e tal

que e = n—§, onde n = u — Tryu € & = up — Tppu. Usando a desigualdade triangular,

obtemos:

lu = wnllvg, < v, + €], (3.33)

De (1.3) e (3.10), segue que
€113 5, < B(&,€).

Usando a propriedade de ortogonalidade (3.27) e a linearidade de B(-, ), podemos rees-

crever coino

16113, < B(n,&) = B(n,& = &) + B(n,€),
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onde & denota a média por partes de ¢ definida em (3.32).

Agora aplicando o lema 3.3.4 para o primeiro termo do lado direito acima, obtemos:

€117 5, < ClE = Elloi Il + B(n, ).

Podemos reescrever a desigualdade acima usando a desigualdade inversa entre os espagos
HY(Q,7T,) e H*(Q,T;,) do lema 3.3.5 como

16113 5, < C@)vplIElhz Inll=z, + B(n, ). (3.34)

Usando a propriedade do interpolador 7y, dada por (1.14), o termo B(n, £) também pode

ser limitado em termos de ||€||;.7,. Expandindo o termo B(n,£) e usando 3.32, obtemos:

5.9~ Y ([nete— [ @vn-mas)+ | @ronas

KETy

Agora, aplicando a propriedade (1.14), temos:

B(n, €)= [ nédz < |Infloollélloe

KETy k

<Clnllosllllm,-

Substituindo esse resultado em (3.34), asseguramos:
€15, < ClOvPInllzm gl + Clinlloglélh,-

= €l < ClOvplnlzm, + Clinlloa < Cl&)v/plnllam.

Entao de (3.33), temos:

lw = wnllg, < Nl + Cl@)vplnllzm, < Cl&)v/plnllam.

Usando o Teorema 3.3.6 de interpolacao, temos:

hu**
|w —upll1,3, < C(E)W I a2
KETH

Desde que A = ( =1, sabemos que p** =pu—1e s = s — 2.
O

Observacgao 3.3.1 Se combinamos os resultados dos Teoremas 3.3.3 e 3.5.7, podemos con-
cluir que para um termo de estabilizacio de ordem O(h/p?) e para p > 2, as tavas de

convergéncia sao de ordem 1 — 1 e s — 2 para h e p, respectivamente.



Capitulo 4

Método de Galerkin descontinuo com
penalizacao de fluxos para a equacao

reacao-difusao

Inspirados nos métodos de Galerkin apresentados nos capitulos 2 e 3, neste capitulo
introduzimos um novo método de Galerkin descontinuo estabilizado, onde incluimos si-
multaneamente termos de penalizagao no salto da solugao e no salto do fluxo da solugao
numérica. Na secao 4.1 apresentamos o método de Galerkin descontinuo para a equacao
reacao-difusdo e definimos a norma || - || no espago de Sobolev particionado H?(Q2,T3). Em
seguida, provamos que a forma bilinear é continua e coerciva, garantindo assim a existéncia
e unicidade de solugao para o método introduzido. Efetuamos uma andlise de estimativas
a priort do erro para o método na secao 4.2 e apresentamos resultados numeéricos que con-
firmam as taxas de convergéncia tedricas para problemas com solucoes suaves em dominio
unidimensional e bidimensional na secao 4.3. Também analisamos o comportamento do
método para problemas com “descontinuidades”, ou seja, problemas com fortes gradientes
em alguma regiao do dominio. E para encerrar, na secao 4.3.3 apresentamos os resultados
numéricos obtidos com a implementacao do método de Galerkin descontinuo para a equagao

reacao-advecgao-difusao.

4.1 Métodos GSIPG e GNIPG

Consideremos o seguinte problema de reagao-difusao:

—~Au+ cu=f, em Q C R?,
u=uy, sobre & (4.1)

n-Vu=g, sobre &V.
Sendo f € LQ(Q) e a constante ¢ > 0.

71
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Para o problema (4.1) definimos a seguinte forma bilinear de Galerkin descontinuo B(-, )

sobre H?(Q,T) x H*(Q,Ty,) e o funcional linear L(-) sobre H%(2, T7,):

(u,v) Z / (Vu - Vo + cuv)dr — / {Vu} - [v] + 0{Vv} - [u]) ds

e, eoueb
1
+ / ol - [o]ds + / L v [wil ds, (4.2)
eguep epueN 0
(n- V"U)
fodz + +v|ds— [uy(f(n-Vv)—ov)ds.
HE‘T SE
Se 6§ = —1, temos o Método de Galerkin com Penalizacao Interior Nao-Simétrico Gene-

ralizado (General Non-Symmetric Interior Penalty Galerkin Method ou GNIPG) e, se 6 = 1,
obtemos o Método de Galerkin com Penalizacdo Interior Simétrico Generalizado (General
Symmetric Interior Penalty Galerkin Method ou GSIPG). O parametro o é o parametro
de penalizacao, o qual foi introduzido para garantir a estabilidade do método. Assim, a

formulagao variacional descontinua é
encontrar u € H*(,T}) : B(u,v) = L(v), Yv € H*(Q,T,). (4.3)

Seu € H*(Q)NHS(Q,Ty), s. > 2, solugao do problema variacional (4.3), entao v também

é solucao de (4.1), ou seja, esta formulagao variacional é consistente.

Para todo v € H?(Q,T}), introduzimos a seguinte norma:

o= IVl +ellolg..) + /

D
e, g ueL

1
+ /Szuef E{VU} -{Vu}ds. (4.4)

o] o] ds + / . %[vv]2 ds

O problema discreto correspondente a formulacao variacional descontinua é:

encontrar up € SP(Q, Ty, F) : B(up,v) = L(v), Yv € SP(Q, Ty, F). (4.5)

4.1.1 Continuidade da forma bilinear

O resultado que apresentamos a seguir garante a continuidade da forma bilinear B(-, -)

em relacao a norma dada por 4.4.

Teorema 4.1.1 (Continuidade) Seja B(-,-) forma bilinear como definida em (4.2). Entao,

existe uma constante 0 < M < 2, independente de p e h, tal que,

|B(u,v)| < Mlull lloll,  Vu, v e H*(Q,Th). (4.6)
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Demonstragao: (Para os métodos GNIPG e GSIPG). Inicialmente notemos que:

| B(u,v)| < Z |Vu - Vv + cuv|dz +/ {Vu} - [v] + {Vv} - [u]| ds
eT, n gguep

/8 o D1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, segue,

+

/g L] (v ds

N O
RUER

+

N

3
|B(v,v)| < <Z IVulle,. + CIIUII?),,.g) (Z IVollg . + C||v||§,ﬁ>

KETy KETh

=

1

+ /& l{Vu} . {Vu}ds) ’ (/Sgue,’f ofv] - [v] ds)

D O
hUEN

+ /8 . %{vv} - {Vv}ds)2 ( /8 o 10 ds)

N

; / . o[u]-[u]ds>2 ( / » o[v]-[v]ds)2
i /8 - %[vu]st)% ( /8 . %[wfdsf.

o
h

Agora da desigualdade de Schwartz obtemos:

1
By S IVull,+elull+2 [ oful-[dds+ [ Jvards
ReTy eruep epueN 0
{ 3
o AT (Vadsy xS Il ellolf+2 [ ol Blds
euep 0 T, eruep

-

1 1 :
+/ [V’ ds+/ —{Vv}-{Vv}ds} < 2fjuflfv]-
eueN 0 guep 0

4.1.2 Coercividade da forma bilinear
O problema variacional (4.3) é bem posto devido aos seguintes resultados:
Teorema 4.1.2 (Coercividade do método GNIPG) Seja o = K%Q,

existe uma constante positiva o, independente de p e h, tal que,

entao para ¥ K > 0,

B(v,v) > afjv]|?, Vve SPQ,ThTF).
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Demonstragao: Sejam « > 0 um niumero real e v € SP(2, Ty, F), entdo:

B(v,v) —afvl’=(1 -« (Z IVollg. + cllvlig . + / olv] - [v]ds

D
e, g ueL

1 1
+/ =\ ds) - a/ —{Vu} - {Vu}ds.
gueN 0 guep 0

Seja e € EP ) tal que e C Ok, k € Ty, entdo da definigio de média, e das desigualdades
(1.7) e (1.9) resulta,

1 1 C /1
[V (Tedds < Ve < (h—nuwué,n #1900, 70l

cC/1 p Cp
<— | — K <_
_U(hn hn)nv W< i - [V,

Escolhendo 0 = K %, K > 0, temos que:

1 C 2
_/eg{w} {Vu}ds > —EHWHO,H. (4.7)

Agora vamos considerar e;,. € £}, onde €, = 0r;NOkK,. Podemos observar que dependendo
da malha teremos os diametros hy, e h,, e os graus polinomiais p., e p,, diferentes nos

elementos k; e k,. Nesse caso escolhemos o como:

max(pz,, pz, )
min(hy,, he, )

g =

Entao as desigualdades (1.7) e (1.9) garantem:

/ %{Vv}-{Vv}dsS/ %((VU)L-(VU)LJ;(VU)R-(VU)R> s

€lr €lr
2 2
<o (0l +1V0l3,.,)
Logo,
—a/ —{W} {Vo}ds > a—z IVol3,.. (4.8)
eueb 0 KETy
Consequentemente,

C
B(v,v) — allel> Y (1 —a-al ) 1Yol + (1 = a)elloll2,

KETH

H(1—a) ( /8 RO /g . [ ds> |
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EH( a;O, B(U,’U) - a|||’U||| > 0, Se
FV - - =

=Q

O

Teorema 4.1.3 (Coercividade do método GSIPG) Seja o = Kp—, sendo K uma constante
positiva. Entdo, para K > Ky > 0, existe uma constante o > 0, independente de p e h, tal

que,
B(v,v) > allv]|?, Vv e SP(Q,Ty, F).

Demonstragao: Sejam « > 0 um nimero real e v € SP(Q, T, F), entdo

1
Bo.v) ~ el = (1~ a) (Z (IVoll,+elel) + [ Swofds+ [

=y epueN 0 eouep

1

—/ 2Vl - [o]ds — a/ Livo)  (Volds.

eruep epuep 0

olv] - [v] ds)

: 2ab < ea® + % Usando esta

Para um ntumero real arbitrario ¢ > 0 é valido que
desigualdade, e a desigualdade de Cauchy-Schwartz, existe um ntimero € tal que para toda
aresta e € €9 U &P podemos garantir

: 3

/{vv} [o]ds<2 </€§{vv} - {Vv}ds) ’ (/ea[v] 1l ds)
c / (Vo) (Voyds + - / ole] - [o].

Logo de (4.8) obtemos:
[ werblds <SS UVelR, - [ ol s
EpuEy = egus?

Consequentemente,

B(v,v) — afjv|*> Z (1 —a— 6% —a—

KETH
Lo p
—I—/ —[V] ds>+<1—a——)
oyeN O €

KETh

) V]2, + (1 —a) (Z oIz,

Entao para que B(v,v) — a|v||* > 0, devemos ter:

C C
l—a—6—=—a— | > l1—a>
< « EK aK>_0, a>0 e (
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Da segunda e terceira equacao segue: 0 < o < 1 — % Como a > 0 = € > 1. Da primeira
equacao temos: 0 < a < Ilg—;g Tomando K suficientemente grande, K > K, teremos

satisfeitas as duas exigéncias sobre o (no minimo Ky > C).
O

Entao pelo teorema de Lax-Milgram 1.2.5, o problema discreto descontinuo (4.5) possui

tnica solugao em SP(Q, Ty, F), ou seja,

Ay, € SP(Q, T, F); Blup,v) = L(v), Voe SP(Q, Ty, F).

4.2 Estimativa de erros a prior:

Teorema 4.2.1 Seja u € H?*(Q) N H3(Q,Ty), s. > 2, a solugao de (4.8), e seja uy €
SP(Q, T, F) a solugao discreta descontinua de (4.5). Entao escolhendo o = K%Q, (K >0
para o método GNIPG e K > Kq para o método GSIPG), o erro e = u — uy, satisfaz a

sequinte estimativa:
ht=1
llell < C Y~ 5 llulls..n:

Sk—7%
k€T Pk

em que p,, = min (p, + 1, 8,) € pe > 1.

Demonstragao: Seja 7, o interpolador de Babuska-Suri para u em SP(Q, Ty, ). Considere

n=u-—my,e§=u,—m,, Entao, aplicando a desigualdade triangular temos:

llell = lln = &lF < llnll + Il
E vélida a propriedade de ortogonalidade de Galerkin, ou seja,
B(u —up,v) =0, VYoveSP(Q,T,,9).

Desde que u —uy, = n—¢&, temos B(n—&,v) = 0. Logo, como & € SP(Q), T}, F), podemos
tomar v = £, consequentemente B(n, ) = B(E,§).

Usando a coercividade e a continuidade de B(-,-), temos,

l€l* < aB(8,) = aB(n. &) < aMnlligh =&l < Clinll.

Usando o teorema (1.3.5), obtemos:

2 2 hﬁﬁ_l ? 2 hix ? 2
||Vn||o,,§+c||n||o,ﬁsc(p ) ||u||sn,ﬁ+o(p ) ol

Sr—1 Sk
K K
hQMn_Q
<O 2 L s> 1.

28572 SK7H’ -
K
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Seja e € & U &P onde associamos e ao elemento k, consequentemente usando (1.7) e o

teorema (1.3.5) temos:

1 C /1
5w vn2as<S (Gl 19l Pl

C /1

<< (Sl + il
C (L pa g

<O (Lo Jul?
o hn pzsN—Q 25,§—3 Sks
C b2

. . . ~ 2 . . . .
na ultima desigualdade usamos a definicdo de 0 = K¥=. Fazendo uma estimativa similar,
K

obtemos:
1
— 7 0, 0,k 0,k
ovfds<Co (=l + Il V7]
1 2
<Ca { w=lnllo + lnllolinllx
hiﬂ‘n_z
<CK P2 — =l .
Logo,
lell <1+ C)linll
1
h2ﬂn_2 hi/—’%_2 hiﬂra_2 2
<0y ( o L )
KETH K K
<CZ 3 ||uHSR,H
kE€TH Pk

O teorema 4.2.1 fornece uma estimativa de erro 6tima em h e subétima em p.

4.3 Resultados numéricos

Nesta secao apresentamos os resultados de algumas experiéncias numéricas que visam
analisar o desempenho dos métodos de Galerkin descontinuos GNIPG e GSIPG, apresentados
na secao 4.1.

A implementacao numérica foi realizada no ambiente de programacao de elementos finitos
PZ [14], desenvolvido pelo LabMec - Laboratério de Mecanica Computacional da Faculdade
de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo da UNICAMP. O ambiente PZ ¢é escrito em

liguagem de programacao C++ e segue a filosofia de orientacao a objetos. Uma das maiores
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qualidades desse ambiente de programacao é a abstragao de conceitos como o de formulagao
variacional, espacos de interpolacao, resolucao de problemas algébricos e o uso de padroes
de refinamento para efetuar um particionamento geométrico do dominio.

O teorema 4.2.1 garante, para problemas com solugoes suaves, que a ordem de con-
vergéncia dos métodos GSIPG e GNIPG em h, na norma do espago H'(2,T3) é hP. Esta-
remos avaliando através dos resultados numéricos se os métodos GSIPG e GNIPG atingem
essa a ordem de convergéncia na pratica. Também avaliamos as ordens de convergéncia dos

métodos nas normas dos espagos L*(Q,Ty,) e H*(2,T3). A ordem de convergéncia é dada

el
log <||elf1ﬁE>
log(3)

onde [ indica o nivel de refinamento e ||¢;|| g é o erro da solu¢ao numérica na norma do espago

por:

Ordem de convergéncia no espaco F =

E, no nivel de refinamento .

4.3.1 Exemplos em um dominio unidimensional

Exemplo 4.3.1 Inicialmente consideramos um exemplo do problema (4.1) em uma di-

Mensao:
d?u
—=f, emQ=(0,1),
¢ (4.9)
u(0)=0, wu(l)=0,
onde f = (10m)?sin(107z). Desta forma a solugdo erata do problema acima € u(z) =
sin(107z).

Nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 apresentamos as ordens de convergéncia numérica dos métodos

GSIPG (a) e GNIPG (b) calculadas na norma dos espacos L*(Q,Ty,), HY(Q,T3) e H*(Q,Ty)

=)

~

(=)

[}

S

=

Ordem de convergéncia
w

Ordem de convergéncia
L8]

1/h 1/h

(a) (b)
Figura 4.1: Ordens de convergéncia em L*(€,T},) para o método (a)GSIPG; (b)GNIPG.
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I

Ordem de convergéncia
Ordem de convergéncia

HH
HHH

Ordem de convergéncia
Ordem de convergéncia

1/h

(b)

10 10
0.1 0,14 ‘\\
1E-3 1E-3
oy 1E-5 o 1E-51
M| - 1
I I
§1E7 §1E-7— 1h=4
- = 1 ——1nh=8
1E-9 1E94 —a—qjh=16
1 1  ——1/h=32
1E-11 1E-114  ——1/h=64
1E-13 1E-13 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :
0 9 1 2 3 4 5 6 7 & 9
Grau polinomial p Grau polinomial p

(a) (b)
Figura 4.4: Erro em L*(,T},) versus aproximacao polinomial p para o método (a)GSIPG;
(b)GNIPG.
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0,011 001
I|1E-4- I|1E-4—
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1E-8 1E-8]
1E-10 | | ! | | | : : 1E-10 : : : : T T T

Grau polinomial p

(a)

Grau polinomial p

(b)
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Figura 4.5: Erro em H'(Q,J}) versus aproximagao polinomial p para o método (a)GSIPG;

(b)GNIPG.

10

0.14

163

o 1E-5]

— 4

|

FETT ——ih=4

= 4 ——1n=s

1E9]  ——ih=16
1 ——im=32

1E-11 4 —e—1/h=64

1E'13 T T T T T T T T 1E—7 L L T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Grau polinomial p

(a)

Grau polinomial p

(b)

Figura 4.6: Erro em H?(Q,7}) versus aproximacgio polinomial p para o método (a)GSIPG;
(b)GNIPG.

respectivamente. Pode-se observar que as ordens de convergéncia de ambos os métodos na
norma energia (em H') sdo préximas do valor tedrico h? conforme Teorema 4.2.1. Pode-se
observar também que na norma em L2, a ordem de convergéncia da formulacao do método
GSIPG é superior a do método GNIPG, préxima a h?*!, o que jé era esperado devido a dual
consisténcia desta formulacao, enquanto que para o método GNIPG obtemos convergéncia
otima para p impar e subdétima para p par.

Através das figuras 4.4, 4.5 e 4.6 buscamos investigar a convergéncia dos métodos
GSIPG e GNIPG em relagao a aproximacao polinomial p. Pode-se observar que na escala
logaritmica o grafico do erro plotado torna-se linear a medida que a aproximacao polinomial

p aumenta, o que caracteriza a convergéencia exponencial em p dos métodos em questao.

Exemplo 4.3.2 A sequir vamos estudar a aproximacdo dos métodos para um problema em
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que a solugao € “irreqular”. Consideremos:

—%:f, em Q= (—1,1)

(4.10)
u(—1)=ur, u(l)=ug,

onde f,ur, e ur foram escolhidos de tal maneira que a solugdo exata do problema seja u(x) =
arctan(400zx). Neste caso a solug¢ao exata do problema € uma aprozimagao da fungdo de

Heaviside que tem uma “descontinuidade” (salto) na origem.

Consideremos a aproximacao desta solucao com os métodos GNIPG e GSIPG usando
uma malha 26 x Q3 e apresentamos os resultados nas figuras 4.7 ¢ 4.8. Na figura 4.7(a)
apresentamos as solugoes obtidas com os métodos em todo o dominio, enquanto em 4.7(b),
4.8(a) e 4.8(b) apresentamos as solugdes referente a regiao de zoom destacada na figura
4.7(a). Pode-se observar na figura 4.8 que quando os saltos da solu¢ao numérica sao for-
temente penalizados (K = l.e +4), ambos os métodos GSIPG e GNIPG condizem com a
solugao exata nas regioes fora da “descontinuidade”, e apresentam fortes oscilagoes na vizi-
nhanca do ponto de “descontinuidade”, além disso esses dois métodos apresentam solugoes
numeéricas muito semelhantes. Ja quando os saltos dos fluxos sao penalizados e os saltos da
solugdo nao (K = l.e —4), figura 4.7(b), a solu¢ao obtida com o método GNIPG oscila
fortemente no ponto de “descontinuidade”e também nao aproxima bem a solucao exata fora
deste ponto, onde a solucao é suave, e a solucao do método GSIPG com penalizagao nos
fluxos, apesar das oscilagbes na origem, apresentou boa aproximagao, com a vantagem de

ser um método conservativo.

Regiéo de zoom ——Solugao exata
oo - A -GNIPG K=1e-4
T g *A, —k—GSIPG K=1e-4
b . .~ 4
g Eh ) e Ae oo A oo

T T T
0,00 0,02 0,04

() (b)

Figura 4.7: Comparagao entre a solugao exata e solugbes numéricas obtidas com as for-
mulagoes (a) GNIPG e GSIPG quando K = l.e —4 ¢ K = l.e + 4 em todo dominio. (b)
GNIPG e GSIPG quando K = 1.e — 4 para regiao de zoom indicada em (a).

Considerando que solucao obtida com o método GSIPG com penalizacao de fluxos (K =
1.e —4) aproximou bem a solucao exata fora da origem e além disso esse método é conserva-

tivo, resolvemos analisar o comportamento desse método para varias ordens de aproximacao



Solucdo exata
—A—GSIPG K=1e+4

(a)
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——Solugéo exata
—k—GNIPG K=1e+4
24
K k—k
[0}
a
:m
=} o4
-2 T T T
0,00 0,02 0,04
X

(b)

Figura 4.8: Comparacao entre a solugao exata e solucao numérica obtida com a formulacao
(a) GSIPG, com K = l.e + 4 para regiao de zoom indicada em 4.7(a). (b) GNIPG, com
K = 1l.e + 4 para regiao de zoom indicada em 4.7(a).

354
304
254
20+
1,5
1,0 4
054

u, uDG

1,54
22,04
22,54
3,0 4
35

0,0+
0,54
1,04

—— Solugdo exata
~k— GSIPG p=2

T U G S 5
=R R

*
_ Regigo de zoom

a3

X —
1 v

-0,01

——Solugdo exata
—A—GSIPG p=3

_Regigo de zoom

—
L
2,04 18 o—oo—o—o—o—o—0b)
20
254
20
3,0 S T
B A R R D
35 T T T T — 1
0,01 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

X

(b)

Figura 4.9: Comparacao entre a solugao exata e solugao numérica obtida com o método
GSIPG com penalizagao de fluxos (K = 1.e — 4) para (a) p = 2, (b) p = 3, com malha 25.

354
304
254
204
1,54
1,0
054
0,04

U, Ugg

20,54
-1,04
154
2,04
254
3,04
=35

—— Solugéo exata
—%— GSIPG p=4

e

_Regiao de zoom

T
I’

[

0,01

T
0,00

T
0,01

—— Solug&o exata
—A— GSIPG p=5

A P A

_Regiéo de zoom

03 0F 01 02 00 02 w4 oE 06 10

T
0,01

T T T 1
0,02 003 0.04 005
X

(b)

Figura 4.10: Comparacao entre a solucao exata e solugao numérica obtida com o método
GSIPG com penalizacgao de fluxos (K = 1.e — 4) para (a) p = 4, (b) p = 5, com malha 25.
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polinomial, com malha 2% x Q,, p = 2,3,4,5. Apresentamos esses resultados nas figuras
4.9 e 4.10. Nestas figuras podemos notar que quando a ordem de aproximagcao polinomial
aumenta o método converge para solugao exata inclusive na vizinhanca do ponto de “des-
continuidade”, ou seja, o método GSIPG somente com penalizacao no fluxo (e portanto é
um método conservativo), mostra uma boa convergéncia espectral, inclusive na vizinhanga

do ponto de singularidade.

4.3.2 Problema em um dominio bidimensional

Exemplo 4.3.3 Consideremos agora um exemplo do problema (4.1) em duas dimensdes:

—Au=f, emQ=(-1,1) x (—1,1),
(=1,1) x (=1,1) (411)
Uy = U0,

em que f e ug sao escolhidos de tal modo que a solugdo exata seja u(x,y) = arctan(d(y —x)),

onde & € uma constante.

Tabela 4.1: Ordens de convergéncias em L*(Q,T) e H'(Q, T,) para as formulagoes GSIPG
e GNIPG com ordem de aproximagao polinomial de 1 até 5.

=1 Ordens em ||e]|z2 | Ordens em ||e]| g
p Nivel | GSIPG GNIPG | GSIPG GNIPG
2 1.2492 15719 | 0.9339 0.9681

1 3 1.5866  1.7891 | 0.9955  0.9904
4 1.8317 19180 | 1.0125  0.9995

5 1.9307  1.9690 | 1.0082  1.0004

2 2.8428  2.7487 | 1.8068  1.8135

2 3 29804  2.8199 | 1.9803 1.9840
4 3.0031  2.6328 | 1.9988  1.9990

5 2.9999  2.3247 | 2.0006  2.0005

2 3.7014  3.6975 | 3.0110  3.0149

3 3 3.8025  3.8373 | 3.0631  3.0505
4 3.9226 3.9454 | 3.0365  3.0211

5 3.9731  3.9826 | 3.0192  3.0112

2 4.6745 4.6815 | 3.7795  3.7712

4 3 4.9959  4.9330 | 3.8540  3.8645
4 5.0114  4.8654 | 3.9874  3.9930

5 5.0081  4.6374 | 3.9981  3.9993

2 5.7659  5.7583 | 4.6326  4.6296

) 3 5.8234  5.8545 | 5.1484  5.1300
4 5.9254  5.9491 | 5.0377  5.0172

) 0.9434  5.9577 | 49931 4.9871

Na Tabela 4.1 apresentamos as ordens de convergéncia numérica dos métodos GSIPG
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e GNIPG calculadas nas normas dos espagos L*(€,T;,) e H'(Q,T}), para aproximagao po-
linomial variando de 1 até 5, com 0 = 1, ou seja, a solugao exata do problema é suave.
Os resultados obtidos em dominio bidimensional sao semelhantes aos obtidos em dominio
unidimensional, as ordens de convergéncia de ambos os métodos na norma de energia (em
H') sao préximas do valor teérico h? conforme Teorema 4.2.1 e as ordens de convergéncia
da formulacao GSIPG sao superiores as do método GNIPG na norma em L2, préximas de
hPHL,

Nas figuras 4.11 e 4.12 apresentamos as solugoes numéricas obtidas com p = 2,3,4,5
usando a formulacao GSIPG para o problema modelo 4.11, com 6 = 400, K = l.e—4 e a
malha é formada por 2° x 2°. Nestas figuras pode-se observar que as oscilacoes na origem

sao eliminadas a medida que a aproximacgao polinomial p aumenta.

2.0 -
|,5§,
ol
0,55_
0.0 f_
—U.5§

—1.0 =

—1.5 |
=0 I

Figura 4.11: Solugoes numéricas obtidas em dominio bidimensional com a ordem de apro-
ximagao p = 2 (esquerda) e p = 3(direita) usando a formulagao GSIPG.

Por fim, na figura 4.13 apresentamos em (a) o grafico do erro obtido com o método de
Baumann (método de Galerkin descontinuo sem penalizacdo) e em (b) o método GSIPG
com penalizagao no salto da solucao(K = le +4), ja na figura 4.14 temos o método GNIPG
com penalizagao no salto da solugdo em (a) e o método GNIPG com penalizagao no salto
do fluxo da solu¢ao em (b). Nestas podemos notar que o método de Baumann apresenta
maiores oscilagdes na origem em relagao aos métodos GSIPG e GNIPG em que é efetuada

estabilizagao no salto da solugao.

4.3.3 Resultados numéricos para a equacao reacao-adveccao-difusao

Consideremos o seguinte problema de reacao-adveccao-difusao:

—eAu+ [ -Vu+cu=f, em Q,
u=uy, sobre EP UIN_, (4.12)

n-Vu=g, sobre &}'.
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I

| 1.0
Q.5 é
1 00i
-0.5
110

]l s

Figura 4.12: Solugoes numéricas obtidas em dominio bidimensional com a ordem de apro-
ximagao p = 4 (esquerda) e p = 5(direita) usando a formulagao GSIPG.

16

lel

Figura 4.13: Erro absoluto da solugao numérica obtida com p = 2 e [ = 5 usando a formulagao
do método de (a) Baumann (b) GSIPG com K=1e+4.

Figura 4.14: Erro absoluto da solugao numérica obtida com p = 2 e [ = 5 usando a formulagao
do método (a) GNIPG com K=1e+4 (b) GNIPG com K=1e-4.
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Sendo f € L*(2), € > 0, a constante ¢ > 0 e 9~ definido por 2.2.

O método de Galerkin descontinuo para o problema 4.12 é:

encontrar u € H*(,T,) : B.(u,v) = L(v), Yv € H*(Q,T). (4.13)

B (u,v)= Z (eVu-Vu+ (- Vu)v + cuww) de — / e ({Vu} - ]+ 0{Vv} - [u]) ds

gueb
+ /
&

+/ eou] - [v] ds + / eao[Vu][V]ds,
€uED EgUEN

[u] - {Bv}ds + / celu] - [v] ds

€900~

L(v)= Z /fvdx + /eg (o2(n- Vo) +v)ds — /euo(e(n -Vv) — oyv)ds

KETy K SiLV EE

+ /69 (G - n)uguds.

onde o1, 05 € ¢, sao os parametros de penalizacao que foram introduzidos para estabilizar
o método. Da mesma forma como na secao 4.1, se # = —1, temos o método GNIPG e se
0 = 1, obtemos o método GSIPG.

A diferenga entre a forma bilinear B.(-,-) e a forma bilinear B(-,-) definida em 4.2 ¢é
introdugao dos termos em B.(-,-) que correspondem a parte advectiva do problema. Esses
termos ja foram introduzidos anteriormente para aproximar solugoes de problemas advectivos
no trabalho de Brezzi, Marini e Siili [10].

Nesta secao apresentamos somente alguns resultados numéricos obtidos com o método de
Galerkin descontinuo 4.13 para o problema de reagao-advecgao-difusao 4.12 e nao efetuamos
um estudo tedrico do método utilizado. Na implementacao consideramos os parametros de

penalizacao da parte difusiva do método de acordo com o estudo tedrico feito para o problema
p?
R

p
a parte advectiva do método ¢, foi escolhido como: ¢, = \@_nl No trabalho [10] os autores

reacao-difusao na secao 4.1, ou seja, o = K&, 09 = Kyl J4 o parametro que estabiliza

provam que essa escolha para o parametro ¢, é 6tima.

Para Vv € H?(2,T},), consideremos a seguinte norma:

Bl =" ElIVol2,. + e+ Dllel2,) + /

o D
KETH, €Uy,

eoq[v] - [v]ds + / e0u[Vul’ ds

goueN

[ ol Top (Vodds+ IVEld e, (4.14)
euep
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Exemplo 4.3.4 Os resultados numéricos que aqui apresentamos referem-se a um exemplo
do problema 4.12, onde Q = (0,1) x (0,1), 5 = (\%, \%), ¢ = 0, condigcao de fronteira de
Dirichlet homogénea e o termo de fonte f foi escolhido de forma que a solu¢do exata do

problema seja sen(mwx)sen(my).

O caso onde K; = 0, denotaremos por pf (penalizagdo no salto do fluxo da solucao) e se

K3 = 0 por ps (penalizac¢ao no salto da solugao).

Nas tabelas 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 apresentamos as ordens de convergéncia numérica dos
métodos GSIPG e GNIPG nas normas dos espagos L*(Q,Ty), HY(Q,T,) e SP(Q, Ty, F),
para os casos ps e pf. Nas primeiras duas tabelas, onde ¢ = 1078, podemos observar que
ambos os métodos apresentam ordens de convergéncia semelhantes, h?™! em L*(Q,T}), h?
em HY(Q,T,) e h*t2 em SP(Q, Ty, F). Ja na tabela 4.4 consideramos o método GSIPG, em
que € = 1, também obtemos ordem de convergéncia AP em L*(Q2,T}), h? em H'(Q, T),
mas em SP(Q, T, F) temos convergéncia na ordem de hP*! para p impar e h? para p é par.
Por fim, na tabela 4.5, notamos que a ordem de convergéncia do método GNIPG para ¢ = 1

em L?*(92,T3) é hP™! para p é impar e h? para p é par.

Tabela 4.2: Ordens de convergéncias em L*(Q,73), HY(Q,T3) e SP(Q, Ty, F) para a for-
mulacao GSIPG com ordem de aproximacao polinomial de 1 até 4, e = 1078 ¢ K; = 1 para
o caso ps e Ky = 1 para pf.

Ordens em ||e||z2 | Ordens em |le||g: | Ordens em ||e]|.
p | Nivel ps pf ps pf ps pf
2 2.0960  2.0960 | 1.0605  1.0605 | 1.9000 1.9000
1 3 2.2952 22952 | 1.0262 1.0262 | 1.6949 1.6949
4 2.1311 21311 | 1.0021  1.0021 | 1.5399 1.5399
) 2.0378  2.0378 | 1.0000  1.0000 | 1.5106 1.51061
2 2.5821 25821 | 2.0991 2.0991 | 2.6020 2.6020
2 3 2.9015 29015 | 2.0732 2.0732 | 2.7598 2.7598
4 129697 29697 |2.0268 2.0268 | 2.7302 2.7302
) 2.9900 29999 | 2.0095 2.0095 | 2.6612 2.6612
2 | 4.6565 4.6565 | 3.0821  3.0821 | 4.1585 4.1585
3 3 4.4993 44993 | 3.0042  3.0042 | 3.6997 3.6997
4 4.2308 42308 | 29993 2.9993 | 3.5359 3.5359
) 4.0736  4.0736 | 2.9996  2.9996 | 3.5073 3.5073
2 4.5942  4.5942 | 4.0018 4.0018 | 4.5507 4.5507
4 3 4.9002 4.9002 | 4.0175  4.0175 | 4.7537 4.7537
4 4.9730 49730 | 4.0078  4.0078 | 4.7300 4.7300
5 149921 4.9921 | 4.0030 4.0030 | 4.6607 4.6607




88

Tabela 4.3: Ordens de convergéncias em L*(Q,T), HY(Q,T,) e SP(Q, Ty, F) para a for-

mulacao GNIPG com ordem de aproximacao polinomial de 1 até 4, e = 1078, K; = 1 para

o caso ps e Ky =1 para pf.

Ordens em ||e]| 2

Ordens em ||e]| g

Ordens em ||e]|.

p | Nivel ps pf ps pf ps pf
2 2.0960  2.0960 | 1.0605  1.0605 | 1.9000 1.9000
1 3 2.2952 22952 | 1.0262  1.0262 | 1.6949 1.6949
4 21311 21311 | 1.0021  1.0021 | 1.5399 1.5399
5 2.0378  2.0378 | 1.0000  1.0000 | 1.5106 1.5106
2 25821 2.5821 |2.0991  2.0991 | 2.6020 2.6020
2 3 29015 29015 | 2.0732 2.0732 | 2.7598 2.7598
4 29697 29697 | 2.0268 2.0268 | 2.7302 2.7302
5 2.9900 2.9999 | 2.0095 2.0095 |2.6612 2.6612
2 4.6565  4.6565 | 3.0821  3.0821 | 4.1585 4.1585
3 3 44993  4.4993 | 3.0042  3.0042 | 3.6997 3.6997
4 42308  4.2308 | 2.9993 29993 | 3.5359 3.5359
5 4.0736  4.0736 | 2.9996 2.99967 | 3.5073 3.5073
2 45942 45942 | 4.0018  4.0018 | 4.5507 4.5507
4 3 49002 4.9002 | 4.0175 4.0175 | 4.7537 4.7537
4 49730 4.9730 | 4.0078  4.0078 | 4.7300 4.7300
5 49921  4.9921 | 4.0030 4.0030 | 4.6607 4.6607

Tabela 4.4: Ordens de convergéncias em L*(Q,T), HY(Q,T,) e SP(Q, Ty, F) para a for-
mulacao GSIPG com ordem de aproximagcao polinomial de 1 até 4, e =1 e K; = 10 para o
caso ps e Ky = 10 para pf.

Ordens em ||e]| 2

Ordens em ||e]| g

Ordens em ||e]|.

p | Nivel ps pf ps pf ps pf
2 1.7801 -0.2958 | 0.9883 -0.4420 | 2.0468 -0.8737
1 3 1.9561  0.5704 | 0.9992 0.2522 | 2.0996 -0.1775
4 1.9906 -3.2064 | 0.9997 -3.2255 | 2.0748 -3.6252
5 1.9979 -1.6635 | 0.9999 -1.8976 | 2.0444 -2.2559
2 29119 29665 | 1.9874 2.1053 | 2.0166 3.1198
2 3 2.9605 3.0299 |2.0001 2.0761 | 2.1020 2.9822
4 2.9810 3.0220 | 2.0008  2.0348 | 2.0757 2.8136
5 2.9909 3.0122 | 2.0005 2.0155 | 2.0448 2.6845
2 3.8979  3.9938 | 2.9873 3.0315 | 4.0932 3.6703
3 3 3.9748  3.9983 | 2.9970  3.0079 | 4.1148 3.2297
4 3.9940  3.9993 | 2.9992  3.0017 | 4.0792 3.0546
5 3.9985  3.9998 | 2.9998  3.0004 | 4.0463 3.0121
2 49718  4.9466 | 3.9837  3.9631 | 3.9423 4.8190
4 3 4.9842 49882 | 3.9970  3.9928 | 4.0841 4.7202
4 4.9920  4.9982 | 3.9997 3.9996 | 4.0722 4.6325
5 4.9922  4.9966 | 4.0003  3.9973 | 4.0425 4.4184
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Tabela 4.5: Ordens de convergéncias em L*(Q,73), HY(Q,T3) e SP(Q, Ty, F) para a for-

mulacao GNIPG com ordem de aproximagcao polinomial de 1 até 4, e =1 e K; = 1 para o

caso ps e Ky = 1 para pf.

Ordens em ||e]| 2

Ordens em ||e]| g1

Ordens em ||e]|.

p | Nivel

ps pf

ps pf

ps pf

2

2.3102  1.6280
2.2244  1.8160
2.0689  1.8499
2.0015  1.8379

1.0229  1.0477
1.0147  1.1775
1.0059  1.1177
1.0019  1.0617

2.2199 1.0968
2.1344  1.0440
2.0486 1.0045
2.0088 1.0002

2.1457  2.0611
21733 1.8932
2.0999 1.8612
2.0504  1.8948

1.9963  1.9173
2.0322  1.8726
2.0181  1.8706
2.0087  1.9062

1.9322 2.1141
2.0301  2.0110
2.0238 1.9726
2.0127 1.9716

4.3934  4.4232
4.1616  4.1295
4.0552  4.0178
4.0207  3.9958

3.0742  3.1606
3.0170  3.0365
3.0037  3.0100
3.0008  3.0028

4.2402  3.6484
4.0772  3.1522
4.0224  3.0309
4.0075  3.0067

w
QU W N UL = W RNU = W N Ot = W

44113  4.1816
4.3810 4.1331
4.1948  4.0256
4.0840  3.99291

3.9950  3.9294
4.0147  3.9600
4.0097  3.9748
4.0037  3.9824

3.8681 4.2812
4.0017  4.2495
4.0134 4.1387
4.0074  4.0689




Conclusoes

Neste trabalho foi estudado o Método de Galerkin descontinuo com penalicao nos fluxos
da solugao numérica para equacoes elipticas de segunda ordem. Esta técnica, foi recente-
mente introduzida para problemas elipticos e hiperbdlicos, com o objetivo de assegurar a pro-
priedade conservativa do método de Galerkin descontinuo, possibilitando assim a aplicacao
do método na dinamica de fluidos computacional.

O estudo tedrico sobre a convergéncia do DGFEM com penalizacao nos fluxos da solucao
numérica e os resultados obtidos com experiéncias numéricas permitem fazer as seguintes
conclusoes:

Para problemas elipticos de segunda ordem com solugoes suaves todos os métodos (com
penalizacdo na solugdo ou no fluxo) apresentaram resultados numéricos que confirmam as
ordens de convergéncia tedricas.

Em problemas elipticos que possuem uma solucao exata com fortes gradientes ou des-
continuidades, os métodos de Galerkin descontinuo com penalizacao no salto da solucao
numérica apresentam oscilacoes na vizinhanca do ponto “irregular ”. Entretanto os métodos
com penalizacao nos fluxos mostraram desempenho diferente: o método GNIPG apresentou
fortes oscilagoes no ponto “irregular”’e também nao aproximou bem a solucao exata fora
deste ponto, ja o método GSIPG mostrou boa convergéncia espectral.

Somente realizamos um estudo numérico do método proposto para problemas de ad-
veccao-difusao. Baseados nestes dados podemos notar que ambos os métodos mostraram ro-
bustas taxas de convergéncia, tanto para problemas com termo eliptico predominante como
para problemas com advecgao dominante. Os métodos apresentaram taxas de convergéncia
que correspondem a problemas elipticos quando € = 1 e a ordens de convergéncia hiperbdlica
quando € — 0(s = 1078).

Desenvolver um estudo tedrico do método de Galerkin descontinuo implementado para a
equagao reacao-adveccao-difusao devera ser objeto de futuras investigagoes, bem como apli-
car as técnicas de estabilizacao estudadas para desenvolver o método de Galerkin descontinuo

de alta ordem, conservativo, para sistemas de equagoes de Navier-Stokes.
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Apeéendice A
Espacos de funcoes

O objetivo deste apéndice é apresentar alguns conceitos de espagos utilizados no decorrer

do trabalho, de maneira sintetizada para possiveis esclarecimentos ao leitor.

A.1 Espacos de funcoes continuas

Seja. N o conjunto dos numeros inteiros positivos. Uma n-upla
a = (ag,ag,...,a,) em N* é chamado um multi-indice, e o] = a1 + s+ ...+ @, é 0
comprimento de a. Assim, definimos 0% = 07" ... 05" em que 0; = 0/0x; para j =1,...,n.

Seja 2 um conjunto aberto em R" e k € N, entao denotamos por:

1. C*(Q) o conjunto de todas as fungoes u definidas em 2 com valores reais, tal que 9%u

é continua para todo a com |a| < k.
2. C*(Q) como N C*(Q).
k>0

3. C*(Q) o conjunto de todas as u € C*(12), tal que 9*u pode ser estendida continuamente

de Q para (, para todo a com |a| < k.

0o (0) k(O
4. C*(£2) como ’QOC’ (Q).

Assumindo que € é um conjunto aberto limitado em R”, entdo C*(Q) equipado com a

norma

€N

s, = max {sup 0 u(o) .

é um espaco normado.

Definicao A.1.1 Seja u uma fungao continua definida em 2 C R™. Chamamos de suporte
deu ao fecho em 2 do conjunto {x € Q: u(x) # 0}. Usamos a notagdo suppu para designar
o suporte de u. Se suppu € um conjunto compacto e é um subconjunto do interior de €2,

entao dizemos que u tem suporte compacto em relagao a €.
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Definigao A.1.2 Seja Q um dominio em R", CE(Q) denota o conjunto das fungoes u €

C* (Q) com suporte compacto em Q. Para o caso em que k = oo, C°(Q) = D(R).

A.2 Espacos de funcoes integraveis

Consideremos agora funcoes de valores reais definidas sobre um dominio 2 C R" que
sao Lebesgue integraveis. Para 1 < p < oo, definimos o espaco de Lebesgue LP(§2) como
o conjunto de todas as u definidas em 2, tal que |u|P é integravel a Lebesgue sobre Q. O

espago LP(2) equipado com a norma

1/p
el iy = ( / |u<x>|pd:c) |

¢ um espaco de Banach.

Definicao A.2.1 O supremo essencial de u € o infimo do conjunto de todos os nimeros reais

M tais que |u| < M quase sempre em 2. Denotamos o supremo essencial por ess.sup u(x).

Logo, quando p = oo, 0 espago L>°(£2) denota o conjunto das fungoes de valores reais u
definidas sobre 2 que sdo mensurdveis a Lebesgue, tal que, |u| tem supremo essencial finito.

O espago L (f2) equipado com a norma

]| L) = ess.sup |u(z)],
e

¢ um espaco de Banach.

A.3 Espacos de Sobolev

Definigao A.3.1 O conjunto das fungées localmente integrdveis, L. () € definido por:

L,.(Q)={f: fe LYK), VK Cint()}.

Definigao A.3.2 Seja u,v € L}, (Q) e a um multi-indice. Entdo, v é a a-ésima derivada

fraca de u se, e somente se,

/uDo‘godx = (—1)|a|/vg0d:v, Ve C5e(2).
Q

Q

Da mesma forma como nas derivadas classicas escrevemos v = D®u. A definicao de derivada

fraca estende a de derivada cléssica.
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Definicao A.3.3 Seja Q um conjunto aberto em R?, entdo para 1 < p < 0o, o espago de

Sobolev WF(2) € definido como sendo,

WkQ) = {u € LP(Q); 0w e LP(Q), |a| <k}

p

e, equipamos esse espaco com a norma de Sobolev dada por,

1/p

llhwsoy = [ 3 0%l |
la|<k
quando 1 < p < oo, e por,

||u||W§o(Q) = fg‘% ”8au||Loo(Q),

quando p = Q.

Para cada espaco acima, define-se a semi-norma de Sobolev,

1/p

|u|W§(Q) = Z ||8au||22p((2) )
|a|=k
quando 1 < p < o0, e

ulwe @) = max 10%u|| Lo (92),

jol=

quando p = oo.

Quando p = 2, W¥(€) é um espaco de Hilbert com o produto interno dado por

(u7U)W2k(Q) = Z (aau’7 8042})’

|| <k

em que (-,+) é o produto interno de L?(£2). Nesse caso designamos W¥(Q2) por H*((Q).

A.3.1 Espacgos de Sobolev fracionarios

Dado s > 0 e s ¢ N escrevemos s = m+ A sendo 0 < A < 1 e m = [s] é a parte inteira

de s. Entao, W(€2) é o conjunto de todas as u € W"(£2), tal que,

1/p

_ |0%u(z) — O*uly)”
|ulwso) = Z /Q/Q PR dxdy

laf=m
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para 1l < p < oo e,

8u(z) — o°
[u|ws (@) = max ¢ ess.sup |0%u(x) /\U(y)| < 00,
oo |a|:m z,y € Q |x_y|
TFy

para p = 00.

Equipamos W;(§2) com a norma

lellwgon = (el gy + il ) 7.
quando 1 < p < oo, €

ullws @) = [[ullwm@) + [ulws @),
para p = 0o.

Maiores informagoes sobre esses espacos podem ser encontradas em [1]
A.4 Fronteira Lipschitz

A seguir apresentamos uma definicao que garante a regularidade da fronteira de um
dominio €2.

Definicao A.4.1 Supomos que Q é um conjunto aberto em R,

Vamos dizer que a sua
fronteira 02 € de classe C* ou Continua Lipschitz, se para todo x € OS), existe:

1. um conjunto aberto O C R com x € O;

2. um sistema ortogonal de coordenadas locais ¢ = (Cy, ..., Ca) = (C,¢4) e a € RY, tal que,
O={¢ —a; < <a; 1<j<d};

existe uma funcao ¢ definida sobre

O:{éeRd_l; —aj<§j<aj, 1§]§d—1}
tal que o € C*(O) (¢ ¢ continua Lipschitz in O),
. a . .
POl <5, (€0,

QNO={¢ L=<, (O}

00N0 ={¢ =9, (€O}
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