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RESUMO

O presente trabalho desenvolve o estudo de impkag@&o de uma técnica de suavizagao
de resultados para elementos de contorno descostipara elasticidade bidimensional. Além
disso, propfe-se uma nova metodologia para o caldal componente tangencial de tensdo
nesses mesmos elementos.

A utilizacdo de elementos descontinuos no métaoelementos de contorno (MEC)
fornece resultados descontinuos para as varideemablema de um elemento para outro. A
definicdo do valor de uma variavel na interfaceeedbis elementos ou mesmo nos extremos de
um segmento de contorno se torna um problema. Woaich capaz de obter resultados
continuos (suavizacdo) é implementada para elesdéineares e quadraticos. A metodologia é
desenvolvida a partir da recuperacéo de valoresid®geométricos entre elementos, a qual se
baseia em aproximacgdes por minimos quadrados doeesaoriginais nos nos fisicos. Essas
aproximacoes sao realizadas a cada grupo de @oneetos ffatches) e, dessa maneira, o valor
de qualquer variavel (deslocamentos ou tensGes)dongeomeétrico compartilhado pelo grupo
pode ser recuperado. Novas solu¢cdes com o mesmalgranterpolacdo das solucdes originais
sao obtidas em cada elemento a partir desses valecaperados e, conseqientemente, uma
solucao continua € obtida.

A obtencdo de resultados ndo continuos e de mpremisdo para a componente
tangencial de tensdo, a qual é normalmente péegsada no MEC, € comum a elementos
continuos e descontinuos. Desse modo, uma novagteople calculo dessa componente é
desenvolvida para elementos descontinuos lineagesdraticos. A utilizacdo da lei de Hooke
na sua forma padréo utiliza funcbes com graus tpolacédo diferentes, pois a componente
tangencial de deformacdo € obtida a partir da ddavdas funcbes de interpolacdo de
deslocamento. Assim, a técnica se baseia na géilizale um nimero menor de pontos com
convergéncia mais elevada na utilizacao da lei kel

A eficiéncia e capacidade das ferramentas propastatrabalho séo verificadas pela
resolucdo de problemas estaticos de elasticidane elementos lineares e quadraticos, para

diferentes geometrias e condi¢fes de contorno.



ABSTRACT

This work presents a study on the implementatiba ¢echnique to obtain smoothed
results for discontinuous boundary elements in divoensional elasticity. A new methodology
for the evaluation of the tangential componenttass in these elements is also proposed.

The use of discontinuous elements in the bouneé&gnent method (BEM) generates
discontinuous inter-element results for the vagabbf the problem. Then the recovery of the
value of a variable along the interface betweendlements becomes cumbersome. A technique
to obtain continuous (smoothed) results is impleerior linear and quadratic elements. The
methodology is developed for the recovery of valmethe geometric nodes between elements,
which is based on least-square approximationseobttyinal values in the physical nodes. These
approximations are made for each patch of two eisneand then the value of any variable
(displacements or stress) in the geometric nodeedhia this patch can be recovered. New
solutions with the same degree of interpolatiorthef original solutions are obtained in each
element from these recovered values and therefooatinuous solution is obtained.

The evaluation of discontinuous and consequeptg hccurate results for the tangential
component of stress is a common post-processing isteBEM, for both continuous and
discontinuous elements. Thus, a new proposal flmulzding this component is developed for
linear and quadratic discontinuous elements. Theveational application of the Hooke's law
uses functions with different degrees of interpotatas the tangential component of strain is
obtained from the derivative of the displacemetgnpolation functions. Therefore, the proposed
technique is based on the use of a smaller nunflsamaple points with higher accuracy.

The performance and capabilities of the devisetldce verified by the solution of two-
dimensional elasticity static problems using linead quadratic boundary elements, for various

geometry and boundary conditions.

Vi
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1. INTRODUCAO

A resolucdo de um problema de engenharia, e nspec#icamente, dos que se inserem
dentro da mecanica do continuo e da mecanica diowsOpode-se resumir como a busca de
uma solucdo para uma determinada equacao difekeAcfarma de busca dessa solucdo esta
Sujeita ao tipo de problema e sua complexidade emqubalse buscar solucdes exatas ou
aproximadas, analiticas ou numéricas.

A utilizacdo de métodos analiticos para a resoluigiproblemas praticos de engenharia
se mostra extremamente complicada e morosa, mesmo & utilizacdo de hipoteses e
simplificagBes das condi¢bes reais. Além dissoegsmidizer que, em geral, estas simplificagbes
afastam-se demasiadamente do problema original.

Por outro lado, os métodos numéricos ofereceng ead mais, a possibilidade de busca
de solu¢gBes complexas, permitindo encontrar sotuapeoximadas para iniUmeras variantes do
problema em tempo satisfatorio. Isto se deve paigiente ao auxilio computacional na
realizacdo de seus calculos. Entre os métodos rmoaénais conhecidos pode-se citar 0 método
das diferencas finitas (MDF), método dos elemefititos (MEF) e 0 método dos elementos de
contorno (MEC).

O MDF se baseia na aproximacdo de derivadas peredcas finitas utilizando
expansdes locais para as variaveis, geralmeness#iTaylor truncadas das derivadas. No caso
da Mecanica dos Sdlidos, este método néo é fregmente utilizado quando comparado aos
outros dois.

O MEF é o método numérico mais utilizado prinacipahte pelo fato de dividir o
dominio em uma série de elementos de geometridesinps quais tém um aspecto fisico bem
associado a uma determinada parte da estruturabmaé outras caracteristicas desse método,
pode-se citar a robustez, simplicidade de formulagd fato de gerar matrizes de rigidez em
banda, as quais, aliadas a técnicas de resolugdecias, reduzem muito o tempo de
processamento. Entretanto, o MEF possui desvantagemsolucao de problemas com dominio
infinito e também em regides de concentracdo d&tes; como na mecanica da fratura.

O MEC consiste, basicamente, na transformacaoade pla equacdo diferencial que
governa o problema em uma equacdao integral. O centio problema é entdo discretizado em
elementos de superficie e seu dominio em céluleemdp existirem forcas de corpo. A partir
desta discretizacdo, suas integrais no contorncapémximadas por integracfes efetuadas em
cada elemento e, da mesma forma, para suas irgegralominio em relacdo as células. Tais

integrais, geralmente obtidas numericamente, gexseficientes de influéncia entre os diversos



elementos e/ou células que formam um sistema decéga que relaciona potenciais
(deslocamentos) e fluxos (tensdes) em todos oal®s que aproximam o contorno.

As raizes matematicas para o MEC foram estabekeadhda no final do século XIX,
mas apenas no final da década de 1960 o métodouypassceber maior atencdo da comunidade
cientifica. Parte disso devido a sua formulaci@mente matematica e parte pelo gigantesco
desenvolvimento do MEF, o qual atraiu a atencapesgjuisadores de diferentes &reas por sua
grande abrangéncia.

Apos incorporar algumas caracteristicas do MEFAE® tomou impulso e consolidou-se
como uma alternativa vidvel para solucdo de probtemie engenharia, principalmente em
situagbes onde o MEF ndo se comporta adequadam®nteducdo de uma dimensao do
problema, em problemas lineares, é a principal ctanatica desse método, o que diminui
drasticamente a quantidade de dados necessar&a pag resolucdo computacional. Entretanto,
geralmente o método resulta matrizes cheias e in&lrcas, impedindo ou dificultando o uso
de estratégias de solucao ja desenvolvidas parafa M

Vale ressaltar que o MEC tem um 6timo desempeah@esolucdo de problemas lineares
dentro da mecanica estrutural, obtendo resultaddbares que o MEF para uma discretizacao
equivalente do dominio. Para problemas nédo linearddEC ainda ndo tem desenvolvimento
suficiente comparado a outros métodos, bem comfil@ofias adaptativas. Ainda, vale dizer, o
MEC tem um bom desempenho em problemas de domifioite e problemas com
concentracdo de tensdes.

A relaxacdo de condi¢cdes de continuidade em métbdseados em discretizacdo tem
ganhado impulso nos ultimos anos. No MEC, atraeéslementos descontinuos e no MEF com
formulacdes de Galerkin descontinuas. Essas almwdagjmplificam muito a implementacéo
computacional dos métodos, e pode aumentar a sti@nefa na solucdo de problemas nao-
lineares ou contendo descontinuidades. No MECe ergtiifatos que levam a utilizacao deste tipo

de elemento pode-se citar que apesar desses telgghes descontinuas de um elemento para o

outro, eles possuem continuida@é em todo o comprimento, e tal condicdo é necesparao
calculo de diversas classes de integrais singulatém disso, tais elementos evitam o problema
do n6 duplo e ainda sao eficientes na solucdo dblgmas em cantos, singularidades e
problemas de trincas.

O emprego de elementos polinomiais com continggdd, ou seja, que satisfaz apenas
a continuidade nas variaveis de estado e ndo nas darivadas (como por exemplo,
deformacdes), se tornou padrdo no MEC durante akgumnpo. Porém, com esse impulso na

utilizacdo de elementos descontinuos, diversossnestudos podem ser propostos.



A utilizacdo de elementos descontinuos provéjaipresultados ndo continuos mesmo
nas variaveis de estado. A definicdo do valor da uariavel na interface entre dois elementos
ou mesmo nos extremos de um segmento (superfiom®) uma determinada condicdo de
contorno se torna um problema com elementos ddscost Poder-se-ia propor a recuperacao
destes resultados por extrapolacdo das funcdestetpalacdo do elemento ou mesmo a média
das extrapolagfes entre elementos, porém essedaad&@o muitas vezes inadequados. A fim de
obter resultados melhor definidos e continuos texrface entre elementos, para elementos de
contorno descontinuos, é proposta neste traballzoformulacéo para suavizacao de resultados
baseada em minimos quadrados. Esta formulacdo temo cbase a técnica SPR
(Superconvergent Patch Recovery) desenvolvida por Zienkiewicz e Zhu (1992a, 199492c),
para o MEF, que também sera brevemente revista.

Por fim, um fato que é comum a elementos contirudgscontinuos é a obtencéo de
resultados ndo continuos e de menor precisdo pa@m@aonente tangencial de tensao (em
coordenadas locais), a qual € normalmente pdésgsada em problemas de engenharia. Desse

modo, uma nova formulacéo para o calculo dessadehsugerida neste trabalho.

1.1 OBJETIVOS DO TRABALHO

Este trabalho tem por objetivo principal desenvolgeimplementar uma técnica de
suavizacao de resultados em elementos de contesuoitinuos para problemas de elasticidade
plana bidimensionais utilizando um programa deskerdmem MATLAB.

Como objetivo secundario, pretende-se desenvalu@ nova proposta de calculo da
componente tangencial de tensdo para elemento®rdesms. Em procedimentos padrdes
obtém-se tal componente através da Lei de Hookleantdlo a derivada de uma variavel de
estado. Assim, um procedimento semelhante acresteede algumas modificacdes é descrito.

Desse modo, fez-se necesséario o estudo dos funtlzsneedricos que envolvem a
mecanica dos solidos, o método dos elementos dmroone a recuperacdo de valores em
métodos numéricos. Nesse contexto, foram estadlekeos seguintes objetivos:

* Realizar um estudo dos fundamentos de mecanicadlio®s, elementos de contorno e
recuperacao de valores;

» Alterar o programa basico de elementos de contarfim de ter como base de trabalho
0s segmentos (linhas, arcos e circulos) a serampeeados;

» Auvaliar os procedimentos de calculo de tens6eontomo;



* Avaliar, desenvolver e implementar procedimentos simvizacao/recuperacdo de
valores;

» Desenvolver e implementar uma nova proposta dellcatta componente tangencial de
tensdo atraves de testes e analise de resultados;

* Analisar e testar as técnicas desenvolvidas emmslgroblemas classicos, comprovando

a eficiéncia da metodologia proposta.

1.2 ORGANIZACAO DO TEXTO

Em relac@o a organizacdo e para um melhor entemdindeste trabalho apresenta-se
aqui uma breve descricdo de cada capitulo.

No capitulo 1 é feita uma introducéo situando @soehos numeéricos, principalmente o
método dos elementos de contorno, no contexto dtuahgenharia. Aléem disso, sdo descritos 0s
objetivos deste trabalho bem como esta breve déscri

O capitulo 2 apresenta os fundamentos teéricoelasicidade linear. Descreve 0s
estados de tensbes e deformacbes de um corpo, e as relagcdes constitutivas que
relacionam esses dois estados. Ao final do capsidoapresentadas as equacdes de elasticidade
para o estado plano de tensdes (EPT) e estado gaseformacoes (EPD).

No capitulo 3, é feita uma revisdo dos conceifssdos mais importantes do método dos
elementos de contorno, descrevendo esse para madlde elasticidade plana e, ao final, os
elementos descontinuos utilizados no trabalho.

O capitulo 4 se concentra na é&rea de suavizac&eceperacdo de resultados,
apresentando um método de recuperacdo para o MEHwW principal deste trabalho, ou seja,
uma proposta de técnica de suavizacdo de resulpgtaselementos de contorno descontinuos
no MEC.

No capitulo 5 € apresentada uma nova formulac&a pacélculo da componente
tangencial de tensdo em elementos de contorno rtéseos para elasticidade bidimensional.
Nos capitulos seguintes sdo mostrados diversofta@ssi numéricos e as consideracdes finais,
incluindo, conclusdes e sugestfes para a contideida pesquisas nessa area.

No APENDICE A, é mostrada uma breve descri¢do stdscdes fundamentais para

elasticidade bidimensional em elementos de contorno



2. FUNDAMENTOS TEORICOS DE ELASTICIDADE LINEAR

A resolucdo de qualquer problema mecanico que hemvelasticidade necessita da
solucdo das equacbes de equilibrio, seja analidntanou numericamente. O meétodo dos
elementos de contorno para elasticidade busca whigd® numérica aproximada para um
problema estrutural, e a compreensdo dos fundaséetiricos basicos de elasticidade é
fundamental para o entendimento do método.

Dessa forma, sdo apresentadas neste capitulauagbeg basicas da elasticidade linear
infinitesimal isotrépica, partindo dos estados @mséio e deformacdo para as relagbes
constitutivas. Além disso, conforme mencionado r@mt@ente, este trabalho seré restrito a
elasticidade bidimensional, utilizando as hipdtedesestado plano de deformacgdes ou estado
plano de tensdes que também serédo brevementetdes@aste capitulo.

Estudos mais completos sobre a teoria da elastieigodem ser encontrados em Boresi e
Chong, 1987, e Atkin e Fox, 1980, que foram utdiz®como base para este capitulo.

Estado de tensdes

Podemos comecar definindo o estado de tensfes mampanto em termos das
componentes de tenséo (figura 2.1). Em principimos 9 diferentes componentes de tensao que
podem ser agrupadas no tensor tensao, isto €

Ull 012 013

Opn Opn Oy (2.1)

031 032 033
entretanto essas componentes nao sdo todas ineéepesndnas sao relacionadas pelas equacdes
de equilibrio.

O equilibrio das forgas nas trés dire¢égsz, e =, produzem as conhecidas equacgdes de
equilibrio para forgas que necessitam ser satisfein todo o dominio, isto €

00y, 00, 00, 45 =0

oz, Oz, Oz,
00, 00, 00y, +h,=0 2.2)

Or, Oz, Oz,
00y, , 003, 6033+b -0
or, 0x, Odr,

ondeb, sao as componentes das forcas de corpo.
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Figura 2.1 — Notag&o para tensdes e deslocamentos.

O grupo de equacdes (2.2) pode ser escrito defame mais compacta, utilizando

notacao indicial, simplesmente como

00,
—=L+b, =0 (2.3)
T.

J
ondei=1, 2, Zej=1, 2, 3
Quando se realiza um corte ficticio no corpo,emsdes podem ser projetadas em um
elemento diferencial de contorno e produzem fodmsuperficie, também conhecidas como

vetor tracao que séo denotadas pode tal forma que
p,=0o,n,  sobrel (2.4)
ondei=1, 2, G j=1, 2, 3e n, n, € n,S80 as componentes do vetor normatom respeito
aos eixosr,, z, € z,.
Essas for¢cas de superficie sdo assumidas com® skdhs em uma partE, do
contorno e sdo chamadas de condi¢cdes de contoumaisado problema. Assim,
P =Dy DP,=DPy;  Ps=ps;  Sobie, (2.5)
Essas condi¢Bes implicam que as for¢as de sumedfdicadasp, devem estar em equilibrio

com as componentes for¢a de superficie obtidastia gas tensfes internas no contorno [Boresi
e Chong, 1987], isto é
p,=o,n,=p, sobrel, (2.6)



Estado de deformacdes

As variacdes dos campos de deslocamentos, quedponentes:,, u, € u,em todos

0s pontos do corpo, produzem as deformacgOes eginiais que para o caso linear podem ser

escritas em notacéo indicial como:

~ Ou,
T2 0z, O,

1

ondei=1, 2, e j=1 2, 3

Algumas vezes as deformacdes séo definidas pedortee deformacdes, isto é
€n €2 € (2.8)

ondee&, =&, €3,=Eyy E15=E o
E mais simples aplicar as condicées de contornteemos dos deslocamentos do que em
termos das deformagobes [Atkin e Fox, 1980]. Assimle as seguintes condi¢cdes de contorno
essenciais podem ser definidas
U = U Uy =U,; U= U, sobre, (2.9)

ondew, sdo valores prescritos e a superficie total déocoa € dada poF, +I .

Relacbes Constitutivas

Os estados de tensao e deformagdo em um cormorektéionados através de equacdes
conhecidas como relagBes constitutivas. Para umerimlatom comportamento elastico linear
isotrépico podem-se definir as contantese 1, conhecidas como constantes de Lamé. Dessa
forma, as relacdes tensédo-deformacao podem séaestmmo [Atkin e Fox, 1980]

0, =A0,&, +2U¢E, (2.10)

onde o simboldj; € o delta de Kroneckee(l parai=j e =0 parai# j). Além disso,¢,, é

conhecido como deformacgéo volumétrica, isto é

Ekk = 511+£22+£33 (211)
A relacédo inversa da expressao (2.10) pode sdteesomo
£.= 49,

1
i —makk+—a. (212)

2,(1 9



ondeo,, =0,,+0,,+ 0.
As constantes de Lamé podem ser expressas emstelonmodulo de cisalhament,
modulo de elasticidad® e coeficiente de Poisson pelas seguintes formulas,

oo B, uE
M0 5w T ) 2) @19

2.1. ESTADO PLANO DE TENSOES (EPT)

Pode-se considerar que um corpo esta sob um eglado de tensdes quando as
seguintes hipdteses sdo satisfeitas: (i) o corfimce isto €, a espessura € pequena quando
comparada as outras duas dimensdes, as quais foumarplano; (i) todas as cargas séo
consideradas como atuando no plano médio da ch@pao(z,z,), ou entdo, apresentando
intensidade constante ao longo da espessura da fbgm e Shames, 1973]. Logo, as tensdes
fora do plano sé&o nulas, e definimos o estado plkaaensdes no plane, como uma
distribuicdo de tensdes onde:

O,3=0,,=0,,=0 (2.14)

e g, 0,, €0,, sao funcdes de, e z, somente, ou seja,

O-ll(xl'xZ); J22(331'7;2) ; le(x 13"2)
Uma forma alternativa para a declaracdo (2.14)séreger as componentes de

deslocamento em fungéo dge z, somente, isto €

u1=u1(xl,x2), u2=u2(xlx2) (2.15)
porém deve ser lembrado que# 0 e a componente de deformacég pode ser determinada
em fungéo das tensdes,, 0,, €0,,.

Dessa forma, as relacdes constitutivas, em tedmosodulo de elasticidade e coeficiente
de Poisson, podem ser escritas assim

——(ve, t+e,,) (2.16)

As relagbes podem ser invertidas para a obtene&oddformacdes em termos dos

deslocamentos e assim, o valorggpode ser obtido posteriormente pela relagéo



1
£y = E(—vall— Vo ,,) (2.17)

Imagens exemplificando as hipéteses de EPT e ERIBrp ser visualizadas nas figuras
2.2ae 2.2b.

_X]A

a) b)
Figura 2.2 — a) Estado plano de tensdes (EPTesthjlo plano de deformacées (EPD).

2.2. ESTADO PLANO DE DEFORMACOES (EPD)

Esta forma de andlise normalmente representa gawamento de longas estruturas
como, por exemplo, tuneis e tubulagcdes. As hipétbssicas que devem ser consideradas sao:
(i) a componente de deslocamento na dire¢cdo dopeircipal da estrutura deve ter valor zero
nas duas extremidades da estrutura, por estarérmgetas ao movimento normal devido ao

fato da espessura ser grande comparada as dimeeptesentativas nas diregégse x,; (ii) as
forgas de corpo e de superficie ndo tem compomentirecaor, e sdo independentes de
Neste caso os deslocamentes e u,, no plano, sdo independentes dg e u, €
identicamente igual a zero, assim
ul=ul(xl,x2); u2=u2(xlx2) p U= (2.18)
resultando nas seguintes deformacdes iguais a zero
Eg3 =E3=E45,=0 (2.19)

€ as restantes,

10 €00 €&, SA0 independentes de.

As relagcbes constitutivas, para EPD, em termomddulo de elasticidade e coeficiente

de Poisson, podem ser escritas dessa forma:
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E

011 :W((l_v)gll+V£22)

E
g,, :W(Vgll+(l_v)£22) (220)
0-12 = 2G812

As relacbes podem ser invertidas para a obtene&oddformacdes em termos dos
deslocamentos, e o valor dg,, se requerido, pode ser obtido posteriormenterpkgéo
035 =V (0,,+05) (2.21)
E importante observar que se pode transformanaacées (2.16) para estado plano de
tensdes nas equacgodes (2.20) para estado plandadmaedes simplesmente repondo os valores

de E e v por valores equivalentes’ e V', de tal forma:

E ,_ v
_2' I/__
1-v 1-v

onde o valor d&; continua 0 mesmo.

E'=

(2.22)

Essa relagcdo é muito importante, pois em elemeatdosontorno trabalha-se com EPD,
pelo fato da solucdo fundamental ser conhecida g&sa tipo de problema, e assim problemas

em EPT podem ser resolvidos utilizando a relacéersa a (2.22), isto é

E'=(1-v*)E;, v =—"— (2.23)



11

3. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O meétodo dos elementos de contorno (MEC) vem reeafido como uma poderosa
alternativa, principalmente em casos onde se reana#nor precisédo frente a outros meétodos
numéricos, como em analises de concentracao déetelesdominios infinitos. Além disso, uma
das caracteristicas mais importantes do métoddagoode requerer apenas a discretizacdo do
contorno (superficie) e ndo do dominio (volumetiltando assim, a geracdo de malha e o
remalhamento em técnicas adaptativas e de otinizaca

A fim de dar base ao foco principal deste traha#igte capitulo apresenta uma breve
revisdo do MEC. Primeiramente, parte-se das eqaat@®equilibrio de elasticidade até chegar a
identidade Somigliana. Apoés, apresenta-se a fogéaolgpara elementos de contorno para
resolver o problema de valores no contorno asso@aelasticidade bidimensional. Nas secfes
seguintes, o célculo das variaveis para pontosniogee 0s elementos utilizados neste trabalho
sao apresentados.

3.1. EQUACAO INTEGRAL BASICA E ELASTICIDADE

As formas integrais das equac¢fes de contorno setas para 0 método podem ser
deduzidas de diversas maneiras. Por exemplo, aagfb da terceira identidade de Green,
principios fundamentais como o trabalho virtual, teeremas de reciprocidade de Betti e
Castigliano e ainda consideracdes de residuos paaie fornecem resultados semelhantes.
Porém € vantajosa a utilizacdo de uma forma dodoéos residuos ponderados (MRP) devido
a sua generalidade, pois permite a extensdo dodmébara solucionar problemas mais
complexos como algum tipo de ndo-linearidade eaapetmite o relacionamento do método dos
elementos de contorno com outras técnicas numgBecakbia e Dominguez, 1992].

Pode-se comecar considerando que se deseja nmaniwszerros envolvidos em uma
aproximacdo numeérica das equacgfes governantesaddcidlade, ou seja, as equacdes de
equilibrio

00,

Y+p =0 emQ (3.1)

63:]

gue normalmente deve satisfazer as seguinte casldgcontorno:
(i) Condigbes essenciais ou deslocamentos
u, =w,  sobrd, (3.2)
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(i) Condicdes naturais ou forcas de superficie
p,=0,n,=p,  sobrd, (3.3)
A fim de minimizar os erros da aproximacao pod@asederar cada uma das equacdes
(3.1) em relagéo a fungdes peso do tipo deslocamentortogonalizando o produto das duas,

isto &,

doc. ).
| ( L +bk}ukd§2=0 (3.4)
0z

Q J
Integrando por partes duas vezes e agrupandormedecorrespondentes chega-se a
forma adjunta da equacéao (3.1), assim,

00, . . .
[=20,dQ + [bdQ = [ padrl + [ pu,dl (3.5)
o 0z, Q r r

J

Nota-se que os dois termos no lado direito da @juaao integrais sobre o contorno.

Considerando que o contorno pode ser dividido n#ss cartesl’; e I,, e aplicando as
condicfes de contorno (3.2) e (3.3), pode-se escrev
00, . . _ . . S
| 5 udQ + [bdQ =~ [ paidl = [ Bidl + [ p,dr + [ wp,dr (3.6)
Q J Q r Iy My rs
Integrando duas vezes por partes novamente aipinmeegral em (3.6), para tentar

retornar a equacdo (3.4), se obtém uma equacdoaliggnte diferente pelo fato de ter-se
imposto as condi¢cdes de contorno. Dessa formaseem-

00, . o\ _ *
I( 3 d +bk}ukd§2 = j(pk -, Ju,dl +j(u,c ~u, )p,dl (3.7)
r r

a\ 97,

Esta expressédo € uma declaragdo geral que poddligada para obter as equacdes integrais no

contorno. Tendo esta expressao geral, pode-saegesestas equacoes, utilizando como funcéo
peso uma solugdo fundamental (APENDICE A) para earga pontual, =A’ ao longo da
direcdo do vetor unitarie,, isto é

do,

ax‘i

+Nig, =0 (3.8)

Reescrevendo a equacao (3.6) para cada dire¢himanato a solucdo fundamental e as

propriedades da funcdo Delta de Dirac, chega-sgurge expressao

w + [ pundl = [up,dl + [ 4,b,dQ (3.9)
r r Q
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Essa equacdo € a conhecida Identidade Somighkapartir dessa equacgédo, o valor do

deslocamento em qualquer ponto inteinpode ser determinado em termos dos valores no
contorno deu, e p,, das forgas de corpo no dominio e das solugdetafuantaisu, e p,, de

deslocamento e for¢a de superficie respectivamente.

A ldentidade de Somigliana fornece resultados eaisquer pontos internos a partir dos
valores no contorno, desse modo, para calculadar das deslocamentos em pontos internos
precisa-se da solu¢cdo do problema de valores ntoromn Além disso, pode-se avaliar a
expressao na superficie do corpo, pois a equacép €3valida em todo o dominio do corpo,
incluindo o contorno. Tendo esta expressao avakaalaliversos pontos do contorno obtém-se
um sistema de equacdes que, quando resolvido clgevalores no contorno.

Entretanto, quando a expressdo (3.9) é avaliadacaontorno, surgem algumas
singularidades que devem ser avaliadas atravésndprocesso de limite, o qual resulta em
[Brebbia e Dominguez, 1992]

ey + [ pandl = [ pdl + [0,b,dQ (3.10)
r r Q

onde ¢, =J, /2 quando o contorno é suave eémou seja, quando ndo se trata de um canto.
Quando a superficie ndo € suave, o tergpoapresenta valores diferentes, dependentes do

angulo do canto. Mas é importante lembrar que docno é sempre suave em elementos
descontinuos, os quais sao utilizados neste trap@febbia e Dominguez, 1992].

A equacdo (3.10) permite a resolucdo de probledesvalores de contorno para
elasticidade. Dependendo do tipo de condi¢cbes dorew que estdo disponiveis pode-se ter
uma equacao integral do primeiro tipo (deslocansertunhecidos), segundo tipo (forcas de
superficie conhecidas) ou mista (combinacdo de 8mba

3.2 FORMULACAO DE ELEMENTOS DE CONTORNO

A fim de resolver a equacédo integral numericameate elementos de contorno, o
contornol” € dividido em uma séria d8F elementos de contorno, que tém os seus valores de
forca de superficie e deslocamento escritos ematunips valores nodais. Dessa forma, para
obter um sistema de equacdes lineares, para eacostralores no contorno, € preciso escrever
a equacdao (3.10) para todos os pontos nodais e apli&ar as condi¢des de contorno. Assim,

uma solucéo aproximada é obtida para as varia@eiprescritas sobre.
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No6s
£}

Elemento

Figura 3.1 — Exemplo de malha com elementos deooomiineares.

Pelo fato de estar-se trabalhando com um sistésneetizado é mais conveniente passar
a trabalhar com matrizes em lugar da notagéo midugiilizada nas expressodes anteriores. Pode-

se comecar definindo que as fungGe® p sao aproximadas em cada elemepntatilizando
funcdes de interpolacao, isto é:

u=aou’ (3.11)

p = ®p’ (3.12)
ondeu’ e p’ sdo os deslocamentos e forgas de superficie n@dgiectivamenta) e p séo os
deslocamentos e forgas de superficie em qualqueo pim contornd™, do elemento e® s&o

as funcbes de interpolacdo, que podem ou ndo serisigpara forcas de superficie e
deslocamentos.

Desse modo, pode-se escrever os deslocamentgss foe superficie e forgas de corpo

B MO
u= ;p= 7 b= (3.13)
Uy 7! b,

e os coeficientes da solucdo fundamental podemssetos assim:

u*z[“il “:12}; p*{p:” p} (3.14)
Uy Uy Py Po

Considerando agora o contorno discretizado e degerando as forgas de corpo, pode-

como

Se escrever a seguinte equacgéao para um ponto nodal:

o NE ] NE )
cu’ +Z{f p*tlldr}uf =Z{ju*<l)dl'}p] (3.15)
J=LT r;

J=1
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Onde o somatorio dg =1 até NE indica o somatoério sobre todos os elementos dtonum e
[, & o contorno (superficie) de um elemento u’ e p’ sédo os deslocamentos e forcas de

superficie nodais no elemenjo

A avaliacdo das integrais contidas na expressat5)(3é geralmente realizada
numericamente, especialmente se 0s elementos s&oscw que dificulta ainda mais a

integracdo analitica. Além disso, devido ao fate fumcdes® serem geralmente expressas em

termos de um sistema local de coordenae'%[—l,]], enquanto as integrais sao avaliadas no

contornol , dado em coordenadas globais, necessita-se deransformacao de coordenadas

pelo uso de um Jacobiano.

Para uma geometria curva como a mostrada na f&)8ra transformacapr;,z,) - & é

simples e pode ser descrita como:

ir - J(%} {%} - 3.16)

aé dé

ondeJ é o Jacobiano.

XA

r(xbe)

Figura 3.2 — Transformacao de coordenadas.

Entretanto, para calcular o valor do Jacobiana pmetpressao (3.16) € necessario
conhecer a variagdo das coordenadas cartesiarnas, em relagdo a coordenada normalizada
&. Isto pode ser realizado, definindo a forma gedogtlo elemento pelas mesmas fungdes de
interpolacdo usadas para deslocamentos e forcagédficie, isto é:

X = ®x’ (3.17)
onde x’ s@o os valores nodais das coordenadas sobre ongtesmnsiderado. Desse modo a

equacdao (3.15) pode ser reescrita como
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cu' + f{j p*(DJdg(}U] = f{j u (I)Jdg(}p] (3.18)
=T, =N

Como dito anteriormente, as integrais da equagd®) sao geralmente avaliadas por um
esquema numeérico. A tradicional quadratura de GEggtssud e Secrest, 1966] € normalmente
empregada. Porém, quando o ponto a ser calculadonasto proximo ao ponto fonte, as
singularidades presentes nas solucfes fundamequ&igstao contidas nas integrais, devem ser
analisadas a parte. Desse modo, quando o elemagoiategrado contém o ponto fonte, em
geral, uma técnica de integracdo diferente deveutierada, pois a quadratura de Gauss néo
apresenta resultados satisfatorios para este d¢ipategral.

O nivel de singularidade varia conforme a soluftfimlamental utilizada. A solucéo
fundamental de deslocamento é fracamente singular e neste trabalho foi integatilizando
a técnica proposta por Telles, 1987. JA a solugidafmental para forca de superfigie é

fortemente singular e a técnica de movimento deacdgido descrito por Brebbia e Dominguez,
1992, foi utilizada.
Utilizando a quadratura de Gauss, pode-se reescassxpressao (3.18) como:
. NE (1 . . NE (1 . '
1 U= g =1 U= b
onde!/ € o numero de pontos de integracdo em cada elerderdontorno v, é o coeficiente-

peso da integracdo numeérica.
A fim de simplificar a notagdo, a equacao (3.1&afmente € escrita, para cada ponto
fonte de colocacgao, na seguinte forma:

. NE A NE R
cu +Z HYy’ =ZG7']p7 (320)
j=1 j=1
onde
io=Ywle) sl e =[Tu(ve) /) @21
k=1 k=1
Chamando

HIZRY  sa#j
J (3.22)

A

H=HY+c’ sei=j

desse modo, a equacao (3.20) para ©® 8é torna

NE  NE
ZHZJUJ :szpﬂ (323)
j=1 j=1
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Escrevendo juntas as contribuicbes de cada pomnte,fde forma matricial, tem-se um
sistema global de equacgoes:

HU =GP (3.24)

Os vetoresU e P contém os valores dos deslocamentos e forcaspdefimie antes da
aplicacdo das condicdes de contorno. Apos a aplicdessas condi¢cfes, pode-se rearranjar as
colunas das matrizesl e G de forma que todas as variaveis desconhecidasnfiquo lado
esquerdo em um novo vetdr. Isso resulta no sistema de equacdes

AX=F (3.25)
gue pode ser facilmente resolvido, determinandeatiges incognitos no contorno.

3.3. CALCULO DAS VARIAVEIS EM PONTOS INTERNOS

A identidade Somigliana (equacéo (3.9)) forneaeslocamento em qualquer ponto do
dominio em termos dos deslocamentos e forcas dafeie sobrel . Baseando-se na forma
apresentada na expressao (3.19), pode-se esceggarm ponto interno

NE l NE l
o Z{ZW (vo), J}pj z{zw (p*CI))kJ}uj (3.26)

ondel , € novamente o contorno corresponde ao elemgnga € agora um ponto interno.

Da mesma forma, podem-se obter as tensdes devivmsad expressao e introduzindo as

deformacdes correspondentes nas relacfes tens@odeéio [Brebbia et al., 1984].
3.4. ELEMENTOS DE CONTORNO DESCONTINUOS

As definicbes de elementos de contorno para pmdde bidimensionais séo
consideravelmente simples quando comparadas asonotébodos. Este fato deve-se ao MEC
requerer apenas a discretizagdo do contorno, bratdd assim com elementos com uma
dimensdo a menos que a do problema.

Existem diversos tipos de elementos de contorodempdo-se dividir estes em continuos
ou descontinuos, ou seja, que apresentam contdeiita solucdo de um elemento para outro ou
ndo. Além disso, as variaveis do problema, deslectone forca de superficie, sobre cada
elemento podem ser constantes, apresentar varlagg ou de maior ordem. Também é
importante ressaltar que o comportamento de cadaveando necessariamente precisa ser da

mesma ordem da outra.
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A utilizagdo de elementos de contorno descontiteiws por diversos fatos, se tornado
uma pratica mais comum nos ultimos tempos. Um ddstes € a facil resolucdo do problema
de cantos, onde se tem duas normais em um mesmo, ppndessa forma ocorre uma
descontinuidade nas forcas de superficie. Issoigmpue se as forcas de superficie nodais sao
desconhecidas, o numero de equacdes neste ndé & meeoo numero de variaveis. A
modelagem de cantos vivos no MEC tem ainda outoasipeis soluc¢des (figura 3.3). Entre
estas, utilizar um elemento bem pequeno no camtofpaer a transicdo entre as normais. Porém
a utilizacado deste elemento pode gerar problemasencos devido a existéncia de equacodes
com coeficientes muito semelhantes [Brebbia e Dgoer, 1992]. Outra solugéo € a utilizacéo
de um n6 duplo nos elementos dos cantos. Apesppplalaridade, esta é uma técnica pouco
geral, complexa de ser implementada e propenseoa @ integracdo. Também € vantajoso o
uso de elementos descontinuos em situacdes emigiumaaadas variaveis tende a infinito no
extremo de um elemento, como por exemplo, aplicagéemecanica da fratura.

Neste trabalho optou-se por se trabalhar com emesitos descontinuos linear e
quadratico. Essa descontinuidade implica que odisi@®s e 0s nds geomeétricos dos extremos
do elemento ndo estdo necessariamente no mesnmo ugaseja, 0 elemento descontinuo &
formado por nés fisicos e nds geométricos difeeertien relacdo a esse fato, os elementos linear
e quadratico sdo semelhantes, ambos apresentads des extremos podendo estar em posi¢coes
diferentes, sendo que as distancias entre os siéedie geométricos sédo representadas pdr
na figura 3.2. A Unica diferenca é que o elementadeatico apresenta, além dos nos extremos,

um né central fisico e geomeétrico ao mesmo tempo.
M MW
M M

Figura 3.3 — a) Canto com elementos continuos agas dormais. Solu¢des para modelagem de

cantos no MEC: b) Elemento de transicéo, c) Eleasedéscontinuos, d) N6 duplo.
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E importante lembrar que a utilizacio de elemedéssontinuos faz com que as funcées
de interpolacdo utilizadas para os n0s geométriegessitem de uma correcdo para que sejam
validas para os nos fisicos. A seguir as funcoestdepolacdo para os dois tipos de elementos

utilizados neste trabalho sdo apresentadas.

3.4.1. ELEMENTO LINEAR DESCONTINUO

Neste elemento, os deslocamentos as forgas de superficie séo representados por
funcdes lineares em fungao dos seus valores nddsigalores de;, e p, em qualquer ponto no

elemento podem ser definidos pelas seguintes egsiacd

U
0 07|t ,
u ={ul}={ﬂ v } ui =@u’ (3.27)
U, 0 a 0 @f|y
u,
py
j2 0 @ Of|p )
p:{ 1}:{? 02 } P2l - pp’ (3.28)
j2 a 2202
P

onde as funcdes de interpolaggce ¢ sao dadas por

a=y2(1-¢);  @=A01é) (3.29)
Se o0s dois nos deste elemento sdo deslocado®)(reéas suas posicdes iniciais pelas
distanciasa e b respectivamente, como mostra a figura 3.4, a équd8.27) pode ser
particularizada para os nos deslocados.
il la(é) o a(&) 0 |[u
a O 0 1
Uy Q(Eb) 0 @(fb) 0 Uy
u 0 a(é4) o a(d)]le

ondeé, =(2a/1)-1e & =1-(2b/1) sdo as coordenadas locais dos nos fisicos deskcad

Invertendo a equacédo anterior e substituindo-d32Y) pode-se obter o valor deem

qualquer ponto sobre o elemento com nos fisicdschtos em termos dos valores nodais,
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Uy
@ 0 @ 0] |u
= 3.31
- {0 @ O @}Q uy (53D
uy

ondeQ é a inversa da matriz presente na equacao (&80
[-b O —-a 0
1 O [-b O -a
= 3.32
Q l—a-=b| —b O I-a O ( )
0 -b 0O [-a

Multiplicando a matrizp por Q obtém-se as func¢des de interpolacdo modificadasqsa

nds deslocados, ou seja,

cT>=<1>Q=[¢I o4 9} (3.33)
0 g 0 ¢
onde as fun¢cdes modificadas (figura 3.4) séo dpdas
_:—1+b+f; &2:—1+a+<r (3.34)
—2+a+b —2+a+b

As mesmas relacdes escritas parpodem ser, a partir da expressao (3.28), reescrita

para as forcas de superfipie

N6 geométrico No fisico
\_1 0 f\
2 o]

< =

Figura 3.4 — Elemento descontinuo linear e fundéeasterpolacdo modificadas.
3.4.2. ELEMENTO QUADRATICO DESCONTINUO
No elemento quadratico, as variaveis sédo repradastpor funcbes quadraticas em

funcdo dos seus valores nodais. Os seus valoreguaiguer ponto no elemento podem ser
definidos pelas seguintes equacdes:



onde as funcdes de interpolagéo sao

I
@—25(5 1);

0 ¢ 0 ¢
@ 0 O
0 ¢ 0 ¢
0@ O
¢=(t&)(*s) ;

=du’

_1
p=2¢( 44)
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

Se novamente deslocam-se o0os dois nés extremossudss posicdes iniciais pelas

distanciase e b (recuo) respectivamente e mantivermos no né derdraua posicao de origem,

como mostra a figura 3.5 (elemento pode ser cunnglquer uma das duas equacdes (3.35) ou

(3.36) pode ser particularizada para os nos destecdesse modo, para a equacao (3.35) tem-

se
vl [aE) 0 eE) o a&) 0 (4
u; 0 a(&) 0 e(&) o a(d)||w
wl_alé) 0 &) o @) 0 | (3.38)
up 0 q(&) 0 e(&) o0 a(s)||u '
ul |a(é) 0 @) o a(d) o ||
w) | 0 q(&) o0 @) o0 @)y

onde &, =(24/1)-1, & =0 e & =1-(2/l) sdo as coordenadas locais dos nos fisicos

deslocados.
Invertendo a equagao anterior e substituindo-gd385%) pode-se obter o valor deem

qualquer ponto sobre o elemento com nés deslo@ddsrmos dos valores nodais

(3.39)
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ondeQ é a inversa da matriz presente na equacao (238gja,

[1(1-0) 0 4a(b-1) 0 la 0 |
dl d2 d3
N Gl) o el-l) la
dl d2 3
0= 0 0 1 0 0 0 (3.40)
1o 0 0 1 0 0 '
13 0 4b(a-1) 0 I(l-a) 0
dl d2 d3
0 b o Ble-) o Ui-q)
i d1 d2 a3 |

sendo os denominadores definidos como:
dl=(a-1+b)(2a-1)
d2:(2a—l)(2b—l) (3.41)
d3:(a—l+b)(2b—l)
Da mesma forma do que para o elemento linearjphcdindo a matrizp por Q obtém-
se as fun¢des de interpolagdo modificadas paradeslocados, ou seja,
_ @ 0 g 0 @ O
d=-00=4 >~ % 7 & ° (3.42)
0 g 0 ¢ 0 g
onde as fun¢cdes modificadas (figura 3.5) séo dpdas

£(-1+b+¢)

a4 2+a’-b+ab-3
— =& -éb+éa-a+ab+1-b

= 3.43
% -a+ab+1-b ( )
_ f(1+a-¢)
%_

2+b*—a+ab-3
Lembrando que as mesmas relagbes escritasuppalem ser, a partir da expressao
(3.36), reescritas para as for¢cas de superficie
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N fisico e geométrico

N6 geométrico 1 \ 0 ﬂ\ N6 fisico
\‘» o 5 g

G

Figura 3.5 — Elemento descontinuo quadrético edemde interpolacdo modificadas.
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4. PROPOSTA DE TECNICA DE SUAVIZACAO DE RESULTADOS PARA ELEMEN-
TOS DE CONTORNO DESCONTINUOS

A utilizacdo de elementos de contorno descontipaoa a resolucéo de problemas com
singularidades devido a geometria ou condigesodemo tem se provado eficiente, além da
utilizacdo em outras aplicacdes como a analiseefgmentos de contorno multidominio e
acoplamento MEF-MEC [Xiaosong Zhang e Xiaoxian £haR002]. Entretanto, a utilizacdo
destes elementos ndo garante, a priori, continaidaxs resultados. Dessa maneira, o valor
pontual entre elementos ndo esta definido. Apesdod qualidade da solugédo no interior desses
elementos, a solucdo apresenta carater mais tacakja, a caracteristica global de uma solucéo
ao longo de uma sequiéncia de elementos é perdalagscontinuidade e saltos existentes entre
elementos.

No método dos elementos finitos, um problema deamét ocorre quando as tensées sao
calculadas diretamente pela substituicdo dos sskdt em deslocamentos nas equagdes
pertinentes. Desse modo, cada elemento finito tade@ um no, com um determinado campo
de deslocamento neste ponto, proporciona um redsuliderente neste né para tensdo. Para
resolver este problema, diversas técnicas podememsgregadas num pds-processamento,
obtendo resultados muito bons. Entre estas técpiedsmos citar a extrapolacdo a partir dos
pontos de Barlow [Barlow, 1976], suavizacég dlobal e local [Hinton e Campbell, 1974] e
recuperacao superconvergente baseada pahnees — SPR [Zienkiewicz e Zhu, 1992], sendo
esta Ultima bem difundida e comprovadamente eficaz.

A fim de obter resultados continuos e mais pracisa interface entre dois elementos
seguidos, no MEC, para elementos descontinuogpdgta neste trabalho uma formulacéo para
suavizacado de resultados baseada em minimos qoadiasta formulacdo tem como base a
técnica SPRSuperconvergent Patch Recovery) ja citada, que € revista a seguir e, logo apos, a

proposta de técnica de suavizagdo para o0 MEC éapesla.

4.1. RECUPERACAO SUPERCONVERGENTE SOBRE PATCHES HMEMENTOS
FINITOS (SPR)

Primeiramente pode-se definir upatch como um grupo de elementos contiguos em

volta de um ponto analisado (nG) onde se quer szaupm valor. O objetivo desta recuperacao

é encontrar um campo de tensdes contimrig,que é mais precisa que as tensdes obtidas pela
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solucéo de elementos finitos;", e pode ser expresso em termos dos valores nadaisas
funcdes base como:
o =Ng (4.1)
onde as funcdes bade sdo as mesmas utilizadas na interpolagdo doscdesémtos.
A partir disso € necessario determinar os valopgiis g , 0s quais pertencem a uma

extensao polinomiab; com a mesma ordem completaapresentada pelas funcdes bhise

o =Pa (4.2)

P
que é valida sobre upatch. J; € qualquer das componentes de tenggod, , etc), P contém

termos de um polinbmioa@contém coordenadas generalizadas a serem detdasina
Os parametroa da expansédo sdo obtidos por uma aproximagédo pomos quadrados
de um grupo de valores de tensdo em pontos superg@mtes existentes dentro gatch

considerado. Assim minimiza-se a funcao

m

F(a)= (0, (5.5) = P(z,..) &) (4.3)
i=1
em relagé@o aos parametaobtendo um sistema algébrico do tipo
a=A" (4.4)

em que

m

A = ZPT (m“y?)P(xq,yq)
- (4.5)

b= 21: PT (mqu:)ah (mqu;)

e m € 0 numero de pontos utilizados na aproximacao.

O patch é montado para cada extremo (ou cantos) dos elesndantro da regido a ser
recuperada, e os valores calculados pela expré$g2gsao usados para tais pontos diretamente.

A fim de usar sempre a mesma matkizpara resolver a equacédo (4.4), utiliza-se um
sistema de coordenadas local, normalizado, qua &ntbém o mal-condicionamento da matriz
A, segundo Zienkiewicz et al. [1993]. Tal sistemacderdenadas normalizado, para problemas
unidimensionais no MEF, é convenientemente escoitoo

F=-1+2 7 Tmn_ (4.6)

mmax - min

ondez,,, € z,, S840 as coordenadas minima e maxima dentro deatom
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Os nés centrais ou internos de cada elemento paggnassociados a dois ou mais
patches e entdo um valor médio é calculado. Os valoresamtorno da regido recuperada sao
calculados de maneira melhor pplich mais préximo [Zienkiewicz e Zhu, 1992a].

As posicdes detalhadas dos pontos superconvesgearta diversos elementos podem ser
encontradas em Zienkiewicz e Zhu, 1992a. Mas pi@m@aentos unidimensionais e elementos
quadrilateros Lagrangeanos essas posicoes sdcesimgite os pontos de Gauss associados a
cada coordenada.

Nas figuras 4.1 e 4.2 pode-se ver 0 método SP& gdamentos finitos unidimensionais

(lineares e quadraticos) e os valores recuperaglas d

0 (minimos quadrados - linear)

Montagem do ‘patch’
paraonoi

Figura 4.1 — Recuperacéao superconvergente para&elesiinitos lineares em 1D (Fonte:
Zienkiewicz e Zhu, 1992c).

Exato o

@ (minimos quadrados - quadratico)

Montagem do ‘patch’ para o né i

— X
Figura 4.2 — Recuperacéo superconvergente paraelesfinitos quadraticos em 1D (Fonte:
Zienkiewicz e Zhu, 1992c).
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4.2. FORMULACAO DA PROPOSTA PARA SUAVIZACAO

Seguindo um modelo semelhante a recuperacao supergente para elementos finitos,
foi desenvolvida uma técnica de suavizacdo pareecuperacdo de resultados nos nos
geométricos de elementos descontinuos em probldmatasticidade plana no MEC. Com o
propésito de nao alterar o cédigo fonte originas gwogramas de elementos de contorno, a
técnica foi desenvolvida incluindo somente uma atdp pds-processamento de baixo custo
computacional e boa efetividade. A proposta foiedeslvida para elementos lineares e
qguadraticos e entdo aplicada e testada a probldéssicos de elasticidade plana.

E sabido, que os campos de valores no contormoatdema, obtidos com a utilizagéo de
elementos descontinuos no MEC, ndo possui conddeida interface entre elementos seguidos
e pode apresentar baixa precisdo nos contornoslemoeto quando extrapolado. Pode-se
visualizar na figura 4.3 um resultado tipico demalatos descontinuos lineares e quadraticos
para parte de um segmento em um problema de edasicplana.

& O

Il &

Elem. 1 Elem. 2 Elem. 3 Elem. 1 Elem. 2 Elem. 3
a) b)

Figura 4.3 — Resultados originais. (a) Elementosdies, (b) elementos quadraticos.

O objetivo da recuperacao desses valores é eacamtr campo de resultados (tensdes ou
deslocamentos) continuo em segmentos no contornpraldema definido por funcdes de
interpolacad\ e parametros nodais , tal que

u =Nu (4.7)
ondew’ n&do apresenta as descontinuidades ilustradagura #.3. Na equacéo (4.7), as fungdes
de interpolacdoN possuem a mesma ordem de interpolacdo dos elesnepdoém nao
modificadas para os nos fisicos deslocados, ous@jaas funcdes de interpolacdo geométricas.

Assim como na técnica SPR, definigstch como um grupo de elementos contiguos em
volta de um ponto analisado (n6 geométrico) ondguse recuperar uma variavel fisica. Nesta
proposta de suavizacdo, utilizou-se 2 elementoscada patch e ilustracbes desses para

elementos de contorno descontinuos lineares e @i podem ser vistos na figura 4.4.
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valores utilizados na aproximacgao
do valor recuperado paraond i

valores utilizados na aproximacgao
do valor recuperado paraond i

‘—~ Elemento 1 EIerrj:ento%

|
&

! o . ! . AN .
—— Patch paraonéi% ——— Patch paraondi——

a) b)
Figura 4.4 — Exemplos de pacthes para MEC. (a) &hwos lineares, (b) elementos quadraticos.

Nessa nova técnica, assume-se que os valoressnedaiperados;” pertencem a uma
extensao polinomiah; com ordemp, sendo esta, 1 (um) grau maior que a apresentdda p
funcdes baseN, que é valida sobre umatch cercando o né geométrico considerado. Essa
expansao polinomial pode ser escrita simplesmemec

u] =Pa (4.8)
onde u] pode ser qualquer das componentes de tersd@(, o, ) ou deslocamentou( ,u, ),

P contém termos apropriados de um polinbmio commrdempletap (um grau maior que as

funcBes de interpolac@d) e a contém parametros generalizadas a serem detemwsinkdi
utilizado um polinbmio para a recuperacédo dos eslaom ordem maior que as funcbes de
interpolacao originais por semelhanca a técnica. &®R0 descrito na se¢do anterior, na técnica
SPR, recuperam-se os valores de tensdo com pobeédda mesma ordem das funcdes de
interpolacdo de deslocamento, os quais tém umanonusor.

Para elementos descontinuos lineares pode-se/@scre

P= [1 x x2] (4.9)
a= [al a, ag]T (4.10)
e para elementos descontinuos quadraticos
P= [1 r 2’ x3] (4.11)
a= [al a, a, a4]T (4.12)

Os parametros desconhecidogla expansao dada pela equagéo (4.8) sdo deteosinad

por uma aproximacao discreta por minimos quadral#osim grupo de valores da variavel
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requerida nos nos fisicos existentes dentrgaich considerado. Para tal, deve-se minimizar a

funcao

F(a)=Y(u, (z) - ()

= (4.13)

(“h (z,)-P(z,) a)2

onde z, sdo as coordenadas locais dos pontos utilizad@pmximagdo (nos fisicos) é o

=

i=1

namero total de pontos. Para elementos lineatevale 4, ou seja, 2 noés fisicos em cada

elemento e para elementos quadraticos tem valat &8, ou seja, 3 nos fisicos por elemento.

A minimizacado da funcad’ (a) em relacdo aos parametros do vetaiteve satisfazer

m

zp (¢)P(r) a= 3 P (x ) (x) (4.14)

resultando num sistema de equacdes algébricapagigeser resolvido na forma matricial como

a=A"b (4.15)
onde
A= zp (2,)P(z,) (4.16)
e :
b=3 P (z,)u, (=) (4.17)

O numero de equacgles a ser resolvido emmatda € pequeno e a recuperacao so é feita
para cada extremo dos elementos (né geométricocreatral) dentro do segmento a ser
recuperado. Nota-se também que utilizando um seés@gncoordenadas local normalizado, que
pode ser escrito como

z _xmin

F=-1+2 (4.18)

‘Tmax -z min

ondez, e z,, Sao as coordenadas minima e maxima dentro deataim o custo matematico
se reduz muito e evita-se problemas de mal-conthanento da matriA. O uso desse sistema
de coordenadas faz com que a mesma matriacorra toda a vez que a razdo entre 0s
comprimentos dos dois elementos dentro depatch for a mesma. Assim, quando o tamanho
dos elementos, ou a razdo de comprimentos foraesao longo de um segmento no contorno,
a mesma matriA aparecera ao longo de toduches nesse segmento. Além disso, essa matriz

é independente da variavel a ser recuperada, semdesma para deslocamentas,(,) ou

tensdes §,,0,,0,,). Esse procedimento possui, dessa forma, custésbamno.
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Tendo os parametras determinados, o valor recuperado no ndé geométerdral do
patch é simplesmente calculado pela insercédo das comddsrapropriadas na expresséo (4.8). O
valor para o n6 central em cada elemento quadratassociado a dopmatches e entdo um valor
médio é calculado. Ja os valores nos extremosginesgo recuperado séo calculados peatch
mais proximo.

Esquemas visuais da recuperacao de valores poslewistos para elementos lineares e

quadraticos nas figuras 4.5 e 4.6 respectivamente.

fungdes descontinuas originais

S

extenséao polinomial
quadratica minimizada

valor recuperado

)
1
1
1
1 ]
1 I
+ +

L e TR E
¢-------

)
S/

©

Patch paraond i ‘

Figura 4.5 — Recuperacdo em elementos descontineases.

extensao polinomial
cubica minimizada

fungbes descontinuas
//'v originais

A

I

1

1

1

1

1

1

I

I

1

I

|

| valor recuperado
1 I
. ®

* @ *

¢----

)
N/

©

Patch paraond i ‘

Figura 4.6 — Recuperacdo em elementos descontineases quadraticos.
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5. PROPOSTA DE TECNICA PARA CALCULO DA COMPONENTE T ANGENCIAL
DE TENSAO SOBRE O CONTORNO

Em problemas de elasticidade plana, o método koseatos de contorno fornece uma
aproximacdo dos deslocamentos e forcas de supedicredor de todo o contorno do corpo.

Entretanto, as componentes planas de temsamao sdo conhecidas diretamente a partir da

solugéo por elementos de contorno, mesmo send nmyfortantes em diversas aplicacdes de
engenharia.

Em muitos programas que utilizam o MEC, a equag@&gral, que é capaz de fornecer o
tensor de tensdes em qualquer ponto, sé é utilipada pontos internos devido ao alto custo
computacional. As componentes de tensdo no contAinocalculadas, de acordo com lei de
Hooke, pela combinacéo de forcas de superficif@rmdacdes no contorno, sendo que algumas
componentes de deformacfes sdo calculadas petandii@cdo dos deslocamentos, isto €, pelas
derivadas das funcbes de interpolacdo. Entretastim ©cnica ndo é robusta pelo fato do
processo de diferenciacdo de quantidades obtidasemzamente ser mal condicionado
[Guiggiani, 1994]. Embora seja uma técnica satisiatpara muitas aplicagbes, as componentes
de tensdo podem apresentar erros consideraveisigumaalhas grosseiras sao empregadas, ou
quando as variaveis sobre o contorno estao sugediigum tipo de descontinuidade. Além disso,
desde que o algoritmo para as tensdes no contetadgd de Hooke esta ligado a representacao
local de forcas de superficie e deslocamentosp@bepode capturar precisamente o campo de
tensdes dentro do elemento [Guiggiani, 1994].

Com o intuito de obter valores mais confiaveisapas tensdes no contorno, com um
baixo custo computacional, é apresentada nestailtapma nova proposta de calculo. Na secao
seguinte é brevemente apresentado o modelo paér@alculo de tensdes no contorno e na

proxima é descrita a nova proposta. Exemplos n@o®s8d0 mostrados no capitulo seguinte.

5.1. MODELO PADRAO DE CALCULO DAS TENSOES NO CONTOIR

A partir das forcas de superficie e deslocamentossistema global de coordenadas
(z,,2,), € possivel obter as componentes planas do tetesaiensdes no contorno. Uma
ilustracdo dos sistemas de coordenadas usadoseodsto na figura 5.1.

As componentes normad| ) e cisalhanted ) das tensdes sobre o contorno séo iguais

as forcas de superficie no sistema local. Essgadate superficie sdo facilmente obtidas pré-

multiplicando as for¢as de superficie globais peddriz de rotacadr :
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O, _ |t
{Unt}_{tt} (51)

R = cos@) senf
B -sen@ ) cosq

4
(o) =elv] 59
Unt tl‘z

ondea € o angulo entre o sistema de coordenadas glabkdaal (figura 5.1).

Usando
(5.2)

temos

Figura 5.1 — Sistemas de coordenadas no contorno.

Como dito anteriormente, a componente tangenerl),(no sistema de coordenadas

local, pode ser obtida pela lei de Hooke para egptéetho de deformacgé&o por

nn

1
o, = E(VU +2Ge,) (5.4)

onde v é o coeficiente de Poissodi; € o modulo de elasticidade transversak,e é a

deformacé&o tangencial no sistema de coordenadak Wacomponente tangencial para estado
plano de tensdo é aproximada pela equacéo (5.4),cora as constantes de Lamé ajustadas
conforme a secéo 2.2.

A deformacao tangencial é aproximada, utilizanftarea interpolada, por:

g, =2 20 06 (5.5)

@) termoz—? serd a derivada das func¢des de interpolacao djsigee podem ser obtidas

multiplicando a matriz das funcdes de interpolag@ométricas pela matriz de correcdo para nos
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deslocados conforme mostrado nas secbes 3.4.1.2 8)4termoj—£ € obtido através do
L
Jacobiano:
dz, J

Concluindo, quando se utiliza a expressao (5asua maneira padrao, faz-se a soma de
duas fung¢des que utilizam fungdes de interpolagoesgraus diferentes e esse processo torna-se
menos confiavel por utilizar a diferenciacdo nuceedas funcdes de interpolacao.

Uma alternativa, menos difundida, a utilizacdcetdirda lei de Hooke é a equacéo

proposta por Balas et al., 1989, em que:

v 2 ou
o; :Kninj +Etit1jn" +(Qtj +njti)tk} Py +1Tluvtititka_tk (5.7)

onde p, e u,sdo respectivamente forcas de superficie e desttasino ponto analisadone e

t s&o respectivamente as componentes dos vetoresaln@ tangencial no sistema de

coordenadas global. No entanto, essa equacaoaréigada neste trabalho.

5.2. FORMULACAO DA PROPOSTA PARA CALCULO DA COMPONHE
TANGENCIAL DE TENSAO

A fim de obter uma proposta confiavel para o dalaa componente tangencial de
tensdo sem altos custos computacionais e semraitedaligo base do programa de elementos de
contorno se propde, neste trabalho, uma pequenangacdha utilizacdo da expresséo oriunda da
lei de Hooke.

A utilizacdo, na forma exata, de expressfes queenbam derivadas de quantidades
obtidas numericamente ou mesmo a utilizacdo comjaeet funcdes de interpolagbes e suas
derivadas se mostram inadequadas em diversas@@gia¢ale mencionar, que problemas desse
tipo ocorrem no MEF, no célculo de tensdes em eltmsede elasticidade bidimensional e no
calculo de deformacdes cisalhantes em elementogtiesis de placa/casca, e também, no
acoplamento pressao/velocidade na mecanica dab$lu® mesmo ocorre com a expressao
(5.4) em alguns casos de elasticidade plana no MEC.

No método dos elementos de contorno, com o ustEpaths equacdes da elasticidade
plana, a deformacédo tangencial é obtida atravédifdeenciacdo das funcdes de interpolacéo
sobre cada elemento e sabe-se que essa operacéeaedsariamente fornece bons resultados
sobre toda a extensao do elemento. Desse modujese utilizar no calculo da componente
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tangencial, valores em determinados pontos queandkscrevam a deformacéo tangencial ao
longo de cada elemento.

Em diversos casos matematicos e de engenhariassatie existéncia de pontos que
representam a derivada numérica de determinaddaduwhe maneira mais precisa. Por exemplo,
no método dos elementos finitos sabe-se da exiat@élecpontos superconvergentes dentro de
cada elemento, onde as fungdes que representaemsige$ tém um valor mais preciso, sendo
que as tensdes sdo obtidas a partir das derivaddsinicdes de interpolacdo dos deslocamentos.
Esses pontos sdo conhecidos como pontos de BaBknoyv, 1976].

Pelo fato de ndo haver estudos semelhantes caltackss concretos relacionando esses
aspectos com o MEC, se propde a utilizacdo dogeslem pontos da quadratura de Gauss
(dependentes do grau das funcdes de interpolac@bedwento) para representar a deformacgao
tangencial e componente normal de tensdo, e coelsgguente, a componente tangencial de
tensdo em coordenadas locais.

Para o elemento descontinuo linear, a deformag@gencial €,), que € obtida pela

diferenciacdo de um deslocamento, € representadange fun¢do constante em cada elemento.

Desse modo, é notdrio que o ponto central do elememonto de Gauss para fungéo linear

(£ =0), representa bem a diferenciacéo da funcéao ohtideericamente, ou seja, tem um valor

mais proximo do real quando comparado a outrosogomb mesmo elemento, onde esse valor
constante subestima ou superestima os valoresfaen@eao. No entanto, a componente normal

de tensdo @ ), para esse elemento, tem variacéo linear e vatsseyés de exemplos, que a

nn

utilizagcdo conjunta dessas duas fungdes pela Iélatke muitas vezes fornece resultados néo
satisfatérios. Assim propbe-se que se considerea pfeitos de calculo da componente
tangencial, somente os valores centrais da componermal de tensdo e da deformacéo
tangencial.

Para um melhor entendimento dessa proposta, olonddeima placa quadrada com furo
circular sob tracdo é analisado (figura 5.2). De\ddimetria do problema somente um quarto da
placa € modelado, e os resultados para o seguedmerio da aresta inferior da placa sao

utilizados nos esquemas. As solugdes das fungheso,, e &, (equacao (5.4)), para esse

elemento, sdo representadas graficamente juntaseslpsctivas solucdes analiticas para placa
infinita. Estes esquemas apresentando a maneicaldelo padrdo e essa nova proposta sao
mostrados para um elemento linear descontinuoctgp@ente nas figuras 5.3a e 5.3b.

Para o elemento quadratico, onde, a priori, tera-semponente normal de tensado e a

deformacédo tangencial representadas por funcoesajica e linear respectivamente, viu-se que
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0s pontos de Gauss para uma quadratura quadré’tie&](x/é e E=J/x/§) sédo aqueles que

melhor representam a deformacdo tangencial ao loiegelemento. Dessa maneira faz-se o
calculo da componente tangencial de tenséo, atidevdsi de Hooke, utilizando os valores de
tensdo e deformacdo somente nesses dois pontoszrdevirés pontos quaisquer como €
esperado quando se utiliza uma funcdo quadratitiiizdddo o mesmo modelo, de placa
quadrada com furo circular sob tracéo, do casaijmeodem-se visualizar esquemas nas figuras
5.4a e 5.4b mostrando a maneira padrdo de calcidoneva proposta para um elemento

descontinuo quadratico.
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Figura 5.2 — Placa quadrada com furo circular satab.

Finalizando, pode-se dizer que, o calculo da tenaégencial € feito com um grau a
menos que as outras tensdes. Entretanto, porautiiamente pontos que apresentam uma
convergéncia mais elevada, pode-se confiar maig mesultado do que no método padréo de

calculo como mostrarédo os resultados numéricospiiudo seguinte.
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Componente tangencial de deformagao

Componente normal de tensao

a)

r

Componente tangencial de tensao

r

b)

Figura 5.3 — Célculo da componente tangencial m&ite para elemento descontinuo linear. a)
Calculo padrao utilizando dois pontos para a soendugs funcdes lineares, b) nova proposta

utilizando somente o ponto central.
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Componente tangencial de deformagao
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Figura 5.4 — Célculo da componente tangencial n&it® para elemento descontinuo quadratico.

a) Calculo padrédo utilizando trés pontos para aastenduas fungdes quadraticas, b) nova

proposta utilizando somente dois pontos.
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6. RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta alguns resultados obtidos as propostas de suavizacao de
resultados e calculo da componente tangencial mdea fim de avaliar o desempenho das
propostas bem como validar os procedimentos. Eas&sdologias foram implementadas a um
codigo de elementos de contorno bidimensional dedeédo em MATLAB 7.0. O namero de
pontos de integracao utilizados € igual a dezesseisodos 0s casos analisados. Além disso, o
recuo dos nos fisicosa(e b, na figura 3.2) é igual para os dois extremosatk&a @®lemento. As
dimensdes, propriedades dos materiais e outrasgidades estdo indicadas sem unidades, porém

foram definidas de forma a representar qualquérae de unidades compativel.

6.1. PLACA QUADRADA COM FURO CIRCULAR SOB TRACAO UIRORME

Este exemplo tem sido muito utilizado em analipes elementos de contorno e
adaptatividade de malha por apresentar concensagtensdes; pelo mesmo motivo é utilizado
neste trabalho. A placa quadrada tem as seguintemnsgdes: comprimento da laterak 100,
raio do furo centraR =5. As propriedades materiais sdo mddulo de elaatieid =210x 10 e
coeficiente de Poissom=0.3. Dada a simetria do problema, somente um quarfdata, como
pode ser visto na figura 6.1, € modelado. A tragiitorme tem valor P = 1. Um recuo de 15%

do comprimento do elemento foi utilizado para datzsnmento dos nds fisicos neste caso.

O
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O

O
—_

Q)

Q (@) (@) (@) O [
A B

f——— 50 ——

Figura 6.1 — Placa quadrada com furo circular sab&o.
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Utilizaram-se elementos lineares e quadraticos daas diferentes discretizagbes para
cada tipo de elemento. As malhas apresentam-seet@mentos de tamanho fixo ao longo da
mesma, com excecao do furo central. Nas malhas grasseiras (malha 1), utilizaram-se
elementos com tamanho 2.5 e quatro elementos mtogie circulo. Ja nas discretizacdes mais
refinadas (malha 2), foram utilizados elementos tamanho 1.25 e oito elementos no quarto de
circulo. Na figura 6.2, podem ser vistas as difeaediscretizagdes proximas ao furo central para
elementos lineares. As Unicas diferencas para dsamm@om elementos quadraticos sdo a

inclus@o dos nos centrais e a utilizacdo de elewsentrvos no furo central.

Malha 1 Malha 2

Figura 6.2 — Diferentes malhas para elementosrisea

As figuras a seguir mostram os diversos resultabitidos pelas propostas ja descritas ao
longo da aresta inferior da placa (aresta AB). Rara placa infinita, sob as mesmas condicdes,
as tensdes normais nas direcbes circunferenciahdealr ao longo da aresta AB séo

respectivamente [Timoshenko, 1980]:

P R?* 3R*
0'9923(24'?4' r4 j (61)
3P(R* R*
= —=—-— 6.2
- 2(7’2 7,4} (6.2)

onder é a distancia a partir do centro do fuRoé o raio do furo € é a tragédo uniforme. A fim
de se realizar uma comparacao qualitativa, os emlobtidos com as novas propostas (com
suavizacgao) sao comparados com resultados tipecekethentos de contorno descontinuos (sem
suavizagao) e com as respectivas solucdes ansilitica

Os gréficos representados nas figuras 6.3 e 6.dtram a recuperacdo da tensdo
circunferencial ao longo dos primeiros elementoscdetinuos lineares proximos ao ponto A
para as diferentes malhas. Nota-se que o valompeeado na interface entre elementos é
consideravelmente diferente do valor médio que ped®btido pela extrapolacéo dos resultados
descontinuos. Além disso, ressalta-se que nenhasaedpostas converge exatamente para a

solucdo analitica da equacdo (6.1) pelo fato daaple@o ser infinita. Isso pode ser bem
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observado no ponto inicial da figura 6.4, onde sposta recuperada converge para um valor

maior que 3.
3
Solucéo analitica
MEC descontinuo sem suavizagao
275 MEC descontinuo com suavizagao

T 25—
‘©
c
o

8 2.25 —
c
3

= 2 —
(8]
o
uT

@ 1.75 —
)
|_

1.5 —

1.25 —

1
I I I I I I I

5 6.25 7.5 8.75 10 11.25 12.5 13.75 15
Figura 6.3 — Recuperacédo da tenséo circunferefgehentos lineares, malhal).
Comparando as repostas para as diferentes disg@és, vé-se que as solucdes

recuperada e padrdo se aproximam quando de uno neéinmalha. Assim como, a solucéo

recuperada apresenta forma mais semelhante a s@naética.

Solugéo analitica
MEC descontinuo sem suavizagao
MEC descontinuo com suavizagdo

2.75 —

2.5 —

2.25 —

Tensao circunferencial

1.25 —

1
I I I I I

5 6.25 7.5 8.75 10 11.25 125
r

Figura 6.4 — Recuperacéo da tenséo circunferefgehentos lineares, malha2).
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No problema em questdo, a tensdo normal na dinegial (coordenadas globais) € a
componente tangencial de tensdo em coordenadds [mr@ a aresta analisada. Dessa forma,
tém-se quatro solucdes para comparacao aléem dgiieddmalitica em cada gréafico, que séo:

1. MEC descontinuo sem suavizacdo — resultado tigptidacom elementos descontinuos

para a componente tangencial de tenséo (item 5.1);

2. MEC descontinuo com suavizagdo — resultado obtiGwés da proposta de suavizacao
dos resultados da solucéo anterior;

3. MEC descontinuo modificado sem suavizacdo — refultabtido com elementos
descontinuos através da nova proposta de calcutmm@onente tangencial de tensao

(item 5.2);

4. MEC descontinuo modificado com suavizagao — resoltbtido através da proposta de

suavizacgao dos resultados da solucéo anterior.

Os graficos apresentados pelas figuras 6.5 e fésentam a recuperacdo da tensao
radial ao longo do inicio da aresta AB para a smucom elementos lineares para as duas
discretizacOes.

0.7
Solugéo analitica
0.6 — MEC descontinuo sem suavizagao
MEC descontinuo com suavizagéo
MEC descontinuo modificado sem suavizagao
0.5 = MEC descontinuo modificado com suavizag&o
S
8 0.4 —
'
2 03—
&
——
0.2 —
e
0.1 —
A
0 | | | | | | |
5 6.25 7.5 8.75 10 11.25 125 13.75 15

r

Figura 6.5 — Recuperacéo da tenséo radial (eleméntares, malhal).

Nota-se a partir da figura 6.5 que a respostangais se aproxima gqualitativamente da

solucéo analitica é a recuperada a partir do caldeltensédo tangencial proposto. Além disso,
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vé-se que a solucdo tangencial modificada sem zagdo € simplesmente o valor médio em
cada elemento descontinuo linear.

Observando as repostas para as diferentes malbasaso radial, vé-se que tanto a
solucéo tangencial tipica como a respectiva solegfo suavizacdo nao tendem a convergir —
qualitativamente — para a solu¢do analitica progirma furo central, enquanto as solucdes
modificadas tendem a convergir, mesmo que lentamésdgo se deve a diferenca de sinais entre
os elevados gradientes das tensdes normal e taalggoximas ao furo central e a

diferenciacdo do deslocamento, ocorrendo assimgnaa sde duas fungbes com graus de
interpolacéo diferentes.

0.7 |

Solugao analitica
0.6 — MEC descontinuo sem suavizagéo

MEC descontinuo com suaviza¢éo

MEC descontinuo modificado sem suavizagao
0.5 — MEC descontinuo modificado com suavizagao

Tenséo radial

0.1 —

5 6.25 7.5 8.75 10 11.25 12.5
r

Figura 6.6 — Recuperacédo da tenséo radial (eleméntares, malha2).

Verificando agora, as analises com elementos déscms quadraticos, pode-se ver, nas
figuras 6.7 e 6.8, a recuperacdo da tensdo cinemd@l na aresta AB préxima ao furo central
para as diferentes malhas.

Vé-se nessas figuras que as solu¢cdes com suavipag@&m representar adequadamente
os valores no contorno, pois essas apresentam @malhante a solucdo analitica, com valores
apropriados entre elementos. Nota-se também, guwaloses recuperados nos ndés geométricos

entre elementos estdo abaixo das extrapolacfesredodtados descontinuos, ou seja, sao
consideravelmente diferentes dos valores médios.
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3 —
Solugéo analitica
MEC descontinuo sem suavizagao
2.75 = MEC descontinuo com suavizagao
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Figura 6.7 — Recuperacgédo da tenséo circunferefeteahentos quadraticos, malhal).

Solugao analitica
MEC descontinuo sem suavizacgao
MEC descontinuo com suavizagao

2.75 —

2.5 —

2.25 —

1.75 —

Tensao circunferencial

1.5 —

1.25 —

1
I I I I I

5 6.25 7.5 8.75 10 11.25 12.5
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Figura 6.8 — Recuperacgédo da tensdo circunferefeteahentos quadraticos, malha2).

Os graficos representados pelas figuras 6.9 e &i€sentam a recuperacao da tensao
normal na direcdo radial ao longo do inicio da tareSB para a solugcdo com elementos
quadraticos para as duas discretizacdes. Assimp ams figuras 6.5 e 6.6, esses gréaficos
apresentam quatro solu¢des além da solucao aaalitic

Nota-se a partir desses graficos grande difereng@ as duas solu¢cdes sem suavizagao
para o calculo da tensdo tangencial, porém a difar¢ga ndo € tdo grande para as solucdes

recuperadas, quando comparadas as solucbes corenédsniineares. Vé-se ainda, que o
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resultado recuperado a partir da nova proposta ifitadio com suavizagédo) se aproxima mais
rapidamente da solucao analitica no ponto ini@aido das ordenadas. Por fim, pode-se reparar

gue ambas as solucdes suavizadas se aproximameuoudrd quando afastadas do furo central e
com uma discretizacdo adequada.

0.5 — Solug&o analitica
MEC descontinuo sem suavizagéo
MEC descontinuo com suavizagao
0.4 — MEC descontinuo modificado sem suavizacéao
—— MEC descontinuo modificado com suavizacéo
<
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Figura 6.9 — Recuperacéo da tenséo radial (elemeuntdraticos, malhal).

Solugédo analitica

MEC descontinuo sem suavizagao

MEC descontinuo com suavizagdo

0.4 — MEC descontinuo modificado sem suaviza¢io
MEC descontinuo modificado com suavizacédo
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Figura 6.10 — Recuperacédo da tenséo radial (elemeuniadraticos, malha2).
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6.2. DOMINIO EM FORMA DE L

A figura 6.11 mostra a geometria e condi¢des atorno de uma chapa em forma de L.
Este problema é um teste tipico para procedimatgaadaptatividade tanto no MEF quanto no
MEC por apresentar elevados gradientes de tensé@okjéwicz e Zhu, 1992b; Zhao e Wang,
1999; Gago et al., 1983]. Além disso, foi utilizaclamo exemplo numérico para demonstrar a
precisdo de um meétodo de pdos-processamento pamalaratensdes entre elementos [Zhi Ye
Zhao, 1996].

Devido a existéncia de um canto de reentrada amegia, a tensdo normal na direcao
radial tem valor infinito proximo a esse canto. &®rdo com M. Guiggiani, 1990, o campo de
deslocamentos préximo ao canto interno B se compmtmaneira similar &r?, onde K é o
fator de concentracao de tensées a distancia a partir do cantareé o fator de singularidade.
No entanto, em uma solucdo pelo MEC s6 ha singiadlde na derivada do deslocamento
préximo ao canto B, e assim todas as variaveisontomo sao finitas. Além disso, pelo fato de
nao haver forcas de superficie nas arestas intemasanto ABC, a componente tangencial de
tensdo € obtida somente a partir da deformacacenared. Desse modo, a tensao radial se
apresenta de forma igual tanto para a maneira pat&élculo quanto para a nova proposta
apresentada neste trabalho.

4
OO

10

(@)

O

A

10

: |
— 10 —¢— 10 —

Figura 6.11 — Dominio em forma de L.

A

A aresta BC do canto de reentrada foi utilizad@ @aalise do método de suavizacéo de
resultados proposto neste trabalho. Foi analisad@lculo da tensdo na direcdo radial e a
recuperacdo desses valores utilizando uma malha3@(malha 1) e outra com 64 (malha 2)
elementos, tendo 4 e 8 elementos na aresta BC d@annecalha, respectivamente. A propdsito de
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comparacgao, foi utilizado um modelo refinado (maBja considerado como solugédo mais
precisa, com um total de 268 elementos, sendo &% da aresta analisada. As trés analises
foram efetuadas com elementos quadraticos. As ipagates materiais empregadas sdao modulo
de elasticidade? =210x 10 e coeficiente de Poissan=0.3. O carregamento foi definido com
valor P=1 e admitiu-se a condicdo de estado plano de tenddmsrecuo de 10% do
comprimento do elemento foi utilizado para o demhoento dos nds fisicos.

A averiguacdo dos resultados mostra que a respgstz através de elementos
descontinuos e a resposta com suavizacdo sao giéasieas quando longe do canto. Desse

modo, as figuras 6.12 e 6.13 apresentam os reeglfzta tenséo radial somente até a metade da
aresta BC.

Solucdo com malha refinada
MEC descontinuo sem suavizagéo
MEC descontinuo com suavizagédo

&

Tenséo radial

4
I I I
0 1.25 2.5 3.75 5

Figura 6.12 — Recuperacéao da tenséo radial naad€s{malha 1).

Observa-se pela figura 6.12 que a resposta resdg@eja apresenta um resultado
satisfatério a partir da metade do primeiro elemgetgindo erros menores que 1.5%. No entanto,
a solucdo tipica apresenta erros ainda considsrdesse mesmo elemento.

A fim de observar a influéncia da discretizacdomtElha no célculo e recuperacédo de
tensdes, a figura 6.13 mostra os resultados perasao radial até a metade da aresta BC para a
malha com o dobro do numero de elementos (malh& Bsposta recuperada para essa malha e
a solucdo com malha refinada (malha3) apresentaancbncordancia, exceto para distancias

menores que 0.45 a partir do canto B. Vé-se tamigém,a tensdo recuperada no primeiro no
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geométrico entre elementos £1.25) apresenta valor tanto mais preciso que a extigfola

partir do primeiro elemento ou que a média dasaprtacoes.

Solucdo com malha refinada
MEC descontinuo sem suavizagao
MEC descontinuo com suavizagdo

\

Tensdo radial

4
I I I
0 1.25 2.5 3.75 5

Figura 6.13 — Recuperacédo da tenséo radial naadB€s{malha 2).

Os erros relativos para a tensdo na direcao radiatancia igual a 2.5 do canto B, para
diversas maneiras de calcular a tensdo entre tmisertos, sdo comparados na tabela 6.1. O

erro relativo é calculado como:

ET’T’O — | o-malhal,Z B Jmalha 3

x100 (6.3)

O-malha3 I
ondeo pode ser a tensdo original extrapolada, a mébatehsdes extrapoladas ou a solucao

recuperada.

Malha Método Erro

extrapolacao a esquerda 7.149 %
P T o

Malha 1 extra_tpolagao a direita 1.268 %
média das extrapolacdes 4.198 %
solucéo recuperada 1.487 %
extrapolacao a esquerda 1.093 %

Malha 2 extrapolacao a direita 0.481 %
média das extrapolacdes 0.787 %
solucao recuperada 0.284 %

Tabela 6.1 — Resultados para tensao radial erd.5 (dominio em forma de L).
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Nota-se, pela observacdo da tabela anterior, gekoorelativo da solucdo recuperada
diminui e assim torna-se o menor quando do refiaonthlha, mostrando que a solugéo
recuperada converge para a solucdo mais acuraden disso, percebe-se que a média das
solucbes extrapoladas ndo se apresenta como unaranadequada no célculo dos valores de

contorno na interface entre elementos.

6.3. CILINDRO COM PRESSAO INTERNA

Nesta andlise, um problema classico do MEC é trevigilizando as novas técnicas
apresentadas neste trabalho. O problema se tratandeilindro com presséo interna, onde
somente um quarto do cilindro é modelado devidangetsia do problema. A geometria e

condicdes de contorno podem ser vistas na figdra 6.

Figura 6.14 — Cilindro com pressao interna.

As medidas para o raio intern®4) e externo Rb) sdo respectivamente 10 e 25. As
propriedades materiais empregadas sido modulo décelade £ =200x 10 e coeficiente de

Poissony =0.25. O carregamento foi definido com valor para a giesinternap, =1000 e
admitiu-se a condicdo de estado plano de tensOes.rdduo de 10% do comprimento do
elemento foi utilizado para o deslocamento dosfisg=s.

Para fins de analise dos resultados utilizou-seolacdo analitica da elasticidade
[Timoshenko e Goodier, 1980]. Nessa solucdo, derem para as tensdes nas direcOes
circunferencial e radial, em coordenadas polagsraspectivamente dados por:

2 2
Oy = Ra’p, (1+ Rb j (6.4)

Rb? - Ra? r?
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g,
" Rb*-Ra? r?

2
__Ra'p, (1— szj (6.5)

A fim de avaliar a capacidade das novas técnicasmalhas grosseiras, um modelo
utilizando poucos elementos quadraticos foi anddisaeste problema. Nao foram realizadas
analises com elementos lineares pela dificuldadsedeem representar geometrias circulares
com poucos elementos. A malha de elementos deroontdilizada neste exemplo apresenta 2
elementos em cada segmento de contorno reto, 4eefesano semi-circulo interno e 10
elementos no semi-circulo externo.

Os resultados com e sem suavizacdo para a tems@imferencial na aresta inferior
podem ser vistos na figura 6.15, juntamente cowmlwec&o analitica. Nota-se a partir do grafico
representado nesta figura que as solugdes tigoawzada sdo bem semelhantes, desde que nédo

h& grandes saltos nos valores entre elementossultago é satisfatorio apesar do nimero de

elementos.
1400
Solugéo analitica
MEC descontinuo sem suavizagao
1225 — MEC descontinuo com suavizagao

s
e 1050 —
o
Q
5
o 875 —f
kS)
o
@
2
S 700 —
|_

525 —

A
350
I I I I I
10 12.5 15 175 20 225 25

Figura 6.15 — Recuperagao da tenséo circunferemziatesta AB.

Na figura 6.16 pode-se visualizar os diversos lteados para tensdo radial na mesma
aresta analisada anteriormente. Assim como no pomexemplo numérico deste capitulo,
existem quatro solugbes para a componente tangedeitensdo (coordenadas locais) neste
exemplo.

Pode-se observar que a solucéo tipica sem suawvizgyesenta concavidade contraria a

solucéo analitica, afastando-se desta nos extrelmoslemento. Esse problema €, em parte,
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corrigido pela nova técnica de calculo. Nota-sebim, a partir da figura 6.15, que a solucéo
que mais se aproxima da solucéo analitica é a&@whaguperada a partir da proposta modificada
de célculo da componente tangencial de tenséao.

-175 —

-350 —

-525 —

Tensao radial

Solugéo analitica
MEC descontinuo sem suavizagdo
MEC descontinuo com suavizagdo
MEC descontinuo modificado sem suavizagao
MEC descontinuo modificado com suavizagao

-700 —

-875 —

-1050
I I I I I

10 125 15 17.5 20 225 25
r

Figura 6.16 — Recuperacgao da tenséo radial naaak&st

6.4. PLACA COM ENTALHE SOB TRACAO UNIFORME — TESTEOM RECUO IGUAL A
ZERO

Neste ultimo exemplo realiza-se a verificacdo temiltados sem suavizagdo de uma
analise com recuo igual a 0% (zero) comparadodugam pelo método de suavizagdo de um
modelo com recuo igual a 10%. A definicdo de reigual a zero no programa utilizado neste
trabalho resulta em elementos descontinuos, pooémmes fisicos ndo deslocados, ou seja, tem-
se dois nos fisicos na mesma posicéao.

O modelo em estudo é uma placa com entalhes seuldries (otched plate). Dada a
simetria do problema, somente um quarto da geanétanalisada, a qual pode ser vista na
figura 6.17 junto as condi¢cbes de contorno. O t@m dimensdak =5, enquanto a tracdo tem
valor uniforme P =1. Considerou-se o0 modelo em estado plano de tenedes propriedades
materiais empregadas sdo moédulo de elasticidBde210x 10 e coeficiente de Poisson
v =0.3. Um modelo semelhante a este foi analisado poGMggiani, 1990, em elementos de
contorno, e o mesmo caso foi estudado em diverabalhos de elementos finitos por se tratar

de um caso com concentracdes de tensdes proximas@dhes.
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Figura 6.17 — Placa com entalhe semicircular satét.

Os resultados obtidos para a tenséo normal ceceméial (Jgg) na aresta AB foram

representados graficamente para comparacdo ddsgadesu Foram realizadas cinco analises ao
todo. As duas primeiras com 82 elementos linea®sdo uma com recuo igual a zero, mais
duas com 41 elementos quadraticos, também send@amaecuo igual a zero. A propdsito de
comparacdao, foi realizada a ultima anélise com wdeto refinado, considerada como solucao
mais precisa, com um total de 160 elementos quedsasendo 36 deles na aresta analisada.

Para as andlises com elementos lineares, osa@sslpréximos ao canto B podem ser
visualizados na figura 6.18. Nota-se a partir difigo representado nesta figura que as solugdes
com suavizagao (recuo = 10%) e sem suavizacaoo(recd®) estdo muito proximas. Além
disso, vé-se claramente que a solucdo recuperadpr@@ma um pouco mais da solugdo com
malha refinada no primeiro n6 apés o cante ¢2.5).

Na figura 6.19 pode-se visualizar resultados paranalises com elementos quadraticos
semelhantes aos anteriores. E possivel notar & pimdte grafico que as duas solugdes
numéricas apresentam resultados muito semelhamgstanto, pode-se dizer que o resultado

recuperado € mais suave de um elemento pra outro.



Tensdo circunferencial

Tensao circunferencial

2.5 —

1.5 —

0.5

2.5 —

1.5 —

0.5

Solugdo com malha refinada
MEC descontinuo sem suavizagao - recuo = 0%
MEC descontinuo com suavizagéo - recuo = 10%
B
I I I I I I I
25 275 30 325 35 375 40 42.5 45
r
Figura 6.18 — Placa com entalhe, elementos lineares
Solugdo com malha refinada
MEC descontinuo sem suavizagao - recuo = 0%
MEC descontinuo com suavizagao - recuo = 10%
B
I I I I I I I
25 275 30 325 35 375 40 425 45

r

Figura 6.19 — Placa com entalhe, elementos quadsati
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7. COSIDERACOES FINAIS

7.1 CONCLUSOES

Este trabalho possui dois objetivos maiores: an@iro, e principal, consiste em
desenvolver e implementar uma técnica de suavizdedesultados em elementos de contorno
descontinuos para problemas de elasticidade plasagundo objetivo consiste em desenvolver
uma nova proposta de calculo da componente tarsgjedei tensdo para esses mesmos
elementos. Os dois objetivos foram cumpridos.

A fim de alcancar esses objetivos, este trabatpésum estudo basico dos fundamentos
tedricos que envolvem a mecanica dos soélidos, mdonétlos elementos de contorno e a
recuperacao de variaveis em métodos numéricos.dtabefo a esse estudo, alterou-se a entrada
de um programa basico de elementos de contornogparaste trabalhasse com os segmentos a
serem recuperados. Com base nesse estudo e nessghficagbes, desenvolveu-se e
implementou-se as novas propostas de suavizacdpétecdo de resultados e célculo da
componente tangencial de tensdo. Por fim, algusiegeutilizando modelos bidimensionais
classicos foram realizados para comprovar a efi@ém qualidade das novas propostas.

Por diversos motivos ja descritos neste trabadhotilizacdo de elementos de contorno
descontinuos tem se tornado mais comum. Porénlizacio destes elementos implica solucdes
nao continuas nas interfaces entre elementos segoiad quais os valores nestes pontos ndo esta
definido, a aparéncia visual da solugdo ndo € agedde o resultado, com um todo, tem carater
local. Desse modo, foi desenvolvido um método daperacédo dos valores da solugdo nos nos
geomeétricos entre elemento, para elementos desoostlineares e quadraticos, obtendo-se uma
solucédo suavizada. A proposta, apresentada nautagit se baseia em uma aproximagao por
minimos quadrados, utilizando os valores nos rsisof presentes nos elementos vizinhos ao no
geomeétrico a ser recuperado. Dessa forma, umasuwedo continua e com a mesma ordem de
interpolacao original do elemento € obtida.

Nos diversos resultados apresentados no capitoeri@ obtiveram-se resultados
satisfatérios, com valores mais precisos na interfantre elementos quando comparados as
extrapolacbes das solucdes descontinuas origimarstdbela 6.1). Além disso, as solucbes
suavizadas convergem mais rapidamente para asdeslapaliticas, como pode ser visto de
forma explicita nas diversas recuperacoes da coemp@mangencial de tensao.

Os graficos apresentados, principalmente nos ewsntas secdes 6.1 e 6.4, mostram

que a técnica proposta realiza a recuperacao defeficiente para os dois tipos de elementos
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descontinuos. Entretanto, € interessante ressgltey pelo fato do primeiro elemento ter
interpolacao linear e recuperar valores apenasens extremos, pode haver perda da qualidade
dos resultados no interior do elemento, ou seja&alor interpolado pela solucéo tipica de
elementos descontinuos no MEC no interior do elémn@egido central) pode ser mais preciso
gue o valor interpolado pelo resultado suavizadmaemo local.

As diferentes malhas utilizadas nos exemplos nigogdas se¢bes 6.1 e 6.2 indicam que
os valores recuperados e que a solucdo suavizattarnsen mais precisos com o refino da
malha. Nota-se também, que 0s novos resultadogegem para a solugdo analitica com mais
rapidez, em relacdo a solugdo descontinua. Alémodigbserva-se que os bons resultados
obtidos com essa proposta sdo mais visiveis quasdsolugbes dos problemas possuem
elevados gradientes e/ou a malha ainda € grogsmisarepresentar uma determinada solucéo.
Por essas caracteristicas, prevé-se que 0 uso rdesfaeracdo em procedimentos adaptativos
pode ser de grande valia.

A componente tangencial de tenséo, a qual é mregsada a partir dos valores de forca
de superficie obtidos com o codigo basico de eléwmsede contorno, tem o0s seus valores
recuperados, a partir da suavizacdo, com éxitorisu@ visto para as outras componentes de
tensdo, obtidas diretamente a partir das forcasugerficie originais. Isso pode ser bem
visualizado nos exemplos das secdes 6.1 e 6.2uas gpresentam diferentes condigbes de
contorno nos locais onde esses valores séo reclgsera

Outro aspecto interessante dessa proposta é o bammero de equacdes a ser resolvido
em cada sequéncia de recuperacdo. Consequentemeunsto computacional da metodologia
proposta é baixo. Também, o uso do sistema de eoadds normalizado evita problemas de
mal-condicionamento e faz com que a mesma matrizorra toda a vez que a razao entre 0s
comprimentos dos dois elementos dentro depatth for a mesma. Além disso, essa matriz é
independente da variavel a ser recuperada, sendesaa para qualquer deslocamento ou
tensao.

A implementacdo da proposta de suavizagdo é singgés algumas modificacdes que
fazem com que o cédigo basico de elementos derant@abalhe a partir de segmentos (linhas,
arcos, circulos). Também, pode-se implementar posta sem alteracdo do cédigo base, desde
que faca-se um pds-processamento adequado damdesubriginais.

A dependéncia de outros fatores nos resultadadosbtom a proposta de suavizagao
ainda deve ser mais estudada. A precisdo dos adseasltoriginais, que servem como amostras
para a aproximacdo por minimos quadrados, depeaddgdns fatores como os métodos de

integracdo das matrizes e pontos de integracdmn Aigéso, a variagdo do recuo utilizado para
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deslocar os nés fisicos em elementos descontiniie® & solugdo original do MEC e a
localizagao dos pontos utilizados na aproximaca@o.fifh, uma alta variagdo no comprimento
entre os dois elementos presentes em um memtoh pode alterar significativamente os
resultados. Dessa forma, a influéncia de todossedatores deve ser estudada mais
profundamente.

Em relacdo ao objetivo secundério, desenvolveursa nova proposta de célculo da
componente tangencial de tenséo para elementosrdiggms que se baseia em um uso diferente
da lei de Hooke, a qual € normalmente utilizada marcalculo dessa componente de tenséo.
Nessa nova proposta, a utilizagdo de menos portadma numérica de duas funcdes parece
apresentar melhores resultados, desde que, esges puntos apresentem convergéncia maior
gue o0s pontos originais. Pela observacao dos agesitobtidos nos exemplos, pode-se concluir
gue essa técnica apresentou melhores resultadgmcanos a técnica padréo.

O numero de exemplos aqui apresentados ainda gEd@suficiente para provar a
efetividade dessa proposta. Entretanto, deve-s& nae os dois exemplos iniciais apresentam
diferentes tipos de condi¢cdes de contorno no seggnoerde foram utilizadas as novas propostas.
Por esse fato, que tem ligacao direta no célculoodaponente tangencial de tensao, pelo bom
resultado apresentado no exemplo da secdo 6.laenped proposta obter resultado idéntico a
maneira padrdo de célculo no exemplo da secam2é-se que a nova proposta pode obter
resultados iguais ou superiores em diversos ouaess.

A maneira padréo de calculo da componente tangletheitenséo apresenta fungdes com
concavidade (sinal da derivada) invertida em relags solugbes analiticas nos exemplos das
secles 6.1 e 6.2. Esse problema é, em parte, idssalesde que as novas funcbes apresentam
polinbmios com um grau menor. A partir desse fa®,solucbes recuperadas a partir das
respostas obtidas com essa nova proposta sao lagreseéntre as quatro respostas presentes nos
gréficos das figuras 6.5, 6.6, 6.9 e 6.10.

A implementacdo dessa nova proposta ndo alteradga basico de elementos de
contorno, ou seja, as forcas de superficie e daslentos sdo obtidos da mesma maneira, porém,
uma pequena e facil modificacdo é feita no pésqesmmento dos resultados. Por fim, a
alteracdo provocada no custo computacional totdesprezivel quando comparada a outras

etapas de processamento.
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7.2 SUGESTOES PARA CONTINUIDADE DA PESQUISA

* Implementacdo de recursos que possibilitem a &naliecuperacdo de geometrias mais
complexas, incluindo linhas poligonasplines e NURBS. A utilizagdo desses recursos
diferenciados facilita a utilizacdo das propostgsi aapresentadas em programas de
otimizacao e programas que utilizem geometrias rtagas;

» Estudar a variagdo do recuo e tamanho do elemas8in como outros fatores que
podem influenciar a qualidade dos resultados dad&ale suavizacdo proposta. Sabe-se
que a utilizacdo de valores muito pequenos parecoor dos nos fisicos pode causar
problemas numéricos de mal-condicionamento e c#ldal integrais singulares, assim
como a utilizagao de valores muito altos dimingualidade dos resultados. Desse modo,
deve-se buscar um valor ideal para esta variavestlglo;

* Formalizagdo analitica ou numérica (com testes araw posicdes) da relacdo entre
pontos Otimos para célculo de derivadas em polioérfpontos de Barlow) e a proposta
de calculo de tenséo tangencial apresentada;

» Capacitacado do cédigo para analise de problemasdominio e ndo-linearidades. O
estudo de ferramentas capazes de resolver adeqestgamroblemas nao-lineares e
multidominio dos tipos MEC-MEC e MEC-MEF é uma réatle. Logo, as propostas
apresentadas neste trabalho devem ser inseridascoesexto;

* Extensdo das propostas apresentadas para outrosnébs, como elementos de alta
ordem utilizados em problemas com altos gradiethtetenséo e técnicas adaptativas no

MEC [Zhang e Zhang, 2004]. Além disso, a extensia problemas tridimensionais.
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APENDICE A — [Solugdes fundamentais de elasticidadgidimensional]

Solugdes fundamentais sdo necessarias na formouldgd MEC. Elas geralmente
representam a solucédo de um corpo infinito carregadh uma forca concentrada unitaria. Estas
solucdes de forcas de superficie e deslocament@s grablemas elasticos com as mesmas
propriedades do material que o corpo em considers§éd chamadas de solu¢gdes fundamentais
de Kelvin. Aplicando uma carga unitaria em um coilipbnito elastico e calculando os
deslocamentos e forcas de superficie resultants® darregamento, obtém-se estas solugdes. As

solugdes fundamentais de Kelvin para problemasnadsionais sao [Brebbia et al, 1984]:

U, :Wll_v){@— W) In(?lj g+, r,k}

para deslocamento e

B :W}V)r{%((l_ Q)G + 2,1, ) -(1- 2?/)(r‘I M=yl )}

para forga de superficie. Ongg e u, representam as forgas de superficie e deslocameatos
direcdok devido a uma forga unitaria na direggor € a distancia entre o ponto fonte e o ponto
calculado;v é o coeficiente de PoissonG € mddulo de cisalhamento. A Figura A.1 ilustra o

ponto de aplicacdo do carregamento (ponto fontepento que se obtém os resultados de forca
de superficie e deslocamento (ponto campo) e sspectivos eixos.
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Pontoi Pontoi

. Ly itari Ly
Carga unitaria Carga ur~1|tar|a
na direcéar, na direcaar,
Z; Ly
a) b)

Figura A.1 - (a) Componentes de deslocamento deg&olfundamental (carregamento unitério
na direcao), (b) componentes de forga de superficie da soltigddamental (carregamento

unitario na direcaa,).
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