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Resumo

Consideramos uma classe de processos de particulas com tempo discreto com um
nuimero finito de tipos de particulas, a qual nds chamamos Processos sem Colisoes
(Processes Without Collisions) ou PWC para forma abreviada. Em cada passo
de tempo, qualquer particula pode morrer ou transformar-se em uma ou em vdrias
particulas de qualquer tipo com certas probabilidades, mas nao ha colisdes, ou
seja, cada transformacao € aplicada a somente uma particula e a probabilidade dela
nao depende de outras particulas. Isto exclui as relacoes presa-predador e sexual,
mas inclui morte e reproducao assexuada com possiveis mutacoes. Devido a esta

restricdo, as posicoes das particulas sdo irrelevantes e nés ndo as mencionaremos.

Nds provamos que se o nimero de particulas tende para o infinito, o comportamento
do processo torna-se deterministico apds normalizacdo. De fato, esta aproximacao
é freqlientemente usada sem fundamentacao adequada. Ndés também provamos que
o sistema dindmico resultante tem um ponto fixo e que sob condicdes adicionais o
ponto fixo é tnico e o sistema tende para ele a partir de qualquer condic3o inicial.
Além disso, nosso estudo levanta algumas questGes sobre a forma na qual alguns
livros sobre dindmica populacional tém sido escritos.

Palavras chaves: Probabilidade, Sistemas de particulas e Processos de ramificacao.



Abstract

We consider a class of particle processes with discrete time and a finite number of
types of particles, which we call Processes Without Collisions or PWC for short.
At every time step, any particle may die or transform itself into one or several
particles of any types with certain probabilities, but there are no collisions, that
is, every transformation applies to only one particle and its probability does not
depend on the other particles. This excludes predator-prey and sexual relations,
but includes death and asexual reproduction with possible mutations. Due to this

restriction, positions of particles are irrelevant and we do not mention them.

We prove that if the number of particles tends to infinity, the behavior of the process
becomes deterministic after normalization. In fact, this approximation is often used
without a proper foundation. We also prove that the resulting dynamic system has
a fixed point and that under additional conditions the fixed point is unique and the
system tends to it from any initial condition. Besides, this approach raises some
questions about the manner in which some books on populational dynamics are

written.

Keywords: Probability, Particle systems and Branching processes.
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Principais Termos e Notacoes

Os maiores resultados do nosso trabalho s3o chamados de Teoremas. Os menores
resultados, usados para provar os teoremas, sao chamados de Lemas. Teoremas
Auxiliares sido afirmacoes usadas por nds, mas nao provadas nesta Tese pois suas
provas sao conhecidas na literatura. Nos esquemas 7.1, 7.2, 7.3 e 7.4, T significa

Teorema, TA significa Teorema Auxiliar e L, Lema.
PWC - Processos sem Colisdes (Processes Without Collisions).
Z - Conjunto dos nimeros inteiros.
Z . - Conjunto dos niimeros inteiros nao-negativos.
IR - Conjunto dos nimeros reais.
IR, - Conjunto dos niimeros reais n3o-negativos.
C - Conjunto dos nimeros complexos.
Z" - Conjunto dos vetores n -dimensionais inteiros.
IR" - Conjunto dos vetores n -dimensionais reais.
O - Origemde R" e Z".

0= Z' - Conjunto dos vetores n -dimensionais inteiros ndo-negativos, definido

1



na pagina 9.

d; - vetor em () contendo um na k-ésima posicao e zeros em todas as outras

posicoes.

dy - vetor em €) contendo zeros em todas as posicoes.

q - Vetor em ().

qr - k-ésima coordenada do vetor q.

P - Distribuicao de probabilidade em ().

P, - Valor da distribuicao P no vetor q.

IT - Conjunto de distribuicdes de probabilidade em (2.

IT' - Conjunto de distribuicdes de probabilidade em § que sdo de fato finitas.
IR} - Conjunto dos vetores n -dimensionais reais ndo-negativos.

C™ - Conjunto dos vetores n -dimensionais complexos.

k -particulas - Particulas do tipo k.
n

||| = Z lc;| - Norma do vetor ¢ € C", definida na pagina 10.
i=1

dist(v,v") = |[v — v'|| - Distancia entre os vetores v e v’ em IR", definida na

pagina 10.
D C IR" - Conjunto de vetores positivos e normalizados, definido na pagina 11.

D7 - Conjunto de vetores pertencentes ao conjunto D C IR" de coordenadas



positivas definido na pagina 11.
Norm - Operador de normalizacdo, definido na pagina 11.

round(z) - Operador de arredondamento de = € IR, ou seja, o menor niimero

inteiro o qual ndao é menor do que x.

round(v) - Vetor cujas componentes sdo arredondamentos das componentes de

v.
Prob(A) - Probabilidade do evento A ocorrer.

E (X) - Esperanca da varidvel aleatéria X.

014 - Probabilidade da k -particula tornar-se em um vetor ¢, veja pagina 13.

C' - Valor limite do nimero de particulas em que cada particula pode transformar-

se de uma vez, veja pagina 13.

A, - Distribuicdo concentrada no vetor ¢ € €.

MA, - Resultado da aplicagdo de M para A,.

M : 11 — II - Operador Probabilistico, definido na pagina 14.

dj. - Densidade de Fk -particulas no modelo continuo, veja pagina 17.
My - Operador agindo em IR" e a matriz representante deste operador.
M - Operador deterministico, definido na pagina 18.

I - Matriz identidade de ordem n.

det (M) - Determinante da matriz M.



M — A - Matriz caracteristica de M.

det (M — AI) - Polindmio caracteristico de M.

m(A) - Polindmio Minimo de M.

Adom - Autovalor dominante da matriz M.

dgom - Autovetor dominante da matriz Mj, o qual pertence ao conjunto D.
J - Matriz na forma canonica de Jordan definida na pédgina 52.

v||w - Os vetores v e w sdo colineares.

ft - t-ésima iterada da aplicacio f.

o - Operacdo de composicao.

C? - Nimero de combinagdes simples de p objetos entre n objetos.



Introducao

A teoria de processos estocasticos é uma area da matematica moderna que possui
muitas aplicacoes. Dentre elas o estudo de processos fisicos e biolégicos. Um dos
principais problemas em sistemas deste tipo é determinar seu comportamento em
um longo periodo de tempo. O estudo de estabilidade de modelos estocasticos
é um assunto que tem despertado interesse, especialmente no caso de sistemas
biolégicos; um exemplo pode ser observado em [29]. Nesta conexdo é importante
estudar processos ergddicos vs. nao-ergddicos, os quais tendem vs. nao tendem

para um limite tnico quando o tempo tende para o infinito.

Atualmente existem vdrios trabalhos na literatura os quais estudam processos es-
tocasticos considerando sistemas de particulas com ou sem interacdo em tempo
discreto ou continuo. Em [4], por exemplo, é feito um estudo do comportamen-
to assintdtico de algoritmos genéticos usando sistemas de particulas interagentes.
Um trabalho que contribuiu muito para a teoria de sistemas de particulas com
tempo continuo foi [13]. No nosso estudo consideramos apenas tempo discreto,
mas esperamos que seja possivel aplicar métodos aqui desenvolvidos para o caso do
tempo continuo. Para sistemas interagentes com tempo discreto podemos observar

exemplos em [32] e [34].

Na comunidade cientifica existe o sentimento de que todos os sistemas sem inte-

racao sao ergddicos. No nosso trabalho queremos formalizar e desenvolver mate-



maticamente este sentimento.

Consideramos uma classe de processos aleatérios com tempo discreto, na qual
existem n tipos de particulas. Qualquer particula pode morrer ou transformar-se
em uma ou em varias particulas de qualquer tipo com certas probabilidades. Nossa
principal hipdtese é que nao ha colisoes ou interacoes, ou seja, cada transformacao
é aplicada a somente uma particula e a probabilidade dela nao depende de outras
particulas. Devido a esta restricao, as posicoes das particulas s3o irrelevantes e nds
ndo as mencionaremos. Nds chamamos tais processos de Processos sem Colisdes
ou PWC (Processes Without Collisions) para abreviar. Nés estudamos PWC com

o primeiro objetivo de provar que eles sao ergddicos sob condicoes razoaveis.

A auséncia de colisdes implica auséncia de qualquer analogia com as relacoes
presa-predador ou sexual. Entretanto, nossos métodos podem ser aplicados pa-
ra problemas de sobrevivéncia, proliferacao, mutacao e evolucdo de espécies com
reproducao assexuada, por exemplo, virus. Nossos processos também podem ser
lteis para modelos dindmicos sociais, os quais incluem crescimento e mobilidade

social.

Nés direcionamos uma atencao especial para o limite quando o niimero de particulas
tende para o infinito e as quantidades de particulas de todos os tipos podem
ser tratadas como numeros reais. Nés provamos que, sob moderadas condicoes,
o sistema dindmico resultante tem no minimo um ponto fixo e sob condicdes
adicionais tem exatamente um ponto fixo e tende para ele quando o tempo tende

para o infinito.

Provamos também que se o niimero de particulas tende para o infinito, o compor-
tamento do processo torna-se deterministico apds normalizacdo. Assim, usamos

0 processo deterministico como uma aproximacao do nosso processo estocastico



original normalizado, quando o nimero de particulas é grande. Na verdade, a
aproximacao de sistemas estocdsticos por sistemas deterministicos é frequente-
mente usada em varias ciéncias, no entanto, alguns estudos mostram que esta

aproximacao nem sempre é aceitdvel.

Por exemplo, em [31] é apresentado um estudo sobre populagdes de virus no qual
os autores observaram que para infeccoes iniciadas com um dnico individuo os
resultados das simulagdes computacionais do processo estocdstico diferem signifi-
cativamente dos resultados obtidos das simulacdes computacionais da aproximacao

deterministica.

Lamentavelmente, alguns livros sobre dindmica populacional supdem a possibilidade
de aproximacado e correspondéncia entre modelos estocasticos e deterministicos,
sem, no entanto, justificar por que essa aproximacao pode ser feita e sob que

condicoes.

Em [2], [3] e [27], sdo apresentados varios exemplos de processos estocasticos
e suas respectivas aproximacoes deterministicas. Nestas referéncias, é mencionado
que as vezes o tamanho da populacdo nao é suficiente para validar o uso de um
método deterministico, porém nao é apresentado nenhum critério para decidir se a

aproximagao deterministica é aceitavel.

Esta Tese possui a seguinte organizagao: no capitulo 1, apresentamos as principais
definicoes e a descricao do nosso processo, bem como os nossos principais opera-
dores. No capitulo 2, provamos as propriedades do conjunto de vetores positivos
e normalizados. No capitulo 3, provamos que o nosso processo estocdstico apds
normalizacdo possui uma aproximacao deterministica. No capitulo 4, enunciamos
e provamos o nosso principal resultado, que o sistema dindmico resultante tem um

nico ponto fixo e tende para ele quando o tempo tende para o infinito. O capitulo



5, apresenta alguns exemplos utilizando os nossos resultados tedricos. No capitulo
6, mostramos exemplo de processos que podemos estudar usando os nossos pro-
cessos PWC. O trabalho é finalizado no capitulo 7, com as conclusdes e algumas

perspectivas futuras.



Capitulo 1

Sistema

1.1 Definicoes e Descricao do Processo

Denotamos por IR o conjunto dos nimeros reais, por IR, o conjunto dos nimeros
reais nao-negativos, por Z o conjunto dos nliimeros inteiros, por Z , o conjunto

dos nlimeros inteiros nao-negativos e por C o conjunto dos niimeros complexos.

Denotamos
<1
Q=7" = €y, €EX . (1.1)
Zn
Particulas do tipo & = 1,...,n serdao chamadas k-particulas. Um estado

genérico do nosso processo é um vetor

q1
g=1 : | €4,

an

onde ¢ € Z , denota o nimero de k -particulas.

Denotamos O a origem de R" e Z".



U1

Denotamos IR’} = ; v €Ry, . v, € R
Un
Denotamos
8]
C" = : CCly.e..,cp€C B (1.2)
Cn
1
Para qualquer vetor ¢ = : € C" denotamos
Cn

el = > e (13

e chamamos ||c|| a norma de c.

Desta forma, introduzimos a seguinte distancia em IR":

Vo,v" € R" : dist(v,v') = |lv — '] (1.4)
U1
Nés chamamos um vetor n -dimensional v = : € IR" positivo se
Un
v >0,...,0,>0 e vi+---+uv,>0. (1.5)
U1
Desta forma, para qualquer vetor positivo v = : temos
Un

vl =v1+ - + v

Para qualquer vetor v € IR" chamamos v de normalizado se |[v| =1.

10



Nés denotamos por D o conjunto de vetores positivos e normalizados, ou seja,

U1
D = : 01 >0,...,0, 20,01+ -+v,=1). (1.6)

Un,

Nés denotamos por D' o conjunto dos vetores pertencentes a D de coordenadas

positivas, ou seja,

Dt = : 01 >0,...,0,>0,014+-4+v,=15. (1.7)
Un

Nés denotamos por Norm o operador de normalizacao, isto &,
Norm(v) = v/||v|| (1.8)

para qualquer vetor v tal que ||v|| # 0.

1.2 O Operador Probabilistico

Denotamos por II o conjunto de distribuicoes de probabilidade em €2, onde 2

foi definido em (1.1).

Definicao 1. Sejam uma distribuicao P € 11 e P, o valor da distribuicao de
probabilidade P mno vetor q. Dizemos que a distribuicao P € de fato finita,

se o conjunto {q € Q: P, >0} € finito.

Denotamos por II' o conjunto de distribuicdes de probabilidade em  que s3o de

fato finitas.

11



Definicao 2. Sejam a,b elementos de um espaco linear U. O segmento de

reta de extremos a, b € o conjunto
[a,b] ={(1 —t)-a+t-b;0<t<1}.
Dizemos que qualquer S CU ¢é convexo quando

a,be S = [a,b] CS.

/ ~
Lema 1. Il e Il sao convexos.

Demonstracao do Lema 1. A convexidade de II é evidente. Vamos demons-

trar agora a convexidade de II .
Queremos mostrar que VP,Q € I, [P,Q]={(1-t)P +tQ;0<t <1} CII.
Como II é convexo [P, Q] C II.

Vamos mostrar agora que para todo 0 <t <1, (1—1¢)P+tQ é de fato finita,
ou seja, o conjunto {q € 2 : ((1 —t)P + tQ)q > (0} é finito.

Temos que ((1 —t)P + tQ)q =(1—t)P,+tQ, Vqe€ Q. Assim, como P e ()
sdo de fato finitas, os conjuntos {g € : P, >0} e {geQ: @Q,> 0} sao

finitos.

Como

{geQ: ((1—t)P+tQ)q>O}C{q€Q: P,>0tu{qe: Q,>0}
logo o conjunto {g€ Q: ((1—-t)P+ tQ)q > 0} é finito.

Logo, [P, Q] C II'. Portanto, o lema 1 estd demonstrado.

12



Denotamos por d; € {2 o vetor contendo um na k -ésima posicao e zeros em todas

as outras posicoes e por &y € {2 o vetor contendo zeros em todas as posicoes.

A cada passo do tempo discreto todas as particulas decidem independentemente

em qué elas irdo se tornar. Cada k -particula torna-se um vetor

a1
q= : com uma probabilidade 6, ,. (1.9)

dn

Isto inclui morte se ¢ = Jy e permanecer ndo modificada se ¢ = 9, . Como sempre
na teoria de probabilidade,

Vk: > Org=1. (1.10)

qefl

Em todo o trabalho assumimos que existe uma constante C' tal que

ou seja, nenhuma particula pode transformar-se em mais do que C' particulas de

uma vez.

Neste estudo, supomos que cada particula morre com probabilidade : )
1.12
menor do que 1, isto é, paratodo k=1,...,n, O5 <1.

Agora, definimos um operador M : II' — II' em dois passos.

Primeiro, para cada ¢ € €2, denotamos por A, a distribuicdo concentrada no
vetor g € ), ou seja, ela assume valor um no vetor ¢ e zero em todos os outros.
Definimos M A,, o resultado da aplicagdao de M em A,, para qualquer g, como

a seguinte soma de distribuicdes em (2, isto é, vetores aleatérios V} :

n gk

MAEN NV (1.13)

k=1 j=1
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onde cada V,g é igual a qualquer p com probabilidade 0}, paratodo p € €. Aqui

0
qr € a k-ésima componente de ¢ = : . Para formalizar a nossa hipdtese

dn
de auséncia de colisGes ou interagdes assumimos que os vetores aleatérios V,/ sdo

conjuntamente independentes. Entdo nés definimos como M atuaem A,.

Agora, definimos como M atua em qualquer distribuicio de probabilidade P € 1T,
assim:
MP =Y (MA,)-F, (1.14)
qef)

onde P, € o valor da distribuicao de probabilidade P no vetor g.

Definicao 3. Para todo 1 =1,...,n, sejam a; € IR, onde IR™ € o conjunto

de sequenczas infinitas de numeros reazs Chamamos combinacao convexa

a soma Zt a;, onde 0<t; <1 e Zt =1.

=1 =1
Lema 2. Sejam o operador M : 11 — II' definido em (1.14) e uma distribui¢do
de probabilidade P € II'. Entdo MP € II. Ou seja, M estd bem definido.

Demonstragao do Lema 2. Por (1.13) e pela condi¢do (1.11), para todo

q € €2, temos que a soma

no Qe
MA, = Z Z Vk‘f é de fato finita.

k=1 j=1

Assim, para todo ¢ € )
(MA,) - P, é de fato finita.
Pelo lema 1, como II é convexo,
{(MA,)-P;0< P, <1} CTI.
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Como M atua em todo IT

Z(MAq)'Pq

qef)

7 . ~ . . "~ ! .
é uma combinacdo convexa de distribuicbes em II, assim

> (MA,)-P eIl

qef

Portanto, o lema 2 esta demonstrado.

Definicao 4. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre um mesmo corpo
K e uma aplicagcao T :' V — W. Chamamos T wuma aplicacao linear se,

para todo v,w € V e para todo a € K,
Tav = aTlv,

Tw+w)=Tv+Tw

Chamamos uma aplicacao linear T :V — V de operador linear.

Usando a definicao 4, vamos definir agora um operador linear no conjunto de

distribuicoes de probabilidade 1I.

Definicao 5. Seja M : II — II wm operador no conjunto de distribuicoes de

probabilidade II. Sejam 0<a <1 e P,Q €1l. Dizemos que M ¢ linear se

M(aP+(1—-a)Q)=aMP+ (1 —a)MQ.

Lema 3. O nosso operador M : 11 — II' definido em (1.14) ¢ linear.

Demonstracao do Lema 3.

Sejam 0 <a <1 e PQ € II. Pelo lema 1, (aP+(1 —a)Q) e II. Logo,

usando a definicdo (1.14),

15



M(aP+(1-a)Q) = Y (MA,) - (aP+(1-a)Q), =

= D (MA) - (aPy+ (1= a)Qy) =
- Z [a(MAG) Py + (1 —a)(MA)Q,] =
— QZ(MAQ)Pq+ (1 —CL)Z(MAQ)Q(J =

= aMP+(1—-a)MQ,

onde (aP + (1 — a)Q)q é o valor da distribui¢do de probabilidade (aP + (1 — a)Q)

no vetor ¢. Assim, o lema 3 estd demonstrado.

Definicao 6. Consideremos um operador M : 11 — II. Chamamos de proces-
so a seqiéncia de distribuicoes P, MP, M?P,..., sendo M'P o resultado

da t -ésima acao iterativa do operador M em uma distribuicao inicial P € I1.

Definicao 7. Sejam X, X1, Xo,... wvaridveis aleatorias definidas em um mes-
mo espaco de probabilidade. Dizemos que X, converge para X quase cer-

tamente se Prob(X,, — X quando n — o0) =1, ou seja, se o evento

{w: X,(w)— X(w)} € de probabilidade 1.

Definicao 8. Chamamos um operador estocdstico M : 11 — I ergédico se
o limite quase certo

lim M'P

t—00

. , / . . . . . o~
eriste e € o mesmo para todo P € I, ou seja, se existe uma distribuicao

QeI tal que

VP eIl :  Prob (MtP — @ quando t — oo) = 1.

16



1.3 O Operador Deterministico

Na pratica lidamos freqlientemente com macro-quantidades, isto é, quantidades
grandes de particulas, tao grandes que usamos macro-medidas continuas no lugar
de micro-medidas discretas. Por exemplo, falando de uma reacdo quimica ou
nuclear, mensuramos as quantidades de substancias em macro-medidas, tais como
gramas ou kilogramas, no lugar de micro-medidas como o nimero de moléculas ou
atomos. Temos o hdbito de tratar macro-quantidades como continuas apesar da

micro-natureza discreta dessas substancias.

Queremos deduzir as regras de transformacdo de macro-medidas a partir do com-

portamento de micro-medidas definido acima.

Nesta conexao, consideremos o analogo nao-inteiro do nosso opera- )

dor, no qual em vez de nimeros inteiros nao-negativos de particulas

> (1.15
de cada tipo, nds temos niimeros reais nao-negativos - densidades )
di,...,d, de cada tipo. J

Denotamos
Z 7016)1,7“ e Z 7nlen,r
ref) ref)
My = : : : (1.16)
Z 7nngl,?“ e Z 7nnen,r
ref) re)
onde ) foi definido em (1.1) na pagina 9. Paratodo i =1,...,n, r; éai-ésima

coordenada do vetor r e 6;, sdo definidos em (1.9) na pagina 13.

Como nosso interesse estd na quantidade de particulas, nos concentramos em
vetores no IR". No entanto, nas demonstracdes dos nossos resultados, aplicamos

o operador M, definido em (1.16) para vetores complexos também.
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Definimos também o operador de normalizacdao o qual age em qual-)

quer distribuicdo probabilistica P em 2 (definido em (1.1)) assim: 1.17)
> (1.
Norm(P) é uma distribuicdo em D induzida por P com a apli-

cagdo Norm definida na férmula (1.8). )

Definigao 9. Sejam o operador Norm definido em (1.8) na pdgina 11, e a
matriz My definida em (1.16). Seja o conjunto D definido em (1.6) na pdgina
11. Para todo d € D, definimos o operador deterministico M:D— D por

Md = Norm (Myd) . (1.18)

Lema 4. Sejam o operador Norm definido em (1.8) na pagina 11 e um vetor

n -dimensional v € R", positivo. Entdo Norm (v) € D.

U1
Demonstracao do Lema 4. Denotamos v = : . Como v é positivo,
Un
temos por (1.5) paratodo i =1,...,n
U; V;

0.

7
= >
Il &
v
j=1

18



Temos,

2
i=1
Norm(v) =
Un
n
Vs
(="
Assim,
n
U;
U1 L Un _ i=1 —1

n
v
i=1

Portanto, o lema 4 estd demonstrado.

Lema 5. Seja a matriz My definida em (1.16) na pdgina 17. Todos os ele-
mentos da matriz My sao nao-negativos. Nenhuma coluna da matriz My €

nula.

Demonstracao do Lema 5. Seja, para todo ¢,j = 1,---.,n, (M)

elemento na linha ¢ e na coluna j da matriz M,.

Assim, para todo 7,5 =1,--- ,n podemos escrever
(Mo);; = Y _ribjs
reQ
Logo, paratodo 7,7 =1,--- n,
(Mo)i,j >0



Para todo 57 =1, --- ,n, somando os elementos da coluna j obtemos

n

Z (Mo)i,j = Z Z 7”1'(9]'7T.

=1 =1 reQ

n
E suficiente provar que para todo j =1,--- ,n, Z (Mp); ; > 0.
i=1

Para todo j =1,---,n, transformamos esta soma assim:
n n n n
Y (M), =) i =>_ Y rilie=> 02> ri=Y 0. r].
=1 i=1 re) reQ) i=1 ref) =1 ref)

Pela definicao de norma, apresentada na pégina 10,

7|l = 0 <= r = dy.

Pela mesma razdo ||r|| > 1 para todo r € Q\ {dp}.

Por (1.12), para todo j = 1,...,n, a probabilidade de cada j-particula morrer
é menor do que 1, isto é 0,5, < 1 para todo j = 1,...,n. Assim, para
todo j = 1,...,n, existe » €  com ||r|| > 1, tal que a probabilidade de

transformagao 0, € positiva.

Portanto, por (1.10),

> lIrll;, > o.

reQ)

Assim, o lema 5 estd demonstrado.

Lema 6. Sejam M a matriz definida em (1.18) e D o conjunto definido em
(1.6) na pdgina 11. Entdo para todo d € D, Md € D.

Demonstracao do Lema 6. Temos paratodo 1 =1,--- ,n:
(Mod); =Y ~di»  ribhs.
k=1 refl
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Logo, paratodo ¢ =1,--- ,n,

(Mod), > 0.

7

E suficiente provar que Z (Mod), > 0.
i=1

Transformamos esta soma assim:

n n

> (Mod); =D diy ribey=>_dry [Ir O
=1

=1 i=1 k=1 ref) k= reQ)

Supomos para contradicdo que

n

> dy Il 6k = 0. (1.19)

k=1 ref)

Assim, como todos os termos sao nao negativos, temos

de |7]| 0k =0, paratodo k=1,--- n.

ref)
Logo

dp =0 ou ZHTH@]W»:O, paratodo k=1,...,n.

reQ)

Pelo lema 5 temos que

> {716k, > 0.

re)
Assim

dp =0, paratodo k=1,....n, istoé d= /.

Como dy ¢ D, obtemos uma contradi¢do. Logo a hipdtese (1.19) é falsa. Portanto
n n
DY did ribe, > 0.
i=1 k=1  reQ
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Assim provamos que o vetor Myd é positivo. Desta forma, pelo lema 4,
Md = Norm (Myd) € D.

Portanto, o lema 6 estd demonstrado.

Neste trabalho temos interesse apenas em proporcoes de substancias. Por esta

razao assumimos que o vetor de densidades é sempre normalizado, isto é

ou seja,

dp
onde D foi definido em (1.6). Nés mostraremos como obter o comportamento
de densidades como um limite do processo original quando o nimero de particulas

tende para o infinito.

Agora vamos esclarecer como este operador deterministico M, definido em (1.18),

estd relacionado com o operador aleatério M, definido em (1.14).

Para qualquer nimero x > 0 nds denotamos round(z) o menor niimero inteiro
que nao é menor do que x e chamamos este operador de arredondamento. Para
qualquer vetor positivo v nds denotamos por round(v) o vetor cujas componentes

sao arredondamentos das componentes de v :

round(vy)
round(v) = : : (1.20)
round(v,)
d
Comegamos com um macro-estado d = : € D. Primeiro o transformamos
dn

em micro-estado como segue: escolhemos um nimero L grande, multiplicamos
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todas as componentes de d por L e tomamos aproximacdes inteiras delas. Entao
obtemos o vetor round(L-d), onde a opera¢do round é definida em (1.20). Depois
aplicamos um passo do nosso processo aleatdrio, obtemos entdo o vetor aleatério

MA ound(z.a) onde M foi definido em (1.14).

Depois voltamos para D aplicando o operador Norm. Logo obtemos um vetor

aleatdrio

Norm (MA (1.21)

round(mz)) ’

distribuido em D. Para ficar mais perto da pratica, é melhor tomar L finito, mas

agora vamos supor que L — o0.

Na se¢do 3.2 vamos mostrar que a distribuicdo (1.21) concentra-se em Md, quan-

do L — 00, ouseja, Vde D e Ve>0:

Prob (dist (Norm (MAround(L-d)> : Md) > 5) Lz,

Ent3o se o nimero de particulas tende para o infinito, apds normalizacdo o compor-
tamento do processo torna-se deterministico com férmula explicita (1.18). Usare-
MOS iSSO para empregar o processo deterministico como uma aproximacao do nosso

processo estocdstico original, quando o nimero de particulas é grande.

Definicao 10. Um operador K : D — D ¢é chamado ergddico se o limite

lim K'd

t—00

existe e € o mesmo para todo d € D.

Nesta Tese vamos provar que o operador deterministico M tem comportamento
semelhante ao de um operador ergddico, conforme definicdo 10, isto é, mostraremos

que o limite existe para todos os pontos d € D™.
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Capitulo 2

Propriedades do Conjunto D

Neste capitulo vamos demonstrar algumas propriedades importantes do conjunto
D, definido em (1.6) na pagina 11. Lembramos que, para qualquer vetor v € IR",

|v]| foi definido em (1.3) na pégina 10.

Definicao 11. Seja S um subconjunto do IR". Dizemos que S ¢ limitado

se existe um niumero real a > 0 tal que ||s|| < a para todo s € S.

Definicao 12. Seja S um subconjunto do IR". Dizemos que um ponto x €

aderente a S quando x for limite de uma seqiéncia de pontos s, € S.

Definicao 13. Seja S um subconjunto do IR". Dizemos que S ¢ fechado

se todo ponto aderente a S pertence a S.

Definicao 14. Seja X um conjunto nao-vazio. Uma familia T de subconjun-

tos de X € chamada uma topologia em X se satisfaz as sequintes condigoes:

1. 0 e X pertencem a T.
2. A uniao de subconjuntos em T € um conjunto em T.

3. A interseccao de um numero finito de subconjuntos em T € um conjunto

em T.
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Um espago topolégico, representado por (X,7), consiste de dois objetos:
um conjunto nao-vazio X e uma topologia T em X. Os subconjuntos em T

sao chamados de conjuntos abertos em (X, T).

Definigao 15. Seja (X, 7) um espaco topolégico e seja S um subconjunto de
X. Seja I um conjunto de indices qualquer. Uma cobertura por abertos
de S € uma familia F ={C\;\ € I} de subconjuntos abertos Cy em T tal

que
sclJon
Ael
Uma subcobertura de S ¢ uma subfamilia Fy = {Cu; e l'}, I' C I, tal

que ainda se tem

sclJan
Ael
Definigao 16. Seja (X, 7) wum espaco topolégico. Dizemos que S C X ¢é
compacto em (X,7) se toda cobertura por abertos do conjunto S admite

uma subcobertura finita.

Lema 7. D ¢ compacto.

Demonstracao do Lema 7.

dy
Sejad= | : € D. Entdo ||d|| =dy+---+d, = 1. Portanto, D é limitado.
dn
Podemos observar que D = AyNA;N...NA,, onde A;,={veR": v; >0},
Vi=1,....,n,e Ag={veR": vy+...+v,=1}. Efécilverque A; éfecha-
do para todo 7 =0,...,n. Desta forma, como a intersecao finita de subconjuntos

fechados do IR" é um conjunto fechado, temos que D também é fechado.
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Como estamos trabalhando em um espaco de dimensao finita, IR", um subconjun-

to é compacto se ele for fechado e limitado. Assim, o lema 7 estd demonstrado.

Lema 8. D ¢ convexo.

Demonstracao do Lema 8. Sejam A; ={veR": v; >0}, Vi=1,...,n,
e Ag={veR":v+...+v,=1}. E facil ver que A; é convexo para todo
it =20,...,n. Podemos observar que D = AyNA;N...NA,. E bem conhecido
que a intersecao de conjuntos convexos em IR" é convexa. Desta forma, como
A; é convexo paratodo ¢ =0,...,n, temos que D também é convexo. Assim,

o lema 8 esta demonstrado.

Definigao 17. Considere um conjunto limitado nao vazio V C IR". Chama-

mos diametro de V e denotamos por diam(V) = sup{||lxr —y||;z,y € V}.

Se V' é compacto (ver defini¢do 16), entdo o diam(V) é a maior} 2.1)

distancia entre dois pontos de V.

Lema 9. Seja o conjunto D definido em (1.6) na pdgina 11. Entao

diam(D) = 2.

Demonstracao do Lema 9. Sejam d,d’ € D. Ent3o,
ld—d|l = |di—di|+- +]dn — dp| <
< di| + 1] + -+ [l + || =

= di+-+dy+di+--+d,=1+1=2.
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Assim, ||d —d'|| < 2.
1 0
0 1

Sejam os vetores 1= | 0 | € D e 5= 0 | € D. Calculando a distancia
0 0

entre estes dois vetores, temos

dist(d1,02) = |1 = 0|+ [0 —1|+0+---+0=2.

Portanto, o lema 9 estd demonstrado.
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Capitulo 3

Limite do Processo Estocastico

3.1 Enunciado e Prova do Analogo da Lei dos Grandes
Niuimeros para o Nosso Sistema.

MAround(Ld)

I concentra-se na

Nesta secao iremos mostrar que a distribuicao

n
vizinhanca do ponto Z de 78y, quando L — oo. Isto pode ser visto como

k=1 refd
um andlogo da lei dos grandes nimeros para o nosso sistema, formalizado no

teorema 1 a seguir.

d
Teorema 1. Para todo d = : € D e para todo € >0
dn
MA
Prob (dist ( roznd(L-d)’ My - d) > z—:) =X, (3.1)

onde dist foi definido em (1.4) na pagina 10 e My foi definido em (1.16) na
pdgina 17.

Antes de demonstrar o teorema 1 apresentaremos alguns resultados importantes.
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dy
Lema 10. Para todo d = : eD
d,

n

> round(L - di) > 10:, = B (MAgyndra) (3.2)

i=1 ref)
onde M foi definido em (1.14) na pagina 14.

Demonstracao do Lema 10. Denotamos

n mq
SN reb = . (3.3)
k=1 refd my,
onde Ny = round(L - dy).
Paracada k=1,...,n ecada r € (), denotamos X}, oniumerode k -particulas

Ny,
que sofreram a transforma¢ao em um vetor r. Cada X, = E Bj ., onde
J=1

B 1, se a j-ésima k-particula transforma-se em r
ki 0, caso contrdrio

Assim, as varidveis aleatérias X}, tém distribuicdes binomiais b(Ny, 6y,), logo
cada X, satisfaz a lei dos grandes nimeros. Desta forma, r; - X}, onde r; é
a i-ésima componente do vetor r, Vi=1,...,n, Vk=1,....n e Vr e,

também satisfazem a lei dos grandes nimeros.

O ndmero total de k -particulas apds a transformacao aleatéria é

n N;
Sk=>_> Y Bl (3.4)

i=1 j=1 reQ

1

onde r, é a k-ésima componente de r = : . Vale ressaltar que a soma
T'n

E rpB;. € finita, pois pela condi¢do (1.11) existe um ndmero finito de vetores

ref)
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nos quais cada k -particula pode se transformar, ou seja, existe um nimero finito

de estados possiveis.

Denotamos
S1
MAround(L-d) - :
Sy
Assim, calculando a esperanca de MAround(L-d)?
E(S1)
b (MAround(Ld)) - : ’
E(Sn)

onde

n N
E(Sy) = Y Y. > nE(B,)

i=1 j=1 reQ

= iNiZT’ﬁ”:mk’ szl,...,n.
=1

reQ)

Portanto, o lema 10 estd demonstrado.

Lema 11. Seja q € ), onde Q0 foi definido em (1.1) na pdgina 9. Entdo

Vk=1,....n:> |qll-6k, < C,

qefl

onde C foi definido em (1.11).

Demonstracao do Lema 11. Pela condigdo (1.11) na pagina 13 temos

S+ + @)y <Y Cobg=C-> by =C.

qeQd qeQ qeQ

Assim, o lema 11 estd demonstrado.

Lema 12. Para todo d € D e para todo L > 0,
dist (E (MAround(ray) L+ Mo-d) <n-C, (3.5)
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onde a constante C  foi definida em (1.11) e My foi definido em (1.16) na

pagina 17.

dy
Demonstracao do Lema 12. Para todo d = : € D, denotamos
dp

Nk = I’OUﬂd(L . dk)

Pelo lema 10, calculando uma estimativa para (3.5), temos
n

dist (E <MAr0und(L.d)>, L- dkzre,ﬂﬂﬂ)_

k=1  reQ
— Z ZN]{ZHQ]{T—L. dkzriekﬂ" _
=1 reQ k=1 reQ
= > (> (Ne—L-dp)) ribr,| <
=11 k=1 reQ)
= Z (Z ‘Nk —L- dk‘ Zriekﬂ) =
=1 \k=1 ref)

= Z\Nk—L dk}ZZrﬁkr

reQ i=1

Pelo lema 11,

Z\Nk—L dkaznekr < Z]Nk—L dy| - C

reQ i=1

Sabemos que
‘Nk—Ldk‘ < 1.

Portanto,

En:\Nk—L-dk\~C<C-§n:1:n-C.

k=1 k=1
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Daqui obtemos (3.5). Assim, o lema 12 estd demonstrado.

Definicao 18. Seja X, Xo,... uma seqiiéncia de varidveis aleatorias reais.
Dizemos que X1, Xo,... satisfazem a lei fraca dos grandes niumeros se
> (Xj - E(Xj))
Ve>0: Prob| |2 > | =20
n
Lema 13. Sejam
xWoxo x@ o x® L x X

n sequéncias de varidveis aleatorias reais. Suponhamos que a lei fraca dos

grandes niumeros seja verdadeira para cada uma destas seqiéncias. Entao a

n n
mesma ler € verdadeira para a soma delas, a saber E X1( ), g X2( ), ce
i=1 i=1

Demonstracao do Lema 13. Vamos provar por inducao.

Base de inducao: n = 2.

Sejam XI(D,XQ(U7 ... € X{Q),XQ(Q), ..., sequéncias de varidveis aleatédrias reais.

Suponhamos que a lei dos grandes niimeros seja verdadeira para cada uma destas

sequéncias. Denotamos

Denotamos os eventos

A5<

sy — EsyY
n
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n—oo n—:oo

Por hipdtese temos, Prob(A.) — 0 e Prob(B.) — 0. Observemos que
5/2 N B§/2 C CZ, paracada € > 0. Logo C. C A./p U B,y, assim temos que

Prob(C.) < Prob(A. s U B, 5) < Prob(A.)) + Prob(B. /).

n—oo n—oo

Devido a nossa hipétese, Prob(A.,) — 0 e Prob(B.;) — 0, logo

Prob(C.) == 0.

Assim, esta provado que a lei dos grandes nimeros também € verdadeira para a

sequéncia
2 . 2 .
SoxiP S xd (3.6)
i=1 i=1
Passo de inducao:

: 1 1 2 2 on
Sejam Xl(),Xz(),..., Xl(),XQ(),..., o Xl(”),XQ(”),..., n seqiiéncias de
variaveis aleatdrias reais para as quais a lei fraca dos grandes niimeros é verdadeira.

Segundo a hipdtese de inducao, a mesma lei é verdadeira para

zn:)(f”, zn:XQ(”, o
i=1 i=1

: 1 1 2 2 1 1
Sejam agora Xl(),Xé),..., Xl(),Xé),..., o Xl("+),X2("+),..., n+1
sequiéncias de varidveis aleatdrias reais para as quais a lei fraca dos grandes niimeros

é verdadeira. Queremos mostrar que a mesma lei é verdadeira para
n+1 n+1

Sxt Y xy
1=1 1=1

33



Consideremos as duas seguintes seqiiéncias de varidveis aleatdrias

Sox? S xP e xY XYL

Temos por hipdétese de inducdo que vale a lei fraca dos grandes niimeros para cada
uma dessas seqiiéncias, assim por (3.6) temos que a lei fraca dos grandes niimeros
também é valida para a seqiiéncia

S X0 4 XY X4 x0T,

=1 =1

Portanto, o lema 13 estd demonstrado.

Agora estamos prontos para demonstrar o teorema 1 enunciado na pagina 28.

d
Demonstracao do Teorema 1. Para cada d = : € D, denotamos
dn

Ny = round(L - dy)

1
deZT Or,r =

= re Cn

Seja S; definido em (3.4). Introduzimos os eventos

Fk:,5: ( Sk

MA n
G. = (dist ( round Ld) dezr@“) > 5) _ (
k

ZE), Vk=1,...,n,

L
= ref)

L—oo

Queremos mostrar que Prob(G.) — 0.

Consideremos primeiro o seguinte caso. Sejam todos d; > 0. Temos Nj > L-dy,

onde di > 0, logo N — o00,quando L. — oo, para todo k. Assim, pelos
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lemas 10 e 13, para cada ¢ > 0,

Prob (

onde my, foi definido em (3.3).

Sk—mk
L

E importante observar que

N round(L - dy)

L L ’

é limitada.

Agora, vamos provar que, para cada ¢ > 0,

Prob(Fy.) = Prob <'% — ¢

25) L2>OO, Vk=1,...

7n7

25) Y0 Vk=1,....n

Isto significa por exemplo que para cada € > (0 e cada d > 0, existe L, tal que

L > Ly = Prob(Fy.) <.

Devido a (3.7), existe L; tal que

S —
L>1IL,— Prob (|21 ZE <
L 2
Devido ao lema 12, existe Lo tal que
m €
LZL2:>‘T1—C1‘<§.
E evidente que
Sl—m1<5 mq ’<€ :Sl c
—_— J— [ _C — —_—
L 2" L T2 L
Sabemos, que para cada ¢ > 0,
Sl—ml €\ Looco
Prob | |—| > = 0
([P 25)
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e pelo lema 12,

g =Xo.

L
Desta forma, temos que para 0 mesmo &

mi ‘ L—oo

L—o0

Prob(Fi.) — 0.

De forma andloga,

Prob(F..) =30, Vk=2,...,n

Observemos que G. C Fy ., U---UUF, ., paracada € >0, assim

Prob(G.) < Prob(Ficp,) + -+ Prob(F, /).

L—oo

Logo Prob(G.) — 0.

Consideremos agora outro caso: d; =0, entdo N1 =0 e
n Nk

MAround(L-d) - Z Z Vk}jv

k=2 j=1
ou seja, nao existem 1l-particulas. Neste caso, quando L — oo, N; =0 e

N — o0, Vk =2,...,n, etodo o resultado anterior continua valido. De forma
0

andloga se d; # 0 para algum k. O caso d = : nao pode ocorrer pois
0

deD.

Assim, o teorema 1 estda demonstrado.

3.2 Enunciado e Demonstracao do Teorema
Sobre o Limite do Processo Estocastico

Nesta secao, vamos mostrar que o analogo deterministico do nosso operador, de-

finido na secao 1.3, faz sentido como um limite do processo estocdstico original,
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apds normalizacdo, quando o nimero de particulas tende para o infinito.

Teorema 2. Sejam Norm e M definidos em (1.17) e (1.18) respectivamente.
Entao

WdeD, Ve>0: Prob (dist (Norm (MAroundira)) M) > g> Loy,

Como ja foi dito no final da secdo 1.3, o teorema 2 mostra que se o nimero de
particulas tende para o infinito, apds normalizacdo o comportamento do processo

torna-se deterministico com férmula explicita (1.18).

Antes de demonstrar o teorema 2 apresentaremos um resultado util.

Lema 14. Sejam A,B € R, A',B’' os pontos de interse¢io das retas OA

e OB com D, respectivamente. Seja
dist(A,0) > L e dist(A,B) < L-e<e-dist(A,0O),
onde dist ¢ definida em (1.4) na pdgina 10. Logo

dist(4',B) < 4.

Na figura 3.1, apresentamos uma ilustracao do que é enunciado no lema 14, con-

siderando o caso n = 2.
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| . >
0 X XAy X

Figura 3.1: Ilustracao do lema 14 no caso em que temos apenas dois tipos de particulas, ou
seja, n=2. Temos os pontos A e B em Q e os pontos A" e B’ pertencentes ao conjunto

D. A forma quadrada da vizinhanca do ponto A € determinada por nossa definicao da norma
(1.8) na pagina 10.

Demonstracao do Lema 14. Devido ao lema 9, basta supor que ¢ < 1/2.

Denotamos

Logo |Aai|+ -+ ]Aa,| < L-e¢.
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Introduzimos

aj
e A = :
/
an
Denotamos
/
by
e B'=1 :
by,
Logo
/ /
|bk - ak’ =
<

a1
a1_|_...

+ ay,

ap+ -+ ay

a1 + Aay

S an) + (Bayt o+ Aay)

a, + Aa,

ay
a,
b =
1 (a1 +
b =
n (CL1 +
ap + Aay

o ta,) + (Aay + -+ Aay)’

ak k=1

k=1

Z ap + Z Aak Z ag
k=1

n

k=1

Aak ag k=1
n n —|— n n n
ZakJrZAak Zak Zak+ZAak
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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Desta forma

0] —ay|+ -+ b, —ay,| <

Z&al Z&an
< | - o | : +
Z ap + Z Aay, ar + Aay,
k=1 k=1 k=1 k=1
n
ACLk
al PR an . ]{111

n

Zak Zak Zak—f—ZAak
k=1

k=1 k=1 k=1

n n n
| Aay| > Ag 2 | Ad
. k=1 k=1 k=1
n n + n n — n n :
Zak+ZAak ZakJrZAak Zak+ZAak
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Sabemos que

L <dist(A,0)=a;+---+a, e dist(B,A)=|Aai|+---+|Aa,| < L-e.

Desta forma,

(al—|—"'—|—an>+(ACL1—|—"'—|—A(In)>L—L~€.

Portanto,

2 | Adgl
k=1
Zak + ZAak
k=1

k=1
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Pois ¢ < 1/2,

Desta forma,
dist(B',A") = by —aj|+-+1b),—a,] <4-e.

Assim, o lema 14 esta demonstrado.

Sejam agora um ponto ¢ € IR", os conjuntos )

A={xeR"; dist(z,c) > ¢}

B={y e R";, dist(y,c)>¢e/2},

onde ¢ > 0. E facil ver que o (3:8)
AcCB.

Assim, em nossas demonstracdes € suficiente supor
e <1/2. )

Agora estamos prontos para demonstrar o teorema 2.

Demonstracao do Teorema 2. Pelo teorema 1, apresentado na pagina 28,

¥e>0: Prob (dist (MAround(L_d),

L-Mod)>L-g>L2>°o.

Pelo lema 14, apresentado na pagina 37, ja vimos que Ve < 1/2 e Vq € Q,

dist(q, L-My-d) < L-e— dist (Norm(q), Norm(Mod)> <4-c

41



Desta forma,
Ve >0: Prob (dist (NOTm(MAround(Ld))’ Norm(L - Mod)) > 4. 5) L=oe .

Assim, o teorema 2 estda demonstrado.
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Capitulo 4

Existéncia e Unicidade do Ponto Fixo

4.1 Enunciado e Prova da Existéncia do Ponto Fixo

Para todo conjunto S e toda aplicacio f : S — S, chamamos v € S um

ponto fixo se f(v) =wv.

Agora direcionamos os nossos estudos para os pontos fixos do sistema dinamico

com a aplicagio M : D — D definida em (1.18) na pagina 18.

Teorema 3. A aplicacio M : D — D tem no minimo um ponto fizo.

Antes de demonstrar o teorema 3 e ao longo deste trabalho, apresentaremos alguns

teoremas auxiliares.

Definicao 19. Seja f: X — IR" uma aplicacao definida no conjunto

X C IR". Dizemos que ¢ continua no ponto a € X quando,
q p q

Ve>0 35>0; V z€X, |z—da|<d=|f(x)— fla)| <e.

Se f: X — IR" é continua em todos os pontos do conjunto X, dizemos

simplesmente que f é uma aplicagao continua.
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Teorema Auxiliar 1. (Corolario do Teorema de Brouwer) Sejam K um
conjunto convero compacto em IR" e uma aplicacao f : K — K continua.

Entao f tem pelo menos um ponto fixo.

O teorema auxiliar 1 é uma consequéncia direta do Teorema do Ponto Fixo de

Brouwer. A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [10] e [30].

7/

Definigao 20. Seja X C IR". Dizemos que uma aplicagao f : X — IR" ¢

k -Lipschitziana quando para quaisquer x,y € X, temos

If(@) = fwll < kllz—yl,
onde k>0 € uma constante e ||.|| foi definido em (1.3) na pdagina 10.
Teorema 4. A aplicacio M € Lipschitziana, ou seja, para todo d, d' € D,
dist (Md’, Md) <4.C-dist(d,d),

onde dist foi definida em (1.4) e a constante C' foi definida em (1.11).

Para a demonstracao do teorema 4 é necessario o seguinte resultado:

Lema 15. Para todo d, d € D,

dist (zn: i Y Ok, Zn: di Y rek,r> < C - dist(d', d), (4.1)
k=1 k=1

refd ref)
onde a constante C' foi definida em (1.11) na pdgina 13 e dist foi definida
em (1.4).

Demonstracao do Lema 15.

dy dy di + Ady
Denotemos d = ], d = : = :
d, d, d, + Ad,
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Calculando uma estimativa para (4.1) temos

dist (Zn: d;i Z T@k’r, Zn: dy, Z r@k,r> =
k=1 k=1

re) refd
- Z Z d;{ Z Tiek,r — Z dy, Z Tiek,r —
=l Tk=1 req k=1 reQ
= D D (i —di) ) ribs| =
i=1 k=1 reQ
- Zn: zn:AdeTzekr <
=1 [ k=1 re)

(VAN
(]
>
=
(]
=
=
+
H
(]
>
=
(]
=
=
|

k=1 reQ) k=1 reQ)
n
= Z|Adk\2(r1+ +70) Ok
k=1 reQ)

Pelo lema 11

SOIAdEY (rit 1) Ok D A C=C Y |Ady| = C - dist (d',d).
k=1 reQ k=1 k=1

Daqui obtemos (4.1). Assim, o lema 15 estd demonstrado.

Demonstracao do Teorema 4 enunciado na pagina 44. Tomemos d,d’ €
dy d}

D. Denotemos d = : e d = :
d, dl,

1
Devido ao lema 9, basta supor que dist(d’, d) < 50"

Temos, pelo lema 15

dist (LG: dp Y by, L Zn: di Zwm) < L-C-dist(d, d).
k=1 k=1

refd reQ)
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Pela definicao de norma, apresentada na pagina 10,

de Zﬂgk,r = Z dk Z HTHQk,T"
k=1 k=1

reQ) ref)

Pelo lema 5,

Z HTHHk,r > (0, paratodo k.

reQ)

Como dy +---+d, =1, entdo

S a6k, > 1.
k=1

ref)

Assim, pelo lema 14 temos

dist (Norm <L i i Z rﬁk’r) ., Norm (L i dy, Z 7“9m> ) <

k=1 ref) k=1 ref)

< 4.C-dist(d,d).

E evidente que

dist (Norm <L i dj, Z r@k’r) ,  Norm (L i dy, Z r@k’r> ) =
k=1

k=1 ref) ref)

= dist (Norm (i: dj, Z 7’9/{7r> . Norm (i dy. Z r@k,r> ) .
k=1

k=1 ref) refl

Assim, o teorema 4 estd demonstrado.

E bem conhecido que toda aplicacdo Lipschitziana é continua. Portanto, pelo

teorema 4, temos que a aplicacao M é continua.

Demonstracao do Teorema 3 enunciado na pagina 43. Podemos rees-

crever o conjunto D definido em (1.6) na pagina 11 da seguinte forma
D = {v e R};dist (v,0) =1},
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onde dist foi definida em (1.4). Pelos lemas 7 e 8 temos que D C IR" é compacto
e convexo. Pelo teorema 4 a aplicacao M : D — D é continua. Assim, pelo
teorema auxiliar 1, M possui pelo menos um ponto fixo d € D. Portanto, o

teorema 3 estd demonstrado.

4.2 Enunciado e Prova da Unicidade do Ponto Fixo

Nesta secao vamos mostrar que sob condicdes adicionais o ponto fixo do sistema
com a aplicacao M € Unico e o sistema tende para ele a partir de toda condicao

inicial no conjunto D, definido em (1.7) na péagina 11.

Inicialmente, apresentaremos alguns resultados ja conhecidos, os quais serao im-

portantes para as nossas demonstracoes.

Definigao 21. Seja M = (m;;) uma matriz de ordem n com elementos reais.
Chamamos M mnao negativa (M > 0) ou positiva (M > 0) se todos os
elementos de M sao respectivamente ndo negativos (m;; > 0) ou positivos

(mij > 0)

Definigao 22. Seja M wma matriz quadrada de ordem n. Chamamos M

redutivel se existe uma permutacao de indices a qual reduz a matriz M na

(5c)

onde A e C sao matrizes quadradas e 0 € uma matriz nula. Caso contrdrio

forma

chamamos a matriz M de irredutivel.

Definicao 23. Sejam M uma matriz quadrada de ordem n e I a matriz

identidade de ordem n. Entao M — N ¢ chamada a matriz caracteristica
de M. Chamamos
det (M — M)
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o polindémio caracteristico de M, onde det (M — \I) indica o determinan-

te da matriz M — M.

Definicao 24. Seja M uma matriz quadrada de ordem n sobre um corpo K.
Dizemos que um escalar N € K ¢é um autovalor de M se existe um vetor
nao nulo v € K" para o qual Mv = Mv. A todo vetor que satisfaz esta relacao

chamamos autovetor de M relacionado ao autovalor .

Definicao 25. Sejam P(A) um polindmio em N e x uma raiz de P de

multiplicidade k. Dizemos entao que x € uma raiz simples se k = 1.

Teorema Auxiliar 2. (Perron) Seja M uma matriz quadrada de ordem n
positiva. Entao M sempre tem um autovalor real e positivo Agom, chamado
dominante, o qual é uma raiz simples do polinomio caracteristico e excede
o modulo de todos os outros autovalores. Para este autovalor maximal Agom

existe um autovetor de coordenadas positivas da matriz M correspondente a

)\dom .

Teorema Auxiliar 3. (Frobenius) Seja M uma matriz quadrada de ordem
n nao negativa e irredutivel (ver definicao 22). Entdo M sempre tem um
autovalor positivo Agom, chamado dominante, o qual é uma raiz simples do
polinomio caracteristico. Os modulos de todos os outros autovalores nao exce-
dem Agom. Para o autovalor mazximal Ny, existe um autovetor de coordenadas

positivas da matriz M correspondente a Agom.

Além disso, se M tem h autovalores Nog = Ngom, Ais...,An—1 de mddulo

Adom, entao esses numeros sao todos distintos e sao raizes da equacao

L

48



Os teoremas auxiliares 2 e 3 s3ao demonstrados em muitos textos. Referimos o

leitor para [7] e [16].

Definicao 26. Seja M wma matriz quadrada de ordem n mnao negativa e
irredutivel(ver definicao 22) e seja Agom 0 seu autovalor dominante. Seja h
o numero de autovalores da matriz M cujos modulos sao iquais a Agom. Se
h =1, chamamos M de primitiva, se h > 1, a matriz ¢ chamada nao

primitiva, e h ¢ chamado o indice de nao-primitividade.

Teorema Auxiliar 4. Seja M wuma matriz quadrada de ordem n nao nega-
tiva. A matriz M € primitiva se e somente se existe uma poténcia de M tal

que ela € positiva, ou seja, existe k tal que M* > 0.

A demonstra¢do do teorema auxiliar 4 pode ser vista em [7].

Definicao 27. Seja P(\) = a A" + -+ + a1 A + ag um polinomio em X\ de

grau, n. Dizemos que P € um polinémio monico se a, = 1.

Definigao 28. Sejam M wma matriz sobre o corpo K, e P(\) um polinomio

sobre K. Seja
P(/\) = Clk>\k + &kfl)\k_l + o a1 A+ ap.
Definimos
P(M) = apM* + ap_ M*' - ay M + agl,

onde I € a matriz identidade de ordem igual a da matriz M. Se M ¢é uma

matriz com ordem n X n, P(M) também é uma matriz com ordem mn X n.

Definicao 29. Seja M uma matriz quadrada sobre um corpo K. Denotemos
por Pol(M) o conjunto de todos os polinomios P(N) para os quais P(M)
seja igual a uma matriz nula. Seja m(\) o polinémio monico de menor grau

em Pol(M). Dizemos entao que m(\) € o polinémio minimo de M.
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Definicao 30. Sejam M uma matriz quadrada de ordem n definida sobre um
corpo K e A\ um autovalor de M. Chamamos autoespacgo de A o subespaco

de K" formado por todos os autovetores associados a M.

Definicao 31. Seja A um autovalor de uma matriz M. Denotamos por mul-
tiplicidade algébrica de A\ a multiplicidade de N\ como raiz do polinomio
caracteristico de M. Denotamos por multiplicidade geométrica de A como

a dimensao de seu autoespaco.

Definicao 32. Sejam V e W dois espacos vetoriais sobre um mesmo corpo

K e uma aplicagio linear T : V. — W. Sejam By = {vi,vq,...,v,} e
By = {wy,we, ..., wy}, bases ordenadas de V' e W, respectivamente. Assim,
para todo © =1,...,n, temos

TUZ' = alviwl + CLQ’Z‘U)Q + -+ amviwm.

Definimos como a representacao matricial de 7' nas bases ordenadas

By e By a matriz

a1 a2 -+ Qip

[T]BV . a2,1 a2,2 e a2,n
By — . .

m,1 Am2 - Qmp

Seja T': V — V um operador linear onde V =1R" ou V =C"
e B a base candnica de IR" ou de C". Neste caso, a representagdo (4.2)

matricial de T' nesta base B vai ser denotada também por 7.
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Chamamos matrizes de Jordan as matrizes do seguinte tipo:

By 0 0 0
g 0 By 0 | (4.3)
0o . 0
0 0 0 By
de ordem n > 1, onde paratodo z =1,...,k,
A 10 0 O
0 A 1 0
B, = 0 0 A, 1 (4.4)
o 0 0 . 1
0O 0 0 0 A\

Teorema Auxiliar 5. Seja T : V — V' um operador linear cujos polinomios

caracteristico e minimo sao respectivamente,
det (T—=X)=A=X)" - A=X)" e mA)=A=A)" - (A=),

onde para todo 1 =1...,k X; sao distintos. Entao T admite uma represen-
tagdao matricial como uma matriz J de Jordan, definida em (4.3). Para cada

Ai 0s blocos correspondentes B; tém as sequintes propriedades:

Eziste ao menos um bloco B; de ordem r;, todos os demais blocos B;

sao de ordem menor ou igual a ;.

A soma das ordens dos blocos B; € s;.
e O numero de blocos B; ¢ igual a multiplicidade geométrica de \;.

e O numero de blocos B; de cada ordem possivel € univocamente determi-

nado por T.

Podemos encontrar uma demonstragdo do teorema auxiliar 5 em [15].
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Definicao 33. Seja T : V. — V' um operador linear. A matriz J de Jor-
dan definida em (4.3) é chamada forma candénica de Jordan do operador
T. Cada bloco diagonal B, definido em (4.4) é chamado bloco de Jordan

associado ao autovalor A,.

Teorema Auxiliar 6. Seja T : V — V' um operador linear em um espaco
vetorial complexo de dimensao finita. Entao existe uma base na qual a matriz

de T tem a forma canonica de Jordan.

Uma demonstragdo para o teorema auxiliar 6 pode ser vista em [14].

Seja T uma matriz real. Sejam Mgy, ..., A\,—1 0s autovalores da)
matriz T. Se a matriz T é primitiva logo, pelo teorema auxiliar 3,

existe um autovalor maximal denotado por A4, tal que o (45)

)\dom > |)\1‘7 .- -7)‘d0m > |)\n—1|-

Assim, considerando as condicdes de (4.5), podemos escrever a forma candnica de

Jordan do operador T, definida em (4.3), da seguinte forma

By 0 0 0 0
0 B 0 0 0

J=|l0 0 B 0 : [, (4.6)
00 0 . 0
0 0 0 0 B

onde B é uma matriz de ordem 1 definida por

BO — ()\dom)

e paratodo x =1,...,k, B, foi definido em (4.4).
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Denotamos por ng,...,n; 0s nimeros naturais tais que para cada)
elemento (Bx)m temos 4,5 = ny 1+ 1,...,n,, onde ng = 1

e np = n. Em outras palavras, o tamanho da z -ésima caixa é

(na: — nm—l)- y,

Definicao 34. Seja V' um espaco vetorial e T um operador linear sobre V.
Se W ¢é um subespaco de V., dizemos que W ¢ invariante sob T' se para

cada vetor w em W, Tw e W, isto é, se T(W) C W.

Teorema Auxiliar 7. (Teorema da Decomposi¢ao Primaria) Seja T
um operador linear sobre o espaco vetorial V' de dimensao finita sobre o corpo

K. Seja m(X\) o polinémio minimo de T,
m(A) = (m1(A)" (ma(A)™ .. (me(A))™

onde os m;(\) sao polindmios distintos, irredutiveis e monicos sobre K e os

r; sdo inteiros positivos. Seja W; o nicleo de (m;(T))", i=1,... k. Entdo

o V=W ---® Wy, onde & wndica soma direta;

e cada W; € invariante sob T

e sc I; ¢ o operador induzido sobre W; por T, entao o polinomio minimo

de T; ¢ (m;(N\))".

Uma demonstragdo para o teorema auxiliar 7 pode ser encontrada em [9].
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Definicao 35. Seja P(\) o polinémio caracteristico da aplica¢ao linear
T:V —V, emque V € um espaco vetorial de dimensao finita n. Suponha-

mos que

PA) = (Pi(A)™ ... (Pi(A)Y

seja a decomposi¢ao de P(X) em fatores irredutiveis, com P;(N) # Pr(\) para
i # k. Definimos, para i =1,...,j, o autoespago generalizado associado
ao polinomio P;(A) como o conjunto de todos os vetores v € V' para os quais

existe um inteiro positivo k tal que
(P(T))" v =0,

onde 0 ¢ a matriz nula. No caso em que P;(\) = X\ — X;, sendo \; um auto-
valor de T, os elementos nao nulos do autoespaco generalizado sao chamados

autovetores generalizados de T associados ao autovalor \;.

Definicao 36. Seja um operador linear T :V — V, em que V' € um espaco
vetorial de dimensao finita sobre um corpo K. Seja v € V, tal que v €
nao nulo. Definimos o subespago 7T -ciclico de V gerado por v, como
o subespaco dos vetores da forma P(T)v, onde P(\) € um polinémio sobre
K, e o denotamos por Z(v,T). O subespaco Z(v,T) € o menor subespaco

mvaritante sob T que contém v.

Definicao 37. Seja um operador linear T :V — V, em que V' € um espaco
vetorial de dimensao finita sobre um corpo K. Seja v € V., tal que v € nao
nulo. Definimos o T -anulador de v como o ideal sobre K formado pelos

polinomios P(X) sobre K tais que P(T)v = 0. O dnico polinomio monico

que gera este ideal serd chamado polinomio minimo de v.

Teorema Awuxiliar 8. Sejam T um operador linear em um espaco vetorial

V' de dimensao finita sobre o corpo K e v € V. um vetor nao nulo. Entao
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e o conjunto B = {v,T(v),....,T" ' (v)} € uma base de Z(v,T), onde
ko € o grau do polinomio minimo de v. Em particular, a dimensao de

Z(v,T) € igual ao grau do polinémio minimo de v.

o se Ty: Z(v,T) — Z(v,T) € o operador linear induzido pela restrigdo de

T, entao o polinomio minimo de Ty € igual ao polinomio minimo de wv.

Uma demonstracdo para o teorema auxiliar 8 pode ser encontrada em [9].

Seja P(A\) um polindmio. Denotamos o grau do polinémio P(A))
por grau (P(N)).
Seja V' um espaco vetorial. Denotamos a dimensdo de V por

dim (V) . /

> (4.8)

Teorema Auxiliar 9. Seja
PA) = (Pu(A)™ ... (Pe(A)™

a decomposi¢cao em fatores irredutiveis do polinomio caracteristico da aplicagcao
linear T :V — V, em que V € um espaco vetorial de dimensao finita n e

Pi(A) # Pj(N) para i # j. Seja m(X\) o polindmio minimo de T,
m(A) = (mi(A)"™ (ma(N)™ ... (mr(N)"™,

onde os m;(\) sao polinomios distintos, irredutiveis e monicos. Entao, para

todo 1 =1,...,k,
grau ((Pi(A))™) = dim (Ker[(mi(T))"])
onde Ker[(m;(T))"] € nicleo de (m;(T))" .
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Uma demonstracdo para o teorema auxiliar 9 pode ser encontrada em [9].

Teorema Auxiliar 10. (Teorema da Decomposicao Ciclica) Seja T um
operador linear em um espaco vetorial V de dimensao finita sobre o corpo K
com polinomio minimo m(A) = (A—a)" . Entao existem vetores vi, vy, . .., v, €

V' tais que

V=7Zw,T)® Z(vy, T)D -+ B Z(vy, T),
(4.9)
grauw (m(N)) = dim (Z(v1,T)) > dim (Z (v, T)) > -+ > dim (Z (v, T))

Aqui @ indica soma direta.

Esta decomposicao é dimensionalmente unica, ou seja, para todo 1 =1,...,n,

a dim (Z(v;,T)) e o inteiro n sdo determinados de modo unico por (4.9).

Uma demonstragcdo para o teorema auxiliar 10 pode ser encontrada em [9].

Definicao 38. Seja (4.9) a decomposicao ciclica determinada pelo operador

T:V —V com polinémio minimo m(\) = (A —a)". Chamamos de base de

Jordan de V' a base ordenada B = UB“ onde B; é uma base de Z(v;,T).

i=1

Teorema 5. (O Nosso Teorema Principal) Seja a matriz My, definida em
(1.16) na pagina 17, primitiva. Entdo a seqiiéncia de vetores Mtd tem limite
quando t — oo e este limite é 0 mesmo para todo vetor inicial d € DT, onde

D" foi definido em (1.7) na pdgina 11.

Antes de demonstrar o teorema 5 vamos apresentar alguns resultados preliminares.

Definigao 39. Chamamos vetores v e w colineares e escrevemos v||w se

eriste a € R tal que v=a-w ou w=a-v.
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Lema 16. Se v||w e os vetores v e w sao positivos, entdo

Norm(v) = Norm(w).

Demonstracao do Lema 16. Como v||w, e os vetores v e w sdo positivos,

v=a-w e a>0, logo

Norm(v) = Norm(a - w) = = = Norm(w).
Assim, o lema 16 estd demonstrado.

Lema 17. Sejam a matriz My, definida em (1.16), primitiva e Agom Seu
autovalor dominante. Entao D contém exatamente um elemento, denotado

por dgom € DT, que € autovetor de My com autovalor Xjom.

Demonstracao do Lema 17. Pelo teorema auxiliar 3 (Frobenius) e pela defi-
nicao 26, se a matriz M, é primitiva, entdo existe um autovalor dominante A\,
positivo, de multiplicidade algébrica (ver definicdo 31) igual a um e um autovetor
Viom de coordenadas positivas da matriz M, correspondente a Agom- E bem co-
nhecido que se A\ é um autovalor de uma matriz, entao a multiplicidade geométrica
(ver definicdo 31) de A é menor ou igual a sua multiplicidade algébrica. Logo,
como a multiplicidade algébrica de A4, é um, o espaco gerado pelos autovetores
de M, com autovalor A\, tem dimensdo 1. Assim, B = {vgon} € uma base
para este espaco. Denotamos dgy, = Norm(vge,). Desta forma, dgom € D.

Como w4y, € autovetor de My, entdo Norm(vge,) também é, pois

Vdom 1 )\domvdom
Myvgom = ———— = NdomINorm(Vaom)-

| Vo ||

Mo(Norm(viom)) = MOHUd I Moo

Vamos provar agora que dg,, € o uUnico autovetor de M, associado a Agom

em D. Suponhamos que exista um outro autovetor de coordenadas positivas,
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denotado wug,,, de My com autovalor Ay, tal que wgom # Vgom. Desta forma,
como Ug,, pertence ao espaco gerado pelos autovetores de M, com autovalor
Adom, O qual possui base B, podemos escrever gy, = a1U4om. Deste modo,
pelo lema 16, Norm(ugo,) = Norm(vgem) = dgom- Portanto, o lema 17 estd

demonstrado.

Lema 18. Sejam a matriz My definida em (1.16) e d € D um autovetor

qualquer de My com autovalor A > 0. FEntdo d € um ponto fixo de M,
definido em (1.18).

Demonstracao do Lema 18. Sabemos que

A>0=A=|) e (4.10)
de D= ||d|| =1. (4.11)

Desta forma, por (4.10), (4.11) e como d é um autovetor de M, com autovalor
A >0,

! Ad

Md = Norm (Myd) = Norm (\d) = B¥] = A =

d.

Portanto, o lema 18 estd demonstrado.

Os lemas 17 e 18 nos apresentam as condicOes para as quais o operador deter-
ministico M possui ponto fixo. Agora direcionamos os nossos estudos com o
objetivo de provar que a sequéncia de vetores M'd tende para este ponto fixo
quando ¢ — 0o, para todo vetor inicial d € D", o que implica que o ponto fixo

é unico.

Como é comum, denotamos o niimero de combinacGes simples de p objetos entre
n objetos por
n!
pl(n — p)!
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Por conveniéncia, definimos que C? = (0 em todos os casos onde a condi¢ao

0 <p<n éfalsa.

Lema 19. Sejam m,n,p inteirose m >0, n>0 e 0 <p<m+n. Entao

., = ZO’“ crk, (4.12)

Demonstracao do Lema 19. Sejam m bolas brancas e n bolas pretas, logo
temos m + n bolas no total. O ndmero C% ., é o ndmero de modos de que
podemos escolher p bolas dentre as nossas m + n bolas. Por outro lado, néds
podemos classificar o conjunto de modos de escolher p bolas de acordo com o
niumero de k bolas brancas escolhidas. O nimero de modos de escolher k& bolas
brancas e p—k bolas pretas é CF -CP~*. A soma destes ndmeros ¢ C? ... logo

a férmula (4.12) segue. Portanto, o lema 19 estd demonstrado.

Tipicamente, a expressdo 0" é considerada indefinida. Porém, em prol do lema

20, vamos definir 0 = 1.

Lema 20. Seja a matriz B de ordem n > 1 dada por

(/\ 10 0 0

OXx1 0 0
B=|oox 1 : (4.13)

000 .1

\0 00 0 X

Entao, para todo t > 1 e para todo 1,7 =1,...,n,
MG )C(jz) se 0<j—i<t

B) = (bt de b, = =J 7=t (44
(B) = (bi;), onde by { 0 em todos 0s outros casos (4.14)

Demonstracao do Lema 20. Vamos demonstrar o lema 20 por inducao. A

tabela 4.1 apresenta uma ilustracdo para a inducdo feita nesta demonstracao.
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t 1 213]...
1 | Base inicial | Passos de inducao inicial em n

Passo de inducao

Tabela 4.1: Tlustracao da indugao para demonstrar o lema 20

Primeiro observamos que a férmula (4.14) para t =1 etodo n =1,2,3,... é

evidente.
Agora provaremos por indugdo em t a férmula (4.14) para todo t e todo n.

Passo de inducao: Supomos

t—(j—i) . =9 -

0 em todos os outros casos

e queremos mostrar que

+1

bl _ A== . 0l qe g<j_i<t+1
0] 0 em todos os outros casos.

Lembramos que

1
bgtf = Z bﬁ,k ' b}w..
k=1

Vamos mostrar os seguintes casos

(t+1)
0J

— A\t (=) | C(i—i) _

1. Seja j —¢ = 0. Entdo queremos mostrar que b = (t4+1)

A+
Demonstragao do Caso 1. Seja a seguinte tabela 4.2
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Intervalo biy | bry

1<k<i—-1<i| O b}m.

k=1 b, | b

1,0 1,0

i<i+1<k<n bik 0

Tabela 4.2: Possiveis valores de bt k€ b ki Dara o caso 1 em todo intervalo 1 <k <n.

Observando a tabela 4.2 temos

bgiﬂ) = Zbk bkz Zbk blm+bfz it Z bk blm_

k=i+1
i—1 "
- Zo'bi,ierﬁ,z"bzl,iJF Z bl 0=X"-X=\"
= k=i+1
Portanto o Caso 1 esta demonstrado.

2. Seja 7 —1i < 0. Entdo th = 0.

Demonstracao do Caso 2. Seja a seguinte tabela 4.3
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Intervalo bi, i b,% ;

1<k<j<i 0 | by,

J<j+1<k<i b, | 0

j<i<i+1<k<n| b, 0

Tabela 4.3: Possfveis valores de 0}, e by ; para o caso 2 em todo intervalo 1 <k <n.

Observando a tabela 4.3 temos

n J 7 n
t+1 1 1 1 1
DY = ST =D 0 bk Y B b Y b DE =
P o

k=j+1 k=i+1
J 7 n
S0t Y 0+ 3 de00
k=1 k=j+1 k=i+1

Portanto o Caso 2 estd demonstrado.

3. Seja 0< j—i<t+1. Entio Qg”>::A@+U—U—@-cﬁ§Q.

Demonstracao do Caso 3. Seja a tabela 4.4
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Intervalo bgj L b,lf’ ;

1<k<i-1<i<j 0 | by,
i<k<i+1 bi | brj
i+2<k<j bl | bL

i<j<j+1<k<i+t+1 bt 0

J<it+t+1l<it+t+2<k<n| b, 0

Tabela 4.4: Possiveis valores de bik e b}w para o caso 3 em todo intervalo 1 < k < n.

Observando a tabela 4.4 temos

n +1
R SRS SURIINS ST
k=1
1+t+1
+ bek bk]+ Z bfk bk]+ Z bzk: bk,j
k=i+2 k=j5+1 k=i+t+2
i+1
- ZO bk3+zbk brg + Z i Uiy +
k=i+2
itt1
+ E:Hko+-§: b0 =
k=j+1 k=i+t+2
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1+1

- YN TAGR L oUR)
h—it2
J
_ H—l ZC (k—1) —k) _
k=i

— )\t = ch ] i)~k )\(t+1)—(j—i)0t(_j£i)7

onde a ultima igualdade é devido ao lema 19. Portanto o Caso 3 estd

demonstrado.

4. Seja j —1>t+ 1. Entao th 0.

Demonstracao do Caso 4. Seja a tabela 4.5

Intervalo bf’ L b,1€7 i
1<k<i—-1<i1 0 bllw’

i<k<itl=j—i>2j—k>j—i—t>t+1—-t=1] b, | 0

itt+1<k<j=—=t<t+1<k—i<j—1 0 br.i

j<ji+1<k<n b} 1 0

Tabela 4.5: Possiveis valores de b k€ b para o caso 4 em todo intervalo 1 < k < n.
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Observando a tabela 4.5 temos

1+t
b(t+1)

ij - Zbﬁ,k'bi] thk bk] thk bk]
k=1
J n
+ Z e+ by + Z Ui - Oy =

k=i+t+1 k=j+1

i+t

— Zo b,”Jerk 0+ Z 0-by; + Zb .0 =0.

k=itt+1 k=j+1

Portanto o Caso 4 estd demonstrado. Assim, o lema 20 estd demonstrado.

Lema 21. Sejam a matriz J de Jordan definida em (4.6) e o vetor e =
€1
. Supomos ANgom > [ M|, -0 Adom > [ A1
€n

e Seja a coordenada ey > 0. Entao

1
Jt.e 0
lim ——— : 4.16
AT | 10
0
e Seja a coordenada ey < 0. FEntao
—1
Jte 0
lim ——— . 4.17
AT | t
0

Antes de demonstrar o lema 21 provaremos os seguintes lemas.

Lema 22. Para todas as constantes positivas ci,co onde ¢y < 1,

lim ¢ . ch =0. (4.18)

t—00
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Demonstracao do Lema 22. E suficiente supor que ¢; é uma constante inteira

e positiva. Aplicando a regra de L'Hospital ao limite (4.18) ¢y vezes sucessivas

obtemos
. . otadhet . ta , !
lim ¢ -ch = lim #: lim — = lim — = 0.
=00 t—o0 t—o0 ¢y t—o0 ¢y ' (In (cg))™

Portanto, o lema 22 estd demonstrado.

Lema 23. Sejam c € (0,1), n >0, e P(t) um polinomio em t de coeficientes

reais. Sejam zg, ..., z,, numeros complexos. Entao
n
lim ¢ - zi - P(t)| = 0.
t—00 -
J=0

Demonstracao do Lema 23. Suponhamos que o polindmio P(t) tenha

grau J.

Temos que

Como 0 <c<1 e P(t) é um polindmio em t de grau j, temos pelo lema 22,

paratodo 7 =0,...,n

lim ¢ |zl |P(t)| = 0. (4.19)

t—00

Assim por (4.19), o lema 23 estd demonstrado.

Lema 24. Sejam P(t) um polinémio em t de coeficientes reais e uma cons-

tante ¢ > 1. Entao

lim P)

t—00 Ct

— 0. (4.20)
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Demonstracao do Lema 24. Suponhamos que o polindmio P(t) tenha

grau J.

Observe que podemos provar por inducdo sobre k, que a k-ésima derivada da

funcdo ' é

' (In(c))*.

Aplicando a regra de L'Hospital ao limite

lim P(t)

t—00 Ct

jJ vezes sucessivas obtemos

fim 20 g g,
t——00 Ct t——00 Ct(ln(c))J

onde a € uma constante real. Portanto, o lema 24 esta demonstrado.

Agora estamos prontos para demonstrar o lema 21.

Demonstracao do Lema 21. Evidentemente, para todo 2,7 =1,...,n,
( )\Zom € Z:]::l

(Bi);; se 4,j=2,...,m
t t ..
(J )” = ¢ (B2);; se 4j=m+1,...,n

(Bk)l;’j se 4,7 =np_1+1,...,n4

L 0 cc
onde ny foram definidos em (4.7).
€1
Tomemos qualquer vetor e = : | . Ent3o, usando (4.14), obtemos para todo
€n
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( t —
Agom " €1 s€ 1 =1

t— j .
>\2J'€j_~_i'ctj se 2:n1—i—1,...,n2
J=0
nk—i
AN ejy - CY = 1
o€+t Cp ose 1t =mnp+ 1.0, ng
\ j=0

Ny Ny—1

k
”‘]t'eH:)‘Zom"el‘—i_zp‘fc’ Z ZA;j'ejJri'C{fj .
r=1

i=ny_1+1 | j=0
Vamos dividir a afirmacao do lema 21 em duas partes:

Parte 1. Vamos dividir esta parte em dois casos:

e Seja a primeira coordenada do vetor e positiva. Ent3o a primeira coordenada

do limite (4.16) é um, ou seja,

o (Je)y
| -~ = =1:
e [T el

e Seja a primeira coordenada do vetor e negativa. Entdo a primeira coordenada
do limite (4.17) é menos um, ou seja,
: Jt.e
lim 7( h_ —1;

t—oo ||t e

Parte 2. As demais coordenadas dos limites (4.16) e (4.17) sdo zero, isto é, para
todo i1 =2,....n

t . _
lim i g

oo [T el]
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Demonstracao da Parte 1. Representamos

Jt Al
lim (S -e)y lim — dom " ©1 = lim a ,
t—oo ||J - €| t—o0 N} - ler| + S t—x St
|€1‘ + /\t
dom

onde denotamos

k Ny Ngp—1
SN S Y A el (1.21)
=1 1=nz_1+1 | 7=0
E suficiente mostrar que
S,
lim tt = 0.
t=—00 >\d om
De nossa definicao de S; temos,
t|nz—1
> 5 () S aea)
dom x=1i=n,_1+1 dom
Como paratodo x =1,...,k etodo i =mn, 1+ 1....04, Ajom > |Az| € C;Z
é um polindmio em ¢ de grau j, podemos aplicar o lema 23, com ¢ = /l\ i :
. dom
zi =\, -ejy; e P(t) = CY. Portanto,
S,
lim — = 0. (4.22)
=00 )\dom
Desta forma
Jt
lim ( - ) a .
t—co [T el| e

No caso em que a coordenada e; é positiva, temos

lim 7(Jt °) =

o T e]
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No entanto, no caso em que a coordenada e; € negativa, temos

(J'-e)

lim = —1.
t—oc || J* - e
Assim a Parte 1 esta demonstrada.
Demonstracao da Parte 2. Queremos mostrar que, para todo y € {1,...,k}

eie{n,_1+1,....,n},

ny—i

t E: ~J e (Y
. §=0
lim

t—00 Afiom. ‘61’ —|—St

=0,
onde S; foi definido em (4.21).

Vamos dividir a demonstragao desta parte em dois casos: A\, =0 e A, # 0. Seja,

primeiro, A, = 0. Neste caso,

0

= 0.
. ‘61‘ + .S}

lim
t
t=—00 /\dom

Seja agora A, # 0. Inicialmente, vamos estimar o limite
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Ty —1 Ny—1

T DS ITC I ] S VERPe
. j=0 . Jj=0
lim < lim <
t=—0o0 dom |€1‘ +St t=—00 /\dom ‘61‘
ny—1
|AZ|Z‘A§”'%+HO§
< lim - =
Tt Xézom €1
Ny —1
>IN el CF
= lim =0

t—00 A m L
< do > . ‘61‘
Ayl

Como C7 é um polindmio em ¢ de grau j com coeficientes reais € Agom > [N,

temos pelo lema 24,

TLyZ

Z ‘)‘yj €J+Z’ Cj

. j
lim

=0
t—s00 <Ad0m> |e ‘
1

t
lim 7|(J )il _ = 0.

t—oe ||JE el

— 0. (4.23)

Logo,

Assim a Parte 2 estd demonstrada. Portanto, o lema 21 estd demonstrado.

Lema 25. Sejam as matrizes J, My e a matriz invertivel T com inversa
T, tais que My =T -J-T~'. Se o vetor v é autovetor generalizado de J

assoctado ao autovalor X\, entao o vetor

w=T-v
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¢ autovetor generalizado de My com o mesmo autovalor .

Demonstracao do Lema 25. Seja o vetor v autovetor generalizado de J

associado ao autovalor A. Entdo, existe k£ > 0, tal que
k —
(J=X)"-v=0,

onde I é a matriz identidade e 0 é o vetor nulo, ambos com a mesma ordem da

matriz J.

Queremos mostrar que

(Mo — A" (T -v) =0.

Observe que
T-J=M,-T.
Logo
(Mo — A" =T (J = XI)F 71

Y
(My =AD" (T -0)=T(J=AD'T(T-0)=T(J=A)-v=T-0=0.

Portanto, o lema 25 estd demonstrado.
Sejam uma aplicacdo f : R" — IR" e t € IN. Chamamos f! a t-ésima

iterada de f,ouseja, f2=fof, ..., fl=fof!"! onde o éa operacio de

Composicao.

Lema 26. Seja o operador linear M, : C" — C", cuja representacao matri-

cial foi definida em (1.16). Entao
vde D: Norm (Mid) = (Normo My)'d,

onde (Normo My) € a composi¢io do operador Norm com o operador My,

ou seja, (Norm o My)d = (Norm (Mod)) :
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Demonstracao do Lema 26. Vamos mostrar por inducao.

Base de indugao: Norm (Myd) = (Norm o M) d pela definicdo de compo-

sicao do operador Norm com o operador M.
Passo de inducao:

Seja Norm (M}d) = (Norm o My)' d. Queremos mostrar que

Norm (M{™d) = (Norm o My a.

Seja || Mld|| = a. Assim,

Mid Mid 1 |
M(N Mtd>=M7°:M—0:—M Mid) = =M,
o (Norm (Mgd) Tz~ e = M Phod) = My

onde a penultima igualdade é devido ao fato de M ser linear.

Pelo lema 16

1
Norm (—MSHCZ) = Norm (M£+1d) .
a

Desta forma,
Norm (M{*'d) = Norm (Mo (Norm (Méd))> =
= Norm (MO (Norm o Mo)t d> = (Norm o M())H_l d.
Portanto, o lema 26 estd demonstrado.

Lema 27. Seja a matriz My, definida em (1.16) primitiva. Sejam Agom, 0
autovalor dominante de My e dgom € DT o autovetor de My associado a
Mom- Entdao para todo d € DT
M- d
lim —2

t==00 /\ﬁlom

=a- ddoma

onde a € uma constante positiva.
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Demonstracao do lema 27. Pelo lema 17, o autovetor dg,, € D™ é o tnico

autovetor de M, associado a Ay, em D.

Sejam A,...,\, os autovalores de My incluindo Ago, = A1. Como Agom € O

autovalor dominante e M, é primitiva,

)\dom > ‘)\2|7- . -;Adom > |)\n|

Sejam Aq,...,\; os autovalores distintos de M.

Denotamos o polinémio caracteristico de M, por

det (M() - )\I) = ()\ - )\1)81 s ()\ - /\k)sk . (424)

Denotamos o polindmio minimo de M, por

M) = (A= A)™ - (A= )™

Paratodo i = 1,...,k, denotamos de W; o nicleo de (My— \;I)". Em outras

palavras,
W, = ker [(My — N\I)" ] ={v e C": (My— N\I)"v=0},
onde 0 é o vetor nulo.

Assim, pelo teorema auxiliar 7 (Teorema da Decomposicdo Primdria), na pégina
53 e pelo teorema auxiliar 9 na pagina 55, My(W;) C W; e dim(W;) = s;, onde

dim foi definido em (4.8) na pégina 55 e s; € o mesmo que em (4.24).

Entdo, pelo teorema auxiliar 7 (Teorema da Decomposicdo Primaria), podemos
apresentar C" como

Ct=WeWe®---&W,.
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Denotamos por M, o operador em W, induzido pela restricao de My, a W; :

M()i . VVZ—>WZ

Denotamos o polinbmio minimo de M; por

ml()\) = ()\ - )\i)ri .

Pelo teorema auxiliar 10 (Teorema da Decomposi¢do Ciclica), na pagina 56, existem

vetores vy, ...,v,, € W, tais que

Wi = ker [(My — NI)"] = Z(v1, Moi) @ Z(va, My;) ® -+ - ® Z(vg,, My;),

grau (A — X)) = dim (Z(vy, My;)) > -+ > dim (Z(vs,, My;)) ,

onde grau e dim foram definidos em (4.8) na pagina 55.

Para todo autovetor generalizado v € C" associado ao autovalor A do operador
My, seja p o menor inteiro tal que (My— M)’ v = 0. Para um mesmo vetor v,

definimos o conjunto

c@>::{v, (My — M) v, (My—AD?v, ..., (A%——AIV‘IU}.

Todos os elementos do conjunto C(,) sdo autovetores generalizados do operador

M, associados ao mesmo autovalor .

Denotamos
Bi=JcCu,. (4.25)
j=1

Pelo teorema auxiliar 8, o conjunto B; é uma base de W;. Entdo pela definicao

38 na pagina 56 o conjunto B; é a base de Jordan do subespaco W,.
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O conjunto
k
B=|J8;
j=1

é uma base para o espaco C" tal que a matriz M, é semelhante a uma matriz

em forma candnica de Jordan, denotada por J (ver definicdo 33), nesta base.

Sem perda de generalidade, suponhamos que para todo ¢ =1,...,k,
Bi = {UZ‘, (MO — )\Z]) Vi, (M() — )\21)2 Vs, ceey (MO — )\Z'])Siil Ui}

é uma base do subespaco W;.

Denotamos por A; a matriz de ordem s; > 1 do operador M, na base B;.

Logo,
Bix 0 0O 0 0
0 Bi» 0 0 0
A = 0 0 Biz 0 : , (4.26)
0 0 0o . 0
0 0 0 0 By,
onde paratodo y=1,...,x;,
Ai 10 0 0
0O XN 1 0 0
Biy,=1 0 0 X\
o 0 0 . 1
000 0 X)
Para todo y = 1,...,%;, os blocos B;, podem ter ordens distintas.

Relembramos que A = Ajy,. Como M, é primitiva, B; tem apenas um ele-

mento,
B = {w}, (4.27)

onde wy; = dgy,, € o autovetor dominante de M| associado ao autovalor domi-

nante Ag,, em D.
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Tomemos qualquer w; € W;. Podemos escrever

w; = Z Qg j (M() — )\Z'I)j_l V; .
J=1

Portanto

Mgwl = Z CLZ',]‘MS (M() — AiI)j_l V;.

J=1

Sabemos que a matriz M, é semelhante a uma matriz em forma candnica de

Jordan na base B, denotada por J. Assim, podemos reescrever
Mi=T-J" T
onde T é uma matriz invertivel e T~ sua inversa.

Desta forma,

Mw;, = ap; - T-J-TYT(J = NI T v =
1

<.
I

»
<

= T J (=N TTT =
1

<.
I

»
IS

= CLi,j AR Af (Az — )\7])‘]_1 T_l * Uy,
1

<.
I

onde a matriz A; é a matriz definida em (4.26) expandida com ordem n, ou seja,

completada com zeros.

Paratodo j=1,...,s;

| (Bin) (Bix — NI~ 0 0
AL (A = NIV = 0 0 :
0 0 (Bia)" (Biw, — NI’
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onde paratodo y=1,...,x;,

010 0 O
001 0 O
Biy—XI=|000 1 :
000 .1
000 0 O
Para todo ¢ = 2,...,k, vamos agora calcular o seguinte limite

Mt i i Al Az—)\z[ jilT_l' i
lim 0w :Zai,--T lim i ( ) U.

t
dom j=1 t=—0o0 )\dom

Da férmula (4.14) apresentada na pagina 59 temos que para todo t > 1 e para

todo y =1,...,x; oselementos de cada bloco (Bl-’y)t da matriz A! apresentam-
se da seguinte forma, para todos z,z=1,...,s;,
t—(z—z) ~(2—2) < o <
(B, =4 ™ G = se 0sz-z<t (4.28)
e 0 em todos os outros casos
Tomemos qualquer ¢ > 1 e quaisquer x,z =1,...,s;. Paratodo 1 =2,...,k,

Xdom > |N\i| . Logo, pelo lema 24
t—(z—x) (z—x)
tgnoo >\lcfiom - tgnoo >\dom

Desta forma, por (4.29) temos, para todo i =2,...,k,

)\—(2—3«")

i

CF =0, (4.29)

= 0. (4.30)




Paratodo i =1,...,k, seja o conjunto 3; definido em (4.25). Entdo o conjunto
k

B = UBi é uma base em C". Assim para todo d € D™ podemos escrever
i=1

k Si
d=aq1 - dgom + Z Z Qg j (MO — )\,’I)J_l V;, (431)

i=2 j=1

onde B; foi definido em (4.27) na pagina 76.

Portanto

k S;
Mid = ayy - Mb-dgom + Y MY aij- (My—NIY v =
i=2 j=1

k S;
= daii - )‘Zom . ddom + Z MS Z CLZ'J' . (MO — )\7;[)]_1 - V;.
=2 =1
Assim, por (4.30)

Mtd k My Z aij (Mo — M)~ vy
lim ;) 0" — ay1dgom + Z lim =l
i=2

t - t
t—00 dom. t—0o0 )\

= allddom. (432)

dom

Primeiro vamos mostrar que a constante aq; > 0, em seguida vamos mostrar que

a;p > 0.

Como a matriz M, é primitiva, entdo, pelo teorema auxiliar 4, existe uma poténcia
de M, tal que ela é positiva, ou seja, existe u tal que My > 0. Entdo para todo

t > u o vetor
Mid
\

dom
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tem coordenadas positivas na base original, para todo d € D'. Desta forma,

como dg,, € DY, temos que ay; > 0 na férmula (4.32).

Agora vamos provar que aj; > 0.

dl dd0m1
Seja um vetor d = : € D*. Seja dyom = : € D o autovetor

dn ddomn
dominante da matriz M, associado ao autovalor dominante A4, em D. Pelo

teorema auxiliar 3 (Frobenius) enunciado na pagina 48, para todo i = 1,...,n,

todas as coordenadas dgp,, > 0. Logo, podemos definir,

d dp,
£ =min { ! } : (4.33)

7 .« e . 7 -
dd0m1 ddomn

onde min{.} é o menor valor do conjunto {.}.

Por (4.33), paratodo j=1,...,n,

e < dj
o ddomj
|3
€ ddomj < dJ
U
€ ddom <d
Por (4.31),
k S; ‘
d = ai1dgom + Z Z a;; (Mo — NI v > e dgom.
i=2 =1

Assim, por (4.32)
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. Méd . € - Mgddom . € Agomddom
PN, e 2 T T, e (Y

Logo, devido a (4.34)

aii - ddom Z €: ddom

4

aj; > € > 0.

Portanto, o lema 27 estd demonstrado.
Agora estamos prontos para demonstrar o teorema 5, enunciado na pagina 56.

Demonstracao do Teorema 5. Como M, é primitiva, pelo teorema auxiliar 3

existe Agom. Pelo lema 17, existe um dnico autovetor de My em D, dgym € DT,

associado a Agy,. Pelo lema 18, dg,, € ponto fixo da aplicacdo M.

Assim, sejam Agom, A2, ..., A, 0s autovalores de M. Logo

)\dom > ‘A2|7- . -a)\dom > |)\n‘

Sejam d € D" e o conjunto
B = {ddom, Wy, ..., wn}

uma base do espaco C”, tal que a matriz M, seja semelhante a uma matriz em

forma canodnica de Jordan, denotada por J, nesta base, ou seja,
My=T-J-T7, (4.35)

onde T é uma matriz invertivel e T—! sua inversa.
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Logo, para todo t > 0,
Mi=T-J T

A matriz J de Jordan foi definida em (4.6) na pégina 52.

Assim para todo d € D", podemos escrever

d = Dby dgom + > _ b - w;. (4.36)
1=2

Para todo d € D, denotamos as coordenadas do vetor d na base B por
[d]B - T_l ’ d)
onde a matriz 7" é a mesma usada em (4.35).

Desta forma, por (4.36)

Portanto

lim Norm (M{d) = lim Norm (T -J'-T7'T-[d)z) = lim Norm (T -J'-[d]).

t—00 t—00 t—00

Vamos mostrar agora que

Norm (T - J"-[d]g) = Norm (T - Norm (J' - [d])) .
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E facil ver que ||J* - [d]z || # 0, assim

T 7 dy T [d
NWWWT-f-WM)giﬁjﬂiT#FMBBTﬂﬂug
[J - d]g || [J* - |d]
— Norm <WT][Z]H> Norm (T - Norm (J° - [dl)) .
Logo,
Jlim Norm (T J' - [d]g) = lim Norm (T - Norm (J' - [d]s)) .

Pelo lema 27, b; > 0, logo
[d] 5 # o
Assim

- [d]g # o,

pois Agom > 0. Portanto, como a aplicacdo Norm é continua, temos

lim Norm (T - Norm (J'-[d]z)) = Norm <T- lim Norm (Jt-[d]B)).

t—00 t—00

Pelo lema 21,

1

lim Norm (Jt d] ): 0

t—00 B

0

Logo

1
" 0
Norm (T thm Norm (J [d] )) = Norm | T- |
0
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Portanto, pelo lema 25, aplicando a mudanca de base,

1
0
ddom =1T1- .
0
Desta forma
1
0
Norm | T - . = Norm (ddom) = ddoma
0

onde a ultima igualdade é devido ao fato de que dy,, € DT.

Logo,

lim Norm (Méd) = dyom.-

t—00

Pelo lema 26

lim M'd= lim (Normo My)'d= lim Norm (Mid) .

t—00 t—00 t—00

Portanto, o teorema 5 estd demonstrado.

Assim, provamos que o sistema dindmico resultante tem um Unico ponto fixo e
tende para ele para todo vetor inicial em D™ quando o tempo tende para o

infinito.
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Capitulo 5

Exemplos

Neste capitulo, apresentamos alguns exemplos utilizando os nossos resultados tedricos.

Exemplo 1. Seja n = 3, isto ¢, consideremos um sistema com trés tipos de

particulas.
0 0 1
Denotamos r= | 1 |, s=| 0 eu=120
0 1 0

Seja p € (0,1). Sejam as sequintes probabilidades de transicdo positivas:

p=p, Ou=1—p, Os5=p, O2,=1—p, O3,=p, e b3,=1—p.

Assim,

My € primitiva pois

(Mo)>=| 2p(1—p)  (1—p)? p*
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Os autovalores da matriz My sao:

Adom:)\lzl;
2—3p /3pi
Ay = — ;
2 2
2—3 3pi
A3 = p—i—\/_pz.
2 2

Temos

Ao| = [A3] = /1 — 3p + 3p2.

Como p € (0,1), logo Ajom > |Aa| = |As| .
Portanto My possui unico autovalor dominante.

Os autovetores de My associados ao autovalor dominante Ay, sao todos os

vetores

taits que v| = vy = V3.

Desta forma, temos como tinico autovetor dominante no conjunto D, definido
em (1.7) na pagina 11, associado ao autovalor Agem, o vetor
1/3

daom = | 1/3
1/3

Os autovetores de My associados ao autovalor Ao sao todos os vetores

C1
c=\| ¢ | eC?
C3
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tais que

()« o (22)s

Os autovetores de My associados ao autovalor A3 sao todos os vetores

1
c=\| ¢ | eC?
C3

( 2 ) —1+iv3
co=|—)cg e cg=|—]c.
T\ xa3/) 5 2 !

Vamos mostrar agora que os nossos resultados sao verdadeiros para este siste-

tais que

ma, isto €, seja o operador M definido em (1.18) na pdgina 18; entdo, para

todo d € DT,

~ 1/3
Jim Md=| 1/3
T 1/3

Seja a sequinte base de autovetores de C3 :

( ( 1 \ / 1 \\
1/3 2 2
1/3 ) —1—i\/§ ) _1+i\/§ >

1/3
—1—1iV3
\ S

o\
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Portanto, Yd = (

1)

onde

ai

as

as

Desta forma,

My

= CL1M0 (

= dy+dy+ds=1,

1/3
1/3 ) +CL2
1/3

pois d € D;

+ as

(—8iv/3) di + (4iv/3 — 12) do + (4iV/3 + 12)d;

—2

e

(—8iv/3) dy + (4iv/3 +12) dy + (4iv/3 — 12)d;

(

|

\

1/3
1/3 ) + a9
1/3

1/3
1/3 ) + as My
1/3

—24i/3

9 9
—1—-iV3 |t | —1+iV/3
—1—iV3 —1+1iv3
. )
1 \ ( 1
9 9
1 —i/3 | tasMo | —1443
—1—1iV3 —141iV3

88




1/3 2 2
= a1 \dom 1/3 + as A9 _1_1'\/5 + asAs —1—|—Z\/§
1/3
—1—-4V3 —1+iV3
\ "3/ —3
I
(1) (1)
1/3 2 2
Myd = aidgo, | 1/3 | a2y | —1—43y3 | +as)s | —1+iv3
1/3
~1-4V/3 —1+iV3
S —3
Assim,
(1)
1/3 t 2
Mtd A s
lim to = lim a; | 1/3 | 4+ lim CLQ( 2 ) —1—4v3 |t
t—s00 \ t—00 t——00 dom
dom 1/3
—1—14V3

()

t 2
+ lim a A3 /3
t—00 ’ >\dom —1+iv3
—1+iV/3

\ ")

Como Agom > |A2| € Adom > |A3], temos
. Mo\ sl )"
thl}ﬂoo <)\dom B tgnoo /\dom =0
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Portanto,

. 1/3 1/3
lim o _ a | 1/3 | =1 1/3
t—00 >\t

dom 1/3 1/3

Como a matriz My € primitiva, pelo teorema 4, existe uma poténcia de M,

tal que ela € positiva, ou seja, existe x tal que My > 0. Entao para todo t > x

Mld . »
0s vetores t_o e M{d tém coordenadas positivas, para todo d € D.
>\d0m
td
Assim, para todo t > x, o0s vetores de coordenadas positivas )\to e Mld sao
dom

colineares. Logo pelo lema 16,

Md
t
dom

Norm < ) = Norm (Mid) .

Portanto,

- Mid
lim M'd= lim Norm (M{d) = lim Norm( - )
t—00 t—00 t— 00 >\d0m

A aplicagio Norm é continua em IR"™ — {dy}. Logo, para todo t > x,

1/3
Mtd Mtd

lim Norm to = Norm | lim =% ) =1 1/3
t—0o0 >\d0m t—00 Agom

1/3

Exemplo 2. Consideremos neste exemplo um outro sistema com trés tipos de

particulas.
1 0 0
Denotemos r=| 0 |, s=| 1 eu=120
0 0 1

Consideremos neste caso as sequintes probabilidades de transicao positivas:

61’7~21/2, 61,321/2, 02’3:1/2, 02,u:1/2; e 93711:1-
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Assim,

1/2 0 0
My=1 1/2 1/2 0
0 1/2 1
Logo,
(1/2)t 0 0
M} = t(1/2)! (1/2)! 0 1. (5.1)

2" =1-1)(1/2)" 2'-1)1/2)" 1

Os autovalores da matriz My sao:

>\O = /\dom = la
)\1 == )\2 == 1/2,

onde Agom € 0 autovalor dominante.

Os autovetores de My associados ao autovalor Mgy, Sao todos os vetores

tats que vy = vy = 0.

Neste exemplo, a matriz My nao € primitiva, no entanto, possui um unico
autovalor dominante e um unico autovetor de coordenadas nao negativas, no

conjunto D, associado ao autovalor dominante denotado por dgjop.

Desta forma temos

diom = | 0 | . (5.2)
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Os autovetores de My associados aos autovalores A1 e Ay sao todos os vetores

tais que ¢c1 =0 e ¢y = —cs.

Vamos mostrar que para todo d € D, lim Mtd = dgom, onde dgom foi

t—00

definido em (5.2) e a aplicacio M foi definida em (1.18) na pdgina 18.
Seja a matriz My definida em (5.1).

Assim, para todo d € D,
di - (1/2)!

Norm(Mid) = (1/2)t - (dy - t + do) . (5.3)

(1/2)F - [di - (20— 1 —t) +dy - (2 — 1)] + dy

Vamos calcular agora o limite de cada coordenada do vetor Norm(M{d) defi-

nido em (5.3).

e Limite da primeira coordenada:

d
tlim (Norm(Mod)), = tlim 2—1 = 0.
o Limite da sequnda coordenada:
: . dyrt+dy i
th—r>noo (NOT'm(Mod)>2 a th—r>noo T a th—r>noo 2t -In 2 a
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o [imate da terceira coordenada:

t 1Y . ¢
lim (Norm(Myd)); = lm (d+do)(2°—1)—t-dy +2"-dy _

t—00 t—0o0 2t
. Qt—dl—dl't—dg . 2t-ln2—d1
= lim = lim —
t—s00 ot t—o0 2t .In2
2t . (In 2)2
_ g 227

t—00 20+ (In2)2

Portanto,
0
tlim Norm(M{d) = | 0 | = daom.
—>00 1
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Capitulo 6

Aplicacao: Sistemas com Comprimento
Variavel

Neste capitulo™ vamos mostrar, como exemplo, que é possivel estudar alguns pro-
cessos com comprimento varidvel definidos e discutidos nas referéncias [33], [35]

e [36], usando processos definidos neste trabalho, PWC.

6.1 Sistemas com Comprimento Variavel

A maioria dos estudos feitos para sistemas de particulas supde que o conjunto de
componentes, ou seja, 0 espaco, ndo muda no processo de interacdo. Cada uma
dessas componentes pode assumir diferentes estados, mas elas mesmas nao podem
aparecer ou desaparecer no processo, ou Sseja, as componentes nao sao criadas ou

destruidas no decorrer do processo.

Em [35], é apresentada uma nova classe de sistemas de particulas unidimensi-
onais com tempo continuo, na qual componentes do sistema podem aparecer e
desaparecer no processo de interacdo. Esta classe é chamada de sistemas com

comprimento variavel. Neste trabalho, foi considerado apenas o caso em que

*As idéias iniciais da secgfo 6.1 foram desenvolvidas em colaboragdo com A. D. Ramos.
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cada componente pode assumir somente dois estados, 0 e 1.

No caso finito, ou seja, no caso em que o nimero de componentes é finito todo o
tempo, o comprimento variavel significa que quando uma combinac3do de estados é
substituida por outra, os comprimentos dessas combinacoes podem diferir, ou seja,

o nimero de componentes em cada tempo ¢ pode ser diferente.

Se uma combinacdo de estados é substituida por outra com o mesmo nimero
de elementos é dito que a substituicio tem comprimento constante, caso

contrario comprimento variavel.

Embora sistemas com comprimento varidvel tenham sido pouco estudados, eles
podem ser Uteis na modelagem de varios fenémenos naturais. Por exemplo, al-
gumas estruturas bioldgicas podem ser aproximadas por modelos unidimensionais
nos quais as componentes podem representar células ou microorganismos, os quais

podem dividir-se, morrer, ser infectados ou sofrer uma mutagdo [35].

Usando a notagdo das referéncias [33] e [36], seja A um conjunto ndo vazio
finito ou contavel, chamado alfabeto. Os elementos deste conjunto sdo chamados
de letras. Denotamos por palavra qualquer sequéncia finita de elementos de
A. Chamamos de comprimento de uma palavra o nimero de letras dela.

Chamamos de dicionario o conjunto de palavras no alfabeto A.

Chamamos de espago de configuragoes o produto bi-infinito
AZ = AXAXA---.

Uma configuracao = € A% ¢é uma seqiiéncia bi-infinita de elementos z; de

A. Chamamos de cilindro fino definido por a,,,...,a, o conjunto
{re A% . x;=a; paratodo i€ [m,n]},
onde q; € A.
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Neste capitulo, diferente do modo como € feito em outras partes desta Tese, es-

crevemos operadores apds medidas, pois estamos usando a notacao das referéncias

[33] e [36].
Uma medida v é chamada invariante para um operador linear M se vM = v.

Nés consideramos medidas normalizadas em A%, ou seja, medidas de probabili-
dade neste conjunto. Uma medida é dita uniforme se ela € invariante sob todas

as translacoes.
Considerando medidas uniformes, para qualquer palavra W = (aq,--- ,a,) seja

p(W)=p(ay, - an) = p(Tip1 = a, -+, Tign = ay) . (6.1)

Como € uniforme, a probabilidade (6.1) ndo depende de i. Chamamos (6.1) a
freqiiéncia da palavra W na medida p. Denotamos por M 4 o conjunto das

medidas uniformes no espaco de configuracdes A Z .

Em [11], [21], [22], [23], [24] e [25], sdo apresentados sistemas similares ao
estudado neste capitulo, no entanto, a forma de tratar os resultados e as técnicas
utilizadas para estes estudos sao diferentes daquelas empregadas nesta Tese. Na
maior parte destes trabalhos considera-se tempo continuo; em nosso estudo consi-
deramos apenas tempo discreto. Em [21], é dito que uma analogia das defini¢oes
com tempo continuo pode ser feita de forma facil para tempo discreto, conside-

rando casos particulares mas ndo para casos mais gerais.

Em [23], é comentado que os processos definidos neste trabalho abrangem muitos
dos processos bem conhecidos como processos com interacdo local, maquina de
Turing etc., é dito também que esses processos tém aplicacoes nas linguagens
de programacao e nos modelos de crescimento bioldgicos, trazendo assim novas

conexdes entre ciéncia da computacao e fisica matematica.
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Consideremos agora o espaco das configuracdes A = {S, @} %, onde © e @
sao dois estados possiveis de cada componente, denominados menos e mais,

respectivamente.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de transformacoes permitidas nos proces-
sos com comprimento varidvel:

Morte: a j-ésima componente desaparece. Neste caso, as (j—1) -

ésima e a (j + 1) -ésima componentes tornam-se vizinhas e, no caso (6.2)

finito, o nimero de componentes diminui uma unidade.

Conversao: a j -ésima componente muda seu estado de 0 para 1
e vice-versa. Neste caso, o nimero de componentes ndao muda, logo (6.3)

esta é uma substituicido com comprimento constante.

Mitose: a j-ésima componente duplica. No caso finito, o nljmero} (6.4)

de componentes aumenta uma unidade.

Consideremos agora um caso de sistemas com comprimento varidvel com tempo
discreto, no qual temos apenas trés operacdes, Morte, Conversdo e Mitose, e dois

estados © e @.

Segundo a notacgdo das referéncias [33] e [36], o processo, com tempo discreto,
contendo apenas as operacoes de Morte, Conversdo e Mitose, é composto por trés
operadores denominados morte, flip e mitose, denotados por Mort ,, Flips e
Mit .,, respectivamente. O parametro a assume valores em (0,1). Os parametros

(B e 7 assumem valores em [0, 1].

Denotamos as medidas concentradas nas configuracdes na qual todas as compo-
nentes possuem estado & e na qual todas as componentes possuem estados @

por 0o € Og, respectivamente.

97



O operador Mort , é de comprimento varidvel; ele efetua a operacdo de Morte em
um unico sentido, ou seja, uma componente no estado © ird desaparecer com

probabilidade « independente das outras componentes.

O operador Flip 3 efetua a operagdo de Conversdo em um Unico sentido, ou se-
ja, ele modifica o estado da componente de & para & com probabilidade [

independente das outras componentes.

O operador Mit , também é de comprimento varidvel; ele atua como a operagao de
Mitose em um Unico sentido, ou seja, sempre que uma componente no estado S
aparecer na configuracao esta ird duplicar-se com probabilidade ~ independente

das outras componentes. Este processo é definido por
p = pQ’, (6.5)
onde
Q = Mort,FlipzMit,. (6.6)

Neste caso, primeiro atua o operador morte, depois o operador flip e por dltimo o

operador mitose, para todo ¢t € {0,1,2,...}.

A medida d; € uma medida invariante deste processo, pois se comecarmos com
uma configuracdo na qual todas as componentes possuem estado @, o estado

destas componentes ndao muda no decorrer do tempo, permanecendo ¢ sempre.
Os casos 3 =0 e (=1 sdo faceis e serao analisados a seguir.

No caso em que comecamos com uma configuracao na qual todas as componentes
possuem estado © e [ = 0, vamos ter como uma medida invariante a medida
ds. Assim, se 3 =0, o processo descrito por (6.5) ndo é ergddico (ver definicdo

8 na pégina 16).
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Seja [ = 1. Neste caso, se comecamos com uma configuracao na qual todas as

componentes possuem estado &, vamos ter como medida resultante a medida

5.

Seja uma medida p € M. Como antes, denotamos u(S) a freqiiéncia de &

na medida pu.

Portanto,
)~ HEL )
(1+7)pu©)
1+yu(©) (67)
Para todo p € My,
pFlipg(©) = (1 = B) u(e)
e 0w
pMort, (©) = I~ ano)
Logo, substituindo 1(©) por uFlipg(©) em (6.7), temos
o (L4 7) pFlipg(©)
pFlipgMit, (©) = L ~42Fiip,(0)
1+ (1 =06)u©)
T (- ) (05
Da mesma forma, substituindo p(e©) por uMort, (&) em (6.8), temos
e _ (1+9) (1 - p)pMort, (o)
pMortaFlipsMit, (©) = 5=y Mort.(5)
1) (0-B0-aue) o

1+ A=) (1—a)-afu(E)
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Assim,

1(e) — uMort,FlipsMit, (&) =

_{b(-a)A-F—alu@©) - [-1+ 1+ -H A=) ¢

I1+[y(1=8)1-a)—a]lu(©)

O denominador de (6.10) em nosso caso é sempre positivo. Logo, esta divisdo faz

sentido. Além disso,

p(©) — uMort,FlipsMit, (©) = 0
i}
5(1—04)+’y(1—5)(1—04)—04}
T1-8)(1-a)—a '

wo) {0, — (6.11)

Teorema 6. Seja o operador Q definido em (6.6) na pdgina 98.

1. Se
f(l—a)+a
1-8)(1—a)

entao, além da medida 64 o operador Q tem outra medida invariante

7>(

v E Mige tal que

—B-a)+1(1=A(-a)-a

O = i -0 —a
2. Se : )
6(1l—a)+a
T U_AH0—a)

o operador Q tem apenas uma medida invariante, a saber, Oa.

Demonstracao do Teorema 6. Inicialmente vamos demonstrar o primeiro item

deste teorema; em seguida o segundo item.
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Demonstracao do primeiro item do Teorema 6. Seja
Bl (1-H(1-a)-a
T1=F)(1-a)—a |
Por (6.11), se u(©) € {0,p} temos wu(S) = pQ(©) e para
f(l—a)+a
T a-p0-ay

0 <p. O primeiro item do Teorema 6 esta demonstrado.

Demonstracao do segundo item do Teorema 6. Seja

_—Bll-a)+r(1-B(-a)—a

T -Al-a)-a
Por (6.11), se u(©) € {0,p} temos u(©) = pnQ(©) e para
B(l—a)+a
TEU—Hd-a)
p<0.
Portanto,
pQ(e) =0
Y
pQ(@®) =1
4
19 = dg.

O sequndo item do Teorema 6 estd demonstrado.
Portanto o Teorema 6 estd demonstrado.

A figura 6.1 ilustra a superficie a qual separa as regioes de ergodicidade e de nao

ergodicidade do operador Q definido em (6.6). A equagdo desta superficie é

Y= B(l—a)+a«
I-F—-a)

A equacao da curva cl foi obtida para a = 0, a saber
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1—2-
v = W Para a curva ¢2 tomamos v = 1 e obtemos [ = 2% N

2-(1—a)
caso da curva ¢3, tomamos 3 =0 e obtemos v =

1—a

Probabilidade de Morte 866

Probabilidade de Conversao 3

Figura 6.1: Superficie de separacao entre as regioes nas quais o operador Q definido em (6.6)
tem comportamento ergodico vs. nao ergodico.

A figura 6.2 ilustra as curvas cl, c2 e c3.
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Figura 6.2: Curvas cl,

bilidade de Morte «

c2 e c3, apresentadas na figura 6.1
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6.2 Estudo de Processos com Comprimento Variavel
Usando Processos PWC

Nesta secdo mostraremos que os nossos processos PWC podem ajudar a estudar

alguns processos com comprimento varidvel.

E importante lembrar que, considerando nossos processos, nao podemos determinar
a densidade de palavras com comprimento maior do que um, como por exemplo,

G6o , pois nao consideramos localizacao espacial.

Vamos representar os processos definidos na secao 6.1 usando nossas notacoes.
Consideremos agora um sistema com apenas dois tipos de particulas. Denotamos
as particulas no estado & do sistema definido na secao 6.1 como 1 -particulas e

as particulas no estado © como 2 -particulas.

Neste caso, temos o conjunto

U1
D = :0120,0220,v1+02:1
U2

Denotamos os seguintes vetores
(1 (0 (0 . (0
r=1g) s={1) »=1{>5 v=1, )

Sejam as seguintes probabilidades de transformacao

9177“ =1, 92,7” = (1 - CY) ﬁ; 927u = (1 - CY) (1 - 6) s 62,@ =«
e fry=(1—a)(1=5)(1—7). (6.12)

A probabilidade de transformagao 65, € a probabilidade de uma particula no estado
© se tornar em uma particula no estado @, essa transformacao é semelhante a

operacdo de Conversdo definida em (6.3) na pagina 97.
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Da mesma forma, a probabilidade de transformagdo 6, , é a probabilidade de uma
particula no estado © se tornar em duas particulas no estado ©, essa transfor-

magdo é semelhante a operacdo de Mitose definida em (6.4) na pagina 97.

De modo similar, a probabilidade de transforma¢do 05, é a probabilidade de uma
particula no estado & desaparecer do sistema, essa transformacdo é semelhante

a operacdo de Morte definida em (6.2) na pagina 97.

Seja a matriz M, definida em (1.16) na pagina (17). Desta forma,
1 (1—a)p

0 (1-a)1=5)1+7)

My =

E facil ver que M, é redutivel, e, portanto, ndo é primitiva. Como M| neste caso
nao € primitiva, vamos estudar em quais condicoes nossos resultados podem ser

aplicados neste sistema.

Sejam d; a densidade de 1 -particulas e dy a densidade de 2 -particulas,

Vd = < d ) € D. Assim temos,
do
di + (1 — a) Bdy
Vd e D : Myd =
(I—a)(1—=8)(1+7)ds

Portanto, para todo d € D,

dl—l-(l—&)ﬁdQ
i di+da[1+(1—a)(1=05)y—0f
Md = Norm (Myd) = . (6.13)
(1-a)1-=8)1+7)ds
di+dy[1+(1—a)(l—0)y—q]

Agora vamos estudar os pontos fixos do sistema com o operador M.
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Os autovalores da matriz M, sao:

M=1 e d=(1—-a)(l—F8)(1+7).

Os autovetores associados ao autovalor \; s3o todos os vetores em IR? da forma:
U1
N

Os autovetores associados ao autovalor )\, s3o todos os vetores em IR? da forma:

(1-)p
—(1-a)f+(1-a)(I1-F)y—-a

(%)

U2
Vamos estudar os seguintes casos:
: at+(l-o)p
Casoi) \{ =y =y = )
) 1)1

Neste caso, o autovalor dominante nao é Unico.

O autovetor associado a A; e o autovetor associado a Ay coincidem. No conjunto

D este autovetor é Unico e igual ao vetor:

(o)

Entdo, para todo d € D, queremos mostrar que
. “rt 1
lim M'd = :
t——00 0

Demonstragao do Caso i). Podemos observar que

() EOT) g ()10,

o qual é ponto fixo da aplicacao M.
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Assim,
dl -l—t(l —Oz)ﬁdg
dl—f—dg[t(l—&)ﬁ—Fl]

M'd = Norm(Mid) =
dy
dl-l-dg[t(l—()d)ﬁ—Fl]

Seja dy = 0, assim

Seja dy # 0. Portanto
, di +1t(1 —a)pBds
lim

B t—oody +do [t (1 — ) B+ 1]
lim M'd = =
t—00 hm d2
t—®<>d1+d2[t(1—€k)ﬁ+1]

(1 — Oé) ﬁdg
. d2 (1 — Oé) ﬁ L 1
= =0/ (6.14)
0
Desta forma, o sistema com M tende para o ponto fixo quando ¢ — co. Aqui,

temos que o sistema com a aplicagdo M tende para um ponto fixo no qual a

densidade de particulas no estado & é 1.

Logo o Caso i) estd demonstrado.

at+t(1-)p
1-a)1-0)

Neste caso, o autovalor dominante é \;.

Caso ii) \} > Ny =7 <

Relembramos, o autovetor dominante associado a Ay em D, é o vetor

(o)
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o qual é ponto fixo de M.

Da mesma forma que no caso anterior, para todo d € DD, vamos mostrar que
: ~ 4 1
lim M'd = :
t—00 0

Demonstracao do Caso ii). Podemos observar que

t—1
1 (1-a)B> M
M} = k=0
0 A

Assim, para todo d € D,

t—1
( d1+d2(1—&)62/\§ \
k=0
B d1+d2 1—& Z)\k+)\t]
M'd = Norm(M}d) =
da b
t—1
K dy + do (1_&)52)\54‘)\3 )
k=0
Portanto
( t—1 \
dy + dy (1 —o«)ﬁZAS
tlim
) di+dy |[(1—a)p ZAMM
tlim M'd =
¢
tlim oy —
\ dy + do (1_04)BZ>\12€+)\5 )
k=0
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Como Ay < Ay =1, temos

Logo,

lim M'd =

t— 00

t—1 1
. ko
th—r>nc>okz_0)\2 N 1—>\2

tlim Ay = 0.
dg(l—@)ﬁ
d 4N 2020/
( 1+ 1~ \
dg(l—@)ﬁ
d 4N 20/
LT,

0 /

{

0

)

(6.15)

Desta forma, podemos observar que, neste caso, do mesmo modo que no item i),

o sistema com M tende para o ponto fixo quando ¢t — 0.

Logo o Caso ii) estd demonstrado.

Caso iii) \{ < \y = 7 >

a+(1—a)p

(1-a)1-0)

Neste caso o autovalor dominante é \s.

O autovetor dominante associado a A\, pertencente ao conjunto D é

(1-a)p
T(1-a)(1=p)-a

—1-)f+7(1-)(1-p) -«

o qual é ponto fixo de M.

Y(l=a)(1-F)-a

Neste item, queremos mostrar que
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e Para d, =0,

e Para dy # 0,
(1-a)p
) Tl-a)(1-05)—-a
lim M'd =
o —(1l-a)f+y(1-a)(1-0) —a

Y(l—a)(1-0)-a

Demonstracao do Caso iii). Da mesma forma que no item ii) podemos ob-

Seérvar que

t—1
1 (1-a)B) M
M = k=0

0 AL
Assim, do mesmo modo,

( dl—f-dg(l—a)ﬁi)\g \

k=0

t—1
(1—a)B) A +)\§]

k=0

di + do

M'd = Norm(M}d) =

o\,

t—1

(1—a)B) A+ X

k=0

Kd1+d2

/

Seja dy = 0, entdo,
lim A7d—= (!
tgnoo - 0 .

Seja dy # 0. Vamos calcular o seguinte limite
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lim M'd =
t——00
\
(
th—r>noo
\

1' k 0
11m
t—00 -1
di+dy |(1—a) B M+ A
k=0
. do N,
th—I>noo
di+dy |(1—a)p Z)\k+)\t
d t—1
)\—1+d2(1 —a) By A )
2 k=0
t—1
7t | —a)BY N4
2 k=0
ds
d t—1
1 k—t
dy | (1 — At
)\t +dy | ( «Q ﬁkzo + /

Como Mg >\ =1¢e k—t<0 temos Ay~ <1, assim
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Logo,

dg(l—@)ﬁ \
Ay — 1
2 (1-a)p
i h(=a)f o T0-—a(-f-a
lim M'd = Ay — 1 —
e 4, —(I-a)f+7(1—a)(1-3)—a
d2(1_Q)5 7(1_05)(1_6)_05

\—)\2—1 +d2/

Desta forma, neste caso, temos que o sistema com M, dependendo da condicio
inicial, pode tender para dois pontos fixos diferentes quando t — oo. Aqui,
temos que o sistema com a aplicacdo M pode tender para um ponto fixo no qual
a densidade de particulas no estado & é 1 ou tender para um ponto fixo no qual
a densidade de particulas no estado & ¢é

—(1-0)f+7(0-a)(1-F)—a
T1—-a)(1-0)—a '

Logo o Caso iii) estd demonstrado.

A tabela 6.1 a seguir apresenta um resumo comparativo sobre os resultados obtidos
considerando o processo estocéstico definido por (6.5) na pagina (98) e a sua

aproximagdo deterministica definida em (6.13) na pagina 105.

l—a)+a l—a)+«
Processo v > il ) v < il )
(1-0)1—-0a) 1-0)1—-a)
estocéstico original pelo menos duas medidas invariantes | uma tnica medida invariante
aproximacao deterministica pelo menos dois pontos fixos um unico ponto fixo

Tabela 6.1: Comparacao entre os resultados obtidos com o processo estocédstico (6.5) e o
processo deterministico (6.13).
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Podemos generalizar o sistema apresentado nesta secio para n tipos de particulas.
Como ja foi dito na secdo 1.2, sejam ¢, o vetor contendo um na k -ésima posicado
e zeros em todas as outras posicdes e 0y o vetor contendo zeros em todas as
posicdes. Podemos escrever as operacdes de Morte, Conversao e Mitose de forma

mais geral, paratodo k=1,...,n:

e Conversdo: nesta operacdo, para todo ¢ = 1,...,n, cada k-particula pode
se transformar em um vetor ¢; com probabilidade positiva 0} 5., independente
de todas as outras. Neste caso, estamos representando a possibilidade de cada

k -particula se transformar em uma particula de qualquer tipo.

e Morte: nesta operacdo cada K -particula pode se transformar no vetor o
com uma probabilidade positiva 0}, 5,, independente de todas as outras. Nes-
te caso, temos que cada k -particula poder morrer com uma probabilidade

positiva.

e Mitose: nesta operacdo cada k -particula pode se transformar no vetor 24
com uma probabilidade positiva 0}, 5., independente de todas as outras. Nes-
ta operacao, estamos representando a possibilidade de cada uma k -particula

se transformar em duas k -particulas do mesmo tipo k.

Observe que Conversdo de k -particula no vetor J; significa que esta particula

permanece a mesma, nao ha mudanca.
Pela condi¢do (1.10) definida na pégina 13, para todo k=1,...,n,

n
Z Or.s5, + 0125, + 015, = 1.

1=1
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Neste caso,

91,(51 + 291,251 e 071,51
My = : 5
9175" 97’1,5" + 29”725n
Pelo teorema 5, se a matriz M, é primitiva, entdo a sequéncia de vetores
M'd = Norm (M¢d) tem o mesmo limite quando t — oo para todo vetor inicial

de DT.

114



Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas Futuras

No nosso trabalho apresentamos uma classe de sistemas de particulas sem colisoes,
com tempo discreto, a qual nés chamamos PWC, e estudamos a sua aproximacao
deterministica. Provamos que sob poucas consideracdes o nosso operador deter-
ministico tem comportamento semelhante ao de um operador ergddico, conforme

pode ser observado na definicdao 10 na pagina 23.

A classe de processos PWC apresentada nesta Tese se propde a representar di-
versos processos reais, incluindo processos de dinamica populacional e processos
biolégicos, além de dar surgimento a um novo ramo para pesquisas futuras dentro
da teoria das probabilidades. No entanto, os resultados obtidos representam um

primeiro passo no estudo desta classe de processos o qual precisa ter continuidade.

Desta forma, pretendemos estudar como é feita esta aproximacao para todo ¢ > 0,
tornando assim nossos resultados mais abrangentes. Em seguida, pretendemos ve-
rificar também se a sequéncia de medidas resultante do nosso processo estocastico

para t — oo € levada em uma medida concentrada no ponto fixo.

A quantidade de trabalhos na literatura que se propdem a fazer um estudo ma-

tematico de processos fisicos e bioldgicos tem se tornado cada vez mais extensa.
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Muitos destes trabalhos apresentam modelos estocasticos e suas respectivas apro-
ximacoOes deterministicas aplicando diferentes abordagens, inclusive com o estudo
de pontos fixos e a ergodicidade dos processos; por exemplo, em [20], é estudada

a existéncia de pontos fixos em alguns sistemas de rea¢des quimicas.

No entanto, esses trabalhos diferem do nosso em muitos aspectos. Em [12], por
exemplo, foi provada a convergéncia para um sistema dinamico deterministico de
um processo aleatério de Markov definido em redes de filas, onde a disciplina
adotada nas filas foi a FIFO (First In First Out), ou seja, o primeiro a chegar é
o primeiro a ser atendido. Isto difere do nosso trabalho pois filas cuja disciplina
de atendimento depende da posicdo do cliente em relacdo aos demais elementos,
como por exemplo as disciplinas FIFO e LIFO (Last In First Out), ndo podem ser
representadas por processos da nossa classe, uma vez que, em nOSSOS Processos,

nao hd interacdo entre as particulas.

Uma teoria de processos estocasticos que vem atraindo muita atencdo e sendo
objeto de inimeros estudos na literatura, como por exemplo [17] e [18], é a
teoria de processos de ramificacao iniciada com os processos de Galton-Watson.
Vdrios trabalhos tém surgido propondo o uso desta teoria nas mais diversas dreas do
conhecimento, como por exemplo dinamica populacional, ciéncia da computacao

e biologia molecular incluindo seqiienciamento de DNA [1], [5], [8], [28].

Acreditamos que alguns processos de ramificacao podem ser representados por
processos da nossa classe PWC, especialmente aqueles com tempo discreto, sem
interacao e nos quais nao é considerada a localizacao espacial das particulas, como
por exemplo, alguns de crescimento populacional e dindmica molecular, com re-
producao assexuada e mutacoes. Exemplos desses processos podem ser vistos em
[8]. No entanto ha casos em que os nossos processos ndo podem ser usados, como

por exemplo, no caso dos processos estudados em [6] e [26], pois a localizagdo
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espacial representa um papel importante no estudo daqueles sistemas. Desta forma
esses tipos de processos de ramificacdo ndo podem ser representados por processos

da nossa classe PWC.

No decorrer dos nossos estudos nos deparamos com uma questdo interessante.
De fato, aproximacdes de sistemas estocasticos por sistemas deterministicos sao
frequentemente usadas em vdrias ciéncias, algumas vezes sem uma fundamentacao
adequada. No caso das ciéncias naturais, como por exemplo fisica e quimica (com
excegdo de nano-processos), o nimero de componentes do sistema é grande, como

o nimero de Avogadro [19], logo a aproximagdo deterministica parece aceitavel.

No entanto, nas ciéncias sociais, como por exemplo demografia, o nimero de in-
dividuos pode ser pequeno. No caso em que sistemas com tempo continuo sao
considerados, modelos usando aproximacoes deterministicas por meio de equacoes
diferenciais apresentam comportamento qualitativamente diferente do modelo es-
tocastico associado, quando o nimero de componentes do sistema é pequeno,

como foi mostrado por exemplo em [2] e [31].

Por exemplo, levando em conta que medidas preventivas sdo tomadas ao primeiro
sinal de uma epidemia, o nimero de pessoas infectadas pode ser pequeno, como
foi observado no seguinte texto [37] : “A ocorréncia de dois casos de uma tal
doenca, associadas no espaco e no tempo na populacao em questao, € consi-
derada como prova suficiente para confirmar uma epidemia.” Neste caso, com
um nimero de pessoas doentes tdo pequeno, é ridiculo supor que este nimero é

uma variavel real e falar da derivada dela.

Varios estudos mencionam sem detalhes que se o nimero de componentes do
sistema nao é suficientemente grande, a aproximacao deterministica pode nao ser

aceitdvel como representacdo do modelo estocdstico, como por exemplo [2] e
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[27], mas ndo apresentam nenhum critério disto. No caso de tempo discreto, o

qual consideramos, o mesmo problema existe.

Desta forma, nossa sugestdao é descobrir os critérios e condicOes para usar a apro-

ximacao deterministica em sistemas com tempo discreto e continuo.
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Apeéendice

Neste apéndice apresentamos quatro esquemas das demonstracdes contidas neste
trabalho. Em cada esquema, as setas na cor vermelha representam que o resultado
foi usado na direcao da seta. Lembramos que, nos esquemas 7.1, 7.2, 7.3 e 7.4, T

significa Teorema, TA significa Teorema Auxiliar e L, Lema.
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P4gina 11
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Pagina 15

=

L1
Pagina 8
Pagina 16

L4
Pagina 14

L2
P4gina 10

Figura 7.1: Esquema das demonstracoes dos resultados contidos no capitulo 1. O numero 1
disposto dentro de uma figura oval, representa a respectiva conexao com o esquema apresentado
na figura 7.2.

119



i )
ﬂ-
—
v ;ﬂ -\§D
R No N N =
I\ I\ < e N
< — < < <
TErTE T Eq LS
80| | — B — &h o0 v
Nae] Nav Nav] <
A A A A o
| 1 b
<
g o
=5
N
'S\ No
~ o Q A
< <
Oj .S > — .E A
a0 — B0
N =
[a A )
ﬂ-
A ﬂ- g B
o p— -
v EoE
A
— ) K S
@\ @\ cn A
>~ S S — g—» — g
— 5o || Eh — o0 oD
- - 3 Vo o
A A = - 3
A 2 g
—1 "B
N~
A
?

Figura 7.2: Esquema das demonstragoes dos resultados contidos nos capitulos 2 e 3 e na
primeira parte do capitulo 4. O numero 1 disposto dentro de uma figura oval, representa a
respectiva conexao com o esquema apresentado na figura 7.1.
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Figura 7.3: Esquema das demonstracoes dos resultados contidos na sequnda parte do capitulo
4. Os numeros 2, 3, 4, 5, 6 e 7, dispostos dentro de figuras ovais, representam as
respectivas conexoes com o esquema apresentado na figura 7.4.
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Figura 7.4: Continuacdo do esquema das demonstragoes dos resultados contidos na sequnda
parte do capitulo 4, incluindo o nosso Teorema Principal (T 5). Os nimeros 2, 3, 4, 5,
6 e 7, dispostos dentro de figuras ovais, representam as respectivas coneroes com o esquema
apresentado na figura 7.3.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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