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Resumo

E conhecido que os inteiros algébricos totalmente positivos de alguns corpos numeéricos
sao somas de quatro quadrados de inteiros algébricos desses corpos. O caso de Q(\/g) foi
demonstrado por Gotzky e os casos de Q(v/2) e Q(v/3) foi demonstrado por Cohn. No
presente trabalho apresentamos uma prova alternativa do teorema dos quatro quadrados

de Gotzky para Q(v/5), utilizando o método geométrico de Minkowski.



Abstract

It is known that the totally positive algebraic integers of some number fields they
are sums of four squares of algebraic integers of those fields. The case of Q(v/5) was
demonstrated by Gotzky and the cases of Q(v/2) and Q(v/3) was demonstrated by Cohn.
In the present work we presented an alternative proof of the theorem of the four squares

of Gotzky for Q(1/5), using the geometric method of Minkowski.
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Notacao

R - Anel

R|x] - Anel dos polinémios sobre R

U(R) - Conjunto das unidades de R

I, - Anel dos inteiros algébricos

Z,, - Anel dos inteiros médulo p

Zy|x] - Conjunto dos polindmios na varidvel x com coeficientes em Z,
Z - Conjunto dos nimeros inteiros

Q - Conjunto dos nimeros racionais

R - Conjunto dos nimeros reais

C - Conjunto dos nimeros complexos

(x) - Ideal principal gerado por x

a - R - Ideal gerado por a em R

(ay,aq,...,a,) - ideal gerado por {ay,as,...,a,}
mdc(a, b) - Maximo dividor comum de a e b

| - Integral

X - Funcao caracterfstica

7R - Anel quociente de R sobre [

F* - Grupo ciclico multiplicativo do corpo F
[F,[z] - Anel dos polinomios sobre o corpo F,
L/K - Extensao de um corpo L sobre um corpo K
d(f) - Grau do polinémio f

B, (r) - bola do R™ de raio r e centro na origem
[L: K] - Grau de L sobre K

fao - Polindmio caracteristico de «

Po|Kk - Polindmio minimal de « sobre K

ker ¢ - Nucleo da funcao ¢

Im ¢ - Imagem da funcao ¢

¢ |a - Restri¢ao da aplicagdo ¢ ao conjunto A

| X| - Cardinalidade do conjunto X

M(a) - Norma do ideal a

||z|| - Norma de x
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|z| - Mdédulo de z

n! - Fatorial do nimero natural n
= - Congruente

| - Divide

~ - Isomorfo

YV - Para todo
> - Soma
H - Produto

U - Uniao disjunta

det A - determinante da matriz A

71k () - Trago de a em relacdo a L | K

Nik(a) - Norma de o em relacao a L | K

K(ay,...,ay) - menor subcorpo contendo oy, ..., q, e K
discrx (o, .. ., o) - discriminante da n-upla (aq, ..., ay)
dy, - Discriminante do corpo L

Vol(M) - Volume de M
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Introducao

O trabalho a seguir baseia-se no artigo intitulado Geometry of Numbers Proof of
Gotzky’s Four-Squares Theorem, de Jesse Ira Deutsch, publicado em 2002 ( ver [3] ).

Vérios foram os resultados de representagao de dois quadrados e quatro quadrados
para inteiros racionais estudados pelos matemadticos antigos; dentre eles estd o famoso
Teorema de Lagrange que afirma que todo inteiro positivo pode ser representado como a
soma de quatro quadrados de inteiros. Este famoso resultado foi conjeturado pela primeira
vez por Diofanto, um dos primeiros matematicos gregos. Fermat, embora tenha tentado
provar tal resultado, nao obteve éxito, conseguindo apenas provar o teorema dos dois
quadrados. Mais tarde, Euler aproveitando o resultado obtido por Fermat acrescentou
resultados substanciais sobre o problema e, finalmente, em 1770, Lagrange deu a primeira
demonstracao completa do teorema, tendo como base o trabalho desenvolvido por Euler.
No inicio do século XIX, Cauchy provou que todo inteiro racional positivo tem sido soma
de trés nimeros triangulares, quatro quadrados, cinco nimeros pentagonais, etc. Em
1928, Gotzky provou que todo inteiro totalmente positivo em Q(\/g) ¢é soma de quatro
quadrados de inteiros algébricos daquele corpo. Em particular, Gotzky mostrou que o
nimero destas representacoes para um inteiro totalmente positivo o € @(\/5) é

8- 2 INW)I =4 > INWI[+8- > [NW)],

W)l 2[()]ex 4| ()]

onde N significa a norma do corpo e (v) representa os ideais dividindo a.. Aproximada-
mente em 1960, Cohn extendeu este trabalho para mostrar a existéncia de representagoes
por somas de quadrados para Q(v/2) e Q(\/g) Além disso, ele mostrou que trés quadra-
dos sao suficientes em um nimero de casos. Os teoremas de Gotzky e Cohn tem sido
demonstrados por meio da teoria de funcoes modulares para duas varidveis complexas
e relacionados a fungoes theta. Embora os resultados de Gotzky e Cohn exigiram con-

hecimentos das regides fundamentais dos grupos modulares e cuidadosas estimativas dos



valores das funcoes theta, eles foram capazes de obter valores exatos para o nimero de
tals representacoes.

No presente trabalho, uma demonstracao alternativa mostrando a existéncia da rep-
resentacao de um inteiro racional como soma de quatro quadrados é feita utilizando o
teorema do limite convexo de Minkowski da geometria dos niimeros. Também o teorema
classico dos dois quadrados pode ser provado com técnicas muito semelhantes. Ainda
neste trabalho, andlogos destes teoremas sao provados usando a técnica do limite convexo
de Minkowski para representacao por somas de quadrados no caso do corpo quadratico
Q3.

Daqui por diante, o desenvolvimento do nosso trabalho seguird o seguinte roteiro:

e no capitulo 1 apresentamos a prova do teorema de Lagrange para representacao
de um racional inteiro como soma de quatro quadrados de inteiros, utilizando o Anel

dos Quatérnios Inteiros de Hurwitz e suas propriedades;

e no capitulo 2 apresentamos o método geométrico, utilizando a geometria dos niimeros,
dando énfase ao teorema de Minkowski para pontos de um reticulado e provamos o

teorema de Lagrange através do referido método;

e finalmente, no capitulo 3 apresentamos o trabalho de Gesse Ira Deutch, onde nés
utilizamos o método geométrico anteriormente citado e provamos o teorema de Gotzki
que afirma ser todo inteiro totalmente positivo do anel dos inteiros algébricos Iows)s

uma soma de quatro quadrados de inteiros deste anel.

xi



Capitulo 1

Teorema dos quatro quadrados para

0Os Inteliros racionais

Neste capitulo provaremos o famoso teorema de Lagrange o qual afirma que todo

racional inteiro nao negativo é soma de quatro quadrados de racionais inteiros.

1.1 Anel dos quatérnios reais

Nesta secao, apresentaremos um pouco da estrututura e das propriedades do anel dos
quatérnios reais, que serao relevantes no decorrer deste capitulo.
Seja
Q = {(ap, a1, ag, a3); ag, a1, ag, az € R}
Defina, para todos x = (ag, a1, a9, 3), ¥y = (B, B1, B2, B3) em Q, as seguintes ope-
ragoes:

Loz +y= (a0 +Bo, o1 + By, a2+ By, a5 + B3)

2. vy = (aofy — a1y — azfy — azBz, aofly + 1By + azfBs — azfBy, apfy + aafy+
+azf; — a1By, aoBs + azBy + a1y — asf)

1. (@, +,+) ¢ um anel, denominado o anel dos quatérnios reais.

Observe ainda que fazendo as seguintes identificacoes:

1:=(1,0,0,0),4:=(0,1,0,0) , j:=(0,0,1,0) , k:= (0,0,0, 1), temos:



Q = {ao+aii+azj + ask;ag, a1, a0, a3 € Ri% = j2 = k* = ijk = —1,

ij = —ji=k,jk=—kj=1iki=—ik=j}

O leitor pode observar que () é um anel nao comutativo em que 0 = 0 + 0z + 05 + 0k
el =1+ 0¢+ 05 4+ 0k funcionam, respectivamente, como o zero e o elemento unidade.
Agora, se x = ag + a11 + asj + azk # 0, entao ag, aq, as, ag nao sao todos nulos; como

sa0 reais, temos que = ad + a3 4+ a2 + a2 # 0. Portanto:

_ % o 0n. 0
V=B "B BB

E facil mostrar que -y = 1. Assim, os elementos nao nulos de @ formam um grupo

keq@

nao abeliano com relagao a multiplicacao, sendo por isso denominado anel com divisao

ou anticorpo.

Definicao 1.1 Para x = ag+ a1i + asj + ask em @), o conjugado de x, indicado por x*,
é definido por

" =g — a1 — anj — ask
Lema 1.2 A conjugacao em @ satisfaz:

(1) (z) ==
(2) (6x +vy)* = dz* +yy*, 6,7y € R
(3) (zy)* =y*a*

Prova.(1) e (2) segue diretamente da definigao 1.1.
Em virtude de (2), para provar (3) basta fazé-lo para uma base de @) sobre os reais, a

saber a base 1,17, j, k. Observe:

Pk = () =k = k=i = () (i) =

ick=—j = (i-k)'=(=j)=j=k-i=(=k) (=) =Fk"-d"
analogamente para j e k. Portanto (3) é verdadeira para todas as combinagoes lineares

dos elementos da base com coeficientes reais; entao vale para x e y arbitrdrios em ). W



Definigao 1.3 Se z € ), entdo a norma de x, indicada por N(x), é definida por
N(z) =z 2"

Notemos que se © = ag + aqi + asj + azk, entao:

N(z) = (ao+ ari+ agj + ask) - (g — i — agj — ask)

2 2 2 2

Observagao 1.4 N(0) =0 e N(z) >0 sex # 0 em Q. Em particular, para todo nimero

real o, N(a) = o?. Se x # 0, observamos ainda que

Lema 1.5 Para todos z,y € Q,
N(z-y) = N(z)  N(y)
Demonstragao.Pela prépria defini¢ao de norma(1.3), temos:
N(@-y)=(z-y)-(z-y) =z-y-y 2"

Contudo, y-y* = N(y) é um nimero real e, portanto, estd no centro de @); em particular,

ele comuta com z*. Dali,

Nz-y) = (x-y) - (x-y)=x-y-y -z
= (z-2")-(y-y") = N(x) - N(y).

Portanto, N(x -y) = N(x) - N(y) |

Lema 1.6 (Identidade de Lagrange) Se g, oy, as, a3 e By, 81, By, B3 sGo nimeros reais,

entao:

(g +oi+as+03)- (Bo+B1+05+055) = (afy— a1, — axfy — asfs)® +
(B + a1By + azfBs — azfs)’ +
+<04052 + 04250 + O4351 - 04153)2 +

+(aofs + asfBy + o By — 04251)2



Demonstragao. Sejam
x=ap+ait+azj+azk e y=p0,+ 010+ By) + sk

Entao, temos que

-y = (awfy— 1By — @By — azfs) + (oS + 1By + azB; — azBy)i +
+(aofs + asfly + azfy — a1Bs)j + (awfBs + asfy + a1fy — asfBy k.
Pela definicao 1.3 e o lema 1.5, temos
N(z-y) = N(x)- N(y) = (of + of + af + af) - (B + 51 + 55 + B5)
= (aofy — 1By — azfy — 04353)2 + (a0 + 1By + a3 — 04352)2"‘
+(@0Bs + a2y + azfy — a183)” + (a0fs + asBy + a1y — a2). n

1.2 O anel dos quatérnios inteiros de Hurwitz

Nesta secao introduziremos o anel dos quatérnios inteiros de Hurwitz, que possui
uma estrutura na qual o algoritmo da divisao & esquerda ¢ vdlido, o que nos permitird
caracterizar seus ideais & esquerda.

Seja ¢ = 5(1+1i+ j + k) e considere o conjunto
H = {moC + mai + maj + msk ; mo,m1, ma, ms € Z}.

Lema 1.7 H ¢é um subanel de Q). Se x € H, entdo x* € H e N(x) é um inteiro positivo

para todo x nao nulo em H. [ |
Definicao 1.8 H é chamado de anel dos quatérnios inteiros de Hurwitz.

Os dois lemas seguintes sao resultados simples obtidos da estrutura dos inteiros, porém

importantes na demonstragao do algoritmo da divisao que veremos a seguir.

Lema 1.9 Sejam t,n € Z comn > 0. Existem x,r € Z tais quet = x -n+r, onde

Y

cpel
r< —-
- T2

|3

para este x,

|t —nx| = |r|

IN
NIE



Demonstracao.Como Z ¢é euclideano, existem ¢, s € Z tais que

t=qg-n+s, coms=0 ou [s|<n.

Se

)

0< [s] <

o3

entao r = g e r = s e finalizamos. Por outro lado, se

|s] =

|3

Y

temos

t=(qg+1)-n+s—nses>0out=(qg—1)-n+s+nses<0.
Portanto, r =q¢+1ler=s—mses>0ouxr=q—ler=s+nses<0.
Lema 1.10 Sejam tg,t1,ta,n € Z com n > 0.Entao, exviste k € Z tal que
lto+2-t1—n-(ta+2-k)] <n.
Demonstragao. Novamente do fato de Z ser euclideano, existem p, s € Z tais que

to+2-t1=p-n+s, com 0<s<n

Consideramos dois casos

1. se p — ty é par, entao colocamos

2-1{7:p—t2

e obtemos

Portanto,
to+2-t1=02-k+t) -n+s

e finalmente
lto+2-t1—n-(ta+2 k)| =1s|=s<n.



2. se por outro lado, p — t5 é fmpar, colocamos
2 k=p—ty+1

ou seja

p:2-/€+t2—1.
Dati, segue que
to+2-t1=2-k+ts—1) n+s=2-k+t) n+s—n

o que nos leva a

lto+2-t1—n-(ta+2 k)| =|s—n|<n.

Logo, em ambos os casos, o lema segue. [

Lema 1.11 (Algoritmo da divisao & esquerda-fraco) Sejaa € H en € Z* . Entao

existem dois elementos c,d € H tais que
a=c-n+d com N(d) < N(n).
Demonstracao. Suponhamos que
a =toC +t1i +toj +tsk € ¢ = xo( + x11 + w2 + w3k,
onde xg, x1, X2, x3 sao inteiros a serem determinados de maneira que
N(a—c-n) <n*= N(n).

Mas observe que

ldit itk ldid itk
a—c-n = (t()(%)—i-tli—l—tgjﬁLtgk)—nxo(%)—

—nx1t — nxy) — nrsk
ou seja
1 1 .
a—c-n = §(t0 — nxo) + 5(150 +2t; — n(xo + 221))i +

1 o1
—|——(t0 + 2t2 — n(.f[) + 2%2))j + §<t0 + 2t3 — ’fl(l’o + 21’3))]@

2
portanto
to — 2 (to+2t — 211))?
N(a—c-n) = o 4m0) 1 ot 2h Z(%Jr ) |
(to —+ 2t2 — TL(Z'() -+ 21‘2))2 (to + 2t3 — TL(Z'() -+ 21’3))2
+ 1 + 1 .



Pelos lemas 1.9 e 1.10 podemos tomar xg, z1, 2 € x3 tais que
n
[to — nao| < 5 © lto + 2t; — n(xo + 22;)| < n para i =1,2,3.

Segue entao que

1 1 1 1 13
N(a—c-n) §1—6n2+1n2+1n2+1n2:1—6n2<n2:N(n).

Logo,a=c-n+ (a—c-n) com N(a —c-n) < N(n). |

Lema 1.12 (Algoritmo da divisao a esquerda-forte) Sejam a eb em H com b # 0.

Entao existem dois elementos ¢ e d em H tais que
a=c-b+d e N(d) < N(b).

Demonstracao. Pelo lema 1.7, n = b - b* é um inteiro positivo e pelo lema 1.11, existe

um c € H tal que

a-b*=c-n+dy, onde dy € H e N(dy) < N(n).

Assim,
N(a-b"—c-n)=N(d) < Nn) = N(a-b"—c-b-b") < N(b-b")
ou seja
N({(a—c-b)-b")<N({b-b") = N(a—c-b)- N(b*) < N(b) - N(b")
e entao
N(a—c-b) < N(b).
Colocandod=a—c-b = a=c-b+d com N(d) < N(b). |

Lema 1.13 Seja L um ideal & esquerda de H. Entdao existe um elemento u € L tal que
todo elemento em L é um maltiplo a esquerda de u; em outras palavras, existe um u € L

tal que todo x € L é da forma

r=r-u, onder € H.



Demonstragao. Se L = (0), basta tomarmos u = 0.

Portanto, podemos assumir que L # (0). Em virtude do lema 1.7 as normas dos
elementos nao nulos sao inteiros positivos; logo, pelo principio da boa ordenagao para os
naturais existe um elemento u # 0 em L cuja norma ¢ minima sobre os elementos nao

nulos de L. Se x € L, pelo lema 1.12 existem ¢,d € H tais que
r=c-u+d, onde N(d) < N(u).
Como L é um ideal & esquerda de H, temos

c-ueled=_ o —c-ue€l.
€ c
eL eL

Pela minimalidade de N(u), segue que
N(d)=0 = d=0.
Logo, x =c-u com c € H. [ |
Lema 1.14 Sea € H, entao

a'€H < N(a)=1.

1

Demonstragao. Se a e a™! estao em H, entao pelo lema 1.7 tanto N(a) como N(a™ ')

1 = 1; portanto, pelo lema 1.5, temos

sao inteiros positivos. No entanto, a - a~

N(a)-N(a™')=N(a-a')=N(1)=1.

Logo, N(a) = 1.

Reciprocamente se a € H e N(a) = 1, entéo

Pelo lema 1.7 segue que a~' € H |

1.3 Teorema dos quatro quadrados

Nesta secao provaremos o principal resultado deste capitulo, ou seja, o teorema de
Lagrange que inicialmente comentamos. Ainda apresentaremos alguns lemas no caminho

deste.



Lema 1.15 Seja R um anel com elemento unidade, R ndo necessariamente comutativo,

tal que os unicos ideais o esquerda de R sejam (0) e R, entdo R é um anel com divisdo.

Demonstragao. Devemos mostrar que se 0 # a € R, entao existe b nao nulo em R tal

que a-b=1. Mas se a € R é nao nulo, seja
I=(a)={z-a ; x€R}
o ideal a esquerda de R gerado por a. Como I # (0), pois a € I, temos que [ = R. Como
le R=1,existebe Rtal que b-a =1.
Portanto, R é um anel com divisao. |
Nosso proximo resultado serd o cldssico teorema de Wedderburn, que aqui nao serd

demonstrado uma vez que necessitaria de muitos outros resultados da teoria dos corpos

finitos; porém sua demonstragao pode ser encontrada em [9].

7

Teorema 1.16 (Wedderburn) Um anel finito com divisio é, necessariamente, um

corTpo. |
Consideremos agora os quatérnios W, sobre Z,, onde p ¢ um primo fmpar, ou seja:
W, ={ao+ a1t + azj + sk ; o, a1,00,03 € Z,}.
Observacao 1.17 W, é um anel finito; além disso, como p # 2, W, é nao comutativo,
por exemplo, i-j = —j-i# j-i, uma vez que —1 =p—1%#1 em Z,.
Consideremos ainda o ideal bilateral V' em H definido por:
V = {xo( + 210 + 295 + 23k 5 P 70,71, T2, T3}
Lema 1.18 % ~ W,.
Demonstragao. De fato, considere a aplicacao

H — W,
@ :
moC + mat + moj + mgk +—— MmoC + Myt +myj + Mgk

¢ é claramente um homomorfismo sobrejetor e
ker(p) ={v € H ; p(v) =0} = {moC + mui + maj +msk ; p| mo,mi,ma,mz} =V

Pelo teorema do homomorfismo, temos que:

H
ker(p

= Im(¢)

ou seja, % ~ Wp. |

Ne)



Lema 1.19 (Artificio de Euler) Se 2a = 22 + 22 + 23 + 22, onde x¢, 71, 72,3 Sd0

inteiros, entdo a = y3 + yi + Y3 + y3 para certos inteiros yo, yi, Y2, Ys-

Demonstragao.Como 2a é par, entao os x; sao todos pares, todos fmpares ou dois sao
pares e dois sao impares. De qualquer forma, em todos os trés casos podemos reordenar

os x; e agrupéd-los de maneira tal que

To+ T _ Xo— T x2+x3e Xy — X3

Yo = 5 y 1= 5 y Yo = Ys =

sejam todos inteiros. Mas

o+ 2 Xo— T 2 To + T3 2 T9 — T3 2
1 - 41 -
gl = (250 (250 + (252) + (252)

2 2 4 .2 2 | 2 2 | .2
xh + 2xox1 + 2] + x5 — 2071 + TF + T5 + 22973 + 15 + 15—

4
—2wyx3 + T2
4
202 + 222 4+ 222 + 222 1
- xli e x3=§(x§+x§+x§+x§)
1
= —.2 — .
5 2a=a
Portanto, o lema segue. [ |

Agora estamos prontos para provarmos o nosso principal resultado.

Teorema 1.20 (Lagrange) 7Todo inteiro positivo pode ser expresso como uma soma de

quadrados de quatro inteiros.

Demonstragao. Como todo inteiro decompoe-se num produto de mimeros primos, em
vista do lema 1.6, o teorema resume-se a provar que todo primo é soma de quatro quadra-
dos. Observe que

2=12+12+0%+ 0%
Assim, sem perda de generalidade podemos admitir que o nimero primo seja impar.

Seja p um nimero primo mpar e consideremos os quatérnios W, sobre Z,, ou seja
W, ={ao+ a1t + azj + sk ; g, 01,009,053 € Z,}.

Pela observagao 1.17 W, ¢é finito e nao comutativo e pelo teorema 1.16, ele nao pode ser
um anel com divisao, pois, caso contririo seria um corpo.

Pelo lema 1.15 W, possui um ideal & esquerda que nao é (0) e nem W,

10



Agora pelo lema 1.18 temos que % ~ W,, onde
V ={zo( + w10+ 32j + 23k ; Pl 20,71, 72, 73}

Dai, temos que V' nao pode ser um ideal maximal & esquerda em H, pois, caso contrario,

% ~ W, nao teria nenhum ideal & esquerda além de (0) e W,, ou seja W, seria um anel

com divisao, o que seria um absurdo.

Assim, existe um ideal & esquerda L de H satisfazendo:
L#+#H,L#*#V eLDV.

Pelo lema 1.13 existe um elemento u € L tal que todo elemento em L seja um muiltiplo a

esquerda de u. Observe ainda que
p=2p( —pi—pj—pk eV C L.

Ou seja, p € L, donde p = ¢ - u para algum ¢ € H. Como u ¢ V| ¢ ndo pode possuir um
inverso em H, caso contrério, u = ¢~! - p estaria em V. Assim, pelo lema 1.14, N(c) > 1.

Como L # H, unao pode ter um inverso em H. De fato, pois se assim nao fosse, terfamos:
vl u=1€l = L=H.

Portanto, novamente pelo lema 1.14 N(u) > 1. Como p = ¢ - u, temos pelo lema 1.5,

Como ¢ e u sao dois elementos nao nulos de H, entao pelo lema 1.7 N(c) e N(u) sao

inteiros positivos e sendo N(c), N(u) > 1 e divisores de p?, entao

Como u € H,

u = moC + myt + mej + msk , onde mg, my, my, m3 € Z;
assim:

2u = 2moC + 2mqi + 2mej + 2mgsk

= mg+ moi + m()j + mol{i + 2m11 + 2m2] + 2m3k

= mo+ (2my +mg)i + (2ma + mg)j + (2ms + myp)k

11



e segue que
N(2u) = N(Q)N(u) = mg + (le -+ m0)2 + (2m2 -+ m0)2 + (2m3 -+ m0)2
ou seja,
4p = mg + (2m1 + m0)2 + (2m2 + m0)2 + (2m3 + m0)2.

Como 4p é soma de quatro quadrados, entao pelo lema 1.19 2p e portanto p também
o ¢é. Logo,

2 2 2 2
p=a0+al+a2—|—a3,

para alguns inteiros ag, ay, as € as. |

12



Capitulo 2

Método (Geométrico para a prova do
Teorema Classico de Soma de

Quatro Quadrados

Neste capitulo apresentaremos uma prova alternativa do Teorema cldssico dos quatro

quadrados utilizando um método geométrico bastante simples, porém muito interessante.

2.1 Reticulados

Nesta secao apresentaremos nocoes basicas da geometria dos ntimeros, em particular,
estudaremos os reticulados que sao subgrupos aditivos e discretos do R", em vista de
demonstrarmos o famoso teorema de Minkowski para pontos de um reticulado.

Seja L um R - espaco de dimensao n, isto é, isomorfo ao R - espago R™. Distinguimos
em L uma base ey, e, . .., e,(por exemplo, e; = (1,0,...,0),...,¢e, = (0,...,0,1) no caso
em que L = R").

Definicao 2.1 Sejamxz =&, -e1+---+&,- e, ey=mn,-e1+---+mn, e, elementos de
L. Definimos:

1. o produto escalar entre x e y, denotado como (x,y), por

2. o comprimento de x, representado por ||x||, como sendo

lzll = V(@ 2) = /&1 + - + &,

13



3. a bola de centro 0 e raio p, indicada como B,, por

By={zeL; |z|| <p}

Observagao 2.2 As defini¢oes acima sao naturais em vista do isomorfismo acima men-

cionado.
Dados z1,..., 2z, € L com m < n, consideramos os conjuntos:
m
M=7Z -+ ---+72- 2z, = {Zai-zi; A1ye e ey Gy GZ}
i=1
e
m
i=1
Definicao 2.3 Diremos que M é um reticulado de L quando z,...,z, forem linear-
mente independentes sobre R; neste caso, chamamos {z1,...,zn,} uma base associada ao
reticulado M.
Defini¢ao 2.4 Quando M é um reticulado com base {z1, ..., zn}, 0 conjunto T, é chamado

de malha fundamental associada a esta base.

Exemplo 2.5 Seja L=R* e M =Z-v; +7Z - vy, onde v; = (1,1) e vy = (2,1). Observe
que estes vetores sao claramente linearmente independentes sobre R e pela defini¢io 2.3

acima, M é um reticulado. Observe ainda que
M={(z+2y,z+y) €R*, onde z,y €L}

Definicao 2.6 Diremos que um subconjunto C de L ¢ limitado, se C' C B, para algum

p>0.

Definicao 2.7 Um subconjunto D de L é discreto, se D N B, for finito para todo p > 0;

neste caso, D N C' é finito, qualquer que seja o subconjunto limitado C de L.

O resultado seguinte nos permite concluir quando um dado subconjunto M de L é um

reticulado, sem a necessidade de conhecermos uma base deste.

Proposicao 2.8 Um subconjunto M de L serd um reticulado de L se, e somente se, for

um grupo em relacao a adi¢do e for discreto.

14



Demonstragao. Suponhamos que M seja um reticulado de L.
Entao, claramente, M é um grupo aditivo. Suponhamos que vy, ..., v, formem uma
base do reticulado M; entao

m < n,

e existem v,,41,...,0, € L tais que vy,...,v, sao linearmente independentes sobre R e,
portanto, formam uma base de um reticulado M’ que contém M. Para mostrar que M é
discreto, basta provar que M’ o é. Se wy, ..., w, formarem a base dual de vy, ..., v,, isto
¢,

(vi,wj) = 52](173 = 1, N ,TL),

entao para todo z = ajvy + - - - + a,v, € M’ teremos que

(z,w;) = (qqv1 4+ a0+ + ayv,, ;)

= ay(v,wy) + -+ aj1 (v, wy) +ai (v, wp) +
N ~ 7 — s’

=0 =1
F0j41(Vj11, W5) + - - + an(0n, w;)

'

Dat,
(zwy) =a;(j =1,...,n).
Para todo p > 0 e todo z € M’ N B, temos que
@I |z wi)| < Izl - fJwsl] < o Nwsll G =1, n);
€z

logo, M' N B, ¢ finito e portanto, M’ é discreto.

Por outro lado, seja M um grupo aditivo e discreto. Suponhamos que uq, ..., U,
formem um sistema maximal de elementos de M linearmente independentes sobre R;
entao uq, ..., U, formam uma base do reticulado My =7%Z-uy + -+ 7Z - u,,. Sendo T}, a

malha fundamental associada a esta base, temos que
(MNT,)+ M C M,

e como todo x € M ¢ linearmente dependente(sobre R) de uy, ..., Uy, temos
(MNT,)+ My=M

logo,

I:Zai~ui+2pi-ui coma; €Z e 0<p, <1li=1,...,m),
i=1 i=1

15



>€MﬂTu.

=1

e assim
m m
E szZ:<l’— E a; - U
i=1

Considerando o homomorfismo candnico
M
M — Ve
)

Q:
m +—— m-+ M,

é sobrejetivo. Como M é discreto e T, é limitado, temos que

1 .
concluimos que ¢ .
M N'T, é finito; logo ]\]\/[40 também o é. Denotando por g a ordem de %, temos:
!/ /-1 .

onde u; =g~ -u(i=1,...,m).

m) -

MCgt' My=7Z-uy+---+7Z-u

Portanto, M é um Z-médulo livre, de um posto k£ < m, logo possui uma base

{v1,..., 0%}

Das inclusoes
MyCMCg™t M

resulta que os R-espacos gerados por estes Z-mdédulos coincidem, isto é,

R'U1+"‘+R‘Um:R"U1+“'+R'Uk,

donde concluimos que k£ = m e que vy,...,v; sao linearmente independentes sobre R.
|

Portanto, M é um reticulado de L.
Dado um reticulado M consideramos, além da malha fundamental T,, também as
., Um} do reticulado M.

outras malhas z + T,,(z € M), associadas a uma base {vy,
Mostraremos que todo conjunto limitado intersecta apenas um nimero finito destas mal-

has.
., Um} do reticulado M,

Lema 2.9 Seja T, a malha fundamental associada & base {vy,
e seja C' um subconjunto limitado de L. Entio C N (z +T,) = @ para quase todos 0s

ze M.

Demonstragao. Para todo
t= Z p; v €T,
=1

16



temos, pela desigualdade triangular, que:

m m m
Il <D llpi- vl =Y lpsl - lluill < 7, onde 7= [luil] -
i=1 i=1 i=1

Supondo, sem perda de generalidade, que C' = B, para algum p > 0, consideramos z € M
tal que
B,N(z+T,) # @ ;

digamos z +t = x € B, para algum t € T,; entao:
121l = llz = ¢l < flzl] + {1t < p+ 7

logo z € B,,,. Como M ¢ discreto, pela proposicao 2.8, o conjunto M N B, ¢ finito,

donde resulta a afirmacao. |

Teorema 2.10 Seja L um R-espaco de dimensao n e M um reticulado em L com base

{v1,...,um}. As sequintes condi¢des sao equivalentes:
(i) m=n;

(ii) Existe um subconjunto limitado C' de L tal que L = U (z+C).
zeM

Neste caso temos, em particular, que L = U (z + T)(reunido disjunta), sendo T a

zeM
malha fundamental associada a uma base de M.

Demonstracao. (i) = (ii) Para todo = € L, temos que:

n

x:Zai-vi+Zpi~vi com a; €Z e 0<p, <1li=1,...,n)

i=1 =1

logo,

L=JGE+T).

zeM
A reuniao é disjunta, pois de

n

n n n
/ /
E ai-vi—kg pi-vizg ai~vi+§ P Vi
i=1 i=1 i=1

i=1
resulta que
e, portanto

!/ / .
a;=a; e p,=p;, para it =1,...,n.

17



(i) = (i) Suponha que m < n. Entao, a base {v1,...,v,} de M, com m < n, pode
ser completada até uma base {vy,...,v,} do R-espaco L. Se wy, ..., w, formarem a base
dual de vy, ..., v,, entdo (z,w,) = 0 para todo z € M.

Seja p > 0 tal que C C B,, e seja y = p' - w, para algum p’ > p. De (ii) resulta que
y=z4+c, com z€ M e ce C.
Como (z,y) = 0, concluimos que
lyll* = (z + ¢,9) = (z,9) + (e,9) = () < lell - [lyll < p- Nyl

entao,
Iyl < p.

em contradigdo com ||y|| = ||p" - wy|| = p'. |

2.2 O Teorema de Minkowski

O principal objetivo desta secao é a prova do Teorema de Minkowski e, para tanto
necessitamos de algumas propriedades do volume em L, transferidas para o mesmo pelo

isomorfismo natural com o R™ por meio da base distinguida ey, ..., e,.

Lema 2.11 Para subconjuntos C' de L que sao reunioes finitas de paralelepipedos, valem

as sequintes propriedades:
a) Vol(T,) = |det(a;)|, sendo v; = Zazj cej(t=1,...,n ;a5 € R);
j=1

b) Vol(z 4+ C) = Vol(C) para qualquer z € L ;

c) Vol(y-C)=~"-Vol(C) para qualquer v € R, v >0 ;

d) Se CNC'" =@ entao Vol(CUC") =Vol(C)+ Vol(C"). |
Lema 2.12 vy,...,v, € L formarao uma base de um reticulado em L se, e somente se,
Vol(T,) # 0.

Demonstragao. Segue imediatamente do item a) do lema anterior. [

18



Lema 2.13 Seja w; = Zw”‘j cv;(i=1,...,n), comw; €R. Entdo:
j=1

Vol(T,,) = |det(w;;)| - Vol(T,)
Demonstracao. De fato, observe que:

w1 = W1V + -+ Wiply

= wll(allel + -+ Oéln€n> + -+ wln(anlel + -t O!nnen)

= (wnon + -+ wipapr)er + -+ (W, + 0+ Wi )en
Wy = Wa21V1 + *** + WapUp

= w21(a1161 + -+ alnen> +---+ w2n(an1€1 +---+ annen)

= (w1011 + - - + Wapnr)er + -+ - + (Worapy + - - - + Wiy )€y

Wy = Wp1V1 + -+ + WppUn
= wpi1(aier + -+ + apen) + -+ Won(apier + -+ appen)
= (wnlall +---+ wnnanl)el +---+ (wnlaln +---+ wnnann)en

Pela parte a) do lema (2.11), temos:

VOl(Tw) = |det(cw)| s onde Cij = Zwikakj
k=1

ou seja,

Vol(T,,) = |det [(wi;) - (aij)]| = |det(wy;)] - |det(ai;)] -
Portanto, Vol(T,,) = |det(w;;)| - Vol(T5,). [ |
Observagao 2.14 Obuviamente, wy,...,w, € vy,...,v, formardo bases do mesmo retic-

ulado se, e somente se, w;; € Z(1,j =1,...,n) e det(w;;) € {—1,1}.

Lema 2.15 Para todas as bases vy, . ..,v, de um reticulado M, os volumes Vol(T,) co-
icidem.
Demonstragao. Segue imediatamente do lema 2.13 e da observacao 2.14. |

Definicao 2.16 Seja M um reticulado em L. O volume de M, representado por Vol(M),
é definido como sendo o volume da malha fundamental associada a uma base deste retic-
ulado, ou seja:

Vol(M) = Vol(T,),

onde vy, ...,v, formam uma base de M.
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Observagao 2.17 Pela parte b) do lema 2.11 observamos que o Vol(M) é igual ao

Vol(z 4+ T,) de todas as malhas associadas a vy, ... ,v,(z € M).

O nosso préximo resultado afirma que os conjuntos z + C(z € M), obtidos de C' por
deslocamento ao longo de um reticulado M, serao disjuntos, dois a dois, somente quando
C for suficientemente pequeno. Observamos também que o mesmo serd fundamental para

a demonstracao do Teorema de Minkowski que decorrerd como um coroldrio.

Teorema 2.18 Seja C C L tal que Vol(C) seja definido e seja M um reticulado n-
dimensional de L. Se os conjuntos z + C(z € M) forem disjuntos dois a dois, entdo

Vol(C) < Vol(M).

Demonstragao. Seja T' a malha fundamental associada a uma base de M. Pelo teorema

2.10, temos que

L=JGE+1),

zeEM
logo,
C=CNnL=CnN (U(z+T)> = J@ni+1)),
zeM zeM
sendo ambas as reunioes disjuntas. Pelo lema 2.9 existem zq, ..., 2, € M tais que

CNiz+T) =2,

para todos os z € M \ {z1,...,2.}; logo:

r

C:U(Oﬂ(szT)).

i=1
Como, por hipétese, —z; + C(i = 1,...,r) sdo disjuntos dois a dois, a reunido

U=z +0)nT)

i=1

também ¢ disjunta. Finalmente:
De fato:

acCN(z+T) = aeCeac(z+7T).
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Mas,

a= a—2z +z = a€(—%+C)NT)+z
——
€(—z+C)NT

Por outro lado,
a€((—z+0C)NT)+2s = a=b+z, combe (—z+C)NT

dai, a € C'N (2 +T). Logo:

r
L]

Vol(C) = Vol || J(CN(z+T))

=1

_ ZVolCﬂ z+T)) ZVOZ —%+0)NT)

=1

= Vol (LTJ(—ZZ +C)N T) < Vol(T) =Vol(M).

Portanto, Vol(C) < Vol(M). |

Definicao 2.19 Um subconjunto C' de L serd chamado centralmente simétrico se, para

qualquer ¢ € C, tivermos que —c € C.

Definicao 2.20 Um subconjunto C' de L serd chamado convexo se para quaisquer c,c €

C, o conjunto
{prct(l—p-cd;0<p<1}

estiver contido em C.
Exemplo 2.21 Seja L = R2. Considere o sequinte subconjunto C' de L:
C={(z,y) eR*; 2> +y* <r*® onde r € R%.

Observe que C' é a bola do R? de centro na origem e raio r e é claramente convezo e

centralmente simétrico.
Mais geralmente, temos:

Teorema 2.22 Toda bola B C R"™ de centro 0 e raio r > 0 é convexa e centralmente

simétrica.
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Demonstragao. Seja B a bola fechada do R™ de centro 0 e raio r > 0, ou seja:
B=B,(r)={zeR"; |z| <r}.
Observe que se x € B, entao:
=zl = [I(=1) - =[] = [=1] - lz]| = ||zf| <+ = (—2) € B.
Portanto, B é centralmente simétrica. Por outro lado, se z,y € B entao
[zl <7 e [yl <r
Para qualquer ¢ € [0, 1], temos:
11 =)z +tyll < |1 =Bzl + ltyll = A =) [l + tllyll < A= t)r +tr =1
Logo, B também ¢é convexa. [

Coroldrio 2.23 (Teorema de Minkowski) Seja C' um subconjunto convezo, central-
mente simétrico de L tal que Vol(C) seja definido, e seja M um reticulado n-dimensional
em L. Se

Vol(C) > 2" - Vol(M),

entao

Cn(M\{0}) # 2.
Demonstragao. Pelo item c¢) do lema 2.11, temos:
1 —-n
Vol (5 : C) =2""-Vol(C) > Vol(M),
e pelo teorema 2.18, concluimos que os conjuntos
1
5 : C + Z(Z € M)
nao sao disjuntos dois a dois, isto é, existem z1, 2o € M, z1 # 23, € ¢1, ¢ € C tais que
+2z1 = = +
B C1 21 = 9 Co 29.
Como C' é centralmente simétrico e convexo, temos que:

—ce€C e 21—22:%-62—|—(1—%)-(—01)€OH(M\{O}).
Logo, C'N (M \ {0}) # @. [
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2.3 Soma de Dois Quadrados

Nesta se¢ao trataremos basicamente do problema de representacao de um primo racional
como soma de dois quadrados, utilizando para isto a geometria dos niimeros. Apresentare-
mos, inicialmente, alguns conceitos e resultados da teoria dos grupos que se adequam ao

contexto.

Definigao 2.24 Seja p € Z wm nimero primo impar; a # 0 é dito um resto quadratico

de p se existe um inteiro x tal que x> = a modp. Caso contrdrio, a é dito um nao-resto

quadrético.

Lema 2.25 Os restos quadrdticos mod p formam um subgrupo multiplicativo do grupo

multiplicativo Z;, de ordem %. [ |

Lema 2.26 Seja S = {y> + 1 ; y € Z}; entdo existe z € S tal que z ndo é um quadrado

mddulo p.

Demonstracao. Suponha que S possua apenas quadrados médulo p. Seja y € Z tal que

y seja um quadrado médulo p, ou seja:
y = 2*(modp) com v € Z = y+1 =2+ 1(modp)
Como (2% + 1) € S, entao
2> +1=t*(modp) = y+1=2>+1=t*(modp)

ou seja, y + 1 é um quadrado médulo p. Portanto, por inducao, todo inteiro positivo é
um quadrado mdédulo p, o que é um absurdo, pois, pelo lema anterior, apenas metade dos
inteiros entre 1 e p — 1 o sao.

Logo, existe z € S tal que z nao ¢ um quadrado médulo p. [ |
Lema 2.27 Se ny e ny sdo nao-restos quadrdticos, entdo n, - ny é um resto quadrdtico.ll

Lema 2.28 Se p é um nimero primo tal que p = 1mod(4), entdo —1 é um resto

quadrdtico mod p.

Demonstracgao. Seja



Como p — 1 = 4n(n € Z), neste produto x existe um niimero par de térmos, e conseqiien-

temente

Mas,
p—1=—1modp
p—2=-—2modp

de modo que
¢ o (e ) o (= (552) s

(p — 1)!mod p.

Il
—_
[\)
=
|
=
=
@}
oL
i)

Pelo teorema de Wilson, temos que
(p—1)!'=—1modp
e, portanto 22 = —1 mod p. [

Teorema 2.29 Todo primo racional p para o qual —1 é um resto quadrdtico tem uma

representacdao p = x* + y? onde x,y € 7Z.
Demonstragao. Como —1 é resto quadratico mod p, temos pela definicao 2.24
I?=—1modp, onde [ € Z. (2.1)
Considere o subconjunto M do R? dado por
M=Z-v1+Z- vy, onde vy = (1,1) e vg = (0,p)

Pelo ftem a) do lema 2.11, obtemos:

11
Vol(T,) = |det =p#0
0 p

Pelo lema 2.12 e a definigao 2.16 segue que M é um reticulado com base {(1,1), (0,p)} e
Vol(M) = Vol(T,) = p.
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Seja C' a bola de centro zero e raio r do R2, ou seja
C = By(r)={(z,y) e R*; 2> +y* <r* onde r € R* }
Pelo exemplo 2.21, C' é convexo e centralmente simétrico e
Vol(C) = 7 -r2.

Fixando r? = 1, 28p, temos:

Vol(C)=m-r* = (3,14) - (1,28) - p = (4,0192) - p > 4 - p = 2% . Vol(M).

Pelo teorema de Minkowski(coroldrio 2.23), C'N (M \ {0}) # 2.
Seja,
Q=m-(1,l)+n-(0,p) com m,n €7Z

um ponto de M no interior de C. Fazendo,
r=mey=Im+np,
temos:
2+ = m?+ (Im+np)? =m?+ Pm? + 2mnp + n*p?
= (1+1*)m*+ (2lmn + n’p)p.

Entao,

22 +y* = (1 +1*)m*modp

Mas, por (2.1),
P=-1lmodp = 1+ =kp = (1+0°)m*=m’kp,

ou seja

(14 1*)m? = 0mod p

De (2.2) e (2.3),0btemos:
22 4+ y*> = 0mod p

Por outro lado, como () estd no interior de C', entao
O<a®+y?<r’=1,28p<2p
Logo, de (2.4) e (2.5), = e y sao inteiros que satisfazem z2 + y* = p.
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2.4 Soma de Quatro Quadrados

Nesta secao veremos mais alguns resultados necessdrios para a utilizacao do método
geométrico, dentre eles, citamos o cédlculo de volumes de bolas no R", que serd aqui
apresentado de forma genérica. Para finalizarmos, apresentamos uma prova alternativa

do teorema de Lagrange, utilizando o referido método.

Lema 2.30 Para todo primo racional p, existem racionais inteiros x e y tais que x> +

y*> + 1= 0(modp).
Demonstragao. Se —1 ¢ um resto quadratico de p, entao existe a € Z tal que:
a®* = —1(mod p) = a*>+ 1 = 0(mod p).
Entao, fazendo x = a e y = 0, temos
2>+ +1=0a*+1=0(modp).
Suponha que —1 nao é um resto quadratico médulo p. Considere o conjunto:
S={y"+1;yel}

Pelo lema 2.26 existe y € Z tal que y%> +1 = z € S nao é um quadrado médulo p. Entao,
pelo lema 2.27 —1 - (y*> + 1) = —y? — 1 & um resto quadratico médulo p. Dai, existe um
racional inteiro x tal que:

r? = —y* — 1(mod p)

Portanto, 22 + 3? + 1 = 0(mod p). |
Veremos a seguir informagoes sobre o volume de bolas de raio 7 no R", que é crucial

para a aplicacao da técnica do limite convexo de Minkowski.

Lema 2.31 Seja B,,(r) a bola fechada de raio r, em R™, centrada na origem. Seu volume

Fuclideano é:

n n n—1
T 2" - on—1

Vol (Ba(r)) = — 1", Vol (Baua(r)) = Ix3x---x(2n—1) N

n!

Demonstragao. Para simplificarmos a notacao utilizaremos V,,(r) para representar a

bola do R™ de raio r, centrada na origem. Pela definicao de volume no R"”, temos:

Viea(r) = / xwyde,
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onde y : R"™ — R ¢ a fungao caracteristica de V;,.1(r).

Pelo teorema da integracao repetida, temos que:

V() =2 /0 (/ Xt(ac)dx) it |

onde x, é a funcao caracteristica do seguinte conjunto:
{'T S R" ) t Z 0 ) (‘T7t) € BnJrl(r)} = Bn (teja \Z r? — t2> )
entao:

/n X¢(x)dz = Vol (Bn (tej, m>> =V, < r? — t2>
= (Vir=2) v,

em virtude do item c) do lema 2.11. Dai,
Viia(r) = 2-/ V(1) - (12 —t3)24dt
0
onde 0 <t<rou0< % < 1. Fazendo sen(z) = f, temos:
0
0<z< 5 e dt = r - cos(x)d.

Pela 1¢ relagao fundamental da trigonometria, temos:

(;)2—1-0052(:16):1 — cost(a)=1- = =1

€ segue que

1 1 n
cos(x) = — - Vr2 —t2 = cos"(z) = — - ( r? — t2> ,
r rn

donde
( r2 — t2)n =" cos"(x).

Portanto,

/ («/73 _ t2>n dt = /2 " - cos"(x) - 1 - cos(x)dr = " /2 cos" ™ (x)dz.
0 0

0

Utilizaremos agora a seguinte férmula:

/ cos™ (z)dy = @) senl@)  mo 1 / cos™ () dx.

n n
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r n n . % %
/ (rP—t)2dt = . cos”(x) - sen(x) FRRLE / cos" ! (z)dx
0 n+1 o n+1 Jp
=0
— n+1 n . 2 n—1 d
r 1 /o cos" (z)dx.

Assim, aplicando a férmula n-vezes, temos:

ntl, _n_ n=2 n-d
. r il il 1, se n for par
n
/ (7”2—252)2 dt =
0
ntl, _n_ n=2 n-d4 . T {
r ol nl n=3 1.3, sen for fmpar
Voltando a (2.6), temos:
ntl, _n_  n=2 n-d _ | 6
T a1 no1 n=3 1, se n+ 1 é impar

Vi1 (r) = 27" V(1) -

ntl, n_ n=2 n-d4 | s 6
r v i e 1-3,sen+1épar
Pelo que foi feito anteriormente, temos que:
= 3 5
n— n— n— s
n n—2 n—4 1 2 n-par
Va(1) =2V, 4(1) -
n—1 n—-3 n=5 .
U 1, n-impar
e
= 4 n—6
n— n— -
n—1 n—-3 n-=>5 1 , -par
Voo1(1) =2V, (1) -
n=2 n-4 n=6_ CI oo
( n—1 n-3 n>5 1.5 ,n-fmpar

Continuando este processo, podemos expressar V,,;1(r) pela férmula abaixo:

;

n—2

-1 n-3 s s
ontl  ntl n_. ceeea1) i LT 1.-2).....1-2
" n+1 n—1 n n—2 2 2
Produto denfato?ers, com n—+1 impar
Vn+l<r):
gnt+l ntl n .n_z.....l.f (r=1 n=3 1).....1. 1
n+1 n—1 2 n n—2 2

Produto de n fatores, com n+1 par
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e, simplificando, obtemos:

() () (354 )
n-(n—1) )-

(n+1‘)~ . (n—2)1 (n-l— 1)—1'mpar

Vo (r) = 277 pmth

: (n+1).2.(u).12.<nfs).2.....1.2 , (n+1)-par

2 2

o (n 4 1)-impar

2n+1 L entl <

potl ot (ngll)! , (n+1)-par

Portanto, o resultado segue. |

Vamos agora provar o principal resultado desta secao pela técnica do limite convexo.
Teorema 2.32 Todo inteiro positivo é soma de quatro quadrados de inteiros racionais.

Demonstragao. Por argumentos vistos no teorema 1.20, basta provarmos o teorema
para os primos racionais. Dado um primo p, pelo lema 2.30, existem inteiros a e b tais
que

a® +b* 4+ 1 = 0(mod p). (2.7)

Considere o subconjunto M do R* dado por:
M:Z'U1+Z-02+Z'U3+Z"U4 s

onde

v1 = (1,0,a,b) , v =(0,1,b,—a) , v3 =(0,0,p,0) , vy =(0,0,0,p).

Do lema 2.11, obtemos:

S 2
| S
S

Vol(T,) = |det =[1-1-p-p|=p*#0.

o o o
o O = O

p 0
0 p

Em virtude do lema 2.12 e a definigdo 2.16, M é um reticulado com base {vy, ve, v3,v4} €
Vol(M) = Vol(T,) = p*.
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Um ponto qualquer deste reticulado é dado por:

z-(1,0,a,b) +y-(0,1,b,—a) + k- (0,0,p,0) +m - (0,0,0,p) =
= (z,y,ax + by + kp,bx — ay + mp), com xz,y, k,m € Z.

Fazendo,

z=ar+by+kpew=br—ay+mp,

temos que um elemento tipico deste reticulado é da forma (z,y, z,w), x,y, z,w € Z tais
que:

z = az + by(mod p) 2.8)
w = bx — ay(mod p) '

Seja By(r) a bola de raio r centrada na origem em R?*. Pelo lema 2.31, temos que:

2 2
Vol(By(r)) = o rt = 5 ot

Fazendo r? = 1, 81p, temos:

2

Vol(Bi(r)) = T () = Y

5 - (1,81p)? =
= 5 -(3,2761) - p* = (4,9298) - (3,2761) - p* =

9,8596

= (16,150518) - p* > 16 - p* = 2* - Vol (M)

Dai, algum r tal que 7> > 1,81p serd suficiente. Escolhendo 7 tal que 7> = 1,9 e
observando pelo teorema 2.22 que By(r) é convexa e centralmente simétrica entao, pelo
teorema de Minkowski(coroldrio 2.23) temos By(r) N (M \ {0}) # @.

Seja (x,y, z,w) € M um ponto no interior de By(r), ou seja:

[(z,y, z,w)|| <7 = Va2+y2+ 22 +w? <r,

ou seja,

P24+ 2+ <r’=1,9% (2.9)

Mas, para esta escolha de inteiros z,y, z e w, temos por (2.7) e (2.8) que:

Pyt 2w = (2% + P+ dPe? 4 2abay + b2y 4 bP2? — 2abry + a’y?) mod p

(2%(1 + a® + b*) + y*(1 + a® + b*)) mod p

[(2? +2?)(1 + a® + b*)] mod p

0 mod p.
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Portanto,
p}(mz + 92 + 22 +w?)

e por (2.9), concluimos que p = x2 + y* + 2% + w?.
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Capitulo 3

Teorema dos Quatro Quadrados de

Gotzky

Neste capitulo trataremos do principal resultado do nosso trabalho, ou seja, apre-
sentaremos uma prova alternativa do Teorema dos quatro quadrados de Gotzky utilizando
resultados da geometria de nimeros. Para tanto, estudaremos inicialmente os corpos

quadréticos e, em particular, o corpo Q(v/5).

3.1 Corpos Quadraticos

Nesta se¢ao estudaremos os corpos quadraticos e mostraremos que todo corpo quadratico
possui um elemento primitivo distinguido da forma v/d, univocamente determinado a

menos do sinal, onde d é um nimero inteiro "livre de quadrados”.
Defini¢ao 3.1 Um subcorpo L de C é dito um corpo quadrdtico se [L : Q] = 2.
Lema 3.2 Qualquer o € L\ Q é um elemento primitivo da extensio L | Q.
Demonstracao. De fato, observe que:
1<[Qa):Q<[L:Q] =2
portanto, Q(«) = L. |

Observagao 3.3 Os elementos 1, formam uma base desta extensao e, pajo = fa,Liq €

um polinémio em Q[z] de grau 2.
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Considere o seguinte conjunto:
D={decZ\{0,1}:c*1d, onde c€Z e ¢* # 1}.

Proposigao 3.4 A aplicagao definida por d — @(\/E) é uma bijecao de ® sobre o

congunto de todos os corpos quadrdticos.

Demonstracao. Para qualquer d € © temos que [Q(\/E) : Q] < 2, pois p Vo divide

22 — d. Vale a igualdade, pois caso contrério terfamos:
VieQ = VdeZ = d=(Vd)?¢D (Absurdo!).
Para provar que a aplicacao é injetiva, supomos que:
Q(Vd) = Q(Vd'), onde d,d €.
Dai, existem r, s € Q tais que:
VI =r+s-Vd = d=r>+s-d+2-r-s5-Vd.

Como d' € Z, temos:

r-s=0 = r=0o0us=0.

Se s = 0, entao,

Vd =rel,nQ=272 = d' ¢ D (Absurdo!).

Portanto,

r=0ed =35 d

Nas fatoragoes de d’ e de d, todo nimero primo p ocorre com um expoente 0 ou 1; na

fatoracao de s2, porém, com um expoente par; donde resulta que:
=1 = d =d.
Seja L = Q(«r) um corpo quadratico com,
Pa|Q=x2+a-:c+b€@[x].

Pondo 3 = a + g, temos:



Vé-se facilmente que existem d € ® e 7 € Q \ {0} tais que:

Z—b:r2-d;

obviamente L = Q(+/d). [
Usando 1, v/d como base da extensdo L = Q(\/E) de Q, o polinémio caracteristico de

qualquer elemento a = 7 + s - v/d € L é obtido, como:

r—r -5 ) s
fa,Li@ = =z =2-r-x+r°—s-d,
—s-d xz—r

umavez que a-1=r+s-vVdea-vd=s-d+r-+d Portanto, temos que:
Trola) =21 e Nygla) =1r*—s* - d. (3.1)
Proposicao 3.5 Seja L = Q(\/d), onde d € ®. Entio:
Iy = {%ng-\/a:m,neZ; m25n2-d(mod4)}

Demonstracao. O : Se,

a:% g-\/acomm,neZem25n2-d(mod4),
entao:
2 2 2 _ 2.4
forg=12"—2 % x+mz—%-d:x2—m v+ = 4n

Como m? = n? - d(mod4) temos que f, 1o € Z[z]; logo o € I.

C: Sejam 7, s € Q tais que & = r + s - V/d € I; entéo:
2-r="Tyola) €Z e 1’ —s*-d=Npgla) €Z;

logo,
(2-8)2-d=2-1)?—4-(r*-5*-d) €L

Sendo k, € Z (respectivamente e, € {0,1}), o expoente do nimero primo p na fatoragao

de 2 - s (respectivamente de d ), concluimos que:
2:ky+e >0 = k, >0 = 2-5€Z.
Chamandode m =2-ren=2-s,entao r = 3 e s = 3. Dal,
a:%%—g-\/a eque m*—n?-d=4-1”-4.-5*-d=4-(r*—s*-d)

¢ um multiplo de 4. [ |
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Teorema 3.6 Seja L = Q(\/E) onde d € D, e seja 6 = \/d (respectivamente = HT‘/E)
no caso em que d = 2 ou 3 (respectivamente = 1) mod 4. Entdo, 1,0 formam uma base

do Z - mddulo Iy,

Demonstracao. Os elementos 1, sao linearmente independentes sobre Z, pois o sao

sobre QQ; por isto, basta provar que Z + 7Z -6 = I,.. Se,
1°) 6 = V/d, com d = 2 ou 3mod 4, temos:

2
Vd e 02=22. dmod 4.

0
§=-+=
2+2

2°) 62%—#5\/&, com d = 1mod 4, temos:
m=1ln=1em?=1=d=n? dmod4.

Portanto, § € I, e Z + 7Z - C I;. Para provar a inclusao inversa, observamos pela

proposicao 3.5, que qualquer « € I, é da forma:

%_’_g.\/a’ com m,n € Z e m? =n?-d(mod4).

No caso em que d = 1 mod 4, temos que:
22 2 2
m-=n"-(1+4-k)mod4d = m” =n”mod4.

Dai, m e n possuem a mesma paridade, digamos m = 2k +n com k € Z. Logo:

a:2k+n+g-\/ﬁzk+n- (1+\/&> —k+n-é.

2 2

No caso em que d = 2 ou 3mod 4, basta mostrar que m e n sao pares. Se n fosse

fmpar terfamos:
n*=1mod4 = n*=1+4 = m?=(1+4t)-dmod4 = m? =dmod4 ;

e, portanto, d = 0 ou = 1mod4 (Absurdo!). Concluimos que n ¢ par, e de m? =

n?-d = 0mod 4 decorre que m também ¢é par.

Pretendemos agora tratarmos de corpos quadraticos L para os quais I seja um

dominio fatorial e, para tanto, usaremos a nocao de dominio euclidiano.
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Definicao 3.7 Diremos que um dominio R é euclidiano se existir uma aplicacao 0 :

R\ {0} — N com as sequintes propriedades: Para quaisquer a,b € R\ {0},
(i) de a | b decorre O(a) < O(b).

(ii) existem q,r € R tais que a=q-b+1r e [r=0 ou 9(r) < A(b)].
Proposicao 3.8 Todo dominio euclidiano é principal e, portanto, fatorial.

Demonstracao. Dado um ideal ndo-nulo a de R, existe b € a \ {0} tal que J(b) seja

minimal em {J(a) : a € a\ {0}}. Para qualquer a € a sejam ¢,r € R tais que:
a=q-b+re[r=0ou d(r)<ab).

Como r = a —q-b € a, a desigualdade J(r) < d(b) é impossivel devido & minimalidade
de 0(b); portanto,
r=0ea=gq-be(b) = a=(b).

Resulta que R é um dominio principal, logo fatorial. [ |

Observacgao 3.9 No caso do anel I}, dos inteiros algébricos de um corpo quadrdtico L =
Q(v/d), um candidato natural para a aplicacio O é a norma absoluta (restrita a 11\ {0}),

isto é, a aplicacao definida por oo — |NL\@(04)‘.
Proposicio 3.10 Dado v € Q(v/5), existe k € Lo tal que \Ng g 0(y — k)| < 1.

Demonstragao. Sejam

1++5
2

7:r+5\/5ek:x+y< >,comr,s€@ex,y€Z;

daf,

'y—k:r—x—%—l—(s—y)-\/g.

Por (3.1), temos:

N@(ﬁ)\@ﬁ_k)‘ = (T_x_%>2_5 ( _%)2
e portanto,
/\/’@(\/g)|<@(7—]€)’<1 <— (T—x—%>2—g'<25_y)2’<1 (3.2)




Suponha que (3.2) é falsa para alguns racionais 7, s e todos os inteiros x,y ; e nés
podemos supor que:

0<r<-e0<2s<—. (3.3)

N —
N =

Existe daf um par em (3.3), tais que uma das desigualdades abaixo é satisfeita:
2
[Play)]: (r—a—%)"21+5 (25 —y)°,
2
IN(z,y)]:2-2s—y)’ 21+ (r—az—4)°.

Em particular, vamos fazer uso das desigualdades:

[P(0,0)] : r* > 1+ 5s% | [N(0,0)] : 5s* > 1+ r?
[P(1,0)] : (1 —7)*>>1+5s* | [N(1,0)] : 5s* > 1+ (1 —1)?
[P(~1,0)]: (14+7)2 > 14552 , [N(=1,0)]:55% > 1+ (1+7)?

Se r = s =0, entao P(0,0) e N(0,0) sao ambas falsas, o que é impossivel. Se r e 2s
satisfazem (3.3) e ndo sdo ambos nulos entao, P(0,0) e P(1,0) sao falsas; e dai N(0,0) e
N(1,0) sdo verdadeiras.

Se P(—1,0) é verdadeira, entdao N(1,0) e P(—1,0) nos dara:

(1472 >1+582>2+(1—1)%
donde resulta que:

Y

N —

142r+7r2>241-2r 412 = 4r>2 — r>

e por (3.3), temos:
1 1

= Ot

ou seja, s> > 1 (absurdol!).

Dai, P(—1,0) é falsa, e entao N(—1,0) é verdadeira. Portanto,
55> > 1+ (1+7)*> =2+ 2r +7* > 2 (absurdo!).
Logo, a proposicao segue. [
Corolério 3.11 IQ(ﬁ) ¢ euclidiano com relacao a norma absoluta.

Demonstragao. Sejam 9,7, € Iz com 7, # 0. Temos que % € Q(V5) e, pela

proposi¢ao 3.10, existe k € I 5 tal que:

)
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Tomando v, =6 — k- 71 € Iz, temos:

0=k-v1+ 72,
e
)
Wowmiea)| = Wowse |m- 5k
)
= Nawsie) "Nwm@ (71 —’f) ?
e por (3.4), temos ‘NQ(\@”Q(%)‘ < ‘NQ(\/E)\QWl)’- -

Veremos agora o discriminante para corpos quadraticos, dado na seguinte proposicao:

Proposigao 3.12 Seja L = Q(\/d), sendo d € . Entio:

4d quando d =2 ou 3mod4
d quando d = 1mod4

dr, =

Demonstracgao. Para qualquer a =+ s - v/d, com r, s € Q, temos que:

a2:(r2—|—32-d)+2-r-3-\/a;

logo,
Tro(l) Trola
diSCL‘Q<17O[) = det L|Q( ) L|Q( )
Tro(e) Tro(e?)
2 2. ,
- det — 4 .g2. d

2.7 2-(r*+s%-d)

Em particular, temos que:

1 d
dz’sch(l, \/E) =4-d e discyg (1, + \/_> =d.

2

14+d
2

Como, pelo teorema 3.6, 1,v/d (respectivamente 1, ) formam uma base integral de

L no caso em que d = 2 ou 3 (respectivamente = 1) mod 4, obtemos o resultado desejado.

Apresentaremos agora as unidades e os primos de IQ( Nt

Lema 3.13 Seja w = 1*—2\/3 Nao existe nenhuma unidade € € U ([@(\/g)) tal que 1 < e <

W.
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Demonstragao. Suponha que exista uma unidade ¢ = a + b - <1+2‘/5> tal que:

1<a+b-(%>:g<w:1+7*/5<2

a’?+ab—b* = +1;

—1<a—b-<1+\/g><1. (3.6)

(3.5)

dai, temos:

2
De (3.5) e (3.6) obtemos:

0<2a<1+

<3 = 20a=2 = a=1,

1++5
9

pois a € Z; e portanto,

1 1
1<1+b-< +2\/5> < +2\/37

que é impossivel para b € Z. [ |

Teorema 3.14 Seja L = Q(+/5). Entdo:

. 1+V5
U(IQ(\/E)>:{iwi e 5 enGN}.

Demonstragao. Temos que:

5= =-1;

?

1 1
4 4

1+5
N(w):/\/< 5 )

+n

portanto, w é uma unidade. Como U (IQ(\/g)) ¢ um grupo, entao +w>" sao unidades.

Vamos mostrar que estas sdo as unicas unidades de Iy 5. Seja e € U <IQ(\/5)>. Sem

perda de generalidade podemos supor que € > 0. Como ¢ € R e R é arquimediano, temos:
e=w" ou W' <e<wt(nez).

" . ¢ é uma unidade e, admitindo o segundo caso, segue que:

Temos ainda que w™
wh W =l<w M e<w W =w

o que ¢ um absurdo em virtude do lema 3.13. Portanto, ¢ = w”. Desde que —¢ ¢ uma

unidade se € ¢ uma unidade, entao o teorema segue. |

Teorema 3.15 5 é um resto quadrdtico dos primos racionais da forma 10n =1 e um

nao-resto quadrdtico dos primos racionais da forma 10n £ 3. |
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Teorema 3.16 Os primos de Q(\/5) sio (1)v/5, (2) os primos racionais 5n + 2, (3) os

fatores a + bw dos primos racionais bn + 1(e os associados destes nimeros).

Demonstragao. Seja m = a + bw um primo de Q(\/g) Em virtude do corolédrio A.17, a

determinacao destes primos depende da equagao:
N(m)=a*>+ab—b"=p;

ou seja:

4a® + 4ab+ b* — 50* = 4p = (2a + b)? — 5b* = 4p.
Se p = bn £ 2, entao:
(2a +b)* — 5b* = 20n £8 = (2a + b)* = £3mod 5,

que & impossivel. Daf estes primos sdo primos em Q(+/5).

Se p = bn £ 1, entao pelo teorema 3.15 5 é resto quadrédtico mod p, ou seja:
p| (22 — 5) para algum z € Q(\/5),
e portanto p é fatorado. Observe ainda que:
b= (V5" = (2w—1);

e isto finaliza a demonstracao do teorema. [ |

3.2 Decomposicao em corpos quadraticos

Nesta secao veremos os tipos de decomposicao de primos para os corpos quadraticos,
anteriormente apresentadas num contexto mais geral.
Seja 1,6 uma base integral de L, onde § = v/d, Py = 2® — d no caso em que d = 2 ou

3mod4, e d = 1+2\/E, Pog=a*—x— % no caso em que d = 1 mod 4. Para todo niimero

primo p, denotamos por k, o homomorfismo canénico de Z[z] sobre F,[z].

Teorema 3.17 Seja P = Fjq. Para todo nimero primo p, as sequintes condigoes sao

equivalentes:

(i) p é ramificado em L.
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(it) O polinomio k,P € F,[x] é insepardvel.
(iit) p é um divisor do discriminante dj.
(iv) p satisfaz uma das sequintes condigoes:

a) p=2ed=3mod4, ou b)p divide d.
Neste caso temos que p- I, = P e f(P) = 1, onde P ¢é o unico ideal primo de I,

que estd acima de p; além disto,

k,P = (x —k,1)? e P = (p,d — 1) quando p=2 e d = 3mod 4;
k,P =2 e P = (p,d) quando p|d e d =2 ou 3mod4;
kyP = (z — k, (%))2 e P= (p,(S—E) quando p | d e d = 1mod4.

2

Demonstracao. A equivaléncia das condigoes (i), (ii) e (iii) resulta do coroldrio A.52. A
equivaléncia entre (iii) e (iv) resulta de que d;, = 4 - d (respectivamente = d) no caso em
que d = 2 ou 3 (respectivamente = 1) mod 4.

Se d = 3mod 4, entao obviamente
kQP = ICQ(I’Q — d) = .1'2 — k’gd = (l’ — kzl)z.

Se p dividir d e d = 2 ou 3mod 4, entdao 2> — k,d = x?. No caso em que d = 1 mod4,

temos que P = 22 — 2 — t, sendo t € Z tal que d = 1 + 4t. Se p dividir d, entdo:
4t = —1modp e 41> = —tmodp ;
logo,

ko P = 2 4 ey (48) - 1 + o (412) = (2 — ko (26))% = (m —k, (%))2 |

O resto resulta do teorema A.50. [

Teorema 3.18 Seja P = Fjq. Para todo nimero primo p, as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:

(i) p é decomposto em L.
(it) O polinomio k,P € [F,[x] é separdvel e redutivel.
(iit) p satisfaz uma das sequintes condigoes:
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a) p=2ed=1mod8, ou

b) p é impar e d é resto quadrdtico mod p.

Neste caso temos que p- I, =P -P e f(B) = f(P') =1, onde P e P’ sdo os unicos
1deais primos de I, que estao acima de p; além disto,

kP =x-(x—Fkyl) e P=(p,9), P =(p,6d —1) quando p=2, d =1mod8 ;

kyP = (x —kpa) - (x + kpa) e B = (p,d —a), PB' = (p,0 + a) quando p for impar e d
=2 ou 3mod 4, sendo a € Z tal que d = a® mod p;

kP = (x—kyg)  (r— k(1 —0)) e B = (06— 0), ¥ = (0,6 — 1+ g) quando p for
impar e d = 1mod 4, sendo g € Z tal que d = (2g + 1)*> mod p.
Demonstracao. (i) <= (ii) resulta do teorema A.50.

(i) = (iii): Existem a,b € Z tais que:
kyP = (x — kpa) - (x — kyb) e a = bmodp.

Pelo teorema 3.17, resulta que p nao divide d e que d = 2 ou 3mod 4 implica p # 2. No

caso em que d = 2 ou 3mod 4, temos que:
a+b=0modp e a’=—a-b=d modp :

logo d é um resto quadratico modp. No caso em que d = 1mod4, temos que a + b =
lmodpe

d—1
a2—az—a-bETmodp.

Para p = 2, temos:

—1
a’> =a mod2 — dTEO mod2 = d=1 modS&.

Se p # 2, entao:
(2a—1)?=4-(a*—a)+1=d modp,
logo d é um resto quadratico mod p.
(iii) = (ii): Suponhamos que p =2 e d = 1 mod 8. Entao,

-1
dTEO mod2 = kP =z - (x — kyl).

Suponhamos que p seja fmpar e d = a®> mod p para algum a € Z. No caso em que d = 2

ou 3mod 4, temos que:
k,P = (x — kpa) - (x + kpa), e kya # —kpa pois 2a =0 modp.
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No caso em que d = 1 mod4, temos que P =22 —x —t, sendo t € Z tal que d = 1 + 4t.

Seja g € Z tal que 2g = a + 1 mod p ; entao:
d=a’>=(2g—1>2modp = 4t =0a’>—-1=4g-(g—1) modp,

e assim,

—k=g-(1—g)modp e k,P = (x —kyg) - (v —ky(1 —g)).

Além disto, temos que k,g # k,(1 —g), pois 2- g — 1 = a = 0 mod p. Em todos os casos,
k,P & separdvel e redutivel em F,[z]. O resto resulta do teorema A.50. [
Do fato de que os niimeros primos inertes em L sao exatamente os que nao sao nem

ramificados nem decompostos em L resulta imediatamente o seguinte:

Coroldrio 3.19 Seja P = Psg. Para todo niimero primo p, as sequintes condigoes sao

equivalentes:

(i) p é inerte em L.
(it) O polinomio k,P é irredutivel em Fp[z].
(i) p satisfaz uma das sequintes condigoes:

a) p=2ed=>5mod8, ou
b) p é impar e d é nao-resto quadratico mod p.

Neste caso, p - I, é um ideal primo de I, e f(p- 1) = 2. [ |

3.3 Soma de dois quadrados em Q(+/5)

Nesta secdo veremos que todo inteiro algébrico totalmente positivo de Q(y/5) tem uma
representacao em soma de dois quadrados de inteiros de Iy 5. Este resultado serd muito
importante na demonstracao do nosso principal resultado, que serd visto logo em seguida.

Seja I,z denotar o anel dos inteiros algébricos de Q(+v/5). Como 5 = 1 mod 4, temos
pelo teorema 3.6 que:

1+5
Iz = Z[1,¢], onde € = .

2

Definigdo 3.20 Seja a = a+b-+/5 € Q(v/5). O nmimeroa =a —b-+/5 é denominado

o conjugado do naimero o no corpo Q(v/5).
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Lema 3.21 Seja k € Ioyss)- Entao, existe v € 7 tal que k - k = —2?mod 5.
Demonstragao. Seja k =a+b- ¢, onde a,b € Z. Entao:

k-k = (a+b-¢)-(a+0b-8) =a®+ abe + abe + b*cE

_ a2—|—ab<1_\/5+1+\/3>+b_2(1—5)

2 2 4
= a®+ ab—b%
ou seja,
k-k+b*=a’>+ab = k-k+b*=(a®+ ab)mod5. (3.7)
Por outro lado, temos:
a® + ab = (—4a® — 4ab) mod 5. (3.8)

De (3.7) e (3.8), segue que:
k-k+0b* = (—4a®> — 4ab)mod5 = k -k = (—4a® — 4ab — b*) mod 5;
portanto, k - k = —(2a + b)?mod 5 e fazendo = = 2a + b o resultado segue. [ |
Lema 3.22 (Artificio de Euler) Sejam a, f € R. Entao:
(a+ﬁ)2+ (a—ﬁ)zz o? + 2
2 2 2

Demonstragao. Observe que:

(a+ﬁ>2+(a—ﬁ)2:2a2+252 :a2+52‘

2 2 4 2

e, portanto o resultado segue. [ |

Lema 3.23 Se —1 é um quadrado modp, entao —5 também o é, no anel dos inteiros

Tows)- Além disso, existem x,y € Io5) tats que 22 + 5% = Omod p.
Demonstragao. Como —1 é um quadrado mod p, existe y € Io 5 tal que:
y?=—1modp = 5y* = —5modp = (\/5@/)2 = —Hmodp.

Fazendo z = v/by, temos que:
2> = —5modyp ,

ou seja, —5 ¢ um quadrado mod p.
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Observe ainda que:
y? -2 =5modp = (y-2)* = 5modp.
Faca x =y - z e entao 22 = 5mod p. Como —1 = y? mod p, temos:
—22 =5y mod p ;

ou seja, 2 + 5y* = 0 mod p. [ |

Lema 3.24 Sejap € Z um nidmero primo tal que p = —1mod4 e, v € Iz satisfazendo

~ . . . . 1
v? = —5modp. Entdo, v pode ser escolhido como um racinal inteiro em Q((T‘f).

Demonstracao. Desde que v? = —5mod p, temos:
7P = -5modp = v*=7"modp = (v +7)- (v—7)=0modp.
Como p ¢é primo temos que:
v+7=0modp ou v —7 = 0modp.
Se v +7 = 0mod p, entao escrevendo v = a + b - com a,b € Z, temos:

a+b-e+a+b-2=0modp = 2a+ b= 0modp.

Observe ainda que:

/5 N b+0v5  b/B b 2a+b
y — — = —_ e —_ = N
o ¢ 2 2 2~ 2
portanto,
bv'5 2
v= Tfmodp = 12 = "——modp.
Como v? = —5mod p, entdo:

52
—5=—-modp — 5-(—4—b%) € (p).

Como Iz ¢ um dominio de Dedekind, entdao (p) ¢ maximal e IQ(%E) ¢ um corpo.

Tomando o inverso multiplicativo do 5 neste corpo, concluimos que:

—4 = b mod p.
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Como b = —2a mod p, entao:

V¥ =4a’modp = —4=4a’modp = —1 = a®mod p.

Portanto, —1 é resto quadrético em 1%' Isto ¢ uma contradicao, uma vez que p =

—1mod4.

Podemos concluir que v — 7 = 0 mod p, ou seja:
a+b-c—a—b-2=0modp — b\/gz()modp — 5b*> = Omodp,

ou seja:

b =0modp = b= 0modp,

pois p é primo. Entao, v =a+b-c = a modp, com a € Z. |

Teorema 3.25 Um primo p de Iy 5 para o qual —1 é um resto quadrdtico tem uma

representacdao k - p = x* +y?, onde x,y € Iowm) € k é uma unidade.

Demonstragao. Seja o primo p estar acima do primo p de Z. Pela observagao A.49,
existem trés possibilidades, a saber, p pode se ramificar, p pode se decompor ou p pode
ser inerte.

Se p ramifica entao, pelo teorema 3.17 temos que:

p=5eb-1 . = P? com f(P) =

onde P é o tnico ideal primo de I %) acima de 5. Portanto, utilizando a proposicao A.26

e o teorema A.29, temos:

oLy =B = N(p-1, ) =NP) = 5B =5 =5 = [N (p)].

ou seja, N(p) = +5. Pelo teorema 3.16, temos que p = & - V5, onde ¢ é uma unidade.

Mas,
s 5o (H\f) VEoYBEE 34V (3.9)

2 2 2

Observe ainda que:

- 1
2 4 2 (3.10)

2
62_<1+\/5> 6425 3+45
De (3.9) e (3.10), temos que ¢ - v/5 = €2 + 1. Portanto:
p=c - Vo=c"l.ev5=c" (241) = et p=£t 412
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Tomando k = ', temos:

_ 2,12
k-p=¢e"+1° com keU(I@(ﬁ).

Se p se decompoe, temos pelo teorema 3.18, que:

Pl s =B o [(B)=[(P)=1

onde B e P’ sdo os unicos ideais primos de IQ( %)

- _ . . - ‘
IQ(@ =P oup IQ(@ = ’. Utilizando a proposi¢ao A.26 e o teorema A.29, temos:

que estao acima de p. Portanto, p -

N (I ) = NUP) = NF) =0 =p=IN(p)| = |p-7]. (3.11)
Seja \ € I@ ) tal que A* = —1 mod p e considere o seguinte conjunto:
M=7-(1,1, A\ X)) +Z-(£,5, ), e) + Z- (0,0, p,7) + Z-(0,0,ep,2p).

Pelo lema 2.11, defini¢ao 2.16 e pela equacao (3.11), temos que:

11 A A 1 1 A A
€T A A 0 2—c 0 M- (F—e)
Vol(M) = Vol(T,) = |det = |det
00 p P 0 0 p p
0 0 ep 2p 0 0 0 p-(F—¢)
= |E=e)?-p-p|=5-1p-pl=5-p#0.

Pelo lema 2.12, M & um reticulado em R* com base {(1,1, A, ), (¢,%, A, Ae), (0,0, p, ), (0,0,p,27) }.

Observe que um ponto qualquer deste reticulado tem a forma:

Zz:- (1,1,)\,X) +y- (5757)\57)‘_€>+Z' (Ouovpaﬁ) +w- (0,0,{{p,é‘_’[)) (Iayuz7w S Z) )

ou seja,

(2 + ye,a+ 2, (@ +ye) - A+ (2 + we) - p, (2 + 98) - X+ (= + wE) - 7).

Fazendo:
o=z +Ye a =1+ ye
=
U=z -+ we o =z+we

onde «, p percorrem todo o anel [/

B’ Dati, os elementos tipicos do reticulado sao dados

por:
(@, A+ p-pa-A+7-p). (3.12)
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Seja By(r) a bola de raio r centrada na origem, em R?, tal que 7* = (4,1) - \/p. Pelo

lema 2.31, temos:

2 2
Vol(By(r)) = % = % (4, 1)2 - p= (82,87) - p >80 -p =2 5p =24 Vol(M).
Entéo, pelo corolario 2.23, existe um ponto nao-nulo do reticulado no interior de By(r).

Em virtude de (3.12), tal ponto tem a forma:
(a{?a? 573)7 com a?/B E ]Q(\/g)'
Além disso,

a2+52:a2+(Aa+up)2292-(1+)\2)j+£2)\au+uzp)-pj;

~~
=0 modp =0 modp

entdo, a? + 32 = 0 mod p e nés podemos escrever:

o?+ 3 =k-p, com kel q. (3.13)

Dat,
(@@ 8 B)| <r = > +@+ 5 +F < (4,1)- /p;
e de (3.13), segue que:
kp+kp < (4.1)- V/p. (3.14)

Observe ainda que:
(kp —kp)* >0 = (kp)* + (kp)* > 2-kp - kp. (3.15)
Por outro lado, utilizando (3.15), temos:
(kp+kp)® = (kp)* + (kp)> +2-kp-kp > 2-kp-kp+2-kp-kp;
como kp é totalmente positivo, obtemos:
(kp+kp)? >4-kp-kp = kp+kp>2-\/kp-kp. (3.16)
De (3.14) e (3.16), segue que:
2-\[kp-kp <kp+kp<(41)-p = \kp-kp<(2,05)-/p;
ou seja,
kp-kp < (4,2025) - p = |kkpp| < (4,2025) -p = |kk| - |pp| < (4,2025) - p.
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De (3.9), concluimos que:
|kk|-p < (4,2025)-p = |kk| < 4.

Pelo lema 3.21, temos que kk é o negativo de um quadrado mod5 e estes sio apenas 0
e £1. Como N(k) = kk e N(kk) = N(k) - N(k), segue que N(k),N(kk) # +2,43.
Certamente, N (k) # 0.

Se N (k) = +1, entao k é uma unidade e nés finalizamos. Caso contrario, temos que:
N(k) = N(k) = +4.

Desde que d = 5 = 5mod 8, temos pelo coroldrio 3.19 que 2 é inerte em Q(\/g), ou seja,

2 permanece primo em I e N(2) = 4. Como,
2| 4 =N(k)=kk = 2|k ou?2|k = 2|k, k.
Escrevendo k = 2y, temos:
N(k)=N@2u) =N(2) - N(p) = +4=4-N(u) = N(u) =+l

ou seja, p ¢ uma unidade.

Portanto, temos de (3.13) que:
A+ =k-p=2-pu-p.
Note ainda que:
o+ 8> =0mod(2) = (a+B)*>=a’+ B +2a8=0mod(2).

Como 2 é primo em [ temos que 2 | (a+ ). De forma andloga, temos que 2 | (o — ).

Q(V3)
Daf, O‘Ti’g € [@( s Para finalizar, nés utilizamos o lema 3.22 e obtemos:
a+ B\ (e=B\' 48 _2-pp
2 2 ) T2 T T THh

isto d4 a necessdria representacao.

Se p permanece inerte em [Q( , existem dois casos além do caso trivial de 2.

V)

1°) Quando p = 1mod4, temos pelo lema 2.28 que —1 é resto quadratico modp e o

teorema segue facilmente do teorema 2.29.
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2°) Quando p = —1mod4, entdo existem algumas vezes em que p é a soma de dois

quadrados em [Q( 57 Por exemplo:

o2 <1+2\/5) +<1—2¢5)

1+2V5+54+1—-25+5 12

4 4
I
Como p é primoe I . éum dominio de Dedekind, entao @(%g) ¢ um corpo. Observe
ainda que:
[Q(\/g) _ { +p- I . el }
(p) T TP s TS s

= {a+be+p-(c+de):a,bcdel}
= {a+pc+ (b+pde:a,b,c,deZ}
= {G@+be:a,beZ,}

I
Daf, Q(%g) ¢ um corpo com p? elementos. Também é razodvel que uma raiz quadrada,
de —1 aparecerd em certos casos. Portanto, em virtude do lema 3.23, faz sentido
considerar o problema de representacao deste p pela forma quadrética x4 5y? sobre

0s racionais inteiros.
Seja v € I@(\/g) tal que 2 = —5mod p. Em virtude do lema 3.24, temos:
v=a modp com a € Z.

I
Seja [ o inverso multiplicativo de v com respeito ao corpo Q((T‘f). Temos que [ = c+de,

onde ¢, d € Z. Observe que:

v-l—1ep-1I

ovsy — @-(ctde)—1=p-(s+ite) = ac—ps—1+(ad—pt)e =0;

portanto,

Portanto, [ pode ser escolhido como um racional inteiro médulo p.
Considere o subconjunto do R? dado por M = Z- (1;1) + Z - (0;p). Pelo lema 2.11 e

a definicao 2.16, temos:

11
Vol(M) = |det =p#0.
0

50



Pelo lema 2.12, M é um reticulado com base {(1;/), (0;p)}. Considere a elipse da forma

2?2 + 5y% = r?, centrada na origem, ou seja:

2 2 5
x_2+y_2:1 — a:reb:—r\/_,
T % 5

onde a, b sao os semi-eixos da mesma. Do cédlculo, sabemos que a drea dessa elipse é dada

por:
. /5 r2\/5
. e [
5 5
Para aplicarmos o teorema de Minkowski (coroldrio 2.23) para a elipse, devemos ter:
r2\/5
5

T-a-b=n7

- >22-VOZ(M):4p:r2>¥-p———>r2>(2,85)-p.
Fixe > = (2,9) - p. Um ponto nao nulo do reticulado no interior da elipse ¢ da forma:
m-(L;1)+n-(0;p)=(m; m-l+n-p), com m,n € Z.
Entao, t =mey=m- [+ n-psao tais que:
224+ 52 =m2+5-(m-1l+n-p)? =m?+5m?? + 10lmnp + 5n’p?;

dai, segue que:

22 1+ 5y = m2(1+ 52 modp = 2% 4 by = m2 - (1 +5z2) ;

mas,
1452 =T1+5-1"=T145- ) '=T1+5-(55) ' =1-1=0
Portanto,
2% + 5y* = m?*(1 + 5%) = 0mod p (3.17)
Mas,
0<z’+5y*<(2,9) -p<3p (3.18)

De (3.17) e (3.18), temos que:
22 + 5y = p ou 2%+ 5y° = 2.
Se p = 22 + 5y, entao:

p ="+ (Voy)*.
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Para 2p = 22 + 5y2, temos:
2p = 2+ + 4P = 2 + 2oy + oy — 20y + 47

portanto,

0=(r+y)’mod2 = x+y=0mod2.

Fazendo b = —y, temos que © = b + 2a para a,b € Z. Entao:

(a+be)’ + (a+t8)* = 2a°+2ab(e +7) +b*(e* +2°)
1+2\/5+5+1—2\/5+5>

= 20>+ 2ab+ b - 1

1
= 2a® 4 2ab + 3b* = 5(4a2 + 4ab + 6b%)

1 1
= —(4a® + 4ab + b* + 5b%) = 5((2a + b)* + 5b%)

2
p— —_— :—-2
2(9@ + 5y°) 5 D
g p

Em todos os casos, o primo (vezes uma apropriada unidade se necessario) é a soma de
dois quadrados do anel dos inteiros algébricos I@ 5" [

3.4 Soma de quatro quadrados em Q(v/5)

Nesta secao provaremos o teorema de Gotzky de soma de quatro quadrados, que é o
objetivo do nosso trabalho. Para tanto, utilizaremos um reticulado em R® e uma nova
regiao convexa, uma vez que a esfera do R® ndo d4 um limitante suficientemente bom

para aplicar o critério de Minkowski.

Lema 3.26 Seja By(ry) a bola fechada de raio ry centrada na origem em R*. Seja r =

\/ 22 + 23 + 22 + 22 a distancia de um ponto do R* & origem. Seja g uma fungio continua

de uma varidvel e G(x1,x2,x3,14) = g(r). Entdo:

/ G =2 / g(r)ridr.
By(r1) r=0

Demonstracgao. Usando coordenadas esféricas, temos:

(
x1 = rcos(f;

, com 0<0,0,<m, 0<b3<2mer>0.
s(03)

co
| 24 = 7rsin(0 sin(fy) sin(63)

)

x9 = rsin(fy) cos(fs)
)
)

(
xg = rsin(f;) sin(fs)
(
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Utilizando o teorema de Jacobi, temos que o jacobiano desta transformagao é dado por:

aGt 8@l 4Gt aGh
or 891 692 693
AG2  9G2  9G2  9G2
J=| 9 90 06 s | _ Sgin2(0,)sin(fs).

aG3  9G®  aG3®  aG3
ar 80, 002 003
Gt aGt 9Gt oGt
or 891 692 693

Dali, segue que:

/ G — / / / g(r)r®sin?(0,) sin(0y) dr db, dbs [93
Bay(r1) r=0J60;=0 J0>=0

= 27 / / g(r)r*sin®(0,) dr db, [— cos(6s) ”
r=0J60:=0
" 91 i 1 ”]

= 27T~2-/ g(r)r® dr{ 5 |o
r=0
portanto, [, .G =2m?- [y g(r)ridr. |

27
0 ]

— Z sin(291)

= 27r-2-g-/ g(r)r® dr;

=0

Veremos a seguir um resultado béasico da anélise, que serd ttil para o estudo da con-

vexidade da nossa nova regiao.

Lema 3.27 Seja S um subconjunto do R"™. S é convezra se, e somente se, o ponto médio

do segmento que une quaisquer dois pontos de S, pertence a S. [ |

Lema 3.28 A regiio C = C(r) em R®, definida por:

\/I%+:r§+x§+:ri—|—\/x§+x§+x$+x§§r

, a L, . 4
é uma regiao convexa centralmente simétrica com volume %rs.

Demonstragao. E 6bvio que C é centralmente simétrica. Antes de mostrarmos a con-
vexidade, lembramos que se w = (wy,ws, w3, ws),2 = (21, 29,23,21) € R, temos pela

desigualdade triangular que ||w + z|| < |Jw]|| + ||2]|, ou seja:

\/(w1+z1)2+---+(w4+z4)2§\/w%+---+wi+\/zf+---+zz. (3.19)

Dados dois pontos em C, em virtude do lema 3.23, precisamos apenas mostrar que

o ponto médio do segmento que une estes dois pontos estd também em C. Mas, se
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(€1, ..., @8), (Y1, -, ys) € C temos, por (3.19) que:
) e () () o (352
G B ()
WG GG ()

1 1 1 1
< 5\/x%+---+IZ+§\/x§+---+x§+§\/y%—|—~~-—|—y£+§\/y§+~-+y§
PR
=74+ =r=r.
-2 2

Para encontrarmos o volume, considere o problema com referéncia as coordenadas:

ry=ajxi 4 a2 re=Jzi 4+ 42k

Entao a regiao C(r) é definida por r; +ry < r. Para cada ponto em distancia radial
da origem no espaco de dimensao 4 gerado pelas primeiras 4 z-coordenadas, existe uma

regiao de volume Vol(By(r — 1)) em C(r). Daf e do lema 3.22; temos que:

r 2
Vol(C(r)) = / Vol(Ba(r — 1)) = 2#/ =)t dry
B4(7‘) 7‘1:0 2
e utilizando as técnicas de integragao do célculo, temos Vol(C(r)) = %Tg. |

Lema 3.29 (Euler) Se um inteiro algébrico que é soma de dois quadrados é dividido
por um primo que é uma soma de dois quadrados, entao o quociente é uma soma de dois

quadrados.

Demonstragao. Suponha por exemplo que a? + b? & divistvel por p? + ¢% e que p? + ¢2 é
primo. Entao:
P’ +¢* | (pb — aq) - (pb + aq).
De fato, observe que:
(pb—aq) - (pb+aq) = p’b* —a’q® = P’V + p*a® — p’a® — a*¢
= p(a® + %) = a’(0* + ¢°).

Como p? + ¢? & primo, temos:

p*+¢* | (pb—aq) ou p* +¢* | (pb + ag).

o4



Suponha primeiro que p? + ¢* | (pb + agq). Observe ainda que:
(@® +0%) - (0 + ¢*) = (ap — ba)* + (aq + bp)* = p* +¢* | (ap — ba)*;
portanto,

(@®*+0%)-(P*+¢*)  a®+ b
(p* +¢%)° P+ ¢

¢ uma soma de dois quadrados.
O segundo caso, ou seja, p> +¢* | (pb— aq) ¢é feito de forma ansloga, usando (a? + b?) -

(¢* +p*) = (aqg — bp)* + (ap + bq)*. n

Teorema 3.30 Para todo primo p de I@( ) existe uma unidade k e inteiros algébricos

x,y, 2z, w tal que:

2,2 .2 2
kp=a"+y +2°+w’, onde k,z,y,z,wel ..

Demonstragao. A demonstragao divide-se em casos como no teorema dos dois quadra-
dos. Seja o primo p acima do primo p de Z. Se p permanece inerte em I@ ) entao o
teorema segue trivialmente do correspondente teorema para inteiros racionais.

Se p ramifica, entdo p deve ser v/5 vezes uma unidade, e j4 vimos que p possui uma
representacao como uma soma de dois quadrados.

Suponha que p se decompode, entao ja vimos que |p - p| = p. Pelo lema 2.30 existem

racionais inteiros a, b tal que:
a>+b0*+1=0modp = a*+b*+1=0modp, (3.20)

pois, p € p - ]@( v Seja S o Z-médulo gerado pelos elementos do seguinte conjunto:

\

1,1,0,0,a,a,b,b),(g,%,0,0, ae, ag, be, bg),
0,0,1,1,b,b, —a,—a), (0,0,¢,E, be, b€, —ae, —ag),
0,0,0,0,p,p,0,0),(0,0,0,0,ep,2p,0,0),
0,0,0,0,0,0,p,p),(0,0,0,0,0,0,ep,2p)

[ (
K
(
| (
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Pelo lema 2.11 e a defini¢ao 2.16, temos:

1 ¢ 0 O 00 0O
1 0 O 00 0O
00 1 ¢« 00 0O
00 1 = 00 0O
Vol(S) = |det
a ac b be  p ep 00
a ac b bg p ep 0 0
b be —a —ac 0 0 p ep
b ¢ —a —az 0 0 p Ep
= i . i '52'@2'(5—8)2'(p'@—ﬁ'€p)2
2 7

= |[E=9" 27| = | (VB 0| = |25 ° 7
= |25(p-7)?| = 25p* #0.
Portanto, S ¢ um reticulado em R®. Um elemento genérico deste reticulado ¢ dado por:

x-(1,1,0,0,a,a,b,b) + y - (¢,%,0,0, ag, az, be, be)
+2-(0,0,1,1,b,b,—a,—a) +w - (0,0,¢,2, be, b€, —ae, —ag)
+7-(0,0,0,0,p,5,0,0)+ s-(0,0,0,0,ep,2p,0,0)
+¢-(0,0,0,0,0,0,p,7) +u-(0,0,0,0,0,0,p, 2p),

com x,y,z,w,r, s, t,u € Z. Ou ainda:
(%Q/&Baaa+bﬁ+ﬂpaaa+bg+m>ba—a6+VPaba—aB+V_P)a

onde «, B, u, v € I@(ﬁ).

O teorema de Minkowski (coroldrio 2.23) usando C(r) em R, exigird um parametro r

tal que:
4 8 4
W_r8228x25p2 N r822 ><25><280‘p2 N r422 ><10><\/70'p'

Basta tomarmos r = (3,42) - pi. Um ponto do reticulado que estd em C (r) é da forma

(Oé, a? 57 37 v, 77 (57 3) tal que:

r = \/a2+62+72+52 ) To = \/a2+52+72+52

P

T+ T2 S r = (3, 42) Y (321)
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Utilizando (3.20), observe que:

2B+ 467 = o+ B2+ (aa+bB + pp)* + (ba — aB + vp)?
= o’ + %+ d*a? + 2abaf + V257 + 2u(ac + bB)p + pi?p?
+b%a? — 2abaf + a*3* + 2v(ba — aB)p + V?p?
= (1+a*+bt)a®+ (1+a*+bH)B +tp

= (1+a® +0°)(a®+ %) +tp, comtel .
N——

=0mod p

Dai, o 4+ % + 2 + 6 = 0mod p. Portanto, existe k € I tal que:
a2+62+72+52:kpe&2+32+72+52:k:—p. (3.22)

Utilizando (3.21), temos:

»Jkl'—‘

\/7+\/7p< (3,42) - p

Pelo que anteriormente vimos,

2
(M—\/k:p) >0 = kp—2kp-\Fp+ T >0 = kp+Tp > 2/kp-/Fp.

Também, ,
( kp+\/k:p) —kip+Tp+2kp - \JFp > 4/ ko - T

Como kp é totalmente positivo, temos:

VEp+\[kp=>2\[\/kp - kp.
Podemos concluir que:

3,42\ 1
\ o kp<\/_+\/7p< (3,42) - p7 = |kp- kp}4<< 5 ) p%;

dai, temos:
pr kBT < (1L,71) ot = kB < (1,71 = |k-F| <8,55. (3.23)

J4 vimos anteriormente que AV (k) = k -k é um quadrado médulo 5, ndo podendo
portanto ser congruente a 2 ou 3 médulo 5. Donde temos as possibilidades +1,+4,+5 e

Se,

+6 para N (k). Todavia 2 e 3 permanecem primos em [ s’

Nk)=46=43-2=k-k = 3|kould|k = 3|kk;

a7



portanto:

k-k=3t-3t=9-t-T = 9|k-k;

e isto ¢ uma contradigao em virtude de (3.23).

Se,
NE)=+4=42-2=k-k = 2|kou2|k = 2|kk;
ou seja:
k=2-m com mEIQNg) — k=2-m;
entao:

+4=2m-2m=4-m-m — m-m==+1 — N(m)=+1;

segue que m ¢ uma unidade. Portanto, k e k serao 2 vezes uma unidade. Tomando a

equagao (3.22) médulo 2, temos:

o + % ++? + 6% =0mod 2.

Se duas das varidveis sao congruentes médulo 2, digamos o =  mod 2, entao:

a—pB=0mod2 = (a—B)?=0mod2 = o — 203+ 3> =0mod?2 ;

segue que:

42 =0mod2 = 72+ 6> =0mod?2.

Dai, O‘Ti’g e VTi‘s sao inteiros algébricos. Pelo lema 3.22, temos:

a+ B8\ [a=B\? [(v+\P [(v=0\ P+ P4
(57) +(57) (%) (%) - e

Portanto, p vezes uma unidade ¢ uma soma de quatro quadrados.

O outro caso é se os valores das quatro varidveis «, 3,y e d sao todos distintos médulo

2. Considere o corpo:

I
90 —{atbe+2-1,

(2)

Este corpo é finito de ordem 22 = 4. Temos as classes:

ta,b €7}

(v5)

(

2m+2n8—|—2'IQ(m:O+2~I@(ﬁ)

2m+1+2n5+2-[@(\/§):1—1—2.[@(\/5)

=e+2-1 4

:1—|—€—|—2-[Q(\/g):§+5+5+2-]

2m+ (2n+1e+2-1 -

\ 2m—|—1+(2n—|—1)5—|—2-[@(\®
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ou seja, {0,1,¢,Z} sao as classes residuais. Os quatro valores podem portanto ser escritos
como:

2v1 4+ 0,2v9 + 1,2v3 + € e 2v4 + €,
onde todos os Vs sao inteiros algébricos. Tomando a soma dos quatro quadrados dados,
temos:
(2u1)? + (2ua +1)2 4+ uz +6)* + (2us +8)* = 4 +4v5+4vy + 1+ 403 + dvse +
+&® + 4] + 4vgE + B2

1 +¢e* + 2 mod4;

mas,

=14+3=4.
2 2 -

1+\/5>2+<1\/5>21+3+\/5+3¢5

1+e?+22=1+ (
Portanto,
(2v1)? + 2ua +1)* + 2uz +€)* + 2v4 +8)* =1+ 2 + E2mod 4 = 0mod 4.
Segue entao que:

kp=4p = 2mp =4p = mp =2¢ com @EI@(\@).

Logo, p = 2n com n uma unidade. Como 2 é soma de quatro quadrados, entao o resultado
segue.
Finalmente o caso de N (k) = 5. Neste caso, pelo teorema 3.16, k é primo e deve ser

igual a v/5 vezes uma unidade. Dai,

o® + 8% +~% + 6% = 0mod /5.

I
Como /5 é primo em I, 5> €ntdo ?\(/g) ¢ um corpo; e mais:

_ [@(\/5),
H(v5) = [(\/5) -Es] ,

onde 5 ¢ o tinico primo de Z em (v/5). Temos ainda que:

I@ . 7
m((ﬁ)):)f\/(ﬁ)\:5:5f 1 — (\;g ~ =

Como os quadrados em 3 sao apenas 0,1 e —1, entao para termos soma de quatro

quadrados igual a zero, devemos ter:
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1°) Todos os quatro sao nulos;

2°) Pares de quadrados nao nulos com um —1 cancelando cada quadrado que é igual a 1.

Em qualquer um dos casos nés podemos quebrar os quatro quadrados em dois pares

onde a soma dos quadrados em cada par é zero.

Voltando a I?\(/*g) via isomorfismo, temos os quatro quadrados quebrados em dois pares,
cada um dos quais a soma ¢é congruente a 0 médulo v/5.
N6s mostramos no teorema 3.25 que €v/5 é soma de dois quadrados. Aplicando o lema
de Euler ( lema 3.29 ) para a equagao:
o?+ 5+ (i)p
Vb Vs ev5) "

temos que p vezes uma unidade é uma soma de quatro quadrados. [

Teorema 3.31 (Gotzky) Todo inteiro totalmente positivo de ]@( /5 é a soma de quatro

quadrados de inteiros deste anel.

Demonstragao. Desde que IQ ( ¢ um dominio de ideais principais, e um dominio de

VB)
fatoracao tinica, nés podemos escrever um inteiro totalmente positivo arbitrario a como

um produto de primos; ou seja:

U=Pp Pyt P (3.24)

Se p, € totalmente positivo ( p;,p; > 0 ), divida ambos os lados de (3.24) por p;, ou

seja:

onde nés temos do lado esquerdo um inteiro totalmente positivo e do lado direito um
produto de primos.

Se py, p1 < 0, entdo —p;, —p; > 0 e (—p;) & totalmente positivo. Portanto,

a=(=p1)-(=pa)ps-- P = (=p)) " ra=(=p2) Py P

sendo do lado esquerdo um inteiro totalmente positivo e do lado direito um produto de
primos.

Se p; e p; tem sinais contrérios, ou seja:
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1°) p; > 0 e p; <0, entao:

e-pp>0ec-p =€-p,>0;

e portanto, ¢ - p; é totalmente positivo e podemos escrever:

a=(c-p) (e pa) pgroe P = (e-p) ra=(""py) pye e

2°) p; <0 e py; > 0, entao:
—-pp>0e —c-p,=—-p >0;

e portanto, —e - p; é totalmente positivo e podemos escrever:

1 -1,

a=(=c-p)- (=€ pa)psopn = (—-p) ra=(-¢

Portanto, em todos os casos ficamos com um inteiro totalmente positivo do lado es-
querdo igual a um produto de m — 1 primos do lado direito. Procedendo por inducao até
que exista apenas um primo do lado direito, este serd portanto totalmente positivo. Daf,
podemos escrever o como um produto de primos totalmente positivos.

Dado algum primo p presente na fatoracao de «, existe, pelo teorema 3.30, uma
unidade k tal que kp é soma de quatro quadrados. Dai, kp e p sao totalmente positivos.

Com tudo,

kp=12+ 02 +7°+ 8 = kp=kp=(0)+ (B)>+ (7)° + (0)*.
Podemos entdo concluir que k, k > 0, ou seja, k ¢ uma unidade totalmente positiva.
Como todas as unidades de ]@ 5 sao, em virtude do teorema 3.14, da forma +c" e
e > 0 enquanto que € < 0, entdao k = £2". Portanto:

S p= P4 B A+ = p=(ue ) (BT + (e )+ (07T

Portanto, p é soma de quatro quadrados de inteiros de IQ W Utilizando a identidade
de Lagrange( lema 1.6 ) para mimeros reais, temos que « pode ser escrito como soma de

quatro quadrados. [ |
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Apéndice A
Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados, que serao amplamente utilizados em
nossa dissertacao e, de forma fundamental, nos ajudarao na compreensao da mesma. Em
toda esta dissertacao a palavra anel significa, salvo mencao explicita em contrario, anel

comutativo com unidade. [4, 8, 9].

A.1 O Anel dos Inteiros Algébricos

A nocao de inteiro algébrico, bem como a de inteiro algébrico totalmente positivo
sao fundamentais em nossa dissertagao. Nesta secao apresentaremos estes conceitos, bem
como o anel dos inteiros algébricos e suas propriedades.

Por um nidmero algébrico entendemos qualquer o € C que é algébrico sobre Q.
Chamamos de corpo de nimeros algébricos a qualquer extensao finita L de Q, nao neces-

sariamente contida em C.

Definicao A.1 Sejam S um anel e R um subanel de S. Um elemento o € S ¢ inteiro
sobre R se ezistir um polinémio monico f € R[z] tal que f(a) = 0. Em particular, todo

elemento de R é inteiro sobre R.
No caso S = C, R = Z, os nimeros inteiros sobre Z sao chamados inteiros algébricos.

Exemplo A.2 Os nimeros i = /—1,3/2 sdo inteiros algébricos, pois sdo raizes, respec-

tivamente, dos polinomios x> + 1, 2% — 2 € Z[z].

Definicao A.3 Um inteiro algébrico o é totalmente positivo se, e somente se, todas as

raizes de fo,rjQ $G0 positivas.
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3445
2

3—/5

Exemplo A.4 Sea = 5

, entdo fo ro(x) = 2* —3x+1, cujas raizes sao o e @ =

que sao ambas positivas.
Teorema A.5 Para qualquer o € S as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) « é inteiro sobre R.
(it) R[a] é um R-mddulo finitamente gerado.
(iit) Existe um subanel S' de S que é um R-mddulo finitamente gerado e tal que o € S'.

(iv) Existe um R-mddulo finitamente gerado M tal que ov- M C M e que - M # {0}
para todo v € R[a]\ {0}.

Demonstragao. (i) = (ii): « éraiz de f(z) = 2" + 2™ ' + - -+ + a, € R[z]. Entao,
Q" ta 4 da, =0 = "= -~ —a,. (A.1)

Considere o conjunto:

M:R+R'(1+"~+R-a"*1;

obviamente M C R[a]. Supondo que 1,q,...,a" *** € M, o que é elementar para k = 0,

temos em virtude de (A.1) que:

k 1

= (—a "' - —qa,)-a”

an71+k+1 — anJrk =a"-a

= —aq " gt e e M

logo M = RJa/.

(i) = (iii): Basta tomarmos S’ = R[a/].

(iii) = (iv): Basta tomarmos M = S’ poisa-S"'C S ey=~v-1€~-S5".

(iv) = (i): Seja f4,...,[, um sistema de geradores de M. Como o - M C M,
existem a;;, € R tais que:

(

a- By =anf; +afy + -+ anpB,
- By = a0 + anfy + -+ ap,

L Oé'ﬁT = arlﬁl +ar262+"' +arrﬁr
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ou seja, f,..., 3, € uma solugao do sistema homogéneo de equacoes lineares:

(

(v —ag1)ry — appxe — - -+ — agx, =0
—a9121 + (Oé — 0@2)1‘2 — s — ATy = 0
| —nT1 = Gpr — - = G- Tr1 + (@ = a7 =0

Chamando de €, = a - 6,5 — aj;, € R[a], podemos reescrever o sistema na forma:

Zéjk'l'k:()(jzl,...,r).
k=1

Temos que € = det(e;x) € R[a] e existem €}; € R[a] tais que:

,
* .

E e gk =¢ 0 (Lk=1,...,7).

J=1

Resulta que,

T

0= Z5;’}-5jk~6kzzg.5ik'6k:5-ﬁi (i=1,...,7);

§k=1 k=1

logo e - M = {0}, e assim ¢ = 0. Podemos concluir que « é raiz do polinbmio moénico

det(x - d — a;i) € R|x]; logo « é inteiro sobre R. [
Coroldrio A.6 Se ay,...,a,, € S forem inteiros sobre R entdo Rla, ..., an| serd um
R-mddulo finitamente gerado. |

Considere o conjunto:
Is(R) = {a € S : a é inteiro sobre R}.
Coroldrio A.7 a) Is(R) é um subanel de S que contém R.

b) Todo subanel S" de S que é um R-mddulo finitamente gerado, estd contido em Ig(R).

Demonstragao. a) Obviamente, pela definicdo A.1 R C Ig(R) C S. Sejam «, € Ig(R);

entao:
04—6,05'5 € R[Oé,ﬁ] )

e pelo coroldrio A.6 R[«, ] ¢ um R-mdédulo finitamente gerado; logo, pelo teorema A.5

temos:

a—p,a-p € ls(R).
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Portanto, Is(R) é um subanel de S.
b) é uma conseqiiéncia imediata do teorema A.5. [
O anel Ig(R) é chamado o fecho inteiro de R em S. Quando Is(R) = R diremos que

R & integralmente fechado em S. Quando Is(R) = S diremos que S é inteiro sobre R.

Observacgao A.8 No caso de corpos S = L e R = K, I(K) é um subcorpo de L de-
nominado de fecho algébrico de K em L. Em particular, teremos que I,(K) = K se,
e somente se, K for algebricamente fechado em L, e I(K) = L se, e somente se, a

extensao L | K for algébrica.

Definicao A.9 Seja S = L um corpo de nimeros algébricos. O anel I(Z) é chamado o

anel dos inteiros algébricos de L e serd denotado por Iy.

Corolario A.10 Sejam S um subanel de T' e R um subanel de S. As sequintes condigoes

sao equivalentes:
(i) T é inteiro sobre S e S ¢ inteiro sobre R.
(i¢) T é inteiro sobre R.

Demonstragao. (i) = (ii): Cada v € T é raiz de um polinémio ™ 4+ ay - 2™ 1+ - - +
ay, € S[z]. Como 7 ¢é inteiro sobre S" = Ray, . .., ayy), entdo pelo teorema A.5 S'[y] é um
S’-mdédulo finitamente gerado. Pelo coroldrio A.6, S’ ¢ um R-mddulo finitamente gerado.
Resulta que S'[7] € um R-médulo finitamente gerado; logo, pelo teorema A.5, v é inteiro

sobre R. A implicacdo (ii) = (i) ¢ imediata |

Definigcao A.11 Um dominio R é integralmente fechado se for integralmente fechado no

seu corpo de fragoes K = Q(R), isto é, se Ix(R) = R.
Teorema A.12 Todo dominio fatorial R é integralmente fechado no seu corpo de fracoes.
Demonstragao. Todo x € K = Q(R), x # 0 pode ser escrito na forma
r=a-b"' abe R, MDC(a,b) = 1.
Se x € Ik(R), entdo existem ¢y, ..., ¢, € R tais que:

2" 4™ e =0 (A.2)
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Multiplicando a equacao (A.2) por b™, obtemos:
a™ 4 eba™ e =0 = b|a™
Como MDC(a,b) =1 = be U(R) = z € R. [ |
Teorema A.13 Seja R um subanel do corpo L. FEntao:
QUL(R)) = (I(R))r\oy = IL(Q(R)).
Em particular, Q(IL(R)) = L se, e somente se, L for algébrico sobre Q(R).

Demonstragdo. Seja vy € Q(I(R)) = v =a- ' onde a,B € I (R),3 # 0. Como
I (Q(R)) é um subcorpo de L contendo I1(R), temos que v € I (Q(R)). Dai, existem

bi,...,bm,C1,...,cm € R tais que:

b bin
A4 Lyl =0, com e, ..., G # 0. (A.3)
C1 Cm
Sejad=cy-co--+-- Cm- Multiplicando-se a equacgio (A.3) por d - d~!, temos:

/Ym + b102 to Cmd_l/ym_l + o+ bmcl te Cm—ld_1 - 0:
N’ —— —

=a1 =am
ou seja,

A" ad Y 4 a,d P =0, com ai,...,a, € R. (A.4)

Multiplicando a equagao (A.4) por d™, temos:
(dY)™ + a1 (dy)™ P+t a,d™ =0 = dy € IL(R);

portanto, v = %7- € (IL(R))r\{0}- A inclusao (I.(R))r\foy € Q(IL(R)) ¢ 6bvia. A tltima

afirmacgao também é imediata. |

Coroldrio A.14 Seja L um corpo de nimeros algébricos. Entao, Q(I1) = (I1)z\ oy = L.
|

Teorema A.15 Seja R um subanel de L e seja K = Q(R).

a) Se f,g forem polinomios monicos em K[z| e f-g € R[z], entdo f,g € Ix(R)[x].
b) Para qualquer v € I(R) temos que pyx € Ix(R)[z].
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Demonstragao. a) Existem o, ..., am, 51, -., 5, € Q(fecho algébrico de L) tais que:

m

f(2) = [ =) e gle) = [[(z = 5,).

i=1 j=1
Como (f-g)(),(f-9)(B;) =0e f-g € R[z] entdo, a;, 3; € Io(R); portanto os coeficientes
de f e g estdo em Ig(R) N K = Ix(R).
b) v é raiz de um polindmio monico h € R|z]; logo existe um polindmio monico
g € K|[z] tal que
h=pyk - g.

De a) resulta que pyx € Ix(R)[x]. [ |

Corolario A.16 Sejam R um dominio integralmente fechado, L uma extensao finita de

K =Q(R) e S um subanel de I,(R) que contém R. Para qualquer v € S, temos que:

@) o Fyniic € Rlal e Nyjie(9), Tuie(7) € R

b) Nyk(v) éum maltiplo de v no anel S.

c) yeU(S) < Nyk(v) € UR).

d) Se Npk(7) for irredutivel em R entdo vy serd irredutivel em S.

Demonstracao. Suponha que v # 0. a) Resulta do item b) do teorema A.15 e da
igualdade f, rjx = plig, onde m = [L : K(7)].

b) Pelo item a), temos:
fong =2 +a "+ +a, € Rlz] e Nyr(y) = (=1)" - a,.
Mas,
Frpr() =0 = ay = (1) a4 4 a),
e portanto:

Neg@) =7 (D" (" T+ a2+ 4 an1)

(& J/

es

c)Se~y-6=1comd € S entao,

NL|K(’Y . 5) :NL\K(V) NL‘K((S) ZNL‘K(I) = 1, com NL\K((S) - R
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Por outro lado, se Ny x(7) € U(R) entao, existe § € R tal que,

Neg(y)-B=1.

Pelo item b) temos que,

Nig(y)=r-v com re S ;

portanto,

(r-v)-B=1= v-(r-B)=1 = ye€U(S).

d) Suponha que v =7 - s com r,s € S nao unidades. Entao, pela multiplicatividade

da norma, temos:
Nk (7) = Ny (r) - Nk (s),

e pelo item c) Nk (7) é redutivel. |

Coroldrio A.17 Sejam L um corpo de nimeros algébricos e S um subanel de Ir,. Para

qualquer v € S temos que:

a) pyo, oo € Zlzr] e Nop(), Tre(y) € Z

b) Nig(y) é um maltiplo de v no anel S.

c) yeUS) <= |Nepe()|=1.

d) Se |Nig(y)| for um nimero primo entdo y serd irredutivel em S. |
No que segue, R e S sao dominios quaisquer com R C S.

Teorema A.18 Seja o dominio S inteiro sobre R. Entao:

a) Para qualquer ideal 4 nao-nulo de S, 4N R é um ideal ndo-nulo de R.
b) USS)NR=U(R).
c) S serd um corpo se, e somente se, R for um corpo.

d) Um ideal primo B de S serd um ideal maximal de S se, e somente se, BN R for um

ideal maximal de R.
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Demonstragao. a) Seja o € U # 0. Como S é inteiro sobre R, seja

" a4 +ay,

um polindmio em R[z] de menor grau que tenha o como raiz, ou seja:

-1 -1
a"+ad" 444, =0 = a4, =—a" —aq " — - —a,1a#0,
N ~~ 7
est

ou seja, a, € UN R.
b) Obviamente U(S) N R 2 U(R).
.,Cm € R tais que:

Seja u € U(S) N R; entao u=' € S. Como S &

inteiro sobre R, existem cq, ..

(A.5)

uw A ou™M 4 e, = 0.

Multiplicando a equacao (A.5) por u™ !, obtemos:

u e toutoo et =0 = ul=—(c;+--Fepu™ ) ERUCR;

logo u € U(R).

¢) Seja S um corpo. Entao,

U(S) =S\ {0} = UR)=U(S)NR=(S\{0})NR=R\{0}.

Portanto, R é um corpo. Por outro lado, se S nao for um corpo, entao possuird um ideal

nao-nulo 4 com 1 ¢ 4. Por a), o ideal 4N R de R é ndo-nulo; logo R nao ¢ um corpo.

d) Considere a aplicagao:

p: S —
S 7

+B

Bl

¢ € claramente um homomorfismo sobrejetor e ¢ |gé tal que

Ol={acR:acP}=TPNR

ker(p|r) ={a € R : ¢(a)

Pelo teorema do homomorfismo, temos ﬁ ~ %. 5

Dai,

S R
P é maximal <= % é corpo <= TR é corpo <= ‘BN R é maximal em R;

e portanto o teorema estd provado.
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Corolario A.19 Seja o dominio S inteiro sobre R. Se todo ideal primo nao-nulo de R

for mazximal entao todo ideal primo nao-nulo de S serd maximal.

Demonstragao. Seja 8 um ideal primo nao-nulo de S. Entao, pela parte a) do teorema
A.18, B N R é um ideal primo ndo-nulo de R, logo maximal, por hipétese. Pelo item d)

do teorema A.18, P é um ideal maximal de S. [

Corolario A.20 Seja L um corpo de nimeros algébricos. Entao todo ideal primo nao-

nulo de I;, é um ideal maximal de I . [ |

A.2 Norma de Ideais

Nesta secao apresentaremos a norma de ideais que generaliza a norma absoluta ‘N LIQ }
Esta serd uma importante ferramenta no estudo da decomposicao de cada nimero primo
p no anel I7.

Sejam R um anel e 91 um ideal maximal de R. Diremos que um R-médulo M é

anulado por M se ¢ -z = 0 para quaisquer c € M e z € M.

Proposicao A.21 Os R-mddulos anulados por I coincidem com os %—espag:os.

Em particular, para todo ideal a de R, o R-mddulo quociente (m}‘_a) é anulado por M

' R
e, portanto, pode ser considerado como 3;-espago.

Demonstracao. Considere a operagao externa % x M — M bem definida por:

R
(T,x) — 71 (Teﬁ,xeM),

onde r € R é um representante qualquer de T, pois, se 7, = romod(9), entao:

rx—ry-x=(rg—1r9) - x=0.

R_
pif

R

Com esta operagao, M ¢é claramente um g:-espago. Por outro lado, qualquer j:-espago

N pode ser considerado como R-mdédulo, com a operagao R x N — N definida por:
(ry) — (r+M) -y (r€ R,y € N);
considerado como R-médulo, N é anulado por 9. [ |

Lema A.22 Sejam R um dominio de Dedekind, 9N um ideal mazximal de R e a um ideal

nao-nulo de R. FEntao (sm;‘a) é um %-espag:o de dimensao 1. [ |
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No que se segue, seja L um corpo de numeros algébricos, de grau [L : Q] = n. Seja
I}, o anel dos inteiros algébricos de L. Como [, é um dominio de Dedekind entao, todo
ideal primo nao-nulo p de I}, ¢ um ideal maximal de I;; logo % é um corpo, chamado o

corpo de restos de I, médulo p.
Teorema A.23 Seja p um ideal primo nao-nulo de Iy ; entao:

a) pNZ = pZ, sendo p o inico nimero primo em p.

b) % é uma extensao finita do corpo F,, de grau [% :Fp] <n.
Demonstragao. a) Pelo teorema A.18, o ideal primo p NZ é nao-nulo; logo é igual a pZ
para algum nimero primo p. Obviamente, p é o tinico ndmero primo em p.

b) Considere o homomorfismo k : I, — % A restricao k|, : Z —>% tem como

nicleo p N Z =pZ; pelo teorema do homomorfismo, temos:

Z

F,=— ~k(Z).

Identificando k(Z) com F), este torna-se um subcorpo de %. Portanto, existe uma base
integral f,,...,0, de L. Obviamente, k(5,),...,k(3,) ¢ um sistema de geradores do

I I .
Fp-espaco <L; logo [?L :Fp] <n. [

Definicao A.24 O grau [% : ] serd chamado o grau de inércia de p e denotado por

f(p)-

Definigao A.25 Seja a um ideal nao-nulo de Iy. Serd denotado por MN(a), e chamado

norma do ideal a, o numero (cardinal) dos elementos de L.
Proposicao A.26

a) Para todo ideal primo ndao-nulo p de I temos que N(p) = p', onde § é o grau de

mércia de p e p o Unico ndmero primo em .

b) Para todo ideal nao-nulo a de I, temos que M(a) € N\ {0}; em particular, N(a) = 1

se, e somente se, a = .

¢) Para quaisquer ideais nao-nulos a, b de I, vale M(a-b) = N(a) - N(b).
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Demonstracao. a) De [% : F,] = f decorre que existem 771,73,...,7; base de %

Portanto, para todo w € %, temos:

W=ay T+ -+ -Tj com ay,...,aq € IFp,.

Como |F,| = p, temos que existem p-possibilidades para cada @; (i = 1,...,f). Portanto,

I

p
b) e ¢): Afirmamos que N(py - -+ - p,.) = N(p1) - - -+ - N(p,) para qualquer produto de

=p = N(p).

r ideais primos nao-nulos py,--- ,p, de I;,. Sendo trivial para r = 0, suponhamos que a
afirmagao seja vdlida para qualquer produto de r —1 ideais primos nao-nulos, sendo r > 1.
Sejam:

G=pr- - Ppreb=po-eee-p;
entao, a = p; - b C b. Considere o homomorfismo:

. IL IL
P — 3

)
r+a — x+5b
¢ € claramente sobrejetivo e seu niicleo ¢ dado por:

ker(p) = {Eel :m):ﬁe%}:{fe L:x+b:b}

Pelo lema A.22, % ¢ um i—f—espa(;o de dimensao 1, logo consiste de Dt(p;) elementos. Como
%, por hipétese, consiste de M(ps) - - - - - N(p,.) elementos, concluimos que % consiste de

N(py)----- N(p,) elementos, ou seja:
N(a) = N(p1) -+ N(pr) € N\ {0}

Em particular,

MNa)=1 <= r=0 < a=1,.

As afirmacbes b) e ¢) resultam entao do fato de todo ideal ndo-nulo de I, ser um produto

de ideais nao-nulos. [ |
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Coroldrio A.27 Seja a um ideal nao-nulo de Iy,. Entdo:

a) N(a) € a, ou seja, o ideal principal I, - N(a) é um maltiplo de a.

b) Se MN(a) for um nimero primo entio a serd um ideal primo.

c) Se a for um maltiplo do ideal b e MN(a) = N(b) entdo a = b. |

Lema A.28 Para todo m € N\ {0} existe somente um nimero finito de ideais nao-nulos

a de I, tais que N(a) = m. |

O teorema seguinte relaciona a norma de ideais com o discriminante e mostra que ela

generaliza a norma absoluta ’/\/’ L|Q‘.
Teorema A.29

a) Todo ideal nao-nulo a de I é um Z-mddulo livre de posto n, e para toda base

Qaq, ..., Qp deste Z-mddulo temos que:

discrig(aa, ..., an) = (MN(a))® - dy.

b) Para todo elemento nao-nulo o € I, temos que:
‘JI(IL : a) = ‘NM@(O[)} .

Demonstragao. a) Como I, é um Z-mdédulo livre, obtemos uma base integral e1, . .., &,
de L e nimeros inteiros ay, ..., aq, ¢ < n, tais que a; - €1, ..., a, - £, formem uma base do

Z-modulo livre a. Portanto:

I Z,
— Y — X oo X — XL X XD
a a2 agls —~—

n—q
Como (a) € finita pela proposicao A.26, concluimos que:

n=qeNa) =la| - || = |ag - - - an| .

Observe que:

n
Q&5 = E ai-éij-gi,ijl,...,n.
i=1
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Logo,

discrg(ar - €1,...,an-€n) = (det(a; - 51-j))2 ~discrg(er, .-, €n)

= Jag - ap?-dp = (M(a))? - dy.

Toda base aq, ..., «a, do Z-mdédulo a escreve-se como:

a; = Zcij (aj-€j), com ¢;; €Z (i,j=1,...,n) e det(c;;) € U(Z) ={1,—-1};

j=1
portanto,

discrjg(an, ..., an) = discrg(ar - €1,. .., Gy - €,).

b) Suponhamos que /34, ..., 3, formem uma base integral de L. Entao a - 54,..., - f3,

formam uma base do ideal principal I}, - «, considerado como Z-médulo; logo, por a)
discrig(a- By, ..., a-f,) = (ML - a))?-dyg.
Por outro lado, existem a;; € Z tais que:
@ Bi=> ay-B; (G=1,....,n);
j=1
segue entao que:

discrjo(a- By, ..., a- B,) = (det(a;;))® - dy, com det(a;;) = Nyjola).

Concluimos que N(IL, - o) = |[Nyg(a)|. ]
Coroldrio A.30 Seja p um nimero primo e seja I, -p = pi*----- P a fatoragao de Iy, -p
em ideais primos distintos p1,--- ,p., come; > 1,... e, > 1. Entao:

a) pi,--- Py SGo 08 Unicos ideais primos p de Iy, tais que p € p.

b) > e;-fj =n, onde f; é o grau de inércia de p; (j=1,...,7).

j=1
Demonstracao. a) Obviamente p € p{* - --- - p&* C p; para todo j € {1,...,7}. Por
outro lado,

peEPp = I,-pCp = p|I,-p;

logo, pela unicidade da fatoracao,

pe {plu"' 7p7“}‘
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b) Pela proposigao A.26 e pelo item b) do teorema A.29, concluimos que:

T

N(I-p) = [[Op;)% = [[ 277 e NI -p) = Ne)| =",

i=1 j=1
ou seja:
> e
r=t  =p
T
e portanto, > e; - f; = n. [ |

Jj=1

A.3 Anéis de Fracoes de um Dominio

Nesta secao apresentaremos o anel de fragoes de um dominio R, bem como algumas
propriedades que sao preservadas na passagem de R ao seu anel de fragoes. Veremos
também que se R e S sao anéis com R C S, entao a nogao de anel de fragoes serd titil
para estudar a relagao entre os ideais primos de R e os de S, no caso em que S ¢é inteiro
sobre R.

Sejam S um anel qualquer e R um subanel de S. Denotamos por J (respectivamente
7 ) o conjunto de todos os ideais de R (respectivamente de S ). Associando a cada a € J

o ideal:
a-S={ay -y +-+as-y,:a1,...,as €a;7,...,7, €S ;s €N}

obtemos uma aplicacdo ¢ : J — Z, chamada a extensdo de ideais (de R a S ). O
subconjunto (J) de Z é chamado o conjunto dos ideais estendidos.

Por outro lado, associando a cada U € 7 a interseccao U N R, obtemos uma aplicagao
p:Z — 3, chamada a restri¢cio de ideais ( de S a R ). O subconjunto p(Z) de J é
chamado o conjunto dos ideais restritos.

Seja M um subconjunto multiplicativo do dominio R. Denotaremos, salvo mencao

em contrario, por J (respectivamente Z ) o conjunto dos ideais de R (respectivamente de

Ru).
Lema A.31 a) Para todo i € T temos que (4N R) - Ry = AL

b) Para todo a € J temos que a- Ry = {2 :a € a, m € M}; em particular, a- Ry = Ry

se, e somente se, a N M # &.
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Demonstragao. a) Seja o € 4, digamos o = =, com c € R, m € M. Entao, m-a =

ceUNR;logoa=c- (%) € (UNR)- Ry. Claramente, (UN R) - Ry C 4. Portanto,
(UNR)- Ry =4

b) Observe que:

by bs
a-Ry = qa-—+-+as-—:q €ab; € Rym e M
ma mg
a1-bi-ma- o msttasbsmyme 1| L )
_ prep— ta; € ayb; € R;
m; € M
S
p azzlal b; - mq CMG1 Mg e ms €a e
— 1=
m=m -mg € M

Se a- Ry = Ry, entao existem a € a e m € M tais que -~ = 1;logo a =m € aN M.

Por outro lado, se m € aN M entao 1 =2 € a- Ryy = a- Ry = Ry [ |
Definicao A.32 Diremos que o ideal a € J se perde em Rj; quando a- Ry = Ryy.

Denotamos por P (respectivamente £ ) o conjunto de todos so ideais primos de R

(respectivamente de Ry, ), e por Py o conjunto {p € P:pNM = &},

Teorema A.33 a) Para todo P € £ temos que PN R € Py e (PN R) - Ry =B
b) Para todo p € Py temos que p- Ry € L ep- Ry NR=p.

c) As aplicagoes € e p induzem aplicagoes bijetivas, inversas entre si, entre Py e L.

Demonstragao. a) Obviamente N R € P para qualquer P € £. Pelo lema A.31, temos
que:

(BNR)-Ry=P#Ry = (PNR)NM =02 = PNREPy.

b) Seja p € Pyy; entdo pelo item b) do lema A.31, temos que p - Ry # Ry
Sejam a,b € R e m,n € M tais que (%) . (%) € p - Ry . Ainda pelo item b) do lema
A.31, existem ¢ € p e k € M tais que:

<g>.(ﬁ>:£:>a.b.k:m.n.c€p.
m n k
Como k ¢ p decorre que,
a b
a-beEp = acpoubep = EEP'RM ouﬁep-RM;
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portanto, p - Ry, € £.
Todo d € p- Ry N R é da forma =, onde c € pem € M; logom-d=c; dem ¢ p
decorre que:

dep = p-RyNR=p.

¢) é uma conseqiiéncia de a) e b). |
Corolario A.34 Para todo p € Py, 0 homomorfismo candnico % — lﬁTMM é injetivo.
Ele serd bijetivo (e, portanto, um isomorfismo ) quando p for um ideal mazximal. |

Corolario A.35 Seja M = R\ po, onde po € P. Sob as aplicagdes € e p, 0s ideais primos
de Ry correspondem biunivocamente aos ideais primos de R que estao contidos em py.

Em particular, po - Ry € o unico ideal maximal de Ry . [ |

Teorema A.36 Sejam S um dominio, R um subanel de S e M um subconjunto multi-

plicativo de R. Entao:
(Ls(R))m = Isy, (Rur)-

Demonstracao. Todo s € R’ = Is(R) satisfaz uma igualdade:
f4+a;-F T+ 4+a, =0, com ay,...,a; € R, k€N;

logo,
s aq s ay

k k—1
(_) + <_) . (_> + -+ + — = 0 para qualquer m € M.
m m m m

Portanto, todo elemento de R’ estd em Sy, e ¢ inteiro sobre Ryy; logo Ry, C Is,, (Rar).

Por outro lado, sejam s € S e m € M e suponhamos que > seja inteiro sobre Ry,

digamos:
1 b -1 b
(i)—l—(—l)-<i> —i—---—l——l:O, onde b, € R.m; € M e | € N.
m mi m my
Multiplicando a igualdade acima por (m - n)!, onde n = m; - - - - - m;, obtemos:
(s-n)+ei-(s-n)+---+¢=0, come,...,c; €R;
logo, s-n € Is(R) = R, e = = 2% ¢ R} [

Coroldrio A.37 Sejam S, R e M como no teorema A.36.

a) Se S for inteiro sobre R entdo Sy serd inteiro sobre Ryy.
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b) Se R for integralmente fechado em S entao Ry serd integralmente fechado em Sy,

Lema A.38 Se R for um dominio noetheriano entao todo anel de fragoes de R também

o serd.

Demonstragao. Para todo 4 € 7, o ideal 4N R € J é finitamente gerado, digamos:
UNR=R-a1+---+R-a,;

logo, U= (UNR) Ry = Ryr-ay + -+ -+ Ry - a, é finitamente gerado. [

Teorema A.39 Sejam R um dominio de Dedekind e M um subconjunto multiplicativo

de R; entao:
a) Ry é um dominio de Dedekind.

Além disto, para todo ideal primo nao-nulo p de R tal que p N M = &, temos que:

b) os corpos % € p]_%}gfw sao canonicamente isomorfos;

c) p*- Ry N R =p* para todo k € N.

Demonstracao. a) Pelo lema A.38 e pelo item b) do coroldrio A.37, Ry é noetheriano e
integralmente fechado. Seja P € £, P # (0). Pelo teorema A.33, PN R é um ideal primo
nao-nulo e, portanto, um ideal maximal de R; logo ‘3 ¢ um ideal maximal de R,,.

b) Resulta do coroldrio A.34.

c) Seja a € p* - Ry N R; pelo item b) do lema A.31 existem b € p* e m € M tais que:

b
a=— =— m-a=0>b.
m

Como p* divide o ideal b- R e p nao divide m - R, resulta que p* divide o ideal a - R, logo

a € p*. A inclusdo inversa ¢ ébvia. |
Definicao A.40 Um ideal primo P de S estd acima de p se ‘PN R =p.

Teorema A.41 Sejam S um dominio, R um subanel de S tal que S seja inteiro sobre

R, e p um ideal primo de R. Entao:

a) Para todo U € T tal que 4N R C p existe um ideal primo P de S, acima de p, tal
que Y C °B.
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b) Os ideais primos B de S que estdo acima de p sao os elementos mazximais do conjunto

{MeZ UNRCp}. [
Corolario A.42 Sejam S, R e p como no teorema A.41.
a) (Teorema "lying-over") Existe um ideal primo P de S que estd acima de p.
b) Se Py, Pa forem ideais primos de S, acima de p e tais que P; C Pa, entdo P = Po.

c) (Teorema "going-up") Sejam po e Po ideais primos de R e S, respectivamente,
tais que Py esteja acima de po e po C p. Entao existe um ideal primo P de S,

actma de p, tal que Py C L. |

A.4 Decomposicao de ideais primos

Dados um dominio de Dedekind R, uma extensao finita e separdvel L do corpo K =
Q(R) e S = I(R), apresentaremos nesta se¢ao, para os ideais primos nao-nulos p de R,
a decomposicao de p em L, isto é, a fatoracao do ideal estendido p - S em ideais primos
B de S.

Sejam R, S, K, L como definidos acima, n = [L : K|, p um ideal primo nao-nulo de R,

e Z o conjunto dos ideais de S.

Lema A.43 Sejap - S =P ---- - P, sendo Py, . . ., P, ideais primos de S distintos, e

ep>1,...,e. > 1. Entao:

a) r>1.

b) Bi,..., B, sdo os ideais primos que estao acima de p.

c) UeT UNR=p}={Phr..... P 0<d;<e (i=1,....,r),d+--+d. >1}

Demonstragao. a) Como p é um ideal restrito pela parte a) do coroldrio A.42, temos
que:
p-SNR=p = p-S#S95;
portanto, p - S é divisivel por algum ideal primo ‘B, isto é, r > 1.
¢) O conjunto a direita consiste dos ideais $ € Z, {1 # S, que dividem p - S. Para todo

i deste tipo temos que:

pCp-SNRCUNR#R,;
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logo, p = U N R devido & maximalidade de p. Por outro lado, de ${ N R = p decorre que:
U#Sep-S=U1NR)-SCLU

logo U divide p - S.

b) é uma conseqiiéncia imediata de c). |
Lema A.44 Para todo ideal 34 de S tal que UNR =p, o %—espaw ﬁ tem dimensao finita.

Demonstragao. S ¢ um R-médulo finitamente gerado. As classes mod i de um sis-
tema de geradores deste R-mdédulo formam um sistema de geradores do %—espago 5 que,

portanto, tem dimensao finita. [ |

Observacao A.45 % pode ser identificado com a imagem de R sob o homomorfismo
canonico de S sobre ﬁ e, portanto, pode ser considerado como subcorpo do anel % Em

particular, para cada ideal primo B de S que estd acima de p, o corpo % pode ser consid-

erado como uma extensao do corpo FR‘
Definicao A.46 O grau [% : %] = dim (%) ¢ chamado grau de inércia de P e é denotado

por [ (P | p)-

Definicao A.47 O maior nimero e tal que B¢ divida p - S é chamado o indice de rami-

ficagdo de P e é denotado por e (B | p).

Teorema A.48 (Igualdade Fundamental) Sejam R um dominio de Dedekind, S =
I (R), onde L é uma extensdo finita e separdvel de K = Q(R), p um ideal primo nao-
nulo de R e Py, ..., B, os ideais primos de S que estao acima de p. Entdao:
r . S
> e(PBilp)- f(Pilp) =dim 0 5) " [L: K].
i=1

Observagao A.49 A igualdade fundamental permite vdarios tipos de decomposicdo de p;

convém dar nomes aos casos extremos. Diremos que o ideal primo p de R é:

a) totalmente decomposto em L, quando r = n, ou seja, e (P |p) = f (B | p) = 1 para

todo ideal primo B de S que estd acima de p.
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b) totalmente inerte em L, quando r =1 e e(P1 | p) = 1, ou seja, f (P | p) = n para

algum ideal primo B de S que estd acima de p.

c) totalmente ramificado em L, quando r =1 e f(P1|p) = 1, ou seja, e (P | p) = n

para algum ideal primo B de S que estd acima de .

No caso n = 2, estes trés casos sao obviamente 0s nicos.
Nosso proximo resultado permite indicar explicitamente tal decomposicao a partir da

fatoragao modp - R[z] do polinémio minimal pgk, sendo 8 qualquer elemento em S tal
que S = R[f].

Para todo polinomio F' = 3~ a;2' € R[z] denotaremos por F o polinémio > (a; + p) -
=1 1=1

RS (%) [z] (sendo p fixo).

Teorema A.50 Suponhamos que S = R[f3]. Seja P = pgx e sejam Py, ..., P, polinémios
monicos em R[] tais que P = P"" - .- - P seja a fatoragio de P em polinomios

irredutiveis distintos em (%) [z]. Entao:

a) p-S=PP----- eroonde P;=p-S+P(B)-S(j=1,...,r) sdo os ideais primos
de S, distintos, acima de p; logo e (P, |p) =e; (j=1,...,7).

b) % - (%) (B_J), sendo B_] uma raiz de P;; logo f(B; | p) =0P; (j=1,...,7). u
Corolario A.51 Com a hipdtese e as notagoes do teorema A.50 temos que:

a) p serd totalmente decomposto em L se, e somente se, P se fatora em <E> [x] em

p
fatores lineares distintos x — (a;+p) (j =1,...,n); neste caso p-S =Py ----- B,

sendo P;=p-S+(B—a;)-S (j=1,...,n) ideais primos de S, distintos.

b) p serd totalmente inerte em L se, e somente se, P for irredutivel em (%) [z]; neste

caso, p - S é um ideal primo de S.

c) p serd totalmente ramificado em L se, e somente se, P for uma poténcia n-ésima em
(%) ], isto é, P = (z — (a+p))" para algum a € R; neste caso p-S = P", sendo

B=p-S+(8—a) S um ideal primo de S. u

Diremos que o ideal primo nao-nulo p de R é ramificado em L quando existir um ideal

primo P de S acima de p tal que e (P | p) > 1 ou que a extensado % de % seja inseparavel.
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Corolario A.52 Com a hipdtese e as notacoes do teorema A.50, as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

(i) p é ramificado em L.

(12) O polinémio Dy € (%) [x] € insepardvel.
(i11) disc(psix) € .

(v) p divide dg)g.

Demonstragao. Seja P = pgk. (i) <= (ii): Pelo teorema A.50, p serd ramificado

em L se, e somente se, na fatoracio P = Pt -Her, tivermos que e; > 1 ou ?j for

insepardvel para algum j € {1,...,7}; isto ocorrers se, e somente se, P for inseparével.
(ii) <= (iii): Como disc(P) ¢ uma funcdo simétrica nas raizes de P, existe D €

Zlxy, ..., x,] tal que disc(P) = D(ay,...,a,), onde,
P=a2"+aa" '+ - +ay

portanto

disc(P) = D(ay +p,...,an +p) = D(ay,...,a,) +p.

Concluimos que:

disc(P) € p <= disc(P) =0 <= P for inseparavel.

(ili) <= (iv): Segue do fato que g/ ¢ 0 ideal principal de R gerado por discrx (1,3, ...

disc(P). |
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Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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