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RESUMO

Neste trabalho o problema da equivaléncia de campos gravitacio-
nais, no contexto das teorias da gravitacao onde o espaco-tempo é uma variedade
pseudo-Riemanniana com dimensao (2+1)D, isto é, a questao de decidir quando duas
solugoes exatas das equagoes de campo representam o mesmo campo gravitacional
em sistemas coordenadas diferentes, ¢ abordado nos seus aspectos tedricos e praticos.

A solucao do problema é apresentada utilizando uma descricao do campo
gravitacional que é invariante sob transformacoes de coordenadas. Expressoes
explicitas para as dimensoes do grupo de isometria de um espago-tempo com (2+1)D
e do seu subgrupo de isotropia sao dadas. Um conjunto minimo de quantidades
invariantes que descrevem o campo gravitacional local é explicitamente obtido,
utilizando o formalismo dos espinores reais com dois componentes. Um algoritmo
para testar a equivaléncia na pratica é desenvolvido, como um caso particular do
algoritmo de Karlhede para espagos-tempos em (3+1)D, e as classificagdes de Segre
do tensor de Ricci e do tensor de Cotton-York sao determinadas. O algoritmo esté
implementado, até a derivada covariante da curvatura de primeira ordem, utilizando
o pacote de computacao algébrica GRtensorll do sistema de computacao algébrica
Maple, onde os calculos sao realizados de maneira interativa.

Utilizando as técnicas do problema da equivaléncia para espacos-tempos com
(241)D, as condigoes para a homogeneidade espago-temporal de variedades espagos-
tempos com (2+1)D e métrica tipo-Godel sdo derivadas e comparadas com trabalhos
anteriores sobre espagos-tempos com (3+1)D e métrica tipo-Godel. A equivaléncia
destes espacgos-tempos ¢ estudada e mostra-se que eles admitem um grupo de
isometria com dimensao 4 e também que sao caracterizados por dois parametros

essenciais.



ABSTRACT

In this work the problem of equivalence of gravitational fields in the framework
of theories of gravitation where the space-time is a pseudo-Riemannian manifold
with dimension (2+1)D, that is, the question of deciding when two exact solutions
apparently different represent the same gravitational field in different coordinate
systems, is tackled in its theoretical and practical aspects.

The solution of the problem is presented by using a coordinate-invariant
description of the gravitational field. Explicit expressions for the dimensions of the
group of symmetry of a (241)D spacetime and its subgroup of isotropy are given.
A minimal set of invariant quantities which describe the local gravitational field is
determined, by using the formalism of two-component real spinors. An algorithm
for testing the equivalence in practice is developed as an adaptation the algorithm
of Karlhede for (341)D spactimes, and the Segre classifications of the Ricci and
Cotton-York tensors are determined. The algorithm is implemented up to first
order covariant derivative of the curvature, by using the computer algebra package
GRtensorll of the system Maple, where all calculations are done interactively.

Using the equivalence problem techniques for (2+1)D spacetimes, the conditions
for space-time homogeneity of (24+1)D spacetimes with Godel-type metrics are
derived and compared with previous works on (3+1)D Gédel-type space-times. The
equivalence of (241)D Gdodel-type space-times is studied and it is shown that they
admit a four-dimensional group of isometries and are characterized by two essential

parameters.
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Capitulo 1

Introducao

O problema da equivaléncia de campos gravitacionais, consiste na questao
de decidir quando duas solugoes exatas das equagoes de campo aparentemente
diferentes, representam o mesmo campo gravitacional em sistemas de coordenadas
diferentes. Nas teorias onde o espago-tempo é dado por uma variedade pseudo-
Riemanniana, o problema consiste em determinar se dois espagos-tempos sao
localmente isométricos ou nao. Neste trabalho, ¢ investigado o problema da
equivaléncia em espacos-tempos pseudo-Riemannianos com dimensao 3, isto é, em
(2+1)D, nos seus aspectos tedricos e praticos [I]. O objetivo é desenvolver as técnicas
do problema da equivaléncia para (2+1)D em analogia com os resultados existentes
para (34+1)D, implementados no sistema de computagao algébrica SHEEP/CLASSI [2,
3, 4], de modo a contribuir com a investigacao das teorias da gravitacao em (2+1)D.

No capitulo , a primeira se¢ao aborda o teorema da equivaléncia de Cartan [5, (6],
que determina um conjunto de invariantes sob transformacoes de coordenadas, dado
pelos componentes do tensor de curvatura e das suas derivadas covariantes até uma
dada ordem em relacao a um referencial nao-holonémico. Esse conjunto constitui
uma descricao completa do campo gravitacional local, valida para espagos-tempos

pseudo-Riemannianos com qualquer dimensao. Na segunda se¢ao, obtém-se a partir
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do conjunto de invariantes de Cartan, as dimensoes do grupo de isometria, do
subgrupo de isotropia e da drbita do grupo.

No capitulo 3] ¢ mostrado como as dificuldades de utilizar a solucao de Cartan
na pratica sao consideravelmente reduzidas, através do desenvolvimento de um
procedimento pratico para testar a equivaléncia de espagos-tempos em (2+41)D,
que é um caso particular do procedimento desenvolvido por Karlhede [7, 8] para
espagos-tempos em (3+1)D. Na primeira segdo, é apresentada a classificagao
Karlhede adaptada para espagos-tempos em (2+1)D. Na segunda secao, sdo dadas
as transformagoes de Lorentz em (2+1)D em relacao a uma triada nula, utilizadas na
classificacao de Karlhede. Na tltima segao, ¢ discutida a classificagao algébrica de
um tensor simétrico de segunda ordem em (2+1)D, onde sao obtidas as classificacoes
do tensor de Ricci e do tensor de Cotton-York. O tensor de Cotton-York é o analogo
em (241)D do tensor conforme de Weyl em (3+1)D que é identicamente nulo em
(2+1)D. Estes resultados também sao utilizados na classificagdo de Karlhede em
(24+1)D.

No capitulo 4] demonstramos um teorema [I] onde obtemos explicitamente um
conjunto completo minimo para os invariantes de Cartan em (2+1)D, utilizando o
formalismo de espinores reais com 2 componentes. Este conjunto é formado por
derivadas de ordem n do espinor de curvatura tal que todas as derivadas de ordem
m podem ser expressas algebricamente em termos desse conjunto para n < m. Este
conjunto foi obtido utilizando as identidades de Bianchi e de Ricci, juntamente com
as suas derivadas covariantes. Embora o resultado demonstrado neste capitulo seja
o andlogo em (2+1)D do conjunto minimo correspondente para espagos-tempos em
(3-+1)D [9], o nosso resultado nao pode ser considerado um caso particular do mesmo
conforme serd visto mais adiante.

No capitulo [5| sao apresentadas algumas etapas tteis para a realizacao dos

calculos necessarios para se obter a classificacao de Karlhede de espacos-tempos
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Capitulo 1. Introdug¢ao 3

em (2+1)D, até a derivada de primeira ordem da curvatura. Na primeira segao,
mostra-se como calcular os espinores do conjunto minimo de invariantes de Cartan,
até as derivadas de primeira ordem, a partir de escalares (sob transformagoes de
coordenadas) definidos em relagao a uma triada nula ou uma triada de Lorentz. As
transformacoes desses espinores também sao obtidas a partir das transformacoes
de Lorentz. Na segunda secao, sao discutidas diversas etapas com os calculos
necessarios para obter a classificacao de Karlhede, até a derivada de primeira ordem,
utilizando o pacote de computagao algébrica GRTensorll [10]. Estes resultados
constituem os passos iniciais para uma futura implementacao do problema da
equivaléncia em (241)D.

No capitulo @, as propriedades locais dos espagos-tempos tipo-Godel em (2+1)D
sao investigadas e as suas classificagoes invariantes obtidas, usando a descricao
completa e invariante do campo gravitacional local, obtida com o uso das técnicas do
problema da equivaléncia. Demonstramos um teorema [I] onde obtemos as condigoes
para a homogeneidade espago-temporal (local). A equivaléncia dos espagos-tempos
tipo-Godel homogéneos espago-temporal em (2+1)D é estudada e os resultados
obtidos sao apresentados em outro teorema [I] com os seguintes resultados: (i)
suas classificacoes invariante sao dadas em termos de dois parametros essenciais m?
e w, pares idénticos (m?,w) correspondem as variedades localmente equivalentes;
(ii) quando m? = 4w, todos tém um grupo de isometria com 4 parametros.
Quando w = 0 nao ha rotagado e a variedade é conformalmente plana (o tensor de
Cotton-York é identicamente nulo). Quando m? = 4w obtém-se o caso especial do
espaco-tempo anti-de-Sitter, que é o limite entre os modelos tipo-Goédel homogéneos
espago-temporal causal e nao-causal. Os resultados obtidos sao comparados com os
trabalhos precedentes em espagos-tempos tipo-Godel homogéneos espago-temporal
em (3+1)D [11].

Finalmente, no apéndice [A] sdo apresentados alguns conceitos bésicos do
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Capitulo 1. Introdug¢ao 4

formalismo dos espinores reais [46, 47, 48] com dois componentes em espagos-
tempos em (2+1)D, utilizado para obter o conjunto minimo de invariantes de
Cartan. Este formalismo pode ser considerado o andlogo, para espacos-tempos em
(241)D, do formalismo de Newman-Penrose [31], 32] com espinores complexos com

dois componentes em um espago-tempo em (3+1)D.
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Capitulo 2

O Problema da Equivaléncia

A arbitrariedade na escolha de coordenadas é uma hipdtese basica subjacente a
qualquer teoria covariante da gravitagao, essa arbitrariedade origina o problema da
equivaléncia [6l [7, 8], isto é, a questao de distinguir se as métricas de dois espagos-
tempos sao diferentes ou sao iguais e seus componentes estao relacionados por
transformacoes de coordenadas. A solucao deste problema requer uma descricao
do campo gravitacional local que seja completa e invariante sob transformacoes
de coordenadas. A melhor abordagem para obter a solucao deste problema
foi desenvolvida por Cartan [B]. Apesar deste trabalho abordar o problema da
equivaléncia em (2+1)D, a solugao de Cartan é apresentada para uma variedade
pseudo-Riemanniana com dimensao n. Na primeira secao deste capitulo é
apresentado o teorema da equivaléncia de Cartan, que determina um conjunto de
invariantes sob transformagcoes de coordenadas que constitui uma descrigao completa
do campo gravitacional local. Na secao seguinte obtém-se a partir do conjunto de
invariantes apresentado na primeira secao a dimensao do grupo de isometria, a

dimensao do subgrupo de isotropia e a dimensao da 6rbita do grupo.
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2.1 O Teorema da Equivaléncia

Nas teorias de gravitacao onde o espaco-tempo é dado por uma variedade
pseudo-Riemanniana, o campo gravitacional é descrito pelo tensor métrico g,, que
é encontrado resolvendo as equagoes de campo. Nesse contexto, a equivaléncia local
de campos gravitacionais significa o mesmo que isometria local, j4 que a conexao
é completamente determinada pela métrica [2I]. Assim, duas variedades pseudo-
Riemannianas M e M , de dimensao n, sao localmente equivalentes quando existe
um difeomorfismo entre dois sistemas de coordenadas (U, z) e (U, %), definidos nos
abertos U C M e U C ]TJ, dado por z# = z#(Z") (onde p,v = 1,2,...,n), tal que

. Ox® 0P
g;w<x) = %@gaﬂ(aﬂa (21)

onde gop() € G, (T) sdo os componentes das métricas em M e M, em relacao aos

sistemas de coordenadas (U, z) e (U, %), respectivamente, como mostra a ﬁgura

Figura 2.1: Difeomorfismo entre os sistemas de coordenadas (U, z) e (U, %), definidos
nos abertos U C M e U C M, dado pela aplicagao x* = x#(z").

O conjunto mais natural de quantidades invariantes que podem ser usadas
para resolver o problema da equivaléncia é constituido pelos chamados escalares

polinomiais da curvatura, construidos a partir da curvatura e suas derivadas
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Capitulo 2. O Problema da Fquivaléncia 7

covariantes [12]. Entretanto, essa abordagem nao resolve o problema em (341)D,
porque nao permite distinguir entre o espago-tempo plano de Minkowski e o espaco
curvo de ondas planas, pois esses invariantes sao nulos para ambos [13, 14]. Uma
situagao similar também ocorre com relagao a espagos-tempos em (2+1)D [I5] e
espagos-tempos de dimensao n em geral [16]. Portanto, esses invariantes determinam
apenas condi¢oes necessdrias para equivaléncia (local) de espagos-tempos e nao
caracterizam de modo tnico e completo as variedades espacos-tempos.

Agora serd enunciado um teorema demonstrado por Cartan que é utilizado para
obter a solucao do problema da equivaléncia. Sejam M e M duas variedades
de dimensao n, onde estao univocamente definidas duas bases nao-holonomicas
wt = w?,dxt e 0* = 0%,dx" (onde a = 1,2, ...,n), nos sistemas de coordenadas (U, x)

e ([7 ,x) de M e M , respectivamente. Estas bases, isto é, conjuntos de n 1-formas

linearmente independentes, sao equivalentes se existir uma aplicacao z* = z*(Z")

de M em M tal que

w(z) = w" (7). (2.2)

Figura 2.2: Equivaléncia das bases nao-holonomicas w® = w®,dz* e W* = w?,dz"
univocamente definidas nos sistemas de coordenadas (U, x) e (U, Z) das variedades
M e M, dada por w®(z) = @%(T).

As condigoes de integrabilidade das eq.(2.2)) sdo dw® = dw®. A derivada exterior
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Capitulo 2. O Problema da Equivaléncia 8

da 1-forma w®(x) sdo dadas por
a 1 a b c
dw® = 50 e’ A WS, (2.3)

onde C%.(x) é o objeto de ndo-holonomia, que tem a seguinte simetria C%,. = —C%,.

Portanto, as condigoes de integrabilidade das eq.(2.2]) ficam dadas por
C% = C%. (2.4)

Por sua vez, as condigoes de integrabilidade da eq. 1) sio dC%, = dC%,.

Considerando que a derivada exterior do objeto de nao-holonomia é dada por
dC%. = C%e;mw™, (2.5)

onde o ponto-e-virgula representa derivada covariante, entao as condicoes de

integrabilidade da eq.(2.4) ficam dadas por
Cabc;m = 6/’abc;m- (26)

Prosseguindo na determinacao das condigoes de integrabilidade, obtém-se
sucessivamente derivadas covariantes de ordens superiores do objeto de nao-
holonomia.  Este processo termina quando for calculada uma derivada de
ordem p + 1 que seja funcionalmente dependente dos elementos do conjunto
{C%¢ C%cimy >+ ,C’“bc;ml,”_7mp}, isto é, das derivadas anteriores. Considerando que
em uma variedade de dimensao n existem no méaximo n fung¢oes funcionalmente
independentes, obtém-se que p+ 1 < n. Portanto, pode ser enunciado o teorema de

Cartan [7, 5], como sendo:

Teorema 2.1 Sejam M e M duas variedades de dimensdo n, onde estao

Departamento de Fisica - UFPB



Capitulo 2. O Problema da Equivaléncia 9

univocamente definidas duas bases nao-holonomicas w® = w®,dz" e W* = W, dz"
nos sistemas de coordenadas (U,x) e (U,&) de M e M, respectivamente. Estas

bases sao equivalentes se, e somente se, o sistema de equacoes algébricas

C%e() = C%(F)
Cmbc;m1 (ZU) = 5abc?m1 (%) (2 7)

Cabc;m1~~-mp+1(x> - Cab0§m1~~m(p+l) (l‘),

for compativel nas variaveis z# e ¥. A derivada covariante de ordem p + 1 €
a derivada de ordem mais baixa que é funcionalmente dependente das derivadas

anteriores.

O teorema enunciado acima nao pode ser aplicado utilizando uma base nao-
holonomica no espago-tempo, porque estas bases nao sao univocamente definidas.
Um base nao-holonomica é denominada referencial ortogonal generalizado quando
for dada por campos vetoriais h, = h,*(z)0,, onde os componentes da métrica
Nab = G(hay ) = guh b, sdo constantes determinadas pelos elementos de uma
matriz simétrica n = (7,), com a assinatura apropriada. O co-referencial dual do
referencial ortogonal generalizado h, é o conjunto de 1-formas 6 = hau(:v)dx“, que
satisfaz as seguintes condigoes h,”h?, = d", e h“uhb“ = 0. Entre os referenciais com
esta propriedade que sdo utilizados nas teorias da gravitacao em (2+1)D tem-se as
triadas de Lorentz, onde a matriz n é dada por (1) = diag(—1,+1,+1) e as triadas
nulas, onde os elementos nao nulos da matriz 7 sao 712 = —1 e 133 = +1.

Os referenciais ortogonais generalizados nao sao determinados de modo unico,
pois existem transformacoes lineares nao singulares que preservam o produto escalar
definido pela métrica. Estas transformagoes formam um subgrupo do grupo geral

linear GL(n, R), denominado grupo ortogonal generalizado O(n), com n(n — 1)/2
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Capitulo 2. O Problema da Equivaléncia 10

parametros ¢ = (£4), onde A = 1,2,...n(n — 1)/2. Referenciais ortogonais
generalizados h, e 0%, que sao bases duais, se transformam sob o grupo O(n) de
acordo com hy = A%h, e 62 = (A"1)2,0%, onde (A™1)%A,° = 6,° € Nap = A, Neal,? =
Thab-

O contexto mais apropriado para resolver o problema da equivaléncia utilizando a
abordagem de Cartan é dado pelo fibrado dos referenciais ortogonais generalizados
F(M) [18, 19, 20, 17] definido sobre uma variedade pseudo-Rimanniana M com
dimensao n. O fibrado F(M) é uma variedade pseudo-Riemanniana cujos pontos
sao dados pelos pares: um ponto p de M e um referencial ortogonal generalizado
definido em p. Isto é, uma variedade dada por F (M) = Upe u Fp, onde F, é um
conjunto de todos os referenciais generalizados definidos em p, chamado de fibra
sobre p, como mostra a figura 2.3} As coordenadas de F(M) sdo dadas por (z,¢),
onde x = (z*) sdo as coordenadas de M e & = (£%) sdao os parametros do grupo

ortogonal generalizado O(n).

F(M)

Figura 2.3: Fibrado dos referenciais ortogonais generalizados.

Considerando que no fibrado F(M) nao existe liberdade de transformacao de
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referenciais, obtém-se uma base nao-holonomica univocamente definida dada pelas

1-formas canonicas

0% x,&) = e\ (x, §)dz*”, (2.8)

onde e, (z,&) = A%(§)h’,(z) e pelas 1-formas conexdo
Zab(‘ru f) = ZabAde + 2ab,udxu7 (29)

onde Y% = —yta,
E visto agora a aplicacdo do método de Cartan utilizando o fibrado F(M)
dos referenciais ortogonais generalizados. Diz-se que duas variedades pseudo-

Riemannianas M e M sao localmente equivalentes quando existe um difeomorfismo

local entre F(M) e F(M), onde z# = (&) e 4 = ¢4(£B), tal que

0 (x, &) = 6°(.9), (2.10)
Dh(w€) = X% (3, ). (2.11)

Com isso pode ser aplicado o teorema e desta forma as condigoes de

integrabilidade das egs.(2.10) e (2.11)) serao dadas por

dO = dO° (2.12)
Ay, = d%, (2.13)

Estas derivadas exteriores podem ser obtidas diretamente das equacoes de estrutura

de Cartan para o fibrado F(M), que sao dadas por

de” = —¥% A 6P, (2.14)
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dX% = =X N X% + QY, (2.15)
onde a 2-forma curvatura é dada por
a 1 a c d
Q b(x,f) = §R bcd@ A O y (216)

sendo R%.q(x,&) os componentes da curvatura de F'(M). Substituindo a eq.(2.15))
na eq.(2.13)) obtém-se

— NI ATG 4 Q% = =59 A S + QY (2.17)
e substituindo a eq.(2.11)) na eq.(2.17) pode-se facilmente verificar que
0% = Q9. (2.18)
Substituindo agora a eq.(2.16)) na equagao eq.(2.18)) acima resulta
1 a c d 1 Da Q¢ Qd
§R bcd® AN @ = §R bcd@ VAN @ . (219)

Finalmente, substituindo a eq.(2.10) na eq.(2.19)), conclui-se que as condigoes de

integrabilidade ficam dadas por
R%eq = R%%ea. (2.20)

Por sua vez, as condigoes de integrabilidade das eqs. sa0 dR%eq = dé“bcd. A

derivada exterior do tensor de curvatura R%.q(z,&) é dada por [7, [17]

dRabcd = Rabcd;m@m - 2amRmbcd + EmbRamcd + chRabmd + EmclRabcm- (221)
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E importante observar que a derivada da curvatura é calculada em relacao as
coordenadas (z,&) de F(M), pois o tensor de curvatura e suas derivadas sao fungoes
de (z,€). Substituindo a eq.(2.21)) nas condi¢oes de integrabilidade da eq.(2.20))

pode-se concluir sem nenhum esforco, que
a ~G
R bed;m — R bed;m - (222)

Prosseguindo na determinacao das condigoes de integrabilidade, obtém-se
sucessivamente derivadas covariantes de ordens superiores da curvatura. Este
processo termina quando for calculada uma derivada de ordem p 4+ 1 < %n(n +1),
onde $n(n+ 1) ¢ a dimensao do fibrado F(M), que seja funcionalmente dependente
dos elementos do conjunto {R%ecd, R*bedimy s - - - 7Rabcd;m1,...,mp}- Considerando estes
resultados, o teorema da equivaléncia de Cartan [6l, (7, [8, [13], 18], 19} 20] fica enunciado

por:

Teorema 2.2 Sejam M e M duas variedades pseudo-Riemannianas de dimensdao
n. Sejam R%q(z,€) e Eabcd(f, 5) 0s componentes da curvatura dos fibrados
F(M) e F(M) dos referenciais ortogonais generalizados definidos sobre M e M,
respectivamente. As variedades M e M sdo localmente equivalentes se, e somente se,
existir um difeomorfismo local de F(M) em ﬁ(]\N/[), onde x# = H(7") e £ = SA(EB),

tal que o sistema de equagoes algébricas

Rabcd(% f) = éabcd(57 g)

Rabcd;rm (l’, f) = éabc‘i?ml (%’ g) (2 23)

Rabcd;ml...mp+1 (3:; é) = Rabcd;ml...mHl (:f; 5)7

seja compativel nas coordenadas (x*,&4) e (5:",53) dos fibrados F(M) e ﬁ(ZT/[/),

respectivamente. A derivada covariante de ordem p+1 € a deriwvada de ordem mais
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baiza que € funcionalmente dependente das derivadas anteriores.

O conjunto I, dado por

]p = {Rabcd7 Rabcd;m“ . Rabcd;ml...mp}a (224)

representa uma descricao completa e invariante da geometria e seus elementos sao
chamados de invariantes de Cartan. O sistema de equagoes dado pelas eqs.
determina as condicOes necessérias e suficientes para uma isometria local entre duas
variedades pseudo-Riemannianas, isto é, para a equivaléncia local de espagos-tempos
pseudo-Riemannianos nas teorias de gravitagao.

O conjunto I, pode ser usado para investigar as propriedades de um espago-
tempo pseudo-Riemanniano. Pode-se tirar conclusoes somente sobre a geometria
local e nao a geometria global, desta forma nao se pode tirar conclusoes sobre
a topologia do espaco-tempo. A geometria intrinseca do cone, por exemplo, é
localmente plana e localmente equivalente a uma superficie plana, porém o cone

nao é globalmente equivalente a uma superficie plana.

2.2 Invariantes de Cartan e o Grupo de Isometria

Nesta secao ¢ apresentado um teorema que permite calcular as dimensoes do
grupo de isometria e do seu subgrupo de isotropia a partir dos invariantes de Cartan,
dados pelo conjunto I, definido pela eq..

Uma isometria local é determinada por um campo vetorial v® que satisfaz as
seguintes condigoes £, = Uy 40y, = 0, isto é, a derivada de Lie dos componentes
g, da métrica em relagao ao campo de vetores v* ¢é nula. Estas sao as equacoes de
Killing e suas solucoes determinam os campos de vetores de Killing, geradores do

grupo de isometria (local) do espaco-tempo. A dimensao do grupo de isometria é
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determinada pelo nimero méximo de vetores de Killing linearmente independentes.
Existe um subgrupo de isotropia quando existir campos de vetores de Killing, os
quais geram grupos de transformacoes de um parametro que deixam invariante
os pontos da variedade espago-tempo, estes campos de vetores de Killing sao os
geradores do subgrupo de isotropia.

De acordo com a segao anterior, para cada isometria (local) de uma variedade
pseudo-Riemanniana M existe, em correspondéncia biunivoca, um difeomorfismo no
fibrado dos referenciais ortogonais generalizados F'(M) que deixa os invariantes de
Cartan inalterados. Portanto, se existem k, invariantes de Cartan no conjunto I,
que sejam funcionalmente independentes, entao o sistema de equacgoes algébricas
dado pelas eqs. tem k, equacoes independentes, e a sua solu¢ao depende
de %n(n + 1) — k, constantes arbitrarias. Utilizando, separadamente, as fungoes
das coordenadas (2*) do espaco-tempo e as fungoes dos parametros (£4) do grupo

ortogonal generalizado O(n), pode-se demonstrar o seguinte teorema [5], 23]:

Teorema 2.3 Seja o fibrado F(M) dos referenciais ortogonais generalizados com
curvatura R%,, e coordenadas (z*,&4), sobre uma variedade pseudo-Riemanniana
M de dimensao n. Considerando que k, seja o nimero de fungoes funcionalmente
independentes no conjunto { R%ed, R bed:my s -+ Rabcd;ml...merl}; onde m, € o numero
de fungoes de £ e t, o nimero de fungoes de x*. Entio existe em M um grupo de
wsometria de dimensao

1
r= §n(n +1) — kp, (2.25)

que tem um subgrupo de isotropia H de dimensao

1
s = En(n —1) —m,, (2.26)
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e que atua em uma orbita de dimensdo
d=r—s=n-—1, (2.27)

Embora o teorema de Cartan apresente uma solucao para o problema da
equivaléncia, a sua aplicagao requer uma grande quantidade de calculos que limita
bastante as possibilidades de sua utilidade na pratica. Por exemplo, considerando
espagos-tempos em (3+1)D, obtém-se que o nimero total de todos os componentes
das derivadas da curvatura é 27.962.020, quando o limite maximo p + 1 = 10
ocorrer. Mesmo quando as identidades de Bianchi e as identidades de Ricci,
bem como as derivadas covariantes das mesmas, forem utilizadas para eliminar
componentes dependentes, restam ainda 8.690 quantidades independentes [9]. No
caso de espagos-tempos em (2+1)D, como é demonstrado no capitulo , existe um
total de 4.374 quantidades para o limite maximo p + 1 = 6, das quais 336 sao
quantidades independentes [I]. Portanto, é necessério encontrar uma maneira de
testar a equivaléncia na pratica e lidar com os calculos que devem ser realizados.
Este problema foi abordado por Karlhede [7, 8] para espagos-tempos em (3+1)D.
O procedimento desenvolvido por Karlhede para testar a equivaléncia na pratica é

apresentado no préximo capitulo e adaptado para espagos-tempos em (2+1)D.
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Capitulo 3

Equivaléncia na Pratica em

(241)D

Neste capitulo é mostrado como as dificuldades de utilizar a solucao de Cartan
para o problema da equivaléncia sao consideravelmente reduzidas, através de um
procedimento prético para testar a equivaléncia, desenvolvido por Karlhede [7], onde
todos os célculos sao realizados na variedade base e a ordem méxima das derivadas
é reduzida.

Na primeira secao é apresentada a classificacao de Karlhede, na segunda secao as
transformagoes de Lorentz em (2+1)D e na ultima segdo é mostrado a classificagao
algébrica de um tensor simétrico de segunda ordem, aqui é feita a classificacao do

tensor de Ricei e do tensor de Cotton-York.

3.1 Classificacao de Karlhede

A solucao de Cartan para o problema da equivaléncia, apresentado no capitulo
anterior, tem um aspecto importante a ser considerado na pratica. Em cada

ordem ¢ = 0,1, ..., (p + 1) da derivada covariante do tensor de curvatura, ha varias

17
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propriedades que podem ser determinadas e comparadas, resultando em condigoes
necessarias para testar a equivaléncia. Portanto, estas propriedades podem ser
usadas em cada ordem ¢ da derivada covariante da curvatura para estabelecer
um procedimento pratico. O teste termina quando uma dessas condicoes nao for
satisfeita. Somente quando todas as condigcoes necessarias para todas as ordens
q=0,1,...,(p+1) das derivadas das curvaturas forem satisfeitas, entao é necessério
verificar a consisténcia do sistema de equagoes algébricas dado pelas eqs. do
capitulo anterior, isto é, as condicoes necessérias e suficientes para a equivaléncia.
Embora alguns sistemas de equacoes algébricas possam ser resolvidos utilizando
algoritmos, o mesmo nao ocorre no caso geral onde é impossivel obter a solucao
através de um algoritmo [4]. Este fato evidencia a relevancia da abordagem de
Karlhede.

Seguindo esta abordagem, os passos utilizados no algoritmo de Karlhede
para testar a equivaléncia serao explicados a seguir. Inicialmente, utiliza-se o
procedimento onde as coordenadas z* da variedade M sao tratadas separadamente
dos parametros €4 do grupo das rotacoes ortogonais generalizadas. Isto é obtido
calculando-se os invariantes de Cartan em uma segdo do fibrado F(M) dos
referenciais ortogonais generalizados [I7], isto é, em relagdo a um dado referencial
ortogonal generalizado. Assim, todos os invariantes de Cartan sao projetados na
variedade base M e nao dependem mais dos parametros do grupo de rotacoes

generalizadas. Logo, o conjunto

Ip = {Rabcda Rabcd;mp ey Rabcd;ml...mp+1}; (31)

agora € formado pelos componentes da curvatura de M e das suas derivadas
covariantes em relagao ao referencial ortogonal generalizado, o qual é definido pela
secao local do fibrado de referenciais. Contudo, a dependéncia dos invariantes de

Cartan nos parametros £ do grupo ortogonal generalizado ainda pode ser verificada
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através do comportamento desses invariantes sob rotagoes generalizadas.

O préximo passo consiste na redugao da dimensao do fibrado efetivamente
utilizado para determinar a equivaléncia, em cada ordem ¢ = 0,1,...(p +
1) da derivada covariante da curvatura. Isto é obtido pela escolha de um
referencial ortogonal generalizado alinhado com diregoes invariantes determinadas
pelos invariantes de Cartan. Com esta escolha a liberdade de rotagoes generalizadas
é reduzida e o referencial é fixado o maximo possivel. Essas direcoes invariantes sao
obtidas realizando as classificagoes algébricas dos invariantes de Cartan, e depois
colocando cada um dos invariantes nas respectivas formas canonicas, escolhidas
a partir dos resultados das classificagoes. Os referenciais assim fixados sao
denominados referenciais candnicos [7]. Esta etapa tem dois aspectos importantes,
do ponto de vista pratico. Em primeiro lugar, a medida que a dimensao do fibrado é
reduzida, a ordem méxima ¢ = (p + 1) das derivadas da curvatura que precisam
ser calculadas também diminui. Em segundo lugar, um conjunto de condigoes
necessarias para a equivaléncia é obtido a partir das classificagoes algébricas dos
invariantes de Cartan, dadas pelos tipos algébricos, suas formas canonicas e seus
grupos de isotropia.

A redugdo da dimensao do fibrado em cada ordem ¢ = 0,1,...,(p + 1), pode
ser determinada a partir do grupo de isotropia H, do conjunto [,. Este grupo ¢
formado pelas rotacoes generalizadas que deixam invariantes as formas candnicas
dos elementos de I,. Assim, quando dois espacos-tempos tiverem o mesmo grupo
de isotropia H,, os nimeros m, de funcoes funcionalmente independentes dos
parametros 4 também serdo iguais nos dois espagos-tempos [24]. Portanto, a
liberdade de rotagoes generalizadas do referencial canonico é reduzida toda vez que
o grupo de isotropia H, tiver dimensao menor que H_;y. Neste caso, como H, é
um subgrupo de H,_1), os parametros das rotacoes generalizadas de H_1) que nao

pertencem a H, podem ser usados para fixar ainda mais o referencial.
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O passo seguinte é levar em conta o fato de que os invariantes de Cartan também
devem ter a mesma dependéncia com relagao as coordenadas z* do espaco-tempo,
para que haja equivaléncia. Assim, em cada ordem ¢ = 0,1, ..., (p+1) da derivada da
curvatura utilizada no procedimento pratico, também é necessario que os nimeros
ty de fungoes funcionalmente independentes das coordenadas z* nos conjuntos I,
também sejam iguais nos dois espagos-tempos [24].

Finalmente, de acordo com a solucao de Cartan para o problema da equivaléncia,
os invariantes de Cartan devem ser calculados até a ordem ¢ = (p+ 1) das derivadas
onde os elementos do conjunto I(,41) sao funcionalmente dependentes dos elementos
do conjunto [,. Assim, o procedimento pratico estard concluido em uma derivada
de ordem ¢ quando coincidirem tanto os grupos H_1) e H,, quanto os nimeros de
funcoes funcionalmente independentes ¢(,_1y e t,. O tltimo passo consiste justamente
na realizacdo dessas comparagoes. Ocorrendo a igualdade faz-se ¢ = (p + 1),
finalizando o procedimento. Em casso contrario, aumenta-se ¢ em uma unidade,
retorna-se ao passo inicial e repete-se o precedimento.

Finalmente, todos os passos do procedimento pratico discutidos até aqui sao
resumidos em um algoritmo [I], que comega com as derivadas de ordem ¢ = 0 e tem

0s seguintes passos:

1. Calcular os elementos do conjunto I,, isto ¢é, as derivadas covariantes da

curvatura até a ordem q.

2. Fixar o referencial utilizado, o maximo possivel, colocando os elementos de I,
nas respectivas formas canonicas, obtidas a partir das classificagoes algébricas

dos seus elementos.

3. Determinar o grupo de isotropia H, do conjunto I,, isto é, as rotacoes
ortogonais generalizadas que deixam invariantes as formas candnicas dos

elementos de I,.
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4. Encontrar o ndmero t, de funcoes funcionalmente independentes das

coordenadas z* nos elementos do conjunto /.

5. Se o grupo H, for o mesmo que H,_;) e o nimero de fun¢oes funcionalmente
independentes t, for igual a t(,_1), entao faz-se ¢ = (p + 1) e o procedimento
termina. Caso contrario, aumenta-se ¢ em uma unidade, retorna-se ao passo

e repete-se o procedimento.

Através desse procedimento obtém-se uma classificacao invariante dos espacos-
tempos pseudo-Riemanninos de dimensao n, chamada de classificacao de Karlhede,
em termos das seguintes propriedades: os conjuntos das formas canonicas em I,,, dos
grupos de isotropia { Hy, . .., H,} e dos numero de fun¢oes independentes {to, . .., t,}.

Para testar a equivaléncia de dois espacos-tempos pseudo-Riemannianos as suas
classificagoes de Karlhede sao comparadas e s6 quando elas forem iguais e que é
necessario verificar a compatibilidade do sistema de equagoes dada pelas eqs..

Como as fomas canonicas dos tipos de Segre do tensor do Ricci sao
obtidas realizando transformacoes de Lorentz, serao dadas na préxima secao as
transformagoes de Lorentz em (2+1)D realizadas em triadas de Lorentz ¢ em triadas

nulas.

3.2 Triadas Nulas e Transformacoes de Lorentz

Neste segao serao apresentadas as transformacoes de Lorentz locais em um
espago-tempo em (2+1)D, que formam o grupo de Lorentz SO(2,1) com trés
parametros. Inicialmente serao apresentados as transformagoes em relacao a uma
triada de Lorentz e posteriormente serao apresentadas as transformacgoes em relagao
a uma triada nula [29] 30].

Uma triada {t*, x%, 2*} é chamada de triada de Lorentz se o produto interno nao-

nulos entre seus vetores forem dados por x%x, = 2%z, = —t%, = 1, onde x“ e z* sao
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vetores tipo-espacgo e t* é vetor tipo-tempo, desta forma a métrica tem assinatura
(— + +) e é dada por
Jap = —taly + TaTy + 24 2. (3.2)

As transformacoes de Lorentz de uma triada de Lorentz {t*, x% 2%} para outra
{t'*, 2" 2"*}, podem ser decompostas em “boosts” e rotagdes espaciais. “Boosts”

no plano dos vetores t* e £ sao as transformacoes dadas abaixo
t'* = cosh (¢) t* + sinh (¢) 2%, 2’ = sinh (¢) t* + cosh (¢) 2%, 2/* =2%,  (3.3)

onde

cosh (6) =, sinh (8) = . v = ———, =", (34

V1-p52
que formam o subgrupo SU(1,1). “Boosts” no plano dos vetores t* e z® sdo as

transformacoes dadas por
t'* = cosh () t* + sinh (¢) 2%, 2'* = sinh () t* + cosh (¢) 2%, 2" =2%,  (3.5)

onde

cosh (¢) = v, sinh (@) = 37, (3.6)

que também formam o subgrupo SU(1,1). Rotagdes no plano dos vetores z% e z“

sao as transformagoes dadas abaixo
' = cos (0) 2 + sin (0) 2%, 2'* = —sin (0) 2° + cos (0) 2%, t'* = t°, (3.7)

que formam o subgrupo SO(2).
Uma triada {£% n* m®} é chamada de triada nula se o produto interno nao-nulos
entre seus vetores forem dados por k*n, = —1 e m*m, = 1, onde k% e n® sao vetores

nulos e m® é vetor tipo-espaco. Desta forma a métrica na triada nula fica dada pela
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seguinte equacao

Jab = —kanipy — kyng + mam,. (3.8)

A partir de uma triada de Lorentz pode-se obter uma triada nula de acordo com

1
kY = —(t* + 2%), n® =

V2

Pode-se obter também, uma triada de Lorentz a partir de uma triada nula. Para

(t* —2%), m® =z (3.9)

isto basta usar o seguinte sistema de equagcoes

1 1

t ﬁ(k’a +n?), 2¢=—(k*—n%), m®=a" (3.10)

As transformagoes de Lorentz de uma triada nula {k% n® m®} para outra triada

nula {k"*,n'*, m'*}, sdo decompostas em “boosts” no plano dos vetores k* e n® [29]

1
—k*, m'*=m*", (3.11)

/a:Aa /a:
n n®, k 1

onde A = e¥ > 0, que formam o subgrupo SU(1,1). Rotacoes nulas que deixam o

vetor n® invariante [29]
la a a 1 2_a la a a la a
kK'Y =k*+ Bm +§Bn,m =m®+ Bn®, n'*=n", (3.12)
onde B € R, que formam o subgrupo N, cujas inversas sao dadas por
a la la 1 2. la a la la a la
k* = k'* — Bm —|—§Bn,m:m — Bn™, n%®=n'" (3.13)
Rotacoes nulas que deixam o vetor k® invariante

1
n'* =n®+ Cm" + 502#‘, m'* =m®+ Ck®, kK =k", (3.14)
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onde C' € R, que formam o subgrupo Ny, cujas inversas sao dadas por
a la la 1 21./a a la /a a la
n® =n'* — Cm +§C’k,m:m —Ck', k*=kK". (3.15)

Na proxima secao serao apresentadas as classificacoes algébricas do tensor de
curvatura e do tensor de Cotton-York de um espago-tempo em (2+41)D, utilizadas

no passo 2 do algoritmo de Karlhede para ¢ = 0 e ¢ = 1, respectivamente.

3.3 Classificacao de Segre

Em espagos-tempos em (2+41) dimensoes o tensor de Weyl é identicamente
nulo [25] e o tensor de curvatura pode ser decomposto em partes irredutiveis em
termos do tensor de Ricci sem trago S, = Ry — %gabR e do escalar de curvatura

R = R%,, onde R,, = R, ¢ o tensor de Ricci, de acordo com

1
Rabed = GacSvd — GadSee + GodSac — JoeSad — é(gadgbc - gacgbd)R- (3-16)

Portanto, a classificacao algébrica do tensor de curvatura é equivalente a classificagao
algébrica do tensor de Ricci sem traco.

Nesta secao ¢ apresentada a classificagao algébrica de um tensor simétrico de
segunda ordem, denominada classificagao de Segre. Os resultados serao apresentados
para o tensor de Ricci Ry, e depois para o tensor de Ricci sem trago Sgp.

A classificagao de Segre de um tensor simétrico de segunda ordem R, ¢ obtida

a partir do problema de auto-valores do tensor misto
(R% — AP = 0, (3.17)

onde A € C e v* pode ser um vetor complexo. A solucdo deste problema em um
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espaco com métrica euclidiana é obtido diagonalizando a matriz formada por R%,
através de uma transformacao de similaridade. Todavia, como a métrica nas teorias
de gravitacao é a de Lorentz, somente é possivel reduzir R, a uma forma canonica
de Jordan [20] 2§].

O sistema de equacoes algébricas lineares nos componentes v® dos auto-vetores
dado pela eq. sO possui solugao nao-trivial para valores de A que sejam solugoes

da equacao algébrica do terceiro grau obtida fazendo igual a zero o determinante

|R% — M2 = X3 4+ aX? + bA 4+ ¢ =0, (3.18)

onde
a=—R'Y— R — R =—R, (3.19)
b=R' R*+ R R’ + R*, R’ — R®3 R’y — R*, R', — R*| R'3, (3.20)

C=— Rll R22 R33 + Rll R23 R32 - R21 R32 R13 + R21 ng R33 ( )
3.21
— R* R's R*3 + R* R'3 R%,.

De acordo com o teorema fundamental da dlgebra a eq.(3.18) tem trés raizes,

que determinam os auto-valores A de R%,, que sao dadas por

1 3 1 3

onde

1/3
D= (36ba —108¢ — 8.a® + 12V/120° — 3b%a? — 5dbac + 812 + 120a3> . (3.23)

. D? 4+ 12b — 4a? D? — 12b + 4a? — 2aD
N 6D T 6D '

(3.24)

Obtidos os auto-valores, a matriz R%, pode ser reduzida a uma das formas
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canonicas de Jordan, representadas com a notacao de Segre, que é apresentada
a seguir. Em um espago-tempo (241)D, as formas de Jordan sdo dadas por uma

matriz diagonal por blocos, onde cada bloco pode ser dado por:

- A3 10
< A1 ) ) ’ e 0 A3 1 ; (3.25)
0 X
0 0 A3

onde os elementos Ay, A2, A3 da diagonal principal sao um dos auto-valores.
Considerando que a multiplicidade das raizes reais da equagao caracteristica pode

ser 1, 2 ou 3, e que também podem existir duas raizes complexas conjugadas e uma

real, as possiveis formas canonicas de Jordan para R% que sao compativeis com a

assinatura da métrica de Lorentz sao [20]

A 000 M1 0

0 X 0 |, 0 N 0 |, (3.26)
0 0 Xs 0 0 X

A1 0 z 0 0

01|, 0z 0 |, (3.27)
0 0 A 0 0 A

onde os auto-valores A, Ay e A3 sao reais e os auto-valores z e Z sao complexos
conjugados. Para cada auto-valor em um dos blocos de Jordan existe associada uma
direcao principal do tensor de Ricci R%, determinada pelo auto-vetor correspondente,
que pode ser tipo-tempo, tipo-espaco ou tipo-nulo. Existe degenerescéncia quando
os auto-valores de dois ou mais blocos de Jordan sao iguais.

Na notacao de Segre as formas canonicas de Jordan sao representadas por uma

lista, colocada entre colchetes, com os algarismos que correspondem as dimensoes
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dos blocos de Jordan e com as letras zZ que representam os blocos com auto-valores
complexo conjugados. Os algarismos correspondentes a blocos com o mesmo auto-
valor sao escritos juntos entre paréntesis e aos blocos associados a auto-vetores tipo-
nulo e tipo-tempo sao escritos por ultimo a direita, sendo o correspondente ao auto-
vetor tipo-tempo separado por uma virgula. Assim, utilizando esta notacao, as
formas canonicas para R%, dadas nas eqs., acima sao representadas por
[11,1], [12], [3] e [12Z], respectivamente. Incluindo as possiveis degenerescéncias, os
tipos de Segre estao dados na tabela[3.4na pagina[33] Os resultados correspondentes
em (341)D podem ser encontrados, por exemplo, em [211, 27, 2§].

Os tipos de Segre também podem ser obtidos a partir do tensor de Ricci em
uma triada nula, utilizando transformacoes de Lorentz para simplificar o maximo
possivel seus componentes nao-nulos [29, 30]. Assim, através de transformagoes de
Lorentz é possivel encontrar uma triada nula {k* n® m®}, com apenas k°n, = —1 e
m®m, = 1 nao-nulos, tal que os tipos de Segre e suas degenerescéncia ficam expressos

pelas formas canonicas dadas na tabela abaixo:

’ Tipo de Segre \ Forma canonica ‘

[11,1] Rop = —20kqnyy — B(kaky + nany) + ymamy
[(11),1] Ray = vgap + (v — @) (ko + na) (ky + 1)
[1(1,1)] Rap = agap + (7 — a)mamy
[(117 1)] Rab = Ofab

[12] Ryy = —2akgny) + Akoky + ymgmy
[(12)] Rap = agap + Mraky
[3] Rap = agap + pp(kamy + maky)
[122] Ry = —2ak:(anb) — ﬁ(l{?ak‘b — nanb) + Ymemyp

Tabela 3.1: Tipos de Segre e formas canonicas para o tensor de Ricci em uma triada
nula {£% n% m®}, com apenas k%n, = —1 e m*m, = 1 nao-nulos, onde «a, 3, v € R,
A ==41ep= =1 Para o tipo [12Z] tem-se a restri¢ao 5 # 0.

Uma informacao importante é que, na tabela (3.1 acima, o escalar de curvatura

¢ dado por R = 2a + v para todos os tipos de Segre, exceto os tipos [(11,1)], [(12)]
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e [3] onde R = 3av.
Os auto-vetores do tipo de Segre [11,1] constituem uma triada de Lorentz
t* = (k* +n%) /2, 2* = (k* —n) /2 e 2% = m®, com apenas t%, = k®n, = —1 e

Za

2, = %2, = 1 nao-nulos, os auto-valores correspondentes sao d = a+f3, p=a— [
e 7. Portanto, é possivel escolher uma triada de Lorentz {t*, 2%, 2*} onde o tipo de

Segre [11,1] fica expresso pela forma candnica alternativa
Rap, = —0tuty + yxoxy + pzazp. (3.28)

Os auto-vetores para o tipo de Segre [12] sao k* e m® e os respectivos auto-valores
sao « e 7y, enquanto que no tipo [3] o auto-vetor é k* com auto-valor a. Finalmente, o
tipo [12Z] é o unico que admite auto-valores complexos. Os auto-vetores sao k®£in®
e m® com os respectivos auto-valores a £ i3 e v, onde 3 # 0.

Os tipos de Segre e as formas canonicas de Jordan para o tensor de Ricci sem
traco Sqp = Rap — %gabR sao obtidos a partir da classificacao do tensor de Ricci
impondo a condigao de trago nulo, isto é, S¢, = St + 5%, + 533 = 0 [26]. Neste
caso, o determinante na eq. fica dado por

|S% — A6 = A* + bA + ¢ =0, (3.29)

ou seja, a condigao de trago nulo é obtida fazendo a = 0 na eq.. As raizes da
eq.(3.29) s@o obtidas substituindo a = 0 nas eqs. e nas eqs. e para
A, Be D. Com isso obtém-se os tipos de Segre e as formas de Jordan para S,;, dadas
na tabela |3.5| na pagina Os auto-valores A\g e Ag de Ry, € Sy, respectivamente,
estao relacionados por Ag = A — iR, onde R é o escalar de curvatura.

O mesmo processo utilizado para encontrar os tipos de Segre do tensor de Ricci
R, em uma triada nula {k%, n% m®}, também pode ser utilizado para obter os tipos

de Segre do tensor de Ricci sem trago Sy, cujas formas canonicas sao dadas na
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tabela abaixo:

’ Tipo de Segre ‘ Forma canodnica ‘

[11,1] S = —2a (k(anb) + mamb) — B(koky + ngny)
[(11),1] Sab = —20gap — 3a(kg + 1) (kp + np)
[1(1,1)] Sab = QGap — 3QMaMy
[(11,1)] Sap =0

[12] Sap = 2« (k(anb) + mamb) + ko ky

[(12)] Sab = Akakb

[3} Sab = ,u(kamb + makb)
[12Z] Sap = 2 (k:(anb) + mamb) — B(koky — nany)

Tabela 3.2: Tipos de Segre e formas canonicas para o tensor de Ricci sem trago Sy
em uma triada nula {k* n* m°}, com apenas kn, = —1 e m®m, = 1 nao-nulos,
onde a, f € R, A =+1 e pu=+1. Para o tipo [12Z] tem-se a restrigdo 3 # 0.

Além do tensor de Ricci e do tensor de Ricci sem trago, um outro tensor
importante para o problema da equivaléncia em (2+1)D é o tensor de Cotton-York,
como ¢ mostrado no proximo capitulo, onde é escolhido um conjunto minimo de
invariantes de Cartan no qual o espinor de Cotton-York estd incluido. O tensor
de Cotton-York desempenha em (24+1)D um papel andlogo ao tensor de Weyl em
(34+1)D. As propriedades conformes do espago-tempo em (2+41)D sao descritas pelo
tensor de Cotton-York [26], dado por

1
Cab = VC <Rbd — ZgbdR) T]aCd, (330)

onde 1% = \/%e‘wd, Nacd = \/—G€acds § = det(gap) € €ape ¢ 0 simbolo de Levi-Civita
com €193 = 1. Ele é invariante sob transformacoes conformes da métrica, é nulo para
espagos-tempos conformalmente planos e tem as seguintes propriedades: Cyp = Chq,
C%, = 0, isto é, ele é simétrico e tem trago nulo [26]. Como estas sdo as mesmas
propriedades do tensor de Ricci sem trago Sy, entao as classificacoes de Segre de

Cu € de Sy, sao obtidas da mesma maneira. Elas diferem da classificacao do tensor
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de Ricci pela condigao de trago nulo.

A partir dos resultados obtidos, pode-se verificar que, as formas canonicas
do tensor de Ricci determinam uma triada nula {k% n% m®}, cujos vetores sao
alinhados com as dire¢oes principais do tensor de Ricci. Estes sao os referenciais
canonicos utilizados no procedimento préatico de Karlhede. FEntretanto, eles nao
sao univocamente determinados, pois os tipos de Segre e suas degenerescéncias
tém grupos de isotropia cujos elementos sao transformagoes de Lorentz que deixam
invariantes as formas canonicas.

A implementacao do algoritmo de Karlhede fica bastante simplificada com o uso
do formalismo espinorial, de acordo com o conjunto completo minimo das derivadas
covariantes obtido no préoximo capitulo. Por isso, a classificacao de Segre é realizada
utilizando o espinor Sapecp = 2®apcp, que corresponde ao tensor de Ricci sem

trago Sy, através dos escalares reais definidos abaixo

1 1
Oy = Py = 5 kK" = §Rabkak‘b
: (3.31)
=1 (Rabt“tb + Rp2%2" + 2Rabt“zb) ,
1 a, b 1 a,.b
Oy =Py = §Sabn n- = §Rabn n
: (3.32)
=1 (Rabt“tb + Rp2%2" — 2Rabtazb) ,
1 1
Dy = Dy = §Sabna/€b == (Rabnak‘b + Rabmamb)
1 6 (3.33)
-5 (Rabtatb — Rpz%2b + 2Rabxaxb) ,
1 1
P = Brggg = —=Sym k? = —=Ryymk®
1 1000 23 b 52 b
! (3.34)
=7 (Rabt“xb + Rabz“:rb) ,
d d 1 S a, b 1 R a, b
= = ——Supm*n’ = —=Rgpm®n
3 1011 22 b Wt

V2 (3.35)

(Rabtaxb - Rabz“xb) ,

1
4
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onde {k* n* m®} e {t* a2% 2%} sdo, respectivamente, uma uma triada nula

e uma triada de Lorentz relacionadas pelas egs.(3.9) e (3.10).

totalmente simetrizado ® spcp (onde 4,B,¢,p=0,1) é chamado de espinor de Ricci

O espinor

(veja apéndice [A). As quantidades ®x (onde x= 0,1,...,4) sdo escalares sob
transformacoes de coordenadas. Note que, quando a ordem de k% e n* é invertida
o indice 2 em ®yx permanece inalterado, enquanto ocorrem as mudancas 0 < 4 e
1< 3.

Usando as quantidades definidas pelas eqS.— dadas acima e as formas
canonicas dadas na tabela [3.1] pode-se expressar as formas canonicas e os grupos
de isotropia para os tipos de Segre do espinor de Ricci em termos das quantidades

nao-nulas ®y (onde x = 0,1,...,4) de acordo com a tabela abaixo

’ Tipo de Segre \ Forma canonica \ Grupo de isotropia ‘

[11,1] Oy = Dy, Py nao tem
[(11),1] Py =Dy =30, SO(2)
[1(1,1)] D, SO(1,1)
(A1, 1)] | ®x =0 (x=0,1,2,3,4) S0(2,1)

[21] dy=1,9, nao tem

[(21)] o, =1 rot. nula, k* =inv.

3] oy = nao tem

[221] Oy = —Py, Py nao tem

Tabela 3.3: Formas canonicas dos tipos de Segre do espinor de Ricci ® 4p5cp, que
corresponde ao tensor de Ricci sem traco, com os respectivos grupos de isotropia,
dadas em termos dos escalares reais ®y (x= 0,1,2,3,4) nao-nulos. Para o tipo
[11,1] ®, pode ser nulo.

Analogamente, a classificacao de Segre do tensor de Cotton-York C;, é realizada
utilizando o espinor de Cotton-York Capcp = Vapcp, expresso em termos dos

escalares reais definidos abaixo

Wy = Uggo0 = Capk®k® = = (Copt™’ + Copz®2" 4 2C,t"2") (3.36)

N | —
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1
Uy = Uypqy = Cpnn® = 3 (Capt™® + Copz2" — 20,4t°2") (3.37)
1
\1’2 = \111100 = Cabnak?b = 5 (Cabtatb — CabZaZb) 5 (338)
1 1
v, =w = —Cyym®kb = = (Cupt®x® + Cppz®a®) , 3.39
1 1000 \/§ b 9 ( b b ) ( )
\113 = \111011 = LC’ bm“nb = 1 (C btal‘b - C bzaxb) (340)
\/i a 2 Qa a 9

onde {k% n% m*} e {t* z% 2%} sdo, respectivamente, uma uma triada nula e uma
triada de Lorentz relacionadas pelas eqs. e .

As formas canonicas dos tipos de Segre do espinor de Cotton-York, bem como os
respectivos grupos de isotropia, sao dados na tabela[3.3] quando se faz a substituigao
dos escalares ®x pelos correspondentes Wy, onde x= 0, 1,2, 3,4. Note que, quando
a ordem de k% e n® é invertida o indice 2 em Wx permanece inalterado, enquanto
ocorrem as mudancas 0 < 4 e 1 < 3.

Nao é necessario calcular todos os invariantes de Cartan, considerando que os
mesmos estao relacionados pelas identidades de Bianchi, as identidades de Ricci e
as derivadas covariantes de ambas. No proximo capitulo é abordado o problema
de determinar um conjunto minimo de invariantes de Cartan para cada ordem das
derivadas da curvatura, afim de implementar o algoritmo de Karlhede da maneira

mais eficiente possivel.
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’ Forma de Jordan \ Notagao de Segre \

auto-valores

|

A 0 0
0 A 0 11, 1] AL # X # Ag
0 )\3
)\1 0
0 A O [(11), 1] A # A=Ay =\
0 0 A
0
0 [1(1,1)] A3 #£ A =X =\
Az

> o o
N ~———"
—
—_

—_

—_
=

—

SwnolorroyHo>—oro@>O oy oo

0
0 [12] AL # Ao
A2
A 0
0 0 [(12)] A== A
0 A
A 0
0 1 3] A
0 A
z 0
0 0 [122] z2eC, A
0 A

Tabela 3.4: Formas canonicas de Jordan para um tensor simétrico de segunda
ordem, em um espago-tempo com métrica de Lorentz e (24+1) dimensoes, com os
correspondentes tipos de Segre e degenerescencias. Os auto-valores Ai, Ag, A3 € A sao
reias e os auto-valores z e Z sao complexos conjugados.
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|

Forma de Jordan

\ Notagao de Segre \

auto-valores

A O 0
0 Ao 0 [11,1] A F Ay A3 ==X — Ao
0 0 —)\1 — )\2
—2)X 0 0
0 X0 [(11),1] Ay = A3 =\, A\p = —2)
0 0 A
A0 0
0O Xx 0 [1(1,1)] A=A = A, A3 =2\
0 0 =2\
000
000 (11, 1)] M=Xd=X=0
000
A1 0
0 A 0 [12] A=A Ao = —2)
0 0 =2\
010
000 (12)] A =X =0
0 00
010
00 1 [3] A=0
000
z 0 0
0 z 0 [122] A= —2Rez, z€C
0 0 —2Rez

Tabela 3.5: Formas canodnicas de Jordan para um tensor simétrico de segunda ordem
de trago nulo, em um espago-tempo com métrica de Lorentz e (2+1) dimensoes, com
os correspondentes tipos de Segre e degenerescéncias. Os auto-valores i, Ao, Az e A
sao reias e os auto-valores z e zZ sao complexos conjugados.
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Capitulo 4

Um Conjunto Minimo de

Invariantes em (241)D

Para testar a equivaléncia ¢ necessario calcular as derivadas covariantes da
curvatura. Para uma simplificagao nos calculos, é desejavel especificar um conjunto
minimo dos invariantes de Cartan a serem calculados em cada ordem ¢ =
0,1,2,...,(p + 1) das derivadas covariantes da curvatura e este capitulo se dedica
a este objetivo. Portanto, é de estrema importancia obter um conjunto minimo
dos componentes das derivadas de ordem n do espinor de curvatura tal que todas
as derivadas de ordem m podem ser expressas algebricamente em termos desses
conjuntos para n < m.

Um aspecto relevante a ser considerado quando se calcula as derivadas
covariantes do tensor de curvatura consiste no fato delas estarem relacionadas entre
si através das identidades de Bianchi e de Ricci. O resultado novo que é demonstrado
neste capitulo, para espacos-tempos em (2+1)D, é anélogo ao resultado obtido por
MacCallum e Aman [9] para espacos-tempos em (341)D.

Embora existam outros conjuntos minimos (relacionados com o conjunto aqui

escolhido pela aplicagdo das identidades de Ricci e de Bianchi), o conjunto
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escolhido tem duas propriedades importantes: ¢é definido recursivamente (isso
evita a necessidade de calcular derivadas adicionais de ordem n das quantidades
a fim de encontrar derivadas de ordem mais altas) e contem somente espinores
totalmente simétricos. Por serem totalmente simétricos isso facilita a notacao e

reduz consideravelmente o nimero de quantidades independentes a serem calculadas.

4.1 Quantidades Independentes

Antes de especificar o conjunto minimo de invariantes de Cartan obtido
neste trabalho, é importante determinar o nimero de quantidades algebricamente
independentes necessarias para especificar os invariantes formados a partir da
derivada de ordem n da curvatura. Para um espago-tempo em (2+1)D, este niimero

¢ dado por
3
7, = §(n+4)(n+1). (4.1)

O resultado acima pode ser facilmente obtido a partir dos invariantes formados
com as derivadas parciais de ordem (n + 2) da métrica, em um dado sistema de
coordenadas. Uma vez que as derivadas parciais comutam, todas as derivadas
sao expressas em termos das derivadas totalmente simetrizadas G(ab),(c1,62,rC(m12)) -
O numero destas quantidades pode ser facilmente encontrado a partir do calculo,
para cada um dos 6 componentes independentes da métrica g(.s), da combinacao
com repeticao dos N = n + 2 indices das coordenadas em cada simetrizacao

(c1,Ca, ..., Cryao) entre os K = 3 diferentes possiveis valores para as coordenadas,

cujo resultado é dado por

° (](VK+—K1)TJ\}!) e 26!((7;1?)!! =3(n+4)(n+3). (4.2)
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Entretanto, é necessario considerar as possiveis transformacoes de coordenadas,
especificada por trés funcoes cujas derivadas de ordem (n + 3) contribuem para
as derivadas de ordem (n + 2) da métrica. Por um argumento similar ao anterior,

obtém-se
5)! 3
e 2 4 4.
)] 2(n+5)(n—|— ) (4.3)

contribuigoes distintas que surgem deste modo. Portanto o niimero das quantidades
independentes dado na eq. é a diferenca entre os valores dados na eq. e na
eq.(4.3).

O numero total acumulado de quantidades independentes nas derivadas

covariantes da curvatura, desde a ordem 0 até a ordem n, dado por
k=n 1
szzé(n+6)(n+2)(n+1), (4.4)
k=0

é consideravelmente menor do que o numero dos componentes da derivada da
curvatura de ordem n dado por 6 x 3". Por exemplo, no limite maximo n = 6 da
ordem das derivadas na solugao de Cartan, o nimero de componentes da derivada
covariante da curvatura é 4.374 e o niimero acumulado de quantidades independentes
¢ 336. De maneira similar para n = 5 os numeros sao 1.458 e 231, respectivamente.
Portanto, é necessario uma implementagao em computacao algébrica para realizar
os calculos, visto que o nimero de quantidades a serem calculadas é muito grande.

Para terminar essa secao, é importante apresentar as formas espinoriais das
identidades de Bianchi e Ricci que estao demostrada no apéndice [A] e sao dadas,

respectivamente, pelas equagoes

1
VABCI)ABCD + EVCDA =0, (4.5)
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A
VAEAVB)MDC = Dupep¥” + E(ECM/)B + ecta). (4.6)

Estas equagoes sao utilizadas na obtencao do conjunto minimo que é o resultado

novo obtido neste trabalho.

4.2 Conjunto Minimo

Nesta secao é demostrado que um conjunto completo minimo para as derivadas
de ordem m da curvatura de um espago-tempo em (2+1)D, denotado por C" =
VRUVIRU...UV™R, onde V"R (para 0 < n < m) é o conjunto formado pelos

espinores abaixo:

(i) A derivada totalmente simetrizada de ordem n do espinor de Ricci

VaxVew - VezPrrrm-

(ii)) A derivada totalmente simetrizada de ordem n do escalar de curvatura

VaxVew -+ Vazn.

(iii) Paran > 1, a derivada totalmente simetrizada de ordem (n — 1) do espinor de

Cotton-York V(AXVBW tee VGZ\DHKLM)-

(iv) Para n > 2, o d’Alembertiano para todas as quantidades no conjunto V" 2R,

dado por O0Q = VYAV vk Q, onde @ é um elemento do conjunto V" 2R.

O conjunto acima foi obtido seguindo um raciocinio andlogo ao usado por
MacCallum e Aman [9], considerando que as relagdes entre as quantidades complexas
em (341)D sao andlogas as relagoes entre as quantidades rais em (2+1)D. A diferenga
mais importante estd na auséncia do espinor de Weyl e no uso de espinores reais de
dois componentes em (2+41)D.

O resultado novo obtido neste capitulo é dado pelo teorema abaixo.
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Teorema 4.1 Todos os componentes da derivada de ordem n do tensor de
curvatura, de um espago-tempo em (2+1)D, podem ser algebricamente expressos
em termos dos elementos do conjunto C" = V'R U VIR U ... U V"R; este é um

conjunto minimo de derivadas [1].

O teorema acima ¢é valido para n = 0, pois afirma que o espinor de curvatura
pode ser expresso em termos dos espinores ® sgcp e A, isto é, a decomposicao da
curvatura em suas partes irredutiveis. Conseqlientemente, as derivadas de ordem n
da curvatura para n > 0 sao dadas pelas derivadas de ordem n dos espinores ® 4gcp
e A.

Analogamente a MacCallum e Aman definimos a seguinte relacio de equivaléncia
(denotada por ~): duas derivadas da curvatura de ordem n sdo equivalentes se a
diferenca entre elas for uma expressao algébrica contendo derivadas da curvatura
até a ordem (n — 1). As identidades de Ricci mostram que, para qualquer espinor

@, a derivada anti-simetrizada
(VA = VEVQ = eas VL VIOQ + €YV 54V, Q ~ 0, (4.7)

Conseqlientemente todas as derivadas de ordem m com os mesmos indices nos
seus operadores diferenciais, independentemente da ordem dos operadores, sao

equivalentes. Além disso, uma conseqiiéncia da eq.(4.7)) é
VAVYOQ ~ XYVEOV 40Q = Y 0Q. (4.8)

A derivada de ordem n da curvatura pode ser decomposta em partes irredutiveis,
contendo uma parte totalmente simetrizada e outras partes, definidas através de
contragoes, dadas por produtos do espinor € com derivadas de ordem n com
um ndimero menor de indices livres totalmente simetrizados [31, B2]. As partes

totalmente simetrizadas sao respectivamente, a derivada totalmente simetrizada de
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ordem n do espinor de Ricci e a derivada totalmente simetrizada de ordem n do
escalar de curvatura que sao dadas pelos itens (i) e (ii) do conjunto V*R. Assim é
preciso considerar somente as partes envolvendo contragoes.

A inducao matematica é usada para provar que todas as partes com contragoes
podem ser expressas algebricamente usando as quantidades dadas nos itens (i)-(iv)
do conjunto V"R, isto é, as derivadas totalmente simetrizadas de ordem n do espinor
de Ricci e do escalar de curvatura, a derivada totalmente simetrizada de ordem (n—1)
do espinor de Cotton-York e o d’Alembertiano de todas as quantidades do conjunto
V"2R. A hipétese indutiva estd presente sempre que forem usadas as eq.
e eq.(4.8), uma vez que a equivaléncia (~) envolve termos contendo derivadas de
ordens mais baixas e é necessario supor que estes também podem ser expressos em
termos das quantidades dadas nos itens (i)-(iv) do conjunto V"R.

As partes que envolvem contracoes sao somas simétricas de termos, cada um
contendo contragoes. Se os indices contraidos pertencerem a um par de operadores
de diferenciacao cujos outros indices nao estiverem contraidos entre si, o termo pode
ser ignorado como um resultado da eq. ou ¢ convertida para eq. em um
termo que envolve contracoes de ambos os pares de indices em um certo par de
operadores de diferenciacao (que vai formar assim o d’Alembertiano). Para esse
segundo termo de contracao, pode-se trazer o d’Alembertiano para a esquerda na
eq.(4.7); tais termos serdo incluidos no item (iv).

Para completar a demonstracao do teorema, falta provar que os termos onde as
Unicas contragoes estao entre os indices dos operadores de diferenciacao e os indices
do espinor de curvatura, também podem ser expressos pelos itens (i)-(iii), isto é,
as derivadas totalmente simetrizadas de ordem n do espinor de Ricci e do escalar
de curvatura e a derivada totalmente simetrizada de ordem (n — 1) do espinor de

Cotton-York.
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Usando a eq. todos os operadores de diferenciacao cujos indices estao
contraidos com os indices dos componentes do espinor de curvatura podem ser
trazidos para a direita. O escalar de curvatura pode ser ignorando, uma vez que
nao tem nenhum indice para ser contraido.

De acordo com a definicao de WV gop = —\/§VN(A<I>BCD)N, a contracao de
um operador de diferenciacao com o espinor de Ricci origina somente derivadas
de VU, gep. A contracao entre o espinor de Ricci @ pcp e um operador de
diferenciacao Vgr tem uma parte simétrica a qual é ¥ ,pop e uma parte anti-
simétrica a qual se reduz a derivada totalmente simetrizada do escalar de curvatura
dada no item (ii), utilizando as identidade de Bianchi dadas pelas egs.(4.5). Como a
derivada totalmente simetrizada de V¥ 4pcp é dada no item (iii), é necessario apenas
considerar os termos em que ha uma contracao de um operador de diferenciacao
com V¥ pcp, isto é, com VN(ACDBCD)N. Portanto, para completar a demonstracao
falta analisar as derivadas V45 (VY 4®pcpn) e VI (VV4®Pcpy). A primeira
derivada, devido as observagoes precedentes sobre termos com contragoes entre
operadores de diferenciagao, resulta em quantidades que ja sao incluidas. A segunda

derivada é equivalente a uma soma de termos da forma
Vi (VN%py) = Vi (VE%py) +eanVTe (VGTpy) | (4.9)

de acordo com o método usual de decomposi¢ao. O primeiro termo do lado direito
da eq. reduz-se, pela identidades de Bianchi dadas na eq., a derivada
totalmente simetrizada de ordem n do escalar de curvatura, a qual é dada no item
(i) e o segundo termo reduz-se, pelas eq. e eq., ao d’Alembertiano que é
uma quantidade incluida no item (iv).

Tendo provado que o conjunto dado pelos itens (i)-(iv) pode expressar todas
as derivadas de ordem n da curvatura falta mostrar que é minimo. Isto é feito

simplesmente por um argumento de contagem.
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E fécil verificar, por um argumento similar e mais simples do que aquele que foi
utilizado para a contagem dos invariantes, que as quantidades reais independentes
nas partes constituintes do conjunto V"R definido acima sdo: (2n + 1) + 4 no item
(i), (2n + 1) no item (ii), [2(n — 1) 4+ 1] + 4 no item (iii) e, supondo a hipStese da
indugao, 3(n+2)(n—1)/2 no item (iv). O nimero total de quantidades no conjunto
V"R é, conseqiientemente, 3(n + 4)(n + 1)/2 e coincide com o resultado dado na
eq.. Isto completa a prova do teorema.

Com esse capitulo fica completa a parte tedrica do problema da equivaléncia de
espagos-tempos em (241)D, restando a questao da implementagao em um pacote de
computacao algébrica. No proximo capitulo é apresentado alguns calculos utilizando
o pacote do sistema geral de computacao algébrica Maple, denominado GRTensorlI,

especifico para calculos em Relatividade Geral.
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Capitulo 5

Calculos em Computacao

Algébrica

Neste capitulo ¢ apresentado algumas etapas tteis para a realizacao dos calculos
necessarios para obter a classificagdo de Karlhede de espagos-tempos em (241)D,
para as derivadas de ordem ¢ = 0 e ordem ¢ = 1, em relacao a uma triada
nula. Na primeira se¢ao os espinores do conjunto minimo de invariantes de Cartan,
até as derivadas de primeira ordem, serdo caculados a partir de escalares (sob
transformagoes de coordenadas) definidos em relagdo a uma triada nula ou uma
triada de Lorentz. As transformacoes desses espinores também serao obtidas a partir
das transformagoes de Lorentz. Na segunda secao, serao discutidas diversas etapas
para a realizacao dos cédlculos necessarios para obter a classificacao de Karlhede até
a derivada de ordem 1 da curvatura, utilizando comandos do pacote de computagao
algébrica GRTensorll. Estes resultados constituem os passos iniciais para uma futura
implementagao do problema da equivaléncia em (2+1)D.

O GRTensorll é um pacote de computacao algébrica desenvolvido para calcular
e manipular componentes dos tensores e objetos relacionados que sao utilizados

na Relatividade Geral. Foi desenvolvido para ser utilizado com o sistema de
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computacao algébrica Maple. Sua distribuicao é gratuita, podendo ser obtido pela
internet no site www.grtensor.org, juntamente com as apostilas que ensinam como
usar o GRTensorll.

No GRTensorll os célculos sao realizados em uma variedade Riemanniana ou
pseudo-Riemanniana. Existem comandos e rotinas especiais para produzir e calcular
diversos objetos geométricos como o tensor métrico, os simbolos de Christoffel, o
tensor de curvatura, etc. O usudrio tem liberdade para escolher tanto a dimensao
da variedade (n > 2) quanto a assinatura da métrica (euclidiana, Lorentz, etc.). A
flexibilidade do GRTensorll permite que adaptagoes e expansoes sejam realizadas
através da definicao de novos objetos, de algoritmos definidos pelo usuario, e da

adicao de novas bibliotecas de céalculos.

5.1 Conjunto Minimo

Nesta secao os espinores do conjunto minimo de invariantes de Cartan, até
as derivadas de primeira ordem, serdo caculados a partir de escalares (sob
transformagoes de coordenadas) definidos em relagdo a uma triada nula ou uma
triada de Lorentz. As transformacoes desses espinores também serao obtidas a
partir das transformacoes de Lorentz. Esses resultados sao necessarios para a
implementagao dos passos 1 e 2 do algoritmo de Karlhede.

O conjunto minimo, para a derivada de ordem zero da curvatura, inclui apenas o
espinor de Ricci ®4pcp e o escalar de curvatura A. Como A = R é um escalar,
¢ necessario apenas determinar os componentes de ® pcp. Estes componentes

podem ser obtidos a partir dos escalares (sob transformagoes de coordenadas)
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Oy (x=0,1,...,4), definidos (no capitulo [3|) de acordo com

1 1
Dy = Do = 5 kK’ = §Rabkakb
1 (5.1)
=1 (Rabtatb + Rypz®2b + 2Rabt“zb) ,
1 a, b 1 a, b
Oy = Pyy11 = ZSapnn’ = ~Rypnn
2 2 (5.2)
=1 (Rabt“tb + Rz — 2Rabt“zb) ,
1 1
Dy = Dyyg9 = §Sabnakb == (Rabnakb + Rabmamb)
6 (5.3)
=5 (Rabt“tb — Ryp2%2 + 2Rab$axb) ,
1 1
) = Pygop = —=Suym®k’ = —=Rym"k’
22 2v2 (5.4)
1
= 1_1 (Rabta.%'b —+ Ra Zal'b) y
P P 1 S a. b 1 R a b
3= Y1011 = =P N = —=Ligppn N
V2 2v2 (5.5)

onde {k% n® m®} e {t* 2% 2%} sdo, respectivamente, uma uma triada nula e uma
triada de Lorentz relacionadas pelas eqs. e .

As transformagoes do espinor de Ricci sao obtidas a partir das transformagoes de
Lorentz dos escalares ®x em relacao a uma triada nula, isto é, “boosts” e rotagoes
nulas. Realizando um “boost” com parametro A, dado pelas eqs., e utilizando
as defini¢oes dadas nas eqs.f, obtém-se que as transformagcoes de @y sao

P, — %@, (5.6)
P, — %@3, (5.7)
O, = By, (5.8)
P = Ad, (5.9)
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O = A2, (5.10)

De acordo com as transformacoes acima, pode se verificar que o espinor de Ricci
® pop € invariante sob “boosts” quando o tunico escalar nao-nulo for ®,. A
transformacao de ®x sob uma rotagao nula com n® invariante e parametro B, dada

pelas egs.(3.12), é obtida de modo semelhante, sendo dada por

P, = By, (5.11)
Pl = ngu + ®s, (5.12)
Pl = %B2q>4 + BV2®5 + Oy, (5.13)
P = \/7533@ + 23%3 + 3—‘2/53% + @y, (5.14)
P = iB4(I>4 +V2B3®5 + 3C? Dy 4 2v/2BP, + By, (5.15)

De acordo com as transformacgoes acima, pode se verificar que o espinor de Ricci
® 4pop € invariante sob rotacoes nulas com n® invariante quando o Unico escalar
nao-nulo for ®,. Finalmente, a transformacao de ®x sob uma rotacao nula com k“

invariante e parametro C, dada pelas eqs.(3.14]), é dada por

d) = by, (5.16)
P = ?0@0 + @, (5.17)
P = %02% + CV2D, + By, (5.18)
P = \/gc?’cbo + gc%bl + %QC% + @3, (5.19)
P, = %04% + V2030, 4 302D, + 2V2C D5 + Dy (5.20)

De acordo com as transformacoes acima, pode se verificar que o espinor de Ricci
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®4pop € invariante sob rotacgoes nulas com k¢ invariante quando o unico escalar
nao-nulo for 4.

O conjunto minimo para a derivada de primeira ordem da curvatura inclui
o espinor de Cotton-York ¥ pcp, a derivada covariante totalmente simetrizada
do espinor de Ricci Viup®cprr) € a derivada do escalar de curvatura V4pA.
Primeiramente serao determinados os componentes de V¥ 45cp. Estes componentes
podem ser obtidos a partir dos escalares (sob transformagoes de coordenadas) Wy
(x=0,1,2,3,4), definidos em termos do tensor de Cotton-York Cy, (no capitulo |3))

de acordo com

1

Wy = Wogeo = Copk®k? = 3 (Capt™® + Capz®2" + 2Ct*2") (5.21)
1

\114 = \:[11111 = Cab’n/anb = 5 (Cabtatb + Cabzazb - QCabtaZb) s (522)
1

\112 = \111100 = Cabnakb = 5 (Cabtatb — Cabzazb) y (523)

Ty = Wi0p = —=Copm®R = + (Capt2® + Cop2a® 5.24

1= 1000—\/§abm —2(ab$+abzx)a (5.24)

1 1
\113 = \111011 = anbmanb = 5 (Cabta b_ Cabzaxb) s (525)

onde {k% n% m®} e {t* z% 2%} sdo, respectivamente, uma uma triada nula e uma
triada de Lorentz relacionadas pelas eqs. e . Como as transformacgoes de
U x sao realizadas de maneira andloga as de ®x, nao serao exibidas aqui.

Em segundo lugar, é determinada a derivada do escalar de curvatura A. Os
componentes de V 4\ podem ser obtidos a partir dos escalares (sob transformacoes

de coordenadas) (DA), (a = 0,1,2), definidos de acordo com

(DA)g = VoA = k*V,A, (5.26)

1
(DA)l = VglA = Exava/\, (527)
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(DA)y = V1A = n®V,A. (5.28)

A seguir serao apresentadas as transformagoes de (DA), sob “boosts” e rotagoes

nulas. Realizando um “boost” com parametro A, dado pelas egs.(3.11]), obtém-se

(DA)y = %(DA)m (5.29)
(DA)y = (DA, (5.30)
(DA)o = A(DA)o. (5.31)

De acordo com as transformacoes acima, obtém-se que a derivada do escalar de
curvatura VA é invariante sob “boosts” quando o unico escalar nao-nulo for
(DA);. A transformagao de (DA), sob uma rotagdo nula com n® invariante e

parametro B, dada pelas egs.(3.12)), é dada por

(DA)y = (DA)2, (5.32)
(DAY, = % [BDA), + V(DAY (5.33)
(DAY, = %B2(DA)2 + BV2(DA); + (DA). (5.34)

De acordo com as transformacoes acima, obtém-se que a derivada do escalar de
curvatura V 4gA é invariante sob rotagoes nulas com n® invariante quando o tnico
escalar nao-nulo for (DA)g. A transformacao de (DA), sob uma rota¢ao nula com

k® invariante e parametro C, dadas pelas eqs.(3.14)), é dada por

(DA)y = (DA)o, (5.35)
(DAY, = % (D), + Va(DAY]. (5.36)
(DAY, = %C%DA)O + CV2(DA); + (DA)s. (5.37)
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De acordo com as transformacgoes acima, obtém-se que a derivada do escalar de

curvatura V4pA é invariante sob rotagoes nulas com k“ invariante quando o tnico

escalar nao-nulo for (DA)s,.

Finalmente é determinada a derivada totalmente simetrizada do espinor de Ricci

® 4pcp- Os componentes de V(4p®cppr) podem ser obtidos a partir dos escalares

(sob transformagoes de coordenadas) (D®)x (x= 0,1,...,6), definidos de acordo

com

1
(D®)o = V(00Poooo) = §kakbkcv(a5bc)a
1
2V/2
1
(Dq))z = V(00(130011) = §ka/€bﬂcv(a5bc),
1
—Qkambncv(asbc),

2v/2
1
(D‘I))4 = V(ooq)nn) = §kanbncv(a5bc)u

(D(I))l = v(00(130001) = kakbmcv(asbc)a

(DP)s = Voo Por11) =

1
(Dq))5 = V(01(I)1111) = ﬁmanbncv(asbc)y

1
(DCI))G = V(nq)nn) = §nanbncv(asbc)a

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

onde V(,5) € a derivada covariante totalmente simetrizada de Sg;. A seguir serao

apresentadas as transformagoes de (D®) x sob “boosts” e rotagoes nulas. Realizando

um “boost” com parametro A, dado pelas egs.(3.11]), obtém-se

DO, =(D®)s,
1

DO, =—(D®

(D®)y =~ (D®)s,
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(DD). 22 (DD)s, (5.50)
(DDY, jg (DD)s. (5.51)

De acordo com as transformagoes acima, obtém-se que a derivada totalmente
simetrizada do espinor de Ricci V(up®cper) ¢ invariante sob “boosts” quando o
tnico escalar nao-nulo for (D®)s. A transformacao de (D®)y sob uma rotacao nula

com n® invariante e parametro B, dada pelas eqgs.(3.12), é dada por

(D®)g =(D®)s, (5.52)
(D®); =§B(D®)6 + (DP)s, (5.53)
(D®Y, :%BQ(DQ))G + V2B(D®)s + (Dd),, (5.54)
/ \/§ 3 3 2 3\/_
(D)y ==~ B (D) + 5 B*(D®)5 + —B(ch)4 + (D®)s, (5.55)
(D), :%B‘l(pcb)6 +V2B3(D®)5 + 2B*(D®)y + 2V2B(D®)s + (D®),,  (5.56)
(D®)} :\/?535(1)@)6 + 234(1)@)5 + 5‘/_33(17@)4 + 5B%(D®);
(5.57)

+ \/;B(Dcp)2 + (D),
(D®), :136(D<1>)6 + ﬂB5(D<1>)5 + EB4(D<1>)4 +5V2B3(D®)s

8 4 4 (5.58)

+ %BZ(DCI))Q +3V2B(D®), + (D).

De acordo com as transformacoes acima, obtém-se que a derivada totalmente
simetrizada do espinor de Ricci V(4p®cpEr) € invariante sob rotacoes nulas com n®
invariante quando o tnico escalar nao-nulo for (D®),. A transformagao de (D®)y
sob um rotagao nula com k* invariante e parametro C', dada pelas egs.(3.14), é dada
por

(D®), = (D)o (5.59)
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V2

(Da);, =Y2C(D®)y + (DO), (5.60)

(DDY, :%(12(0@)0 +V3C(D®), + (DD)s, (5.61)
/ \/5 3 3 2 3\/_

(D@, =Y CH(D@)o + SCHDP), + —C(Dc1>)2 + (D), (5.62)

(D®Y, :ic‘*(D@)o +V2C3(D®); 4 3C*(D®)y 4 2v2C(D®)3 + (D), (5.63)

(Do), L2 co(Da), + Y g

+ iowm + (DD)s,

(D®);, :§CG(D Jo+ MC*’)(Dcp) + 14—504(D<1>)2 +5V2C3(D®)s

—ZCHD®), + —=C*(D®)y + 5C*(DP)3

(5.64)

N (5.65)
4 702(1)@)4 +3v2C(D®);5 + (D®)s.

De acordo com as transformacoes acima, obtém-se que a derivada totalmente
simetrizada do espinor de Ricci V(4p®cprr) € invariante sob rotagoes nulas com &*

invariante quando o tnico escalar ndo-nulo for (D®)s.

5.2 Classificacao de Karlhede

Nessa secao serao apresentadas algumas etapas tuteis para a realizacao dos
calculos necessarios para obter a classificacao de Karlhede de espagos-tempos em
(241)D para as derivadas de ordem ¢ = 0 e ordem ¢ = 1

Inicialmente, na primeira etapa, a métrica do espago-tempo em (2+1)D deve
ser dada em relacdo a um triada nula {k* n* m°}, usando o comando makeg
do GRTensorll, necessaria para o calculo dos escalares (sob transformagoes de
coordenadas) que correspondem aos componentes dos espinores do conjunto minimo
de invariantes de Cartan. Calcula-se o tensor de Ricci R, € o escalar de curvatura
R, a partir dos quais sao calculados os escalares ®x e A, definidos com o comando

grdef do GRTensorll. Isto corresponde ao passo 1 do algoritmo de Karlhede, para
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g = 0, isto é, as derivadas convariantes da curvatura de ordem zero.

A segunda etapa trata da classificacao de Segre do espinor de Ricci sem trago Sy,
necessaria para a determinacao do referencial canonico e do subgrupo de isotropia
Hy, que fazem parte dos passos 2 e 3 do algoritmo de Karlhede, para ¢ = 0.
Inicialmente é feita uma verificacao para saber se S% ja esta em uma das formas
canonicas dos tipos de Segre. Se isso ocorrer, nao é necessario realizar a classificagao
de Segre e o referencial utilizado é um referencial canonico. Caso contrario, é preciso
fazer a classificagdo Segre, o que pode ser feito utilizando o comando jordan (do
pacote linalg do Maple) que determina nao s6 a matriz canonica de Jordan de S%,
mas também a matriz de transformacao para a base canonica. Uma outra maneira
consiste em realizar transformacoes de Lorentz de ®x e escolhendo os parametros
de modo a obter uma das formas canonicas dos tipos de Segre.

Quando Sy, nao estiver em uma das formas canonicas dos tipos de Segre, é
necessario fazer uma transformacao da triada nula inicial para o referencial canonico,
utilizando a matriz de transformacao obtida com o comando jordan. A métrica deve
ser definida novamente, agora em relacao a triada nula que constitui o referencial
canonico, utilizando o comando makeg, com isto, todas as etapas também devem ser
repetidas.

Na terceira etapa, determina-se o numero t; de funcgoes funcionalmente
independentes das coordenadas do espago-tempo nos elementos do conjunto Iy, isto
é, nos elementos A e ®x do conjunto minimo, dados no referencial canénico. Esta
informacao pode ser obtida calculando-se o posto da matriz Jacobiana dos elementos
de Iy, utilizando o pacote linalg do Maple. Esta etapa corresponde ao passo 4 do
algoritmo de Karlhede, para a ordem ¢ = 0 das derivadas covariantes da curvatura.

A quarta etapa envolve o calculo dos elementos do conjunto I;. Para completar
I, de acordo com o conjunto minimo, falta definir a derivada do escalar de curvatura

VR, o tensor de Cotton-York C,, e a derivada covariante totalmente simetrizada
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V(aShe), utilizando o comando grdef. A partir desses tensores sao definidos os
escalares Uy, (DA), e (D®)y, dados na segao anterior. Estes célculos correspondem
ao passo 1 do algoritmo de Karlhede, para ¢ = 1.

Na quinta etapa ¢é feita a classificacao de Segre do tensor de Cotton-York Cy,
de maneira analoga ao tensor de Ricci sem trago Sg,. Assim, obtém-se o tipo de
Segre de Cy;, e seu grupo de isotropia. Em seguida determina-se os subgrupos de
isotropia de (DA), e de (D®) x, utilizando as transformacoes de Lorentz definidas na
secao anterior, implementadas no GRTensorll. A partir desses resultados, obtém-se
o subgrupo de isotropia H;, dado pela intersecao dos subgrupos de isotropia de Wy,
(DA), e (D®)x. Estes calculos constituem os passo 2 e 3 do algoritmo de Karlhede,
para g = 1.

A sexta etapa consiste na determinacao do nimero t; de funcoes funcionalmente
independentes nos elementos do conjunto I, isto é, em A, ®x, Uy, (DA), e (DA)x,
de acordo com o conjunto minimo. Esta informacao é obtida da mesma forma que
o numero ty foi obtido na terceira etapa. Esta etapa corresponde ao passo 4 do
algoritmo de Karlhede, para ¢ = 1.

A 1ltima etapa consiste em fazer a comparacao dos grupos de isotropia Hy e
H, e dos nimeros de fungoes funcionalmente independentes ¢y, e t;. Em caso de
igualdade, o resultado é a classificacao de Karlhede do espaco-tempo. Em caso
contrario, tem-se apenas os elementos da classificacao até a ordem ¢ = 1, faltando
determinar os de ordens superiores

Neste trabalho foi feita a implementacao apenas para as derivadas de ordens
g =0 e g =1 do algoritmo de Karlhede. No préximo capitulo é feita uma aplicagao
das técnicas do problema da equivaléncia para espagos-tempos em (2+1)D para

investigar espagos-tempos tipo-Godel em (2+1)D.
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Capitulo 6

Espacos-Tempos Homogéneos

Tipo-Godel em (241)D

Neste capitulo, as técnicas do problema da equivaléncia de espagos-tempos em
(241)D serao utilizadas para investigar o problema da homogeneidade dos espagos-
tempos tipo-Godel em (2+1)D. A equivaléncia desses espagos-tempos também é
discutida e os resultados obtidos sao comparados com os resultados existentes para
espagos-tempos tipo-Godel em (3+1)D [1].

A solucao de Godel [33] para as equagoes de campo de Einstein, foi o primeiro
modelo cosmoldgico com matéria em rotacao e curvas tipo-tempo fechadas. O
modelo de Godel mostrou que a Relatividade Geral admite espagos-tempos com
patologias causais. Entretanto, as geodésicas tipo-tempo e nulas nao sao curvas
fechadas. O modelo é geodesicamente completo e nao tem singularidades, nem
horizontes [34]. Devido a estas peculiaridades, as solugoes tipo-Godel vem sendo

investigadas com grande interesse até hoje.
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6.1 Espacos-tempos tipo-Godel Homogéneos em
(3+1)D

O espago-tempo em (3+1)D com métrica de Godel tem um estrutura de um
produto direto d32(4) = d32(3) + dz%, onde a métrica em (2+1)D d$2(3) ¢ um caso

particular do elemento de linha tipo-Godel, definido por
ds®g) = —[dt + H(r)dg]* + D*(r)d¢® + dr®. (6.1)

Sabe-se que todos os espagos-tempos em (3+1)D com métrica tipo-Gddel, que
sao homogéneos no espago e no tempo (homogéneos ET), estao caracterizados por

2

dois parametros m* e w, onde

(i) H=wr? D =r, quando m = 0;

(ii) H =2%[1 — cos (ur)], D =, sin (ur), quando m? = —p? < 0;

(iii) H = 24sinh® 2", D = L sinh (mr), quando m? > 0,

m
sendo a constante w a vorticidade destes espagos-tempos em rotagao [39]. O espago-

tempo de Godel é um caso particular da terceira classe, onde m? = 2w?, com o

tensor momento-energia dado por

T, = pv,v, v*=0%, (6.2)

kp = —2A =m* = 2w? (6.3)

onde k e A sao, respectivamente, a constante gravitacional de Einstein e a constante
cosmolégica, p e v* sao, respectivamente, a densidade e a quadri-velocidade do
fluido. No modelo de Gédel em (34+1)D o grupo de isometria tem 5 parametros e o

subgrupo de isotropia tem um parametro.
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O elemento de linha tipo-Gédel dado pela eq.(6.1]), além de ser uma solucao da
teoria do Einstein-Maxwell-Chern-Symon, também satisfaz as equagoes de Einstein

2 w) e tem um grupo de isometria com 4 parametros [35].

para todos os valores de (m

A violagao da causalidade global em espagos-tempos tipo-Goédel homogéneos
ET depende do comportamento de gy = D?*(r) — H*(r), uma vez que os circulos
definidos por t,7,2 = const sao curvas tipo-tempo fechadas quando g4y < 0 para
um determinado conjunto de valores de r. As caracteristicas da causalidade global
sdo as seguintes [36]: (a) para m? < 0, temos uma seqiiéncia infinita se alternando
entre regido causal e nao-causal; (b) para 0 < m? < 4w?, temos apenas uma regiao
causal; para m? > 4w?, nao existe problema de causalidade. O modelo de Reboucas-
Tiommo [37], onde m? = 4w?, é conformalmente plano, seu grupo de isometria tem
7 parametros e niao tem estabilidade causal. Todos os modelos para m? > 4w?
tém estabilidade causal. Assim, o modelo de Rebougas-Tiomno ¢é o limite entre os
modelos causais e nao-causais.

O problema da homogeneidade ET em espagos-tempos em (34+1)D com uma
métrica tipo-Godel foi investigado a partir de hipoteses restritivas impostas aos
campos de vetores de Killing [37, 38, 39]. O resultado obtido foi um conjunto
de condicoes necessarias e suficientes que foram reobtidas sem nenhuma hipotese
simplificadora, usando as técnicas do problema da equivaléncia [II]. Embora
a investigacao da causalidade global de espagos-tempos tipo-Godel em (2+1)D
possa ser realizada seguindo as abordagens utilizadas para (3+1)D, o mesmo nao
ocorre com o problema da homogeneidade ET. Isto acontece porque as técnicas do
problema da equivaléncia em (241)D nao sdo um caso particular dos resultados
correspondentes em (34+1)D, de acordo com os resultados obtidos nos capitulos
anteriores.

Na préxima segdo as técnicas do problema da equivaléncia em (2+1)D,

desenvolvidas nos capitulos anteriores, serao utilizadas para investigar o problema
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da homogeneidade ET de espagos-tempos tipo-Godel em (2+1)D.

6.2 Espacos-tempos tipo-Godel Homogéneos em
(24+1)D

Nessa secao as condigoes necessarias e suficientes para homogenei-
dade ET de espagos-tempos tipo-Godel em (241)D serdao obtidas utilizando as
técnicas do problema da equivaléncia em (241)D. Considere um espago-tempo cujo
elemento de linha ¢ dado pela eq.(6.1]). Para fungoes arbitrérias H(r) e D(r), o tensor
de Ricci é Segre tipo [11,1] e o referencial canonica estd completamente fixado. O
referencial canonico é obtido da maneira apresentada a seguir. Primeiro, os escalares
® (espinor de Ricci) sao calculados em relagao a triada nula 6%(a = 1,2,3) dada

por

1
' =w, 7= —=(w—w?), = E(w?’ + w?), (6.4)

onde w® é uma triada de Lorentz, com 7,, = diag(+1,+1,—1), dada por
wt=dr, w*=D(r)d¢, w*=dt+ H(r)do. (6.5)

Como os componentes nao-nulos obtidos sao ®q, P, e &4, o referencial dado pelas
eqgs.(6.4) nao é canonico. A fim de transformar ®x na forma candnica para o tipo
de Segre [11,1], onde &g = Py, é realizado um “boost” com o parametro A(r) para

uma nova triada nula 6 dada por

nl _ pl n2 __ r 2 n3 __ 03
0t =0, 02 = \JA(r) 62, 6°= o) (6.6)
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O referencial canonico para o tipo de Segre [11,1] é obtido escolhendo

, (6.7)

onde o simbolo (’) denota a derivada em relagao a r.
Usando o referencial canonico obtido, no passo 1 do algoritmo de Karlhede para

a derivada de ordem ¢ = 0, obtém-se os seguintes invariantes de Cartan nao-nulos

AORGI
By = _% l%ﬂ - (%)2] | (6.9)

(6.10)

Al

(I)():q)4:— 4

Em um espago-tempo homogéneo ET com dimensao n a érbita do grupo de isometria
tem dimensao d = n. Portanto, de acordo com a eq. tem-se t, = 0. Isto é, o
nimero de fungoes funcionalmente independentes das coordenadas do espaco-tempo
no conjunto I, deve ser zero. Conseqiientemente, todas as quantidades do conjunto
minimo dadas a cima devem ser constantes. Assim, a partir das eqs.—
pode-se facilmente concluir que, para um espago-tempo em (24+1)D com métrica

tipo-Godel ser homogéneo ET, é necessario que

!/ 1
o= const = 2w, o = const = m?. (6.11)

Agora é preciso mostrar que as condigoes necessarias acima também sao suficientes
para a homogeneidade ET. Utilizando, as condigdes dadas pelas eqgs.([6.11]) obtém-se

que A(r) = 1 e que os invariantes de Cartan no primeiro passo do algoritmo de
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Karlhede, para ¢ = 0, reduzem-se a

1
@0:@4:3432:1(4002—7712), (6.12)

A =2 (w? —m?), (6.13)

onde obtém-se a forma canonica &, = ¢, = 3, para o tipo de Segre [(11),1]. Estes
resultados permitem agrupar os espagos-tempos em (2+1)D tipo-Godel de acordo

2

com os parametros m° e w, em trés classes:

(i) m? # 4w? onde m? w # 0;
(i) m? = 4w? onde w # 0;
(iii) m? #£ 0, w = 0.

Agora é necessario prosseguir com os passos seguintes do algoritmo de Karlhede
para testar a equivaléncia, para cada classe de espagos-tempos em (2+41)D tipo-
Godel.

Para a primeira classe, encontra-se que os tipos de Segre é [(11),1] para todas
as métricas. Seguido o algoritmo, é necessario encontrar o grupo de isotropia que
deixa os invariantes de Cartan inalterados. O escalar de curvatura A é invariante
sob o grupo completo de Lorentz SO(2,1). Assim, o subgrupo de isotropia Hy é
determinado pelo espinor de Ricci, cujo tipo de Segre é [(11),1] e é invariante sob o
grupo SO(2) de rotagoes espaciais. Portanto, obtém-se que ty = 0 e que o grupo de
isotropia Hj ¢ unidimensional.

Prosseguindo com os passos do algoritmo, é necessario calcular o espinor de
Cotton-York e as derivadas covariantes totalmente simetrizadas dos invariantes de

de Cartan dados pelas eqs.(6.12)—(6.13)), isto é, o primeiro passo para as derivadas

Departamento de Fisica - UFPB



Capitulo 6. Espacos-Tempos Homogéneos Tipo-Gadel em (2+1)D 60

de ordem g = 1. As seguintes quantidades sao obtidas:

3
Uy=U, =30, = §w(4 w? —m?), (6.14)
V(AB(I)CDEF) - 0, (615)
VapA =0, (6.16)

onde o espinor de Cotton-York Wy estd na forma canonica do tipo de Segre [(11),1].

Como nenhuma fungao funcionalmente independente surgiu, t3 = 1.
Paralelamente, os invariantes de Cartan permanecem inalterados sob o mesmo grupo
de isotropia (rotagoes espaciais), isto é, Hy = Hp, e o algoritmo para. Assim,
obtém-se t, = 0 e o subgrupo de isotropia H, = SO(2) unidimensional. A partir
da eq. e da eq. do capitulo , obtém-se que o grupo de isometria tem
dimensao 4 com 6rbita de dimensao 3. Portanto, as condigoes necessarias dadas pela
eq. também sao suficientes para homogeneidade ET.

Para a préxima classe (m? = 4w?,w # 0), seguindo o algoritmo, obtém-se

Dy =0, (6.17)

A= —gm2. (6.18)

Assim, to = 0 e dim(Hy) = 3, uma vez que o grupo de isotropia dos invariantes ®x
é agora o grupo de Lorentz SO(2,1). Considerando que o espinor de Cotton-York
é Uy = 0 e que todas as derivadas dos invariantes de Cartan sao identicamente
nulas, o processo termina. Este é o espago-tempo anti-de-Sitter em (2+1)D, que
¢ conformalmente plano e tem um grupo de isometria de dimensao 6, com um
subgrupo de isotropia de dimensao 3. Como sua Orbita de dimensao 3, de acordo
com eq.(2.27)), é também homogéneo ET. Note que o espago-tempo em (3+1)D com

2

os mesmos valores de (m?* w) é o espago-tempo conformalmente plano de Rebougas-
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Tiomo, com um grupo de isometria com 7 parametros.
Finalmente, para a classe (m? # 0,w = 0), isto é, espagos-tempos sem rotagao,
obtém-se, no primeiro passo do algoritmo para ¢ = 0, as seguintes quantidades

nao-nulas

1
Py =0, =3P, = —Zm2, (6.19)

A = —2m? (6.20)

onde ®x estd na forma canonica para o tipo de Segre [(11),1]. Entao, encontra-se
que to = 0 e que Hy é o grupo SO(2) de rotagbes espaciais.

Prosseguindo com o algoritmo, obtém-se uma vez mais que o espinor de Cotton-
York ¢é nulo e que todas as derivadas sao identicamente nulas. Portanto, o algoritmo
para com t, = 0 e H, = SO(2). Como o grupo de isometria tem dimensao 4 e
o subgrupo de isotropia tem dimensao 1, a orbita tem dimensao 3 e o espaco ¢
homogéneo ET e conformalmente plano. Note que o espaco-tempo tipo-Godel em
(34-1)D com rotagao nula nao é conformalmente plano e tem um grupo de isometria
com dimensao 6.

Os resultados novos obtidos nesta aplicacao, usando as técnicas do problema da
equivaléncia na investigacao de espagos-tempos tipo-Godel em (2+1)D, podem ser

resumidos nos seguintes teoremas:

Teorema 6.1 As condigoes necessdrias e suficientes para um espago-tempo tipo-
Gadel em (2+1)D, com métrica dada pela eq., ser (localmente) homogéneo ET
sao dadas pelas egs. (6.11)).

Teorema 6.2 Todos espagos-tempos  tipo-Géodel em  (24+1)D  (localmente)
homogéneos ET, admitem um grupo de isometria de dimensao 4 com o subgrupo de
isotropia de dimensdo 1 e sao caracterizados por dois parametros independentes m?

e w: pares idénticos (m?,w) especificam espagos-tempos equivalentes (isométricos).
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Vale enfatizar que as eqs.f estao relacionadas com as equagoes
correspondentes para espagos-tempos tipo-Godel em (3+1)D (egs.(3.12)—(3.15)
em [I1]). Portanto, os resultados aqui obtidos podem ser considerados como o
andlogo em (241)D dos resultados obtidos em [I1]. Assim, por exemplo, os teoremas
1 e 2 acima estao relacionados com os teoremas correspondentes em [I1] (teorema 1
e teorema 2 na pagina 891).

Para todo espago-tempo homogéneo ET tipo-Gddel em (2+1)D o espinor de Ricci
tem tipo de Segre [(11),1]. A tnica excegdo é espago-tempo anti-de-Sitter, obtido
quando m? = 4w?, cujo grupo de isometria tem dimensao 6. Esta ¢ a tinica condicao
que leva a um grupo de isometria com dimensao maior do que quatro. O espinor de
Cotton-York também tem o mesmo tipo de Segre [(11),1], exceto quando o espago-
tempo for anti-de-Sitter e quando o espago-tempo for sem rotagao (w = 0,m? # 0),
uma vez que ambos sdo conformalmente planos (¥ = 0).

As técnicas do problema da equivaléncia também foram usadas para investigar
espago-tempo tipo-Godel em (4+1)D [40, 41] e também em (3+1)D com torgao
nao-nula [42].

Concluindo, é importante enfatizar que nenhuma equacao de campo foi utilizada
na obtencao dos resultados deste capitulo, que sao vélidos para todos espagos-tempos

tipo-Godel em (2+1)D independentemente da teoria da gravitagao considerada.
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Conclusao

Neste trabalho foi feita uma investigacao completa sobre a equivaléncia local de
campos gravitacionais em (2+1) Dimensoes, nos seus aspectos teéricos e praticos.

No capitulo foi apresentado a solucao de Cartan para o problema da
equivaléncia onde as condicOes necessarias e suficiente para a equivaléncia de
variedades Rimannianas foram obtidas.

No capitulo |3| foi mostrado um procedimento préatico para testar a equivaléncia
através do algoritmo desenvolvido por Karlhede. Neste capitulo foi mostrado
também como proceder para a implementacao do algoritmo, e foi realizado os
calculos até a primeira ordem da derivada covariante da curvatura, ou seja, foi feita
uma implementacao para ¢ = 0 e ¢ = 1, para cada um destes casos foi percorrido
o algoritmo de Karlhede, com isso obteve-se o conjunto dos escalares de Cartan,
posteriormente fez-se a classificacao algébrica do espinor de Ricci e do espinor de
Cotton-York. Deixando para trabalhos futuros a continuacao desta implementagcao.

No capitulo |4 mostrou-se como obter um conjunto minimo de invariantes, isso
¢é util para uma implantagao do algoritmo para testar a equivaléncia em programas
de computacao algébrica.

No capitulo 5| foi apresentado algumas etapas uteis para a realizagao dos calculos
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necessarios para obter a classificacdo de Karlhede de espagos-tempos em (2+41)D,
para as derivadas de ordem ¢ = 0 e ordem ¢ = 1, em relacao a uma triada nula. Estes
calculos foram realizados utilizando comandos do pacote de computagao algébrica
GRTensorll.

No capitulo [0] foi investigado o problema da homogeneidade em espagos-tempos
tipo Godel em (2+1)D, com o uso das técnicas do problema da equivaléncia de
espagos-tempos em (2+1)D. Foi obtido que para todo espago-tempo homogéneo ET
tipo-Godel em (2+1)D o espinor de Ricci tem tipo de Segre [(11),1]. A tnica excegao
é espaco-tempo anti-de-Sitter, obtido quando m? = 4w?, cujo grupo de isometria
tem dimensao 6. Esta é a tnica condi¢ao que leva a um grupo de isometria com
dimensao maior do que quatro. O espinor de Cotton-York também tem o mesmo tipo
de Segre [(11),1], exceto quando o espago-tempo for anti-de-Sitter e quando o espago-
tempo for sem rotagao (w = 0,m? # 0), uma vez que ambos sao conformalmente
planos (Uyx = 0).

E importante salientar que neste trabalho nao foi possivel completar toda
a implementacao da solucao do problema da equivaléncia local de campos
gravitacionais em (241) Dimensoes, deixando desta forma para trabalhos futuros
uma implementacao completa para a solugao do problema aqui estudado. Tendo
uma implementacao completa, poderd-se distinguir se dois espacos-tempos em

(241)D sao equivalentes ou nao, tendo apenas suas respectivas métricas.
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Apéndice A
Espinores em (2+1)D

Neste apéndice é apresentado alguns conceitos bésicos do formalismo dos
espinores com dois componentes em espagos-tempos em (2+1)D. Maiores detalhes
podem ser encontrados nas referencias [46, 47, [48]. Este formalismo pode ser
considerado o andlogo para espagos-tempos em (241)D do formalismo de Newman-
Penrose [31) 32, 21] com espinores complexos de dois componentes em um espago-
tempo em (3+1)D. Entretanto, em (241)D existe apenas espinores com um tipo de
indice, pois as representagoes do grupo de Lorentz SO(2, 1) dadas pela transformagao
de spin Syp e pela transformacao S,z = Sap complexo conjugada de S,p nao sao
independentes, ao contrario do que ocorre em (3+1)D. Exitem dois formalismos de
espinores com dois componentes em (2+1)D: O formalismo onde os espinores sao
complexos e as transformacgoes de spin dadas pelos elementos do grupo SU(1,1);
O formalismo onde os espinores sao reias e as transformacoes de spin dadas pelos
elementos do grupo SL(2,R). O grupo SU(1,1) ¢é isomorfo ao grupo SL(2, R).
Neste apéndice é apresentado apenas o formalismo dos espinores reais com dois

componentes.

66



Capitulo A. Espinores em (2+1)D 67

A.1 Espinores Reais em (2+1)D

Um espinor real com um indice é denotado por 1)* ou 14 e tem dois componentes
reais, onde os indices com letra latinas maitisculas podem ter os valores 0,1. Estes
indices podem ser levantados e abaixados pelo espinor eqap = —€pa (601 = 1), de

acordo com

Va4 =1Pepa, v =ePyy. (A1)

O produto interno é definido por

Via = ePpoa = —agp? (A.2)

e o referencial de spin {04,141} é formado por dois espinores linearmente
independentes, isto é, com produto interno o4t* # 0, sendo normalizado pela
s A_
condicao o,t” = 1.
Existe uma correspondéncia entre uma triada nula de vetores reais {k%, n® m®}
(ou uma triada de Lorentz {t*, % z°}) no espago-tempo em (241)D e uma base de
spin {o?, 14} do espaco dos espinores, dada pelas quantidades rais e simétricas 0% »

de acordo com

1
= _Q(ta+za) = o%po” of = T 00>
1
na:—z(t“—z ) = o%Ypt P =07, (A.3)
1
m® = z” 4 (0P + 0Pt = V208,

onde m®* = z% e z* sao vetores tipo-espaco, t* é tipo tempo, k% e n® sao tipo-luz.

Utilizando a forma matricial estas quantidades ficam dadas por

a a a me
000 0 01 k 7

a 2

0O AB — = " V2 (A4)
o0 o1 —% n®
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e suas inversas Sao

Mg

Tq Ogq Mg —
AB V2 | (A.5)
Oq Oq _Tg ka

A correspondéncia entre o espaco dos espinores é o espaco-tempo também requer a
correspondéncia entre os respectivos produtos internos. Assim, a métrica do espago-
tempo g, € a métrica gapcp do espaco dos espinores simétricos de segunda ordem

estao relacionadas de acordo com

Gab = O aABU bCDgABCD
= —ka ny — kb Ng + My My (A6)

= _tatb—i_zazb—i_xaxb?
a b
GABCD = O 4B 0 ¢p Yab

1
= _§(€AC €Bp + €D €BC). (A7)

Agora é possivel mostrar que a condicao de normalizacdao da base de spin
o4t =1 estd relacionada com os produtos nao-nulos dos vetores das triadas acima
dados por

kana == tata - _17 mama - xaxa = Zaza =1 (AS)

Em geral para cada vetor v*, em um referencial nulo dado pelas egs. (A.3]) acima,

existe um espinor simétrico de segunda ordem ¢4 p de acordo com

v = O_zzAngAB ’ ¢AB — —O'aABUa. (A9)

Agora, levando em consideragao egs. (A.6)-(A.7)), obtém-se que

V0" = gapv"v” = gapcopd PP = —PapdP. (A.10)
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O espinor €45 satisfaz a identidade
€[AB €C|D = €aB€cp + €pc €ap + €ca€pp =0 (A.11)
que podem ser escritas na forma
eap€? =6,95, — 6,9, ". (A.12)

Esta iltima expressao tem uma importante aplicacao, pois é utilizada para decompor
a parte anti-simétrica de um espinor ¢cp qualquer. Utilizando contracao dada por
eap€Poop = (0,05 — 0596, P)dbcp e a regra para levantar indices obtém-se o

seguinte resultado eapd-C = pap — Ppa, que pode ser expresso como

1

Cb[AB} = §€AB ¢CC. (Alg)

No caso em que ¢4 = Yapp, obtém-se Yapp — Vppas = €ap 1/)0900, de modo que
1A e @4 s@o proporcionais (linearmente dependentes) se, e somente se, seu produto
escalar é nulo. Asidentidades dadas pelas eqs. e eqs. acima serao usadas
repetidamente para obter a decomposicao de um espinor em partes irredutiveis.

A transformacdo de spin é dada por ¥4 = S4z¢", onde S45 é uma matriz
real 2 x 2 com determinante unitdrio, isto é, um elemento do grupo SL(2, R).
O produto interno e o espinor e,p ficam invariantes, ou seja, ¢, = p 0° e
ecp = ScSPpeyp = €p. As transformagdes de Lorentz que correspondem as

transformacoes de apin sao dadas por
Lab = —O’aABO'bCDSACsBD. (A.14)

Pode-se notar que usando a matriz S4 5 ou a matriz —S“4 5 obtém-se a mesma matriz

L%, isto é, existe um homomorfismo 2-1 entre o grupo SL(2, R) e o grupo restrito
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de Lorentz SO(2,1), onde as transformagoes de Lorentz sao préprias (det(L%) = 1)

e ortéeronas (L% > 1).

A.2 Derivada Covariante

Nesta segao, é utilizada a abordagem da referencia [46], onde 0, representa a
derivada direcional em relacao a e, e V, a derivada covariante em relacao a d,. Os
componentes da conexao de Levi-Civita I'%, relativos a base {0, |a = 0,1,2} sao
definidas por

VO =0, (A.15)

que sao determinados por [y, ) = (I — 40, tem-se ainda que I'gpe = Gaal %

e I'gpe = —Tpae. O espinor correspondente a I'y,. € 0 espinor com componentes reais
U'apcper = lacereésp + I'spEreac, (A.16)
onde
L gg LR
I'apep = € I'raspep = §F ARBCD- (A17)

Os componentes de I 4pcp sao simétricos no primeiro e no segundo par de indices,
ou seja, I'apep = I'pacp = 'aBpc.

O espinor correspondente a d, é o espinor com componentes reais dap definido
por

Oap = 0 4B0a, (A.18)

com isso obtém-se a equagao espinorial correspondente a eq.(A.15), que é dada por
Vapdep =T capdrp + T papdcr, (A.19)

onde V 45 representa a derivada covariante em relacao a d4z. Os componentes da
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derivada covariante de um campo de espinores &5 em relacdo a 4 sao obtidos

por

Vaplos: = 0aptes + T papnt + TP paph @

o = TRy g S8 + TRy ER - —

(A.20)

Devido a simetria no primeiro par de indices de I'4pcp, obtém-se que a derivada
covariante de e4p € nula, desta forma, a derivada covariante comuta com o
abaixamento e levantamento dos indices do espinor. Sob uma transformagao de

spin os componentes de I' ygcp se transformam de acordo com

“BCD = STeSYp (SRASKBFRKTV + SMAaTvSMB) : (A.21)

A.3 Espinor de Curvatura

Agora é analisado o espinor de curvatura e seus componentes, mas entes disso é

importantes ver algumas relacoes, tais como

eape’? = (53; eape’? = (51‘;1 =2, (A.22)
e
20ap) = Yap — Ypa = eaptn = (0565 — 050%) vep., (A.23)
onde
¢NN = ENBl/JNB; GABECD = 525133 — (512(5}4) (A24)

O espinor de curvatura é dado por

a b c d
Raxpyczpw = 0% ax0 ' gyoczo DWRabcd7 (A-25)
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como ja se sabe o tensor curvatura tem as seguintes simetrias
Raped = — Ravde = — Rpacd = Redabs (A.26)
desta forma o espinor de curvatura tera as mesmas simetrias, ou seja,
Raxpyczpw = —Raxpypwez = —Rpyaxczpw = Rozpwaxpy (A.27)
onde
Raxpyczpw = Riax)By)cz)(ow), (A.28)

A anélise do espinor de curvatura é dividida em duas partes, uma para os dois

primeiros pares (AX) e (By) e outra para os dois ultimos pares (cz) e (pw). Para os

primeiros pares tem-se

NK N
€ABE RNXKYCZDW = eapRnx YCZDW

= Raxpyczpw — Rexavczpw

= Rapxvczpw — Rpaxyczpw

= 2R\aB)xyczpw,

NV N
exye  Ranpvezpw = exyRang czpw

= Raxpvczpw — Rayexczpw

= Raxpvczpw + Rpxavczpw

= 2RB)xyCczDW -

(A.29)

(A.30)

Como pode ser visto acima, o espinor de curvatura tem uma parte simétrica em “aB”

e outra anti-simétrica em “AB”, com isso o espinor de curvatura pode ser reescrito
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da seguinte forma
Raxpyczpw = Rupyxyvcozpw + Riapxyozpw (A.31)
31
1
= B (EXYRANBNCZDW + €ABRNXNYCZDW) )
onde
Ryx™yezpw = €"* Ryxkyczow
= " Rxnyrczpw (A.32)
= Rxny' czpw
e
Rynx™yczow = €"* Ryxkyczow
= —e"* Rxynxozow
(A.33)
= 6KNRKYNXCZDW
= Riy™ xczpw,

isso mostra que Ryx~yczpw é simétrico na ordem de contracdo e simétrico em

“xy”, ou seja,
N N
Rnx"yczpw = Rxny™ czpw,
N K
Rnx"yczpw = Rxy" xczpw-
Fazendo a seguinte definicao

1
N
Rapczpw = QRANB czpw = Rpaczpw,

(A.34)

(A.35)
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e usando a eq.(A.35) na eq.(A.31)) obtém-se

Raxpyczpw = €apRxyczpwexy Rapozpw. (A.36)
Analisando para os pares (cz) e (bw) do espinor de curvatura, tem-se

NK N
ecp€  Rapczpw = €cpRapnz w

= RABC’ZDW - RABDZCW

(A.37)
= Rapcpzw — Rappczw
= 2RABjcD)jzWw
e
6ZWGUVRABCUDV = EZWRABCUDU
= Rapczpw — Rapcwpz
(A.38)

= Rapcpzw + Rapzew

= 2RaBcD)zw,

assim como foi feito para chegar na eq.({A.34), o processo andlogo é feiro para se

chegar a seguinte conclusao

RABNZNW = RABZNWN (A 39)

N N
Rapnz"w = Rapnw™ z-
Fazendo a seguinte defini¢ao

1

Qancp = 5 Rasonn”
ABCD — 9 ABCND

1/1
=~ (ZR N K
9 <2 ANB CKD >
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1 X z
= ZRAXB czD
1 (A.40)
= ZEXYEZWRAXBYCZDW7
é facil ver que
Qapcp = Qanycp) = Qcpas. (A.41)
De posse destes elementos, pode-se escrever que
Rapczpw = Rapcpyzw + Rap|cpjzw
(A.42)
1 N N
=5 (EZWRABCND + écpRapnz W) .
Usando a eq.(A.40) na eq.(A.42)), obtém-se
Rapozpw = €zwQapcp + €cpQapzw- (A.43)
O espinor Q 4pcp pode ser decomposto de acordo com [31]
2 2
Qapop = Qascp) + gQA[BC]D + gQA[BD}C- (A.44)
Usando as propriedades de baixar e subir indice em () 4pcp, obtém-se
eace" *Qankp = epcQan™ p = epcQap
= Qapcp — Qacsp (A.45)
= 2Q a[Bc]D-
Definindo Q4p = Qan" p, obtém-se
1 N
QaBop = EEBCQAN D= §€BCQAD7 (A.46)
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substituindo este resultado na eq.(A.44)), obtém-se

1
Qapop = Qapcep) + 3 (eBcQap + eBpQac) - (A.47)

Agora é analisado o elemento () 4p, portanto, tem-se

N NK NK
Qap =Qan"p=¢€ "Qankp =€ " QKDAN

= ENKQDKNA = —EKNQDKNA (A-48)
= —Qpr™ 4= —Qpa,
com isso ver-se que (Qap ¢ anti-simétrico, isto é, Qap = —@Qpa. Tem-se também o
seguinte elemento
eapQn" = Qap — Qpa = 2Q(ap), (A.49)
com isso obtém-se que
1 N_ 1 N
Qap = §€ABQN = §€ABQ S QT =0, (A.50)

trabalhando mais um pouco com Qx”, obtém-se

QNN = ENKQNK = EADQAD = EADQANND
= 6ADGNKQANKD = EADGBCQABCD (A-51)

= €AD€BCQANKD = QABAB

ou seja, Qn" = Qap*B. Com estes resultados pode-se reescrever a eq.(A.44), como

sendo

1
Qapcp = Qapcep) + 5 (eBc€ap + €Bpeac) Q. (A.52)
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Substituindo a definigdo de gapcp na eq.(A.52)), obtém-se

Qapcp = Q(ABCD) - %QABCDQ7 (A-53)
definindo
Papcp = QaBep) (A.54)
e
Q=A (A.55)

Substituindo estes resultados na eq.(A.53), obtém-se

1

Qapcp = Papcp — ggABCDA- (A.56)

Finalmente, os resultados da decomposicao do espinor de curvatura podem ser

resumidos da seguinte maneira [46], 47, [48]

Raxpyczpw = exyRapczpw + €eapRxyczpw, (A.57)
Rapczpw = €zwQapcp + ecpQapzw, (A.58)

1
Qapcp = Papep — ggABCDA‘ (A.59)

A.4 Espinores de Ricci e de Cotton-York

Agora é analisado o espinor de Ricci, tem-se inicialmente que o tensor de Ricci
¢é dado por
Ryg = R%aq. (A.60)
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O espinor de Ricci pode ser obtido da seguinte forma

b d
Rpypw = 0’y o’ pw Ryq

CZ cz b a d a
R™"pyczpw = 0 740 Byo"cz0" pw R bad,

desta forma tem-se que

Rpypw = R

ou seja,

CZ
RBYDW =R BYCZDW — —

_ _AXCZ R
BYyczbpw = ¢ AXBYCZDW

; (EAC€XZ +EAZ€XC)

RAXBYC’ZDW

1

1
AC X7 AZ _XC
3¢ € Raxpyczpw — 5€ € Raxpyczpw

1

1
AC _XZ AC _XZ
56 € “Raxpyczpw — 56 € “Raxpyzcow

1
ZAC Xz

5 (Raxpyczpw + Raxpyczow)

AC _XZ
e " Raxpyczpw-

Substituindo a eq.(A.36]) na eq.(A.64), obtém-se

Rpypw

AC XZ
—e"“e*? (eapRxvczpw + €xy Rapczpw)

cA Xz XZ cA
=€ “epa€” “Rxyczpw + € “exye " Ropazpw

Cpz Z pA
=05Rycozpw + 0y R azpw
7z A
= R%pzpw + R paypw
N N
= R ypnpw + R” pnypw

= (RNYBNDW + RNBYNDW)

:eNK(

Rxyenpw + RxpyNDpw)

cA
€ (Raysepw + Rapycpw)

cA
" (Rayvespw + Rapoypw)

(A.61)
(A.62)

(A.63)

(A.64)

(A.65)
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cA
=" (Rapoypw + Rascypw)
cA
Rpypw = 2¢" " Rapcypw-

Usando a eq.(A.43)), é facil ver que

cA
“*Rapeypw = € (eapQapyw + eywQascp)
= 5}:4>QABYW + €CA€YWQABCD

c c
R” peypw = Qpyw + evw®” Bep,

e utilizando a eq.(A.52)) obtém-se

1
Q%sep = € |Quapen) + 5 (eBpE€AC + €BC€AD)

“escenp +e“eapepc) Q

(e
(-

2epp — DGBC) Q

@I»—*@I'—

1
QCBCD = _§€BDQ = QBD = —QDB-

Substituindo a eq.(A.67) na eq.(A.66), obtém-se

RCBCYDW = Qpeyw + eywlBD

C
R*ycoppw = QYDBW - §€BW€YDQ-

O primeiro termo da eq.(A.68) é dado por

1

Qyppw = Q(YDBW) - ggYDBWQ-

Substituindo este resultado na eq.(A.68]), obtém-se

1 1

RSy cppw = QpBw) — §9YDBWQ - EEBWEYDQ

(A.66)

(A.67)

(A.68)

(A.69)
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1 1
RYgeypw = Quvepw) — ggYBDWQ + §QYBDWQ
(A.70)

R poypw = Qv Bpw) + ggYBDWQ-

Pode-se ver nesta equacdo que RCycppw é simétrico em “vB”. Substituindo a

eq.(A.70) na eq.(A.65) e usando a definicao ® spcp = Q(apcp) obtém-se a expressao

para o espinor de Ricci, a qual é dada por

1
Rpypw = 2®pypw + ggBYDWQ- (A.71)

Agora falta encontra quem é “Q)”, para isso tem-se

BY BYDW
R=R" gy =g Rpypw

1

= 2" PV S py pu + ggBYDWgBYDWQ
17 1

e (BPYW 4 (BW YD) gBYDWQ]
11 DB YW WB YD
313 (6 €BpeE  €yw +€ € gBYDW) Q@
171
171

=313 (4+2) Q]

R=0Q),

como se ver “Q)” é o escalar de curvatura, desta forma pode-se reescrever a equagao

para o espinor de Ricci como sendo [46] 47, [4§]

1
RBYDW = 2(I)BYDW + ggBYDWRa
(A.72)

Rpypw = Spypw + ggBYDWR-
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Ja é sabido que o tensor de Ricci é dado por

1
Rab = Sab + ggabRa (A73)

onde S, ¢ 0 tensor de Ricci sem trago. Comparando este resultado com a eq.(A.72)),

pode-se facilmente perceber que o espinor de Ricci sem trago é dado por

Saxpy = 2Paxpy,

1

Paxpy = §SAXBY-

(A.74)

Procedendo de maneira semelhante com relacao ao tensor de Cotton-York Cl,

obtém-se que o espinor de Cotton-York [48] é dado por

Uaxpy = —V2 VN 4®xpy )N (A.75)

A.5 Identidades de Ricci e de Bianchi

Agora sao analisadas as identidades de Ricci e de Bianchi, respectivamente, no
formalismo de espinores. Em primeiro lugar é analisado as identidades de Ricci.

Esta identidade é dada no formalismo de tensores, como sendo
(VoVy — Vi Vo) v = —R% 04, (A.76)
onde a derivada covariante nao é simétrica, ou seja,

VoV # VY. (A.77)
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Na forma de espinores pode-se escrever a eq. como sendo
(VaxVpy = VeyVax)voz = —RDWOZAXBYUDW- (A.T8)
Para continuar, é importante lembrar que
eape’Y = 650G — 6569, (A.79)

com isso pode-se escrever que

ewxe OV apVpg = 0% — 6563 (V apVig)
— 65,09V 4pV pg — 6509V 4pV 5o (A.80)

EWXEPQVAPVBQ =VawVex — VuaxVpw = EWXVAPVBP-

Utilizando o mesmo processo pode-se encontrar facilmente que
EABEPQVPWVQX = VawVpx — VewVux = EABVPWVPX (A-81)
e ainda que

VawVex — VexVaw = VawVex — VaxVew
+VawVex — VaxVew (A.82)

VawVex — VpxVaw = GABVNWVNX + EWXVANVBNa

esta mesma equagao pode ser expressada de outra maneira, ou seja,

VawVex — VexVaw = = (VexVaw — Vaw Vpx)
== (EBAVNXVNW + GXWVBNVAN) (A.83)

VawVex — VexVaw = easVax VY + ewxVenVa?,
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de posse das egs.(|A.82] [A.83)), pode-se ainda escrever que

1
VAWVBX - VBXVAW = 6AB§ (VNWVNX - vNXVNI/V)

1 (A.84)
+ewxg (VanVeY = VenyVaY)
e que
VanVsY = —-VA"Viy (A.85)
com isso a eq.(A.84) ficara:
1
VawVex — VexVaw = €ABg (VNWVNX - VNXVNW)
1
+ WXy (VanVs" = V5" Vay) (A.86)
VawVex — VexVaw = easVvw V' x) + ewx Vv Ve,
a qual pode-se escrever da seguinte forma
VawViex — VexVaw = easVaw V' x) — ewx V" Ve (A.87)
onde pode-se dizer que
1
V(ANVB)N = —§€WX (VAWVBX — VBXvAw) (A.88a)
1
VN(WVN)() = §€AB (VAWVBX — VBXvAw) . (A88b)
Aplicando o espinor X¢cgpz nas identidades de Ricci, teremos:
(VaxVey — VeyVax) Xokpz = REQCKBXAWXEQDZ (A.89)

+ R pypxaw Xoxpo,
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onde

Xoxpz = poPperxz = Xcp)(kz)-

Substituindo as eqgs.(|A.88a]) e (A.88b|) na eq.(A.89)), obtém-se

WX REQ

—2VaNVpnXokpz = € CKBXAWXEQDZ

+ VY REC s pxaw Xek kg

ou

2V VY ) Xoxpz = P RPC ok px aw Xpgnz

AB pE
+e"R QDZBXAWXCKEQ-

Usando a defini¢ao feita na eq.(A.90)) pode-se escrever que
Vu"'VenXekpz = Va " Vevecepexz = exzV " Veynecoen,

desta equacao, tem-se

2V 4N Vnecrp = (Va¥Vien + V" Vay) ecep
= VA" (pcVenep + ©pVanec)
+ V" (0cVanep + ¢pVanec)
= (VAN‘PC) (Venep) + 9oV a¥Vienen
+ (Va¥ep) (Venec) + ooV a Vinpe
+ (VBNSDC) (Vanep) +0cVs™Vanen
+ (V" ep) (Vanve) + ¢p V" Vaneo
=¢c (Va"Vin + V" Van) ¢p

+ ¢ (Va¥Vpy + V¥ Van) o

(A.90)

(A.91)

(A.92)

(A.93)

(A.94)
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=¢c (Va"Vin + Vs Van) ¢p
+ ¢ (Va¥Vey + V¥ Van) ¢c
V" Vevecen = ¢cVa " Veven + opVa" Vevpc.
Usando a eq. na eq.(A.93)), obtém-se

V" VenXekpz = exz (pcVa" Veynen + oV a Vinec)

(A.95)
—26"V ANV pnXokpz = —4 [0cV (4N Viynvep + opVa Venec] -
Com isso a eq.({A.91)), pode ser reescrita da seguinte forma
=26’V A"V nXokpz = €7 (V¥R ckpxaw repeqs
+ "X RECh s px aw EPCERQ) (A.96)

=28V ANV nXoxpz = VX (REQCQBXAWsOD + REQDQBXAW@C) VE-

Comparando a eq.({A.95) com a eq.(A.96)), obtém-se

— 4 [ecV " Venen + ooV Venec]| =
" (R"Ccopxawep + R™®popxawec) pp, (A97)

contraindo a equacdo acima com (n“n”), obtém-se

— 4 [ocV " Vewen + ooV Vevec] nn"” =

" (RPCcopxawep + RP®popxawec) penn®, (A.98)

Departamento de Fisica - UFPB



Capitulo A. Espinores em (2+1)D

86

abrindo a equagao, chega-se a seguinte conclusao:

— A"V NV vep — VN Vv =

VX (REQCQBXAwﬁC + REQDQBXAwnD) PE, (A~99)

desta equacao pode-se facilmente ver que

—4V "V pnvep = VY RFC popxaw or

—4V " Vpnee = VYR copxawpr

tem-se que
R¥Coopxawer = €““Rpxcopxawe”
= R

KQ

RE¥9copxawr = € YexgRpcpxawy” = 2Rpopxawe”

Utilizando a equagao acima e aplicando a eq.(A.43)), obtém-se

VX REC copxawer = 26V (egaQrexw + exwQrona) @
= 26" Y ewxQpepap”
V¥R copxawer = —4Qpcpap”,

E
GKQRECBXAW + EECRKQBXAW) 2

(A.100a)
(A.100Db)

(A.101)

(A.102)

onde ja se sabe que 0 Qgcpa € simétrico nos pares e na troca dos pares, conforme

mostra a eq.(A.41)). Com isso substituindo a eq.(A.102)) na eq.(A.100b)), obtém-se

V' Venee = Qnepap™

1
= Qvepap” — Sgnepap” A

3
1 1
= Q(CBAN)SON ~ 3|73 (eneca + ena€cn) <PNA

(A.103)
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1
= Qcran)p” + 6 (enpp™Neca + enap™ecn) A

1
V" Venee = Qupepyp” + G (ecapn + ecppa) A,

como ja se sabe, A é o escalar de curvatura. De posse disso e da eq.(A.54]) chega-se
forma irredutivel das identidades de Ricci no formalismo de espinores, que é dada
por

1
Vu"'Venee = Papcpp” + 5 (ecapn + €cppa) A (A.104)

Serao analisadas agora as identidades de Bianchi no formalismo dos espinores.

Temos do formalismo de tensores que V®G,, = 0. O espinor de Einstein é dado por

Gapep = Rapep — =9apepR,

2 (A.105)

Gapcp = Sapep — ggABCDRa

onde R pcp € o espinor de Ricci e Sypop € o espinor de Ricci sem trago, de posse dos
resultados obtidos até o presente momento, pode-se sem nenhum problema escrever

o espinor de Einstein como sendo

1
Gapep = 2P apep — égABCDRa (A.106)

com isso pode-se escrever as identidades de Bianchi contraida da seguinte forma

1
VA8Gapep = 2V*P® 500 — ~gapepVAER

6
1 1
= 2VAP® 4 50p — AR (eacenp + eapene)| VPR
(A.107)

1
= 2VAB® pep + I (Vep +Vpe) R

1
VABGapop = 2VAP D pop + EVCDR = 0.
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Da dltima equagao acima, obtém-se as identidades de Bianchi no formalismo dos

espinores, que é dada por

1
VAP s pop + 5 VenR =0. (A.108)
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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