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Resumo

Esta tese aborda a utilizagao do método do maximo de entropia (MME) no célculo da transfor-
mada de Fourier. Em experimentos onde as medidas sao realizadas no dominio da freqiiéncia
a inversao de Fourier cldssica € a ferramenta mais utilizada na reconstrugao do sinal no espago
direto. Em tais situacoes, o procedimento de medida introduz no sinal reconstruido diversas
oscilagoes devido a discretizagao do espectro, a incerteza experimental e a limitacao do ins-
trumento para medir em todo o dominio freqiiencial. O MME produz um resultado melhor
nestas circunstancias devido a utilizagao de um enfoque bayesiano. Esta técnica nos permite
melhorar a estimacao do sinal, uma vez que introduz no calculo um conhecimento a priori,
i.e. insere a expectativa prévia da medida por meio de um modelo tedrico dos resultados que
podem ser obtidos. A inversdo de Fourier & maximo de entropia foi implementada em um
programa em MATLAB. Sua eficiéncia foi avaliada por meio da simulacdo de um espectro
incompleto contendo erros experimentais conhecidos. Quatro estudos de casos foram propos-
tos e os resultados analisados detalhadamente, evidenciando as propriedades fundamentais e
formas de utilizagao do MME.



Abstract

Fourier transforms plays an important role in signal analysis in experimental physics. In
this thesis we are interested in Fourier transform by maximum entropy approaches. In scien-
tific experiments where measurements are carried through in the frequency domain, classic
Fourier inversion is a commonly used tool to reconstruct signals on direct space. In such
situations, the measurement procedure leads to oscillations on the reconstructed signal due
to spectrum discretization, experimental errors and instrument limitations in the frequency
domain. Bayesian approaches can achieve better results with maximum entropy methods
(MEM) in these circumstances. This technique improves the signal estimation, introducing
in the calculation a priori knowledge, i.e. it puts in a previous expectations of the measure-
ment through a theoretical model of the expected results. A MATLAB code was developed
to calculate the MEM Fourier inversion. Its efficiency was evaluated by simulations of dis-
continuous spectrums with known experimental errors. Four case studies were proposed and
its results were analyzed, showing MEM fundamental properties and its use.
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Exemplo da utilizagdo do método do méximo de entropia por um sistema linear com duas
incégnitas. Os célculos sdo realizados a partir de um “modelo”: m = (1, 1), os graficos de
superficies representa o x2(f) e S(f,m). As curvas em tracos fortes sdo as trajetérias das
solucdes aproximadas; a solucdo final a para a qual x> — 1 < £. Todos os valores contidos na
elipse sao solugoes aceitdveis. A solugdo obtida é %1,1 = (4.34,3.02). A cada iteragao, a nova

solugdo aproximada é a que possui maior entropia . . .

Diagrama da funcao idftme construida no MATLAB, com os parametros de entrada [DObs,
SigDObs, modelo, R, LimConv, NIterMax] e os respectivos pardmetros de saida [S,
x2f, FlagFim]. . . . .
O fluxograma apresenta os passos computacionais para o cédlculo da inversao de Fourier pelo
método do maximo de entropia.

A interface grafica foi elaborada para permitir ao usudrio uma melhor visualizagdo dos
resultados alcagados pelo programa idftme. .
Diagrama de blocos da simulagao para a avaliagao do programa idftme.

Representagao do sinal s no tempo e em freqiiéncia normalizada.

A relacdo sinal ruido em fungéo da barra de erro p mostra que o resultado do MME é melhor .

Relagao sinal ruido em funcao da barra de erro p. A solugado MME fornece sempre o melhor
resultado.

Inversao de Fourier com a utilizagdo do méximo de entropia. As curvas (a) e (b) possuem
barra de erro de 0.5%; as curvas (c) e (d) com barras de erro 5%. O célculo é realizado conser-
vando as 25 primeiras componentes de Fourier. O MME atribui valores as componentes que
nao foram fornecidas (altas freqiéncias k > 0.19). O erro da medida é um grau de liberdade
utilizado por MME para aproximar a solucao final do modelo inicial uniforme.(Freqiiéncia
normalizada = k/128). .

A figura apresenta as estimagoes de Z5(n) se a componente de Fourier que descreve o cosseno
encontra-se fora do jogo de dados. A solu¢do do MME calculada com um modelo uniforme
estd de acordo com o jogo de dados. O MME estima apenas as componentes da gaussina.

Reconstrucao da curva utilizando a fungao xs como modelo ndo uniforme. Qualquer que
seja a amplitude da barra de erro, a solugdo do MME é perfeita e a entropia final é méxima.

Evitamos fornecer as componentes que correspondem ao cosseno. Se o modelo contém in-

formag&o que estd em acordo com o conjunto de dados, o MME néo tem razdes para retira-la.

Reconstrugao da curva utilizando a gaussiana como modelo nao uniforme. Quando o con-
junto de dados nado possui a componente de Fourier do cosseno, o resultado é perfeito e a
entropia é méxima S = 0. No caso contrdrio, o modelo nao estd completamente de acordo

com o conjunto de dados S = —1,24. A entropia permite verificar a imprecisdo do modelo.
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Introducao

Nos ultimos anos, uma parte das atividades do grupo de processamento de sinais (LPS) do
CBPF esteve dedicada ao desenvolvimento de técnicas de anélise de sinais baseadas nos novos
conceitos de entropia propostas pelo Grupo de Fisica Estatistica deste Centro. Mais recente-
mente o LPS comegou a estudar técnicas de reconstrucgao de sinais obtidos em instrumentos
cientificos que realizam medidas no dominio de Fourier (e.g. espectrometros, difratometros,
tomégrafos por raios X, etc). Nestes instrumentos, técnicas entrépicas de reconstrugao de
sinais podem ser aplicadas, o que motivou o estudo da resolucao espectral de instrumentos
para a reconstrucao de sinais medidos no espago de Fourier.

Em instrumentacao cientifica, encontramos frequentemente diversos problemas na reali-
zacao de medidas de dados experimentais. Nos casos onde estes dados sao componentes de
frequéncia, ¢ muito comum o uso da inversao de Fourier classica a fim de estimar o sinal no
espaco reciproco. Em tais situacoes os instrumentos de medida introduzem uma discretizacao
do espectro, além de terem limitacGes técnicas para realizar medidas em todo o espectro.
Dessa forma, o problema passa a estar relacionado a sintese de Fourier e a estimacao de uma
funcao a partir de um conhecimento parcial do seu dominio.

Quando nos referimos a sintese de Fourier, estamos nos referindo a utilizacao da Transfor-
mada de Fourier Discreta Inversa (idft). No entanto, a utilizagdo da idft em dados experi-
mentais tem dois inconvenientes bésicos: a limitacao dos dados experimentais e a eliminacao
das barras de erros experimentais no seu calculo. O primeiro inconveniente faz com que as
componentes de Fourier que nao foram medidas, sejam colocadas em zero e, na maioria das
vezes, isto é feito sem nos darmos conta de sua conseqiiéncia. J. W. Gibbs [1] mostrou,
em 1899, que essa limitacao do espectro insere diversas oscilagoes no sinal estimado, e tais
oscilagoes nao sao proprias do fendomeno em estudo e sim da transformagao, ocasionando
inferéncias equivocadas no sinal reconstruido. O segundo faz com que utilizemos os dados
experimentais como se estes fossem precisos.

Diversos autores propuseram técnicas para melhorar a estimacgao do sinal quando se utiliza
a idft. Existem algumas propostas para diminuir as distorcoes introduzidas pela técnica na
reconstrucao do sinal. Tentativas como a multiplicacao do espectro por uma funcao Janela
W (e.g. Janela de Hanning, Hamming, Kaiser, entre outras) buscam minimizar este efeito,
porém, acabam por introduzir outras oscilagoes devido & convolucao do sinal no espaco direto
com a transformada de Fourier da janela. Devemos estar cientes que as oscila¢bes nao podem
ser totalmente eliminadas, e o que se procura fazer é minimiza-las ao maximo para que estas
nao interfiram no processo de andlise e conclusao dos resultados.



INTRODUCAO

Esta tese aborda uma forma alternativa de reconstrugao de sinais utilizando o método de
inversao de Fourier & Maximo de Entropia (idftme). Este método é baseado no Teorema de
Bayes que nos permite, por meio de probabilidades condicionais, descrever a realizacao de
uma experiéncia como sendo um processo de aprendizagem. As probabilidades condicionais
sao decompostas nas funcoes da verossimilhanca e da entropia. A entropia é calculada por
meio de um modelo matemético que descreve os resultados esperados (informacao a priori)
do experimento. Dois conceitos de entropia sao utilizados: a entropia classica de Shannon e
a entropia generalizada proposta por Shannon-Jaynes.

Um algoritmo iterativo para maximizagao de fungoes é utilizado a fim de ajustar um modelo
tedrico aos dados experimentais '. O resultado final é aquele que estd de acordo com os dados
experimentais e tem a maior entropia. A entropia nos dd uma informacao importante, ela
nos indica quantitativamente o quanto nos afastamos do resultado esperado, i.e. qual o novo
conhecimento que a experiéncia nos trouxe. Esta técnica permite também a utilizagao da
incerteza experimental no processo de reconstrucao do sinal. Além disso, para os casos onde
nao temos como determinar o modelo inicial, podemos utilizar um modelo uniforme, i.e.
quando nao temos nenhuma informacao a priori sobre o resultado esperado da reconstrucgao.
Para os casos onde temos duvida entre varios modelos ela nos permite selecionar aquele que
é o mais provavel. Cabe lembrar que este processo de refinamento de um modelo requer um
cuidado especial, haja visto que, uma escolha errada implica em conclusoes equivocadas sobre
0 experimento.

Nesse sentido, desenvolvemos uma ferramenta para a reconstrucao de sinais que calcula a
inversao de Fourier a maximo de entropia. Dados experimentais podem ser apresentados ao
programa em conjunto com um modelo tedérico do resultado esperado e estes sao invertidos
para o espaco reciproco. Para esta transformagao implementamos computacionalmente o
Método de Newton-Raphson a fim de maximizar a entropia e ajustar o modelo aos dados
experimentais. A técnica foi implementada em MATLAB devido a esta ser uma linguagem
de programacao apropriada para célculos computacionais envolvendo matrizes e/ou vetores.
A programacdo em MATLAB possibilita um bom desempenho do algoritmo, sub-rotinas
compactas e facil visualizagao dos resultados.

A seguir apresentamos breves comentérios sobre a estrutura escolhida para esta tese:

Capitulo 1 - Introdugao a probabilidade: Este capitulo possui o objetivo de introduzir
as bases tedricas do trabalho, abordando conceitos de probabilidade, tais como: probabili-
dades condicionais, Teorema de Bayes, entropia, entropia relativa, entre outros.

Capitulo 2 - Fundamentos de processamento de sinais aplicados ao maximo
de entropia: Este capitulo aborda os conceitos da transformada de Fourier, colocando em
evidéncia as limitagoes da idft na reconstrucao de um sinal.

!Este tipo de abordagem é denominado de “Problemas Inversos”’, i.e. aqueles que tentam estimar um
determinado pardmetro maximizando a informacao desejada e minimizando, por exemplo, a influéncia do erro
experimental. Para os casos onde conhecemos a formulacdo analitica podemos calcular a solugdo diretamente.
Entretanto, em problema inverso, conhecemos a formulacdo analitica, porém nao podemos calcular a solugao
direta, sendo necessério a utilizagdo de métodos algoritmicos ndo analiticos para resolvé-los.



INTRODUCAO

Capitulo 3 - Maximo de Entropia: Este capitulo abrange o principio do méaximo
de entropia apresentando desde de seu conceito histérico até a formulacao matematica do
problema inverso em questao. O capitulo discute também, de uma forma didatica, a aplicagao
do método do maximo de entropia na reconstrucao de sinais e a escolha do modelo mais
provavel. Por fim, o capitulo apresenta um algoritmo para a reconstrugao de sinais por meio
da transformada de Fourier a méximo de entropia (idftme).

Capitulo 4 - Aplicagcao e Resultados: Este capitulo apresenta a implementacao da
técnica do maximo de entropia em um programa em MATLAB. Esta técnica é avaliada por
meio de simulacGes para diversos estudos de casos. O capitulo apresenta detalhadamente
discussoes dos resultados com o objetivo de verificar a eficiéncia do método do maximo de
entropia e evidenciar suas propriedades fundamentais.

Capitulo 5 - Conclusao: Conclusao geral do trabalho com propostas de aplicagoes e
sugestoes para sua continuidade.

Ao final dois anexos sdo apresentados. O primeiro faz uma revisao histérica e filoséfica dos
métodos bayesianos e do maximo de entropia. O segundo apresenta o cddigo que calcula a
inversdo de Fourier & méximo de entropia desenvolvido em MATLAB.



Capitulo 1

Introducao a Proababilidade

Praticamente qualquer sistema (fisico ou nao) esta sujeito a complicadas influéncias que nao
podem ser inteiramente conhecidas. Estas influéncias, tipicamente associadas a um grande
nimero de graus de liberdade envolvidos, impedem predizer com precisao arbitraria o estado
do sistema em cada instante. Assim, o resultado de uma experiéncia programada para medir
um dado observavel tem uma componente que flutua ao se repetir a experiéncia, mesmo
sendo esta preparada sob condigoes praticamente idénticas. Apesar dessa imprevisibilidade,
que caracteriza o fendmeno como sendo aleatério, quando a experiéncia é repetida um grande
numero de vezes aparece regularidades. Isto permite a formulacao de leis matematicas onde
os conceitos de probabilidade, sdo fundamentais.

1.1 Probabilidade

A Teoria da probabilidade constitui uma importante area da Matemaética, dotada de sélida
base axiomética e que experimentou um vertiginoso crescimento desde a segunda metade do
século XX. Oferece uma modelagem para uma classe de fenémenos sujeitos a incerteza, nos
quais a idéia de regularidade estatistica aparece como ponto importante.

Um experimento aleatério é tal que nao é possivel afirmar a priori o resultado que ocorrera,
podendo o resultado ser diferente mesmo ao se repetir o ensaio em condicoes praticamente
inalteradas. Os resultados podem parecer erraticos nas primeiras tentativas, entretanto, apds
um grande numero de repeti¢oes, aparecem regularidades.

Quando lidamos com fenémenos aleatérios, podemos, porém conhecer, em geral, o conjunto
dos possiveis resultados a serem observados ao realizar uma dada experiéncia. A partir de
um modelo, podemos também atribuir aos resultados ou conjuntos de resultados possiveis,
nimeros que representem suas chances de ocorréncia. Estes ntimeros, nao negativos e so-
mando um para todos os possiveis resultados excludentes, sao denominados probabilidades.
O modelo pode ser construido seja a partir da freqiiéncia de ocorréncia observada em um
grande nimero de experimentos passados (Lei dos grandes niimeros) ou teoricamente a pri-
or.



1.2 Variaveis aleatorias

1.2 Variaveis aleatorias

Em um experimento aleatério muitas vezes o resultado é expresso de forma numérica,
isto é, declarando os valores supostos no experimento por um certo niimero de quantidades
varidveis, isto acontece sempre que o experimento se acha diretamente relacionado com a
contagem ou medicao de varidveis quantitativas [Mil03].

Uma varidvel aleatéria (VA) é uma quantidade varidvel que expressa o resultado de um
determinado experimento aleatorio.

1.2.1 Variaveis Aleatérias Discretas

Seja x uma varidvel aleatéria que pode tomar um niimero finito m de valores diferentes no
conjunto X = {v1,v9,...,vy,}. Designa-se por p; a probabilidade de x tomar o valor v;:

pi=Prix=v],i=1,...,m. (1.1)
As probabilidades p; satisfazem as seguintes condigoes:

m

pi=0 e > p=1 (1.2)

Por vezes é conveniente exprimir o conjunto de probabilidades {pi1,p2,...,pm} em termos
da fung¢ao de massa de probabilidade(ou distribuigao de probabilidades discreta) P(zx), que
satisfaz as seguintes condigoes:

Px)>0 e Y Pa)=1 (1.3)

1.2.2 Variaveis Aleatérias Continuas

Quando uma varidvel aleatéria = pode tomar valores no dominio continuo (infinitos va
lores), nao faz sentido falar da probabilidade de x ser igual a determinado valor, por exem-
plo, Pr[x = 2.15], pois a probabilidade de um valor em particular é sempre nula (ou quase
sempre). Assim, faz sentido falar da probabilidade de z tomar valores num determinado
intervalo[a, b]; em vez de termos a funcao de massa de probabilidade P(z), temos a fun¢do
de densidade de probabilidade p(z). Esta fungao tem a propriedade de

b
Prz € [a,b]] = / p(z)dz (1.4)

O nome densidade vem da analogia a densidade de massa. Se considerarmos um intervalo
pequeno [a,a + Azx] sobre o qual a fungao p(x) é essencialmente constante, tendo o valor
p(a), vemos que p(a) = Pr |z € [a,b]] /Az. Ou seja, a densidade de probabilidade em = = a
¢ a massa de probabilidade p(a) = Pr [z € [a, b]] por unidade de distancia. Assim, a fungao
densidade de probabilidade satisfaz as condigoes [Mil03].

p(z) >0 e /+00 p(z)dr =1 (1.5)

—0o0



1.3 Esperanca Matematica

A esperanca matemadtica, a média e a variancia de uma variavel aleatéria continua sao
respectivamente definidas por

+oo
Elf@)] = [ f@ple)ds (1.6
+oo
po=Elel = [ o pla)ds (1.7)
+oo
var(z) = o> =F [(z — 0)2] = /_ (z — 0)?*p(x)dz (1.8)

1.3 Esperanca Matematica

A esperanca, média ou valor médio da v.a. x é definido por

Elz] = p, = Z xP(z) = Zl/ipi (1.9)

zeX

Considerando a funcao de massa de probabilidade como um conjunto de pontos de massa,
sendo p; a massa concentrada em x = v;, entao o valor esperado p; é o centro de massa.
Alternativamente, pode-se interpretar i, como a média aritmética dos valores de um conjunto
significativo de amostras de x. Genericamente, se f(x) é uma fungao de z, o valor esperado
de f é definido por

E[f(x)] =) f(x)P(x) (1.10)

rzeX

A esperanca matematica apresenta a propriedade de linearidade

Elaifi(z) + azfa(2)] = a1 E[f1(2)] + a2 Bl fa(x)] (1.11)

Sendo a1 e ap constantes arbitrarias.
Dois casos especiais de valores esperados sao o segundo momento (momento de 2% ordem)
e a variancia:

El2’) =) 2°P(x) (1.12)

zeX
var(z) = 0® = Bl(x — p)’) = 3 (¢ — p)*P(a), (1.13)
zeX

Onde o, é o desvio-padrdo de x. A variancia nunca toma valores negativos e s6 pode ser
nula se a funcao de massa estd centrada num tnico ponto.

O desvio-padrao é uma medida de dispersao dos valores de z em torno da média. O seu
nome sugere que é a quantidade tipica esperado que uma saida aleatéria de x se desvie, ou
difira de pu.

Expandindo a Eq(1.13), obtemos

o? = E[z?] — 12 (1.14)



1.4 Independéncia Estatistica

Note que, ao contrario da média (valor esperado de x), a variancia ndo é linear. Em
particular, se y = ax, onde « é uma constante, entdo var[y] = o?var[z]. Além do mais, a
variancia da soma de duas variaveis aleatérias, nao é igual a soma das variancias, de um modo
geral. No entanto, veremos mais a frente que as variancias se somam quando as variaveis

aleatérias em causa sdo estatisticamente independentes.

No caso de z ser uma varidvel aleatoria bindria, que toma valores 11 = 0 e v = 1, pode-se
obter férmulas simples para u e 0. Sendo p = Pr[z = 1], temos

p=p e o=+/p(l-p) (1.15)

1.4 Independéncia Estatistica

As varidveis x e y dizem-se estatisticamente independentes se é somente se
P(z,y) = Po(x)Py(y) (1.16)

Pode-se entender a independéncia estatistica do seguinte modo. Suponha que p; = Prlz =
v;] é uma fragao de tempo que z = v; e que ¢; = Pr[y = wj] é a fracao de tempo que y = wj.
Considere as situacoes em que x = v;. Se continuar a ser verdade que a fracdo de tempo em
que y = w; tem o mesmo valor g;, entao se conclui que conhecer o valor de x nao trouxe
informacao adicional sobre os possiveis valores de y; neste sentido y é independente de x.
Finalmente, se x e y s@o estatisticamente independentes, a fragdo de tempo que um especifico
par de valores (v, w;) ocorre vem igual ao produto das duas fracoes p;q; = P(v;)P(w;) como
serd explorado mais adiante [Mil03].

1.5 Probabilidade Conjunta

Sejam x e y duas v.a. que tomam valores em X = v1,v9,...,Vp, € Y = wi,wa, ..., Wy,
respectivamente. Considerando o par (z,y) como um vetor do espaco R?, para cada possivel
par de valores (v;,w;) temos a probabilidade conjunta p;; = Prlx = v;,y = w;|. Estas

mn probabilidades conjuntas sdo representadas através da funcao de massa de probabilidade
conjunta P(x,y), tal que

P(z,y) >0 e Z Z P(z,y) (1.17)

zeX yeY

A funcao de massa de probabilidade conjunta representa completamente o par de variavel
(x,y); ou seja, toda a informagao das v.a. = e y, individualmente ou em conjunto, pode ser
extraida de P(z,y). Em particular, extraem-se as distribuicoes marginais*

Pe(z) =) Poy(z,y) (1.18)

yey

!'Dada uma funcéo de probabilidade conjunta P(z,y), a distribuicio de probabilidade de z isolado é obtida
pela soma dos valores de P(z,y) ao longo de y. Do mesmo modo, a distribui¢ao de probabilidade de y isolado
é dada pela soma dos valores de P(x,y) ao longo de x. Assim a probabilidade marginal de x é a soma das
probabilidades conjuntas de = em relagdo a y, da mesma forma calculamos a probabilidade marginal de y



1.6 Probabilidade Condicional

Py(x) = > Puy(z,y) (1.19)

zeX

Para tornar a compreensao das Equagdes (1.18) e (1.19) vamos analisar o seguinte exemplo
[TT91]: Dada a uma determinada distribuicao conjunta P(X,Y’) representada da seguinte
forma:

X

v 1 2 3 4

. Y S I [N B
8 16 32 32

p) A A |
16 8 32 32

3 1| 1 1
16 16 | 16 16
1

4 R E—
4 0 0 0

Tabela 1.1: Valores da Probabilidade conjunta de P(x,y).

Com base na Tabela (1.1), encontramos os seguintes valores para P, (z) e Py(x):
Po(a) = (31 58) e Py(@) = (331 9)

Casualmente usam-se indices, como na Eq(1.19), para realcar o fato de P(z) ter significado
diferente de P(y). E comum escrever simplesmente P(z) e P(y) quando o contexto torna
claro que se trata de duas funcoes diferentes - e nao a mesma funcao com diferentes valores
de argumento. Usa-se a mesma regra para a média p, o desvio-padrdo o e a variancia o2,
como na Eq.1.14, para realcar o fato de serem medidas da v.a. .

1.6 Probabilidade Condicional

Quando duas v.a. sao estatisticamente dependentes, sabendo o valor de uma delas permite-
nos obter uma melhor estimativa do valor da outra. Este conhecimento vem expresso pela
seguinte defini¢do de probabilidade condicional de = dado y [Mil03]:

Pr(z = v,y = wj]

Prix=v; |y=w;] = 1.20
[ ‘ ]] Pr[y _ wj] ( )
Ou em termos das funcoes de massa de probabilidade,
P(x,
Pz |y) = (z.9) (1.21)




1.7 A Lei da Probabilidade Total e a Regra de Bayes

Note que, se x e y sado estatisticamente independentes entdao P(z | y) = P(z). Ou seja,
quando z e y sao independentes, conhecer o valor de ¥ nao nos fornece mais informacao acerca
de z além da que j4 tinhamos através da sua distribuicdo marginal P(z).

Considere o exemplo de duas v.a. bindrias z e y em que ambas tomam os valores 0 ou
1. Suponha que sao produzidas aleatoriamente, em elevado niimero, n amostras dos pares
(x,y). Seja n;; o nimero de pares (z =i,y = j), ou seja, ngy € o nimero de vezes que saiu
o par (0,0), n1p é o nimero de vezes que saiu o par (1,0), e assim sucessivamente, tal que
neo + N1 + no1 +n11 = n. Se considerarmos apenas os pares em que y = 1 - isto é, os pares
(0,1) e (1,1) - ent@o a fragao dos casos em x também vem igual a 1 é

o nii/n
no1 + N11 (no1 +n11)/n

(1.22)

Intuitivamente, o valor desta fracao é o que gostariamos de obter para P(z | y) quando
y =1 e n é muito grande. De fato, é o que se obtém, pois nj;/n é aproximadamente igual a
P(z,y) e (np1 +n11)/n é aproximadamente igual a P(y) para valores elevados de n.

1.7 A Lei da Probabilidade Total e a Regra de Bayes

A Lei da Probabilidade Total diz que se um acontecimento A ocorrer em m condigoes
diferentes A, As, ..., Ay, e estes m sub-acontecimentos forem mutuamente exclusivos - ou
seja, ndo ocorrem simultaneamente - entdo a probabilidade de ocorrer A é a soma das pro-
babilidades dos sub-acontecimentos A;. Em particular, a v.a. y pode tomar o valor y em
m condigoes diferentes - com = = vi,x = v9,...,x = v,. Porque estas condicoes sao
simultaneamente exclusivas, deduz-se a Lei da Probabilidade Total que P(y) é a soma das
probabilidades conjuntas P(z,y) sobre todos os valores possiveis de z. Formalmente tem-se
que

P(y) =Y _ P(z,y) (1.23)
reX

Como, através da definigao de probabilidade condicional P(y | ), tem-se

P(z,y) = P(y | z)P(x) (1.24)
Entao, reescrevendo a Eq(1.23), a P(y), vem igual a
P(y) =Y P(y|x)P() (1.25)
zeX

Substituindo na Eq(1.21) as probabilidades P(x,y) e P(y), definidas respectivamente nas
Eqgs.(1.23) e (1.25), vem

Py | 2)P(z)
Pl y) = (1.26)
> wex Ply [ 2)P(x)
Em outras palavras, tem-se
likelihood 10!
posteriori = treithood X priort (1.27)

evidencia
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A Eq(1.26) é designada Regra de Bayes. Note que o denominador é, de acordo com a
Eq(1.25) igual a P(y). Desta forma percebemos que todos os termos do lado direito da
equacao sao condicionados por x. Se considerarmos x uma v.a. significativa, entao podemos
dizer que a forma da distribuicdo P(z | y) depende apenas do numerador P(y | )P(x); o
denominador é o fator de normalizacao, por vezes designado por evidéncia, para garantir que
a soma de P(z | y) seja igual a um.

A interpretacao mais freqiiente da regra de Bayes é inverter ligagoes estatisticas, tornando
P(y | z) em P(z | y). Considere que z é uma “causa” e y um “efeito” da causa x. Assumindo
que a causa x estd presente, é facil determinar a probabilidade do efeito y ser observado;
a fungao de probabilidade condicional P(y | x) - fun¢do de verossimilhang¢a(likelihood em
inglés) - representa esta probabilidade explicitamente. Ao contrario, se observarmos o efeito
y, pode nao ser tao facil determinar a causa x, pois havera diferentes causas, podendo cada
uma delas produzir o mesmo efeito observado. No entanto, a regra de Bayes torna facil a
determinagao de P(z | y), considerando que s@o conhecidas P(y | ) e P(x), sendo que esta
ultima é designada por probabilidade a priori e que exprime a probabilidade de z antes de
observamos qualquer valor de y. Ou seja, a regra de Bayes mostra como a distribuicao de
probabilidade de z se altera desde distribui¢ao a priori P(x), antes de se observar y, até a
distribuicdo posterior P(x | y), depois de se observar o valor de y.

1.8 Verossimilhanca

Do ponto de vista bayesiano o principio da verossimilhancga é uma conseqiiéncia direta do
teorema de Bayes, desta forma a verossimilhanca pode ser considerada como probabilidade
condicional.

Em fisica experimental a verossimilhanca é utilizada para inferir sobre uma medida a
partir da distribuicao de probabilidade de um conhecimento anterior. Por meio da veros-
similhanga, é possivel responder a seguinte pergunta: Qual a probabilidade de que o evento
(medida) que jé ocorreu (que possui uma determinada funcao de densidade de probabilidade)
volte a ocorrer?

Medidas Experimentais

Fenomenos fisicos sao observados por meio da realizagao de um experimento que fornece um
conjunto de dados representando um comportamento em funcao de uma grandeza acessivel.
Na prética, o que fazemos é calcular o valor médio d de n medidas e seu desvio padrio, sendo
representado por d + o.

Na observagao de um fendomeno fisico raramente estamos interessados na medida por si
s6, o que freqiientemente nos interessa é testar uma teoria a fim de compara-la com ou-
tras medidas de outros experimentos e usar este paramentro para ajudar a predizer outros
experimentos. Desta forma o valor do erro experimental torna-se crucial para a andlise do
resultado. O valor numérico do erro experimental nos d4 uma indicagdo do quao longe
estamos da resposta correta para o experimento.
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Para compreendermos melhor a verossimilhanga vamos analisar o seguinte exemplo. Em
uma experiéncia, medimos vérias vezes um mesmo valor, d°®® e calculamos o d°®® + o jobs,
seguindo uma distribuicao de probabilidade gaussiana.

A teoria do experimento nos permite calcular analiticamente o d*, isto é o valor tedrico
para d. A verossimilhanca pode ser calculada entre o valor observado e o teérico por meio
de,

1 (Jobsidth)Z

1 oi@beoahy?
ez 2 (1.28)

V2mo?

A Figura 1.1 apresenta um grafico de dois possiveis valores tedricos para um valor observado
experimentalmente d°. Nesta figura podemos observar que entre os dois valores tedricos, o
que se encontra mais préximo da medida é aquele que tem a maior verossimilhanca.

P(Jobs ‘ dth) _

P(d% | di) > P(d° | dih) (1.29)

Espaco de medidas

Grandeza acessivel

Figura 1.1: A figura apresenta o grafico de uma medida genérica d°® calculado por meio de n observacoes
de um fenoémeno fisico. Como exemplo temos dois possiveis valores tedricos que podem ser preditos por
meio da teoria do experimento. A verossimilhanca nos dé a probabilidade de cada valor tedrico d* em
relagdo ao valor médio experimental d°°°.

Agora vamos supor que foi realizado um experimento, no qual foram feitas [ medidas, com
seus respectivos erros experimentais, representadas por D = {d?bs ,dgbs,dgbs, e ,d?bs} e
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o = {01,09,03,...,01}. Podem existir virios modelos tedricos que descrevem o comporta-
mento de um experimento D, representadas por D! = {d%l,dfgydﬁgs, . ,dﬁgl}. Onde m

representa os varios modelos tedricos que descrevem o experimento.

A Figura 1.2 apresenta um exemplo de um conjunto de dados observados D em um
experimento e os dois possiveis modelos teéricos D para os dados

Para o célculo da verossimilhanca de um conjunto de medidas que seguem distribuicao de
probabilidade do tipo gaussiana usamos a expressao

n
1 1.2
P(D|f) = Hﬁe( 7 x%) (1.30)
i=1 27T0dobs
onde
n
des o dth 2
=y @ dn)” (1.31)
=1 O-dobs
€
P(Dobs ’ Dih) > P(Dobs ‘ Déh) (1.32)
T T T T T T
th
die
_0'5
Modelo Tedrico 1- -
o [ “ith 7
g dis
=] —obs| .
(0] obs| -
£ ds.
o [ : 7
©
8 e T dih |
% dig |- _.-'2‘6
w . . . : R : R < obk " : * *‘Modelo Teérico 2 T
o th . -
K dy _d.2,5+
dth o dth .
1,3 .
th |2 diy | 2% d3 ath
______ R : 23
d1,1 aobs
—,obs M2
- dS : i
1 1 1 1 1 1

Grandeza acessivel

Figura 1.2: O modelo teérico D", cujo os valores se encontram dentro das barras de erros experimentais
é aquele que a teoria descreve melhor o comportamento fisico do experimento.
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1.9 Entropia

Originéria de estudos de termodinamica, onde foi introduzida para caracterizar o grau de
desordem de um sistema, a nogao de entropia ja foi objeto de muitas controvérsias e distintas
formulagoes. O conceito de entropia foi introduzido ha mais de 150 anos, mas somente
a partir de meados do Século XX é que se difundiram suas aplicacbes em diversas areas
do conhecimento. Na raiz deste movimento, estiveram os trabalhos de Shannon (1948), que
introduziu um conceito de entropia em teoria da informacao e uma medida para quantifica-la,
e os estudos de Jaynes [Jay57] e Kullback (1959), que propuseram principios de otimiza¢ao da
entropia segundo formulacées distintas. Atualmente, diferentes areas, como termodinamica,
probabilidade, estatistica, pesquisa operacional, reconhecimento de padroes, dentre outras,
vém usando e desenvolvendo principios de otimizacao da entropia.

O conceito de entropia de Shannon refere-se a incerteza de uma distribuicao de prob-
abilidade e a medida que propds destinava-se a quantificar essa incerteza. Formalmente,
o principio de Jaynes envolve a busca pela distribuicao de probabilidade que maximiza a
medida de Shannon, dado um conjunto de restrigoes lineares. Estas restri¢cées informam ca-
racteristicas da distribui¢ao procurada, como por exemplo, sua média e variancia. O principio
Kullback por sua vez, envolve a busca pela distribuicao de probabilidade mais proxima de
uma outra distribuicao a priori, por meio da minimizacao de uma medida de divergéncia
entre ambas, dado um mesmo conjunto de restrigoes. Tanto a medida de Shannon como a de
Kullback sao fungoes intrinsecamente nao-lineares de probabilidade. Assim os principios de
Jaynes e Kullback reduzem-se a problemas de programacgao nao-linear cuja solugao demanda
um algoritmo de busca iterativa.

Medida de Entropia

Shannon (1948) derivou uma medida para quantificar o grau de incerteza de uma dis-
tribuigdo de probabilidade. A medida de entropia de Sahnnon denominada como .S possui
uma expressao formal para distribuigoes discretas de probabilidade dada por:

S()=-> pilnp; (1.33)
i=1

onde p; é probabilidade referente a cada evento e o logaritmo na base 2 representa a
unidade de medida de informacao. Esta medida é sempre nao-negativa e assume seu valor
méximo S(p) = 0 quando a distribui¢ao uniforme e seu minimo ocorre quando ha auséncia
de incerteza, (i.e., uma p; = 1 e as demais iguais a zero).

Por meio de um método axiomético, Shannon derivou essa medida de modo que ela refletisse
certas caracteristicas desejadas. As caracteristicas de S mais relevantes sao:

1. S(p1,p2,...,pn) é uma funcdo duas vezes diferencidvel de p1,pa,...,pN.
2. S(p1,p2,-..,pn) € simétrica em relagao a permutacdo de pi,pa,...,pN.
3. S(1/N,...,1/N) é uma fungao monotonicamente crescente de N.

4. S é uma funcgao estritamente concava de py,po, ..., PN
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A primeira caracteristica permite a aplicagao de técnicas para maximizagao de fungoes
diferencidveis. A segunda significa que o valor final de S néo se altera quando a ordem das
probabilidades p; sofrem uma inversao. A terceira caracterisitca significa que a entropia da
distribuicao uniforme (méxima entropia) cresce quanto maior for o nimero de resultados
possiveis N. Por fim, a quarta caracteristica é de especial relevancia, pois esta garante a S
um unico maximo (global), mesmo sujeita a restrigoes lineares.

Medida de Entropia Cruzada

A entropia relativa é a medida de uma distancia estatistica entre duas distribuicoes definidas
sobre um mesmo espago composto de todos eventos possiveis. Em estatistica, isto significa o
valor esperado do logaritmo da relacao entre as probabilidades. A entropia relativa é definida
como sendo

K
Pi
Drr(p:p') = Zpi-logg (1.34)
=1 ?

E é também conhecida como Distancia Kullback-Leiber, Entropia Kullback-Leiber ou Di-
vergéncia 1. Na definigdo acima, assumimos por convengao (baseada em argumentos de con-
tinuidade) que 0.log ]% =0ep.log§ = oc.

A entropia relativa é sempre ndo negativa, satisfazendo a desigualdade de Gibbs:

K 1 & 1
Zpi.log— < Zpi.log—, (1.35)
i=1 L P

considerando p; uma distribui¢ao de probabilidades qualquer e p; uma outra distribuicao
que satisfaz a condicao a seguir

K
> opi<1 (1.36)
=1

Apesar da entropia relativa ser chamada de distancia Kullback-Leiber, esta ndo pode ser
considerada uma distancia verdadeira entre duas distribuicées. A entropia relativa nao apre-
senta simetria,

K ' K ,
> pidog s £ plog 2t (1.37)
i=1 P 3 pi

E, portanto nao pode ser considerada uma distancia métrica. Mesmo assim, é usual pensar
na entropia relativa como uma medida de “distancia” entre duas distribuicoes estatisticas
[Esq03].

Assim como a entropia de Shannon a entropia relativa também apresenta caracteristicas
que sao fundamentais para sua aplicagao. Dentre elas destacam-se:

1. K(p:q) é uma fungao duas vezes diferenciavel de p1,pa,...,pN;

2. K(p: q) é simétrica em relacdo a permutagao dos pares (p1,q1),--., (PN, qN);
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3. S é uma fungao estritamente convexa de p1,po,...,DPN;
4. K(p:q) > 0 (ndo negatividade);

5. K(p:q) =0 se e somente se p = q;

As trés primeiras caracteristicas possuem significados semelhantes a entropia de Shannon.
As duas tltimas caracteristicas sao préprias de distancias métricas (no entanto, a entropia
de Kullback nao é uma métrica pois nao atende as propriedades de simetria e desigualdade
do triangulo que toda medida de distancia tende apresentar para ser métrica). Da mesma
forma que a medida de Shannon, a medida de Kullback se presta a estudos de entropia em
que as distribuicoes se refiram a proporgoes e nao a probabilidades.



Capitulo 2

Fundamentos de Processamento de
Sinais Aplicados ao Maximo de
Entropia

A observacao de fenémenos fisicos na maioria das vezes se faz através de experimentos.
Cada experiéncia tem sua particularidade, como, por exemplo, o tipo de instrumento de
medida que deve ser utilizado.

Alguns instrumentos como magnetometros, espectometros e difratometros sao utilizados
para medidas de propriedades magnéticas e de estruturas cristalinas de diversos materiais.
Estes instrumentos nos fornecem como resultado um sinal caracteristico, sendo que todas as
informagoes relativas ao fendomeno em estudo estao contidas neste sinal. Em alguns casos,
nos depararmos com um sinal ruidoso e incompleto, isto acontece por diversos motivos como
por exemplo, limitacao do instrumento utilizado para a realizagdo da experiéncia. Diante
disto é necessario a realizacao de um tratamento deste sinal.

Esta etapa de tratamento do sinal é feita com técnicas de processamento digital de sinais
(PDS). Uma das técnicas de fazer isso é a transformac@o do sinal de sua representagao
base para uma representacao em outro dominio, com o intuito de explicitar caracteristicas
relevantes do mesmo.

Este capitulo apresenta a reconstrucao de sinais por meio da transformacao de Fourier. Ao
final os problemas da utilizagdo da IDFT sao abordados detalhadamente.

2.1 Sinais discretos no tempo

Em PDS os sinais sdo representados por seqiiéncias de nimeros, chamados amostras. O
valor de uma amostra de um tipico sinal discreto ou seqiiéncia no tempo é denominado z(n),
com o argumento n sendo um inteiro que varia entre —oo a co. Devemos ressaltar que x(n)
¢ definido somente para valores inteiros de n e é indefinido para qualquer valor nao inteiro
de n [S98]|[JGP92].



2.2 O processo de amostragem 17

Em algumas aplicagoes uma seqiiéncia discreta no tempo é gerada pela amostragem periédica
de um sinal continuo no tempo. O espacamento 7T entre duas amostras conse cutivas é
chamado de intervalo de amostragem ou periodo de amostragem.

2.2 O processo de amostragem

Uma seqiiéncia em tempo discreto é obtida pela amostragem uniforme de um sinal continuo
no tempo. A relagao entre esses dois sinais é dada pela equacao:

zs(n) = xa(t)t=nT), n=...,—2,—1,0,1,2,... (2.1)

onde a variavel ¢t do sinal continuo esté relacionada com a variavel n do sinal discreto somente
nos instantes discretos t,, dado por:

n 2mn
th=nl=—=— 2.2
" TR T Or (22)
onde Fr = 1/T e representa a freqiiéncia de amostragem e Qp = 27Fr é denominada

freqiiéncia angular.

Um sinal periédico continuo no tempo deve ser amostrado com freqiiéncia superior a maior
freqiiéncia existente no sinal para nao gerar erros de amostragem no sinal discreto. Esses
erros aparecem sobre a forma de freqiiéncias que nao estavam presentes no sinal, chamadas
de freqliéncias de sobreposicao aliasing. Através do teorema de Nyquist podemos provar que
a freqliéncia de amostragem deve ser no minimo maior que duas vezes a freqiiéncia maxima
do sinal [JGP92].

2.3 Transformada discreta de Fourier (DFT)

Para compreendermos a Transformada de Fourier Discreta (DFT), vamos partir de um
sinal aperiédico zs(n) de energia finita amostrado no dominio da freqiiéncia. Em geral, as
amostras em freqiiéncia sdo igualmente espacadas Xg(27k/N),k = 0,1,...,N — 1, e néo
representam o sinal xs(n) original exceto quando o zs(n) tem a durac@o infinita. Sendo
assim, as amostras em freqiiéncia Xg(2wk/N),k =0,1,..., N —1, correspondem a um zy(n)
periédico com periodo N, desta forma o xsy(n) é considerado uma versao de xs(n).

Em si tratando de seqiiéncias discretas de comprimento finito 0 < n < N — 1 como ¢é o
caso do sinal z4(n), a representagao no dominio da freqiiéncia é chamada de Transformada
de Fourier Discreta (DFT) e esta é representada da seguinte forma:

N-1 '
= zy(n)e PN p=0,1,...,N -1 (2.3)

A transformada discreta inversa de Fourier (DFT ') ¢ dada por,

N—

1 .

NE k)el? /N —0,1,...,N —1 (2.4)
k=0
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Podemos observar pelas Equacoes 2.3 e 2.4 que sdo necessirias aproximadamente N2
multiplicagoes complexas e N(N — 1) adi¢oes complexas para o célculo das tranformadas
DFT e DFT~!. No entanto, métodos mais elegantes desenvolvidos reduzem para N (logy N)

operagoes. Estas técnicas sao normalmente chamadas de Fast Fourier Transform (FFT)[JGP92].

2.3.1 A Transformada de Fourier Discreta como uma Transformacao Lin-
ear

As férmulas da DFT e DFT~! dadas pelas Equacdes 2.3 e 2.4 podem ser expressas como:

Xo(k) =) a(n)Wr", k=0,1,...,N -1 (2.5)

A transformada discreta inversa de Fourier (DFT ') ¢ dada por,

N—

H

1
=¥ Xs(k)W¥' n=0,1,...,N —1 (2.6)
k=0

onde por definicao,
Wy = e 727/N (2.7)

Assim podemos perceber que o calculo de cada ponto da DF'T pode ser realizado por meio
de N multiplicagdes e N(N — 1) adigoes complexas. Entao os N valores da DFT podem ser
calculados por um total de N2 multiplicacdes complexas e N(N — 1) adicdes complexas.

E interesante ver a DFT e a DFT~! como uma transformacao linear na seqiiéncia zs(n) e
Xs(k), respectivamente. Vamos definir o vetor xx de tamanho /N, com mesmo comprimento
da seqiiéncia do sinal de z4(n) = 0,1,..., N — 1, com mesmo comprimento e um vetor Xy
também de tamanho N de amostras em freqiiéncia e uma matriz Wy de comprimento N X IV,
como:

[ 1 1 1 1
z(0) X(0) 1wy owE oo wit
x(1 X(1 2(N—1
Xy = 1) Xy = f) Wy=|1 W2 wi o waY
(N —1) X(N-1) 1 W];[_l WQ(}V_U W(N—i)(N—l)
L N N e N

Com estas definicoes, a DF'T" de N pode ser expressa em forma de matriz como:

Xy =Wn xpn (2.8)

onde Wy é a matriz de transformacao linear. Observamos que Wy é uma matriz
simétrical. Se nds assumirmos que a matriz inversa de Wy existe, entdo a Eq.2.8 pode
ser invertida realizando uma pré-multiplicagdo de ambos os termos da equagao por W]_Vl.
Assim obtemos

!Chama-se matriz simétrica toda a matriz quadrada A de ordem n, tal que: AT = A
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xy = Wy'Xy (2.9)
Da mesma forma podemos expressar a DFT~! na forma de matriz,

1

Wi X 2.10
N WiXy (2.10)

XN =
onde WY representa o complexo conjugado da matrix Wy. Comparando Eq.2.9 com

Eq.2.10, podemos concluir que

1

-1
WN:N

Wy (2.11)
que por sua vez, implica em
WxyWy = Ny (2.12)

onde Iy é uma matriz identidade de tamanho N x N. Consequentemente, a matriz Wy
na tranformacdo é uma matriz ortogonal(unitdria). Além disso, sua inversa existe e é dada

como W7y /N.

2.4 Amostragem de sinais no dominio da freqiiéncia e recon-
strucao no tempo discreto

A andlise de um sinal no dominio da freqiiéncia é freqiientemente realizada digitalmente
por ser mais conveniente. Uma funcao continua Xg(f) nao é apropriada para ser analisada
por meio de um computador. Nesta secao partimos da representacao de um sinal no seu
dominio freqiiéncial e analisamos as conseqiiéncias da utilizagao da Transformada de Fourier
Discreta Inversa (DFT~!) para a representacao deste sinal no dominio do tempo.

A fim de exemplificar a andlise de sinais em freqiiéncia, definimos um sinal Xg(f) continuo,
nao periddico e de faixa freqiiéncia limitada, dado pela seguinte equagao:

2

Xs(f) = e 27 (2.13)

A representagao deste sinal no dominio do tempo é dada pela sua Transformada de Fourier
Inversa (TF~1)

ra(t) = / Xs(f) e 2mltay (2.14)
3t%” (2.15)

Conforme apresentado na Figura 2.1, um sinal continuo e nao periddico no dominio da
freqiéncia é um sinal continuo e nao periédico no dominio do tempo.
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Figura 2.1: Exemplo do sinal zs continuo e ndo perfodico representado nos dominios da freqiiéncia e do
tempo.

2.4.1 Amostragem em freqiiéncia

Ao amostrarmos Xg(f) periodicamente em freqiiéncia com um espagamento Af, cons-
truimos o sinal Xg,(f). Este sinal é a multiplicacao do espectro Xg(f) por uma fungao
daf(f) conhecida como Pente de Dirac, dada por

o

oap(f)= Y, O(f —kAf) (2.16)

k=—00

Desta forma Xg,(f), apresentado na Figura 2.2, é dado por

Xsa(f) = Xs(f) oar(f)
= Xs(f) D 6(f—kAf)

k=—oc0
oo

= 3 Xs(f) 6(f —KAS) (2.17)

k=—0oc0

Na Figura 2.2 podemos observar graficamente que o sinal Xgq(f) é uma aproximacao
de Xs(f), o que implica numa modificacdo na representacao do sinal xs no tempo. Para
determinar esta modificagao calculamos a TF~! de Xg,(f)

zsp(t) = TF ™ [ Xsa(f)] (2.18)

zsp(t) = TF [ Xs(f) das(f)] (2.19)

Devido a propriedade de convolugao do teorema da amostragem, a multiplicacao de dois
espectros no dominio da freqiiéncia é equivalente a convolucao dos mesmos no dominio do
tempo [JGP92]. Desta forma podemos expressar xsy(t) como,
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........r” hf........,
W f

Figura 2.2: Sinal Xg,(f) é uma aproximagao de Xg(f) devido a discretiza¢ao com passo Af.

1
Top(t) = z4(t) ® AF 0 (t) (2.20)
2alt) = 37 > as(t) 8t = n/5 (2.21)
zop(t) =T Y a4(t) 6(t — n/Af) (2.22)
onde T = Aif

A Figura 2.3 mostra que a periodicidade do sinal z4,(t) no dominio do tempo é uma
conseqiiéncia da amostragem deste sinal no dominio da freqiiéncia por Af. E importante
destacar que Af deve ser suficientemente pequeno para nao acarretar a sobreposi¢ao dos
sinais no dominio do tempo (Teorema da Amostragem). Se este critério nao for obedecido
o sinal z4,(t) serd uma versao distorcida de z4(t), e conseqiientemente nao terd toda a sua
informacao.

xsp(t)

I
|
S
|-
~

Figura 2.3: Representacao do sinal Xg,(f) no dominio do tempo - x,(t)
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2.4.2 Analise do sinal x, por Transformada de Fourier Discreta Inversa

A DFT~! é calculada utilizando-se um nimero finito de amostras espectrais e, por ser
realizada por um computador digital, esta transformagao discretiza o sinal no dominio do
tempo:

M/2
vs(nTy) = Y Xga(kAf) ™M =0,1,2,... N (2.23)
k=—M/2
Onde o numero de amostras espectrais é MAf e define uma janela de observacao do

espectro e o passo de amostragem no tempo é Tpy = 1/MAf . Nesta andlise a discretizagao
do sinal no dominio do tempo transforma em periédico o sinal no dominio espectral.

|XSa(k)|_ o9

--_.-_.fI[

.Ilr.m.-m--

M/2

M/2

xg(n)

ceveooosent] Lt eeeeneeaeel s

Figura 2.4: Exemplo da DFT™! do sinal zs.

Uma outra conseqiiéncia da utilizacio da DFT~!, normalmente ignorada na andlise de
dados, é a multiplicagdo do espectro por uma fungao Porta de largura MAf.

Xsa () =Xsa() ]I (2.24)
MAf(f)

Esta multiplicacao acarreta distorgdes no sinal zs no dominio do tempo, pois z(t) se torna
um sinal periddico, amostrado e convoluido com a transformada de Fourier de uma funcao
Porta, tal como
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Zsap(n) = (z5(n) ® Alf 5& (n)) ® M Af sinc(rMAfn) (2.25)
A Figura 2.5 ilustra graficamente as conseqiiéncias da utilizacdo da DFT~! na estimacao de
xs no dominio do tempo. Dois casos sao apresentados para a estimagao de zs(n) : i) a partir
de um espectro com baixa resolugao (M; = 30, Af; = 0/3) e ii) a partir de um espectro com
alta resolugao (Ma = 100, A fo = 0/10). Para cada um dos dois casos, estimamos o sinal xs(n)
em trés versoes: baixa, média, e alta resolucao temporal (N7 = 30, Ny = 100, N3 = 1000).

T T Xe (N - !
IXSa(ﬂl /"\ To=01 | | . | A . 22:051/10
AN A

05 04 05 -0 05 -04 03 -02 01 0 01 02 03 04

N
o
=
o
o
[
o
N
o
w
o
'
o
ur

0.5 f

1%,

N=1!000 IxSp(n)I

1 n

T (n) T i
|xsp(n)| o o100 IXSP I i N=100
i I
AT s
N VI | b
0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
T X, (M)
|x5p(n) -~ I Sp I N:@
*’/ n A A 4 v?‘?‘?’r T\ Sanansaal
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9
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Figura 2.5: (a) Sinal x5(n) com baixa resolucio espctral (M1 = 30, Af1 = 0/3) estimado com diferentes
valores para a resolugdo temporal (N; = 30, No = 100, N3 = 1000) (b)Sinal zs(n) com alta resolugio

espctral (M2 = 100,Afy = 0/10) estimado com diferentes valores para a resolu¢do temporal (N; =
30, N2 = 100, N3 = 1000)

Podemos observar nesta figura que a melhor estimacao é feita quando M = N, pois
nesta condicdo existe uma minimizacao do efeito de interferéncia provenientes do termo
sinc(mMAfn) da Equagao 2.25. Nos outros casos esta fungao distorce o sinal estimado.
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Quando N > M o sinal estimado apresenta oscilacbes que se tornam tao mais importantes
quanto maior for N. Estas oscilagdes prejudicam uma andlise correta de zs(n). Para os casos
onde N < M o sinal ndo apresenta oscilagoes, entretanto podemos observar que ele também
¢ uma versao distorcida de z4(n). Estas distor¢oes ocorrem devido ao termo sinc(m M A fn)
da Equacao 2.25.

As oscilagoes observadas foram descritas pela primeira vez por Josiah W. Gibbs (1839-
1903) e ficaram conhecidas como “Fenémeno de Gibbs”. Gibbs explicou as oscilagoes devido
a limitacoes da soma da Série de Fourier quando analisamos sinais discretos e nao periédicos
em freqiiéncia.

E importante notar que a solucao para tal problema nao é somente o aumento da resolucao
espectral Af. E importante aumentar também a janela de observacao espectral MAf. Se
MA f nao for suficientemente grande nao teremos uma boa defini¢do (resolugao) do sinal no
dominio do tempo.

2.4.3 Limitagao Experimental

Em algumas experiéncias em laboratérios de fisica, é comum nos depararmos com a
limitagdo dos instrumentos. Dessa forma, os dados medidos em tais instrumentos sao in-
completos e ruidosos. Em casos onde as medidas s@o realizadas no dominio de freqiiéncia
essas limitacoes tém que ser consideradas, pois a utilizacdo da DFT ™! na anélise dos dados
pode gerar distorgoes significativas no sinal. Na maioria das vezes, sem nos darmos conta, o
que se faz é atribuir zeros as componentes de freqiiéncia que nao foram medidas. Esta é uma
operacao matematica de multiplicagao do espectro por uma fungao Porta, tal como:

Xsons(F) = Xsalf) [T (2:26)
LAf
Xsobs(n) = Xsa(n) ® LAS sincm LA fn) (2.27)

A Figura 2.6 apresenta a utilizacio da DFT ! (caso N=M) na andlise espectral de um
sinal, simulando uma limitacao experimental. Neste exemplo nao estamos considerando a
imprecisao da medida.

Observamos que a medida que diminuimos a largura da porta surgem oscilagoes no sinal no
dominio tempo. Estas oscilagoes sdo conseqiiéncias do termo sinc(mLA fn), e ndo devem ser
confundidas com caracteristicas e artefatos do sinal xs. Em alguns casos estas oscilagoes sao
tdo intensas que se torna impossivel identificar o sinal original. Muitas formas de diminuir
estas distorgoes foram propostas, tais como a multiplicacao do espectro por uma funcao
Janela W (como por exemplo: Janela de Hanning, Hamming, Kaiser ...)[JGP92]. As os-
cilacoes acontecem devido a descontinuidade do espectro propiciada pela multiplicacao por
uma funcao Porta. As fungoes Janelas tentam minimizar este efeito, mas introduzem outros
pois a convolucao com X4 (n) serd com a Transformada de Fourier de W.

Xsovs(f) = Xsa(f) Wrar(f) (2.28)
Xsobs(n) = Xgo(n) @ TF[w(n)] (2.29)
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Figura 2.6: Analise espectral de um sinal simulando uma limitagio experimental por meio da multi-
plicagao por uma porta.
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2.5 Conclusao

Esse capitulo nos mostrou as implicacoes da utilizacdo da DFT~! na inversao de sinais do
espaco de freqiiéncia para o espaco reciproco. Mostramos que a andlise por DFT ! introduz
oscilagoes no sinal estimado podendo ser tao intensas tornando impossivel a andlise do sinal
de interesse.

Além disso, discutimos o problema da limitagdo dos instrumentos de medida quando uti-
lizamos a DFT~!. E muito comum em experimentos, como, por exemplo, difratometros e
espectrometros, que as medidas sejam incompletas e ruidosas. Para uma inferéncia precisa
sobre o experimento é necessario fazer um tratamento neste sinal de modo a estimar os dados
incompletos e eliminar os ruidos.

Além das oscilagdes que a DFT ! causa no sinal, outro aspecto relevante na instrumentacao
cientifica estd relacionado aos dados experimentais serem medidas estatisticas, i.e. possuem
barras de erros. No calculo da DFT~! esta informacao é desprezada.

Diante deste estudo, devemos nos questionar a respeito da qualidade da informagao contida
nos dados incompletos e ruidosos obtidos em instrumentos cientificos. Dessa forma, a fim de
calcular a Inversao de Fourier da melhor forma possivel, é necessario buscar uma inferéncia
dos dados em bases mais estatisticas. O proximo capitulo apresenta uma outra técnica de
estimacdo do sinal pela DFT~! baseada no principio do Méximo de Entropia (MaxEnt).




Capitulo 3

Maximo de Entropia

Este capitulo aborda o estudo de problemas inversos, muito encontrado em analise de
dados de instrumentos cientificos. O objetivo é introduzir o método do méximo de entropia
explicando porque sua utilizacdo nos auxilia na solugao de problemas encontrados quando
analisamos dados. O capitulo apresenta como realizar uma boa estratégia de anélise de dados
quando os dados devem ser transformados de um espaco em outro, como é o caso da inversao
de Fourier.

3.1 Problemas inversos

Problemas inversos constituem uma classe de problemas muito interessante e comum em
ciéncias fisicas e engenharia. Como exemplo, vamos considerar uma fun¢ao multivariavel
f(x) pertencente ao conjunto de fungoes integraveis. Uma transformacdo de f(x) pode ser
escrita da seguinte forma:

D(x):/Dr(x,x’)f(x)dx (3.1)

onde 7(x,x’) é considerado o niicleo da integral representando a funcao de transformacao
ou a resposta do sistema.

Este tipo de formulag@o ocorre frequentemente em problemas de restauracdo ou recons
trucao de sinais, como por exemplo a andlise de Fourier. Nesses problemas, o objetivo é
determinar f(x) a partir de um conjunto de medidas D(x) - estes sao chamados problemas
inversos. Problemas desse tipo acontecem frequentemente em fisica experimental quando
procuramos medir uma grandeza f(x) que é inacessivel de forma direta, a partir de uma
outra grandeza experimental, acessivel, D(x).

A Figura 3.1 apresenta um diagrama da diferenga entre a abordem direta e inversa para um
problema. Problemas diretos sao aqueles para os quais conhecemos a formulacao analitica e
conseqiientemente a solugao. Problemas inversos sao abundantes na natureza, e sua solucao
¢ dada por meio de métodos algoritmicos. Estes problemas levam em conta os erros expe-
rimentais que dificultam a correta identificacdo do sistema. O termo problemas inversos
é derivado da area de Projeto ()timo, que pretende identificar uma melhor forma para se
projetar um experimento. Para isto, realiza-se uma medida de paradmetros do sistema e
procura-se maximizar uma informacao escolhida e minimizar, por exemplo, o erro de medida.
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Medida Parametros Sistema Fisico
experimento fisico 3 3
( gu numérico) desconheagos sao (experimento fisico)
estimados

Solucao Medida
Numérica (parametros
dependentes
sdo medidos)

Y

Y

Modelo matematico
do sistema fisico
é construido com

base nas estimativas

Sistema é conhecido
(todas as caracteristicas

dele sdo consideradas
conhecidas)

Parametros
dependentes sao
calculados

Comparagao

A
Resposta

(fisica ou numérica)

Parametros
desconhecidos sao
refinados

Erro toleravel ?

Estimativa dos
parametros sao
determinadas
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Figura 3.1: Diferenca entre problemas diretos e problemas inversos. Em problemas diretos conhecemos a
formulagao analitica e a solugdo. Em problemas inversos a solugado é dada por meio de métodos algoritmicos.

Uma questao principal a ser levada em conta em problemas inversos é se existe solugao
para a determinacao da grandeza desconhecida f, a partir dos dados medidos. Para que um
Problema Inverso tenha solucao, este deve satisfazer a trés condigoes, a saber: estabilidade,
unicidade e existéncia.

Um Problema Inverso frequentemente nao apresenta solucao quando ele nao satisfaz uma
destas trés condigoes. As dificuldades das duas primeiras condigoes (estabilidade e unicidade)
sao menos sensiveis que aquela da existéncia. Um Problema Inverso nao ird existir desde que
ele ndo tenha uma funcao D pertencente ao conjunto de observagoes possiveis. Uma solucao
Unica para f dependerd especificamente dos dados D. Esta interpretacao quer dizer que um
pequeno erro na fungao D poderd conduzir a erros e distorcoes em f. Cabe ressaltar que
na pratica os erros sao inevitaveis, pois eles aparecem como ruidos provenientes das medidas
experimentais.
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Em problemas inversos, os estudos sao norteados por um questionamento muito impor-
tante: “Que informacgao pode ser inferida com precisao a partir de dados incompletos e
ruidosos?[Lin95]”. Diante deste questionamento se faz necessdrio encontrar uma forma de
tornar os dados mais completos e menos ruidosos. Uma forma de estimar os dados incomple-
tos é feita pelo maximo de entropia.

3.2 Analise de dados em medidas experimentais

A anélise de dados, nos permite tirar conclusoes a partir de medidas experimentais (Figura
3.2). A anélise de dados pode ser vista como a determinagao de N nimeros a partir de K
observagoes.

Um ponto elementar a respeito dos dados é que estes compreendem um conjunto finito de
nimeros como por exemplo aqueles obtidos em experiéncias computacionalmente controladas.
Uma tabela de dados, sempre tem K niimeros de pontos. A questao é se estas leituras sao
verdadeiramente independentes e se podemos converter tudo que vale a pena saber sobre uma
experiéncia em um conjunto finito de dados N.

Neste texto “dados” significam exatamente o que se obtém dos instrumentos de medidas.
Nao estamos nos referindo a ntmeros corrigidos ou calibrados. Normalmente em experi-
mentos fisicos comecamos com leituras de instrumentos e fazemos uma série de corre¢bes ou
calibracoes nos dados, transformando-os passo a passo em nossas conclusoes. Este procedi-
mento intuitivo pode conter erros. Por exemplo, normalmente em um experimento os dados
calibrados sao considerados dados lidos do instrumento e isto interfere nas conclusoes.

3.3 Conhecimento prévio e estratégia de analise de dados

A fim de exemplificar a estratégia de andlise de dados, vamos considerar a determinagao de
médias estatisticas calculadas a partir de dados experimentais. A utilizagdo de médias é, na
pratica, a maximizacao de uma distribuicao de probabilidade. Neste conceito, encontramos
a idéia de probabilidades condicionais bayesianas. Podemos apresentar o teorema de Bayes
por:

p(nova conclusio / medida) x p(medida / nova conclusio) p(estimac¢ao da medida, co
nhecimento prévio)

Este teorema nos indica como mudar nossas conclusoes quando realizamos novas medidas.
O termo p(estimacao da medida, conhecimento prévio) é muito interessante, pois ele re-
presenta tudo o que conhecemos da medida antes de realizé-la (a priori). Na verdade, para
qualquer estimacao razoavel, o conhecimento a priori nao tem muita importancia sobre o
resultado final se as medidas experimentais sao boas (Figura 3.3).
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Figura 3.2: A teoria da experiéncia permite predizer os dados medidos experimentalmente. O tratamento

de dados é realizado no espaco de medidas nos levando ao espaco das conclusoes.

Esta abordagem baysesiana estd sempre presente na andlise de dados cientificos, entretanto,
podemos nos perguntar por que nao utilizamos sempre métodos bayesianos? Na verdade,
existem casos onde nao podemos calcular a probabilidade a priori, ou ainda situagoes onde
os dados experimentais sao tao “ruins” que interpretacoes a priori podem nos conduzir a
erros. Entretanto, para a maior parte dos problemas, podemos definir um valor a priori que

segue, por exemplo, a teoria do experimento.

Na estratégia de andlise de dados, duas abordagens sao comumente realizadas: ajuste dos

dados experimentais e invencao de dados.

e Ajuste dos dados experimentais: em um ajuste, supomos que a curva de dados é lisa

(sinal de baixa freqiiéncia) e tem uma forma conhecida. Por exemplo, podemos supor
que um espectro contém duas linhas espectrais e que suas formas seguem um funcao
Lorentziana (modelo). O procedimento de ajuste é arriscado e o que obtemos é uma
resposta se essa forma esta de acordo com os dados experimentais, i.e. ou acreditamos
no modelo, ou nao podemos concluir sobre a experiéncia. Se nao sabemos se o modelo
é correto, tudo o que fizemos é estabelecer uma conclusao adaptada aos dados, entre
milhares de outras. A construcao de uma solucao é facil, a parte mais dificil é descobrir
quais sao os elementos desta solugao que seguem inexoravelmente os dados e quais sao
resultados do modelo.

Inventar dados adicionais: é uma abordagem comum e sempre escondida (passamos por
ela sem nos darmos conta). Um exemplo disto é a introducao de zeros no céalculo da
transformada de Fourier inversa. Esta abordagem, por soma de uma serie de Fourier
incompleta, é tao ruim que algumas vezes é preciso modificar boas medidas ou mesmo
reduzir a resolugao para tornar o resultado mais confiavel. O resultado final pode conter
artefatos e sao estes que estamos procurando observar. Ver (Capitulo 2 - Segao 2.4.2 e
2.4.3)

Em fisica experimental, muitos dados s@o medidos no espago de freqiiéncia. A questao
que se coloca é de como calcular, de uma maneira adequada, um sinal a partir de medidas

expe- rimentais incompletas e ruidosas de componentes de Fourier.

A seguir discutimos
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a utilizacao da inversao de Fourier, o desenvolvimento de modelos tedricos ajustados pelo
método dos minimos quadrados e o méximo de entropia.

p(conduséo / estimacao)

probabilidade de Lo
retirar uma conclusao apriori
tedrica dado uma
estimativa prévia
(@)
. I
p(medida / concluséo)
probabilidade das
medidas dad uma o
concluso tedrica a verossimilhang
(b)
b~
p(conduséo / medida)
probabilidade de retirar
uma conclusdo a posteriori
tedrica apartir das
medida efetuadas
(©
e~

Figura 3.3: (a) Distribui¢do de probabilidade de uma medida antes da realizagio do experimento (co
nhecimento a priort). (b) Concordancia das medidas realizadas com a teoria (verossimilhanca). O Teorema
de Bayes nos diz que se deve multiplicar (a) e (b) para obter a probabilidade a posteriori (c). Isto nos
mostra como alterar a conclusao inicial a partir da realizagdo da experiéncia. Pode-se observar, no grafico
(¢), que a estimagéo a priori ndo tem importancia sobre o resultado final se as medidas sdo boas.

3.4 Analise de Dados Experimentais

3.4.1 Transformagao de Fourier

Em um experimento onde sao medidas componentes de Fourier, a primeira tentativa para
observar o resultado no espaco reciproco é a utilizacdo da Transformada de Fourier Discreta
Inversa.

zs(n) = Xg(k)e?™*n (3.2)
k

Na Equagao 3.2 a soma deve ser realizada de —oco a co. Na pratica é impossivel medir
todas as componentes de Fourier e a soma deve ser realizada com o maior niimero possivel de
componentes para que possamos observar detalhes interessantes no sinal no espaco reciproco.
A inversao de Fourier tem dois inconvenientes fundamentais: a imperfeicao dos dados medidos
e a omissao no cédlculo das incertezas experimentais.

e Imperfeicao dos dados: A inversao de Fourier, definido na Equacado 3.2 é calculada
corretamente se a soma sobre k inclui todos as componentes de freqiiéncia. No entanto,
algumas componentes nem sempre podem ser medidas, as vezes, devido as intensidades
serem fracas, ou devido ao instrumento de medida ser limitado e nao poder medi-las.
Entretanto, a quantidade de componentes com intensidades fracas ou inacessiveis, pode
ser grande e nao deveriam ser ignoradas.



3.4 Analise de Dados Experimentais

32

Visto que o calculo exige um niimero finito de componentes e, por esta razao, a soma
de 3.2 é modificada para uma soma parcial e, por conseqiiéncia, a solucao do problema de
inversdo nao é unica. Um ndmero infinito de sinais no espaco direto existe. Isto implica
nao s6 em valores com bias para o sinal calculado no espaco direto como também em
erros de convergéncia da série.

Este tipo de abordagem implica que as componentes de Fourier, que nao foram me-
didas, sao colocadas em zero. A tUnica justificativa para escolher o valor zero é o fato de
nao conhecermos estas medidas. A conseqiiéncia de escolher zero é bem conhecida e foi
apresentada na Secgao 2.3 do Capitulo 2. A escolha de zeros, faz com que a funcao re-
sultante no espago direto possua oscilagoes provocadas pela descontinuidade no espaco
reciproco. Estas oscilacoes sdo as vezes, tao importantes que devemos aplicar técnicas
de filtragem a fim de reduzi-las. Para isso utilizamos func¢oes de ponderagoes como
Janelas, também apresentadas anteriormente, que modificam os dados medidos. Este
tipo de filtragem pode melhorar a estimagao do sinal, mas nao utiliza a informacao
de incerteza do instrumento e nao produz o sinal mais provavel. Como decorréncia,
qualquer anélise nos detalhes do sinal estimado deve ser feita com muito cuidado.

Incerteza experimental: Dados D medidos em um instrumento tem uma determi-
nada precisao, pois qualquer instrumento de medida esta sujeito a ruidos e para cada
D temos um desvio padrao opyobs associado. Estas informagcoes sao completamente
ignoradas no célculo da Equacgao 3.2 e um dado impreciso é tratado exatamente como
se este fosse preciso. Quando queremos estudar se o sinal reconstruido esta, em termos
estatistico, de acordo com a teoria do experimento D™, utilizamos a verossimilhanca,
ou somente o X2

7 1 ’Dobs(k) o Dth(k)’2
TR 2 (3.3)

K é o ntimero de observacoes independentes. O x? deve ser previsto para nao ter um
valor muito maior que sua esperanca formal, i.e. 1. Os dados calculados D devem ter
valores inferiores ou iguais aos D dentro da margem de erro determinada pelo desvio
padrao. Por outro lado, se D = D Y2 = 0 o que é, evidentemente, sem nenhum
significado. Isto reflete somente que a analise de um conjunto de dados ruidosos foi
realizada como se estes estivessem perfeitos.

3.4.2 Modelos para o Experimento:

Outros tipos de tentativas existem para resolver o problema da inversao de Fourier
de dados experimentais limitados e ruidosos. Tais solucoes consistem em construir um
modelo paramétrico tedrico do sinal a ser reconstruido e ajustar este modelo por meio
do método de minimos quadrados.

Estes métodos baseados em modelos sofisticados sao muito utilizados na reconstrucao
de sinais para varios tipos de dados e experimentos. Eles tém como vantagens permitir
que tiremos conclusoes bem confidveis sobre o sinal, pois sao baseadas em exigéncias
fisicas descritas no modelo tedrico e estdo em acordo com o conjunto de dados.
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Por outro lado, trabalhos publicados em diversas areas da fisica experimental para
analise de dados, mostraram que uma modelizacao pode também introduzir artefatos
que nao sao fisicos na reconstrugao do sinal. Estudos mostraram que mesmo as mo
delizagoes sao insuficientes para descrever partes muito finas do sinal no espago di-
reto, pois em geral, a estimacao por minimos quadrados pode também conter um bias
sistemdtico.[A1b99][BM91]

A solugao que vem sendo dada para resolver tais problemas é uma abordagem bayesiana.
Quando a quantidade de dados é insuficiente, isto nao limita suficientemente nosso espaco
de conclusao e existird sempre um ndmero de sinais para os quais a p(nova conclusao /
medida) é grande. Devemos também decidir qual desses sinais, que estao de acordo com os
dados medidos, seréd escolhido por meio da utilizacao do termo “a priori”. Na realidade, na
maior parte dos casos, os sinais reconstruidos que estao em acordo com os dados medidos
se distinguem uns dos outros por detalhes muitos finos. Isto ndo nos permite fazer uma
escolha. Devemos entao escolher a probabilidade anterior a fim de escolhermos um sinal liso.
A escolha de um sinal suave é a condigao, sine qua non, quando comparado com o método
tradicional de atribuir zeros as componentes que nao foram medidas. O maximo de entropia
é um modelo que permite definir esta probabilidade anterior.

3.5 Introducao ao Maximo de Entropia

Em anadlise espectral é necessario levar os dados do espago da freqiiéncia para o espago
reciproco, e isto significa inverter o operador de densidade espectral R e este tipo de problema
inverso, é formulado por,

D% = Rf+ erro (3.4)

onde D é um vetor de comprimento K (nimero de dados), f é a distribuigao de interesse
de comprimento N, e R é uma matriz de transformacao K x N.

O fundamento do método do maximo de entropia, encontra-se na aplicagao do teorema
de Bayes. Quando nos referimos a estimacao de dados a partir do MME, o questionamento
anterior passa a ser feito da seguinte forma. Dado um conhecimento qualquer “Z” prévio
sobre o problema em estudo, e alguns dados observados experimentalmente D, qual a
probabilidade de f ser a distribuigao correta?

Esta questao pode ser analisada matematicamente, usando o teorema de Bayes:

P(£,T)

P(f| D% 7) x P(D% | £f,7)——2—~_
(f| ) ( ! )P(DObs,I)

(3.5)

O método do maximo de entropia consiste em encontrar o f que maximiza (Eq.3.5), ou
seja, dada a informacio “Z” e os dados D, o objetivo é encontrar a f mais provavel.

O primeiro passo é encontrar uma expressao calculdvel para (Eq.3.5). Para isto vamos
comecar fazendo a seguinte observacao, tendo em vista que o nosso interesse esta relacionado
com a determinacao do f mais provével, e que esta relaciona-se diretamente com D e “Z”,
o termo P(D"bs ,Z) nao possui nenhuma dependéncia com f, entdo podemos considerar este
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termo irrelevante e a assim eliminé-lo de nossos célculos, sem influenciar no resultado. Desta
forma temos

P(f| D% T) & P(D* | f,T)P(f,T) (3.6)

¢é conhecida como probabilidade posterior

P(D* | £,7) é a fungio verossimilhanca (1), que nos fornece a probabilidade dos dados
experimentais D para um determinado f.

p(D? | £.7) = [] (2m0?) 2l 2x*(D) (3.7)

i

P(f,7) é a probabilidade a priori para uma solugao particular de f. O principio fundamental
do maximo de entropia avalia que esta informacao a priori é considerada como a entropia a
priori [Ski88].

3.5.1 Entropia de uma distribuicao

Como ja apresentado no Capitulol, a entropia mede o grau de desordem de um sistema,
ou seja, para um sistema com uma configuragao uniforme, a entropia é maxima, ao contrario,
para uma configuracdo mais ordenada, a entropia toma valores menores Fig.(3.4). A entropia
na teoria da informagcao corresponde a incerteza probabilistica associada a uma distribuicao
de probabilidade. Cada distribuicao reflete um certo grau de incerteza e diferentes graus de
incerteza estao associados a diferentes distribui¢oes (embora diferentes distribui¢oes possam
refletir o mesmo grau de incerteza) [Mat02].

Uma caracteristica importante da entropia na teoria da informacao, ou incerteza proba-
bilistica, é que ela estd diretamente associada ao grau de similaridade entre as probabilidades
de uma distribui¢do. Sem pretender aprofundar nesta discussao, o fato é que a medida intro-
duzida por Shannon para quantificar a entropia em teoria da informagao também se presta
a quantificar diversos conceitos de interesse em outras disciplinas, desta forma podemos ter
distribuicao de proporgoes, ao invés de distribuicao de probabilidades . Sob esta perspectiva,
elas servem para medir igualdade, espalhamento, similaridade, diversidade, complexidade de
sistemas e outros conceitos que aparecem em diversas areas do conhecimento, ainda que tais
conceitos nao tenham uma relacao direta com alguma nogao cldssica de entropia[Mat02].

A entropia descrita por Shannon tem a seguinte formulacao matematica:

S(p) = Zpi ID; = - sz' Inp; (3.8)
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Figura 3.4: A entropia é a medida de desordem de um sistema fechado. A entropia é méxima numa con-
figuracao equiprovavel deste sistema. Em configuracées mais ordenadas, a entropia toma valores menores.
Na realidade, existem diversas configuragoes mas as probabilidades ndo as mesmas e portanto, a mais
provavel é a que possui maior entropia.

Na Eq 3.8 consideramos que o espago f foi divido em pequenas células de tamanho Af. A
intensidade de f na célula 7 é expressa por f;, supondo que a intensidade de f seja quantificada
tal que f; = n;.Af. A quantidade Af é muito pequena enquanto que os valores para n;
sdo todos grandes. Assim é possivel representar f por um conjunto de nimeros inteiros
ni,n2.... Como apresentado pela Eq.3.8, p; = n;/N onde n; é a contagem da célula i e
N =3, n;. A utilizacdo da entropia pode ser justificada de diversas maneiras. Para o nosso
caso especificamente, vamos utilizar o argumento de Gull e Daniell [SS84a]

“Se uma proporgdao de alguma entidade que tem uma dada propriedade for p, a estimativa
mais provdvel da propor¢ao em alguma subclasse que tem essa propriedade € o mesmo
nimero p (na auséncia de outra informagao conectando a subclasse com a propriedade)”.

As evidéncias deste enunciado foram propostas por Gull e Daniell [SS84a] na apresentagao
do famoso “Argumento dos macacos” e igualmente na apresentacao do “Problema dos can-
gurus” realizada por Skilling e Gull [SS84b]

“Se uma equipe de macacos jogar um numero muito grande N de quantas aleatoriamente
em M células equivalentes a priori de uma imagem, entdo a probabilidade de obter um
arranjo particular (ny,ne,...,ny) de uma ocupagdo qualquer deve ser proporcional ao
fator de degenerescéncia N!/nilna!...np!”.

O “Problema dos cangurus” [SS84a][SS84b] ilustra bem a utilizacdo da entropia neste
contexto. “ Sabe-se que 50% dos cangurus que habitam uma ilha isolada tém olhos azuis
(OA) e 40% destes sao canhotos. A pergunta é, qual a propor¢do de cangurus que tém
olhos azuis e que sao canhotos na auséncia de mais informacoes. Desta forma este caso
nao possui uma unica solucao, e todas as repostas entre 0% e 40% sao possiveis, porém
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estas nao possuem a mesma probabilidade. Se limitarmos o nimero de cangurus em 10
denominados por ABC'...1J, a figura (3.5) representa 3 possiveis distribuigoes para os 10
cangurus, respeitando as informagoes conhecidas, 50% (OA) e 40% (Canhoto).

Canhoto‘ Destro Canhoto| Destro Canhoto\ Destro
OA A BCDE | s0% OA B AEHI | s0% oA| AB | EH | so%
nido oA FGH 1J 50%  n&o OA| CDF GJ | 50%  nhsp0al CD FGJ | 50%
40% 60% 40% 60% 40% 60%

(@) (b) (©

Figura 3.5: Trés possiveis distribuigdes em 4 categorias de 10 cangurus. As distribuigdes (a) e (b) corre-
spondem a uma configuragio [1 4 3 2] e a (c) & configuragao [2 3 2 3].

Configuragdo | DistribuicGes posdveis
0[5 10! _
41 5o o 20
114 100 - 12600
32 4 3 20 1
213 — 2 500
2|3 33 202
312 — 10 12600
1|4 4 3 2 1
4|1 10! _
10[5] s u 20

Tabela 3.1: Ntmero de possiveis distribuicdes de 10 cangurus. Aqui mostramos que sem informacdes
suplementares sobre os cangurus, a configuracdo [2 3 2 3] é a mais provével.

As distribuigoes (a) e (b) correspondem a uma configuragao enquanto (c) corresponde

a [2[3] O ntimero de diferentes distribuicoes que dao a mesma configuracao é calculado por
meio de analises combinatodrias, que sao apresentadas na Tabela 3.1. Na auséncia de mais

3
informagbes a configuragao é a malis provavel, pois corresponde as distribuicoes mais
provaveis.
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A probabilidade de obter uma determinada configuragao, para uma distribuicdo em M
células, é proporcional ao fator de degenerescéncia, e o nimero de configuracoes possiveis
para f é

N! N!

Q= = : 3.9
nl'ng'nM‘ Hjnj! ( )
Apoés a aplicagao da férmula de Stirlling para grandes ntimeros, obtem-se,
NM 1
Q pu— p— 3.10
() nytny.onypt o pNPiplPe _pé\VJPIM (3.10)

onde p; = n;/N
A configuragdo que maximiza {2, também maximiza o seu logaritmo, ou seja, a entropia
da distribuicao:

M
InQ(p) = —-N Zpi Inp; =N . S(p) (3.11)

Se S ¢ a entropia definida na Equacao (3.8). Podemos escrever a Equagdo (3.11) sob a
forma exponencial

Q(p) = exp(N . S(p)) (3.12)

Maximizagao da Entropia

Na teoria da informagao, maximizar a entropia significa determinar a distribuicao de pro-
babilidade que represente o maximo de incerteza, dadas certas restrigdes (condigbes de nao
negatividade e soma igual a 1 para as probabilidades).

Ou seja, significa determinar uma distribuicdo que tenha o maior grau de similaridade
de suas probabilidades com uma distribuicao de referéncia ou modelo. Ou ainda que seja
mais parecida com a distribuicao uniforme (modelo uniforme: m' = [m;/N,...,my;/N]) e

diferindo dela apenas devido as restrigoes.

As distribuigoes modelo, por sua vez, refletem algum tipo de informacao prévia sobre o
fendmeno probabilistico de interesse.

O principio de maximizar a entropia através da medida de Shannon, dado um conjunto de
restrigdes, foi introduzido por Jaynes [Jay57] utilizando a entropia descrita por [Joh80];[YTL84];
[SS84a].

M-1
S(f,m) = > fi—m,; —fiIn (;) (3.13)
i=0 ¢

onde f é o valor do sinal calculado e m é valor atribuido ao modelo inicial. Desta forma,
esta andlise pode ser generalizada para incluir um conhecimento anterior.
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Enfim, se a fungao f mais provavel for obtida maximizando S(f, m), p(f,Z) é uma fungao
monotonica crescente de S. Desta forma, podemos escrever p(f,Z) sob a forma exponencial:
p(f,Z) =~ exp(a.S(f)), onde a é proporcional a N. Em resumo, o modelo mais provével é
aquele que possui a maior probabilidade p(f | D,Z), e o principio do maximo de entropia
consiste em maximizar:

p(f| D,7) x p(D | £f,7)p(f,Z) x exp (aS(f) — X;(f)) (3.14)

O que equivale a maximizar:

2
o(f) = aS(f) — X?(f) (3.15)

Nesta condigao de maximizagao, p(f | D,Z), é conhecida como mdzimo a posteriori. Isso
significa que a probabilidade de f para um conjunto de dados experimentais, nao somente ¢é
representada pelo acordo entre os dados observados (D°*) e calculados (DY), mas também
pela probabilidade intrinseca de f [Mat02].

A inversdo de Fourier negligencia completamente este ultimo termo, enquanto que uma
modelizagao paramétrica implica em outro tipo de conhecimento anterior: a modelizacao
matematica do problema estudado.

Os principios de otimizacao envolvem funcoes intrinsecamente nao-lineares de probabili-
dades. Como constituem problemas de programacao nao linear, suas solugoes demandam
algoritmos de busca iterativa.

3.6 Modelo uniforme ou conhecimento anterior?

O modelo uniforme (ou modelo plano) é a “simplificagdo” do conhecimento anterior supondo
que os pontos de f tém a mesma probabilidade (f = (f/N, ..., fa;/N)) . Esta consideracio é
baseada no argumento de Gull e Daniel [Dan91] apresentado anteriormente. A utilizagao do
modelo uniforme tem como vantagem evidenciar que as diferencas entre o modelo e a solugao
final estao realmente contidas nos dados.

Entretanto, em muitos casos, antes de realizarmos as medidas, ja possuimos algum conhe-
cimento sobre a distribuicao estudada. Dessa forma, o conhecimento anterior plano utilizado
no maximo de entropia tradicional (ou modelo uniforme) é uma condicao inicial ruim, e deve
ser evitada quando for possivel.

O conhecimento anterior (ou modelo nao-uniforme) pode ser o modelo paramétrico do
fenéomeno estudado. A vantagem de utilizarmos um modelo nao uniforme é que qualquer
informacao ausente nos dados experimentais, mas necessarios para a reconstrugdo, nao serao
inventados, mas retirado de um conhecimento teérico.
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O calculo de f com um modelo nao uniforme nos mostra exatamente quais pontos do
espaco o conhecimento anterior é incapaz de explicar as observagoes experimentais. Pode-se
entao descobrir qual é a nova informacao que a experiéncia traz. No caso da concorréncia
entre varios modelos tedricos, pode-se utilizar os dados experimentais para selecionar qual o
melhor. Na verdade, o melhor modelo que foi utilizado como a priori, é aquele que contem o
maior valor da entropia.

3.7 Discussao das solugoes obtidas com o maximo de entropia
As principais caracteristicas do maximo de entropia sao

e Solucao final positiva: o MME ¢é utilizado para definir uma lei de probabilidade que
nao pode ser negativa;

e Solucéo de acordo com os dados experimentais: o MME atribui valores nao nulos aos
dados nao medidos. Estes valores podem nao ser corretos, mas sao os mais provaveis
levando em consideragao as barras de erros das medidas.

e Precisao da estimacao: o MME fornece uma reconstrugao correta a partir dos dados
ruidosos ou imperfeitos. No entanto, um problema importante é a avaliacao da precisao
desta reconstrucao. Isto é imperativo para quantificacoes e andlises muito precisas do
sinal reconstruido. Para que o MME possa ser utilizado mais frequentemente, a sua
confianca deve ser controlada por meio de avaliagoes de erros.

e Bias sistematico: os erros sistematicos detectados nos resultados obtidos pelo MME
sao causados pelo algoritmo utilizado e nao devido aos dados. Na verdade, a entropia
realiza uma pressao sobre o resultado final em dire¢cao ao modelo (pressao em dire¢ao
a uniformidade). Isto tem como efeito a introducao de um bias na reconstrugao. No
entanto, isto pode nao ser uma restrigao porque nao conhecemos previamente a resposta
correta relativa aos dados experimentais. Infelizmente, um bias existe igualmente em
todos os métodos previamente descritos. Diversos, estudos vém sendo realizados a fim
de reduzir o bias na reconstrucao pelo MME [A1b99][Moh87].

3.8 O parametro Alfa

De acordo com o Teorema de Bayes se maximizarmos p(f | D,Z) em relagao a f, encon-
tramos a distribuicao f mais provavel para os dados confinados. O maximo ocorre quando

2

V(aS(f) X?(f)) =0 (3.16)
ou seja,
99(f) _
—ar =0 (3.17)

Uma vez que ja temos como calcular a probabilidade a priori pela entropia e a verossi
milhancga, resta determinar o melhor valor de a. A constante « é arbitraria e é escolhida
frequentemente para fazer y? igual ao ntimero de K observacoes , desde que este valor seja
previsto para uma distribuicio x? . Esta nio é certamente uma regra definitiva e as possi-
bilidades alternativas sao discutidas por [Gul89].
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Deve ficar claro que «, pode ser considerado um parametro de regularizacao. Ele controla
a comparacio entre o ajuste do modelo m, e os dados D, Se a é um valor grande, a
reconstrucao dos dados estara de acordo com o termo de entropia por este ser dominante. Se
« é pequeno, a reconstrucao se torna um ajuste simples dos dados pelo método dos minimos
quadrados, minimizando o termo de entropia. Enfim, o parametro « deve ser controlado
cuidadosamente.

3.9 Algoritmo do Maximo de Entropia

Com o objetivo de tornar o método do méximo de entropia préatico foi desenvolvido um
algoritmo para calcular os valores de f. Desta forma o algoritmo consiste em calcular a
probabilidade posterior dada pela Equagao (3.14) que segue,

P(f| D**,T) = exp (¢(f)) (3.18)

O primeiro passo é determinar o valor de «, que deve ser suficientemente grande, para
garantir que a distribuicao f seja pouco ruidosa. Em seguida é preciso maximizar f para
encontrar a probabilidade posterior. A maximizacao ocorre quando

_09(f) _

f)=——+ 1
Q) = 57 =0 (3.19)
Para se encontrar o valor de f que maximiza ¢(f) utiliza-se o método de Newton-Raphson'
f;
£ =f — Q) i=0,1,2,... (3.20)
sz‘
fazendo uma expansao de Taylor em torno do ponto f
f=f + og, (3.21)
temos
! 1 1"
Q(f) = Q(f+dg) = Q(f) + o, Q (£) + 3 5%_ Q (f)+... (3.22)
onde
_0¢(f) m t7_—2
Qf) = 5 = (a In <T) +R'[072] (D - Rf)) (3.23)
e
f; 2o(f
0Q() _ 070lf) _ (B[f '] +R [0 R) (3.24)

of  of
A expressao para calcular o valor de dg é:

o, = g,((?) — (B[] +R [0 R) " x (aln (%) +R [0} (D-RH)  (3.25)

com (3 > a.

10 método de Newton-Raphson, é um processo iterativo para encontrar as raizes de uma funcio, sua
eficiéncia consiste numa boa escolha (feita arbitrariamente) do valor inicial.
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Como foi dito anteriormente métodos de otimizagdao de fungbes envolvem quase sempre
processos iterativos, e estes por sua vez dependem na maioria dos casos da determinacao de
of a ser dado em direcdo ao maximo da funcao. A determinagao do valor de 6f é um fator
importante no processo de otimizacao e, com o objetivo de assegurar um bom resultado é
conveniente determinar um limite g, que define a regiao na qual a maximizagao é realizada
com sucesso [SS84b].

(6r)? = Ol 10g < 15 (3.26)

O algoritmo inicia com f = m e a = o0, onde a cada iteragdo o valor de a diminui para
satisfazer o critério de x? — 1 < &, onde £ é o limite de convergéncia do algoritmo . A cada
iteracao, o valor de d¢ é adicionado a f maximizando ¢(f)

3.9.1 Algoritmo do MEM

e Passo 1 - Medir K dados e colocar na variavel D; + o.

e Passo 2 - Definir o valor do modelo - m.

e Passo 3 - Atribuir a distribuigao inicial f o valor de m isto é, f = m.
e Passo 4 - Atribuir ao critério de convergéncia o valor &.

e Passo 5 - Inicializar « suficientemente grande (/.1000), onde K é o nuimero de ob-
servacoes independentes

e Passo 6 - Faga alnc =0.9 .

e Passo 7 - Calcular d¢ de acordo com a Eq(3.25).
e Passo 8 - Faga f;11 = f; + 6f;

e Passo 9 - Calcular X?ﬁ 41

e Passo 10 - Se X?ci —1>¢, faga o = a.alnc e volte ao passo 7.

3.10 Exemplo Simples : sistema linear com duas equagoes e
duas incognitas
Nesta secao apresentamos um exemplo da utilizacao do MME [Alb99][SS84b], para a

solucdo de um sistema linear com duas equagoes e duas incégnitas f = (fi, fa), da seguinte
forma:

0.56f; + 0.83f; = 5.32 £ 0.48
0.83f; — 0.56f, = 4.24 £ 2.00

onde os dados medidos sao,

5.32 0.48
D= [ 4.24 ] 0= [ 2.00]
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a matriz de inversao é

0.56  0.83
R= [ 0.83 —0.56 } ’

2 sao definidas como:

1

1 1

[f—1]:[f(1) 1]7 0—2:[0.4820 ?}’
f, 4

e as matrizes [f!] e o~

A entropia e o x? sdo escritos da seguinte forma:

f f
S()=fi +f, —m; —my —filog <1> — falog <2> (3.27)
mq mo
Y2(f) = (D — Rf)![c2](D — Rf) (3.28)
0.56f; + 0.83f, — 5.32)2  (0.83f; — 0.56f, — 4.24)2
Y2 () = (0560 + 0836 S (083 2 ) (3.29)

0.482 2.002

O x2(f), descreve uma elipse no espaco (f,f;). Um programa foi elaborado para calcular
a trajetoria das solugoes de f', com « assumindo o valor inicial, 2000, e sendo incrementado
até a condicdo x> — 1 < & O célculo realizado utiliza o modelo m = (1,1). A figura 3.6
apresenta a trajetoria de fpara o modelo. Os gréficos de superficies da entropia S(f,m) e de
x2(f) também sdo apresentados.
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Figura 3.6: Exemplo da utilizagio do método do méximo de entropia por um sistema linear com duas
incégnitas. Os célculos sdo realizados a partir de um “modelo”: m = (1,1), os gréaficos de superficies
representa o x2(f) e S(f,m). As curvas em tragos fortes sdo as trajetérias das solugdes aproximadas; a
solucdo final a para a qual x> —1 < €. Todos os valores contidos na elipse sdo solugoes aceitaveis. A solucéo
obtida é ?1,1 = (4.34,3.02). A cada iteragao, a nova solugdo aproximada é a que possui maior entropia



Capitulo 4

Aplicacao do MME e Resultados

Este capitulo aborda a elaboracdo de um programa para a reconstrucao de sinais por meio
da inversao de Fourier utilizando o método do méximo de entropia (MME). Este programa
utiliza o procedimento iterativo de Newton-Raphson a fim de ajustar um modelo que tenha
o maior valor de entropia e que esteja em acordo com os dados experimentais.

O capitulo apresenta também uma analise do programa desenvolvido com dados simulados,
discutindo os resultados encontrados, verificando sua eficiéncia e colocando em evidéncia as
propriedades do MME.

4.1 Implementacao Computacional do MME

A aplicacdo do MME na inversao de Fourier deve levar os dados do dominio freqiiéncial
para o dominio do tempo e isto significa inverter o operador de densidade espectral R. Este
tipo de problema inverso, pode ser formulado por,

D% = Rf+ erro (4.1)

onde D° é um vetor de comprimento K (quantidade de dados medidos no instrumento),
f é a distribuicao de interesse de comprimento NV, e R é uma matriz K x N.

Para o calculo da inversao de Fourier utilizando o método do méaximo de entropia cons
truimos uma sub-rotina em MATLAB (MATLAB function) denominada idftme. A figura
4.1 apresenta, em diagrama de blocos, quais os parametros de entrada e saida desta funcao.

double .
Dops [ .| —=— dowble , entropia S
GDops [] —dorble | double__ o2
double H
modelo[.] ——— |dftme double dad timad

R[][] double —> (lados estima Osf[.]

limite de convergéncia € et MaTLAB 28— FlagFim
N_IterMax —282

Figura 4.1: Diagrama da fun¢io idftme construida no MATLAB, com os parametros de entrada [DObs,
SigDObs, modelo, R, LimConv, NTterMax] e os respectivos parametros de saida [S, x2,f, FlagFim].
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Dados-D  Matriz de inversdo - R
SigDados - ¢ Limite convergéncia - &
Parametros de Entrada | Modelo-m  iterMax = 300

{

Define o valor inicial da distribuigao f

f=m
iter =0 o._iterAnterior = o
FlanFim = 0 a = 10000
1oMax =10 alnc = 0.95

v

Calcula Temp =R t[cx ’2] R |

A = iteragdo

Calcula
Temp2 = inv( o [£'] + Temp)

Calcula
Temp3 = o In (m/f) + Rt [c2(D-Rf)]
¥
Calcula &f =Temp2 x Temp 3

¥

Calcula 0 palsso de d¢
ro= 5 [£] 3

o = o_iterAnterior

alne = Jodnc
o = o.alnc

FlagFim =1

Nao

a_iterAnterior = o

o = a.olnc

alne = YoIne
o = (1/alnc)

>4

FlagFim = -1

Calcular a Entropia
SH) =2 fi-m;-f;In(fi/mj)
1

FlagFim 12
Pardmetros de Saida | Entropia-S  Distribuicao - £

Figura 4.2: O fluxograma apresenta os passos computacionais para o clculo da inversao de Fourier pelo
método do maximo de entropia.
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Para a utilizagao do idftme devemos colocar os valores das componentes de Fourier me-
didas no instrumento no vetor DObs, seus respectivos erros experimentais em SigDObs,
o modelo que descreve o experimento em modelo, a matriz de inversao na varidavel R, o
limite de convergéncia & na varidvel LimConv e o niimero méaximo de iteracoes na varidvel
NIterMax. A condicao de parada do algoritmo é atingida quando se alcanga a convergéncia
de x> — K <= ¢ ou o niimero maximo de iteracdes. A varidavel FlagFim indica qual das
duas condicoes foi alcancada. No caso de uma convergéncia de x? (FlagFim=1) o programa
devolve o resultado da inversao de Fourier mais provavel no vetor f, o valor final calculado
para X2 entre os dados observados experimentalmente e os dados estimados pelo método do
méaximo de entropia, e o valor final da entropia S.

A Figura 4.2 apresenta o fluxograma do algoritmo do MME utilizado no programa idftme
foi dividido em trés partes. A primeira parte define o valor inicial da distribuicdo procurada
f e calcula as matrizes que sao constantes durante a execugao, i.e. independem de f. Em uma
segunda parte, o programa calcula 6f que maximiza a entropia através da Equacao 3.25, neste
processo iterativo fazemos evoluir f até obtermos um valor de x? préximo de 1, atingindo
assim o limite de convergéncia £ ou o nimero maximo de iteragoes. Em sua ultima parte
o programa calcula o valor da entropia final pela Equagao 3.8. Se o nimero méximo de
iteracoes for atingido antes da convergéncia o programa péra e avisa ao usuario por meio de
um flag que excedeu este valor (FlagFim=-1). Por fim a entropia é calculada (cabe lembrar
que o cédlculo da entropia ao final pode ser eliminado da sub-rotina quando o programa foi
executado em loop a fim de diminuir o custo computacional). A sintaxe de utilizacdo no
MatLab é

[Entropia, c2, f] = idftme[Dobs, SigDobs, modelo, R, LimConv]

4.1.1 Interface Grafica

A fim de facilitar a utilizagao do idftme elaboramos uma interface grafica (GUI - Graphical
User Interface) para o Matlab, permitindo ao usuédrio uma melhor visualizacao dos resultados
em um ambiente de trabalho mais agradavel. Esta interface desenvolvida (veja Figura 4.3)
permite ler os dados de um arquivo no formato ASCII dispostos sob a forma de duas colunas
- dados experimentais, erros experimentais. O modelo a ser utilizado pode ser definido como
sendo uniforme (valor constante) ou por meio de uma equacao que descreve o resultado espe
rado. Em ambos os casos, é necessario definir o nimero de pontos utilizados para estimacao

de f.

Os resultados sao apresentados na interface por meio de dois gréficos, sendo um no espago
de Fourier e o outro no espaco reciproco. Em ambos os gréficos os resultados sao apresentados
sobrepondo o modelo desejado ao sinal reconstruido calculado por idftme(i.e. que estd em
conformidade com os dados medidos). Os valores de x? e da entropia (S) também sdo
apresentados.
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Wersion: 412142237

A interface gréfica foi elaborada para permitir ao usudrio uma melhor visualizagdo dos
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resultados alcagados pelo programa idftme.

Figura 4.3:
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4.2 Analise do método de Inversao de Fourier a Maximo de
Entropia

A fim de analisar o programa idftme construimos uma simulacao com objetivo de eviden-
ciar as propriedades do MME, comprovando e validando sua funcionalidade.

A Figura 4.4 apresenta um diagrama de blocos de como foi realizada esta simulacao. Ini-
cialmente simulamos o sinal z4(n) e calculamos a dft deste sinal a fim de obtermos as com-
ponentes de Fourier Xg(k). Em seguida simulamos dados experimentais Xg_, (k), limitando
as componentes de Xg(k) e adicionado um ruido gaussiano. Na terceira parte sao aplicadas
duas transformacoes no sinal Xg, , (k), Inversio de Fourier cldssica e a Inversio de Fourier
a mdzimo de entropia. Os resultados das transformagoes sao comparados ao sinal original.

dados experimentais - dados estimados -
K pontos N pontos
A
IDFT Yy, (1) DFT |— X, ®
Sinal x, (1) Xs (k) X, (k)
° Sobs
DFT = () —— (3 )
O/ -/
Lo '
K
Modelo ——p-|
Limitagao ' M;Eﬁ,_, IDFTME —— % ()= DFT ——> )/Esmm(, (k)
Experimental Izu)ldo LimConv ——~ e
P
| ' ' ' |
1-Simulacdo do sinal 2 - Simulagao dos 3 - Aplicagao dos métodos 4 - Analise dos
dados experimentais de reconstrucao de resultados
sinais
o DFT!
o DFTME

Figura 4.4: Diagrama de blocos da simulagio para a avaliagdo do programa idftme.

A seguir descrevemos em detalhes as quatro etapas da simulacao.

1. Simulacao do sinal em freqiiéncia

Para teste do programa construimos um sinal no tempo z4(n) composto de uma
gaussiana e um cosseno

zs(n) = exp[—(n — p)?/0?] 4+ [0.1 cos(27 fon) + 1] v n e 0,1 (4.2)

onde p é a posicao da gaussiana, o é a largura da gaussiana (desvio padrao), fp é a
freqiiéncia de oscilacao do cosseno, e n o nimero de pontos. Para a simulacao escolhemos
nw=20,5e0=0.01.
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Este sinal foi escolhido porque a gaussiana é um sinal de baixa freqiiéncia e sua re
presentagao espectral cai lentamente conforme aumentamos a freqiiéncia. O cosseno
foi escolhido porque introduz oscilagoes no sinal que podem ser comparadas com as
oscilacoes provenientes da reconstrucao do maximo de entropia.

A Figura 4.5 apresenta o sinal z4(n) e sua representacao no espaco de Fourier, sinal

1
Xs(k) L.
15 :
— Xg (n)
g 1
»
x
0.5
SIVAVAVAVAVAVA/AVAVAVAVAVAY i N
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
n
1 —
2 ]
iu') \\
0.01
~—
0.0001
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Figura 4.5: Representacio do sinal x5 no tempo e em freqiiéncia normalizada.

2. Simulagao dos dados experimentais

Esta parte da simulacdo limita em K componentes o sinal Xg(k), adicona um ruido
gaussiano, e cria Xg , (k) que simula dados experimentais incompletos e ruidosos.

A limitacido das componentes de freqiiéncia é realizada por meio da multiplicacido do
sinal Xg(k) por uma fungao porta, [[; (k).

X5, (k) = Xs(k). T (k) (4.3)
K

!Quando nos referimos a analise por dft o sinal é discreto e periédico, portanto sua representacio é feita
entre os valores de freqiiéncia normalizada [0, 0.5].
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. . . . / ’ . ~
Em sefg}llda adl'c1onan'r10s ao sinal X Sons (k) u@~ru1do com desvio padltao OXg,, (k) O
ruido utilizado foi definido como uma distribui¢cao gaussiana com média zero e desvio
~ . . . / . ~ . ~
padrao proporcional a intensidade de Xg b(k) Nesta simulacao o desvio padrao segue
uma proporcionalidade constante tal que,

Oxg, (k) = Xs,,.(k).p (4.4)

onde p é igual a 0.5% e 5%.
Ao final Xg , (k) é calculado por,

X, (k) = Xg,,. (k) = N(0, Oxg, (k) v k=1K (4.5)

onde N(0,0x, \ (k)) € um nimero aleatério com distribuigao normal.
o0s

3. Aplicagao dos métodos de reconstrugao

O sinal Xg,,_(k), é processado por meio de duas transformacoes, Inversao de Fourier
cldssica- idft e Inversdo de Fourier a Mdzimo de Entropia- idftme.

A idft ¢é calculada de acordo com,

K
Ly, (0) = % S X, (K) exp (2mjnk/ ) (4.6)
=0

A idftme, é calculada fornecendo alguns parametros ao algoritmo:

e Modelo - A escolha do modelo pode ser feita da seguinte forma:

— Modelo Uniforme - atribui & varidavel modelo valores constantes isto é,
modelo(n) = 0,05 v n=1[0,N —1] (4.7)

— Modelo Nao-Uniforme - neste caso o modelo pode ser qualquer funcao. O mo-
delo nao uniforme utilizado pode ser, por exemplo, x5(n) ou também somente
a fungao gaussiana, gs(n) descrita por:

gs(n) = exp[—(n — p)?/0”] (4.8)

e Matriz de Inversdao R- A matriz de inversao utilizada é

R(k,n) = exp(2mj(n —1)(k—1)/N) v n=1N;k=1K; (4.9)
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Nesta simulagao utilizamos somente a parte real da matriz R, pois na maioria
dos laboratoérios experimentais os sinais medidos sao niimeros reais.

e Limite de convergéncia - é um valor que estabelece a condicao de parada do al-
goritmo quando se alcanca a condicdo x? — K < €. Nesta simulacdo foi utilizado
£=0.01

4. Analise dos resultados

Os resultados s@o analisados quantitativamente por meio da comparacao entre os
sinais: 25(n) com Zsfou(n) € Tsmme(n) €, qualitativamente entre os sinais Xg(k) com
Xg fou(k) e X gmme(k) através da visualizacao em freqiiéncia da reconstrucao das com-
ponentes retiradas.

A comparacao é feita através da SN R (signal-noise-ratio) definida por:

XN: <(ws(n) iinjn(n)y)] (4.10)

n=1

SN Rypem = 101log

para a transformacao por idftme, e

N

((ﬂcs(n) — Zsfou(n))?

n=1

SNRfp, = 101log [ zs(n)” >] (4.11)

para a transformagao por idft.

Outra anélise que pode ser feita é uma observacao da “distancia” estatitica (Capitulo
1 Se¢ao1.9 que existe entre o modelo inicial e resultado final i.e, 0 quanto nos afastamos
do modelo para estarmos de acordo com os dados experimentais. Isto pode ser ana-
lisado pela entropia, se o modelo inicial for igual ao resultado final a entropia é zero.
Entretanto, se a reconstrucgao se afasta do modelo, isto significa que a entropia é menor
que zero, porém ela é maxima para o conjunto de dados.

4.2.1 Simulacoes e Resultados

A partir do sinal Xg , (k), quatro casos foram propostos a fim de reconstruir z, por meio da
idftme.

e Caso 1: Reconstrucao das componentes retiradas e pressao em direcao ao modelo
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Este caso foi idealizado a fim de evidenciar as duas propriedades fundamentais do
MME: i) reconstrugao das informagoes que estao faltando; ii) e pressdo para que o
resultado final nao se afaste do modelo. Para isto usamos os seguintes valores para
os parametros: modelo = 0.05 (modelo uniforme), freqiiéncia fo = 6, e p = 5% ou
p = 0.5%. A quantidade de dados Xgps(k) foi limitada em K = 25 (componentes de
Fourier) e a inversao de Fourier calculada com N = 128. S é o valor final da entropia
apds a convergéncia do algoritmo do MME.

Os dados simulados Xg,,_ (k) (p = 0.5%) apresentados na Figura 4.8(b) foram uti-
lizados para calcular por idft e idftme os Z; da Figura 4.8(a). Nesta ultima Figura
podemos observar que &, contém oscilagoes devido ao uso da inversao de Fourier
classica. Por outro lado, o resultado da inversao utilizando o MEM, z, . se aprox-
ima melhor do sinal = original. A Figura 4.8(b) apresenta também a transformada de
Fourier direta de Zs,,,,,. Nesta Figura podemos observar que o MME tentou reconstruir
as componentes de Fourier retiradas (k > 0.19). .. € dita como a solucdo final a
maximo de entropia.

Na Figura 4.8(c)-(d), aumentamos a barra de erro dos dados fazendo p = 5%. Isto
deixa ao MME um maior grau de liberdade para que a solugao final se aproxime do
modelo. E importante notar que o valor final da entropia S é maior para a solucao
mais préxima do modelo (p = 5%). Nos dois casos, o valor final da entropia é o maior
valor para o conjunto de dados fornecidos (Xg,,, £ox, ).

Observacoes relativas aos seguintes elementos:

Co-seno: A amplitude do co-seno diminui & medida que a barra de erro aumenta.
Isto se deve a pressao exercida pela entropia em diregao ao modelo inicial. Percebemos
isto na representacao no dominio da freqiiéncia, onde as componentes de X Srme (K) que
correspondem ao co-seno sao menores que seu homoélogo X 5(k) e no dominio do tempo.

Gaussiana: as componentes de Fourier de alta freqiiéncia que foram reconstruidas, sao
exclusivas da gaussiana. Nos dois casos (p = 5% e p = 0.5%), o resultado estd muito
préximo da realidade.

Relacao Sinal Ruido: A estimacgao do Zs,,,,. ¢ melhor para uma barra de erro menor
(Figura 4.8(a)-(b)). A informagdo contida no conjunto de dados é mais precisa e o
algoritmo do MME pode exercer menos pressao em direcao ao modelo uniforme. A
reconstrugao do MME eliminou praticamente todas as oscilagoes presentes em Zs oy
devido a reconstrugao das componentes de alta freqiiéncia. A Figura 4.6 apresenta
graficamente que a relagao sinal ruido para a reconstrucao por MME é melhor.

Entropia: O valor da entropia é maior para o caso onde p = 5%. Isto pode parecer
paradoxal, pois a solugao melhor (para p = 0,5%) tem uma entropia menor. Entretanto,
devemos considerar que o modelo inicial (modelo uniforme) nao é bom e a solugao final
estd mais préxima do modelo quando a barra de erro é maior.
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Figura 4.6:
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A relagao sinal ruido em funcdo da barra de erro p mostra que o resultado do MME é

e Caso 2: Reconstrucao de acordo com o conjunto de dados

Este caso foi formulado para que o sinal Xg , possua apenas as componentes que
correspondem a gaussiana, para isto os parametros que determinam Xg , foram es-
colhidos como: freqiiéncia fo = 34, K = 25, p igual a 5% e 0.5% e modelo = 0.05
(modelo uniforme). Podemos observar que em relacao ao caso anterior, a freqiiéncia é
o Unico parametro que foi modificado. O valor fy = 34 faz com que o co-seno fique fora

do conjunto de dados, Xg_, .

Na Figura 4.9(a)-(c) observamos que is,,, apresenta oscilagoes devido a limitacao do
numero de componentes, enquanto que Zs, ., Se aproximou somente da gaussiana. A
Figura 4.9(b)-(d) mostra a reconstrucao das componentes retiradas, ressaltando que o
MME reconstruiu completamente as componentes de Fourier da gaussiana independente
do valor de p. E importante notar que a reconstrugao por MME nao estima as oscilacoes
do co-seno, isto se justifica pelo fato de ndo termos nem no conjunto de dados, nem no
modelo nenhuma informacao a respeito da existéncia de um co-seno.

Em ambas as situagoes de p = 5% e p = 0.5%, o valor final da entropia é especifico do
conjunto de dados utilizado e diferente de zero. Isto significa que as solugoes encontradas
pelo MME estao de acordo com os dados fornecidos e que os resultados se afastaram
do modelo inicial.

e Caso 3: Modelo contido na reconstrucao das componentes
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Este caso trata da reconstrugao do sinal Xg , feita a partir de um modelo nao
uniforme, (modelo = x4), os demais parametros tém a mesma configuragao do caso 2.

A partir da Figura 4.10 podemos observar que a reconstrucao do sinal utilizando o
MME;, Z,,,,.. foi perfeita, e este foi capaz de reconstruir as componentes da gaussiana e
do co-seno independente da amplitude do ruido (Veja a Figura 4.7). O valor da entropia
nas duas situagoes é zero, sendo assim podemos afirmar que o modelo inicial esta de
acordo com o conjunto de dados fornecidos. Vale ressaltar que embora o co-seno nao
fizesse parte do conjunto de dados ele foi reconstruido, isto se deve ao fato do modelo
utilizado possuir a informagao referente ao co-seno, assim podemos dizer que o modelo
esta contido na reconstrucao das componentes retiradas.
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Figura 4.7: Relacio sinal ruido em funcio da barra de erro p. A solugdo MME fornece sempre o melhor
resultado.

e Caso 4: Validade do modelo

Este caso evidencia a importancia os problemas relacionados a escolha de um mo-
delo. Para isso, utilizamos um modelo nao uniforme que contém somente a gaussiana
(modelo = gs). O nimero de componentes em Xg , assume dois valores, K = 25 ou
K = 36 e o erro experimental é p = 5%.

Na Figura 4.11 (a)-(b), o co-seno nao faz parte do conjunto de dados K = 25.
A Figura 4.11 (a) mostra que a inversao utilizando o méximo de entropia recuperou
exatamente a gaussiana, &5, e a Figura 4.11 (b) apresenta a reconstrucao das com-
ponentes retiradas sendo que estas se referem apenas a gaussiana X Syme- O valor final
da entropia alcancou seu valor maximo, S = 0 ou seja, a solucao final é idéntica ao
modelo.
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A Figura 4.11 (c)-(d) apresenta a situacdo em que o co-seno faz parte do conjunto
K = 36 e o modelo inclui somente a gaussiana (modelo = gs). A Figura 4.11 (c)
mostra que o sinal, &, se aproximou melhor do sinal original zs(n). Na Figura 4.11
(d) podemos observar que ao tentar reconstruir as componentes retiradas o maximo
de entropia superestimou estas componentes. A causa disto é a escolha inadequada
do modelo, muito embora a entropia final comprove que a reconstrucao nao se afastou
muito do modelo.

4.3 Conclusao

Este capitulo apresentou detalhadamente uma implementacao computacional da in-
versao de Fourier a maximo de entropia.

O capitulo também apresentou por meio de simulagoes uma comparacao da utilizacao
da idftme e da idft na reconstrucao de sinais. Mostramos que o processamento por
meio da idft pode apresentar oscilagoes, enquanto que o resultado obtido pela idftme
pode ser melhor em algumas circunstancias.

Uma andlise do programa desenvolvido foi proposta com quatro casos de estudos
evidenciando as virtudes e fraquezas do MME. O caso 1 evidenciou as propriedades
fundamentais do MME em reconstruir informagoes que estao faltando no conjunto de
dados e a pressao para que o resultado final seja o mais proximo do modelo tedrico.
O caso 2 apresenta uma situacado em que o modelo nao é o correto, porém estd de
acordo com o conjunto de dados medidos no instrumento. O caso 3 mostra a utilizacao
de um modelo correto, porém o resultado final nao estd totalmente de acordo com os
dados medidos. Este caso evidencia que parte do sinal pode ser reconstruido baseado
unicamente nas informagoes do modelo e que o modelo fornecido ao célculo deve ser
escolhido com muito cuidado. O caso 4 discute o problema da validade de um modelo,
apresentando situagoes onde os dados experimentais forcam o resultado final mesmo
que tenhamos utilizado um modelo ruim.

Os casos estudados demonstram também o papel do erro experimental na estimagao
do sinal. Medidas com barras de erro grandes permitem que o resultado final se apro
xime do modelo tedrico.

Enfim, os quatro casos evidenciaram que o valor final da entropia nos permite saber
quanto sinal reconstruido se afasta do modelo, sendo a entropia uma informagao 1til
para valida-lo.
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A entropia permite verificar a imprecisdao do modelo.
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma ferramenta para o célculo da transformada de Fourier
inversa aplicado a reconstrugao de sinais medidos no dominio da freqiiéncia. A tese abordou
os problemas relacionados a realizacao de medidas neste dominio, como, por exemplo, a
discretizagao do espectro e a utilizagdo de uma janela de observacao do mesmo. Estes efeitos
comprometem a utilizacdo da DFT ™!, resultando, em alguns casos, em oscilacoes no sinal
estimado e dificultando a andlise precisa do sinal. Este problema foi apresentado de forma
analitica, demonstrando que as oscilagoes podem estar ligadas a limitacoes nos instrumentos
de medidas. Além disso, o uso da DEFT~! despreza a informacio do erro experimental.

Para tentar minimizar tais problemas estudamos a técnica de estimacao de um sinal pela
DFT~! baseada no principio do Méximo de Entropia (MME). Esta técnica nos permite incluir
no calculo da transformada o conhecimento prévio do resultado esperado para o experimento.
Este método utiliza o Teorema de Bayes, onde as probabilidades condicionais sao calculadas
entre o conjunto de dados e o modelo matemé&tico do resultado esperado. As probabilidades
sao descritas pelas fungoes da verossimilhanca e da entropia do modelo matematico. A
entropia é utilizada como informacao a priori do experimento. Dois conceitos de entropia
foram utilizados: a entropia cldssica de Shannon e a entropia generalizada proposta por
Shannon-Jaynes.

Uma ferramenta em MATLAB foi desenvolvida permitindo a utilizagdo da inversdo de
Fourier a maximo de entropia (idftme).

Para avaliar o método desenvolvido, realizamos diversas simulagdes a fim de comparar a
utilizacao da idftme e da idft na reconstrucao de sinais. Quatro estudos de casos foram
propostos. O primeiro caso mostrou que o MME reconstréi as informacoes que estao fal-
tando no conjunto de dados. Esta reconstrucao é obtida a partir do modelo tedrico utilizado
como informacao a priori. Ainda no primeiro caso, evidenciamos que o erro experimental
tem o papel de fazer com que o resultado final seja o mais proximo do modelo tedrico, i.e.
quanto maior a incerteza mais perto do modelo serd o resultado final. Este caso teve como
objetivo evidenciar as duas propriedades fundamentais do maximo de entropia: reconstrugao
de informacgoes que estao faltando e pressao para que o resultado seja o mais préximo do
modelo tedrico.

O segundo caso utilizou um modelo incorreto, mas que estava em acordo com os dados.
Neste caso a solucao final é incorreta, entretanto a solucao dada pelo MME é correta. O
resultado final obtido pelo MME segue inexoravelmente os dados.
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O terceiro caso apresentou a utilizacdo de um modelo correto com parte do sinal sem
comprovacao experimental. Neste caso, o resultado final estd de acordo com os dados, no
entanto este tipo de reconstrugao deve ser usado com muito cuidado, pois o resultado final nao
esta totalmente evidenciado nos dados. Parte do sinal reconstruido estd baseada unicamente
nas informacoes do modelo.

O quarto caso abordou questoes relativas a validade de um modelo. Um modelo errado foi
apresentado, porém com parte dos dados sem comprovagao no modelo. Mesmo que se utilize
um modelo ruim o resultado final seguird as informagoes contidas nos dados experimentais.
A entropia tem um papel importante na validacdo do modelo, pois, por meio dela podemos
saber o quanto o sinal reconstruido se diferencia do modelo.

As simulagoes procuraram ilustrar o interesse de se utilizar o MME, suas vantagens e
possiveis armadilhas. Para a maximizacao da entropia e ajuste do modelo aos dados exper-
imentais, utilizou-se o método de Newton-Raphson. O uso deste método para otimizacao
mostrou instabilidades na convergéncia, o que ja era esperado, pois quando os valores iniciais
sao escolhidos em um intervalo inadequado, o método nao converge. O método de Newton
nem sempre é o melhor método, pois é necessario que a estimativa inicial esteja dentro de
um intervalo de convergéncia. Porém, a sua simplicidade e ordem de convergéncia quadratica
fazem com que seja bastante utilizado.

Alguns testes poderiam ser realizados a fim de melhorar o problema de convergéncia.
Uma proposta seria melhorar a parte do cédigo que calcula 6¢. As falhas no método de
Newton-Raphson podem ter sido causadas por passos que resultaram em valores negativos
na distribuicao. O MME nao é capaz de gerar um sinal com valores negativos. Dessa forma,
em algumas situacoes os dados devem ser processados antes de serem utilizados. Para evitar
os erros de convergéncia nesta condicao, podemos verificar a existéncia de valores negativos,
e se eles ocorrerem podemos diminuir o mais lentamente e realizar uma nova tentativa.

Este trabalho pode ser estendido buscando investigar sinais reais, obtidos em instrumentos,
a fim de testar a praticidade do uso da técnica e a convergéncia do método em situagoes reais.

Além disso, uma extensao natural é a reconstrucao de sinais em 2D a fim de restaurar
imagens onde a observacao experimental é feita no dominio de Fourier, como, por exemplo,
os tomégrafos de raios X2 .

Outra sugestao para a evolucdo do trabalho é a substituicdo da entropia pela entropia
relativa generalizada proposta por Tsallis. Esta entropia permitird a introducgao no processo
de refinamento do parametro de nao-extensividade gq.

2Na tomografia computadorizada, um raio-X é concentrado em um feixe estreito que passa apenas por uma
pequena parte do objeto examinado. A intensidade do raio-X chega em um detector e é convertida em um
sinal digital. Movendo-se o emissor de raios-X e o detector obtém-se sinais de outros pontos do objeto, em
angulos variados. Eo que se chama de “varredura” do feixe. Esse processo é repetido varias vezes para angulos
ligeiramente diferentes. Computadores armazenam os valores da intensidade dos raios-x. Matematicamente,
esses valores constituem a “Transformada de Fourier” do objeto examinado. O computador processa essas
transformadas e reconstréi uma imagem tri-dimensional do interior do objeto. Nos tomdégrafos mais modernos
apenas a fonte de raios-X é movida. A detecgdo é feita em um anel de detectores que envolve o objeto em
estudo.
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Em instrumentagao cientifica, a teoria que descreve um experimento pode ser pensada
como sendo um operador que liga o espaco de medida ao espaco das possiveis conclusoes.
Quando conhecemos o funcionamento por completo do aparato experimental; isto significa
que temos uma teoria para cada parte do instrumento, nos relacionando os dados medidos
até a grandeza fisica de interesse. Para ilustrar isso, vamos considerar, por exemplo, um
experimento de difragdo. Pode ser que a fonte de excitacao do sistema fisico nao seja comple-
tamente monocromatica. Pode ser ainda que alguns dados nao possam ser medidos devido
a limitacoes no instrumento de medida; ou ainda que possam estar comprometidos devido a
interferéncias diversas. Além disso, a resolucdo e a precisdo da medida podem variar muito
ao longo da medida. Ao final, podemos rejeitar as medidas muito ruins para termos um
conjunto de dados medidos com boa qualidade. Entretanto, do ponto de vista convencional
estes dados estao incompletos.

O operador que nos leva do espaco dos dados para o espaco das conclusoes tem, normal-
mente, dimensoes maiores para as conclusoes que para os dados medidos. Esta diferenca cria
problemas de instabilidade e resultados distorcidos. A idéia deste trabalho foi de considerar
todas as solugoes no espacgo de conclusoes que podem gerar os dados. Existem varias solucoes
consistentes quando levamos em conta as incertezas experimentais. Entretanto, a escolha de
uma das solucdes deve seguir algum critério. Se todas as solucoes sao similares, entao nao ha
necessidade de um critério. Porém, podem existir varias solucoes diferentes e precisamos de
uma regra para escolhé-la. A escolha pelo método do méaximo de entropia é uma boa opcao
e foi isto que buscamos mostrar nesta tese.



Apéndice A

Métodos Bayesianos e Maximo de
Entropia: Histoéria e Filosofia

Este anexo tem por objetivo apresentar uma revisao da abordagem bayesiana e do principio
do méximo de entropia para a resolucdo dos problemas inversos. ! As discussdes apresen-
tadas sao mais filosoficas que técnicas. Discutimos a definicao de probabilidade e suas inter-
pretacoes, da logica de tomada de decisao bayesiana, e das controvérsias sobre o principio do
maximo de entropia.

Jaynes é um dos principais autores modernos defensores dos métodos bayesianos e do
principio do maximo de entropia. E por isso que esta revisao histérica, é baseada em seus
trabalhos e mais particularmente em seus artigos publicados durante a quarta oficina sobre
o maximo de entropia e métodos bayesianos de estatistica aplicada, editados por [Moh87].

Logica intuitiva de tomada de decisao

A necessidade de uma légica de tomada de decisdo em situacoes de falta de informagao
em ciéncias da engenharia e mesmo na vida cotidiana é evidente. Devemos incessantemente
tomar decisoes ainda que nao estejamos certos das suas conseqiiéncias. Por exemplo, uma
pergunta simples em um dia nublado seria: “Devo levar um guarda-chuva hoje?”.

Antes mesmo de estudar matemaética sabemos, por pura necessidade, como tratar estes
problemas devido a um raciocinio 16gico intuitivo. A nossa intuicdo organiza entao o proce
dimento de tomada de decisao em quatro etapas:

1. Enumeracao de todas as possibilidades que podem acontecer;

2. Defini¢ao de uma probabilidade para cada possibilidade baseado no que vemos (conjunto
de dados) e a experiéncia do passado (a priori);

3. Predicao das conseqiiéncias provaveis de cada opiniao;

4. Tomada de decisao.

'Este documento foi traduzido e adaptado da tese de doutorado de Mohammad-Djafari [Moh87] e trata de
uma revisdo histérica e de alguns elementos basicos dos métodos bayesianos e do méaximo de entropia.
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Hérodote (500 antes de J.C.) traduz assim a légica dos reis persas:

“Uma decisdo € sabia, mesmo que esta tenha uma conseqiéncia desastrosa, se as evi
déncias disponiveis tivessem a indicado como a melhor. FEla nao € sdbia, mesmo que dé
o resultado mais desejado, se as evidéncias indicassem que ela nao era razodvel e suas
consequéncias improvaveis”.

Este raciocinio qualitativo pode, em certos casos, ser formulado de uma maneira quantita-
tiva por um modelo matematico. Tal légica é necessaria nos diferentes dominios da ciéncia,
onde os dados dos problemas a serem resolvidos nao sao, em geral, suficientes para nos
fornecer solucdes tnicas a estes problemas.

Bernoulli (1713) chamou este raciocinio de “a arte da conjuntura” traduzindo um estado
de conhecimento incompleto por um conjunto de N acontecimentos equiprovaveis que se
pode denotar por xi,...,xn. Jaynes chamou isto de espago de hipéteses HO. O tnico
conhecimento que se tem sobre estes acontecimentos é o nimero V.

Consideremos agora uma proposta A, definida como sendo verdadeira para o subconjunto
H(A) de M elementos do espago HO, sendo a proposta A falsa para qualquer outro conjunto.
M é a multiplicidade de A, e a probabilidade de A entao é definida por P(A) = % Se
definirmos as diferentes possibilidades por 4, B, C etc. os seus complementos por A, B, C,
etc. Sendo AB a proposta “A e B” e A | B a proposta “A dado que ja conhecemos B”;
podemos definir, da mesma maneira, as probabilidades P(A), P(AB), P(AB), P(A | B),
etc. Podemos também definir P(B | A). Na verdade se sabemos que A é verdadeiro, o
espago das propostas reduz-se a H(A) e a probabilidade P(B | A) é entdo a proporcao da
multiplicidade de B neste subespago.

Estas regras elementares podem ser utilizadas nao somente para encontrar a melhor res
posta num jogo de 20 perguntas, mas também em muitos problemas cientificos que neces
sitam, as vezes, de calculos combinatérios nao triviais. Resta, contudo uma dificuldade: a
boa determinacao de HO. Se esta é simples para um jogo de dados, é menos evidente em
outros problemas, como observou Bernoulli: “qual mortal pode determinar o nimero de todas
as doencas possiveis?” Entao como determinar a probabilidade de uma doencga?

Jaynes baseou seu raciocinio nesta pergunta. Duas atitudes se apresentam. Seja abandonar
esta teoria porque nao é aplicavel a todos os casos, quer dizer que nao se trata de fazer
onisciéncia, mas de uma tomada de decisao, “a melhor possivel diante do que se conhece
hoje”. HO nao é a descrigao da realidade final do universo, mas o que conhecemos hoje. Entao
escolhemos como HO “todas as doencas conhecidas” e seguimos. HO nao é necessariamente
HN, o espaco de hipéteses da natureza.

Suponhamos que a nossa previsao seja verdadeira, ou seja, que, entre as propostas (Aj ...
, Am) a proposta Ay é escolhida como a mais provavel se admitimos HO, sendo ela a mais
confirmada pelas observacoes. Isto ndo quer dizer que HO = HN, mas que HO nao é
suficientemente diferente de HN para afetar a nossa previsao. Quanto mais as observacoes
confirmam a nossa escolha, mais certeza nés temos de HO. Que HO seja igual & HN nao é
realmente importante. O que importa é que HO tenha um valor (poder) preditivo.
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Suponha agora que a nossa previsao seja falsa e que a natureza persiste em tornar verdadeira
a proposta Ag, pois ela é mais freqiilente que uma outra proposta que foi escolhida como a
melhor para HO. Neste caso, é necessario concluir que HO é muito diferente de HN. No
entanto, mesmo neste caso nao perdemos o nosso tempo porque os erros nos ajudam sobre
a forma como é necessario alterar HO. Define-se entdo um melhor espaco das hipdteses
H1, comparam-se as suas previsoes com as observacoes, se necessario, podemos definir H2, e
seguir a diante. Este se trata de um método cientifico. HO é um ponto de partida inevitavel.

Bernoulli utilizou este raciocinio de maneira mais quantitativa, ele idealizou um método
para testar HN nos casos onde é possivel efetuar observagoes de um acontecimento que te-
nha um grande nimero de ocorréncia de maneira independente. Jaynes concluiu sobre a sua
abordagem: um acontecimento com uma probabilidade (M/N) maior sobre HO deve ser
previsto para acontecer mais frequentemente, enquanto um acontecimento com uma proba-
bilidade maior sobre HN deve ser observado mais frequentemente. Bernoulli foi o primeiro
a formular uma relagao entre a probabilidade e a freqiiéncia de realizacao de um aconteci-
mento, hoje conhecida como a lei fraca dos grandes nimeros: se realizamos n observagoes
independentes e se observamos que o proposi¢ao A ocorre m vezes, a freqiiéncia f(A) = m/n
pode ser comparada com a probabilidade P(A) = M/N. Quando n — oo é quase certo que
f(A) estd bem préoximo de P(A).

Estatistica Bayesiana

Entre os diversos trabalhos de Bayes, o artigo publicado em 1763 apresenta uma solugao
completamente diferente ao problema de Bernoulli. Enquanto Bernoulli calculou a probabi-
lidade de observar A m vezes, dado o conjunto de dados N, n e M, Bayes encontrou uma
férmula para calcular a probabilidade de modo que M tenha um valor definido, dado N, n e
m. A esta féormula chamamos hoje de “Estatistica Bayesiana”.

Alguns anos mais tarde, Laplace reapresenta o principio de Bayes em um de seus primeiros
trabalhos publicados (1774) e explica-o com mais clareza e generalidade. Ele o utiliza durante
quase 40 anos na resolucao de problemas diversos: em astronomia, meteorologia, estatistica
das populagoes, e mesmo em direito (jurisprudéncia).

Os principais teoremas parecem simples e triviais porem sao de uma importancia real no
método de inferéncia cientifica. Consideremos, por exemplo, trés propostas A, B, e C; os
seus complementos A, B,e C; assim como as propostas AB (“A e B”) e a proposta A | B (“A
dado B”); entao as regras elementares de soma e produto de probabilidades sdo dadas por:

P(A|B)+P(A|B) =1 (A.1)

P(AB|C) = P(A| BO)P(B | C) (A.2)

As propostas AB e BA sao idénticas, entdo a coeréncia logica destas relagbes permite
alterar a posi¢do de A e de B na Eq. A.2. Além disso, se P(B | C) > 0, temos o que se
chama hoje de regra de Bayes, embora Bayes nunca a tenha escrito:
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P(A | C)P(B | AC)
P(B|0)

P(A| BC) = (A.3)

Esta equagdo é na préatica um processo de aprendizagem. P(A | C) é a probabilidade a
priori quando se conhece apenas C. P(A | BC') é a probabilidade a posteriori, atualizada com
a nova informacao B. Tipicamente A representa uma hipdtese (uma teoria) que queremos
verificar, B representa o conjunto de dados, e C' o conhecimento a priori que temos sobre A
antes de observar B.

Um exemplo resolvido por Laplace é o seguinte:

A : A massa de Saturno mg é compreendida entre mi e mo
B : Os dados observados sao as perturbagoes mutuas de Saturno e de Jupiter

C : O bom senso nos diz: a massa mg nao pode ser tao pequena pois assim Saturno
perderia seus anéis e nao pode ser tao grande pois Saturno deixaria o Sistema Solar

Laplace deu o seguinte resultado baseando-se nos dados disponiveis no final do século XVIII
: mg é igual & 1/3512 da massa solar, e a probabilidade que esta massa seja diferente em 1%
deste valor ¢ 0,99991. Hoje apds 150 anos de dados acumulados, tem-se a mesma estimativa
com a mesma probabilidade de 0,99991, mas com um erro relativo de 0,63% em vez de 1%.

A regra de Bayes corresponde a nossa intuicao porem apresentando um sentido quantita-
tivo. Uma probabilidade como P(A | C) estd necessariamente presente em qualquer método
de inferéncia. A determinacdo da probabilidade de A apds conhecer B nao pode ter uma
resposta tnica (i.e. ndo é um problema “bem colocado”) se nao conhecemos a probabilidade
de A antes de dispor B.

A regra de Bayes pode ser aplicada de uma maneira repetitiva cada vez que se acrescenta
um elemento de informagao. Porém o resultado sera idéntico se for aplicado uma sé vez com
todos os elementos de informacao reunidos. Isto nos fornece (mais que a nossa intuicdo qua
litativa) um julgamento sobre a coeréncia e a importancia relativa destes diferentes elementos
de informacao.

No inicio do século, Jeffreys redescobriu o raciocinio de Laplace e o explicou melhor que
o proprio Laplace. Mas, apesar destes trabalhos, a abordagem bayesiana permaneceu quase
trinta anos sem ser realmente compreendida.

Baseado nos trabalhos de Bernoulli, Jaynes enunciou o seu primeiro principio: “E um
“direito constitucional” de utilizar HO mesmo se é possivel que HO seja diferente de HN”.

E, baseado nos trabalhos de Laplace e de Jeffreys, enunciou também seu segundo principio:
“Em dois problemas diferentes se dispomos do mesmo grau de conhecimento sobre uma
determinada hipdtese, deve-se atribuir a mesma probabilidade a esta hipotese.”
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Jaynes apresenta um exemplo simples que ilustra este Ultimo principio: se o espaco HO for
escolhido como uma informacao a priori que consiste exatamente nos acontecimentos possiveis
xi, entao a unica distribuicao de probabilidade que se pode atribuir a estes acontecimentos
é uma distribuicao uniforme. Porque, atribuindo qualquer outra distribuicao, a permutacao
de dois acontecimentos coloca um outro problema com o mesmo grau de conhecimento que
no primeiro mas com uma distribuicdo de probabilidade diferente. Este é um exemplo do
principio geral de invariancia por transformacao de grupo, devido ao simples fato de atribuir
uma distribuicao de probabilidade a priori para representar a falta de conhecimento (“total
ignorancia”).

Embora Laplace tenha utilizado este principio e justificado seu emprego por meio de e-
xemplos concretos, ele nao chegou a explicar que esta escolha nao é arbitraria mas, resultado
de uma légica coerente para a representacao de um grau de conhecimento.

E importante destacar que, em um método de inferéncia, a palavra probabilidade repre-
senta, de uma forma geral, um conhecimento incompleto e ndo tem necessariamente relacao
com variaveis aleatorias ou realizagoes de um dado acontecimento em uma experiéncia aleatéria.
Mesmo a nogao de repeticao no espago das hipéteses HO nao é necessaria. No exemplo de
Laplace as duas proposigoes: “mgs > 1/3512 da massa solar ” e “my < 1/3512 da massa solar”
tém as mesmas probabilidades, mas este caso nao trata de um fenémeno aleatério.

Uma probabilidade P é um termo abstrato, um valor que atribuimos a uma proposta para
representar o nosso grau de conhecimento, ou que calculamos a partir das trés regras (A.1),

(A.2) e (A.3).

Uma freqiéncia f, numa situacao onde falar de repetigoes tem um determinado sentido, é
uma propriedade do mundo real que podemos medir ou estimar.

Assim, como Bernoulli, podemos calcular a probabilidade p(f)df em que uma freqiiéncia
f se encontra em um intervalo df. Em alguns problemas, nossa informacao, mesmo que
incompleta, pode nos fornecer uma densidade de distribuigao de probabilidade p(f) bastante
concentrada ao redor de uma freqiiéncia fy. Podemos entdao estimar esta freqiiéncia como
um bom grau de confianca. Neste caso, podemos dizer que a teoria das probabilidades das
varidveis aleatdrias esta de acordo com a teoria de Laplace-Jeffreys. Mas este ultimo pode
ser aplicavel nos casos onde a primeira nao tem sentido.

Esta é por exemplo a resolucao dos problemas inversos. Porque em um problema inverso,
a principal dificuldade é falta de informagao. Nao se trata de um fenomeno aleatério. Temos
exatamente a necessidade de representar nosso conhecimento a priori, bem como a nossa
incerteza sobre os dados e sobre a solucao por probabilidades. Nao é porque atribuimos
uma probabilidade ou um parametro para representar o nosso grau de conhecimento de uma
dada informacao, ou a uma grandeza medida para representar a nossa incerteza sobre a sua
precisao, que isso significa que estamos trabalhando com variaveis aleatérias.

Se as trés regras do cédlculo das probabilidades de Laplace-Jeffreys permitem combinar e
estimar as freqiiéncias das varidveis aleatodrias, isto nao quer dizer que uma probabilidade
serd definida somente quando puder ser identificada a uma freqiiéncia. Esta tem sido uma
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confusao de longa data, até que R.J. Cox demonstrou em 1946 que estas trés regras sao
efetivamente as melhores regras de calculo em um raciocinio indutivo.

Supondo que os graus de aceitabilidade sejam apresentados por niimeros reais, ele encontrou
as condicoes necessarias para o conjunto de regras de cédlculo coerentes no sentido que, se
existe dois métodos de célculo diferentes para resolver um problema baseado nestas regras,
os resultados devem ser idénticos.

Assim, gracas a Cox, existe um teorema que diz que um conjunto de regras de condugao
de inferéncia, nas quais os graus aceitabilidade sao representados por nimeros reais, sao,
necessariamente, equivalentes aquelas de Laplace-Jeffreys ou incoerentes.

Shannon (1948) utilizou o método de Cox para definir uma quantidade que ele posterior-
mente chamou de entropia, para medir a incerteza associada a um fenémeno aleatério. Mais
uma vez as condicoes de coeréncia lhe permitiram definir esta medida. Ea entropia associado
a uma distribuicdo de probabilidade (p1,...,pn) de N acontecimentos, dado pela equagao
ZZ]\L 1 pilogp;. Esta definicao de entropia corresponde a definicao da entropia de Boltzmann
em termodinamica.

A palavra entropia tinha sido utilizada primeira vez por Rudolph Clausius em 1846 para
des- crever uma quantidade que acompanha a mudanca da energia caldorica em energia
mecanica. Gibbs (1876) tinha dado uma interpretacao variacional no qual a maximizagao da
entropia de Clausius tivesse permitido estudar com sucesso a termodindmica no equilibrio.

Boltzmann (1877), Gibbs (1902) e Von Neumann (1928) apresentaram trés métodos varia-
cionais nos quais a maximizacao da entropia de Boltzmann lhes permitiu predizer a entropia
de Clausius, de uma maneira tedrica, ao mesmo tempo nas teorias classicas e quantica da
termodinamica, sem efetuar medidas.

Embora o formalismo matemaético e elegante de Gibbs tivesse sucesso pratico na teoria
quantica, nao havia ainda uma demonstracao clara da sua justificativa teérica. Muitos debates
sobre a necessidade da propriedade ergédica das equagoes de movimentos se sucederam, até
o momento onde, finalmente, o principio de coeréncia logica de Shannon mostrou em qual
sentido a maximizacao da entropia gera uma inferéncia légica. Que o sistema de equagoes do
movimento seja ergddigo ou nao, com a informacao disponivel, o formalismo do maximo de
entropia d& as melhores previsoes sobre o estado do sistema.

O espaco HO baseado na mecéanica classica de Gibbs era “ruim” para as atitudes conven-
cionais, porque sua previsao para as equagoes de estado era correta mas a previsao de certas
constantes de equilibrio era falsa.

O novo raciocinio de Shannon ampliou o dominio de aplicacdo do principio do maximo de
entropia. Agora era possivel utilizar os principios variacionais de Gibbs e de Von Neumann,
seja no estado de equilibrio ou no estado de nao-equilibrio e mesmo em dominios diferentes
da termodinamica: andlise espectral, reconstrugao e restauragao de imagens, economia, etc.
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Consideremos o espago HO que enumera as seguintes possibilidades 1 ...zx e uma evi-
déncia E que nao pode ser utilizada como os dados B na regra de Bayes, porque nao se pode
definir P(E | C'), mas que nos permite impor um limite sobre as probabilidades p; = P(z;)
que atribuimos aos elementos HO. Este limite nao é suficiente para definir a distribuicao
P ... Py mas o obriga a nao ser mais uniforme. Entdo, maximizando a entropia de Shannon
sob esta condigao, pode-se escolher uma entre estas distribuicoes que satisfazem este limite.
Esta escolha é a mais objetiva descricao do nosso grau de conhecimento no sentido que este
exprime somente a enumeracao das possibilidades e a evidéncia E.

A partir de agora, se adquirimos uma informacao suplementar B, podemos recalcular o
nosso grau de conhecimento pela regra de Bayes. Em outras palavras, o principio do ME
nos da o meio para escapar ao dominio “equiprovavel” de Bernoulli e Laplace, dando-nos o
instrumento necessédrio para atribuir leis a priori ndo-uniformes a um parametro.

Estatisticas ortodoxas e estatisticas bayesianas:

Entre a estatistica ortodoxa e a estatistica bayesiana existe uma longa histéria feita de
confusao e de controvérsia que, em certos casos, causou uma paralisia de comunicacdo. As
principais causas sao:

i) uma confusdo entre a nocao de probabilidade P e de freqiiéncia f,

ii) falta de distin¢@o entre problemas diferentes que tém solugoes matematicas idénticas.

Os debates sobre este assunto datam de 1930 entre Jeffreys e Fisher. Jaynes resumiu assim
estas controvérsias através das suas discussoées com G. Bernard e apresentou seu ponto de vista
bayesiano. Em uma abordagem bayesiana considera-se, a partir dos dados e da informacao
a priori, parametros constantes e desconhecidos (mas nao aleatérios) no momento em que
os dados estao disponiveis. Na estimativa dos parametros por meio de uma abordagem
bayesiana, as distribuicoes de probabilidade a priori e a posteriori representam nao uma
funcao mensuravel destes parametros, mas apenas o nosso grau de conhecimento. A largura
da distribuicao nao indica o dominio de variagao dos verdadeiros valores dos parametros mas
o dominio dos valores coerentes com a nossa informacao a priori e os nossos dados. Estes
valores podem entao ser admitidos objetivamente como possiveis valores.

G. Bernard (1984), que é um estatistico ortodoxo, critica assim a abordagem bayesiana de
estimativa dos parametros: “como pode-se pretender conhecer a distribuicao de um parametro
a partir dos dados disponiveis que podem nos informar apenas sobre um unico valor do
parametro?”

Jaynes comenta esta critica afirmando que é exatamente a ma compreensao da abordagem
bayesiana pelos estatisticos ortodoxos, porque numa abordagem bayesiana nao ¢ a distribuicao
dos parametros que buscamos determinar, mas a distribuicao das probabilidades. Nao sao
os parametros que sao distribuidos mas as probabilidades. E necessario distinguir entre dois
problemas:

i) considerar, a partir dos dados e das probabilidades a priori, um parametro desconhecido
constante dando uma probabilidade a posteriori medindo o seu grau credibilidade.
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ii) deduzir, a partir do conhecimento a priori da distribuicao de freqiiéncias de um parame-
tro aleatério (sobre uma larga classe C' de repetigoes de uma experiéncia aleatéria), a
distribuigao das freqiiéncias deste parametro sobre uma classe C' (D) de experiéncias
que produziram os dados D.

Estes dois problemas sao tao diferentes que é evidente que nao se pode resolvé-lo com o
mesmo procedimento. Mas, pode-se, por meio de um raciocinio totalmente diferente encontrar
um algoritmo matemaéatico idéntico para resolvé-lo. E isto que aconteceu com estes dois
problemas e onde comegou a confusao. De qualquer forma, o que é evidente é que a abordagem
bayesiana nao pode e nao deve ser utilizada para resolver o segundo problema. Além disso,
embora se trate de um problema matematico interessante, a utilidade deste problema em
uma situacao real nao é evidente por trés razoes:

a) Em um problema real os parametros sao em geral constantes desconhecidas e nao
varidveis aleatérias.

b) Mesmo se os parametros forem varidveis aleatérias, o que nos interessa é conhecer os seus
valores no momento em que a experiéncia é feita, nao a sua distribuicao de freqiiéncia
em uma classe de experiéncias imaginérias.

c) Ainda que nos interessemos a esta distribuicao de freqiiéncias, nés nao conhecemos
a distribuicao de freqiiéncia a priori da qual se tem necessidade para resolver este
problema.

A abordagem bayesiana e o principio do maximo de entropia consistem em um método
de aprendizagem e um instrumento de trabalho para um fisico que tem a necessidade de
um método que seja aberto ao mesmo tempo para “cima’ e para “baixo”. Aberto para
cima quer dizer que se possa deduzir qualquer outra proposta a partir de hipdteses e regras
definidas. Aberto para baixo quer dizer que estas mesmas regras podem nos permitir testar
uma hipdtese ou medir a coeréncia de um conjunto de hipdteses.

A natureza ndo nos revela seus axiomas e para compreender, estudar e dominar um
fenomeno fisico, somos obrigados a comecar por um ponto no meio. Comecando por ob-
servagoes e estabelecendo diversas hipdteses, temos a necessidade de um método de inferéncia
coerente que nos leve a outras conclusoes para cima. Temos também a necessidade de agir
da forma contréria, para baixo, ou seja a partir dos dados observados verificar a validade das
hipéteses. E por isso que a abordagem bayesiana é um instrumento adequado para as ciéncias,
para o engenheiro que se encontra em um ambiente diferente daquele de um matematico.

Se considerarmos agora as duas abordagens, da estatistica ortodoxa e da estatistica bayesia-
na, constatamos que a estatistica bayesiana é mais adequada para resolver os problemas da
fisica. Por exemplo, na teoria das probabilidades de Kolmogorov, dado as probabilidades dos
acontecimentos simples, pode-se calcular as probabilidades dos acontecimentos cada vez mais
complexos a ajuda das regras postuladas. Mas as probabilidades dos acontecimentos simples
iniciais nos sao dadas como grandezas determinadas noutro lugar.
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Pelo contréario, na abordagem bayesiana, estas probabilidades necessariamente sao condi-
cionadas, desde o inicio, pelo nosso grau de conhecimento do problema. Elas nao podem
ser atribuidas arbitrariamente, o que permite, ao contririo da abordagem ortodoxa, uma
andlise para “baixo” do problema, porem mantendo uma coeréncia com a abordagem orto-
doxa na andlise para “cima”. Para um fisico esta andlise para “baixo” é somente a metade
do problema e nao pode ser ignorada.

Um exemplo real que pode ilustrar estes argumentos é o da mecanica estatistica. Tomemos
um pedago de agucar. As primeiras observacgoes pelos nossos sentidos revelam-nos um objeto
branco na forma de um cubo ? com faces lisas. Nao podemos a principio, definir um espaco de
hipéteses muito 1til somente com estas percepgoes. No entanto, ao observamos o mesmo por
meio de uma lupa teremos um objeto constituido de cristais individuais e idénticos. Podemos
por conseguinte definir HO enumerando estes cristais e atribuindo-lhes uma distribuicao de
probabilidade. Podemos entao estudar diversas propriedades do agicar, como por exemplo
sua porosidade.

Na mesma direcao, podemos imaginar andlises mais exaustivas, utilizando instrumentos
mais adequados que nos revelem que cada cristal é constituido das varias moléculas arran-
jadas de uma maneira regular. Podemos por conseguinte definir um espaco H1 enumerando
estas diferentes possibilidades de arranjo e atribuindo-lhes uma distribuicao de probabilidade,
uniforme, se nao conhecemos sua estrutura nominal. Mas se conhecemos esta estrutura no
minal (observando-a por exemplo através de uma imagem feita por Raios X) podemos entao
definir outro espaco H2 associando uma distribuicao de probabilidade nao-uniforme que daria
uma, probabilidade maior a estrutura nominal e estudar por exemplo as probabilidades de
existéncia de redes nao-uniformes, etc.

Podemos ir ainda mais adiante e definir H3, constatando que cada molécula de aclicar é
constituida de 12 dtomos de carbono, 22 atomos de hidrogénio e 11 atomos de oxigénio, e
enumerar assim a sua posigao ou a sua velocidade (o espaco de fase Maxwell e de Gibbs).

Na presente fase, diversas propriedades do agucar, como por exemplo a sua capacidade
caldrica, pode ser estudada. Mas um estudo quantitativo correto da capacidade calérica nao
pode ser concluido se nao escolhermos uma distribuicao de probabilidade correta para estas
grandezas neste espaco.

Indo mais adiante e estudando os componentes (elétrons, prétons, e néutrons) de cada
atomo de C, de H e de O, pode-se definir H4 enumerando as posicoes e as velocidades destas
componentes. Mas, como Sommerfeld demonstrou, se procedemos da mesma maneira para
uma peca metdlica, H4 pode nos dar resultados mais falsos que H3, por exemplo, no valor
dos coeficientes da capacidade calérica dos metais.

Mas se adicionamos o fato da posicao e a velocidade das componentes dos atomos serem
conhecidas de uma forma aproximada ou com uma dada precisdo nao-infinita, nos encon-
tramos assim em um espaco H5 que consiste em enumerar os estados quanticos, o que fornece
previsoes mais coerentes com a realidade.

2em alguns paifses da Europa o acticar é comercializado na forma de cubos
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Em principio, nesta etapa, se ignoramos as dificuldades de célculo, somos capazes de estudar
de uma maneira quantitativa todas as propriedades termodinamicas e quimicas do agucar.

Este é um dos atuais desafios da mecanica estatistica, ou seja a enumeracao dos estados
quanticos globais de um sistema macroscopico, e estes seriam suficientes para predizer os
parametros de equilibrio das macroestruturas a partir dos dados microscépicos.

Esta simples enumeracao dos estados quanticos é, em principio, suficiente para predizer
todos os aspectos dos processos irreversiveis; mas o custo de cédlculo computacional é tao
grande que este assunto continua a ser ainda inexplorado.

Mas o fato de utilizar H5 com sucesso nos mostra que mesmo que exista um outro espago
HG6 este nao deve ter muita influéncia sobre as previsoes que sao feitas hoje com H5. Mesmo
que pensemos em defini-lo os ganhos na pratica serao poucos e perderemos muito em termos de
custo computacional. Assim embora qualquer realizacao seja possivel, na pratica é necessario
saber onde parar.

Em problemas mais recentes, como, por exemplo, na reconstrucao de imagens, a andlise
espectral, a inversao de“sismogramas” em geofisica, etc, nao estamos ainda nesta etapa. Nao
houve ainda uma atividade de pesquisa como as propostas por Liouvile ou Gibbs para nos
guiar nos espacos apropriados, como foi feito por Gibbs para a invariancia do volume de
fase para as equagbes do movimento e as transformagoes canénicas, mostrando que atribuir
probabilidades uniformes aos volumes de fase tinha o mesmo significado para qualquer tempo
e qualquer sistema de coordenadas. Ele aplicou realmente o principio da invaridncia de grupo,
proposto anteriormente por Jaynes.

Especificando o espaco das hipdteses, sobre o qual atribuimos um peso uniforme para todos
os elementos, antes de levar em conta um pré-requisito a fim de obter uma distribuicao de
probabilidade (a priori ndo-uniforme que tenha a entropia méxima) é o ponto de partida da
abordagem bayesiana. Eo que é chamado o estado de “total ignorancia” embora se conheca
o numero destes estados “equiprovaveis”.

Laplace tinha notado este problema escrevendo que a apreciacao exata destes estados
“equiprovaveis” é “um mais dos delicados pontos” da teoria das probabilidades.

Duzentos anos apés, hoje, estamos ainda discutindo sobre esta “justa apreciacao” deste
estado equiprovavel. Ele é de uma importancia crucial para se aprender como traduzir uma
informacao a priori por uma distribuicao de probabilidade a priori. Todos os problemas
inversos tém necessidade de tal método e o avango de muitos outros dominios é diretamente
dependente.

O principio do ME é explicado por varias abordagens:

i) combinatérias (Boltzmann, Darwin, Fowler)
ii) teoria da informagao (Shannon, Jaynes)

iii) coeréncia logica (Shore, Johnson, Gull)
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iv) pragmaéticos e utilitarios (Gibbs, Papanicolaou, Mead, Good, Skilling...)

v) codificagao e comunicagao (Shannon, Rissanen)

Muitos autores recentes concentraram-se preferencialmente na abordagem (i)que na (ii)
pensando que uma vez o procedimento utilizado em situagoes onde hé um significado evidente
que torna a utilizacdo do principio mais confortdvel, estaremos mais dispostos a ir mais em
frente e a utilizar o método em toda sua generalidade.

Contudo, é necessdrio ser vigilante. Embora todas as abordagens conduzam a um mesmo
algoritmo matematico final, elas nao descrevem exatamente os mesmos problemas e nao é
conveniente comparar os seus méritos relativos.

Por outro lado estas diferentes abordagens generalizam-se diferentemente, embora atual-
mente em algumas das suas aplicagoes ha a impressao que elas se juntam. Mas em outras
aplicagoes eles podem seguir seu préprio caminho. Assim é entao efetivamente importante
compreender as circunstancias e os procedimentos do seu uso.

Na duvida, podemos sempre tentar nos situar na abordagem (iv), ou seja na forma
pragmatica. Mas no caso de sucesso ou insucesso, nao se pode deixar de voltar aos principios
baésicos.

No entanto, é necessdrio se prevenir para nao se encontrar na situacao onde estao, por
exemplo, os procedimentos de andlise espectral cldssica (o pragmatismo de Tukey) que é
bastante utilizado sem se compreender as justificativas tedricas.

O uso do principio do méximo de entropia e o seu sucesso crescente na resolucao de pro
blemas da anélise espectral é um outro exemplo da abertura desta abordagem para “cima” e
para “baixo”. De fato, esta abordagem permitiu, nao somente desenvolver novos algoritmos e
obter melhores resultados, mas também dar uma nova interpretacao aos algoritmos e técnicas
mais antigos e nos ajudou a esclarecer sobre suas hipdteses e seus defeitos.

Hoje novos dominios de aplicacao se abrem a esta abordagem. E, por exemplo, o problema
da restauracao e a reconstrugdo de imagens, sejam na Optica, astronomia ou tomografia.
Estamos apenas no inicio de um processo de aprendizagem neste dominio. Nao é um dominio
que possa ser classificado como trivial embora os resultados pragmaticos ja obtidos sejam bem
animadores. A definicdo e escolha de um espago de hipbteses H, sobre o qual devemos definir
nossos “a priori”sobre uma imagem nao sao ainda bem definidos. Porque, em um problema
novo, é normalmente inevitavel que diferentes pessoas tenham diferentes “a priori”. As razoes
sao varias:

- Diferentes conhecimentos a priori do fenémeno fisico do problema
- Diferentes quantidades de experiéncias préticas.

- Diferente “treino mental” da experiéncia passada que estabeleceu uma espécie de cana
lizacao das idéias.
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Entao antes de se tornar um defensor de um ou de outro, é preferivel, até agora, comecar a
relacionar a escolha as circunstancias de uso. Temos necessidade ainda de varias dezenas de
anos de trabalho neste dominio antes de poder afirmar a superioridade de uma escolha sobre
a outra.



Apéndice B

Inversao de Fourier a Maximo de
Entropia

A

% Programa : Inversao de Fourier a Maximo de Entropia

% Escrito por : E. MARQUES DA SILVA E M. PORTES DE ALBUQUERQUE
% email : emsilva@cbpf.br marcelo@cbpf.br

% Versao : 4.1202

% Compilador : MATLAB version 6.5.0 Realease 13

% Projeto : Tese de Mestrado em Instrumentagao

)

function [F,Chi2, Entropia, FlagFim] = idftme(Dados, SigDados, Modelo, R, iterMax, FlagPrint);
warning off

TINY=1%10"(-20);

FlagFim=0;

% Declaragao de Variaveis
N=length(Modelo) ;
K=length(Dados) ;
Alpha=10000;

AlphaInc = 0.95;
AlphaAnterior=Alpha;
rOMax=1; % valor maximo do passo de DeltaF
iter = 0;

Chi2Ant=0;

LimConv=0.5;

% Define valor inicial de F=modelo
Modelo=Modelo+TINY;
F=Modelo;

% Calcula SigDados."2
SigDados = SigDados+TINY;
InvSigDados2 = 1./(SigDados."2);

% Calcula Temp=Rt[S-"2]R

Temp= zeros(N,N);

Rasc= zeros(K,N);

for k=1:K
for n=1:N

Rasc(k,n)= InvSigDados2(k)*R(k,n);

end

end

for ni=1:N
for n2=1:N
for k=1:K
Temp(nl1,n2) = Temp(nl,n2) + R(k,nl)*Rasc(k,n2);
end
end
end

if (FlagPrint==1) fprintf(’\n’); end

% Loop do Maximo de Entropia
while (FlagFim==0)

% Calcula Temp2 = inv(alpha 1/F + Temp)
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Temp2= zeros(N,N);

for ni=1:N
for n2=1:N
if (n1==n2) Temp2(nl,n2) = Alpha / F(nl) + Temp(nl,n2);
else Temp2(ni1,n2) = Temp(nl,n2);
end
end
end

Temp2 = inv(Temp2);

==

Temp3 = Alpha*Log(M/F)
Temp3= zeros(N);
for n=1:N
Temp3(n) = Alpha * log(Modelo(n)/F(n));
end

% Rasc = D - R #F
Rasc= Dados;
for k=1:K
for n=1:N
Rasc(k) = Rasc(k)- R(k,n)*F(n);
end
end

% Rasc = Sig2*(D - RxF)

for k=1:K
Rasc(k) = Rasc(k)*InvSigDados2(k);
end
% Temp3()= Alpha*Log(M/F) + Rt*(Sig2x(D - RxF]))

for n=1:N

for k=1:K

Temp3(n) = Temp3(n)+R(k,n)*Rasc(k);

end

end

% DeltaF = inv(alpha 1/F + Rt[S-"2]R)#*Alpha*Log(M/F) + Rt*(Sig2*(D - R*F]))
for ni=1:N
DeltaF(n1)=0;
for n2=1:N
DeltaF(nl) = DeltaF(nl) + Temp2(nl,n2)*Temp3(n2);
end
end

==

rO=DeltaFt [F~-1] DeltaFt
Temp4= DeltaF./F;
rO=sqrt (Temp4*F’) ;

if (r0 < rOMax) % verifica se o passo de DeltaF e menor que seu valor maximo

% Calcula novo F(i+1)= F(i) + DeltaF

for n=1:N

F(n) = F(n) + DeltaF(n);

if (F(n) < TINY) F(n)=TINY;end
end

% Calcula o novo Chi2
Chi2 =0;
for k=1:K
DadosCalculados=sum(R(k,:).*F);
Chi2 = Chi2+ (DadosCalculados-Dados(k))~2*InvSigDados2 (k) ;
end

if (FlagPrint==1)
if (Chi2-Chi2Ant<0)
fprintf (’v’);
%fprintf (°\n(%1.30£f), (%1.30f)’,Chi2-Chi2Ant, abs(Chi2 - K));

else
fprintf(’.’);
end
end
Chi2Ant=Chi2;

==

Convergencia foi alcancada?

if( abs(Chi2 - K) <= LimConv)
FlagFim=1;

else
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AlphaAnterior=Alpha;
if ( (Chi2 - K)>0)
Alpha = Alpha*Alphalnc;
else
Alphalnc = sqrt(Alphalnc);
Alpha = Alpha*(1/Alphalnc);
end
end
else
Alpha = AlphaAnterior;
Alphalnc = sqrt(Alphalnc);
Alpha = Alpha * Alphalnc;
end
% Mostra valores intermediarios
iter=iter+1;
if mod(iter,50)==0
if (FlagPrint==1) fprintf(’\nIter()d)’,iter); end
end

% Numero de iter max foi alcancado?
if (FlagFim==0 & iter > iterMax)
FlagFim=-1;
end
end

% 8= F(n) - Modelo(n) - F(n)*log(F(n)/Modelo(n))
if (FlagFim==-1)
Entropia=-1; Chi2=-1; F=-1%ones(1,N);
else
Entropia =0;
for n=1:N
Entropia = Entropia + F(n) - Modelo(n) - F(n)*log(F(n)/Modelo(n));
end
end
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