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RESUMO

KONDA, D. H. Andlise de Pavimentos de Edificios Através de uma Formulagdo
do Método dos Elementos de Contorno Baseada nas Hipoteses de Reissner.
Ilha Solteira. 2008. 183f. Dissertacdo (Mestrado) — Faculdade de
Engenharia de Ilha Solteira, Universidade Estadual Paulista “Jdlio de

Mesquita Filho”, UNESP.

Esse trabalho trata da andlise linear de flexdo de pavimentos de edificios
utilizando o Método dos Elementos de Contorno. A formulagdo de placas baseada nas
hipéteses de Reissner, que possibilita a andlise de placas finas e moderadamente
espessas, € estendida a fim de se modelar pavimentos de edificios. Nesse modelo, o
pavimento € representado por uma placa composta de sub-regides, sendo cada sub-
regido a representacdo de uma placa ou viga. Assim, a viga € modelada por uma sub-
regido de pequena largura e maior rigidez. As equagdes integrais dos deslocamentos sdo
deduzidas utilizando-se o Método dos Residuos Ponderados. Inicialmente as varidveis
sdo definidas ao longo das interfaces e contorno externo da placa. Entdo, a fim de
reduzir o nimero de graus de liberdade do problema, apresenta-se um modelo
alternativo onde as varidveis ao longo das interfaces sdo escritas em fun¢ao dos valores
nos eixos das vigas. A validacdo da formulacdo proposta € feita através de exemplos,
cujos resultados numéricos sdo comparados com valores previstos analiticamente ou
com valores obtidos numericamente a partir de um software comercial baseado no

Método dos Elementos Finitos.

Palavras — chave: Elementos de Contorno, Pavimentos de Edificios, Flexdao de Placas.



ABSTRACT

KONDA, D. H.. Andlise de Pavimentos de Edificios Através de uma
Formulacdo do Método dos Elementos de Contorno Baseada nas Hipoteses
de Reissner. Ilha Solteira. 2008. 183f. Dissertacdo (Mestrado) — Faculdade
de Engenharia de Ilha Solteira, Universidade Estadual Paulista “Jilio de

Mesquita Filho”, UNESP.

This work deals with linear bending analysis of building floor structures by the
Boundary Element Method. The plate formulation based on Reissner’s hypothesis,
which can be used either for thin or thick plates, is extended to model building floor
structures which is represented by a zoned plate, where each sub-region defines a slab
or a beam. The beams are modelled as narrow sub-regions with larger thickness. The
integral equations are derived by applying the weighted residual method to each sub-
region and summing them to obtain the equation for the whole body. Initially the
values are defined on the interfaces and external boundary. Then, in order to reduce
further the degrees of freedom, the interfaces values are translated to the the beam
axis. The accuracy of the proposed model is confirmed by several numerical examples
whose results are compared with the analytical solution if it exists or with a well-

known finite element code.

Key words: Boundary elements; building floor structures, plate bending.
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:sentido em que os elementos devem ser declarados na viga
interna;
:sentido em que os elementos devem ser declarados na viga

externa;

:espessura da sub-regido;
:espessura de viga;
:espessura de laje;

:energia de deformacdo;

:energia de deformagdo complementar;
:deslocamentos generalizados na dire¢do i;

:vetor de deslocamentos em todos 0s nos;

:vetor que contém os valores de deslocamentos nos nés do

elemento;

:componentes de deslocamentos no sistema cartesiano
X, X,,X,;

:deslocamentos prescritos no contorno;

:vetor de deslocamentos do ponto P;

:deslocamento no plano da placa na direcdo tangencial ao
contorno e interface;

:deslocamento no plano da placa na dire¢do normal ao contorno e
interface;

:deslocamento fundamental na direcdo tangencial no plano da
placa, devido a uma forca unitdria aplicada na direcao k;
:deslocamento fundamental na dire¢cdo normal no plano da placa,

devido a uma forg¢a unitdria aplicada na direcdo k;
:volume;

:forca cortante equivalente;



w :deslocamento na dire¢do do eixo X

w :deslocamento na solucdo fundamental devido a uma carga
unitaria;

W,ij .curvaturas;

ow et .
-_— ‘rotacao normal ao contorno;

on

ow et : .
— :rotacdo tangencial ao contorno;

ds

ow . )
— :rotac@o em torno do eixo Xi;

X,

ow N )
— :rotagdo em torno do eixo Xj.

X,

xV :vetor de coordenadas nodais de um elemento;
X l.N :coordenada cartesiana do ponto, na direcao i;

X..X,, X, :sistema de coordenadas cartesianas;
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1 APRESENTACAO

1.1 INTRODUCAO

As simulacdes numéricas aplicadas a problemas de engenharia t€m evoluido de maneira
considerdvel nos tltimos anos, principalmente devido ao advento de computadores com maior
capacidade de processamento. Computadores mais eficientes permitem reduzir o custo
computacional de maneira significativa, permitindo a criacdo de modelos com uma menor
quantidade de simplificacdes e, conseqiientemente, resultados mais confidveis.

O uso de métodos numéricos facilita as representagdes de formas geométricas de
estruturas e de materiais com leis constitutivas complexas, de dificil representacdo exata,
ampliando o campo de andlise, uma vez que, na grande maioria dos problemas a solucdo
analitica é limitada, conhecida apenas nos casos cldssicos. Tais métodos utilizam sistemas
discretos em substituicdo aos sistemas continuos dos métodos analiticos.

Atualmente tém-se diversos tipos de métodos numéricos, sendo trés deles mais
conhecidos: o método dos elementos de contorno (MEC) o método dos elementos finitos
(MEF) e o método das diferencas finitas (MDF). Dentre esses trés o mais recente € o MEC, que
¢ um método de contorno, caracterizado pela formulacdo com equagdes integrais ao longo do
contorno. Esse método apresenta duas vantagens principais em relacdo aos chamados métodos
de dominio. A primeira vantagem € a possibilidade de reducdo da dimensionalidade do
problema, ocasionando uma menor quantidade de dados de entrada e, assim, um menor sistema

de equacgdes algébricas. A segunda, € que as equagdes integrais que servem de base para o
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calculo, partem de uma representacdo exata das quantidades fisicas do problema. Em
contrapartida, existem algumas singularidades de dificil tratamento nas equacOes integrais
basicas e a matriz do sistema de equagdes € geralmente densa e ndo simétrica. A formulac¢ao do
método geralmente € obtida utilizando a técnica dos residuos ponderados e em alguns casos o
teorema de Betti.

O MEC desenvolveu-se rapidamente a partir da década de setenta tornando-se uma
alternativa vidvel em diversos tipos de problemas de engenharia, principalmente onde existem
elevados gradientes das varidveis envolvidas complicando a anélise, por exemplo, concentracdo
de tensdo. Desta forma o método tem demonstrado bom desempenho para determinacdo de
esforcos em estruturas de pavimento de edificio, que geralmente sdo carregadas em pequenas
areas ou em linha, como € o caso da interac¢do das lajes com as vigas.

A presente pesquisa tem por finalidade a andlise linear de pavimentos de edificios
utilizando-se uma formulagdo do método dos elementos de contorno baseada nas hipéteses de
Reissner. As hipdteses de Reissner permitem gerar um sistema de equagdes de sexta ordem,
possibilitando o atendimento das trés condicdes de contorno existentes nos problemas de
placas, ao invés de duas da teoria classica. A formulacdo de placas baseada nas hipéteses de
Reissner é mais completa, pois € aplicdvel tanto para placas espessas quanto para as delgadas,
ao contrario daquela baseada nas hipédteses de Kirchhoff (teoria cldssica) que gera bons
resultados apenas para placas delgadas. Assim, considerando-se as hipoteses de Reissner tém-
se definidas as seguintes varidveis em cada n6 sobre o contorno: o deslocamento transversal w,

as rotagdes @s e @, (sendo n e s as direcdes tangencial e normal ao contorno), o momento

fletor M,,, 0 momento volvente My e o esforco cortante Q,. Na teoria cldssica em cada n6 sao
definidos: w, w,,, M, e o esforco cortante equivalente V.

A formulacdo desenvolvida neste trabalho se assemelha ao modelo alternativo
desenvolvido por Fernandes (2003), onde o pavimento também é modelado por uma placa
composta de sub-regides, sendo cada sub-regido a representacdo de uma laje ou viga. As vigas
sdo representadas apenas por seus eixos médios, ou seja, as varidveis ao longo das interfaces
laje-viga s@o escritas em funcao dos valores nos eixos das vigas, com a finalidade de reduzir o
nimero de graus de liberdade do problema. Porém, no modelo de Fernandes (2003) a
formulacdo é baseada nas hipoteses de Kirchhoff ao invés das hipdteses de Reissner, ou seja,

aplica-se apenas a placas delgadas. Como as vigas sdo representadas por sub-regides espessas,
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uma das contribui¢des desse trabalho seria verificar se para um pavimento composto de lajes
delgadas e vigas ha diferencas significativas entre a formulagdo proposta por Fernandes (2003)
e aquela aqui desenvolvida. E importante ressaltar que em Fernandes (2003) as forcas de
superficie sao eliminadas das interfaces, o que diminui pela metade o nimero de varidveis por
nd na interface, além de simplificar bastante a formulacio, pois ao longo da largura das vigas
tem-se a necessidade de aproximar apenas os deslocamentos. Na formulacdo aqui proposta ndao
€ possivel eliminar as forcas de superficie ao longo das interfaces, o que complicou
consideravelmente o modelo, pois além dos deslocamentos teve-se que aproximar também as
forgas de superficie ao longo da largura das vigas.

Deve-se ressaltar que a programacao da formulagdo proposta, que € bastante complexa
para ser desenvolvida em um mestrado, foi desenvolvida por Fernandes (2007), como parte de
seu projeto de pesquisa, financiado pela FAPESP, através do programa de jovem pesquisador
em centros emergentes. Assim, o principal objetivo desse trabalho é validar a formulacao
proposta através de exemplos cujos resultados numéricos, serdo comparados com a solugdo
analitica (se existir) ou com os valores obtidos com o software ANSYS. Além disso, outra
contribuicdo importante do trabalho € escrever de forma clara e detalhada todo o

desenvolvimento da formula¢do proposta do MEC para anélise de pavimentos de edificios.

1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O método dos elementos de contorno é um método numérico cuja formulagdo é baseada
em equacdes integrais. Fredholm (1903) deu inicio a solu¢do de problemas fisicos utilizando
equacdes integrais. A primeira formulagcdo indireta do MEC foi apresentada por Kupradze
(1965), a qual consistia em obter solugdes fisicas a partir de fontes ficticias aplicadas no
contorno. Pouco tempo depois, Rizzo (1967) publicou o primeiro artigo sobre a formulacao
direta do método das equacdes integrais de contorno, onde as varidveis eram valores que
possuiam significado fisico. No mesmo ano Jaswon (1967) propos a solu¢do da equacdo bi-
harmonica por meio de equacdes integrais tornando-se o pioneiro na aplicacdo do método a

andlise de placas.
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O método passa a ser denominado Método dos Elementos de Contorno ou MEC, apés
os trabalhos de Lachat (1975) e especialmente Brebbia (1978), que apresenta uma formulacao
do método das equacgdes integrais de contorno a partir da técnica de residuos ponderados. A
partir de entdo o método também poderia ser combinado a outras técnicas numéricas,
propiciando um equacionamento elegante e consistente.

Apés 1978 o MEC comega a ficar mais conhecido, abrangendo vdrias dreas da
engenharia, destacando: plasticidade, mecanica da fratura, mecanica dos solos, ndo-linearidade
fisica e geométrica, percolacdo, placas, propagacdo de ondas, concentracdo de tensdes, dentre
outros.

Altiero e Sikarskie (1978) e Wu e Altiero (1979) apresentaram os primeiros trabalhos
em formulacdo indireta na andlise de placas. O método direto para a andlise de placas se
consolidou com os trabalhos de Hansen (1976), Bezine (1978), Bezine e Gamby (1978) e Stern
(1979) que desenvolveram formulagdes considerando duas equagdes integrais relativas ao
deslocamento transversal e a sua derivada na direcdo normal ao contorno baseadas na
identidade de Green.

A partir desses trabalhos o MEC em placas desenvolveu-se de maneira bastante
acentuada para diversos tipos de andlises: Tottenhan (1979) apresentou uma discussdo das
formulacdes direta e indireta para placas delgadas, bem como a sua extensdo ao caso de placas
apoiadas sobre base elastica e cascas abatidas. Weeén (1982) desenvolveu uma formulacao
para placas espessas com trés graus de liberdade por né de contorno e trés representacoes
integrais, sendo uma referente a deslocamento transversal e duas das rotagdes, considerando as
hipéteses de Reissner. Bezine (1985) analisou placas sujeitas a instabilidade através de células
internas para integrar o termo de dominio. Guo — Shu (1986) efetuou o célculo das integrais
singulares por meio de solucdes particulares utilizando um esquema de interpola¢ao hermitiana.
Hartmann e Zotemantel (1986) discutiram o tratamento das integrais de dominio e
possibilitaram a colocagdo de vinculos internos, inclusive eldsticos.

Reissner (1986) apresentou uma formulagdo que pode ser considerada como uma
generalizacdo das equagdes para a andlise de placas com grandes deformacdes, incluindo a
deformabilidade da placa por cisalhamento transversal. No ano seguinte, Reissner (1987)
demonstrou uma teoria para placas moderadamente espessas mostrando resultados consistentes

com resultados classicos.
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Na solugdo do problema de placas vdrias formulagdes alternativas foram propostas,
como a de Abdel — Akher e Hartley (1989), que utilizaram fun¢des lagrangeanas e integragcdes
analiticas para o célculo das integrais singulares ou a de Piltner e Taylor (1989) que usaram
fungcdes complexas para a definicdo das solugdes fundamentais considerando as deformagdes
por cisalhamento.

Ribeiro e Venturini (1989), considerando o equacionamento proposto por Weeén
(1982), escreveram um sistema de equagOes lineares tomando os pontos de carga fora do
dominio, evitando assim a ocorréncia de singularidades. Ao mesmo tempo, tratando das teorias
de Reissner e Mindlin, tém-se os trabalhos de Westphal e De Barcelos (1989) e De Barcelos
Silva (1989).

Reissner (1991) estudou o conceito de apoio soft, como uma condi¢do para a transicao
de sua teoria de sexta ordem para a teoria cldssica de quarta ordem.

Usando a teoria de Mindlin, Vilmann e Dasgupta (1992) desenvolveram uma solucio
fundamental para a flexdo de placas de espessura varidvel, tendo como base a tese de doutorado
de Vilmann (1985). Nesta tese, sdo apresentados exemplos de placas com carregamentos de
tracdo e compressao aplicada no plano médio da placa.

Paiva (1991) apresenta uma nova formulagdo para a andlise de placas eldsticas em que a
representacio integral de Stern € alterada de forma que a forca equivalente de Kirchhoff seja
admitida concentrada nos pontos nodais ao longo do contorno.

Uma nova solu¢do do MEC para placas espessas de Reissner foi modelada por
Katsikadelis e Yotis (1993), onde a solugdo foi expressa em termos de dois potenciais, um bi-
harmonico e um de Bessel. Tais potenciais eram estabelecidos a partir de suas representacdes
integrais apds a solucdo de seis equagdes de contorno, trés integrais e trés diferenciais.

Paiva e Oliveira Neto (1995) desenvolvem uma formulacdo promovendo alteracdes na
representacdo integral de Stern que conduz a associacdo de trés graus de liberdade para o
deslocamento transversal, rotagdo normal e rotagdo tangencial. Desta forma, na montagem da
representacao integral algébrica sdo utilizadas equagdes integrais associadas ao deslocamento e
suas derivadas direcionais normal e tangencial ao contorno.

El-Zafrany et al (1995) desenvolveram as solucdes fundamentais para placas finas e
moderadamente espessas com formas variadas. Os autores utilizaram fungdes no nicleo das
integrais de contorno que separaram o efeito da deformacao por cortante, visando a aplicacdo

as placas finas.
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Uma nova formulacao para andlise de placas enrijecidas foi proposta por Silva (1996), a
qual permite a interagdo com outros elementos estruturais. Na interagdo placa-viga, utilizou-se
uma combinacio MEC-MEF.

Aliabadi et al (1997) analisaram tensdes no contorno € no dominio da placa utilizando
as hipéteses de Reissner. Foram utilizados dois métodos para a avaliagdo das tensdes no
contorno, um baseado nas tensdes e deformacdes locais e o outro baseado na avaliagdo direta
do tensor das tensdes e deformacgdes locais. As tensdes internas sobre a espessura da placa
também foram analisadas, sendo comparados os resultados com as solu¢des dos elementos de
contorno para o caso tridimensional.

Uma conexdo na formulacdo do método dos elementos de contorno entre a teoria de
Reissner e a teoria cldssica foi apresentada por Palermo (2000). As equacgdes diferenciais da
teoria de Mindlin foram escritas com termos equivalentes aos utilizados na andlise de estados
planos através de dilatacdes e rotagdes. Assim Palermo (2000) apresentou uma formulagdo
simples para a andlise de placas, a qual permitiu a obtencdo de uma solu¢do fundamental para a
teoria de Reissner/Mindlin igual a obtida por Weeén (1982). Foi obtida ainda a solugdo
fundamental da teoria cldssica considerando-se a por¢do irrotacional da solu¢dao sem a correcdo
do efeito do esforgo cortante.

Andrade (2001) aplica o MEC como ferramenta de resolu¢do numérica para analisar
esforcos e deslocamentos em placas homogéneas e isotropicas. Atengdo especial € dada a teoria
de Reissner/Mindlin.

Leite, Coda e Venturini (2003), utilizando o método dos elementos de contorno,
realizaram um estudo bidimensional de s6lidos refor¢ados com barras em sub-regides, onde é
feita uma reducdo dos graus de liberdade do contorno através de uma aproximacgdo linear de
deslocamento da secao transversal do enrijecedor.

Fernandes e Venturini (2002) propdem um esquema alternativo para reduzir o nimero
de graus de liberdade na andlise de flexdo simples de placas utilizando uma formulacdo do
MEC baseada nas hipdteses de Kirchhoff. Neste trabalho o pavimento é modelado por uma
placa dividida em zonas, onde cada sub-regido define uma viga ou laje.

Recentemente, Fernandes e Venturini (2002) estenderam a formulagdo proposta em
Fernandes e Venturini (2002) para representar todas as sub-regides por uma mesma superficie

de referéncia, de forma que fossem levados em conta os efeitos de excentricidade. Fernandes
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(2003), também aplica a técnica de redugcdo de graus de liberdade utilizando o método dos
elementos de contorno para problemas em placas.

Paiva e Aliabadi (2004) apresentam uma formulacao para placas em sub-regidoes onde as
equacgoes integrais de contorno da curvatura dos pontos localizados nas zonas de interface sdao
deduzidas de uma maneira muito conveniente.

Suetake (2006) propde uma modificacdo diferenciada para incluir na formulacdo de
placas a deformacgdo transversal por cortante, criando uma teoria de placas que inclui ndo

somente a deformagdo transversal, mas também efeitos de tensdo normal.

1.3 CONTEUDO DO TRABALHO

O presente trabalho inicia-se com uma revisdo bibliogrifica sobre o Método dos
Elementos de Contorno aplicado as teorias de placas. No capitulo 2, apresentam-se as relagdes
basicas da teoria tridimensional da elasticidade linear com o objetivo de ilustrar a teoria
bidimensional de placa de maneira mais generalizada. Neste capitulo sdo apresentadas a teoria
de Reissner e as hipoteses bdsicas da teoria cldssica com a finalidade de mostrar a diferenca
entre as duas teorias.

No capitulo 3, é apresentada uma formulacdo com base na teoria de Reissner para
andlise do pavimento de um edificio sujeito a flexdo simples. Nesse modelo o pavimento é
representado por uma placa composta de sub-regides, que podem ser a representacdo de lajes
ou vigas. Apresenta-se ainda um modelo alternativo para andlise do pavimento, onde as
varidveis das vigas sdo definidas ao longo dos seus eixos € ndo sobre 0s seus contornos.

No capitulo 4 aplica-se 0 Método dos Elementos de Contorno a formulagdo do modelo
alternativo apresentada no capitulo 3. As equacgdes integrais de placa sdo transformadas em
equacgoes algébricas através da discretizacdo do contorno, eixos de vigas e ainda da utilizacdo
de funcdes aproximadoras para os deslocamentos e esfor¢os nos elementos. Assim, escrevendo-
se as equagdes integrais para todos os nds associados aos elementos do contorno e eixos de
vigas, obtém-se um sistema de equacdes que € solucionado com a fixacdo das condi¢des de
contorno. A partir dos valores encontrados no contorno e eixos de vigas, sdo determinados os
deslocamentos e esforcos em qualquer ponto do dominio. Finalmente, com a finalidade de

validar a formulacdo proposta, apresentam-se alguns exemplos numéricos simples cujos
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resultados podem ser obtidos analiticamente e outros mais complexos cujos resultados sao
comparados com aqueles obtidos através do software ANSYS, baseado no Método dos

Elementos Finitos.

Finalmente no capitulo 5 tém-se as conclusdes e no capitulo 6 a bibliografia utilizada no

presente trabalho.
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Capitulo 2 — Problema de Placas Segundo a Teoria de Reissner

2 PROBLEMA DE PLACAS SEGUNDO A TEORIA DE
REISSNER

2.1 INTRODUCAO

N

Neste capitulo serd feita uma introducdo referente a teoria da elasticidade linear,
apresentando as formulacdes bdsicas expressas em func¢do das relagdes deformagdo-
deslocamento, equacdo constitutiva e equacdes de equilibrio. Esta teoria, no caso
tridimensional, apresenta seis componentes de tensdo escritas em funcdo de seis componentes
de deformacdo através da lei de Hooke. Para abordar a teoria bidimensional de maneira
generalizada, as equacdes de equilibrio da placa serdo escritas em funcdo das seis componentes
de tensdo. Por outro lado, na placa serdo consideradas apenas trés componentes de tensdo e
deformacdo, diminuindo as incdgnitas do problema. Também serd apresentada a teoria de
Reissner, a qual conduz a um problema de integracdo de sexta ordem podendo e devendo

satisfazer a trés condi¢des de contorno por borda.
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2.2 HIPOTESES BASICAS

Placas s@o elementos estruturais que apresentam uma dimensao muito menor que as

outras e todas as solicitacdes sao normais ao plano médio, figura (2.1).

TXa .

4x3 (W) Xi
> —

X1 ¢2

—W Superficie
média

a/ -

FIGURA 2.1 - Elemento bidimensional de placa

Os deslocamentos de um ponto qualquer da superficie média da placa, segundo os eixos

X1, X5 e X3, sdo dados, respectivamente, por: @,,¢, ¢ w. Onde:
¢, € a rotacdo no plano X,X,, ou seja, a rotacdo em torno de X,; @€ a rotagdo no plano
X,X,, ou seja, a rotagdo em torno de X,e w o deslocamento transversal.

As hipéteses bdsicas da teoria de Reissner sdo:

1. Espessura f da placa € pequena quando comparada as outras dimensdes;

2. A placa € constituida de material homogéneo e isétropo, e de comportamento
elastico-linear;

3. Uma reta inicialmente normal ao plano médio da placa, apds a deformacdo
permanecera reta, porém ndo necessariamente normal a superficie média, devido

a consideracdo das deformacdes por esforco cortante que causam distor¢des na

peca,
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4. As componentes tangenciais do tensor de tensdes sao nulas nas faces da placa,

. t
ou seja, 7;; =7,, =0 para x, =i§;

5. As componentes normais as superficies externas da placa sdo 0, =i§ quando

t . N
x, =*—, sendo g o carregamento transversal aplicado a placa;

6. Os deslocamentos transversais sdo pequenos quando comparados com a

espessura da placa.
Note que na teoria cldssica de Kirchhoff (1850), as hipbteses s@o as seguintes:

1. Os deslocamentos transversais sdo pequenos e as deformacdes na dire¢do da
espessura sao pequenas o suficiente, podendo ser desprezadas;

2. As componentes normais as superficies externas da placa sdo pequenas, quando
comparadas com as outras componentes de tensdo, e podem ser desprezadas;

3. As componentes de deslocamento contidas no plano da placa variam
linearmente com a espessura;

4. Retas normais ao plano médio da placa na posi¢do indeformada, permanecem
normais apds a deformacao. Isso significa desprezar as deformagdes por cortante
que causam distor¢ao;

5. As componentes tangenciais do tensor de tensdes sdo nulas nas faces da placa.

Assim, as condi¢des de deformagdo formuladas por Kirchhoff sdo:

du, Jw
_0h L 0w 2.1
713 ox, + o, 2.1
u, Jw
= — =0 2.2
2 o, i ox, &2
e, =g 2.3)

_E_
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Para uma melhor compreensdo entre as duas teorias, seja a figura (2.2) representando a
teoria de Kirchhoff e a figura (2.3) representando a teoria de Reissner, onde estd representada

no plano X,X,, a posicdo de uma reta apds a deformacdo da placa, que inicialmente € normal

a superficie média indeformada.

X2

uperficie média
indeformada

X3"

fletida

FIGURA 2.2 - Posicao da Reta Normal a Superficie Média Indeformada, Apéds a
Deformacao (Teoria de Kirchhoff)

il Supe {cie média
X fletida

FIGURA 2.3 - Posicao da Reta Normal a Superficie Média Indeformada, Apéds a
Deformacao (Teoria de Reissner)

Nas figuras (2.2) e (2.3) ¢, € a rotacdo da reta normal a superficie média indeformada,

apos a deformagdo no plano X, X, ou seja, a rotacdo em torno de X, Pode-se notar ainda nas

figuras (2.2) e (2.3) que @, = M ge sy,
ox, ox,
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o,

Na teoria de Kirchhoff ¢, = 5 =—w,, (ver figura 2.2), ou seja, o médulo da rotagdo €

X3
igual a0 modulo da inclinagdo em x, da deformada.

Na teoria de Reissner (ver figura 2.3) tem-se que @, =—w,,+/3,, chegando-se a seguinte

deformagao por cisalhamento transversal no plano X, X :

ou, 0
Vs =W = p) =t = = 132 (2.4)
X, Ox,

2.3 TENSOES, ESFORCOS E RELACOES DE EQUILIBRIO.

Considere o elemento infinitesimal de volume representado pela figura (2.4).

dx,

dx,

FIGURA 2.4 — Elemento infinitesimal

Este elemento, em equilibrio estitico, encontra-se sujeito a um sistema de forcas

aplicadas em sua superficie e sua massa. Assim de acordo com Chaves (1997), cada ponto
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desse corpo, estard também, em equilibrio, sujeito a um conjunto de tensdes internas e forcas de

massa.

As equagOes de equilibrio entre as tensdes 0, e as forgas de volume b;nas dire¢des Xj,

X5, X3, de acordo com a figura (2.5), sdo dadas por:

0,,(pP)+b,(p)=0

Onde b,sao forgas de volume.

i,j=123

(2.5)

Considerando material eldstico linear, homogéneo e isétropo e ainda que as tensdes

tangenciais sejam nulas nas faces das placas, pode-se deduzir que as componentes de tensdao

o, (com i, j=12) variam linearmente ao longo da espessura, sendo dadas por:

12

O'ij_t_s i

T3

Tz

011

oxa

T3
T2

T2z
O22

Tal -

Tz

Ta1

[0

ox1

Xz

X

oxe

FIGURA 2.5 — Componentes de tensdao em um elemento de placa

(2.6)
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Admitindo uma distribui¢do linear de tensdes ao longo da espessura da placa, tais
tensdes podem ser representadas por suas resultantes, dadas pelos momentos e forcas cortantes
na superficie média (ver figura (2.6)).

xz

Mi1

M1E/_“\. Re
’ .
h
Mzl + 3 Mawclxe Mzz + dMeecle
EES B axe Q2
Mlz + @ Miadxl
% XS
[ ] LY
‘i.
M+ @Muclxy -
A%l ’ Az + 3Geclxe
®E
¥ o
1+ @KL

au

FIGURA 2.6 — Esforcos Resultantes em um Elemento de Placa

Na figura (2.6) M,, e M,, sdo momentos de flexdo e M,, e M, momentos

volventes.

No caso de placas, é conveniente expressar os esfor¢cos por unidade de comprimento
Fernandes (2003). Dessa forma os momentos resultantes sdo obtidos fazendo-se a integracdo ao
longo da espessura da placa, da forca elementar correspondente a uma &drea elementar de

largura unitdria na dire¢do normal, multiplicada pelo braco, Ou seja:

<
Il
—ro [~

0. 1.x5dx;, i,j=12) 2.7

(SRS

Da mesma maneira obt€ém-se os esforcos cortantes por unidade de comprimento:

)
Q. = Ifi3.1.x3dx3 i=12 (2.8)

2
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E importante ressaltar que as tensdes 7,; € 7,, sdo consideradas nulas apenas nas faces

da placa.
Considerando-se um elemento infinitesimal com carregamento distribuido g e fazendo-

se o equilibrio das forgas verticais e dos momentos em torno de x,e x,, obtém-se duas relagdes

de equilibrio:

0,+g=0 (i=12) (2.9)

M,,~0, =0 i,j=12) (2.10)

Substituindo a equacao (2.6) na equagao de equilibrio (2.5) para i=1 e i=2, desprezando

as forgas de volume b, e considerando-se a equagdo (2.10), chega-se a:

2o +9% _ (i=12) @.11)
t 0x,

Integrando-se a equagdo (2.11) na dire¢do X, obtém-se a expressdo para as

componentes de tensdo 0, :

zﬁ{l_(ﬁj } :
2t t

De onde se conclui que a distribuicdo dessas tensdes ao longo da espessura da placa €

1,2 (2.12)

parabodlica.

Substituindo-se entdo a expressdo (2.12) na equagdo (2.5), para i=3 e considerando-se a

equacao (2.9), chega-se a expressdo para a componente O, :

o, = %{3 —(%) } (2.13)
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De onde se deduz que essa tensdo varia cubicamente ao longo da espessura da placa.

2.4 RELACOES DOS DESLOCAMENTOS GENERALIZADOS
¢, ¢, w COM OS DESLOCAMENTOS u,, use us

Os deslocamentos generalizados na superficie média da placa sdo representados por ¢,
¢, ¢ w. Os deslocamentos em um ponto qualquer ao longo da espessura da placa sdo
representados por u,, u, € u,, segundo as dire¢cdes X,, X, e X;, de acordo com a figura

(2.1). Para determinar as expressoes que relacionam esses deslocamentos considerar-se-a que o
trabalho realizado por uma componente de tensdo e seu respectivo deslocamento deve ser igual
ao trabalho realizado pela resultante dessa tensdo com o respectivo deslocamento generalizado.

Dessa forma tem-se:

o, udx; =M, @ (2.14.a)

M}N-_.N\a

O,u,dx; =M ,,0, (2.14.b)

o]~

o,,u,dx; =M, (2.14.¢)

M"N'—.N\N

O Uydx; = Qw (2.15.a)

ol =i~

O,udx; = Q,w (2.15.b)

—_—

N~
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Substituindo a equagdo (2.6) nas equagdes (2.14) tem-se:
o= ) J‘uide)c3 (2.16)
Substituindo a equacdo (2.12) nas equagdes (2.15) obtém-se:

u, {1 - (%j }d)@ (2.17)

w=—

3
2t

e S

(SRS

2.5 RELACOES DOS ESFORCOS COM (0]
DESLOCAMENTOS E SISTEMA DE EQUACOES
DIFERENCIAIS

As relagdes dos esforcos com os deslocamentos generalizados sdo obtidas a partir de

uma condi¢do de equilibrio para um funcional definido para a placa.
Segundo o principio de Reissner o funcional IT, € escrito em func¢do das tensoes, forgas

de superficie e deslocamentos. De acordo com Ribeiro (1992), na auséncia de forcas de volume

o funcional IT, € dado por:

M,=-U" - [0, udV+ [(p,~phdS+ [ puds (2.18)
So S

Onde:

* u;: sdo deslocamentos;

+ p.:sdo forgas na superficie do contorno;
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+ u, : sdo deslocamentos prescritos no contorno;
+* p_l sdo forcas prescritas no contorno;
4+ S_:trecho do contorno com tensdes prescritas;
4 S, : trecho do contorno onde os deslocamentos sdo prescritos;
£ U’ :6 aenergia de deformacio complementar, que no caso de material eldstico
linear e is6tropo € igual a energia de deformacao U, sendo dada por:
U= _“0-11811 T0nEy T 0385 + 2(1 + V)(O-12‘912 TO;3E3 T 0p3Ey, )}l’V (2.19)
\4

As tensdes o, os deslocamentos u;, e as forgas de superficie atuantes em S, sdo

grandezas livres para assumirem valores quaisquer no funcional da placa.
A fim de escrever a expressdo (2.19) em funcdo apenas das componentes de tensao,
considere as seguintes relagdes entre tensdo e deformacdo vélidas para um material com

comportamento eldstico linear:

2G

o, = ﬁeﬂ 5, +2Ge, (2.20)

ou
_ ! V 6.8 2.2

726\ T 22D
sendo:

G-_E (2.22)

2(1+v)

onde:
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+ E: mddulo de elasticidade longitudinal;
% G: mddulo de elasticidade transversal;

% v : coeficiente de Poisson.

Substituindo-se os valores de ¢, dados em (2.21) na equagdo (2.19), tem-se:

, 1
U = E I [0-121 + 0-222 + 0-323 - 2‘/(0-110-22 + 0,051+ 0,05 ) + 2(1 + V)(O-lzz + 0-123 + 0-223 )]CIV
%

(2.23)

De acordo com o cdlculo variacional, para que a placa esteja em equilibrio, a condicdo

supracitada a ser satisfeita é: dIT, =0.
Substituindo-se as expressdes de 0; e 0;, dadas pelas equagdes (2.6) e (2.12), em

(2.23) e integrando-se ao longo da espessura, chega-se a:

N 12
v :EIF[(MH +M22 )2 + 2(1+V)(M122 —M110'22)+—t2(Q12 + Q22)+
Q

2

3
_Vt?g(Mu"'Mzz)"' 0'323dx3 dQ (2.24)

2

A equacdo (2.18) sera escrita em funcdo dos esforcos e dos deslocamentos
generalizados na superficie média da placa, a fim de se obter as relacdes desejadas a partir da

varia¢do do funcional. Substituindo-se as expressdes de o,, 0,; € 04,, dadas em (2.6), (2.12)

ij2
e (2.13), na equagdo (2.18) e sabendo-se que os valores da forca de superficie p, sdo dados

por:

pi=0yn, (2.25)
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onde: n;: sdo as componentes da normal ao contorno, dirigida para fora do dominio, a equagao

(2.18) resulta em:

\ 12 3 4x:
HR:—U —J. t—3(Mij,j—Qi)Mix3+2—t(Qi,i+g)M3(1—t—z3j}dV+

14

+ J. %(M Mun/)u +%(Qini _Qni )"‘3(1_41‘_)232j}5 +

+ | 1—3( 1 ity + 2 S (on u{ t—xij}s (2.26)

Substituindo-se os valores dos deslocamentos médios ponderados (2.16) e (2.17) na

expressao do funcional (2.26) e considerando-se ainda as seguintes relagdes:

dV =dx,dQ (2.27)
dS = dx,dl (2.28)
chega-se a:

I, = U’ _I[(Mij’j_Qi )¢i + (Qi’i+g)w]dg+
Q
+ [[02,n, ~25m, ), + (0, ~Qn Whir, + [, 6, + Q. W, (2.29)

T,

o

A expressao (2.29) de II, estd em fungdo dos esforcos e deslocamentos generalizados,

ou seja, as grandezas sujeitas a variagdes sdo M e Q; definidos ao longo de Q e I, e ainda

os deslocamentos ¢ e w. Tomando-se a primeira variacdo de II, e igualando-a a zero, tem-se:

12
-| { o (M4 Mo )My 4 Moy )+ 214 V)M oM, = (14 V)5 Mo, )+

Q
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(1+v)? vt

+ (Q15Q1+Q25Q2)_Eg§(M11+M22) ]+

5
+¢1§(M11’1+M12’2_Q1)+¢2§(M21’1+M22’2_Q2)+
+ Wé( 1’1+Q2,2 + g)+ (M11’1+M12’1_Q1 )5Q1 +(M21’1+M22’2_Q2 )5¢2 +

+ (Q1’1+Q2’2+g)§“" }d'Q'+ I[(M11n1 +M,n, _MUVH _Mlznz )5¢1 +

FO‘
+ (anl +M,,n,— Mzml - Mzznz )5¢2 + (anl +0,n, - élnl - éznz )5w ]dFG +

+ _“(Wnnl +0M ,n, )E’l + (lerﬁ + M ,n, )az +

FM

+ (00,1, +00,n, )w Jdr =0 (2.30)

Rearranjando-se a equagdo (2.30), tem-se:

12 ’
—I{E_ﬁ{{(ﬂ/[n +M22)_(1+V)M22 _‘f_og}&wn +[(M22 +M11)_(1+V)M11 +
o

v’ 1+v
_Bg ]W22+[2(1+V)M12]W12+( )

+ {¢15(M11’1+M12’2_Q1)+ ¢25(M21»1+M22»2_Q2)+ W5(Q1’1+Q2’2+g)+
+ (M11,1+M12,2—Ql )§¢1 + (M21’1+M22’2_Q2 )5¢2 + (Q1’1+Q2a2+

+8 )§W }}d'Q' + J.[(Mllnl +M,,n, _Mllnl _Mlznz )§¢)1 + (M21”1 +Myn, +

Iy
—Mzml —Mzzn2 )06, + (anl +0,n, —élnl - éznz )5w ]dFG +
+ I[(Wllnl +0M ,n, )&1 + (Wn”l + M ,n, )E)z + (§Q1”1 +
FIA

(0,60, +0,00 ) }+

+80,n, Jw Jd[, =0 (2.31)
Integrando por partes alguns termos, chega-se a:

J¢1W11’1 dQ = J.¢1”1W11dr_ J.¢1’1 M,,dQ (2.32.a)
Q T Q
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c€m:

J¢1W12’2 dQ = J¢1”2W12dr_ j¢1’2 M ,,dQ (2.32.b)
Q r Q

[p.0M,,,dQ = [ gn, oM, dT - [ 9,,, M,,dQ (2.32.¢)
Q T Q

J¢2W22’2 dQ = j¢2n2W22dF— J.¢2’2 M ,dQ (2.32.d)
Q r Q

jwﬁQl,1 dQ = jwrzlﬁQlaVF—J.w,1 00,dQ (2.32.e)
Q T Q

[wd0,,,dQ = [wn,80,dT— [ w,, 50,dQ (2.32.9)
Q r Q

Substituindo-se as equagdes (2.32) na equacdo (2.31) e reorganizando-a, essa resulta

12 v’
al, =-j{{§{(Mu +My)-(1+v)M,, _ﬁg:|_¢1’l}&w“ +
o

2

12 u
+{E_t3|:(M11 +M22)_(1+V)M11 _Eg:|_¢2,2}&\422 +

12 o 12 (+v)?
+{E_I3[Z(I+V)M12] [ ¢2’1}M12+{Et3{ 5 Ql} ) W’1}5Q1+

+{£{(1 +5V)t2 QZ} — 0, - W’Z}an +(M11’1+M12’2_Q1)5¢1 +

+ (M21’1+M22’2_Q2 )5¢2 + (Q1a1+Q2’2+g)5W }dQ- +
+ J.[(Mllnl +M,,n, _Mllnl _Mlmz )5¢1 + (M21”1 +Myn, _Mﬂnl _M””z )5¢2 +

FO'

+ (anl +0hn, _élnl _éznz )&V ]dFO' + I[(E’lnl —on, )Wu + (E’z”z —-o,n, nt

(51”2 + 47)2”1 —@n, —dn )&le + ("_an —wn, )5Q1 + (an —wn, )5Q2 ]dru =0

(2.33)
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As varidveis M, 0., 09 e Oow apresentadas na equacdo (2.33) podem assumir

valores quaisquer. Portanto, para que a condi¢do de equilibrio (éH R= 0) seja satisfeita, deve-se

ter:

+ No dominio Q, como ¢, #0, d¢, #0 e Ww=0, as seguintes relagdes, que sdo

as equacoes de equilibrio (2.9) e (2.10) deduzidas anteriormente, devem ser

obedecidas:
0, +0,,,+8 =0 (2.34)
M, ,+M,,,,—0, =0 (2.35.a)
M, +M 5, ,,—0, =0 (2.35.b)

+ No dominio Q, como M, #0, M,, #0, M,, #0, 50, #0 ¢ d02+0, as
seguintes relacdes, que sdo as relacoes entre esforcos e deslocamentos,

também devem ser obedecidas:

12 v

E_t3 (M11+M22)_(1+V)M22_Eg -¢,,=0 (2.36.a)
12 v

E_l‘3 (Mu+M22)_(1+V)M11_Eg}_%,zzo (2.36.b)
12

E_t3[2(1+V)M12]_¢1’2_¢2’1:0 (2.37)
12 [(1+v)?

e ( 5) Q1j|_¢l_w’1:0 (2.38.a)
12 [ (1+v)?

S ( 5) Qz}—¢2—w,2=0 (2.38.b)

+ Como ao longo de I, ¢, #0, dp, #0 e w=0, as seguintes condicdes de

contorno sobre I’ devem ser obedecidas:
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M, n +M,n, =Mun, +M pn, (2.39)
M0, +M,n, = M an, + M nn, (2.40)
on, +0,n, = élnl + éznz (2.41)

Considerando-se que as forcas de superficie generalizadas sdo dadas por:

1

P=Mmn, =M, i=12 (2.42)

P=0n =0, (2.43)

As relacoes (2.39), (2.40) e (2.41) podem ser escritas como:

P =P, i=123 (2.44)

+ Como ao longo de I', oM, #0, M ,, #0, M, #0, 0, #0 e 00, #0 as

seguintes condicoes de contorno sobre I", devem ser obedecidas:

6 =9, (2.45.2)
6, =9, (2.45.b)
w=w (2.45.¢)

Considerando que os deslocamentos generalizados sdo dados por:

U, =g (2.46.a)
U,=9¢, (2.46.b)
Uy=w (2.46.c)

As equagdes (2.45) podem ser escritas como:
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U =U, (2.47)

A partir das equacdes (2.36), (2.37) e (2.38) explicitam-se os valores dos momentos e

dos esforcos cortantes:

12

M, = D(¢1,1+V¢2,2)+mg (2.48.2)
Mn=D%QH%J+Hfﬁgg (2.48.b)
A%:ﬂgﬂﬁﬁﬁﬂ (2.49)
Q=mt”f%+w) (2.50.2)
Q=mtwf%+mJ (2.50.b)

Onde D é arigidez a flexdo da placa e Aé uma constante caracteristica da teoria de Reissner e

sdo dadas por:

D=—1" 2.51
121-v? ( )

410 252)
t

As equagdes (2.48), (2.49), e (2.50) podem ser expressas implicitamente, como:
D(1-v) 2v Vg .

MU: 5 (¢[’j+¢j’i+:¢k’k dj)'i'mé‘ij l,],k:1,2 (2.53)

0= (12_") 2p+w,) i=12 (2.54)

Onde 5” é o delta de Kronecker.
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O sistema formado pelas equacdes de equilibrio, (2.34) e (2.35), e pelas equacdes
(2.36), (2.37) e (2.38) constituem um novo sistema de oito equagdes diferenciais de primeira
ordem, apresentando as seguintes incognitas: M, , M,,, M,, O,, O,, w, ¢ ¢ @,. Esse
sistema constitui a base da Teoria de Reissner para a flexdo de placas com pequenos
deslocamentos, sendo na verdade um sistema de equacdes diferenciais de sexta ordem, tendo

em cada ponto do contorno seis varidveis relacionadas (M ,, M, ., Q,, w, @, e @, ), sendo n e

ns >
s as direcoes normal e tangencial ao contorno, Bacarji (2001). Portanto, esse sistema de
equacdes permite a consideracdo de trés condi¢des de contorno em cada ponto, podendo ser
condensado em outro composto apenas de trés equacgdes diferenciais parciais, porém com
ordem superior, de modo que continuem sendo satisfeitas trés condi¢cdes em cada ponto da

borda. Substituindo-se os valores de @ e ¢, dados pelas equacgdes (2.50) em (2.48) e (2.49),

chega-se a:

2 14
M, = _D(W’11+VW922)+m(Q1’1+VQ292)+mg (2.55.2)
2 14
M, = —D(W,zz +Ww, )+m(Q2 ’2+VQ1a1)+mg (2.55.b)
1
M, = _D(l_v)w’lz"'?(Ql’z"'an) (2.56)

Utilizando-se a equagdo de equilibrio (2.34), substituindo nas equagdes (2.55), obtém-

S€:

2 4
M, = —D(W,11+W,22)+?(Q1,1)—mg (2.57.a)
M,, = _D(W’zz +VW’11)+3(Q2’2 )_ - 8 (2.57.5)
Y A21-v)

Substituindo-se as equacdes (2.56) e (2.57) nas equagdes de equilibrio (2.35):

L 9 _ 50y, (2.58.2)

1
—_—V? - 75 _
I P A (T P T
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1
Vi

I 9% _ p9yy, (2.58.b)

V20, + o
2 (1-v)2 ox, ox,

Qz_

Derivando-se as equagdes (2.58) em relacdo a X,e a X, respectivamente e levando-se

na equacao de equilibrio (2.34), chega-se a seguinte equacao diferencial:

4.0 L _ (2_V) 2
VW—D{g —(l—v)}fvg (2.59)

Um novo sistema de equagdes diferenciais € formado pelas equagdes (2.58) e (2.59),
mantendo-se as mesmas trés condi¢des de contorno em cada ponto, uma vez que a equagao

(2.59) € de quarta ordem e as equagdes (2.58) sdo de segunda ordem.

2.6 CONDICOES DE CONTORNO

Segundo Sanches (1998) as condi¢des de contorno da placa precisam ser conhecidas
para poder solucionar a equacao diferencial, fazendo-se necessaria uma prescricao adequada de
suas vinculagdes. Na teoria de Reissner € necessario atender em cada ponto trés condi¢des de
contorno, ao invés de duas como era na Teoria de Kirchhoff.

Desta forma, em cada né do contorno tém-se seis varidveis associadas: o esforco

cortante Q,, o momento fletor M ,, o momento volvente M, a flecha w e as rotagdes ¢,, e
@,,, sendo n e s as direcoes normal e tangencial ao contorno. Adotando-se U; e P. como

varidveis generalizadas, dadas por:

U =¢, (2.60.2)
U, =9, (2.60.b)
U,=w (2.60.c)

P=M (2.61.a)
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P=M, (2.61.b)

P=0, (2.61.c)

Geralmente quando o deslocamento U; € dado como condi¢do de contorno, o esforgo
correspondente P. € incognito, e vice-versa. A seguir, € apresentado o conjunto de restrigoes de

cada tipo de apoio cléssico:

4+ Borda engastada:

As forgas de superficie Q,, M, e M, sao desconhecidas e os deslocamentos sdo

nulos, ou seja: w=0, ¢9,,=0eq, =0

+ Borda livre:
As forgas de superficies t€ém valores conhecidos. No caso particular delas serem

nulas, tem-se: O, =0 M, K =0 e M, =0 Os deslocamentos (w, ¢, e @, ) sdo

desconhecidos.

4+ Borda simplesmente apoiada: podem-se escrever duas formas distintas de

condicdes de contorno:

o Condigdo Restritiva ou Hard Condition: a flecha e a rotagdo ¢, sdo
adotados nulos e o0 o0 momento fletor tem valor conhecido. No caso do

momento fletor Mn ser nulo tem-se: w=0 M, K =0 e ¢, =0. Os

valores Q,, @,, € M, sdo desconhecidos.

o Condicdo nao Restritiva ou Soft Condition: a flecha € nula, o momento

fletor e 0 momento torcor sd@o conhecidos. No caso desses ultimos serem
nulos tem-se: w=0 M, =0 e M, =0. Os valores Q,, ¢, € ¢, sdo

desconhecidos.
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De acordo com Ribeiro (1992), a condi¢do de contorno restritiva é devida a imposic¢ao
de deslocamento transversal e rotagdo tangencial nulos na borda e coincide com a condicao
normalmente utilizada na Teoria Cléssica de Kirchhoff. A condi¢ao alternativa soft € devida a

consideracdo de momento tor¢or nulo no plano vertical tangente ao contorno.
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3 FORMULACAO DO MEC PARA ANALISE DO PAVIMENTO
SUJEITO A FLEXAO SIMPLES

3.1 PROBLEMA FUNDAMENTAL

Segundo Barbirato (1999) para que as formulacdes do Método dos Elementos de
Contorno fiquem completamente definidas € necessario o prévio conhecimento da solucdo de
um problema padrdo da 4rea que se deseja analisar. Este problema ¢ denominado de “problema

fundamental”, conforme apresentado em Brebbia (1978).
O problema fundamental é definido considerando-se um dominio semi-infinito Q" de
contorno definido por I'". O objeto que se deseja analisar, de dominio Q e contorno I', esta

inserido em Q". O problema particular, representado com indice *, é chamado de problema

fundamental e estd definido na figura (3.1).

FIGURA 3.1 - Defini¢ao do Problema Fundamental
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Seja agora o problema fundamental onde s@o consideradas acdes de forcas fundamentais
unitdrias em trés direcdes (k = 1,2,3), sendo que, para k=1 tem-se momento unitirio na
direcdo X,; k=2 ¢ relativo a aplicagdo do momento unitdrio na dire¢do X, e k=3 ¢
referente a forca unitaria na dire¢do X,. Define-se o ponto g onde se aplica a for¢a unitaria
como ponto de colocagdo, e p que é onde se calcula os deslocamentos e esforcos como ponto
campo. E importante ressaltar que no presente trabalho as direcdes das forcas fundamentais sdo
dadas por (k =m,1,3) sendo que se k=m ou k=/aplicam-se momentos unitrios nas dire¢des m

e [, que sdo direcdes quaisquer se o ponto de colocacio for interno ou externo ao dominio Q ;
caso o ponto de colocacdo esteja sobre o contorno I', m e [ sdo as direcdes normal e
tangencial ao contorno onde estd o ponto Q.

Segundo Ribeiro (1992) as solu¢des fundamentais envolvidas se referem a um estado de
carregamento unitario, representado pela fun¢do Delta de Dirac aplicada em um ponto fonte da
placa infinita. As equacdes de equilibrio, apresentadas em (2.9) e (2.10), referentes ao problema

fundamental sdo as seguintes:

Qi +0(q,p)S; =0 i=12; k=123 3.1)

M,;,.—Q, +6(q.p)s, =0 i,j=12; k=123 (3.2)

onde J, € o delta de Kronecker; §(q, p) é a fungdo delta de Dirac, que tem as seguintes

propriedades:
8(g.p)=0.se p#q; (3.3)
8lq.p)=o0.se p=¢q:e (3.4)
[ p(p)s(g, p)ae = plq) 3.5)
Q
Portanto:
() T se...p#q
[u,(p)o(g. p)5,d22. ={ : (3.6)
S u,(q)...... se...p=q
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3.2 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE PLACAS USANDO A
TEORIA DE REISSNER

A solugdo fundamental U, (g, p) do problema particular analisado representa o
deslocamento na direcio i devido a uma for¢a unitdria aplicada na dire¢io k (k,i =m,[,3) em
um ponto g qualquer do dominio infinito. A figura (3.2) mostra a aplicacdo da for¢a unitaria
estatica em um ponto g do dominio, chamado ponto fonte, e os efeitos nas respectivas direcoes
em outro ponto p, chamado ponto campo. A carga unitdria deve ser interpretada no sentido
generalizado, pois para k =m, aplica-se um momento unitario na direcdo m ; k =1¢ relativo a
um momento na dire¢do / e k=3 refere-se a uma forca unitaria na direcdo X,. Do mesmo

modo, o deslocamento fundamental (U (g, p)) deve ser interpretado no sentido generalizado,

pois Uy, =@, U, =9, e U,; =w,.

FIGURA 3.2 — Efeito das Forcas Unitarias no Dominio Q" : Solucio Fundamental

Para um bom entendimento da solucdo fundamental é necessdrio a introdugdo do

conceito da fung¢do delta de Dirac (§(q,p)). De acordo com Greco (2000) a funcao
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8(g, p)representa a aplicacio de quantidades unitdrias, como por exemplo, cargas ou
potenciais, concentradas no ponto g. Kane (1994) corresponde a funcdo delta de Dirac a um

pulso retangular unitrio, como mostra a figura (3.3).

||

1/a

1/a

>
d | . d

I X n | X

T

FIGURA 3.3 — Pulso Retangular Unitario

A funcdo F(x,d,a) representada na figura (3.3) apresenta como caracteristica o valor

unitdrio de sua integral em qualquer dominio e € definida da seguinte forma:

0:x<d-2
2

Floda)=1td-%<x<d+? (3.7)
a 2 2

O:x>d+2
2

A distribuicdo delta de Dirac € o limite da funcdo pulso unitdrio quando a largura “a” do

retangulo (ver figura 3.3) tende para zero, ou seja, d(x—d)= Lirz} F(x,d,a).

Para dominios n-dimensionais, a distribuicdo delta de Dirac tem as propriedades
mencionadas nas equagdes (3.3) a (3.5).
Considerando inicialmente as varidveis fundamentais referidas no sistema de

coordenadas X,, X,, X;, ouseja, com k,i =123, escrevendo-se as equacdes diferenciais de
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equilibrio (2.34) e (2.35) em termos de deslocamentos generalizados e substituindo-se a forca

b, pela func¢do delta de Dirac, obtém-se:

A, 5 =-6(q.p)d, (3.8)

onde A*l.j sdo as componentes do operador de Navier dadas por:

_ 2
s, =pU¥) (g2 _p)s o1ty 9 (3.9.2)
=P v 3 (), ()
A =— 1-v) o2 (3.9.b)
2 ox; (P)
A, =-A, (3.9.0)
* ¥ (I_V) 2v72
Ay =-A; = DT/l \% (3.9.d)
Nas equagdes (3.9) V> é o operador de Laplace, definido por:
2
vi__9 (3.10)
(axiaxi)

A solucdo fundamental, por defini¢do, é origindria de um problema conhecido e
particular, dependendo assim das caracteristicas do problema fundamental, tais como o espago
a que seu dominio Q" e contorno I'" pertencem. Resolvendo-se a equacio (3.8) podem-se ter
diferentes solucdes fundamentais. De acordo com Weeén (1982), a solucdo fundamental

U, (g, p) que satisfaz a equacao (3.8) € obtida pelo método de Hormander, sendo:

1

m{[gg —(1-v)2m(ir)-1)5, +

s s
U,=90,=

—[8a+20-v)lr, r., } k,i=12 (3.11.a)
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U,=w, = %(zln(m)— Vrr,, k=12
* * 1 .
Uy, =¢; = —%(ﬂn(ﬂr)— Drr,, i=12
Ul =wi=— 3 {1—v)ar)n(ar) - 1)]-81n(ar)}

T8l - V)P

onde A=——; A e B sao fungdes de z dadas por:

57

(3.12.a)

(3.11.b)

(3.12.b)

(3.11.¢)

(3.11.d)

Nas equagdes (3.11) z=Ar; K, (z) e K, (z) fun¢des de Bessel modificadoras de ordem

inteira, que podem ser calculadas através de expansdes polinomiais dadas por Abramowitz e

Stegun (1965).

Para determinar as expressdes fundamentais das forcas de superficie P, (g, p)

generalizadas, para k,i =1,2,3, sendo k a direcdo da carga fundamental e i a direcdo da forga,

considere as relacoes:

Pi(g, p)=Myn, =M, ki, j=12
Py(q.p)=Myn, =M, i,j=12
P.(q.p)=0Qun, = Q,, k,i=12
P(q.p)=0un, = Q;, i=12

Onde:

(3.13.a)
(3.13.b)
(3.14.a)

(3.14.b)
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4+ M, é o momento na dire¢do i =1,2 devido a0 momento unitédrio aplicado na diregdo
k=12;

4+ M, é omomento na dire¢do i =1,2 devido a carga unitéria aplicada na dire¢do X

4 (, ¢éaforga cortante devido a0 momento unitério aplicado na dire¢do k =1,2; e

4+ (. éaforga cortante devido a carga unitdria na dire¢io X, .

Das equacdes (2.53) e (2.54), obtém-se:

M = ( )(¢ki,j+¢kj,i+—¢kl’l 55) i, j,k=12 (3.15.a)
2 1-v
. DU-v)( . . 2 .
M3ij = > ¢3i’j+¢3j’i+1 Do 5;'/' i,j=12 (3.15.b)
-V
0, =D(17_")/12(¢; + i) ik=12 (3.16.a)

0, =2V i )

1,2 3.16.b
> ( )

~.

Para determinar as expressdes das forcas de superficie generalizadas, obtém-se as
expressoes dos deslocamentos fundamentais e suas derivadas a partir de (3.11) e (3.12) e

substituem-se tais valores nas equacdes (3.15) e (3.16). Apds a obten¢do das expressdes para os

*

esforgos M, M;j, Q. € Q. , a partir das equagdes (3.13) e (3.14) chega-se as seguintes

expressoes para as forcas de superficie generalizadas:

Pq.p)=M, = ——4; {(4A +2z7K, +1—v)(5,d %+ r, nkj+ (4A+1+V)r, n +
or )
—2(8A+2zK, +1-v)r,, w k,i=1,2 (3.17.a)
n

PkS(Qa p)= an :E(Bnk _Ar,k é} k=12 (3.18.a)
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, . =n[(20 d ,
Pilg, p)= M, = 8;)“ (g _+VV)) ln(Z)—ljn,» +2r, a—ﬂ =12
(3.17.b)
Pi(q.p)=0;, Z_Ea_; (3.18.b)

As varidveis usadas na formula¢do aqui desenvolvida sdo dadas segundo as dire¢des

normal (n) e tangencial (s) ao contorno. Assim sendo, as expressdes fundamentais também

devem ser dadas nesse sistema. As expressdes das rotacdes (¢, .. 4. e @) e dos

*

momentos (M, , M., M., e M., ) segundo tais direces sio dadas por:

kns * 3ns

b = gn = ;{[SB —(1=v)2In(2) =, —[8A+20-v)} a’}

87D(1-v) "k on
(3.19.a)
0, = Pus = W{[SB ~(1-v)2In(ar)-1)ks, ~[8a+20-v)}r, a—:}
(3.20.a)
g, =gin = —L(zln(ﬂr)— 1)rﬁ (3.19.b)
3n 3i"%i 8711) an
0, = s, =~ (2mn(ar) - 1)r & (320
AR 87D s
M, =M,n = —5[2(4“ 27K, +1-v)n, %+ 4A+1+v)r, +
—2(8A+2zK, +1-Vv)r,, ﬂﬁ} (3.21.a)
on on
M, =M,s, L (44 +22K, +1—V)(ski+nk ij+
47y on s
—~2(8A+2zK, +-Vv)r,, ﬂ@} (3.22.2)
Js on

o e (1=v)(20+v), o\ ), 0ror
M, =M,n. = s | 1) In(z) 1+28n8n (3.21.b)



60
Capitulo 3 — Formulacdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise do
Pavimento Sujeito a Flexdo Simples

M M . . — '22.
3ns 31S1 lﬂ' as a (3 )

3.3 EQUACAO INTEGRAL DOS DESLOCAMENTOS PARA
UM PONTO DO DOMINIO DE UMA PLACA

As representacdes integrais para os deslocamentos e momentos em um ponto qualquer
da placa serdo deduzidas aqui utilizando-se o equacionamento bdsico para placas através da
Teoria de Reissner, apresentado nos itens (2.2) a (2.5). Serd considerada uma placa de

espessura constante, em equilibrio, sob a acdo de uma carga distribuida g, normal ao plano

médio da placa. Bacarji (2001) apresenta essa equacdo integral considerando ainda um campo
de tensdes iniciais generalizadas e momentos externos distribuidos, todos aplicados no
dominio.

Aplicando o Método dos Residuos Ponderados, apresentado em mais detalhes no
trabalho de Pouzada (1999), a equacdo de diferencial de equilibrio (2.1) chega-se a seguinte

equacdo de residuos ponderados:

J.”Zi (O-ij’j+bi )iQ = J.(;l _”i)p:idr_ j(;l - pi)“;:idr i,j,k=123 (3.23)
rp

Q T,

ES ~ s ~
onde u,, representa a solu¢do fundamental genérica em deslocamentos adotada como func¢do

ponderadora, sendo k a direcdo da carga fundamental.
Se ao invés de considerar a equacdo diferencial de equilibrio (2.5), fossem consideradas
as equacoes diferenciais de equilibrio dadas em (2.34) e (2.35), que representam o problema de

placas a ser estudado nesse trabalho, seria obtida uma expressdo andloga a equagao (3.23):

J.[¢l; (Mij’j_Qi)+ (Qm+g)WZ ]dQ' = J.(;' —U; )p;dr— J.(;z — P Zidr

L, U

P

i,j=12 k=123 (3.24)
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Deve-se notar que neste caso u,, ja representa os deslocamentos generalizados na

superficie média da placa definidos em (2.16) e (2.17). Fazendo-se a substituicio dos

deslocamentos (u, € u,,) e das forgas de superficie ( p, € p,.) pelos deslocamentos e forcas
generalizadas (U, , U Zi ,Pe P,;), apresentados nas equagoes (2.60) e (2.61), na equagao (3.24)

chega-se a:

[lo:0,.,-0)+ (. +e)w = [[6, g ;. + (w—wloy b +

rll

—f[(ﬁi—M,- ,Z+(Q,—Qn)wlflf i,j=12 k=123 (3.25)

L

Integrando-se por partes o primeiro e o terceiro termo da equagao (3.25) tem-se:

[locm,n, +onw ir[lo.., M, +0w', i~ [ 0gd0+ [ gwide =
r Q Q Q

-] (6, ¢ o1, + (w—woy, b - | (02,1, )g,+ (0, — 0, Jwi bir (3.26)

onde n; representa o co-seno diretor da normal ao contorno com o eixo X ;.

Lembrando-se que:

[ M godr = [ M gdr (3.27)
r r

[onwdr =[Q,widr (3.28)

FM

[lont, + 0w bir = [[m.6, + 0w T + [ Mg +0,w; Jar (3.29)
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A equagdo (3.26) se torna:

- I [¢1:u M;+ oW,y }le —fQifzi}dQ + I gw,dQ =
Q Q Q

j[¢ ~g M+ (- whop, b - j[M¢k,+Q wi b - I[M¢k,+ka (3.30)

As equacgdes (2.53) e (2.54) podem ser escritas, convenientemente, de uma maneira

simplificada como se segue, respectivamente:

V .o
M, =CyZi +(1_#§,, i, j k=12 (3.31)

0, =Cy ¥y i,1=12 (3.32)

Substituindo-se em (3.30) as equagdes (3.31) e (3.32), obtém-se:

_£[Cijml¢m’l ¢:i’j+c3i3z (¢z +w, )(W,Zi+¢; )119 + g{g{wi _mé}j(b:i’j}dg =
I[¢ g M+ (w—woy Jir - HM G, +0,w i+

~ [+ 0w b i jom, =12 k=123 (3.33)

T,

Considerando-se, na equacdo (3.33), as relagdes:

QZI =Cyy (W’Zi +¢Zi )
M,

(3.34)

fml = z/ml ¢kl (335)

Tem-se:
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* % % | 4 *
_£[¢m’l M, + (¢1 + W’I)le }ig"'é[g{wk _mé‘zj@d’j}d{z =

lj[¢ —g M, +(w-who;, - j[M¢k+ka]dr I[M¢k+ka (3.36)

Integrando-se novamente o primeiro e o terceiro termo do primeiro membro de (3.36),

essa se torna:

- J. [¢mM:mlnl + WQ:znz ]dr + J. [¢mM:mz’1 +WQZ1 )1 PQ - J. [¢1ka ]dQ +
+jg{w: o O ,}dﬂ j[¢ —g M, +(w—woy, b+

Q,

- (P16 +0,w b= [[m,6;, + 0w Jar (3.37)

Considerando-se entdo que:

M,m =M, (3.38)
Quny = O, (3.39)
0,0ir ;= B (3.40)
[l +wop, lar = [lom +woi b+ [lom, +woi, b (3.41)
r Fp I,

A equacdo (3.37) pode ser reescrita como:

J.[¢ Mkml 1+WQ/<1 l]dQ J.[@le]d§2+ J. |:Wk )lz ¢ }d =
= [[om;, +woy, kir - {95, + 0w b — [[b1,65, + 0w Jar +
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+ [lom +wol i (3.42)

Porém, como I'=T +T', pode-se dizer ainda que:

- (.95 + 0w b= [Ibr.g5 + 0w ke =~ [l .6; + 0. i G43.)

[lo.m; +wor b+ [lom;, +woy b = [lpa, + wo hr (4.43.b)

Portanto, a equacao (3.42) resulta em:

. . . . Voo _
E[ [¢kaml WOy ]dQ - £ [¢1le ]dQ + é[g|:wk - m¢ki n}dﬂ =
=[lom; +wo br-[[m g, +owlir  imi=12 k=123 (3.44)

Levando-se em conta as equagdes (3.1) e (3.2), as integrais da equacgdo (3.44) ao longo

do dominio Q sdo dadas por:

[lo.m;,..~p0. ho=-[0,(p)5(g.p)5,,dQ  mi=12 k=123 (3.45)

I[WQ:I’I}jQ = _I [w(p)5(q,p)5k3 }]Q' (3.46)

A fim de escrever agora a equacdo (3.44) em funcdo das varidveis nas direcdes n e s,

que sdo as direcdes normal e tangencial ao contorno, considere a seguinte relacao:

¢ =9n +4,s, i=1,2 (3.47)
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Substituindo-se (3.47) em (3.45) e considerando-se a equagdo (3.6), as equacdes (3.45)

e (3.46) resultam em:

- [0, (p)5(g, p),,dQ = [0, (p)5(q, p)5,, +

Q

1+ 6.(p)8(g, p)5. 140 = {_¢k(61)...se...k = n,s

O......... se...k=3 (3.48)
Oueveroseok=n,

~[lp)o(a. p)5k3]d§2={ e (3.49)
Q —w(q)...se...k—3

Deve-se salientar que agora os momentos fundamentais unitdrios sdo aplicados nas
direcdes m e [ e ndo mais nas diregdes X, e X,. Caso ponto de colocagdo estivesse sobre o
contorno, as direcdes m e [ seriam as direcdes normal n e tangencial s ao contorno onde esta

Q. Para um ponto interno q elas sdo dire¢des quaisquer. Substituindo-se as equacdes (3.47),

(3.48), (3.49) em (3.44) e considerando-se ainda as seguintes relagcdes:

Mn =M (3.50.a)

M;s =M, (3.50.b)

Obtém-se finalmente a equacao dos deslocamentos generalizados na superficie média da placa:

U,(q)= Ig{w;j(q,p)_m(p;” (q,p)}dQJr

Q

8

~[lo. (P, (q.P)+9,(PIM;, (q.P)+ w(P)Q;, (g. P+

r

+[[M, (P, (q.P)+ M, (PY (. P)+ Q, (P, (q. )T k=m.13: i=12

r

(3.51)
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Onde: U, =¢,, U, =¢ e U, =w.

3.4 TRANSFORMACAO DAS INTEGRAIS DE DOMINIO DO
CARREGAMENTO EM INTEGRAIS DE CONTORNO

Considerando-se a equacdo de deslocamentos (3.51) observa-se que os efeitos do

carregamento g sdo calculados através de integrais sobre o subdominio €, . Segundo

Fernandes (1998) na aplicacio do Método dos Elementos de Contorno € conveniente

transformar essas integrais em integrais sobre o contorno I', onde o carregamento g estd

distribuido, pois facilita bastante o cdlculo da mesma. A fim de se obterem as relacdes para a
transformacdo da integral sobre o dominio em integral de contorno, considere o caso particular

onde o carregamento esteja distribuido em uma regido retangular €, cujo contorno € definido

por I, , conforme a figura (3.4).

FIGURA 3.4 - Integracao ao Longo do Contorno da Regiao Carregada

Na figura (3.4) p € um ponto qualquer do dominio Q,; P € um ponto sobre 0 contorno

Fq , ¢ € o ponto de colocagdo; r € a distdnciaentre p e g ;e R é adistinciaentre P e q .
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Da figura (3.4) pode-se deduzir que:

dQ, =drdx=rdrd6 (3.52)
dT"
dg:d_X=%=ildr (3.53)
R R onR ¢
A partir da equacgdo (3.53) pode-se reescrever a equacdo (3.52) da seguinte forma:
or 1
dQ =rdr——dI’ 3.54
¢ onR ¢ (3:54)

Aplicando a equacdo de mudancas de coordenadas (3.54) nas integrais de dominio da

equacao de deslocamentos (3.51), tem-se que:

Qfg{wli (2 p)—m%,i 2 p)}dsz =

g

_ F;ﬁg(p{w:(q,p)—qu;,i (q,p)]rdr}%%drg

(1-v)2

k=n,s3 i=12 (3.55)

Onde as expressdes de w, (k=n, s) e de w, sio dadas respectivamente, pelas equagdes (3.12)

~ * . * ~ . . ~ ~
e as expressoes de @, (k.i=n,s) e @., sio obtidas derivando-se as equagdes (3.11) e sdo

dadas por:
. Ty,
= — 3.56.a
¢kl 2711)}" ( )
R In(Ar)
= —— 3.56.b
¢3l 2@ ( )

Considerando que a carga g( p) varie linearmente na regido €2, , pode-se expressar tal

carga da seguinte maneira:



68
Capitulo 3 — Formulacdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise do
Pavimento Sujeito a Flexdo Simples

g(p)=AX" +BX! +C (3.57)

Seja agora escrever a equacgdo (3.57) em coordenadas cilindricas, que serd o sistema de
coordenadas adotado nesse trabalho. As coordenadas do ponto p (X Je X7 ) podem ser

escritas em funcdo de suas coordenadas cilindricas, relativas a um sistema cuja origem € o

ponto g, da seguinte maneira:

X' =X"+rr, i=12 (3.58)
Sendo:

r,,=cos@ (3.59.a)

r,,=sin@ (3.59.b)

Substituindo-se a equacdo (3.58) em (3.57), obtém-se a expressdo de g(p) em

coordenadas cilindricas:

g(p)=Arcos@+ Brsin8+ glg) (3.60)

Onde: g(q) = Ax/ + Bx] + C é uma constante, correspondente ao valor de g no ponto ¢ .

Determinada a expressio de g(p) em coordenadas cilindricas, seja agora determinar a

expressao da integral de contorno, inicialmente para k = m,![ :

14 R or 1
I[Ig )(Wk g, p) TaovyE e (Q’P)jm'r}gﬁdrg (3.61)

T'gl O

Substituindo-se a equagdo (3.60) e as expressdes de w; e ¢;,, em (3.61) e fazendo-se a

integracdo em relag@o a r, obtém-se:
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g[ w (g, p)- )/12 0 (g, p)}dﬂ

:Lﬂ)rj{ £2lnz——j+(liiv)ﬂz}r ., ndl, +

! j(Acos49+Bsine)R R2(2lnz—§j+ 8 ro il (3.62)
D ! 2

+
93]
\®]

Seja agora determinar a expressao para k =3:

[ [jg(p)(w;‘ (9, p)—mﬂi,i (q,p)}dr%%drg (3.63)

Substituindo-se a equagio (3.60) e as expressdes de w; e @,,,. em (3.63) e fazendo-se a

integracdo em relagcdo a r, obtém-se:

fg{Wi(q,p)—mfl’;,i(q,p)}dgz

Qé’

—m{g(q)r{R{%[lnz—%j+2(V—2)(lnz—%ﬂr,tnldF +
+j(Acose+Bsine)R{%(lnz—E}

: 5

g

+f(v—2)(1nz—1ﬂr,, n.dl } (3.64)
3 3 ¢



70
Capitulo 3 — Formulacdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise do
Pavimento Sujeito a Flexdo Simples

3.5 EQUACAO INTEGRAL DOS DESLOCAMENTOS PARA
UM PONTO INTERNO DA PLACA EM SUB-REGIOES

Na andlise de pavimentos compostos sdo consideradas placas de diferentes rigidezes e
espessuras, sendo cada placa a representacdo de uma viga ou laje, sendo estas representadas por

dominios chamados de sub-regides como mostrado na figura (3.5).

Superficie média

£y Lh _/ L N
A G |

t__ _} £

Corte JAA Vista AA

FIGURA 3.5 — Representacao de Pavimento Composto por trés sub-regioes

Na andlise de flexdo de placas, cada sub-regido € representada pela superficie média
(ver vista AA da figura 3.5). Assim todos os deslocamentos e forcas de superficie sdo relativos
a essa superficie. Na dedugdo da equacdo integral, serd considerado o caso particular de uma

placa composta de apenas duas sub-regides Q, e €, de rigidez a flexdo igual a D, e D,,

respectivamente. A figura (3.6) apresenta essas duas sub-regides onde:

I} € o contorno externo de €, ;

I, € o contorno externo de Q,;

I',, contorno da interface relativo a sub-regido Q,;
I',, contorno da interface relativo a sub-regido ,;
n, dire¢do da normal no trecho I7;

n, dire¢do da normal no trecho I ;

=k = = #

n,, direcdo da normal no trecho I, ;
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% 1, direcdo da normal no trecho T}, .

FIGURA 3.6 — Dominio com Sub-Regioes Homogéneas

A equacio integral do deslocamento U, relativa a cada sub-regido, considerando-se a

figura (3.6) e adotando-se que o ponto de colocagdo esteja em Q,, € dada por:

U, (q)=ﬂf g{W;“)(q,p)—m%mn (q,p)}d'Q+
- I [0 (P)0 ;) (g. P)+ 9! (P)M (4. P)+ ' (P)O; (g P)lT +
~ [le! (Pt} (g. P)+ 0! (P (q. P)+ ! (P)O; (g P)T +

+HM P)3(q, P)+ M, (g, P (g, P)+ QL (P g, P)JT +

+ [[M11(P)g0(q. P)+ ML, (P9 (q. P)+ O, (P (g. P)T (3.63)

Ly

0= | g{wz(z)(q,p)—m%@)u (q,p)}dﬂ
- I lo: (P )+ 2 (P)M 2 (q. P)+ w*(P)O2(q. P)T +
~ [lg2(P) )+ 02(P)M 2 (q. P)+ w*(P)O2(q. P)T +
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- j [b2(P)6 2 (q. P)+ M2 (PY) (g, )+ Q2 (P (g P +

+ [ (P2 . P)+ M2 (PY® g, P)+ 02 (P, (g PIYIT (3.66)

1—‘21

Nas equacoes (3.65) e (3.66) é conveniente expressar as integrais de interface em um
unico sentido, visto que o sentido de integracdo ndo muda o valor final da integral, assim pode-

se dizer que:

Idnz = IdF21 (3.67)

1_‘12 1_‘21

Considerando que nas interfaces deve haver equilibrio de forcas e deslocamentos, tem-

Se:

a) O deslocamento transversal w tem valor Gnico em um ponto, porém as rotagdes sao

dadas no sistema local (r,s) definido na interface, portanto:

W (T,)=w(T,) (3.68)

we (D)= w (1) (3.69)

6, (02) =4, (L)) (3.70)

o (02) ==, (1) (3.71)

9.(0,) =4, () (3.72)

o () ==, (1) (3.73)

b) Os momentos M, e M, t€m o mesmo sinal nos contornos I}, e I}, porém, a forca

cortante O relativa ao contorno I, tem sinal contrario aquela do contorno I’,,, portanto,

pode-se dizer que:

0!(T,)=-02(T,,) (3.74)
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0, (,)=-0,:(T,) (3.75)
M, (T,)=M,(T,) (3.76)
M, (0,)=M;(T,) (3.77)
M, (C,)=M,, (T,) (3.78)
M (D) =M (T) (3.79)

Considerando-se as relagdes de (3.67) a (3.79) tém-se que:

[u?pidr =—[u?prdr (3.80.2)
1_‘12 FZI
[ugpar =-[ugprdr (3.80.b)
1—‘12 1—‘21

Substituindo as equagdes (3.80) em (3.66) obtém-se:

-] g[w?”(q,p)—m@mﬁ (q,p)}zsz

Je R P ) Pl P

v (P2 (g, P+ g2 (P2 (g, P+ w? (PO g, PV, +

+ [z (P)o, (g P)+ M2 (P) (q.P)+ 0 (P)w; (g, P, +

~ [[2(P)p:P (. P)+ M2 (P9 (. P)+ 02 (Pw® (q. P, (3.81)

A equacio integral de todo dominio € obtida pela soma das integrais relativas a cada

sub-regido, ou seja, somando as equacdes (3.65) e (3.81):

Uda)= | g{WZ“)(q,p)—m%“)n (q,p)}dﬂ+

Q

8
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o g{w;%,p)_mm .r) s

- j [o: (P (g. P)+ 6! (PM 1, (q. P) + ! (P)Q; (g P)ar +
—j[¢ M2 (q.P)+ 62 (PIM .2 (q.P)+ w* (P)O2 (g P, +
~ [lg:(P)n1;!g. P)+ 0:(PI;2 (q. P)+ wH (PO . P)lar +

1373

+Fﬂ¢ M, (g, P)+ 97 (PIM . (g, P)+w? (P)O;: (g, P)HT,, +
+I[M P)."(q.P)+ M., (q. )3 (q. P)+ QL (PIw."(q. P)T +
+FHM3(P)¢Z,£”(q,P)+M,i (P9 (q.P)+ @} (Pw®)(g. P, +
+ [P (0, P)+ M (PN g, P 0L P, P

~ [ (P (g, P)+ M2 (PI2 (g, P)+ 02 (i) (g, P,

74

(3.82)

Para um caso geral, onde se tenham N, sub-regides, N, interfaces e o ponto de

colocagdo estando em qualquer uma das sub-regides, a equacao (3.82) fica:

U,(q) gfg{wk (4. p)- ﬁ¢2j,i((z,p)}dﬂ+

-5 ([P 0. P 0. (PI g P (P g P +

-8 (ol P)- P 0PI )~ 0 P
[an q, an q’ ]}dr+

+ZI[Mn(P)¢Z,{ (4. P)+ M, (P) (g, P)+ 0, (PJwi (g P)ar +
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N.

int

+> [ 1,(Pel (g.P)- 92 (q. P+ M, (Plo (q. P)- 4 (. P)]+

J=lr,

P)wi(g, P)— w (g, P)[Jar (3.83)

Onde I'" é o contorno externo, dado pela soma dos contornos externos de cada sub-regido.

3.6 EQUACAO INTEGRAL DA DERIVADA DO
DESLOCAMENTO TRANSVERSAL PARA UM PONTO
INTERNO (w,,)

A equagdo integral de w,,, onde m € a direcdo normal definida no eixo de uma viga, é

om

obtida derivando-se a equacio (3.83) relativa ao deslocamento w (k = 3), ou seja:

w,,, (q)= ;ggg{w;‘j o (4, p)—m@j i (4, p)}JQJr
=3 [lo.(P03L, (0. P)+ 0. (PIM3 (0. )+ wlP)IL, 0. P+

- [fo.(Pl31.,. (q.P)- M52, (q. )]+ 0, (M3, (0. P) - M52, (g, P)]+

Jja

Ploi,, (g.P)- Q... (. P)Jdr +

+§:I[M (). (q.P)+ M, (P, (a.P)+0Q,(P)w) ., (q.P)iT+

nt

+ ' J.{Mn [¢%n’m Qa ¢%n’m q,P ]+M [¢3s’m q’ ¢%s m (q,P)]

P\wi.,, (q.P)-we,, (g, P)Jdr (3.84)

Onde as expressodes fundamentais sdo dadas por:
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% zé{zaa_;%Jr [2ln(z)—l]nimi} (3.85.2)
% :é{zg—;%+ [21n(z)—1]simi} (3.85.b)
ow, 1 2 2 or
_ _ _1]-g)or 3.85.

om  SaD(l-v)rA {1-v)rlm()-1] 8}am (5850
oM, (1-v)[,({1+v) or a;[ or ar}

om 8 { (1-v) om " an "™ m on ( )
aM3m = (1_1/){@ s;m; +inimi - ziii} (3.85.¢)
om dmr | on Os ds om on
00, _ 1 {n,-m,- o i} (3.85.)
om 2mr on om
9¢,,, 1 or

= 3.85.
om 27Dr om ( &

Para transformar a integral de dominio, que envolve o carregamento g, em integral ao

longo do contorno da regido carregada o procedimento é analogo ao que foi feito no item (3.3).

Assim a integral € calculada da seguinte forma:

fg{W;m (4, p)—m@pim (4, p)}dﬂ =

Q

—;{_ ¢(0) i{(l—v)z—;[zm(z)—gj+4(v—2)}&&“ R

8aD(1-v)A 7 om on ¢

8

_ j (Acos@+ Bsin e)g—r{@_v)zz g(ln z —%) +2R(v - 2)},,. n,.drg} (3.86)
T m

g
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3.7 EQUACAO INTEGRAL DAS CURVATURAS (45.,) PARA
UM PONTO INTERNO

A equacgdo integral de ¢,,, em um ponto interno qualquer, onde k e m podem

ser direcdes quaisquer definidas no ponto é obtida derivando-se a equacdo (3.83) relativa ao

deslocamento ¢, (k=/, m), ou seja:

_ AJ'[(/?,,(P)M,{;,,”( P)+o, (P, (q.P)+w(P)0, (g.P ]dF+

J=lr

Nin

-3 [Py, (0. P) -2, (g. P+ 0, (PMLL,, (q.P)- M2, (q. P+
J=lT,

Ploy., (a.P)-0., (g, P)lar +

S° (v, (P) (0, P)+ M, (PN (g, P)+ 0, (P, g, PIUT

J=1L
Ninl .
+z J.{IM (P) kn]’m (Q’ )_¢k:’m (Q’P):|+M [ s ‘m Q’ ¢ks ‘m (Q’P)]
J=lT,
P, (@.P)=w"., (a.P)Jr (3.87)
Onde as expressodes fundamentais sao dadas por:
29, 1 { or or dr
= — 2—n, [4(zK, + A)+(1- 8r, K, +2A
om 8aD(1—v)r amnk[(Z A=V ”aman( +24)+
—[8A+2(1- v){ or 2r,kii+r,k n,.m,} (3.88.2)
“on om on
09, 1 { or or or
S = — 2— s, [4(zK, + A)+(1- 8r, K, +2A
om . SaD(—v)r G LK A A (V)] +8r S0 (K, +24)+
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—[8A+2(1- V){mk or _ 2r,, oror, o siml] (3.88.b)
ds om 9s
oM, 1 or 9 0
== W{z(m +22K, +1—V)[nkn —2n, ﬁa_g +(4A +1+v)[— 2r,, $+ mkj +
ad or o ad
+2(8A+ 22K, +1-v) == ar (4 r, a; a; m, a; 2r,, nimij+
or or or or ,, Or or or
42A+zK, )—| 4r,, — ——2n, — 477k, "y — 3.88.
+424+2 l)am( rkanan nkan ) ¢ aman( rkanj} ( ©
oM | 1 or d or d
a_mkm = P {(4A+21K1 +1—V)(nksimi +s,n,m, —2s, a; 8:1 2n, 8_1:18_:j+
or or d or d d d
+ 2(8A+2zK1 +1—V)(4r,k ﬁa—za—:—mk a—;a—:— Ty siml.a—:;— r,, nm; a—:j+
or or or or or
424+ 2k,) 2 4r, X n
AR [ T son on ™ 8sJ+
or or or or or
-272°K —=2r,, —— 3.88.d
¢ Oam(kas—”kan rkasanj} ( )
* 2
%z—l— zKli(r,kﬂ—n,{)+Ai(4r,kﬂ—nkJ+
om 2mr om on om on
or
—A(mk a—+ Fop nimij} (3.88.¢)
n
ow, or
—=—— 21 1 2 3.88.
L {[ n(c)~ 1, +2r., am} (3.88.
9., 1 or
i or _ 3.88.
om 27Dr? [zr’k om mk} ( o

Para transformar a integral de dominio, que envolve o carregamento g, em integral ao

longo do contorno da regido carregada o procedimento é andlogo ao que foi feito no item 3.3.

Assim a integral € calculada da seguinte forma:

Ig{WZ’m (. P)—m@fmm (q,p)}dﬂ =

Qé’
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4y or In(R) | or
Er GOy }a—n"rﬁ

-
+ J.(A0050+Bsin0){2§ r,k§—;+mk(ln(z)—%ﬂ+

T,

(1-v)2 om

v [Zr,k ﬂ_mkj o gr } (3.89)

3.8 EQUACAO INTEGRAL DOS DESLOCAMENTOS PARA
PONTOS DO CONTORNO DA PLACA

Caso o ponto de colocagdo g pertenga ao contorno externo, o ponto g € designado por
Q e para se obter a equacdo integral dos deslocamentos trata-se tal ponto como se fosse um
ponto de dominio. Assim para ser possivel a aplicacdo da equagdo (3.83), acrescenta-se um

contorno circular I, de raio infinitesimal com centro em Q e retira-se o contorno I'. Desta

forma, o ponto Q passa a ser interno ao novo contorno l“—l:+l“‘5, tornando a equacdo (3.83)
valida para tal ponto. Para que nao haja alteragdes no dominio original, faz-se os limites do raio
& e do contorno T tenderem a zero, assim o ponto Q pode ser considerado sobre o contorno,

Fernandes (1998).

A figura (3.7) representa um caso onde o ponto Q coincide com um né de canto sobre o

contorno externo.
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FIGURA 3.7 — Contorno Circular Acrescido a um Ponto Q de um Canto da Placa

A partir da equagao (3.83), considerando a figura (3.7) e fazendo-se os limites citados

anteriormente, tem-se:

COW,(0)=3: [ (0P~ 0 (0.7 e

(PM;i (0. P)- M(0, P)+¢,(PM (0 p)- M} (0, P)|+

+w(P)o} (0. P)- 0 (0, P)jar +

3 [[m, () (0. )+ M, (P (0, P)+ 0, (P (0, P+

G

~.
1}
—_

=

+>° [, (P (0. P)- 62 (0. P)|+ M, (Pl (0. )~ g (0. P)]+

=T,

+0,(P)|w; (0, P)-w; (0, P)flar

Onde:

(3.90)

(3.91)
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Caso o ponto Q ndo coincida com um né de canto, tem-se que S =7z, ou seja, na

equacao (3.90) o valor do termo livre é:

c(Q)= (3.92)

1
2

A equacdo (3.90) nao serd considerada neste trabalho, uma vez que no sistema de
equagdes, serdo escritas apenas equacgdes em pontos externos. Mais detalhes sobre a obtencao
da equacdo integral e deducdo do termo livre pode ser encontrado nos trabalhos de Fernandes
(1998), Barbirato (1999) e ainda no material didatico desenvolvido por Fernandes (2005). Esses
trabalhos ndo tratam de andlises de placas através das hipoteses de Reissner, porém ¢é
importante notar que independente do problema considerado, segue-se um mesmo
procedimento para dedugdo do termo livre, mudando apenas as expressdes fundamentais
envolvidas. No trabalho de Ribeiro (1992) contém mais detalhes sobre a deducdo do termo

livre para a equacdo de deslocamentos da placa, considerando-se as hipéteses de Reissner.

3.9 EQUACAO INTEGRAL DOS DESLOCAMENTOS PARA
PONTOS EXTERNOS

Caso o ponto de colocagdo ¢ seja um ponto externo, o ponto g € designado por A.

Assim, a equacdo (3.83) do deslocamento transversal para um ponto externo, fica definida da

seguinte forma:

=5 o0 P) _VVW 0.4 Pﬂdm

J=1
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+w(P)o;/ (A, P)- 0 (A, P)Jar +

+3 [D, (Poi (4. P)+ M, (P (4.P)+ 0, (Pl (4, Par +
o3 0, Pl 4. P) i (4P b (P 4 ) 4. P

Ja

+0,(P)w (4, P)—w;(A, P)[lar (3.93)

Como a carga fundamental € definida através da funcdo delta de Dirac, que possui as
propriedades dadas pelas equagdes (3.3), (3.4) e (3.5), o primeiro termo da equagdo (3.93) serd

nulo, uma vez que:

j 5(A,P)U, (P)dQ(P)=0 (3.94)

Q

ou seja, 8(A,P)=0, ja que o ponto A nunca coincidird com o ponto P. Assim, para pontos

externos tem-se: C (A) =0.

3.10 MODELO ALTERNATIVO PARA ANALISE DO
PAVIMENTO

No trabalho de Fernandes (2003) é desenvolvido um modelo alternativo, baseado nas
hipéteses de Kirchhoff, para andlises de pavimentos onde as vigas sdo representadas por seus
eixos médios, a fim de reduzir o nimero de graus de liberdade do problema. Um modelo
semelhante serd apresentado neste trabalho, porém baseado nas hipéteses de Reissner. No
modelo de Fernandes (2003), o nimero de graus de liberdade € menor que aquele do modelo a
ser proposto aqui, pois além de se ter apenas 2 graus de liberdades por nd, as forcas de

superficie V. e M, sdo eliminadas ao longo das interfaces. O modelo aqui proposto apresenta

3 graus de liberdade por né e tém-se as for¢as Q,, M, e M, nos nos ao longo da interface.
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No modelo proposto inicialmente para andlise do pavimento desenvolvido no item (3.4)
as varidveis sdo definidas ao longo do contorno externo e interfaces. Nesse item serdo feitas
aproximacodes, ao longo da largura das vigas, para os deslocamentos e forcas de interfaces.
Dessa forma, as varidveis definidas sobre as interfaces sdo escritas em funcdo dos seus valores
no eixo médio da viga, o que reduz consideravelmente o numero de graus de liberdade do
problema, pois os nds ficam definidos nos eixos ao invés das interfaces. Note que apesar das
varidveis ficarem definidas nos eixos das vigas as integrais continuam a serem feitas ao longo
das interfaces. Assim, uma outra vantagem desse modelo € que nao hd problemas de
singularidades quando se escrevem as equagdes em pontos de colocagdo sobre o eixo.

E importante comentar que, para facilitar a entrada de dados, ndo hd necessidade de
declarar alguns elementos nas extremidades das vigas, pois o programa os gera
automaticamente. Por causa disso, deve-se dar atencao especial a dire¢do em que os elementos
devem ser declarados nas vigas internas. Se a mesma for definida na dire¢do de y (ver figura
3.8) os elementos devem ser declarados no sentido inverso ao do eixo y. No caso da viga
interna ser definida na direcdo de x (ver figura 3.8), os elementos devem ser declarados no
mesmo sentido de x. Para as vigas externas, os elementos devem ser declarados de acordo com

a orientacao do contorno externo da placa.

3.10.1 EQUACOES INTEGRAIS

A figura (3.8) representa uma placa composta por uma vida externa e outra interna,

onde a largura da viga interna é dada por 2a, e a da viga externa por 2a,, sendo que essas

ve?

larguras sdo definidas sempre na dire¢do da normal ao eixo da viga.
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I]'!,' ! 5 =

J 5 W 4"'"

" rA M
[ ! °T, f_..nr

FIGURA 3.8 — Modelo de Pavimento que Representa a Viga pela sua Linha Média

Os vetores indicados nos eixos das vigas representam os sentidos da normal das vigas

interna e externa (n,, e n,,), assim como os sentidos (s, e s,,) em que os elementos devem

ser declarados. Nas linhas continuas estdo indicados os sentidos de integracdo dos contornos
das vigas, que acompanham sempre a orientagdo do contorno da laje.
Nas vigas externas, as integrais sobre o contorno da viga sao feitas no mesmo sentido da

sua linha média, logo, segundo as mesmas direcdes da normal e do contorno, isto &,

n, =N =n._ ¢es

ve

. =Sp =S, . Porém para a viga interna, a integral referente ao dominio QF

ve

Vi
¢ feita no sentido contrario da linha média, ou seja, n, =—n_. =n_ e s, =-s_. =5_.

Reescreve-se entdo a equacdo integral dos deslocamentos (3.83) do modelo de sub-
regides, no qual t€ém-se varidveis ao longo de todo o contorno da viga, a placa da figura (3.8). A

parcela da equagdo (3.83) relativa as integrais que envolvem os deslocamentos reais

(w, o, ¢n) ¢ dada por:

> [l g, P)+ 6, (PM (9. P)+ (PO} (g, P +

S=lp-r,

I{¢ (PM; (g, P)- M (q, P)+ 6,(PNM; (g, p) - M} (g, P)]+
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[an q’ Qk:l q,P ]}dF+

I fo,(PM (g, P)- My, (g, P)]+ 0, (P g, p) - M, (g, P+

[Qk q,P an q,P ]}dF+

I{¢ [M,m (g.P Z:e(q,P)]+@(P)[MZ,;(q,p)—MZ,lif(q,P)]+
[an q’ Qk:e q.P ]}dr+

[fo.(p [M*” (g.P)|+ 0,(P)m;: (g, P)|+w(P@iy (g, P) T

r[’

3.10.1.1  APROXIMAGCAO DOS DESLOCAMENTOS

85

(3.95)

A fim de se escrever a equagdo (3.95) em funcdo dos valores dos deslocamentos da

linha média da viga, faz-se as seguintes aproximacdes para os deslocamentos transversais € as

rotacdes ¢, e @ :

eivo) Dvi
W) = Meino) ~ (., )(m) .
Bi1) = Ben + B, ) i=ns
Bit:) = Biin) = B, )y i=n,s
Oiee) = P + 0, )] i=ns
RIS

(3.96.a)
(3.96.b)
(3.97.a)
(3.97.b)
(3.98.a)
(3.98.b)
(3.98.a)

(3.98.b)
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Substituindo as aproximacgdes dadas em (3.96), (3.97) e (3.98) na equagdo (3.95),
obtém-se as integrais escritas apenas em funcdo das varidveis das linhas médias das vigas,

COomo S€ segue:

Z _“¢ M, q’ +¢( ) km(q’ ) ( )an(Qa )kl—‘

Slrr

J Voo + 6,00, ) im0, P) -3 (g, P+

1+ 0., )( a, M (g, p)- M (g, P+

eixo)

lW (eixo) + (W on,; (eixo) vt [an q’ QI::I q’ ]ﬁr‘ +
+ _“l¢n (eivo) ~ Busn, em [_ + M, (4. P)]
l¢s (eixo) s’n [_ M, q P + Mkns (‘]’ P)]

€IXU

+ W = MWMUAQ” P)-0;, (q. P)|ar +
| Voo + 00, )y M0 @ P I + 60, M2 0, P+

Wi +( - ve[Q*” (¢.P)]ar +

j{l¢ (eivo) ~ Duon, em [_ kn q,P)+Mk:e(q,P)]

[_ M, (], +Mkns q,P ]+

a, |- 05 (q.P)+ 0. (g, P)|ur (3.99)

o =000,

Wl (w o

EU(U

EU(U

3.10.1.2 APROXIMACAO DOS ESFORCOS

Diferentes aproximacdes para os esforcos serdo utilizadas para as vigas internas e

externas. Desta maneira, seja inicialmente o caso da viga interna.
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3.10.1.2.1  VIGAS INTERNAS

Duas aproximagdes diferentes serdo consideradas para as vigas internas. Uma
aproximacao para vigas com as duas extremidades livres e outra para vigas com pelo menos
uma extremidade vinculada, ou seja, apoiada ou engastada. Considere inicialmente a vigas com

as extremidades livres.
+ VIGAS COM EXTREMIDADES LIVRES

Sejam as forcas de superficie M,, M, definidas na equagdo de flexdo ao longo das

interfaces. No sistema (X X 2) as integrais sobre as interfaces relativas a uma viga interna

qualquer que envolvem essas forgas s@o as seguintes:

[, (P (0. )= (g, P+ a1, (P g P) - i3 o ) +

+ [, (o) (0. P)- g 0. P (PN (0. P)- 00 PR 3100y

Adotar-se-d para 0os momentos M uma aproximagdo constante ao longo da largura da

viga, conforme figura (3.9).

Mij +

FIGURA 3.9 — Aproximacao dos Momentos ao Longo da Largura de uma Viga Interna
com Bordos Livres

As forcas de superficie M, e M,, indicadas na figura (3.10) sdo aproximadas da

seguinte maneira:
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M,(T,)=-M ,(eixo)=—M, i=12 (3.101.a)
M, (T,)=M (eixo)=M, i=12 (3.101.b)
X1
il b ITJTJ’
—
!
|
oy
Iwly I :
I
Mg-ﬂ—l- i ‘LME
3 8 —
¥ |

FIGURA 3.10 — Decomposicao de Forcas de Superficie nas Faces de uma Viga Interna
com Bordos Livres

Substituindo-se (3.101) em (3.100) e mudando do sistema (X X 2) para o sistema
(n,s) definido no eixo da viga, de acordo com a figura (3.11), a equagdo (3.100) pode ser

escrita como:

— [, lory - g1+, [ -0 Thr+
r;

+ [, lo -0t ]+ m, [0 ot Jur (3.102)
ry
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FI,

FIGURA 3.11 - Sistema Local da Viga Interna

No entanto, levando-se em conta que as integrais sio feitas segundo os contornos I'* e

[ aequagdo (3.102) se torna;

~ [{m, Lo - gt ]+ m, Jpy -0t Thr+
rt
o LA RS VN A (3.103)
ry

Considere agora as integrais sobre as interfaces envolvendo o esfor¢o Q;:

J {o,(p)n, [ (g, P) - wi* (g, P)Jar +

+I{Q n, [wi* (q.P) - w;(q. P)ur (3.104)

Sendo n; referente ao sistema local de T, ou T, .
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Da mesma forma que para os momentos, serd adotada para o esfor¢co Q; aproximagdo

constante ao longo da largura da viga (ver figura 3.12).

Q;

FIGURA 3.12 — Aproximacao do Esforco Cortante ao Longo da Largura de uma Viga
Interna

0,[rY)=0,(eixo) =0, (3.105.2)
0,[CY)=0,(eixo) =0, (3.105.b)

Substituindo-se (3.105) em (3.104), chega-se a:

[on,bwy —witTar + [{o,n [ —wit Jur (3.106)

Escrevendo a equagio (3.106) em fungio dos contornos I'" e ', tem-se:

~ e n,[w —wit b= [{o,n, b —wit T (3.107)

Sendo n; referente ao sistema local de T, e T

Porém, a equacdo (3.107) deve ser escrita em funcao da direcdo normal n definida no

eixo da viga. Considerando que o sistema local, referente a l"f, coincide com aquele definido
no eixo da viga e o sistema (n,s) de [} é contrério aquele do eixo da viga, as expressdes finais

sdo dadas por:

~ [{o. b = wit lr+ [{o,[w” —wi* Jur (3.108)
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Como se considerou Q; constante, ao longo da largura da viga deve ser acrescentado,
no valor do momento M, do eixo, uma parcela de momento referente ao esforgo cortante Q, ,

que aparece quando se escreve o momento M sobre a interface em funcido do seu valor no

eixo.

Considerando-se que:

0,[C")=0, (eixo)= 0, (3.109.2)
0,(r")=-0, (cixo)= -0, (3.109.b)

Entdo os momentos sobre as interfaces sdo reaproximados por:

M,(CF)=M,-0,b, (3.110.2)

M,(CF)=M,+0,b, (3.110.b)

Considerando-se as equacdes (3.110), a expressao (3.103) pode ser escrita da seguinte

maneira:

—I{M ~0.b )8 — o]+ M, lp -t Jhr+

—I {m, +0,p)l0 -1+ M, Loy - g Jr G111

+ VIGAS COM PELO MENOS UMA EXTREMIDADE VINCULADA

No caso da viga interna ter pelo menos uma das extremidades vinculada, serd adotado
para os momentos uma funcdo composta de duas parcelas, uma de aproximagdo constante e

outra de aproximagao linar (ver figura (3.13)), resultado em uma aproximacgao linear.
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; 0,5Mij _
0,5Mi st e I e
T V4 %

l, l. » Face ex‘t‘grna

N Interface I, .
Aproximacdo linear Y r.
Aproximacao

constante

FIGURA 3.13 — Aproximacao dos Momentos ao Longo da Largura da Viga Interna com
Borda Vinculada

Ml.reL =—-15M, (eixo) i

L2 (3.112.2)

1,2 (3.112.b)

1

M :%Mi(eixo) i

Levando-se em conta que as integrais sdo feitas segundo os contornos I'" e TV e

Substituindo-se (3.112) na equagio (3.100), tem-se:
— [fusm lg) —oitl+15m,Jp - g0t i+
r

: j{%Mn[czﬁZX : Z,f]+%Mns[¢ZY - Zf]}df (3.113)
r;

Da mesma maneira que para os momentos, o esfor¢o cortante serd aproximado por duas
parcelas, uma com aproximagao constante e outra com aproximacao linear, resultando em uma

aproximacao final linear (ver figura (3.14)).
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osa =0 [+ R

l l Face externa .

., Inter‘face r
Aproximacao linear i
Aproximacao

constante

FIGURA 3.14 — Aproximacao do Esforco Cortante ao Longo da Largura da Viga Interna
com Borda Vinculada

rt 1

Q, = —EQn (eixo) (3.114.2)

0l =1,50, (eixo) (3.114.b)

Levando-se em conta que as integrais sdo feitas segundo os contornos ' e I} e

e

Substituindo-se (3.114) na equacido (3.104), tem-se:
1 [ *y *L] 3 [ wy *L]
_I Eanj Wi =Wy dr+_[ Eanj Wy — W, dl’ (3115)
r; rk

Sendo n; referente ao sistema local de T, e T

Porém, a equacdo (3.115) deve ser escrita em funcao da direcdo normal n definida no

eixo da viga. Considerando que o sistema local, referente a l"eL, coincide com aquele definido

no eixo da viga e o sistema (n,s) de [} é contrério aquele do eixo da viga, as expressdes finais

sdo dadas por:

—j{ 0, WY —w; ]}dl"— {%Qn[wjgv —wZL]}dF (3.116)
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3.10.1.2.2 VIGAS EXTERNAS

Para a viga externa ter-se-a aproximacodes diferentes no caso de vigas com extremidades
livre e vigas com bordos apoiados ou engastados. A figura (3.15) apresenta o sistema local da

viga externa.

FIGURA 3.15 - Sistema Local de uma Viga Externa

+ VIGAS COM EXTREMIDADES LIVRES

A aproximacdo de M,  serd constante, porém as forcas de superficie M e Q,, serdo
aproximadas por duas parcelas lineares (ver equagdes (3.117) e (3.118)), cuja soma resulta em
aproximacao constante (ver figura 3.16). As parcelas (AQn e AM n) serdo escritas em termos
de deslocamentos e as forcas (Qn e M n) sao valores de contorno. Assim, quando o valor

prescrito da for¢a for nulo a aproximacao resultante serd linear. Caso contrario, a aproximagao

resultante serd constante. Para o momento M, tem-se uma parcela devido ao esforgo cortante,

andloga aquela considerada na viga interna. Assim os esforcos sobre o contorno externo e

interface sdo escritos em fungdo dos valores no eixo do seguinte modo:
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or =—%AQH +1,50,

v 1 1
P =ZAQ +—
0, 5 0, 5 0,

MY = —%AMn +1,5M,—Q.b,

n

1

MY =5AMn +%Mn +0b,

Onde os valores O, e M se referem ao eixo.

95

(3.117.a)

(3.117.b)

(3.118.a)

(3.118.b)

1,50

0,540 _—F| 0540 _|_| + 0,50

¥
erface

! | ! | Tot
Transforma em Walores de
deslocamentos contorno

I,

Iy
¥

Face
externa [ g

FIGURA 3.16 — Aproximacao de O, e M em Vigas com Extremidades Livres

Na aproximacgdo de Q, e M, a parcela referente a aproximacao linear € transformada

em deslocamentos através das equagdes:

AM = D(¢n,n+v¢5,5)+(l_v# (3.119)
AQ, = D(lz_ V)f(cb,, +w,,) (3.120)

Quando se usam as equacdes (3.119) e (3.120) ficam definidos na interface I’ e no

contorno externo I’ as seguintes varidveis ¢ , w, , @, € @ , , sendo assim necessirio,

n o
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adotar aproximag0es para esses valores ao longo da largura da viga. Para a rotacdo w,, e para a

curvatura ¢, , serd adotada aproximacdo constante. Para a rotagdo ¢ serd adotada

aproximacao linear de acordo com as seguintes equacoes:

6,(Ct)=¢,-b,4,., (3.121.2)
6,(CY)=0,+b,9,., (3.121.b)

A rotacdo ¢ serd aproximada usando-se variagdo linear ao longo da largura da viga,

sendo tais aproximagdes dadas por:

0,(Ct)=9, b9, (3.122.2)

0,0V )=¢.+b9,., (3.122.b)

No caso da curvatura ¢, , para que ndo ocorra um aumento no nimero de graus de
liberdade do problema esta serd escrita em termo de ¢, utilizando-se o método das diferencas

finitas através da seguinte expressao:

1

2[290) ani0) 30/0) g | -

09, 3
—(0) 3 3 3 1% i=n,s

ds L

3
s

Onde ¢,, ¢, ¢ @, sdo funcdes de forma quadraticas utilizadas para aproximar as varidveis no

contorno externo e interfaces.
De posse de todas as aproximagdes, escrevem-se 0s momentos na interface em fungdo
dos seus valores no eixo, dando atencdo especial ao sistema local definido no eixo da viga (ver

figura (3.15)):

- [{(-3am w150, -0, iz —eizLen, fo ot ar+
r;
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f{( AM , +— M +ij¢§f+Mm¢Zf}dl‘ (3.124)

Da mesma maneira, escrevem-se os esfor¢os cortantes na interface em fungao dos seus

valores no eixo, assim:

1 W L 1 1 ”
_ FJ;{(_EAQnH,SQHJ[% —git]+ Fj {(EAQ”EQJ[M ]}} (3.125)

+ VIGAS COM BORDO APOIADO OU ENGASTADO

Nesse caso a aproximagao de My, e M,, serd adotada constante (ver figura 3.17), mas no

caso de Mn tem-se ainda a parcela linear devido ao esforco cortante (ver equagdes 3.126).

Mn Mty
‘..’-" S .*
Interface IV, Face externa I™'g

FIGURA 3.17 — Aproximacao de M,, em Vigas Externas com Extremidades Vinculadas

Assim as for¢as sdo aproximadas da seguinte maneira:

MY =M —-Q.b, (3.126.a)

MY =M +Qb, (3.126.b)

Onde os valores de Q, e M, se referem ao eixo.

Quanto ao esfor¢o cortante, este serd aproximado por duas parcelas, uma com variagao

linear ou outra constante, de acordo com a figura (3.18).
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s = L =] -

l, l Facee xtgrna

. Inter‘face .
Aproximacdo linear i I
Aproximacao

constante

FIGURA 3.18 — Aproximacao de Q, em Vigas Externas com Extremidades Vinculadas

L 1
o = _EQ” (3.127.2)

Q," =-150, (3.127.b)
Onde os valores de Q, e M, se referem ao eixo.

Definidas todas as aproximagdes escrevem-se, respectivamente os momentos e esforcos

cortante sobre as interfaces em fungdo de seus valores nos eixo.

—j{M ~0,b, o —oitl+m Y -t B+

+j{M +0.b)p) + M, 4 HT (3.128)
_i{_%gn[w,; v }dnj{__gw } (3.129)

A partir das equagdes (3.108), (3.111), (3.113), (3.116), (3.124), (3.125), (3.128) ¢
(3.129), reescreve-se as parcelas da equagdo (3.83) relativas as integrais que envolvem os
esforcos reais (Qn, M, M m), em funcdo dos valores dos esforcos nos eixos das vigas.

Assim, para placa da figura (3.8), considerando a viga externa engastada e a viga interna com

as extremidades livres, tem-se:
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> [[,(P)i . P)+ M, (PN . P)+ 0, (P (g, P T+

Slr‘r

= [l —wi T+ (1, —0p g 0 e b, o =i B+

f Ao b —wi ], + 0.6 Mo - 0ir)- M, (00 - 0 Jar +

1

-[ {M b o 0, J+ M (¢;ZW—¢Z§)+5Q"(WZW—WZ_)}dFJr

*pe *pe 3 *pe
+ J.F {(Mn + anv )¢kn + Mns¢ks - EQn Wk }dl—‘
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(3.130)

Considerando a equacdo (3.99) e (3.130), pode-se escrever a equacgdo (3.83) para a placa

definida na figura (3.8) com as varidveis definidas ao longo dos eixos das vigas da seguinte

forma:

U.(q) iig{wk q.p)- (1_‘;)/12 . (q,p)}dQJr

3 ([0, (P (g, P)+ 0, (PIM L (0. P+ wlP)3 (g, P+

S=lp-T,

4 Wi +0000 )y M5 (0. P) - M2 g, P+
I

+ l¢s(eixo) + (¢s n, )(eixo)aVi [MZ;s (q’ P)_ MZ:; (q’ P)]+

+ lw(eixo) +(W’ i Noix (l [QZ+ (],P _Q:Vi(q’P)]}dF_i'

+ [ Jan M. P)+ (g P
L

+l¢5<e,-m — 5., e,. ) [— (g, p)+ M (g, P)|+

+ W (w,nv, )y [Qk:' (g P)- 0} (g, P)Jjar +
+ I{l¢n(eixo) +g, o, )(eixo)ave [M (g )|+ l¢s(e,~xo) +(9, n, )(e.
L,

@ Mg, P+
+ lw(eixo) + (W’ n, )(eixo)ave [Q::e ((], P)]br +
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j{l@(m)—(% o M 0. P)+ (g, P+

I,
10100y~ 0., )(e,.w)ave[— My (g, p)+ M (. P))+

+lW(e,-xo)—(W oy @oe = Qi (0. P)+ 03 (q. P +

> ([, (P)i . P)+ M, (PN . P)+ 0, (P (g, PIaT +

Slr‘r

= [l b —wile 0, -0, o~ b, o g Br+
+ [ A b w1, + 0,00 - 0i0)- M, (0 - 9 ar +
- {M ~0.b oo =0 )+ v, (o - )+ ;Qn(W?e—W:_)}dFJr

| {M +0,b, )0 + M, 0. —%an;”}dr (3.131)

Onde os de M,, M,., Q,, w, ¢, e ¢, sdo referentes aos valores nos eixos das vigas e no

ns?
contorno externo sem vigas.

Considerando-se o caso geral em que se tenham N, sub-regides, N , vigas externas e

N, vigas internas, pode-se escrever a equacdo (3.131) da seguinte forma:

Nzig{wk 9. p (_‘;)/12 B (q,p)}dQJr

Jj=1

+z ”¢ M (q,P +¢( M km(q, P)+w(P )an(q, P)+

(P)gy! (q. P)+ M, (P);! (. P)+Q,(Phw; (. P)lT +
< [¢nj n’n i ][ Mkn q’P)"'M/m(q’P)]

+ ¢b] ¢J’n j j [ M:rfa(q’p)-l_M;;a(Q’P)]-l_

+ le _(W’n, )j ,J[an q, an (99 )]
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—0, W =i - (M, —0,b, el - o )+ M (07 - g T +
+ o, +00.., ) o Jnis 0. P)- M3 . P+

+lo, +0., ) a, M50 p)- 1 0. P+
tlw; +(w.,, ) a;Jois (a.P)- 01l (g, P+
+0, i —wit |-, + 0,600 i )+ M, 0 - 02 Jar )+

+ < {[¢ ][— i(g,P)+ M (g, P)|+
+lp, -lo.., ) N-mg p)+ My (g, P))+
+le _(W’nj)jajJ[Qk}: q’P)_Qk;(q’P)]‘F

1 SRS G 1.3 G e
_EQn [Wk k ]+ 2Mn'[¢kn Di ]+ 2Mns [¢ks Py ]}dr+
[, +6.) a Juis (. p)-mi(g. P+
+lp, +lo.., )ja,»lMZ,;(q,p)—MZ,{Y(q,P)J+
v, + 00, ) 0[O0 (0. P)- 01 (. P+

2ol i L o -0 ) Lo, o - i )+

B Z<I b +0.) o @l +o,) o Jris )
o, +lre, ),,.a,AIQZ,{ (¢.P)|+ (M, +0Q,b)0;} +M ¢ —%anzf }dﬁ
I{l¢ ) a,J- M (q.P)+ M0 P

+lo, -o.., ja,»l—M;;,;(q,p)+MZ,iy(q,P)]+

v, =) a0 (q.P)+ 01 (. P)]+

(4, -0, Vo) 07 )+ 11,07 =6 )+ L0, (w7 =i )}dr>+

2
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8 T+ il <) 0 I

b o) Joiz o P S avt, + L, 0,0, Yz 01+
GAQn +%an[w2" ]}dr— j {(—%AQn +1,5an[¢;{ e

—(—%AMn +L5M, —anvj[d,{ g Jem Lo ol ]
+l¢nj - ¢n’nj [ Mkn q’P)+Mkn (q’P)]

+lo,-l0.,) @, | Mi (@ )+ Mg P

[W ~(w.,;) @ I 0., (q.P)+0,} (q,P)]}dF> (3.132)

Onde N ¢ o numero de vigas externas livres, N ¢ o numero de vigas externas

ve—livres ve—vime

engastadas mais o nimero de vigas externas apoiadas, N ¢ o nimero de vigas internas

vi—apoiadas

apoiadas mais o nimero de vigas internas engastadas e N ¢ o nimero de vigas internas

vi—livre
livres. As expressOes fundamentais sdo dadas pelas equagdes (3.88).
Deve-se notar que ao adotar as aproximagdes para os deslocamentos, surgem na

formulagdo trés novas incognitas que sdo as rotagdes w,,, @,,, € definidas nos eixos das

n’n
vigas. Assim, surge a necessidade de escrever mais trés equagdes para os pontos de eixos de
vigas. Considerando-se esse modelo alternativo, t€m-se nove varidveis nos eixos das vigas

internas, sendo elas: ¢ , ¢, @.,,, @

n’n

s w, w,,, M,, M, e Q,, sendo todas elas incognitas

‘n?’
do problema. Portanto, com o modelo alternativo aumenta-se o nimero de equacdes a ser
escrita para cada nd. Porém, mesmo assim esse modelo € mais vantajoso devido a grande

reducao do nimero de nos.
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3.11 GERACAO DOS ELEMENTOS DE EXTREMIDADE

O software utilizado no presente trabalho, programado pela orientadora desta
dissertacdo, é capaz de gerar automaticamente elementos nos extremos das vigas. Considere a

figura (3.19).

T T B
A iy Ak
L 1] ! :
I ] ] 1 '
[ . ol I i
L M 1 L | ]
[N Fa— A 4!
T i 1)
| an i,
1 (] ] 1 1 1
i ] ] 1 ] i
1 1 ] 1 1 i
' 1k bl
Ak ' e
1 | ! K Pty
I — L LN
[ R epp—— ) = pp—— . <pp—— T

FIGURA 3.19 — Modelo de Pavimento com as Vigas Representadas pela Linha Média e
Geracao dos Elementos de Extremidade

Na figura (3.19) o contorno tracejado se refere as interfaces onde € feita a integracdo e o
contorno continuo se refere a discretizacdo da placa, onde se calculam as varidveis do problema
e sdo definidos os pontos de colocagdo. Os elementos em vermelho nos extremos das vigas
externas sdo gerados automaticamente e os elementos em azul, sdo gerados somente se as
rigidezes dos subdominios, aos qual a interface pontilhada é comum, forem diferentes.

Os contornos gerados pelo software podem ser divididos em um ou dois elementos. A
consideragdo de dois elementos, em alguns casos, melhora significativamente os resultados. Os
elementos gerados possuem trés nds e as equagdes sao escritas para todos os pontos.

A declarac@o dos elementos, nas interse¢oes de vigas € feita em apenas uma direcao.
Quando se tem intersecdo de uma viga externa com uma interna, o elemento é declarado na
direcdo da viga externa (ver figura 3.19). Quando a intersecdo € entre duas vigas internas, o

elemento € declarado na direcdo da viga que segue a direcdo de y (ver figuras 3.8 e 3.19).
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4 APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO

4.1 INTRODUCAO

A maioria dos problemas de engenharia € caracterizada matematicamente por equagdes
diferenciais. A solucdo analitica, que fornece os resultados exatos destas equagdes, € restrita a
poucos casos. Desta forma, para a obtencdo da solucdo destes problemas faz-se necessdrio o
uso dos métodos numéricos.

Os métodos numéricos podem ser classificados, segundo Becker (1992) em: Método
dos Elementos Finitos (MEF), Método das Diferencas Finitas (MDF) e Método dos Elementos
Contorno (MEC), como representado na figura (4.1). Esses sdo os métodos numéricos mais
conhecidos, no entanto, atualmente j4 existem outros, como o Método sem Malha (meshless) e

o Método dos Elementos Finitos Generalizados.
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\
problema rea
elemento de
operador de elemento firito Ll
diferenca finta = i W
N\ - A3 V7 A
| ¢ | | ! "\ 1
* T : | - L k\ ll:
Método das Diferencas Finitas Metodo dos Elementos Finitos Metodo dos Elementos
de Contomo

FIGURA 4.1 - Métodos Numéricos Aplicados aos Problemas de Engenharia. (Kane, 1994)

Serd usado neste trabalho o Método dos Elementos de Contorno, onde as equagdes
diferenciais governantes sdo transformadas em equacOes integrais equivalentes. A
transformagcdo em equacdes integrais de contorno envolve certas solucdes conhecidas,
chamadas solucdes fundamentais, para a equacgdo diferencial original. As equagdes integrais de
contorno (exatas) sdo substituidas por equacdes integrais discretizadas (aproximadas), onde as
incognitas do contorno sdo definidas em um conjunto finito de nés. Os nds delimitam os
elementos de contorno, onde a solucdo dentro de cada elemento é dada em funcdo dos valores
nodais e por uma funcdo de interpolagcdo simples. O nimero de nés em cada elemento depende

da aproximacdo adotada para as varidveis.

4.2 DISCRETIZACAO DO CONTORNO E EIXOS DE VIGAS

As generalidades das condicdes de vinculagdes, carregamentos e geometria do sélido
para um problema fisico tornam a obtencao da solucdo analitica do problema muito trabalhosa
ou até impossivel. Por este motivo recorre-se as técnicas numéricas, tendo sido adotado neste
trabalho o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Segundo Almeida (2003), o contorno do dominio e interfaces em questdo deve ser

dividido em um nuimero finito de elementos conectados. Nos elementos devem-se definir a



106

Capitulo 4 — Aplicagcdo do Método dos Elementos de Contorno

variagdo da geometria e dos parametros, no caso deslocamentos e forcas. Tais variacdes podem
ser adotadas como constantes, lineares, quadraticas, cubicas ou de ordem superior. Pode-se
permitir que a variacdo de geometria seja diferente da variacdo das varidveis.

A discretizagdo do contorno e interfaces deve ser feita de maneira muito criteriosa. O
nimero e a forma dos elementos devem ser escolhidos de tal forma que possam representar o

contorno da placa da maneira mais fiel possivel, figura (4.2).

et
e \;
1 N
‘_’T I
n T I :_j
a j
Lo 7

+ ;

FIGURA 4.2 - Discretizacao do Contorno da Placa

No presente trabalho a geometria dos elementos serd aproximada por uma funcao linear,
ou seja, elementos retos. Logo, sdo necessdrios apenas dois nds para representar sua geometria.
As varidveis do problema serdo aproximadas por fungdes quadréticas, como se verd no item

(4.3). Assim, considere o elemento reto da figura (4.3):
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;=+1

FIGURA 4.3 — Geometria do Elemento

Onde ¢ é a coordenada local adimensional; 1 € o n6 inicial; 2 € o n6 do meio; 3 é o no final;

L L

L. é o comprimento do elemento; —1<E<1; —L<r<—L,
! 2 2

E conveniente expressar a varidvel I e as coordenadas de cada ponto P em fungdo das

coordenadas locais homogéneas &. Assim, segundo Brebbia et al (1984), da figura (4.2) a

geometria de um elemento pode ser definida por coordenadas dos seus nés da seguinte forma:

L.
I = cf?f (4.1)
X! =X} +&x, (4.2.2)
X=X +&x, (4.2.b)

: X, +X] X, +X,;
Onde: X € a coordenada na dire¢do i do ponto N ; X/ :(1—1); X; :(2—2)'

axzz(xi;xz‘);axl:(xf;xf),

2 2

As coordenadas de P podem ser escritas na forma matricial através da seguinte

expressao:
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X,

x!| _[0.(P) ¢,(P) O 0 X7

{Xf}_{o 0 6,(P)  4,(P)||x! (4.3)
X;

Onde XM = {X I X} X) X2 }éo vetor dos valores nodais das coordenadas e @, sdo

as fungdes interpoladoras lineares dadas por:

P
I
~

1
¢, (P)="— (4.4.2)

(4.4.b)

A equacdo de mudanca de coordenadas cartesianas para coordenadas homogéneas é

obtida derivando-se a equacdo (4.1), ou seja:
|

Desta forma a integral ao longo do contorno ou interface I" € calculada de maneira

aproximada, discretizando o contorno em N, elementos e fazendo-se a mudanga de

coordenada dada por (4.5). Assim a fungdo a ser integrada pode ser escrita em funcdo de

coordenadas homogéneas como se segue:

=z

e(c)

[Fr)r = j;F(FI)dFI NZ(:L’

r J=1 J=1 2

F(&ué (4.6)

|_c_,H
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4.3 APROXIMACAO DAS VARIAVEIS NOS ELEMENTOS

Para escrever os esforcos e deslocamentos de um ponto P qualquer de um elemento j,

usam-se fungdes de aproximacdo e os valores nodais das varidveis, que sdo os valores dessas

varidveis nos nés do elemento. Desta forma, os vetores {u(P)} e {p(P)} sdo dados por:

u(P)=¢"(P)U" 4.7)

p(P)=¢"(P)P" (4.8)

Onde:

4+ ¢' (P) é o vetor que contém as funcdes de interpolagio;

4+ u(P) é o vetor de deslocamentos do ponto P;

* p(P) € o vetor de esfor¢os do ponto P;

N Z 2
+ U" éo vetor que contém os valores de deslocamentos nos nés; e

N . P z
“+ P é o vetor que contém os valores de esfor¢os nos nés.

As varidveis serdao aproximadas por fun¢des polinomiais quadréticas, sendo necessario,

segundo Fernandes (2005), trés nds por elemento (ver figura 4.4).
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Fungio quadratica

FIGURA 4.4 — Funcoes de Forma em Aproximacao Quadratica das Variaveis

As equacdes (4.7) e (4.8) na forma implicita ficam:

4.9)
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Onde:

& & & F £ & &

Bl [oP) 0 0 4P 0o 0 4P O
PZP = 0 ¢1 (P) 0 0 ¢2 (P) 0 0 ¢3 (P)
P’ 0 0 ¢P) o 0 o¢(P) O 0

U" e P" sio os deslocamentos e esfor¢os na dire¢io i dond N ;
U, = ¢, é arotacdo na dire¢cdo normal;

U, = ¢, é arotacdo na direc¢do tangencial;

U, =w ¢é aflecha;

P, =M ¢é o momento na dire¢do normal ao contorno;

P, =M, € o momento volvente;

P, =Q, € acortante; e

¢, sdo as funcdes interpoladoras quadrdticas, dadas por:

£ -¢)

¢1(P): 51(53 _51)

_ _53"'51 1 2
TR
¢3(P)= 5(51_5)

53 (51 - 53)

111

(4.10)

(4.11.a)

(4.11.b)

4.11.c)
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No presente trabalho, os nés (1) e (3) serdo adotados nos extremos do elemento (ver

figura 4.3). Desta forma, tem-se que &, =—1 e &, =1, resultando as equagdes (4.11) em:
1
#(P)=--¢(1-¢) (4.12.2)
¢,(P)=1-¢ (4.12.b)
1
6:(P)=2¢(1+¢) (4.12.c)

4.4 REPRESENTACAO DA DESCONTINUIDADE DAS
VARIAVEIS AO LONGO DO CONTORNO

Com excecdo da varidvel w, todas as outras podem apresentar descontinuidade em seus
valores entre dois elementos consecutivos. Esta descontinuidade pode ocorrer em duas

situagdes distintas:

1. Quando se tem diferentes valores prescritos de momento e/ou for¢a cortante para dois

1

elementos consecutivos ( jej+ 1), com a mesma dire¢cao normal, nos nds NOf. e NO,,, .

2. Nos cantos onde a dire¢do normal ao contorno nido € tunica. Neste caso tem-se

descontinuidade de todas varidveis, com exce¢do de w.

As figuras (4.5) e (4.6) apresentam exemplos de elementos continuos e descontinuos

respectivamente.
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| - Valores continuos
W 1 1 das variaveis
- - - ou P

{-1 Pl
= A
Yi
e
"o P

__—~FElemento j-1

i 4
Wb de canto =ponto &\ ] ] )
de descontinuidade U'ow P

FIGURA 4.6 - Elementos Descontinuos

A descontinuidade das varidveis, que ocorre em dois elementos consecutivos, é
representada definindo-se nés duplos (ver figura 4.6). Tais ndés sdo nds definidos com as
mesmas coordenadas, escritos por equagdes independentes para o ponto onde ha
descontinuidade. Uma das maneiras de se obter isso € mudando o ponto de colocagdo de lugar,
isto €, as coordenadas dos nds duplos sdo recalculadas de forma que ele se torne interno ao
elemento e nao mais coincidente com sua extremidade (figura 4.6).

Através da equagdo (4.3) calculam-se as coordenadas do né duplo, considerando
0.4<&£<0.6. Os valores limites para & sdo adotados, de tal forma, para que se tenha um
afastamento adequado entre os nds, a fim de que ndo se tenha problemas numéricos. Note que a

existéncia de dois pontos de colocagdo idénticos acarreta singularidades na resolu¢do do

sistema de equagoes.
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4.5 TRANSFORMACOES DAS EQUAGCOES INTEGRAIS EM
EQUACOES ALGEBRICAS

A equagdo (3.132) dos deslocamentos serd transformada em equagdo algébrica através
da discretizacdo do contorno externo e eixos de vigas em elementos, nos quais as variaveis
serdo aproximadas. A equagdo (3.132) pode ser escrita, ainda sem introduzir nenhuma

aproximacao, da seguinte maneira:

Z fg{wk q.p)- (1_‘;) PO (q,p)}dQJr

J

+i [ [gt(P)lj*" (9.P)+ p(P)u” (g P)}drs/viga

T i
+Z{j {ﬁ"(P )p (a.P)+p (P )”*.(Q’P)}Q+ | [”+.(P)p 2 P)+p P’ }dr*}Jr
J=l I; vt ~vi ~vi ~vi I ~vi -

4.13)

Onde:
w(P)={u,(P) u,(P) wu,(P)}={g,(P) ¢,(P) w(P)} (4.14)
p(P)=1p/(P) p,(P) pi(P)=1m,(P) M, (P) 0, (P} (4.15)
u (P)=u(P)={4,(P)-(¢...(P)a,) (p(P)~(g..,(P)a;) (w(P)~(w,, (P)la, )} (4.16)

¢ (= (P1={(P1+(0,,(Pa) (6(P)+0,(Pa) [P+t (P} @17
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p (P)={m,(P)-0,(Ph,) (M,(P) (0,(P)} (4.18)
p+(P>={—1M ) (—le(P)j —(ign(mj} @.19)

QAH} (4.20)

p(q.P)={M, (q.P) 4.21)

u(g,P)=19.(q,P) (4.22)
q.P)-9¢, (q.P)

'(q.P)-¢, (q.P) (4.23)
q.P)-w, )

P) (4.24)

(4.25)

P
oilg. P)-M." (g, p) (4.26)
‘ P

M;*(q,P)-M, (q.P)
p (q.P)=M;(q.p)-M,, (q.P) (4.27)
0. (g, P)- 0y (g, P)

-M." (g, P)+ M, (q,P)
p (q.P)=4-M."(q.p)+ M, (q.P) (4.28)
0. (g.P)- 0y (g, P)
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[%(D(qﬁn,n (P)+ve,., (P))+(1_%J+%Mn (P)+Qn(P)va

livrel )
p" (P)= M, (P) (4.29)

S ( % (@ 2(0,(P)+b,g,., (P)+w, (P))j%Qn (P)j

(—f(o(l—v)(@—bv@,mn)) Do) 8 +Qn(L5—bv)+L5Mnj

| 2 A1-v) 2
" (P)= M,
i 0

(4.30)

Sendo que as equagdes de wy, Q,,, @, #,, M, e M, sio dadas, respectivamente, por

kns

(3.12.a), (3.18.a), (3.19.a), (3.20.a), (3.21.a) e (3.22.a).

Discretizando-se o contorno externo sem vigas em N, , elementos, os eixos de vigas

e(c)
internas em N, elementos, os eixos de vigas externas em N, elementos e fazendo-se a

substituicdo das varidveis por suas aproximagdes em cada elemento, dadas por (4.7) e (4.8), a

equacdo (4.13) € calculada de forma aproximada, da seguinte maneira:

:Z g|:wk q.p (1 l://ﬁtz ¢k1 s (Qa )}dg"‘

=,

N,

Z“‘{ (P)dFk}P +

.MZ

+
~k

)
N()[J- ? dl“k] +i

1 k=1 =1 k=1

~.

J

&
S

i Nevi)

S 1 i, o { [l VT, |

j=l k=l | v j=1 k=1 ~vi ~vi

N,; Ne(vi) [ " ] N Ny Ne(vi . ] N
+>. 2| | P g P’ (Pl U™+ Z[ju (¢. P9 (P | P +
. =R=li

~vi ~vi
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+N§(%D1je(qf k}UJ‘ + Z%[f (4.7

A =T A |

NeiyreNelvd [ . N( 9 .
+ 30 2| [pla P (Par; ~Ve+ > | [ulg.P

jA k= - = k= Iy,

)

+ 2.2 [ulanPd (P } ) Z{I p o Flg/ (P L

A | A E

Definindo-se:

h] jp qP)¢(P)dFk

L rviga

W a)= [ pi (. P)e" (P)ar;

W (q)= | p;f (q,P)¢{T (P)dr,

¢'l@)= [u'(.p)o"ar,

s (q,pﬂdsz(m
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(4.31)

(4.32.2)

(4.32.b)

(4.32.¢)

(4.32.d)

(4.32.e)

(4.33.2)

(4.33.b)

(4.33.c)

(4.33.d)

(4.33.)

(4.34)
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A equacio (4.31) pode ser rescrita da seguinte forma:

N, Ny N N, N N, Ne(i) - »
U)=3 0+ 2 YW @U +3 Y e ()P +3 Y h (q)u ™+
j=1 j=1 k=1 j=1 k=1 ~ j=1 k=1 "~ vt
Nyi Ne(vi) . Nyi Ne(vi) . Ne(vi) Ny svine Nelo
+Z g q)P_‘ +Z h”+ Ju* + Zg” P + W (q)U
j=1 k=l ~-— TV el k=l T v ST k=~ j=l k=l T
Nyoyine Ne(ve) NH_‘-HVLLN( e) e Nelve) NyeippesDe(ve)
+ 2 2P+ 2 X U"+ZZg”ﬁ LRI WA
j=l k=l e TV j= k=l j=l k=~ j= k=l T ve
NogtivyesVelve)
+ Z Zgj # llvrek++ Z nge— lnrek Z Zhve— (435)
= k=l ~e T =l k=l v F== T ve
A equagdo (4.35) pode ser reescrita:
Ny Ne(e) Ny NeGi) [ . ; .
U@-3 YW -3 3 b utenu]s
j=1 k=1 j=1 k=1 v -

lovtengu]-

U i N Ny Net) vi— +k vi k
S )+ Y )P+ [g (@) P+ g™ (q)P }
= == RR=r=) I v~ i
NoeigcNetva [ . B L lvrek ek
+ S z[g«q)zf ()P } 3 z[ (P g <q>P’ﬂ (4.36)
A kel L~e ve __ ~ve == e ~ve — ~ve

Os vetores U e P contém os valores, respectivamente, dos deslocamentos e esforcos

nos nds do elemento. Desta forma pode-se escrever a equagao (4.36) da seguinte maneira:

N Nee) N, N ' ,
Ulg) -2 20U -2 > [{z”‘(q)+{z‘+’+( )]q:’ +
Jj=l k=1 j=1 k=1
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N, N, Ne(e) N Nl
=>t'(g)+ g'(g)P +> Z[g” (q)+¢ (61)}P”+
=1 =1 k=l - RE=y I ~-
&y J e—c/vmc Nege et j e_livre
303 dlaela)r e 33 dlae o) @37)
=k Le " j= k= L~e ~-

Considerando-se o ponto de colocacdo em g somam-se as influéncias h(q) e g(q) de

todos os elementos para todos os nés do contorno externo sem viga, eixos de vigas internas,
eixos de vigas externas engastadas e apoiadas e eixos de vigas externas livre. Assim escreve-se

a equacdo (4.37) matricialmente:

+Hvefeng(q)U =

ve _livre ve _eng

Uk (q)+ Hc (q)Uc+ Hw(q)U i+ Hve livre (q)U

GC(q)PC+GW(q)P +Gve llvre(q)Pveflivre-i_Gve?eng(q)Pvefeng-i_T(q) (438)

Onde:

£ U= ¢ ¢ . w ¢ ¢ . W g% %} E o vetor dos

deslocamentos nodais nos pontos sobre o contorno externo sem vigas;
T 1 A [ ( ] ( ( )’l(JH ‘novi ‘novi )’l(JH ‘novi novi
*’ l~]vi :{W} ﬁs &n Wn é’n &n’n W ¢s ¢n Wln ¢s’n ¢n’n W W &nv ’n}

E o vetor dos deslocamentos nodais nos pontos sobre os eixos de vigas internas;

4 U { ¢ ¢ W,l d d W ¢ ¢ "\Z ¢ ¢ M%ove/ap ﬁ\{mvdap ovelap -, Niovelap ﬁ\{mvdap d{mvdap}
n n 7s°n Tnn °°° s n n 7sn Tn'n °*° s n Wn s ‘n 'n n,

~ve livre

E o vetor dos deslocamentos nodais nos pontos sobre os eixos de vigas externas livres;

U T GG b o b gy g E

~ve eng
vetor dos deslocamentos nodais nos pontos sobre os eixos de vigas externas engastadas

e apoiadas;

ns

« PT={o M M. .. Q0 M M. .0 M MY} E o vetor das

for¢as nodais nos pontos sobre o contorno externo sem vigas;
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« PT={0 M M. .. 0 M M. .. Q" M% M }Eo vetor das

. n n ns
~ v

forcas nodais nos pontos sobre os eixos de vigas internas;

T _ 1 1 1 i i i N novelap N novelap N, novelap }
« P —{Qn M, M, .. O M M, .. O M, M,
~ ve _livre
E o vetor das for¢as nodais nos pontos sobre os eixos de vigas externas livres;
T _ 1~ 1 1 i i i Nooveeng Nooveeng N,,}
+ P —{Qn M, M, .. O M M, .. O, M, M,

~ ve_eng
E o vetor das forcas nodais nos pontos sobre os eixos de vigas externas engastadas e
apoiadas;

+ H, (q) e G, (q) sdo vetores de dimensdo 3 x N_;

+ H (q) éum vetor de dimensdo 1x6 N

novi

+ Hoc e (g) E um vetor de dimensdo 1x6 N

novel

novevinc

b Hoe o (¢) E um vetor de dimensio 1x6 N

+ G

/(@) E um vetor de dimensdo 1x3 N

novi °

+ G (¢) E um vetor de dimenséo 1x3 N

ve_livre novel

+ G, .. (¢) E um vetor de dimensio 1x3 N

novevinc *

+ N, E o ndmero de nds no contorno sem viga;

£ N, . E onimero de nés nos eixos de vigas internas.

+ N, . Eonimero de nés nos eixos de vigas externas livres.

& N _ . Eonimerode nés nos eixos de vigas externas engastadas e apoiadas.

Os vetores dos deslocamentos nodais podem ser agrupados em um Unico vetor, bem
como os vetores das for¢as nodais. Assim a equacdo (4.38) pode ser reescrita da seguinte

forma:

U,(q)+ H(q)U =Glq) P+T(q) (4.39)
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Onde:

+ H(g) é um vetor de dimensdo 1x3* (NC +2*%N +2*N,W)

novi

+ 6NVL()V€ )

novi

+ U’ éum vetor de dimensio 1x (3N, + 6N

+ G(g) éum vetor de dimensio 1x3*(N,+N, +N, )

novi

+ P’ éum vetor de dimensdo 1x3*(N, +N, +N,, )
Note que se o ponto de colocagdo for interno ele ndo coincide com nenhum né do
contorno ou interface. Portanto, nesse caso a equagdo final é a equacdo (4.39). Se o ponto de

colocagdo for externo (ponto A) o termo livre C(A) € nulo; se ele estiver sobre o contorno
1 . .
(ponto Q) tem-se C (0)= 5 e para pontos de colocacdo sobre o eixo de uma viga, C(q)=1. No

caso do ponto de colocagdo coincidente com né de contorno ou eixo de vigas, deve-se somar o

A

termo livre a respectiva coluna da matriz H(Q). Observe, porém, que na montagem do sistema

de equacgdes ndo serdo considerados pontos de colocagdo sobre o contorno. Serdo considerados
apenas pontos de colocagdo externos e sobre os eixos das vigas. Portanto, no caso dos pontos

A, Q ou g sobre o eixo da viga, a equagdo algébrica se torna:

U, (@)+H(Q)U =G(0)P+T(Q) (4.40)

Se 0 né do contorno ou eixo de viga for simples, deve-se somar o valor da constante

C(Q) a coluna do vetor H (Q) referente ao deslocamento U, (Q) Para os nés deslocados (como

os nos duplos e nés de extremidade dos eixos das vigas), o ponto passa a ser interno ao
elemento e nio coincide mais com um né da estrutura. Deve-se, nesse caso, escrever o
deslocamento do ponto deslocado em funcdo dos valores nodais do elemento ao qual o né

deslocado pertence. Assim, soma-se a parcela C(Q)¢N a coluna relativa ao deslocamento U,
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do n6 N do elemento ao qual Q pertence. Feito isso, a equagdo (4.24) pode ser escrita da

seguinte forma:

H(Q)U =G(Q)P+T(Q) (4.41)

4.6 SISTEMA DE EQUACOES

Nos pontos do contorno externo sem vigas, tém-se seis varidveis (w, 6.0.,0, M, e
M,,), das quais trés varidveis sio dadas como condigio de contorno, sendo necessirio,
portanto escrever trés equacoes nesses pontos. No caso de pontos de vigas externas t€m-se nove
varidveis (w, w,,, @,, 8., ..., 8,.,, O,. M, e M, ), sendo as varidveis w, , @, e @,,,
incognitas e das outras seis, trés sdo conhecidas, pois sdo impostas nas condi¢des de contorno.
Assim, nesse caso tém-se seis incégnitas. Nas vigas internas sio definidas nove varidveis (w,
w,, 6.8, 6.,6d.,, 0, M e M, ), sendo que nesse caso todas as varidveis sio
incégnitas do problema. Com isso, para se obter a solucao do problema de flexdo de placas,
para cada ponto situado sobre o contorno externo sem vigas escrevem-se as equagdes dos
deslocamentos w, ¢, e ¢ em pontos de colocacdo externos muito proximos ao contorno.

Porém se o ponto pertencer ao eixo de uma viga externa, além destas equacdes, deve-se

escrever ainda, as equacdes das rotagdes w,,, @., € . Caso o ponto pertenca ao eixo de

n’n
uma viga interna, escrevem-se as seguintes equagoes: as equagdes dos deslocamentos w, @, e

@, , as equacdes das rotagdes w,, , 9., € e das forcas M,, M, e Q,. Nas vigas externas

n’n

e internas sao adotados pontos de colocagdo sobre o eixo das vigas.
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= Pontos externos
IR S

0 de canto

et de wiga [T | | | HE + 1

Pontos sobre i

B L T + .

[ I I. TT
i : LY H Y

NG ":-lillpl | Nés duplos

—|——|-q—|——f——|-d
—t

FIGURA 4.7 — Pontos de Colocacao

Onde: [; € o comprimento do elemento j; d a distancia do ponto de colocagdo externo

ao ponto Q sobre o contorno, que é dada por:

d=al, (4.42)

Na equacdo (4.42) L, é a média dos comprimentos dos elementos concorrentes no no,
ou, se o nd for interno ao elemento (né duplo), é igual ao comprimento do mesmo;
0.0001<a <1.5; valores de a menores que o limite inferior, pode acarretar problemas de

singularidades e valores maiores que o limite superior, gera resultados com baixa precisdo

segundo Fernandes (2005).
Apé6s a discretizacdio do contorno e eixos de vigas, a equacdo referente aos
deslocamentos w, ¢, e ¢ de um ponto Q pode ser escrita, de maneira aproximada, da

seguinte forma:
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O 1= l6()fpf +7(0) (4.43)

Onde:

+ T(Q) corresponde ao carregamento na placa;

+ U :{ woé o w, @, 0. } € o vetor dos deslocamentos nodais nos

n’n
pontos sobre o contorno externo sem vigas e eixos de vigas Os deslocamentos w,,, @,,,

e ¢,,, sdo definidos apenas nos pontos sobre os eixos das vigas.
r ‘ . ‘ . ,
+ P = { o M, M, } ¢ o vetor das forcas nodais nos pontos sobre o contorno

externo sem vigas e eixos de vigas.

+ H(Q) é uma matriz cujos termos sdo obtidos da integracdo dos esforcos fundamentais

*

(M o M, € Q,m) ao longo das interfaces e contorno.

£ G(Q) é uma matriz cujos termos sio obtidos da integragio dos deslocamentos
fundamentais (¢,; , @, € WZ) ao longo das interfaces e contorno.
Ap6s escrever o sistema de equagdes, impdem-se as condi¢cdes de contorno obtendo-se

as incognitas nos eixos das vigas e no contorno da placa sem vigas. Note que como as variaveis

Q,, M, e M, dos eixos das vigas internas sdo incognitas do problema, elas serdo

armazenadas no vetor {U} e seus respectivos termos guardados na matriz [H ]

De uma maneira simplificada a equacao (4.43) pode ser escrita como:
1 fut=[clp}+{r} (4.44)
Onde as dimensdes dos vetores e matrizes sao dadas por:

& [H] é uma matriz (3N, + 6N,

nove

+9N_ . )x(3N.+6N, +9N, )

nove

+ [G] é uma matriz (3NC +6N, __+9N

nove novi

xGN, +N,,.)

+ {U} éum vetor (3N, +6N

nove

+ 9Nnovi)><1)
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4 {P}éumvetor 3(N,+N,, )x1)

Sendo N, o niimero de nés no contorno externo sem vigas, N o0 ndmero de nds nos €ixos

nove

das vigas externas e N,

novi

o nimero de nds nos eixos de vigas internas.

4.7 PROPRIEDADES DA MATRIZ H

Considerando algumas configuragdes particulares de equilibrio para a placa, obtém-se
as propriedades da matriz H (equacdo 4.44), que sdo utilizadas para a verificacdo da mesma.
Tais configuragdes sdo obtidas aplicando-se certos movimentos de corpo rigido as equacdes de
flexdao. Como se consideram apenas movimentos de corpo rigido, o carregamento transversal e
as forcas de superficie sd@o adotados nulos. Portanto, o vetor das forcas nodais P, bem como o
vetor formado pelas integrais sobre a regido carregada T, do sistema de equagdes (4.44) sdo

nulos. Assim, pode-se escrever:
[H {u}={o} (4.45)
onde {0} é um vetor nulo.

Este sistema de equacdes admite solugdes ndo triviais relativas ao movimento de corpo
rigido, em outras palavras, deslocamento transversal e rotacdo em torno de eixos arbitrdrios,

Fernandes (1998).

Assim, considerando inicialmente deslocamento transversal de corpo rigido w, na placa

(figura 4.8), o vetor de deslocamentos U da equagdo (4.45) fica:

uv'={w, 0 0 0 0 0

w, 0 0 0 0 0} (4.46)
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W,

FIGURA 4.8 — Movimento de Corpo Rigido - Translacao

Substituindo-se (4.46) em (4.45), obtém-se para uma determinada linha i do sistema de

equacgoes:
Nnoc +Nneixovi +Nneixove
By 655wy =0 1<i<3N,+6N_.  +9N (4.47)
j=1
Onde
Nr :Nn0c+Ni (448)

Porém, como w, € uma constante, a equacdo (4.47) pode ser escrita como:

N,,.+N +N

noc neixovi neixove

1<i<3N,+6N 9N

neixove + neixovi

(4.49)

A equacdo (4.49) corresponde a uma propriedade da matriz H, referente ao

deslocamento de corpo rigido na dire¢do do deslocamento transversal w. Seja agora uma
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rotacdo de corpo rigido &, apresentada na figura (4.9), no sentido indicado pelo eixo arbitririo

Eixo de rotacio

FIGURA 4.9 — Movimento de Corpo Rigido - Rotacao

Nesse caso, tem-se que o deslocamento w em um ponto j € dado por:

w, =sin(a)R, (4.50)

J

sendo R; a disténcia entre 0 n6 j e o eixo de rotagdo (ver figura 4.9).

Na figura (4.9) n’ e r/ indicam, respectivamente, as dire¢des da normal ao contorno e

de r nond j.

A rotacdo normal 3—W de um ponto j € obtida derivando-se a equacdo (4.50), ou seja:
n

ow ) or
[a—nl = s1n(a)(a—njj (4.51)

onde:
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(%) =(rn, )]. =cosé, (4.52)

sendo [ ; indicado na figura (4.9).

Da mesma maneira, faz-se para a rotagao tangencial, assim, derivando a equacdo (4.50)

tem-se:

ow . or
[gl = sm(a)(gjj (4.53)

onde:
(—j =(rs,)=cos 6, (4.54)

Lembrando que ¢, =—w, +8, e @ =-w, +B e que S, =L, =0, uma vez que as
deformacdes sdo nulas, escreve-se:

@, =—sinacos f, (4.55.a)

S

@, =—sinacosf3, (4.55.b)

Das equagoes (4.50), (4.51) e (4.55), chega-se ao vetor de deslocamentos considerando

movimento de corpo rigido relativo a rotagdo o :

U' =sin(@){R, —cosB, —cosB, cosf, 0 0

R, —cosfB, —cosf, cosB, 0 O} (4.56)



129

Capitulo 4 — Aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno

Substituindo-se (4.56) em (4.45), obtém-se para uma determinada linha i do sistema de

equacgoes:

/////

WZ)T J[(h;“::j—s )Rj - (hi’éj—4 )COS B, - (hi’6j—3 )COS B, + (hi’éj—z )COS :Bn]: 0

(4.57)

A equacgdo (4.57) € relativa a propriedade da matriz H, referente a rotacdo de corpo

N
rigido em torno de um eixo arbitrdrio e . No caso do eixo y ser o eixo de referencia (figura

4.10a), tem-se:

b
emo s
de
rotacio

FIGURA 4.10a — Rotacao de corpo Rigido em Torno do Eixo y

=
Il
=

(4.58)

- |1

= 4.59
0} (4.59)

Das equacodes (4.52) e (4.54), escreve-se:

—=nn+rnn,=n =sina (4.60.a)



130

Capitulo 4 — Aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno

"
— =18, + 1,8, =5 =Ccos (4.60.a)

ds

Das equacoes (4.58) e (4.60), aplicadas a equacao (4.45):
ZJ[(hl ’6/—5 )‘xj - (hi 26 j—4 )s1 - (hi 26/-3 )nl + (hi 262 )nl ] =0 (4.61)

Analogamente, considerando o eixo x como eixo de rotacao (figura 4.10b), obtém-se:

Nnnc+Nnci,mvc N/xmxm"i

Z[(hi ’6’j—5 ))’j - (hi 26 j—4 )52 - (hi 26j-3 )nz + (hi 26j-2 )nz ] =0 (4.62)

Jj=1

—
r=1n
E ?T E
i
"-\-\.\_\_\_\ﬂ
= Rj BLXO
B x = de
rotagaoc

FIGURA 4.10b - Rotacao de Corpo Rigido em Torno do Eixo x

4.8 CALCULO DOS ESFORCOS PARA UM PONTO INTERNO

De posse dos valores dos deslocamentos e esfor¢cos nos eixos de vigas e no contorno da
placa, pode-se obter os valores dos esforcos em pontos quaisquer no interior placa. Na
determinacdo dos momentos para os pontos do dominio onde haja interesse, utiliza-se a

equacdo (2.53), na qual as curvaturas (@, &,., @, ¢,,,) sio obtidas derivando-se a

equacgdo (3.132) referente ao deslocamento ¢, em relacdo as dire¢des X, € X,. A expressdo
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das curvaturas ¢, ,, , para um ponto interno qualquer, onde k e m podem ser dire¢des quaisquer

definidas no ponto, é obtida de maneira andloga ao item (3.7), ou seja, derivando-se a equacao

(3.132) relativa ao deslocamento ¢, (k=/, m).

Ap6s a discretizacdo do contorno e eixos de vigas e a aproximagdo das varidveis, as

curvaturas em N, pontos internos sdo calculadas através da equa¢ao matricial:

a4 H(0) H'm(q)}{,?f }:[G;;(q) G;ixo(q>}{P€f }+r'(q> 463

Onde:

+ ¢, (g) é o vetor que contém as curvaturas nos pontos internos;

+ Os vetores {UC}, {Ueiw}, {R} e {Pe } sdo os vetores de deslocamentos e esforcos

dos nds do contorno e eixos de vigas, ja calculados;
+ As matrizes [H,'] e [G,'] tém dimensdes 4N.X3N_;

+ Asmatrizes [H',_]e [G'. ] tém dimensdes 4N,X3N

eixo eixo neixo *

Os coeficientes de [H'| e [G'| sdo provenientes da integracio dos esforcos e
deslocamentos fundamentais ao longo do contorno e interfaces apresentados em (4.32) e (4.33).
O esfor¢o cortante Q € calculado através da equacdo (2.54), sendo que o valor de w,, ,
onde m € a direcdo normal definida no eixo de uma viga, € calculado de maneira andloga ao

feito no item (3.6), ou seja, derivando-se a equagio (3.132) relativa ao deslocamento w (k = 3)

Ap6s a discretizacdo do contorno, eixos de vigas e a aproximagdo das varidveis, os

valores de w,, em N, pontos internos sdo calculados através da equagao:

v+l (q) ., (q)‘{Uq" } -lb.(0) G (q)‘{ P{)C }+ T'(q) (4.64)
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Onde:

£ w

‘m

(g) é o vetor das derivadas do deslocamento transversal;

+ Os vetores {UC}, {me}, {PC} e {Pe } sdo os vetores de deslocamentos e esforcos dos

ixo
nds do contorno e eixos de vigas, ja calculados;
+ As matrizes H', e G', tém dimensdes 2N, X 3N, ;

4+ Asmatrizes H' . e G'

eixo eixo

tém dimensdes 2N, X 3N,

neixo

4.9 EXEMPLOS NUMERICOS

A seguir serdo apresentados alguns exemplos, onde os resultados numéricos referente ao
modelo proposto neste trabalho serdo comparados com a solu¢do analitica, quando possivel, ou
entdo com valores obtidos com o software ANSYS, um programa renomado baseado no
Meétodo dos Elementos Finitos. Na andlise feita com o ANSYS serd utilizado o elemento Shell
143, apresentado em mais detalhes no trabalho de Gupta et al.(2007), que leva em consideracao
a deformacdo por esforco cisalhante, ou seja, considerando as hipdteses de Reissner. A
geometria do elemento, bem como a localizacdo dos nds e o sistema de coordenadas para este
elemento estdo representados na figura (4.11a). Todas as discretizacdes utilizadas no ANSYS

sao feitas com elementos tendo 5 cm de comprimento cada lado.
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FIGURA 4.11a - Elemento Shell 143

Ainda sdo apresentados na figura (4.11b), vdrios outros itens referentes ao elemento

Shell 143, como direcdo de tensdes e forgas resultantes.

e SXITORY
Sx (ML)
SX{BOT)

FIGURA 4.11b - Esforcos Atuantes no Elemento Shell 143

Na figura (4.11b) “N” representa o esforco cortante, “M” os momentos, “T” as forcas

atuando na superficie do elemento e “S” as tensdes atuantes ao longo da espessura do elemento.
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Em cada exemplo, os resultados do modelo proposto no item (3.10) também serdo
comparados com aqueles obtidos a partir do modelo desenvolvido por Fernandes (2003), que é
baseado na teoria de Kirchhoff, onde a deformacgdo por esforco cisalhante ndo € considerada.
Em alguns exemplos, ainda serd apresentado um estudo da convergéncia dos resultados do

modelo proposto.

4.9.1PLACA, ENRIJECIDA COM UMA VIGA INTERNA,
ENGASTADA EM UM LADO E COM MOMENTO w,

APLICADO NO LADO OPOSTO.

Nesse exemplo tem-se uma placa enrijecida com uma viga interna conforme a figura

(4.12). A laje possui espessura t, =10cm e a viga t, =20cm Foi considerado mddulo de

elasticidade E =3x10° K]V , e coeficiente de Poisson nulo, tanto para a laje como para a
m

viga. Um dos lados da placa, paralelo ao eixo da viga, estd engatado, ou seja: w=0, ¢, =0 e

¢, =0. O lado oposto ao engaste é adotado livre (M, =0, M, =0 e @ =0), sendo aplicado

um momento M, = 10KN: ”/ ao longo do mesmo.
m

Xz
I, Ty
5 cmT Superficie media
— 1T Sem } —
T Som X;L XT
5 ch{ ’/d
Han
[ o o o
Iin
X

FIGURA 4.12- Placa Enrijecida com uma Viga Interna

Como valores numéricos dos momentos, esperam-se obter os valores apresentados na

tabela (4.1).
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TABELA 4.1 - Valores Analiticos do Momento

Pontos KNm,
Ao longo do eixo da viga interna 10
Ao longo do engaste 10

Adotou-se uma discretizacdio com 41 ndés e 16 elementos, conforme figura (4.13).
Foram analisadas discretiza¢des ainda mais refinadas, porém nao se constatou diferenca nos
resultados (figura (4.16)). A discretizagdo utilizada pelo ANSYS estd apresentada na figura

(4.15), composta de 220 elementos.

M 18

g

A

|
;

T
5

FIGURA 4.13- Malha de 16 Elementos — 41 nos

Na figura (4.14) sdo apresentados os deslocamentos referentes ao modelo proposto, bem
como os valores referentes a um modelo baseado nas hipdteses de Kirchhoff desenvolvido em

Fernandes (2003) e ainda os valores calculados com o software ANSYS.
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=8=NModelo Proposto
=E-FERNANDES (2003)

== ANSYS

x1 (cm)

FIGURA 4.14- Deslocamento w ao Longo do Eixo x,

Considerando os valores referentes ao ANSYS, foi observado um erro médio de 0,24%
com um desvio padrdo de 0,0146, ou seja, um erro irrelevante e sem grandes variagdes. Ja o
modelo baseado nas hipédteses de Kirchhoff apresenta diferencas significativas nos resultados,
evidenciando a importancia da deformagao por esfor¢o cortante.

Os valores do momento ao longo do eixo x; obtidos com o0 ANSYS foram os mesmos
da soluc¢do analitica. No modelo proposto, considerando a malha de 16 elementos apresentada

na figura (4.13), os valores obtidos para o momento M, foram praticamente exatos, com erro

menor que 0,5%.
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FIGURA 4.15- Discretizacao do Dominio (ANSYS)

Na figura (4.16) tém-se os deslocamentos ao longo do eixo x; com diferentes

discretizagdes.
0 @K
-0,5 -
) —8- 16 elementos
E —4—30 elementos
=15 -
-1 —<58 elementos
24
-2.5
x1 (cm)

FIGURA 4.16- Deslocamentos ao Longo do Eixo x,

Como pode-se observar na figura (4.16), tem-se convergéncia dos resultados a medida
que se refina a malha. Em x, =0,6m obteve-se a maior diferenca relativa de w, que foi de

8,6% entre as malhas de 16 e 30 elementos e apenas 0,0134% entre as malhas de 30 e 58
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elementos. Considerando-se ainda as malhas de 30 e 58 elementos, para todos os outros nos

nao houve diferenca relativa, ou seja, todos os valores relativos foram exatos.

4.9.2PLACA ENRIJECIDA COM UMA VIGA INTERNA,
ENGASTADA EM UM LADO E COM FORCA Q, APLICADO
NO LADO OPOSTO.

Nesse exemplo analisa-se a placa definida na figura (4.12), com médulo de elasticidade

E =3x10° K% , e coeficiente de Poisson nulo. Assim como no exemplo (4.9.1), a placa é

considerada engastada (nés 31 a 39), ou seja, w=0, ¢, =0 e ¢, =0, sendo todos os outros

lados livres (M, =0, M,=0 e Q,=0). No lado oposto ao engaste, serd aplicada uma forca

0 = —IOK% . Como resultado numérico dos esforcos, espera-se obter no engaste, esforco
Q, de sinal contrario aquele aplicado e momento M, =Q, *1,1=1 1KNmm_ Nos nés do eixo

da viga deve-se ter Q, =—10K1\%1 e M, =5,5KN%.

Fez-se inicialmente um estudo da convergéncia dos resultados em fung¢do da
discretizacdo. Nao houve diferenca significativa nos momentos na dire¢do X, obtidos para o
eixo x, considerando diferentes malhas. Na figura (4.17) tem-se uma das discretizagdes

utilizadas para a anélise, onde se t€ém 30 elementos e 69 nos.
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FIGURA 4.17- Malha de 30 Elementos — 69 nos

Na figura (4.18) pode-se observar a variacdo nos valores dos deslocamentos a medida
que se refina a malha. Foram utilizadas trés malhas: 16,30 e 58 elementos, comprovando a

convergéncia dos resultados.

-0,2 - %\ S0 SR 160
R e h \r\ -------------------
06 o TEN ]
0.6 | BEANEN | ~®- S3ELEMENTOS

w (cm)

-0.8 pTTTTTTTTTs T 2 IR [
] L ﬁ\ . —— 16 ELEMENTOS

S h ----- 30 ELEMENTOS

N S —— -

R e — 4
-1.8 H H H 1

FIGURA 4.18- Convergéncia dos Deslocamentos

O deslocamento transversal ao longo de x, (ver figura 4.12) estd representado na figura
(4.19), onde se comparam os resultados obtidos com o modelo proposto, Fernandes (2003) e o
ANSYS. Na andlise feita com o ANSYS a discretizacdo utilizada foi exatamente, a mesma

usada no item (4.9.1), apresentada na figura (4.15), composta de 220 elementos. A
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discretizagdo utilizada nesse exemplo para o modelo proposto serd de uma malha composta de
58 elementos.

Na figura (4.19) pode-se observar que os valores referentes ao modelo proposto se
confundem com os valores obtidos com o ANSYS. Como previsto, observa-se uma pequena
diferenca entre os resultados obtidos considerando a teoria de Reissner e a teoria de Kirchhoff,

devido a consideracao da deformacdo por esforco cisalhante.

—8—-MODELOPROPOSTO

(cm)

= 10 —8—FERNANDES (2003)

O-ANSYS

FIGURA 4.19- Deslocamento w ao Longo do Eixo x,

Considerando o modelo proposto, os valores obtidos para o momento M, foram
praticamente exatos no engaste, com um erro menor que 0,3%, se comparados com a solugao
analitica (ver figura 4.20). Para Q, o maior erro foi de 0,7%. Na viga interna o maior erro para
Q, foi de 1,2% e para M, de 5% nos pontos de extremidade, nos outros pontos o erro nio foi

significativo.
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A ANSYS

M1 (KNm)

——Modelo Proposto

FIGURA 4.20- Momento ao Longo do Eixo x,

4.9.3PLACA ENRIJECIDA COM UMA VIGA EXTERNA,
ENGASTADA EM UM LADO E COM MOMENTO M,
APLICADO NO LADO OPOSTO.

Nesse exemplo a placa a ser analisada esta representada na figura (4.21), composta por

uma laje de espessura f, =10cm e por uma viga externa com espessura f, =20cm. Ainda na

figura (4.21) apresenta-se uma discretizacdo do contorno com 16 elementos e 36 nds, referente

ao modelo proposto. O lado formado pelos nés de 1 a 9 é considerado livre com um momento

aplicado M, =10KNmm. O lado oposto, formado pelos nés de 19 a 27, é considerado

engastado (w=0, ¢ =0 e ¢ =0). Todos os outros lados sdo considerados livres de

vinculacdes e sem carga aplicada, ou seja, M, =0, M, =0e Q =0.
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FIGURA 4.21- Placa Enrijecida com Viga Externa

O médulo de elasticidade adotado foi E =3x10° K]V , € o coeficiente de Poisson
m

nulo. Na andlise feita com o ANSYS, utilizou-se uma discretizagdo do dominio constituida de
elementos quadrados com lados de 5 cm de comprimento, resultando em um total de 220
elementos.

A figura (4.22) apresenta a variacdo do deslocamento transversal ao longo do eixo X,

(ver figura (4.21)), considerando os valores obtidos a partir do modelo proposto, de um modelo

baseado nas hipéteses de Kirchhoff e do ANSYS.

0 E — I T I
%\4& 50 75 160

08 Jo

-1 — 7777777777777 +J 7777777 ——-Modelo Proposto

w {cm)
/

§ i § i A FERNANDES (2003
B 0 . T (2003)

W —$#—ANSYS

x1 (cm)

FIGURA 4.22- Deslocamento w ao Longo do Eixo x,
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Neste caso, em particular, ndo houve diferencas significativas nos valores dos
deslocamentos entre os modelos considerando as hipéteses de Reissner e Kirchhoff. O mesmo

acontece com os valores dos momentos ao longo do eixo x,, considerando o modelo proposto

(MEC) e 0 ANSYS (MEF). A partir do modelo proposto, nos nés do engaste, ou seja, nds 18 a

28, obteve-se um momento M, =10 KNm
m

, valor igual ao da solucdo analitica.

Nesse exemplo os valores correspondentes a teoria de Reissner foram muito parecidos
com os valores obtidos utilizando-se a teoria de Kirchhoff, uma vez que, a largura da viga é
pequena e o momento é aplicado no eixo da mesma. Desta forma, o ponto de aplicagdao do
momento fica muito préximo da laje e como a laje possui espessura pequena, a influéncia da
deformacao por esforco cortante ndo € considerdvel.

Fez-se ainda um estudo da convergéncia dos resultados com o refinamento da malha.
Consideraram-se mais duas discretizacdo, obtidas a partir daquela apresentada na figura (4.21),
dobrando-se duas vezes o nimero de elementos em cada lado da placa, obtendo-se malhas de
32 e 64 elementos. Nao houve diferenca considerdvel nos valores dos deslocamentos e
momentos obtidos com as malhas de 16, 32 e 64 elementos, confirmando a convergéncia dos

resultados (figura (4.23)).

—4—16 elementos

——64 elementos

X ((I:m)

FIGURA 4.23 — Deslocamentos w ao Longo do Eixo x;
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4.9.4PLACA, ENRIJECIDA COM UMA VIGA EXTERNA,
ENGASTADA EM UM LADO E COM FORCA Q, APLICADA
NO LADO OPOSTO.

Nesse exemplo os dados da laje e da viga, assim como as condi¢des de contorno, sao os

mesmo daqueles dados no exemplo (4.9.3), exceto que nesse caso ao invés de aplicar momento
M, , prescreve-se forca Q, = —IOKJ\%1 para os nés de 1 a 9 (ver figura (4.21)).
Para o modelo proposto utiliza-se uma discretizagdo com 24 elementos e 52 nds (figura

4.24). O moédulo de elasticidade adotado é E =3x10° K% , ¢ coeficiente de Poisson v =0.

Na andlise feita com o ANSYS utiliza-se a mesma discretiza¢do do exemplo (4.9.3), resultando

em um total de 220 elementos.

39 27

:|'3' TX1 26

R 13 0,1m

05m

FIGURA 4.24 — Placa Enrijecida com Viga Externa

Inicialmente fez-se um estudo da convergéncia dos resultados considerando malhas com
16, 24, 32 e 64 elementos. Os resultados referentes as malhas de 16, 24 e 32 elementos nio
apresentaram diferenca significativa, como observa-se na figura (4.25). Entre as malhas de 32 e
64 elementos os resultados foram praticamente idénticos, evidenciando a convergéncia dos

resultados.
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—— 16 clementos

——64 elementos

w (cm)

FIGURA 4.25 — Convergéncia dos Resultados

Os valores dos deslocamentos w ao longo do eixo x, (ver figura 4.24), referentes ao

modelo proposto, ao modelo baseado nas hipéteses de Kirchhoff e ao ANSYS, sdo
apresentados na figura (4.26). Comparando os resultados obtidos a partir do modelo proposto
com aqueles obtidos a partir do ANSYS, observa-se uma diferenca relativa maxima de 1,55%,

nao representando relevancia significativa nos resultados.

— ”””””””””Ji 7777777777777777777 EL””’:(E”W””JE 7777777777777777777 EL 7777777 —I—ModelDProposto
§ 0.8 S T —
> i i i A FERNANDES (2003)
']. _"""""""""': """""""""" :'"""""""""'i"%\' """"""" :' """"
B . s NS ¢ ANSYS
R e — '
LG e B
1.8 : : : :

x1 (cm)

FIGURA 4.26 — Deslocamento w ao Longo do Eixo x,

Para os ndés do engaste, o valor do momento obtido com a solucdo analitica foi

M, :IO,SKN’"’/ , com o ANSYS foi M, =10,25KN’”’/ e com o modelo proposto foi
m m
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M, =10,37 KNmm (ver figura 4.27), ou seja, comparando o valor referente ao modelo

proposto com os valores obtidos com a solucdo analitica e com o ANSYS, tem-se,
respectivamente, um erro de 0,12% e 1,17%, ndo apresentando diferenca expressiva nos

resultados.

——-ANSYS

—&-Modelo Proposto

Mn (KNm/m)

0 20 40 60 80 100 120

X (cm)

FIGURA 4.27 — Momento M,, ao Longo do Eixo X;

4.9.5PLACA APOIADA, ENRIJECIDA COM DUAS VIGAS E COM
MOMENTO APLICADO.

Nesse exemplo analisa-se uma placa com médulo de elasticidade E = 2,7x10* K]V i’
C

7z

e coeficiente de Poisson nulo. A placa é constituida por uma laje de espessura t;,=10cm,

enrijecida com duas vigas externas de espessuras ¢, = 25cm , representada na figura (4.28).
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FIGURA 4.28 — Placa Enrijecida com Duas Vigas Externas

Como condi¢des de contorno, os dois lados correspondentes as vigas sdo considerados
livres e os outros dois apoiados. Na andlise pelo modelo proposto utiliza-se a discretizacao
apresentada na figura (4.29), onde se tém 48 elementos resultando em 100 nés ao longo do

contorno e eixo de vigas.

5 SR Dem

1 alz Ocm
2

S0cm

] - 75 2 ] Ocm

I

Lk e o | |
"S0em S50em S0cm S50em

FIGURA 4.29 — Representaciao da Placa e Discretizacao do Contorno

Ao longo dos lados apoiados sdo aplicados momentos na laje e nas laterais das vigas de
tal modo que a curvatura na placa enrijecida seja constante, pois nesse caso, a solucao analitica

¢ conhecida. Com isso, como condi¢io de contorno nos pontos da laje aplica-se

Mn(L)=15OKNC%m e nos pontos das vigas aplica-se um momento igual a

D
M, :(DV jM W) = 2343,75 KNC% - sendo D, e D, respectivamente, as rigidezes da

L
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. : Er’ . :
viga e da laje, sendo dadas por 7—2) Nesse caso, a laje e as vigas devem se comportar de
121 -v

modo independente como se fossem vigas bi-apoiadas e com momentos aplicados nas

extremidades (ver figura (4.30)).

FIGURA 4.30 - Viga Sujeita a Momento Fletor

Como resultado, espera-se deslocamentos iguais na laje e nas vigas para pontos situados

em uma mesma coordenada x, (ver figura 4.29). Os valores do deslocamento w ao longo da

viga ou da laje e o da rotacdo no apoio podem ser obtidos analiticamente, através das seguintes

equacgoes:
M (1
- | _ 4.65
2EI ( g j (:69)
ow M
- _ 4.66
¢ & El (.60

Note-se que em todos os pontos da laje e das vigas existe momento apenas na dire¢do

x,, devendo esse ser igual, respectivamente, a M., =150KNcm e
1 2(L) cm

My, =234375 KNcmcm. Deve-se observar ainda que Q, =0 e ¢, =cte ao longo dos dois

apoios e ¢, =0 ao longo dos dois lados livres.
Como respostas, se obtiveram todos os resultados esperados, sendo o comportamento do
deslocamento transversal ao longo das vigas representados na figura (4.31). O valor obtido,

pelo modelo proposto para a rotagcdo ¢, no apoio foi igual ao analitico, ou seja, ¢, = 0,006667.
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FIGURA 4.31 — Deslocamento ao Longo do Eixo da Viga

Na tabela (4.2) t€ém-se os deslocamentos referentes ao modelo proposto, nos pontos

internos (figura (4.32)) e nos pontos dos eixos das vigas de coordenadas x, =%50cm,

x;, =0cm .
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FIGURA 4.32 — Pontos Internos

TABELA 4.2 — Deslocamentos nos Pontos Internos

Ponto x,(cm) |w(cm) @i(cm/cm) | @y(cm/cm)
101, 102, 103, 94 e 32 |-50 0,25 -0,003333 |0
104, 105, 106,38 e 88 |0 0,3333 0 0
107, 108, 109,44 ¢ 82 |50 0,25 0,003333 |0
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Os momentos obtidos ao longo do eixo da viga sdo iguais ao esperado, ou seja, de valor

constante e igual a M,y =2343,75 KNC% -

4.9.6PLACA ENGASTADA, ENRIJECIDA COM DUAS VIGAS
EXTERNAS SUJEITA A CARGA UNIFORMEMENTE
DISTRIBUIDA.

A placa a ser analisada neste exemplo estd representada na figura (4.33), onde se tem
um pavimento composto por uma laje enrijecida por duas vigas externas. Como condi¢do de
contorno, em um dos lados perperdiculares aos eixos das vigas, € considerado engaste (w =0,

¢, =0e ¢, =0) e os restantes dos lados livres (Q, =0, M, =0e M, =0).

20cm 20em 20cm
| |
T T
F, > = g 200cm
¥
A3 WA AAARAF PRI ITFXARXF A T
X, Lade Engastado

FIGURA 4.33 — Laje Enrijecida com Duas Vigas Externas
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Sobre todo o pavimento é considerando um carregamento ¢ = 0,04 KJV , . O médulo
m

de elasticidade adotado foi E = 27000 K% , € o coeficiente de Poisson foi v =0,2. A laje

possui espessura ¢, =10cm e as vigas t, =25cm .

No modelo proposto foi utilizada uma discretizagdo constituida de 96 elementos,
resultando em 196 nés definidos sobre os eixos de vigas e contorno externo sem vigas (figura
(4.34)). Na andlise com o ANSYS utilizou-se elementos quadrados de lado igual a 5 cm,

resultando em um total de 480 elementos.

148 147 9% 93

[

136 43 50

FIGURA 4.34 — Discretizacao com 96 Elementos

Na andlise de convergéncia dos resultados foram consideradas quatro malhas, sendo tais
malhas compostas por 40, 60, 96 e 200 elementos. Nas figuras (4.35) e (4.36), tem-se
respectivamente, os deslocamentos e momentos na dire¢cdo X obtidos para o eixo X (ver figura

(4.33)).
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FIGURA 4.36 — Momento My ao Longo do Eixo X

Na figura (4.35), os deslocamentos referentes a malha mais refinada se aproximam
bastante daqueles da discretizacdo de 96 elementos, com uma diferenca relativa de 2,73% entre
os deslocamentos maximos. Essa diferenca foi de quase 50% para os valores obtidos com as
malhas menos refinadas.

Quanto a convergéncia dos valores do momento My, esta teve a mesma velocidade que
a convergéncia dos valores de deslocamentos. Como se pode observar na figura (4.36), ja na
malha de 60 elementos obtem-se bons resultados. No centro da viga (x=120 cm) a diferenca
relativa no valore de My foi de 38% entre as malhas de 24 e 40 elementos e de apenas 2% entre

as malhas de 96 e 200 elementos.
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Os resultados obtidos com o modelo proposto sdo comparados com aqueles obtidos com
0 ANSYS e também com um modelo baseado nas hipéteses de Kirchhoff. Nas figuras (4.37),
(4.38) e (4.39) t€m-se, respectivamente, a flecha ao longo dos eixos X e Y (ver figura (4.33)) e

a flecha ao longo do eixo da viga.

0.6

—+—Modelo Proposto
—4—ANSYS
—#—-FERNANDES (2003)

w(cm)

0.2

0.1

X{cm)

FIGURA 4.37 — Deslocamentos ao Longo do Eixo Médio X da Placa

—=—Modelo Proposto
—+—ANSYS
—B-FERNANDES (2003)

w(cm)

0 50 100 150 200

y(cm)

FIGURA 4.38 — Deslocamentos ao Longo do Eixo Médio Y da Placa
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——Modelo Proposto
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=—FERNANDES (2003)

w {cm)

X(cm)

FIGURA 4.39 — Deslocamentos ao Longo do Eixo Médio da Viga

Nas figuras (4.37), (4.38) e (4.39) pode-se notar que os deslocamentos obtidos com o
modelo proposto foram muito préximos daqueles obtidos com o ANSYS, com uma diferenca
relativa de aproximadamente 7% no valor do deslocamento do ponto central da placa. Essa

diferenca foi de 19% para o modelo Fernandes (2003).

Os momentos ao longo do eixo X e ao longo do eixo Y sdo apresentados nas figuras

(4.40) e (4.41), onde se faz uma comparacdo com o ANSYS e com um modelo baseado nas

hipéteses de Kirchhoff.

0,010
0,005 -
£ 0,000 -
g ——ANSYS
i | ! ! : ——Modelo Proposto
< -0,005 113 S A S FERNANDES (2003)

0,010 ||| AN T S I

-0.015

| X (cm)

FIGURA 4.40- Momento na Direcao X ao Longo do Eixo X



155

Capitulo 4 — Aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno

0.010
0,005
0.000

-0,005

-0.010

0,015

-0,020

-0,025

-0,030

-0,035

-0,040

-0,045

—4—ANSYS
—-Modelo Proposto
FERNANDES (2003)

My (KNm/m)

FIGURA 4.41 - Momento na Dire¢io Y ao Longo do Eixo Y

Como se pode observar, existem diferencas significativas nos resultados obtidos com a
formulacdo apresentada aqui com aqueles apresentados por Fernandes (2003) e com o ANSYS.
Na figura (4.40), nas proximidades da viga interna nota-se um momento negativo, o qual pode
ser explicado com um momento de engastamento da laje na viga.

A fim de analisar a influéncia da deformacao por cortante no exemplo dado foi feita
uma andlise de uma placa simples, sem vigas, com as mesmas dimensdes e condicdes de
contorno apresentados na figura (4.33) onde se adotaram as seguintes espessuras para a placa:
t=20cm e t=30cm. Adotaram-se esses valores para a espessura, a fim de se ter placas muito
espessas. Para t=20cm, ou seja, a espessura representado 10% da menor dimensao da placa, as
diferencas entre os deslocamentos maximos relativos, considerando-se o modelo proposto e o
modelo apresentado por Fernandes (2003) foi de 1,4%. Ja para t=30cm, ou seja, a espessura
representando 15% do valor da menor dimensao da placa, a diferenga foi de 2,8%. Portanto,
nesse caso nao se obtiveram diferencas significativas entre as andlises feitas com as hipoteses
de Reissner e aquelas onde se considerou a teoria cldssica de Kirchhoff. Esses resultados foram
confirmados na andlise com o ANSYS, onde se utilizou dois tipos de elementos: um que
considerava a deformacdo devido ao esforco cortante e outro que ndo levava em conta essa
deformacdo. Logo, nesse exemplo particular, mesmo com placas bem espessas, a influéncia da
deformacdo por esfor¢o cisalhante nao foi relevante. Portanto, pode-se explicar o fato dos
resultados apresentados anteriormente nos graficos (4.37) a (4.39), relativos ao modelo

proposto e aquele desenvolvido por Fernandes (2003), ndo terem sido muito diferentes.
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4.9.7PLACA APOIADA, ENRIJECIDA COM QUATRO VIGAS
EXTERNAS COM CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA.

Neste exemplo serd analisado um pavimento composto de uma laje enrijecida apenas
com vigas externas, apresentado na figura (4.43). Todos os lados sdo apoiados, ou seja, w=0,

M,=0 e M, =0 nos eixos das vigas externas. Uma carga uniformemente distribuida

qg=20 K% , € aplicada sobre todo o pavimento. Para as lajes foram adotados: espessura

t, =8cm, moédulo de elasticidade E = 25000000 K% , , coeficiente de Poisson v =0,25.

Para as vigas, adoram-se o0 mesmo mddulo de elasticidade e coeficiente de Poisson, porém

espessura f, = 25cm .
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FIGURA 4.42—- Dimensoes da Placa — Eixos de Referéncia
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FIGURA 4.43- Representaciao Tridimensional do Pavimento

Na andlise feita pelo modelo proposto utilizou-se uma discretizacao composta de 98
elementos e 196 nds, de acordo com a figura (4.44). Ja4 na andlise feita com o ANSYS, a
discretizacdo do dominio foi feita com elementos quadrados com lados de 5 cm (ver figura

(4.44)), resultando em um total de 7224 elementos.
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FIGURA 4.44- Discretizacao do Contorno do Pavimento
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FIGURA 4.45 - Discretizacao do Dominio — Superficie Média (ANSYS)

A variagdo do deslocamento transversal ao longo dos eixos x, x’; e y’; (ver figura 4.42)

estdo, respectivamente, nas figuras (4.46), (4.47).e (4,48).

—e—Modelo Proposto
——FERNANDES (2003)

w (cm)

—W-ANSYS

0.0 : : |
0 100 200 300 400
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FIGURA 4.46 — Deslocamentos na Laje ao Longo do Eixo x
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—4—Modelo Proposto
—A—FERNANDES (2003)

—B-ANSYS

X (m)

FIGURA 4.47 — Deslocamentos na Laje ao Longo do Eixo x’;
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FIGURA 4.48 — Deslocamentos na Laje ao Longo do Eixo y’;

Note-se que nos gréificos (4,46), (4,47) e (4,48), os deslocamentos do modelo proposto
estio préximos daqueles obtidos com o ANSYS. E interessante observar que o deslocamento

maximo da placa sem vigas externas é de 2,154cm. Assim as vigas externas diminuiram a

flecha maxima em 21%.

Quanto a convergéncia dos resultados, foram analisadas trés malhas, sendo elas
compostas de 36, 64 e 96 elementos. Os valores dos deslocamentos e momentos apresentaram
uma variagdo insignificante a medida que a malha foi refinada, uma vez que, bons resultados ja

foram obtidos com a malha mais pobre, ou seja, com a malha de 36 elementos (figura (4.49)).



160

Capitulo 4 — Aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno

—-36elem
—4—04 clem

wicm)

—8—96¢elem

0,0 i i i i
0 100 200 300 400

K(cm)

FIGURA 4.49 — Deslocamentos ao Longo do Eixo X

Nas figuras (4.50) e (4.51) sdo apresentados, respectivamente o momento na direcdo X
ao longo do eixo x e o momento na dire¢do Y ao longo do y', (ver figura 4.42), onde observa-
se que os valores obtidos com o modelo proposto se aproximam muito daqueles obtidos com o
ANSYS. Ja os valores obtidos em Fernandes (2003) apresentam diferencas significativas nos

resultados, evidenciando a importancia da considera¢do da deformacgao por esfor¢o cisalhante.

—+— ANSYS

Mx (KNm/m)

——-Modelo Proposto

—4—FERNANDES (2003)

X (cm)

FIGURA 4.50 - Variacao do Momento na Direciao X ao Longo do Eixo x
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—+—ANSYS

—B-Modelo Proposto
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FIGURA 4.51- Variacao do Momento na Direcdo Y ao Longo do Eixo y',

4.9.8 PLACA, ENRIJECIDA COM VIGAS EXTERNAS E UMA VIGA
INTERNA COM CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA.

Nesse exemplo serd analisado o caso de um pavimento, enrijecido por uma viga interna

e vigas de contorno, de acordo com a figura (4.52), onde as dimensdes estao dadas em metros.

BN W W W W O Y W W O W W W .
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FIGURA 4.52 - Placa Enrijecida com Vigas Externas e uma Viga Interna
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Como condic¢des de contorno, a placa analisada tem todos os lados apoiados, ou seja,
w=0,M,6 =0e M, =0 em todos os eixos das vigas externas.

Sobre todo o pavimento serd considerada aplicada uma carga uniformemente distribuida

qg=20 K% , . Para as lajes foram adotadas espessura t, =8cm, mddulo de elasticidade

E =25000000 K% , e coeficiente de Poisson v =0,25. Para as vigas, adota-se espessura

t, = 25¢m , médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson iguais aos da laje.

A fim de verificar a convergéncia dos resultados foram analisadas quatro malhas. A
primeira composta de 44 ndés ao longo das vigas externas e 9 nds para representar a viga
interna, resultando um total de 22 elementos e 53 nds como estd apresentado na figura (4.53).
Na segunda discretizagdo, a partir da primeira, aumentam-se quatro elementos nos lados
maiores e dois nos lados menores, resultando em 42 elementos e 106 nds. A terceira e quarta
malhas sdo obtidas a partir da segunda, sendo compostas respectivamente por 82 e 122

elementos.

FIGURA 4.53 - Discretizaciao Através das Linhas Médias das Vigas

Na andlise de convergéncia dos resultados (ver figura (4.54)), foi observada uma
diferenca relativa maxima de 0,47% nos deslocamentos ao longo da viga interna, considerando-
se a malha mais pobre e a malha mais refinada, ou seja, tem-se a convergéncia dos resultados
mesmo na malha mais pobre. Quanto aos valores dos momentos, a diferenca mdxima relativa

foi ainda menor, aproximadamente 0,13%.
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FIGURA 4.54 — Deslocamentos ao Longo do Eixo da Viga Interna

Na andlise feita com o ANSYS, utilizou-se elementos quadrados com lados de 5 cm,
resultando em um total de 7224 elementos. A figura (4.55) detalha a malha e a figura (4.56)
apresenta 0 modelo 3D da estrutura, assim como a posicdo da superficie média, onde € feita a

discretizagdo.

FIGURA 4.55 - Discretizacao do Dominio — Superficie Média (ANSYS)
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FIGURA 4.56 — Representacao Tridimensional do Pavimento

Na figura (4.57), (4,58) e (4,59) t€m-se os valores dos deslocamentos referentes ao
modelo proposto, ao modelo baseado nas hipéteses de Kirchhoff e referentes ao ANSYS,

respectivamente nos eixos da viga interna, y’; € X’;.

—m—Modelo Proposto

—+—ANSYS

w (cm)

—< FERNANDES
(2003)

X (cm)

FIGURA 4.57 — Flecha na Viga Interna
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FIGURA 4.58 — Deslocamentos ao Longo do Eixo y’;
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FIGURA 4.59 — Deslocamentos ao Longo do Eixo x’;

Pode-se observar nas figuras (4.57), (4,58) e (4,59) uma diferencga significativa nos
valores obtidos com os dois modelos, um considerando-se as hipdteses de Reissner e o outro as
hipdteses de Kirchhoff. Essa diferenga € devida as deformagdes causadas pelo esforco cortante.
Ainda nas figuras (4.57), (4.58) e (4.59), considerando os valores obtidos com o modelo
proposto e com o ANSYS, nota-se que os resultados sdo muito préximos, ndo apresentando

diferencas relevantes.
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Note-se que comparando esse exemplo com o anterior (item (4.9.7)), a presenca da viga
interna diminiu em aproximadamente 30% o valor do deslocamento méaximo ao longo do eixo
da viga.

E interessante dizer que os resultados apresentados para o modelo de Kirchhoff sio
bastante proximos dos resultados obtidos com o ANSYS, da adocdo de um elemento que nao
leva em conta a deformacdo devido ao esforco cisalhante.

A variacdo do momento Mg, momento de flexdo na dire¢do s tangencial ao eixo da viga,

ao longo do eixo da viga interna estd apresentada na figura (4.60).

—+— ANSYS

—-Modelo Proposto

Ms (KNm/m)

FERNANDES (2003)

X (cm)

FIGURA 4.60- Variacao do Momento M; ao Longo do Eixo da Viga Interna

Na figura (4.61) tem-se 0 momento na dire¢do X ao longo do eixo X; da placa.
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FIGURA 4.61- Momento Mx ao Longo do Eixo X;

Nas figuras (4.60) e (4.61) pode-se observar que os resultados obtidos com o modelo
proposto se aproximam bastante dos resutlados obtidos com 0 ANSYS.

Aproveitando esse exemplo, fez-se mais uma andlise adotando-se as espessuras

t, =t, =8cm. A flecha médxima na viga interna obtida com o modelo proposto foi de
2,041cm , aquela relativa ao modelo baseado nas hipéteses de Kirchhoff foi de 2,048cm e a
relativa ao ANSYS foi de 2,078cm. Como era de se esperar, pois se trata de uma placa
delgada, a diferenca foi muito pequena, em torno de 0,4%. E interessante notar que a flecha

mdxima obtida com o modelo proposto adotando-se t, =25cm foi aproximadamente 35%
menor que aquela onde se considera f, =8cm. Para o modelo baseado nas hipdteses de
Kirchhoff, a flecha méxima na viga interna referente a andlise onde se admite #, =8cm foi

quase trés vezes maior que aquela em que se considera ¢, = 25cm.
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4.99PLACA APOIADA, ENRIJECIDA COM VIGAS NO
CONTORNO EXTERNO E VIGAS INTERNAS.

Nesse exemplo serd analisado um pavimento constituido por quatro lajes, enrijecidas
por vigas externas e duas vigas internas. O pavimento estd representado na figura (4.62), onde

as dimensoes sao dadas em metros.

70,15
Ly L, 3.0
= T0.2
i I, L, 3.0
i j:rO_, 15
0?1 3.0 di 3,0 0:3!_1

FIGURA 4.62 — Placa Enrijecida com Vigas de Diferentes Rigidezes

Como condi¢des de contorno tém-se todos os lados da placa apoiados, ou seja, w=0,

¢, =0 e ¢ =0 ao longo dos eixos das vigas de extremidades. Para todas as lajes serd adotada
espessura ty=8cm e para as vigas t,=25cm.

Adotou-se ainda, médulo de elasticidade E = 3000000 K% , e coeficiente de Poisson

v =0,16. Sobre todo o pavimento é considerada aplicada uma carga uniformemente distribuida

lor g=5KN/ .
de valor g =5 412
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Inicialmente fez-se um estudo da convergéncia dos resultados. Para tal, foram
consideradas quatro malhas, constituidas de 65, 125, 185 e 245 elementos. O deslocamento ao

longo do eixo X € apresentado na figura (4.63).
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- =—d=125¢lem

E 4
——185¢elem
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2

1

0

0 100 200 300 400 500 600 700
X (cm)

FIGURA 4.63 — Deslocamento ao Longo do Eixo X

Na figura (4.63) pode-se notar que os valores referentes a malha mais refinada sdo
praticamente iguais aqueles da discretizacdo de 125 elementos, com uma diferenca relativa de
0,34% entre os deslocamentos maximos.

Na andlise feita com o ANSYS utilizou-se elementos quadrados com lados de 5 cm,
resultando em um total de 16640 elementos. A figura (4.64) detalha o comportamento do

deslocamento w, obtido através do ANSYS, em toda a placa.
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FIGURA 4.64 — Deslocamento w no Pavimento

Nas figuras (4.65) e (4.66) comparam-se os valores dos deslocamentos obtidos com o
ANSYS, com um modelo baseado nas hipéteses de Kirchhoff e com o modelo proposto,

respectivamente nos eixos X e X’;.
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FIGURA 4.65 - Deslocamento ao Longo do Eixo X’;
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FIGURA 4.66 — Deslocamento ao Longo do Eixo X

Nas figuras (4.65) e (4.66) observa-se uma grande diferenca nos valores dos
deslocamentos comparando o modelo proposto com o modelo de Fernandes (2003). Ja os
valores obtidos com o modelo proposto e com o ANSYS, apresentam uma pequena diferenca
relativa. O modelo proposto apresenta-se ligeiramente mais rigido que o ANSYS. Note-se que
quanto mais afastado das vigas internas, mais o deslocamnento obtido com o modelo proposto
se aproxima dos valores obtidos com 0 ANSYS.

Os valores dos momentos ao longo do eixo X’; estdo apresentados na figura (4.67),
onde compara-se os resultados obtidos com o modelo proposto, com o ANSYS e com

Fernandes (2003). Na figura (4.68) apresenta-se 0 momento Ms ao longo do eixo Y.
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FIGURA 4.67 - Momento Mx ao Longo do Eixo X’y

£
£
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= ——ANSYS
=
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FIGURA 4.68 — Momento M; ao Longo do Eixo Y
Na figura (4.67) nota-se que os valores relativos ao modelo proposto e ao ANSYS sdo

muito préximos, com exce¢do dos valores nas proximidades de vigas. Proximo as vigas

externas observa-se no modelo proposto um momento negativo, o que ¢é coerente,

representando um momento de engastamento entre a laje e a viga.
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CONCLUSOES

Neste trabalho, é apresentada uma formulacdo do Método dos Elementos de Contorno
para andlise linear de flexdo de pavimentos de edificios fazendo-se considera¢do das
deformacgdes por esforco cisalhante. O pavimento é considerado como sendo uma placa
subdividida em sub-regides, sendo cada sub-regido a representacdo de uma laje ou viga. Nesta
formulacao, objetiva-se a andlise de flexdo simples, ou seja, as vigas e lajes sdo representadas
pelas suas superficies médias. Um modelo alternativo € obtido a partir da formulagao
apresentada, onde as varidveis ao longo das interfaces placa-viga sdo escritas em funcao de
seus valores no eixo da viga. Desta forma, dispensa-se a discretizacao das interfaces placa-viga,
discretizando-se apenas as linhas médias das vigas, o que demonstrou ser muito interessante,
devido a grande redu¢@o no nimero de graus de liberdade do problema.

Nos exemplos numéricos cujas respostas analiticas eram conhecidas, o modelo
apresentou 6timos resultados. A precisdo dos resultados comprova a viabilidade da utilizagdao
do Método dos Elementos de Contorno para a andlise de placas. O modelo utilizado possibilita
modelar placas com geometria qualquer, incluindo placas com descontinuidades de vinculagdes
no contorno, discretizando-se apenas o contorno externo sem vigas e eixos de vigas, o que
representa vantagem em relagdo aos outros métodos numéricos, onde é necessdrio discretizar-se
todo o dominio. Ressalta-se que a drea onde estd distribuido o carregamento pode ter qualquer
forma e € independente da discretiza¢do do contorno.

Os resultados apresentaram boa convergéncia com o refinamento da malha, sendo que,
respostas com boa precisdo foram obtidas com malhas pouco refinadas. Os resultados
encontrados foram comparados com aqueles obtidos através do modelo numérico desenvolvido
por Fernandes (2003) ou através do software ANSYS (versao 10.0), que é baseado no Método
dos Elementos Finitos.

Nos quatro primeiros exemplos analisados, que eram mais simples, os resultados foram
proximos daqueles obtidos com outros métodos numéricos. No quinto exemplo, onde a solugao
analitica era conhecida, o modelo proposto produziu resultados praticamente exatos. No sexto
exemplo analisou-se um pavimento um pouco mais complexo, enrijecido por vigas externas e

engastado. Nesse caso, para obter a convergéncia foi necessaria uma malha bem mais refinada.
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Observou-se ainda que os deslocamentos na laje eram maiores daqueles obtidos com o modelo
de Fernandes (2003), porém os deslocamentos obtidos nas vigas eram praticamente iguais a
esses. No sétimo e oitavo exemplo, os deslocamentos foram muito proximos daqueles obtidos
com o ANSYS, e consideravelmente maiores do que aqueles obtidos com Fernandes (2003).
No nono exemplo, analisou-se um pavimento bem mais complexo, constituido de vigas
externas e internas, onde observou-se um maior enrijecimento provocado pelas vigas internas,
diminuindo os deslocamentos proximo destas vigas. Deve-se ressaltar que afastando das vigas
internas, os deslocamentos sao muito préximos daqueles obtidos com o0 ANSYS.

No geral, todos os exemplos apresentaram rapida convergéncia, produzindo resultados
confidveis, mostrando-se ser um modelo estdvel. Na maioria dos exemplos, os deslocamentos
obtidos com o modelo proposto sdo maiores que aqueles relativos ao modelo de Fernandes
(2003), que € baseado nas hipdteses de Kirchhoff, ou seja, ndo leva em conta a deformacao
devido ao esforco cortante. Fica-se evidenciado, dessa forma, a importincia da consideracdo
dessa deformacao na andlise do pavimento.

Como continuacdo do trabalho, seria interessante estender a formulagdo para poder
considerar uma possivel variacao de espessura ao longo das lajes e vigas ou para considerar a
andlise de flexdao composta. Nesse ultimo caso, as sub-regides seriam representadas por uma
mesma superficie de referéncia, ou seja, os efeitos de membrana deveriam ser também levados
em conta. Outra modificacdo interessante seria desenvolver a formulacdo para analise nao-
linear de pavimentos de edificios sujeitos a flexdo composta, através da inclusao de campos de
momentos e forcas normais iniciais na placa em sub-regides, tornando a formulacao mais geral

e capaz de produzir resultados ainda mais confidveis.
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