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pela abertura à discussões e ampla disposição à colaboração. Um exemplo positivo dessas colaborações

são os trabalhos desenvolvidos com o Santini a quem agradeço por nossas frut́ıferas discussões. Além

disso, o regular “pequeno seminário” das sextas-feiras de manhã são a prova sistêmica da dinâmica
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tudo.... Cada um no seu estilo próprio, ambos são pessoas por quem tenho grande carinho.

Outra pessoa que gostaria de nomear explicitamente é o Patrick Peter, pesquisador do “Institut
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Resumo

Este trabalho faz parte de um estudo sistemático de modelos não singulares que vem sendo desen-

volvido no intuito de ampliar a descrição causal do Universo observável. Para isto iremos nos restringir

à evolução do Universo primordial, considerando o conteúdo material descrito por um campo escalar

minimamente acoplado à gravitação.

Primeiramente consideraremos um modelo essencialmente clássico com um campo escalar massivo

cujo potencial de auto-interação é do tipo λϕ4. Este sistema apresenta soluções de ricochete seguidas

de uma fase de expansão quase-exponencial, com um número suficiente de “e-fold’s”. Neste contexto,

estudaremos como se comportam as perturbações escalares de primeira ordem e calcularemos a matriz

de transferência que conecta os modos crescente e decrescente antes e depois do ricochete.

Em seguida, de acordo com o programa de mini-superespaço, quantizaremos o sistema para um

campo escalar livre, e encontraremos as soluções da equação de Wheeler - de Witt para os três valores

posśıveis da curvatura espacial, K = 0, ±1. Este sistema apresenta vários tipos de solução como por

exemplo, modelos de Universos ćıclicos, modelos com ricochete, modelos do tipo “Big Bang - Big

Crunch” e Universos que sempre se expandem de (contraem para) uma singularidade.

A partir de uma generalização da função de onda inicial, desenvolveremos um modelo inflacionário

não singular onde o fator de escala se expande de forma acelerada de um valor finito não nulo. Após

a transição para a fase desacelerada, o sistema passa a um regime clássico nos permitindo conjecturar

uma posśıvel conexão com o modelo padrão da cosmologia, antes da nucleosśıntese.

Por fim, quantizaremos as perturbações escalares sem usarmos as equações de fundo como normal-

mente é feito na literatura. Para tanto utilizaremos transformações canônicas no intuito de encontrar

um sistema hamiltoniano equivalente que possa ser quantizado consistentemente e, com o aux́ılio da

teoria de Bohm - de Broglie, chegaremos a correta equação para as perturbações escalares na repre-

sentação de Heisenberg.
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Abstract

This work is part of a systematic study on non-singular models aiming at extending the causal

description of the observable Universe. We will be mainly concerned with the dynamics of the primordial

Universe with its matter content described by a scalar field minimally coupled to gravity.

First, we consider a classical model with a massive scalar field under the influence of a self-

interaction potential of the λϕ4 type. We find that the system goes through a bounce followed by

a quasi-exponetial expansion, which can be controlled to produce a sufficient number of e-fold’s. Given

the background dynamics, we go on to consider the evolution of first order scalar perturbations, and

we obtain the mixing matrix connecting the dominant and sub-dominant modes through the bounce.

The quantization of the system follows the minisuperspace program. We solve the Wheeler - de

Witt equation for a free scalar field and find the general solutions for the three possible values of the

spatial curvature, K = 0, ±1. This system presents all types of solutions such as cyclic Universes, “Big

Bang - Big Crunch” models, bounce models and also ever expanding or contracting singular Universes.

Futhermore, with a generalization of the initial wave function, we can develop a non-singular

inflationary model with a finite volume in the far past. After the inflationary expansion, already in

the decelerated phase, the system goes to a classical regime which possibly could be connected to the

standard cosmological model.

Finally, we proceed to quantize the scalar perturbations without using the background equations of

motion as is normally done in the literature. To do so, we perform a series of canonical transformations

to an equivalent hamiltonian system that can be consistently quantized and, by making use of the

Bohm - de Broglie quantum interpretation, we show how to generate the correct quantum equation for

the scalar perturbation in the Heisenberg’s picture.
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Caṕıtulo 1

Introdução

“Não há realidade objetiva

sem história.”

Cesar Lattes

Este trabalho faz parte de um estudo sistemático de modelos não singulares que pretende

ampliar a descrição evolutiva do Universo se mantendo sempre no campo cient́ıfico.

O modelo padrão da cosmologia prevê que aproximadamente a 14 bilhões de anos o Uni-

verso se encontrava num estado de alta densidade e temperatura com o conteúdo material

se comportando como um plasma de part́ıculas elementares. Numa fase anterior, a teoria

clássica, ao ser extrapolada, leva o modelo a uma singularidade a qual não pode ser tratada

por nenhuma técnica até hoje desenvolvida.

Existe uma série de possibilidades para se evitar esta quimera. Podeŕıamos, por exemplo,

supor que durante esta fase a matéria se comporte como um fluido que viola as condições de

energia necessárias para a validade dos teoremas de singularidade desenvolvidas na década de

60 por Penrose e Hawking Ref. [83].

Embora a primeira vista suas hipóteses nos pareçam coerentes e razoáveis, concluiu-se que

estes teoremas são na realidade excessivamente restritivos.
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Algumas posśıveis condições para gerarmos modelos não singulares são (ver Ref. [91]):

1. Introdução de uma constante cosmológica.

2. Violar a condição RµνV µV ν > 0 modificando a descrição do conteúdo material.

3. Modificar o lado direito da equações de Einstein com flutuações estocásticas ou efeitos

quânticos.

4. Considerar geometrias não Riemannianas como a de Weyl e geometrias com torção.

5. Acoplamento não-mı́nimo dos campos f́ısicos com a gravitação.

6. Lagrangianas não-lineares como o Eletromagnetismo com L = L(F ) e gravitação com

L = f(R).

Neste estudo desenvolvemos modelos de Universos não singulares cujo conteúdo material

é descrito por um campo escalar. Além da sua simplicidade descritiva, a adequação desta

hipótese pode ser argumentada tanto pela expectativa de que a velocidade do som, devido à

extrema densidade deste fluido, deva ser próxima da velocidade da luz (δp/δρ ≈ 1) Ref. [103],

como encontramos motivações na f́ısica de altas energias onde o campo escalar descreve um

campo fundamental da teoria.

De um ponto de vista f́ısico, o primeiro modelo cosmológico relativ́ıstico proposto em 1917

por Einstein Ref. [50] é um modelo de Universo eterno e, logo em seguida, na década 30,

encontramos modelos ćıclicos de Universos não singulares Ref.’s [1]-[3]. As primeiras soluções

expĺıcitas de modelos com ricochete foram obtidas no final da década de 70 por Novello e

Salim Ref.[4] e por Melnikov e Orlov Ref.[6].

No entanto, somado aos teoremas de singularidade, o paradigma inflacionário, com a pos-

sibilidade de resolver algumas questões cosmológicas aumentando o poder preditivo / e ex-

plicativo do modelo padrão, fez com que se postergasse o ataque a questão da singularidade

inicial. Argumentava-se que deveŕıamos nos restringir a questões que tratassem apenas do

Universo observável ou que deveŕıamos esperar a formulação de uma teoria quântica para a

gravitação para podermos lidar consistentemente com esta questão.

Com a observação da aceleração da expansão do Universo, aparentemente, a cogitação de

violarmos a condição ρ + 3p > 0 que é justamente a necessária para termos um ricochete
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passou a se tornar mais plauśıvel.

Hoje em dia, podemos encontrar uma série de trabalhos de modelos não singulares com

uma infinidade de modificações do modelo padrão da cosmologia (para uma revisão ampla do

assunto ver Ref. [90]). Em geral, esses modelos podem ser divididos em duas classes: Universos

criados (ver Ref.[5]) ou Universos eternos que podem ainda ser divididos entre modelos que

sempre se expandiram ou modelos com ricochetes.

Esta tese está dividida basicamente em três caṕıtulos. No caṕıtulo “Fundamentação

Teórica” desenvolvemos o essencial das teorias que nos serão úteis nos modelos estudados

posteriormente. No caṕıtulo seguinte nos dedicamos a um breve apanhado das principais

idéias envolvidas no paradigma inflacionário considerando as suas vantagens, desvantagens e

os seus limites de aplicabilidade.

O caṕıtulo “Modelos de Universos Não Singulares”, onde desenvolvemos de fato o nosso

trabalho, é dividido em duas seções. Na primeira seção analisamos um sistema estritamente

clássico e estudamos o comportamento das perturbações escalares através de um ricochete

(“bounce”). Embora a dinâmica do sistema não perturbado seja extremamente interessante,

o potencial massivo com um termo λϕ4 para o campo escalar não nos permite construir

um modelo completo que preveja um espectro primordial para as perturbações escalares.

No entanto, a análise deste sistema continua sendo válida se supusermos que existe uma

fase anterior a dominada pelo campo escalar de forma que podemos estudar a influência do

ricochete no espectro das perturbações.

Em seguida, quantizamos o sistema para um campo escalar livre minimamente acoplado

à gravitação. A dinâmica do sistema não perturbado mostra uma riqueza de soluções não

encontrada na dinâmica clássica com modelos do tipo “Big Bang - Big Crunch”, Universos

ćıclicos, modelos singulares que sempre se expandem (contraem) a partir de (em direção a)

uma singularidade com uma posśıvel fase intermediária acelerada e modelos não singulares

que descrevem ricochetes.

Além disso, desenvolvemos uma solução interessante que ainda não havia sido explorada

na literatura onde generalizamos o parâmetro que define a variância da gaussiana que modela

a função de onda inicial do Universo. Este último modelo representa um Universo inflacionário

não singular cujo fator de escalar se expande de um valor finito no passado remoto atingindo

uma fase de comportamento clássico que pode eventualmente ser conectada com o modelo
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padrão da cosmologia.

Neste contexto, para estudarmos as perturbações deste sistema, não podemos usar o proce-

dimento geralmente utilizado na literatura pois este se vale das equações clássicas do sistema

não perturbado para simplificar o sistema e torná-lo tratável. Para abrir a possibilidade

do estudo das perturbações num sistema onde as variáveis de fundo também são quantiza-

das, desenvolvemos consistentemente a quantização deste sistema encontrando corretamente a

equação que descreve a dinâmica para o operador associado à variável de Mukhanov - Sasaki.
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Caṕıtulo 2

Fundamentação Teórica

“O Universo (que outros chamam a Biblioteca)

compõe-se de um número indefinido, e talvez infinito,

de galerias hexagonais...”

- A Biblioteca de Babel -

Jorge Luis Borges

2.1 Teoria Quântica Não-Relativ́ıstica

2.1.1 Interpretação causal

Em 1900, Max Planck foi o primeiro cientista a quantizar a energia do campo eletro-

magnético. Na realidade, Planck utilizou a quantização como mero artif́ıcio matemático para

conseguir reproduzir o espectro de emissão de um corpo negro sem, de fato, propor que o campo

eletromagnético fosse realmente quantizado. Albert Einstein, por sua vez, levou a sério a pro-

posta de quantização de Planck e usou a noção de fótons, quanta do campo eletromagnético,

para explicar o efeito fotoelétrico.

Neste ińıcio de século XX, surgiram vários experimentos que comprovaram a necessidade

de uma reformulação profunda nos conceitos da mecânica clássica. Seguindo este caminho, os

mais proeminentes cientistas da época conseguiram em esforço conjunto construir um forma-

lismo matemático capaz de predizer resultados experimentais que, mais tarde com o advento
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da eletrodinâmica quântica, se tornariam as previsões mais precisas já atingidas na f́ısica, fato

este que comprova o sucesso de uma teoria.

No entanto, desde do seu ińıcio, não houve um consenso geral quanto a interpretação da

mecânica quântica. P.A.M Dirac e Von Neumann, por exemplo, assumiram uma postura

pragmática e postularam o colapso da função de onda, enquanto que Niels Bohr optou por

explicar o processo de medição através do conceito de complementaridade entre quantidades

f́ısicas. Compreendendo a importância do prinćıpio de incerteza, Werner Heisenberg tentou

descrever a mecânica quântica utilizando apenas observáveis com o seu programa matricial.

Em 1929, durante uma conferência realizada na cidade de Copenhagen, a maioria dos

cientistas convergiram para o que hoje nós chamamos de interpretação de Copenhagen. Apesar

de seu sucesso com predições muito precisas, com o passar do tempo, as limitações conceituais

desta interpretação começaram vir a tona e com isso novas interpretações foram formuladas.

Em 1952, David Bohm Ref. [15] publicou um artigo onde apresentou pela primeira vez sua

formulação de variáveis ocultas, também conhecida como interpretação de Bohm- de Broglie.1

Outra interpretação foi desenvolvida por Hugh Everett e publicada em 1957 Ref. [19] com

o t́ıtulo “Relative State Formulation of Quantum Mechanics”, hoje em dia conhecida como

interpretação de vários mundos.

Por enquanto, ainda não existe observações contundentes que nos permitam descartar

qualquer uma dentre essas interpretação de forma que somos levados a considerar todas equi-

valentemente válidas, salvo por inconsistências lógicas como, por exemplo, querer aplicar a

interpretação de Copenhagen ao Universo como um todo Ref. [20].

Nesta seção, nos restringiremos a analisar a interpretação causal de Bohm- de Broglie

comparando-a com a interpretação de Copenhagen quando necessário.

Nesta interpretação o conceito de sistema isolado é modificado. Um elétron é entendido

como uma part́ıcula adimensional que descreve uma trajetória no espaço sempre acompanhada

de uma onda ψ (~x, t) que exerce influência sobre a sua trajetória. Entende-se então que um

sistema isolado é composto pela part́ıcula acompanhada por sua onda. Ao contrário dos

campos f́ısicos convencionais, não existe uma fonte para esta onda - ela é intŕınseca ao sistema.

Vale ressaltar que, ao contrário da interpretação de Copenhagen, na interpretação causal
1o nome é referência ao trabalho de 1926 Ref.’s [16]-[18] de L. de Broglie, cujo D. Bohm teve conhecimento

após ter conclúıdo seu artigo de 1952
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a função de onda ψ não caracteriza completamente o sistema quântico em questão visto a

realidade ontológica do conceito de part́ıcula.

A sua evolução dinâmica é descrita naturalmente pela equação de Schrödinger. Para uma

função de onda complexa bem comportada sempre podemos re-escrevê-la na forma polar,

Ψ (~x, t) = R (~x, t) e
i
~S(~x,t)

onde R (~x, t) e S (~x, t) são funções reais e ~ é a constante de Planck dividida por 2π.

É interessante re-escrever a equação de Schrödinger com a função de onda na sua forma

polar pois assim podemos separá-la em duas equações reais acoplando os dois campos R (~x, t)

e S (~x, t), o que facilitará a sua interpretação f́ısica e a sua relação com a part́ıcula.

Tomemos então a equação de Schrödinger para um dado potencial V (~x, t):

i~
∂Ψ (~x, t)

∂t
=
(
−~2∇2

2m
+ V (~x, t)

)
Ψ (~x, t) .

Ao substituir a forma polar da função de onda encontramos duas novas equações, a saber,

∂S (~x, t)
∂t

+
(∇S (~x, t))2

2m
+ V (~x, t) +Q (~x, t) = 0 (2.1)

∂R2 (~x, t)
∂t

+∇
(
R2 (~x, t)

∇S (~x, t)
m

)
= 0 (2.2)

Q (~x, t) .= − ~2

2m
∇2R (~x, t)
R (~x, t)

R2 (~x, t) = Ψ?Ψ = ‖Ψ‖2

A equação (2.1) é uma equação tipo Hamilton–Jacobi com a presença de dois potenciais,

enquanto que a (2.2) é uma equação de continuidade, uma lei de conservação. Para tornar estas

analogias consistentes, postula-se que o momento da part́ıcula, no caso o elétron, é descrito

pelo gradiente da fase da função de onda em unidades de ~, ou seja, ~p (~x, t) = ~5S (~x, t). Feito

isto, para se encontrar a trajetória da part́ıcula basta integrarmos a expressão

~̇x =
∇S (~x, t)

m
. (2.3)

Ao pensar na equação (2.2) como uma equação de continuidade, estamos atribuindo à

função R2 (~x, t) uma caracteŕıstica de densidade de probabilidade. R2 (~x, t) fornece a proba-

bilidade da part́ıcula estar na posição entre ~x e ~x+ ~dx num dado instante de tempo t 2. Note,
2Na interpretação de Copenhagen esta quantidade é associada com a probabilidade de se encontrar a

part́ıcula nesta posição.
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porém, que na equação (2.1) a função R (~x, t) também determina o potencial quântico, ou

seja, esta função assume dois papeis distintos: determina a probabilidade da part́ıcula estar

numa dada região do espaço e ao mesmo tempo influência na dinâmica da part́ıcula através

do potencial quântico.

Como já mencionamos, devido a equação (2.3) a função de onda ψ (~x, t) não especifica

completamente o estado do sistema, ainda fica faltando fornecer a posição inicial da part́ıcula

~x0. Este é o único dado extra que não está contido na função de onda.

Nesta formulação, a noção de probabilidade advém justamente da incapacidade experi-

mental de determinarmos com precisão infinita a posição inicial. A probabilidade associada

ao mundo quântico não é inerente ao conceito de realidade como N. Bohr defendia, mas surge

da mesma maneira que na mecânica estat́ıstica clássica. A associação de R2 (~x, t) com pro-

babilidade não é ingênua, é justamente através desta associação que garantimos a reprodução

de todos os resultados experimentais estat́ısticos da mecânica quântica.

Na realidade, basta requeremos uma condição mais fraca. É suficiente postular que no

instante inicial t0 a probabilidade de encontrar a part́ıcula na região entre ~x e ~x+ ~dx é dada

por R2 (~x, t0). A unitariedade da equação de Schrödinger nos garante que se a probabilidade

em t = t0 é R2 (~x, t0) então num tempo t a probabilidade será R2 (~x, t).

À primeira vista parece uma tarefa ingrata tentar explicar os fenômenos nada intuitivos

do mundo quântico como, por exemplo, o tunelamento ou o experimento de dupla fenda

mantendo-se o conceito de trajetória e a realidade das part́ıculas. Isto só é posśıvel graças ao

potencial quântico o qual é responsável por todas as manifestações quânticas.

Aparece assim uma maneira natural de se tomar o limite clássico. Definimos o limite

clássico como o regime onde podemos desprezar os efeitos do potencial quântico frente aos do

potencial V (~x, t). A teoria é consistentemente aplicada a todos os sistemas microscópicos e

macroscópicos inclusive ao processo que chamamos medição.

Vamos então analisar as caracteŕısticas do potencial quântico e tentar elucidar como elas

geram os fenômenos quânticos.

O potencial quântico tem uma peculiaridade de não depender da intensidade do campo

R (~x, t), ele depende apenas da sua forma, o que faz com que a sua influência possa ser

estendida a distâncias macroscópicas. As suas caracteŕısticas nos permite de entendê-lo como

uma onda de informação. Para melhor explicar esta idéia, D. Bohm recorreu ao conceito de
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informação ativa. Façamos uma analogia seguindo as idéias de Bohm Ref. [21].

As ondas de rádio permeiam todo o espaço carregando consigo informação (música, fala,

etc.) codificada na sua forma. A música que nós ouvimos ao ligar o aparelho de rádio tem

como fonte de energia não a onda eletromagnética mas sim a tomada da rede elétrica, ou seja,

a onda tem apenas o papel de carregar a informação. Neste sentido podemos dizer que as

ondas de rádio são potencialmente ativas em todo o espaço, porém são realmente ativa apenas

dentro do sistema elétrico do aparelho.

É desta mesma forma que devemos pensar o potencial quântico. Ele é potencialmente ativo

em todo espaço onde não é nulo mas é realmente ativo apenas na posição onde se encontra a

part́ıcula. A única diferença nesta analogia é que o potencial quântico, ao contrário das ondas

de rádio convencionais, não possui nenhuma forma de energia, ele carrega estritamente apenas

informação.

No experimento de dupla fenda Ref. [22], podeŕıamos fazer passar uma part́ıcula de cada

vez através do anteparo de forma a garantirmos que não haja interação entre as part́ıculas.

Na interpretação causal, cada part́ıcula passa por apenas uma das duas fendas enquanto que

a função de onda passa necessariamente pelas duas. As ondas emergentes de cada fenda car-

regam consigo informação sobre a estrutura global do aparato como a posição e a largura

das fendas. Além disso, com a sua evolução, estas ondas que antes estavam separadas espa-

cialmente irão se sobrepor transportando e mesclando essas informações sobre o aparato de

medida. Assim o potencial quântico influência a trajetória da part́ıcula informando-a sobre a

estrutura do ambiente como um todo, mesmo quando a part́ıcula já se encontra distante do

aparato experimental.

Vemos assim que os sistemas quânticos possuem uma dependência no estado do sistema

global. A interpretação causal fornece uma maneira de tentar entender como o todo tem in-

fluência local. Bohr foi talvez o primeiro a defender que um sistema quântico não pode ser

entendido a partir de seus fragmentos. No entanto, dentro de sua interpretação querer estudar

a influência do todo sobre cada parte é carente de sentido devido a noção de complementari-

edade que ele desenvolve.
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2.1.2 Sistema de várias part́ıculas

Se formos um passo mais adiante e analisarmos o caso de muitos corpos, esta estrutura

do todo inseparável é ainda mais alarmante. Num sistema de N part́ıculas, a função de onda

ψ (~x1, ~x2, . . . ~xN , t) é definida num espaço de configuração 3N dimensional. Re-escrevendo-a

na forma polar chegamos a equações análogas as anteriores dadas por

∂S

∂t
+

N∑
i=1

(∇iS)2

2mi
+ V +Q = 0 (2.4)

∂R2

∂t
+

N∑
i=1

∇i
(
R2∇iS

mi

)
= 0 (2.5)

onde,

Q (~x1, . . . , ~xN , t)
.= − ~2

2m

N∑
i=1

∇2
iR (~x1, . . . , ~xN , t)
R (~x1, . . . , ~xN , t)

R2 = Ψ?Ψ = ‖Ψ‖2

A interpretação de probabilidade continua sendo válida devido à equação de continuidade,

porém, agora fica mais evidente a dependência do potencial quântico com relação à confi-

guração de todas as part́ıculas. A força associada ao potencial quântico difere das outras

forças da natureza por não poder ser determinada a partir das posições das part́ıculas e even-

tuais condições de contorno, ela depende do estado do sistema, ou seja, da função de onda que

é solução da equação de Schrödinger.

Assim sendo, a separação espacial não é mais um critério para definirmos um sistema

isolado de influência externa. É fácil perceber que este processo em cadeia nos levaria a

considerar a função de onda do Universo como um todo para estudarmos, por exemplo, a

dinâmica de uma bolinha de ping-pong.

Como é então posśıvel explicarmos o sucesso da f́ısica clássica onde o processo é exatamente

o inverso, estuda-se as partes para se explicar o todo? A resposta esta na fatorização da função

de onda.

Pode-se mostrar que quando a função de onda é fatorável em produtos de funções de onda

de sub-sistemas, cada sub-sistema se comporta independentemente dos outros sendo assim

necessário considerar apenas o seu todo isoladamente. Dentro desta visão, a dependência no
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todo é uma propriedade fundamental dos sistemas f́ısicos enquanto que o reducionismo, a pos-

sibilidade de análise por particionamento, é apenas um caso particular que deve sempre ser

testado caso a caso.

2.1.3 Medida na interpretação causal

Uma vantagem adicional da interpretação causal é a possibilidade de descrever o processo

de medida. A teoria é em prinćıpio aplicável a qualquer sistema f́ısico inclusive no que cos-

tumamos chamar de arranjo experimental. Deve-se ressaltar que o termo “medida de um

observável” é danoso e geralmente leva-nos a idéias imprecisas a respeito do processo. Alguns

autores, dentre eles John Bell Ref. [23], já expressaram suas cŕıticas a este respeito.

Não se pretende aqui esgotar a análise do “processo de medição”, iremos apenas fazer

alguns comentários a respeito deste tema. Para melhor entender este processo, podemos

divid́ı-lo em duas etapas Ref.’s[24, 25] que se distinguem com relação à reversibilidade do

processo. A primeira etapa é reverśıvel enquanto que a segunda irreverśıvel.

Suponha que queiramos “medir” um “observável” A (~x, ~p) dado que o estado de um elétron

seja uma superposição linear de N de seus auto-estados. Na primeira etapa do processo,

dá-se uma separação espacial entre os pacotes de onda associados a cada auto-estado do

observável de modo a não haver superposição entre eles. Uma vez separados, a part́ıcula deve

se encontrar em apenas um destes pacotes já que a região intermediária tem probabilidade

nula R2 (~x, ~p) = 0.

Certamente, nesta situação a informação potencialmente ativa nos pacotes vazios (vazios

no sentido de não conterem a part́ıcula) não podem mais influenciar o elétron. No entanto,

nada impede que no futuro os pacotes venham a se sobrepor novamente o que nos mostra que

durante esta etapa não há o que chamamos de “colapso da função de onda” ou igualmente

a perda de informação. É a segunda etapa que nos possibilita desprezar todos os pacotes de

onda que não estão associados ao auto-estado “medido”.

Durante o processo de registro do experimento é necessário que tenhamos um sistema

termodinâmico macroscópico para amplificar o sinal e gerar um resultado macroscópico leǵıvel.
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Este processo é intrinsecamente irreverśıvel.

Neste caso, a função de onda do sistema é descrita por um produto tensorial entre a

função de onda do elétron e a função de onda do aparato. Pode-se mostrar que, mesmo

havendo superposição de diferentes auto-estados do observável A, no sub-espaço associado à

função de onda do elétron, as funções de onda do aparato não se superpõem.

O resultado final é que a única função de onda que pode influenciar o movimento futuro da

part́ıcula é a que está associada ao resultado do experimento medido de forma que podemos

consistentemente ignorar todos os outros pacotes de onda “não medidos”. Isto é equivalente

a “colapsar a função de onda” sendo que neste caso todos os elementos do sistema foram

descritos causalmente e sempre com a evolução temporal dada pela equação de Schrödinger.

Na Mecânica Quântica, além da função de onda que caracteriza o estado do sistema, a

cada quantidade f́ısica associamos um operador do espaço de Hilbert. O prinćıpio de incerteza

nos fornece uma regra de comutação entre estes operadores que nos indica quais observáveis

podem ou não ser observados simultaneamente. Como devemos então entender as relações

de comutação entre estes operadores se assumimos que a part́ıcula sempre possui todas as

quantidades f́ısicas bem definidas?

A não comutação entre dois operadores significa que não podemos “med́ı-los” simultanea-

mente, o que não implica que não possamos atribuir de forma bem definidas estas quantidades

f́ısicas a part́ıcula.

O processo de “medida” é uma interação entre a part́ıcula e o “sistema de medida”.

Devemos então interpretar a não comutatividade entre dois operadores como a impossibilidade

de interagir simultaneamente com o objeto dos dois modos necessários para as duas medições.

A não comutatividade restringe as possibilidades de interações simultâneas com a part́ıcula e

não com relação ao seu estado e qualidades ontológicas.

Para finalizar, um comentário sobre a não-localidade do potencial quântico. Embora a

idéia de interação não-local não nos seja familiar, a prinćıpio, ela não representa nenhuma

inconsistência com relação a teorias não-relativ́ısticas. No entanto, é necessário verificar se é

coerente construir uma teoria causal relativ́ıstica não-local. De fato, já se mostrou ser posśıvel

estender a interpretação causal para um campo escalar satisfazendo a equação de Klein-Gordon

Ref.’s [24]-[26] e para o campo eletromagnético Ref. [27], ou seja, aparentemente não-localidade

e Relatividade especial podem ser compat́ıveis.
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2.2 Sistemas Hamiltonianos Vinculados

2.2.1 Número finito de graus de liberdade

Na tentativa de construir uma formulação hamiltoniana para a Teoria da Relatividade

Geral, devido ao fato de ser uma teoria invariante por reparametrizações arbitrárias de coor-

denadas, surgem naturalmente v́ınculos entre as variáveis canônicas. Desta maneira, se faz

necessário estudar o método desenvolvido por P.A.M Dirac Ref. [9], no ińıcio da década de

50, para tratar sistemas hamiltonianos vinculados.

Apesar do formalismo hamiltoniano ser completo, no sentido de ser equivalente e indepen-

dente do formalismo lagrangiano, é comum constrúı-lo a partir de uma lagrangiana. Seguire-

mos este mesmo caminho.

Estamos interessados em casos onde os momenta não são todos funções independentes das

velocidades generalizadas. Desta forma surgem naturalmente v́ınculos que são traduzidos em

equações relacionando as coordenadas e os momenta

φm (q, p) = 0. (2.6)

Estas equações são chamadas de v́ınculos primários3 (terminologia usada pelo próprio

Dirac), ou seja, os v́ınculos oriundos da própria definição dos momenta (p .= ∂L
∂q̇ ). Daqui a

pouco definiremos precisamente a diferença entre v́ınculos primários e secundários.

Devido aos v́ınculos (2.6) a hamiltoniana definida por

H (q, p) .= [pq̇ − L (q, q̇)]
p = ∂L

∂q̇

deve ser acrescida das equações de v́ınculos para garantirmos a validade dos mesmos. De fato,

é necessário modificar a hamiltoniana para

H∗ = H + Cmφm ,

onde em geral os coeficientes Cm podem ser funções arbitrárias dos q’s e dos p’s. Eles nada

mais são do que os multiplicadores de lagrange associados a cada v́ınculo. Impondo que a
3Hoje em dia já existem refinamentos a esta terminologia, porém não são relevantes para esta exposição

Ref.’s [7, 8].
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variação da ação com relação a esses coeficientes se anule, garantimos a validade das equações

de v́ınculo.

As equações de movimento para o sistema hamiltoniano precisam ser generalizadas, Ref.

[9], para:

q̇n =
∂H

∂pn
+ um.

∂φm
∂pn

, (2.7)

ṗn = −∂H
∂qn
− um.

∂φm
∂qn

, (2.8)

onde os um’s são desconhecidos.

Uma função arbitrária g(q, p) tem a sua evolução temporal descrita em termos dos parênteses

de poisson dada por

ġ =
∂g

∂qn
q̇n +

∂g

∂pn
ṗn = {g,H}+ um {g, φm} .

Esta expressão pode ser condensada, definindo-se a hamiltoniana total HT = H + umφm,

ġ = {g,HT } .

É necessário ressaltar que os v́ınculos só podem ser substitúıdos após o cálculo dos parênteses

de poisson. De fato, se pensarmos geometricamente os v́ınculos φm (q, p) são interpretados

como superf́ıcies no espaço de fase onde a dinâmica deve ocorrer na região de superposição,

enquanto que os parênteses de Poisson, ao utilizarem derivadas parciais, estão calculando

variações na direção normal às superf́ıcies. Para lembrar este fato escrevemos

φm (q, p) ≈ 0 .

Por consistência do formalismo temos que garantir que os v́ınculos sejam preservados para

todos os instantes:

φ̇k = {φk, HT } = {φk, H}+ um {φk, φm} ≈ 0 (k=1,. . . ,m) .

Estas m equações podem trazer 4 situações distintas.

1. é trivialmente satisfeita

2. revela uma inconsistência
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3. resulta em uma nova equação de v́ınculo independente dos um’s

4. gera equações que os um’s devem satisfazer

Se nos depararmos com a situação 2, o formalismo não pode ser aplicado para este sistema

espećıfico e fim da linha.

No caso 3, novas equações de v́ınculo serão criadas quando impussermos preservação dos

v́ınculos primários. Estes novos v́ınculos são chamados de v́ınculos secundários por razões

óbvias. Porém, estes v́ınculos também devem ser preservados, o que nos leva às quatro si-

tuações posśıveis novamente. Qualquer equação de v́ınculo que venha a surgir deste processo

é chamada de secundária.

Este procedimento continua até que todos os casos recaiam em 1, em 2, ou em 4 que pode

ser entendido como equações para as variáveis um’s,

{φj , H}+ um {φj , φm} ≈ 0 . (2.9)

Iremos supor que estas equações podem ser satisfeitas, caso contrário o formalismo é incon-

sistente. A equação (2.9) pode ser entendida como uma equação matricial do tipo A.um = B.

Se a matriz {φj , φm} não puder ser invertida, a solução não será uńıvoca pois podemos somar

à sua solução qualquer combinação linear de funções Vm (q, p) tal que

Vm {φj , φm} = 0 . (2.10)

Assim, conclúımos que a solução mais geral para a equação (2.9) é dada por

um = Um (q, p) + vaVam (q, p) ,

onde os coeficientes va’s são completamente arbitrários podendo ser quaisquer funções do

tempo, enquanto Vam (q, p) são funções linearmente independentes que satisfazem (2.10) e os

coeficientes Um’s são as soluções particulares das equações (2.9).

Da álgebra linear, sabemos que a impossibilidade de inversão de uma matriz está associada

a duas ou mais de suas linhas ou colunas serem linearmente dependentes, ou seja, temos excesso

de informação. Neste caso, é natural pensarmos que estamos lidando com um sistema com

liberdades de calibre. Como veremos mais adiante, a liberdade de calibre está intimamente

ligada à existência de v́ınculos de primeira classe. Chamamos de v́ınculo de primeira classe
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todos os v́ınculos que possuam parênteses de poisson fracamente igual a zero com qualquer

outro v́ınculo e de v́ınculo de segunda classe todos os outros. Caso só exista v́ınculos de

segunda classe, a equação (2.9) poderá ser invertida e nos fornecerá a única solução posśıvel.

É interessante reescrevermos a hamiltoniana total na forma:

HT = H + Umφm + vaφa , (φa
.= Vamφm) .

A presença de funções arbitrárias (va’s) manifesta a existência de liberdades adicionais

dentro do formalismo. Estas liberdades estão ligadas à escolhas de calibre, ou seja, este

formalismo abrange teorias como o eletromagnetismo e a gravitação.

Seguindo a nomenclatura usada por Dirac, vamos definir variáveis dinâmicas de primeira

classe como funções das variáveis q’s e p’s que possuam parênteses de poisson zero com qualquer

outro v́ınculo (primário ou secundário). Caso contrário a variável é dita de segunda classe.

Um parênteses de poisson de uma variável de primeira classe Q com um v́ınculo φj pode ser

expandido em combinações lineares dos próprios v́ınculos de modo que {Q, φj} = ajkφk. Uma

propriedade interessante que resulta da identidade de Jacobi é que o parênteses de poisson de

duas variáveis de primeira classe também é de primeira classe, e é fácil ver que a hamiltoniana

total é de primeira classe.

O número de funções arbitrárias é igual ao número de coeficientes va’s, os quais são tantos

quanto o número de v́ınculos primários de primeira classe. Pode-se mostrar, Ref. [9], que os

v́ınculos primários de primeira classe são geradores de transformações de contato infinitesimal

que não alteram o estado f́ısico do sistema.

De fato, um estado f́ısico está bem definido quando fornecemos como condição inicial todos

os q’s e p’s. A arbitrariedade das funções va’s implica que existe mais de um conjunto de q’s e

p’s associados a um mesmo estado f́ısico. Dirac conjecturou que qualquer v́ınculo de primeira

classe, sendo primário ou secundário, deve ser um gerador de uma dada transformação de

contato, no entanto ainda não existe provas conclusivas nem a favor e nem contra este fato.

2.2.2 Extensão para campos clássicos
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A extensão deste formalismo para campos clássicos é praticamente imediata. No entanto,

devemos tomar cuidado com a definição dos momenta generalizados onde a derivada da la-

grangiana com respeito às velocidades tem que ser substitúıda por variações funcionais. For-

malmente, definimos os momenta generalizados como sendo o coeficiente na integral quando

fazemos uma variação funcional na lagrangiana com respeito às velocidades generalizadas.

δL =
∫
p δq̇ (2.11)

Como exemplo de aplicação deste formalismo, tomemos um sistema clássico Newtoniano

invariante por reparametrização temporal.

A ação Newtoniana de um sistema com n graus de liberdade com uma lagrangiana L
(
q, dqdt , t

)
pode ser reparametrizada de modo a escrevermos,

S =
∫
dτL

(
q, q̇, t, ṫ

)
onde o ponto indica derivada com relação ao parâmetro τ e L

(
q, q̇, t, ṫ

)
= ṫ. L

(
q, q̇

ṫ
, t
)

Definamos os momenta por

πi
.=
∂L

∂q̇i
= ṫ

∂L

∂
(
dqi
dt

) · ∂
(
dqi
dt

)
∂q̇i

i=1,..,N

como dqi
dt = q̇

ṫ
,

πi = pi i = 1, . . . , N

π0 .=
∂L

∂ṫ
= L

(
q,
q̇

ṫ
, t

)
+ ṫ ·

∑
i

∂L

∂
(
dqi
dt

) · ∂
(
dqi
dt

)
∂ṫ

=

= L−
∑
i

pi · q̇i
ṫ

= L−
∑
i

pi · dqi
dt

= −H
(
qi, p

i, t
)

Assim temos o v́ınculo

φ0 (qµ, pµ) = π0 +H
(
qi, π

i, t
)

= 0 .

Note que a hamiltoniana do sistema reparametrizado é zero, de fato

H (qµ, pµ) = πµ · q̇µ − L (qµ, q̇µ) = π0ṫ+
∑
i

πiq̇i −
∑
i

ṫL =

= ṫ

[
π0 +

∑
i

pi
dqi
dt
− L

]
= ṫ
(
π0 +H

)
= 0 .
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No entanto, a evolução do sistema é dada pela hamiltoniana total:

HT = H + u0φ0 = u0

[
π0 +H

(
qi, π

i, t
)]

É trivial mostrar que este v́ınculo se conserva no tempo

(φ̇0 = [φ0, u0φ0] ≈ 0).

As equações de movimento são :

ṫ = {t,HT } = u0 =⇒ u0 =
dt

dτ

π̇0 =
{
π0, HT

}
= −u0 ·

∂H

∂t
=⇒ dH

dt
=
∂H

∂t

q̇i = {qi, HT } = u0 ·
∂H

∂pi
=⇒ dqi

dt
=
∂H

∂pi
(2.12)

ṗi =
{
pi, HT

}
= −u0 ·

∂H

∂qi
=⇒ dpi

dt
= −∂H

∂qi

Como já era esperado, recáımos nas equações dinâmicas convencionais para um sistema

hamiltoniano de 2N graus de liberdade (qi, pi).

Só nos resta examinar a que tipo de transformação este v́ınculo φ0 está associado. Em

notação de parênteses de poisson, as transformações podem ser escritas Ref. [10]

δv = ε {v, G}
ε- parâmetro infinitesimal

G- função geratriz

Queremos então considerar o efeito de tomarmos como função geratriz o v́ınculo primário

φ0

• δt = ε {t, φ0} = ε
{
t, π0

}
= ε

• δπ0 = ε
{
π0, φ0

}
= −ε∂H∂t = εdπ

0

dt (usando 2.12)

• δqi = ε {qi, φ0} = ε∂H
∂pi

= εdqidt (usando 2.12)

• δpi = ε
{
pi, φ0

}
= −ε∂H∂qi = εdp

i

dt (usando 2.12)
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• δH = ε {H,φ0} = ε∂H∂t = dH
dt (usando 2.12)

A partir destas transformações, vemos que este v́ınculo primário gera transformações in-

finitesimais no tempo f́ısico t. Estas transformações não alteram o “estado f́ısico” do sistema

já que agora a evolução é dada pelo parâmetro τ e o tempo t funciona meramente como uma

coordenada canônica. De fato, neste contexto, uma trajetória completa no tempo t deve ser

interpretada como um único estado f́ısico do sistema.

Para esclarecermos melhor este ponto, talvez seja interessante analisarmos outro exemplo

já bem conhecido na literatura que foi utilizado pelo próprio Dirac – o campo eletromagnético.

Seja a ação do campo eletromagnético para o espaço-tempo de Minkouwski4 sem fontes

( ~J = ~0; ρ = 0)

S =
1
4
·
∫

d4xFµνFµν , com Fµν
.= ∂µAν (xα)− ∂νAµ (xα) .

Formalmente, a única diferença com relação ao exemplo anterior é que agora as variáveis

são campos e por isso temos que tomar cuidado no cálculo dos momenta e nos parênteses de

Poisson.

Para calcular os momenta precisamos variar a lagrangiana com respeito aos camposAµ (xα),

δL =
1
2

∫
d3xFµνδFµν =

∫
d3xFµν∂µ (δAν).

Comparando com a equação (2.11) os momenta Πµ são dados por

Πµ (xα) = F 0µ (xα) 7−→

 Π0 (xα) = 0

Πi (xα) = E i

Temos, então, novamente um único v́ınculo primário do tipo φ (Aµ,Πµ) = 0 que neste caso

é simplesmente Π0 (xα) ≈ 0. Assim, a hamiltoniana é dada por

H =
∫

d3xH =
∫

d3x

(
ΠµȦµ −

1
4
FµνFµν

)
=
∫

d3x

(
F i0Ȧi −

1
4
F ijFij −

1
2
F 0iF0i

)
=

=
∫

d3x

(
−1

2
F 0iF0i −

1
4
F ijFij + F 0i∂iA0

)
=
∫

d3x

(
−1

4
F ijFij +

1
2

ΠiΠi −Πi,iA0

)
=

=
∫

d3x

(
1
2
(
E2 +B2

)
−Πi,iA0

)
,

4ηµν=diag(-1,+1,+1,+1)
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onde foi feita uma integração por partes no último termo e desprezamos termos de superf́ıcie.

O passo seguinte é examinar a variação temporal do v́ınculo. Como só existe um único

v́ınculo primário,

Π̇0 =
{

Π0 (~x) ,H (~y)
} .=

∫
d3z

(
δΠ0 (~x)
δAµ (~z)

· δH (~y)
δΠµ (~z)

− δΠ0 (~x)
δΠµ (~z)

· δH (~y)
δAµ (~z)

)
=

= −
∫
d3z

δH (~y)
δAµ (~z)

· δ (~x− ~z) · δ0
µ =

= Πi,i (~y) · δ (~x− ~y) ≈ 0 .

Este é um novo v́ınculo secundário. A sua variação no tempo nos fornece:

(Πi,i )̇ =
{

Πi,i (~x) ,H (~y)
} .=

∫
d3z

(
δΠi,i (~x)
δAµ (~z)

· δH (~y)
δΠµ (~z)

− δΠi,i (~x)
δΠµ (~z)

· δH (~y)
δAµ (~z)

)
=

= −
∫
d3z

∂

∂xi

(
δH (~y)
δAµ (~z)

· δiµδ (~x− ~z)
)

=

=
1
2
· ∂
∂xi

(∫
d3z F kl (~y)

δFkl(~y)
δAµ(~z) · δ

i
µ · δ (~x− ~z)

)
=

=
∂

∂xi

(∫
d3z F kl (~y)

∂

∂yk
(
δµl · δ (~y − ~z)

)
· δiµ · δ (~x− ~z)

)
=

=
∂

∂xi

(∫
d3z F ki (~y)

∂

∂yk
(δ (~y − ~z)) · δ (~x− ~z)

)
=

=
∂

∂xi
∂

∂xk
F ki (~x) δ (~x− ~y) = 0 (F é antisimétrica)

Com isso garantimos que os v́ınculos são conservados no tempo. Note que ambos são

v́ınculos de primeira classe. De fato,

{
Π0 (~x) ,Πi,i (~y)

}
=

∂

∂yi
[δ (~x− ~y)] δ0i = 0.

Antes de estabelecermos a hamiltoniana total, vamos verificar que o v́ınculo secundário

de primeira classe gera transformações que não alteram o estado f́ısico do sistema. Por

completeza, calculemos as transformações geradas pelo v́ınculo primário de primeira classe

φ1
.= Π0 ≈ 0.

• δ1Aµ (xα) =
∫
d3z ε1 (zα)

{
Aµ (xα) ,Π0 (zα)

}
= δ0

µε1 (xα);

• δ1A0 (xα) = ε1 (xα) ; δ1Ai (xα) = 0;

• δ1Πµ (xα) =
∫
d3z ε1 (zα)

{
Πµ (xα) ,Π0 (zα)

}
= 0 ∀µ
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este v́ınculo gera transformações apenas na variável A0 (xα).

O v́ınculo φ2
.= Πi,i≈ 0, gera transformações nas variáveis Ai (xα) e não altera a variável

A0 (xα). De fato,

• δ2Aµ (xα) =
∫
d3z ε2 (zα)

{
Aµ (xα) ,Πi,i (zα)

}
=

=
∫
d3z ε2 (zα) ∂

∂zi

(
δiµ · δ (xα − zα)

)
= −δiµ ∂

∂xi
ε2 (xα)

• δ2A0 (xα) = 0; δ2Ai (xα) = − ∂
∂xi

ε2 (xα);

• δ2Πµ (xα) =
∫
d3z ε2 (zα)

{
Πµ (xα) ,Πi,i (zα)

}
= 0 ∀µ

O significado destas transformações fica claro quando analisamos as conhecidas trans-

formações de calibre dos potenciais eletromagneticos Aµ:

δAµ (xα) =
∂

∂xµ
λ (xα)

Reconhecemos então que as transformações geradas pelos v́ınculos de primeira classe são

casos particulares das transformações de calibre do eletromagnetismo.

Ainda seguindo a nomenclatura de Dirac, vamos chamar de hamiltoniana extendida a

hamiltoniana total acrescida de todos os geradores que não alteram o estado f́ısico do sistema.

Para este nosso exemplo, a hamiltoniana extendida (HE) então se escreve:

HE = HT +
∫
d3x u1 (xα) Πi,i (xα) =

HE =
∫
d3x

(
1
2

(
E2 +B2

)
+ u0Π0 + u1Πi,i

)
onde absorvemos a variável A0 dentro de u1.

Chegando a hamiltoniana extendida o trabalho está completo. No entanto, um leitor atento

notaria que as coordenadas conjugadas A0 e Π0 possuem liberdades de calibre de forma que

podemos fixá-las sem perda alguma de graus de liberdade (escolha de calibre). Note que

Ȧ0 = u0 é completamente arbitrário e que Π̇0 = Πi,i≈ 0 juntamente com o v́ınculo Π0 ≈ 0

fixa Π0 = 0.
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2.2.3 Quantização de sistemas vinculados

Uma vez bem estabelecido o formalismo hamiltoniano para sistemas clássicos com v́ınculos,

é de interesse construirmos um formalismo quântico para este sistema.

O caso mais simples para a quantização é adotar um sistema clássico apenas com v́ınculos

de primeira classe.

A equação dinâmica é a equação de Schrödinger onde tomamos a hamiltoniana como sendo

a hamiltoniana de primeira classe mais geral posśıvel:

i~ · d
dt
ψ = Ĥ ψ

No processo de quantização, associamos a cada variável dinâmica clássica um operador

quântico definido no espaço de Hilbert. Além disso, requeremos que as relações entre as

variáveis clássicas através dos parênteses de Poisson sejam levadas em relações de comutação

entre os operadores

[q̂, p̂] = i~ .

Como as relações de comutação já estão fixadas, não podemos interpretar as equações

de v́ınculo φj (q̂, p̂) como novas relações entre operadores. Com efeito, seja um v́ınculo

φj (q, p) e uma função F (q, p) qualquer das coordenadas e momenta generalizados tal que

{φj (q, p) , F (q, p)} 6= 0. Ao quantizarmos esta equação teremos [φj (q̂, p̂) , F (q̂, p̂)] 6= 0.

Porém, se fizermos φj (q̂, p̂) = 0, teŕıamos [φj (q̂, p̂) , F (q̂, p̂)] = 0 pois o comutador de um

operador identicamente nulo é zero com qualquer outra função de operadores e, claramente,

isto é uma inconsistência.

Para tornarmos este procedimento consistente, devemos requerer que cada equação de

v́ınculo seja uma restrição sobre a função de onda que é solução da equação de Schrödinger

φj (q̂, p̂)ψ (~x, t) = 0 .

O formalismo constrúıdo desta forma deve satisfazer a alguns requisitos para garantirmos

a sua coerência.

Se a aplicação de um determinado v́ınculo φj (q̂, p̂) anula a função de onda, então, a

aplicação sucessiva de dois v́ınculos sobre a função de onda também tem que resultar em
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zero (φkφjψ = 0). Se invertermos a ordem de aplicação o resultado ainda deve ser zero, de

forma que, o comutador de quaisquer dois v́ınculos aplicado à função de onda deve anulá-

la. Esta equação não gera nenhum v́ınculo novo, e por isso a única possibilidade é que o

comutador entre os v́ınculos de primeira classe seja uma combinação linear entre todos os

posśıveis v́ınculos,

[φj (q̂, p̂) , φk (q̂, p̂)] = Cmjk φm (q̂, p̂) ,

o que é consistente com {φj , φk} = Cmjk φm, a menos de problemas de ordenamento.

Não é trivial que esta equação seja satisfeita. Em geral, os operadores do espaço de Hilbert

não comutam entre si, e justamente por isso, os coeficientes Cmjk, que podem depender dos

operadores q̂’s e p̂’s, precisam ser posicionados à esquerda do lado direito da equação para

garantir que a aplicação do comutador [φj (q̂, p̂) , φk (q̂, p̂)] anule a função de onda.

Além disso, as relações de v́ınculo devem valer para qualquer instante. Utilizando a equação

de Schrödinger para um acréscimo infinitesimal de tempo, e impondo que um determinado

v́ınculo φk (q̂, p̂) anule a função de onda nos dois instantes t e t+ dt temos que

φkψ (t+ dt) = φkψ (t)− i

~
φkĤψ (t)⇒ φkĤψ (t) = 0

e naturalmente também temos que a aplicação da hamiltoniana posterior a aplicação de um

v́ınculo deve anular a função de onda

Ĥφkψ (t) = 0

Conclúımos assim que o comutador entre quaisquer v́ınculos de primeira classe e a hamil-

toniana deve anular a função de onda. Como este não é um novo v́ınculo temos

[φj (q̂, p̂) , H (q̂, p̂)] = Dm
j φm (q̂, p̂) .

Todos os comentários feitos anteriormente se repetem.

Nesta exposição só me preocupei em elucidar problemas espećıficos deste formalismo.

Questões relacionadas a qualquer método de quantização como, por exemplo, o problema

de ordenamento não são alterados com este tratamento.

Com relação à quatização de sistemas hamiltonianos v́ınculados onde aparecem v́ınculos de

segunda classe, serei breve e farei apenas alguns comentários. Para maiores esclarecimentos,

consultar as referências indicadas Ref.’s [11]-[14].
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O fato do sistema apresentar v́ınculos de segunda classe está relacionado com a existência

de variáveis dispensáveis. O primeiro passo é, através de combinações lineares, diminuir ao

máximo o número de v́ınculos de segunda classe (o número mı́nimo de v́ınculo de segunda

classe é sempre par). Conclúıda esta etapa, podemos redefinir os parênteses de Poisson pelos

chamados parênteses de Dirac, os quais possuem a propriedade de fornecer corretamente as

equações de movimento e não alterar as relações de comutação dos v́ınculos de primeira classe.

Além disso, pode-se mostrar que os parênteses de Dirac entre um v́ınculo de segunda classe

com qualquer função das coordenadas e momenta generalizdos A (q, p) é identicamente (ou

fortemente) nulo. Isto nos possibilita tomar os v́ınculos de segunda classe identicamente nulos

desde o prinćıpio. Com efeito, se φ2
j é um v́ınculo de segunda classe então

{
φ2
j , A (q, p)

}D
= 0

para qualquer função A (q, p) das coordenadas e momenta generalizados. Assim, fixarmos

φ2
j (q̂, p̂) = 0 é consistente pois teremos

{
φ2
j , A (q, p)

}D
= 0 levados em

[
φ2
j (q̂, p̂) , A (q̂, p̂)

]D
=

0 identicamente.

Podemos então, ao contrário dos v́ınculos de primeira classe, interpretar as equações de

v́ınculos de segunda classe como identidades entre operadores.

Certamente neste processo o número de graus de liberdade do sistema é reduzido. Com as

novas variáveis e a redefinição dos parênteses de Dirac, recáımos novamente no caso anterior

onde só existem v́ınculos de primeira classe, e tudo segue como antes.
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2.3 Formulação Hamiltoniana da TRG

2.3.1 Folheamento da variedade com hipersuperf́ıcies tipo espaço

No ińıcio do século XX surgiu, dentro da comunidade cient́ıfica, um ideal com motivações

filosóficas para se conseguir a unificação de todas as teorias f́ısicas. Certamente isto é um mero

desejo humano, já que a natureza não busca na ciência o seu comportamento, ao contrário,

somos nós que observamos a natureza para tentar entendê-la. No entanto, havia motivos para

que os cientistas acreditassem que esta unificação fosse posśıvel. No final do século XIX, o tra-

balho de James Maxwell nos mostrou como duas forças até então consideradas independentes,

a saber, as forças elétrica e magnética, eram na verdade manifestações diferentes de um único

campo, o campo eletromagnético. Mais tarde, com o advento da mecânica quântica e posteri-

ormente com a sua compatibilização com a mecânica relativ́ıstica sem gravitação (meados do

século XX), se conseguiu incorporar o eletromagnetismo ao mundo quântico, dando origem à

eletrodinâmica quântica (QED). Neste contexto a única teoria de interação fundamental da

natureza que ainda não fazia parte deste arcabouço matemático era a teoria da gravitação, ou

seja, a teoria da Relatividade Geral de Albert Einstein.

A primeira dificuldade técnico-matemática surge de o caminho natural de quantização

canônica requerer uma formulação hamiltoniana. Os primeiros trabalhos nesta direção datam

do final da década de 40 e ińıcio de 50 do século passado. Para se construir este formalismo

foi necessário desenvolver uma teoria para sistemas hamiltonianos vinculados Ref. [13] e

Ref.’s [28]-[30], já que a Relatividade Geral é uma teoria invariante por reparametrização de

coordenadas. Ao se tentar construir a hamiltoniana da gravitação é necessário singularizar a

coordenada temporal gerando assim v́ınculos entre as variáveis canônicas. Nota-se assim que

a formulação hamiltoniana da Relatividade Geral só é posśıvel para espaços cuja topologia é

do tipo R⊗M3 onde M3 é uma hipersuperf́ıcie espacial arbitrária de dimensão 3.

Para chegar na hamiltoniana da gravitação, seguiremos a linha de exposição de R. Ar-

nowitt, S. Deser e C.W. Misner Ref. [31], primeiro folheando o espaço-tempo com uma hiper-

superf́ıcie tipo espaço e depois aplicando o formalismo para sistemas hamiltonianos vinculados

às variáveis canônicas em questão.

Todo o desenvolvimento será feito supondo-se seções espaciais fechadas para que não te-
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nhamos que nos preocupar com os eventuais termos de superf́ıcie que possam vir a surgir. Em

casos com seções espaciais abertas o procedimento é analisar caso a caso e, quando houver

contribuições não nulas, somam-se termos à hamiltoniana total de forma a cancelarmos as

contribuições de superf́ıcies. A orientação nestes casos é conseguir reproduzir as equações de

Einstein, o que não é posśıvel com os termos de superf́ıcie.

Seja uma variedade com topologia R ⊗ M3. Primeiramente preenchemos a variedade

com uma congruência de curvas tipo-tempo, ou seja, uma congruência que em cada ponto

podemos definir um vetor como a derivada com relação ao parâmetro da curva (τ) e por

construção este vetor (ηα) é do tipo-tempo. Num dado ponto existe uma hipersuperf́ıcie local

cujo vetor normal é o próprio ηα. Devido à topologia da variedade, esta hipersuperf́ıcie pode

ser estendida de modo a separar a variedade em duas regiões tal que qualquer curva tipo-

tempo tem necessariamente que atravessar esta hipersuperf́ıcie. Isto é muito importante para

podermos defini-la como uma superf́ıcie de Cauchy.

O parâmetro τ das curvas da congruência não são necessariamente constantes ao longo

desta hipersuperf́ıcie. Definimos então um parâmetro t justamente com a exigência de que

seja constante sobre cada hipersuperf́ıcie.

Naturalmente podemos parametrizar as hipersuperf́ıcie usando 3 parâmetros:

χα = χα (xa) .

Vamos escolher uma base de vetores na hipersuperf́ıcie como sendo a derivada com relação

a cada parâmetro:

χαa
.=
∂χα

∂xa

Por praticidade estamos considerando que o vetor normal à hipersuperf́ıcie é normalizado

de forma que tenhamos,

gαβη
αηβ = −1 , gαβη

αχβa = 0

O conjunto de todas as hipersuperf́ıcie a t constante preenchem a variedade e assim des-

crevemos o espaço-tempo a partir das equações paramétricas χα (t, xa).

Num dado ponto xi de uma hipersuperf́ıcie a t constante existe um vetor normal ηα

associado a uma determinada curva da congruência. É posśıvel que este ponto seja levado a

uma outra curva da congruência ao passar para próxima hipersuperf́ıcie. Para quantificar esta
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variação definimos um vetor deformação Nα como sendo o vetor que conecta dois pontos de

mesma coordenada espacial xi em duas hipersuperf́ıcies vizinhas.

Nα .=
∂χα

(
t, xi

)
∂t

A decomposição do vetor deformação na base definida sobre a hipersuperf́ıcie e paralela

ao vetor normal nos fornece:

Nα = Nηα +Naχαa

A função N é chamada de função lapso e as Na são chamadas de função deslocamento.

Note que a função lapso mede a taxa de variação entre o parâmetro t e o tempo próprio

associado a um observador comóvel com quadri-velocidade ηα. A função deslocamento mede

a taxa de variação do ponto com coordenada xi entre duas hipersuperf́ıcies a t constante.

Para estudar a evolução dinâmica do sistema precisamos projetar as quantidades f́ısicas

sobre a hipersuperf́ıcie e paralelamente ao vetor deformação, já que este é o vetor tangente às

linhas coordenadas do tempo t. Podemos reescrever ηα e a métrica a partir desta decomposição

e assim obter:

ηα =
1
N
Nα − Na

N
ηαa =

(
1
N
,
−Na

N

)
,

gij
.= gαβ χ

α
i χ

β
j
.= hij

g0i
.= gαβ N

α χβi = Na hai = Ni

g00
.= gαβ N

α Nβ = −N2 +NaNa

gµν =

 −N2 +NaNa Ni

Nj hij

 .

com inversa gµνgνλ = δµλ (por construção hijhja = δia),

gµν =

 − 1
N2

N i

N2

Nj

N2 hij − N iNj

N2

 .

Com estes resultados a componente covariante do vetor ηα é

ηα = gαβ η
β = (−N, 0, 0, 0)t .

Como era de se esperar, a variável dinâmica que descreverá a evolução da geometria é a

própria métrica da hipersuperf́ıcie (hij). Para tanto, precisamos caracterizá-la integralmente.
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Resta-nos então sabermos como esta tri-hipersuperf́ıcie espacial está curvada com relação à

variedade maior quadridimensional. O estudo de imersão nos mostra que é posśıvel que duas

hipersuperf́ıcies distintas (gµν ; g′αβ) possuam a mesma métrica intŕınseca à hipersuperf́ıcie

(hij) como sub-variedade. Uma maneira natural de prosseguirmos é estudarmos a variação

do vetor normal à hipersuperf́ıcie, fazendo-o variar ao longo da mesma e projetando-o sobre a

hipersuperf́ıcie, já que queremos descrever a evolução a partir da hipersuperf́ıcie e quantidades

f́ısicas definidas sobre ela.

Define-se o tensor de curvatura extŕınseca,

Kµν
.= −1

2
⊥αµ ⊥βν η(α;β) = −1

2
⊥αµ ⊥βνLη (gαβ)

onde

⊥αµ
.= δαµ + ηα ηµ (projetor sobre a hipersuperf́ıcie)

L~ξ (gαβ) = ξα;β + ξβ;α (derivada de Lie da métrica ao longo do vetor ~ξ)

com componentes:

Kab = −1
2
η(a; b) = −N Γ0

ab (2.13)

K0b = Na Kab (2.14)

K00 = NaN b Kab (2.15)

As únicas componentes relevantes são os Kab’s. Com esta decomposição em mãos, va-

mos reescrever a ação da TRG em termos destas novas variáveis para podermos definir os

momenta associados e assim obter a hamiltoniana desejada. Conceitualmente, o prinćıpio

de Hamilton deve ser entendido a partir da métrica da hipersuperf́ıcie. Dada duas hipersu-

perf́ıcies hab (~x, tfinal) e hab (~x, tinicial) existe infinitos modos para deformarmos hab (~x, tinicial)

em hab (~x, tfinal), no entanto a evolução será dada pela deformação cont́ınua tal que a ação

associada a métrica gµν seja extremal. O espaço composto de todas as configurações posśıveis

para as métricas foi primeiramente introduzido por Wheeler com o nome de superespaço. Po-

demos então reafirmar o prinćıpio variacional dizendo que a trajetória descrita pela métrica

no superespaço será aquela que torna a ação extremal.
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2.3.2 Formalismo ADM da Relatividade Geral

É amplamente sabido que a ação que fornece as equações de Einstein pode ser escrita

S =
∫
d4x
√
−g R . (2.16)

Antes de fornecer o resultado final, é interessante desenvolver algumas relações utilizando

as variáveis N, Na, hij , Kij .Vamos definir:

3Γabc
.= 1

2h
ad (hdc,b + hdb,c − hbc,d)

3Rab tensor de Ricci formado com as conexões 3Γabc

K
.= habKab

h
.=det(hab)⇒ δ

(√
h
)

= −
√
h

2 habδh
ab =

√
h

2 h
abδhab ⇒

⇒
(√

h
)·

=
√
hhabḣab =

√
h (−NK +Na; a)

Por substituição direta encontramos as seguintes componentes para a conexão:

Γ0
00 =

Ṅ

N
+
NaN, a

N
− NaN b

N
Kab

Γ0
0a =

N, a

N
− N b

N
Kab

Γ0
ab = −Kab

N
=

1
2N2

(
ḣab −N(a;b)

)
⇒ Kab = − 1

2N

(
ḣab −N(a;b)

)
Γa00 = Nhab

(
Nb

N

)•
+
hab

2
(
N2 −NmNm

)
, b−

NaN bN,b

N
+
NaN bNmKbm

N

Γa0b = N

[
−Ka

b +
(
Na

N

)
; b+

NaNm

N2
Kbm

]
Γabc =3 Γabc +

Na

N
Kbc
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Analogamente chegamos para o tensor de Ricci,

R00 = NhijK̇ij +NN ,k
;k − 2NN l

;kK
k
l − 2NN lKi

l;i +NN lK,l +N2KijKij +

+N iN j 3Rij +N iN jKijK − 2N iN jKi
lKlj −

N iN j

N
K̇ij −

N iN j

N
N,j;i +

+2
N iN j

N
N l

;jKil +
N iN jN l

N
Kil ;j

R0i = −N
m

N
K̇im −

Nm

N
N,i;m +

N l

N
KmlN

m
;i +Kli

Nm

N
N l

;m − 2NmKm
lKli +

−NKm
i ;m +NK,i + 3RmiN

m +NmKmiK +
NmN l

N
Kli;m

Rij =
1
N

(
−K̇ij −N,i;j +Nm

;iKmj +Nm
;jKmi +NmKij;m

)
− 2Km

i Kmj +3 Rij +KijK

e finalmente podemos escrever o escalar de curvatura usando as variáveis da separação (3+1).

R = −2K̇
N
− 2

N ,k
;k

N
+ 2

N iK,i

N
+KijK

ij +K2 +3 R

A ação (2.16) após simples manipulação matemática, somando e subtraindo 2
(√

h
)·
K ao

escalar de curvatura, se decompõem em três termos:

S = SG + S1 + S2

SG =
∫
dtd3x N

√
h
(
KijKij −K2 +3 R

)
S1 = −2

∫
dtd3x

(√
hK
)•

S2 = 2
∫
dtd3x

(√
hKN i −

√
hhkiN,k

)
,i

O termo S2 não contribui para a equação de movimento por ser uma divergência total. O

prinćıpio é aplicado impondo variações onde δhij , δNi, δN são zero nos extremos. Porém, o

termo S1 poderia contribuir já que ele depende essencialmente de derivadas de hij na direção

ortogonal às hipersuperf́ıcies a t constante.

Para não ter que lidar com este termo de superf́ıcie, é comum definir a ação da teoria da

Relatividade Geral como SG = S − S1. De agora em diante consideraremos apenas o termo

SG como a boa ação; esta escolha será justificada a posteriori encontrando as equações de

movimento que descrevem corretamente o sistema.
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Façamos então a variação funcional com relação as variáveis em questão:

δS

δN
= 0 ⇒ ∂L

∂N
−
(
∂L
∂Ṅ

)•
−
(
∂L
∂N,i

)
; i = 0

δS

δNi
= 0 ⇒ ∂L

∂Ni
−
(
∂L
∂Ṅi

)•
−
(

∂L
∂Ni;j

)
; j = 0

δS

δhij
= 0 ⇒ ∂L

∂hij
−

(
∂L
∂ḣij

)•
−
(

∂L
∂hij;k

)
; k = 0

L não depende de Ṅ nem deN,i e só depende de N explicitamente ou através deKij .Usaremos

que:

∂L
∂Kab

= 2
√
hN

(
hkihjl − hijhkl

)
Kkl

∂Kij

∂Kab
, (2.17)

∂Kij

∂Kab
= δabij

.=
1
2

(
δai δ

b
j + δaj δ

b
i

)
e,

δS

δN
= 0⇒ ∂L

∂N
+

∂L
∂Kij

∂Kij

∂N
=
√
h
(
KijKij −K2 − 3R

)
= 0 . (2.18)

Para a variação de Ni só temos dependência através de Kij .

δS

δNi
= 0⇒

(
∂L
∂Kab

∂Kab

∂Ni;j

)
;j

= 0

como ∂Kab
∂Ni;j

= 1
N
δijab e usando o resultado de (2.17) encontramos

2
√
h
(
Ki

j − δi jK
)

;j
= 0 (2.19)

Na variação com relação a hij é importante lembrar que a função 3R depende de hij , e que

Kij depende tanto através de ḣij quanto de Ni;j já que este último possui a conexão 3Γaij .

Num referencial onde a conexão se anula, temos que as relações se seguem:

δ3Rij =
(
δ3Γaij

)
;a
−
(
δ3Γaia

)
;j

δ3Γaij =
1
2
hak

(
(δhkj);i + (δhki);j − (δhij);k

)
e já que, ao contrário da conexão, δ3Γ é um verdadeiro tensor, estas relações são tensoriais o

que garante suas validades em qualquer referencial.
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Encontramos depois de alguns cálculos que

δS

δhij
= 0⇒ (2.20)

⇒ K̇ij = −N
[
3Rij +KKij − 2Km

i Kmj

]
+N,i;j −Nm;iK

m
j +

−Nm;jK
m
i −NmKij;m

As equações (2.18)-(2.20) são equivalentes às três posśıveis projeções das equações de

Einstein,

Gµν η
µην = 0

Gµν η
µ⊥να = 0

Gµν ⊥µβ⊥
ν
α = 0

sendo portanto as equações que regem a gravitação quando a separação (3+1) for posśıvel.

Dentre as três, a única equação que possui derivada temporal de segunda ordem da variável

dinâmica hij é a (2.20), o que nos leva a concluir que esta é a equação dinâmica enquanto que

as outras são apenas equações de v́ınculo. As equações (2.18) e (2.19) restringem as posśıveis

configurações das hipersuperf́ıcies a t constante. Ficará mais claro quando tivermos estabele-

cido os parênteses de Poisson associados aos v́ınculos da densidade hamiltoniana da teoria da

Relatividade Geral.

2.3.3 Hamiltoniana da Teoria da Relatividade Geral

De posse da densidade lagrangiana podemos prosseguir à formulação hamiltoniana. A

partir da densidade lagrangiana encontramos as seguintes densidades de momentum:

P
.=

∂L
∂Ṅ

= 0 (2.21)

P i
.=

∂L
∂Ṅi

= 0 (2.22)

Πij .=
∂L
∂ḣij

=
∂L
∂Kab

∂Kab

∂ḣij
= −h

1
2
(
Kij − hijK

)
(2.23)

(obs: note que o momentum Πij é uma densidade tensorial do tri-espaço de peso 1.)
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Logo temos,

hijΠij .= π = 2
√
hK ⇒

⇒ Kij = − 1√
h

(
Πij − hij

2
π

)
(2.24)

⇒ ḣij =
2N√
h

(
Πij −

hij
2
π

)
+N(i;j) (2.25)

As equações (2.21) e (2.22) nos mostram que este sistema possui v́ınculos. Não é posśıvel

escrever as velocidades generalizadas como função dos momenta e das coordenadas.

Precisamos então apelar para o formalismo desenvolvido por Dirac, Bergmann e outros,

para construir um formalismo hamiltoniano consistente. Como este formalismo foi descrito na

seção anterior, apenas me restringirei a aplicá-lo.

Por definição, a hamiltoniana canônica se escreve:

Hc
.= P Ṅ + P i Ṅi + Πij ḣij − L = Πij

[
2N√
h

(
Πij −

hij
2
π

)
+N(i;j)

]
+

−N
√
h

[
1
h

(
Πij − hij

2
π

)(
Πij −

hij
2
π

)
− π2

4h
+3 R

]
=

= N
[
Gabcd Πab Πcd −

√
h 3R

]
+ 2ΠijNi;j

com Gabcd
.= 1

2
√
h

(hachbd + hadhbc − habhcd) , e devido aos v́ınculos (2.21) e (2.22) temos a

hamiltoniana total:

HT
.=
∫
dt d3x

(
N H0 +Ni Hi + λP + λi P

i
)

(2.26)

onde,

H0
.= Gijkl Πij Πkl − h

1
2 3R (super-hamiltoniana)

Hi .= −2 Πij
;j (super-momentum).

Para chegar e esta hamiltoniana usamos a condição de seções espaciais fechadas para

descartar o termo
(
ΠijNj

)
,j

.

Precisamos garantir que os v́ınculos primários sejam satisfeitos durante toda a evolução.

Para isso, usaremos as relações

{N (~x, t) , P (~y, t)} = δ (~x− ~y){
Ni (~x, t) , P j (~y, t)

}
= δji δ (~x− ~y){

hij (~x, t) ,Πkl (~y, t)
}

= δklij δ (~x− ~y)
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Imposição sobre os v́ınculos primários:

Ṗ (~x, t) ≈ 0 =
∫
d3z {P (~x, t) ,HT (~z, t)} =

∫
d3z {P (~x, t) , N (~z, t)}H0 (~z, t) =

= −
∫
d3z δ (~x− ~z) H0 (~z, t) = −H0 (~x, t) ⇒ H0 (~x, t) ≈ 0 (2.27)

Ṗ i (~x, t) ≈ 0 =
∫
d3z

{
P i (~x, t) ,HT (~z, t)

}
=
∫
d3z

{
P i (~x, t) , Nj (~z, t)

}
Hj

0 (~z, t) =

= −Hi
0 (~x, t) ⇒ Hi

0 (~x, t) ≈ 0 (2.28)

estes são novos v́ınculos que também devem ser preservados. Antes de realizar estes cálculos

vamos introduzir a álgebra de Lie associada aos v́ınculos H0 e Hi.5

{H0 (~x, t) ,H0 (~y, t)} =
(

Hi (~x, t)
∂

∂xi
−Hi (~y, t)

∂

∂yi

)
δ (~x− ~y) (2.29)

{Hi (~x, t) ,Hk (~y, t)} =
(

Hk (~x, t)
∂

∂xi
−Hi (~y, t)

∂

∂yk

)
δ (~x− ~y) (2.30)

{H0 (~x, t) ,Hi (~y, t)} = H0 (~y, t)
∂

∂xi
δ (~x− ~y) (2.31)

Devido a esta álgebra pode-se verificar que a imposição dos v́ınculos serem preservados

ao longo da evolução é satisfeito trivialmente, ou seja, Ḣ0 (~x, t) ≈ 0 e Ḣi (~x, t) ≈ 0, e sendo

assim eles não geram novos v́ınculos. É fácil verificar que todos os parênteses de Poisson entre

os v́ınculos (2.21), (2.22), (2.27) e (2.28) são zero, e então todos os quatro são v́ınculos de

primeira classe. Como a equação (2.26) já inclui todos os v́ınculos de primeira classe, esta é a

hamiltoniana da teoria da Relatividade Geral.

Vamos verificar se esta hamiltoniana de fato reproduz as equações de Einstein:

Ṅ (~x, t) =
∫
d3z {N (~x, t) ,HT (~z, t)} = λ (~x, t) (2.32)

Ṅi (~x, t) =
∫
d3z {Ni (~x, t) ,HT (~z, t)} = λi (~x, t) (2.33)

ḣik (~x, t) =
∫
d3z {hik (~x, t) ,HT (~z, t)} =

=
N (~x, t)√

h
[2Πik (~x, t)− hik (~x, t) Π (~x, t)] +Ni;k (~x, t) +Nk;i (~x, t) (2.34)

5Estes cálculos embora simples são muito extensos e facilmente encontrados na literatura, por isso não os

reproduzirei.
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Π̇ik (~x, t) =
∫
d3z

{
Πik (~x, t) ,HT (~z, t)

}
=

= −N
√
h

(
3Rik − hik

2
3R

)
+
Nhik

2
√
h

(
ΠlmΠlm − Π2

2

)
− 2N√

h

(
ΠimΠk

m −
Π Πik

2

)
+
√
h
(
N ,i;k −N ,m

;mh
ik
)

+
√
h

(
NmΠik

√
h

)
;m

− 2Πm(iNk)
;m (2.35)

As duas primeiras equações nos permitem tratar as variáveis N e Ni como meros multi-

plicadores de Lagrange para os v́ınculos (2.27) e (2.28). A equação (2.34) apenas define as

relações entre as “velocidades” (ḣij) e os momenta. A verdadeira e única equação dinâmica é

a (2.35). Esta equação é equivalente à única equação dinâmica (2.20) do formalismo lagrangi-

ano, e os v́ınculos (2.27) e (2.28) são equivalentes respectivamente às equações (2.18) e (2.19).

Assim fica mostrado que este sistema hamiltoniano reproduz as equações de Einstein.

Devido ao fato dos v́ınculos (2.27) e (2.28) satisfazerem a álgebra de Lie (2.29) - (2.31),

existem relações e condições impostas sobre a evolução temporal do sistema. A partir desta

álgebra pode-se provar os seguintes teoremas:

1. Se os v́ınculos são satisfeitos em uma dada hipersuperf́ıcie, e a evolução temporal é

dada pelas equações de Hamilton, então os v́ınculos serão satisfeitos ao longo de toda a

evolução.

2. Se os v́ınculos são satisfeitos para duas hipersuperf́ıcies arbitrárias, então quantidades

canônicas em duas hipersuperf́ıcies quaisquer são necessariamente evolúıdas a partir das

equações de Hamilton.

3. Se a função principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana em um dado ponto

(~x0) e o super-momentum em toda a hipersuperf́ıcie, então ela também satisfará o v́ınculo

da super-hamiltoniana em toda hipersuperf́ıcie

H0 (~x0, t) [S] ≈ 0

Hi (~x, t) [S] ≈ 0

⇒ H0 (~x, t) [S] ≈ 0 ∀ ~x e t fixo.

4. Se a função principal de Jacobi (S) satisfizer a super-hamiltoniana em qualquer ponto da

hipersuperf́ıcie, então necessariamente também satisfará o super-momentum em qualquer

ponto

H0 (~x, t) [S] ≈ 0 ⇒ Hi (~x, t) [S] ≈ 0 ∀ ~x e t fixo.
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Os v́ınculos (2.27) e (2.28), embora secundários, são v́ınculos de primeira classe. Espera-se

então que eles sejam geradores de transformações de calibre.

Para o v́ınculo H0, a única transformação não nula é para a variável hij :

δhij (~x) =
∫
d3z ε (~z) {hij (~x) ,H0 (~z)} =

=
∫
d3z ε (~z) Gabkl (~z)

{
hij (~x) ,Πab (~z) Πkl (~z)

}
=

= ε (~x) 2√
h

(
Πij (~x)− hij(~x)

2 Π (~x)
)

=

= −2ε (~x)Kij (~x) = −2ε (~x)Lηα (hij)

Esta transformação gera deslocamento na direção do vetor tipo-tempo ηα (τ) perpendicular

à tri-hipersuperf́ıcie. Enquanto a hamiltoniana total gera deslocamentos no parâmetro t, a

super-hamiltoniana gera deslocamentos no parâmetro τ .

Vejamos agora o v́ınculo do super-momentum (Hi):

• δhij (~x) =
∫
d3z {hij (~x) ,Ha (~z)}χa (~z) =

= −2
∫
d3z χa (~z)

{
hij (~x) ,

(
Πab
,b + ΠbcΓabc

)}
=

= −2
∫
d3z χa (~z)

(
∂
∂zb
δ (~x− ~z) δabij + δbcijΓabcδ (~x− ~z)

)
=

= 2 ∂
∂xb

χa (~x) δabij − 2χa (~x) Γaij =

= χ(i; j) (~x) = Lχk (hij)

• δΠij (~x) =
∫
d3z

{
Πij (~x) ,Ha (~z)

}
χa (~z) =

= −2
∫
d3z

{
Πij (~x) , hak (~z) Πkb

;b (~z)
}
χa (~z) =

= 2χa (~x) Πkb
;b (~x) δijak − 2

∫
d3z χa (~z)hak (~z) Πbc (~z)

{
Πij (~x) ,Γkbc (~z)

}
=

= χ(i (~x) Πj)b
;b − χ

(i (~x) 3Γj)abΠ
ab −

(
χ(i (~x) Πj)b

)
,b

+
(
χm (~x) Πij

)
,m

=

= −χ(i
,b (~x) Πj)b + χm,m (~x) Πij + χm (~x) Πij

,m = Lχk
(
Πij
)

Estas transformações são transformações gerais das coordenadas na tri-hipersuperf́ıcie, ou

seja, as transformações de calibre são difeomorfismos da tri-hipersuperf́ıcie.

Conclúımos assim o desenvolvimento do formalismo Hamiltoniano para a Teoria da Rela-

tividade Geral.
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2.4 Teoria Linear de Perturbações Cosmológicas

Nos caṕıtulos anteriores, estudamos o formalismo hamiltoniano para a TRG e vimos que

seria necessário usarmos métodos para lidarmos com sistemas vinculados devido às liberdades

de calibre da teoria. No presente caṕıtulo, vamos desenvolver a teoria linear de perturbações

cosmológicas nos preocupando apenas com o formalismo que será usado no desenvolvimento

dos resultados seguintes e, por isso, nos limitaremos apenas em lidar com o essencial necessário

deste formalismo.

Primeiramente, vamos mostrar como podemos, de uma maneira consistente, definir uma

teoria de perturbações cosmológicas e quais devem ser as variáveis dinâmicas desta descrição.

Tendo estabelecido a linguagem conveniente, vamos derivar as equações dinâmicas para per-

turbações escalares a partir das equações da TRG. Em seguida, nos focalizando apenas no

caso de um Universo permeado por um campo escalar clássico, encontraremos finalmente as

equações básicas para a descrição da evolução de perturbações lineares num Universo ho-

mogêneo e isotrópico.

2.4.1 Formalismo

As observações cosmológicas nos mostram que o Universo é, em larga escala, homogêneo

e isotrópico. As estruturas encontradas, por exemplo em aglomerados de galáxias, podem ser

explicadas a partir da evolução de um pequeno desvio da homogeneidade observada. Devido

à natureza atrativa da gravitação, qualquer desvio da homogeneidade gera uma instabilidade

gravitacional a qual tenderia a crescer exponencialmente. Porém, devido à expansão do Uni-

verso, o crescimento das perturbações, em geral, segue uma lei de potência.

Para explicarmos completamente a formação de estrutura do Universo precisamos levar em

conta efeitos gravitacionais não lineares Ref.[55, 58]. No entanto, antes mesmo de estudarmos a

evolução dessas perturbações temos que estabelecer quais são as adequadas condições iniciais,

ou seja, qual é o perfil de distribuição da densidade de matéria, o qual sabemos que está,

através das equações de Einstein, associado às perturbações da métrica.
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A teoria linear das perturbações da métrica nos possibilita descrever a evolução dessas

perturbações num regime anterior à formação de estrutura, gerando assim as condições iniciais

para esta teoria.

Com o desenvolvimento do paradigma inflacionário, que será discutido no caṕıtulo seguinte,

a teoria de perturbações 6 se mostrou um formalismo fundamental nas previsões cosmológicas.

A partir do seu desenvolvimento pode-se explicar, por exemplo, as flutuações da radiação

cósmica de fundo, tornando-se assim indispensável para qualquer análise e teste de modelos

teóricos para o Universo primordial.

A TRG foi constrúıda para ser uma teoria invariante por transformações arbitrárias de

coordenadas. Esta invariância está associada à idéia de que os sistemas de coordenadas são

completamente arbitrários e por isso não contém nenhum significado f́ısico. Esta liberdade

de calibre nos cria uma dificuldade técnica na construção de uma teoria de perturbações

lineares pois, uma vez que é permitido fazer qualquer transformação de coordenadas, temos

que garantir que as quantidades que descreverão as perturbações de uma dada métrica são

de fato perturbações f́ısicas e não meras componentes artificiais criadas por uma mudança de

coordenadas.

Existem alguns métodos posśıveis para tratar este problema. Uma possibilidade seria,

por exemplo, descrevermos a gravitação no formalismo de equações quase-maxwellianas e

descrevermos as perturbações em termos das componentes do tensor de Weyl Ref.’s [32]-[37].

Uma vez que as métricas conformalmente planas possuem tensor de Weyl igual a zero, qualquer

componente não nula do tensor de Weyl para a métrica de FLRW representará necessariamente

uma verdadeira perturbação.

Por conveniência, optamos por trabalhar com as variáveis invariantes de calibre em pri-

meira ordem desenvolvidas primeiramente por Bardeen [39, 40]. Neste formalismo, as variáveis

das perturbações são identificadas com componentes da métrica perturbada. De maneira

análoga, podeŕıamos ter escolhido trabalhar num dado calibre, como o calibre śıncronton e,

tomando cuidado para identificarmos corretamente aos graus de liberdade f́ısicos das per-

turbações, evoluirmos o sistema mesmo que as variáveis não sejam invariantes de calibre. No

entanto, neste procedimento, não é fácil o acompanhamento dos graus de liberdade f́ısicos o
6Vamos usar o termo teoria de perturbações como uma abreviação para teoria linear de perturbações gra-

vitacionais, sendo sempre sub-entendido que estamos considerando a descrição do Universo através da métrica
FLRW.
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que torna a análise dos resultados menos clara e mais dif́ıcil de interpretar.

Formalmente podemos definir transformações de calibre de perturbações com relação a uma

determinada métrica de fundo de duas maneiras: transformações passivas ou ativas. Suponha

que tenhamos uma variedade M que represente o espaço-tempo f́ısico onde definimos uma

estrutura de fundo e associamos a toda e qualquer variável Q7 em M uma função espećıfica

Q(0)(xα(p)) de forma que a dependência funcional de Q(0) em xα seja fixa para todo ponto

p ∈ M. Tendo definido esta estrutura de fundo podemos então definir as perturbações

simplesmente como

δQ(p) = Q(xα(p))−Q(0)(xα(p)).

Para um outro sistema de coordenadas x̃α teremos naturalmete para o mesmo ponto p

˜δQ(p) = Q̃(x̃α(p))−Q(0)(x̃α(p)).

Da mesma forma que antes, a dependência funcional de Q(0) em x̃α é a mesma que de Q(0) em

xα. A transformação δQ −→ ˜δQ é a definição da transformação de calibre (passiva) associada

à transformação de coordenada xα −→ x̃α.

A outra maneira de definirmos transformações de calibre é utilizarmos uma outra varie-

dade e definirmos um difeomorfismo entre esta variedade de fundo N e a variedade espaço-

temporal f́ısica M. Se a variedade de fundo possuir um sistema de coordenada ŕıgido xr,

um dado difeomorfismo D : N −→ M induz um sistema de coordenadas em M pela asso-

ciação D : xαr −→ xα. Se utilizarmos um outro difeomorfismo D̃ , teremos a indução de um

novo sistema de coordenadas D̃ : xαr −→ x̃α. Para cada um destes difeomorfismo, podemos

definir nossas variáveis perturbadas respectivamente como δQ(p) = Q(p) − Q(0)(D−1(p)) e

˜δQ(p) = Q̃(p) − Q(0)(D̃−1(p)). Novamente definimos uma transformação de calibre como

a passagem de δQ −→ ˜δQ. Estas duas abordagens são equivalentes, sendo que a primeira

mostra mais claramente a dependência das transformação de calibre na escolha do sistema de

coordenadas enquanto que a segunda salienta a dependência na relação entre a variedade de

fundo e a variedade f́ısica espaço-temporal.

No caso de considerarmos transformações infinitesimais

xα −→ x̃α = xα + ξα,

7Estamos omitindo os posśıveis ind́ıces de Q mas esta variável pode ser de natureza escalar, vetorial ou
tensorial.
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a transformação de calibre é caracterizada pela derivada de Lie na direção do vetor ξ,

˜δQ− δQ = LξQ. (2.36)

O estudo de perturbações será feito num Universo descrito pela métrica de FLRW de forma

que podemos definir a métrica a partir do intervalo de acordo com a separação gµν = g
(0)
µν +δgµν

onde assumimos que a métrica de fundo é dada por

g(0)
µν dx

νdxµ = N2dt2 − a2(t)
(1 + K

4 r
2)2

[
dr2 + r2

(
dθ2 + sen2(θ)dφ2

)]
.

A parte perturbada da métrica pode ser dividida em três setores, os quais evoluem de forma

independente: escalar, vetorial e tensorial. Essa separação das componentes da perturbação

é baseada em suas propriedades frente a transformações de coordenadas tri-espaciais em cada

hipersuperf́ıcie que define o folheamento da variedade associada à métrica de fundo.

As perturbações vetoriais e tensoriais não geram nenhuma instabilidade gravitacional de

forma que para o estudo da formação de estrutura basta analizarmos o setor escalar Ref.[38].

De fato, para um Universo em expansão, as perturbações vetoriais decaem inversamente pro-

porcionais ao fator de escala, enquanto que as perturbações tensoriais geram ondas gravitaci-

onais que não influenciam na evolução dos desvios da homogeneidade da densidade de matéria.

2.4.2 Perturbações escalares

A parte da métrica associada às perturbações escalares pode ser escrita como

δgµν =

 2N2φ −Na(t)B|i

−Na(t)B|i 2a2(t)
(
ψγij − E|ij

)
 .

No calibre temporal conforme, o intervalo se escreve

ds2 = a2(η)
{

(1 + 2φ) dη2 − 2B|idx
idη −

[
(1− 2ψ) γij + 2E|ij

]
dxidxj

}
. (2.37)

Uma transfomação infinitesimal de coordenada é inteiramente definida por um vetor ξ =

(ξ0, ξi), onde o tri-vetor pode ser decomposto em um tri-vetor com divergência nula e uma

função escalar, ou seja, ξi = ξiT + γijξ|j com ξjT |j = 0. Como estamos interessados apenas nas
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perturbações escalares, a transformação infinitesimal mais geral pode ser caracterizada pelas

duas funções escalares ξ0 e ξ. Dada esta transformação infinitesimal, a métrica irá sofrer um

transformação δgµν −→ δg̃µν = δgµν + ∆gµν . Podemos calcular a varição para cada uma das

componentes da métrica perturbada definida em (2.37)

φ̃ = φ− a′

a
ξ0 − ξ0 ′, ψ̃ = ψ +

a′

a
ξ0, B̃ = B + ξ0 − ξ′, Ẽ = E − ξ,

onde ′ significa derivada com relação ao tempo conforme.

Claramente, estas variáveis não são invariantes por esta transformação infinitesimal de coorde-

nada. A partir de uma combinação apropriada, podemos construir duas variáveis invariantes

Φ = φ+
1
a

[
(B − E′)a

]′ Ψ = ψ − a′

a
(B − E′).

Estas duas variáveis foram introduzidas na literatura pela primeira vez por Bardeen [40].

Além dessa posśıvel escolha, podeŕıamos ter tomado qualquer combinação linear destas ou

definir quaisquer outras duas variáveis invariantes de calibre para representar o espaço bidi-

mensional das funções escalares invariantes de calibre que definem a perturbação escalar da

métrica. A escolha por estas duas variáveis se dá pela simplificação das equações dinâmicas

e pela fácil associação da variável Φ, chamada de potencial de Bardeen, com o potencial

Newtoniano.

Em geral, a perturbação de um campo escalar δϕ(η, xi) = ϕ(η, xi) − ϕ0(η), onde ϕ0(η) é

o seu valor no espaço-tempo de fundo, também não é invariante de calibre. Frente as trans-

formações infinitesimais, esta perturbação se transforma δϕ(η, xi) −→ δ̃ϕ(η, xi) = δϕ(η, xi)−

ϕ′0(η)ξ0. Da mesma forma que para as variáveis da métrica, podemos definir uma perturbação

invariante de calibre

δϕinv = δϕ+ ϕ′0(B − E′).

Tendo as quantidades invariantes de calibre definidas acima, vamos agora derivar, a partir

das equações de Einstein, as equações de evolução das perturbações.

As equações para as perturbações são calculadas a partir das equações de Einstein utili-

zando a definição para a métrica perturbada gµν = (0)gµν + δgµν . Ao inseŕırmos esta métrica

no lado esquerdo das equações de Einstein encontramos

Gµν = (0)Gµν + δGµν
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onde (0)Gµν condensa todos os termos que encontraŕıamos caso a métrica fosse apenas a

métrica de fundo (0)gµν .

Utilizando a métrica no calibre de tempo conforme, eq. (2.37), encontramos para o tensor

de Einstein perturbado as seguintes equações

δG0
0 =

2
a2

{
−3H

(
Hφ+ ψ′

)
+∇2

[
ψ −H(B − E′)

]
+ 3Kψ

}
(2.38)

δG0
j =

2
a2

[
Hφ+ ψ′ −K(B − E′)

]
|j (2.39)

δGi j = − 2
a2

{[
(2H′ +H2)φ+Hφ′ + ψ′′ + 2Hψ′ −Kψ +

1
2
∇2D

]
δi j −

1
2
γikD|kj

}
(2.40)

onde definimos D .= (φ− ψ) + 2H(B − E′) + (B − E′)′.

Esses termos de perturbação para o tensor de Einstein não são invariantes de calibre para

um transformação infinitesimal do sistema de coordenadas. Se utilizarmos a definição (2.36),

encontramos

δG0
0 −→ δG0

0 −
(

(0)G0
0

)′
ξ0

δG0
j −→ δG0

j −
(

(0)G0
0 −

1
3

(0)Gkk

)
ξ0
|j

δGi j −→ δGi j −
(

(0)Gi j

)′
ξ0

Constrúımos assim as quantidades invariantes de calibre,

(
δGinv

)0
0

= δG0
0 +

(
(0)G0

0

)′
(B − E′)(

δGinv
)0
j

= δG0
j +

(
(0)G0

0 −
1
3

(0)Gkk

)
(B − E′)|j(

δGinv
)i
j

= δGi j +
(

(0)Gi j

)′
(B − E′)

Podemos definir, da mesma forma que para o tensor de Einstein Gµν , a separação para

o tensor energia momentum em uma componente associada ao sistema não perturbado e um

termo de correção de primeira ordem nas pertubações Tµν =(0) Tµν + δTµν .

De uma forma geral, considerando que a topologia do espaço-tempo seja M3⊗< onde M3

é uma variedade tri-espacial arbitrária, podemos decompor o tensor energia-momentum em

sua forma irredut́ıvel, Ref.[41], com o aux́ılio de uma congruência de vetores tipo tempo V µ

Tµν = ρV µV ν + p hµν + q(µV ν) + Πµν ,

42



onde definimos o śımbolo de simetrização por A(µBν) = AµBν +AνBµ e o tensor hµν ≡ gµν −

VµVν é o projetor sobre a tri-hipersuperf́ıcie definida como a superf́ıcie normal à congruência

V µ. No caso da métrica ser homogênea e isotrópica, os únicos termos não nulos são ρ e p.

Fazendo uma expansão até primeira ordem para o caso homogêneo e isotrópico temos,

Tµν = (0)Tµν + δTµν ,

com

(0)Tµν = ρV µV ν + p hµν

δTµν = δρV µV ν + δp hµν + ρ δV (µV ν) + p δhµν

As componentes invariantes de calibre para as perturbações do tensor energia-momentum

se escrevem

(
δT inv

)0
0

= δT 0
0 +

(
(0)T 0

0

)′
(B − E′)(

δT inv
)0
j

= δT 0
j +

(
(0)T 0

0 −
1
3

(0)T kk

)
(B − E′)|j(

δT inv
)i
j

= δT ij +
(

(0)T ij

)′
(B − E′)

A partir dessas quantidades invariantes de calibre, as equações de Einstein perturbadas

tomam a forma

−3H
(
HΦ + Ψ′

)
+∇2Ψ + 3KΨ =

3`2Pl
2
a2
(
δT inv

)0
0

(2.41)(
HΦ + Ψ′

)
|j =

3`2Pl
2
a2
(
δT inv

)0
j

(2.42)[
(2H′ +H2)Φ +HΦ′ + Ψ′′ + 2HΨ′ −KΨ +

1
2
∇2D

]
δi j −

1
2
γikD|kj = −

3`2Pl
2
a2
(
δT inv

)i
j

(2.43)

onde temos D = Φ−Ψ. Para conclúırmos esta análise, ainda falta descrever como se escreve o

lado direito das equações, ou seja, precisamos estabelecer como se escrevem os termos invari-

antes de calibre para as perturbações do tensor energia-momentum no caso de considerarmos

o conteúdo material descrito por um campo escalar.
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2.4.3 Perturbações com campo escalar

Para completar a descrição das equações para as perturbações, vamos descrever os termos

de perturbação para o tensor energia-momento. Estamos considerando que a matéria é descrita

por um campo escalar minimamente acoplado à gravitação que pode eventualmente estar

sujeito a um potencial V (ϕ).

A ação do campo escalar se escreve

S =
∫

d4x
√
−g
(
−1

2
∂µϕ∂µϕ− V (ϕ)

)
.

Para um Universo homogêneo e isotrópico, o campo escalar também deve ser homogêneo e

isotrópico uma vez que as simetrias da métrica impõem sobre o tensor energia-momento da

matéria que ele seja diagonal e apenas com densidade de energia (T 0
0 = ρ) e pressão isotrópica

(T ij = −p δi j).

Seguindo a maneira de definirmos a perturbação do campo escalar, podemos escrever

ϕ(η, xi) = ϕ0(η) + δϕ(η, xi), onde ϕ0 é o valor do campo para a métrica de fundo. Para o caso

do campo escalar no calibre temporal de tempo conforme encontramos,

ρ =
1

2a2
ϕ′20 + V (ϕ0) , (2.44)

p =
1

2a2
ϕ′20 − V (ϕ0) . (2.45)

Por cálculo direto, encontramos para os termos do tensor energia-momento perturbado

δT 0
0 =

1
a2

(
−ϕ′20 φ+ ϕ′0δϕ

′ + a2 dV
dϕ

δϕ

)
,

δT 0
j =

1
a2
ϕ′0δϕ|j ,

δT ij =
1
a2

(
ϕ′20 φ− ϕ′0δϕ′ + a2 dV

dϕ
δϕ

)
δi j .

Novamente, estes termos não são invariantes de calibre. Precisamos então redefinir as

perturbações para os campos, δϕinv .= δϕ + ϕ′0(B − E′), para que as equações dinâmicas

relacionem apenas quantidades invariantes de calibre. Em termos dessas variáveis invariantes
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de calibre, temos

(
δT inv

)0
0

=
1
a2

(
−ϕ′20 Φ + ϕ′0(δϕinv)′ + a2 dV

dϕ
δϕinv

)
,(

δT inv
)0
j

=
1
a2
ϕ′0(δϕinv)|j ,(

δT inv
)i
j

=
1
a2

(
ϕ′20 Φ− ϕ′0(δϕinv)′ + a2 dV

dϕ
δϕinv

)
δi j .

Note que a parte espacial do tensor energia-momento perturbado é diagonal, δT ij ∝ δi j .

Se tomarmos i 6= j na equação (2.43), temos imediatamente que D = 0 =⇒ Φ = Ψ. Para

todo tensor energia-momento que não apresente pressão anisotrópica, Πµν = 0, ou seja, que a

condição δT ij ∝ δi j seja satisfeita, as perturbações da métrica apresenta apenas um grau de

liberdade. Neste caso a métrica perturbada assume a forma,

ds2 = a2(η)
{

(1 + 2Φ) dη2 − (1− 2Φ) γijdxidxj
}
.

Podemos agora estabelecer as equações dinâmicas se levarmos os termos encontrados para

o tensor energia-momento perturbado nas equações (2.41)-(2.43). Como trataremos apenas

de variáveis invariantes de calibre, por simplicidade notacional, iremos abandonar o ı́ndice

“inv” nos termos δϕinv. Para simplificarmos as expressões iremos usar a equação de fundo

H′ −H2 −K = −3`2Pl
2 ϕ′20 . O sistema que estabelece a evolução para as perturbações escalares

num Universo permeado por um campo escalar com um potencial de auto-interação V (ϕ) é

∇2Φ− 3HΦ′ + 4KΦ−
(
H′ + 2H2

)
Φ =

3`2Pl
2

(
ϕ′0δϕ

′ + a2 dV
dϕ

δϕ

)
, (2.46)

Φ′ +HΦ =
3`2Pl

2
ϕ′0δϕ , (2.47)

Φ′′ + 3HΦ′ +
(
H′ + 2H2

)
Φ =

3`2Pl
2

(
ϕ′0δϕ

′ − a2 dV
dϕ

δϕ

)
. (2.48)

Este sistema deve ser completado pela equação de Klein-Gordon perturbada, �ϕ+ dV
dϕ = 0.

Se usarmos a equação de Klein-Gordon não perturbada para simplificá-la temos então,

δϕ′′ + 2Hδϕ′ −∇2δϕ+ a2 d2V

dϕ2
δϕ− 4ϕ′0Φ′ + 2a2 dV

dϕ
Φ = 0 .

Nesta equação, o termo ∇2 é um objeto geométrico definido com a métrica de fundo. As

equações (2.46)-(2.48) podem ser combinadas para gerarmos um equação que só dependa do

potencial de Bardeen Φ e de funções do sistema não perturbado. Para isto, basta subtráırmos
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a eq.(2.48) de eq.(2.46), usarmos a equação de v́ınculo eq.(2.47) e a equação de Klein-Gordon

não perturbada. Esta separação pode ser feita pois a equação de v́ınculo eq.(2.47) relaciona o

potencial de Bardeen Φ e a perturbação do campo escalar δϕ, δϕ = 2
3`2Pl

Φ′+HΦ
ϕ′0

, nos mostrando

que este sistema possui apenas um grau de liberdade que podemos escolher descrevê-lo através

do potencial de Bardeen. Depois destas simplificações, a equação final para a evolução das

perturbações assume a forma

Φ′′ + 2
(
H− ϕ′′0

ϕ′0

)
Φ′ −∇2Φ + 2

(
−2K +H′ −Hϕ

′′
0

ϕ′0

)
Φ = 0 . (2.49)

É importante notar que para derivarmos esta equação assumimos categoricamente que

ϕ′0 6= 0. Caso queiramos estudar sistemas onde, por exemplo, o campo escalar oscile no

mı́nimo de um potencial, como é o caso da fase de pré-aquecimento depois da inflação, não

poderemos usar esta equação. Esta situação será mais detalhada quando estudarmos, na seção

4.1, um modelo de ricochete (“bounce”) com um campo escalar clássico.

Se aplicarmos uma transformada de Fourier para o espaço dos comprimentos de onda ~k,

podemos substituir ∇2Φ por k2Φ, entendido agora que Φ = Φ (η, k). A equação (2.49) pode

ser simplificada por uma mudança de variável Ref.’s [42, 44] definida por

u
.=

2

3`2Pl (ρ+ p)1/2
Φ =

2
3`Pl

a2θ

H
Φ , (2.50)

θ
.=

1
a

√(
ρ

ρ+ p

)(
1− K

`2Plρa
2

)
. (2.51)

Com relação a esta nova variável, a equação para o potencial de Bardeen se escreve como

u′′ +
(
k2 − Vu

)
u = 0 , (2.52)

onde definimos o potencial Vu e o termo associado à velocidade do som no meio, cs, por

Vu ≡ θ′′

θ
+ 3K(1− c2

s) , (2.53)

c2
s ≡

ṗ

ρ̇
= −1

3

(
1 + 2

ϕ′′

Hϕ′

)
. (2.54)

A equação (2.52) possui dois limites interessantes. No limite de pequenos comprimentos

de onda, k2 � Vu, a variável u se comporta como uma onda plana

u ∝ eikη .
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No outro limite de longos comprimentos de onda, k2 � Vu, temos que o termo do potencial

domina. Se neste limite o termo de curvatura puder ser desprezado, ou seja, considerando

agora apenas o caso onde podemos fazer K = 0, a solução formal para a variável u se escreve

Ref.’s [42]-[44]

u ≈ C1 θ + C2 θ

∫
dη
θ2

=
C (k)
ϕ′0

(
1
a

∫
dη a2

)′
.

Neste limite o potencial de Bardeen é escrito como a soma de dois termos,

Φ ≈ C (k)
a

(
1
a

∫
dη a2

)′
= C (k)

(
1− H

a

∫
dt a(t)

)
. (2.55)

Para concluirmos esta seção vamos mencionar que, analisando a equação (2.49), é posśıvel

construir uma quantidade conservada para o limite de longos comprimentos de onda Ref.’s

[45]-[48] para qualquer um dos casos K = ±1, 0. Definindo a variável,

ζBST
.=

2
3

H2ρ

(ρ+ p) (H2 +K)
×

{
Φ′

H
+

[
1− K
H2

+
1
3

(
k

H

)2
]

Φ

}
+ Φ (2.56)

temos que a sua derivada temporal, usando a equação (2.49) e a equação de Klein-Gordon não

perturbada, pode ser escrita como

ζ ′BST =
2
3

H3ρ

(ρ+ p) (H2 +K)

[
1
3

(
k

H

)2(Φ′

H
+ Φ

)
+

3`2Pl
2

a2τδS

H2

]
.

O termo δS representa a perturbação de entropia. Para um fluido, a pressão é em geral

função de duas variáveis termodinâmicas, por exemplo, da densidade de energia e da entropia

p = p (ρ, S). Se calcularmos a sua encontramos δp = τδS+c2
s δρ onde τ ≡

(
δp
δS

)
ρ

e c2
S ≡

(
δp
δρ

)
S

.

Pela definição a partir do tensor energia-momento para um campo escalar, podemos calcular

δρ e δp diretamente de suas definições eq.(2.44)-(2.45)

δρ =
1
a2
ϕ′δϕ′ +

dV
dϕ

δϕ , δp =
1
a2
ϕ′δϕ′ − dV

dϕ
δϕ .

A partir destas expressões, e usando as equações (2.46) e (2.47), podemos calcular a per-

turbação não-adiabática

τδS = δp− c2
Sδρ =

(
1− c2

S

) (
3K − k2

)
Φ

No limite de longos comprimentos de onda, i.e. escalas muito maiores do que o raio de

Hubble
(
k
H −→ 0

)
, e para perturbações adiabáticas τδS −→ 0, a quantidade ζBST , definida em
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(2.56), não varia no tempo. Esta quantidade fornece uma medida da perturbação da métrica

de forma independente do folheamento das hipersuperf́ıcies Ref.[49] e é útil para estudarmos

o comportamento das perturbações, por exemplo, durante a fase de re-aquecimento onde,

baseando-se apenas nesta quantidade conservada, não precisamos nos deter nos detalhes do

mecanismo de re-aquecimento. Em termos da perturbação de curvatura, ζBST , temos que a

dependência em k do espectro Ref. [42, 58] é dada por

Pζ = k3‖ζBST ‖2 (2.57)

Na seção (4.1), usaremos esta definição para calcularmos o espetro de potência do modelo

em questão e analisarmos a sua compatibilidade com os dados observacionais advindos da

radiação cósmica de fundo.
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Caṕıtulo 3

Inflação

“Everything should be made
as simple as possible,

but not simpler.”

Atribúıda à Albert Einstein

3.1 Motivações

O ińıcio da cosmologia moderna se deu com a publicação do artigo do Einstein em 1917

Ref. [50]. Depois da era mecanicista regida pela Mecânica Newtoniana, a formulação da Te-

oria da Relatividade Geral permitiu novamente à comunidade cient́ıfica formular um modelo

cosmológico Ref.’s [51, 52]. Até o final da década de 20, devido à escassez de dados observaci-

onais, a cosmologia se baseava principalmente em prinćıpios e preferências filosóficas como o

prinćıpio cosmológico que propõe que não haja nenhuma região priveligiada no Universo. A

conseqüência imediata deste prinćıpio é a imposição que a métrica que descreve o Universo

seja homogênea e isotrópica.

Com a evolução dos instrumentos e técnicas observacionais, em meados do século passado

se estabeleceu as propriedades básicas do nosso Universo num cenário aonde a proposta de

homogeneidade e isotropia se confirmou observacionalmente juntamente com a estimativa da

idade do Universo, através da medição da constante de Hubble e o fato da seção espacial ser

49



muito próxima de plana Ref.’s [53, 54].

A obervação da radiação cósmica de fundo feita por Penzias e Wilson em 1965 mostrou que

o Universo deveria de fato ter passado por um peŕıodo de altas temperaturas e densidades. A

evolução dos debates cient́ıficos forneceu o que ficou conhecido como o modelo do “Big Bang”.

Num Universo homogêneo e isotrópico em expansão a métrica pode ser escrita num sistema

de coordenadas adequado na forma

ds2 = −N2dt2 +
a(t)2

(1 +K r2/4)2
[dr2 + r2(dθ2 + sin2(θ)dϕ2)] ,

onde K = ±1 , 0 e a única variável a determinar é o fator de escala a(t), o qual é apenas função

do tempo.

Estas simetrias da métrica, quando levadas às equações de Einstein, nos mostram que o

conteúdo material do Universo também deve apresentar estas mesmas simetrias, ou seja, ele

deve ser descrito por um fluido perfeito. Em linhas gerias, o modelo do “Big Bang” pode ser

descrito como um Universo homogêneo e isotrópico em expansão permeado por dois fluidos

perfeitos não interagentes. Durante a sua fase inicial a evolução é dominada pelo fluido de

radiação seguida por uma fase dominada por poeira (fluido sem pressão).

Este modelo foi extremamente frut́ıfero, conseguindo descrever a evolução em larga escala

do Universo. Neste contexto foi posśıvel explicar a concentração de elementos qúımicos leves,

como o hidrogêneo e o hélio através dos processos de nucleosśıntese, assim como descrever a

formação de estrutura do Universo Ref.’s [55, 56]. É evidente que se o Universo fosse estri-

tamente homogêneo e isotrópico ele não apresentaria nenhuma estrutura como galáxias nem

aglomerado de galáxias. Para descrever de forma mais realista o Universo devemos considerar

pequenas flutuações com relação a métrica de fundo. Dadas determinadas condições iniciais,

o modelo do “Big Bang” é capaz de prever corretamente a evolução dessas perturbações de

forma compat́ıvel com os dados observacionais. Porém, a questão de como estabelecer as

condições iniciais ainda não é bem estabelecida até este ponto. Somando-se ao problema das

condições iniciais para as perturbações cosmológicas o modelo do “Big Bang” ainda apresenta

algumas questões fundamentais.

Antes de descrever o paradigma inflacionário, vamos listar algumas das questões que fogem

do poder explicativo / preditivo do modelo do “Big Bang” no intuito de motivarmos a sua

modificação e mostrar que a inflação é capaz de resolver ou minimamente suavizar algumas
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dessas questões Ref.’s [57, 58]. Vamos então enumerá-las:

1. Condições iniciais para as perturbações cosmológicas.

Como já mencionado anteriormente, se utilizarmos o espectro da radiação cósmica de

fundo (CMB) para estabelecermos as flutuações na densidade de matéria no Universo,

o modelo do “Big Bang” é capaz de reproduzir a evolução da formação de estrutura em

largar escala. É natural supormos que este espectro da CMB tenha advindo de processos

f́ısicos e assim podemos nos questionar qual deva ter sido essa evolução e a partir de

quais outras condições iniciais.

É notório que a inflação suaviza este problema em pelo menos dois sentidos. Primeira-

mente, o peŕıodo inflacionário amplifica o comprimento de onda f́ısico das perturbações

tornando posśıvel que perturbações locais antes da fase inflacionária sejam responsáveis

pelas perturbações na escala de galáxias e aglomerados de galáxias. Além disso, a origem

dessas perturbações é geralmente dada por flutuações de um campo quântico que tem

como condição inicial o seu estado de vácuo.

O problema do estabelecimento das condições iniciais para o Universo só será defini-

tivamente resolvido se conseguirmos construir uma teoria de condições iniciais que nos

permita derivar essas condições a partir de prinćıpios fundamentais. Porém, em geral,

certas condições iniciais são consideradas mais ou menos naturais de forma que acredita-

se que há de fato um ganho ao conseguirmos explicar a evolução de um dado sistema

tendo como condição inicial, por exemplo, a condição de vácuo para um campo f́ısico.

2. Problema do Horizonte de part́ıcula.

As geodésicas radiais para fótons num Universo com K = 0 são dadas simplesmente

por c dt = a(t)dr. Podemos nos perguntar qual será a distância coordenada percorrida

por um fóton entre dois intervalos de tempo t0 e t1, ou seja,

∆r =
∫ t1

t0

cdt
a(t)

No modelo do “Big Bang”, a extrapolação para o passado nos leva a uma singularidade

que pode ser feita coincidir com a origem temporal. Assim podemos nos perguntar se

a integral acima converge ou diverge quando a extrapolamos para t0 = 0. Caso ela

convirja temos então um modelo de Universo com horizonte de part́ıculas.
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A presença de um horizonte de part́ıculas nos diz que existem regiões do Universo que

ainda não entraram em contato causal, e o valor numérico calculado pela definição acima

nos fornece uma estimativa de qual é o raio máximo das regiões causalmente conectadas.

Se o Universo for permeado por radiação e poeira, como é o caso do modelo do “Big

Bang”, na época anterior a nucleosśıntese é a radiação que domina, ou seja, a(t) ∼ t1/2

e vemos assim que a integral acima de fato converge.

O problema do horizonte pode ser entendido da seguinte forma: a distância f́ısica

percorrida por um pulso luminoso no intervalo de zero a tdes, onde tdes é o momento do

desacoplamento, é dada por

l(t) = a(t).∆r = a(tdes).
∫ tdes

0

cdt′

a(t′)
=
a(tdes)
a0

.

∫ tdes

0

cdt′

t′1/2
= 2 ctdes.

Se calcularmos qual era o volume do Universo observado hoje no instante do desacopla-

mento, ou seja, se propagarmos para o passado o volume do Universo observado hoje

encontramos um valor maior do que o calculado acima. Isto nos diz que no momento do

desacoplamento o Universo observado hoje ainda não tinha tido tempo suficiente para

entrar em contato causal e desta forma a homogeneidade e isotropia encontrada na CMB

não pode ser explicada por nenhum mecanismo f́ısico.

3. Problema da Planeza.

As seções espaciais são extremamente próximas de serem planas, porém a condição

Ω = 1 é instável, onde Ω é o parâmetro de densidade definido por Ω = ρ
ρc

onde ρc é a

densidade cŕıtica hoje. Num Universo de FLRW, a equação de Friedmann nos fornece

1
c2

d
dt
‖Ω− 1‖ = −2

ä

ȧ3
.

Para um Universo em expansão desacelerada temos que este termo acima é sempre

positivo, ou seja, o parâmetro de densidade sempre se afasta do valor 1. Hoje em

dia o Universo é observado muito próximo do plano (Ω = 1), o que implica que na

época de Planck, quando esperamos começar a encontrar desvios do modelo padrão, este

parâmetro deveria ser extremamente próximo do plano, tão próximo quanto 1 parte em

1056! É evidente que o caso plano (K = 0) satisfaz esta condição mas de qualquer forma

teŕıamos que explicar porque dentre todos os valores posśıveis temos como condição uma

classe de medida nula como o caso plano.
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4. Origem da expansão.

O modelo padrão descreve o Universo em expansão porém não nos fornece nenhum

tipo de explicação posśıvel. Note que esta divergência das linhas de congruência são

contrárias ao efeito atrativo da gravitação. O melhor que pode ser dito é que o Universo

está se expandindo pois assim o fez no passado Ref. [59].

Para elucidarmos a fraqueza de tal argumento podemos compará-lo, por exemplo, com

a trajetória de uma bala de canhão. Ao observá-la em movimento pelo ar, podeŕıamos

afirmar que ela se movimenta pois já possúıa velocidade anteriormente, porém nenhuma

informação relevante é extráıda a menos que consigamos explicar o mecanismo causador

do movimento inicial (no caso da bala de canhão o mecanismo é obviamente a explosão

da pólvora).

5. Problema da homogeneidade.

O Universo observado hoje é, em larga escala, homogêneo e isotrópico. Se olharmos

para o espaço de todas as soluções posśıveis das equações de Einstein percebemos que as

soluções homogêneas1 formam um sub-conjunto de medida nula, ou seja, se não houver

nenhum prinćıpio ou regra de seleção para privilegiarmos classes de soluções, as soluções

homogêneas têm probabilidade zero de acontecer!

Na realidade, a homogeneidade surgiu na literatura baseada no prinćıpio cosmológico

que propõe uma equivalência entre todas as regiões do Universo, ou seja, o Universo é

homogêneo por prinćıpio. No entanto, enunciar um prinćıpio não modifica em nada o

fato do Universo apresentar esta simetria tão particular.

Para resolver esta questão, precisaŕıamos de uma nova teoria que explicasse essa pre-

ferência uma vez que a Relatividade Geral não distingue, ou melhor, não privilegia

nenhuma de suas soluções. Uma outra possibilidade é explicarmos a homogeneidade

por algum processo f́ısico, como por exemplo a homogeneização de um gás numa caixa

isolada pelo aumento de sua entropia. De fato, propor uma métrica espećıfica sem ne-

nhuma teoria de base vai contra as próprias idéias de que uma teoria espaço-temporal

não deva apresentar objetos absolutos como havia proprosto Einstein Ref.[60].
1Me concentrei apenas na homogeneidade pois é posśıvel pensarmos em mecanismos dinâmicos para expli-

carmos a isotropia para Universos em expansão desde que eles sejam homogêneos.
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6. Assimetria entre bárions e anti-bárions.

O modelo padrão de part́ıculas elementares nos diz que o número de bárions é um

número quântico (uma quantidade conservada). Além disso sabemos que para energias

superiores à massa do próton, um sistema em equiĺıbrio deve apresentar uma mesma

quantidade de fótons, bárions e anti-bárions. No entanto, a fração do número de bárions

e fótons hoje em dia é da ordem de Np/Nγ ∼ 10−9 enquanto que Np̄ ≈ 0.

O excesso de fótons pode ser explicado pelo aniquilamento entre bárions e anti-bárions,

aumentando a quantidade de fótons, porém, não é evidente como deve ter sido gerada

esta assimetria entre bárions e anti-bárions.

Esta assimetria entre o número de bárions e anti-bárions requer pelo menos três

condições que são conhecidas na literatura como regras de Sakharov Ref.[61, 62]:

(a) Violação de Np: o número de bárions não ser de fato um número quântico.

(b) O sistema esteja fora do equiĺıbrio de forma que Np 6= Np̄.

(c) Termos violação das simetrias CP e C ao mesmo tempo.

7. Singularidade inicial.

Um evento como a singularidade inicial do modelo do “Big Bang” está claramente fora

do escopo de qualquer teoria f́ısica desenvolvida até o momento. Esta aberração serve

como um limite intranspońıvel para a nossa descrição causal, sendo assim delegada ao

filósofos, teólogos ou metaf́ısicos.

Desde os ano 60 vem se mostrando que é uma propriedade da teoria da Relatividade

Geral apresentar singularidades em suas soluções, sejam elas soluções cosmológicas, como

os modelos de FLRW, ou de sistemas gravitacionais, como os buracos negros Ref.[83, 84].

Ao invés de ser considerada como uma necessidade teórica, como se tentou mostrar com

os teoremas de singularidade, a presença da singularidade deve ser encarada como um

sinal de que estamos extrapolando a teoria a um regime em que ela não é mais válida.

Qualquer proposta que contorne esta dificuldade deve ser tomada como uma tentativa

de criarmos meios coerentes de extrapolarmos o limite imposto pelas singularidades.

Num contexto cosmológico, isto se traduz em considerarmos apenas modelos não singu-

lares para a evolução do Universo.
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3.2 Propriedades Gerais

Os modelos inflacionários surgiram numa tentativa de resolver algumas das questões levan-

tadas na seção anterior. Em especial podemos ressaltar o problema do horizonte e o problema

da planeza.

Lembrando a fórmula para calcularmos o horizonte de part́ıculas, percebemos que para que

a integral divirja próxima da horigem temporal é necessário que o fator de escala cresça com

potencial maior do que 1, ou seja, a(t) ∼ tα com α > 1. Em outras palavras, a expansão do

Universo deve acontecer “mais rápida” do que a velocidade da luz. Se a evolução do Universo

for dominada por um fluido perfeito temos que a equação de estado deste fluido deve ser do

tipo p = wρ com w < −1/3.

Esta equação de fluido com pressão negativa, ao contrário do que aparenta, pode ser

interpretada fisicamente. Se considerarmos, por exemplo, campos escalares massivos ou auto-

interagentes, a presença de um potencial pode fornecer uma pressão negativa, ou de outra

forma, dois fluidos interagentes cada um com equação de estado respeitando pi > 0 pode

também fornecer uma pressão efetiva negativa.

É interessante observar que esta equação de estado também resolve outro problema enu-

merado acima. Pelas equações de Einstein vemos que

ä

a
= −

`2Pl
2

(ρ+ 3p) ,

de forma que se w < −1/3 temos que esta fase será caracterizada por uma expansão acelerada

(ä > 0). Se esse peŕıodo for longo o suficiente poderemos explicar o fato das seções espaciais

serem tão próximas do plano uma vez que o parâmetro de densidade se aproximará, ao invés

de se afastar, de 1
d
dt
‖Ω− 1‖ < 0 .

Podemos estimar quanto tempo deverá durar o peŕıodo de inflação para resolver este pro-

blema da planeza. De acordo com os dados do WMAP Ref.[85], a planeza das seções espaciais

colocam limites no parâmetro de densidade de forma que Ω0 = 1.02 ± 0.02, onde o sub-́ındice

se refere ao valor hoje. Se propagarmos esta restrição até o momento da nucleosśıntese encon-

tramos que ‖Ω−1‖nucl < 10−56. Suponha que num momento inicial ‖Ω−1‖i ∼ 1 e que iremos
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parametrizar o fator de escala num tempo posterior a partir de af = eNai. Considerando um

crescimento exponencial, podemos calcular o quanto o fator de escala deve crescer a partir da

razão
‖Ω− 1‖i
‖Ω− 1‖f

=
H2a2

f

H2a2
i

= 1056 −→ N = 28× ln(10) ≈ 65 .

Vemos assim que o número mı́nimo de “e-fold”2 deve ser N = 65 para que ‖Ω − 1‖ se

aproxime tanto de zero de forma a satisfazer os v́ınculos observacionais atuais.

Uma questão importante a ser analisada é como se processa o término do peŕıodo de

inflação. As duas fases subsequëntes a uma posśıvel fase inflacionária são respectivamente uma

fase dominada por radiação e a outra por poeira. Estas duas fases são caracterizadas por uma

expansão desacelerada, ou seja, não importa qual seja o mecanismo que gere a aceleração, ela

deverá terminar antes mesmo da nucleosśıntese. Notamos assim que a constante cosmológica

não pode ser a responsável pela aceleração durante o peŕıodo de inflação pois, caso contrário,

não seria posśıvel sair do regime de expansão tipo de Sitter.

Durante a década de 60, quando foram articulados pela primeira vez os problemas do

horizonte e da planeza, uma posśıvel solução para estes problemas parecia necessariamente

muito artificial. Com o advento da f́ısica de altas energias e sobretudo com a descrição de

transição de fase ao se passar de regimes de altas para baixas energias, foi posśıvel construir

modelos inflacionários cujas condições eram pasśıveis de transitar de um regime acelerado para

um desacelerado conectando-se assim ao modelo do “Big Bang”, Ref.’s [63, 64].

Após esta análise geral sobre as propriedades dos modelos inflacionários, vamos analisar

alguns casos espećıficos.

3.3 Modelos Tı́picos

O paradigma inflacionário pode ser considerado como o requerimento de uma fase de ex-

pansão acelerada, ä > 0, suficientemente longa de forma que o fator de escala cresça muitas

ordens de grandeza. Para melhor situarmos essas teorias, vamos descrever brevemente alguns
2Este termo é utilizado para dizer que a cada “e-fold’s” o valor do fator de escala cresce de forma que o seu

valor final é igual ao seu valor inicial multiplicado e1.
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modelos capazes de gerar esta fase inflacionária.

3.3.1 Modelo original

Embora a idéia de uma fase de expansão exponencial, que é a caracteŕıstica fundamental

dos modelos inflacionários, já estivesse sendo explorada Ref.’s [72]-[74], o primeiro modelo

inflacionário constrúıdo a partir das teorias de altas energias foi proposto por Guth em 1981

Ref. [75].

A sua proposta original descreve um campo fundamental que sofre uma transição de fase

de primeira ordem passando de um falso vácuo para um vácuo verdadeiro. A diferença de

energia entre estes dois vácuos é liberada em forma de calor latente, V ∼ T 4, elevando a

temperatura do meio material do Universo primordial (re-aquecimento).

Este modelo sofre de alguns problemas, como por exemplo a excessiva formação de irregu-

laridades da densidade pelo processo de nucleação, o fato de não haver um mecanismo natural

para o término da inflação, além do ajuste fino nas condições iniciais do sistema. O ajuste fino

é necessário para mantermos o campo fundamental no falso vácuo mesmo quando o sistema se

encontrando a uma temperatura TGUT 3, o que geraria perturbações térmicas sobre o mesmo.

Depois do abandono da proposta de Guth devido as suas dificuldades, as iniciativas de

Linde Ref.’s [65, 66] e de Albrecht e Steinhardt Ref. [67] propõem uma modificação neste

modelo onde a teoria de campo escalar sofre uma transição de segunda ordem, diferentemente

do caso anterior que apresentava uma transição de primeira ordem. O problema com esta

proposta, que é conhecida com o nome de nova inflação, é ainda o ajuste fino necessário para

gerar uma fase inflacionária suficientemente longa.

Embora a idéia original tenha sido inteiramente baseada na f́ısica de part́ıculas e em teorias

de grande unificação, a possibilidade de resolver os problemas da planeza e da homogeneidade

gerou motivação suficiente para que os cosmólogos persistissem com a idéia fundamental deste

modelo, embora procurando outros mecanismos capazes de gerar esta fase inflacionária. Note

que qualquer campo escalar, estando no estado de vácuo com densidade de energia diferente

de zero, é capaz de gerar inflação.
3GUT é um acrônimo em inglês para teoria de grande unificação

57



3.3.2 Inflação caótica

Ainda motivado pelas caracteŕısticas dos modelos inflacionários, Linde sugere uma nova

modificação no modelo com o intuito de mostrar que a propriedade de gerar uma fase infla-

cionária é uma propriedade genérica e de certa forma quase inevitável de qualquer modelo

Ref. [76]. A inflação caótica difere principalmente das anteriores pelo fato de não requerer

condições iniciais tão restritas para o campo escalar nem para o potencial. Na realidade, a

configuração do campo escalar logo após o tempo de Planck, ou seja, assim que o sistema

comece a se comportar classicamente, deve apresentar todos os valores posśıveis. A única

restrição advém justamente da energia não ser alta o suficiente para não termos que tratar o

sistema com uma descrição quântica.

Nesta configuração, em pelo menos uma região maior ou da ordem do comprimento as-

sociado à escala de auto-reprodução do modelo
(
m−1
gr

)
, as condições para se gerar inflação

são satisfeitas, como por exemplo o valor do campo ser alto o suficiente a ponto de podermos

desprezar as suas variações tanto temporais quanto espaciais,
√
∂0ϕ∂0ϕ ∼ ∇ϕ ∼ m2

pl � ϕ0.

Linde argumenta que neste momento o Universo deve apresentar um número infinito destas

regiões para uma grande classe de teorias. Uma vez acionada estas condições iniciais, cada

uma destas regiões irá se expandir exponencialmente gerando todos os efeitos desejados para

explicarmos a homogeneidade e a planeza das seções espaciais. Note, porém, que agora o

Universo como um todo não é homogêneo nem isotrópico. A inflação caótica propõe um me-

canismo que homogeniza apenas o Universo observável, além do raio de Hubble o Universo

deve ser altamente heterogêneo e anisotrópico.

Com relação a este racioćınio, vale a pena fazermos duas ressalvas: mesmo que a dis-

tribuição de matéria e energia seja homogênea e isotrópica isto não implica na métrica ser

homogênea e isotrópica. Para determinarmos a métrica, além do tensor de Ricci que é de-

terminado pelo tensor energia-momento, precisamos especificar o tensor de Weyl o qual não

pode ser determinado pela distribuição da matéria e energia do Universo. A outra objeção

relaciona este racioćınio com o prinćıpio antrópico. O argumento de Linde explora o fato de

haver um número infinito de regiões com as condições necessárias para gerar uma fase infla-
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cionária, porém, isto não diminui a estranheza de nosso Universo observável ser exatamente

uma destas regiões. Note que, embora haja um número infinito, estas regiões não são as mais

prováveis. Para que este argumento seja válido, precisamos acrescentar que apenas em Uni-

versos homogêneos e isotrópicos é posśıvel encontrarmos as condições necessárias para se criar

vida humana.

Voltemos para a análise da inflação caótica. Suponha que tenhamos, por exemplo, um mo-

delo de inflação com potencial V (ϕ) ∼ ϕn. Se as condições acima requeridas,
(
ϕ̇2, (∇ϕ)2 � V ;

ϕ̈� dV
dϕ

)
, forem satisfeitas, a equação de Klein-Gordon e a de Friedmann para este sistema

se escrevem

H2 ≈ 8π
3m2

pl

V (ϕ) ,

3Hϕ̇+
dV
dϕ
≈ 0 ,

onde desprezamos o termo de curvatura pelo fato de nestas condições o fator de escala crescer

exponencialmente. Considerando um potencial em lei de potência e usando estas equações

encontramos
1
2
ϕ̇2 =

n2m2
pl

48πϕ2
V .

A condição ϕ̇2 � V implica em ϕ� n
4
√

3π
mpl. Para o caso V = λ

4ϕ
4 temos, nesta aproximação,

ϕ ≈ ϕ0 e
−

q
λ
6π
mpl t.

O tempo para que o campo escalar varie apreciavelmente é ∆t = 1
mpl

√
6π
λ . Lembrando

que H ≈
√

8π
3mpl

V , vemos que para que tenhamos um número suficiente de “e-fold’s”, i.e.

H∆t ∼ 65, temos que ter λ ∼ 4.10−2.

No entanto, da mesma forma que para o caso do modelo de Guth, as perturbações de

densidade δρ
ρ ∼ 10−5 são muito mais restritivas requerendo que λ ∼ 10−12 (Ref. [78]).

Uma derivação dos modelos caóticos são os chamados modelos estocásticos (“stochastic

inflation”) Ref.’s [68, 69]. A inflação estocástica pode ser entendida como a implementação

de uma dinâmica estocástica quântica a um modelo de inflação caótica. Nestes modelos in-

flacionários, as condições necessárias para gerar a inflação são continuamente realizadas para

alguma região do Universo. Ao contrário dos modelos caóticos, os modelos estocásticos levam

em consideração as flutuações de vácuo do campo escalar de forma que, recorrentemente, e

não apenas logo depois a era de Planck, novos mini-Universos são continuamente criados.
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Este processo não cessa, ou seja, o modelo é do tipo estado estacionário (“steady-state”) onde

regiões homogêneas e isotrópicas são continuamente desenvolvidas.

3.4 Espectro de Potência

Apesar dos diferentes tipos de modelos inflacionários que podemos encontrar na literatura,

uma caracteŕıstica geralmente compartilhada por todos esses modelos é a expansão exponen-

cial do fator de escala. É comum supor que, durante esta fase, o campo escalar e seu potencial

satisfaçam algumas propriedades de forma a garantir o crescimento quase-exponencial do fa-

tor de escala. De uma maneira geral, é preciso que o campo escalar possua uma equação

de estado efetiva de forma que p ≈ −ρ. Esta condição é atingida caso possamos desprezar

tanto as variações espaciais quanto as temporais do campo escalar frente ao valor do potencial

V (ϕ). Como uma medida deste regime, costuma-se definir os chamados parâmetros de des-

lizamento lento (“slow-row parameters”), que medem justamente o quão pequeno é o desvio

desta condição. Definimos então os parâmetros

ε ≡ − Ḣ

H2
, δ ≡ − ϕ̈

Hϕ̇
, (3.1)

Em termos destes parâmetros, a equação de evolução para a variável associada à per-

turbação v, nesta aproximação, se escreve Ref. [70],

v′′ +
[
k2 − 1

η2
(2 + 6ε− 3δ)

]
v = 0 ,

onde o prima significa derivada com relação ao tempo conforme que é definido por η =∫
a−1dt ≈ − (1 + ε) (Ha)−1. Esta equação admite como solução as funções de Bessel

v (η, k) =
√
kη [D1 (k) Jν (kη) +D2 (k) J−ν (kη)] ,

onde ν = −3
2 − 2ε+ δ.

Em geral, os modelos de inflação tomam como condição inicial para o campo escalar um

estado de vácuo. Isto só é posśıvel pois neste momento o potencial para as perturbações se

torna despreźıvel. Quando o fator de escalar tende a zero, caso o fator de Hubble não divirja,

o tempo conforme η ≈ −(aH)−1 diverge, i.e. Vv → 0 e k2 � Vv. Isto é equivalente a afirmar
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que a escala de comprimento das perturbações é muito menor do que a escala de curvatura

dada pelo inverso da raiz quadrada do escalar de Ricci. A curvatura não sendo relevante, tudo

se passa como se estivéssemos no espaço-tempo de Minkowski. Nestas condições a solução

para v se escreve

v =
1√
k
e−ik(η−ηini) .

O campo escalar é tratado quanticamente enquanto que o fator de escalar se comporta

classicamente. Este tratamento semi-clássico considera o tensor energia-momento como um

valor esperado do campo quântico e por isso o fator de normalização
√
k.

Para conectarmos essas duas soluções precisamos utilizar o comportamento assintótico das

funções de Bessel Ref.[77]

Jν (x) ≈ 1
Γ (1 + ν)

(x
2

)ν
x −→ 0 ,

Jν (x) ≈
√

2
πx

cos
[
x− πν

2
− π

4

]
x −→ −∞ .

O limite k2 � Vv equivale a tomarmos o limite kη −→ −∞. Neste limite, igualando as

funções de Bessel com a solução de vácuo, temos

D1

D2
= −eiπν , D1 =

2iπ√
k

exp
(
ikηini + π

2 ν −
π
4

)
sin [πν]

.

No limite outro k2 � Vv (kη −→ 0) a solução de v se escreve

v = D1 (k)

[
1

Γ (1 + ν)

(
kη

2

)ν+1/2

+
eiπν

Γ (1− ν)

(
kη

2

)−ν+1/2
]

.

Como o ı́ndice da função de Bessel é negativo, ν < 0, e η ≈ H−1e−Ht, podemos desprezar o

segundo termo. Levando em conta a expressão de ν e que D1 ∝ k−1/2 temos que

v ∝ k−3/2−2ε+δ .

Neste regime, quando o potencial de Bardeen é constante, eq.(2.55), a dependência em k de

v (k), Φ (k) e de ζ (k) é a mesma, ou seja, ζ ∝ k−3/2−2ε+δ. Vemos assim que, para grandes

comprimentos de onda e se as perturbações de entropia puderem ser desprezadas de forma

que ζ seja uma quantidade conservada durante o processo de re-aquecimento, o espectro de

potência para as perturbações deve ser quase invariante de escala, ou seja,

Pζ ∝ k3‖ζ‖2 ∝ knS−1 ∝ k−4ε+2δ ,
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onde definimos o ı́ndice espectral escalar,

nS ≡ 1 +
d

d ln k
ln (Pζ) = 1 + 2δ − 4ε .

3.5 Problemas do Paradigma Inflacinonário

Para concluir esta seção sobre algumas das propriedades gerais do paradigma inflacionário,

vamos salientar algumas das dificuldades principais que esses modelos geraram ou não conse-

guiram resolver Ref.’s [78]-[80].

1. Amplitude das flutuações de densidade.

Os modelos de inflação baseados em potenciais para campos escalares geralmente prevêem

uma amplitude para as flutuações de matéria na época do desacoplamento muito ele-

vada Ref. [81]. Os dados medidos da anisotropia da CMB e os valores atuais para

as densidades do desvio da homogeneidade nas escalas de aglomerados de galáxias nos

fornecem um limite para as flutuações de massa, para uma dada escala caracterizada

por um comprimento de onda k no momento em que ela cruza o raio de Hubble, da

ordem de 10−5. Para satisfazer este v́ınculo é necessário que os parâmetros que definem

o potencial de auto-interação do campo escalar sejam muito pequenos. Se por exemplo

a inflação fosse acionada por um único campo escalar com um potencial do tipo λϕ4,

teŕıamos que ter λ < 10−12. Até o momento ainda não há nenhuma base teórica que nos

permita explicar um valor tão espećıfico.

2. Problema Trans-Planckiano.

Um dos efeitos de todos os modelos inflacionários é a amplificação das perturbações de es-

calas microscópicas para escalas cosmológicas. No entanto, muitos modelos duram tanto

tempo no peŕıodo de expansão acelerada que se olharmos retroativamente, a contração

dos comprimentos de onda f́ısicos atualmente observados é tão intensa que eles seriam
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menores do que o comprimento de Planck. O paradigma inflacionário se vale de um tra-

tamento semi-clássico, com a gravitação sendo descrita essencialmente pela Relatividade

Geral (teoria clássica), o que lança sérias dúvidas sobre a válidade de sua aplicação Ref.

[82]. Para comprimentos de onda menores do que o comprimento de Planck, precisamos

de uma teoria quântica da gravitação para podermos consistentemente estabelecer as

condições iniciais neste regime.

3. Problema da Singularidade.

Nos modelos convencionais, a singularidade inicial não é eliminada pela fase inflacionária.

Apesar do fluido apresentar equação de estado que viole as condições de validade dos

teoremas de singularidade desenvolvidos por Penrose e Hawking Ref. [83], pode-se mos-

trar que a singularidade ainda persiste Ref. [86]. Da mesma forma, mesmo num regime

semi-clássico aonde a função de onda do Universo é descrita por um pacote em torno de

uma solução WKB, não se consegue tampouco eliminar a singularidade. Neste caso, o

valor esperado do fator de escala apresenta variações da evolução clássica, porém segue

inevitavelmente para a singularidade desde que a aproximação seja válida até o final.

No entanto, a singularidade não é inevitável, e, de fato, como mostraremos nesta tese, é

posśıvel construirmos modelos não singulares.

Conclúımos assim esta breve revisão sobre as caracteŕısticas gerais dos modelos infla-

cionários. As questões aqui levantadas servem como motivação e cautela para a análise sub-

sequente.
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Caṕıtulo 4

Modelos de Universos
Não-Singulares

“The limits of my language mean

the limits of my world.”

- Tractatus Logico-Philosophicus -

Ludwig Wittgenstein

A cosmologia ganhou prest́ıgio como prática cient́ıfica durante o século XX com a con-

vergência de trabalhos que moldaram o que conhecemos como o modelo padrão da cosmologia.

Hoje em dia, podemos considerar este modelo padrão como composto basicamente do modelo

do “Big Bang” acrescido de uma fase inflacionária anterior a nucleosśıntese.

Apesar disto, concomitantemente a seu desenvolvimento, existe uma série de propostas

alternativas a seus paradigmas, tanto se baseando em teorias alternativas a TRG como, por

exemplo, as teorias de Brans-Dicke Ref.[87], quanto modelos de Universo eterno, como é

o caso do modelo de estado estacionário (“steady-state”) muito apreciado por Fred Hoyle

Ref.’s[88, 89] .

Seguindo esta linha de investigação, em paralelo à aceitação majoritária de que a evolução

para o passado do Universo deveria levar a uma singularidade, foram propostos na literatura

vários modelos não singulares Ref.’s [90, 91]. É evidente que estes modelos violam de uma

maneira ou de outra as hipóteses dos teoremas de singularidade Ref. [83], mas isto é justamente

uma indicação de que estas hipóteses são excessivamente restritivas.

64



Neste caṕıtulo vamos considerar dois modelos não-singulares para o Universo primordial.

Em ambos os casos, a descrição do conteúdo material será dada por um campo escalar. No

primeiro caso vamos estudar um Universo essencialmente clássico que possui soluções com ri-

cochete onde o campo escalar possui um potencial de auto-interação. No segundo caso iremos

analisar a quantização do sistema gravitação com campo escalar livre. Para este último sis-

tema encontramos que a evolução do fator de escala, dada pelas trajetórias de Bohm quânticas,

diferem fundamentalmente da evolução clássica. Como mostraremos mais adiante, é posśıvel

construirmos modelos inflacionários não singulares que apresentam um comportamente seme-

lhante aos modelos de Universo emergente Ref.[92] ou os modelos pré-Big Bang Ref.’s [93]-[95].

4.1 Campo Escalar Clássico

4.1.1 Dinâmica do sistema não perturbado

Nesta seção iremos estudar o caso mais simples onde é posśıvel se construir um modelo de

ricochete, ou seja, consideraremos um modelo clássico cuja dinâmica é regida por um campo

escalar que apresenta um potencial de auto-interação. Para descrever este potencial de auto-

interação, escolhemos um potencial advindo de uma quebra espontânea de simetria o qual

possui motivação em teorias de grande unificação. Depois de descrever a dinâmica da métrica

de fundo e suas caracteŕısticas, vamos analisar a evolução das perturbações escalares para este

sistema.

O nosso ponto de partida será a ação da TRG com a presença de um campo escalar.

Definindo o comprimento de Planck `2Pl ≡
8
3πGN , onde GN é a constante universal de Newton,

a ação do sistema se escreve

S =
∫

d4x
√
−g
[
R

6`2Pl
− 1

2
∂µϕ∂µϕ− V (ϕ)

]
,

onde V (ϕ) é o potencial de auto-interação para o campo escalar que será especificado mais

adiante. A análise que será feita agora não depende da forma do potencial e por isso optamos

por deixá-lo genérico enquanto posśıvel.

Assumindo que o Universo é homogêneo e isotrópico, o elemento de linha mais geral é

caracterizado apenas pelo fator de escala a(t) e pelo valor da constante que define a curvatura
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das seções espaciais, K = 0,±1, ou seja, a curvatura das hipersuperf́ıcies de simultaneidade

definidas por t = constante. A partir desta caracterização o elemento de linha se escreve

ds2 = N2dt2 − a2(t)
(1 + K

4 r
2)2

[
dr2 + r2dθ2 + r2sen2 (θ) dφ2

]
.

Como já comentado nos caṕıtulos anteriores, o tensor energia-momento do campo escalar

é expresso por sua densidade de energia e pressão isotrópica por

ρ =
1
2
ϕ̇2 + V (ϕ) , p =

1
2
ϕ̇2 − V (ϕ) .

Vamos convencionar que derivadas temporais com relação ao tempo cósmico serão repre-

sentadas por um ponto enquanto que derivadas temporais com relação ao tempo conforme,

definido por dt = a(η)dη, serão representadas por um prima de forma que para qualquer

função f dependente do tempo temos f ′ = aḟ . A evolução dinâmica deste sistema é dada

pelas equações de Einstein complementadas pela equação de Klein-Gordon. A partir de uma

combinação conveniente dessas equações, podemos definir este sistema pelas seguintes equações

H2 = `2Pl

(
1
2
ϕ̇2 + V

)
− K
a2

, (4.1)

Ḣ = `2Pl
(
V − ϕ̇2

)
−H2 , (4.2)

ϕ̈+ 3Hϕ̇+
dV

dϕ
= 0 , (4.3)

onde o fator de Hubble é, como sempre, definido por H ≡ ȧa−1. Na realidade, este sistema

é bem definido apenas com duas destas equações, o que era de se esperar uma vez que as

equações de Einstein são constrúıdas para satisfazer a conservação de energia-momento.

Para uma variedade pseudo-riemanniana, a divergência do tensor de Einstein é automa-

ticamente satisfeita, o que, pelas equações de Einstein, garante que a divergência do tensor

energia-momento também se anule. Para o nosso sistema, a equação de Klein-Gordon nada

mais é do que a componente temporal da equação de conservação do tensor energia-momento,

ou seja, para uma métrica homogênea e isotrópica, a dinâmica gerada pelas equações de Eins-

tein satisfazem automaticamente a equação de Klein-Gordon. De fato, se derivarmos a equação

(4.1) com relação ao tempo e utilizarmos as equações (4.1) e (4.2), encontramos a equação de

Klein-Gordon (4.3). Combinando as equações acima encontramos as seguintes condições de
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energia para o sistema

ρ+ p =
2

3`2Pl

(
K
a2
− Ḣ

)
= ϕ̇2 , (4.4)

ρ+ 3p = − 2
`2Pl

(
Ḣ +H2

)
= − 2

`2Pl

ä

a
. (4.5)

Vemos que a condição de energia nula, definida por (ρ+ p) > 0, é necessariamente satisfeita

pois a energia cinética do campo escalar é sempre maior ou igual a zero. Por outro lado, a

condição de energia forte, definida por (ρ+ 3p) > 0, será necessariamente violada pelo menos

em torno do valor mı́nimo do fator de escala uma vez que nesta região este deve ser uma

função côncava para realizar um ricochete (“bounce”), ä > 0. O requerimento do ricochete,

i.e. pedir que haja um momento quando Ḣ > 0, ainda nos mostra duas outras imposição

sobre o sistema. Pela equação (4.4) vemos que a curvatura da seção espacial tem que ser

necessariamente positiva, K = 1, e pela equação (4.2) vemos que o campo escalar não pode

ser livre, ou seja ele deve apresentar um potencial V (ϕ) > 0.

Consideremos então um Universo com seção espacial com curvatura positiva, K = 1. A

tri-hipersuperf́ıcie espacial tem que ter necessariamente uma topologia fechada a qual assu-

miremos ser a mais simples, ou seja, vamos assumir que a topologia seja a de uma tri-esfera

S3.

As observações atuais nos indicam que a seção espacial do Universo é bem próxima de

plana. Se este modelo pretende eventualmente descrever de fato o nosso Universo, vemos que

depois do ricochete o campo escalar deve ser capaz de gerar uma fase inflacionária de forma

a tornar a curvatura despreźıvel.

Um Universo com curvatura positiva possui dois comprimentos caracteŕısticos, a saber, o

raio de curvatura, λc ≡ a√
‖K‖

, e o radio de Hubble, λH ≡ H−1 = aȧ−1. O limite de curvatura

nula é atingido quando λc � λH , o que pode ser visto pela expressão ‖Ω− 1‖ = λ2
H
λ2
c

, onde Ω

é a razão entre a densidade total de energia e a densidade cŕıtica definida por ρc ≡ `−2
PlH

2.

Num modelo de ricochete, é interessante caracterizarmos o sistema a partir de suas propri-

edades próximas do valor mı́nimo do fator de escala. Para isto, podemos fazer uma expansão

em série de Taylor das variáveis com relação ao tempo neste momento que, por conveniência,

será tomado como a origem temporal e, utilizando as equações dinâmicas, relacionarmos os

parâmetros do sistema. Este estudo ainda é válido para analisarmos o potencial para as

67



perturbações escalares já que, sendo uma teoria linear de primeira ordem, o potencial é com-

pletamente caracterizado pelas variáveis do fundo - sistema não perturbado.

Para fazermos esta análise é mais conveniente trabalharmos no calibre temporal conforme.

Fazendo a expansão do fator de escala, do campo escalar e do potencial deste campo até a

quarta ordem em relação ao tempo conforme η encontramos

a(η) = a0

[
1 +

1
2

(
η

η0

)2

+
δ

3!

(
η

η0

)3

+
5
4!

(1 + ξ)
(
η

η0

)4
]

+O
(
η5
)

, (4.6)

ϕ(η) = ϕ0 + ϕ′0η +
1
2
ϕ′′0η

2 + +
1
3!
ϕ′′′0 η

3 +
1
4!
ϕ

(IV )
0 η4 +O

(
η5
)

, (4.7)

V (ϕ) = V (ϕ0) +
dV
dϕ

ϕ′0η +
1
2

(
d2V

dϕ2
ϕ′20 +

dV
dϕ

ϕ′′0

)
η2 +

1
3!

(
d3V

dϕ3
ϕ′30 + 3

d2V

dϕ2
ϕ′0ϕ

′′
0 +

dV
dϕ

ϕ′′′
)
η3

+
1
4!

(
d4V

dϕ4
ϕ′40 + 6

d3V

dϕ3
ϕ′20 ϕ

′′
0 +

(
3ϕ′′20 + 4ϕ′0ϕ

′′′
0

) d2V

dϕ2
+

dV
dϕ

ϕ
(IV )
0

)
η4 +O(η5) . (4.8)

Esta expansão é válida para tempos η � η0 e foi definida de forma a podermos mais

facilmente compará-la à solução de de Sitter. O parâmetro a0 é o valor mı́nimo do fator

de escala enquanto que o η0 fornece um tempo caracteŕıstico do ricochete. A solução de

um Universo de Sitter com curvatura positiva K = 1 , no tempo conforme, é expressa por

a(η) = a0

√
1 + tan2 (η). Fazendo uma expansão desta solução encontramos η0 = 1, δ = ξ = 0.

Qualquer desvio destes valores indica uma afastamento do comportamento tipo de Sitter, e

por isso definimos os parâmetros do modo acima especificado para que a expansão em série

com relação ao tempo conforme possa ser também, de uma certa forma, uma expansão com

relação a solução de de Sitter. Podemos ainda definir um último parâmetro Υ de forma que

nos forneça o quão próximo estamos de violar a condição de energia nula quando o fator de

escala atinja o seu valor mı́nimo, i.e. definimos

Υ ≡
3`2Pl

2
lim
η−→0

a2 (ρ+ p) =
3`2Pl

2
ϕ′20 .

Usando as expansões (4.6) e (4.8) e seus parâmetros definidos acima, podemos também

expandir as outras variáveis dinâmicas como, por exemplo, o fator de Hubble conforme definido

por H = a′

a ,

H =
η

η2
0

+
δ

2!
η2

η3
0

+
(2 + 5ξ)

3!
η3

η4
0

+O(η4) .

Essas expressões devem ser utilizadas nas equações dinâmicas que devem ser satisfeitas

para cada ordem da expansão. Uma vez que estamos trabalhando com o calibre conforme,
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por clareza, vamos re-escrever as equações dinânimcas

H2 + 1 = `2Pl

(
1
2
ϕ′2 + a2V

)
, (4.9)

2H′ +H2 + 1 = −3`2Pl

(
1
2
ϕ′2 − a2V

)
, (4.10)

ϕ′′ + 2Hϕ′ + a2 dV
dϕ

= 0 . (4.11)

Em ordem zero na expansão acima, estas equações se tornam

1 = `2Pl

(
1
2
ϕ′20 + a2

0V

)
, (4.12)

1 +
2
η2

0

= −3`2Pl

(
1
2
ϕ′20 − a2

0V

)
, (4.13)

ϕ′′0 + a2
0

dV
dϕ

= 0 . (4.14)

Destas equações podemos derivar as seguintes relações

a2
0 =

2− `2Plϕ′20
2`2PlV

∴ a2
0 =

3−Υ
3`2PlV

(4.15)

η2
0 =

(
1−

3`2Pl
2
ϕ′20

)−1

∴ Υ = 1− 1
η2

0

(4.16)

Lembrando que η2
0 > 1, temos então que 0 6 Υ 6 1. Da mesma forma podemos calcular as

equações para primeira ordem,

ϕ′0

(
ϕ′′0 + a2

0

dV
dϕ

)
= 0 , (4.17)

ϕ′0

(
ϕ′′0 − a2

0

dV
dϕ

)
+

2δ
3`2Pl η

3
0

= 0 , (4.18)

ϕ′′′0 +
(

2
η2

0

+ a2
0

d2V

dϕ2

)
ϕ′0 = 0 , (4.19)

e segunda ordem,

2
`2Plη

4
0

=
2a2

0V

η2
0

+
(
a2

0

d2V

dϕ2
ϕ′0 + ϕ′′′0

)
ϕ′0 +

(
a2

0

dV
dϕ

+ ϕ′′0

)
ϕ′′0 , (4.20)

6 + 10ξ
3`2Plη

4
0

=
2a2

0V

η2
0

+
(
a2

0

d2V

dϕ2
ϕ′0 − ϕ′′′0

)
ϕ′0 +

(
a2

0

dV
dϕ
− ϕ′′0

)
ϕ′′0 , (4.21)

ϕ
(IV )
0 +

2a2
0

η2
0

dV
dϕ

+
(

2
δ

η3
0

+ a2
0

d3V

dϕ3
ϕ′0

)
ϕ′0 +

(
4
η2

0

+ a2
0

d2V

dϕ2

)
ϕ′′0 = 0 . (4.22)
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Combinando essas expressões com os resultados de ordem zero encontramos

δ =
(3−Υ)

√
Υ

3
√

6`Pl (1−Υ)
3
2

1
V

dV

dϕ
, (4.23)

ξ =
2Υ

5 (1−Υ)2

[
2 (1−Υ) +

3−Υ
3`2PlV

d2V

dϕ2

]
− 1

15`2Pl

(
3−Υ
1−Υ

)2( 1
V

dV

dϕ

)2

. (4.24)

Neste sistema todos os parâmetros da expansão podem ser caracterizados por Υ, pelo

potencial V e suas derivadas. Com estas expressões fica claro que não podemos variar esses

parâmetros de forma independente e sobretudo com relação a Υ. Os modelos não singulares

constrúıdos com este sistema podem ser classificados em dois grupos dependendo se δ, i.e. a′′′0 ,

é igual ou diferente de zero. De acordo com as equações (4.17) e (4.18),

se δ = 0


(i) ϕ′0 = 0 −→ Υ = 0 e η0 = 1

ou

(ii) ϕ′′0 = dV
dϕ = 0 −→ ricochete no extremo do potencial

(i) Considerando primeiramente o caso ϕ′0 = 0. Se neste mesmo ponto tivermos ϕ′′0 = 0

ou dV
dϕ = 0, pela equação de Klein-Gordon, a única possibilidade é a solução de de Sitter onde

não há amplificação das perturbações e os únicos modos normais da perturbação escalar que

interagem com o potencial para as perturbações são os modos de calibre Ref.’s [43, 96]. A

outra possibilidade é ϕ′′0 = −a2
0

dV
dϕ 6= 0, o que nos mostra que o campo escalar atingiu um

ponto de retorno na sua trajetória. Neste caso o campo escalar “sobe” o seu potencial até o

ponto cŕıtico ϕ′0 = 0, quando acontece o ricochete, e depois “rola” para baixo do potencial.

Neste momento, dependendo das caracteŕısticas do potencial V , existe a possibilidade de se

criar as condições necessárias para a fase de deslizamento lento (“slow-row”), usada em vários

modelos inflacionários. No entanto, como será mostrado mais a frente, o potencial para as

perturbações diverge quando ϕ′0 −→ 0 o que torna a evolução das perturbações através do

ricochete singular.

(ii) A condição ϕ′′0 = 0 no ricochete impõe sérias restrições sobre a superf́ıcie de Cauchy

do sistema. A equação de Friedmann (4.1) relaciona a e ϕ de forma que podemos escrever

ϕ′ = ϕ′ (a, a′, ϕ). Com o uso da equação de Klein-Gordon (4.3) podemos expressar ϕ′′ =

ϕ′′ (a, a′, ϕ) e a partir da eq.(4.2) temos que a′′ = a′′ (a, a′, ϕ). O espaço de configuração das

condições iniciais é bi-dimensional pois apesar de poder ser expandido nas variáveis a, a′ e

ϕ, a equação de Friedmann, sendo uma equação de v́ınculo, reduz o espaço a uma superf́ıcie
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bi-dimensional. Uma vez que o sistema é determińıstico, podemos, sem perda de generalidade,

escolher as condições iniciais no momento do ricochete. A condição dV
dϕ = 0, em geral, fixa

o valor de ϕ0, ou minimamente estabelece uma equação de v́ınculo do tipo f(ϕ0) = 0. A

condição ϕ′′0 = 0 em a′0 = 0 nos fornece uma outra equação de v́ınculo do tipo g(a, ϕ) = 0. Se

impusermos estas condições, o domı́nio de condições iniciais se reduz a um conjunto discreto

de sub-espaços unidimensionais.

Esta análise também pode ser feita para o caso (i). Sendo ϕ′0 = 0, vemos pela eq.(4.15)

que ϕ = ϕ(a) o que, se levado a equação (4.2), implica em a′′ = a′′ (a). Estas condições

também reduzem o espaço de configurações para um espaço unidimensional. A única maneira

de não recáırmos num sub-espaço de medida nula para as condições iniciais é se considerarmos

ricochetes assimétricos, δ 6= 0. Nestes casos, se ϕ′0 6= 0, temos que ϕ′′0 6= 0 e dV
dϕ 6= 0 o que

faz com que o espaço de configurações tenha um volume finito dependendo apenas da forma

funcional de V (ϕ).

Uma última análise qualitativa que podemos fazer antes de entrarmos no estudo das per-

turbações pode ser derivada pela expansão

3`2Pl
2
ϕ′2 = Υ−

[√
2Υ
3`2Pl

(3−Υ)
V

dV
dϕ

]
η +

+

[(
3−Υ
3`2PlV

dV
dϕ

)2

− 2Υ
3`2Pl

(
2 (1−Υ) +

3−Υ
3`2PlV

d2V

dϕ2

)]
η2

2
+O(η3) > 0 .

Se o ricochete for próximo de ser simétrico, de forma que possamos desprezar os termos
dV
dϕ , encontramos uma relação para a segunda derivada do potencial

2 (1−Υ) +
3−Υ
3`2PlV

d2V

dϕ2
6 0 =⇒ d2V

dϕ2
6 0 ,

ou seja, próximo do ricochete, o potencial V tem que ser convexo. Esta condição restringe a

forma do potencial e também a região onde pode ocorrer o ricochete .

4.1.2 Perturbações escalares

Para descrevermos as perturbações, vamos utilizar o formalismo invariante de calibre de

primeira ordem descrito na seção 2.4. Em termos das variáveis invariantes de calibre, a métrica
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pode ser escrita como

ds2 = a2(η)
{

(1 + 2Φ) dη2 − (1− 2Ψ) γijdxidxj
}
.

Uma vez que a matéria esta sendo descrita por um campo escalar e que não temos nenhuma

contribuição anisotrópica ao tensor energia-momento perturbado δT ij ∝ δi j , podemos fixar

Φ = Ψ. Como vimos anteriormente, as equações de Einstein perturbadas em primeira ordem

nos levam a equação para o potencial de Bardeen,

Φ′′ + 2
(
H− ϕ′′

ϕ′

)
Φ′ −∇2Φ + 2

(
−2K +H′ −Hϕ

′′

ϕ′

)
Φ = 0 . (4.25)

Uma vez que estamos considerando o caso com curvatura positiva, K = 1, o número de

onda comóvel, k, assume um espectro discreto dado por k2 = n (n+ 2) com n ∈ N. Os inteiros

n são os auto-valores do operador de Laplace-Beltrami definido com a métrica de fundo

4ξn = −n (n+ 2) ξn .

Os dois primeiros valores n = 0 e 1 representam dois modos de puro calibre sem nenhum

significado f́ısico Ref.’s [97, 98]. O autovalor n = 0 está associado a uma deformação homogênea

enquanto que o autovalor n = 1 está associado a uma translação global do centro da 3-esfera.

Embora a equação para a evolução do potencial de Bardeen (4.25) seja bem comportada

através do ricochete, H = 0, ela não é bem definida para regiões onde ϕ′ = 0. Vamos mostrar

que este problema persiste mesmo quando consideramos a variável de Mukhanov-Sasaki Ref.’s

[99]-[101] definida por

v ≡ Hz
ϕ′

[
δϕ+

(
ϕ′

H
− 2K

3`2PlHϕ′

)
Φ
]

, (4.26)

com

z ≡ aϕ′

H
√

1− 3K (1−c2s)
n(n+2)

, (4.27)

c2
s = −1

3

(
1 + 2

ϕ′′

Hϕ′

)
. (4.28)

Com relação a esta nova variável a equação (4.25) se escreve

v′′ +
[
k2 − Vv

]
v = 0 , (4.29)
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onde definimos,

Vv ≡
z′′

z
+ 3K

(
1− c2

s

)
. (4.30)

Se considerarmos o caso plano, K = 0, esta equação pode ser re-escrita na forma

v′′ +
(
k2 − z′′0

z0

)
v = 0 , (4.31)

z0 ≡
aϕ′

H
, (4.32)

a qual é bem definida no limite ϕ′ → 0.

A equação (4.25) é bem definida através do ricochete quando H → 0 porém tem di-

vergências no limite ϕ′ → 0 enquanto que a equação (4.31) é bem definida quando ϕ′ → 0

e possui divergências através do ricochete quando H → 0. De fato, pode-se mostrar que no

limite ϕ′ → 0, a terceira derivada ϕ′′′ também vai a zero de forma que a razão ϕ′′′/ϕ′ se

mantém finita o que claramente não pode acontecer com ϕ′′. No caso com curvatura K 6= 0

, após algumas manipulações algébricas, encontramos que o potencial equação (4.30) diverge

no limite ϕ′ → 0

Vv−−−→ϕ′→0

(
ϕ′′

ϕ′

)2

→∞ .

Outra variável comumente utilizada para descrever as perturbações escalares pode ser

definida por

u
.=

2

3`2Pl (ρ+ p)1/2
Φ =

2
3`Pl

a2θ

H
Φ , (4.33)

θ
.=

1
a

√(
ρ

ρ+ p

)(
1− K

`2Plρa
2

)
. (4.34)

A sua equação de evolução se escreve

u′′ +
(
k2 − Vu

)
u = 0 , (4.35)

onde definimos o potencial dependente do tempo Vu por

Vu ≡
θ′′

θ
+ 3K(1− c2

s) = 4−H′ +H2 − ϕ′′′

ϕ′
+ 2

(
ϕ′′

ϕ′

)2

, (4.36)

de forma que no limite ϕ′ → 0 este potencial também diverge. A vantagem desta variável com

relação à de Mukhanov-Sasaki é que ela é bem definida através do ricochete.
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Resumindo, considerando o caso com curvatura, K 6= 0, o potencial de Bardeen e a variável

u são bem definidas ao longo do ricochete porém o potencial para a variável v diverge. No

limite ϕ′ → 0, que ocorre, por exemplo, durante a fase de re-aquecimento quando o campo

escalar oscila em torno do mı́nimo do potencial, nenhuma destas variáveis é bem definida.

Para o caso plano, K = 0, a análise do potencial de Bardeen e da variável u não se altera. A

única diferença é que agora a variável v é bem definida no limite ϕ′ → 0, embora ela ainda

não o seja através do ricochete.

É razoável pensarmos que deva haver alguma outra generalização para o caso curvo onde

uma nova variável ṽ seja bem definida e possa descrever o regime de re-aquecimento. Porém,

até o momento, ainda não conseguimos encontrar esta generalização.

Antes de especificarmos um potencial de auto-interação para o campo escalar e analisarmos

a sua evolução, apresentaremos um último resultado que é independente da forma expĺıcita do

potencial. Se supusermos que o sistema possua duas fases de deslizamento lento, uma na fase

de contração e a outra na fase de expansão, o potencial para a variável u, dado pela equação

(4.36), pode ser aproximado por

Vu ≈ a2H2
(
2ε− δ + 2ε2 + δ2 − 3εδ − ξ

)
, (4.37)

onde os parâmetros de deslizamento lento são definidos por Ref.’s [70, 71]

ε ≡ − Ḣ

H2
, δ ≡ − ϕ̈

Hϕ̇
= − ε̇

2Hε
+ ε , ξ ≡ ε̇− δ̇

H
, (4.38)

Neste regime, o potencial antes do ricochete (V −u ) e depois do ricochete (V +
u ) pode ser

escrito como

V ±u =
α2
±

(η − η±)2 ,

onde η± são os limites assintóticos a esquerda e a direita do ricochete. Podemos definir estes

limites assintóticos por,

η± =
∫ ±∞

0

dt
a

(4.39)

No caso espećıfico de um Universo de de Sitter teŕıamos η± = ±π
2 . Os ı́ndices α± são definidos

a partir dos parâmetros de deslizamento lento ε±, δ± e ξ± por

4α2
± = 1 + 4

(
2ε± − δ± + 2ε2

± + δ2
± − 3ε±δ± − ξ±

)
,
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os quais para pequenos valores dos parâmetros pode ser aproximado por

α± '
1
2

+
(
2ε± − δ± + 2ε2

± + δ2
± − 3ε±δ± − ξ±

)
. (4.40)

4.1.3 Potencial massivo com termo λϕ4

Tendo descrito as propriedades gerais do sistema da maneira mais geral posśıvel, vamos

agora analisar a evolução do fator de escala e do campo escalar para uma escolha espećıfica

de potencial. O potencial que será usado tem motivação na f́ısica de altas energias e teorias

de grande unificação, advindo, por exemplo, de uma quebra espontânea de simetria, como

mostra a figura (4.1) e definido por

V (ϕ) =
λ

4!
ϕ4 − 1

2
m2ϕ2 + Λ . (4.41)

Os parâmetros m e λ são respectivamente a massa e o parâmetro de auto-interação do

campo escalar, enquanto que Λ além de definir a altura do potencial em ϕ = 0, dependendo

do valor dos parâmetros, pode funcionar como uma constante consmológica caso ϕ esteja no

mı́nimo do potencial.

Figura 4.1: Potencial de auto-interação para valores dos parâmetros em unidades de Planck Λ = 10−12,
m = 10−6 e λ = 3

2
m4

Λ .

A evolução dinâmica será estudada com o aux́ılio de integração numérica e, por motivos

de convergência numérica, privilegiaremos o calibre de tempo cósmico. Assim, embora para
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o estudo anaĺıtico do sistema seja geralmente mais conveniente escrevermos as equações no

calibre de tempo conforme, os resultados numéricos serão expressos com relação ao tempo

cósmico.

Os resultados anteriores nos mostram que, para o potencial em questão, o sistema poderá

apresentar um ricochete quando o campo escalar ϕ estiver na região próxima do máximo

do potencial centrado em ϕ = 0. Se considerarmos um ricochete assimétrico, onde a′′′0 6= 0

(parâmetro δ da expansão de taylor do fator de escala em torno do seu valor mı́nimo), existe

um volume finito no espaço de fase de ocorrência de modelos de ricochetes Ref. [102]. Isto é

importante para a validação destes modelos no sentido de que a sua probabilidade de ocorrência

não seja nula.

Figura 4.2: O gráfico da esquerda mostra a evolução do fator de escala com relação ao tempo cósmico.
Podemos observar que de fato o sistema realiza um ricochete e o fator de escala atinge um valor mı́nimo
de a0 ≈ 3, 3×105. O gráfico da direita nos mostra a evolução temporal do número de “e-fold’s” definido
por N(t) ≡ log

(
a(t)
a0

)
. Naturalmente o número de “e-fold’s” dependerá dos parâmetros do potencial

mas também das condições iniciais dadas ao sistema. Para esta evolução, por conveniência, escolhemos
como condições iniciais os valores ϕ0 ≈ −4× 10−2 e ϕ̇0 ≈ 4, 5× 10−7. Com estes valores conseguimos
gerar o número mı́nimo de “e-fold’s” para resolver os problemas de homogeneidade e planeza.

Uma caracteŕıstica comum a estes modelos é a presença de uma fase de contração quase-

exponencial seguida de uma fase de expansão quase-exponencial, i.e. fases inflacionárias. Os

gráficos (4.2)-(4.4) mostram um exemplo deste tipo de Universo não singular com ricochete.

Todos esses gráficos foram gerados com os valores dos parâmetros em unidades de Planck

dados por Λ = 10−12, m = 10−6 e λ = 3
2
m4

Λ .

Podemos perceber pelos gráficos que a evolução é de fato não singular. Com uma escolha

apropriada das condições iniciais podemos gerar um número suficiente de “e-fold’s”. Na reali-

dade, neste tipo de sistema, o número de “e-fold’s” não é uma restrição forte pois variando-se
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Figura 4.3: Este gráfico mostra a evolução do fator de Hubble definido por H ≡ ȧa−1. O fato do fator
de Hubble ser quase constante nos mostra que o sistema se comporta com duas fases tipo de Sitter
onde o fator de escala evolui de forma quase-exponencial, a primeira sendo uma contração e a segunda
uma expansão tipo de Sitter. Estas duas fases apresentam as caracteŕısticas de deslizamento lento que
são comuns aos modelos inflacionários.

as condições iniciais é posśıvel produzirmos uma faixa bem grande de “e-fold’s” sem compro-

meter a estabilidade do sistema. Por estabilidade me refiro a conseguir evoluir o sistema sem

que o fator de escala vá a zero uma vez que estamos procurando soluções não singulares.

Próximo do mı́nimo do fator de escala observamos, pelo gráfico (4.3), que o comportamento

é de fato quase-exponencial. Antes do ricochete o sistema se comporta com uma fase de

contração e depois com uma fase de expansão ambas do tipo de Sitter com o fator de Hubble

quase constante.

Se o ricochete for assimétrico, como é o exemplo em questão, o fato das seções espaciais

serem bem próximas de planas pode ser entendida como a afirmação de que a fase de expansão

acelerada é bem mais longa do que a fase de contração. Lembrando da expressão para a

variação temporal do parâmetro de densidade,

d
dt
‖Ω− 1‖ ∝ − ä

ȧ3
,

vemos que para um fase de contração acelerada, onde ä > 0 e ȧ < 0, o parâmetro de densidade

se afasta de 1, porém para a fase de expansão acelerada, onde ä > 0 e ȧ > 0, o parâmetro de

densidade se aproxima de 1, de forma que se a fase de expansão for mais longa do que a de

contração o resultado final será tornar as seções espaciais mais planas.

A evolução do campo escalar é descrita pelo gráfico (4.4), onde podemos perceber que a

fase de contração é capaz de fornecer energia ao campo escalar e assim impulsioná-lo através
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Figura 4.4: O gráfico da esquerda mostra a evolução temporal com relação ao tempo cósmico do
campo escalar. No passado remoto o campo escalar se encontra no mı́nimo do potencial e, devido ao
termo de fricção da equação de Klein-Gordon, a fase de contração do fator de escala fornece energia
suficiente para que ele consiga transpor o máximo do potencial fig.(4.1). Uma vez do outro lado do
potencial, quando o fator de escala já se encontra em expansão, o termo de fricção tem sinal contrário
retirando energia do campo escalar que oscila até terminar no outro mı́nimo do potencial. O gráfico
da direita é uma superposição da evolução do fator de Hubble e do campo escalar para mostrar como
esta associado o comportamento de ambos e as fases tipo de Sitter caracterizadas por Ḣ ≈ 0.

do máximo de seu potencial, figura (4.1) em ϕ = 0. No passado remoto o campo escalar se

encontra no mı́nimo do potencial e devido ao termo de fricção na equação de Klein-Gordon,

com o passar do tempo, ele oscila ganhando energia até atingir o máximo do potencial quando

o sistema realiza o ricochete e o termo de fricção na equação de Klein-Gordon troca de sinal.

Uma vez do lado direito do máximo, ele perde novamente energia oscilando em torno do

mı́nimo do potencial até finalmente retornar ao repouso.

Nesta evolução o campo escalar começa e termina num estado de mı́nima energia1.

A riqueza desta dinâmica nos estimula a propormos um sistema que seja composto apenas

por um campo escalar clássico que faça com que o fator de escala realize um ricochete e neste

sistema estudarmos a evolução das perturbações escalares em primeira ordem. Para podermos

descrever completamente este sistema, temos que ser capazes de encontrar condições tais que

possamos propor condições iniciais para as perturbações de uma maneira consistente.

Como já mencionado, a variável u é a mais adequada para descrevermos o sistema através

de um ricochete. No entanto, uma vez que o nosso sistema apresenta regiões onde o campo

escalar oscila em torno do mı́nimo de seu potencial, i.e. o campo passa várias vezes pelo ponto
1Optamos por não usar o termo estado de vácuo para não haver confusão com os modelos que usam campos

escalares quânticos.
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ϕ′ = 0, somos forçados a descrevermos as perturbações tanto no passado quanto no futuro

remoto através da variável de Mukhanov-Sasaki “v”.

Nestas regiões, a curvatura é despreźıvel devido ao comportamento quase-exponencial.

Numa proposta pragmática, podeŕıamos supor que nestas fases o sistema é efetivamente plano

de forma que podeŕıamos usar a equação eq.(4.31), caso plano K = 0, para o potencial de

Mukhanov-Sasaki, a qual pode ser re-escrita

v′′ +

[
k2 + a2 d2V

dϕ2
+ 2
H′′

H
−
(
H′

H

)2

+H′ − 5H2

]
v = 0 .

Examinando esta expressão percebemos que antes da fase de contração e depois da fase de

expansão quase-exponencial, quando o fator de escala é extremamente grande, para qualquer

valor não nulo do termo d2V
dϕ2 , é o termo a2 d2V

dϕ2 que domina. Não encontrando nenhuma região

onde tenhamos k2 � Vv, não somos capazes de propor nenhuma condição inicial que não seja

completamente arbitrária.

Na realidade, a situação é ainda mais grave. O argumento de podermos considerar o

sistema como plano longe do ricochete não é necessariamente válido. Quando ϕ′ 6= 0, podemos

seguramente desprezar os termos de curvatura devido ao crescimento exponencial do fator de

escala. Porém, quando ϕ′ → 0 temos que tomar simultaneamente os limites a→∞ e ϕ′ → 0

sempre respeitando as equações dinâmicas e de v́ınculos.Para levarmos este racioćınio adiante

teŕıamos que mostrar que os termos proporcionais à curvatura vão mais rapidamente a zero

do que as divergências associadas ao termo ϕ′ → 0.

Esta argumentação reforça o fato de que não podemos considerar este sistema como um

sistema completo. Apesar deste sistema poder ser considerado apropriado para a evolução

das perturbações escalares através de um ricochete, precisamos supor que a sua validade seja

limitada a uma determinada faixa temporal que exclua o regime em que o campo escalar oscila

em torno do mı́nimo do potencial.

No entanto, este fato não é necessariamente um problema pois podeŕıamos imaginar que

a fase dominada pelo campo escalar poderia ter sido antecedida por uma fase dominada, por

exemplo, pela radiação. Neste caso, sabemos que o potencial para as perturbações vai a zero

de forma que a condição necessária para estabelecermos as condições iniciais, k2 � Vv, é

satisfeita. Embora este sistema não seja capaz de propor um espectro primordial para as

perturbações escalares, podemos estudar como elas se comportam ao passar através de um
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ricochete.

4.1.4 Matriz de transferência através de um ricochete

Uma vez que não temos um modelo que descreva a fase anterior à dominada pelo campo

escalar, para estudarmos a evolução das perturbações através do ricochete, precisamos de

alguma forma dar condições iniciais para as perturbações. Para isto, vamos usar o fato de que

durante a fase de deslizamento lento o potencial de Bardeen Φ é constante para comprimentos

de onda muito maiores do que o raio de Hubble, k2 � aH, de forma que Φ̇ = 0.

Propor uma dependência em k para o potencial de Bardeen neste momento, ou seja, propor

um espectro inicial para as perturbações antes do ricochete parece muito artificial e contrário

a proposta de estabelecermos as condições iniciais a partir de conceitos básicos. No entanto,

nesta fase sabemos qual deve ser o comportamento do potencial de Bardeen e assim podemos

carregar a nossa ignorância definindo-o como

Φ ∝ C (k)
[
1− H

a

∫ t

t̃0

adt
]

, (4.42)

onde t̃0 é uma constante que deve ser determinada pela dinâmica da fase de contração anterior,

e toda a dependência de Φ em k está codificada na função indeterminada C (k).

Utilizando a expressão (4.33) que relaciona o potencial de Bardeen à variável u, podemos

estabelecer como condição inicial para evolução do sistema a expressão

u =
2θ
3
C (k)

[
a2

H
−
∫ η

η∗

a2dη
]

. (4.43)

Numa fase de contração quase-exponencial, onde a condição de deslizamento lento é satis-

feita, podemos expandir o tempo conforme pela série

η =
∫

dt
a

=
∫

da
a2H

= − 1
aH

+
∫

da
ε

a2H
=

= −(1 + ε)
aH

+
∫

da
a2H

(
ε̇

H
+ ε2

)
≈ −

(
1 + ε− 2δε+ 3ε2

)
aH

.

Com o uso desta expressão, podemos aproximar a eq.(4.43) por

u = − 2θ
3H2η

C (k)
[
1 +

(
η

η∗
− 1
)(

1 + ε+ 3ε2 − 2δε
)] (

1 + ε+ 3ε2 − 2δε
)

, (4.44)

de forma que podemos dar como condição inicial para esta variável u
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ui =
2a
ϕ′
C(k)

Antes da fase de contração e depois da fase de expansão quase-exponencial, o termo de cur-

vatura pode ser desprezado na definição da perturbação de curvatura (2.56) e assim temos

que

ζBST ≈ ζ =
H
aϕ′

(
u′ +

ϕ′′

ϕ′
u

)
+

1
2
ϕ′

a
u .

A partir desta expressão, fica claro que neste regime a única dependência em k da per-

turbação de curvatura ζ é a mesma que da variável u. Assim, ao determinarmos a função de

transferência para a variável u, estaremos ao mesmo tempo estabelecendo a dependência em

k da função de transferência para a perturbação de curvatura ζBST . Em geral, no regime em

questão, o potencial de Bardeen pode ser escrito como a soma de dois termos: um dominante

(D) e o outro sub-dominante (S). A matriz de transferência através de um ricochete pode

ser definida como a matriz que conecta os modos antes do ricochete, D− e S−, com os modos

depois do ricochete, D+ e S+, ou seja, D+

S+

 =

 T11 T12

T21 T22

 D−

S−

 .

Se esta matriz não for diagonal, temos então uma mistura dos modos crescentes e decrescente.

O modelo de ricochete que estamos considerando pode ser caracterizado por 3 fases dis-

tintas. A primeira fase consiste no peŕıodo de contração quase-exponencial enquanto que

a terceira no peŕıodo de expansão quase-exponencial. Em ambas, como veremos logo em se-

guida, o potencial para as perturbações escalares é tal que as soluções para u são simplesmente

funções de Bessel com o ı́ndice dependente dos parâmetros de deslizamento lento.

A fase intermediária, o ricochete propriamente dito, tem que ser tratado de maneira sepa-

rada pois é nesta região que o sistema se distância do comportamento quase-de Sitter. Para

estudarmos este peŕıodo, vamos utilizar a expansão em série de Taylor a partir do ricochete e

analisar como se comporta o potencial para as perturbações a partir dos parâmetros definidos

nas eq.’s (4.15), (4.16), (4.23) e (4.24). O valor do potencial para a variável u, eq. (4.36), no

ricochete pode ser escrito

Vu0 = 3+Υ+
27δ2

Υ2
(1−Υ)3+

5ξ
2Υ

(1−Υ)2 = (5−Υ)+
(3−Υ)
3`2PlV

d2V

dϕ2
+

(3−Υ)2

3`2PlΥ

(
1
V

dV
dϕ

)2

.

(4.45)
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Para que este potencial tenha relevância na evolução através do ricochete é preciso que

sua amplitude seja significativa com relação ao termo k2. Analisando a eq. (4.45), vemos que

isto ocorre caso Υ→ 0 ou se os termos d2V
dϕ2 ou dV

dϕ � 1.

A primeira possibilidade Υ → 0 aparece devido à presença de um termo inversamente

proporcional a Υ. No entanto, este mesmo termo é proporcional a dV
dϕ o que para um ricochete

simétrico é identicamente nulo. Caso tenhamos um ricochete assimétrico, onde δ 6= 0, o limite

Υ→ 0 implica em δ → 0 e ϕ′ → 0, levando o sistema a uma configuração onde as perturbações

não são bem definidas.

Consideremos, então, a outra possibilidade. A partir da definição do potencial de auto-

interação do campo escalar, equação (4.41), temos que

1
V

dV
dϕ

=

[
ϕ

4
+

3
(
m2ϕ2 − 4Λ

)
12m2ϕ− 2λϕ3

]−1

, (4.46)

1
V

d2V

dϕ2
=
(
ϕ2

12
− 5m2

6λ
− 6λΛ− 5m4

6λm2 − 3λ2ϕ2

)−1

, (4.47)

de forma que se o campo for para um dos limites

ϕ→ ±

√
6m2

λ
± 2 (9m4 − 6Λλ)1/2

λ
, (4.48)

o potencial para as perturbações irá apresentar um pico central significativo no ricochete.

No entanto, para tempos muito menores do que o momento do ricochete, o campo escalar

se encontra no mı́nimo do potencial e pela equação de Friedmann (4.1), vemos que o mı́nimo

do potencial tem que ser positivo definido, Vmin > 0. Vmin é definido como o valor do potencial

quando o campo ϕ se encontra no mı́nimo do potencial, i.e. por ϕmin = ±
√

6m2

λ , de forma que

Vmin = Λ− 3m4

2λ > 0 implica na relação λ > 3m4

2Λ . Por outro lado, para que ϕ seja uma variável

real, pela equação (4.48), temos que λ 6 3m4

2Λ . Estes dois limite não sendo compat́ıveis, vemos

que a amplitude do potencial no momento do ricochete não pode ser significativa.

Uma outra maneira de entendermos este resultado é analisando as equações (4.1) e (4.2).

A condição eq.(4.48) é equivalente a requerermos que o potencial se anule neste ponto. No

momento do ricochete, quando H = 0, vemos que pela equação (4.1) que se o potencial se

anular, a velocidade do campo não pode se anular, i.e. ϕ̇ 6= 0. No entanto, pela equação (4.2),

caso H e V → 0, teremos necessariamente Ḣ < 0. Este resultado contrasta com a condição de
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ricochete Ḣ > 0. Por este outro racioćınio, encontramos novamente que não é posśıvel termos

um potencial significativo no ricochete para nenhum valor dos parâmetros.

Figura 4.5: Gráfico do potencial para perturbação em torno do ricochete. A linha azul cheia representa
a integração numérica da expressão completa para o potencial, equação (4.36), enquanto que a linha
vermelha tracejada a expressão aproximada dada pela equação (4.37). Note que logo que as fases
quase-exponenciais começam, t ∼ ±1.5 × 106, a expressão aproximada é uma ótima aproximação. A
reta em torno de 120 representa o termo k2 para um valor de n = 10. Percebemos que na região
próxima ao ricochete é este termo que domina.

Com esta análise conclúımos que os efeitos oriundos do potencial na região próxima do

ricochete não são relevantes para o estudo da evolução das perturbações através do ricochete.

A posśıvel influência do ricochete deve então acontecer nas fases de expansão e contração e

nas relações entre os parâmetros de deslizamento lento antes e depois do ricochete.

Tendo estes três peŕıodos em mente, podemos decompor a evolução da variável u em

três peŕıodos nos quais o seu comportamento será descrito por funções de Bessel, caso esteja

numa fase de deslizamento lento, ou por um comportamento oscilatório, quando atravessar o

ricochete. Fazendo a junção destes três peŕıodos, podemos construir a função de transferência

e assim encontrar como deve se modificar o espectro através do ricochete.

Na fase de deslizamento lento antes do ricochete, iremos descrever a variável u por

u (η) =
√
k (η − η−)

{
A1Jα− [(k (η − η−)] +A2J−α− [k (η − η−)]

}
, (4.49)
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onde,

A1 =
2−2+α−π [k (η? − η−)]−1/2−α− [ui (2α− − 1) + 2u′i (η? − η−)] csc (πα−)

Γ (1− α−)
, (4.50)

A2 = −2−2−α− [k (η? − η−)]−1/2+α−
[
ui (2α− + 1)− 2u′i (η? − η−)

]
Γ (−α−) . (4.51)

Os parâmetros η± e α± foram definidos nas equações (4.39) e (4.40). Para escrevermos

estas constantes A1 e A2 em termos dos valores iniciais ui e u′i assim como, posteriormente,

para fazermos a junção entre as fases de diferentes comportamento para u, utilizamos as

expressões para o comportamento assintótico das funções de Bessel,

Jν (x) ≈ 1
Γ (1 + ν)

(x
2

)ν
x −→ 0 ,

Jν (x) ≈
√

2
πx

cos
[
x− πν

2
− π

4

]
x −→ −∞ .

Na outra fase de deslizamento lento, depois do ricochete, teremos o mesmo comportamento

u (η) =
√
k (η − η+)

[
B1 (k) Jα+(k (η − η+)) +B2 (k) J−α+(k (η − η+)

]
. (4.52)

As constantes B1 e B2 podem ser relacionadas com A1 e A2 através de duas junções
sucessivas. Tomando o limite kη → −∞, podemos fazer a junção entre a expressão (4.49)
com duas ondas planas que descrevem o comportamento de u próximo do ricochete quando
k2 � Vu. Tendo escrito os coeficientes destas ondas planas em termos de A1 e A2, podemos
conectá-las com a nova fase, eq.(4.52), tomando agora o outro limite kη → ∞. Com este
procedimento, as constantes B1 e B2 podem ser expressas na forma

B1 (k) = csc (πα+)
{
A1 sin

[
k (η− − η+) +

π

2
(α+ + α−)

]
+A2 sin

[
k (η− − η+) +

π

2
(α+ − α−)

]}
,

(4.53)
B2 (k) = csc (πα+)

{
A1 sin

[
k (η+ − η−) +

π

2
(α+ − α−)

]
+A2 sin

[
k (η+ − η−) +

π

2
(α+ + α−)

]}
.

(4.54)

Destas expressões podemos ler diretamente a matriz de transferência dada por B1

B2

 = csc (πα+)

 sin
[
k (η− − η+) + π

2 (α+ + α−)
]

sin
[
k (η− − η+) + π

2 (α+ − α−)
]

sin
[
k (η+ − η−) + π

2 (α+ − α−)
]

sin
[
k (η+ − η−) + π

2 (α+ + α−)
]
 A1

A2

 .

Nos limites assintóticos temos que kη � 1. Neste regime, como α+ é positivo, podemos

desprezar o termo B1 já que ele está associado ao termo (kη)1/2+α+ enquanto que B2 está

associado ao termo (kη)1/2−α+ . Pelas expressões (4.50) e (4.51), vemos que A2 também pode
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Figura 4.6: Este gráfico mostra a adequação da aproximação (4.56) para o espectro da perturbação
de curvatura ζBST . A predição teórica dada pela eq. (4.55) esta representada pela linha tracejada em
azul, enquanto que a aproximação dada pela eq. (4.56) está representada pela linha cheia em verde.
As marcações em cruz são os resultados numéricos obtidos a partir da eq. (4.35) para comprimentos
de onda n na faixa de [60− 2000]. Os parâmetros para o potencial (4.41) são respectivamente Λ = 1,
m = 1/5 e λ = 3µ4

2(Λ−3µ2) e os parâmetros numéricos δα+ = δα− ≈ 0.025 e δη ≈ 10−2.

ser desprezado em relação a A1. Se parametrizarmos a dependência de u em k por ui(k) ∝

C (k) ∝ kβ, e definindo

δα± = 2ε± − δ± + 2ε2
± + δ2

± − 3ε±δ± − ξ± ,

o espectro de potência fica proporcional à

Pζ ∝ k1+2β−2δα+−2δα− sin2
[
k (η− − η+) +

π

2
(δα+ − δα−)

]
. (4.55)

Como já comentado anteriormente, no caso de termos uma evolução puramente de Sitter

temos que η+ − η− = π. Podemos assim definir um parâmetro que meça o desvio deste

comportamento por δη = π− (η+− η−). Sendo k =
√
n(n+ 2) ≈ n+ 1− 1

2n , o espectro pode

ser aproximado por

Pζ ∝ k1+2β−2δα+−2δα− sin2
[
nδη + δη +

π

2
(δα+ − δα−)

]
. (4.56)

O gráfico (4.6) mostra que esta aproximação é de fato razoável para o caso de termos um

ricochete próximo de de Sitter. Depois da fase inflacionária, este espectro pode ser reformulado
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na forma

Pζ = AknS−1 cos2

(
w
kfis
k∗

)
, (4.57)

onde o número de onda kfis é dado em unidades de inverso de comprimento, k∗ é uma escala

nominal que pode ser fixada, por exemplo, em 100 Mpc e podemos ler diretamente o valor do

ı́ndice espectral nS − 1 = 1 + 2β − 2δα+ − 2δα−. Nesta expressão, o único parâmetro livre

é a freqüência adimensional w. Note que para w � 1, o espectro segue uma lei de potência

que pode ser invariante de escala caso β = −1/2 e δα+ ∼ δα− � 1. Por outro lado, no limite

de altas freqüências w � 1, ao contrário do que podeŕıamos esperar, esta expressão não pode

ser imediatamente descartada pelos dados observacionais atuais do WMAP como mostra um

estudo mais detalhado Ref. [102].

Nesta seção, analisamos a evolução de perturbações escalares através de um ricochete

gerado por um sistema composto por um campo escalar clássico minimamente acoplado com

a gravitação e seção espacial com curvatura positiva, K = 1. A evolução do sistema não

perturbado é extremamente interessante possibilitando soluções assimétricas onde o campo

escalar é levado de um mı́nimo do potencial para o outro devido ao termo de fricção na

equação de Klein-Gordon. Durante a fase de contração este termo fornece energia para o

campo escalar enquanto que na fase de expansão ele retira a sua energia levando-o ao repouso

no mı́nimo do potencial.

O estudo das perturbações neste modelo nos mostra que, ao contrário do que podeŕıamos

esperar, o potencial para as perturbações não é importante durante o ricochete. A assinatura

do ricochete acaba por se dar na soma dos efeitos da fase de contração e expansão quase-

exponencial. O espectro de potência para a perturbação de curvatura, PζBST , é dado por

uma lei de potência multipicada por uma função oscilatória as quais podem reproduzir os

dados observados para um determinado regime destes parâmetros. Este modelo não pode ser

considerado completo uma vez que o peŕıodo anterior a fase de contração quase-exponencial

deve ser descrito por um outro conteúdo material, possibilitando assim uma previsão da de-

pendência espectral de u, ou seja, fornecendo o espectro antes da fase de contração.
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4.2 Campo Escalar Quântico

Nosso estudo tem se voltado fortemente para a dinâmica do Universo durante a fase que

convencionou-se chamar de Universo primoridal2. Neste momento é posśıvel que a descrição

da matéria seja melhor descrita por um campo escalar ao invés de um fluido de radiação

Ref. [103]. Além disso, é precisamente em situações quando o fator de escala atinge o seu

valor mı́nimo que esperamos encontrar um desvio do comportamento clássico inclusive para a

gravitação.

Apesar de haver pelo menos dois candidatos a uma teoria de gravitação quântica, a saber,

a teoria de cordas Ref.’s [104]-[106] e a teoria de laços Ref.[107] (“Loop Quantum Gravity”),

ainda é cedo para considerarmos que de fato tenhamos atingido este objetivo. Existem alguns

trabalhos na literatura Ref.’s [108]-[110] que exploram as modificações advindas destas teorias

onde analisa-se como se modifica a dinâmica de um Universo homogêneo e isotrópico neste

novo contexto. Note, porém, que mesmo considerando que estas duas teorias reproduzam a

TRG num dado regime limite, elas induzirão termos de correção à TRG que já são em si uma

manifestação direta da teoria em questão.

Uma outra opção, talvez mais conservadora, seria aplicarmos a quantização canônica à

própria TRG de Einstein, caso então que nos leva diretamente à equação de Wheeler - de Witt.

Sabemos que esta teoria quântica sofre de dificuldades técnicas com relação ao formalismo

matemático como, por exemplo, na definição de derivadas funcionais quadráticas, δ2

δh2
µν

, como

também do ponto de vista f́ısico devido à dificuldade de se encontrar uma variável que faça o

papel do tempo na equação de Wheeler -de Witt.

Existe, porém, um programa de estudo que geralmente leva o nome de modelos de mini-

superespaço, onde é posśıvel evitarmos algumas destas questões fundamentais associadas a

equação de Wheeler - de Witt. Baseado no fato observacional da homogeneidade e isotropia

do Universo, estas simetrias são impostas sobre a métrica antes mesmo do procedimento de

quantização. É evidente que este programa não se propõe a montar uma teoria quântica
2Este termo é ainda de uma certa forma um resqúıcio do modelo do “Big-Bang” onde a fase de evolução

anterior à Nucleosśıntese era considerada primordial pois seria uma etapa logo seguinte ao evento singular. Na
perspectiva de modelos não singulares, o termo Universo primordial se refere à fase durante a qual o fator de
escala atinge o seu valor mı́nimo, o que em geral está associado a peŕıodos onde a densidade e a temperatura
do Universo são extremamente elevadas.
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para a gravitação mas espera-se que apesar desta drástica simplificação sejamos capazes de

reproduzir os efeitos quânticos predominantes na evolução do Universo primordial.

Nesta seção implementaremos este programa de investigação para um Universo permeado

por um campo escalar e mostraremos os principais resultados obtidos no trabalho Ref.[111].

Primeiramente iremos estudar o sistema sem considerar nenhuma perturbação, ou seja, con-

sideraremos que o Universo é estritamente homogêneo e isotrópico. Depois de analisar as

soluções deste sistema de fundo, passaremos a tratar o caso com perturbações de primeira

ordem.

Seja então um campo escalar livre sem massa tal que p = ρ, o que é comumente conhecido

na literatura como matéria dura (“stiff matter”). A Lagrangiana do sistema se escreve

L =
√
−g
[
R

6`2Pl
− 1

2
∂µϕ∂µϕ

]
, (4.58)

onde definimos o comprimento de Planck ao quadrado por `2Pl ≡
8
3πGN e é entendido que

estamos trabalhando no sistema de unidades naturais ~ = c = 1. O elemento de linha do

espaço-tempo homogêneo e isotrópico é descrito por,

ds2 = N2dt2 − a2(t)
(1 + K

4 r
2)2

[
dx2 + dy2 + dz2

]
,

onde r2 ≡ x2 + y2 + z2 e a curvatura espacial K = 0,±1. Inserindo este elemento de linha na

Lagrangiana (4.58), e omitindo uma derivada total com relação ao tempo, encontramos para

a ação que descreve este mini-superespaço,

S =
∫

dt
(
−ȧ2aV

N`2Pl
+
NKaV
`2Pl

+
ϕ̇2a3V

2N

)
. (4.59)

A constante V é definida como o volume total da seção espacial dividido por a3. Por esta

definição, fica claro que estamos apenas considerando Universos compactos de forma que

V seja sempre finito. Em geral, o valor de V depende do valor de K e da topologia das

hipersuperf́ıcies. Se, por exemplo, K = 1 e a topologia for a de uma tri-esfera (S3) então

encontramos que V = 2π2. No caso de K = 0, esta constante V pode assumir qualquer valor

pois o polihedro fundamental pode ter qualquer valor (ver Ref.[112]) o que pode ser entendido

como uma renormalização do fator de escala.

No caso de considerarmos espaços fechados, onde é mais apropriado utilizarmos coordena-

das angulares, em geral a dimensionalidade é atribúıda ao fator de escala. Além disso, para o
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sistema de unidades naturais que estamos usando, o campo escalar tem dimensão de inverso de

comprimento, de forma que podemos definir variáveis adimensionais ã =
√

2V `−1
Pl a e ϕ̃ = `Pl√

2
ϕ

de forma que a ação se escreve

S =
∫

dt
(
−

˙̃a2ã `Pl

2
√

2V N
+

NKãV
`Pl
√

2V
+

˙̃ϕ
2
ã3`Pl

2
√

2V N

)
. (4.60)

Pela definição de momento p = ∂L
∂q̇ encontramos,

P̃a = −
˙̃aã `Pl√
2V N

, P̃ϕ =
˙̃ϕã3`Pl√
2V N

. (4.61)

A partir destes momentos podemos encontrar a hamiltoniana que é dada por

H = NH0 =
√

2V N
2`Pl

(
− P̃a

2

ã
+
P̃ϕ

2

ã3
−Kã

)
, (4.62)

onde introduzimos o ı́ndice 0 na hamiltoniana para lembrar que esta é apenas para o sistema

não perturbado. Esta distinção é necessária pois a seguir iremos tratar a quatização para o

caso com perturbações até primeira ordem.

Uma vez que pretendemos quantizar este sistema, é interessante fazermos ainda mais uma

mudança de variável para não termos que lidar com o fato do fator de escala ser definido

apenas na semi-reta positiva. Neste caso, para garantirmos a hermeticidade da hamiltoniana,

teŕıamos que restringir as funções de onda a um sub-espaço do espaço de Hilbert que pode ser

definido por uma condição sobre a função de onda em a = 0 (Ref.’s [113, 114]).

Alternativamente, definimos α ≡ log (ã). Note que α̇ = ã−1 ˙̃a = a−1ȧ e se calcularmos Pα

a partir da ação eq.(4.60) encontramos a relação Pα = ãP̃a = − `Pl√
2V N

α̇e3α, de forma que a

hamiltoniana eq.(4.62) se escreve

H0 =
√

2V
2`Ple3α

(
− P 2

α + P 2
ϕ −Ke4α

)
. (4.63)

Nesta hamiltoniana omitimos o ∼ para a variável ϕ mas deve estar sub-entendido que esta

é a variável adimensional.

4.2.1 Soluções clássicas para o campo escalar livre
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Apenas examinando a hamiltoniana eq.(4.63) percebemos que ϕ é uma variável ćıclica o

que nos diz que Pϕ é uma constante de movimento. Podemos resolver este sistema e encontrar

as soluções clássicas para os três posśıveis valores da curvatura K. Temos que lembrar que

este sistema é essencialmente um sistema vinculado cuja Hamiltoniana é fracamente nula, ou

seja, estamos considerando a função lapso como um mero multiplicador de lagrange o que é

permitido uma vez que a sua evolução não é fixada pela dinâmica.

No calibre temporal de tempo cósmico, i.e. N = 1, as soluções clássicas se escrevem

i) Para o caso plano K = 0:

ϕ = ±α+ c1 , (4.64)

onde c1 é uma constante de integração. Com relação ao tempo cósmico τ esta solução pode

ser expressa:

a = eα = 3

√
3‖Pϕ‖ τ1/3 , (4.65)

ϕ =
ln(τ)

3
+ c2 . (4.66)

Esta solução representa Universos que se expandem de uma singularidade ou se contraem para

uma singularidade dependendo do valor de Pϕ. Note que para este modelo ä é sempre negativo

de modo que não há nenhuma fase inflacionária.

ii) Para o caso de curvatura positiva K = 1:

a = eα =

√
‖Pϕ‖√

cosh(2ϕ− c1)
, (4.67)

onde c1 é uma constante de integração. A condição de Pϕ ser constante pode ser expressa

pela relação

Pϕ = e3αϕ̇. (4.68)

A dependência com relação ao tempo cósmico é um pouco complicada e não é necessário

mostrá-la explicitamente. Estas soluções também descrevem Universos que se expandem de

uma singularidade até atingir um valor máximo para o fator de escala e depois se contraem

até uma outra singularidade, ou seja, são soluções do tipo “Big Bang-Big Crunch”. É curioso

observar que perto das singularidades, quando |ϕ| � 1, esta solução se comporta como o caso

90



plano. Novamente não encontramos nenhuma fase tipo inflação.

iii) Para o caso de curvatura negativa K = −1:

a = eα =

√
‖Pϕ‖√

| sinh(2ϕ− c1) |
, (4.69)

onde c1 é uma constante de integração e a condição de Pϕ ser constante nos fornece a mesma

relação

Pϕ = e3αϕ̇. (4.70)

A dependência com relação ao tempo cósmico para este caso é, como no caso anterior, compli-

cada e não é necessário mostrá-la explicitamente. Estas soluções descrevem Universos que se

expandem (se contraem) de (para) uma singularidade. Perto das singularidades esta solução

também se comporta como o caso plano e novamente não encontramos nenhuma fase tipo

inflação.

Apesar destas soluções apresentarem comportamento completamente diferente, é uma ca-

racteŕıstica comum destas soluções clássicas o fato de elas serem singulares e não apresentarem

fase inflacionária. Não há nenhum peŕıodo de expansão acelerada.

4.2.2 Quantização do sistema não perturbado

A quantização de sistemas hamiltonianos vinculados deve ser feita seguindo os procedimen-

tos da quantização de Dirac, seção (2.2). Para o caso de um Universo homogêneo e isotrópico,

ou seja, para modelos de mini-superespaço a quantização se reduz a afirmação de que a função

de onda não pode depender da função lapso e o requerimento da aniquilação da função de

onda pela hamiltoniana

∂

∂N
Ψ (a, ϕ,N) = 0 , (4.71)

Ĥ0 Ψ (a, ϕ,N) = 0 . (4.72)

Para não termos que lidar com o problema do fator de escala ser definido apenas na

semi-reta positiva vamos quantizar a hamiltoniana eq.(4.63). Ao quantizá-la, os momentos

canônicos se tornam operadores que na base coordenada são representados por derivadas
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P̂ → −i ∂∂q . Sabemos que derivadas simples não são objetos geométricos, porém com o aux́ılio

do determinante da métrica sempre podemos construir objetos covariantes utilizando apenas

derivadas simples através da relação

�ψ ≡ ∇µ∇µψ =
1√
−g

∂µ
(
gµν
√
−g∂ν

)
ψ .

Uma maneira de minimizar a arbitrariedade na escolha de ordenamento dos operadores quânticos

é escolher um ordenamento que seja covariante com relação a uma redefinição dos campos. No

nosso caso, a métrica gµν é simplesmente a métrica de Lorentz a duas dimensões multiplicada

por e3α, ou seja,

gµν = e3α

 −1 0

0 1

 e
√
−g = e3α .

Com a escolha de ordenamento que deixa a hamiltoniana invariante por redefinição dos

campos, a aniquilação da função de onda pela hamiltoniana eq.(4.63), na representação de

base coordenada, pode ser expressa pela equação(
∂2

∂α2
− ∂2

∂ϕ2
−Ke4α

)
Ψ (α,ϕ) = 0 . (4.73)

Esta é a equação de Wheeler - de Witt para este modelo de mini-superespaço que tem uma

forma de uma equação tipo Klein-Gordon. Podemos fazer uma mudança de variáveis de forma

a explicitarmos ainda mais a simetria desta equação. Definimos então as coordenadas nulas

u ≡ 1√
2

(α+ ϕ) , α ≡ 1√
2

(u+ v) ,

v ≡ 1√
2

(α− ϕ) , ϕ ≡ 1√
2

(u− v) . (4.74)

Com relação a estas novas variáveis a equação de Wheeler - de Witt se escreve(
− ∂2

∂u∂v
+
K
2
e2
√

2(u+v)

)
Ψ (u, v) = 0 . (4.75)

Da mesma forma que para o sistema clássico, podemos encontrar as soluções desse sistema

para os três valores de K.

i) Para o caso plano K = 0.
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Sem o termo de curvatura, a equação de Wheeler - de Witt é extremamente simples de

resolver. A solução geral para esta equação pode ser escrita na fomra

Ψ(u, v) = F (u) +G(v) , (4.76)

onde F e G são funções arbitrárias das variáveis u e v respectivamente. Na literatura Ref.’s

[115, 116] encontramos estas soluções expressas de uma maneira um pouco diferente, geral-

mente numa decomposição espectral na forma,

Ψ(u, v) =
∫

dk U (k) eiku +
∫

dk V (k) eikv , (4.77)

com U e V também completamente arbitrários.

ii) Para o caso curvo K 6= 0.

Para encontrarmos a solução para o caso curvo K 6= 0 basta fazermos uma nova trans-

formação de coordeanadas. Se definirmos novas variáveis

ξ ≡ 1
4
e2
√

2u , u =
√

2
4

ln (4ξ) ,

z ≡ 1
4
e2
√

2v , v =
√

2
4

ln (4z) . (4.78)

Com relação a estas novas variáveis a equação de Wheeler - de Witt se escreve(
− ∂2

∂ξ∂z
+K

)
Ψ (ξ, z) = 0 . (4.79)

Uma solução particular evidente para esta equação é

Ψ (ξ, z) = Ψ0e
i(kξ−Kk−1z) ,

com Ψ0 e k sendo duas constantes arbitrárias. A solução geral será uma superposição arbitrária
desta solução uma vez que as funções exponenciais eikx formam uma base para expandir
qualquer função. Note que a equação é simétrica pela troca de u por v de forma que a solução
geral se escreve

Ψ(u, v) =
∫

dk U(k) exp
[
i

4

(
ke2
√

2u − K
k
e2
√

2v

)]
+
∫

dk V (k) exp
[
i

4

(
ke2
√

2v − K
k
e2
√

2u

)]
,

(4.80)

com U e V novamente funções arbitrárias. Na Ref.[115] estas soluções foram expandidas na

forma de funções de Bessel. Embora o resultado seja obviamente o mesmo, a vantagem de

separarmos as soluções a partir das variáveis nulas ficará mais evidente ao considerarmos a

interpretação causal da mecânica quântica.
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4.2.3 Trajetórias quânticas

Uma vez tendo resolvido a equação de Wheeler -de Witt e encontrado a função de onda

que descreve o Universo, podemos agora nos focalizar na utilização da interpretação causal da

mecânica quântica, também conhecida como interpretação de Bohm-de Broglie. Na seção (2.1),

vimos que nesta interpretação, para um sistema com finitos graus de liberdade, além da função

de onda temos objetos pontuais de natureza ontológica que são interpretados geralmente como

part́ıculas associadas ao sistema. No nosso caso, além da função de onda do Universo definida

acima, na interpretação de Bohm-de Broglie, a evolução do fator de escala assim como do

campo escalar são dadas pela evolução ao longo de trajetórias. As trajetórias Bohmianas são

encontradas ao resolvermos as equações guias que serão definidas mais adiante.

Para o nosso modelo, a equação de Wheeler - de Witt se escreve como

H(p̂µ, q̂µ)Ψ(q) = 0 , (4.81)

onde as quantidades p̂µ, q̂µ são operadores no espaço de fase associados aos graus de liberdade

homogêneos do sistema. Esta equação geralmente assume a forma

−1
2
gρσ

∂Ψ(q)
∂qρ∂qσ

+ U(qµ)Ψ(q) = 0 , (4.82)

onde gρσ(qµ) é a inversa da métrica do modelo de mini-superespaço dada por gρσ(qµ).

A interpretação causal prossegue ao escrevermos a função de onda Ψ na sua forma polar

Ψ = R exp(iS). Substituindo esta expressão na equação de Wheeler - de Witt e separando-a

em sua parte real e imaginária, obtemos duas equações reais dadas por

1
2
gρσ

∂S

∂qρ
∂S

∂qσ
+ U(qµ) +Q(qµ) = 0 , (4.83)

1√
−g

∂

∂qρ

(
R2gρσ

√
−g ∂S

∂qσ

)
= 0 , (4.84)

onde definimos o potencial quântico por

Q(qµ) ≡ − 1
2
√
−gR

∂

∂qρ

(
gρσ
√
−g ∂R

∂qσ

)
. (4.85)

A interpretação causal aplicada a cosmologia quântica afirma que as trajetórias qµ(t) são

reais e independentes de qualquer observação. Para encontrar as equações guias (“guidance
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equations”) precisamos interpretar as equações acima. A equação (4.83) é do tipo Hamilton-

Jacobi para a fase da função de onda porém acrescida de um termo, o potencial quântico.

Como discutido na seção (2.1), este termo é o responsável por todos os efeitos quânticos. Esta

equação nos permite associarmos a fase da função de onda com o momento pela relação

pµ =
∂S

∂qµ
. (4.86)

A relação entre o momento e a velocidade permite-nos escrever

pµ = gµν
1
N

∂qν

∂t
. (4.87)

Temos então as equações guias cujas soluções são as trajetórias bohmianas e são dadas por

∂S

∂qµ
= gµν

1
N

∂qν

∂t
. (4.88)

É interessante notar que esta equação é invariante por reparametrização temporal. Para

modelos de mini-superespaços não há o problema do tempo da gravitação quântica, o que

deixa de ser verdade caso o sistema não apresente essas simetrias Ref.’s [117]-[120].

No caso espećıfico da hamiltoniana eq.(4.63) identificamos a métrica e sua inversa

gµν = e3α

 −1 0

0 1

 , gµν = e−3α

 −1 0

0 1

 .

Levando esta métrica nas expressões acima, encontramos o potencial quântico

Q(α,ϕ) ≡ −g
µν

2R
∂2R

∂qµ∂qν
=
e−3α

2R

[
∂2R

∂α2
− ∂2R

∂ϕ2

]
, (4.89)

e as relações para as velocidades (4.88)

∂S

∂α
= −e

3αα̇

N
, (4.90)

∂S

∂ϕ
=
e3αϕ̇

N
. (4.91)

Para uma dada solução da equação de Wheeler - de Witt, estas relações nos permitem

encontrar as trajetórias bohmianas e descrever a evolução do sistema. Embora tenhamos a

solução formal da equação de Wheeler - de Witt para a caso com curvatura, K 6= 0, vamos

nos ater apenas ao estudo do caso plano.
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Deste ponto em diante, toda a análise, inclusive para as perturbações que será realizada

mais adiante, será restrita apenas ao caso plano K = 0.

Como vimos na seção anterior, a solução geral da função de onda pode ser separada em

duas funções independentes cada uma dependendo apenas de uma das variáveis nulas u ou v

eq.(4.76). Para estudarmos a evolução no contexto da interpretação de Bohm é conveniente

re-escrevermos esta solução como a soma de duas formas polares

Ψ (u, v) = R+e
iS+ +R−e

iS− ,

onde definimos

R+ = R(u) , S+ = S(u) ,

R− = R(v) , S− = S(v) .

Com esta definição, o módulo da função de onda e a sua fase podem ser expressos por

R =
√
R2

+ +R2
− + 2R+R− cos(S+ − S−)

S = arctan
(
R+ sin(S+) +R− sin(S−)
R+ cos(S+) +R− cos(S−)

)
Para encontrarmos as velocidades de Bohm, precisamos calcular a derivada da fase com relação
a cada uma das variáveis. A derivada de S com relação a variável x, que pode ser α ou ϕ, é
dada por

∂S
∂x

=
1
R2

[
R2

+

∂S+

∂x
+R2

−
∂S−
∂x

+
(
∂S+

∂x
+
∂S−
∂x

)
R+R− cos (S+ − S−) +

(
R−

∂R+

∂x
−R+

∂R−
∂x

)
sin (S+ − S−)

]
(4.92)

Precisamos agora escolher uma solução espećıfica da equação de Wheeler - de Witt e

estudar as trajetórias do sistema. Num trabalho anterior, Ref.’s [115, 116], foi proposto fazer

superposições gaussianas nas variáveis u e v, ou seja, foi escolhido na eq.(4.77) tomarmos

U(k) = V (±k) com

U(k) = exp
[
− (k −

√
2d)2

σ2

]
, (4.93)

onde σ2 > 0 e introduzimos o termo
√

2 apenas por conveniência. Com esta solução é posśıvel

encontrar soluções não singulares de ricochete e também modelos singulares que se expandem

com uma posśıvel fase acelerada entre as duas fases desaceleradas.
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Como uma generalização desta solução, propomos considerar o caso em que o parâmetro

que define a largura da gaussiana seja complexo, i.e. σ2 → σ2 + i4h com h ∈ < . Desta forma,

estamos considerando soluções com

U(k) = exp
[
− (k −

√
2d)2

σ2 + i4h

]
. (4.94)

Integrando a equação (4.77) com U(k) = V (k) dado pela eq.(4.94), encontramos a função

de onda

Ψ(u, v) =
√
π

4
√
σ4 + 16h2 e

i arctan

r√
σ4+16h2−σ2√
σ4+16h2+σ2

{
exp
[
−σ

2

4
u2 + i(−hu2 +

√
2du)

]
+

+ exp
[
−σ

2

4
v2 + i(−hv2 +

√
2dv)

]}
, (4.95)

cuja norma é dada por

R =
√

2π 4
√
σ4 + 16h2 e−

σ2

8
(α2+ϕ2)

√
cosh

(
σ2ϕα

2

)
+ cos[2ϕ(hα− d)] . (4.96)

Podemos calcular diretamente a fase desta função de onda. Com relação as variáveis α e

ϕ encontramos

S = arctan
(√√

σ4 + 16h2 − σ2

√
σ4 + 16h2 + σ2

)
+dα−h

2
(α2+ϕ2)+arctan

{
tanh

(
σ2αϕ

4

)
tan[ϕ(hα−d)]

}
.

(4.97)

Substituindo esta expressão nas equações (4.90) e (4.91), encontramos:

α̇ = − N

4e3α

{
4(d− hα) +

σ2ϕ sin[2ϕ(hα− d)] + 4hϕ sinh
(
σ2ϕα

2

)
cosh

(
σ2ϕα

2

)
+ cos[2ϕ(hα− d)]

}
=: f(α,ϕ), (4.98)

e

ϕ̇ =
N

4e3α

{
−4hϕ+

σ2α sin[2ϕ(hα− d)] + 4(hα− d) sinh
(
σ2ϕα

2

)
cosh

(
σ2ϕα

2

)
+ cos[2ϕ(hα− d)]

}
=: g(α,ϕ). (4.99)

Estas equações representam as velocidades as quais nos fornecem as tangentes às trajetórias

bohmianas. A partir destas expressões, podemos construir um gráfico α × ϕ dos campos e

estudar as suas caracteŕısticas.

Por conveniência, vamos trabalhar no calibre temporal N = e3α. As velocidades, eq.’s

(4.98) e (4.99), possuem simetrias que nos permitem fixar os sinais dos parâmetros h e d.
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Figura 4.7: Campo de velocidades do sistema definido pelas eq.’s (4.98)-(4.99), o gráfico da esquerda
mostra as trajetórias para valores de σ2 = 2, h = 1/8, e d = −1 enquanto que o da direita para valores
σ2 = 2, h = 0.5, e d = −1. Note que o existe uma simetria de reflexão com relação ao eixo ϕ = 0
devido às simetrias f(α,ϕ) = f(α,−ϕ) e g(α,ϕ) = −g(α,−ϕ).

Note que

h→ −h f(α,ϕ;h, d) = f(−α,−ϕ;−h, d), g(α,ϕ;h, d) = g(−α,−ϕ;−h, d) ,(4.100)

d→ −d f(α,ϕ;h, d) = −f(−α,ϕ;h,−d), g(α,ϕ;h, d) = g(−α,ϕ;h,−d) , (4.101)

de forma que uma troca no sinal do parâmetro h é equivalente a uma inversão com relação à

origem enquanto que uma troca no sinal de d corresponde a uma reflexão com relação ao eixo

ϕ no plano α× ϕ.

Podemos assim fixar os sinais de h e d sem perda de generalidade do comportamento das

soluções. Além disso, note que f(α,ϕ) = f(α,−ϕ) e g(α,ϕ) = −g(α,−ϕ), ou seja, para

valores de h e d fixos existe uma simetria de reflexão com relação ao eixo ϕ = 0 como mostra a

figura (4.7). Assim podemos nos focalizar na região ϕ > 0 e analisar todos os comportamentos

ali presentes.

Os pontos caracterizados pela norma da função de onda ser zero são chamados de nodos

e representam regiões inacesśıveis a qualquer trajetória. Neste sistema, estes pontos são de-

terminados por α = 0 e cos(2dϕ) = −1, ou seja ϕ = (2n+ 1)π/(2d) com n ∈ Z. Estes pontos

distam de π/d e são todos localizados no eixo α = 0.
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Figura 4.8: Campo de velocidades do sistema definido pelas eq.’s (4.98)-(4.99). Estes gráficos mostram
duas trajetórias diferentes para os mesmo valores dos parâmetros dados por σ2 = 2, h = 5, e d = −1.
No gráfico da esquerda observamos duas soluções, uma descrevendo um ricochete enquanto que a outra
é uma solução do tipo “Big Bang - Big Crunch”. O gráfico da direita mostra um Universo que “nasce”
de uma singularidade e se expande eternamente passando por uma fase quase-estacionária.

As figuras (4.7) e (4.8) mostram alguns tipos de soluções que podemos encontrar. Nos dois

gráficos à direita, tanto da figura (4.7) quanto da figura (4.8), vemos Universos que começam

de uma singularidade em α → −∞ e se expandem eternamente. Próximo da origem estas

trajetórias podem passar por uma fase quase-estacionária onde o crescimento do fator de

escala é extremamente reduzido.

Esses modelos ainda apresentam soluções ćıclicas, embora geralmente de tamanhos da

ordem do comprimento de Planck, cujas trajetórias circundam os pontos cŕıticos definidos

pela condição do numerador das equações que definem as velocidades, eq.’s (4.98) e (4.99), se

anularem. Um outro caso, menos interessante, é a solução inferior no gráfico da esquerda da

figura (4.8). Esta solução representa Universos que começam em um singularidade, atingem

um volume máximo, e retornam para um outra singularidade. Estes modelos são conhecidos

pelo nome de modelos de “Big Bang - Big Crunch”.

Uma outra possibilidade é descrita pela trajetória superior do gráfico a esquerda da figura

(4.8). Esta solução descreve um Universo que realiza um ricochete devido a efeitos quânticos

onde o fator de escala se contrái até atingir um valor mı́nimo, que naturalmente depende dos
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parâmetros do sistema, e em seguida se expande novamente nunca atingindo o ponto singular

a = 0.

Um caso particular extremamente interessante é quando consideramos na equação (4.94)

σ = 0. Como veremos na seção seguinte, neste caso encontramos um modelo de Universo

não singular que passa por um fase inflacionária e desemboca num comportamento clássico

que pode eventualmente ser conectado com uma fase dominada pela radiação antes da nucle-

osśıntese.

4.2.4 Modelo inflacionário não singular

Consideremos o caso particular σ = 0 na equação (4.94), ou seja, definindo

U(k) = exp
[
i
(k −

√
2d)2

4h

]
, (4.102)

e integrando a função de onda eq.(4.77), encontramos

Ψ(u, v) = 2
√
π|h|

[
exp i

(
−hu2 +

√
2du+

π

4

)
+ exp i

(
−hv2 +

√
2dv +

π

4

)]
. (4.103)

A norma desta função de onda é dada simplesmente por R = 4
√
π|h| cos[ϕ(hα − d)].

Podemos calcular diretamente o potencial quântico que é dado por

Q = (hα− d)2 − h2ϕ2 . (4.104)

A partir da derivada da fase da função de onda com relação as variáveis α e ϕ encontramos

as velocidades bohmianas que são dadas por

α̇ = hα− d , (4.105)

ϕ̇ = −hϕ . (4.106)

Estas equações são facilmente integradas resultando nas soluções anaĺıticas

α(t) =
d

h
+ α0e

ht (4.107)

ϕ(t) = ϕ0e
−ht . (4.108)
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Figura 4.9: Campo de velocidades definido pelo sistema de equações (4.98) (4.99) para valores dos
parâmetros dados por σ2 = 0, h = 0.5, and d = −1. O único ponto cŕıtico deste sistema está localizado
em ϕ = 0 e α = d/h que representa um ponto de equiĺıbrio instável. Para valores h > 0 e α > d/h

vemos pela equação (4.107) que estas soluções representam Universos que sempre se expandem de
maneira acelerada contendo uma fase inflacionária com um número de “e-fold’s” da ordem de α0.

Note que ϕ
(
α− d

h

)
= α0ϕ0 = cte, de forma que α e ϕ são a grosso modo inversamente

proporcionais, quando α cresce muito ϕ vai a zero e vice-versa. O único ponto cŕıtico deste

sistema é um ponto de cela localizado em ϕ = 0 e α = d/h que representa um ponto de

equiĺıbrio instável. Para valores positivos (negativos) de h vemos que o Universo se expande

(se contrai) continuamente, por isso vamos assumir que h > 0 e analisar as soluções fisicamente

mais interessantes que descrevem Universos em expansão.

Estas soluções estão expressas com relação ao tempo paramétrico t do calibre temporal

N = e3α. O tempo cósmico está associado com este tempo paramétrico por τ =
∫

dte3α(t) ⇒

τ − τ0 = h−1Ei
(
3α0e

ht
)
, onde Ei(z) é a função integral-exponencial. Em termos do tempo

cósmico, o parâmetro de Hubble, o parâmetro de desaceleração e o escalar de curvatura são

dados respectivamente por

H =
1
a

da
dτ

=
α0he

ht(τ)

a3
(4.109)

q = − 1
aH2

d2a

dτ2
=

2α0 − e−ht(τ)

α0
, (4.110)

(4)R = −6
(

1
a

d2a

dτ2
+H2

)
= −6α0h

2

a6
eht(τ)(1− α0e

ht(τ)) . (4.111)

A evolução pode ser caracterizada por três fases distintas. No passado remoto, ht� −1, o

fator de escala se expande de maneira acelerada a partir do seu valor inicial a0 = ed/h quando
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o escalar de curvatura tende a zero 3. No futuro remoto, ht� 1 o fator de escala continua se

expandindo mas de maneira desacelerada com o escalar de curvatura novamente muito menor

do que 1. A fase intermediária ocorre no momento de transição quando a expansão passa de

acelerada para desacelerada em httran = − ln(2α0) que é negativo caso α0 > 1/2.

Em torno de ht ≈ 0 podemos aproximar a expressão do fator de escala por

a ≈ eα0+d/h[1 + α0ht+ (α0h
2 + α2

0h
2)t2/2! + ...] , (4.112)

de forma que se α0 >> 1, a ≈ eα0+d/h exp(α0ht). Se lembrarmos a expressão que relaciona o

tempo cósmico ao tempo paramétrico, τ =
∫

dta3, vemos que a ∝ (τ−τ0)1/3 e φ′ ∝ 1/τ ∝ 1/a3

re-obtendo assim a solução clássica para o fator de escala. Note porém que esta fase clássica

é válida apenas para este peŕıodo em questão.

Podemos então resumir a evolução desta solução da seguinte maneira: no passado remoto, o

Universo tem um volume finito e constante que pode inclusive ser do tamanho do comprimento

de Planck caso d ≈ 0. Nesta fase o Universo é essencialmente plano e apresenta uma expansão

acelerada. Em torno de ht ≈ 0, depois do tempo de transição, o Universo continua a se

expandir porém de forma desacelerada. O fator de escala é eα0 vezes maior do que o seu volume

original, ou seja, houve uma expansão com α0 “e-fold’s”, e sua evolução é essencialmente igual

ao regime clássico com o campo escalar muitas ordens de grandeza menor do seu valor inicial.

Neste momento é posśıvel que haja uma transição a um regime dominado pela radiação e assim

sermos capazes de conectar este modelo com o modelo do “Big Bang” antes da nucleosśıentese.

Devemos considerar este modelo como uma boa descrição somente até o momento em que

o fator de escala começa a se comportar classicamente. Uma vez que a densidade do fluido de

radiação varia com a−3 e a do campo escalar livre varia com a−6, é razoável que para valores

pequenos do fator de escala a sua dinâmica seja determinada essencialmente pelo campo

escalar, o que explica tratarmos esta solução como uma boa aproximação para a evolução do

Universo para tempos menores que ht ≈ 0.

Para explorar mais este modelo se faz necessário uma descrição minuciosa do fluido de ra-

diação, o que pode ser feito por exemplo adicionando-se a Lagrangiana um termo de interação

do tipo σ
√
−gφΨΨ̄ onde Ψ descreveria um campo fermiônico relativ́ıstico e σ a sua constante

de acoplamento. No entanto, esta análise foge do escopo deste trabalho.
3O valor f́ısico do fator de escala é dado por afis

0 = `P l√
2V
ed/h.
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4.2.5 Quantização das perturbações

Na seção anterior, analisamos a quantização de um sistema composto por gravitação e

campo escalar livre dentro dos preceitos dos modelos de mini-superespaço. A idéia principal

era examinarmos os efeitos quânticos e suas influências sobre a evolução dinâmica do fator

de escala e do campo escalar. Para este sistema, mostramos que as soluções diferem consi-

deravelmente do comportamento clássico mostrando uma riqueza de possibilidades para as

trajetórias quânticas.

O passo seguinte neste contexto é estudarmos a evolução das perturbações com relação à

dinâmica de um Universo homogêneo e isotrópico.

O procedimento convencional para estudarmos as perturbações cosmológicas Ref. [38] se

baseia num estudo semi-clássico onde a gravitação é tratada classicamente enquanto que o

conteúdo material do Universo é descrito pelo valor esperado de campos quânticos. Nesta

análise h́ıbrida, podemos utilizar as equações de ordem zero para simplificarmos as equações

de primeira ordem uma vez que neste estudo perturbativo as equações devem ser satisfeitas

para cada ordem da expansão independentemente.

Esta simplificação não é mais posśıvel caso se queira levar em conta correções quânticas

para a evolução do sistema em ordem zero pois neste caso as equações clássicas não são mais

válidas. Lembre-se que para quantizarmos o sistema precisamos descrever um sistema hamil-

toniano vinculado num formalismo invariante de calibre, o que não é nada trivial mesmo para

a primeira ordem perturbativa de modelos FLRW. De fato, o uso das equações homogêneas e

isotrópicas é mais do que uma mera simplificação, ela viabiliza o estudo do sistema.

Felizmente, progressos recentes Ref.’s [121]-[124] mostram que apenas usando técnicas para

sistemas hamiltonianos é posśıvel simplificar consideravelmente a hamiltoniana do sistema. No

entanto, apesar de todos os avanços, o termo de massa associado ao potencial de Mukhanov-

Sasaki que descreve o grau de liberdade das perturbações escalares apresenta componentes de

momento o que torna a sua quantização nada trivial.

Nesta seção vamos mostrar como é posśıvel tratarmos esta dificuldade e, consistentemente,

quantizarmos as perturbações escalares para um modelo com campo escalar livre. Depois de
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descrever as linhas gerais do procedimento já realizado na literatura Ref.[123], quantizaremos o

sistema e mostraremos que é posśıvel inclusive especificarmos uma equação dinâmica quântica

para as perturbações, i.e. dentro deste formalismo não há o problema do tempo em gravitação

quântica.

O campo escalar perturbado é definida por ϕ (t, x) = ϕ0 (t) + δϕ (t, x) onde ϕ0 é o campo

escalar homogêneo associado à métrica de FLRW. Substituindo esta definição na densidade

Lagrangiana para um campo escalar livre encontramos

Lm =
(1− 2φ)
N2

(
ϕ̇2

0

2
+ ϕ̇δϕ̇

)
+
ϕ̇2

0

N2

(
2φ2 −

B|iB|i

2

)
− ϕ̇0

Na
B|iδϕ|i +

δϕ̇2

2N2
− 1

2a2
δϕ|iδϕ|i .

(4.113)
Para facilitar a notação definimos εij = 2ψγij − 2E|i|j , de forma que a Lagrangiana total

da parte gravitacional mais campo escalar se escreve

L = − ȧ
2aV

`2PlN
+
NKaV
`2Pl

+
ϕ̇2

0a
3V

2N
+

Na

6`2Pl

∫
d3x
√
γ

[
−1

4
εij|kεij|k +

a

N
Ḃ|iε

ij
|j +

1
2
εij|jε

k
i |k + φ|jε

ij
|j

−1
2
ε |iε

ij
|j − φ|iε

|i +
1
4
ε|iε|i +K

(
1
4
ε2 − εijεij − εφ+B|iB|i − 3φ2

)]
+

a3

24N`2Pl

∫
d3x
√
γ
(
ε̇ij ε̇ij − ε̇2

)
+

+
aȧ2

6N`2Pl

∫
d3x
√
γ

(
−9φ2 − 3εφ− 3

4
ε2 + 3B|iB|i +

3
2
εijεij

)
− 2aȧ

3`2Pl

∫
d3√γ

(
φB
|i
|i −

1
2
B|iε

ij
|j

)
+

+
a2ȧ

3`2Pl

∫
d3xγ1/2

(
εij ε̇ij −

1
2
εε̇− φε̇

)
− a2

6`2Pl

∫
d3x
√
γε̇B

|i
|i −

a3ϕ̇0

N

∫
d3x
√
γ

(
φ+

1
2
ε

)
δϕ̇+

+a2ϕ̇0

∫
d3x
√
γδϕB

|i
|i +

ϕ̇2
0a

3

4N

∫
d3x
√
γ

(
3φ2 + εφ+

1
4
ε2 −B|iB|i −

1
2
εijεij

)
+

+
Na3

2

∫
d3x
√
γ

(
δϕ̇2

N2
−
δϕ|iδϕ|i

a2

)
, (4.114)

onde a3V é o volume de cada seção espacial que é considerada compacta, i.e. V <∞.

Para simplificarmos este sistema sem utilizar as equações do sistema em ordem zero nas

perturbações é preciso definir o sistema hamiltoniano associado a esta Lagrangiana e em

seguida aplicar transformações canônicas redefinindo assim as nossas variáveis. Embora o

procedimento seja direto, os cálculos são exaustivos de forma que não iremos reproduźı-los

aqui pois por um lado este resultado já possui boas referências na literatura (ver referências

citadas acima) enquanto que por outro lado utilizaremos exatamente estas mesmas técnicas

mais adiante.

Vale apenas salientar que além de aplicar sucessivas transformações canônicas durante o

processo é necessário redefinirmos a função lapso. Esta redefinição não carrega em si nenhum

significado f́ısico uma vez que a evolução da função lapso é completamente arbitrária. Esta
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função está associada a uma escolha de calibre temporal e de fato podemos considerá-la até

mesmo como um mero multiplicador de Langrange.

Vamos partir da equação (A39) da referência Ref. [123] onde se define a hamiltoniana do

sistema por

H = NH0 +
∫

d3x

(
−
`2PlP

2
a

2a2V
φ+

3P 2
ϕ

a4PaV
ψ +

3`2PlPϕ
2a4V

v

)
φ̃6 + ΛNPN +

∫
d3xΛφπφ , (4.115)

onde ϕ̃6 = πψ, PN e πφ são v́ınculos de primeira classe, v é o potencial de Mukhanov-Sasaki

e H0 é definida por

H0 = −
`2PlP

2
a

4aV
+

P 2
ϕ

2a3V
+
a3V U

2
+

1
2a

∫
d3x

(
π2

√
γ

+
√
γv,iv,i

)
+

[
15`2PlP

2
ϕ

4a5V 2
+
a

4
d2U

dϕ2
+

−

(
3`2Pl

8
a−

9P 2
ϕ

4aP 2
a

)
U −

`4PlP
2
a

16a3V 2
−

27P 4
ϕ

4a7V 2P 2
a

− 3Pϕ
Pa

dU
dϕ

]∫
d3x
√
γv2 . (4.116)

Estamos considerando o caso de um campo escalar livre, ou seja, o potencial para o campo

escalar é zero, U = 0. Além disso, podemos definir a hamiltoniana em ordem zero por

H
(0)
0 = −

`2PlP
2
a

4aV
+

P 2
ϕ

2a3V
=⇒ P 2

ϕ = 2a3V

(
H

(0)
0 +

`2PlP
2
a

4aV

)
.

Se levarmos este resultado na hamiltoniana eq.(4.116), podemos fatorar o termo NH0 na
forma

NH0 = N

{
1 +

[
15`2Pl
2a2V

− 27
aP 2

a

(
H

(0)
0 +

`2PlP
2
a

2aV

)]∫
d3x
√
γv2

}[
H

(0)
0 +

1
2a

∫
d3x

(
π2

√
γ

+
√
γv,iv,i

)
+

+
`4PlP

2
a

8a3V 2

∫
d3x
√
γv2

]
+O(v4, v2π2) . (4.117)

Por uma simples redefinição da função lapso,

Ñ = N

{
1 +

[
15`2Pl
2a2V

− 27
aP 2

a

(
H

(0)
0 +

`2PlP
2
a

2aV

)]∫
d3x
√
γv2

}
,

podemos escrever a hamiltoniana total, omitindo o tilda da função lapso, por

H = N

[
H

(0)
0 +

1
2a

∫
d3x

π2

√
γ

+
1
2a

∫
d3x
√
γ

(
v,iv,i +

`4PlP
2
a

8a3V 2
v2

)]
+

+
∫

d3x

(
−
`2PlP

2
a

2a2V
φ+

3P 2
ϕ

a4PaV
ψ +

3`2PlPϕ
2a4V

v

)
φ̃6 + ΛNPN +

∫
d3xΛφπφ . (4.118)

Esta hamiltoniana já é bem mais palatável do que a anterior porém o termo de massa

que multiplica v2 contém o momento canônico associado ao fator de escala, o que complica
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a quantização deste sistema uma vez que o procedimento de quantização na representação

de base coordenada associa o operador P̂a → −i ∂∂a . Além disso, o fator de escala é definido

na semi-reta positiva o que requer cuidados extras na construção do espaço de Hilbert para

garantirmos que a evolução seja de fato unitária.

Para tratarmos estes dois pontos, é conveniente mudarmos para as variáveis adimensionais

definidas na seção anterior, i.e. α ≡ log
(√

2V `−1
Pl a
)

e ϕ→ `Pl√
2
ϕ. Com essas definições temos

que

Pα = − `Pl√
2V

e3α

N
α̇ , Pa =

1
a
Pα ,

`2Pl
4V

P 2
a

a
=
√

2V
`Pl

P 2
α

2e3α
,

P 2
ϕ

2a3V
→
√

2V
`Pl

P 2
ϕ

2e3α
,

e a hamiltoniana se escreve,

H =
N
√

2V
`Ple3α

[
−P

2
α

2
+
P 2
ϕ

2
+
e2α

2

∫
d3x
√
γ

(
π2

γ
+ v,iv,i +

P 2
α

e4α
v2

)]
+

+
∫

d3x

(
−2V
`2Pl

P 2
α

e4α
φ+

3
√

2V
`Pl

P 2
ϕ

e3αPα
ψ +

3
√

2V
`Pl

√
V Pϕ
e4α

v

)
φ̃6 + ΛNPN +

∫
d3xΛφπφ .

Para eliminarmos o problema no termo de massa vamos fazer uma transformação canônica

cuja função geratriz F e as variáveis modificadas são dadas por

F = I +
Pα
2

∫
d3x
√
γ ṽ2 + eα̃

∫
d3xπṽ , (4.119)

α = α̃+
1
2

∫
d3x
√
γ ṽ2 , (4.120)

e3α = e3α̃

(
1 +

3
2

∫
d3x
√
γ ṽ2

)
+O

(
ṽ3
)

(4.121)

v = eα̃ṽ , (4.122)

π̃ =
√
γP̃αṽ + eα̃π , (4.123)

P̃α = Pα + eα̃
∫

d3xπṽ , (4.124)

Redefinindo novamente a função lapso por

Ñ = N

[
1− 3

2

∫
d3x
√
γṽ2

]
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e omitindo o tilda das novas variáveis, a hamiltoniana se transforma para

H =
N
√

2V
`Ple3α

[
−P

2
α

2
+
P 2
ϕ

2
+

1
2

∫
d3x

(
π2

√
γ

+
√
γe4αv,iv,i

)]
+ (4.125)

+
∫

d3x

(
−2V
`2Pl

P 2
α

e4α
φ+

3
√

2V
`Pl

P 2
ϕ

e3αPα
ψ +

3
√

2V
`Pl

√
V Pϕ
e4α

v

)
πψ + ΛNPN +

∫
d3xΛφπφ .

A partir desta hamiltoniana a quantização do sistema se torna imediata. Seguindo a

quantização de sistemas hamiltonianas vinculados temos que os v́ınculos de primeira classe

devem anular a função de onda, ou seja,

∂

∂ψ
Ψ (α,ϕ, v,N, φ, ψ) = 0 ,

∂

∂N
Ψ (α,ϕ, v,N, φ, ψ) = 0 ,

∂

∂φ
Ψ (α,ϕ, v,N, φ, ψ) = 0 .

Essas equações nos dizem que a função de onda não depende das variáveis N, φ, ψ, i.e.

Ψ = Ψ (α,ϕ, v) onde v é a única variável de perturbação. Note, porém, que devido a última

transformação canônica v não é mais o potencial de Mukhanov-Sasaki.

A equação restante,

Ĥ0Ψ (α,ϕ, v) = 0 , (4.126)

possui apenas termos quadráticos nos momentos o que nos impossibilita definir uma variável

que faça o papel do tempo. Quando temos um fluido perfeito, aparece na hamiltoniana um

termo na forma a−3(1+λ)PT , onde λ = p/ρ e PT representa a quantidade total de energia

associada a este fluido. A vantagem é que como este termo é linear em PT , a equação (4.126)

assume a forma de uma equação tipo Schrödinger, o que naturalmente estabelece uma evolução

para o sistema.

Para o caso do campo escalar, é posśıvel definirmos um tempo evolutivo para o sistema não

perturbado se utilizarmos a quantização de Bohm-de Broglie como fizemos na seção anterior.

Vamos agora mostrar que se supusermos que não haja retro-reação(“back-reaction”), ou seja,

que a evolução do sistema em ordem zero não é influenciada pelas perturbações, é posśıvel

encontramos uma equação evolutiva também para as perturbações escalares.

Por conveniência, vamos trabalhar novamente no calibre temporal N = `Pl√
2V
e3α. Para isso,
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vamos separar a hamiltoniana em variáveis de fundo e perturbações,

Ĥ0 = Ĥ1 + Ĥ2 ,

Ĥ1 = − P̂
2
α

2
+
P̂ 2
ϕ

2
,

Ĥ2 =
1
2

∫
d3x

(
π̂2

√
γ

+
√
γe4αv̂,iv̂,i

)
.

A suposição de que há retro-reação (“no back-reaction”) pode ser refraseada pela afirmação

de que o espaço de Hilbert pode ser fatorado na forma de um produto tensorial, separando o

sub-espaço associado às variáveis de fundo das perturbações. Para esta condição a função de

onda pode ser expressa por

|Ψ〉 = |φ〉 ⊗ |χ〉 ,

onde |φ〉 representa a função de onda associada as variáveis de fundo e |χ〉 as perturbações.

Além disso temos que os v́ınculos têm que anular as funções de onda e, por separação de

variáveis, vemos que

Ĥ0|Ψ〉 = 0

e

Ĥ1|φ〉 = 0

 =⇒ Ĥ2|χ〉 = 0 .

Uma das dificuldades da equação de Wheeler-de Witt com relação ao tempo é que esta

equação, dado que a hamiltoniana é um v́ınculo de primeira classe e anula a função de onda,

pode ser interpretada como uma equação de Schrödinger cujas soluções são sempre funções de

onda que não evoluem, i.e.

i
d
dt
|χ〉 = Ĥ2|χ〉 = 0 .

Pela teoria quântica de Bohm-de Broglie, a cada solução da equação de Schrödinger está

associada uma “part́ıcula” com realidade independente de qualquer interferência sobre o sis-

tema e que possui uma trajetória bem definida dada pela solução das equações guias eq.(4.88).

Estas trajetórias, que são funções apenas do tempo, podem ser usadas para definirmos uma

transformação unitária dependente do tempo apenas para o setor perturbativo. A hamilto-

niana é separável em Ĥ = Ĥ1 ⊗ 1 + 1 ⊗ Ĥ2, de forma que podemos definir a transformação

unitária por U = 1⊗ U2.

Esta transformação unitária nos leva um vetor |Ψ〉 → |ξ〉 = U |Ψ〉, i.e. |Ψ〉 = U−1|ξ〉.

Note que, embora o vetor |Ψ〉 não dependa do tempo, este novo vetor é função do tempo
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|ξ〉 = |ξ (t)〉. Para esta transformação temos que a hamiltoniana é levada em

Ĥ −→ ĤU = (1⊗ U2)
(
Ĥ1 ⊗ 1+ 1⊗ Ĥ2

) (
1⊗ U−1

2

)
− 1⊗ iU d

dt
U−1 , (4.127)

= Ĥ1 ⊗ 1+ 1⊗ Ĥ2U (4.128)

onde a equação de Schrödinger para as perturbações e sua hamiltoniana transformada se

escrevem

i
d
dt
|ξ〉 = Ĥ2U |ξ〉 , (4.129)

Ĥ2U ≡ U2Ĥ2U
−1
2 − iU d

dt
U−1 . (4.130)

Vamos definir a transformação unitária por U2 = eiAe−iB com

A =
1
2

∫
d3x
√
γ
ȧ

a3
v̂2 , (4.131)

B =
1
2

∫
d3x (π̂v̂ + v̂π̂) log(a) . (4.132)

Nesta transformação, o fator de escala a = a(t) é entendido como uma função que depende

do tempo e não mais como um operador. Desta forma, estamos considerando esta função

como a solução das trajetórias bohmianas associadas a equação H1|φ〉 = 0.

Naturalmente os operadores π̂ e v̂ não comutam com esta transformação unitária. As

seguintes relações são úteis para calcularmos Ĥ2U :

eiA π̂ e−iA = π̂ − ȧ

a3

√
γ v̂ ,

eiA v̂ e−iA = v̂ ,

e−iB π̂ eiB = aπ̂ ,

e−iB v̂ eiB = a−1 v̂ .

Note que esta transformação unitária nos retorna a variável de Mukhanov-Sasaki uma vez
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que U v̂ U−1 = a−1 v̂. A partir destas relações temos que

UĤ2U
−1 =

1
2

∫
d3x

(
a2π̂2

√
γ
− ȧ

a
(π̂v̂ + v̂π̂) + a2√γ v̂,iv̂,i +

ȧ2

a4

√
γ v̂2

)
, (4.133)

iU
d
dt
U−1 = − ȧ

2a

∫
d3x (π̂v̂ + v̂π̂) +

1
2

(
ä

a3
− ȧ2

a4

)∫
d3x
√
γ v̂2 , (4.134)

Ĥ2U =
1
2

∫
d3x

[
a2π̂2

√
γ

+ a2√γ v̂,iv̂,i −
(
ä

a3
− 2

ȧ2

a4

)
√
γ v̂2

]
. (4.135)

Se lembrarmos que dt = a−2dη, onde η é o tempo conforme, temos que ȧ = a2a′ e

ä = a4a′′ + 2a3a′2, e a hamiltoniana de nosso sistema quântico pode ser escrita na forma

Ĥ2U =
a2

2

∫
d3x

[
π̂2

√
γ

+
√
γ v̂,iv̂,i −

a′′

a

√
γ v̂2

]
. (4.136)

Até agora expressamos a evolução pela formulação de Schrödinger. Se passarmos para

a representação de Heisenberg onde a dinâmica se dá para os operadores, e aplicarmos uma

transformada de Fourier de forma que v̂,iv̂,i → k2v̂ temos

˙̂v = −i
[
v̂, Ĥ2U

]
= a2π̂ ,

˙̂π = −i
[
π̂, Ĥ2U

]
= −a2

(
k2 − a′′

a

)
v̂ .

Juntando estas duas equações encontramos

v̂′′ +
(
k2 − a′′

a

)
v̂ = 0 . (4.137)

Mostramos assim que é posśıvel, apenas através de transformações canônicas e redefinições

da função lapso, reformularmos o sistema hamiltoniano para gravitação com campo escalar até

primeira ordem nas perturbações até encontrarmos uma hamiltoniana que consigamos aplicar

o procedimento de quantização de forma consistente.

A quantização é feita com o uso de uma variável que não corresponde ao potencial de

Mukhanov-Sasaki, porém, uma vez quantizado o sistema, podemos fazer uma transformação

unitária de forma a retornarmos a este potencial e conseguimos assim consistentemente en-

contrar a equação (4.137) já bem conhecida na literatura.

A diferença fundamental para o nosso procedimento é que agora podemos usar esta equação

com a evolução do fator de escala dada pelas trajetórias quânticas. Embora a forma desta

equação seja a mesma, o comportamento do termo de massa deve ser necessariamente diferente

para sistemas onde precisamos levar em conta correções quânticas.
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Caṕıtulo 5

Comentários Finais

Neste trabalho, dedicamo-nos ao estudo da dinâmica da evolução do Universo para uma

fase anterior à nucleosśıntese. Assumimos categoricamente que a matéria se comporta como

um campo escalar minimamente acoplado à gravitação, que é descrita pela Teoria da Relati-

vidade Geral de Einstein.

No caṕıtulo 3 desenvolvemos os pontos fortes e fracos do paradigma inflacionário e argu-

mentamos a importância do ponto de vista cient́ıfico de desenvolvermos modelos de Universos

não singulares.

Dentro deste cenário, o caṕıtulo 4 foi dedicado à análise de dois modelos de Universo eterno

não singulares. Na seção 4.1, caracterizamos um sistema onde tanto a gravitação quanto o

campo escalar se comportam classicamente. Para garantir a consistência da evolução dinâmica

deste sistema fomos forçados a considerar apenas Universos compactos, com seções espaciais

com curvatura positiva K = 1. Em seguida, na seção 4.2, descrevemos a evolução do sistema

de acordo com o programa de mini-superespaço, considerando os posśıveis efeitos quânticos

sobre as trajetórias do fator de escala e do campo escalar, a partir da interpretação causal da

mecânica quântica, também chamada de interpretação de Bohm - de Broglie.

A análise do sistema clássico foi desenvolvida em duas etapas. Primeiramente, caracteri-

zamos a dinâmica para a evolução do sistema homogêneo e isotrópico para um campo escalar

com um potencial arbitrário. Mostramos que é posśıvel construir modelos de ricochete com

duas fases de comportamento quase-exponenciais. Antes da contração e depois da expansão

quase-exponencial, o termo de curvatura é despreźıvel, e o sistema se comporta como se as
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seções espaciais fossem planas. Com o aux́ılio de uma expansão em série com relação ao tempo

conforme tomada em torno do valor mı́nimo do fator de escala, momento este que foi consi-

derado como a origem temporal do sistema, podemos perceber que as soluções que descrevem

ricochetes simétricos representam um sub-espaço de medida nula. Para não recairmos neste

problema de ajuste fino basta considerarmos modelos com ricochetes assimétricos (δ 6= 0) onde

a condição de energia nula ρ+ p = ϕ̇2 > 0 não é violada, embora a condição de energia forte

ρ+ 3p ∝ −ä ≥ 0 seja necessariamente violada para conseguirmos realizar o ricochete ä > 0.

Ao considerarmos um potencial do tipo λϕ4 para um campo escalar massivo na forma

V (ϕ) = λ
4!ϕ

4 − 1
2m

2ϕ2 + Λ, encontramos que a dinâmica do sistema não perturbado é extre-

mamente interessante estimulando-nos a considerar este sistema como uma descrição completa

do Universo antes da nucleosśıntese. Nesta evolução o campo escalar se encontra no seu estado

de vácuo, num dos mı́nimos do potencial e em seguida, devido a contração do fator de escala,

ele começa a oscilar. O campo escalar vai ganhando energia até ultrapassar o máximo do

potencial, quando o fator de escala atinge o seu valor mı́nimo, e o termo de fricção na equação

de Klein-Gordon muda de sinal passando a retirar energia do campo escalar. O campo escalar

então desce o potencial e volta a oscilar, porém agora diminuindo a amplitude de oscilação

até retornar ao repouso no outro mı́nimo do potencial.

As perturbações escalares foram descritas pelo formalismo invariante de calibre de primeira

ordem, com o aux́ılio do potencial de Bardeen, da variável u e da variável v conhecida como

variável de Mukhanov-Sasaki Ref.’s [38, 42, 44]. Enquanto o potencial de Bardeen e a variável

u são bem comportadas através do ricochete, a variável v apresenta divergências em seu

potencial acarretando descontinuidades em sua evolução. Por outro lado, se considerarmos

o limite ϕ′ → 0, a única equação dinâmica bem definida é a equação para a variável de

Mukhanov-Sasaki para o caso plano K = 0. Como comentamos anteriormente, embora não

tenhamos conseguido encontrar uma boa generalização para a variável de Mukhanov-Sasaki

para o caso curvo K 6= 0, é bem provável que isto seja posśıvel uma vez que o sistema de

equações original é regular neste regime.

O fato de haver uma fase de contração quase-exponencial anterior ao ricochete nos mostra

que não há região onde o termo k2 domine sobre o potencial, tornando imposśıvel estabele-

cermos condições iniciais de vácuo para as perturbações escalares. Assim, fomos forçados a

ampliar a proposta e supor que pode ter havido uma fase anterior a esta descrita pelo campo

112



escalar, possivelmente dominada por um fluido perfeito, onde é posśıvel consistentemente es-

tabelecermos as condições iniciais.

A partir desta hipótese, calculamos qual é a matriz de transferência para as perturbações

escalares ao passarem pelo ricochete. As perturbações escalares só são influênciadas pelo po-

tencial durante as fases de contração e expansão quase-exponencial, enquanto que durante o

ricochete elas oscilam como ondas planas pois é o termo k2 que domina. Ao calcularmos o

espectro de potência para perturbação de curvatura, PζBST , encontramos que ele é dado por

uma lei de potência em k multiplicado por uma função oscilatória eq. (4.56). Esta expressão

foi re-escrita, eq. (4.57), de forma a podermos comparar mais facilmente com os dados ob-

servacionais. Não é direta a associação do parâmetro adimensional w da equação (4.57) aos

parâmetros livres do sistema. De qualquer forma, esta expressão parece ser compat́ıvel com

os dados do WMAP Ref. [102].

Para os modelos quânticos de mini-superespaço, após uma mudança de variável definida

por α = ln(a), quantizamos o sistema utilizando a interpretação causal da mecânica quântica.

A mudança de variável nos livra dos cuidados necessários ao se quantizar uma variável que

seja apenas definida na semi-reta real para que seja garantida a unitariedade da evolução da

função de onda.

Para os três valores do parâmetro que define a curvatura das seções espaciais, as equações

de Wheeler - de Witt possuem soluções que podem ser expandidas a partir de funções base.

Para o caso plano estas funções representam ondas planas na forma eikx enquanto que para os

casos curvos a sua expressão é um pouco mais complicada, eq.(4.80). Estas soluções já haviam

sido encontradas em trabalhos anteriores Ref.’s [115, 116].

Com a escolha de uma superposição espećıfica para a função de onda inicial, a qual pode

ser entendida como uma generalização da superposição gaussiana feita nos trabalhos citados

acima, o estudo do espaço de fase nos mostra a diversidade de soluções posśıveis. Este com-

portamento deve ser atribúıdo exclusivamente a efeitos quânticos, uma vez que eles diferem

significativamente das soluções clássicas.

Neste sistema, encontramos soluções de Universos ćıclicos, soluções singulares do tipo

“Big Bang - Big Crunch” ou Universos que começam (terminam) em uma singularidade e se

expandem (contraem) eternamente podendo inclusive passar por um peŕıodo intermediário

quase-estacionário. Além disso, existem dois outros tipos de solução que são não singulares.
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Num destes casos o Universo realiza um ricochete, enquanto que a outra solução representa

um modelo inflacionário não singular. Esta última solução só é posśıvel devido à generalização

feita na função de onda inicial.

Este modelo inflacionário não singular tem um comportamento similar aos modelos emer-

gentes Ref. [92] e de pre-Big Bang Ref.’s [93]-[95]. No passado remoto, o Universo tem um

volume finito quase constante, e é essencialmente plano. A sua expansão começa acelerada

até um momento de transição ttran quando passa a ser desacelerada. Depois desse momento,

em torno de ht ≈ 0, o sistema se comporta classicamente com o valor do fator de escala eα0

vezes maior do que o seu valor inicial. Temos então um Universo plano e quântico que infla

de um volume finito, com α0 “e-fold’s”, até que a dinâmica entra num regime clássico quando

pode ser que haja uma transição para uma evolução dominada por radiação e este modelo

seja conectado com o modelo padrão da cosmologia antes da nucleosśıntese.

A análise dessa fase de transição e a validade desta proposta de conectar este modelo ao

modelo padrão requerem um estudo mais detalhado o qual deverá ser o tema de trabalhos

futuros.

Um passo importante para estudarmos modelos como este descrito acima foi implemen-

tado ao conseguirmos encontrar a equação dinâmica quântica para as perturbações, sem fazer

nenhuma referência às equações clássicas de ordem zero.

Utilizando apenas transformações canônicas e redefinições da função lapso, reformulamos

o sistema hamiltoniano para o campo escalar livre tornando posśıvel quantizá-lo de forma

consistente. Embora a variável quantizada não seja a de Mukhanov-Sasaki, com o aux́ılio

de uma transformação unitária dependente do tempo, retornamos à esta variável ao mesmo

tempo em que recuperamos a “correta” equação dinâmica para os operadores associados às

perturbações escalares.

Como comentado anteriormente, o fato de não termos utilizado as equações de ordem zero

permite-nos estudar a evolução das perturbações com relação a uma dinâmica de fundo com

correções quânticas.

Nesta linha existem dois trabalhos imediatos a serem feitos. Seria interessante generalizar

esta técnica para quantizarmos as perturbações escalares para o caso de um campo escalar sob

o efeito de um potencial V (ϕ) e também considerarmos a possibilidade das seções espaciais

serem curvas, K 6= 0. Além disso é evidente que torna-se necessário investigarmos quais
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modificações são geradas na evolução das perturbações ao considerarmos que o fator de escala

segue uma trajetória distinta da trajetória clássica. Podemos, por exemplo, calcular como se

modifica o espectro das perturbações PζBST para o modelo inflacionário do tipo pré- Big-Bang

e compará-lo com os dados observacionais.

115



Referências Bibliográficas
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