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RESUMO

Este trabalho trata das técnicas PRCBI (Parameter Robust Control by Bayesian Identifica-
tion) e PRABI (Parameter Robust Analysis by Bayesian Identification) e propõe uma metodo-
logia para a síntese de controladores robustos à variações paramétricas considerando especifi-
cações de perfomance. Esta metodologia é obtida melhorandoalgumas características numéri-
cas destas técnicas.

O método PRCBI foi originalmente desenvolvido para ser aplicado a sistemas de tempo
discreto. Esta dissertação apresenta, como um complementode um trabalho apresentado an-
teriormente da literatura de controle, uma extensão da técnica PRCBI para sistemas de tempo
contínuo e mostra alguns resultados numéricos e comparações. São obtidos melhores resulta-
dos, em termos da robustez, com a implementação de algumas mudanças no critério de otimi-
zação do algoritmo de robustecimento e normalizando os parâmetros nominais.

Um novo método baseado na técnica PRABI para o cálculo do raio dahiperesfera de
estabilidade é também apresentado. Esta técnica modificadaé menos sensível a diferenças
entre os parâmetros nominais e a espaços paramétricos com gometria irregular.

Estes métodos de síntese de controle e análise são testados em exemplos acadêmicos bem
como em exemplos reais.
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ABSTRACT

This work deals with the PRCBI (Parameter Robust Control by Bayesian Identification)
and PRABI (Parameter Robust Analysis by Bayesian Identification) techniques and provides
a methodology to the synthesis of parameter robust controllers considering some performance
specifications. This is obtained by improving some numerical features of those techniques.

The PRCBI method was originally developed to be applied to discrete-time systems. This
dissertation presents, as a complement to a previous work appearing in the control literature,
an extension of the PRCBI technique to continuous-time systemsand shows some numerical
results and comparisons. Better results are obtained, in terms of robustness, by implementing
some changes in the robustness criterion optimization algorithm and normalizing the nominal
parameters for instance.

A new method based on the PRABI technique for computation of theradius of the largest
stability hypersphere centered at the nominal point in the parameter space is also presented.
This modified technique is less sensitive to differences between nominal parameters and also
to irregular parameter space geometries.

These methods of control synthesis and analysis are tested in academic as well as in real-
istic examples.
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ȳk - predição da variávely no instantek

Yk−1 - conjunto de medidas da saída do sistema até o instantek− 1

Mk - matriz de covariância do erro de predição de saída no instantek

θ̂ - estimação da variávelθ

∆θ - variação da variávelθ

Tr(A) - traço da matrizA

P′Pk
- matriz de covariância do erro de predição dos estados

Gθ0 - matriz de covariância do erro de estimação deθ0

β - vetor de parâmetros do controlador

uk - sinal de entrada discreto no instantek

K - ganho do filtro de Kalman

λi - i-ésimo autovalor

17



1 INTRODUÇÃO

1.1 CONTROLE ROBUSTO

Estabilidade e desempenho são características fundamentais de sistemas de controle. Esta-

bilidade significa que, sem um sinal de excitação, dentro de um certo intervalo de tempo, todos

os sinais do sistema decaem para zero (BHATTACHARYYA et al., 1995). A estabilidade de

um sistema em malha fechada é condição obrigatória para seu funcionamento. Quando o sis-

tema em malha fechada deixa de ser estável sinais crescem semlimite causando a saturação

e até, eventualmente, danificando a planta. Este fenômeno ocorre por exemplo, quando um

avião cai, quando as rotações de um satélite perdem o controle ou quando um reator nuclear

superaquece, chegando a derreter. Em muitas aplicações de sistemas de controle, a planta é

instável em malha aberta e o trabalho do controlador é estabilizá-la em malha fechada. É de

fundamental importância que o sistema de controle seja projetado de maneira que a estabili-

dade seja preservada diante das várias classes de incertezas da planta. E esta característica é

denominadarobustez em estabilidade.

O desempenho de um sistema usualmente refere-se a sua habilidade de seguir sinais de

referência e rejeitar distúrbios. O sistema controlado deve ser capaz de acompanhar todos os

sinas de referência de uma determinada classe, sem existir um erro excessivo, mesmo diante

de incertezas. O pior caso deve ser aceitável para os padrõesde desempenho definidos. Esta

característica é denominadarobustez em desempenho.

Modelos matemáticos lineares e invariantes no tempo são utilizados para facilitar a análise

e o projeto envolvendo plantas físicas simples ou complexas, onde é comum a presença de

não linearidades, incerteza de parâmetros, variação temporal da dinâmica, distúrbios exter-

nos entre outros fenômenos de natureza aleatória. Estes modelos são obtidos por métodos de

identificação ou fixando-se um ponto de operação e linearizando o sistema em torno deste.

Assim, quando alguns parâmetros da planta ou o seu ponto de operação são alterados, o mo-

delo do sistema linearizado correspondente deverá ser corrigido. Modelos lineares invariantes

no tempo são quase sempre aproximações dos comportamentos dinâmicos de sistemas físicos

reais. Entretanto, esta classe de modelos é largamente utilizada para suprir as necessidades e

acompanhar esta vasta teoria que envolve projeto e análise de sistemas de controle.

Sendo o modelo uma aproximação da planta física, antes da implementação de um con-

trolador é necessário testar a validade do projeto medindo oseu desempenho quando o modelo

18



é significativamente diferente do nominal. As técnicas de controle robusto procuram projetar

controladores que atendam a esta necessidade. Em outas palavras, partindo de um controlador

previamente projetado, procura-se recalcular seus parâmetros ou estrutura de forma a torná-lo

mais robusto. Além de funcionar satisfatoriamente diante de condições de operação distintas

da nominal, sistemas de controle robustos podem ser aplicados com o objetivo de utilizar inten-

cionalmente um modelo simplificado visando não só facilitara análise, como também reduzir

o impacto da complexidade do controlador resultante (CRUZ, 1996).

1.2 HISTÓRICO DA SÍNTESE PRCBI

A robustez em sistemas de controle é desejada por pelo menos duas razões. Primeiramente,

deve-se preocupar com o funcionamento satisfatório do controlador mesmo em condições dis-

tintas das condições nominais. A outra razão é a possibilidade de utilizar um modelo inten-

cionalmente simplificado que facilite a análise e permita umcontrolador menos complexo,

baseando-se nas condições de robustez (CRUZ, 1996).

Um sistema de controle robusto deve atender a uma boa rejeição de distúrbios e ter uma

baixa sensibilidade a variações paramétricas (FRANKLIN et al., 1997). O controlador ro-

busto deve manter a estabilidade e garantir o desempenho do sistema sujeito a pertubações.

Quando estas pertubações são provenientes de dinâmicas nãomodeladas, retardos, modos de

alta frequência ignorados, ..., são ditasnão estruturadase quando provenientes de variações

paramétricas são ditasestruturadas(ADES, 1994). A técnica em que este trabalho será funda-

mentado,Parameter Robust Control by Bayesian Identification(PRCBI), trata das pertubações

estruturadas.

A técnica PRCBI foi desenvolvida por GOMES (1991), baseada no trabalho de GAU-

VRIT (1982) sobre o comportamento assintótico dos estimadores bayesianos. “A robustez é

obtida pela exploração do fato de que uma má qualidade de identificação paramétrica em malha

fechada é obtida sempre que um sistema apresenta excelentesqualidades em desempenho e es-

tabilidade.” (GOMES & GAUVRIT, 1991, p. 8).

Em PELLANDA (1993) a técnica PRCBI foi aplicada em um modelo de sistema elétrico

de potência para projetar controladores parametricamenterobustos. Pequenas adaptações

foram introduzidas no método PRCBI para atender a pertubações implícitas e generalizadas

das matrizes do modelo do sistema de potência. Foram projetados vários controladores para

um sistema máquina-barra infinita, usando técnicas de resposta em frequência, controle ótimo

e PRCBI. Foi feita uma comparação da robustez dos vários projetos, considerando incertezas

na carga do sistema, utilizando a medida de robustez PRCBI.
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Em ADES (1994) foi realizado um estudo na área de controle robusto paramétrico,

baseado na síntese PRCBI. Utilizando métodos de otimização numérica, foi desenvolvida uma

metodologia de robustecimento de controladores buscando conciliar a robustez paramétrica

em estabilidade com um bom desempenho do sistema. A técnica desenvolvida neste trabalho,

denominada “Técnica das Liberações”, consiste na minimização de uma função objetivo que

utiliza o custo LQR para garantir o desempenho desejado do sistema. Foram projetados contro-

ladores robustos em estabilidade para exemplos acadêmicosbaseados no sistema massa-mola

e para um modelo real de um helicóptero.

Em MANCEAUX-CUMER (1998) foram dadas duas abordagens na análise e síntese de

controladores robustos. A primeira abordagem foi baseada na teoria de multiplicadores, para

tratamento de problemas de sínteseµ (ouH∞), expressas em termos de problemas de otimiza-

ção convexa LMI. A segunda abordagem utilizou a aproximaçãoda inversa da matriz de covar-

iância dos erros de estimação dos parâmetros sensíveis, dada pela síntese PRCBI, para definir

direções de máxima e mínima sensibilidade no espaço paramétrico e com isso projetar contro-

ladores robustos mantendo um bom desempenho. O método de análise, denominado PRABI,

foi testado em exemplos acadêmicos e em aplicações aeronáuticas.

Várias outras abordagens da síntese PRCBI foram realizadas em diversas plantas: apli-

cação na pilotagem de mísseis (SOUZA, 1996), manipulador robótico plano (IMAI, 1997),

levitador magnético (MENDES, 1998), modelo acoplado de um míssil solo-ar (GONZALEZ,

1998), sistemas elétricos de potência (TITO, 1998), central eletronuclear PWR (ARNAUT,

2000), esfera sobre plataforma (CAINELLI, 2005).

Em CÔRTE-REAL (2003) o enfoque principal foi mostrar que o método PRABI permite

aumentar o domínio de estabilidade dentro do espaço paramétrico, sem comprometer o de-

sempenho do sistema, atuando na direção de mínima sensibilidade paramétrica. Foram feitas

melhorias na técnica PRABI e o método foi aplicado a uma suspensão ativa automotiva.

Em DELMOND (2005) foram estudadas várias formas de ajuste decontroladores, como

problemas multi-objetivos. Neste trabalho foi desenvolvida a síntese PRCBI para sistemas

contínuos, baseada na síntese PRCBI discreta. A teoria desenvolvida foi aplicada em modelos

aeronáuticos.

1.3 OBJETIVOS

O presente trabalho, situado na área de controle robusto paramétrico, busca implementar

a síntese PRCBI para sistemas contínuos, aperfeiçoar as técnicas de robustecimento de contro-

ladores baseadas na síntese PRCBI e aplicá-las em exemplos que validem sua eficácia. Estes
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objetivos são descritos com mais detalhes abaixo:

• Implementar a síntese PRCBI contínua, recentemente desenvolvida no trabalho de DEL-

MOND (2005), e aplicar a técnica de análise PRABI em sistemas contínuos. Testar no

modelo massa-mola de oito estados, utilizado em ADES (1994)para validar as técnicas

discretas. Analisar os resultados obtidos e verificar se estão em concordância com os

resultados da síntese discreta.

• Identificar possíveis limitações ou pontos que possam ser explorados para melhorar os re-

sultados. Aperfeiçoar a síntese PRCBI e a técnica de análise PRABIna dessensibilização

paramétrica de sistemas controlados e no cálculo do raio da hiperesfera de estabilidade.

• Aplicar as técnicas PRCBI e PRABI utilizando a abordagem contínuaem sistemas mono-

variáveis e multivariáveis.

1.4 ORGANIZAÇÃO DO TEXTO

O trabalho está estruturado em 5 capítulos e um apêndice. Este primeiro capítulo in-

trodutório tratou dos objetivos do trabalho, do histórico da síntese PRCBI e da definição de

controle robusto. Os capítulos seguintes são descritos abaixo:

• Capítulo 2: trata da base teórica da síntese PRCBI. Inicialmente é apresentada com deta-

lhes a abordagem discreta e em seguida a abordagem contínua.É descrito o processo de

síntese de controladores utilizando estas técnicas e a técnica das liberações, que concilia

a robustez paramétrica em estabilidade com o bom desempenhodo sistema controlado.

Finalmente é apresentada a técnica de análise PRABI, sua interpretação geométrica e

o processo de robustecimento de controladores utilizando asíntese PRCBI associada à

técnica PRABI.

• Capítulo 3: são definidos alguns conceitos relativos ao espaço paramétrico. É analisada

a influência dos valores nominais dos parâmetros sensíveis nos autovalores e autovetores

da aproximação da inversa da matriz de covariância do erro deestimação dos parâmetros

sensíveis. Com base nesta análise, é proposta uma modificaçãodo espaço paramétrico.

Discute-se o método para o cálculo do raio da hiperesfera de estabilidade utilizando a

técnica PRABI. É apresentada a hipersuperfície gerada pelo traço da aproximação da in-

versa da matriz de covariância do erro de estimação dos parâmetros sensíveis, em função

do espaço paramétrico. A influência da geometria desta hipersuperfície no desempenho
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da técnica PRABI é analisada e então propõe-se um novo algoritmo para o cálculo do

raio da hiperesfera, associando a técnica PRABI com valores aleatórios para aumentar

sua eficiência. Finalmente, é proposta uma modificação no processo de robustecimento

de controladores utilizando a síntese PRCBI associada à técnica PRABI.

• Capítulo 4: são aplicadas as técnicas propostas no trabalho em três modelos: sistema

massa-mola de 8 estados (SISO), míssil ar-ar de 4 estados (SIMO) e helicóptero de pe-

quena escala com 13 estados (MIMO). Em cada modelo foram utilizados dois parâme-

tros sensíveis para possibilitar a visualização do espaço paramétrico. No último modelo

foram utilizados primeiro dois parâmetros sensíveis e, em seguida, 5 parâmetros sen-

síveis para comprovar que o número de parâmetros sensíveis não é uma limitação da

técnica. Para o primeiro modelo, que foi utilizado em trabalhos anteriores baseados na

abordagem discreta, são projetados controladores robustos utilizando a abordagem dis-

creta e contínua. Para os outros modelos são projetados controladores robustos utilizando

a abordagem contínua. Ao final do capítulo, é feita uma análise quantitativa da robustez

paramétrica em desempenho dos controladores baseada no custo LQR.

• Capítulo 5: são feitas as conclusões destacando os pontos relevantes do trabalho e as

considerações finais. Discute-se as perspectivas para trabalhos futuros.

• Apêndice: é apresentado o cálculo detalhado da matriz∆M na abordagem discreta, que é

fundamental na síntese PRCBI. Este apêndice destina-se ao leitor que desejar se aprofun-

dar nas técnicas apresentadas. Compreendendo a dedução utilizada, pode-se estendê-la

para o caso contínuo.
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2 ROBUSTEZ PARAMÉTRICA BASEADA NA QUALIDADE DE IDENTIFICAÇÃO

BAYESIANA - PRCBI

Este capítulo trata do método para obter controladores robustos com base na qualidade de

identificação bayesiana, denominado“Parameter Robust Control by Bayesian Identification”

(PRCBI). O método se baseia na relação existente entre a qualidade de identificação de um

conjunto de parâmetros e a sensibilidade do sistema em relação a esses parâmetros, ou seja,

com o fato de uma má qualidade de identificação estar relacionanda a uma baixa sensibilidade

(maior robustez paramétrica).

2.1 INTRODUÇÃO

A síntese PRCBI obtém um controlador parametricamente robustoatravés de um processo

de otimização que minimiza um critério explorando a vinculação da qualidade de identificação

com a robustez paramétrica.

Como os estudos iniciais sobre a identificação bayesiana apresentados em (GAUVRIT,

1982) foram concebidos para modelos discretos do sistema, asíntese PRCBI também foi con-

siderada para modelos discretos. O trabalho de DELMOND (2005) estudou a aplicação da

síntese PRCBI diretamente a sistemas contínuos. Entretanto, os conceitos fundamentais da

síntese PRCBI discreta foram mantidos na abordagem da síntese contínua.

O critério estabelecido para a síntese PRCBI foi concebido a partir de uma formulação

matemática que procurou explorar a teoria bayesiana voltada para a identificação de um con-

junto de parâmetros contidos no modelo de um sistema. Partindo-se de uma sequência discreta

de medidas, conhecendo-se a natureza estocástica dos ruídos presentes no modelo e nos sen-

sores e utilizando filtros de Kalman, é possível obter uma estimação do conjunto de parâmetros

selecionado e medir a covariância do erro de estimação. Estacovariância é uma medida da

qualidade de identificação. A síntese procurou então estipular um critério capaz de tornar o

sistema mais robusto às variações paramétricas, reduzindoa qualidade da identificação através

da minimização de um custo obtido a partir desta teoria.

A Síntese PRCBI se aplica a qualquer estrutura de controle que possua um conjunto de pa-

râmetros independentes. Para robustecer uma estrutura“Linear Quadratic Gaussian”(LQG),

por exemplo, pode-se variar a matriz de entrada de ruído da planta ou o ganho de realimen-

tação dos estados estimados, minimizando uma função custo que represente a qualidade da
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identificação paramétrica. Em uma estrutura Proporcional,Integral e Derivativa (PID) pode-se

usar as constantes relacionadas aos termos proporcional, integral e derivativo, como variáveis

livres no processo de otimização. Portanto, a grande contribuição do método é relacionar a má

qualidade de identificação com boas características de robustez; e fornecer uma medida escalar

da qualidade de identificação paramétrica para ser utilizada em uma função custo.

2.2 TEORIA GERAL - ABORDAGEM DISCRETA

Considere o seguinte sistema Linear Invariante no Tempo (LTI), estocástico e discreto:





xk+1 = A(θ)xk + B(θ)uk + Dξk

yk = C(θ)xk + E(θ)uk + ηk

(2.1)

A ∈ �n×n B,D ∈ �n×p C ∈ �q×n E ∈ �q×p

yk, ηk ∈ �q×1 xk ∈ �n×1 uk, ξk ∈ �p×1 θ ∈ �r×1

sendo:

• xk é o vetor de estados discreto no instantek;

• yk é o vetor de medidas discreto no instantek;

• uk é o vetor de entradas discreto no instantek;

• n é a ordem do sistema;

• p é o número de entradas;

• q é o número de saídas;

• r é o número de parâmetros sensíveis da planta;

• θ = [θ1 θ2 · · · θr ]T é o vetor de parâmetros sensíveis;

• A, B, C e E são as matrizes que representam a dinâmica do sistema;

• D é a matriz de entrada de ruído na planta.

• ξ e η são ruídos brancos, gaussianos, independentes, de média nula e com as seguintes

propriedades estatísticas:
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E[ξk] = E[ηk] = E[ξkη
T
j ] = 0

E[ξkξ
T
j ] = Qδ jk e E[ηkη

T
j ] = Rδ jk ∀ j, k

(2.2)

onde o operadorE[·] representa a expectância ou esperança matemática, [M]T representa a

transposta da matrizM e o operadorδi, j representa o delta de Dirac, que idealmente é nulo

quandoi , j e igual a um quandoi = j. A matriz de covariância do ruído da plantaQ é

simétrica e positiva semidefinida. A matriz de covariância do ruído de medidasRé simétrica e

positiva definida.

A identificação bayesiana consiste em determinar a densidade de probabilidade condi-

cional p(θ/Yk), ondeYk = {y0 y1 · · · yk} é o conjunto de medidas da saída do sistema até o

instantek, a partir de uma densidade de probabilidade inicial conhecida p0(θ):

p(θ/Yk) = p(θ/yk,Y
k−1) =

p(θ, yk/Yk−1)
p(yk/Yk−1)

p(θ, yk/Y
k−1) = p(yk/θ,Y

k−1)p(θ/Yk−1) (2.3)

p(θ, yk/Y
k−1) = p(θ/Yk)p(yk/Y

k−1) (2.4)

igualando a EQ. 2.3 com a EQ. 2.4:

p(θ/Yk) =
p(θ/Yk−1)p(yk/θ,Yk−1)

p(yk/Yk−1)
(2.5)

A EQ. 2.5 representa a função densidade de probabilidade condicional do vetorθ, conhe-

cido o conjunto de todas as medidas desde o instantet = 0 até o instantet = kT, sendoT

o período de amostragem das medidas. É importante notar que esta é uma equação recursiva

onde os termos:

• p(θ/Yk−1) é a função densidade de probabilidade condicional no instante anterior;

• p(yk/θ,Yk−1) representa a função densidade de probabilidade da medidayk, conhecidos

o vetor paramétricoθ e o conjunto de medidas até o instantek− 1;

• p(yk/Yk−1) é a função densidade de probabilidade da medidayk, conhecido o conjunto

de medidas até o instantek− 1 que, por não depender deθ, poderá ser considerada uma

constante em relação a ele.

Assim define-se a constante:

Γ′k , p(yk/Y
k−1) (2.6)

A identificação bayesiana utiliza a filtragem de Kalman para apredição ótima dêyk/k−1

(representada por̄yk por simplicidade de notação), que consiste na predição da variável de
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saída no instantek, conhecendo-se o conjunto dos valoresYk−1. As equações do filtro permitem

calcular a matriz de covariânciaMk do erro de predição de saída definida por:

Mk = E[(yk − ȳk)(yk − ȳk)
T ] (2.7)

Como a densidade de probabilidadep(yk/θ,Yk−1) é gaussiana, de médiāyk e covariância

Mk, representada porN{ ȳk,Mk}, pode-se escrever a seguinte relação:

p(yk/θ,Y
k−1) =

Γ
√
|Mk|

exp

[

−1
2

(yk − ȳk)
T M−1

k (yk − ȳk)

]

(2.8)

ondeΓ é uma constante eMk depende do vetor paramétricoθ. Como a EQ. 2.5 é recursiva,

inserindo a EQ. 2.8, pode-se reescrevê-la em função devk = yk − ȳk como:

p(θ/Yk) = Λ0

k∏

i=1

[

1
√
|Mi |

exp

(

−1
2

vT
i M−1

i vi

)]

(2.9)

ondeΛ0 é uma constante em relação aθ e depende deΓ′k, Γ e da densidade de probabili-

dade inicialp0(θ), considerada uniforme e conhecida em todo o domínio de variação do vetor

paramétricoθ.

A técnica de Identificação Bayesiana propriamente dita e que serve apenas de base para

a síntese PRCBI, não é objeto de estudo deste trabalho. Baseia-sena discretização do vetor

paramétrico dentro de um intervalo predefinido e usa um bancode filtros de Kalman, onde cada

filtro é sintonizado no valor nominal de cada ponto do domíniode variação deθ, fornecendo

uma quantificação discreta da densidade de probabilidadep(θ/Yk). O valor estimadôθ é dado

pelo valor médio entre as probabilidades condicionais obtidas para cada ponto de discretiza-

ção, após a convergência do processo de identificação. Quanto maior o número de pontos

do domínio de variação do vetor paramétrico utilizado no processo, mais preciso será o valor

estimadôθ.

Uma precisa identificação em tempo real do vetor paramétrico, dependendo da dimensão

de p(θ/Yk), demandaria muito tempo de processamento, o que inviabilizaria sua aplicação em

tempo real. Como já foi dito anteriormente, o interesse destetrabalho é medir a qualidade da

identificação em regime assintótico, considerando conhecido seu valor nominal.

Supondo que o filtro de Kalman, projetado sobreθ0, disponha de um conjunto de medidas

muito grande para efetuar o cálculo deMk, assim, assintoticamenteMk tenderá para um valor

constante dado por:

M f (θ0) = lim
k→∞

Mk(θ0) (2.10)
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A EQ. 2.9, em regime assintótico, assume a seguinte expressão:

p(θ0/Y
k) =

Λ
∣
∣
∣M f (θ0)

∣
∣
∣

k
2

exp






k∑

i=1

[

−1
2

vT
i M f (θ0)

−1vi

]



(2.11)

A partir da EQ. 2.11, procura-se investigar como varia a densidade de probabilidade

p(θ0/Yk) quando o vetor paramétrico é ligeiramente desviado de seu valor nominal. Fazendo

algumas simplificações, será calculada analiticamente a densidade de probabilidade para

θ = θ0 + ∆θ.

A sequênciavi(θ) é ergódica para qualquer valor deθ, desde que o filtro de Kalman con-

sidere este mesmo valor. A primeira aproximação será supor avariação∆θ suficientemente

pequena para ainda considerar a ergodicidade da sequência dos erros do vetor de medidas,

mesmo não estando o filtro rigorosamente ajustado sobreθ0. Desta forma, para qualquer valor

deθ0, obtém-se:
k∑

i=1

[

−1
2

vT
i M−1

f vi

]

� −k
2

E
[

vT
k M−1

f vk

]

(2.12)

comθ = θ0 + ∆θ.

Assim a EQ. 2.11 pode ser escrita como:

p(θ/Yk) = Λ
∣
∣
∣M f

∣
∣
∣
− k

2 exp

{

−k
2

E
[

vT
k M−1

f vk

]
}

(2.13)

onde:

M f = M f (θ0 + ∆θ) = M0 + ∆M f (2.14)

Sabe-se que:

E
[

vT
i M−1

f vi

]

= E
[

Tr(vT
i M−1

f vi)
]

= E
[

Tr(M−1
f vivT

i )
]

= Tr
[

M−1
f E(vivT

i )
]

= Tr
[

M−1
f M

]

onde o operadorTr(A) representa o traço da matrizA. M = E(vivT
i ) é a matriz de covariância do

erro de saída quando o filtro de Kalman não está sintonizado com o sistema nominal (θ , θ0).
Nesta situação,M é diferente deM f . A TAB. 2.1 ilustra a diferença entreM, M f e M0 para as
três situações posíveis.

TAB.2.1: Matrizes de covariância do erro de estimação da saída.

Sistema Filtro Matriz de Covariância

θ0 θ0 M0 = M f (θ0)
θ0 + ∆θ θ0 + ∆θ M f = M f (θ0 + ∆θ) = M0 + ∆M f

θ0 θ0 + ∆θ M = M0 + ∆M
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∆M e∆M f representam a variação da matriz de covariância do erro de medidas, para uma

dada variação do vetor paramétrico (∆θ) em torno do valor nominal.

SeM−1
0 existe, pode-se escrever:

Tr
[

M−1
f M

]

= Tr
[(

I + M−1
0 ∆M f

)−1 (

I + M−1
0 ∆M

)]

(2.15)

Supondo uma variação∆θ muito pequena, pode-se desprezar os termos de segunda ordem

em∆ na EQ. 2.15 e obter:

E
[

vT
i M−1

f vi

]

= Tr
[

M−1
f M

]

= Tr
[(

I − M−1
0 ∆M f

) (

I + M−1
0 ∆M

)]

= q− Tr
(

M−1
0 ∆M f

)

+ Tr
(

M−1
0 ∆M

)

(2.16)

Substituindo na EQ. 2.13:

p(θ0 + ∆θ/Y
k) =
Λexp

(

−qk
2

)

exp
[

k
2Tr(M−1

0 ∆M f )
]

exp
[

− k
2Tr(M−1

0 ∆M)
]

|M0|
k
2 |I + M−1

0 ∆M f |
k
2

(2.17)

Considerando as seguintes simplificações em primeira ordem:

|I + M−1
0 ∆M f |

k
2 � [1 + Tr(M−1

0 ∆M f )]
k
2 (2.18)

onde|A| representa o determinante da matriz A, e:

exp
[

k
2Tr(M−1

0 ∆M f )
]

[1 + Tr(M−1
0 ∆M f )]

k
2

� 1 (2.19)

finalmente obtém-se:

p(θ0 + ∆θ/Y
k) = Λc exp

[

−k
2

Tr(M−1
0 ∆M)

]

(2.20)

onde:

Λc =
Λexp

[

−qk
2

]

|M0|
k
2

A EQ. 2.20 mostra que, em regime assintótico, a densidade de probabilidadep(θ0+∆θ/Yk)

descreve uma lei gaussiana, cuja matriz de covariância é função deM0 e∆M. Para completar

o cálculo é necessário fazer a ligação de∆M com∆θ e deduzir a matriz de covariância da

estimação paramétrica.

2.2.1 CÁLCULO DE∆M

Na FIG. 2.1 é apresentado o diagrama em blocos da conexão de uma planta com o filtro de

Kalman. Para calcular a matriz de covariância do erro de estimação dos parâmetros sensíveis
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na síntese PRCBI, utiliza-se esta estrutura projetando o filtroem pontos dentro do domínio de

variação do vetor paramétrico. Observando este diagrama pode-se verificar que as matrizesB

e E alteram o sistema apenas se houver um sinal de entrada, que pode ser retirado sem nenhum

prejuízo para a análise da dinâmica do sistema. Conclui-se então que, para a análise da planta

pelo método PRCBI, as matrizesB e E podem ser omitidas e, como consequência, os cálculos

serão simplificados. Isto não significa que as variações na matriz de entrada da planta e na

matriz de transmissão direta não causam efeito. Estas matrizes influirão na dinâmica, pois são

utilizadas na síntese PRCBI sobre o sistema em malha fechada comuma estrutura de controle

qualquer.

FIG.2.1: Diagrama em blocos da conexão da planta com o filtro de Kalman.

Considere o sistema discreto da EQ. 2.1 com apenas{A,C} operando em condições nomi-

nais (θ = θ0), considerandouk = 0, representado na EQ. 2.21.





xk = A0xk−1 + Dξk−1

yk−1 = C0xk−1 + ηk−1

(2.21)

sendoA0 = A(θ0) e C0 = C(θ0). O Filtro de Kalman associado ao processo de identificação,

projetado sobreθ = θ0 + ∆θ será:





x̄k = Apx̂k−1

x̂k−1 = x̄k−1 + Kp(yk−1 − ȳk−1)

ȳk−1 = Cpx̄k−1

(2.22)

onde:

x̄k é o vetor de estado predito no instantek;

x̂k é o vetor de estado estimado no instantek;

ȳk é a predição da medida no instantek;

29



Ap = A0 + ∆A;

Cp = C0 + ∆C;

Kp = K0 + ∆K.

Sendo∆A e∆C perturbações no modelo da planta e∆K a conseqüente variação do ganho do

filtro de Kalman, todas obtidas em função da variação∆θ nos parâmetros do modelo do filtro.

A matriz de covariância do erro de predição dos estadosP′Pk
é dada por:

P′Pk
= E[(xk − x̄k)(xk − x̄k)

T ] (2.23)

Desenvolvendo os sistemas da EQ. 2.21 e da EQ. 2.22 para obterx̄k:

x̄k = Ap(I − KpCp)x̄k−1 + ApKpC0xk−1 + ApKpηk−1 (2.24)

Subtraindo a EQ. 2.24 dexk na EQ. 2.21:

xk − x̄k = (A0 − ApKpC0)(xk−1 − x̄k−1) + (ApKp∆C − ∆A)x̄k−1 +

+Dξk−1 − ApKpηk−1 (2.25)

Transpondo a EQ. 2.25:

(xk − x̄k)
T = (xk−1 − x̄k−1)

T(A0 − ApKpC0)
T + x̄T

k−1(ApKp∆C − ∆A)T +

+ξT
k−1DT − ηT

k−1(ApKp)
T (2.26)

Substituindo a EQ. 2.25 e a EQ. 2.26 na EQ. 2.23, considerandoque os ruídos são inde-

pendentes entre si e entre os estados da planta e os estados estimados:

P′Pk
= (A0 − ApKpC0)P

′
Pk−1

(A0 − ApKpC0)
T + (A0 − ApKpC0)N

T
k−1(ApKp∆C − ∆A)T +

+(ApKp∆C − ∆A)Nk−1(A0 − ApKpC0)
T + (ApKp∆C − ∆A)Lk−1(ApKp∆C − ∆A)T +

+DQDT + (ApKp)R(ApKp)
T (2.27)

onde: 




Nk = E[ x̄k(xk − x̄k)T ]

Lk = E[ x̄kx̄T
k ]

(2.28)

Considerando a estacionariedade das esperanças matemáticas, lim
k→∞

P′Pk
= P′P, lim

k→∞
Nk = N
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e lim
k→∞

Lk = L:

∆P′ = P′P − P′0 = [A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0](P
′
0 + ∆P′)[A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0]

T +

+[A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0]N
T [(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)∆C − ∆A]T +

+[(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)∆C − ∆A]N[A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0]
T +

+[(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)∆C − ∆A]L[(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)∆C − ∆A]T −

−DQDT + (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)R[(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)]T −

−(A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T + DQDT − A0K0R(A0K0)
T

︸                                                                             ︷︷                                                                             ︸

−P′0

(2.29)

SendoP′0 obtido da EQ. 2.27, anulando as perturbações.P′0 é a matriz de covariância

do erro de predição dos estados estimados pelo Filtro de Kalman projetado comθ = θ0. Em

regime assintótico são válidas as seguintes relações (ANDERSON & MOORE, 1979):






P′0 = A0P′0AT
0 − A0K0C0P′0AT

0 + DQDT (Equação Algébrica de Ricatti)

K0 = P′0C
T
0 (C0P′0C

T
0 + R)−1 (Ganho de Kalman)

M0 = C0P′0C
T
0 + R(Covariância do erro de predição da saída)

(2.30)

Portanto, por se tratarem de matrizes simétricas,MT
0 = M0 e P

′T
0 = P′0:

K0M0 − P′0C
T
0 = 0 ∴ M0KT

0 −C0P′0 = 0 (2.31)

Assim, a partir da EQ. 2.29 usando a EQ. 2.30 e a EQ. 2.31, chega-se a seguinte expressão

para∆P′1.

∆P′ = (A0∆K + ∆AK0)M0(A0∆K + ∆AK0)
T +

+(A0 − A0K0C0)∆P′(A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 − ∆AK0C0)
T −

−(A0∆KC0 + ∆AK0C0)∆P′(A0 − A0K0C0)
T + (A0 − A0K0C0)N

T(A0K0∆C − ∆A)T +

+(A0K0∆C − ∆A)N(A0 − A0K0C0)
T + (A0K0∆C − ∆A)L(A0K0∆C − ∆A)T (2.32)

A Matriz de covariância do erro de predição da saída é dada por:

Mp(k) = E{[yk − ȳk][ yk − ȳk]
T} (2.33)

Substituindoyk e ȳk da EQ. 2.21 e da EQ. 2.22, respectivamente, na EQ. 2.33 e con-

siderando o ruído das medidas estatisticamente independente dos estados e de seus valores

1Para maiores detalhes dos desenvolvimentos desta seção, verificar o Apêndice 7.1.
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preditos, considerando também a estacionariedade das esperanças matemáticas quandok tende

para o infinito:

M0 + ∆M = C0(P
′
0 + ∆P′)CT

0 −C0NT∆CT − ∆CNCT
0 + ∆CL∆CT + R (2.34)

Utilizando a relação da covariância do erro de predição da saída da EQ. 2.30:

∆M = M0 − R+C0∆P′CT
0 −C0NT∆CT − ∆CNCT

0 + ∆CL∆CT + R− M0

= C0∆P′CT
0 −C0NT∆CT − ∆CNCT

0 + ∆CL∆CT (2.35)

2.2.1.1 CÁLCULO DEL E N

Substituindo a EQ. 2.24 na equação deL da EQ. 2.28, chega-se a seguinte expressão para

L:

L = A0LAT
0 + A0N(A0K0C0)

T + A0K0C0NTAT
0 + A0K0M0(A0K0)

T (2.36)

e substituindo a EQ. 2.24 e a EQ. 2.26 na equação deN da EQ. 2.28, chega-se a seguinte

expressão paraN:

N = A0N(A0 − A0K0C0)
T − A0K0M0(A0∆K + ∆AK0)

T + A0L(A0K0∆C − ∆A)T (2.37)

2.2.1.2 SIMPLIFICAÇÕES DEVIDAS AO GRAU DEN EM ∆

A denominação de grau em relação a∆ será utilizada no texto. Por exemplo, a represen-

tação de uma variação na matrizA é representada por∆A e na matrizC por∆C. O termo∆A∆C

possui grau em relação a∆ igual a dois pois possui dois termos que são variações.

Neste ponto, conhecendo a equação deN, pode-se simplificar as equações de∆P′ e L

partindo da hipótese que os termos de ordem igual ou maior do que 3 em relação a∆ serão

desprezados. SendoN de primeira ordem em∆, conclui-se pela EQ. 2.32 que∆P′ é de segunda

ordem e sua equação pode ser simplificada para:

∆P′ = (A0 − A0K0C0)∆P′(A0 − A0K0C0)
T + (A0∆K + ∆AK0)M0(A0∆K + ∆AK0)

T +

+(A0 − A0K0C0)N
T(A0K0∆C − ∆A)T + (A0K0∆C − ∆A)N(A0 − A0K0C0)

T +

+(A0K0∆C − ∆A)L(A0K0∆C − ∆A)T (2.38)

SendoN de primeira ordem em∆ e comoL não deve possuir termos em∆ (devido a todos

os termos que multiplicamL na equação de∆P′ serem de segunda ordem em∆), tem-se pela

EQ. 2.36 queL será:

L = A0LAT
0 + A0K0M0(A0K0)

T (2.39)
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2.2.2 A MATRIZ G−1
θ0

Obtida a equação para∆M e conhecidaM0, pode-se voltar à EQ. 2.20 e definir a relação

entre∆M e∆θ. Pela equação de∆P′ é possível verificar que a expressãoTr(M−1
0 ∆M) é de se-

gunda ordem em relação a∆θ. Pode-se então introduzir a matrizG−1
θ0
∈ �r×r , positiva definida,

que será a base da medida da qualidade da identificação e estabelece a seguinte relação:

Tr(M−1
0 ∆M) = ∆θTG−1

θ0
∆θ (2.40)

Pode-se agora reescrever a EQ. 2.20 como:

p(θ0 + ∆θ/Y
k) = Λcexp

(

−k
2
∆θTG−1

θ0
∆θ

)

(2.41)

Esta é a equação fundamental que permite definir a medida da qualidade de identificação

bayesiana em regime assintótico. A equação mostra que a densidade de probabilidade condi-

cional descreve uma lei gaussiana, de médiaθ0 e matriz de covariância:

Pθ0 =
Gθ0

k
(2.42)

Pela EQ. 2.42 verifica-se que a matrizGθ0 é proporcional à matriz de covariância da es-

timação paramétrica em regime assintóticoPθ0. Desta forma a matrizGθ0, calculada para

pequenas variações em torno do vetor paramétrico nominalθ0, possui informação referente à

qualidade da identificação, que é a covariância da estimaçãoparamétrica.

O objetivo agora é definir uma grandeza escalar, extraída da matriz Gθ0, que melhor rep-

resente a qualidade de identificação paramétrica. A partir desta grandeza escalar, torna-se

possível desenvolver um procedimento para a síntese de controladores robustos baseada na

qualidade de identificação paramétrica.

Entre as diversas grandezas a serem extraídas da matrizGθ0, foi escolhido o traço de sua

inversa como melhor medida escalar para quantificar a qualidade de identificação. Esta escolha

foi baseada no trabalho de GOMES & GAUVRIT (1991), onde foram investigadas as vantagens

e desvantagens de algumas medidas.

A função objetivo estabelecida foi definida como:

Jrob = Tr(G−1
θ0

) (2.43)

que é inversamente proporcional ao valor das variâncias dosparâmetros. Desta forma, a mi-

nimização do custoJrob conduz à maximização das variâncias do conjunto de parâmetros, re-

duzindo, desta forma, a qualidade da identificação dos parâmetros sensíveis e aumentando a

robustez paramétrica.
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Para prosseguir com o cálculo da matrizG−1
θ0

é necessário definir:

∆θ = [ǫ1 ǫ2 · · · ǫi · · · ǫr ]T , |ǫi | << |θi0| (2.44)

∆θii = ∆θi = [0 0 · · · ǫi · · · 0]T , i = 1, · · · , r (2.45)

∆θi j = [0 0 · · · ǫi · · · ǫ j · · · 0]T , i , j (2.46)

Definindo tambémTr(M−1
0 ∆M)∆θi j como sendo o valor calculado em função da pertur-

bação∆θi j , pode-se escrever a partir da EQ. 2.40:

gii = G−1
θ0

(i, i) =
Tr(M−1

0 ∆M)∆θi

ǫ2i
(2.47)

gi j = G−1
θ0

(i, j) =
Tr(M−1

0 ∆M)∆θi j − (ǫ2i gii + ǫ
2
j gj j )

2ǫiǫ j
, i , j (2.48)

É válido observar que para o cálculo do custoJrob, estabelecido na EQ. 2.43, é necessário

apenas calcular os elementos da diagonal principal, utilizando-se somente a EQ. 2.47.

2.3 TEORIA GERAL - ABORDAGEM CONTÍNUA

Considere o seguinte sistema Linear Invariante no Tempo (LTI), estocástico e contínuo:





ẋ(t) = A(θ)x(t) + B(θ)u(t) + Dξ(t)

y(t) = C(θ)x(t) + E(θ)u(t) + η(t)
(2.49)

A ∈ �n×n B,D ∈ �n×p C ∈ �q×n E ∈ �q×p

y(t), η(t) ∈ �q×1 x(t) ∈ �n×1 u(t), ξ(t) ∈ �p×1 θ ∈ �r×1

ondex(t) é o vetor de estados contínuo eẋ(t) sua derivada em relação ao tempo,n é a ordem

do sistema,p o número de entradas,q o número de saídas,r o número de parâmetros sensíveis

da planta,θ = [θ1 θ2 · · · θr ]T é o vetor de parâmetros sensíveis e as matrizesA, B, C e E

representam a dinâmica do sistema, eD a matriz de entrada de ruído na planta. Os sinais

ξ(t) e η(t) são ruídos brancos, gaussianos, independentes, de média nula e com as seguintes

propriedades estatísticas:

E[ξ(t)] = E[η(t)] = E[ξ(t)η(t − τ)T ] = 0

E[ξ(t)ξ(t − τ)T ] = Qδ(τ) e E[η(t)η(t − τ)T ] = Rδ(τ)
(2.50)

em que a funçãoδ(τ) é aproximada por uma função triângulo, centrada em 0, com largura 2∆t,

altura 1/∆t e área unitária. Quando∆t tende para zero, a funçãoδ(τ) tende para o impulso

unitário.
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Finalmente,y(t) é o vetor de medidas no instantet. Como a teoria de identificação

bayesiana é baseada em um conjunto de medidas discretas, faz-se a seguinte discretização

do vetor de medidas:

yk = y(k∆t) (2.51)

Todo o desenvolvimento apresentado na seção 2.2 para o caso discreto é válido para a

abordagem contínua. O vetor de medidas discreto obtido do vetor de medidas contínuo, apre-

sentado na EQ. 2.51, permite esta equivalência. Portanto a função densidade de probabilidade

condicional do vetorθ, conhecido o conjunto de todas as medidas, é igual para a síntese dis-

creta e para a síntese contínua. A diferença entre as duas abordagens está no cálculo dos termos

da EQ. 2.20.

2.3.1 CÁLCULO DO TRAÇO DEM−1
0 ∆M

Para o cálculo deM0, o filtro de Kalman é ajustado para o valor nominal do sistema

(θ = θ0) e M0 é definida como:

M0 = E[(yk − ȳk)(yk − ȳk)
T ] (2.52)

Para o sistema contínuo, não existe diferença entre o vetor de estados estimado e predito.

A matriz P0 é dada por:

P0 = E[(x − x̂)(x − x̂)T ] (2.53)

As equações do Filtro de Kalman para o sistema da EQ. 2.49, considerando as matrizes

nominais eB0 = E0 = 0, são as seguintes (BROWN, 1983)2:

˙̂x = A0x̂ + K0C0(x − x̂) + K0η

K0 = P0C
T
0 R−1 (2.54)

0 = P0AT
0 + A0P0 − P0C

TR−1CP0 + Q

Integrando o sistema da EQ. 2.49, considerandoB0 = E0 = 0 e utilizando a fórmula dos

retângulos (DELMOND, 2005):





xk = xk−1 + ∆t(A0xk−1 + ξk−1)

yk = C0xk + ηk

yk = C0[(I + ∆tA0)xk−1 + ∆tξk−1] + ηk

(2.55)

2Foi simplificada a notação usandoQ = DQoldDT . Esta simplificação também elimina a matrizD no sistema

da EQ. 2.55
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Aplicando o mesmo método nas equações do Filtro de Kalman (EQ. 2.54):





x̂k ≃ x̂k−1 + ∆t[A0x̂k−1 + K0C0(xk−1 − x̂k−1) + K0ηk−1]

ŷk = C0x̂k

ȳk = C0{[I + ∆t(A0 − K0C0)] x̂k−1 + ∆tK0(C0x̂k−1 + ηk−1)}
(2.56)

Para simplificar as equações é definido o vetore(t) = x(t) − x̂(t), que após a discretização

torna-seek = xk − x̂k. Dos sistemas da EQ. 2.55 e da EQ. 2.56, é obtido o erro de predição da

saída:

yk − ȳk = C0[I + ∆t(A0 − K0C0)]ek−1 + ∆tC0(ξk−1 − K0ηk−1) + ηk (2.57)

DefinindoA = A0 − K0C0, B = [I − K0] e ψ = [ξT
k−1 η

T
k−1]

T , pode-se escrever a EQ. 2.57

como:

yk − ȳk = C0(I + ∆tA)ek−1 + ∆tC0Bψ + ηk (2.58)

Transpondo a EQ. 2.58:

(yk − ȳk)
T = eT

k−1(I + ∆tAT)CT
0 + ∆tψTBTCT

0 + η
T
k (2.59)

Das especificações dos ruídos (EQ. 2.50), considerando a aproximação da função delta de

Dirac por uma função triângulo, são obtidas as seguintes igualdades:

E(ηkξ
T
k ) = 0 E(ηkξ

T
k−1) = 0 E(ηkη

T
k−1) = 0 E(ek−1η

T
k ) = 0

E(ekeT
k ) = P0 E(ξkξ

T
k ) = 1

∆t Q E(ηkη
T
k ) = 1

∆tR
(2.60)

Da EQ. 2.58 e da EQ. 2.59, considerando a estacionariedade dosistema, e usando as

igualdades da EQ. 2.60, é obtida a equação paraM0 de ordem 0 em relação a∆t:

M0 = E[(yk − ȳk)(yk − ȳk)
T ] = E[C0ek−1eT

k−1C
T
0 +C0ek−1η

T
k + ηkeT

k−1C
T
0 + ηkη

T
k ]

M0 = C0P0C
T
0 +

R
∆t

(2.61)

Para o cálculo de∆M, o filtro é ajustado paraθ = θ0 + ∆θ. Assim o ganho do filtro será:

Kp = Pp(C0 + ∆C)TR−1

Pp(A0 + ∆A)T + (A0 + ∆A)Pp − Pp(C0 + ∆C)TR−1(C0 + ∆C)Pp + Q = 0
(2.62)

O sistema é considerado em seu valor nominal, que é diferentedo valor em que o filtro de

Kalman é ajustado. Então as equações do sistema e do filtro de Kalman são:





ẋ = A0x + ξ

˙̂x = (A− Kp∆C)x̂ + KpC0(x − x̂) + Kpη

y = C0x + η

ŷ = Cx̂

(2.63)
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Integrando o sistema da EQ. 2.63, utilizando a fórmula dos retângulos:





yk = C0xk−1 + ηk + ∆t(C0A0xk−1 +C0ξk−1)

ȳk = Cx̂k−1 + ∆t[C(A− KpC)x̂k−1 + Kp(Cxk−1 + ηk−1)]
(2.64)

O erro de predição da saída, de ordem 0 em∆t, será portanto:

yk − ȳk = C0(xk−1 − x̂k−1) − ∆Cx̂k−1 + ηk (2.65)

Transpondo a EQ. 2.65:

(yk − ȳ)T = (xk−1 − x̂k−1)
TCT

0 − x̂T
k−1∆CT + ηT

k (2.66)

e a matriz de covariância do erro de predição da saídaM:

M = C0PCT
0 +

R
∆t
−C0E[(xk− x̂k−1)x̂T

k−1]∆CT −∆CE[ x̂k−1(xk− x̂k−1)
T ]CT

0 +∆CE[ x̂k−1x̂T
k−1]∆CT

(2.67)

FazendoN = E[ x̂(x− x̂)T ] e L = E[ x̂x̂T ], lembrando que as grandezas discretas são iguais

as contínuas no mesmo intante de tempo, obtém-se da EQ. 2.61 eda EQ. 2.67 a expressão de

∆M:

∆M = M − M0 = C0∆PCT
0 −C0NT∆CT − ∆CNCT

0 + ∆CL∆CT (2.68)

2.3.1.1 CÁLCULO DEL E N

Define-se as seguintes variáveis:

XT = [xT (x − x̂)T ] ΨT = [ξT ηT ]

A =




A0 0

−∆A+ Kp∆C A− KpC




B =





I 0

I −Kp





P = E[XXT ] =





P11 P12

PT
12 P




Q =





Q 0

0 R





(2.69)

O vetorX atende à seguinte equação diferencial:

Ẋ = AX + BΨ (2.70)

E ainda:

Ṗ = E(ẊXT) + E(XẊT) = AP + BE(ΨXT) + PAT + E(XΨT)BT (2.71)

Considerando a estacionaridade do sistema3:

0 = AP + PAT + BQBT (2.72)

3Relação obtida em DELMOND (2005). Verificar a igualdadeBQBT = BE(ΨXT) + [BE(ΨXT)]T .
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As matrizesL e N, definidas em função deP, são apresentadas abaixo:

L = P11− P12− PT
12− P =

[

I −I
]

P




I

−I





N = P12− P =
[

I −I
]

P




0

I





Portanto o cálculo deP é suficiente para obter∆M. ComoA ∈ �2n×2n, o cálculo deP
necessita da resolução de uma equação de Lyapunov (EQ. 2.72)de dimensão 2n×2n. P possui

também elementos de ordem maior que dois em∆. O termo∆CL∆CT na EQ. 2.68 é de segunda

ordem em∆, assimL deverá ser de ordem zero (L = L0).

Fazendo as devidas considerações relativas a ordem em∆ no sistema apresentado na EQ.

2.72, a equação de coordenada (1,1) permite obter o valor deL0, pela equação de coordenada

(2,1) obtém-se a equação deN e a equação de∆P é obtida da equação de coordenada (2,2)4:

0 = A0L0 + L0AT
0 + K0RKT

0 (2.73)

0 = A0N + N(A0 − K0C0)
T − L0(∆A− K0∆C)T − K0R∆KT (2.74)

0 = (A0 − K0C0)∆P+ ∆P(A0 − K0C0)
T + ∆KR∆KT − (2.75)

(∆A− K0∆C)N − NT(∆A− K0∆C)T (2.76)

2.3.2 RELAÇÃO ENTRE∆M E ∆θ

A relação entre∆M e ∆θ para o caso contínuo difere da relação definida para o caso

discreto, apresentada na EQ. 2.40, devido a discretização do sistema contínuo. A nova relação

é definida na EQ. 2.77.

1
∆t

T r[M−1
0 ∆M] = ∆θTG−1

θ0
∆θ (2.77)

Analisando a EQ. 2.61, sendo∆t um período de discretização muito pequeno, verifica-se

que a matrizM0 pode ser aproximada por:

M0 ≈
R
∆t

(2.78)

Assim, para o cálculo da matrizG−1
θ0

, tem-se que:

4Verificar as considerações feitas em DELMOND (2005) para obter as equações.
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gii = G−1
θ0

(i, i) =
Tr(R−1∆M)∆θi

ǫ2i
(2.79)

gi j = G−1
θ0

(i, j) =
Tr(R−1∆M)∆θi j − (ǫ2i gii + ǫ

2
j gj j )

2ǫiǫ j
, i , j (2.80)

que difere das equações para o caso discreto, EQ. 2.47 e EQ. 2.48, substituindoM−1
0 porR−1.

2.4 SÍNTESE PRCBI

Considere o sistema apresentado na FIG. 2.2 onde as equações dinâmicas da planta depen-

dem do vetor paramétricoθ e o controlador depende do vetorβ que será a variável de ajuste.

FIG.2.2: Estrutura de controle em malha fechada.

O objetivo da síntese PRCBI é alterar o controlador, modificandoo vetorβ, de forma

a robustecer o sistema em malha fechada às variações do vetorparamétricoθ. Trata-se da

robustez em estabilidade do sistema.

Deve-se inicialmente obter uma realização que represente osistema em malha fechada,

que irá depender dos vetoresθ eβ. Considera-se a entrada de referência nula e minimiza-se a

função custo (EQ. 2.43) utilizando o vetorβ como variável de projeto.

O controlador na FIG. 2.2 eventualmente pode incluir tambémum estimador de estados,

como na estrutura LQG, e depender do sinaluk, ou também incluir uma estrutura de controle

qualquer, que possua parâmetros livres para serem utilizados como variáveis de projeto no

processo de minimização do custo. Esta estrutura pode ser representada por um sistema em

malha aberta contendo as características de malha fechada.Desta forma, aplica-se a síntese

PRCBI para um sistema em malha fechada como se malha aberta fosse.

A síntese PRCBI permite projetar controladores com excelentesqualidades de robustez

paramétrica, mas nada se garante em relação ao desempenho dosistema. Todo o seu desen-

volvimento teórico foi baseado na identificação bayesiana do vetor paramétrico, tornando o

sistema menos sensível às suas variações. Diminuir a sensibilidade do sistema corresponde

a aumentar suas margens de estabilidade relativas às variações paramétricas. Quanto mais
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próximo da instabilidade o sistema estiver, mais fácil serápossível identificar as variações

paramétricas e melhor será a qualidade da identificação. Portanto, ao se minimizar a função

custo na EQ. 2.43, aumenta-se a robustez em estabilidade, mas nada é considerado em relação

ao desempenho.

Por este motivo, os controladores obtidos pela síntese PRCBI normalmente estão associa-

dos a um mau desempenho do sistema em malha fechada. Diante disto surge a necessidade de

se utilizar artifícios que tornem possível conciliar as características de robustez em estabilidade

e de desempenho.

2.5 TÉCNICA DAS LIBERAÇÕES

Em ADES (1994) desenvolveu-se uma técnica que obtém a robustez em estabilidade, per-

dendo um pouco do desempenho, utilizando a função custo (EQ.2.43) com restrições. A

técnica consiste em estabelecer um valor de custo ótimo em desempenhoJoti, obtido de um sis-

tema que tenha o melhor desempenho possível. Este valor ótimo corresponde ao valor obtido

pela otimização de uma função custoJdes que mede o desempenho do sistema. É estabelecida

então uma tolerância em relação ao custo ótimo para o valor que o custo de desempenho do

sistema possa ter. Assim, é possível definir uma nova função custo, inserindo restrições de

desempenho, de modo a tratar o problema como uma minimizaçãode uma função custo sem

restrições:

Jlib = Jrob + Ksup[0, Jdes− (1+ µ)Joti] (2.81)

onde K é uma constante de penalidade de valor elevado,µ é a tolerância em relação ao custo

ótimo para o custo de desempenho que o sistema possa ter esup(a,b) retorna o maior valor

entrea eb.

Desta maneira, o processo de síntese é feito de forma semelhante à sintese PRCBI,

alterando-se apenas a função custo a ser minimizada.

2.6 TÉCNICA DE ANÁLISE DA ROBUSTEZ PARAMÉTRICA BASEADA NA IDENTI-

FICAÇÃO BAYESIANA - PRABI

A síntese PRCBI utiliza o traço da matrizG−1
θ0

para quantificar a qualidade da identificação

paramétrica e, baseado nesta medida, projetar um sistema decontrole robusto. Nenhuma outra

informação além do traço é utilizada, embora a matrizG−1
θ0

seja inversamente proporcional à

matriz de covariância da estimação paramétrica em regime assintóticoPθ0.
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No mesmo trabalho em que foi desenvolvida a técnica PRCBI (GOMES, 1991), são anali-

sadas as direções de máxima e mínima robustez no espaço paramétrico com base nos autoval-

ores e autovetores deG−1
θ0

. O assunto também é abordado nos trabalhos de BOURRET (1993)

e LAVIGNE (1994). Em MANCEAUX-CUMER (1998) utilizou-se pela primeira vez a infor-

mação das direções de máxima e mínima robustez para tentar ajustar o compromisso robustez

em estabilidade com o desempenho da melhor forma possível. Esta técnica recebeu o nome de

“Parameter Robust Analysis by Bayesian Identification”(PRABI).

Sendo a matrizG−1
θ0

inversamente proporcional à matrizPθ0, a direção do autovetor associ-

ado ao seu maior autovalor será a direção em que o inverso da variância dos parâmetros cresce

mais rapidamente. O que é equivalente a dizer que esta é a direção de mínima robustez ou má-

xima sensibilidade no espaço paramétrico, pois é a direção em que a variância dos parâmetros

diminui mais rapidamente, melhorando a identificação e piorando a robustez paramétrica.

Uma análise semelhante pode ser feita para o autovetor associado ao menor autovalor da

matrizG−1
θ0

. Neste caso, a direção no espaço paramétrico será de máxima robustez e mínima

sensibilidade.

2.6.1 INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA

Pelo fato da matrizG−1
θ0

ser positiva definida, pode-se afirmar que a superfície:

H = ∆θG−1
θ0
∆θT (2.82)

representa um hiperelipsóide. Através de uma mudança de base da variação do vetor

paramétrico∆θ:

∆θT = Ω∆θ̃T (2.83)

ondeΩ é a matriz dos autovetores deG−1
θ0

, pode-se reescrever a EQ. 2.82 como:

H = ∆θ̃ΩTG−1
θ0
Ω∆θ̃T = ∆θ̃ΛD∆θ̃

T (2.84)

ondeΛD é uma matriz diagonal contendo os autovalores deG−1
θ0

. Sendo os autovalores reais, a

equação do hiperelipsóide será:

H = λ1∆θ̃
2
1 + λ2∆θ̃

2
2 + · · · + λr∆θ̃

2
r (2.85)

ondeλi são os autovalores que compõe a matriz diagonalΛD. Define-se:

λm = min[λi] parai = 1,2, .., r

λM = max[λi] parai = 1,2, .., r
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A interseção dosr − 1 hiperplanos da equação∆θ̃i = 0 ∀i , M corresponde à direção

do autovetor associado ao autovalorλM, que é a direção de mínima robustez ou máxima sen-

sibilidade. Em princípio, variando os parâmetros do vetorθ nesta direção dentro do espaço

paramétrico, a saída sofrerá mais alterações do que variando os parâmetros em qualquer outra

direção.

Por outro lado, a interseção dosr−1 hiperplanos da equação∆θ̃i = 0 ∀i , mcorresponde à

direção do autovetor associado ao autovalorλm, que é a direção de máxima robustez ou mínima

sensibilidade. Em princípio, variações do vetorθ nesta direção causam perturbações na saída

menores do que variandoθ em qualquer outra direção.

Quando a relação
λM

λm
se aproxima da unidade, o hiperelipsóide se aproxima de uma

hiperesfera e variações em qualquer direção causam o mesmo efeito na saída. Assim, não

existem direções diferenciadas dentro do espaço paramétrico.

2.7 ROBUSTECIMENTO DE CONTROLADORES UTILIZANDO A SÍNTESE PRCBI

ASSOCIADA À TÉCNICA PRABI

Conforme apresentado na seção 2.4, a síntese PRCBI permite obtersistemas em malha

fechada com excelentes índices de robustez paramétrica em estabilidade mas com péssimo

desempenho. Um novo procedimento para tornar os controladores mais robustos sem perder

muito o desempenho, baseado nas direções de máxima e mínima sensibilidade, foi proposto por

MANCEAUX-CUMER (1998). O algoritmo proposto procura atuar nas direções de máxima

robustez dos parâmetros de um controlador de bom desempenhopara robustecer o sistema

em relação aos parâmetros sensíveis da planta. Desta forma,controladores robustos com bom

desempenho podem ser obtidos.

O procedimento de síntese de controladores robustos, que utiliza a síntese PRCBI associ-

ada à técnica de análise PRABI, é realizado utilizando dois espaços paramétricos diferentes: o

Espaço Paramétrico da Planta (EPP) e o Espaço Paramétrico doControlador (EPC). O primeiro

é definido pelos parâmetros sensíveis da planta (θ) e o segundo é definido pelos parâmetros do

controlador (β).

A DSMIN do EPC é a direção de variação dos parâmetros do controlador que menos inter-

fere na saída do sistema. O procedimento utiliza esta informação no processo de minimização

do traço deG−1
θ0

, variando os parâmetros do controlador (variáveis de projeto) na DSMIN do

EPC. Portanto a busca no EPP comr dimensões, se torna unidimensional. Partindo de um

controlador com desempenho satisfatório, o método permiteobter um outro controlador com

melhor robustez paramétrica em estabilidade e desempenho semelhante.
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3 ESPAÇO PARAMÉTRICO MODIFICADO

Neste capítulo analisa-se a influência dos valores nominaisdo vetor de parâmetros sen-

síveis da planta nos resultados das técnicas PRCBI e PRABI. Quandoos valores nominais do

vetor paramétrico são diferentes pode ocorrer uma distorção nas direções de máxima robustez e

máxima sensibilidade, devido a relação entre a variância doerro de estimação dos parâmetros

com seus respectivos valores nominais. Neste capítulo, mostra-se uma proposta para com-

pensar esta distorção. É feita uma alteração nas técnicas, modificando o espaço paramétrico,

visando eliminar a influência dos valores nominais dos parâmetros sensíveis.

3.1 INTRODUÇÃO

A matriz G−1
θ0

que, em regime estacionário, é uma aproximação da inversa damatriz de

covariância do erro de estimação do vetor de parâmetros sensíveis, é calculada pertubando-

se os valores nominais do vetor paramétrico e medindo a variação causada na saída. Cada

autovalor desta matriz está associado ao inverso da variância do erro de estimação de cada

parâmetro do vetor paramétrico. Como a variância depende do valor médio da variável, dois

parâmetros com a mesma qualidade de identificação terão diferentes variâncias para o erro de

estimação se possuírem valores nominais diferentes. Esta diferença pode afetar os resultados

em aplicações das técnicas PRCBI e PRABI e este efeito não foi abordado nas formulações

originais da síntese PRCBI.

Na síntese PRCBI, durante o processo de otimização para minimizar o traço deG−1
θ0

, as

variâncias dos parâmetros com valores nominais menores predominarão sobre as variâncias dos

outros parâmetros. Sendo o traço de uma matriz igual a soma deseus autovalores (STRANG,

1988), o autovalor correspondente ao inverso da covariância do parâmetro de menor valor

nominal influenciará mais no valor do traço. Desta forma, a dessensibilização será mais efetiva

nestes parâmetros do que nos parâmetros com valores nominais maiores.

Na técnica de análise PRABI as direções de máxima e mínima robustez, que são dadas

pelos autovetores associados ao menor e ao maior autovalor da matrizG−1
θ0

, respectivamente,

serão distorcidas pela discrepância entre os valores das variâncias devido aos valores nominais

dos parâmetros terem grandezas diferentes.

Este trabalho introduz uma modificação nos métodos PRCBI e PRABI destinada a com-

pensar o efeito acima citado. Para esta modificação, argumenta-se o seguinte:
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1. Sendo a matrizG−1
θ0

destinada para análise da robustez paramétrica, uma maneira de

eliminar as distorções, causadas pelos valores nominais dos parâmetros, é a modificação

do espaço paramétrico através de uma transformação linear;

2. Esta transformação linear deverá ser feita de maneira a transformar o vetor paramétrico

nominal em um vetor onde todas as componentes são iguais a unidade;

3. Uma vez obtido este espaço paramétrico modificado, os elementos do vetorθ0 serão

todos iguais a um e, neste caso, a matrizG−1
θ0

não sofrerá nenhuma influência causada

pelas discrepâncias entre os valores nominais dos parâmetros;

4. Assim sendo, por exemplo, dois parâmetros com a mesma qualidade de identificação

terão valores numéricos iguais para as variâncias de seus erros de estimação.

3.2 DEFINIÇÕES RELATIVAS AO ESPAÇO PARAMÉTRICO

O espaço paramétricode um sistema com incertezas é definido como um espaço linear (ou

espaço vetorial) de dimensão igual ao número de parâmetros sensíveis, cada um representado

por uma coordenada. Este espaço é gerado por um conjunto de vetores linearmente indepen-

dentes, obtidos tomando-se as linhas ou as colunas de uma matriz identidade de dimensão igual

ao espaço linear. Cada valor que o vetor de parâmetros sensíveis pode assumir é representado

por um ponto no espaço paramétrico.

O domínio de estabilidadeé a região que contém todos os pontos que garantem a estabili-

dade do sistema.

A direção de mínima robustez(ou máxima sensibilidade) é definida como a direção no

espaço paramétrico em que as pertubações causam, localmente, mais efeito na saída do sistema

do que pertubações em qualquer outra direção.

O raio da hiperesfera de estabilidadeé definido como a distância entre o ponto que repre-

senta o valor nominal do vetor paramétrico e o ponto mais próximo da fronteira do domínio de

estabilidade. Esta distância é uma medida da mínima pertubação percentual do valor nominal

dos parâmetros sensíveis necessária para levar o sistema à instabilidade. Sendo este valor uma

combinação das variações percentuais de cada parâmetro da seguinte forma:

R(%) =
√

∆θ21(%)+ ∆θ22(%)+ · · · + ∆θ2p(%) (3.1)

onde∆θi(%) representa a variação percentual do parâmetroθi. Um valor constante deR(%) é

representado por uma hiperesfera no espaço paramétrico.
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FIG.3.1: Espaço paramétrico do sistema massa-mola de 8 estados com o controlador LQG.

A FIG. 3.1 representa um espaço paramétrico de duas dimensões de um sistema massa-

mola, onde duas massas constituem os parâmetros a serem analisados. Este exemplo será

detalhado no capítulo 4, sendo apresentado neste contexto apenas como ilustração. O domínio

de estabilidade é a área branca do gráfico, a direção de robustez mínima (ou sensibilidade

máxima - DSMAX) está representada em vermelho e os pontos instáveis em azul. Na cor preta

estão representados o valor nominal do vetor paramétrico e ahiperesfera de estabilidade, no

caso de duas dimensões, a hiperesfera degenera-se em uma circunferência.

3.3 INFLUÊNCIA DOS VALORES NOMINAIS DO VETOR PARAMÉTRICO NOS AU-

TOVALORES E AUTOVETORES DEG−1
θ0

A seguir será apresentado de forma sucinta o modelo do sistema massa-mola de 8 estados.

Da mesma forma que na seção anterior, este modelo será utilizado para ilustrar os conceitos

apresentados neste capítulo.

O sistema massa-mola de 8 estados utilizado é composto por quatro massas conectadas

por molas e amortecedores. O sistema possui uma entrada (força aplicada na massa 1) e uma

saída (posição da massa 4). As matrizes de uma realização em espaço de estados do modelo é

apresentada na EQ. 3.2.

45



A =





0 1 0 0 0 0 0 0

− k
m1
− b

m1

k
m1

b
m1

0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0
k

m2

b
m2

− 2k
m2
− 2b

m2

k
m2

b
m2

0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 k
m3

b
m3

− 2k
m3
− 2b

m3

k
m3

b
m3

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 k
m4

b
m4

− k
m4
− b

m4





BT =

[

0 1
m1
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]

C =
[

0 0 0 0 0 0 1 0
]

D = 0

(3.2)

O significado físico dos estados e dos parâmetros, bem como maiores detalhes do modelo,

serão apresentados no capítulo 4.

Na grande maioria dos sistemas com incertezas paramétricas, os parâmetros sensíveis pos-

suem valores nominais numericamente discrepantes, pois representam grandezas físicas difer-

entes. Em um pêndulo invertido, por exemplo, os parâmetros sensíveis podem ser os coefici-

entes de atrito, o comprimento da haste e a sua massa. Os valores numéricos nominais destes

parâmetros terão diferenças significativas,inclusive em função das unidades adotadas. Em um

circuito eletrônico, capacitâncias e resistências podem fazer parte do vetor de parâmetros sen-

síveis do modelo. Neste caso a diferença entre os valores nominais é ainda mais acentuada.

A matriz G−1
θ0

possui informação da qualidade da identificação dos parâmetros sensíveis,

obtida da variância do erro de estimação destes parâmetros.Por outro lado, a ordem de

grandeza da variância está diretamente relacionada com o valor médio da variável. Sendo

assim, a medida direta da variância do erro de estimação não éuma boa indicação da qualidade

de identificação dos parâmetros quando houver diferença entre seus valores nominais. O valor

médio do parâmetro identificado será aproximadamente o valor nominal do parâmetro.

Para demonstrar a influência dos valores nominais dos parâmetros sensíveis da planta nos

autovalores e autovetores da matrizG−1
θ0

, que fornecem as direções de máxima e mínima ro-

bustez, será usado o modelo do sistema massa-mola de oito estados, onde é aplicado um

controlador LQG (Linear Quadratic Gaussian) com quatro parâmetros sensíveis de mesma
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natureza. Neste caso, serão consideradas as quatro massas do sistema.

Calculando os autovalores e autovetores associados da matriz G−1
θ0

para os parâmetros sen-

síveis com o mesmo valor nominal e com valores nominais diferentes, obtém-se a TAB. 3.1.

TAB.3.1: Autovalores e autovetores associados da matrizG−1
θ0

.

Vetor Paramétrico θ Autovalor Autovetor

0,0174 [-0,0051 0,7063 -0,7079 0,0067]
0,2423 [0,7136 0,0535 0,0417 -0,6973]
1,3321 [-0,5795 0,4366 0,4347 -0,5335]

[1,00 1,00 1,00 1,00]

5,9125 [0,3937 0,5547 0,5551 0,4786]
0,5527 [0,9163 0,2872 0,1299 -0,2471]
12,0207 [0,3774 -0,5690 -0,5935 0,4262]
30,9755 [0,1225 -0,6073 0,7699 0,1529]

[1,00 0,25 0,10 0,10]

640,750 [0,0547 0,4743 0,1953 0,8567]
0,3029 [0,6850 -0,01423 -0,7283 -0,0061]
1,1729 [0,6075 -0,5305 0,5808 0,1100]
8,6823 [0,3536 0,8169 0,3138 0,3304]

[1,00 1,00 1,00 0,10]

35,060 [-0,1914 -0,2257 -0,1835 0,9374]
-0,0008 [0,0020 0,7406 0,0468 -0,6703]
1,4361 [0,0566 0,5452 -0,6221 0,5591]
2,2784 [-0,0998 -0,3863 -0,7804 -0,4815]

[0,10 1,00 1,00 1,00]

69,624 [-0,9934 0,0713 0,0430 0,0789]

Os dados da TAB. 3.1 deixam claro a influência dos valores nominais dos parâmetros

sensíveis nos autovalores e autovetores da matrizG−1
θ0

. O modelo obtido a partir do primeiro

vetor paramétricoθ = [1,00 1,00 1,00 1,00] possui as direções de máxima e mínima ro-

bustez como uma combinação linear com contribuições significativas de todas as coordenadas

do espaço paramétrico. A DSMIN (Direção de Mínima Sensibilidade), dado pelo autovetor

associado ao menor autovalor da matrizG−1
θ0

, mostra que o sistema é mais robusto às variações

das grandezas asociadas à segunda e terceira coordenadas doespaço paramétrico. Já a DSMAX

é uma combinação linear equilibrada de todas as quatro coordenadas.

No modelo obtido a partir do vetor paramétricoθ = [1,00 0,25 0,10 0,10], valores origi-

nais do modelo, é possível perceber a influência do primeiro parâmetro nas direções DSMAX

e DSMIN. A componente da DSMIN referente ao primeiro parâmetro é a que possui o maior

valor, indicando ser este o parâmetro sensível o mais robusto do sistema. Por ser o parâmetro

com o maior valor nominal, o valor de sua variância tende a sermaior, caracterizando uma

baixa qualidade de identificação. Já na DSMAX a componente referente a este parâmetro é a

menor delas, pelo mesmo motivo.

Nos dois últimos casos, o comportamento observado anteriormente ocorre da mesma
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forma. Foram mantidos três parâmetros iguais e alterado um deles para um valor nominal

menor. A diferença entre eles é a troca do parâmetro de menor valor, para ilustrar que a dis-

torção ocorre independente da dinâmica do sistema. As características dinâmicas do modelo

podem mascarar as distorções, acentuando ou amenizando seus efeitos, mas elas sempre ocor-

rem. No sistema obtido do vetor paramétricoθ = [0,10 1,00 1,00 1,00], a distorção é mais

evidente para a mesma diferença entre os valores nominais.

Deve ficar claro que o valor da variância do erro de estimação de um parâmetro é muito

influenciado pelo seu valor médio, ou seja, a alteração do seuvalor nominal. Mas esta alte-

ração também pode influenciar profundamente na dinâmica do sistema. A redução do valor

do primeiro parâmetro do sistema acima (θ = [0,10 1,00 1,00 1,00]) gerou um autovalor

muito pequeno, mostrando o robustecimento em relação a um dos parâmetros. Nota-se que

este resultado não é de maneira nenhuma consequência da relação entre o valor nominal dos

parâmetros e suas variâncias. Pois se assim fosse, o autovalor, neste caso, deveria aumentar e

não diminuir.

3.4 MODIFICAÇÃO DO ESPAÇO PARAMÉTRICO

Visando eliminar a influência dos valores nominais dos parâmetros sensíveis nas técnicas

PRCBI e PRABI, é proposto neste trabalho uma modificação do espaço paramétrico. Esta mo-

dificação é feita através de uma transformação linear que produz um novo vetor paramétrico,

onde todos os parâmetros têm valores nominais iguais a um. Noespaço paramétrico modi-

ficado as distorções devidas aos valores nominais diferentes dos parâmetros sensíveis serão

eliminadas. Desta forma, a nova matrizG−1
θ0

terá uma informação mais equilibrada sobre a

qualidade de identificação dos parâmetros.

As matrizesA, B, C e E do modelo da EQ. 2.49 dependem do vetor paramétricoθ. É

possível encontrar uma outra representação de estados, designada pelo conjunto de matrizes

AN, BN, CN eEN que representem o mesmo sistema, mas dependendo de um novo vetor θN. As

novas matrizes podem ser facilmente obtidas substituindo-se os parâmetrosθi das antigas ma-

trizes por
θ0i

θN0i

θNi , ondeθ0i e θN0i
são valores nominais constantes. Fazendo todos os elementos

deθN0 iguais a unidade, chega-se a um conjunto de matrizes que possui o espaço paramétrico

modificado desejado. Outros espaços paramétricos podem serobtidos variando o vetorθN, que

não é o interesse neste momento.

Esta troca de matrizes representa uma operação linear no espaço paramétrico que trans-

forma o espaço original em um novo espaço modificado. Portanto pode-se definir um operador

linear para interpretar os resultados obtidos no espaço modificado, fazendo sua transformação

48



para o espaço original.

θN = T θ ∴ θ = T −1θN (3.3)

O operador linearT é assim definido:

T =





θN1
θ1

0 · · · 0

0
θN2
θ2
· · · 0
. . .

0 0 · · · θNp

θp





(3.4)

O cálculo da matrizG−1
θ0

é realizado pertubando os valores nominais dos parâmetros.Como

o vetor de parâmetros sensíveis do novo sistema possui todasas componentes iguais a unidade,

as variâncias do erro de estimação de cada parâmetro irão diferenciar-se apenas pela qualidade

da identificação.

Devido à medida de robustez no espaço paramétrico modificadoestar livre das distorções

causadas pelos valores nominais, a minimização do traço da matrizG−1
θ0

na síntese PRCBI deve

ocorrer neste espaço. Nenhuma transformação para o espaço paramétrico original é necessária.

Por outro lado, as direções DSMAX e DSMIN da técnica PRABI, obtidas no espaço mo-

dificado, precisam ser transformadas para o espaço originalusando o operador linearT . Desta

forma as direções passam a ter uma interpretação física.

Na TAB. 3.2 os mesmos valores nominais dos parâmetros sensíveis usados na TAB. 3.1

são utilizados e os autovalores e autovetores associados são calculados no espaço paramétrico

modificado. Em seguida os autovetores são transformados para o espaço paramétrico original.

Com a modificação do espaço paramétrico o efeito das distorções é reduzido. Nota-se,

como era esperado, que para o vetor paramétricoθ = [1,00 1,00 1,00 1,00] os resultados

são os mesmos. Isto se deve ao vetor paramétrico ser o mesmo nos espaços original e modi-

ficado. Percebe-se a eliminação das distorções nos outros três casos. A relação entre o valor

nominal dos parâmetros com as direções DSMAX e DSMIN deixam de existir. Os autovalores

e autovetores da matrizG−1
θ0

dependem apenas da qualidade de identificação dos parâmetros.

Desta forma a matrizG−1
θ0

obtida do espaço paramétrico modificado é mais apropriada para o

uso nas técnicas PRCBI e PRABI. O autovalor negativo obtido no último caso deve-se a erros

numéricos no cálculo da matrizG−1
θ0

.
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TAB.3.2: Autovalores e autovetores associados da matrizG−1
θ0

utilizando o espaço paramétrico
modificado.

Vetor Paramétrico θ Autovalor Autovetor

0,0174 [-0,0051 0,7063 -0,7079 0,0067]
0,2423 [0,7136 0,0535 0,0417 -0,6973]
1,3321 [-0,5795 0,4366 0,4347 -0,5335]

[1,00 1,00 1,00 1,00]

5,9125 [0,3937 0,5547 0,5551 0,4786]
0,0456 [-0,2272 -0,0873 -0,0514 0,0750]
0,3425 [0,2332 0,0715 -0,0849 -0,0378]
3,2832 [0,8768 -0,1181 0,0047 0,0078]

[1,00 0,25 0,10 0,10]

16,056 [0,3540 0,1893 0,0113 0,0537]
0,1986 [0,0711 -0,0636 0,2202 0,0971]
0,3048 [0,7078 -0,0271 -0,6981 0,0105]
1,5209 [-0,5425 0,6078 -0,5432 0,0203]

[1,00 1,00 1,00 0,10]

11,742 [-0,4468 -0,7911 -0,4111 0,0074]
-0,0008 [0,0020 0,7404 0,0468 -0,6702]
0,4412 [0,0948 0,1972 0,0255 0,2479]
1,5794 [-0,0150 0,3815 -0,8386 0,3585]

[0,10 1,00 1,00 1,00]

3,2703 [-0,0279 0,5170 0,5421 0,6007]

3.5 CÁLCULO DO RAIO DA HIPERESFERA DE ESTABILIDADE

O raio da hiperesfera de estabilidade é uma boa medida da robustez paramétrica do modelo.

Sendo conhecido o ponto no espaço paramétrico mais próximo do valor nominal, que torna o

sistema instável, o cálculo do raio da hiperesfera é elementar. O problema é localizar este

ponto.

Uma maneira eficaz, mas computacionalmente custosa, de encontrar este ponto da fron-

teira de estabilidade é utilizando o método dogrid. Define-se um intervalo de variação para

cada parâmetro sensível e o número de pontos a serem testadosnesta região. Então é verifi-

cada a estabilidade em cada ponto da região do espaço paramétrico delimitada. Em seguida,

verifica-se entre os pontos da fronteira qual é o mais próximodo valor nominal.

Outra forma de localizar este ponto é definir raios fixos para ahiperesfera, e testar de forma

aleatória a estabilidade dos pontos sobre a superfície da hiperesfera definida por este raio. Caso

haja algum ponto instável, reduz-se o valor do raio e repete-se o teste. Caso sejam todos os

pontos estáveis, aumenta-se o valor do raio e efetua-se o teste novamente. Este procedimento

é repetido até que se alcance a precisão desejada para o valordo raio de hiperesfera (GOMES,

1991). Este método é mais eficiente do que o métodogrid, mas ainda muito custoso com-

putacionalmente. Principalmente em espaços paramétricoscom muitas dimensões. Também

conforme o raio aumenta, um número maior de pontos é necessário para testar a estabilidade
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em toda superfície da hiperesfera.

A técnica de análise PRABI permite encontrar com boa precisão este ponto do espaço

paramétrico com um esforço computacional muito menor do queos métodos descritos anteri-

ormente. Partindo do ponto nominal e se deslocando sobre a DSMAX é possível obter uma

trajetória que permite encontrar o ponto da fronteira mais próximo do ponto nominal e, assim,

medir o raio da hiperesfera. Devido a matrizG−1
θ0

ser uma aproximação da inversa da matriz de

covariância do erro de estimação dos parâmetros sensíveis enão o valor exato, a distância cal-

culada sobre a DSMAX pelo método PRABI é uma aproximação do raioda hiperesfera. Uma

melhora significativa na precisão deste cálculo é obtida atualizando a DSMAX a cada iteração

do processo de busca. Procede-se da seguinte maneira:

1- Calcular aDS MAXno valor nominal do vetor de parâmetros sensíveis (θ0);

2- Definir um valor constanteα, que especifica o passo de evolução;

3- Verificar a estabilidade do sistema nos dois sentidos da direção, ou seja, para os pontos

λp = θ0 + αDS MAXeλn = θ0 − αDS MAX;

4- Se os dois pontos tornarem o sistema instável, reduzir o valor deα e voltar para o passo

3;

5- Seλp for instável ou o traço da matrizG−1
θ0

emλp for maior do que emλn eλn for estável,

fazerγ ← α. Senão, fazerγ ← −α;

6- Calcularθ1 = θ0+γDS MAX. Seθ1 for estável, calcular aDS MAX1 no pontoθ1 e passar

para o passo 7. Seθ1 for instável, finalizar a busca, sendoθ1 o ponto encontrado;

7- Fazerθ0← θ1 e DS MAX← DS MAX1 e retornar para o passo 6.

Quanto menor o valor deα, mais preciso será o ponto encontrado. Ao encontrar um valor

deθ1 no passo 6 que torna o sistema instável, pode-se reduzir o valor deγ e calcular um novo

θ1 para melhorar a precisão. A FIG. 3.2 mostra o raio da hiperesfera de estabilidade, em um

espaço paramétrico bidimensional, calculado utilizando ométodogrid e a técnica PRABI. O

tempo gasto pelo métodogrid foi de 455,4s e pelo método PRABI foi de 4,391s. Os raios

encontrados pelos métodsgrid e PRABI foram 23,600% e 23,597%, respectivamente.

A FIG. 3.3 mostra o mesmo espaço paramétrico, mas com os valores nominais dos pa-

râmetros sensíveis diferentes. A distorção da direção DSMAX devido aos valores nominais

dos parâmetros causa um erro grosseiro no raio da hiperesfera de estabilidade calculado. Utili-

zando o espaço paramétrico modificado para calcular a DSMAX e, em seguida, projetando no
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FIG.3.2: Raio da hiperesfera calculado com os métodos grid e PRABI, utilizando parâmetros
nominais com valores iguais.

espaço paramétrico original, o erro é eliminado como pode ser observado na FIG. 3.4. O tempo

gasto pelo métodogrid foi 954se pelo método PRABI modificado foi 4,82s, sendo o aumento

do tempo gasto no métodogrid devido à necessidade de aumentar o número de pontos dogrid

para encontrar a DSMAX correta. Nestes exemplos, o valor deγ foi reduzido ao encontrar um

valor deθ1 instável no passo 6, visando melhorar a precisão do cálculo.

FIG.3.3: Raio da hiperesfera calculado com os métodos grid e PRABI, utilizando parâmetros
nominais com valores diferentes.
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FIG.3.4: Raio da hiperesfera calculado com os métodos grid e PRABI modificado, utilizando
parâmetros nominais com valores diferentes.

3.6 HIPERSUPERFÍCIE GERADA PELO TRAÇO DA MATRIZG−1
θ0

EM FUNÇÃO DO

ESPAÇO PARAMÉTRICO

Se para cada ponto do espaço paramétrico for calculado o traço da matrizG−1
θ0

, será obtida

uma hipersuperfície representando as variações do traço damatriz G−1
θ0

ao longo do espaço

paramétrico. Para um espaço paramétrico bidimensional, uma superfície é gerada e pode ser

visualizada num gráfico tridimensional.

A FIG. 3.5 mostra a superfície do traço da matrizG−1
θ0

referente ao sistema massa-mola

de 8 estados com dois parâmetros sensíveis utilizando um controlador LQG. Nota-se uma su-

perfície suave em todo o espaço paramétrico e percebe-se quepróximo à fronteira do domínio

de estabilidade o traço da matrizG−1
θ0

tende para infinito, como é esperado pois o sistema está

muito sensível às variações paramétricas nestes pontos. Emuma hipersuperfície suave, o uso

da técnica de análise PRABI para calcular o raio da hiperesferaé muito eficiente.

Alterando-se o vetor de ganhos de realimentação dos estadosestimados do controlador

LQG do sistema massa-mola, percebe-se uma mudança na hipersuperfície. Dependendo do

valor do vetor de ganhos escolhido, a hipersuperfície pode se tornar muito irregular e apresentar

picos que dificultam o desempenho do algoritmo usado pela técnica PRABI no cálculo do raio

da hiperesfera de estabilidade. A FIG. 3.6 ilustra uma superfície para o sistema massa-mola

utilizando um vetor de ganhos de realimentação de estados estimados otimizado pela técnica

PRCBI no trabalho de ADES (1994).

53



A primeira diferença que se observa entre as superfícies do sistema com o controlador

LQG e a gerada com o controlador PRCBI é o domínio de estabilidade, que foi expandido

com o controlador PRCBI. Outra diferença é que a superfície PRCBI deixou de ser suave,
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FIG.3.5: Superfície do traço deG−1
θ0

do sistema massa-mola de 8 estados com o controlador
LQG.
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FIG.3.6: Superfície do traço deG−1
θ0

do sistema massa-mola de 8 estados com o controlador
PRCBI.
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apresentando picos e uma região muito irregular para valores pequenos da massa 2. A presença

de uma região muito irregular para valores pequenos da massa2 está novamente relacionado à

influência do valor nominal do parâmetro no valor da variância do erro de estimação. Portanto,

é natural que seja feita a modificação do espaço paramétrico,nivelando todos os parâmetros

à unidade, antes do cálculo da hipersuperfície. A FIG. 3.7 apresenta a superfície criada em

função do espaço paramétrico modificado.
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FIG.3.7: Superfície do traço deG−1
θ0

em função do espaço paramétrico modificado do sistema
massa-mola de 8 estados com o controlador PRCBI.

A modificação suavisou a superfície, principalmente na região de pequenos valores da

massa 2. Ainda assim a superfície possui muitas irregularidades e um conjunto de picos na

região de valores grandes dos parâmetros sensíveis. Utilizando a técnica PRABI para encontrar

o raio da hiperesfera de estabilidade deste sistema, chega-se ao resultado apresentado na FIG.

3.8.

Nota-se que o fato da superfície apresentar irregularidades levou a um desempenho não

satisfatório da técnica PRABI para o cálculo do raio da hiperesfera. Na FIG. 3.7, a hipersuper-

fície do sistema apresenta um conjunto de picos na região de grandes valores dos parâmetros

sensíveis. Estes picos estão mais próximos do ponto nominaldo que a fronteira do domínio de

estabilidade. Desta forma a direção DSMAX calculada no ponto nominal aponta para os picos,

justificando a direção tomada no início da busca pela fronteira. E a cada novo ponto em que é

calculada a DSMAX, os picos de sua vizinhança contribuem para determinar sua direção.
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FIG.3.8: Raio da hiperesfera do sistema massa-mola de 8 estados com o controlador PRCBI
utilizando os métodos grid e PRABI modificado.

Outro efeito das irregularidades da hipersuperfície é a escolha errada do sentido de busca

na DSMAX. Ao se escolher dois pontos em torno do valor nominalsobre a DSMAX, pode ser

detectado um vale no sentido do ponto mais próximo da fronteira da região de estabilidade e um

pico no sentido oposto. Se isto ocorrer, o ponto com o maior valor do traço deG−1
θ0

será o mais

afastado da fronteira e será escolhido um sentido incorretopara a busca. Para contornar este

problema, o algoritmo foi modificado e será apresentado a seguir, tomando-se vários pontos

em cada sentido e não apenas um. O sentido de busca na DSMAX é escolhido pelo maior valor

do somatório dos traços da matrizG−1
θ0

dos pontos de cada sentido.

3.7 TÉCNICA PRABI ASSOCIADA A VALORES ALEATÓRIOS PARA DETERMI-

NAÇÃO DO RAIO DA HIPERESFERA

Para contornar o problema apresentado na seção anterior, emque a geometria da hiper-

superfície interfere no cálculo da DSMAX, é proposto um método que concilia a eficiência

computacional do método PRABI com a eficácia do método que testaa estabilidade em pon-

tos equidistantes e a frente do ponto de partida. Neste novo método, é explorada a relação

entre o aumento do traço da matrizG−1
θ0

e a proximidade da região de instabilidade no espaço

paramétrico. Para cada passo da busca são calculados os valores do traço deG−1
θ0

em pon-

tos aleatórios, em torno do ponto sobre a DSMAX, com o mesmo raio. Então, é escolhido o

ponto com o maior valor do traço da matrizG−1
θ0

como ponto inicial no próximo passo. O novo
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algoritmo passa a ser o seguinte:

1- Calcular aDS MAXno valor nominal do vetor de parâmetros sensíveis (θ0);

2- Definir um valor constanteα que especifica o passo de evolução;

3- Verificar a estabilidade do sistema nos dois sentidos da direção, ou seja, para os pontos

λp = θ0 + αDS MAXeλn = θ0 − αDS MAX;

4- Se os dois pontos tornarem o sistema instável, reduzir o valor deα e voltar para o passo

3;

5- Seλp for instável, fazerγ ← α. Seλn for instável, fazerγ ← −α. Seλp e λn forem

estáveis, arbitrar o número de pontosk a serem testados e calcular:

ΛP =

k∑

i=1

Tr(G−1
λpi

)

ondeλpi = θ0 +
i
k
αDS MAX, e:

ΛN =

k∑

i=1

Tr(G−1
λni

)

ondeλni = θ0 −
i
k
αDS MAX.

6- SeΛP > ΛN, fazerγ ← α. Senão fazerγ ← −α;

7- Seθ1 = θ0 + γDS MAXfor estável, arbitrar um número de pontos aleatóriosm. Calcular

osmpontos aleatórios em torno da DSMAX e com a mesma distância doponto nominal

queθ1. Escolher entre osm pontos aquele que possuir o maior traço da matrizG−1
θ0

para

ser o novo vetorθ1. Seθ1 ou algum ponto aleatório for instável, reduzir o valor deγ e

repetir este passo se for necessário melhorar a precisão, oufinalizar a busca, sendoθ1 ou

o ponto aleatório instável o ponto desejado;

8- Calcular aDS MAX1 no pontoθ1.

9- Calcular o produto escalar5 de DS MAX1 e DS MAX. Caso o resultado seja menor do

que zero, fazerDS MAX1← −DS MAX1.

5Rigorosamente, como o objetivo é calcular o valor do ângulo entre dois vetores, o produto interno deveria ser

usado. Mas como o sistema de coordenadas do espaço paramétrico é ortogonal, o valor do produto escalar coincide

com o valor do produto interno. Então optou-se pelo uso do produto escalar pela facilidade de implementação.
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10- Fazerθ0← θ1 e DS MAX← DS MAX1. Retornar para o passo 7.

O passo 9 foi acrescentado para evitar a inversão do sentido de busca. Como um múltiplo

escalar de um autovetor é também um autovetor, não há impedimento para que o sentido da

DSMAX (autovetor associado ao maior autovalor da matrizG−1
θ0

) seja invertido entre passos

sucessivos. O produto escalar permite verificar se o novo valor da DSMAX causará inversão

no sentido da busca.

A FIG. 3.9 foi obtida aplicando este método no sistema massa-mola de 8 estados com o

controlador PRCBI e espaço paramétrico modificado, cuja hipersuperfície gerada pelo traço da

matrizG−1
θ0

foi apresentada na FIG. 3.7. Apesar da irregularidade da hipersuperfície, o método

proposto obteve sucesso no cálculo do raio da hiperesfera. Oraio encontrado pelo método grid

foi 59,92% e pelo método proposto foi 59,45% e os tempos de processamento foram 893s e

116s, respectivamente.

FIG.3.9: Raio da hiperesfera do sistema massa-mola de 8 estados com o controlador PRCBI
utilizando os métodos grid e PRABI modificado com pontos aleatórios.

3.8 ROBUSTECIMENTO DE CONTROLADORES UTILIZANDO A SÍNTESE PRCBI

ASSOCIADA À TÉCNICA PRABI

Na seção 2.7 foi apresentado o método de robustecimento de controladores proposto por

MANCEAUX-CUMER (1998), onde a técnica PRABI é associada à sintese PRCBI para obter

um controlador robusto com boas características de desempenho. Visando melhorar os resul-

tados, eliminando as distorções causadas pelo valor nominal dos parâmetros na matrizG−1
θ0

,
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propõe-se modificar os espaços paramétricos da planta e do controlador da forma apresentada

na seção 3.4.

Outra modificação proposta é na forma de minimizar o traço deG−1
θ0

, que na seção 2.7

é tratada como um problema de otimização unidimensional na direção DSMIN do EPC. As

direções de máxima e mínima sensibilidade, obtidas da matriz G−1
θ0

, são aproximações das

direções exatas. Desta forma um pontoθ1 próximo à reta definida pelo vetor~a = θ0+αDS MIN,

como mostra a FIG. 3.10, está em uma direção próxima da DSMIN calculada pelo método

PRABI. Para permitir que o pontoθ1 seja utilizado no processo de otimização, é criada uma

matriz P que projeta o vetor~b = θ1 − θ0 na reta que passa pelo ponto nominal na DSMIN. A

matriz de projeção é definida na EQ. 3.5 (STRANG, 1988).

P =
~a~aT

~aT~a
(3.5)

FIG.3.10: Limite em torno da DSMIN para pontos usados na otimização.

E a projeção do vetor~b na reta definida pelo vetor~a será~c = P~b. Então a norma euclidiana

do vetor~e= ~b−~c fornece uma medida da distância entre o pontoθ1 e a reta definida pelo vetor

~a. Define-se um valor máximoǫmax e modifica-se a função custo para a forma apresentada na

EQ. 3.6.

J = Jrob + Ksup
[

0,
(‖~e‖2 − ǫmax

)]

(3.6)

ondeJrob é definido na EQ. 2.43 eK é uma constante de penalidade de valor elevado.

Permitindo valores do vetor paramétrico fora da reta da DSMIN, a minimização do traço

de G−1
θ0

deixa de ser unidimensional. Ela torna-se um problema de otimização de dimensão

r com restrições, sendor o número de parâmetros sensíveis. Com a inclusão da restriçãona

função custo, conforme a EQ. 3.6, torna-se o problema tratável por métodos de otimização sem

restrições como o método de Powell (BAZARAA & SHETTY, 1993), por exemplo.
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Esta modificação facilita o processo de otimização, aumentando o número de graus de

liberdade. O valor do parâmetroǫmax pode ser variado permitindo uma ponderação entre ro-

bustez e desempenho. Sendo que quanto menor o valor deǫmaxescolhido, maior será o compro-

misso com o desempenho e aumentando o seu valor, é facilitadaa obtenção de controladores

mais robustos, com pior desempenho.

Finalmente, propõe-se alterar a forma de calcular a DSMIN noEPC. No método proposto

por MANCEAUX-CUMER (1998) o sistema em malha fechada é utilizado para obter a matriz

G−1
β0

6. Neste caso são medidas as variações na saída do sistema em malha fechada para seu

cálculo. Como o objetivo é alterar o mínimo possível o comportamento do controlador para

manter o desempenho satisfatório, a modificação proposta é utilizar o modelo do controlador,

desconectado da planta, para o cálculo da matrizG−1
β0

. Assim variações na saída do controlador,

e não do sistema em malha fechada, serão medidas para o cálculo.

Utilizando o método de Powell verificou-se que nas primeirasiterações, a cada nova

DSMIN do EPC, é que ocorre a maior redução do valor da função custo. Assim, sugere-se

utilizar um número de iterações pequeno em cada direção. Sendo N o número de parâmetros

livres do controlador, sugere-se fazer um númeron de iterações tal queN < n < 2N.

6ImplicitamenteG−1
β0

(θ0)
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4 APLICAÇÕES DA SÍNTESE E ANÁLISE DA ROBUSTEZ EM ESTABILIDADE E

DESEMPENHO

Este capítulo tem por objetivo ilustrar, com exemplos e aplicações, as técnicas apresen-

tadas nos capítulos anteriores, onde será aplicada a técnica de robustecimento e análise nos

modelos de um sistema massa-mola de 8 estados, de um míssil ar-ar e de um helicóptero de

pequena escala. Análises qualitativas e quantitativas da robustez paramétrica em estabilidade

e análises qualitativas da robustez paramétrica em desempenho dos sistemas controlados serão

feitas ao longo do capítulo. Ao final do capítulo será feita uma análise quantitativa da robustez

paramétrica em desempenho baseada na função custo LQR. Para aotimização dos contro-

ladores será utilizado o método de Powell (BAZARAA & SHETTY, 1993) variando os seus

parâmetros e o valor da variávelǫmax, definida na seção 3.8, buscando robustecer o sistema

mantendo um bom desempenho.

4.1 SISTEMA MASSA-MOLA DE 8 ESTADOS

O sistema massa-mola de 8 estados, ilustrado pela FIG. 4.1, écomposto por quatro massas

conectadas por molas e amortecedores. Trata-se de um sistema flexível e altamente oscilatório.

Devido a entrada e a saída do sistema não estarem na mesma massa, o sistema é ditonão

colocado.

FIG.4.1: Sistema massa-mola de 8 estados (ADES, 1994).

A obtenção do modelo analítico do sistema é particularmentesimples. Analisando-se as

forças que atuam em cada massa, sendor i o deslocamento da massami em relação ao seu ponto
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de equilíbrio, obtém-se as seguintes equações diferenciais:

m1r̈1 = u+ k12(r2 − r1) + b12(ṙ2 − ṙ1)

m2r̈2 = −k12(r2 − r1) − b12(ṙ2 − ṙ1) + k23(r3 − r2) + b23(ṙ3 − ṙ2)

m3r̈3 = −k23(r3 − r2) − b23(ṙ3 − ṙ2) + k34(r4 − r3) + b34(ṙ4 − ṙ3)

m4r̈4 = −k34(r4 − r3) − b34(ṙ4 − ṙ3)

ondeki j e bi j são, respectivamente, a constante da mola e do amortecedor que conectam as

massasmi emj. Define-se os estados como estão apresentados na TAB. 4.1 e considerando que

as molas e amortecedores possuem as mesmas características(ki j = k e bi j = b), obtém-se as

matrizes da representação em espaço de estados (EQ. 4.1). NaTAB. 4.2 são dados os valores

numéricos nominais dos parâmetro do sistema.

A =





0 1 0 0 0 0 0 0

− k
m1
− b

m1

k
m1

b
m1

0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0
k

m2

b
m2

− 2k
m2
− 2b

m2

k
m2

b
m2

0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 k
m3

b
m3

− 2k
m3
− 2b

m3

k
m3

b
m3

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 k
m4

b
m4

− k
m4
− b

m4





BT =

[

0 1
m1

0 0 0 0 0 0
]

C =
[

0 0 0 0 0 0 1 0
]

D = 0

(4.1)

4.1.1 CONTROLADOR ÓTIMO NO SISTEMA CONTÍNUO

Incialmente será projetado um controlador ótimo com estrutura LQG para controlar o sis-

tema da EQ. 4.1 em tempo contínuo. A entrada de ruído é a mesma da planta. As matrizes

de ponderaçãoQ1 e Q2 serão definidas como matrizes identidade. A matriz de covariância dos

ruídos da planta será definida comoQ = 0,01BBT e, tendo apenas uma saída, a covariância do

ruído do sensor será definida comoR= 0,0001. Nos outros exemplos deste capítulo os valores
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TAB.4.1: Significado físico dos estados do modelo massa-mola.

Estado Variável Significado Físico

x1 r1 Posição da massa 1 (m)
x2 ṙ1 Velocidade da massa 1 (m

s )
x3 r2 Posição da massa 2 (m)
x4 ṙ2 Velocidade da massa 2 (m

s )
x5 r3 Posição da massa 3 (m)
x6 ṙ3 Velocidade da massa 3 (m

s )
x7 r4 Posição da massa 4 (m)
x8 ṙ4 Velocidade da massa 4 (m

s )

TAB.4.2: Valores nominais dos parâmetros.

Parâmetro Valor

m1 1,00Kg
m2 0,25Kg
m3 0,10Kg
m4 0,10Kg
k 0,145N

m
b 0,04875N·s

m

das matrizes de ponderação e de covariãncia dos ruídos serãomantidas, modificando apenas

suas dimensões quando necessário.

O vetor de ganho de realimentação dos estados estimados obtido pela síntese LQR com os

dados apresentados acima é:

KLQRc =

[

2,0392 2,3626 0,0523 1,8814 −0,0406 0,8700 −0,0508 0,9232
]

(4.2)

A robustez paramétrica desta estrutura LQG será analisada tendo como parâmetros sen-

síveis do sistema as massasm1 e m4. O espaço paramético do sistema é apresentado na FIG.

4.2. A figura mostra a área em branco que corresponde ao domínio de estabilidade e o cír-

culo traçado, tendo como raio a menor distância do ponto nominal à fronteira de estabilidade.

Este raio corresponde, para o caso geral (mais de três parâmetros) aoraio da hiperesfera de

estabilidade, usada como principal medida de robustez em estabilidade. Em vermelho está

traçada a DSMAX, que é definida como a direção no espaço paramétrico em que as pertur-

bações causam mais efeito na saída do sistema do que perturbações em qualquer outra direção.

Em azul é mostrada a região do espaço paramétrico em que o sistema é instável.

Para este exemplo, o raio da hiperesfera de sensibilidade dosistema é igual a 14,05%. Este

resultado mostra a baixa robustez paramétrica em estabilidade apresentada pelo controlador
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FIG.4.2: Espaço paramétrico do sistema massa-mola de 8 estados contínuo com o controlador
LQG.

LQG. Além disso, como pode ser visto na FIG. 4.3, que mostra a resposta ao degrau, pequenas

variações nos parâmetros nominais causam grandes perturbações no desempenho temporal do

sistema. Para obter a FIG 4.3 foram traçadas as respostas ao degrau para 50 modelos cria-

dos aleatoriamente. Os parâmetros sensíveis são gerados com variações máximas de 12% em

cada parâmetro. É possível verificar que uma das respostas apresenta oscilações crescentes, ca-

racterizando um sistema instável. Considerando uma variação de aproximadamente 12% nos

valores aleatórios dos dois parâmetros sensíveis para gerar uma planta aleatória, o ponto no

espaço paramétrico estará fora da hiperesfera de estabilidade (R =
√

122 + 122 = 16,97, este

valor é maior do que o raio de 14,05% medido anteriormente, possibilitando a ocorrência de

um sistema instável).

Conclui-se que, para o sistema massa-mola apresentado, considerando as massasm1 e m4

como parâmetros sensíveis, o controlador LQG apresenta um fraco desempenho diante das

variações paramétricas e uma baixa robustez em estabilidade. Apesar disso, sabe-se que a

estrutura LQG apresenta um excelente desempenho quando os valores são nominais.

Outra forma de visualizar a robustez em desempenho e em estabilidade do sistema é

através do diagrama de sensibilidade dos pólos. O diagrama éobtido calculando os pólos do

sistema em malha fechada para variações dos parâmetros sobre raios determinados e traçando-

os no planos. Na FIG. 4.4 é apresentado o diagrama do sistema para variações paramétricas

sobre os círculos com raio de 1%, 7,5% e 15%. O traçado, no caso de dois parâmetros sen-

síveis, apresenta contornos fechados envolventes para cada nível de perturbação. Os diagramas
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FIG.4.3: Resposta ao degrau do sistema massa-mola contínuo com o controlador LQG.

de sensibilidade dos pólos apresentados neste trabalho, devido à simetria em relação ao eixo

real, mostram apenas a área correspondente a valores positivos do eixo imaginário.

FIG.4.4: Diagrama de sensibilidade dos pólos do sistema massa-mola contínuo com o
controlador LQG

Observa-se uma grande sensibilidade dos pólos, mesmo para variações de 1%. Como os

pólos nominais, em preto na figura, possuem um desempenho ótimo, o grande distanciamento
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dos pólos dos sistemas perturbados representam uma baixa robustez em desempenho. A pe-

quena robustez em estabilidade é visualizada observando-se os pólos dos sistemas perturbados

em 15% que atravessam para o semiplano direito do plano complexo (s) em determinadas

direções de perturbação.

4.1.2 CONTROLADOR ÓTIMO NO SISTEMA DISCRETO

Esta seção analisará o controlador LQG do sistema apresentado na seção 4.1, discretizado

com período de amostragem de 0,1s. Serão feitas as mesmas considerações sobre os parâme-

tros sensíveis e utilizados os mesmos valores do caso contínuo.

O vetor de realimentação de estados estimados obtido pela síntese LQR é:

KLQRd =

[

1,8461 2,2058 0,0203 1,6646 −0,0404 0,7697 −0,0487 0,8168
]

(4.3)

Na FIG. 4.5 pode-se verificar que o espaço paramétrico do sistema discreto é muito se-

melhante ao espaço paramétrico do sistema cotínuo e o raio dahiperesfera obtido foi 14,05%,

idêntico ao caso contínuo. Este fato mostra que o período de amostragem igual a 0,1s está

bem adaptado à dinâmica do sistema em malha fechada. Pode-sesupor que esta semelhença

desaparecerá quanto maior for o período.

FIG.4.5: Espaço paramétrico do sistema massa-mola com o controlador LQG.

A FIG. 4.6 apresenta a resposta ao degrau para o sistema discreto e contínuo (seção 4.1.1)

com o controlador LQG. Foi efetuado um ajuste na saída utilizando um ganho estático, de modo
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a tornar a resposta em estado estacionário dos dois sistemasiguais e facilitar a comparação das

curvas. Observa-se o mesmo comportamento da resposta para os dois sistemas.
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FIG.4.6: Resposta ao degrau do sistema massa-mola com os controlares LQG contínuo e
discreto.

O diagrama de sensibilidade dos pólos, na FIG. 4.7, também é semelhante ao diagrama

do sistema contínuo. Quando o período de amostragem tende para zero, o ponto (1,0) do

plano complexo z no domínio discreto é equivalente à origem do plano s complexo no domínio

contínuo. O círculo unitário no plano z é equivalente ao eixoimaginário do plano s. Como

o período de amostragem utilizado é muito pequeno em relaçãoàs frequências do sistema,

observa-se uma tendência para a equivalência descrita entre os planos z e s quando o período

de amostragem tende para zero.

4.1.3 CONTROLADOR ROBUSTECIDO NO SISTEMA DISCRETO

O controlador LQG para o sistema massa-mola não garante a estabilidade para variações,

nos parâmetros sensíveism1 e m4, em um raio maior do que 14,05% e variações nestes parâ-

metros causam uma grande perda de desempenho como visto na FIG. 4.3.

Será aplicada a técnica de robustecimento de controladoresdo método PRCBI, apresentada

na seção 3.8, ao sistema massa mola com um controlador LQG. O vetorβ de parâmetros livres

do controlador será o vetor de ganhos de realimentação dos estados estimados. O valor inicial

do vetorβ será o próprio vetorKLQRd
. Do ponto de vista do custo LQR, trata-se de um bom

ponto inicial para robustecer o controlador mantendo um bomdesempenho.

O vetor de ganhos de realimentação dos estados estimados foiobtido otimizando-se o
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FIG.4.7: Diagrama de sensibilidade dos pólos so sistema massa-mola discreto com o
controlador LQG.

critério PRCBI até o raio da hiperesfera ser maior do que 40%. O seu valor é:

KPRCBId =
[

0,3977 1,9566 −0,0100 0,0139 −0,0010 −0,3730 −0,0019 0,4068
]

(4.4)

Na FIG. 4.8 é apresentado o espaço paramétrico obtido utilizando o vetor da EQ. 4.4.

O raio da hiperesfera de estabilidade foi calulado utilizando os métodos doGRID e PRABI,

apresentado na seção 3.7, tendo sido obtidos os valores de 44,22% e 44,00%, respectivamente.

Um detalhe da FIG. 4.8 é ampliado na FIG. 4.9, permitindo visualizar a busca pela fronteira

da instabilidade. Pode-se notar a correção da direção de busca, devido aos pontos aleatórios

testados pelo método. Na primeira iteração a DSMAX calculada (em verde) está incorreta e

o ponto escolhido (em vermelho), entre os pontos aleatórios(em cíano), é uma melhor apro-

ximação. O erro na DSMAX calculada é causado por irregularidades na hipersuperfície do

traço deG−1
θ0

em função do espaço paramétrico, como apresentado na seção 3.6. O objetivo

aqui é perceber que a trajetória obtida pelo algoritmo de busca da DSMAX, desenvolvido neste

trabalho, se aproxima bastante do verdadeiro raio da hiperesfera, resultado este, que tem sido

o principal alvo do método de análise PRABI.

A FIG. 4.10 apresenta a resposta ao degrau do sistema com o controlador ótimo e robuste-

cido em estabilidade. Verifica-se que o desempenho do controlador robustecido é inferior,

embora o raio da hiperesfera de estabilidade seja 213% maior.

No diagrama de sensibilidade dos pólos, apresentado na FIG.4.11, verfica-se uma menor

sensibilidade às variações dos parâmetros. Na FIG. 4.7 que apresenta o mesmo diagrama para
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FIG.4.8: Espaço paramétrico do sistema massa-mola discreto com o controlador PRCBI.

FIG.4.9: Ampliação de parte da FIG. 4.8

o controlador LQG, as perturbações causam uma maior movimentação dos pólos. A pequena

movimentação caracteriza uma maior robustez em desempenhodo sistema. E a robustez em

estabilidade é caracterizada pela perturbação de 15%, com os pólos permanecendo no interior

do círculo unitário.
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FIG.4.10: Resposta ao degrau do sistema massa-mola discretocom os controladores LQG e
PRCBI.

FIG.4.11: Diagrama de sensibilidade dos pólos do sistema massa-mola discreto com o
controlador PRCBI.

4.1.4 CONTROLADOR ROBUSTECIDO NO SISTEMA CONTÍNUO

Aplicando a técnica de robustecimento ao sistema contínuo,foi obtido o vetor de ganhos

da realimentação dos estados estimados da EQ. 4.5.

KPRCBIc =

[

0,1071 1,3684 −0,0085 0,0483 −0,0011 −0,6043 −0,0022 −0,0316
]

(4.5)
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O espaço parametrico é apresentado na FIG. 4.12. O raio da hiperesfera de estabilidade

obtido pelo métodoGRID foi 42,45% e pelo método PRABI 42,31%. Este resultado é seme-

lhante ao resultado obtido para o caso discreto, apesar da mudança das regiões de establidade

do espaço paramétrico.

FIG.4.12: Espaço paramétrico do sistema massa-mola contínuo com o controlador PRCBI.

A resposta ao degrau do sistema com o controlador robustecido é apresentada na FIG.

4.13 junto com a resposta obtida com o controlador ótimo. O desempenho do controlador

robustecido é inferior ao desempenho do controlador ótimo,mas o aumento da robustez em

estabilidade obtido garante a estabilidade do sistema paramaiores perturbações dos parâmetros

sensíveis.

Foram obtidos 50 sistemas aleatórios perturbando os parâmetros sensíveis em até 12%

em torno dos seus valores nominais, e as repostas ao degrau são apresentadas na FIG. 4.14.

Os desempenhos dos sistemas perturbados são semelhantes aodesempenho do sistema nomi-

nal, mostrando uma melhora na robustez paramétrica em desempenho em relação às respostas

obtidas com o controlador LQG.

Na FIG. 4.15 é apresentado o diagrama de sensibilidade dos pólos do sistema. Verifica-

se que não há grandes variações nas posições dos pólos. Comparando com o controlador

LQG, o controlador PRCBI apresentou menores variações nos pólos, caracterizando uma me-

lhor robustez paramétrica em desempenho e para todas as perturbações aplicadas o sistema

permaneceu estável, caracterizando a melhora na robustez paramétrica em estabilidade.
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FIG.4.13: Resposta ao degrau do sistema massa-mola contínuocom os controladores LQG e
PRCBI.
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FIG.4.14: Resposta ao degrau do sistema massa-mola discretocom o controlador PRCBI.

4.2 SÍNTESE DE UM CONTROLADOR ROBUSTO PARA O MODELO DE UM MÍSSIL

AR-AR

Nesta seção será aplicada a técnica de robustecimento de controladores no modelo de um

míssil ar-ar. O sinal de controle atuará no ângulo do profundor para controlar os movimentos

de arfagem em torno do seu centro de gravidade. O diagrama físico do míssil é apresentado na
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FIG.4.15: Diagrama de sensibilidade dos pólos do sistema massa-mola contínuo com o
controlador PRCBI.

FIG. 4.16.

FIG.4.16: Diagrama físico do míssil ar-ar.

Uma descrição não-linear da dinâmica do míssil e do atuador no plano longitudinal7 é

apresentada na EQ. 4.6 (REICHERT, 1992; NICHOLS et al., 1993).

7Supõe-se verdadeiro o desacoplamento dos eixos de rumo e de rolagem.
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(4.6)

onde:

Zα = KαM cosα
[

anα
2 + bn|α| + cn(2− M/3)

]

Zδ = KαMdn cosα

Mα = KqM2
[

amα
2 + bm|α| + cm(−7+ 8M/3)

]

Mδ = KqM2dm

Nα = KzM2
[

anα
2 + bn|α| + cn(2− M/3)

]

Nδ = KzM2dn ,

(4.7)

e os estadosα(t), q(t), δ(t) e δ̇(t) correspondem respectivamente ao ângulo de ataque (em◦), a

velocidade angular em arfagem (em◦/s), o ângulo do profundor (em◦) e sua derivada (em◦/s).

A aceleração verticalη(t) (em g) e a velocidade angular em arfagem são as medidas, enquanto

queδc(t) representa o ângulo comandado (em◦).

Para as simulações não estacionárias a velocidade variável, a trajetória do número de Mach

M(t) no tempo é gerada pela EQ. 4.8.

Ṁ =
1
vs

[

−|η|gsin(|α|) + AxM
2 cos(α)

]

(4.8)

que dá um perfil de velocidade bastante realista.

O modelo não-linear da EQ. 4.6 representa um míssil que voa a uma altitude de 20000

pés. Deve-se observar que ele é completamente caracterizado pela variável exógenaM(t) e pelo

ângulo de ataqueα(t), que é responsável pela não linearidade. Esse modelo é também simétrico

em relação aα = 0. As descrições e os valores numéricos das constantes são fornecidas abaixo:
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Kα = 0,7P0
180S
πmvs

Kq = 0,7P0
180S d
πIy

Kz = 0,7P0
S

mg

Ax = 0,7P0
SCa

m

P0 = 973,3 lbs/ft2 - pressão estática à 20 000 pés

S = 0,44 ft2 - superfície de referência

m = 13,98 slugs - massa

vs = 1036,4 ft/s - velocidade do som a 20 000 pés

d = 0,75 ft - diâmetro

Iy = 182,5 slug.ft2 - momento de inércia em arfagem

Ca = −0,3 - coeficiente de arrasto

ζ = 0,7 - fator de amortecimento do atuador

ωa = 150 rad/s - freqüência natural não-amortecida do atuador

g = 32,2 ft/s2 - aceleração da gravidade

an = 0,000103 grau−3 am = 0,000215 grau−3

bn = −0,00945 grau−2 bm = −0,0195 grau−2

cn = −0,1696 grau−1 cm = 0,051 grau−1

dn = −0,034 grau−1 dm = −0,206 grau−1

Para a linearização do modelo do sistema em torno de um ponto de equilíbrio dado:

x0 = [α0, q0, δ0, δ̇0]T ,

u0 = δc0 = δ0 ,

desenvolvem-se as equações não-lineares da EQ. 4.6 em séries de Taylor:

α̇ = f (α,q, δ,M) = αZα + δZδ + q , (4.9)

q̇ = g(α, δ,M) = αMα + δMδ , (4.10)

η = h(α, δ,M) = αNα + δNδ , (4.11)

Desprezando-se os termos de ordem maior ou igual a 2 e considerando que ˙q0 = 0 e, por

conseguinte, que8:

δ0 =
−1
dm

[

amα
3
0 + sign(α0)bmα

2
0 + cm(−7+ 8M/3)α0

]

, (4.12)

8Note queδ0 é uma função deα0 e deM e seu valor é obtido a partir da EQ. 4.10 considerando-se a condição

de regime permanente, ˙q0 = 0.
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obtém-se a representação de estado linear:

ẋδ =





A11 1 A13 0

A21 0 A23 0

0 0 0 1

0 0 −ω2
a −2ζωa





xδ +





0

0

0

ω2
a





δc

yδ =





C11 0 C13 0

0 1 0 0




xδ .

(4.13)

Nesse modelo, as novas variáveis,xδ eyδ, traduzem variações relativas:

xδ =





α − α0

q− q0

δ − δ0
δ̇ − δ̇0





= x− x0 , yδ =





η − η0

q− q0




= y− y0 ,

e os elementos das matrizes são unicamente determinados porα0 e M:

A11 =

[

∂f
∂α

]

x0,u0

= KαM cosα0

[

3anα
2
0 + 2bn|α0| + cn(2− M/3)

]

−

KαM
π

180
sinα0

[

anα
3
0 + sign(α0)bnα

2
0 + cn(2− M/3)α0

]

+

KαM
π

180
sinα0

dn

dm

[

amα
3
0 + sign(α0)bmα

2
0 + cm(−7+ 8M/3)α0

]

,

A13 =

[

∂f
∂δ

]

x0,u0

= KαMdn cosα0 ,

A21 =

[

∂g
∂α

]

x0,u0

= KqM2
[

3amα
2
0 + 2bm|α0| + cm(−7+ 8M/3)

]

,

A23 =

[

∂g
∂δ

]

x0,u0

= KqM2dm ,

C11 =

[

∂h
∂α

]

x0,u0

= KzM
2
[

3anα
2
0 + 2bn|α0| + cn(2− M/3)

]

,

C13 =

[

∂h
∂δ

]

x0,u0

= KzM
2dn .

Serão considerados os valoresM = 2 eα0 = 15◦.

4.2.1 CONTROLADOR ÓTIMO

Será calculado e analisado um controlador LQG para o míssil com o objetivo de ser refe-

rência em relação ao desempenho e fornecer um ponto de partida para a síntese do controlador

76



robusto à variações paramétricas. Como parâmetros sensíveis do modelo, serão definidos a

pressão estáticaP0 e o número de MachM por serem parâmetros normalmente sujeitos a va-

riações.

O ganho ótimo, calculado pela síntese LQR para o modelo nominal, é apresentado na EQ.

4.14.

KLQR =

[

9,6539 −0,2293 4,2181 0,9909
]

(4.14)

O espaço paramétrico do sistema, apresentado na FIG. 4.17, evidencia a grande sensibi-

lidade do sistema aos parâmetros escolhidos. A FIG. 4.18 exibe um detalhe da FIG. 4.17,

evidenciando a hiperesfera de sensibilidade. O raio da hiperesfera de estabilidade foi calculado

em 1,27%.

FIG.4.17: Espaço paramétrico do míssil ar-ar com o controlador LQG.

A FIG. 4.19 apresenta a resposta ao impulso para o sistema nominal e para 50 sistemas com

variações aleatórias nos parâmetros sensíveis, considerando variações máximas de 1,5% em

torno dos seus valores nominais. Nota-se na resposta uma pequena robustez em desempenho

do sistema, além da presença de sistemas instáveis pois o limite das variações é superior ao

raio da hiperesfera de estabilidade.

Devido o sistema possuir um pólo real negativo e muito afastado, com módulo muito maior

do que os outros pólos, o diagrama de sensibilidade não permite avaliar a sensibilidade de todos

os pólos em um mesmo gráfico. A FIG. 4.20 mostra o diagrama com todos os pólos e a FIG.

4.21 mostra um detalhe contendo o pólo que torna o sistema instável com perturbações de 2%,
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FIG.4.18: Detalhe da FIG. 4.17.
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FIG.4.19: Resposta ao degrau para variações aleatórias limitadas a 1,5% com o controlador
LQG.

o que caracteriza uma pequena robustez paramétrica em estabilidade. Verifica-se também no

gráfico uma grande sensibilidade dos pólos, pois os mesmos semovimentam com pequenas

perturbações de 0,5%.
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FIG.4.20: Diagrama de sensibilidade dos pólos do míssil ar-ar com o controlador LQG.

FIG.4.21: Detalhe do diagrama de sensibilidade dos pólos domíssil ar-ar com o controlador
LQG.
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4.2.2 CONTROLADOR ROBUSTO

Como visto na seção 4.2.1, o míssil ar-ar com o controlador LQGé um sistema muito

pouco robusto às variações paramétricas analisadas. ComoP0 e M são parâmetros sensíveis, o

controlador LQG não é aplicável e torna-se necessário sintetizar um controlador robusto para

o sistema.

O modelo do sistema, apresentado na seção 4.2, possui duas saídas. A síntese estudada

neste trabalho não apresenta nenhuma limitação quanto à dimensão do sistema e é aplicada

normalmente neste exemplo. O vetor de ganhos de realimentação dos estados estimados obtido

é apresentado na EQ. 4.15.

KPRCBI =

[

9,9242 −18,3935 3,2232 0,1914
]

(4.15)

O espaço paramétrico do sistema robustecido, apresentado na FIG. 4.22, mostra uma me-

lhora significativa da robustez paramétrica em estabilidade. O raio da hiperesfera de estabili-

dade obtido foi de 18,23%, 1335% maior do que o raio obtido para o controlador LQG.

FIG.4.22: Espaço paramétrico do míssil ar-ar com o controlador PRCBI.

Variando os parâmetros sensíveis em até 1,5% de seus valores nominais, como feito na

FIG. 4.19, a FIG. 4.23 mostra uma melhora significativa da robustez em desempenho do sis-

tema. Os sistemas perturbados apresentam um comportamentomuito semelhante ao sistema

nominal.
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FIG.4.23: Resposta ao degrau para variações aleatórias limitadas a 1,5% no míssil ar-ar com o
controlador PRCBI.

Na FIG. 4.24 o diagrama de sensibilidade do sistema robustecido também apresenta um

pólo real muito maior do que os outros pólos. Então é mostradona FIG. 4.25 um detalhe

do pólo que tornava o sistema instável utilizando o controlador LQG. Comparando com o

diagrama da FIG. 4.21 pode-se verificar a melhora da robustezem desempenho e estabilidade.

Na FIG. 4.26 é apresentado um detalhe de um dos dois pólos complexos conjugados que tornam

o sistema instável com o controlador robusto, para perturbações nos parâmetros sensíveis de

20%. Neste diagrama são feitas perturbações de 5%, 10%, 15% e20%.
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FIG.4.24: Diagrama de sensibilidade dos pólos do míssil ar-ar com o controlador PRCBI.

FIG.4.25: Detalhe da FIG. 4.24.
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FIG.4.26: Detalhe do diagrama de sensibilidade dos pólos domíssil ar-ar com o controlador
PRCBI para perturbações maiores.

4.3 SÍNTESE DE CONTROLADOR ROBUSTO PARA UM HELICÓPTERO DE PE-

QUENA ESCALA EM VÔO PAIRADO

Nesta seção, a técnica de robustecimento de controladores será aplicada ao modelo de

um helicóptero de pequena escala, utilizando os parâmetrosdo helimodelo Yamaha R-50 na

condição de vôo pairado. O modelo utilizado com 13 estados e 4entradas é apresentado na

EQ. 4.16 (METTLER, 2003).

FIG.4.27: Helicóptero Yamaha R-50.
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0 Yv 0 0 g 0 0 Yb 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0Alat Blat 0 0 0 0 Dlat

0 0 0 0 0 0Alon Blon 0 0 0 Clon 0

0 Yped 0 0 0 0 0 0 0 Nped 0 0 0

0 0 0 Mcol 0 0 0 0 Zcol Ncol 0 0 0





T 



δlat

δlon

δped

δcol





(4.16)

onde os estados representam:

• u, v ew: velocidades nas coordenadas da fuselagem;

• p, q e r: taxas angulares de rolagem, arfagem e guinada;

• φ e θ: ângulos de atitude de rolagem e arfagem;

• a, b (c, d): ângulos de batimento longitudinal e lateral do rotor principal (barra estabi-

lizadora);

• rb f : estado adicional usado para o sistema de amortecimento da guinada.

As entradas do modelo são descritas abaixo (SILVEIRA, 2006):

• δlat: variação no cíclico lateral (ulat). Comanda o plano de rotação do rotor principal

lateralmente, em torno do eixo longitudinal (rolagem);

• δlon: variação no cíclico longitudinal (ulon). Comanda o plano de ação do rotor principal

longitudinalmente, em torno do eixo lateral (arfagem);
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• δped: variação no pedal ou coletivo do rotor de cauda (uped). Varia o ângulo das pás do

rotor de cauda e controla o movimento em torno do eixo vertical (guinada);

• δcol: variação no passo coletivo (ucol). Varia o ângulo das pás do rotor principal e

relaciona-se à potência consumida pelo rotor e à força de sustentação.

As saídas escolhidas foram as taxas angulares de rolagem, arfagem e guinada:p, q e r. O

modelo parte das equações básicas de um corpo rígido e é incrementado com uma dinâmica

adicional, visando obter modelos mais precisos. A dinâmicaadicional considera os acoplamen-

tos do rotor principal e fuselagem, rotor principal e barra estabilizadora e também um sistema

de amortecimento de guinada. Os detalhes da modelagem e o significado de cada parâmetro

são apresentados em METTLER (2003). A TAB. 4.3 apresenta os parâmetros identificados

em METTLER et al. (2002) para a condição de vôo pairado, bem como duas métricas estatís-

ticas que quantificam a qualidade da identificação: o percentual de Cramer-Rao (CR%) e a

insensibilidade (Insens.%).

A escolha dos parâmetros sensíveis, sendo que o controladordeverá ser robusto a suas va-

riações, foi feita com base nos valores das métricas estatísticas apresentados na TAB 4.3. Serão

projetados dois controladores robustos. O primeiro será robusto a variações em dois parâme-

tros, de maneira a permitir a visualização do espaço paramétrico. Em seguida será projetado

um controlador robusto a variações em cinco parâmetros, coma finalidade de demonstrar que

a técnica é aplicável em casos onde haja mais do que dois parâmetros sensíveis.

4.3.1 CONTROLADOR LQG

De acordo com a TAB. 4.3, os cinco parâmetros que apresentam a menor insensibilidade

sãoMa, Lb, Bd, Ac eτs, ondeMa eLb são derivadas de batimento representando os momentos do

rotor, Bd e Ac são constantes relacionadas aos movimentos de batimento lateral e longitudinal

da barra estabilizadora eτs é a constante de tempo da barra estabilizadora. Como o sistema

é muito sensível às variações nestes parâmetros, que os tornam fáceis de identificar, espera-se

que um controlador LQG seja pouco robusto às suas variações.
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TAB.4.3: Parâmetros identificados em vôo pairado - Yamaha R-50.

Parâmetro Valor CR% Insens.%

τ f 0,04631 10,87 1,64
hcg -0,4109 6,249 1,775
τs -0,3415 7,346 0,8280
Xu -0,05046 62,25 29,60

Xθ,Xa -32,20 limitado a g
Yv -0,1539 22,92 10,90

Yφ,Yb 32,20 limitado a g
Lu -0,1437 12,30 3,071
Lv 0,1432 19,49 6,541
Lw — — —
Lb 166,1 1,865 0,5996
Mu -0,05611 20,19 5,626
Mv -0,05850 14,49 4,230
Mw — — —
Ma 82,57 6,283 0,5918
Ba 0,3681 10,48 1,125
Bd 0,7103 4,110 0,7824
Ab -0,1892 11,67 4,469
Ac 0,6439 9,486 0,8188
Zb -131,2 2,765 1,619
Za -9,748 19,86 8,256
Zw -0,6141 10,50 4,465
Zr 0,9303 8,151 2,754
Np -3,525 14,22 3,664
Nv 0,03013 32,51 9,082
Nw 0,08568 14,14 5,091
Nr -4,129 9,708 2,785

Nr f b -33,07 Nr f b = Nped

Kr 2,163 4,417 1,736
Kr f b -8,258 Kr f b = 2Nr

Blat 0,1398 7,060 1,612
Blon 0,01380 13,35 4,214
Alat 0,03127 7,886 2,064
Alon -0,1004 9,205 1,175
Zcol -45,84 4,315 1,1839
Mcol — — —
Ncol -3,329 10,63 3,667
Nped 33,07 5,453 1,916
Dlat 0,2731 12,24 1,858
Clon -0,2587 10,73 1,622
Yped — — —
τped 0,09910 13,21 6,086
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A matriz de ganhos de realimentação dos estados estimados obtida pela técnica LQR para

o sistema nominal é apresentada na EQ. 4.17.

KLQR =





−0,0360 0,9850 0,0008 0,0048

0,9540 0,0340 0,0018 −0,0781

1,0110 −0,0714 −0,0765 −0,1286

−0,0086 −1,0974 −0,0011 −0,0061

9,4425 0,3581 −0,0073 −0,8256

0,2639 −10,4189 −0,0072 −0,0403

1,3755 −4,5211 −0,0025 0,1909

6,4530 0,3035 −0,1041 1,1846

−0,0814 0,0015 −0,0255 −0,9829

−0,0097 −0,0008 0,8475 −0,0500

0,0218 0,0003 −0,5046 −0,0028

0,5506 −4,4512 0,0008 0,0060

3,8918 0,8258 −0,0041 0,0731





T

(4.17)

4.3.1.1 CASO DE 2 PARÂMETROS SENSÍVEIS

Na FIG. 4.28 o espaço paramétrico do sistema, utilizando um controlador LQG e con-

siderando apenasMa e Lb como parâmetros sensíveis, confirma a baixa robustez do sistema à

variações paramétricas. O raio da hiperesfera obtido foi de2,59%.

As FIGs. 4.29, 4.30, 4.31 e 4.32 apresentam as respostas ao impulso para os 50 sistemas

aleatórios, variando em 3,00% do valor nominal os parâmetrosMa e Lb. Como as perturbação

são maiores do que o raio da hiperesfera, pode-se verificar a resposta de sistemas instáveis.

Outra observação é a degradação do desempenho dos sistemas perturbados em relação ao sis-

tema nominal.
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FIG.4.28: Espaço paramétrico do helicóptero com o controlador LQG eMa e Lb como
parâmetros sensíveis.
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FIG.4.29: Resposta ao impulso na entradaδlat para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador LQG e perturbações nos parâmetrosMa e Lb.
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FIG.4.30: Resposta ao impulso na entradaδlon para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador LQG e perturbações nos parâmetrosMa e Lb.
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FIG.4.31: Resposta ao impulso na entradaδped para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador LQG e perturbações nos parâmetrosMa e Lb.
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FIG.4.32: Resposta ao impulso na entradaδcol para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador LQG e perturbações nos parâmetrosMa e Lb.

O diagrama de sensibilidade dos pólos do sistema é apresentado na FIG. 4.33 e um detalhe

dos pólos mais próximos do eixo imaginário é apresentado na FIG. 4.34. Para perturbações de

1,00% e 2,50% o sistema se mantém estável, embora a sensibilidade dos pólos seja grande.

Para a perturbação de 5,00%, maior do que o raio da hiperesfera, o sistema torna-se instável.

A baixa robustez em desempenho, como apresentado na resposta ao impulso dos sistemas

perturbados, e a baixa robustez em estabilidade, evidente no diagrama de sensibilidade dos

pólos, torna necessário o robustecimento do controlador.
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FIG.4.33: Diagrama de sensibilidade dos pólos do helicóptero com o controlador LQG com
perturbações emMa e Lb.

FIG.4.34: Detalhe do diagrama da FIG. 4.33.

4.3.1.2 CASO DE 5 PARÂMETROS SENSÍVEIS

Admitindo 5 parâmetros sensíveis no sistema, o espaço paramétrico não pode mais ser

visualizado. A visualização do espaço paramétrico permitiria verificar se o ponto instável

encontrado pelo algorítmo de cálculo do raio da hiperesferaé realmente o ponto instável mais
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próximo do ponto nominal. O método doGRID, apresentado na seção 3.5, foi utilizado até

agora para ilustrar as regiões estáveis e instáveis do espaço paramétrico e servir de referência

para verificar se o raio da hiperesfera de estabilidade calculado com a técnica PRABI está

coerente.

No caso de 5 parâmetros sensíveis, o uso do métodoGRID torna-se inviável para obter o

raio da hiperesfera devido ao tempo de processamento necessário para obter uma boa precisão.

Será então utilizado o método que testa a estabilidade de pontos no espaço paramétrico com

raios fixos, apresentado na seção 3.5, até obter o valor do raio da hiperesfera com a precisão

desejada.

O valor obtido para o raio da hiperesfera de estabilidade, com o controlador LQG e va-

riando os cinco parâmetros (Ma, Lb, Bd, Ac e τs), utilizando a técnica PRABI foi de 2,23%.

Utilizando o método dos raios fixos, o valor obtido foi de 2,27%.

As respostas ao impulso para 50 sistemas aleatórios, obtidos variando os 5 parâmetros

sensíveis até o limite de 3%, são apresentadas nas FIGs. 4.35, 4.36, 4.37, 4.38. Pode-se veri-

ficar a baixa robustez paramétrica em desempenho e estabilidade, com respostas apresentando

oscilações crescentes e com comportamento mais oscilatório do que o sistema nominal.
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FIG.4.35: Resposta ao impulso na entradaδlat para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador LQG e perturbações nos parâmetrosMa, Lb, Bd, Ac eτs.
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FIG.4.36: Resposta ao impulso na entradaδlon para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador LQG e perturbações nos parâmetrosMa, Lb, Bd, Ac eτs.
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FIG.4.37: Resposta ao impulso na entradaδped para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador LQG e perturbações nos parâmetrosMa, Lb, Bd, Ac eτs.
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FIG.4.38: Resposta ao impulso na entradaδcol para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador LQG e perturbações nos parâmetrosMa, Lb, Bd, Ac eτs.

Na FIG. 4.39 é apresentado o diagrama de sensibilidade dos pólos do sistema utilizando

o controlador LQG, e na FIG. 4.40 um detalhe próximo ao eixo imaginário. Este diagrama

foi obtido perturbando-se os 5 parâmetros sensíveis em raios fixos no espaço paramétrico.

Comparando com o diagrama da FIG. 4.33, percebe-se uma dispersão maior dos pólos quando

são perturbados 5 parâmetros, caracterizando uma pior robustez em desempenho.
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FIG.4.39: Diagrama de sensibilidade dos pólos do helicóptero com o controlador LQG com
perturbações emMa, Lb, Bd, Ac eτs.

FIG.4.40: Detalhe da FIG. 4.40.

4.3.2 ROBUSTECIMENTO DO CONTROLADOR LQG COM 2 PARÂMETROS SEN-

SÍVEIS

Nesta seção será tratado o caso de dois parâmetros sensíveisda planta, Ma e Lb.

Aplicando-se a técnica proposta, será obtido um controlador com características de boa ro-
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bustez paramétrica em desempenho e estabilidade.

A matriz de ganhos de realimentação dos estados estimados obtida com a técnica proposta

é apresentada na EQ. 4.18.

KPRCBI2 =





−0.0380 0.0179 0.0008 0.0048

−0.0521 0.0330 0.0017 −0.0872

1.6104 −0.0749 −0.0621 −0.0898

−0.0086 −1.8705 −0.0011 −0.0060

11.1278 0.3618 −0.0073 −0.9410

0.2667 −5.0849 −0.0072 −0.0406

1.3161 −2.5918 −0.0026 0.1725

9.9661 0.3074 −0.1112 0.7288

−0.0875 0.0015 −0.0231 −1.2798

−0.0096 −0.0008 1.9723 −0.0459

0.0219 0.0003 −0.7215 −0.0028

0.5587 −5.6488 0.0008 0.0060

4.4303 0.8054 −0.0041 0.0735





T

(4.18)

O espaço paramétrico do sistema com o controlador robustecido para perturbações em dois

parâmetros é apresentado na FIG. 4.41. O novo raio da hiperesfera de estabilidade obtido foi

41,10% que representa um aumento de 1487% em relação ao raio da hiperesfera de estabili-

dade do controlador LQG.
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FIG.4.41: Espaço paramétrico do helicóptero com o controlador PRCBI eMa e Lb como
parâmetros sensíveis.

Variando os parâmetros em até 3%, em torno de seus valores nominais, foram obtidos 50

sistemas aleatórios. As FIGs. 4.42, 4.43, 4.44 e 4.45 mostram a resposta ao degrau para estes

sistemas. Verifica-se uma maior robustez em desempenho utilizando o controlador robustecido,

em comparação com a resposta dos sistemas aleatórios com o controlador LQG. Para a entrada

δlon houve uma degradação maior no desempenho em relação às outras entradas, mas ainda

assim muito menor do que a degradação observada com o controlador LQG. Para as outras

entradas o comportamento dos sistemas perturbados é muito próximo do comportamento do

sistema nominal.
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FIG.4.42: Resposta ao impulso na entradaδlat para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador PRCBI e perturbações nos parâmetrosMa e Lb.
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FIG.4.43: Resposta ao impulso na entradaδlon para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador PRCBI e perturbações nos parâmetrosMa e Lb.
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FIG.4.44: Resposta ao impulso na entradaδped para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador PRCBI e perturbações nos parâmetrosMa e Lb.
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FIG.4.45: Resposta ao impulso na entradaδcol para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador PRCBI e perturbações nos parâmetrosMa e Lb.

O diagrama de sensibilidade dos pólos para o sistema robustecido à variações em dois pa-

râmetros é apresentado na FIG. 4.46 e um detalhe próximo ao eixo imaginário na FIG. 4.47.
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No diagrama pode-se verificar que a posição dos pólos sofre pouca variação, em compara-

ção com o diagrama do sistema com o controlador LQG apresentado na FIG. 4.39. A menor

sensibilidade dos pólos caracteriza uma maior robustez paramétrica em desempenho.

FIG.4.46: Diagrama de sensibilidade dos pólos do helicóptero com o controlador PRCBI com
perturbações emMa e Lb.

FIG.4.47: Detalhe da FIG. 4.40.
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4.3.3 ROBUSTECIMENTO DO CONTROLADOR LQG COM 5 PARÂMETROS SEN-

SÍVEIS

A matriz de ganhos de realimentação dos estados estimados obtida aplicando a técnica

proposta no sistema com 5 parâmetros sensíveis (Ma, Lb, Bd, Ac e τs) é apresentada na EQ.

4.19.

KPRCBI5 =





−0.0368 0.0099 0.0008 0.0046

−0.0401 0.0267 0.0015 −0.1073

1.5456 −0.0770 −0.0817 −0.0862

−0.0086 −2.0766 −0.0012 −0.0060

6.6484 0.3521 −0.0073 −0.9569

0.2630 −10.3750 −0.0071 −0.0405

1.1989 −2.6579 −0.0026 0.1671

4.5895 0.2899 −0.1027 0.6554

−0.0698 0.0015 −0.0210 −0.5938

−0.0096 −0.0008 0.2968 −0.0459

0.0214 0.0003 0.0430 −0.0028

0.6822 −3.9952 0.0008 0.0060

6.3068 0.7871 −0.0041 0.0738





T

(4.19)

O raio da hiperesfera de estabilidade obtido utilizando a técnica PRABI foi de 32,74% e

pelo método dos raios fixos foi de 36,56%, que representa um aumento de 1368% em relação

ao controlador LQG. Por ter encontrado um ponto instável comuma perturbação menor, o

método PRABI foi mais preciso no cálculo do raio da hiperesfera.

Perturbando os parâmetros sensíveis de forma aleatória atéo limite de 3% em torno de

seus valores nominais, foram obtidos 50 modelos cujas respostas ao impulso encontram-se

nas FIGs. 4.48, 4.49, 4.50 e 4.51. Para a entradaδlon, a saída referente à taxa ângular de

guinada apresentou uma maior deterioração no desempenho quando os parâmetros sensíveis

foram perturbados, embora muito menor do que a deterioraçãono desempenho ocorrida com

o controlador LQG. Todas as saídas apresentam melhoras na robustez em desempenho, se

comparadas às respostas utilizando o controlador LQG, paratodas as entradas.
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FIG.4.48: Resposta ao impulso na entradaδlat para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador PRCBI e perturbações nos parâmetrosMa, Lb, Bd, Ac eτs.
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FIG.4.49: Resposta ao impulso na entradaδlon para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador PRCBI e perturbações nos parâmetrosMa, Lb, Bd, Ac eτs.
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FIG.4.50: Resposta ao impulso na entradaδped para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador PRCBI e perturbações nos parâmetrosMa, Lb, Bd, Ac eτs.
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FIG.4.51: Resposta ao impulso na entradaδcol para 50 sistemas aleatórios do helicóptero com
o controlador PRCBI e perturbações nos parâmetrosMa, Lb, Bd, Ac eτs.

O diagrama de sensibilidade dos pólos do sistema é apresentado na FIG. 4.52, e um de-

talhe próximo ao eixo imaginário é mostrado na FIG. 4.53. Comparando com o diagrama
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da FIG. 4.39, obtido com o controlador LQG, verifica-se uma menor sensibilidade dos pólos

carecterizando a melhor robustez do sistema às variações paramétricas.

FIG.4.52: Diagrama de sensibilidade dos pólos do helicóptero com o controlador PRCBI com
perturbações emMa, Lb, Bd, Ac eτs.

FIG.4.53: Detalhe da FIG. 4.40.
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4.3.4 COMPARAÇÃO QUANTITATIVA DA ROBUSTEZ PARAMÉTRICA EM DESEM-

PENHO

Para obter uma medida quantitativa da robustez paramétricaem desempenho9 será uti-

lizado o custo do Regulador Quadrático Linear, apresentado na EQ. 4.20, com as matrizes de

ponderação iguais a identidade.

JLQR =

∫ ∞

0
(xTQ1x + uTQ2u)dt (4.20)

Como o interesse é verificar o desempenho diante das perturbações paramétricas, serão

gerados em cada modelo sistemas aleatórios obtidos de perturbações dos parâmetros sensíveis

dentro de uma hiperesfera no espaço paramétrico menor do quea hiperesfera de estabilidade

do controlador LQG. Então será calculado o custo LQR médio dos sistemas aleatórios e o

custo LQR do sistema nominal. Será usada diferença percentual entre eles para obter o valor

do custo de robustez paramétrica em desempenhoJrpd. Por não ser possível implementar com-

putacionalmente as integrais até o tempo infinito, será definido um valor limite para o tempo de

simulação no qual todos os estados sejam nulos. Uma condiçãoinicial para cada modelo será

gerada aplicando um degrau em todas as entradas do sistema emmalha aberta e recuperando

os estados em um instante posterior adequado para cada modelo. Os resultados obtidos são

apresentados na TAB. 4.4.

TAB.4.4: Custos de robustez paramétrica em desempenho.

Modelo Controlador Sistemas Raio Hiperes- Limite de Custo
Aleatórios fera LQG (%) Pertubação (%)

Massa-Mola LQG 1000 14,05 9 1,059
Massa-Mola PRCBI 1000 14,05 9 0,226
Míssil Ar-Ar LQG 500 1,27 0,8 7,272
Míssil Ar-Ar PRCBI 500 1,27 0,8 0,362
Helicóptero 2 LQG 500 2,59 1,8 3,448
Helicóptero 2 PRCBI 500 2,59 1,8 0,071
Helicóptero 5 LQG 300 2,23 0,9 1,576
Helicóptero 5 PRCBI 300 2,23 0,9 0,034

A tabela 4.4 mostra o custo de robustez paramétrica em desempenho obtida com os con-

troladores ótimos (LQG) e com os controladores robustecidos utilizando as técnicas estudadas

neste trabalho (PRCBI). Em todos os sistemas a redução do custo de robustez em desempenho

9A robutez paramétrica em desempenho medida nesta seção se refere à capacidade do sistema manter o de-

sempenho obtido com os parâmetros nominais quando estes sãopertubados.
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obtida com o controlador PRCBI, em relação ao controlador LQG, foi superior a 75%. Esta

análise mostra que os controladores calculados com as técnicas apresentadas neste trabalho,

além de possuírem boa robustez paramétrica em estabilidade, como mostrado nas seções ante-

riores, possuem boa robustez paramétrica em desempenho.
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS E CONCLUSÃO

O estudo conduzido neste trabalho sobre controle robusto paramétrico mostrou que po-

dem ser obtidos controladores robustos com boas características de desempenho utilizando

as técnicas PRCBI e PRABI. Discutiu-se também a eficiência da técnica PRABI na determi-

nação do raio da hiperesfera de estabilidade. Considerou-seque as plantas a serem controladas

pudessem ser representadas por sistemas estocásticos lineares invariantes no tempo, podendo

ser multivariáveis e com vários parâmetros sensíveis.

O foco principal do trabalho foi o estudo, aplicação e aperfeiçoamento das técnicas PRCBI

e PRABI. O estudo iniciou-se com a abordagem tradicional discreta e em seguida foi estudada

a nova abordagem contínua. As aplicações escolhidas e apresentadas permitiram identificar

limitações ao perceber resultados diferentes dos esperados. A partir da análise das causas de

alguns resultados incoerentes, foi possível aperfeiçoar as técnicas, eliminando ou minimizando

os erros observados.

Conclui-se também que a implementação computacional exige cuidados principalmente

na solução das equações de Sylvester e Lyapunov (LU, 1986; BRYSON & HO, 1975; PENZL,

1996), na garantia da convergência dos filtros de Kalman e na determinação dos parâmetros dos

algoritmos. Além disso, o robustecimento dos controladores necessita de otimização numérica

que tem seu resultado afetado por vários parâmetros. Foram testados durante as aplicações

os métodos de otimização de Powell aperfeiçoado (BAZARAA & SHETTY, 1993), simplex

(LAGARIAS et al., 1998) e algoritmos genéticos (CONN et al., 1991; GOLDBERG, 1989).

As otimizações necessárias nas aplicações apresentadas neste trabalho utilizaram o método de

Powell aperfeiçoado. Ele apresentou a melhor relação entreo tempo de processamento e os

resultados obtidos, embora não tenha sido feita uma comparação criteriosa entre os diversos

métodos, pois fugiria dos objetivos desta dissertação.

As aplicações tiveram como objetivo, além de identificar limitações nas técnicas já esta-

belecidas, testar os aperfeiçoamentos propostos e a eficácia em obter controladores robustos e

com bom desempenho. Procurou-se selecionar modelos que ilustrassem com clareza os resul-

tados a serem obtidos, tanto em modelos monovariáveis quanto em multivariáveis.

A primeira aplicação, utilizando o modelo de um sistema massa-mola de 8 estados,

mostrou que tanto a abordagem discreta quanto a contínua permitem obter controladores que

melhoram a robustez paramétrica em estabilidade e em desempenho, quando comparado com o
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controlador LQG aplicado a sistemas com características bem flexíveis como é o massa-mola.

Nesta aplicação foi verificado que a abordagem contínua obtém resultados muito semelhantes

à abordagem discreta quando o período de amostragem utilizado é bem adaptado à dinâmica

da planta. Não foram testados outros períodos de amostragem. A pequena diferença entre os

resultados tem explicação no processo de otimização numérica, onde foram utilizados parâme-

tros apropriados para cada caso.

O modelo linearizado de um míssil ar-ar foi utilizado na segunda aplicação. Apesar de pos-

suir uma dinâmica mais simples do que o sistema massa-mola, osistema possui duas saídas.

Para o controlador LQG aplicado neste exemplo obteve-se um raio da hiperesfera de estabi-

lidade muito pequeno, caracterizando uma grande sensibilidade do sistema às variações dos

parâmetros incertos e tornando este controlador inviável para uma aplicação prática. O contro-

lador robusto obtido pelo método PRCBI aumentou o raio da hiperesfera de estabilidade em

1335% e, embora a resposta tenha ficado um pouco mais oscilatória, o tempo de acomodação

foi reduzido.

O modelo do helicóptero de pequena escala em vôo pairado utilizado na terceira aplicação

apresentou uma dinâmica mais complexa do que a dos modelos utilizados nas aplicações ante-

riores e permitiu aplicar as técnicas em um sistema MIMO com quatro entradas e três saídas.

Ficou claro neste exemplo a forte relação entre a alta sensibilidade do sistema a um determinado

parâmetro e sua pequena robustez a variações neste mesmo parâmetro, que é o fundamento da

síntese PRCBI. Na escolha dos parâmetros sensíveis do modelo, omenor raio da hiperesfera

de estabilidade com o controlador LQG sempre foi obtido quando os parâmetros com a menor

insensibilidade percentual eram utilizados. Analisou-setambém neste exemplo o caso em que

o modelo possui mais do que dois parâmetros sensíveis. Foi possível verificar neste exem-

plo, como era esperado, que as limitações na aplicação das técnicas estudadas em relação ao

número de entradas, número de saídas ou número de parâmetrossensíveis do modelo, não

foram determinantes.

Em todos os exemplos o raio da hiperesfera de estabilidade foi calculado utilizando a téc-

nica PRABI com as modificações propostas. O métodoGRID (ou o método dos raios fixos) foi

utilizado para certificar que o resultado obtido estivesse correto. Como o raio calculado pelo

método PRABI sempre foi menor, e o tempo de processamento também foi muito reduzido,

conclui-se que este método é mais eficiente. Lembrando que o raio da hiperesfera de estabi-

lidade é definido pela distância (norma euclidiana) percentual no espaço paramétrico entre o

ponto nominal e o ponto instável mais próximo, quanto menor oraio obtido maior a precisão

do algoritmo. Para alcançar a mesma precisão obtida com o método PRABI, o métodoGRID
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ou o método dos raios fixos precisaria testar um número muito grande de pontos no espaço

paramétrico (principalmente para espaços paramétricos demaior dimensão), necessitando de

um tempo de processamento computacional relativamente maior.

A definição de uma função custo para a robustez paramétrica emdesempenho, definida no

final do capítulo 4, permitiu verificar que os controladores obtidos, além de mais robustos em

estabilidade, apresentaram melhoras na robustez em desempenho.

Outras observações e conclusões obtidas ao longo do trabalho, além das citadas anterior-

mente, são:

• A formulação matemática da abordagem contínua da síntese PRCBIé muito semelhante

à abordagem discreta. Como a teoria de identificação bayesiana, base da síntese PRCBI,

é baseada em um conjunto de medidas discretas, faz-se a discretização do vetor de me-

didas do sistema contínuo ao invés de fazer a discretização do sistema. Este vetor de

medidas discreto é obtido da integração numérica das equações de estado. Portanto a

fundamentação teórica da abordagem contínua é a mesma da abordagem discreta;

• A modificação do espaço paramétrico, igualando as componentes do vetor paramétrico

nominal, permitiu o uso da técnica PRABI em sistemas onde os valores nominais dos pa-

râmetros sensíveis não eram iguais. Esta modificação tem grande impacto nos resultados

das análises, que ficavam distorcidas devido a relação existente entre o valor médio de

uma variável e sua variância. Sem a modificação do espaço paramétrico o autovetor as-

sociado ao maior autovalor da matrizG−1
θ0

não correspondia necessariamente à direção de

mínima robustez, mas a uma composição da direção de mínima robustez com a direção

do parâmetro de maior valor nominal. Se as diferenças entre os valores nominais eram

muito grandes, a contribuição da direção de mínima robustezno autovetor tornava-se

desprezível e este coincidia com a direção do parâmetro de maior valor nominal. Por ser

comum aparecer aplicações com parâmetros sensíveis de diferentes valores nominais, a

modificação do espaço paramétrico trouxe vantagens para a técnica;

• Outra implicação da modificação do espaço paramétrico, é na dessensibilização de con-

troladores utilizando a técnica PRCBI. Sem a modificação, a dessensibilização será mais

efetiva nos parâmetros com valores nominais menores porquea função custo utilizada na

otimização é o traço da matrizG−1
θ0

. Os parâmetros de menor valor nominal, possuindo

menor valor de variância, contribuem mais para o valor do traço da matrizG−1
θ0

do que os

parâmetros com maior valor nominal;
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• A hipersuperfície gerada pelo traço da matrizG−1
θ0

em função do espaço paramétrico

mostrou-se uma importante ferramenta na análise da técnicaPRABI. Com ela foi pos-

sível visualizar graficamente as dificuldades encontradas pela técnica e possíveis aper-

feiçoamentos;

• A inclusão de pontos em torno da DSMIN no processo de otimização, quando é utilizada

a técnica PRCBI associada à técnica PRABI para o robustecimento decontroladores,

permitiu uma flexibilidade maior na minimização, aumentando o número de graus de

liberdade. A distância máxima dos pontos permitidos, definida pela constanteǫmax, per-

mite uma ponderação entre robustez e desempenho útil no processo de síntese;

• Outros controladores podem ser obtidos para os modelos utilizados nas aplicações,

visando melhor desempenho ou maior robustez em estabilidade. Os controladores

apresentados foram obtidos procurando um desempenho aceitável com boa robustez

paramétrica;

• Foi verificado no terceiro exemplo que, aumentando-se o número de saídas do sistema,

a robustez também aumenta. Isto se deve à estrutura de controle utilizada que possui

um estimador de estados. Quanto mais estados forem medidos,mais precisa será a es-

timação. Naturalmente o controlador LQR é mais robusto do que o controlador LQG,

logo, aumentando o número de estados medidos na arquiteturaLQG, seu comportamento

será mais semelhante ao comportamento de um controlador LQR.Portanto uma maneira

de aumentar a robustez é aumentar o número de estados medidos;

• Na aplicação do helicóptero de pequena escala, o aumento do número de parâmetros

sensíveis causou uma redução no raio da hiperesfera de estabilidade utilizando o contro-

lador LQG. O raio obtido com os controladores robustecidos para dois e 5 parâmetros

sensíveis foram diferentes. Necessariamente, ao adicionar parâmetros sensíveis no sis-

tema, o raio da hiperesfera de estabilidade deverá se manterou reduzir. No melhor caso,

em que os parâmetros sensíveis adicionais não interfiram na estabilidade do sistema, se-

ria como se eles não fossem considerados e o raio não se alteraria. Assim, sistemas com

mais parâmetros sensíveis tendem a ser menos robustos.

5.1 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

Tendo em vista o que foi apresentado e discutido no presente tabalho, algumas possibili-

dades futuras de investigação podem ser estabelecidas:
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• Modificar o espaço paramétrico de forma a favorecer o robustecimento de algum

parâmetro, fazendo seu valor nominal no espaço paramétricomodificado menor do que

os demais;

• Utilizar a DSMAX para determinar os valores nominais no espaço paramétrico modifi-

cado, de forma a favorecer a DSMAX no processo de robustecimento. Esta abordagem

pode vir a facilitar o aumento do raio da hiperesfera de estabilidade;

• Investigar a relação entre o valor percentual das pertubações utilizadas no cálculo da ma-

triz G−1
θ0

com o raio da hiperesfera de estabilidade. Foi observado queas pertubações

devem estar dentro da hiperesfera de estabilidade, mas não foi observado um limite infe-

rior para as pertubações. Caso não existam problemas com perturbações muito pequenas

em relação ao raio da hiperesfera, propõe-se adotar um valorfixo para as perturbações

que atenda a sistemas com pouca robustez paramétrica em estabilidade;

• Obter um método sistemático para definição dos parâmetros doalgoritmo de cálculo

do raio da hiperesfera de estabilidade utilizando o método PRABI associado a valores

aleatórios e do algoritmo de robustecimento de controladores utilizando a síntese PRCBI

associada à técnica PRABI.

• Fazer um estudo comparativo entre as técnicas aperfeiçoadas neste trabalho e outras

técnicas de robustecimento de controladores, bem como analisar os efeitos do espaço

paramétrico modificado no desempenho da síntese PRCBI.
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7.1 APÊNDICE 1: CÁLCULO DETALHADO DE∆M

Considere o sistema discreto da EQ. 2.1, com{A,C}, operando em condições nominais

(θ = θ0), considerandouk = 0:





xk = A0xk−1 + Dξk−1

yk−1 = C0xk−1 + ηk−1

(7.1)

ondeA0 = A(θ0) e C0 = C(θ0). O Filtro de Kalman associado ao processo de identificação,

projetado sobreθ = θ0 + ∆θ será:





x̄k = Apx̂k−1

x̂k−1 = x̄k−1 + Kp(yk−1 − ȳk−1)

ȳk−1 = Cpx̄k−1

(7.2)

onde:

x̄k é o vetor de estado predito no instantek;

x̂k é o vetor de estado estimado no instantek;

ȳk é a predição da medida no instantek;

Ap = A0 + ∆A;

Cp = C0 + ∆C;

Kp = K0 + ∆K.

Sendo∆A e∆C pertubações no modelo da planta e∆K a consequente pertubação no filtro de

Kalman. A matriz de covariância do erro de predição dos estadosP′P é dada por:

P′Pk
= E[(xk − x̄k)(xk − x̄k)

T ] (7.3)

Desenvolvendo os sistemas da EQ. 7.1 e da EQ. 7.2 para obterx̄k:

x̄k = Ap[ x̄k−1 + Kp(C0xk−1 + ηk−1 −Cpx̄k−1)]

x̄k = Ap(I − KpCp)x̄k−1 + ApKpC0xk−1 + ApKpηk−1 (7.4)

Subtraindo a EQ. 7.4 dexk no sistema da EQ. 7.1:

xk − x̄k = (A0 − ApKpC0)xk−1 + Ap(KpCp − 1)x̄k−1 + Dξk−1 − ApKpηk−1

xk − x̄k = (A0 − ApKpC0)(xk−1 − x̄k−1) + (ApKp∆C − ∆A)x̄k−1 +

+Dξk−1 − ApKpηk−1 (7.5)
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Transpondo a EQ. 7.5:

(xk − x̄k)
T = (xk−1 − x̄k−1)

T(A0 − ApKpC0)
T + x̄T

k−1(ApKp∆C − ∆A)T +

+ξT
k−1DT − ηT

k−1(ApKp)
T (7.6)

Substituindo a EQ. 7.5 e a EQ. 7.6 na EQ. 7.3, considerando queos ruídos são indepen-

dentes entre si e entre os estados da planta e os estados estimados:

P′Pk
= (A0 − ApKpC0)P

′
Pk−1

(A0 − ApKpC0)
T + (A0 − ApKpC0)N

T
k−1(ApKp∆C − ∆A)T +

+(ApKp∆C − ∆A)Nk−1(A0 − ApKpC0)
T + (ApKp∆C − ∆A)Lk−1(ApKp∆C − ∆A)T +

+DQDT + (ApKp)R(ApKp)
T (7.7)

Onde: 




Nk = E[ x̄k(xk − x̄k)T ]

Lk = E[ x̄kx̄T
k ]

(7.8)

Considerando a estacionariedade das esperanças matemáticas, lim
k→∞

P′Pk
= P′P, lim

k→∞
Nk = N

e lim
k→∞

Lk = L:

∆P′ = P′P − P′0 = [A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0](P
′
0 + ∆P′)[A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0]

T +

+[A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0]N
T [(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)∆C − ∆A]T +

+[(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)∆C − ∆A]N[A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0]
T +

+[(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)∆C − ∆A]L[(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)∆C − ∆A]T −

−DQDT + (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)R[(A0 + ∆A)(K0 + ∆K)]T −

−(A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T + DQDT − A0K0R(A0K0)
T

︸                                                                             ︷︷                                                                             ︸

−P′0

(7.9)

OndeP′0 é obtido da EQ. 7.7, desprezando as pertubações.P′0 é a matriz de covariância

do erro de predição dos estados estimados pelo Filtro de Kalman projetado comθ = θ0. Em

regime assintótico são válidas as seguintes relações (ANDERSON & MOORE, 1979):





P′0 = A0P′0AT
0 − A0K0C0P′0AT

0 + DQDT (Equação Algébrica de Ricatti)

K0 = P′0C
T
0 (C0P′0C

T
0 + R

︸         ︷︷         ︸

M0

)−1 (Ganho de Kalman)

M0 = C0P′0C
T
0 + R(Covariância do erro de predição da saída)

(7.10)

Portanto, por se tratarem de matrizes simétricas,MT
0 = M0 e P

′T
0 = P′0:

K0M0 − P′0C
T
0 = 0 ∴ M0KT

0 −C0P′0 = 0 (7.11)
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Pode-se escrever, a partir da EQ. 7.10:

P′0 = A0P′0AT
0 − A0K0C0P′0AT

0 + DQDT +
���������:1
A0P′0(A0K0C0)

T −
���������:1
A0P′0(A0K0C0)

T +

+(A0K0C0)P
′
0(A0K0C0)

T − (A0K0) C0P′0C
T
0

︸   ︷︷   ︸

M0−R

(A0K0)
T

P′0 = (A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T + DQDT + A0(P
′
0C

T
0 )(A0K0)

T − A0(K0M0)(A0K0)
T

︸                                             ︷︷                                             ︸

A0(P′0CT
0−K0M0)(A0K0)T

+

+(A0K0)R(A0K0)
T (7.12)

Utilizando a EQ. 7.11 obtém-se:

P′0 = (A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T + (A0K0)R(A0K0)
T + DQDT (7.13)

que é a expressão deP′0 utilizada na EQ. 7.9. Expandindo a EQ. 7.9:

∆P′ = (A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 − ∆AK0C0 − ∆A∆KC0)(P
′
0 + ∆P′)(A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 −

−∆AK0C0 − ∆A∆KC0)
T + (A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 − ∆AK0C0 − ∆A∆KC0)N

T(A0K0∆C +

+A0∆K∆C + ∆AK0∆C + ∆A∆K∆C − ∆A)T + (A0K0∆C + A0∆K∆C + ∆AK0∆C +

+∆A∆K∆C − ∆A)N(A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 − ∆AK0C0 − ∆A∆KC0)
T + (A0K0∆C +

+A0∆K∆C + ∆AK0∆C + ∆A∆K∆C − ∆A)L(A0K0∆C + A0∆K∆C + ∆AK0∆C +

+∆A∆K∆C − ∆A)T + (A0K0 + A0∆K + ∆AK0 + ∆A∆K)R(A0K0 + A0∆K + ∆AK0 + ∆A∆K)T −

−(A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T − A0K0R(A0K0)
T (7.14)

Analisando a EQ. 7.14 pode-se verificar que os termos que multiplicam N são no mínimo

de 1a ordem e aqueles que multiplicamL, no mínimo de 2a ordem em∆. Serão desprezados

os termos de ordem igual ou maior do que 3, em∆, na EQ. 7.14. Desta forma os termos em∆

de ordem igual ou maior a 2 deN e maior ou igual a 1 deL serão desprezados e assimN será

de 1a ordem em relação a∆ e L não dependerá de∆. Portanto os termos de ordem 2 ou maior

em relação a∆ que multiplicamN e todos os termos de ordem 3 ou maior em∆ na EQ. 7.14

podem ser desconsiderados:

∆P′ = (A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 − ∆AK0C0 − ∆A∆KC0)(P
′
0 + ∆P′)(A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 −

−∆AK0C0 − ∆A∆KC0)
T + (A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 − ∆AK0C0)N

T(A0K0∆C − ∆A)T +

+(A0K0∆C − ∆A)N(A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 − ∆AK0C0)
T + (A0K0∆C + A0∆K∆C +

+∆AK0∆C − ∆A)L(A0K0∆C + A0∆K∆C + ∆AK0∆C − ∆A)T + (A0K0 + A0∆K +

+∆AK0 + ∆A∆K)R(A0K0 + A0∆K + ∆AK0 + ∆A∆K)T − (A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 −

−A0K0C0)
T − A0K0R(A0K0)

T
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∆P′ = (A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T − (A0 − A0K0C0)P
′
0(A0∆KC0)

T − (A0 −

−A0K0C0)P
′
0(∆AK0C0)

T − (A0 − A0K0C0)P
′
0(∆A∆KC0)

T − (A0∆KC0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T +

+(A0∆KC0)P
′
0(A0∆KC0)

T + (A0∆KC0)P
′
0(∆AK0C0)

T − (∆AK0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T +

+(∆AK0C0)P
′
0(A0∆KC0)

T + (∆AK0C0)P
′
0(∆AK0C0)

T − (∆A∆KC0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T +

+(A0 − A0K0C0)∆P′(A0 − A0K0C0)
T − (A0 − A0K0C0)∆P′(A0∆KC0)

T − (A0 −

−A0K0C0)∆P′(∆AK0C0)
T − (A0∆KC0)∆P′(A0 − A0K0C0)

T − (∆AK0C0)∆P′(A0 −

−A0K0C0)
T + (A0 − A0K0C0)N

T(A0K0∆C)T − (A0 − A0K0C0)N
T∆AT + (A0K0∆C)N(A0 −

−A0K0C0)
T − ∆AN(A0 − A0K0C0)

T + (A0K0∆C)L(A0K0∆C)T − (A0K0∆C)L∆AT −

−∆AL(A0K0∆C)T + ∆AL∆AT + (A0K0)R(A0K0)
T + (A0K0)R(A0∆K)T + (A0K0)R(∆AK0)

T +

+(A0K0)R(∆A∆K)T + (A0∆K)R(A0K0)
T + (A0∆K)R(A0∆K)T + (A0∆K)R(∆AK0)

T +

+(∆AK0)R(A0K0)
T + (∆AK0)R(A0∆K)T + (∆AK0)R(∆AK0)

T + (∆A∆K)R(A0K0)
T −

−(A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T − A0K0R(A0K0)
T

Utilizando a relaçãoC0P′0C
T
0 = M0 − R da EQ. 7.10:

∆P′ =

�����������������:1

(A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T − A0P′0(A0∆KC0)
T +

+A0K0(M0�
�*

2−R)(A0∆K)T − A0P′0(∆AK0C0)
T + A0K0(M0�

�*
3−R)(∆AK0)

T − A0P′0(∆A∆KC0)
T +

+A0K0(M0�
�*

4−R)(∆A∆K)T − A0∆KC0P′0AT
0 + A0∆K(M0�

�*
5−R)(A0K0)

T + A0∆K(M0 −

�
�*

6−R)(A0∆K)T + A0∆K(M0�
�*

7−R)(∆AK0)
T − ∆AK0C0P′0AT

0 + ∆AK0(M0�
�*

8−R)(A0K0)
T +

+∆AK0(M0�
�*

9−R)(A0∆K)T + ∆AK0(M0�
�*

10−R)(∆AK0)
T − ∆A∆KC0P′0AT

0 + ∆A∆K(M0 −

�
�*

11−R)(A0K0)
T + (A0 − A0K0C0)∆P′(A0 − A0K0C0)

T − (A0 − A0K0C0)∆P′(A0∆KC0)
T − (A0 −

−A0K0C0)∆P′(∆AK0C0)
T − (A0∆KC0)∆P′(A0 − A0K0C0)

T − (∆AK0C0)∆P′(A0 −

−A0K0C0)
T + (A0 − A0K0C0)N

T(A0K0∆C)T − (A0 − A0K0C0)N
T∆AT + (A0K0∆C)N(A0 −

−A0K0C0)
T − ∆AN(A0 − A0K0C0)

T + (A0K0∆C)L(A0K0∆C)T − (A0K0∆C)L∆AT −

−∆AL(A0K0∆C)T + ∆AL∆AT +
���������:12
(A0K0)R(A0K0)

T +
���������:2
(A0K0)R(A0∆K)T +

���������:3
(A0K0)R(∆AK0)

T +

+
����������:4
(A0K0)R(∆A∆K)T +

���������:5
(A0∆K)R(A0K0)

T +
����������:6
(A0∆K)R(A0∆K)T +

����������:7
(A0∆K)R(∆AK0)

T +

+
���������:8
(∆AK0)R(A0K0)

T +
����������:9
(∆AK0)R(A0∆K)T +

����������:10
(∆AK0)R(∆AK0)

T +
����������:11
(∆A∆K)R(A0K0)

T −

−
�����������������:1

(A0 − A0K0C0)P
′
0(A0 − A0K0C0)

T −
��������:12
A0K0R(A0K0)

T
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Utilizando a EQ. 7.11:

∆P′ = −
���������:1
A0K0M0(A0∆K)T −

���������:2
A0K0M0(∆AK0)

T −
����������:3
A0K0M0(∆A∆K)T −

��������:4
A0∆KM0KT

0 AT
0 −

−
��������:5
∆AK0M0KT

0 AT
0 −

���������:6
∆A∆KM0KT

0 AT
0 +

����������:3
A0K0M0(∆A∆K)T +

���������:4
A0∆KM0(A0K0)

T +

+A0∆KM0(A0∆K)T + A0∆KM0(∆AK0)
T +

���������:1
A0K0M0(A0∆K)T +

���������:5
∆AK0M0(A0K0)

T +

+∆AK0M0(A0∆K)T + ∆AK0M0(∆AK0)
T +

���������:2
A0K0M0(∆AK0)

T +
����������:6
∆A∆KM0(A0K0)

T +

+(A0 − A0K0C0)∆P′(A0 − A0K0C0)
T − (A0 − A0K0C0)∆P′(A0∆KC0)

T −

−(A0 − A0K0C0)∆P′(∆AK0C0)
T − (A0∆KC0)∆P′(A0 − A0K0C0)

T −

−(∆AK0C0)∆P′(A0 − A0K0C0)
T + (A0 − A0K0C0)N

T(A0K0∆C)T −

−(A0 − A0K0C0)N
T∆AT + (A0K0∆C)N(A0 − A0K0C0)

T − ∆AN(A0 − A0K0C0)
T +

+(A0K0∆C)L(A0K0∆C)T − (A0K0∆C)L∆AT − ∆AL(A0K0∆C)T + ∆AL∆AT

Chega-se a seguinte expressão para∆P′:

∆P′ = (A0∆K + ∆AK0)M0(A0∆K + ∆AK0)
T +

+(A0 − A0K0C0)∆P′(A0 − A0K0C0 − A0∆KC0 − ∆AK0C0)
T −

−(A0∆KC0 + ∆AK0C0)∆P′(A0 − A0K0C0)
T + (A0 − A0K0C0)N

T(A0K0∆C − ∆A)T +

+(A0K0∆C − ∆A)N(A0 − A0K0C0)
T + (A0K0∆C − ∆A)L(A0K0∆C − ∆A)T (7.15)

A Matriz de covariância do erro de predição da saída é dada por:

Mp(k) = E{[yk − ȳk][ yk − ȳk]
T} (7.16)

Substituindoyk e ȳk da EQ. 7.1 e da EQ.7.2, respectivamente, na EQ. 7.16 e considerando

o ruído das medidas estatisticamente independente dos estados e de seus valores preditos, con-

siderando também a estacionariedade das esperanças matemáticas quandok tende para o in-

finito:

M0 + ∆M = C0(P
′
0 + ∆P′)CT

0 −C0NT∆CT − ∆CNCT
0 + ∆CL∆CT + R (7.17)

Utilizando a relação da covariância do erro de predição da saída da EQ. 7.10:

∆M = M0 − R+C0∆P′CT
0 −C0NT∆CT − ∆CNCT

0 + ∆CL∆CT + R− M0

= C0∆P′CT
0 −C0NT∆CT − ∆CNCT

0 + ∆CL∆CT (7.18)
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7.1.1 CÁLCULO DEL

Substituindo a EQ. 7.4 na equação deL da EQ. 7.8:

L = E{[Ap(I − KpCp)x̄k−1 + ApKpC0xk−1 + ApKpηk−1][Ap(I − KpCp)x̄k−1 +

+ApKpC0xk−1 + ApKpηk−1]
T} =

= (Ap − ApKpCp)L(Ap − ApKpCp)
T + (Ap − ApKpCp)E(x̄k−1xT

k−1)(ApKpC0)
T +

+ApKpC0E(xk−1x̄T
k−1)(Ap − ApKpCp)

T + ApKpC0E(xk−1xT
k−1)(ApKpC0)

T +

+ApKpR(ApKp)
T

= ApLAT
p − ApL(ApKpCp)

T − ApKpCpLAT
p + ApKpCpL(ApKpCp)

T +

+ApE(x̄k−1xT
k−1)(ApKpC0)

T − ApKpCpE(x̄k−1xT
k−1)(ApKpC0)

T + ApKpC0E(xk−1x̄T
k−1)A

T
p −

−ApKpC0E(xk−1x̄T
k−1)(ApKpCp)

T + ApKpC0E(xk−1xT
k−1)(ApKpC0)

T + ApKpR(ApKp)
T

De acordo com a EQ. 7.14 os termos de ordem em∆ maior ou igual a 1 deL podem ser

desconsiderados, assim:

L = A0LAT
0 − A0L(A0K0C0)

T − A0K0C0LAT
0 + A0K0C0L(A0K0C0)

T +

+A0E(x̄k−1xT
k−1)(A0K0C0)

T − A0K0C0E(x̄k−1xT
k−1)(A0K0C0)

T + A0K0C0E(xk−1x̄T
k−1)A

T
0 −

−A0K0C0E(xk−1x̄T
k−1)(A0K0C0)

T + A0K0C0E(xk−1xT
k−1)(A0K0C0)

T + A0K0R(A0K0)
T

= A0LAT
0 + A0 [−L + E(x̄k−1xT

k−1)]
︸                  ︷︷                  ︸

N

(A0K0C0)
T + A0K0C0 [−L + E(xk−1x̄T

k−1)]
︸                  ︷︷                  ︸

NT

AT
0 +

+A0K0C0 [L + E(x̄k−1xT
k−1) − E(xk−1x̄T

k−1) + E(xk−1xT
k−1)]

︸                                                        ︷︷                                                        ︸

P′p=P′0+∆P′

(A0K0C0)
T + A0K0R(A0K0)

T

= A0LAT
0 + A0N(A0K0C0)

T + A0K0C0NTAT
0 + A0K0C0P′0(A0K0C0)

T + A0K0R(A0K0)
T

= A0LAT
0 + A0N(A0K0C0)

T + A0K0C0NTAT
0 + A0K0C0P′0C

T
0 (A0K0)

T

︸                     ︷︷                     ︸

A0K0(M0−R)(A0K0)T

+A0K0R(A0K0)
T

= A0LAT
0 + A0N(A0K0C0)

T + A0K0C0NTAT
0 + A0K0M0(A0K0)

T (7.19)
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7.1.2 CÁCULO DEN

Substituindo a EQ. 7.4 e a EQ. 7.6 na equação deN da EQ. 7.8:

N = E{[Ap(I − KpCp)x̄k−1 + ApKpC0xk−1 + ApKpηk−1][( xk−1 − x̄k−1)
T(A0 − ApKpC0)

T +

+x̄T
k−1(ApKp∆C − ∆A)T + ξT

k−1DT − ηT
k−1(ApKp)

T ]}

= Ap(I − KpCp) E[ x̄k−1(xk−1 − x̄k−1)
T ]

︸                     ︷︷                     ︸

N

(A0 − ApKpC0)
T + Ap(I − KpCp) E[ x̄k−1x̄T

k−1]
︸        ︷︷        ︸

L

(ApKp∆C −

−∆A)T + ApKpC0E[xk−1(xk−1 − x̄k−1)
T ](A0 − ApKpC0)

T + ApKpC0E[xk−1x̄T
k−1](ApKp∆C −

−∆A)T − ApKp E[ηk−1η
T
k−1]

︸        ︷︷        ︸

R

(ApKp)
T

= ApN(A0 − ApKpC0)
T − ApKpC0N(A0 − ApKpC0)

T − ApKp∆CN(A0 − ApKpC0)
T +

+ApL(ApKp∆C − ∆A)T − ApKpC0L(ApKp∆C − ∆A)T − ApKp∆CL(ApKp∆C − ∆A)T +

+ApKpC0E[xk−1(xk−1 − x̄k−1)
T ](A0 − ApKpC0)

T + ApKpC0E[xk−1x̄T
k−1](ApKp∆C − ∆A)T −

−ApKpR(ApKp)
T

= ApN(A0 − ApKpC0)
T + ApKpC0 {−N + E[xk−1(xk−1 − x̄k−1)

T ]}
︸                                ︷︷                                ︸

P′p=P′0+∆P′

(A0 − ApKpC0)
T −

−ApKp∆CN(A0 − ApKpC0)
T + ApL(ApKp∆C − ∆A)T +

+ApKpC0 {−L + E[xk−1x̄T
k−1]}

︸                  ︷︷                  ︸

NT

(ApKp∆C − ∆A)T − ApKp∆CL(ApKp∆C − ∆A)T −

−ApKpR(ApKp)
T

De acordo com a EQ. 7.14 os termos de ordem em∆ maior ou igual a 2 deN podem ser

desconsiderados, assim:
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N = A0N(A0 − A0K0C0)
T + ApKpC0P′0(A0 − ApKpC0)

T + A0L(A0K0∆C − ∆A)T −

−ApKpR(ApKp)
T

= A0N(A0 − A0K0C0)
T + (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0P′0[A0 − (A0 + ∆A)(K0 + ∆K)C0]

T

A0L(A0K0∆C − ∆A)T − ApKpR(ApKp)
T

= A0N(A0 − A0K0C0)
T + A0K0C0P′0AT

0 − A0K0 C0P′0C
T
0

︸   ︷︷   ︸

M0−R

(A0K0)
T − A0K0 C0P′0C

T
0

︸   ︷︷   ︸

M0−R

(∆AK0)
T −

−A0K0 C0P′0C
T
0

︸   ︷︷   ︸

M0−R

(A0∆K)T + A0∆KC0P′0AT
0 − A0∆K C0P′0C

T
0

︸   ︷︷   ︸

M0−R

(A0K0)
T + ∆AK0C0P′0AT

0 −

−∆AK0 C0P′0C
T
0

︸   ︷︷   ︸

M0−R

(A0K0)
T + A0L(A0K0∆C − ∆A)T − ApKpR(ApKp)

T

= A0N(A0 − A0K0C0)
T + A0K0 (C0P′0 − M0KT

0 )
︸             ︷︷             ︸

0

AT
0 + A0K0R(A0K0)

T − A0K0M0(∆AK0)
T +

+A0K0R(∆AK0)
T − A0K0M0(A0∆K)T + A0K0R(A0∆K)T + A0∆K (C0P′0 − M0KT

0 )
︸             ︷︷             ︸

0

AT
0 +

+A0∆KR(A0K0)
T + ∆AK0 (C0P′0 − M0KT

0 )
︸             ︷︷             ︸

0

AT
0 + ∆AK0R(A0K0)

T + A0L(A0K0∆C − ∆A)T −

−ApKpR(ApKp)
T

= A0N(A0 − A0K0C0)
T − A0K0M0(A0∆K + ∆AK0)

T + A0L(A0K0∆C − ∆A)T (7.20)
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