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Resumo

Uma oscilagdo mecénica pode gerar movimentos cadticos através de
vibragOes irregulares. O estudo da oscilagdo mecanica cadtica € o objetivo deste trabalho e
para isto propomos um sistema eletro - magneto mecéanico que descreve um modelo fisico
que trata do movimento de um fio em um campo magnético. Com simulagdes numeéricas
estudamos o sistema, usando a transformada répida de Fourier, expoentes de Lyapunov,
diagrama de bifurcacdo, se¢do de Poincaré, trajetérias de plano de fase e gréficos das

posi¢des do fio em fung¢do do tempo que oscila em movimentos periddicos e cadticos.

Palavras-chave: sistema €letro-magneto-mecanico, movimentos cadticos,

diagrama de bifurcacéo.



Abstract

A mechanical oscillation can to generate chaotic movements through
irregular vibrations. The study of chaotic mechanical oscillation is the objective of this
work and for this we proposed a mechanical electro - magneto system that describes a
physical model that treats the movement of a thread in a magnetic field. With numeric
simulations, we studied the system using the fast Fourier transform, Lyapunov exponents,
bifurcation diagram, Poincaré section, phase plane trajectories and graphs of the thread

positionsin time function that oscillate in periodic and chaotic movements.

Keyword: mechanical electro-magneto system, chaotic movement,

bifurcation diagram.
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CAPITULO 1

I ntroducao

1.1 Vibragtes

A vibragdo esta presente jA& nos primeiros tempos da Higéria da
Humanidade. Instrumentos rudimentares, como apitos e tambores, tém no seu principio de
funcionamento, um problema vibratério como esséncia. Estes instrumentos tiveram muita
importancia entre os povos primitivos como meios de comunicagdo. Mais tarde uma série
de instrumentos musicais (percussdo, cordas, metais, etc.) foi concebida aproveitando

movimentos vibratdrios, geradores de ondas sonoras.

O desenvolvimento da teoria da vibragdo resultou na importancia de seu
estudo, pois a maioria das aividades humanas envolve alguma forma de vibragdo. A
respiracéo esta associada a vibracdo dos pulmdes, os batimentos cardiacos sdo movimentos
vibratérios, a fala se fundamenta na vibragdo das cordas vocais e 0s movimentos humanos
envolvem oscilagcbes dos bragos e pernas. Outros campos da atividade humana também
apresentam um comportamento oscilatorio (economia, biologia, quimica, fisica, etc.). No

campo tecnoldgico, as aplicaces de vibragbes na engenharia sdo de grande importancia



nos tempos atuais. Projetos de méquinas, fundaces, estruturas, motores, turbinas, sistemas
de controle, e outros, exigem que questdes relacionadas a vibragdes sejam levadas em
conta. Uma outra aplicagdo que a vibracdo possui é a industrial. Esteiras transportadoras,
peneiras, compactadores, misturadores, maguinas de lavar, utilizam em seu principio de

funcionamento a vibragéo.

Desse modo, a vibragdo é definida como qualquer movimento que se
repete, regular ou irregularmente, depois de um intervalo de tempo. Assm, ela se apresenta

em oito formas, que serdo também definidas a seguir:

1- Vibracéo livre € aguela produzida por perturbacdo inicial que ndo

persiste durante 0 movimento oscilatorio.

2-Vibracdo forcada € provocada por um efeito externo que persiste

durante o tempo em que 0 movimento vibratorio existir.

3-Vibragdo amortecida é aguela em que a energia vibratoria se dissipa
com o transcorrer do tempo de forma que os niveis vibratérios diminuem

progressivamente.

4-Vibragdo ndo amortecida € aguela em que a energia vibratéria néo

dissipade formaque o movimento vibratorio permanece imutavel com o passar do tempo.

5-Vibragdo linear € aguela que ocorre em um sistema cujos componentes

atuam linearmente.

6-Vibragdo ndo linear é aquela em que os componentes do sistema ndo se

comportam linearmente.

7-Vibragdo deterministica é aquela que se pode prever todas as

caracteristicas do movimento vibratério em qualquer instante de tempo.

8-Vibragdo aleatdria ou ndo deterministica é agquela em que ndo €

possivel prever o que ird acontecer no movimento vibratério.



1.2 Sissema proposto

O sistema dindmico que analisamos consiste de um fio oscilante que
oscila entre dois condutores estéticos infinitos, ligados em um gerador de corrente
continua, e um eletroimd, que possui polos norte e sul instantaneos, onde se uma cria um
campo magnético aternado. Também ha dois iméas que anulam a forga gravitacional pela
criacdo de uma forga magnética em sentido oposto. O fio oscilante esté preso a dois fios
flexiveis ligados também a um gerador de corrente continua. Este modelo esté ilustrado na

figura 1-1, abaixo.

I3 I3

Figura 1-1 Esquema experimental do oscilador el etromagnéti co.

A equacdo diferencial que descreve 0 modelo proposto neste trabalho néo
consta na literatura, portanto, ela esta sendo estudada pela primeira vez.

1.3 Objetivo

O objetivo deste trabalho é anadlisar o comportamento do modelo
proposto por meio das sé&ries temporais geradas quando integramos as equagdes do
movimento pelo método numérico de Runge-Kutta Para essa andlise usamos a

transformada de Fourier (Apéndice E), os expoentes de Lyapunov (Apéndice F), o



diagrama de bifurcacdo (Apéndice G) e as segdes de Poincaré (Apéndice D). Também
usamos os graficos que ddo a posi¢éo do fio oscilante em funcéo do tempo (Apéndice A), a
velocidade do fio oscilante em fungdo do tempo (Apéndice B), e os espagos de fases
(Apéndice C) definidas pela velocidade versus posicéo do fio oscilante. calculamos os
expoentes de Lyapunov com recursos residentes no Mathematica 5.2 pelo agoritmo
desenvolvido por (SANDRI, 1996).

Para atingir esse objetivo, no capitulo 2, fizemos um breve histérico
sobre caos e descrevemos 0s métodos mateméticos: transformada continua e discreta de
Fourier, e os expoentes de Lyapunov. No capitulo 3, apresentamos a equagdo diferencial
que descreve o sstema. No capitulo 4, atribuimos valores aos coeficientes do sistema,
fizemos simulagdes numéricas, com estudos da se¢do de Poincaré e do diagrama de
bifurcacdo e no capitulo 5, sugerimos a continuidade do trabalho com simulacdes
numéricas do sistema para diferentes valores de amplitude da forca externa. Sugerimos
também, como continuidade |6gica deste trabalho, a construcdo experimental do modelo

aqui proposto.



CAPITULO 2

Caos e métodos matematicos no estudo de sistemas dinamicos

2.1 Caos

A teoria do caos avancou inicialmente a partir do trabalho de cientistas
que lidavam com sistemas dindmicos em Ciéncias como a Fisica, a Metereologia, a
Biologia e outras. A modelagem desses Sstemas procura montar uma representacéo de
determinado fendmeno do mundo real, que se pretende estudar. A abstragdo € exercida
escolhendo-se um nimero manejavel, naturalmente pequeno, de agentes relevantes em
relagdo aquela problemética especifica. No caso dos sistemas dindmicos, entra em cena a
matematica simplificadora e representa-se cada agente através de uma variével, e a inter-
relacdo entre os mesmos por relagdes funcionais (equagdes diferenciais). A este conjunto
de equagBes d&-se o nome de Sistema para indicar que se trata de algo que tem partes e,
também, pode ser tratado como um todo. Desse modo, a abordagem quantitativa permite
que cada agente tenha sua situacdo em cada momento representada por um ndmero, que
sera diferente quando a situacdo do agente mudar. 1sso é possivel pelo uso de métodos

numéricos que permitem revelar o comportamento dindmico do sisema que pode exibir



um movimento cadtico. Sendo assim, citamos como exemplos desse comportamento as

variagdes climéticas, a dinamica de populagdes, osciladores el étricos e mecanicos.

2.2 Breve historico do caos

Faremos a seguir um breve historico do caos onde os detalhes sobre o
assunto podem ser encontrados em PEITGEN, 1992, STEWART, 1991, RUELLE, 1993.

Uma area onde hé contribuicdo e construcdo de sistemas dindmicos € o
estudo de osciladores ndo lineares. Um dos pioneiros nessa &rea foi o fisico inglés John
William Strutt Lord Rayleigh (1842-1919), que desenvolveu estudos referentes a fisica dos
ingrumentos musicais. Mediante um uso inteligente dos elementos dindmicos basicos do
problema, Lord Rayleigh criou modelos que explicam os sons emitidos pelos instrumentos
quando tocados por musicos. Em seu famoso livro, A Teoria do Som, publicado em 1877,
Rayleigh introduziu uma série de métodos gerais como a nogéo do ciclo limite, que é um
movimento periddico que tende o sstema fisico com independéncia em relacdo as

condigBes iniciais. A imagem de Lord Rayleigh, retirada do site www.aerialpress.com, serd

mostrada a seguir:

Figura 2-1 Foto de Lord Rayleigh

Em 1918, um engenheiro alemé&o conhecido como Georg Duffing (1861-
1944) descobriu um modelo de oscilador ndo linear simétrico com um termo cubico: o

oscilador de Duffing. Baseado nesse oscilador existe o péndulo de Duffing, que consiste de


http://www.aerialpress.com

uma viga flexivel que oscila entre dois imas magnéticos sofrendo a acdo de uma forca
periddica. Sua foto, também retirada do site www.aerialpress.com , a equagdo segundo
(PARLITZ, 2007, p.407), o esquema experimental do modelo e o atrator feito no software
Mathematica 5.2 seréo mostrados a seguir:

Figura 2-2 Foto de Georg Duffing.

X+ p X+ WiDX +xx® = ycos(w,t), (2.1

A \/iga Flexivel

<>

Forca periddica

Iméas

Figura 2-3 Esquema experimental do péndulo de Duffing.

=0.

Figura 2-4 Atrator de Duffing.


http://www.aerialpress.com

Posteriormente, em 1927, um engenheiro elétrico holandés chamado
Bdthasar van der Pol (1889-1959), cuja foto retirada do site www.ieee.org é mostrada
abaixo, criou um modelo matemético de um oscilador ndo linear que € usado para
descrever oscilagBes em circuitos eletrdnicos contendo tubos a vacuo que eram utilizados
para construir radios antes da invencdo do transistor, com a equacéo diferencial, esquema

experimental e o atrator, retirado do site www.physics.drexel.edu so dados a seguir :

Figura 2-5 Foto de Bdthasar van der Pal.

Q+A(Q*- L})Q+0?Q=0, (2.2)
E Pw
— 0
ITFe & g n G lo

Figura 2-6 Esquema experimental do modelo de van der Pal.

Figura 2-7 Atrator de van der Pol.


http://www.ieee.org
http://www.physics.drexel.edu

Cientistas de outras areas nao se conformavam com as limitagbes da
matematica, pois precisavam utilizar modelos mais complexos, ndo lineares e de maior
dimensdo, que melhor representassem os fendmenos reais que estudavam. No entanto,
além dos egtudos cientificos especificos e da matemética pura, foi necess&rio que entrasse
em cena um terceiro ramo para que essa necessidade fosse atendida. Este era indispensavel
para tratar o enorme volume de informagdes e as complexas inter-relagdes entre as
variaveis envolvidas. Tratarse da colaboracdo da matematica aplicada, especificamente
aguela apoiada nos computadores, ja que estes permitiam incursdes por estas &reas
utilizando métodos iterativos, e outros, para resolver, ou anadisar qualitativamente, os

sistemas dinamicos até entdo praticamente inatingiveis.

Foi a combinacdo das simulagdes com as observactes experimentais que
permitiram importantes avangos na teoria do caos através da colaboracdo de cientistas de
outras areas como Edward Lorenz, pesquisador de metereologia do Instituto de Tecnologia
de Massachusetts, no inicio da década de 1960, utilizando um computador Royal McBee
L GP-30, criou um modelo descrito por um sistema de equagdes diferenciais com o objetivo
de reproduzir o movimento das correntes de ar na atmosfera. Com a resolugdo numeérica
das equacdes pelo computador notou-se que para valores préximos atribuidos a condi¢éo
inicial, os resultados obtidos se repetiam em um curto espago de tempo e depois disso o
comportamento desses resultados se tornava irregular e imprevisivel. Esses dois fatores
observados confirmam a definicdo de caos, segundo Stacey (ARAUJO, 2004, p.82), esse
fendmeno que em sistemas guiados por certos tipos de leis perfeitamente ordenadas séo
capazes de se comportar de uma maneira aleatéria, e desta forma, completamente
imprevisivel no longo prazo. A foto de Lorenz, retirada de (SANJUAN, VAZQUEZ,
2005), os sistemas de egquagdes diferenciais e seu atrator na figura 2.4, retirado de
(ARAUJO, 2004, p.83), S50 apresentados a seguir:

k

Figura 2-8 Foto de Edward Lorenz.
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x = Ay - X),
)./:ax— XZ-Y, (2.3)

i:xy— &z,

Figura 2-9 Atrator de Lorenz.

Seguiram-se a estes trabalhos muitos outros, tanto na extenséo das
técnicas mateméticas quanto na descoberta de novos e intrigantes exemplos de dinamica
cadtica em modelos de baixa dimensdo, isto € um grau de liberdade. Dentre esses
trabalhos cabe destacar 0 modelo matemético que descreve 0 comportamento da dindmica
de populagdes, na érea de biologia, usado por Robert May, com sua foto mostrada abaixo

retirada do site www.broad.mit.edu, no inicio da década de 70, do século passado, que

também exibe um comportamento cabtico.

Figura 2-10 Foto de Robert May.

A equacéo pode ser expressa por:


http://www.broad.mit.edu
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W =ko(1- v), (2.9

que foi desenvolvida pelo matemético belga Pierre Verhulst em 1845, e acabou sendo
usada por Robert May para simular a evolucéo de epidemias.

Robert May verificou que os resultados obtidos através dessa equagéo
coincidiram com o comportamento de uma epidemia real. Desse modo, o nimero de
infectados, em um momento aumentava rapidamente e posteriormente diminuia

drasticamente.

Admitindo que k sgjao valor da razéo de crescimento da populagdo em

estudo e, no instante n, v, a porcentagem da populacdo de infectados e 1- v, a

porcentagem de néo infectados dessa populagéo, portanto, a populagéo no instante n +1,
pode ser obtida pela equagéo de recorréncia

W, =ko,(1-0,), (2.5)

conhecida pelo nome de mapa logistico.

Robert May observou que, para uma seqiiéncia crescente dos valores de
k, a populacdo apresentava um tamanho constante, e posteriormente oscilava entre valores
grandes e pequenos até que passava a exibir umafalta de regularidade e previsibilidade em
fungdo do crescimento. Esse comportamento quebrou um dos pilares fundamentais da
ciéncia que dirmava equagbes mateméticas eram as formas mais elevadas para
descreverem os principios da natureza e suas solugdes apresentavam uma forma regular de
previsibilidade, ndo importando quantos calculos fossem necess&rios. Esta € a idéia
fundamental da matematica, a ciéncia que pretende fazer previsdes exatas e repetidas.
Robert May provou que equagbes usadas para descrever fendmenos da natureza podem
mostrar resultados sem previsibilidade. A partir essa descoberta, em outras areas, tais como
epidemias, ritmos cardiacos, ciclos econdmicos e fluxo de fluidos, também foram

observados comportamentos cadticos.
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Um outro tipo de sstema que exibe caos € o péndulo cadtico, que por
volta de 1985, foi estudado por Gregory L. Baker, com sua foto retirada do site

www.physics.utoronto.ca, com a colaboracéo do Prof. Jerry P. Gollub do Haverford

College, realizaram simulagdes computacionais e estudaram o complexo comportamento
do péndulo, cujo modelo, a equagdo diferencial segundo (ARAUJO, 2006), e o arator
retirado do site www.icpr.snu.ac.kv, s8o mostrados a seguir.

[
Figura 2-11 Foto de Gregory L. Baker.

®

Figura 2-12 Esquema experimental do péndul o cadtico.

A equacdo diferencial que descreve o movimento do péndulo cadtico €
dada por:

=-——0- Tsend + —L cos(w.t), 2.6
MIZ ] w1z cos(@et) (26)


http://www.physics.utoronto.ca
http://www.icpr.snu.ac.kv
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Assim podemos definir novas constantes que sdo dadas a seguir:

h
S=—, 2.7
VI (2.7)
w2, :Tg’ (2.8)
N
F=—¢, 2.9
VB (2.9)
A equacéo adquire a seguinte forma:
0=-s0- w2 send + Fcos(w,t). (2.10)

Figura 2-13 Atrator do péndulo cadtico.

Com o descobrimento do cans em muitos sistemas fisicos, as leis da
natureza passaram a ser interpretadas de uma outra forma. O caos aparece até em sistemas
fisicos bem simples. No entanto, ha uma ordem que rege o caos devido as simetrias do
movimento regular que o suporta. Sistemas que ndo exibem caos Sd0 poucos, Mas servem
de base para o entendimento fisico da natureza. Ja para os sistemas cabticos, erros iniciais

de observag&o provocam um crescimento exponencial e o determinismo acaba em escala
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de tempo pequena. Portanto, a precisdo infinita deve ser abandonada e a previsibilidade

acaba devido as incertezas nas condi¢fes iniciais dos sistemas em que sio aplicadas.

2.3 M étodos matematicos no estudo de sstemas dinamicos

Nas simulagcbes numéricas de sistemas dindmicos obtém-se séries

temporais que sdo analisadas pel os seguintes métodos mateméticos:

a) Transformadardpidade Fourier.

b) Expoentesde Lyapunov.

Para investigacao periddica do espaco de fase e da andlise da mudanca
qualitativa do sistema dindmico através de uma pequena variacdo de um parametro

também usamos, respectivamente:

C) Secdo de Poincaré.
d) Diagrama de bifurcacdo.

O Diagrama de bifurcacdo sera discutido no capitulo 4 em uma secéo a

parte.

2.3.1 Transformada de Fourier

Um sistema dindmico que evolui no tempo t pode ser representado por
uma funcdo f(t) ou por uma série dependente do tempo, desde que t sga dado por

interval os de tempo regulares.

Se a funcdo f(t) ndo for periddica, o espectro deve ser expresso pela
transformada de Fourier de f(t) (BAKER, 1996). Esse método em sistemas que apresentam



15

comportamentos cadticos é de grande utilidade, porque a transformada de Fourier €, na
maioria dos casos, uma funcdo complexa, portanto, € mais Util transformala em uma
funcdo real, que é chamada de espectro de poténcia de f(t), utilizando a raiz quadrada do
maodulo da transformada.

O matemético francés, Joseph Fourier, cuja foto retirada do site
www.stetson.edu mostrada abai xo:

Figura 2-14 Foto de Joseph Fourier.

demonstrou que sua transformada pode também ser usada para fungées ndo periodicas, ou
sgja, quando a periodicidade basica da fungéo f(t) é infinitamente grande. Assim, quando o
periodo basico tende para infinito, o espago entre as componentes das freqiiéncias torna-se
infinitesimal e o espectro discreto das componentes da freqliéncia torna-se continuo
(BAKER, 1996).

Nessas condi¢des a transformada inversa de Fourier € definida como:
¥

f(t)= G(w)ei"’tdoa , (2.11)
Y

com a equacdo dos coeficientes dada por:

c(w)dw = gi B(t)e““dtgdw, 2.12)
2 7


http://www.stetson.edu
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de onde deduzimos o vaor de c(w), que é denominada transformada de Fourier e definida

por:

¥
(o) :2—17t G ve et (2.13)
¥

Usando a equagéo (2.13), é possivel converter um grupo de sinal digital,
no dominio do tempo, em um conjunto de pontos no dominio das freqliéncias, como de
uma maneira similar, reconstruir os sinais originais da fungdo de partida, pela
multiplicacdo dos coeficientes de Fourier por sendides e cossendides com frequéncias

apropriadas.
2.3.2 Transformada discreta de Fourier

Em simulagbes computacionais de modelos mateméticos obtemos um
conjunto de valores discretos que ndo sdo séries temporais de uma funcdo continua e

infinita.

A utilizagdo do método de Runge-Kutta para resolucdo numeérica da
equacdo diferencial proposta neste trabalho permite obter uma série temporal discreta que
possui um numero finito de pontos, n, para intervalos iguais de tempos. Desse modo, para
realizar o calculo dos coeficientes de Fourier sera necessario usar um método de integracdo

gue discutido a seguir.

Os pontos - n= to t;, t, ...ty==n dividem o intervalo [- n,n] em n

subintervalosiguais, cujo comprimento é definido por:

Dt=-". (2.14)
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Chamando os valores da funcéo f(t) nos respectivos pontos to, ty, to, ...t
por f(to ), f(ta ), f(t2), ...f(tn) e usando, a equacdo dos retangulos (PISKOUNQOV, 1997)
obtemos os coeficientes da transformada de Fourier, substituindo aintegral apresentada em

(2.13) por um somatorio:
Assim,

c = Zi Dt f(t, ) . (2.15)

T k=1

Substituindo (2.14) em (2.15) temos:

c = % 3t )e™ (2.16)

k=1

A equagdo (2.16) é a transformada de Fourier discreta. Enquanto a

transformadade Fourier inversa é dada por:
f(t) = § c.e™. (2.17)
k=1

Mesmo com a utilizagdo de modernos computadores, alguns calculos
numéricos levam um tempo longo para terminarem. Com a finalidade de diminuir esse
tempo, Tukey e Cooley, em 1965, criaram um algoritmo que foi chamado de Fast Fourier
Transform (FFT) para redlizar o cdculo da transformada discreta de Fourier que permitiu
encontrar o espectro de frequéncia de um sinal. A utilizacdo desse algoritmo diminui o

namero de operagdes computacionais.
Assim partindo de um espectro de sinal, € possivel definir se o

comportamento de um sistema dindmico € periédico ou cadtico pelos nimeros de picos de

fregliéncias que aparecem.

2.3.3 Expoentes de L yapunov
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Os expoentes de L yapunov foram descobertos pelo matemético russo, A.
M. Lyapunov (1857-1918), cujafoto, segundo (SANJUAN, VAZQUEZ, 2005), é mostrada
abaixo:

Figura 2-15 Foto de A. M. Lyapunov.

Segundo (BAKER, 1996) e (FERRARA, 1994) os expoentes de
Lyapunov exercem uma fungdo crucial na descricdo do comportamento de sistemas
dindmicos. Eles medem a taxa média de divergéncia ou convergéncia das trajetérias do
espaco de fase a partir de pontos iniciais proximos. Por essa razdo, eles podem ser usados
para andisar a estabilidade dos ciclos limites e para checar a dependéncia as condigdes
iniciais indicando a presenca de atratores cadticos (SANDRI, 1996).

Consideremos, em um instante inicial, sistemas continuos com n
equacOes diferenciais ordindrias (FERRARA, 1994) e imaginemos uma pequena hiper-
esfera de condigOes iniciais no espago de fase para escalas de tempo suficientemente
pequenas. A dindmica do sistema provocard um efeito que ir4 distorcer este conjunto
para um hiper-elipisdide esticando ao longo de algumas diregdes e contraindo ao longo de
outras. A taxa assintética de expansdo do eixo maior que corresponde a direcdo mais
ingéavel do fluxo € medida pelo maior expoente de L yapunov | 1. Em geral, se ordenarmos
0S eiX0s e 0s expoentes de L yapunov em ordem decrescente pela magnitude, ;3 ...e, el 1 3
.| n, cadal i quantifica a taxa exponencial média de expansdo ou contragéo para o i-ésimo

exo e.

Com um rigor formal, vamos considerar dois pontos iniciais proximos Xo

e Yo em um espaco de fase, conforme figura 2-16 onde yo € uma pequena hiper-esfera de
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raio ey(Xo), representada matematicamente na relagdo (2.18), cuja finalidade é de teste aos

estados iniciais vizinhos em torno do ponto X, de uma linha de fluxo.
Vo~ Xo| £€0(Xq)- (2.18)

Com o passar do tempo, o fluxo deforma a hiper-esfera que se transforma
em um hiper-elipsoide com eixos principais g(t), parai = 1, 2,..., n, e que esta representado

nafigura 2-16.

Os expoentes de Lyapunov medem o crescimento exponencial dos eixos

principais &(t) e séo definidos por

ao=lim dim SinfO o101 n (2.19)
©¥ 5o(Xo)®0 T 5 (x,)

Em geral os | ; dependem do estado inicial Xo, mas em muitos casos ees

s80 constantes ao longo de uma significativa regido do espago de fase (FERRARA, 1994).

Figura 2-16 Evolucdo de um elemento de volume esférico de raio ey(Xg) em torno de um ponto
inicial xo. Depois de um tempo t a esfera torna-se um dipsdide com eixos
principas.

Da equagéo 2.19 obtemos:

g, (t) » g, (x,) €. (2.20)



20

Concluimos que (FERRARA, 1994):

a) a existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define
umaingabilidade orbital nas diregdes associadas,

b) para uma solugdo cadtica, associada a um atrator estranho, a
sensibilidade as condigdes iniciais implica na existéncia de pelo menos um expoente de

Lyapunov | > 0;

) para uma solugdo periodica ou quasi-periodica podemos esperar que
deslocamentos na dire¢éo perpendicular ab movimento diminuam com o tempo, enquanto
que ao longo da trgetdria eles ndo devem se alterar, correspondendo a um simples
deslocamento do ponto inicial. Segue, portanto, de (2.20) que no caso de solucéo periddica
ou quasi-periddical i < 0 nas diregdes perpendiculares a0 movimento el ; = 0 ao longo da

trajetéria.

E possivel identificar um atrator pelos sinais dos expoentes de L yapunov.
Assim, a dindmica de um atrator para um sistema continuo com trés equagdes diferenciais
serd de um movimento periddico se o espectro de Lyapunov gpresentar um expoente nulo e
0s demais negativos, cadtico, se apresentar um positivo, um nulo e o outro negativo e
ponto fixo se todos forem negativos (SANDRI, 1996). Esta classificacdo estd descrita

abaixo:

Dinémicados atratores Espectros de Lyapunov
Ponto fixo -, -
Movimento periédico o,-,-
Movimento cadtico +,0, -

Assim, um sistema continuo com trés equagdes diferenciais ordinarias
serd cadtico, com base no espectro de Lyapunov, se tiver um expoente positivo, um nulo e

0 outro negativo e periddicos se 0 espectro tiver um nulo e os demais negativos.
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2.3.4 Secéo de Poincaré

A se¢80o de Poincaré foi o nome dado em homenagem ao fisico e fildsofo
francés Henri Poincaré (1854-1912), com a foto mostrada a seguir segundo (SANJUAN,
VAZQUEZ, 2005). Poincaré estudou problemas relacionados a sistemas dinamicos que
ndo exibiam solugdes analiticas, ou sgja, ndo sdo integraveis (FERRARI et al, 2006).

Figura 2-17 Foto de H. Poincaré.

Segundo (SAVI, 2002), a se¢do de Poincaré elimina uma dimensdo do
sistema permitindo que se transforme um sistema continuo no tempo em um mapeamento
discreto. Uma maneira de se definir a secéo de Poincaré € observar umadada Orbita apenas

em pontos discretos, tomados em uma superficie, conforme figura abaixo:

Figura 2-18 Secéo de Poincaré (SAVI, 2002).



22

2.3.4.1 Atrator e Dimensao Fractal

Em paraelo ao estudo da dindmica de sistemas, B. Mandelbrot (1982),
com afoto mostrada abaixo segundo (BATANETE, CASTRO, LAGO, 2005),

Figura 2-19 Foto de Benoit Madel brot.

estabeleceu a existéncia da “ geometria da natureza’ em contraste com a geometria classica
que fornece uma primeira aproximagdo das estruturas dos objetos fisicos. A Figura 2-20
(SAVI, 2002), que vista abaixo, mostra algumas representacies de sistemas naturais a

partir da geometria fractal.

Figura 2-20 Geometria fractal.

Assim, a geometria fractal pode ser considerada como uma extensdo da
geometria classica. Fractais tém sido observados na natureza em diferentes situactes
variando desde formas geometrias as ciéncias fisicas. Basicamente, é possivel caracterizar
fractais em dois grupos distintos: objetos solidos e atratores estranhos. O primeiro tipo
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corresponde aos objetos fisicos que existem no espago fisico ordinério. Por outro lado, o
segundo tipo considera objetos conceituais que existem no espago de estado de sistemas
din&micos cadticos que apresentam tragjetdrias que convergem para um atrator estranho. A
definicdo de atrator € um conjunto limite para o qual se converge na medida que o tempo
evolui, segundo (SAVI, 2002). Desse modo, um atrator estranho apresenta como

propriedade basica uma estrutura fractal, isto €, dimensdo néo inteira.

Associado a esse cardter fracionaio existe dois tipos basicos de
dimensdo. O primeiro chamado de dimensdo fractal ou métrica, que depende da
propriedade geométrica;, e um segundo dependente de propriedades geométricas e

probabilisticas definido como dimens&o de medida natural ou probabilistica

Portanto, a presenca da edtrutura fractal em um sistema dindmico esta
associada a imprevisibilidade, ou sgja, ha uma forte dependéncia as condic¢des iniciais que

torna impossivel prever a evolugdo do sistema.



CAPITULO 3

Equacao do oscilador eetromagnético

3.1 Introducéo

Existem movimentos oscilatorios que exibem um comportamento
caotico. Como exemplo disso, pode-se citar o péndulo cadtico e o oscilador de Duffing que
possuem um primeiro termo de amortecimento, um segundo n&o linear e um terceiro
dependente da frequéncia da forga externa. Assim, para cada valor nos parametros de
controle, o sistema responde de uma determinada maneira, devido a sua sensibilidade em
relacdo a eles. Desse modo, as solugdes apresentam comportamentos periddicos e cadticos.
Com isso, como um outro exemplo, propomos o oscilador eletromagnético cadtico que
exibe oscilagbes ndo periddicas, conforme modelo proposto, na figura 3-1 que vem a
seguir. Nessa ilustragdo, estdo indicados os imas, condutores retilineos estaticos infinitos,
eletroimé e o fio oscilante. Esse condutor em movimento sofre a atuacdo das forcas de

amortecimento f:am, gravitacional Fg e magnéticas le, Fe € IR:R, devido apresencado ar

®

e dos campos g, B , Be e éR, respectivamente, criados pela terra, imas, eletroimé e os

fios infinitos.
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Figura 3-1 Diagrama de forgas e campos do oscilador e etromagnético.
3.2 Forcas que agem no fio oscilante
3.2.1 For ¢ca de amor tecimento

A forca de amortecimento € sempre oposta & velocidade; portanto, realiza
trabalho negativo, isto €, absorve energia do corpo em movimento (SYMON, 1982). Desse
modo, ela surge no sistema, devido a um fluido gasoso que é o ar. Sendo assim, namaioria
dos casos, quando a forca de atrito é peguena, pode-se supor que ela sgja linearmente

proporciond a velocidade.

F. =-by. (3.1)

Em um modelo tradicional, a forga de amortecimento, figura 3-2, é

proporciona a velocidade.

\A -

O

V<

Figura 3-2 Forca de amortecimento para diferentes vel ocidades.
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3.2.2 Forgagravitacional

Em casos de corpos de peguenas dimensdes e massa m, na superficie da
Terra(SYMON, 1982), aforga gravitacional é dada por:

F, =mg, (32)

que serd usada para estimar a massa m do fio oscilante com o objetivo de obter uma
resultante vertical nula pela anulagdo da forga gravitacional com a, magnética criada pelos

imas, que vai ser deduzida na proxima se¢éo, e restringir o movimento na horizontal .

3.2.3 Forca magnética produzida pelosimés

O fio oscilante de comprimento | sofre influéncia de uma outra forga,
que seré deduzida a seguir, devido a campo magnético praticamente uniforme produzido

pelos imés, conforme figura 3-3, mostrada abaixo:

c

[
\< .

Figura 3-3 Esquema tridimensional do fio oscilante eiméas.
® ® , ®
dF =11" B, (3.3

Se ?1 :(lldi);( eB=B il,temos:



27

dF = ((Idi)x)” (B)Y),

dF = LBidi(X y), (3.4)

A S

pela base ortonormal dafigura 3-3, o produto vetorial entre x e y, setorna

X y=z, (3.5)
substituindo (3.5) em (3.4).

dF = 11Budi(z), (3.6)
pelafigura3-3,

dF = (dR)@), 3.7)

(dF)(2) = 1,B di(2),

dF =1.B.di, (3.8

Integrando (3.8) deO a | :
1 1
(‘jﬂzl = (‘j 1Bidi, (39)
0 0

como a integracdo estd sendo feita em relagdo ai, 1. e B, podem sair da integral, em

(3.9).
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F =hLIBy, (3.10)

3.2.4 Forca magnética produzida pelos condutores retilineos estaticos

infinitos

Os condutores retilineos estéticos infinitos criam sobre o fio oscilante
uma forca restauradora ndo linear que sera demonstrada neste topico. Sendo assim,

considerando o esqguemadafigura3-4 ealei de Ampere:

______ [ Iy —
== L2 == === L2 ==~
Y e A

(2 DO x 3 |
1 I
Bs. : :
I I
I
|2 |1 | |2 |
I
I
Y I '
y ? o !

o iy =

‘ T _L____21 !

V] A O

z 1 1 1
L L/2-x-dm = == L[24X - — = =

Figura 3-4 Diagrama de for¢as e campos do fio oscilante e, condutores estéticos retilineos infinitos.

BT =l + 4 %c‘,%.ﬁda, (3.11)

%

® ~d e o)
dl=.5+1 £ Enda’
el G O

C
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sel =I+1 %c‘%.ﬁda,temos:
BBdi=u (3.12)
0 campo magnético produzido pelos fios 2 e 3, conforme figura 3-4, onde | =1,, é
definido por:
BBl =ul>, (3.13)
/,/ \\\
/ \
’ \
1 -
| _=-=""1
1 2 @ ~ o dy
‘\ | T~ dl
\ /
\ D /v
N / ®
\\ ~ : - /, B
== v

Figura 3-5 Campo magnéti co produzido por um fio infinito.

ihBd1 cos0 = ul 2,
sendo cos 0 = 1, B pode sair paraforade integral, pois € o mesmo ao longo do contorno.
Bigdl = ul 2,

ondedl =Ddy :

2n

B(‘j:)dl//:,ulz,
0



30

B27D = ul ,
=tz (3.14)
27D

em termos vetoriais, 0s campos magnéticos dos fios 2 e 3 de acordo com afigura3-4 e a

orientacdo da base ortonormal séo:

B,=-_M2 ;. (3.15)
27TD2

Bz 2 5 (3.16)
27D+

0 campo magnético resultante que atua no fio oscilante é definido por:

®

®BR=®BZ+BS, (3.17)
substituindo (3.15) e (3.16) em (3.17):

c e e
27D,  27Ds3

e aulobeel 16
Br=- 1~ "—- —27, 3.18
827T¢8D2 D:g ( )

observando afigura 3-4, as disténcias dos fios 2 e 3 até o fio oscilante sdo:

D,=—- X, 3.19
2= (3.19)

Ds=—+xX, (3.20)



levando D, e D3 narelagéo (3.18) do campo magnético resultante:

& o}
® g -
BRLWZI;QGBd_l — *zZ,

2 —+x9_
827 "5 &2 55
080
827”.2’@aé—'—x(.jad‘+x9:
& "®E2 55
e 6
oo @208 2X T
R=-o— ~Z,
827[%&;2_ Xzo+
&4 " 5g
®BR:' 4ul X
a(L?- 4x?) '

sendo
dF:R 2?1 %R,

eli=(-1.dy)y,

& 4ulx o 0

dFr =((- 1dy)y) eor ——0 2
' (- axD) gy
d(ER _ &4ulil oxdy <:J(§/, 2)’

Sr(L2- 4x2)

pela base ortonormal dafigura 3-4:

31

(3.21)

(3.22)



32

y 2=X,
dFR _?4}1';' 2Xd)2/ SX,
gn(L”- 4x°) g

integrando a relagdo do elemento de forgarestauradora d Fr deOal:

I e
(\ji Fr = @4,[1' al 2Xdy O
0 oeﬂ'(l_ - 4x )

como aintegracdo esté sendo feita em relacéo ao comprimento do fio, os outros parametros

podem sair paraforadaintegral,

‘e @ 4ulilox
N F -7 e =,
OF gz ) gecjy

s Aull ol
m(L?- 4x?)’

® n ® n
pela figura 3-4, observamos que os vetores Fr =Fr X € X =- XX, assim:

4,u| 1l 21X

Frx=- HoxzX
AR TIEIIVE

Aul 4l o1x
rren 3.23
m(L%- 4x?) ( )

R =~

A forcarestauradora (3.23), cujo gréfico estd mostrado na figura 3-6, que

vem a seguir, tem umarelagdo ndo linear com a posi¢ao.
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A FR

v X

N
N

Figura 3-6 Gréfico daforca magnéticarestauradorapara—L /2<x <L/ 2.

3.2.5 Forca magnética produzida pelo eletroima

O fio oscilante ainda sofre influéncia de uma forga externa com excitagéo
produzida pelo eletroima que serd deduzida a seguir, tendo como ilustracdo a figura 3-7

abaixo.

Figura 3-7 Esquematridimensional do fio oscilante e, eetroima
O campo magnético criado pelo eletroima é dado por:

®B B = ®Bo cos(wt), (3.24)
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onde Be. =- Bo y e w é afregliéncia externa de excitagéo.
A corrente que passa pelo fio oscilante é definida como:
li=(1.d2)z, (3.25)

e 0 elemento de forgca que atua no fio oscilante é

® ®

d@l):EL =1y éEL, (3.26)

realizando as respectivas substituicdes de (3.24) e (3.25) em (3.26),
dFe =((11d2)2)" (- (Bocos(at))y),
d <|®:E|_ =-Bol 1COS(a)'[)dZ(2, Y),

pela base ortonorma dafigura 3-7, chega-se:

zZ §/: - X,
entdo,

dFea = Bol1cos(wt)dzx, (3.27)
integrando (3.27) deOa l:

® I A
(FIFe. = (Bol1cos(wt)dzx,
0 0

como a integracdo estd sendo feitaem relacé ao comprimento do fio, os outros termos da

integral da direita podem ser retirados para fora,
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® Al
(fiFe. =Bol1cos(wt) X (yiz,
0 0

Feu = Bol1l cos(wt) X , (3.28)
nafigura 3-7 , observa-se que Fe = Fel x , portanto:
Feo X =Boll COS(a)t))A(,

Fe. =B ol 1l cog(wt). (3.29)
3.3 Correntes elétricasinduzidas devido a indugéo eletr omagnética

Nesta secdo mostraremos que os efeitos das inducdes eletromagnéticas,
com as correntes induzidas e de deslocamentos no eletroimd, condutores infinitos e fio
oscilante podem ser desprezados em relago as voltagens de seus respectivos geradores de
corrente aternada e continua. Os célculos com as aproximagdes e dedugdes feitas com
rigor podem ser acompanhados no gpéndice A.

Portanto, como ilustracéo é mostrada a figura 3-8, que vem a seguir, que
permite calcular a corrente induzida e de deslocamento nos condutores retilineos infinitos

estaticos pela variagdo do campo magnético no tempo no eletroiméa

l, oo U TTTTTTTTTTTTTTR

n
:—dx v .

) Be | @ dy

2

Figura 3-8 Esquema no plano dos fiosinfinitos e do € etroima.
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A corrente elétrica l, que passa no circuito acima é dada por:

PEALICII (3.30)
I3 I3

onder; S0 asresisténcias em paralelo, referente ao circuito dos condutores infinitos e,

_ 4 doi

i = , 331
¢ = dt (331)
~ & dQj
la=l g — . 3.32
d e.l o (332

el ,pije Qjsdo a permissividade eétrica do meio, os fluxos magnético e elétrico,

respectivamente.
Onde se chega,

&2 =BoTUwsen(wt), (3.33)

BoTUw?1 A4cos(wt)
S .

laz =

(3.34)

Desprezando os efeitos produzidos pelos fios flexivels conectados ao fio
oscilante, e considerando somente o campo criado pelo comprimento | dele, tem-se os

esquemas das figuras 3-9 e 3-10.

- L2+ (x+r)  --=- LI2- (x+r) A
"""""""" N I P DU
|2T ® ﬁ i _(?1_(_ . dly T 2 :
| 04 —-
) :nl /B :
® Bt i / I
| / :
I R . J
@)

Figura 3-9 Esguema no plano do fio oscilante e dos condutores infinitos.
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® ®
B: Ba
2 o
4 ~
e // I \\\ ®
r // 91 : 94 \\\ ra
/ 1 \\
// 1 y \\
’ : Id1 .
b ; 1 Ny o
e / o — D).
1 1 1
1 1 1
pole I e S EE e X4 =------- :
1 1

Figura 3-10 Ampliacdo da parte do fio oscilante de comprimento | .

Considerando alei de Biot - Savart ,

g = 1dl v (3.35)
dr 2
e 0s esquemas das figuras (3.9) e (3.10) se deduz que,
® I & I-Xx X 0,
B =£21¢ L+ 7ne. (3.36)
Ay Jyz+(1-xa)? AyPHxiE
e’
S dpaz _ diz |, dF (y) dy
=- =F () —+—%2 211, 3.37
=y gt (3:37)
onde,
F (=2 (339)



também,

sendo,

dF () _ 1 dO()

dy 2r  dy

L =0 1)+ 2O+ o)+ (1),

i l(t):m@_xézh
dy? &dty

dG(x) d |

. t:
20 dy dt?

dG(;) dy di:

i a(t)=2 ,
=27 7 0 o

d?l:

i 4(t) =G(x) 42

_ul Ax
G(x) —%O(X),

4G () _ 1 4d0(y)
dy 1S dy

d'G(y) _ul 4d°0(»)
dy * 2rS  dy?

OG0 =f,,(0)-f,(2),

38

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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dO(y) _df, () df (1) (349)
dy dy dr '

d?0(x) _ 4, () a7 ,(0)
dy ° dy? dy °

(3.50)

AN

A% (1) d¥a(y) diz (1) dfa () S
| | , Lt () e fa(y) S0

onde as fungbes

dy ® dy ® dy dy
mostradas no apéndice A,
dessa maneira,
Vo3
|2:—(1+‘[l+‘[2+‘[3+‘[4), (3.51)
rs
tendo,
=82 = TV0 o ot)Bo, (3.52)
Vo3 Vo3
€2 di:  dY (y) dy
=52 oy ()=t LB 353
£ Vo3 (x) dt dy dt ' (3:53)
e’
_F () _ul()
Y = = , 3.54
() Vo3 27V 03 ( )
&Y () L dF()_ x dOk) 355)

dy Vo dy 27V s dy

_rslaz _ TUw?T Arscos(wt) B

0, (3.56)
Vo3 SVo3

T3
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AY

_rala

T4 = =Xa(t) + X 2(t) + X 3(t) + X (1), (3.57)

T 2 A 2
Xty =1 A d Ol el o) (358)
2rSVos  dy 8dt ]

ul ArsdO(y) d?y 1

X o(t) =
0= Ve d d?

(3.59)

X s(t) = 1 Ars dO(r) dr di s (3.60)

1 Ars ~, .d?
£ 20—

X40= S Ve e

(3.61)

sendo os outros termos da soma de (3.51) muito menores do que um, conforme mostrado
no apéndice A com os valores numeéricos e validos parabaixas intensidades e variagbes no
tempo da corrente elétrica, e pequenas velocidades e aceleracdes quando comparados com

Seus termos proporcionais,

1, @ (3.62)

I3

|2 X |2

Figura3-11 Movimento de oscil acdo do fio oscil ante.
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Sendo assim,

=Y 8, (3.63)

ro1 o1

0 campo magnético que atua no fio oscilante é dado por:

®BR: Aul 2(y +r1)
a(L?- 4(x+1)?%)

entdo, as tensdes induzidas e as correntes de deslocamentos no fio oscilante devido aos fios

infinitos e ao eletroima,

er=A() 32+ A0 9

dt dy dt (364
Aly) = "' |nﬁ Axrn’o (3.65)
& L2 &
dA(x) _ Azrul(x +1) _ (3.66)
dx m(L™- 4(x+1)°)
laa =M1(t) + M 2(t), (3.67)
d I 2 dA()() d?y
M) =AG)~ Y I (3.68)
_ dy dl 2 d A()() aaly o
M 2(t) = ZA(X)E dt 8dt 5 2, (3.69)
A = ”'2: in. 4070 (3.70

2



dAG) _ 4ul A (x+1)
dy a(L?- 4} +1)?)’

d’A(r) _ 4l 4 (LP+4(x+1)?)

dy ? m(L?- 4(x+1)?)?

Loz =A1(t) +A 2(t) +A 3(t) +A a(t),

d?l:

A1(t) =3(x) et

. 2
AZ(t):d?j—)((X)((:;t_)Z{Il’

As(ty=23200 dedin
dy dt dt’

\ d29(y) asly 6°

Aa(t) =S 2 EXO
d? Sdty
TA A

() =E o)

(x) ol (1)

d3() _ul 4 dO(y)
dy 2zl dy

d?3() _pul 4 d*0(x)
dy ? 2l d?
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(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.79)

(3.79)

(3.80)

(3.81)



portanto, a corrente |4, € dada por,

_ Vo I+A1+ A2+ As+As+Ast+As)

l.=

lot 1- A7)
N s di. dp(X)d—Xlz,
Vo dy dt
A LR B VAL
Va 21Va 8 L a3
db() _ 1 dAG)_ 4ud(r+n)
dy Va dy Va(L?- 4 +n?)’
AZZ\r/LOllldl:Pl(t)‘PZ(t),

710 = M =) L i
?z(t)ng () = ,dc() drdiz  d* d?c(p) a6

dz(x)

dy

d’c(x) _

lo1

c()=——

Vv

01

de dt dt  dy? Sdtg

Ay) = ul 4 I’01| & 4(y+1)%0

o1 dAQy) _

27TV 01 L [

4ul A ra(y+r)

Vo

dy

ra d*A(y)

NVoa(L?- 4(y+n)?)’

4ulT A ra(L?+4(y+1)?)

dy

2

Va

dy ?

Vo (L?- 4(y+1)?)?
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(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)



AS_EZTUCO

_V01 Va

sen(wt)Bo, (3.92)

. . A“
A4:£|d1:MCOS(a)t)Bo, (3.93)
Vo 1IVa

_F(pdis_ uO(y)d:
Ag=— M) T _HEWX) T

) (3.94)
Vo dt  27Va dt
As =s1(t) +ss(t), (3.95)
Fon ; ul A“I’01 ~, d?l1

) =——A (1) = O , 3.96
s1(t) Vo 1 27lVa () dt? ( )

For 1l At dO(y) dy di s
t)=—As(t) = = 3.97
<s(t) Vo 0 Vo dy dt dt (397)

2 2 .2

A, = dMG) dr , 30 7 d”5(x) asly 6 (3.98)

d¢ dt dy dt? dy? &dtg

2
dm(X), d3(2) e d”3() de A7, €, respectivamente, mostrado no

onde os parametros
P dy dy dy °

apéndice A e foram determinados anteriormente.

Com os outros parametros da soma de (3.82) sendo muito menores do
gue um como mostrado no apéndice A, e validos para baixas intensidades e variagdes no
tempo das correntes eléricas |; e |, e pequenas velocidades e aceleragdes quando

comparados com Sseus termos proporcionas,

L@ . (3.99)

o1
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Com o esquema da figura 3-8 e a lei de Faraday, calcula-se que a

corrente induzida e, de deslocamento, no eletroima devido & auto-inducéo sdo dadas por:

| s = £ = BoUTosen(@t) (3.100)
R R

1 BoA w?cog(mt)

. (3.101)

| g

e gplicando alei de Ampere e aequagéo de forga (3.26),

I:ELl -

iHB ol IUTwsen(ot) _ 1 Bolild o cos(ot)

3.102
RJ J ( )

o8]

<+
=

T2 () -O- T2 - ()

Figura 3-12 Esquema no plano de umaregido do eletroimé e do fio oscilante.

Com os esquemas 3-10 e 3-12, redlizando célculos similares, e

. o N Vo dl
considerando a aproximagéo feita para a corrente |, que implica 1, @—, d_tl @ e
lo1

d?l,
dt?

limitado e (3) a0 eletroimd, chega-se que a corrente induzida e, de desocamento no

@0 chegase novamente na expressdo (3.36). Portanto, sendo (1) referente ao fio

eletroimé devido ao fio oscilante séo dadas por:

N

£
|3:E:Md_x|l, (3.103)
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dS(x) _ _u do(x) (3.104)
dy 27rR  dy

T du(p) d%y -, d%u(y) asly 6

| O, 3.105
T T g dt? T dy? dtg (3109

do(y) _ul A da(x) (3.106)
4y 27HUT dy

d®u() _ul A d*5(x) (3.107)
dy?  27HUT dy?

5(x) =fa (1) Fa(2), (3.108)

do(y) _ dfs1(x) _ dfa(x) (3.109)
dy dy dy ’

d®o(x) _d*fa(x) d*fulx) (3.110)
dXZ dXZ dXZ ]

sendo que as funcdes (1) e fa () S0

dts () d%a () da () dia ()
dy? 1 oy T d¢ T dy

também mostradas no gpéndice A,

aplicando, novamente a lei de Ampere e (3.26),

2 2 .2

Feo :d?ﬁ_()()d_)(|12+dw()() d )2{|12+d wEX)alg 12, (3.111)
dy dt dy d® &dt g

dn(y) _ pH1 dS(z) _ p°HI da() 3112)

dy J dy 27RJ dy
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dorx) I du(y) _ 1 A4 1 ds(y)

(3.113)
dy J dy 27TIU  dy
2 2 27 = 2
d wg)() _uHId U(Z)() _ul4 1d 5(2)(), (3.114)
dy J dy 2rTIU  dy
Portanto,
F=Fg +Fga+Feo, (3115)
substituindo (3.29), (3.102) e (3.111) em (3.115),
F=Bold(J1+J2), (3.116)
J1 =N; cos(wt) + N zsen(wt) (3.117)
Lo
N, = 1+“'A%, (3.118)
§, = 4HUTo. (3.119)
RJ
2 2 .2
JZZMd_Xlﬁdn(x)d;;Iﬁd n(zx)aeﬂ_xg N (3.120)
dy dt dy dt dy? &dt g
2
de(x) _ 1 dn(y) _ w°H d‘J(X)’ (3.121)
dy IBo dy 27RIBo dy
U
an() _ 1 dedy) _ i1 4 da(x) 3122

dy IBo dy 2rTIBoU dy
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A0 . 1 d" o) _pfl 4 d7s(y)

dy? 1By dy? 27TIBoU dy? ' (3123)

€,

sen(arcsen(d)) =d, (3.124)
€,

-1<6<1, (3.125)
tem-se,

sen(arcsen(N2)) =N 2, (3.126)
e,

-1<N, <1, (3.127)
usando arelacdo trigonométrica:

sen(wt)sen(arcsen(N,)) = %{cos(e) - cos(<)}, (3.128)
onde,

< =ot- arcsen(N2), (3.129)

@ =t+arcsen(N2), (3.130)
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J 1 =N, cog(wt) +%{cos(&+) - cos(a)} sen(wt), (3.131)
parat =0,

%{cos(— arcsen(N 2)) - cos(arcsen(N 2))} =0, (3.132)
pois,

cos(- arcsen (N ;) = cos(arcsen (K2 , (3.133)

parat® 0 etgrandeem relagdo a arcsen(N ), e N <<1, tem-se que arcsen(N ) @GN 2,

assim,

< =ot- acsen(N2) @ot- N, @nt, (3.134)
< =ot+arcsen(N2) @ut+N ., @ut, (3.135)
%{cos(x—i)— cos(ﬁ)} @, (3.136)

e, sendo os outros termos da soma de (3.116) muito menores do que um, de acordo com 0s

cal culos numeéricos mostrados no apéndice A, com J ; @cos(wt) e J , @0,

portanto,

F @Fe. = Bol 1l cos(t). (3.137)

O campo magnético dos imés ndo produz corrente elétrica induzida, pois

ele é perpendicular anormal do circuito, isto &,
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¢J=(‘j§|ﬁda:(‘j?>|cosae—rgda:0, (3.138)
s s 2g

entdo, sendo o fluxo magnético igua a zero, tem-se que a tensdo induzida também serd
nula.

3.4 Equacdo do movimento do fio oscilante

A equacdo que descreve 0 movimento do centro de massa do fio

oscilante obedece & segunda lei de Newton e tem a seguinte forma:

2

m% =Sk, (3.139)
2

m% =SFy, (3.140)

onde m é a massa do fio oscilante, x e y so seu deslocamento em relacdo a posicéo de
equilibrio, SFx é o somatodrio das forgas na direcdo x e SFy € o somatdrio das forgas na
direcéo y.

Substituindo (3.1), (3.23) e (3.29) em (3.139), obtemos a equacgéo que

descreve o0 movimento do fio oscilante, definida por:

dZX__bdX_ 4,u|1|2|X

a2z~ dt 7r(L2—4x2)+BOIlICOS(wt)’

d_2X+£%+ 4,u|1|2|X _ Bolll
dt> madt am(L*- 4x?)

cos(wt) , (3.141)

2
A aceleracdo nadirecdo y é nula, ou seja,% =0.
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SFy =0, (3.142)

Substituindo as relagbes (3.2) e (3.10) na relacéo (3.142), obtemos a
seguinte relagéo:

m=Bl (3.143)

g

Onde, conforme foi dito anteriormente, € para esimar a massa do fio

oscilante com o objetivo de restringir o movimento na horizontal.
3.5 Aproximacao da equacdo do movimento com a de Duffing
Realizando uma expansio em série polinomial do termo n&o linear da

equacdo (3.141), para pequenas deformagdes em relacdo a separacdo dos fios infinitos,

d_2X+ b%+ 4,u|1|2|X _Bolll

— = cos(mwt),
dtZ mdt am(LZ- 4x2) s()
2
d_)2(+£%+ 4,u|1|2|X 2":Bo|1| COS(Cl)t),
dt m dt a:a[_ﬁo m

L2 -
Sl S

2 2 .._l
d_)z( +£%+ 4,u| al 22|X @1_ 4X2 9 — Bol4l COS(C()t) ’ (3144)
dt® mdt amL 8 L° g m

para L ? 2x,

o1 2 4
gi- e Y T S S (3.145)
9
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considerando até o segundo termo da série em (3.145)

g‘[_ MEO - oy B (3.146)

substituindo (3.146) em (3.144),

d? bd 245
_)2(+__X+4,u|1| ZZIXEE_‘[+ 4-X2 2: Bolll COS(Cl)t),
dt® mdt amL 8 L g

2 3
d_)2(+£%+4,u|1| 22|X+16,u|1| 2:X :Bolll COS(COt), (3147)
dt© mdt mL mL m

comparando com (2.1) que é dada por,
X+ p X+ W2 X +xx° = ycos(m,t),

conforme foi mostrado no capitulo 2, conclui-se que,

2 4 |1|2|
Wop = K > s
amL

= 16,u| 1|42| ’
amL



portanto,

d’x  dx 2 3
F"‘pa"‘WODX"’KX —yCOS(CUDt),

onde (3.148) € aequacdo de Duffing.
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CAPITULO 4

Simulagdes numéricas do sistema

4.1 Introducéo

As séries temporais, posicdo versus tempo e velocidade versus tempo,
obtidas por integracdo numérica permitem que se analise o comportamento do sistema. A
partir dessas séries temporais obtivemos 0 espago de fase, a se¢do de Poincaré, o espectro
de freguéncia (andlise —-FFT) e o expoente de Lyapunov, utilizando os programas dos
ApéndicesB, C,D, E, F, GeH.

O egpaco de fase € aquele em que 0 estado de uma particula se movendo
em uma dimensdo é especificado pela sua posicdo x e velocidade v (BAKER, 1996).
Portanto, 0 espaco de fase que se utilizou para andlise deste trabalho foi construido usando
aposicdo e velocidade do fio oscilante. A secéo de Poincaré foi construidade tal modo que
o movimento do fio oscilante sgja observado através do periodo da forga externa que age
nele.O espectro de freguéncia foi usado para analisar o comportamento do sina e o
expoente de Lyapunov para medir a taxa de divergéncia ou convergéncia das trajetérias

que partem de pontos iniciais proximos.



4.2 Atribuicdo de valores aos coeficientes do sistema
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A equacdo diferencia que descreve 0 modelo proposto neste trabalho €,

conforme as deducdes feitas no Capitulo 3, dada por:

(4.2):

1d°x b dx
+ +

mdt

|
Id°x b dx

i + o2

2 mdt

Definindo novas congtantes na segundarelacéo de (4.1):

b
c=—.
m

_Aulil 21X
pP=—"75—
mmL

4
u=—;.

—

4,u| 1l 2|X - Bol 1| COS(C()t)

nm(Lz— 4x2) m

4,u| 1l 2|X _ Bolll COS(C()t)

2 .
2@ 4x° 0 m
mmb gl- — =+

7]

4.2

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Substituindo as constantes (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5) nasegunda relacdo de

d’x dx

X

— +C—+p——y =qcos(wt) .

(4.6)
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Na eguacdo descrita em (4.6) atribuimos os valores numéricos que

seguem na tabela abaixo:
| 0,1m 1dm
L 0,2m 2dm
Iy 0,01 C/s 0,01 C/s
P 25Cl/s 25Cls
m 1" 10"°Kg 110" %g
b 9,8" 10 'Kg/s 9,810 ‘g/s
a 47" 10 'Kgm/C? 47" 10 °gdm/C?
w 03rad/s 03rad/s

Tabela4-1 Val ores numéricos das constantes da equacao.

onde por facilidade de simulagdo, passamos a unidade de espago de metros para decimetros

e amassa de kilogramas para gramas.

Substituindo os respectivos valores acima nas constantes (4.2), (4.3) e
(4.4), obtemos:

c=0,098s "
p:O,]s'z; (4.8
uzldm'z;

e podemos escrever a equagdo como:

d’x dx X

e +0, 098d— + O,lm

que sera integrado pelo méodo numérico de Runge-Kutta, residente no software
Mathematica 5.2.

=qcos(0,3t), 4.9



57

4.3 Integracdo numérica do sissema

Transformando a equagéo diferencial ordinéria de segunda ordem (4.9)
em um sistema de equagOes diferenciais ordin&rias de primeira ordem pela mudanca das
variaveis, definidas conforme segue,

v(t) :ﬁ,

obtemos:
i dx(t)
. =y(t
a0

: ) _ 0,098u(t) - o,1& +qcos(0,3t)

po [2-x°)

(4.10)

Com o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem, ingalado no
software Mathematica 5.2, integramos o sistema (4.10) no intervalo de zero a 20000
segundos, com intervalos de integracdo de 0,02 segundos e condigdes iniciais:
x(0) =0,4dm e v(0)=0,3dm/s.Vamos desprezar a pate transente, e analisar o
comportamento dindmico do sistema por meio dos métodos mateméticos propostos neste
trabalho.

4.4 Resultados das simulacdes

Nas simulaces realizadas, variamos o parametro q de q = 0,450 dm/s” a
q = 0,835 dm/s’. Dentre essas simulagBes, escolhemos uma seqiiéncia crescente do
parémetro g, que faz 0 sistema passar de um movimento periddico para um cadtico. A
sequiéncia de valores do paréametro q € {0,450; 0,460; 0,470; 0,511; 0,536; 0,557; 0,596;
0,640; 0,700; 0,740; 0,812; 0,835} .
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Exibimos a seguir, nas figuras de 4-1 até 4-12, em (a) posi¢cdo do fio
oscilante em fungdo do tempo, em (b) velocidade do fio oscilante em fungdo do tempo, em
(c) as trgetdrias do plano de fase, em (d) a secdo de Poincaré, em (€) espectros de
fregliéncias da posi¢céo do fio oscilante e em (f) os expoentes de Lyapunov (SIU, 1998).
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Figura 4-1 Gréficos da simulacdo do sistema dindmico proposto paraq = 0,450 dm/ s (a) posicéo do fio
oscilante em funcdo do tempo, (b) velocidade do fio oscilante em func&o do tempo, () trajetérias
do plano de fase, (d) secdo de Poincaré, (€) espectro de frequénciae (f) expoentes de Lyapunov.

Nafigura4-1, paraq = 0,450 dm/ &, a caracteristica do grafico em (a) e
em (b) € de um movimento periddico e em (c), também, onde as trgjetdrias permanecem
confinadas numa fina faixa, conforme ilustrado. Em (d) observa-se na secéo de Poincaré

gue ocorre poucos pontos que caracteriza um comportamento periodico Em (), a
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freqliéncia fundamental e suas frequiéncias multiplas, também caracterizam movimento

periodico do fio oscilante. Em (f), temos |, =0, |, =- 0.00506525, | , =- 0.0733393 que

confirma a existéncia de um comportamento periédico com um expoente de Lyapunov
nulo e os demais negativos (SANDRI, 1996).
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Figura 4-2 Gréficos da simulacgo do sistema dindmico proposto paraq = 0,460 dm/ s% (&) posicéo do fio
oscilante em funcdo do tempo, (b) velocidade do fio oscilante em funcdo do tempo, () trajetérias
do plano de fase, (d) Secéo de Poincaré, (e) espectro de fregiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Na figura 4-2, paraq = 0,460 dm / &, em (a) e (b), podemos afirmar que
o movimento do fio oscilante € periddico. Em (c) e (d) os gréficos déo indicios de

movimento periodico do fio oscilante. Em (e) observamos também a frequiéncia natura e
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suas freqiiéncias multiplas. Em (f) , 1, =0, |, =-0,000178143, | , =- 0,0782219 temos a

confirmagdo do comportamento periddico tendo como expoentes de Lyapunov um nulo e
os demais negativos (SANDRI, 1996).
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Figura 4-3 Gréficos da simulacgo do sistema dindmico proposto paraq = 0,470 dm/ s% (a) posicéo do fio
oscilante em funcdo do tempo, (b) velocidade do fio oscilante em funcdo do tempo, () trajetérias
do plano de fase, (d) Secéo de Poincaré, (e) espectro de freqiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Nafigura 4-3, paraq = 0,470 dm / s, em (a), podemos afirmar quanto &
periodicidade do movimento do fio oscilante. Em (b) e (c) os gréficos dédo indicios de
movimento periédico do fio oscilante. Em (d) a secdo de Poincaré parece revelar uma

estrutura caracteristica de um comportamento periodico. Em (€), observamos a fregiiéncia
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natural e suas frequéncias multiplas.Em (f), temos a confirmacdo de um movimento

periodico tendo com |,=0,0981317, |,=0 e |,=-0176436 como expoentes de

Lyapunov, ou seja, dois nulos e um negativo revelando um torus (SANDRI, 1996).
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Figura 4-4 Gréficos da simulag&o do sistema dindmico proposto paraq = 0,511 dm/ s% (a) posicéo do fio
oscilante em funcdo do tempo, (b) velocidade do fio oscilante em funcdo do tempo, () trajetérias
do plano de fase, (d) Secéo de Poincaré, (e) espectro de freqiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Na figura 4-4, para q = 0,511 dm / &, em (a) e (b), podemos afirmar
quanto a0 comportamento cadtico do movimento do fio oscilante. Em (c) e (d) os graficos
ddo indicios de movimento cadtico do fio oscilante. Em (€) observamos também a

frequéncia natural e suas freqlénciass multiplas. Em  (f),l, =0146128,
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l,=0,l,=-0,224782 temos a confirmagdo do comportamento cadtico tendo como

expoentes de L yapunov um positivo,um nulo e o outro negativo (SANDRI, 1996).
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Figura 4-5 Gréficos da simulacéo do sistema dindmico proposto paraq = 0,536 dm/ s% (a) posicéo do fio
oscilante em funcdo do tempo, (b) velocidade do fio oscilante em funcdo do tempo, () trajetérias
do plano de fase, (d) Secéo de Poincaré, (e) espectro de freqiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Na figura 4-5, para q = 0,536 dm / <%, em (@) e (b) o movimento do fio

oscilante tem caracteristicas periodicas. Em (c) e (d) os gréficos ddo indicios de

movimento periddico do fio oscilante. Em (€) aparece a frequéncia natural e suas

fregliéncias mditiplas. Em (f), com |, =0, I,

=-0,0390001 e | , =-0,0394078 temos a
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confirmagdo do movimento periddico tendo como expoentes de L yapunov um nulo e os
demais negativos (SANDRI, 1996).
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Figura 4-6 Gréficos da simulac3o do sistema dindmico proposto paraq = 0,557 dm/ s% (a) posicdo do fio
oscilante em func&o do tempo, (b) velocidade do fio oscilante em funcdo do tempo, (c) trajetéria
do plano de fase, (d) segéo de Poincaré, (€) espectro de fregiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Na figura 4-6, paraq = 0,557 dm / &, em (a) e (b) o movimento do fio
oscilante ndo tem caracteristicas periddicas. Em (c) e (d) o gréfico da indicios de
movimento periddico do fio oscilante. Em (€) aparece a freqiiéncia fundamental e suas
freqiiéncias multiplasEm (f), [,=0, |,=-0,00146995 e |,=-0,0769544 temos a



64

confirmagdo do comportamento periddico tendo como expoentes de Lyapunov um nulo e

os demais negativos (SANDRI, 1996).
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Figura 4-7 Gréficos da simulaggo do sistema dindmico proposto paraq = 0,596 dm/ s% (a) posicéo do fio
oscilante em funcédo do tempo, (b) vel ocidade do fio oscilante, (c) trajetdria do plano de fase, (d)
secdo de Poincaré, (€) espectro de fregiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Na figura4-7 paraq = 0,596 dm / &, a caracteristica do gré&fico em (a) e

(b) é de movimento periédico do fio oscilante e em (c) também, onde as trajetérias

permanecem confinadas em trés faixas, conforme ilustrado. Em (c) o gréfico daindicios de

movimento periddico do fio oscilante. Em (d) a secéo de Poincaré exibe uma estrutura

caracteristica de um comportamento periddico. Em (€), o espectro de freqiéncia também



65

exibe um comportamento periédico.Em (f), I, =0, | , =-0,000236334, | , =- 0,0781637

temos a confirmagdo do movimento periddico tendo como expoentes de Lyapunov dois
nulos e um negativo, ou sgja, um torus (SANDRI, 1996).
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Figura 4-8 Gréficos da simulac3o do sistema dindmico proposto para g = 0,640 dm/ s% (a) posicdo do fio

oscilante em funcdo do tempo, (b) velocidade do fio oscilante em fungdo do tempo, () trajetdria
do plano de fase, (d) secdo de Poincaré, (€) espectro de frequiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Na figura 4-8, paraq = 0,640 dm / <, as caracteristicas dos graficos em
(@ e (b) sfo de um movimento cadtico do fio oscilante e em (c), também, onde as
trajetorias permanecem confinadas numa fina faixa, conforme ilustrado. Em (d) a secéo de

Poincaré uma egtrutura fractal caracteristico de um sistema cadtico.Em (e), a frequéncia
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fundamental e suas freqiiéncias multiplas, também caracterizam movimento cadtico do fio
oscilante. Em (f), com | ; = 0,112966, | , = - 3,92588" 10*, e | , =-0,191808 temos a

confirmagdo do movimento cadtico com um expoente positivo,um nulo e outro negativo
(SANDRI, 1996).
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Figura 4-9 Gréficos da simulac3o do sistema dindmico proposto para g = 0,700 dm/ s% (a) posicdo do fio
oscilante em funcdo do tempo, (b) velocidade do fio oscilante em fungdo do tempo, () trajetdria
do plano de fase, (d) secdo de Poincaré, (€) espectro de frequiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Na figura4-9, paraq = 0,700 dm/ &, a caracteristica do gréfico em (a) e
em (b) é de um movimento periddico e em (c), também, onde as trajetdrias permanecem

confinadas numa fina faixa, conforme ilustrado. Em (d) observa-se na se¢do de Poincaré
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que ocorre um ponto que caracteriza um comportamento periédico Em (€), a freqiiéncia
fundamental e suas fregiiéncias multiplas, também caracterizam movimento periédico do
fio oscilante. Em (f), temos |, =0,029688, |,=0,l,=-0109234 que confirma a
existéncia de um comportamento periédico com dois expoentes de Lyapunov nulos e o
outro negativo (SANDRI, 1996).

@ b) o
0.5
0.5
o on.zs
=) L]
i L1
(L o
. ) 1 A1 0 RO a0 A0 R A
W ? 8
o -
b $-0.z5
- -0.5
l -D-’?S I I 1 I
19800 19850 19900 19950 20000 et e iiigg —— A
Temp o
1
@ o @
0.8 os .t
u u
m 025 W on.EE
o o
& e 0
1] u
: g
T w =025
Y-n.25 »
-0.%
-0.5
-0.75
-0.78 , . . . .
-1 -0.5 0 0.s 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
posigdo pesigae
0
(e) )
-z
-0.0z
-
i .
o 8004
ey H
%'—5
-0.08
-8
-0.08
a.al 0.0z 0.02 004 0.05 ] 20000 40000  E0000  S0000 100000
freqiéncia passos

Figura 4-10 Gré&ficos da simulaco do sistema dindmico proposto paraq = 0,740 dm / s (a) posicéo do fio
oscilante em fungdo do tempo, (b) vel ocidade do fio oscilante em fungéo do tempo, (c) trajetéria
do plano de fase, (d) secdo de Poincaré, () espectro de freqiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.

Nafigura 4-10, paraq = 0,740 dm/ &, a caracteristica do grafico em (a) e

em (b) é de um movimento periddico e em (c), também, onde as trajetdrias permanecem



68

confinadas numa fina faixa, conforme ilustrado. Em (d) observa-se na secéo de Poincaré
qgue ocorrem dois pontos que caracterizam um comportamento periodico Em (e), a
frequéncia fundamental e suas frequéncias maltiplas, também caracterizam movimento

periodico do fio oscilante. Em (f), temos |, =0, | , =-0,000118551,1 , = - 0,0782814 que

confirma a existéncia de um comportamento periédico com dois expoentes de L yapunov
nulos e o outro negativo (SANDRI, 1996).

@ ! W (b) L
0.5 0.g
o
H L]
o 0 u ]
: e
A o
[
0.5 L]
-1
-1 | i . " . .
13500 13550 134900 19350 20000 13500 19850 17300 12350 20000
Tempo Lemp e
© (d) BASEES
g : o
o R
0.5 0.5 ] o o
5 - e
] [ e
L] L . R
- - .
0 il u L -
=] o '.'.\l -
~ -
u U
4 H
-0.5 -0.5 L7
-1
h : . L -1 . : . L L
-1l -0.5 LI 0.5 1 1] 0.z 0.4 0.6 0.8 1
pesigde posigde
1]
(e) ()
-z
0.0z
5
i .
- H-0.0g
o H
A f*
-0.08
-3
-0.05 b n T T T d
ool 0.0z 002 0.04 005 0 z000a 40000 0000 F0000 100000
freqifncia pas=sos

Figura 4-11 Gré&ficos da smulago do sistema dindmico proposto para g = 0,812 dm / &*; (a) posicdo do fio
oscilante em fungdo do tempo, (b) vel ocidade do fio oscilante em fungéo do tempo, (c) trajetéria
do plano de fase, (d) secdo de Poincaré, () espectro de freqiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.
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Nafigura4-11, paraq = 0,812 dm/ &, a caracteristica do grafico em (a) e
em (b) € de um movimento periddico e em (c), também, onde as trgjetdrias permanecem
confinadas numa fina faixa, conforme ilustrado. Em (d) observa-se na secéo de Poincaré
gue ocorrem alguns pontos que caracterizam um comportamento periodico Em (e), a
frequéncia fundamental e suas frequéncias maltiplas, também caracterizam movimento
periodico do fio oscilante. Em (f), temos |, =0, |, =-0,0000982283,1 , = - 0,0783018
que confirma a existéncia de um comportamento periddico com dois expoentes de
Lyapunov nulos e o outro negativo (SANDRI, 1996).
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Figura 4-12 Gré&ficos da simulago do sistema dindmico proposto para g = 0,835 dm / &*; (a) posicdo do fio
oscilante em funcdo do tempo, (b) vel ocidade do fio oscilante em fungéo do tempo, (c) trajetéria
do plano de fase, (d) secdo de Poincaré, () espectro de freqiiéncia e (f) expoentes de Lyapunov.
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Na figura4-12, paraq = 0,835 dm/ &, a caracteristica do gréfico e (a) e
em (b) é de um movimento cadtico e em (c), também, onde as trgjetérias permanecem
confinadas numa fina faixa, conforme ilustrado. Em (d) observa-se na secéo de Poincaré
uma estrutura fractal caracteristica de um comportamento cadtico Em (e), a freqiéncia
fundamental e suas freqiiéncias mdltiplas, também caracterizam movimento caético do fio

oscilante. Em (f), temos |, =0,0875546, |,=0,l,=-0165968 que confirma a

existéncia de um comportamento cadtico com um expoente de Lyapunov positivo,um nulo
e 0 outro negativo (SANDRI, 1996).

4.5 Bifurcacgéo

Uma bifurcagdo ocorre quando uma pequena mudanca feita no valor de
um parémetro (pardmetro de bifurcacdo) de um sistema dindmico causa uma stbita

mudanca qualitativa no comportamento dindmico desse sistema (STROGATZ, 1994).

O comportamento do sstema dinamico pode ser globalmente observado
quando verificamos a posi¢éo do fio oscilante no inicio de cada ciclo para um determinado
intervalo do parametro q da forga externa. Para isto integramos o sistema numericamente
calculando para vérios valores do pardmetro q desse intervalo a posi¢éo do fio oscilante. O
grafico gerado pela posi¢do do fio oscilante no comego de cada ciclo versus o parémetro q
€ denominado diagrama de bifurcacéo e esta representado na figura 4-13, que vem a seguir,

para os valores g da forca externa que variam de q = 0,450 dm / S até q = 0,835 dm /s> em
passosde 9,625° 10°* dm/ s
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Figura 4-13 Diagrama de bifurcagéo da posi¢éo x do fio oscilante em fungdo do parametro g.



71

Notamos no diagrama de bifurcaggo (figura 4-13) que, quando q varia de
q = 0450 dm / & até q = 0,835 dm / &, o fio oscilante passa de um comportamento
periodico para, um cadtico, conforme pode ser visto pelas setas indicadas no grafico que
indicam onde foram feitas as simulagdes para os valores de g.



CAPITULOS5

Conclusao

5.1 Comentarios sobre os métodos utilizados

Pela dificuldade de se saber quando um sistema dindmico oscilatério se
encontra num estado periddico ou cadtico, o que fizemos neste trabalho foi aplicar métodos
diferentes para analisar o estado dindmico do sistema proposto. Observamos que o uso do
expoente de Lyapunov oferece uma interpretagdo conclusiva sobre um comportamento

periédico e, cadtico.

Cabe aqui salientar que atransformada de Fourier € um bom método para
fornecer com precisio os valores das freqiiéncias para movimentos oscil atorios periddicos

e cadticos.

Concluimos que, as trajetdrias do plano de fase, 0 espectro de fregliéncia
(FFT), os expoentes de Lyapunov, e os graficos da posi¢do do fio oscilante em funcéo do
tempo, foram significativos na andlise, pois relinem informagdes que nos fazem acreditar

que o comportamento do sistema analisado € coerente com os resultados obtidos. O
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diagrama de bifurcagdo e o mapa de Poincaré complementam o estudo e dd uma

explicac@o satisfatdria parao comportamento cadtico.

5.2 Sugestdes para trabalhos futuros

Como as simulagbes em sistemas dinamicos sdo muitas, este trabaho
com certeza ndo esgotou todas as possbilidades existentes neste campo. O que queremos
propor sdo outras simulagBes para 0 mesmo modelo aqui apresentado onde a variacéo da
amplitude da forca externa deve ser estudada. Seria também interessante explorar as
amplitudes externas iguais a q = 0,511dm / s%, q=0,640dm /s’ e q=0,835dm/ &, visto
que para esses valores 0 sisema proposto apresentou um comportamento cadtico,

conforme revelam os estudos realizados no capitulo 4.

Dado a importéncia a movimento oscilatério, a continuidade natural

deste trabal ho seria a construcéo experimental do modelo aqui proposto.

ComparagBes com outros sistemas semel hantes também podem ser feitas,
tentando fazer alguma analogia aos métodos aqui utilizados. Essas sG0 as novas

possi bilidades de pesguisa que podem ser exploradas futuramente.
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Apéndices

Apéndice A

Calculo da correnteinduzida e, de deslocamento

Neste apéndice ird se calcular o efeito da inducdo eletromagnética em
relacdo aos condutores estaticos retilineos infinitos, fio oscilante e no eletroiméa devido a
corrente induzida e, de deslocamento pelas variagbes dos campos magnético e elétrico no
tempo relacionados pelas leis de Faraday e Ampere. Posteriormente, serdo mostrados
através de tabelas os valores numéricos para realizar as respectivas aproximagdes para as
correntes eléricas envolvidas no processo. Portanto, como ilustragdo da primeira parte do

calculo é mostrada a Figura A-1, que vem abaixo.

l, +°°°TTTTTTTTTTT Uu === 77777777775

f T-!
Ldx !

®--

L Be | @] dy

2

Figura A-1 Esquema no plano dos fios infinitos e do eletroima.
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A corrente eétrica |, que passa na figura mostrada anteriormente é dada

por:
|2:E+ﬂ+|di, (Al)
rs I3
onde,
dojj
—i (A.2)
= dt
~ & dQij
g =l —_—, A.3
< R (A3
ers,l ,j; €Qjsdo aressténcia elétrica referente ao circuito dos condutores infinitos, a

permissvidade elétrica do meio, os fluxos magnético e elétrico, respectivamente.

Calculando as correntes dependentes do tempo nos fios infinitos devido
ao eletroim&. Sendo (1) referente ao fio oscilante, (2) aos fios infinitos e (3) a0 eletroima,
tem-se:

d(/723
=- L= A.4
€2 p (A.4)
e TU L,
@23 = (Pe-Nda = Poz.zcos(wt)dxdy = BoTU cos(wt),
S 00
£2=- d(BOTUd;;OS(wt)) =BoTUwsen(wt), (A.5)

sendo,

e2 = [hE2d, (A.6)
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relacionando (A.5) e (A.6),

BE2d1 =BoTUwmsen(ot), (A7)
C
E2fgyll = BoTUwsen(wt),

C

E.S=BTUwsen(wt),

_ BoTUwsen(wt)
E2 - 1
S
£, = BeTUwsen(wt) - (A.8)

S

B o TUwAsen(wt)

Qa5 = OF2.n2da= (B.TUwsen(wt)A/Snz.n2da=
S S

+ d(BoTUwsen(wt)4/S) _ BoTUw 1 Acog(wt)

|z =1 A9
a2 & s (A.9)

Desprezando os efeitos produzidos pelos fios flexivels conectados ao fio
oscilante, e considerando somente o campo criado pelo comprimento | dele, tem-se os

esquemas das Figuras A-2 e A-3.

|2T .H

Figura A-2 Esquema no plano do fio oscilante e dos condutores infinitos.
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Figura A-3 Ampliacéo da parte do fio oscilante de comprimento

Considerando alei de Biot - Savart ,

® A
yi |;|_d|4, I4

dB. = 190 e
47[ Ia
I.dl
dB. :i 1d 428ena ’
47[ I4

Sed|4:dX4,entéO:

dB. :illdx‘lzsena’
47[ Ia

pelafigura A-3, observa-se:
T
=04+—,

a 4 2

aplicando seno em ambos os lados de (A.13),
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(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)
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| w0
i Sena :sen%4 +—_

% = 2% .. , (A.14)
T sena = cosf.sen & O+ send, cos 9= cosd,
t &25 &25
subgtituindo a segunda parte de (A.14) em (A.12),
4B, =~ 110X4C0S04 1dX4‘230594 , (A.15)
47[ I4
com afiguraA-3,
tg04 = ﬁ ]
y
X4:y’[g04, (A16)
derivando (A.16) emrelacéo a 6,4,
dx 4 2
=ysec 04,
d, o
dx 4 =ysec204d04, (A.17)
observando, novamente afigura A-3, chega-se:
cosf4 = Y , (A.18)
s
assim,
S€C04 = 1 = r_4

, (A.19)
cosfs Yy
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relacionando (A.19) com (A.17),

.2
dX4 = y?ig d(94,
%]

2
dX 4 =§\%d04,

2

dxs =" do,, (A.20)

y
desse modo,
2

dB, =44 1A\0s04d0s (A.21)
by y

dB4:iM, (A.22)
4z y

integrando (A.22) de0 a 64,

04 04
< U |1 cos84d6 4
B.= —_—
OB =04,y
B, e l,1senf. (A23)
dr y
Considerando, agora, a segunda parte do célculo, tem-se:
dg, =l (A.24)

2
47 I
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M I,dl 1S€ﬂ,3

47

dB]_:

" (A.25)
M

sendo dl ; =dx., entéo:

dB, = Y2 Ildxlserw

s —_
’

A.26
- (A26)

nafigura A-3, observa-se que:

£ =0, +Z (A.27)
2
operando afuncgéo seno em (A.27),
i senf =sen ?1 + %9
% ’ o (A.28)
T sen = cossen 2 2+ send; cosZ 2= cos,
| 82 @ 2g
usando a segunda parte de (A.28) em (A.26),
dB, = A hdxacosts (A.29)
iy I’12
pelafiguraA-3,
tg@l = ﬁ ,
y
X1 = ytg@l, (ASO)

aplicando a derivagé@o em (A.30) emrelagéo a 61,



dx, = ysec” 0:d0,

com o esquemadafigura A-3, chega-se:

cos@lz—yc,
5]
portanto,
seclq = 1 _r_l
cost, 'y
€
L2
0
dx1=yS—=* dbh,
&Y 5

levando (A.34) em (A.29),

dBlzill : COS@ldel’

4z 2 y
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(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)



dB, :i |1COS(91d91’
Az y

efetuando aintegragcdo em (A.35) deO a 64,

N 01
N _ U |1 cos6.db,
By = O Lo
OB =0y
Bl_ihse']@l
dr y

Somando (A.23) e (A.36),

B =B1+Bu4,
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(A.35)

(A.36)

(A.37)

utilizando relagbes trigonomeétricas nos triangulos reténgul os da figura A-3, chega-se:

l- Xa
senf, = ,

W +(1- xa)’

Xa

Wxd

senfy =

sendo assim, conclui-se que:

LT 1-x
B_,Ulg 4

. 4”yg\/y2+(| - X4)2

em termos vetoriais, tem-se;

(A.38)

(A.39)
. O

+ S (A .40)
Jy*+xi B
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1
=
-
)
x
I
x
I
|

L/2- (x+r) LI2+(r) 1

! ® V] V]
@ = (‘) (‘jBf.ndx4dy+ C\) c‘j3f.ndx4dy,
r 0 0

v

desse modo,
N L2 o
pn= (Q (PBr-ndxady,
r 0
com isso,
< L 8 & 60 O
L/2(‘,(+r) |\ ,u|19 I_ X4 X4 +/\ +U
pn= 0 p ——"Ni _.ndx.dy,
7T = i
TR (1) Y g
V] V]

e nr.n=1,tem- se

N 12-(; 12-( 0
ol g EEI (1 xg)dxady +L 2Oy dxady -

&
=226 A

P21 (0] O 75— -
g g)y\/y2+(l-x4)2 P TYVY X

resolvendo as integrais duplas em (A.44),
C ol
2 —2—[A (x)+C () +Pl,
T

onde,
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(A.41)

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)
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~ _ 2 & 5 L

A(x)—\/l +8§- (x+r)g - (5—(x+r)), (A .46)

C () =Gi()+Ga(x), (A.47)
& 2(x+r)o

Gi(x) = lingl- =/ —"=, (A.48)
e )

.20
Gz(x)——llngz—'+\/ﬂ+g‘i- 22+ - (A.49)
L g=
%]
P=1In ?”' Sl g JIZ 4 +r, (A.50)
o

onder e y sdo rao do fio oscilante e a posigéo do fio oscilante descontando seu centro de

massa.
D L/2+(,~(+r)|® o
QPn = 0 (‘jBf.ndX4dy, (A51)
r 0
AP PRC S <] 6, 0
< ul - x X ooz
1= 0 :19 4 + 24 2;nf;.ndX4dy,
roo ”gy+(|—X4) \/y +Xa E
sen.n=-1,

124(x+) | (I )dX dy L/2+\A+r A X4dX4dy 9

e
ﬂllg \ \
QY21 == — O T —=_
wg ° g)y\/y2+(|-><4)2 P Nz

(A52)

integrando as funcdes de (A.52),



sendo,
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g =- B2 (k) + T+ P, (A53)

¥(x)=\/lz+§é—é+(x+r)g -(%+(x+r)), (A.54)

() =Ga(z) +Galx). (A.55)

Ga(x) =lIngl+ Z(XL”)?, (A.56)
e 9

2 .20
G4(X):-||n§2_'+\/%+gi+ 202+1)8 + (A.57)

gL VU & L o

%}
£.00 =A () +C (1) +P, (A58)
f () = ¥() +T(0) +P, (A59)
(p;l =’£—:f ;1(x), (A.60)
(p; = i 21 (x), (A.61)

2r



P =@at+ea=-F (y)l,

AN

=- 1 " =F
2=y Ot Ty

F (=S,

oF () _ 1 dO()
dy 2t dy

relacionando (A.63) e (A.66),

dl: dF dF (x) dx
dl=F [1
@EZ Wa e, o

. dF ()()d)(l

Ezkde—F( )d 5 d

EzS F(y )dll dFd()()d)(I
y dt

e Fds 1F(ndr

S dt S dy dt

em termos vetoriais,

®
N

e, _a&F (y)d: ldF()()d)(I ju

¢S d s d dt 5

dp dis, dF (1) dy,
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(A.62)

(A.63)

(A.64)

(A.65)

(A.66)

(A.67)

(A.68)
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® n

Q2 =¢E2.nda, (A.69)

levando (A.68) em (A.69) e usando H e.n= 1, chega-se:

Qun-Fd AdF()dey (A.70)
S dt S dy

1o =1 992 (A.70)

substituindo (A.70), em (A.71):

; def ()dh, AdF () dr, O

g S d S dy d g

N

e =i a0+ 2O+ 20+ (), (A72)
sendo,

ilm:ﬁgﬁgggl, (A.73)

i z(t):d%—y%n, (A.74)

i 3(t):2d(::j—)((x)%%, (A.75)

=6 LN (A.76)

a2’
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onde,

1A () _ul Ag

G(y) = S0, (A.77)

dG(x) _T 4 dF (x) _ul 4d0(y)

, (A.78)
dy S dy 2rS  dy
2 1 2 1 2
d G(Z;():ud F(Z)():/U 4d ng)’ (A.79)
dy S dy 2rS  dy
e também,
dF (x) _ # d*O(x)
() - 1 d°00) (A.80)
dy 2r  dy
onde ja foram definidos F () e % , anteriormente.
C)(X):fﬂ()()‘ f2(x), (A.81)
dO(x) _df () _ df 2(x) (A.82)
dy dy dy .
d?0(x) _d¥a(x) d* a(x) (A.83)
dy ° dy? dy °
df, () _dA(x) , dC () ’ (A.84)

dy dy dy



& 0
() S2 W3

d z b
X 2 & o}
|+7_ +r)=
e (een?

dC (1) _ 9Ga(x) , 4G ()

dy dy dy
dGi(r)_ |
L
dy o (X‘H’)
o 6
dG2(x) _ | Co (XH)B
d .20 28
R SR
i, () _ d¥() , dT()
dy dr o
. 6
ar) 8§23

-1,

dy 2 & &
I+ —+(y+r)=
e eon?

dP(z) _ dGs(x) , dGa()
dy dy dy
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(A.85)

(A.86)

(A.87)

(A.88)

(A.89)

(A.90)

(A.91)

(A.92)
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a 8
—+(X+r)+
dGc;l(X) =_1 - 82 - %) 5 (A.93)
/4 2 & ('jz : 2, & (52 .
1+ [1 G- R ol | > O
d%alr) _dAG) ,d°C). (A.92)
dy 2 dy Oy 2
. > (1402
dg((zx): BEL1 _. g2 g — . (A%)
124+8= x+r 9 &12 a;_ 9 9
\/ gp (1*1) Jg NP
¢C(y) _ dCy(n) , Gy (A.96)
dy dy dy
dzjéx) _. - (A.97)
X 8— (X+I’)9
L2 = 50 +9,00+ 90, (A.%8)
4
400 = __z'dae —,  (A100)
9I+\/|2+g;— (+1)2 j@\/l2+g;— (x+1)2 N
g o °5
— - (X+I’)9
() =1 g2 5 (A.101)
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(e
30 =1 & _ %) 36’(A'102)
) o §0c =, a 50
g|+ I”+ = (X+r) 9\/ | —-()(+r)+i+
g &2 2 B g E 82 %52
deZlgx) _ d2¥(2x) +d2T(2)()’ (A.103)
dy dy dy
, - (x”)o
dj;(zx) _J — 1 . i 8 = (A.104)
12+c2 ()(+r (gt
g Jg Bl 5z
dZT(Zx) _ dZGaz(x) +d2G42(X) , (A.105)
dy dy dy
dzfj;;z(x) I = (A.106)
8* (X”)
¢ (d;4(X) = 5(x) +32(x) *+ 33(x) (A.107)
b
51(y) =- - ZIC')ae Ty (A.108)
ol \/I +§EL (X+r)0 _Q\/|2+g;+(x+r)g *
: i °
—+(X+I’);
sal) =1 &2 o . (A.109)
= |, g0®, o 69
1+, 12+ e R e .
R M TR L PaCaal -



dessa maneira,

tendo,

2

96

87 (X”)O
33(x) =1 - 5 ,(A.110)
& e 6 & & 50
Cl+, [IP+c—+ x+r — X+r—:;
¢ €2 +( ) g\/g €2 +( )g 51
|2:¥(1+u+rz+m+r4), (A.111)
t1=——="R(t)Bo (A.112)
R(t) = -Iy—wsen(a)t) (A.113)
e g8, (A.114)
B(t) = TUcoZTS,\i}rOZcos(wt)’ (A.115)
) dI 1 dY dy (x) dx
73 _V—_ (04 " 1 (A.116)
_F () _u0()
Y= Voo 27Vos (A-117)
dY () _ 1 dF () _ « dé(x), (A.118)
dy Vo dy 27V s dy
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AY

. ral a2 =X a(t) + X 2(t) + X 3(t) + X (1), (A.119)
03

B d3l:

X0 =K< (#120
dXK(y) d*x

49 x, A.121
XeO==g @ " A2
X a(t) = 29K0) dr s (A.122)

dy dt dt
d 2 K(y) asly 6

_ gl 0 A.12
XO= =y ey A

_ul Ara «

_ 5 A.124
K(x) 27SV 03 (), ( )
dXK(x) _ pl Ars dO(x) (A.125)

dy 27V dy
2 T 2 A
d*XK(y) _ ul Ara d*O(n) (A.126)

dy 21V dy?

A auto-indutancia referente aos fios infinitos sera nula, pois o fluxo
magnético total que passa pela area se anula, assim a corrente induzida e, de ded ocamento

para esse fator so iguais a zero.

Como o fluido envolvido € o ar, a permeabilidade magnética e a

permissividade el étrica podem ser aproximadas para 0s respectivos valores do vacuo.
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Com os valores das constantes da tabela abaixo, limitando os valores
para a amplitude de oscilagdo do campo magnético do eletroimd paa 0 < By < 1, e

maximizando as fungdes de x para o valor maximo de oscilacéo dado por ¢ = L/2—2r,

I 1dm
L 2dm
n 47" 10 gdm/C?

| 8,854" 10 *C?s*/gdm?®

Vos 25" 10°gdm?/Cs?

rs 1" 10°gdm?*/C°?s
w 03rad/s

r 1" 10 *dm

A 314" 10 *dm?
S 150 dm

T 3dm

U 10dm

Tabela A-1 Vaores numéricos das constantes.

-36710° GC—S<T1(t)<36 10° GES‘, (A.127)
g
210 S gy <2 1028, (A.128)
g
2
-4"10° —<Y <4°10°° A.129
c (x) C ( )
2 2
g 1005 _ <MW g qge S (A.130)
Cdm dy Cdm
741073 - <>K(x)<74 1078 (A.131)
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3 3

- 1,46 10-25%<%<146’ 10'25%, (A.132)
m ly m
3 2 3

- 1,48 10'23C§' 2<dd>K§X)<1,48' 10'2302 - (A.133)
m % m

onde o sinal negativo e postivo de (A.127) a (A.133), indicam 0 minimo e 0 maximo

valor que essas fungdes envolvidas podem assumir.

Pelas respectivas variagdes observadas acima e para baixas intensidades e
variacfes no tempo da corrente elétrica 1, e pequenas vel ocidades e aceleracdes da posicédo

¢ . Quando se redlizar o produto desses parametros com as fungdes de (A.127) a (A.133),

em (A.111), eles serdo muito menores do que um, que implica,

@ % =255 (A.134)
ra S
o)
I R I |
I
: l |1 |
__________
|2 X |2

Figura A-4 Movi mento de oscilacdo do fio oscilante.

Sendo assim,
|12E+i+|di, (A.135)
o1 ro1

0 campo magnético que atua no fio oscilante é dado por:



4ul 2x

Bp=_ 12X
RTTILIVES

100

entdo, as tensdes induzidas e as correntes de deslocamentos no fio oscilante devido aos fios

infinitos e ao eletroima,

entdo, o fluxo magnético,

Yaul

Lo < 4dul ox
¢)12=d3R.nda_ H 2
)

ondeda=1ldx,ex=y+r,

sendo,

&1=- dwlz,

dt

gl_A() di- d'z)(CX) z)tfl

A ,Ull % Ax+n? 0’
(x) = ng |2 p

dA(y) _ 4ul(z+n)
dy  w(L?-4(x+1)?)’

dt  dy dt

d. dA(d,

—n.ﬁldxz— M 2l In¢l-
0 7[('. - 4x ) 2

& 4x+n*6
2 et §

)

(A.136)

(A.137)

(A.138)

(A.139)

(A.140)



dl > dA()()d)(

.l =A() G At
Ed=A() d- dA(X)d—Xlz
dy dt

Ad. 1dA()d,

E1:
I d | dy d

® _%3\()() d 1dA()() d)( ('I')U
El—g I |5
e

a1 d d g
lezél.ﬁda,

levando (A.141) , em (A.142), tem-se:

A Lo dl. A dA(y)dy
=2 A I,
Qu=— AW T g o
o =1 dle,
dt

subgtituindo (A.143), em (A.144),
lar=Ma(t)+ M 2(t),

|2 dA()()dz)(I

M(t) =A(y >d e

M (t) = - 24/

dA(y) dy di 2 dA(X)aed)(o
dy dt dt 2 Gt g

|2
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(A.141)

(A.142)

(A.143)

(A.144)

(A.145)

(A.146)

(A.147)



onde,

pelafigura A-1,

Ax+r)?6

2

A(x)zATAm:%In?- :

dA(y) A dA(y) _ 4ul 4 (3+7)
& 1 dy  a(L?-4(x+n?)’

d?A(y) _ A d?A(y) _4ul A4 (L2+4(x+1)?)

d)(2 | d)(z 7r(L2—4()(+I’)2)2

d?A(y) _ 4l I(L*+4(x+1)?)
dy ? m(L?- 4(x+r)?)?

p13=¢ 2 =DBoTUcos(wt),

81\ =e2 =B oTUwsen(wt),
o1 = el

c
@)Eoyldoi =B oTUwsen(wt),
Ei@)dl =BoTUwsen(wt),

E 1l =B oTUwmsen(ot)

102

(A.148)

(A.149)

(A.150)

(A.151)

(A.152)

(A.153)

(A.154)
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B oTUwsen(wt)
I

Ei=

na forma vetoria,

a8 oTUwsen(wt) 8 (A.155)

I 2

®\
Ei=

Qu=gFwnda=" OTU“’AI sen(w) (A.156)
S
lo= 998 (A.157)
dt
Y 2'\
lg=20TY2 T A oot (A.158)

A corrente induzida do fio oscilante € amesma que ele realiza em relacéo

aos fiosinfinitos, e é dada por,

~

_dpa _ F(y )ﬁ_'_dlz () d){l
dt dy dt

definindo a tensdo induzida abaixo:

e2 =e2=yE2 dl, (A.159)
C

o N @ dis, dF (1) dr
dl =F (y)— 1
10F - D " "a o

l1 dF()()d)(I

Ezkde—F()d o



desse modo,

E2l=F (y )% d= G0 9y,
dy dt

F(nd, 1dF (1) dr |

E, =
I dt 1 dy dt

E:
&1 g d g

® N
Q2a=¢gE2.nda,
S

dl 1 A dF(){)d)(I

QZl__F( R TV

laz =1 dQ
dt

AN

Loz =A1(t) +A 2(t) +A 3(t) +A a(t),

| 1

A0 =000 d-

dd() d°x,,

A t) = —_
==y

d3(x) dy di1

As(t)=2 £,
dy dt dt

T aE () ds LLAF () o
S e
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(A.160)

(A.161)

(A.162)

(A.163)

(A.164)

(A.165)

(A.166)

(A.167)



d23(x) adly 0

MO g s
A
3(x) = ol O(x)

d3() _ i 4 dO()
dy 2zl dy

d?3(y) _pul 4 d*0(x)
dy 2zl dy ?

portanto, a corrente |,, € dada por,

_ Vo I+A1+ A2+ As+As+Ast+As)
lron @- A7)

1

du(y) _ 1 dA(x) . 4ud(x+1)
dy Vo dy aVoa(L?- 4(y+1)?)’

A2:£|d1:|?1(t)- P2(t),
Vo

d?l 2 _de(x) d?y
dt? dy dt?

Pa(t) = \r/— M () = ()

l2,

105

(A.168)

(A.169)

(A.170)

(A.171)

(A.172)

(A.173)

(A.174)

(A.175)

(A.176)

(A.177)



2 2
P2(t) =£M 2(t) :ZMd_X%_,_ d C(X)@O

Vo dy dt dt dy? &dtg
~ N 2
C(X)Z%A(X)Z”I A ton) % Ax*n) 2,

27V o1 8 L? &

de(x) _ ror dA(x) _ 4ul 4 ra(y+1)
dy Vo dy aVo(L?- 4(y+1)?)’

dZC(X) _fa dZA(X) :4lui A“I’01(L2+4(X+I’)2)
dr® Va df? aVoi(L2- 4(y+1)?)?

AaZi:IO(t)Bo,
\%

01

TUw
IOt_
® v

sen(wt),

Aa="21u=H(t)Bo,
Y;

01

TUw?T A ra

U(t) = TCOS(wt) :
B dl1
AS—D(){)E;
_F()_uO(
PG = Vo - 2V o

As =s1(t) +ss(t),
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(A.178)

(A.179)

(A.180)

(A.181)

(A.182)

(A.183)

(A.184)

(A.185)

(A.186)

(A.187)

(A.188)
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lor » dzll
=" A0 =3 A.189
510 = A =00 (A189
_ul A“I’01 ~
_ 8(r). A.190
NG 2lV o1 ) ( )
o) = LA () =28U0) Al (A.191)
Vor d¢ dt dt
di(y) _ul 4 ra dO(x) (A.192)
dy 271lVa  dy |
2 2 .2
pr =G dr 30 dy 4730 atlr 6 (A.193)
d¢ dt  dy dt’®  dy? dip
dii(y) _ 1 dF () _ « dO(x) (A.194)

dy ro dy 2rror dy

2
d?j(){) e d 3(2)() de A+,

onde 0s parametros,
e dy

foram determinados anteriormente.

Pelos valores numéricos das constantes das tabelas A-2, dada abaixo, e
A-1, mostrada anteriormente, usasndo0<Bg<le c =L/2-2r,

Vo 2°10%gdm?/Cs?
rou 2°10°gdm?/C’s
A 314" 10 *dm?

Tabela A-2 Vaores numéricos da tensdo, resisténcia el éricae
areada secdo reta do fio oscilante.

2
-7,80° 10-6%<q(x)<o, (A.195)



2
21001045 <9900 1 g9 1048
Cdm

- 4,34

- 5,60

110" 10 %

- 4,50

-7,51

- 5,00

-2,78

-5,00" 10

-1,00

- 5,56

Cdm dy

102> c S el <0,

dm d)(

10~

SS
Cdm?  dy

105 <101y <4,50" 102 <8,
g

10" lgC—S<I/I(t)<7 51" 10° lgC—S,
g

s? s?
1072 <P(y) <500 10 °=—
c (x) c’

1023 <LI(X)<278 10° lec

3
-20 S < dH(X) <5,00, 10—20
Cdm dy

S

Cdm

3

2
<9°e) 560 1025

Cdm

SS
Cdm

<100 10°—>
dm dy dm

2 2
1025~ <990 (556 1025
dm

dm dy

2
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(A.196)

(A.197)

(A.198)

(A.199)

(A.200)

(A.201)

(A.202)

(A.203)

(A.204)

(A.205)

(A.206)
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2 2 2
-5,55" 100> 2<OI 3(2X)<5,55’ 10> (A.207)
dm dy dm

Pelas variagdes das fungdes observadas acima e para baixas intensidades
e variagdes no tempo das correntes eétricas I, e |, e pequenas velocidades e aceleragdes

da posicéo c . Pelarealizagdo do produto desses parametros com as fungdes de (A.195) a

(A.207), eles serdo muito menores do que um, que implica:

1 @12 =0,00C . (A.208)
S

lNo1

Com o esguema da figura A-1 e a lei de Faraday, calculase que a

corrente induzida e, de deslocamento, no el etroimé devido a auto-indugdo sdo dadas por:
¢ =B oUT cos(wt), (A.209)

que jafoi calculado anteriormente,

e=- % =B oUTwsen(wt), (A.210)

¢ _ BoUTwsen(wt)

ling =5 , A.211
= R ( )

sendo,
e = EAI, (A.212)

HEd =B oUTwsen(wt),

EHUT =B oUTwsen(ot) ,
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E= B owsen(wt)
H k)

em um caréater vetorial,

® Ay
E:B‘)“’Tse”(‘“t)n. (A.213)

A corrente de ded ocamento,

NN

0 :(‘%.ﬁda: B ocosgn(oot) ﬁ.ﬁda: BoA4 Zsen(wt)’
S S

dZBoA wsen(@)? T Bod o’ cos(ot)

la=l —¢C , A.214
g H . H (A.214)
7]
aplicando alei de Ampere,
OBAl = (1 +14), (A.215)
C

onde a corrente eétrica devido abateria, jafoi considerada anteriormente,

® ® 1 o 2
e =yHBoUsterl(wt)+yl\HB\oA ©® cost)

C

Byl :”HBOUTR“)S%(‘OI)WT Bod o 2cos(wt),
BJ= #HB oUTwsen(wt) +41 Bod 2 cos(ot),

R



_ #HB oUTwsen(at) | ul Bod w?cos(wt)

B :
RJ J
5 - JHB oUTwsen(ot) , ul Bod o *cos(wt) 9;1
é RJ J 5

Considerando um elemento de forga,

dFen=11 B,
onde,

11=(ldy)y,
€

n=z,

dessa maneira,

: 1Bod o? 6~ -
dF e =] ldy)a%tHB oUTwsen(wt)  ul Bod o cos(wt) %(y’ z),
é RJ J 2

fazendo y 2=x , eintegrando arelagdo acimadeO a I, chega-se:

0 _ae,uHBoI1IUTcosen(cot)+ﬂTBolllA w ? cos(wt)
RJ J

0.
Fea= +X

o

° .
sendo Fe1 =Fea X,

111

(A.216)
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1HB ol 1|UTa)sen(a)t)+m Bolild o ?cos(wt)

A.217
RJ J ( )

Few =

w

<+
=

T 41 -T2 < ()

Figura A-5 Esguema no plano de umaregido do el etroiméa e do fio oscilante.

Com os esquemas das figuras A-2 e A-5, realizando calculos smilares,

chega-se:
© 1. & l- x4 X 4 o,
Br=£"¢ _+——— "1 (A.218)
PRIy (1 xe)” Ny exig
TI2- ()1 o T/2Hx+) 1 o
pa= QO O‘d3f.ndx4dy+ 0 ()‘d?,f.ndx4dy,
sendo assm,

pu= o Br.ndx,dy, (A.219)

TI2-(x+1) 1 |

5
l- x4 X4 200
= N— ¢ + ne.ndx ,dy
(031 . ]
p 004'73/5\/y2+(|—X4)2 \/y2+Xig )

tendo ntr.n=1,
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N R /2- (y41) 1 TI2-(x+1) 1 0]
_,ullg <y (- x4)dx ady <. XaOxoady -
pa="—% 0 0O + 0 0O F———_. (A220)
471'% r Oy\/y2+(|_x4)2 r Oy4’y2+XiE
integrando as integrais duplas em (A.220),
: |
psa = 2[8(2) +$(0) + P, (A.221)
T
onde,
2
el o (T
8(x) =, 1" +o=- +r;—(—— +r), A.222
(X)\/ g, (r*r)s - (g () (A.222)
$(x) =Gs(x) +Gs(x), (A.223)
& 2(x+r)o
Gs(x) = lngl- :, (A.224)
é T g
2 2(y+1)6 9
Ge(x)=-||n§2—'+ A (z+r)0 = (A.225)
ET T & T g=
2
A T/2+(,~(+r)|® o
g = Q (Pr-ndxady, (A.226)
r 0
ST B 2 ) o, OU
pu= o glle 1iXe X s <iacdy,
rogdr g y +(1- x4) WxiE I
g @

sen.n=-1,
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~ R/ 2+4(; T12+(; o]
o (1 Xa) dxady oY Xadxady -

pn =- =& @ 0O — = 0 0 —_ (A.227)
471'% r oy y +(|-X4) r ony +X4E
integrando as fungdes de (A.227),
pu == A2 () + () +P), (A.228)
sendo,
h(X):\/|2+§érE+(X+r)g ] (%+(x+r)), (A.229)
" () =G () +Ga(x) (A.230)
& 2(x+r)o
G7(x)=1In¢l+ + (A.231)
e T a
2 .20
Gs(x)=-lln§2—l+Ji+§+ 22+ - (A.232)
T T & T g=
a
%,
() =8(0) +$(0) +P, (A.233)
e
() =h(0)+" () +P, (A.234)



< I
P31 = %fSl(X) )

AR I LN
P =~ %fal()(),

0 =panton=- & ()1,

~

£€3 =

_&(X)E

d dy

&(x):%f),

d& (x) _ # d2(x)
dy 2r  dy

N

_ S
|3:ﬁ:d(x)%+d () 9 |
R dt dy dt

&(x :%: qugn(_é)

_dpn _ o ydln d&() dr

dt

1,

d<(x) _1d&(n) __u do(x)

¢ R dy 27R dy

®
N
e; = HE,dl,
(03

relacionando (A.238) e (A.244),

o oo din d&(r) dy
Al =&(y)—+—41-4
0= D g o

l1,
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(A.235)

(A.236)

(A.237)

(A.238)

(A.239)

(A.240)

(A.241)

(A.242)

(A.243)

(A.244)



d|1 d&()() dx

Eafl =& () 2t 1
e
EsHUT =& (y )OIIl d& () g,

dy dt

_&(di, 1 d&(ndy,

HUT dt HUT dy dt

em termos vetoriais,

E®‘_EE&()()dI1 1 d&() g, O
SHUT dt  HUT dy dt 5"

®L A

Qa=¢Es.nda,
S

levando (A.245) em (A.246) e usando H e.n= 1, chega-se:

Qa1 =
HUT dt HUT dy dt

substituindo (A.247), em (A.248):

laz =l —

& HUT dt  HUT dy

las = Ha(t)+ 1 2(8)+ 1 a(t)+ 1 (1),

A &(ds 4 de(ndr,

Lod® &(pd: 4 4 de(nd, 0

116

(A.245)

(A.246)

(A.247)

(A.248)

(A.249)
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sendo,

_d?u(y) asly 6°
_du(x)d?y
| Z(t)_T 42 l1, (A.251)
. du(y) dy dis
I 3(t) _ZTEF’ (A.252)
d?l1
1 4(t) =0(x) ok (A.253)
o=t & _ Ao, (A.254)

HUT 27HUT

du() T4 d&(n) _ul A do(y)

(A.255)
dy HUT  dy 27HUT  dy
2 T o 2 T = 2
d U(Z)() :I A d &2()() :,ul A d 5(2)()’ (A.256)
dy HUT  dy 27HUT  dy
5(x) =fa (%) - Fa1(x) (A.257)
dD()() - af 31(){) _ af 31(){) ’ (A.258)
dx dx dx
2 2. b 2 )
d D(ZX) - d f312(){) _ d falg){)’ (A.259)

dy dy dy
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df;l( x) _ 48(x) | d%(x) (A.260)
dy dy dy |

o 0

dd(y) . &2 (XH)E; 1 (A.261)

dy 2 5 ’ |

\/l +§Z— (X+I’)%

dz(x) = 9Gs(x) , 9Gs(2). (A.262)

I dy dy
dGs(){) _ |

_ , (A.263)
<
dX E_ (X+I’)
el o}
5 ()=

thj(X) :Iae &2 — 2 5 (A.264)

7 » o g 9%, o 6 9

§I+\/I +8§_ (XH)E ;9\/' +8§‘ (X”)E B

dfeé()f) _ () 4" G (A.265)

Iy dy dy

el o}

dh(x) _ g Uy L (A.266)

d .2 ’ .

X \/I2+§|2—+(X+r)%
d"d(x) _4G7(x) | dGs(x) , (A.267)

Iy dy dy
dGr(x) _ | (A.268)
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ael 0
—+(X+r)+
de(j;x):_lae g2 S . (269
- 0 - 2 oA 0 :
L+, 17+ = TG oo =
é +\/ +82+(X+r)fzf —Q\/ +82+(X+r)f255
dz:;alz(){) - d;i(z){) +d;;$;(2)()’ (A.270)
W
) - - (X+I’):
1248 0 ) 5 9
\/ +8 ( +r)b \/g +87 (XH)TE
d;ff{( 2 dz(j; @ , dz(j; () (A272)
dzfj;;z(x) _. L (A.273)
8—— (X+I’)9
d (j;z(){) :61(X)+62()()+63(){), (A.274)
6.0 =- I (A.275)

g V82 g

85‘()(”)—
6,(x) =1 7 ,
§+ I2+aé£-(X+r)¢298%2+@-(x+r)¢29
g &2 BBQ &2 2 5

e 20@ ..Z(j’
gl+\/|2+aér- (X+r)2 +Q\/I%i- (X+r)2 =

(A.276)
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® - (+1)2
6,(x) =1 g T 2 (A7)
& 2 20 &, o 026 =
Cl+ [P +a—- (y+1)2 = & JelP+0=- (x+r)= £
< &2 ( )z p g\/g & ( )z o
d'fe () _ o) | & () (A278)
dy dy dy
=) &
~+(yg+r)=
ddr;(zx) _J aél'l - &2 ~ (A.279)
1° + (X‘” —+(x+r
& J@ AGUE
d™ (ZX) _ dZG72()() N dZGaz()() ’ (A.280)
dy dx dx
dz(;z(?f) | > (A.281)
87 (X”)
T2 = i) 42200+ 100, (A282)
w
()= — 2'688 . (Az9)
cl+ \/|2+§ér (X+r)o _Q\/I2+§é|2—+(x+r)gj
& o % 25
f+(X+r)9
a0 =1 &2 — —. a2
-l 0%, o 60
I I - = vl = * %
é + +82+(X+r)bég +82+()(+I’)_ B



121

2
0

87 (X”)

2s(x) =1 -,(A.285)

§+\/I +§ér ()(+r)020§\/§e ? (x+r)§

&IIO
Q- - O

aplicando alei de Ampere,
@% \.doi :,uH(I 3+l d3) (A.286)
B\@)dl :ﬂH(| 3+l .}3),
B\J:,uH(I s+l ;3),

(|3+|;3),

w

I
=
<[5

naforma vetorial,

B :#O s+ Qa)ﬁ. (A.287)

Tendo um elemento de forga definido por,

/B, (A.288)

onde,



n=z,
substituindo (A.287) em (A.288),

dF ez =1 1#0 3+l ;3)dy(§/’ ;),

sendo y z:x e integrando dFe. delal , chegarse:

® ! N v}
FELzzdl%(l 3+l da)dyX,
0

oq:—

i@:ELZ:,uHJl ll(l 3+ da))%,

sendo F:ELZ =Fe2 )n(, entao:
Fez =ma(t)+1 2 (1),
onde,

dis, 4800 dr

mq(t) =n | ,
1(t) =n(x) o
_uHL o uPHI
Ny)=—-33(y) = o(y),
(x) 3 (x) R (x)

dn(x) _ pH1 dS(x) _ p*HI do(y)
dy J Oy 27RJ  dy

T2()=E1()+E2()+Es(t)+E 4 (1),
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(A.289)

(A.290)

(A.291)

(A.292)

(A.293)

(A.294)
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d?o(x)asl 0”

E.(t) = 22 A.295
e o do(nd’y o
£, (1) = 12, A.296
2 (0= = g F (A.29)
Ea =290 ddy, (A.297)
dy dt dt
. d?l:
Es()=0(0) gz 10 (A-298)
CgHL . p A
Y AL I 5(y). A.299
() =500 =5 () (A.299)
o
dos(x) _ pHl du(y) _p1 4 1da(x) (A.300)
dy J dy 27UTJ  dy
d? HI d2u 2] 4 142
) _ 1 () _ # ) (A.301)
dy J 27UTJ  dy
Portanto,
F=Fea +Fea+Feo, (A.302)
substituindo (3.29), (A.217) e (A.290) em (A.302),
F=Bolud(J:+J>), (A.303)

J,; =N; cos(wt) + N ,sen(wt) (A.304)



T4 w?
LK

lel _—,
J
szluHUTa),
RJ
J2:g+£,
c=u() A B
dt | dy dt
()= ——n() == o)
0B, Y T 2riB,

dx(z) _ 1 da(x) _ u®H ds(y)
dy IBo dy 27RIBo dy

£E=C+j,

d? , ,dn(y) dr dis

2
¢C=n g
W az "2, dt

. _dn(y) d?yx, . d’n(y) asl o
1~ 2 I 1t 2 L
dy dt dy? &dt g

1 _utl A
8.~ = 00T 8,

n(x) = 5(x),

dn(x) _ 1 don) Pl 4 ds(y)

dy IBo dy 27UTIB, dy

A'n() - 1A' _ T A da(y)

dy>  I1Bo dy? 27UTIB, dy?
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(A.305)

(A.306)

(A.307)

(A.308)

(A.309)

(A.310)

(A.311)

(A.312)

(A313)

(A.314)

(A.315)

(A.316)
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%,

sen(arcsen(d)) =d, (A.317)
€,

-1<6<1, (A.318)
tem-se,

sen(arcsen(N2)) =N 5, (A.319)
%,

-1<N, <1, (A.320)

usando arelacdo trigopnométrica:

sen(otysenarcsen(.) =~ eos(=) - cos()} (n32)
onde,

< =ot- arcsen(N2), (A322)

@ =ot+arcsen(N2), (A323)
entéo

J 1 =N cos(wt) +%{cos(&+) - cos(a)} , (A.324)
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parat =0,
1 o -
E{cos(— arcsen(N 2)) - cos(arcsen(N 2))} =0, (A.325)

pois,

cos(- arcsen (N ;) = cos(arcsen (K2 , (A.326)

Pelos valores numéricos das constantes das tabelas A-1, A-2, mostradas
anteriormente, e A-3, dada abaixo, usando0<Bg<le c =L/2-2r,

H 4 espiras
0,4 dm
A 2°10*dm?
Vo 2°10°gdm?/Cs?

Tabeda A-3 Vaores numéricos do nimero de espiras, comprimento, &eada
secdo reta e amplitude da voltagem do eletroiméa.

ul AJ“ 0 g 10+, (A.327)
portanto,

N @, (A.328)
sendo a variagdo de R dada por,

2,99 10*gdm */C%s<R <5,56" 10 “gdm */C s, (A.329)

tem-se,

2,03"10°<N2<378 10°, (A.330)
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parat! 0, et=1s,

«=0,3- arcsen(2,03 10°°), (A.331)
< =0,3+arcsen(2,03° 10°°), (A.332)
~{oos(~)- cos(=)} @,6" 10 @. (A.333)
«=0,3- arcsen (3,787 10°°), (A.334)
< =0,3+arcsen(3,78710°°), (A.335)
%{cos(ce)— cos(=)} @.8" 107 @, (A.336)

vélidos para R=2,99" 10*gdm?*/C?s, B0=0,8359/Cs, R=5,56"10*gdm?/C?s e

Bo=0,450g/Cs.
831075 < 008
-8, = <300 <83 107, (A.337)
3 3
128 1005 < B0 g 95900 S (A.338)
Cdm  dy Cdm
para B o =0,450g/Cs,
3 3
-6,40" 10-275E <n(y) <6,40" 10'27%, (A.339)

para B o =0,835g/Cs,



3 3
-3,46"1073 <n(y) <346 1073,
C C

para B o =0,450g/Cs,

< dI:j(X) <:LOS’ 10—26

4

< an(x) <567 1007 ——
Cdm

dx

2
<97 570" 10

3
-1,05"10°% 5
L Cdm?
para B o =0,835g/Cs,
3
-5,67 107 >
Cdm
para B o =0,450g/Cs,
3
22,707 10°% >
Cdm
para B o =0,835g/Cs,
SB

dy

-1,46"10°%
- Cd

m2

2
< d n(ZX) <1,46, 10—26
dy

SS

Cdm?

SB

21

SB

Cdm?

SB

Cdm?’
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(A.340)

(A.341)

(A.342)

(A.343)

(A.344)

e, sendo os outros termos da soma de (A.303) muito menores do que um, de acordo com 0s

calculos numéricos mostrados, anteriormente, implica que J; @cos(wt) e J, @0, que

leva:

F @Fe. = Bol 1l cos(wt) =(0,01)(Bo) cos(0,3t).

(A.345)

O campo magnético dos imés ndo produz corrente elétrica induzida, pois

ele é perpendicular anormal do circuito, isto &,
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Q= ("fl nda= B cosae—rgdazo, (A.346)
s s 2g

entdo, sendo o fluxo magnético igua a zero, tem-se que a tensdo induzida também serd

nula
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ApéndiceB

Posicbes do fio oscilante em fungdo do tempo

O programa que serd apresentado a seguir, com a definicdo dos
respectivos parametros de controle, quando executado no Mathematica 5.2 exibe os
gréficos que tratam da posi¢éo do fio oscilante em funcéo do tempo, onde o parametro g
foi definido conforme os valores dados no capitulo 4. Neste programa, definimos a funcéo
integradora sol[q, tmax], para obter diferentes solugcbes numéricas, em funcdo do
parémetro de controle g e um determinado instante de tempo maximo tmax onde usamos
MaxSteps -> Infinity, pois a solucdo da equagdo diferencial apresenta uma estrutura
complexa, MaxStepSize -> Infinity porque a solugdo varia muito rapidamente em uma
determinada regido. Enquanto que o uso do comando "StiffnessTest" ->False foi para
anular a avaliagdo de um sstema Stiff devido a transformacdo de uma equacéo diferencial
de segunda ordem ordinaria em duas de primeira ordem. Ja a utilizagdo de StartingStepSize
-> stepsize foi para prolongar as solugdes até um tempo grande. Posteriormente, também
definimos a fungdo geradora dos gréficos das posicdes x(t) versus o tempo t pogA, tmin,
tmax] em funcdo de A, que serd um termo usado para diferentes nomeagdes da funcéo
integradora, mencionada anteriormente, com o objetivo de mostrar os gréaficos das posi ¢coes
para digintos valores de g em um instante de tempo minimo tmin até um instante de tempo
maximo tmax. Na funcdo pogA, tmin, tmax] usamos os comandos PlotRange -> All,
PlotStyle->{ Hue[0]} ,Frame->True,PlotPoints-> 5000, Framel abel ®{"tempo","posicéo"},
Axes -> True, respectivamente, para esbocar todos os intervalos de tempo dos gréficos, a
cor da linha de contorno dos pontos da solucdo numeérica, uma melhoria da curva em
relacdo aos pontos do grafico, especificagdo dos eixos e a limitagdo retangular. Também o

uso do comando Clear foi definido para apagar o valor da variavel anterior.
Defini¢do dos parametros de controle 1.

¢c=0.098;
p=0.1;
u=1;
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w=0.3;

r=0.4;

d=0.3;
tmin=19800;
tmax=20000;
stepsize=0.02;

Gréaficos das posicdes x(t) em decimetro versus o tempo t em segundo para véarios valores

deq.
Definicéo dafuncgéo integradora.

sol[g_, tmax_] := NDSolve[{x[t]== V[t], V[t]== -c*V[t] - p*X[t]/(1 - u*X[t]*2) +
g* Cog[w*t] x[O]==r,v[O]==d}, {X, v}, {t, O, tmax}, MaxSteps -> Infinity, MaxStepSize -
> Infinity, Method ->{"ExplicitRungeKutta’', "StiffnessTest" ->False}, StartingStepSize ->
stepsize];

Definicéo dafuncéo geradora dos gréficos das posicdes x(t) em decimetro versus o tempo t

em segundo paravarios valores deq.

pos[A_, tmin_, tmax_] := Plot[x[t] /.A, {t, tmin, tmax}, PlotRange -> All, PlotStyle ->
{Hu€[0]},Frame -> True, PlotPoints -> 5000, Framel abel®{ "tempo","posicéo"}, Axes -

>Truel;

Gréfico daposicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 450 dms™.
0=0.450;

osciladorposl=sol[q,tmax];

pos] osciladorposd,tmin,tmax];
Clear[q]

Gréfico daposicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 460 dms?.

g = 0.460;

osciladorpos2 = sol[q, tmax];
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pos| osciladorpos2, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico da posicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 470 dms?.

q=0.470;

osciladorpos3 = sol[q, tmax];
pog| osciladorpos3, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico daposicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 511 dms?.

q=0.511;

osciladorpos4 = sol[q, tmax];
pog| osciladorpos4, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico da posicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 536 dms?.
g =0.536;
osciladorposb = sol[q, tmax];

pos| osciladorposs, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico daposicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 557 dms?.
g =0.557,

osciladorpos6 = sol[q, tmax];

pos| osciladorposs, tmin, tmax];

Clear[d]

Gréfico daposicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 596 dms?.

g = 0.596;
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osciladorpos? = sol[q, tmax];
pog| osciladorpos?, tmin, tmax];

Clear[q]
Gréfico da posicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 640 dms?.

g = 0.640;

osciladorpos8 = sol[q, tmax];
pog| osciladorposs, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico da posicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 700 dms?.

q=0.700;

osciladorpos9 = sol[q, tmax];
pos|osciladorpos9, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico daposicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 740 dms?.

q=0.740;

osciladorposl10 = sl[q, tmax];
pos|osciladorposlO, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico daposicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 812 dms?.
q=0.812;

osciladorposll = sl[q, tmax];

pog{osciladorposll, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréfico da posicao x (t) em decimetro versus o tempo t em segundo paraq = 0, 835 dms?.



q=0.835;

osciladorposl? = sol[q, tmax];
pogosciladorposl2, tmin, tmax];
Clear[q]

134
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ApéndiceC

Velocidades do fio oscilante em fungdo do tempo

O programa mostrado abaixo quando executado no Mathematica 5.2
exibe os gréficos da velocidade do fio oscilante em fungdo do tempo, onde o parémetro q
foi definido conforme os valores dados no capitulo 4. Nesse programa usamos a fungéo
vel[B, tmin, tmax], onde o termo B tem o objetivo de dar distintas nomeagdes a fungéo
integradora, definida no apéndice A, para construir os graficos das velocidades v(t) versus
0 tempo t em um instante de tempo minimo tmin até um maximo tmax. Os comandos
usados PlotRange -> All, PlotStyle -> {Hug[0.1]}, Frame -> True, PlotPoints -> 5000,
FramelL abel®{ "tempo","velocidade"}, Axes -> True e Clear tem as fungdes, conforme

apresentadas no apéndice A.

Gréaficos das velocidades v(t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo para

varios valores de g.

Definicéo da funcéo geradora dos gréficos das velocidades v(t) em decimetro por segundo

versus o tempo t em segundo para varios valores de g.

vel[B_, tmin_, tmax_] := Plot[ v[t] /.B, {t, tmin, tmax}, PlotRange -> All, PlotStyle ->
{Hu€[0.1]}, Frame -> True, PlotPoints -> 5000, Framel abel®{"tempo","velocidade'},

Axes->True];

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor de q =0, 450 dms?.

g = 0.450;
osciladorvel 1 = sol[q, tmax];
vel[osciladorve 1, tmin, tmax];

Clear[q]
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Gréfico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq =0, 460 dms?.

q = 0.460;
osciladorvel2 = sol[q, tmax];
vel[osciladorve 2, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq =0, 470 dms?.

g =0.470;
osciladorvel 3 = sol[q, tmax];
vel[osciladorve 3, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq =0, 511 dms?.

q=0.511;
osciladorvel4 = sol[q, tmax];
vel[osciladorvel4, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq =0, 536 dms?.

g =0.536;
osciladorvel5 = sol[q, tmax];
vel[osciladorve 5, tmin, tmax];

Clear[q]
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Gréfico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq =0, 557 dms?.

q=0.557;
osciladorvel 6 = sol[q, tmax];
vel[osciladorvel 6, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq = 0, 596 dms?.

g = 0.596;
osciladorvel 7 = sol[q, tmax];
vel[osciladorve 7, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq = 0, 640 dms?.

g = 0.640;
osciladorvel8 = sol[q, tmax];
vel[osciladorve 8, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor de q =0, 700 dms?.

g =0.700;
osciladorvel9 = sol[q, tmax];
vel[osciladorve 9, tmin, tmax];

Clear[q]
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Gréfico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq =0, 740 dms?.

q = 0.740;
osiladorve 10 = sol[q, tmax];
vel[os ladorvel 10, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq =0, 812 dms?.

q=0.812;
osciladorvel 11 = sol[q, tmax];
vel[osciladorvel 11, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréafico da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus o tempo t em segundo parao
valor deq =0, 835 dms?.

q=0.835;
osciladorvel 12 = sol[q, tmax];
vel[osciladorvel 12, tmin, tmax];

Clear[q]
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ApéndiceD

Espacos de fases

O programa abaixo quando executado no Mathematica 5.2 exibe os
gréficos do espaco de fase da velocidade em funcéo da posicdo do fio oscilante, onde o
parémetro q foi definido conforme os valores dados no capitulo 4. A defini¢do da fungdo
espfase[H, tmin, tmax], onde H d& diferentes nomeacdes a funcdo a funcdo integradora,
apresentada no apéndice A, é usada para construir os graficos dos espagos de fase em um
ingdante de tempo minimo tmin até um maximo tmax. Os comandos PlotStyle ->
{Huel0.6]}, Frame -> True, PlotPoints -> 5000, PlotRange -> All, Framelabel
® {"posicao","velocidade"}, usados na funcdo espfase[H, tmin, tmax] e Clear exercem as

mesmas fungbes mostradas no goéndice A.

Gréficos do espaco de fase da velocidade v(t) em decimetro por segundo versus a posi¢ao

X(t) em decimetro para varios valores deq.

Definicdo da funcdo geradora dos gréficos do espaco de fase da velocidade v(t) em

decimetro por segundo versus a posi¢cao X(t) em decimetro para varios valores de .

espfase[H_, tmin_, tmax_] := ParametricPlot[Evaluate[{ x[t], V[t]} /. H], {t, tmin, tmax},
PlotStyle -> {Hue[0.6]}, Frame -> True, PlotPoints -> 5000, PlotRange -> All,
FramelLabel ® {"posi¢cdo”,"velocidade'} ]

Grafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao X (t) em decimetro paraq = 0, 450 dms®.

g =0.450;

osciladorespfasel = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfasel, tmin, tmax];
Clear[q]
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Gréfico do espago de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao X (t) em decimetro paraq = 0, 460 dms®.

q = 0.460;

osciladorespfase? = sol[q, tmax];
espfasef osciladorespfase?, tmin, tmax];
Clear[d]

Grafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicdo x (t) em decimetro paraq = 0, 470 dms?,

q=0.470;

osciladorespfase3 = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfase3, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao X (t) em decimetro paraq = 0, 511 dms®.

q=0.511;

osciladorespfase4 = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfased, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao x (t) em decimetro paraq = 0, 536 dms®.

g =0.536;

osciladorespfaseb = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfase5, tmin, tmax];
Clear[q]
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Gréfico do espago de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao x (t) em decimetro paraq = 0, 557 dms®.

q=0.557;

osciladorespfase6 = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfase6, tmin, tmax];
Clear[q]

Grafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao x (t) em decimetro paraq = 0, 596 dms®.

g = 0.596;

osciladorespfase7 = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfase?, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao x (t) em decimetro paraq = 0, 640 dms®.

g = 0.640;

osciladorespfase8 = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfase8, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao X (t) em decimetro paraq = 0, 700 dms®.

gq=0.700;

osciladorespfased = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfase9, tmin, tmax];
Clear[q]
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Gréfico do espago de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao x (t) em decimetro paraq = 0, 740 dms™.

q=0.740;

osciladorespfasel0 = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfasel0, tmin, tmax];
Clear[q]

Grafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao x (t) em decimetro paraq = 0, 812 dms™.

q=0.812;

osciladorespfasell = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfasel 1, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréafico do espaco de fase da velocidade v (t) em decimetro por segundo em relacdo a

posicao x (t) em decimetro paraq = 0, 835 dms®.

q=0.835;

osciladorespfasel? = sol[q, tmax];
espfase] osciladorespfasel2, tmin, tmax];
Clear[q]
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ApéndiceE

Secoes de Poincar é

O programa abaixo, retirado de (WEISSTEIN, 2003, p.1-4), quando
executado no Mathematica 5.2 exibe os gréficos da secdo de Poincaré da velocidade em
funcéo da posicéo do fio oscilante, onde o parémetro q foi definido conforme os valores
dados no capitulo 4. Nesse programa definimos os paréametros de controle e a fungéo
poincare[xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, q, w, nprod, ntlop, psize], onde xtmin,
xtmax, vtmin e vtmax sao os valores maximo e minimo da posi¢éo e velocidade que seréo
construidos os gréficos para diferentes valores de g. Ja os termos ¢, p, U, g € W s80 as
constantes da equacéo diferencia enquanto que nprod, ntlop e psize sGo 0s nimeros de
pontos desconsiderados dos graficos, os pontos finais mostrados nos graficos e o tamanho
dos pontos considerados, respectivamente. Os comandos MaxSteps -> Infinity,
MaxStepSize -> Infinity, Method -> {"ExplicitRungeKutta’, "StiffnessTest" -> False},
StartingStepSize -> stepsize, e PlotStyle -> {PointSize[psize], Hue[0]}, PlotRange ->
{{xtmin,xtmax} ,{ vtmin,vtmax} } ,Frame -> True, FrameLabel ® {"posi¢céo","velocidade'},

Axes -> True]) e Clear com suas respectivas fungdes foram discutidos no apéndice A.

Definicdo dos parametros de controle 2.

xtmin =-0.2;
xtmax = 1.05;
vtmin = -1.05;
vtmax = 1.05;
nprod = 200;
ntlop = 15000;

psize = 0.015;
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Gréficos da segc@o de Poincaré da velocidade v(t) em decimetro por segundo versus a

posicao X(t) em decimetro paravarios valores de g.

Definicdo da funcdo geradora dos gréficos da se¢do de Poincaré da velocidade v(t) em

decimetro por segundo versus a posi¢do x(t) em decimetro para varios valores de g.

poincare[xtmin_, Xxtmax_, vtmin_, vitmax_,c_,p_,u_, q_,w_, nprod_, ntlop_, psize ]:= (R
= 2*Pilw; g[{r_, d_}] = {X[R],V[R]} /. FlattenfNDSolve[{V[t] == - c*V[t] - p*x[t]/(1-
u*x[t]"2) + g*Cogw*t], X[t] = = v[t], X[0] ==r,Vv[0] ==d}, {X, v}, {t, O,R}, MaxSteps -
> Infinity, MaxStepSize -> Infinity, Method -> {"ExplicitRungeKutta', "StiffnessTest" ->
False}, StartingStepSize -> stepsize]];

Ip=ListPlot[Drop[NestList[g,{r,d} ,ntlop+ nprod],nprod], PlotStyle -> {PointSize[psize],
Hue[ 0]}, PlotRange -> {{xtmin, xtmax}, {vtmin, vtmax}}, Frame -> True, Framel abel

® {"posicao","velocidade'}, Axes-> True])

Gréfico da secdo de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao x (t) em decimetro para g = 0,450 dms?.

g =0.450;
poincare[xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, c, p, u, g, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q]

Grafico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a
posicao X (t) em decimetro para g = 0,460 dms®.

g = 0.460;
poincare[ xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, d, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q]

Gréfico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao x (t) em decimetro para g = 0,470 dms®.

q=0.470;

poincare[ xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, d, w, nprod, ntlop, psize]
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Clear[q, psize]

Gréfico da secdo de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao x (t) em decimetro paraq = 0,511 dms*.

q=0.511;
psize = 0.003;
poincarefxtmin, xtmax, vtmin, vtmax, c, p, u, g, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q, psize]

Grafico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao x (t) em decimetro para g = 0,536 dms?.

g =0.536;
psize = 0.015;
poincare] xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, d, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q]

Grafico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao x (t) em decimetro para g = 0,557 dms®.

q=0.557;
poincare[ xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, d, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q]

Grafico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao x (t) em decimetro para g = 0,596 dms?.

g = 0.596;
poincare[ xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, d, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q, psize]
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Gréfico da secdo de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posic&o X (t) em decimetro para g = 0,640 dms®.

g =0.640;
psize = 0.003;
poincare[ xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, d, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q, psize]

Grafico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao x (t) em decimetro para g = 0,700 dms?.

q=0.700;
psize = 0.015;
poincare[ xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, d, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q]

Grafico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao x (t) em decimetro para g = 0,740 dms?.

q=0.740;
poincare[ xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, g, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q]

Grafico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao X (t) em decimetro paraq = 0,812 dms®.
q=0.812;
poincare[xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, u, g, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q, psize]

Grafico da se¢do de Poincaré da velocidade v (t) em decimetro por segundo versus a

posicao X (t) em decimetro para g = 0,835 dms®.

q=0.835;
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psize = 0.003;
poincare[xtmin, xtmax, vtmin, vtmax, ¢, p, U, g, w, nprod, ntlop, psize]

Clear[q, tmin]
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ApéndiceF

Transformadas de Fourier

O programa mostrado a seguir quando executado no Mathematica 5.2
exibe os gréficos do espectro de frequéncia da posi¢éo do fio oscilante, onde o parametro q
foi definido conforme os valores dados no capitulo 4. Dessa maneira nesse programa
definimos a funcdo espectro[C, tmin, tmax], onde C tem o papel de nomear a funcéo
integradora, definida no apéndice A, para construgcdo dos espectros de freqiiéncias usando a

transformadade Fourier para um instante de tempo minimo tmin até um maximo tmax.
Gréficos do espectro de freqliéncia para diferentes valores de g.

Definicao da fungdo geradora dos gréficos do espectro de freqliéncia para véarios valores de

a.

espectro[C_, tmin_, tmax_] := (listal = Partition[Flatten[N[ Table[{t, Evaluate[ (x[t] /. C)]},
{t, tmin, tmax, tmax/2048}]]], 2];Length[listal];dado = Transposelistal];lista2 =
dado[[1]];lista3=dado[[2]];Val=(M ax[lista2]-Min[lista2])//N;Vaorn=Val/Length[lista?]
/IN;alcan=Rangg[0,1/Vdorn-1/Va,1/Vd];lisad=Fourier[lista3];

listab= listad/Sgrt[Length[lista3]] // Chop; graf = Trangpose[{ alcan, Log[Abglista5]]} ];
ListPlot[graf, PlotRange -> {{0, 0.05}, {-10, -0.05} },

FramelLabel ® {"frequéncia’,"amplitude"}, Axes-> True, PlotStyle -> { Hue[0.8]},
PlotJoined -> True,Frame -> True])

Gréfico do espectro de fregiiénciaparaq = 0,450 dms™.

tmin = 45.6;
g = 0.450;
osciladorespectrol = sol[ g, tmax];

espectro[ osciladorespectrol, tmin, tmax];



Clear[q]

Gréfico do espectro de freqiiénciaparaq = 0,460 dms?.

g = 0.460;
osciladorespectro2 = sol[q, tmax];
espectro[ osciladorespectro2, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréfico do espectro de freqiiénciaparaq = 0,470 dms?.

q=0.470;
osciladorespectro3 = 0l[ g, tmax];
espectro[ osciladorespectro3, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréfico do espectro de freqiiénciaparaq = 0,511 dms?.

q=0.511;

osciladorespectro4 = ol[ g, tmax];
espectro[ osciladorespectro4, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico do espectro de freqiiénciaparaq = 0,536 dms?.

g =0.536;
osciladorespectro5 = ol[ g, tmax];
espectro[ osciladorespectrob, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréfico do espectro de freguiénciaparaq = 0,557 dms?.

g=0.557;
osciladorespectro6 = ol[ g, tmax];
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espectro[ osciladorespectro6, tmin, tmax];

Clear[q]
Gréfico do espectro de frequiénciaparaq = 0,596 dms?.

g = 0.596;
osciladorespectro7 = sol[q, tmax];
espectro[ osciladorespectro?, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréfico do espectro de freqiiénciaparaq = 0,640 dms?.

g =0.640;
osciladorespectro8 = sol[ g, tmax];
espectro[ osciladorespectro8, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréfico do espectro de freqiiénciaparaq = 0,700 dms?.
gq=0.700;

osciladorespectro9 = sol[ g, tmax];

espectro[ osciladorespectro9, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréfico do espectro de freguiénciaparaq = 0,740 dms?.
q=0.740;

osciladorespectrol0 = s0l[q, tmax];

espectro[ osciladorespectrol0, tmin, tmax];

Clear[q]

Gréfico do espectro de fregiénciaparaq = 0,812 dms?.

q=0.812;
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osciladorespectroll = s0l[q, tmax];
espectro[ osciladorespectroll, tmin, tmax];
Clear[q]

Gréfico do espectro de frequiénciaparaq = 0,835 dms?.

q=0.835;

osciladorespectrol2 = s0l[q, tmax];
espectro[ osciladorespectrol2, tmin, tmax];
Clear[q]
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Apéndice G

Expoentes de L yapunov

O programa mostrado a seguir adaptado e retirado de (SANDRI, 1996,
p.78-84) quando executado no Mathematica 5.2, exibe os gréficos dos expoentes de

Lyapunov, onde o parametro q foi definido conforme os val ores dados no capitulo 4.
Definicdo dos parametros de controle 3.

T=0.05;
K=100000;
trans=200;

Graficos dos expoentes de L yapunov para diversos valores de g.

Definicdo da funcdo geradora dos gréficos dos expoentes de Lyapunov para diferentes

valores deq.

<<LinearAlgebra Orthogonalization’
Norm[x_]:=Sqrt[X.X]
JacobianMatrix[funs_List,vars_List]:=Outer[D,funs,vars]
RKStep[f_,y_,y0_,dt ]:=Modul€e[{ k1,k2,k3,k4} k1=dt N[f/. Thread[y®yO0]];
k2=dt N[f/.Thread[y®y0+k1/2]];
k3=dt N[f/.Thread[y®y0+k2/2]];
k4=dt N[f/.Thread[y®y0+k3]];
yO+(k1+2 k2+2 k3+k4)/6]

IntVarEQ[F List,DPhi_List,x_List,Phi_List,x0_List,Phi0_List{tl dt }]:=

Module[{ n,f,y,y0,yt} ,n=L ength[x0];
f=Fatten[Join[F,DPhi]];
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y=Flatten[ Join[x,Phi]];

yO=Flatten[Join[x0,Phi0]];

yt=Nest[RK Step[f,y,#,N[dt]]&,N[y0],Round[N[t1/dt]]];
{ First[#],Rest[#]} & @Partition[yt,n]]

LyapunovDimension[x_]:=Module{{l,suml,j} ,I=Sort[x,Greater];
suml=Rest[FoldList[Plus,0,1]];
If[Last[suml]>0,M essage{ L CE::pos]; Return[$Failed]];
j=Last[Position[suml,_?Postive]];
Firstlj-suml[[j]]/[[j+2]11]

ConvergencePlot[x_List]:=Show[M ap[ListPlot[#,PlotJoined®True,PlotStyle®{ Hue[0.7]} ,
DisplayFunction®I dentity] &, Transpose[ X]], Frame®True,Framel abel ®{ "passos”,"L CEs"}
,DisplayFunction®$DisplayFunction]

LCESC[f_,initcond_,T_,K_,trans :0,stepsize :0.02,0pts __Rule]:=Modul€[{ opt,n,a,b,x,x0,
Phi,DPhi,V0,sW,norms,|cdlist,Ices} ,opt=L CEsPlot/.{ opts} /.Optiong L CESC];
n=Length[initcond];
x=Array[a,n];
Phi=Transpose[Array[b,{ n,n}]];
DPhi=Phi.Transpose[ JacobianM atrix[f[x],X]];
X0=Nest[RK Step[f[x],x,#,N[stepsize] ] &,N[initcond],Round[ N[ trans/stepsize]]];
VO=IdentityMatrix[n];
{1
Do[{x0,V 0} =IntVarEq[f[x],DPhi,x,Phi,x0,VO,{ T,stepsize}];
W=GramSchmidt[V0,Normalized®False];
norms=Map[Norm,W];
s=Append[s,norms];
VO=W/norms{K}];
If[opt,Icelist=Rest[FoldList[Plus,0,Log[s]]]/(T RanggK]);
ConvergencePlot[Icelist];
Ices=Sort[Last[|celist],Greater],|ces=Sort[ Apply[Plus,Log[s]]/(T K),Greater]];
{lces,L yapunovDimension[lces|} ]



Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,450 dms?.

g =0.450;

eetromagnetico[{ x_,y_,t_}]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+qg* Cos[w*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans stepsize,L CEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,460 dms?.

g = 0.460;

eletromagnetico[{ x_,y_,t_}]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+qg* Cos[w*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans stepsize,LCEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,470 dms?>.

q=0.470;

eletromagnetico[{x_,y_,t }]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+q* Cogw*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans,stepsize,LCEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,511 dms?.

q=0.511;

eletromagnetico[{x_,y_,t }]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+q* Cogw*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans stepsize,LCEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,536 dms?.

g =0.536;

eletromagnetico[{x_,y_,t }]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+q* Cogw*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0} ,T,K trans,stepsize,LCEsPlot ® True]
Clear[q]
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Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,557 dms?.

q=0.557;

eetromagnetico[{ x_,y_,t_}]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+qg* Cos[w*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans,stepsize,LCEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,596 dms?.

g = 0.596;

eletromagnetico[{x_,y_,t }]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+q* Cogw*t],w}
L CEsC|eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans stepsize,L CEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,640 dms?.

g = 0.640;

eletromagnetico[{ x_,y_,t_}]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+qg* Cos[w*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans,stepsize,LCEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,700 dms?>.

gq=0.700;

eetromagnetico[{ x_,y_,t_}]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+qg* Cog[w*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans stepsize,LCEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,740 dms?.
q=0.740;

eletromagnetico[{x_,y_,t }]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+q* Cogw*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans,stepsize,LCEsPlot ® True]
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Clear[q]
Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,812 dms?.

q=0.812;

eletromagnetico[{x_,y_,t }]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+q* Cogw*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans stepsize,L CEsPlot ® True]
Clear[q]

Gréfico dos expoentes de Lyapunov paraq = 0,835 dms?.

q=0.835;

eletromagnetico[{ x_,y_,t_}]:={y,- c*y- p*X/(1 - u*x"2)+qg* Cos[w*t],w}
L CEsC[eletromagnetico,{r,d,0},T,K trans,stepsize,LCEsPlot ® True]
Clear[q]
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ApéndiceH

Diagrama de bifurcacao

O programa abaixo, retirado de (WEISSTEIN, 2003, p.1-4), quando
executado no Mathematica 5.2 exibe os gréficos do diagrama de bifurcacdo, onde o
parémetro g deve variar de 0,450 até 0,835. Assim, definimos nesse programa a fungéo
bifurcation[ gmin,gmax,ng,xmin,xmax,p,u,c,w,ndrop,nplot,psize] que ira construir o grafico
da posicéo x, em um intervalo de xmin até xmax, versus o parametro de bifurcacdo g indo
de gmin até gmax. Ja p,u,c,w sdo as congtantes da equacao diferencial, enquanto que ndrop
e nplot possuem a mesma funcéo de nprod e ntlop, definidos no apéndice D. O mesmo

acontece com psize.
Definicdo dos parametros de controle 4.

xmin=-0.2;
xmax=1;
gmin=0.450;
gmax=0.835;
ng=400;
ndrop=2500;
nplot=600;
psize=0.003;

Gréfico do diagrama de bifurcacéo.

Definicdo dafuncéo geradorado gréfico do diagrama de bifurcacéo.

R=2*Pi/w;g[{r_,d }]:={X[R].V[R]}/.
FlattenfNDSolve[{ V[t] &- p*x[t]/(1 - u*X[t]*2)- c*V[t] +q* Cogw*1],
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x'[t]av[t],x[0]&r,v[0]ad},

{x,v},{t,0,R} ,MaxSteps->Infinity,MaxStepSize®Infinity,

Method®{ "ExplicitRungeKutta"," StiffnessTest"®Fa se} ,StartingStepSi ze®stepsize] |; f[{ x
Sy H={axt

ListPlot[Flatten] Table[Map[f,Drop[NestList[g{ r,d} ,nplot+ndrop],ndrop]],

{ g,gmin,gmax,(gmax-gmin)/na}],1],

PlotStyle®{ PointSize[ psize],Hue[ 0]} ,PlotRange®{ { gmin,gmax} ,{ xmin,xmax} } ,
Frame®True, FramelL abel® {"parémetro de bifrurcacéo q","posi¢éo x do fio

oscilante"} ,AxesOrigin®{ gmin,xmin},

Axes->True];)

bifurcati on[gmin,gmax,hg,xmin,xmax,p,u,c,w,ndrop,nplot,psize]
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