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RESUMO

Estudamos algumas propriedades dinamicas para o comportamento cadtico da dina-
mica de um feixe de luz classico sofrendo reflexoes especulares entre duas superficies dentro
de um guia de ondas periodicamente corrugado. A dinamica do feixe é descrita por um
mapeamento discreto, bidimensional, nao linear e que preserva a area do espaco de fases.
Mostramos que o espaco de fases contém ilhas Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM), que
sao circundadas por um mar de caos e confinadas por curvas invariantes spanning. O mar
de caos foi caracterizado usando argumentos de escala proximo a transicao de integravel
para nao integravel. O procedimento revela que os expoentes criticos estao relacionados
por uma relacao analitica. O formalismo de escala é aplicado em fendémenos criticos e
muito utilizado na caracterizagao de transicoes de fases. O modelo guia de ondas foi es-
tudado analiticamente e numericamente, sendo os resultados encontrados apresentados e

discutidos neste trabalho.



ABSTRACT

We studied some dynamical properties for the chaotic behaviour of a classical light ray
dynamics suffering specular reflections inside a periodically corrugated waveguide. The
dynamics of the model is described in terms of a two-dimensional area preserving non-
linear map. We shown that the phase space is mixed, in the sense that, one can observe
Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) islands surrounded by a large chaotic sea that is limited
by a set of invariant spanning curves. The chaotic sea was characterized using scaling
arguments near of the transition from integrable to non-integrable. Such formalism shows
that the critical exponents are analytically related. Scaling arguments are usually applied
in critical phenomena and widely used in the characterization of phase transitions. The
waveguide model was studied analytically and numerically and our results are presented

and discussed in this work.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A busca de respostas na compreensao de sistemas dinamicos nao lineares vem dis-
pertando grande interesse nas tultimas décadas devido ao fato destes fendmenos até entao
serem considerados incompreensiveis. Uma classe especial destes sistemas que apresen-
tam nao linearidade é conhecido como billhar clédssico [1]. Um problema envolvendo bilhar
consiste de um sistema em que a particula move-se livremente no interior de uma regiao
delimitada sofrendo reflexoes especulares com as fronteiras. A descricao de tais problemas
¢é normalmente feita através da utilizacdo de mapeamentos nao lineares [2]. Existem trés
classes diferentes de universalidades consideradas em problemas de bilhares: (i) misto;
(ii) cadtico e (iii) integravel. Para a classe (i), o espago de fases do modelo exibe ilhas
KAM circundadas por mar de caos que é limitado por curvas invariantes spanning. Para
o caso (ii), a evolugdo de uma simples condic@o inicial é suficiente para preencher toda
regiao acessivel no espago de fases. Finalmente, o caso (iii) mostra um comportamento
de periodicidade e quase-periodicidade no espaco de fases.

Devido a sua extensa aplicabilidade em varios campos da ciéncia, o modelo guia de
ondas vem recebendo atencao especial nos estudos que envolvem fendémenos criticos e
na descricao de sistemas dinamicos. Aplicacoes envolvendo feixes cadticos em acustica
sub-aquética [3, 4, 5], transporte quantico em cavidades balisticas [6], transporte finito
através de GaAs/Al,Ga;_, [7], condugao balistica quantizada em um canal periodica-
mente modulado [8], comparagdo de um comportamento classico versus quantico de um
sistema mesoscépico periédico [9] e espalhamento de uma particula quantica em um guia
de ondas [10] sdo alguns exemplos tipicos da aplicabilidade do modelo guia de ondas.

O modelo que consideraremos neste trabalho consiste de um feixe de luz que é refletido
especularmente entre duas superficies denominadas fronteiras, sendo que uma é plana
localizada em y=0 ao longo do eixo x e a outra é periodicamente corrugada cuja a equacao
¢é dada por

Yw) = Yo + dcos(kz), (1.1)



onde yy representa a distancia média entre as duas fronteiras, d é a amplitude da corru-
gacao e k o numero de onda.

Existem vérias formas para descrever problemas envolvendo guias de ondas periodi-
camente corrugados, uma delas a qual consideraremos neste trabalho é aproximacao de
um bilhar classico. Nesta aproximacao, a dinamica é descrita usando o formalismo de
mapas discretos. E conhecido que dependendo das combinacoes de condicoes iniciais e
parametros de controle, o espaco de fases apresenta uma estrutura muito rica, contendo:
(i) curvas invariantes spanning (chamadas toros invariantes), (ii) Ilhas KAM e (iii) mares
caoticos. Neste trabalho, estudamos uma versao simplificada do modelo guia de ondas.

Ao longo do estudo, usamos argumentos analiticos na conexao da versao simplificada
do modelo guia de ondas com o mapa padrao proximo a transi¢ao de local para globalmente
caotica, e encontramos a localizagao das duas curvas invariantes spanning, que delimitam a
dimensao do mar de caos como fungao do parametro de controle [11]. Estudamos também
um tipo especial de transicao de fases, a transicao do tipo integravel para nao integravel.

Este formalismo é util para definir classes de universalidades.



Capitulo 2

MODELO DE UM GUIA DE
ONDAS PERIODICAMENTE
CORRUGADO

2.1 Resumo

Neste capitulo, discutiremos os detalhes necessarios para descrever o modelo e obter
as equacoes que descrevem a dinamica do problema. Construiremos o mapeamento dis-
creto para a descricao da versao simplificada do modelo. Mostraremos a forma mista do
espaco de fases e caracterizaremos o comportamento cadtico do sistema pela obtencao dos

expoentes de Lyapunov.

2.2 Modelo Simplificado

O modelo consiste da dinamica de um feixe de luz que é refletido especularmente entre
duas fronteiras. Uma delas é plana e paralela ao eixo z em y = () e a outra ¢é periodica-
mente corrugada descrita por y) = yo + dcos(kz). Aqui yy é a distancia média entre
as duas superficies, d é a amplitude da corrugacao e k o nimero de onda. E impor-
tante salientarmos que o mapeamento é iterado todas as vezes que o feixe de luz “toca”
a fronteira plana, evitando desta forma a ocorréncia de reflexées sucessivas. A geometria
do modelo é mostrada na Fig. (2.1). A descrigdo consiste em obter um mapeamento
T(0,,x,) = (011, T,+1) onde n representa a enésima reflexao do feixe de luz com a su-
perficie plana. Assim, uma vez fornecidas as condigbes iniciais (6,,x,), podemos obter

a nova posigao e o novo angulo (6,11, z,+1) usando argumentos puramente geométricos,



n X n+l

Figura 2.1: Reflexao do feize na superficie corrugada vindo da superficie y = 0.

conforme mostrados na Fig. (2.2). Considerando a primeira parte da trajetéria do feixe

Figura 2.2: Detalhes da trajetdria antes e depois da reflexdo com a superficie corrugada.

de luz obtemos que

d kx?
T — T, = Yo+ d cos(kz,) : (2.1)
On
Agora, a equacao da segunda parte da trajetoria do feixe de luz é fornecida por
d kx?
Tnt+1 — ZL‘Z - o i COS( xn) ) (22)

gn—l—l



onde a variavel z; fornece a posicao exata do feixe de luz refletido com a superficie

corrugada. O angulo #,, é fornecido por

9n+1 = en - an ) (23>

onde v, é a inclinagdo da superficie corrugada em x = z} e é obtido da tan(¢,(z)) =
dy(x)/dx = —dksin(kz?). Enfatizamos que z¥ pode somente ser obtido numericamente
da solugao da Eq. (2.1).

Neste trabalho, consideramos somente pequenos valores para a amplitude de corru-
gacao d, entao consideramos uma versao simplificada do modelo. Antes de escrever as
equagoes propomos duas aproximagoes para o modelo. Consideramos que a corrugagao
relativa da superficie é muito pequena, isto implica que, yo+d cos(kz?) = yo. Neste limite
da corrugacao, assumimos que tan(t,,) = i,.

Considerando estas aproximacoes iniciais, vemos que para d = 0, o sistema é integravel
e para este caso somente linhas paralelas sao observadas no espaco de fases. Entretanto,
para d # 0, o sistema é nao integravel e uma estrutura mista no espaco de fases pode
ser observada, incluindo ilhas KAM circundadas por um mar cadtico que é limitado por
um conjunto de curvas invariantes spanning. Assim, podemos concluir que a transi¢ao de
integravel para nao integravel [12] depende do parametro de controle d. Antes de escrever
as equacgoes do mapeamento, é conveniente definir algumas variaveis apropriadas. Estas
sao definidas como § = d/yy, v = On/k e X,, = kx,/yo. Com estas novas variaveis,
podemos escrever o mapeamento que descreve a dinamica da versao simplificada como

Xy = [Xn + L v_ﬂ mod 27

T (2.4)

Vnit1l = Yn + 20 sin [Xn + ,Yin
Podemos ver agora que existe apenas um parametro de controle e este parametro controla
a intensidade da nao-linearidade do sistema.

Na Fig. (2.3) podemos observar o espaco de fases gerado pela iteragdo do mapeamento
(2.4). E facil ver que o espaco de fases é misto e sua estrutura inclui um extenso mar de
caos que estd confinado entre duas curvas invariantes spanning (positiva e negativa) e um
conjunto de ilhas KAM. Os parametros de controle usados na construcao da Fig. (2.3)
foram: (a) d =102 e (b) § = 1073.

2.3 Calculo da Matriz Jacobiana

No préximo capitulo estudaremos os expoentes de Lyapunov para o modelo simplifi-
cado do guia de ondas periodicamente corrugado. Para se obter os expoentes de Lyapunov

devemos como primeiro passo calcular a matriz Jacobiana .J,, sendo que os coeficientes

10



sao dados pelas derivadas parciais das equagdes do mapeamento (2.4). Esta matriz é

8)('rH»l 8AX—n«i»l
J = 0Xn Ovn
" i1 OYn+1 ‘

0Xn Ovn

escrita da seguinte forma

Calculando os coeficientes da matriz, temos

aXn—H - 11— 1 a’yn—&—l
8Xn 7721—5—1 aXn ’
OXpn 11 |:a')/n+1:|
0Vn 77% 7721+1 OVn 7
Ont1 1
= 2 X, +—
X, dcos | X, + nE
0Vn 1 -1
it _ 1+ 26 cos (Xn—l——) [—2} )
O /) Ln

(2.6)
Assim, obtemos o seguinte resultado
det(J) = 1. (2.7)

Conforme o teorema de Liouville [13], esse resultado do determinante da matriz Jacobiana
igual a 1, podemos concluir que ocorre preservacao da area do espaco de fases. Sistemas

que exibem esta propriedade sao classificados como conservativos.

11
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Figura 2.3: Espaco de fases do modelo simplificado do guia de ondas para os parametros de

controle: (a) 6 =10"2 ¢ (b) § = 1073.
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Capitulo 3

EXPOENTES DE LYAPUNOV E
CURVAS INVARIANTES
SPANNING

3.1 Resumo

Discutiremos neste capitulo dois resultados interessantes sobre o presente modelo. O
primeiro deles é o cdlculo dos expoentes de Lyapunov para o mar de caos. O segundo
estabelece a localizagao das curvas invariantes spanning. Ambas descrigoes sao feitas como

funcao do parametro de controle 9.

3.2 Expoentes de Lyapunov

O espaco de fases do modelo de um guia de ondas periodicamente corrugado exibe uma
regiao caotica que é limitada por duas curvas invariantes, sendo uma possitiva e a outra
negativa. Para caracterizarmos este comportamento caético do sistema, ou seja, a perda
de previsibilidade e sensibilidade a condigoes iniciais proximas, os expoentes de Lyapunov
sao os indicadores usuais nesta caracterizacao. Esta caracterizagao ¢ observada somente se
condigoes iniciais vizinhas distanciam-se exponencialmente com o tempo. Se isto ocorrer,
entao o sistema apresenta sensibilidade as condigoes iniciais, e portanto 6rbitas com estas
propriedades sao classificadas como cadticas. Assim, nosso objetivo nesta secao é utilizar
o céalculo do expoente de Lyapunov para caracterizar o comportamento cadtico encon-
trado no espago de fases do modelo guia de ondas pariodicamente corrugado. Iniciaremos

apresentando o cdlculo dos expoentes de Lyapunov em um mapeamento unidimensional

13



e em seguida para mapas bidimensionais. Seja um mapa unidimensional dado por
Xni1 = F(X,). (3.1)

F(X) representa o mapeamento discreto unidimensional e X, uma condi¢ao inicial, a

distancia relativa entre duas trajetérias na n-ésima iteragao, é fornecida pela razao

d _|F™(Xo+e€) — F™(X,)

- = 3.2
: 6 , (32)
onde € é arbitrariamente pequeno. Considerando o limite em que € — 0, definimos,
FM(X — FM(X, n
lim (Xo +¢) )| _ o)) = e, (3.3)
€— €
Aplicando o logaritmo em ambos os lados da Eq. (3.3) e reorganizando os termos,
1 /()
A=— In|F"(Xy)]. (3.4)
n
Considerando o caso em que n — 00, a expressao para o calculo do expoente de Lyapunov
é dada por,
1 n
A= lim — In | F'(X3)]. 3.5
i om0 (35)

Construindo os expoentes de Lyapunov para mapas bidimensionais, conforme é o caso do

modelo de um guia de ondas, estes sao dados por
TN .
A= T}LHC}OZI ﬁln|Aj|’ com j=1,2. (3.6)

Aqui Aé sao os autovalores da matriz M = [, J;(X;,v) e J; é a matriz Jacobiana do
mapeamento avaliada ao longo érbita (X, ;). E importante salientar que a implementa-
cao direta de um algoritmo computacional para avaliar a Eq. (3.6), implica em profundas
limitagoes para se obter a matriz M. Mesmo no limite de pequenos (n), as componentes
de M podem assumir muitas ordens de grandeza diferentes para drbitas cadticas e atra-
tores periddicos, tornando impraticavel a implementacao do algoritmo. Desta forma, o
calculo da matriz M pode gerar problemas numéricos do tipo “overflow”. Para contornar-
mos estes tipos de problemas, utilizaremos um algoritmo conhecido como “Algoritmo de
Triangularizagao”, o qual foi proposto por J.P. Eckmann e D. Ruelle (1985). [14].

Este algoritmo consiste em escrever J como um produto de uma matriz triangular T

por uma matriz ortogonal @, como,
J=0T,

onde J é a matriz Jacobiana. Uma matriz é dita ser ortogonal quando sua transposta é

igual a sua inversa, ou seja,
o l=0".

14



De acordo com a defini¢ao acima, reescrevemos a matriz M como
-1
M = Jn Jn—l Jn—2 PREEE) J2 Ji = Jn Jn—l AL JQ @1 @1 Jla

onde T} = ©;'J;. Um produto de J,0; define uma nova matriz J,'. Assim, é possivel

mostrar que
M == Jn Jn,1 g eeny J3 @2 @2_1 JQ/ Tl-

O mesmo procedimento pode ser adotado para obter Ty = ©,7! .J,' e assim sucessivamente.
Desta forma, o problema ¢ reduzido em avaliar apenas os elementos da diagonal principal
da matriz T', ou seja, os elementos 1771 e Thy. Agora, focamos nossos esforcos em encontrar

as expressoes de ©;1J; = T}, fornecidas por
COS(@) SIH(G) jll jlg _ T11 T12
—sin(d)  cos(0) Jo1  Jo2 0 T

Fazendo o produto das matrizes acima, temos

jll COS(Q) + jgl 5111(0) j12 COS(Q) + jgg sm(@) _ T11 T12
—j118in(0) + jog cos(@)  —jrasin(f) + joo cos(0) 0 Tho

Sendo uma igualdade de matrizes, reescrevermos como

—j11 8in(0) + ja; cos(0) = 0,
—jn 5111(0) = —jgl COS(H),
sin(0) _ E

cos(0)  ji1

Considerando ainda que as razoes sao dadas por

cateto oposto

sin(f) = ,
() hipotenusa
) cateto adjacente
coS =
hipotenusa
assim, encontramos que
. J21
sin(f) = ———,
Vit + 5
cos(f) = Ju1

Vit + Js

15
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/ A=1.66 (2)

14| .

0 1x10°  2x10°  3x10°  4x10®  5x10°
1n

Figura 3.1: Conwvergéncia dos expoentes positivos de Lyapunov para o modelo simplificado guia

de ondas. O parametro de controle usado foi: § = 1073,

Podemos agora reescrever os autovalores da matriz 7', como

-2 9
. . Ji1 T Ja
T11 = j11c08(0) + jog sin(f) = ——=—, (3.7)
V (]121 + ]%1)
ng = j22 COS(Q) =+ j12 Sln(@) = j—11j22 — J1ajan (38)

VUL )
De posse dos autovalores T}, e Ty da matriz triangular, podemos encontrar numeri-
camente os expoentes de Lyapunov para uma érbita cadtica do espaco de fases do modelo
do guia de ondas. A Fig. 3.1 mostra a convergéncia do expoente de Lyapunov positivo
para o modelo simplificado do guia de ondas.
Foram usadas 5 condicoes iniciais diferentes, iteradas 5 x 10% vezes. As condicoes

iniciais utilizadas na construcao da figura foram, v9 = 2.1 e 5 valores de Xj, no intervalo

16



Xy € [0,27). Para estes parametros de controle, o expoente de Lyapunov positivo médio
encontrado foi A = 1.66 +0.02. O erro +0.02 representa o desvio padrao das cinco curvas
de convergeéncia do expoente Lyapunov.

Obtemos também o comportamento do expoente Lyapunov positivo como uma fungao
do parametro de controle §, como pode ser visto na Fig.3.2. Podemos ver que a variagao
do expoente Lyapunov positivo é relativamente pequena para o intervalo de parametros
de controle considerados § €[107%,1072], ou seja, aproximadamente 23%. Essa variagio ¢

considerada pequena frente as 5 ordens de grandeza do parametro de controle 0.

‘ T TTTTTIT T T TTTTT T T TTTTT
oy —_

1.5

1,4 ‘ | RNl | Lot ‘ | RNl
10° 10™ 10™ 10°

d

Figura 3.2: O expoente Lyapunov positivo como func¢ao do paramétro de controle 6.
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3.3 Curvas Invariantes Spanning

Nesta secao, discutiremos um método bastante util para localizar as curvas invariantes.
Utilizaremos uma conexao entre o mapa padrao e o modelo guia de ondas para localizar
a posicao das curvas invariantes spanning no espago de fases. O mapa padrao é muito

utilizado para descrever a dinamica de um rotor discreto [15] e é dado por

S - { Iy = [I, + Ksin (©,,)] mod 27 | (3.9)

@n+1 = [@n + In+1] mod 27

onde K é um parametro de controle e ambas varidveis sao definidas como mod 2. E
conhecido na literatura [2] que tal modelo exibe uma transi¢ao de local para globalmente
caotica em funcao do parametro de controle K. O ponto critico que marca esta mudanca
de comportamento é K, = 0.9716... [2]. Assim para K < K, o espago de fases mostra
curvas invariantes spanning separando diferentes partes do espago de fases. Por outro
lado, para K > K. todas as curvas invariantes spanning sao destruidas e o mar de caos
espalha sobre o espago de fases, como mostrado na Fig. (3.3).

O espago de fases gerado pela iteracdo da Eq. (3.9) considerando 4 diferentes para-
metros de controle, a saber (a) K = 0.5; (b) K = 0.75; (¢) K =0.9716 e (d) K =15 ¢
mostrado na Fig (3.3). Vemos que para K > K., Fig. (3.3) (d), as curvas invariantes nao
existem no espaco de fases.

A conexao dos resultados com o guia de ondas periodicamente corrugado consiste
basicamente em supor que préximo as curvas invariantes spanning, as quais limitam a

dimensao do mar de caos, o angulo de reflexao pode ser escrito como

Yot1 =Y+ Avpgr (3.10)

onde, v* é um valor tipico do angulo de refexao ao logo da curva invariante spanning e
A~,+1 é uma pequena perturbagdo do angulo. Definindo Z, = X,, + 1/7,, a primeira

equagao do mapeamento (2.4) pode ser escrita como

2
Zpir = Zn + : (3.11)
Yn+1

Usando a Eq. (3.10), podemos reescrever a Eq. (3.11) como

2 Ay, 17t
Dt = T+ — {1 + ﬁ} . (3.12)
Y Y

Expandindo a Eq. (3.12) em série de Taylor, obtemos que

A A 2
1—#+0(#)] . (3.13)
v Y

2
Zn+1 = Zn+ .
v

18



Considerando apenas os termos de primeira ordem, podemos reescrever a Eq. (3.13)

como

2 [ Ay,
Dir = Zn + — [1 - 7*“} . (3.14)
Y Y

A segunda equagao do mapeamento (2.4) pode ser reescrita como
Y+ Ay =7 4+ Ay, + 20sin(Z,,) . (3.15)

Multiplicando ambos os lados da Eq. (3.15) por —2/7*? e adicionando 2/v* em ambos

os lados, obtemos o seguinte termo

2NYi1 | 2
Tnit L 2 (3.16)
Y Y

In+1 = -

Introduzindo agora ¢,, = Z,, + m, reescrevemos o mapeamento (2.4) como

[nJrl = [n + <3;f2> sin (¢n)
¢n+1 = (bn + [n+1

T: (3.17)

Comparando o mapa padrao (ver Eq. 3.9) e o mapeamento (3.17), é facil ver que

existe um parametro de controle efetivo K ¢ que ¢ dado por

45
K225 (3.18)

Portanto, desde que ocorra a transicao de local para globalmente cadtica em K.y =

0.971..., a localizacao das duas curvas invariantes spanning sao dadas por

* Av / 5

Assim, concluimos que a dimensao do mar de caos definida por ambos os lados positivo

e negativo, é proporcional a /9.
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Figura 3.3: Espaco de fases gerado pela itera¢ao da Eq. (3.9). Os parametros de controle usados
foram: (a) K =0.5; (b) K =0.75; (¢) K =0.9716 e (d) K = 1.5.
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Capitulo 4

TRANSICAO DE INTEGRAVEL
PARA NAO-INTEGRAVEL

4.1 Resumo

Neste capitulo discutiremos as propriedades de escala que ocorrem no mar de caos na

transicao de integrdvel para nao-integrdvel.

4.2 Formalismo de Escala e Expoentes Criticos

Nesta secao, discutiremos uma propriedade de escala presente no mar cadtico. Uma
condicao inicial na regiao do mar de caos vagueia de uma maneira cadtica ao longo da
regiao acessivel, entretanto, esta fica sempre confinada entre duas curvas invariantes. A
localizacao das primeiras curvas invariantes spanning positiva e negativa, depende do va-
lor do parametro de controle 9. Como consequéncia, a “amplitude” de uma série temporal
caodtica também é dependente do parametro de controle. Analisando agora o comporta-
mento do desvio padrao do angulo médio de reflexao ~, o qual chamamos de rugosidade

w, ¢ dado por

wn,6) = 323 \/7200,8) = 32,0, (4.1

onde

30,8 = 23" % (4.2

A Eq.(4.2) fornece o correspondente angulo de reflexdo médio avaliado sobre a drbita,

sendo que M na Eq.(4.1) corresponde ao conjunto de condigoes iniciais diferentes. A
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Eq.(4.1) foi iterada usando um conjunto de M = 5 x 10® condigoes iniciais diferentes,
onde a varidvel ~y, foi mantida fixa em 9 = 10725 sendo que 5000 valores de X, foram
distribuidos uniformemente ao longo de X, € (0, 27).

10"

€

®
[a—
)
T III\HIl

10'4 OO 8=3x10"
G 5=3%10"
5310

'5 Lol | L Ll | L L LI | L1 LLI
10
10° 10° 10* 10° 8
n

—
<

p—
o
T \I\I\Il

p—
o)
T \IIHIl

10-5 Ll | Ll | Ll | L | L | LU
10" 10* 10° 10" 10° 10 2

(b) 2

—
o

Figura 4.1: (a)Rugosidade w como fun¢do do nimero de iteragoes n para trés parametros de
controle diferentes. (b) Apds uma apropriada mudanga de varidveis, todas as curvas

iniciam o crescimento juntas.

Na Fig.4.1(a) podemos observar o comportamento da rugosidade para trés parametros
de controle diferentes, verifica-se entao que para pequenos ntmeros de iteragoes a rugosi-
dade cresce e eventualmente ocorre uma mudanca de comportamento, evoluindo para um
regime de saturacao para grandes nimeros de iteragoes. O ntimero de iteragoes que marca
a mudanca de regime do comportamento de crescimento para um regime de saturacao da

rugosidade é chamado de numero de iteragoes de “crossover” (n,). Tendo em vista que

22



diferentes valores de parametros de controle em pequenas iteragoes geram crescimento de
curvas de rugosidade separadas, este fato indica que n nao é uma “boa” variavel de escala.
Para contornar este problema, fizemos a sequinte transformacao n — nd?. Com esta
mudanca, podemos observar na Fig.4.1(b) que para pequenas iteragoes as curvas de rugo-
sidade iniciam o crescimento juntas. Portanto, com este novo comportamento propomos
trés hipoteses de escala: (i) para pequenos numeros de iteragoes n < n,, a rugosidade

comporta-se de acordo com a lei de poténcia
w(né?,6) o (no*)?, (4.3)

onde 3 é um expoente critico e conhecido como expoente de crescimento; (ii) para grandes
nuameros de iteragoes n > n,, a rugosidade aproxima de um regime de saturagao marcada

por um platé constante dado por
Wsat X 504’ (44)

onde « é conhecido como expoente de rugosidade; (iii) para o nimero iteragoes que ca-
racterizam o crossover, ou seja, a mudanca de regime de crescimento para a saturagao é
dado por

Ny X 07, (4.5)

onde o expoente z é definido como expoente dinamico.

O formalismo de escala é comumente utilizado na descricao de transicao de fase em
fenomenos criticos e também muito utilizado em estudos cientificos em problemas de
superficie. Considerando as trés hipdteses de escala, o desvio do angulo médio pode ser

escrito formalmente em termos de uma funcao de escala do tipo
w(né?,8) = lw(l*nd?, 1°), (4.6)

onde [ é um fator de escala, a e b sao conhecidos como expoentes de escala. Portanto,
devemos relacionar os expoentes a e b com os expoentes «, 3 e z. Sendo [ um fator de

escala, escolhemos que | = (nd?)(=1/%) logo a Eq.(4.6) é reescrita como
w(no?) = (n6*) TV Ywy (nd?)76), (4.7)

onde a fungdo w; = w(1, [nd?]7%/3) é assumida como constante no limite n < n,. Com-

parando as Eqs.(4.7) e (4.3) podemos concluir que 3 = —1/a. Escolhendo agora [ = 6=/,
reescrevemos a Eq.(4.6) como
w(nd?,0) = 6wy (57 /Pngs?), (4.8)

onde a funcio wy = w(6~(@/*)In? 1) é assumida como constante no limite n > n,. Com-

parando as Eqs.(4.8) e (4.4), temos que aw = —1/b. Conhecendo as duas expressoes do
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fator de escala [, podemos relacionar os expoentes criticos como sendo

z=——2. (4.9)

G

Salientamos que os expoentes de escala sao determinados se os expoentes criticos a e 3

forem obtidos numericamente.

0% 0=0.513(1) .
1 _4_ L 1L 1LII] | L LI | L 1Ll |
(@) 10° 10 107 10°

5
10° .
7=0961(4)  _
10" s
[
102__ ]
Oé Lol | Lot | Lol ;
10°- : :
(b 10° 0™ 107 10°

d

Figura 4.2: (a)Comportamento da rugosidade wsqr em fungao de 6. (b) Numero de iteragioes de

crossover ng em fungdo de 6.

Assim, a Fig.6.4 mostra o comportamento de (a)wsq X 8 € (b) n, X 6. E importante
salientar que os valores da saturagao foram obtidos via extrapolacao. Na Fig.6.4(a) e (b),
através da lei de poténcia encontramos os seguintes valores para os expoentes criticos:
a = 0.513(1), B = 0.500(4) e z = —0.961(4).

Eq.(4.9) conhecendo os valores de e e 3, sendo o valor encontrado z = —0.974(6). Este

Podemos ainda obter o expoente z pela
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resultado encontrado estd em bom acordo com o resultado encontrado numericamente,
como mostra a Fig.6.4(b). Sendo os valores dos expoentes criticos obtidos, agora podemos
verificar as trés hipdteses de escala propostas. Na Fig.4.3 podemos observar o colapso das
trés curvas diferentes de w geradas de trés parametros de controles diferentes em apenas
uma curva universal de rugosidade. Os parametros de controle usados na Fig.4.3 foram:
§=3x10"3,6=3x10"*e d =3 x 1077, embora colapso similar seja observado para

outras combinagdes de §. O colapso obtido na Fig.4.3(b) confirma que as hipdteses de

escala adotadas estao corretas.

10 §\ TTTTTT TTTIIT T TTTITT ‘ T TTTTT | T TTITI LRLRLLLL
1075 E
3107¢ E
L gy - ]
4 G0 5=3X10 _
10 "¢ G 5-3x107 3
B 5=3%10" ]
10'5 IEET ‘ AT ‘ | E RN ‘ L | LLrn | L
@ 10" 10* 10° 10" 10 10° 10°
n82
i T TTTTImT T TTTITT | T 1T — T TTTTmT T TTTTI
10° 3 g E
1
o 107F ;
3 i ]
107F ;
C | L ‘ L | Ll ‘ L LI ‘ | HIIIW
) 10" 107 10" 10° 10"
(n8)2+z

Figura 4.3: (a)Diferentes curvas de w para trés parametros de controle e (b) colapso das trés

curvas em uma Unica curva universal.
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Capitulo 5

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, estudamos a dinamica do feixe de luz sofrendo reflexoes especulares
no modelo guia de ondas periodicamente corrugado. O mar de caos presente no espaco
de fases confinado entre duas curvas invariantes (positiva e negativa) foi caracterizado
pelo expoente de Lyapunov positivo. Confirmamos através de argumentos analiticos que
préximo das curvas invariantes a dinamica do guia de ondas pode ser descrita pelo mapa
padrao. Localizamos as duas curvas invariantes em funcao do parametro de controle 9,
sendo que a dimensdo do mar cadtico é proporcional a v/d. Propomos trés hipéteses de
escala e confirmamos pelo colapso destas em uma tnica curva universal que ocorre no
sistema uma transicao do tipo integravel para nao-integravel. Obtemos os valores dos
expoentes criticos «, (8 e z, confirmando que o modelo guia de ondas pertence a mesma
classe de universalidade do modelo “One-Dimensional Bouncing Ball"[16].

Como perspectiva futura, nosso proximo passo concentrard no estudo de uma nova
versao para este modelo, considerando nesta uma dinamica com ocorréncias de reflexoes

sucessivas.
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Some dynamic properties for a light ray suffering specular reflections inside a periodically corrugated
waveguide are studied. The dynamics of the model is described in terms of a two dimensional nonlinear area
preserving map. We show that the phase space is mixed in the sense that there are KAM islands surrounded
by a large chaotic sea that is confined by two invariant spanning curves. We have used a connection with the
Standard Mapping near a transition from local to global chaos and found the position of these two invariant
spanning curves limiting the size of the chaotic sea as function of the control parameter.
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I. INTRODUCTION

In recent years the interest in the problem of guiding a light
ray has increased. Particularly, such interest is mainly be-
cause the subject can be applied in many different fields of
science including that in the dynamics of ray chaos in under-
water acoustic [1-3], quantum transport in ballistic cavities
[4], quantized ballistic conductance in a periodically modu-
lated quantum channel [5] and scattering of a quantum particle
in a rippled waveguide [6].

The approach we are considering in the present paper con-
sists basically in describing the dynamics of a periodically
corrugated waveguide by using the formalism of discrete map-
pings. Such a formalism is particularly used in the descrip-
tion of classical billiard problems. There are three different
classes concerning on billiard problems, namely: (i) mixed;
(ii) ergodic and (iii) integrable. For class (i), the phase space
of the model exhibit invariant spanning curves (invariant tori)
and chaotic seas that generally surround KAM islands [7-10].
For case (ii), the time evolution of a single initial condition is
enough to fills up entirely and ergodically all the accessible
phase space [11]. Finally case (iii) shows only periodic and
quasi periodic behaviour in the phase space.

In this papper we revisit the problem of a periodic corru-
gated waveguide seeking to understand and describe the po-
sition of the two lower invariant spanning curves in the phase
space. We consider a connection with the Standard Mapping
near a transition from local to global chaos and obtain an ef-
fective control parameter as well as an effective angle that de-
scribe the position of the first invariant tori in the phase space.

The organization of the paper is as follows. In section II we
describe the model and the mapping. Section III describes the
connection with the Standard Mapping. Our conclusion and
final remarks are drawn in section IV.

*Electronic address: adrifara@rc.unesp.br

II. THE MODEL AND THE NONLINEAR MAPPING

Let us describe the model and construct the equations of
the mapping. The model consists in considering a light ray
wich is specularly reflected by two reflective surfaces. One of
them is assumed to be a parallel plate at y = O while the other
one is described by y = a + dcos(kx). The geometry of the
model is shown in Fig. 1 where a is the average distance of the

FIG. 1: Reflection from a corrugated surface of a light ray coming
from the flat surface at y = 0. The dynamic variables x, and 6, are
defined along the text.

surfaces, d is the corrugation and k is the wavenumber. The
dynamics of the model is given by a mapping T that gives the
reflection angle of the light with respect to the X-axis 0, and
the location of the reflection x,,, i.e. T(8,,%,) = (0pt1,Xn+1)
where the index n denotes the n” reflection of the light with
the flat plate. Thus, given an initial condition, (8,,x,), we can
obtain the new reflection angle and the position (8,41,X,+1)
using purely geometrical arguments as they are shown in Fig.

Considering the first part of the light ray trajectory we ob-
tain that
X, — X, =a+dcos(kx,)/6, . (1)

On the other hand, the equation for the second part of the light

Figura 6.1: Digitalizao da pdgina 1 do artigo [11].
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FIG. 2: Details of the trajectory before and after a reflection with the
corrugated surface. We stress the dynamic variables x, and 6,, are
defined along the text.

trajectory is given by,

Xp1 — X, =a-+dcos(kx;)/0ns1 , )
where the variable x;, gives the exact position of the light at the
reflection with the corrugated surface. The angle 6, is given
by,

en+l = en - ZWH ) (3)
where y,, is the slope of the corrugated surface at x = xj;. It is
obtained from tan(y,(x)) = dy(x)/dx = —dksin(kx};). It must
be emphasized that x;, can only be numerically obtained from
solution of the transcendental equation (see Eq. (1)). Thus the
solution of Eq. (1) and evaluation of Egs. (2) and (3) gives the
evolution of a light ray in the complete version of the model.

In this paper however, we will consider only small values
for the corrugation d so that we can propose a simplified ver-
sion of the model and avoid solving equation (1) numerically.
Before writing the equations let us propose two approaches
for the model. Firstly, we shall consider that the relative cor-
rugation of the upper surface is very small. This implies that,
a+dcos(kx}) = a. For this limit of corrugation, we assume
that tan(y,,) = y,,.

Considering these initial approaches, it is easy to see that
for d = 0, the system is integrable and for this case only
parallel lines are observed in the phase space. However, for
d # 0, the system is non-integrable and one can observe a
mixed structure in the phase space including KAM islands
surrounded by a chaotic sea that is limited by a set of invari-
ant spanning curves. Thus, we can conclude that the tran-
sition from integrability to non-integrability [12] depends on
the control parameter d. Before writing the equations of the
mapping, it is convenient to define dimensionless variables.
They are defined as 8 =d/a, v, = 0, /k and X,, = kx,/a. With
these new variables, we can write de mapping that describes
the dynamics of the simplified version as

Yn Yn+1
Yn+1 ="Yn +23sin X, + %

Xny1=Xn+ [i—i- 1 ]modZTc

T: (C))

Adriano Fdbio Rabelo and Edson D. Leonel

We can see that there is only a single and relevant control
parameter .

It is shown in Fig (3) the corresponding phase space gener-

0.4

FIG. 3: Phase space for mapping (4) for the control parameters: (a)
§=10"2and (b) § = 1073.

ated from the iteration of mapping (4). It is easy to see that
the mixed phase space structure is evident and it includes a
large chaotic sea that is confined by two invariant tori at both
positive and negatives sides and a set of KAM islands. The
control parameters used in the construction of Fig 3 were: (a)
8=10"% and (b) & = 1073. It is also easy to see that the loca-
tion of the invariant tori in both figures is different, so that the
strength of the control parameter 8 plays an important role in
the dynamics.

III. THE STANDARD MODEL

In this section we will briefly discuss some properties of
the Standard Mapping. We also make a connection between
the Standard Mapping and the waveguide models in order to
localize the position of the invariant spanning curves in the
phase space. The Standard Mapping is useful to describe the

Figura 6.2: Digitalizao da pdgina 2 do artigo [11].
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dynamics of a single kicked rotor [13] and it is given by

|

where K is a control parameter and both variables are defined
as mod(2m). It is well known in the literature [7] that such a
model exhibits a transition from local to global chaos as the
control parameter K raises. The critical point that marks this
change of behavior is K. =0.971... (see [7] for more details).
Thus for K < K, the phase space shows invariant spanning
curves separating different portions of the phase space. On
the other hand, for K > K, all the invariant spanning curves
were destroyed and the chaotic sea can spread over the phase
space. It is shown in Fig. 4 the phase space generated from

L1 =1, + Ksin(©,) mod 21

Oni1 = Op+1py mod2n ®

FIG. 4: Phase space generated from iteration of Eq. (5). The control
parameters used were: (a) K =0.5; (b) K =0.75; (¢) K =0.9716 and
(DK =1.5.

the iteration of Eq. (5) considering four different control para-
meters namely: (a) K =0.5; (b) K =0.75; (c) K =0.9716 and
(d)K = 1.5. It is easy to see that for K > K, as it is the case of
Fig. 4(d), the invariant tori no longer exists in the phase space.

The connection of this result with the periodically corru-
gated waveguide consits basically in suppose that near the in-
variants spanning curves, which limit the size of the chaotic

sea, the reflection angle can be written as

Vo1 =V + Mg )

where " is a typical value of the reflection angle along the
invariant spanning curve and AY,, is small perturbation of
the angle. After defining Z, = X, + #, the first equation of

mapping (4) might be written as

Zni1 =Zn+ . 7
n+1 n Yot ( )
Using Eq. (6), we can rewrite Eq. (7) as
2 [14+AY ]!
Z,m:zn+—{¢} @®)
Y Yn

Expanding Eq. (8) in Taylor series, we obtain that

+0< ﬂ ©)

Taking into account only terms of first order, we can rewrite
AYIH»I
Zn+l =Zy+ —

Eq (9) as
1— .

The second equation of the mapping (4) can also be written
as

2
Zy,|1:Z,,+%

AYn}l
i

7A'Ynll
i

1

2

(10)

Y+ AYpp1 =Y + Ay, +28sin(Z,) . (11)

Multiplying both sides of Eq. (11) by —2/y*? and adding
2/¥* in both sides, we obtain the following term

2 2
Yoo

Introducing now ¢, = Z, + , we rewrite the mapping (4)

as
T:{

Comparing the mapping of the Standard Model (see Eq.
(5)) and the mapping (13) it is easy to see that there is an
effective control parameter K, ;s which is given by

L1 = 12)

L =1+ (%) sin (¢,)

(13)
¢n+l = q)n +In+l

48
v
Therefore, since the transition from local to global chaos

occurs at K, 7 = 0.971.. ..., the localization of the two invariant
spanning curves are given by

[8
V=2 0.971...

Thus, we conclude that the size of the chaotic sea is defined
to be, both the positive and negative sides, proportional to V.

Kopf 2 (14)

5)

Figura 6.3: Digitalizao da pdgina 3 do artigo [11].
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IV. CONCLUSIONS

We confirm through analytical arguments that near the
invariant tori and locally, the dynamics of the corrugated
waveguide can be described by the standard mapping. Such
approach was usefull to obtain the localization of the two first
(either positive and negative) invariant spanning curves as a

Adriano Fdbio Rabelo and Edson D. Leonel

function of the control parameter d.
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