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RESUMO

Estudamos algumas propriedades dinâmicas para o comportamento caótico da dinâ-

mica de um feixe de luz clássico sofrendo reflexões especulares entre duas superf́ıcies dentro

de um guia de ondas periodicamente corrugado. A dinâmica do feixe é descrita por um

mapeamento discreto, bidimensional, não linear e que preserva a área do espaço de fases.

Mostramos que o espaço de fases contém ilhas Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM), que

são circundadas por um mar de caos e confinadas por curvas invariantes spanning. O mar

de caos foi caracterizado usando argumentos de escala próximo a transição de integrável

para não integrável. O procedimento revela que os expoentes cŕıticos estão relacionados

por uma relação anaĺıtica. O formalismo de escala é aplicado em fenômenos cŕıticos e

muito utilizado na caracterização de transições de fases. O modelo guia de ondas foi es-

tudado analiticamente e numericamente, sendo os resultados encontrados apresentados e

discutidos neste trabalho.



ABSTRACT

We studied some dynamical properties for the chaotic behaviour of a classical light ray

dynamics suffering specular reflections inside a periodically corrugated waveguide. The

dynamics of the model is described in terms of a two-dimensional area preserving non-

linear map. We shown that the phase space is mixed, in the sense that, one can observe

Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM) islands surrounded by a large chaotic sea that is limited

by a set of invariant spanning curves. The chaotic sea was characterized using scaling

arguments near of the transition from integrable to non-integrable. Such formalism shows

that the critical exponents are analytically related. Scaling arguments are usually applied

in critical phenomena and widely used in the characterization of phase transitions. The

waveguide model was studied analytically and numerically and our results are presented

and discussed in this work.



AGRADECIMENTOS

A Deus, que sempre iluminou o meu caminho dando me força e coragem para superar
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

A busca de respostas na compreensão de sistemas dinâmicos não lineares vem dis-

pertando grande interesse nas últimas décadas devido ao fato destes fenômenos até então

serem considerados incompreenśıveis. Uma classe especial destes sistemas que apresen-

tam não linearidade é conhecido como billhar clássico [1]. Um problema envolvendo bilhar

consiste de um sistema em que a part́ıcula move-se livremente no interior de uma região

delimitada sofrendo reflexões especulares com as fronteiras. A descrição de tais problemas

é normalmente feita através da utilização de mapeamentos não lineares [2]. Existem três

classes diferentes de universalidades consideradas em problemas de bilhares: (i) misto;

(ii) caótico e (iii) integrável. Para a classe (i), o espaço de fases do modelo exibe ilhas

KAM circundadas por mar de caos que é limitado por curvas invariantes spanning. Para

o caso (ii), a evolução de uma simples condição inicial é suficiente para preencher toda

região acesśıvel no espaço de fases. Finalmente, o caso (iii) mostra um comportamento

de periodicidade e quase-periodicidade no espaço de fases.

Devido a sua extensa aplicabilidade em vários campos da ciência, o modelo guia de

ondas vem recebendo atenção especial nos estudos que envolvem fenômenos cŕıticos e

na descrição de sistemas dinâmicos. Aplicações envolvendo feixes caóticos em acústica

sub-aquática [3, 4, 5], transporte quântico em cavidades baĺısticas [6], transporte finito

através de GaAs/AlxGa1−x [7], condução baĺıstica quantizada em um canal periodica-

mente modulado [8], comparação de um comportamento clássico versus quântico de um

sistema mesoscópico periódico [9] e espalhamento de uma part́ıcula quântica em um guia

de ondas [10] são alguns exemplos t́ıpicos da aplicabilidade do modelo guia de ondas.

O modelo que consideraremos neste trabalho consiste de um feixe de luz que é refletido

especularmente entre duas superf́ıcies denominadas fronteiras, sendo que uma é plana

localizada em y=0 ao longo do eixo x e a outra é periodicamente corrugada cuja a equação

é dada por

y(x) = y0 + d cos(kx), (1.1)
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onde y0 representa a distância média entre as duas fronteiras, d é a amplitude da corru-

gação e k o número de onda.

Existem várias formas para descrever problemas envolvendo guias de ondas periodi-

camente corrugados, uma delas a qual consideraremos neste trabalho é aproximação de

um bilhar clássico. Nesta aproximação, a dinâmica é descrita usando o formalismo de

mapas discretos. É conhecido que dependendo das combinações de condições iniciais e

parâmetros de controle, o espaço de fases apresenta uma estrutura muito rica, contendo:

(i) curvas invariantes spanning (chamadas toros invariantes), (ii) Ilhas KAM e (iii) mares

caóticos. Neste trabalho, estudamos uma versão simplificada do modelo guia de ondas.

Ao longo do estudo, usamos argumentos anaĺıticos na conexão da versão simplificada

do modelo guia de ondas com o mapa padrão próximo a transição de local para globalmente

caótica, e encontramos a localização das duas curvas invariantes spanning, que delimitam a

dimensão do mar de caos como função do parâmetro de controle [11]. Estudamos também

um tipo especial de transição de fases, a transição do tipo integrável para não integrável.

Este formalismo é útil para definir classes de universalidades.
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Caṕıtulo 2

MODELO DE UM GUIA DE

ONDAS PERIODICAMENTE

CORRUGADO

2.1 Resumo

Neste caṕıtulo, discutiremos os detalhes necessários para descrever o modelo e obter

as equações que descrevem a dinâmica do problema. Construiremos o mapeamento dis-

creto para a descrição da versão simplificada do modelo. Mostraremos a forma mista do

espaço de fases e caracterizaremos o comportamento caótico do sistema pela obtenção dos

expoentes de Lyapunov.

2.2 Modelo Simplificado

O modelo consiste da dinâmica de um feixe de luz que é refletido especularmente entre

duas fronteiras. Uma delas é plana e paralela ao eixo x em y = 0 e a outra é periodica-

mente corrugada descrita por y(x) = y0 + d cos(kx). Aqui y0 é a distância média entre

as duas superf́ıcies, d é a amplitude da corrugação e k o número de onda. É impor-

tante salientarmos que o mapeamento é iterado todas as vezes que o feixe de luz “toca”

a fronteira plana, evitando desta forma a ocorrência de reflexões sucessivas. A geometria

do modelo é mostrada na Fig. (2.1). A descrição consiste em obter um mapeamento

T (θn, xn) = (θn+1, xn+1) onde n representa a enésima reflexão do feixe de luz com a su-

perf́ıcie plana. Assim, uma vez fornecidas as condições iniciais (θn, xn), podemos obter

a nova posição e o novo ângulo (θn+1, xn+1) usando argumentos puramente geométricos,
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Figura 2.1: Reflexão do feixe na superf́ıcie corrugada vindo da superf́ıcie y = 0.

conforme mostrados na Fig. (2.2). Considerando a primeira parte da trajetória do feixe

Figura 2.2: Detalhes da trajetória antes e depois da reflexão com a superf́ıcie corrugada.

de luz obtemos que

x∗n − xn =
y0 + d cos(kx∗n)

θn

. (2.1)

Agora, a equação da segunda parte da trajetória do feixe de luz é fornecida por

xn+1 − x∗n =
y0 + d cos(kx∗n)

θn+1

, (2.2)
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onde a variável x∗n fornece a posição exata do feixe de luz refletido com a superf́ıcie

corrugada. O ângulo θn é fornecido por

θn+1 = θn − 2ψn , (2.3)

onde ψn é a inclinação da superf́ıcie corrugada em x = x∗n e é obtido da tan(ψn(x)) =

dy(x)/dx = −dk sin(kx∗n). Enfatizamos que x∗n pode somente ser obtido numericamente

da solução da Eq. (2.1).

Neste trabalho, consideramos somente pequenos valores para a amplitude de corru-

gação d, então consideramos uma versão simplificada do modelo. Antes de escrever as

equações propomos duas aproximações para o modelo. Consideramos que a corrugação

relativa da superf́ıcie é muito pequena, isto implica que, y0 +d cos(kx∗n) ∼= y0. Neste limite

da corrugação, assumimos que tan(ψn) ∼= ψn.

Considerando estas aproximações iniciais, vemos que para d = 0, o sistema é integrável

e para este caso somente linhas paralelas são observadas no espaço de fases. Entretanto,

para d 6= 0, o sistema é não integrável e uma estrutura mista no espaço de fases pode

ser observada, incluindo ilhas KAM circundadas por um mar caótico que é limitado por

um conjunto de curvas invariantes spanning. Assim, podemos concluir que a transição de

integrável para não integrável [12] depende do parâmetro de controle d. Antes de escrever

as equações do mapeamento, é conveniente definir algumas variáveis apropriadas. Estas

são definidas como δ = d/y0, γn = θn/k e Xn = kxn/y0. Com estas novas variáveis,

podemos escrever o mapeamento que descreve a dinâmica da versão simplificada como

T :





Xn+1 =
[
Xn + 1

γn
+ 1

γn+1

]
mod 2π

γn+1 = γn + 2δ sin
[
Xn + 1

γn

] . (2.4)

Podemos ver agora que existe apenas um parâmetro de controle δ e este parâmetro controla

a intensidade da não-linearidade do sistema.

Na Fig. (2.3) podemos observar o espaço de fases gerado pela iteração do mapeamento

(2.4). É fácil ver que o espaço de fases é misto e sua estrutura inclui um extenso mar de

caos que está confinado entre duas curvas invariantes spanning (positiva e negativa) e um

conjunto de ilhas KAM. Os parâmetros de controle usados na construção da Fig. (2.3)

foram: (a) δ = 10−2 e (b) δ = 10−3.

2.3 Cálculo da Matriz Jacobiana

No próximo caṕıtulo estudaremos os expoentes de Lyapunov para o modelo simplifi-

cado do guia de ondas periodicamente corrugado. Para se obter os expoentes de Lyapunov

devemos como primeiro passo calcular a matriz Jacobiana Jn, sendo que os coeficientes
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são dados pelas derivadas parciais das equações do mapeamento (2.4). Esta matriz é

escrita da seguinte forma

Jn =

(
∂Xn+1

∂Xn

∂Xn+1

∂γn

∂γn+1

∂Xn

∂γn+1

∂γn

)
.

Calculando os coeficientes da matriz, temos

∂Xn+1

∂Xn

= 1− 1

γ2
n+1

[
∂γn+1

∂Xn

]
,

∂Xn+1

∂γn

= − 1

γ2
n

− 1

γ2
n+1

[
∂γn+1

∂γn

]
,

∂γn+1

∂Xn

= 2δ cos

[
Xn +

1

γn

]
,

∂γn+1

∂γn

= 1 + 2δ cos

(
Xn +

1

γn

)[−1

γ2
n

]
.

(2.6)

Assim, obtemos o seguinte resultado

det(J) = 1. (2.7)

Conforme o teorema de Liouville [13], esse resultado do determinante da matriz Jacobiana

igual a 1, podemos concluir que ocorre preservação da área do espaço de fases. Sistemas

que exibem esta propriedade são classificados como conservativos .
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Figura 2.3: Espaço de fases do modelo simplificado do guia de ondas para os parâmetros de

controle: (a) δ = 10−2 e (b) δ = 10−3.
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Caṕıtulo 3

EXPOENTES DE LYAPUNOV E

CURVAS INVARIANTES

SPANNING

3.1 Resumo

Discutiremos neste caṕıtulo dois resultados interessantes sobre o presente modelo. O

primeiro deles é o cálculo dos expoentes de Lyapunov para o mar de caos. O segundo

estabelece a localização das curvas invariantes spanning. Ambas descrições são feitas como

função do parâmetro de controle δ.

3.2 Expoentes de Lyapunov

O espaço de fases do modelo de um guia de ondas periodicamente corrugado exibe uma

região caótica que é limitada por duas curvas invariantes, sendo uma possitiva e a outra

negativa. Para caracterizarmos este comportamento caótico do sistema, ou seja, a perda

de previsibilidade e sensibilidade à condições iniciais próximas, os expoentes de Lyapunov

são os indicadores usuais nesta caracterização. Esta caracterização é observada somente se

condições iniciais vizinhas distanciam-se exponencialmente com o tempo. Se isto ocorrer,

então o sistema apresenta sensibilidade às condições iniciais, e portanto órbitas com estas

propriedades são classificadas como caóticas. Assim, nosso objetivo nesta seção é utilizar

o cálculo do expoente de Lyapunov para caracterizar o comportamento caótico encon-

trado no espaço de fases do modelo guia de ondas pariodicamente corrugado. Iniciaremos

apresentando o cálculo dos expoentes de Lyapunov em um mapeamento unidimensional
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e em seguida para mapas bidimensionais. Seja um mapa unidimensional dado por

Xn+1 = F (Xn). (3.1)

F (X) representa o mapeamento discreto unidimensional e X0 uma condição inicial, a

distância relativa entre duas trajetórias na n-ésima iteração, é fornecida pela razão

d

ε
≡ |F (n)(X0 + ε)− F (n)(X0)|

ε
, (3.2)

onde ε é arbitrariamente pequeno. Considerando o limite em que ε→ 0, definimos,

lim
ε→0

∣∣∣∣
F (n)(X0 + ε)− F (n)(X0)

ε

∣∣∣∣ = |F ′(n)
(X0)| ≡ e(λn). (3.3)

Aplicando o logaŕıtmo em ambos os lados da Eq. (3.3) e reorganizando os termos,

λ =
1

n
ln |F ′(n)

(X0)|. (3.4)

Considerando o caso em que n→∞, a expressão para o cálculo do expoente de Lyapunov

é dada por,

λ = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

ln |F ′(Xi)|. (3.5)

Construindo os expoentes de Lyapunov para mapas bidimensionais, conforme é o caso do

modelo de um guia de ondas, estes são dados por

λj = lim
n→∞

n∑
i=1

1

n
ln |Λi

j|, com j = 1, 2. (3.6)

Aqui Λi
j são os autovalores da matriz M =

∏n
i=1 Ji(Xi, γi) e Ji é a matriz Jacobiana do

mapeamento avaliada ao longo órbita (Xi, γi). É importante salientar que a implementa-

ção direta de um algoritmo computacional para avaliar a Eq. (3.6), implica em profundas

limitações para se obter a matriz M . Mesmo no limite de pequenos (n), as componentes

de M podem assumir muitas ordens de grandeza diferentes para órbitas caóticas e atra-

tores periódicos, tornando impraticável a implementação do algoritmo. Desta forma, o

cálculo da matriz M pode gerar problemas numéricos do tipo “overflow”. Para contornar-

mos estes tipos de problemas, utilizaremos um algoritmo conhecido como “Algoritmo de

Triangularização”, o qual foi proposto por J.P. Eckmann e D. Ruelle (1985). [14].

Este algoritmo consiste em escrever J como um produto de uma matriz triangular T

por uma matriz ortogonal Θ , como,

J = Θ T,

onde J é a matriz Jacobiana. Uma matriz é dita ser ortogonal quando sua transposta é

igual à sua inversa, ou seja,

Θ−1 = ΘT .
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De acordo com a definição acima, reescrevemos a matriz M como

M = Jn Jn−1 Jn−2 , ..., J2 J1 = Jn Jn−1 , ..., J2 Θ1 Θ1
−1 J1,

onde T1 = Θ1
−1J1. Um produto de J2Θ1 define uma nova matriz J2

′. Assim, é posśıvel

mostrar que

M = Jn Jn−1 , ..., J3 Θ2 Θ2
−1 J2

′ T1.

O mesmo procedimento pode ser adotado para obter T2 = Θ2
−1 J2

′ e assim sucessivamente.

Desta forma, o problema é reduzido em avaliar apenas os elementos da diagonal principal

da matriz T , ou seja, os elementos T11 e T22. Agora, focamos nossos esforços em encontrar

as expressões de Θ1
−1J1 = T1, fornecidas por

(
cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)

)
.

(
j11 j12

j21 j22

)
=

(
T11 T12

0 T22

)
.

Fazendo o produto das matrizes acima, temos

(
j11 cos(θ) + j21 sin(θ) j12 cos(θ) + j22 sin(θ)

−j11 sin(θ) + j21 cos(θ) −j12 sin(θ) + j22 cos(θ)

)
=

(
T11 T12

0 T22

)
.

Sendo uma igualdade de matrizes, reescrevermos como

−j11 sin(θ) + j21 cos(θ) = 0,

−j11 sin(θ) = −j21 cos(θ),

sin(θ)

cos(θ)
=
j21

j11

.

Considerando ainda que as razões são dadas por

sin(θ) =
cateto oposto

hipotenusa
,

cos(θ) =
cateto adjacente

hipotenusa
,

assim, encontramos que

sin(θ) =
j21√

j2
11 + j2

21

,

cos(θ) =
j11√

j2
11 + j2

21

.
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Figura 3.1: Convergência dos expoentes positivos de Lyapunov para o modelo simplificado guia

de ondas. O parâmetro de controle usado foi: δ = 10−3.

Podemos agora reescrever os autovalores da matriz T , como

T11 = j11 cos(θ) + j21 sin(θ) =
j2
11 + j2

21√
(j2

11 + j2
21)
, (3.7)

T22 = j22 cos(θ) + j12 sin(θ) =
j11j22 − j12j21√

(j2
11 + j2

21)
. (3.8)

De posse dos autovalores T11 e T22 da matriz triangular, podemos encontrar numeri-

camente os expoentes de Lyapunov para uma órbita caótica do espaço de fases do modelo

do guia de ondas. A Fig. 3.1 mostra a convergência do expoente de Lyapunov positivo

para o modelo simplificado do guia de ondas.

Foram usadas 5 condições iniciais diferentes, iteradas 5 × 108 vezes. As condições

iniciais utilizadas na construção da figura foram, γ0 = 2.1δ e 5 valores de X0, no intervalo
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X0 ∈ [0, 2π). Para estes parâmetros de controle, o expoente de Lyapunov positivo médio

encontrado foi λ̄ = 1.66± 0.02. O erro ±0.02 representa o desvio padrão das cinco curvas

de convergência do expoente Lyapunov.

Obtemos também o comportamento do expoente Lyapunov positivo como uma função

do parâmetro de controle δ, como pode ser visto na Fig.3.2. Podemos ver que a variação

do expoente Lyapunov positivo é relativamente pequena para o intervalo de parâmetros

de controle considerados δ ∈[10−6, 10−2], ou seja, aproximadamente 23%. Essa variação é

considerada pequena frente as 5 ordens de grandeza do parâmetro de controle δ.

Figura 3.2: O expoente Lyapunov positivo como função do paramêtro de controle δ.
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3.3 Curvas Invariantes Spanning

Nesta seção, discutiremos um método bastante útil para localizar as curvas invariantes.

Utilizaremos uma conexão entre o mapa padrão e o modelo guia de ondas para localizar

a posição das curvas invariantes spanning no espaço de fases. O mapa padrão é muito

utilizado para descrever a dinâmica de um rotor discreto [15] e é dado por

Sms :

{
In+1 = [In +K sin (Θn)] mod 2π

Θn+1 = [Θn + In+1] mod 2π
, (3.9)

onde K é um parâmetro de controle e ambas variáveis são definidas como mod 2π. É

conhecido na literatura [2] que tal modelo exibe uma transição de local para globalmente

caótica em função do parâmetro de controle K. O ponto cŕıtico que marca esta mudança

de comportamento é Kc = 0.9716 . . . [2]. Assim para K < Kc o espaço de fases mostra

curvas invariantes spanning separando diferentes partes do espaço de fases. Por outro

lado, para K > Kc todas as curvas invariantes spanning são destrúıdas e o mar de caos

espalha sobre o espaço de fases, como mostrado na Fig. (3.3).

O espaço de fases gerado pela iteração da Eq. (3.9) considerando 4 diferentes parâ-

metros de controle, a saber (a) K = 0.5; (b) K = 0.75; (c) K = 0.9716 e (d) K = 1.5 é

mostrado na Fig (3.3). Vemos que para K > Kc, Fig. (3.3) (d), as curvas invariantes não

existem no espaço de fases.

A conexão dos resultados com o guia de ondas periodicamente corrugado consiste

basicamente em supor que próximo as curvas invariantes spanning, as quais limitam a

dimensão do mar de caos, o ângulo de reflexão pode ser escrito como

γn+1
∼= γ∗ + ∆γn+1 , (3.10)

onde, γ∗ é um valor t́ıpico do ângulo de refexão ao logo da curva invariante spanning e

∆γn+1 é uma pequena perturbação do ângulo. Definindo Zn = Xn + 1/γn, a primeira

equação do mapeamento (2.4) pode ser escrita como

Zn+1 = Zn +
2

γn+1

. (3.11)

Usando a Eq. (3.10), podemos reescrever a Eq. (3.11) como

Zn+1 = Zn +
2

γ∗

[
1 +

∆γn+1

γ∗

]−1

. (3.12)

Expandindo a Eq. (3.12) em série de Taylor, obtemos que

Zn+1 = Zn +
2

γ∗

[
1− ∆γn+1

γ∗
+ O

(
∆γn+1

γ∗

)2
]
. (3.13)
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Considerando apenas os termos de primeira ordem, podemos reescrever a Eq. (3.13)

como

Zn+1 = Zn +
2

γ∗

[
1− ∆γn+1

γ∗

]
. (3.14)

A segunda equação do mapeamento (2.4) pode ser reescrita como

γ∗ + ∆γn+1 = γ∗ + ∆γn + 2δ sin(Zn) . (3.15)

Multiplicando ambos os lados da Eq. (3.15) por −2/γ∗2 e adicionando 2/γ∗ em ambos

os lados, obtemos o seguinte termo

In+1 = −2∆γn+1

γ∗2
+

2

γ∗
. (3.16)

Introduzindo agora φn = Zn + π, reescrevemos o mapeamento (2.4) como

T :





In+1 = In +
(

4δ
γ∗2

)
sin (φn)

φn+1 = φn + In+1

. (3.17)

Comparando o mapa padrão (ver Eq. 3.9) e o mapeamento (3.17), é fácil ver que

existe um parâmetro de controle efetivo Keff que é dado por

Keff
∼= 4δ

γ∗2
. (3.18)

Portanto, desde que ocorra a transição de local para globalmente caótica em Keff
∼=

0.971 . . ., a localização das duas curvas invariantes spanning são dadas por

γ∗ ∼= ±2

√
δ

0.971...
. (3.19)

Assim, conclúımos que a dimensão do mar de caos definida por ambos os lados positivo

e negativo, é proporcional a
√
δ.
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Figura 3.3: Espaço de fases gerado pela iteração da Eq. (3.9). Os parâmetros de controle usados

foram: (a) K = 0.5; (b) K = 0.75; (c) K = 0.9716 e (d) K = 1.5.
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Caṕıtulo 4

TRANSICÃO DE INTEGRÁVEL

PARA NÃO-INTEGRÁVEL

4.1 Resumo

Neste caṕıtulo discutiremos as propriedades de escala que ocorrem no mar de caos na

transição de integrável para não-integrável.

4.2 Formalismo de Escala e Expoentes Cŕıticos

Nesta seção, discutiremos uma propriedade de escala presente no mar caótico. Uma

condição inicial na região do mar de caos vagueia de uma maneira caótica ao longo da

região acesśıvel, entretanto, esta fica sempre confinada entre duas curvas invariantes. A

localização das primeiras curvas invariantes spanning positiva e negativa, depende do va-

lor do parâmetro de controle δ. Como consequência, a “amplitude” de uma série temporal

caótica também é dependente do parâmetro de controle. Analisando agora o comporta-

mento do desvio padrão do ângulo médio de reflexão γ, o qual chamamos de rugosidade

ω, é dado por

ω(n, δ) =
1

M

M∑
i=1

√
γ̄2

i (n, δ)− γ̄i
2(n, δ), (4.1)

onde

γ̄(n, δ) =
1

n

n∑
i=1

γi, (4.2)

A Eq.(4.2) fornece o correspondente ângulo de reflexão médio avaliado sobre a órbita,

sendo que M na Eq.(4.1) corresponde ao conjunto de condições iniciais diferentes. A
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Eq.(4.1) foi iterada usando um conjunto de M = 5 × 103 condições iniciais diferentes,

onde a variável γ0 foi mantida fixa em γ0 = 10−2δ sendo que 5000 valores de X0 foram

distribuidos uniformemente ao longo de X0 ∈ (0, 2π).

Figura 4.1: (a)Rugosidade ω como função do número de iterações n para três parâmetros de

controle diferentes. (b) Após uma apropriada mudança de variáveis, todas as curvas

iniciam o crescimento juntas.

Na Fig.4.1(a) podemos observar o comportamento da rugosidade para três parâmetros

de controle diferentes, verifica-se então que para pequenos números de iterações a rugosi-

dade cresce e eventualmente ocorre uma mudança de comportamento, evoluindo para um

regime de saturação para grandes números de iterações. O número de iterações que marca

a mudança de regime do comportamento de crescimento para um regime de saturação da

rugosidade é chamado de número de iterações de “crossover” (nx). Tendo em vista que
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diferentes valores de parâmetros de controle em pequenas iterações geram crescimento de

curvas de rugosidade separadas, este fato indica que n não é uma “boa” variável de escala.

Para contornar este problema, fizemos a sequinte transformação n −→ nδ2. Com esta

mudança, podemos observar na Fig.4.1(b) que para pequenas iterações as curvas de rugo-

sidade iniciam o crescimento juntas. Portanto, com este novo comportamento propomos

três hipóteses de escala: (i) para pequenos números de iterações n ¿ nx, a rugosidade

comporta-se de acordo com a lei de potência

ω(nδ2, δ) ∝ (nδ2)β, (4.3)

onde β é um expoente cŕıtico e conhecido como expoente de crescimento; (ii) para grandes

números de iterações nÀ nx, a rugosidade aproxima de um regime de saturação marcada

por um platô constante dado por

ωsat ∝ δα, (4.4)

onde α é conhecido como expoente de rugosidade; (iii) para o número iterações que ca-

racterizam o crossover, ou seja, a mudança de regime de crescimento para a saturação é

dado por

nx ∝ δz, (4.5)

onde o expoente z é definido como expoente dinâmico.

O formalismo de escala é comumente utilizado na descrição de transição de fase em

fenômenos cŕıticos e também muito utilizado em estudos cient́ıficos em problemas de

superf́ıcie. Considerando as três hipóteses de escala, o desvio do ângulo médio pode ser

escrito formalmente em termos de uma função de escala do tipo

ω(nδ2, δ) = lω(lanδ2, lbδ), (4.6)

onde l é um fator de escala, a e b são conhecidos como expoentes de escala. Portanto,

devemos relacionar os expoentes a e b com os expoentes α, β e z. Sendo l um fator de

escala, escolhemos que l = (nδ2)(−1/a), logo a Eq.(4.6) é reescrita como

ω(nδ2) = (nδ2)(−1/a)ω1([nδ
2]−b/aδ), (4.7)

onde a função ω1 = ω(1, [nδ2]−b/aδ) é assumida como constante no limite n ¿ nx. Com-

parando as Eqs.(4.7) e (4.3) podemos concluir que β = −1/a. Escolhendo agora l = δ−1/b,

reescrevemos a Eq.(4.6) como

ω(nδ2, δ) = δ−1/bω2(δ
−(a/b)nδ2), (4.8)

onde a função ω2 = ω(δ−(a/b)nδ2, 1) é assumida como constante no limite n À nx. Com-

parando as Eqs.(4.8) e (4.4), temos que α = −1/b. Conhecendo as duas expressões do
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fator de escala l, podemos relacionar os expoentes cŕıticos como sendo

z =
α

β
− 2. (4.9)

Salientamos que os expoentes de escala são determinados se os expoentes cŕıticos α e β

forem obtidos numericamente.

Figura 4.2: (a)Comportamento da rugosidade ωsat em função de δ. (b) Número de iterações de

crossover nx em função de δ.

Assim, a Fig.6.4 mostra o comportamento de (a)ωsat × δ e (b) nx × δ. É importante

salientar que os valores da saturação foram obtidos via extrapolação. Na Fig.6.4(a) e (b),

através da lei de potência encontramos os seguintes valores para os expoentes cŕıticos:

α = 0.513(1), β = 0.500(4) e z = −0.961(4). Podemos ainda obter o expoente z pela

Eq.(4.9) conhecendo os valores de α e β, sendo o valor encontrado z = −0.974(6). Este
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resultado encontrado está em bom acordo com o resultado encontrado numericamente,

como mostra a Fig.6.4(b). Sendo os valores dos expoentes cŕıticos obtidos, agora podemos

verificar as três hipóteses de escala propostas. Na Fig.4.3 podemos observar o colapso das

três curvas diferentes de ω geradas de três parâmetros de controles diferentes em apenas

uma curva universal de rugosidade. Os parâmetros de controle usados na Fig.4.3 foram:

δ = 3 × 10−3, δ = 3 × 10−4 e δ = 3 × 10−5, embora colapso similar seja observado para

outras combinações de δ. O colapso obtido na Fig.4.3(b) confirma que as hipóteses de

escala adotadas estão corretas.

Figura 4.3: (a)Diferentes curvas de ω para três parâmetros de controle e (b) colapso das três

curvas em uma única curva universal.
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Caṕıtulo 5

CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, estudamos a dinâmica do feixe de luz sofrendo reflexões especulares

no modelo guia de ondas periodicamente corrugado. O mar de caos presente no espaço

de fases confinado entre duas curvas invariantes (positiva e negativa) foi caracterizado

pelo expoente de Lyapunov positivo. Confirmamos através de argumentos anaĺıticos que

próximo das curvas invariantes a dinâmica do guia de ondas pode ser descrita pelo mapa

padrão. Localizamos as duas curvas invariantes em função do parâmetro de controle δ,

sendo que a dimensão do mar caótico é proporcional a
√
δ. Propomos três hipóteses de

escala e confirmamos pelo colapso destas em uma única curva universal que ocorre no

sistema uma transição do tipo integrável para não-integrável. Obtemos os valores dos

expoentes cŕıticos α, β e z, confirmando que o modelo guia de ondas pertence a mesma

classe de universalidade do modelo “One-Dimensional Bouncing Ball”[16].

Como perspectiva futura, nosso próximo passo concentrará no estudo de uma nova

versão para este modelo, considerando nesta uma dinâmica com ocorrências de reflexões

sucessivas.
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Figura 6.1: Digitalizão da página 1 do artigo [11].
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Figura 6.2: Digitalizão da página 2 do artigo [11].
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Figura 6.3: Digitalizão da página 3 do artigo [11].
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Figura 6.4: Digitalizão da página 4 do artigo [11].
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