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Resumo

Apresentamos uma modificagao nas equagoes originais da Teoria da Rela-
tividade Geral ao acrescentarmos escalares construidos a partir dos tensores
de Riemann e de Weyl a lagrangiana gravitacional. As novas equagoes de mo-
vimento apresentam novos termos que podem se comportar como constante

cosmoldgica em um universo levemente inomogéneo.



Abstract

We present an alternative to the original equations of General Relativity
by including in the gravitational lagrangian a scalar constructed from the
Riemann and Weyl tensors. The new field equations exhibit some new terms
that may behave like a cosmological constant in a slightly non-homogeneous

universe.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1915, Albert Einstein publicou a Teoria da Relatividade Geral (TRG) [1],
que descrevia a gravidade como a curvatura do espago causada por uma dis-
tribuicao de matéria e/ou radiacdo. Uma das principais aplicagoes da teoria
é a cosmologia, ja que a evolugao do universo é quase que inteiramente regida
pela interagao gravitacional (pois é de longo alcance e o universo é eletrica-
mente neutro). Por possibilitar a existéncia de universos curvos, Einstein
supos que o universo € finito porém sem fronteiras, como a superficie de uma

esfera, além de estatico.

No entanto, as equacoes de Einstein nao permitiam a existéncia de um uni-
verso estatico. Ele entao realizou uma modificagao em sua teoria acres-
centando um termo extra, que chamou de “constante cosmoldgica”(A), que
provocasse uma forga repulsiva de forma a contrabalancar a atragao gravita-

cional.

Posteriormente, V.M. Slipher e E. Hubble observaram, ao medir o desvio



espectral da luz de galaxias distantes, que o universo é dinamico, mais pre-
cisamente em expansao. A constante cosmoldgica nao era mais necessaria,
ja que havia perdido a sua motivagao original. Alguns anos antes, A. Fri-
edmann havia proposto uma solucdo para as equagoes de Einstein (sem a
constante cosmolégica) que descrevia o universo observado. Essa solugao se

tornou entao ponto central do modelo padrao da cosmologia.

As décadas se passaram e, em 1998, as observacoes do Supernova Cosmology
Project [2] e do High-Z Supernova Search Team [3] se mostraram inconsisten-
tes com um universo plano sem constante cosmoldgica. A andlise espectral de
supernovas do tipo la indicaram que o universo estd sofrendo uma aceleragao
positiva. A constante cosmoldgica voltou a ser discutida, dessa vez por gerar

um efeito repulsivo do proprio vacuo.

Combinando os dados de supernovas com a da radiacao césmica de fundo
(CMB) [4], obtemos uma densidade de energia para a constante cosmoldgica
de 25 ~ 0,7 e para a matéria de €, ~ 0, 3, sugerindo um universo plano e

dominado por A.

Desde que A apareceu na cosmologia pela primeira vez, em 1917, até es-
sas recentes observagoes, muitos progressos foram feitos na fisica fundamen-
tal, de forma que hoje héa diversas hipdteses sobre a natureza desse novo
constituinte do universo. Em qualquer caso, se estamos lidando com uma
nova forma de energia, ela nao pode ser detectada através de observacoes

astronomicas e portanto é chamada de “energia escura’. Além de explicar



a aceleracao do universo atual, a energia escura também pode explicar ou-
tra questao do modelo padrao que é a inflacao primordial, necessaria para
explicar o alto grau de homogeneidade e isotropia do universo. Os modelos
de energia escura provenientes da fisica fundamental encaram dificuldades
quanto as altas energias envolvidas e fracassam em reproduzir as densidades
de energia observadas. Ha também modelos fenomenolégicos que reprodu-
zem o comportamento de A mas necessitam de um ajuste fino de condigoes
iniciais para estar de acordo com as observacoes, além ¢é claro de carecer de

uma explicagao fisica satisfatoria.

Outra possibilidade é a modificacao da TRG. Apesar de parecer radical, hé
o precedente do proprio Einstein ao incluir a constante cosmoldgica de forma
a obter o universo em que se acreditava na época. Dessa vez, as observacoes
questionam a validade das equacoes, tornando razoavel qualquer tentativa
por esse caminho. No entanto, a TRG possui alguns sucessos experimentais
que nao podem ser questionados assim tao imediatamente. As experiéncias
em laboratorio e a observacao do desvio geodésico da luz no sistema solar
mostram que a solug¢ao de Schwarzschild para a equagao de Einstein é bas-
tante precisa ao descrever a gravidade de uma distribuicao esférica e estatica
de matéria. A propria solucao de Friedmann pode ser considerada um su-
cesso tedrico na tentativa de desvendar a evolucao do universo, ainda que
falte uma consideravel lapidagao nas arestas desse modelo. Entre os acertos
do modelo de FRW podemos citar a previsao da radiacao cosmica de fundo, a
precisao em descrever a nucleossintese primordial e a medicao das distancias

de galaxias através do desvio para o vermelho cosmoldgico.



Ainda assim, o objetivo deste trabalho é procurar uma modificacdo para
a Relatividade Geral onde desejamos obter uma dinamica para o universo
que descreva tanto a aceleracao atual como um periodo inflacionario, sem
comprometer os sucessos da teoria original. Mas antes disso, veremos um
resumo do modelo dindmico de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e os

principais modelos considerados atualmente para a energia escura.



Capitulo 2

A Aceleracao do Universo

2.1 Cosmologia de Friedmann-Robertson-

Walker

O ponto central da TRG é a sua equacao para a gravitacao, que relaciona
a geometria com o conteido de matéria em um espaco quadri-dimensional

riemanniano [1]:

1
R, — ing, = -81G T, (2.1)

Ou, com a constante cosmoldgica, escrevemos:

1

RW,—2

Ry, — ANgy = —81G 1), (2.2)

O modelo de Friedmann é representado por uma geometria homogénea e

isotrépica, cujo elemento de linha é



dr?

1—kr

ds* = dt* — a* (t) l +r? (d92 + sen’d d¢2)1 : (2.3)

onde k pode assumir os valores —1 (geometria hiperbdlica), 0 (geometria
plana) ou +1 (geometria esférica) e a (t) é o fator de escala, dependente ape-
nas do tempo. Considerando a matéria do universo como um fluido perfeito,
e fixando ¢ = 1, as equagdes de Einstein (sem a constante cosmolégica) com

a métrica de Friedmann ficam na forma

a 4G

a——T(P‘Hﬁ?) (2.4)
a\? 8xG k

(5) =5 (25)

onde p é a densidade de energia e p é a pressao desse fluido cosmolégico, que

obedecem a relacao de conservagao:

_ a

ptr3—_(ptp)=0 (2.6)
Os pontos (-) indicam derivada em relagao a coordenada temporal ¢.

As equagoes (2.4) e (2.5) descrevem um universo em expansao desacelerada
ou contracao acelerada pela forca atrativa da gravidade. As observacoes de
E. Hubble, em 1929, nos mostraram que de fato o universo se expande com
uma taxa que pode ser determinada pela andlise espectral de galaxias dis-

tantes.



E conveniente para nds expressarmos essas equagcoes em termos dos parametros
observaveis Hy e gy, que sao os valores da constante de Hubble e o parametro

de desaceleracao
a

medidos em t = tj, ou seja, nos dias de hoje. Um ponto que vale a pena
ser mencionado ¢ que, até alguns anos atras, acreditava-se que a dinamica
do universo era dominado pela energia da matéria (veremos adiante que des-
cobertas recentes nos fizeram questionar essa afirmagao). Enquanto que a

4 a densidade de energia da

densidade de energia de radiacao decai com a~
matéria (oc a~3) passaria a ter um papel dominante & medida que o fator de
escala aumentasse com a expansao do universo. Assim, haveria um dominio
muito breve para a radiagdo (~ 40 mil anos) e um dominio da matéria até
os dias de hoje. Isso nos permite fazer a aproximacgao py >> pg, ja que
matéria exerce pressao p, = 0. Entao a partir das equagdes (2.4) e (2.5),
eliminando p, obtemos uma relagao para a curvatura espacial £ em funcao
dos observaveis Hy e gy

L

2 (2q0 — 1) Hy?, (2.8)

Qo

e comparando com (2.5), obtém-se que:

— = 2q, de p. =
) do onde p -

(2.9)



O parametro p. representa a densidade critica de energia do universo. Caso
pPe < po, temos que kK = +1, e entao o universo é espacialmente fechado,
sendo finito porém sem fronteiras. Para esse universo, a densidade de ener-
gia é suficiente para que sua atracao gravitacional cesse a expansao e inicie
uma fase de contracao. Futuramente, o universo findara em um volume muito

pequeno, mais ou menos como teria sido em seus primeiros dias.

O caso em que ¢y < % representa um espago aberto, com k = 0 para p. = pg e
k = —1 para p. > po. Para esse universo, a atracao gravitacional da matéria
nao sera capaz de frear a expansao do universo. O futuro do universo promete
ser um grande vazio com pequenas ilhas de matéria na forma de galaxias de

estrelas anas.

A forma dessas equacgoes nos é conveniente quando consideramos que a den-
sidade de energia é representada apenas por matéria barionica e radiacao.
Porém, as observacoes atualmente apontam uma dinamica para o universo
em que esses nao podem ser os unicos constituintes do universo, ao menos

para a Teoria da Relatividade Geral como a conhecemos.



t [bilhGes de anos]

Figura 2.1: Evolucao do fator de escala para cada valor de k

2.2 Aceleracao do universo

Nos ultimos anos, os astrofisicos observacionais passaram a utilizar super-
novas do tipo Ia para calibrar as estimativas de luminosidade de objetos
celestes distantes, devido a pequena dispersao da luz dessas estrelas e por-
que sua luminosidade estd diretamente relacionada ao seu diametro aparente.
Esperavam, ao medirem o desvio para o vermelho dessas supernovas, obter

valores de H e qo para grandes distancias.

No entanto, as observagoes ([2],[3]) sugeriram um cendario diferente para o
universo. As medigoes do desvio para o vermelho das supernovas indicaram
uma acelerac¢do positiva para o fator de escala a(t). Essas observagoes suge-
rem que deve existir um termo cosmolégico positivo na equagao (2.4). No
lugar desse termo, que ainda nao possui explicacao fisica, podemos utilizar a

constante cosmoldgica de Einstein da equagao (2.2). Assim, obtemos a partir



da métrica de Robertson-Walker as equagoes:

a A
f_ T - 2.1
" 3 (p+3p) + 3 (2.10)
a\? 871G k A
4y ===, 2,2 2.11
(a) 3 a? 3 ( )

Essa equagbes podem ser expressas em apenas uma, ao eliminarmos p (e fa-

zendo que em nossa época p >> p):

M A (20— 1) H? (2.12)

Diferente do caso sem constante cosmoldgica, vemos que um universo fe-
chado (k = 41) pode, sob certas circunstancias, se expandir para sempre.
No entanto, observacgoes recentes da radiacao césmica de fundo indicam que

0 universo possui uma geometria bem préxima da plana.

Uma visao mais qualitativa sobre um universo com constante cosmoldgica

pode ser obtida se escrevermos (2.11) na seguinte forma:

1.
. Q' +V(a)=E, (2.13)

onde fizemos as substituigges:

(2.14)
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Em um universo dominado pela matéria, como ¢é o caso do nosso universo na

fase atual, a densidade de energia decresce com o volume:

p X — (2.15)

Via)=————=a (2.16)

Temos acima uma expressao analoga ao movimento classico unidimensional
de uma particula com energia F submetida a um potencial V' (a). Esse po-

tencial possui a forma:

(0,00

Vi(a)

Figura 2.2: Potencial V(a)

Um universo com constante cosmoldgica permite diversos modelos. Para
k = +1 temos modelos oscilatorios, modelos de bounce, o modelo estatico de
Einstein, modelos quasi-estaticos, etc. Para k = 0, —1, o valor de F = —g

¢ sempre positivo e maior que o potencial V (a), e portanto o movimento

11



nao possui fronteiras. O universo se expande para sempre. Entao nao hé
modelos oscilatorios, de bounce ou quasi-estaticos para um universo com ge-
ometria plana ou hiberbdlica. Nesse trabalho, nao falaremos desses modelos,
mas os citamos apenas por razoes ilustrativas de como a cosmologia passou

a ter diversas possibilidades desde que a aceleracao do universo foi observada.

Usualmente, podemos incluir a constante cosmoldgica no termo de densi-

dade de energia da equacao (2.11)

8rG k
H?> = — (pm - — 2.17
= (o p0) = 5, (217)
onde
A
PA = nC (2.18)

¢ a densidade de energia de A. O termo p,, representa a densidade de ener-
gia da matéria como estrelas, nebulosas, matéria escura (veremos adiante),

etc., e estamos tomando como desprezivel a densidade de energia da radiacao.

A equacgao (2.17) pode ser escrita em termos da densidade de energia re-

lativa €2

1=Q, +Qr + Qp, (2.19)

com

12



rCG A k
szil) ) Qp = — ) Qk:—m

o (2.20)

Com essas novas defini¢oes, obtemos para o parametro de desaceleracao

Qi
qo = o Qa (2.21)

para o universo plano, cuja densidade de energia total Q0 = €, + Q) = 1.
Entao temos:
3

@ =50 — 1 (2.22)

Dessa equacao vemos que um universo plano estard acelerado se €2, < %
A constante de Hubble Hy nos apresenta ainda uma questao adicional: a
idade do universo. A presenca de A leva a um universo mais velho e mais de
acordo com as observacoes. Um universo plano, com A = 0, nos dd um fator

2 ~
de escala a o< t3, e entao obtemos

a 273
PR W (223)
que nos da:
2.

O valor de Hy medido atualmente (Hy ~ 72 km/s/Mpc) nos déd uma idade

13



de aproximadamente 9 bilhoes de anos, menor do que as idades dos aglo-
merados globulares mais antigos (~ 13 bilhées de anos). Por outro lado,
um universo plano sem constante cosmoldgica e vazio (uma boa aproximagao

caso €2, <0,2), nos di a x t, e entao:

to = Hy ! (2.25)

que é uma idade de no maximo 13,5 bilhoes de anos. Dessas duas equagoes,
obtemos o intervalo de tempo possivel para a idade de um universo domi-
nado por matéria: %Ho_1 <ty < Ho'. J4 um universo plano com constante

cosmoldgica e poeira nos dd uma idade [5]

N

2 ] 1 1+ Qn
3 2QA 1—QA2

—
o
o
=

(2.26)

N|=

que é consideravelmente maior do que a modelos com Q) = 0. A idade do

universo nesse caso pode até ser maior do que Hy ™' se Qx4 > 0, 71.

A andlise espectral das supernovas la, combinada com dados da radiacao
cosmica de fundo (WMAP [4]), nos dd uma expectativa quanto a densidade

de energia da matéria e de A. As medicoes atuais indicam?:

!Observacdes na década de 30 constataram, ao se medir a velocidade dos discos
galacticos, que as galdxias necessitam de uma atragao gravitacional muito maior do que
a exercida pelos ojetos visiveis para se manterem coesas. Essa atracao extra foi creditada
a uma forma desconhecida e invisivel de matéria, responsavel por 96% de toda a matéria

contida nas galdxias e que foi chamada de “matéria escura fria”.
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Qe = 0,2383 £0,013 para matéria escura fria
Qup = 0,0418 £ 0,009 para matéria barionica visivel — (2.27)

Qy=0,72+0,04 para A

0 que sugere um universo muito préximo do plano (€, + Q5 ~ 1). Esses

valores nos apontam para uma densidade de energia

A
'OA_87TG

~ 107*7 GeV* (2.28)
e de acordo com (2.26), uma idade para o universo de aproximadamente 13,7

bilhoes de anos.

2.3 Energia Escura

Até agora, temos chamado de A o termo responsavel pela aceleracao do
universo. Mas esse termo nao é necessariamente a constante cosmoldgica.
A constante cosmoldgica é um termo geométrico constante acrescentado a
mao por Einstein nas suas equagoes de forma a obter possibilidades de regi-
mes estaticos ou quasi-estaticos para o universo. No entanto, é possivel que
fenomenos fisicos também possam provocar aceleracao no fluido césmico. Ve-

remos no capitulo seguinte que a energia do vacuo, do efeito Casimir, pode

15



ser reponsavel por isso. Mas ha também a possibildade de uma forma de ener-
gia ou matéria ainda desconhecida seja dominante em escalas cosmoldgicas.
Esse novo componente, que possuiria uma densidade de energia Q ~ 0,7, é
usualmente chamado de “energia escura”, e possui algumas caracteristicas

mcomuns:

1. Nao se aglomera gravitacionalmente, pelo menos nas escalas em que ob-

servamos aglomeracoes de matéria barionica ou escura;

2. Se comporta como um fluido que viola a condicao de energia forte, com
pressao altamente negativa. De acordo com a equacao de conservagao (2.6),

uma densidade de energia constante nos da p = —p.

Apesar de A, stricto sensu, representar a constante cosmoldgica, alguns mo-
delos de energia escura ou energia do vacuo sao capazes de gerar um tensor
momento-energia com efeitos semelhantes aos de Ag,,, e assim, pouco se
pode dizer sobre a natureza desse novo componente do universo, seja ele a
constante cosmologica ou qualquer forma de energia. Entao, ao longo desse
trabalho, tomaremos a liberdade de chamar igualmente de A o termo que
produza uma aceleragao ao universo com o mesmo comportamento de uma

aceleragao gerada pela constante cosmoldgica.
Outro ponto que deve ser mencionado é que a aceleracao do universo é um

fato recente. Da equagao (2.10) vemos que para valores pequenos de a(t), o

universo vive uma fase desacelerada. Somente apds um longo tempo de ex-

16



pansao, com valores de a (t) maiores, o termo envolvendo A passou a dominar
a dinamica do universo. O desvio para o vermelho cosmoldgico do momento
em que o universo passou da fase desacelerada para uma fase acelerada pode
ser calculado, a partir de (2.10) com & =0

4G A 4G 81G

3(p+p)+3 5 Pt =0 (2.29)

onde podemos expressar p em termos do redshift (1 + z) = agp/a

e 4G polag)? 00 H,? 3
T = __m 1 2.
¢, - el s (2.30)
e também
r(G
S oy = O H (14 27, (231)

onde 0 = 3(1 + w). No caso da matéria, w = 0 e consequentemente o = 3.

De volta a equagao (2.29):

—00 (14 2)* +205(1 + 2)30+%) =, (2.32)
que nos da
QO
(142)" =2 Q—OA (2.33)

onde z, representa o redshift no inicio da aceleracao. No caso da energia

17



escura, w = —1. Com Qf ~ 0,7 e Q% ~ 0,3, obtemos z, ~ 0,7, o que
de fato indica um fenomeno muito recente. Isso nos sugere que estamos vi-
vendo em uma época especial do universo em que a densidade de energia da
matéria e da energia escura sao comparaveis. Essa situacao ¢ chamada de

“coincidéncia cosmica”.

Ainda podemos verificar em que momento A passou a dominar a dinamica

do universo. Igualando as densidades de energia da matéria e de A, obtemos:

Q0 (14 2)3 = Q%(1 + 2)30+w) (2.34)

Entao, o equilibrio entre matéria e A ocorre quando o desvio para o vermelho

cosmolégico é

gl

o

(1+ 2)" = a0 ; (2.35)

nos dando z., ~ 0,3. Com z, > z.,, vemMos que o universo comecou a acelerar
q ) q

quando ainda era dominado pela matéria.

O fato do universo s6 ter comegado a acelerar recentemente nao significa
que A nao tenha atuado durante o longo periodo de dominio de matéria.
A aceleracao sé comecou porque o universo agora é demasiado grande, de
forma que a matéria se tornou muito rarefeita e nao exerce mais a forca
atrativa de outrora. Assim, a densidade de energia constante de A passaria

a dominar nessa época. Devemos ter isso em mente ao procurarmos can-

18



didatos para a energia escura. O modelo deve garantir uma densidade de
energia ~ 107%7GeV*, de forma que ela passe a dominar precisamente nos
dias de hoje, além de possuir uma origem relacionada ao dominio da matéria,
mais precisamente ao periodo de formacao de estruturas. Mas veremos no
capitulo seguinte que os modelos propostos hoje em dia possuem severas di-
ficuldades em contornar o problema da coincidéncia césmica e dessa precisao

quantitativa.
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Capitulo 3

Possiveis Explicacoes para a

Aceleracao do Universo

Nesse capitulo, tentaremos listar algumas possibilidades de explicacao fisica
para a energia escura. No entanto, poucas sao aquelas embasadas em al-
guma teoria bem sucedida anterior, enquanto que a maioria se resume a
novas hipdteses de alguma interacao fisica que esta sendo pela primeira vez

observada.

3.1 Energia do Vacuo

Classicamente, o vacuo é um estado fundamental com pressao e energia nu-
las. Porém, sabemos da Mecanica Quantica que o estado fundamental de
um oscilador possui energia nao-nula, pois um oscilador quantico nao pode

ter simultaneamente posicao e velocidade iguais a zero. A energia de um

20



oscilador quantico no estado fundamental é F = %hw e entao, apos segunda
quantizagao, podemos considerar o vacuo como um ensemble de varios osci-

ladores desse tipo com espectro de frequéncia w(k) = v'k% + m?, com energia:
1
k

Ou seja, gracas ao principio de incerteza, o vacuo quantico possui energia
e pressao, como demonstrado pelo efeito Casimir [6]. No entanto, a energia
do vacuo quantico associada a flutuacao de ponto-zero (um loop) é infinita,
gerando assim um enorme problema para esse modelo de energia escura.

Substituindo o somatério por uma integral em (3.1), obtemos [7]

E="Ywk) = Z <L>3/w(k)d3k _w /OOO VIZ L dk,  (3.2)

2 < 27 472

que diverge para k — oo. Uma maneira de contornar esse problema se-
ria supor que a escala de Planck nos d4 um limite superior natural no
ultravioleta para qualquer campo quantico. Mesmo assim, isso nos daria
p~ c®/G?h ~ 10™GeV*, que é 123 ordens de grandeza superior ao valor ob-
servado de py ~ 107*"GeV*. Um limite superior para a integral na escala da
cromodinamica quantica, apesar de inferior, ainda assim geraria uma energia

40 ordens de grandeza maior: poop ~ 1073GeV™.

Para a gravitacao newtoniana, isso nao chega a representar qualquer pro-
blema, ja que as interacgoes entre particulas nao ocorre em fungao do valor

do potencial, mas em funcao do gradiente VV'. Assim, poder-se-ia redefinir
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V' — V 4+ Vj de forma que V' tivesse energia nula no estado fundamental.
Mas de acordo com a relatividade geral, qualquer forma de energia se acopla
com a gravidade, como descreve a equacgao de Einstein. Assim, a energia do
vacuo quantico também gera gravitagao. Para sabermos como isso ocorre,
precisamos obter de que forma essa energia gera um tensor momento-energia
T,,. Ya.B. Zeldovich resolveu essa questao sugerindo que a equagao de estado
do vécuo deve ter a forma pyu. = —pPpae, poOssuindo entao a mesma equagao

de estado que a constante cosmolégica, e analogamente com T3¢ = Ag,,.

Na década de 80, a criacao da supersimetria deu novas esperancas aqueles
que desejavam dar um fim aos valores infinitos que aparecem nesse cenario.
As contribuicées de férmios e bdsons para a energia do vacuo possuiriam
sinais opostos mas com a mesma magnitude, de forma que uma cancelasse
a outra (dada a simetria entre bosons e férmions) e o problema da energia
infinita se resolveria. No entanto, supersimetria s6 pode existir em regimes
de alta temperatura (com escala de energia 1-10 TeV). Assim, um cutoff na
escala de supersimetria nos d4 uma densidade de energia py ~ 10GeV*, ou
60 ordens de grandeza maior do que o valor observado, o que melhora mas

nao resolve a questao.

3.2 Quebra Espontanea de Simetria

O modelo de quebra espontanea de simetria [8] parte de um campo escalar

com densidade lagrangiana

22



£=v=5{5 0.0 0,6 - V(9)},

com potencial V(¢) assim definido:

_ _1 2 12 1 4
V(o) =V 5 H9 + 7 A9

vig)

presente na lagrangiana.

Figura 3.1: Potencial V(¢).

O tensor momento-energia desse modelo é

TMV = ¢,[L¢,l/ - guuﬁa
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(3.5)

Imediatamente podemos perceber que o estado ¢ = 0 ¢é instavel, visto que

V"(0) < 0. Assim, o sistema se assenta nos estados estdveis ¢ = /u?/A
ou ¢ = —y/p?/A, e nesses pontos nao apresenta mais a simetria ¢ < —o,



de onde, assumindo que ¢ é homogéneo e independente do tempo, obtemos:
T = 9V (0 =112/ ) (3.6)

A equacao acima possui a mesma forma de uma constante cosmoldgica efe-
tiva Aeyp = 87G(Vo — p*/4X). No caso de Vy = 0 temos o cendrio de
uma constante cosmoldgica negativa (linha tracejada na figura 3.1). A es-
colha do parametro livre Vj deve ser feita com cuidado de forma a se obter
Aepp/87G ~ 10747GeV?. Assim, devemos ter Vj ~ p?/4)\ com precisao de 47
casas decimais. Essa situacao é conhecida como o “problema de ajuste fino
da cosmologia”. Qualquer flutuagao no valor final de A.¢; poderia provocar
situacoes desastrosas para a cosmologia. Se A.fr/871G < —10"GeV?, a
constante cosmolégica exerceria uma forca atrativa suficiente para provocar
o colapso do universo antes de atingir a idade necesséaria para a formagao de
estrelas e galaxias, e consequentemente para o surgimento de vida. Mas no
caso de Ay /877G > 10~*3GeV*, a forca repulsiva da constante cosmoldgica
faria com que o universo comecasse a acelerar antes da formagao de sistemas

unidos gravitacionalmente, criando igualmente um cosmos estéril.

Essa questao de existir um estreito intervalo de condigoes iniciais possiveis
é um problema que assombra diversos modelos de campos escalares. Esse
cendrio tem levado pesquisadores [9] a sugerir argumentos de natureza antro-
pica para justificar o modelo, ou seja, se o universo possuisse qualquer uma

das intimeras possibilidades diferentes daquela que permite vida nao haveria
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fisicos ou astronomos se perguntando porque o universo possui tal confi-

guracao.

Além do problema de ajuste fino, onde se desconhece qualquer simetria da
natureza que imponha um valor de A tao precisamente, ha ainda a questao
sobre a natureza do campo escalar ¢. Nao se conhece qualquer campo que
possua tal homogeneidade e independéncia de tempo que permita a esse mo-

delo representar o fenomeno observado da aceleracao do universo.

3.3 Consideracoes Numerolégicas

Esses modelos vistos nas tltimas secoes reproduzem de fato a energia escura,
mas com dificuldades com relacao ao valor das grandezas envolvidas. A neces-
sidade de condigoes iniciais extremamente precisas dao um certo descrédito
a essas possibilidades. No entanto, ao olharmos os resultados quantitati-
vos, podemos imaginar se nao ha nenhuma constante fundamental da fisica
envolvida de forma a nos presentear com um valor préximo do observado.
Consideracoes desse tipo podem ser feitas de maneira puramente especula-

tiva, por exemplo, fazendo [10]

_ PP —2/a
pA (271'2>3 € ? (37)

onde o = €?/hic é a constante de estrutura fina e pp; é a densidade de ener-

gia de Planck, com valor aproximado de 5 x 10%g em™3. Essa consideracao
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numerolégica nos da um valor bem préximo do que se espera para a energia
escura, com py ~ 6,29 x 1073%g em™3. A principio, o poderia ser uma cons-
tante fundamental relacionada a energia escura, assim como a “constante de

corda’na teoria de supercordas.

Outra possibilidade ¢ novamente explorar a conexao entre as flutuacoes quanticas
de ponto-zero e A. De acordo com Zeldovich, apds a remogao das divergéncias,
a densidade de energia de um par virtual particula-antiparticula interagindo

gravitacionalmente é [11]

Gm? me\ 3
or e S (B (38)

onde ii/mc = X é a separagao entre a particula e a antiparticula. Em termos
do diagrama de Feynman, isso corresponde a energia associada com o grafico
de dois loops. A contribuicao de um par préton-antiproton resultaria em um
valor muito grande para pj, enquanto que a de um par elétron-pésitron daria
um valor muito pequeno. Porém, é interessante notar que o par pion-antipion

contribui com o valor correto: pa ~ 6,91 x 1073g em=3.

3.4 Quintesséncia e K-esséncia

Se desejamos encontrar alguma teoria fisica que possa gerar um termo tipo-
A, temos que estar cientes que ela precisard superar o problema de ajuste

fino, além de descrever a dinamica observada no universo. A constante cos-
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moldgica possui um valor mintsculo comparado com a escala de Planck
(pa/Mp; ~ 1071%%) e eletrofraca (pp/M72; ~ 107°°). Além disso, durante
a expansao do universo, a densidade de energia da matéria decai com a3
enquanto que a densidade de energia escura permanece constante, de forma
que é necessario um ajuste cuidadoso com as condigoes iniciais para que A
comece a atuar precisamente no periodo de formacao de estruturas e a do-

minar nos dias atuais, e assim oferecer uma explicacao para a coincidéncia

césmica.

Em uma abordagem diferente, podemos desejar que o fenomeno da aceleracao
atual do universo seja causado por um termo dinamico, que teria sido res-
ponsavel também pela inflacao primordial. Dessa forma, o termo A nao seria
mais uma constante, como introduzido pela primeira vez por Einstein, mas
variavel no tempo, sendo mais um grau de liberdade dinamico, ou talvez
alguma forma desconhecida de energia / matéria, atualmente chamada de

“energia escura’”.

Para descrevermos quantitativamente esse novo grau de liberdade (ou nova
forma de matéria), alguns modelos com um termo dinamico tipo-A foram
sugeridos. Esses modelos sao puramente fenomenoldgicos, ou seja, nao sao

derivados de teorias fisicas conhecidas, ao contrario dos modelos anteriores.
Os modelos de campo escalar sao os mais fundamentais, e podem ser uti-

lizados em cenarios diferentes de FRW. Além disso, caso necessario, sua

quantizacao pode ser feita de forma direta. Usualmente, modelos dinamicos
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sao chamados “quintesséncia’. O caso mais simples e natural para o mo-
delo de campo é representar um campo escalar ¢ com um potencial V(¢)
minimamente acoplado com a gravidade, ja que o acoplamento minimo fun-
ciona muito bem na dinamica inflacionaria. A densidade lagrangina da quin-

tesséncia é
1
‘CQuint =Vv—g {2 aa¢ aa¢ - V((b)} ) (39)

que nos da o tensor momento-energia

1. 1 . 1.
Th=p= 38 +V() , ~5Ti=p=56-V(©) (3.10)
e a equacao de movimento para o campo:
. . dV
3H — =0 3.11
p+3HO+ o (3.11)

O campo escalar, ao se submeter a esse potencial, lentamente gera um termo
tipo-A j& que p ~ —p ~ —V (), desde que ¢? << V(¢). Potenciais que sa-
tisfazem V"V/(V')? > 1 possuem a propriedade interessante em que diversas
condicoes iniciais geram um processo evolucionario comum ao campo escalar,
sugerindo uma resposta ao problema da coincidéncia césmica [12]. Por exem-
plo, a densidade de energia do campo escalar, com o potencial V(¢) = Vp/¢%,
é [13]

1 -

Pp = §¢2+

Vo

pe (3.12)
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e ¢ subdominante no passado distante, como nos garante a radiacao cosmica
de fundo e as condigoes da nucleossintese, com py < pyis para z >> 1 (pyis € a
densidade de energia dos componentes conhecidos do universo, como matéria,
radiagao, etc.). Assumindo a o t9, obtemos a equacao de movimento para o
campo

aVy

b+ 3;’913 ~ gira = 0, (3.13)

com solugdo ¢ o tP, com p = 2/(2 + «). Substituindo em (3.12), obtemos
pe o t*P72. Comparando com a densidade de energia dos componentes co-
nhecidos p,s o< t72, obtemos a razao entre as duas densidades:

Lo o toia (3.14)

Puis

Ou seja, o campo escalar pode vir a ser dominante em tempos recentes,
mesmo nao tendo dominado durante toda a histéria do universo, caso a > 0.
A época em que a quintesséncia passa a ser dominante pode ser ajustada

através do valor de a.

Outras possibilidades de potencial sao m2¢? [15], Vi e=*? [16], Vj senh™*(\¢))

[17], Vo X" [ [18], Vp eMri/9=1 [19]; ete.

Agora podemos trilhar o caminho inverso. Como o campo de quintesséncia

possui uma fungao livre V(¢), é possivel escolher uma forma para ela de
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modo que produza um determinado valor de H(a). Explicitamente, vamos
assumir que o universo possui duas formas de energia distintas com densi-
dade de energia p(a) = pyis(a) + pg(a). Usando as equagoes de Friedmann,

chegamos & seguintes expressao para o potencial [14]

1
167G

V(a) = (3.15)

,  aHQ'
H(1-Q) l6H+2aH - 1—@1

e para 0 campo

o0 =g [ 20D e

onde Q(a) = 87Gpyis/3H? e () representa diferenciacao em relagao ao fator

de escala a. Dado qualquer valor de H(a) e Q(a), essas equagoes determinam

os valores de V'(a) e ¢(a), e consequentemente, o potencial V' (¢).
Outro tipo de campo escalar, diferente da quintesséncia, é o campo conhe-

cido como “k-esséncia”. Esse tipo apresenta uma lagrangiana com um termo

cinético nao-linear, com a forma [20]

Ly =+/=g F(X)V(¢), (3.17)

onde X = 0,0 0%. O tensor momento-energia é entao

T = VF8,60,6 — guVF, (3.18)
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onde (’) representa derivada em X. Com isso, obtemos a densidade de ener-

gia da K-esséncia

on=T%=V2FX -F) (3.19)

€ pressao

1 .
Pr=—3 T, =VF (3.20)

Assim, temos uma equagao de estado que nao depende de V(o)

wk = — = ; — p— X 7 (321)
pr  2F'X —F e (ﬁ)

mas devido a arbitrariedade de F(X), qualquer wy pode ser descrito pela
lagrangiana (3.17), podendo assim reproduzir a energia escura desde que se

use uma fungao apropriada.

Modelos de campo escalar sao puramente fenomenoldgicos e portanto nao
nos ajudam muito a entender a natureza da energia escura. Esses modelos
possuem pouco poder de previsao, ja que qualquer dinamica para a(t) pode
ser obtida para um potencial escolhido apropriadamente. Vimos também
que duas formas diferentes de lagrangiana (quintesséncia e k-esséncia) po-
dem nos levar a uma mesma equagao de movimento, tornando dificil propor

uma lagrangiana univoca para o campo escalar. E por que o campo ¢ nao
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se acopla com nenhum outro campo além da métrica? Além disso, temos
ainda o problema de ajuste fino para o potencial V(¢) de forma a torné-lo

compativel com as observagoes.

3.5 Gas de Chaplygin

Um modelo diferente, mas interessante, de energia escura é o gas de Chaply-

gin [21], que possui a equagao de estado

A
pC: ! 322
- (322)

onde a densidade de energia evolui com o comportamento

pe= A+ B(1+2)0 (3.23)

Assim, quando z — —1, temos p. — VA e p. = —p.. Mas no caso z >> 1,
temos que p. — vV B(1 + 2)3, de forma que o gas de Chaplygin se comporta
como matéria no passado distante e como energia escura em épocas muito

posteriores.

Uma forma mais geral para o gds de Chaplygin é p o —1/p“. Nesse caso, a

equacao de estado é
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w(a) = L, (3.24)

- 1—w
wo + a3(1+3)

onde wy é a equacao de estado do universo atual (¢ = 1). Assim, temos
para pequenas escalas, quando a << 1, uma equacao de estado w ~ 0, de
forma que o gas se comporta de maneira equivalente a poeira; para grandes
escalas (a >> 1) obtemos w ~ —1, sugerindo que o gas de Chaplygin exerce
o mesmo papel que a energia escura. A constante a pode ser ajustada para

regular a época de transicao entre os dois regimes.

O gés de Chaplygin também pode ser derivado de uma densidade lagrangiana

L==Vo\/1 = ¢uon, (3.25)

de onde obtém-se

Vo
p=—F—— , p=—"Voyl—0,0" (3.26)
1— ¢,u¢’u

e entdo recuperamos a equacio (3.22), desde que A = ;2.

3.6 Modificacao na TRG

Uma derivagao bastante interessante para as equagoes de Einstein pode ser

feita do principio de Euler-Lagrange, tendo como lagrangiana da acao gra-
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vitacional o escalar de curvatura R [1]. A agao puramente gravitacional é

definida (com ¢ = 1) como

Sg = 1(;TG/,/—g ()R (z) d'z, (3.27)

onde /—¢ d*z é o elemento de volume covariante. A variacao funcional do

integrando é entao
) (x/—gR) =v—9 R 6" +/—9g" R, +R6 (x/—g) (3.28)
A variagao do tensor de Ricci é:

Ry, =oI*,, ,—oI*,, , +o1°, 17 +17,0I", —0oI°, T", , —17 oI",

Bpsv

(3.29)

Como I' nao é um tensor, podemos fazer uma transformacao de coodenadas

em que as conexoes se anulem em um ponto. Assim, obtemos (em um ponto):

SRy, = oT?,,  — oT* (3.30)

x%

Como OI' representa um verdadeiro tensor, essa é uma equacao tensorial.
Substituindo as derivadas simples por derivadas covariantes, temos que ela é

valida em todos os pontos:

SRy, = oT%,,  —oT* (3.31)

wosv
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Também temos:
) (\/—_g) = —;\/—_g G0 g (3.32)
Entao o segundo termo de (3.28) é
V=3 ¢" 6Ru =g {(g”” ors,). — (o 5r5p);y] (3.33)
Da defini¢ao de derivada covariante /—g V<, = (v/—g V%) ,, obtemos

V=9 9" R = (V=9 9 aTL) — (VEagary,) . (330

que pelo teorema de Gauss s6 contribui para a integral na hiper-superficie de
contorno, onde, do principio variacional, temos 6" = 0. Portanto, esses ter-

mos nao influenciam na agao. Voltando agora para o terceiro termo de (3.28):
1 v
R 6 (V=9) = —5V~9 Rgu d¢" (3.35)
Entao obtemos, para 6Sg = 0:

1 1
m / vV —g |:RHV — QRgHV:| 6gNVd4I =0 (336)

Devido a arbitrariedade de dg"”, essa igualdade se mantém para o integrando
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1
Rp,l/ - 5 Rg,uu = O) (337)

que é exatamente a equacao de Einstein para o vacuo. Para o caso com

matéria, definimos a variacao da acao 0S = dSg + Sy, onde 0S5y, é:
1 174
65 = 5 / /=9 (1) T () 6g™ (z) d*z (3.38)
Finalmente temos a equacao de Einstein para a gravitacao com matéria

1
R = 5 Ry = —87G T, (3.39)

que tinhamos visto no capitulo anterior. Dessa derivacao a partir do principio
de Euler-Lagrange, percebemos que qualquer alteracao na TRG pode ser feita
ao acrescentar termos escalares que envolvem o tensor de curvatura na la-

grangiana gravitacional.

Por exemplo, a adicdo da constante cosmoldgica A a equagao (3.39) pode

ser feita se escolhermos a seguinte lagrangiana gravitacional

Le = R+2A, (3.40)

ja que, usando (3.32), obtemos

5 (V=9 24) = ~v/=G Agu 09", (3.41)
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acrescentando um termo —Ag,, & equagao (3.39).

No capitulo seguinte veremos uma lagrangiana gravitacional que contém,
além do escalar de curvatura, um termo de ordem superior do tensor de Rie-
mann ou de Weyl. Lagrangianas desse tipo geram nas equacoes de movimento

termos capazes de reproduzir a aceleracao do universo.
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Capitulo 4

Modificacoes para a Teoria da

Relatividade Geral

Vimos que a cosmologia de Friedmann-Robertson-Walker nao responde so-
zinha a questao da aceleragao do universo e também que a matéria escura
¢ um enigma ainda sem solu¢ao. Além disso, o modelo FRW apresenta al-
gumas outras dificuldades. Uma delas é explicar o mecanismo que originou
a formacao de estruras como aglomerados e superaglomerados de galaxias a
partir de uma métrica homogénea. Para isso, supoe-se que pequenas per-
turbacgoes originadas em um periodo inflacionario provoquem variagoes na
densidade de energia em todo o cosmos, como observado na radiagao cosmica
de fundo. Outro problema é que a dinamica descrita pelo modelo sugere a
existéncia de uma singularidade inicial. Esse segundo problema pode vir a
ser resolvido com a hipdtese de que nesse periodo as interacoes quanticas

seriam dominantes e gerariam um ricochete no universo.

Apesar dessas dificuldades, tomaremos o modelo FRW como uma boa apro-
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ximacao da cosmologia. Assim, ao procurarmos uma teoria alternativa para a
gravitagao, tentaremos manter as solugoes de Schwarzschild e de Friedmann
como solugoes de quaisquer equagoes dessa nova teoria, além de incluir os
problemas acima como caracteristicas essenciais do novo modelo. O ponto
de partida serd o formalismo de Euler-Lagrange, onde testaremos lagrangia-

nas com um termo escalar de ordem superior no tensor de curvatura.

H& uma interessante coincidéncia envolvendo um escalar de ordem supe-
rior em R,g, e as solugoes de Friedmann e Schwarzschild. Nessas duas
geometrias o invariante topoldgico I = RagWRaﬂ“*” ¢ identicamente nulo.
Esse parece um excelente ponto de partida para criarmos uma nova equagao
para a gravitagao, onde esperamos encontrar termos extras do tipo cons-
tante cosmolodgica, e que tenha como solucoes as geometrias de Friedmann e

Schwarzschild.

Ainda que ja tenhamos decidido qual o escalar que serd acrescentado a la-
grangiana da gravidade, nao determinamos qual seria a dinamica envolvendo
o invariante I. Uma boa possibilidade seria a dinamica de Born-Infeld, uma
extensao nao-linear da eletrodinamica de Maxwell [22]. A proposta de M.
Born, e de seu colaborador L. Infeld, era que os campos fundamentais da
fisica devem ser descritos por uma dinamica que contenha uma limitacao
para a intensidade méaxima dos campos. Posteriormente, veio a ser desco-
berto que efeitos nao-lineares da eletrodinamica realmente estao presentes
na escala quantica, e que podem ser descritos de acordo com a expansao em

série da lagrangiana de Born-Infeld.
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Propondo entao a lagrangiana de Born-Infeld, assim definida:

R-pfi—L 4 5] (4.1)

Le =16 Gl 32

E a a(;éo Se escreve:
SG - /\/ —g LG d4l’. (42)

Na lagrangiana (4.1) observamos a presenga do escalar de curvatura R da
TRG, mais a adigao do termo extra (raiz quadrada) representando a dinamica
de Born-Infeld, com  sendo o valor maximo possivel para o invariante to-
polégico I. O termo [ foi incluido de forma a anular a contribuigao do termo

extra quando I = 0.

A variagao funcional no integrando de (4.2) é

I
5(\/—_9LG) = —5(\/_> e [R 5 1—62+5]
I
—\/_ﬁ 5[R v 1—ﬂ2+5] (4.3)
e a variacao do novo termo na lagrangiana ¢
I 1 oI
() -3) =37 o
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onde 01 pode ser obtido diretamente de sua definicao

(i)
) (nﬂaAvRaﬁi\’yRaﬁpg)
1

= -3 5 (npah R%,, RP )

apo

5
1
2

O fator n?"* é o tensor Levi-Civita, definido por

com variagao funcional

1
577/)0)\7 — 577’”’\79“”59“”.

Entao obtemos a expressao final para 6/

1 * *
_ a po pf v a po ol
o = — iR 5 Ry 909" — 2R%7ORE,

«

1 *
v o po 16}
§Ig,w§g“ — 2R 0R",

que substituindo em (4.4), obtemos:

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.9)



Calculando apenas o segundo termo, temos

Raﬁpﬁf IB Raﬁp*a ﬁ ﬁ
_ﬁ5R apo - —ﬁ (5F aop - 5F ap;o‘)
Ra p)i'f ROé p%
- |25 BB G
= | 7= ore G 0T, . (4.10)

P 0

onde fizemos integragao por partes. A variagao da conexao afim I'?  é:

0T, = ; 09% (Gapr + opa = Gaop) +
+ ;gﬁp (09apo + 0Gopa — 0Gacp) (4.11)
No entanto, temos que
(9" 9py) = 69793y + 9™ 695, = 0, (4.12)
e entao obtemos:
69" = g9 5gan (4.13)
Utilizando (4.13) em (4.11):
T = 07000,y + 50% Wapo + 00p — O0ry) . (414)

ao -
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onde podemos usar um sistema de coordenadas que anule I'”  em um ponto.
Substituindo as derivadas simples por covariantes, obtemos a equagao valida

para todos os pontos:

1
0T we =5 97 (09apc + 09opia = 0focy) (4.15)

Entao, temos para (4.10)

Ra p*cr 1 Raep*a
B 6 _
_75R - a /9 7 5 ae;o 5 oo T 5 aocie) T
3] apo 2\/@] (9,+g, g,)
P
_1 Raeptr i
T layE=1 (09aco + 09pea = 0gape)  (4.16)
B -1 Raep*a i 5 N _1 Raep*a i 5 N
- 2m gae 2\/@ gaa
L - pe - - ipi€
N _1 Raep} i 6 —1 Raepﬁj i 5
QW..gpe QW..QCMPJ
(4.17)

onde integramos novamente por partes. Os termos que envolviam dg,. sao
nulos, pois representavam uma contracao com indices anti-simétricos do ten-

sor de Riemann. Utilizando novamente a igualdade (4.13), obtemos:

BT s LBV 1 R2
52__] apo 2@ Qm

P PiE
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— _1 Raﬂl}f 1 R o dagt”
2V 1 2 \/7@2 g
2R™ o
- - B;‘_I i
_ 2 a o 0%

Na ultima igualdade usamos a identidade Raﬁ;”;y = 0, que pode ser demons-

trada a partir das identidades de Bianchi [24]. De volta a expressao (4.3):

1 I
d (V —g LG’) = V9 A 167G { v 2Rg,w/ - ﬁguu + = ﬁ @ g,uu+
+ 1 2 > R® o Sat
" Guv — v g
4 /—ﬁ H /—52 Iz N
1 257 —
2

R v v v
I ﬁgu +3 \/ﬁg—gu
} g (4.19)

glGG{ w

I, *
) ,ROLO'

[(62—1)3 "

Entao, obteremos as equacoes de movimento para a gravitacao se a condicao

0S5 = 0 for satisfeita. Supondo a presenca de matéria, escrevemos:

0S = 6Su+0Sq

— _/\/__ R —ER _}5 + 26° — 1 —
- g 1224 9 gl“/ 9 g/»“’ 4mgﬂl’

I *
- + 871G TW} Sg"d*r =0 (4.20)

[t
(B2 —=1)

1%

(SIS

He%
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Como a regiao de integracao é arbitraria, o integrando deve ser igual a zero.

Assim, obtemos as equacgoes desejadas para uma teoria alternativa da gra-

vitacao:
1 1 23% — I I, .
Ry — =Ry — =B + e Gy — | ——2—5 R%,°| = —87G T,
o = o M = 500w 4 = 9 [(52—1)3 ol i
’ (4.21)

Pode ser demonstrado que as identidades de Bianchi garantem a conservacao

do tensor momento-energia.

As novas equagoes (4.21) se reduzem a equagao usual (3.39) da gravitacao
para a métrica de Schwarzschild, que nos da I = 0, conservando assim todos
os resultados experimentais oriundos dessa métrica. O mesmo acontece com
a métrica de Friedmann-Robertson-Walker, o que nao nos permite entao re-

solver os problemas do modelo padrao.

Como vimos anteriormente, a solucao FRW parte do principio cosmolégico.
Mas a existéncia de aglomerados de matéria no universo nos garante uma pe-
quena inomogeneidade nessa métrica. As perturbagoes cosmoldgicas podem
causar uma pequena alteracao na geometria friedmanniana de fundo. Essas
alteragoes podem gerar valores nao-nulos para o invariante I. Entao, para o

limite I << (32, temos que o quarto termo em (4.21) toma a forma

282 — T 2P ] 2l 2
4m Guv = 4ﬁ 2ﬁ2 g,w/—2 Guv 863 Guvy

(4.22)
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enquanto que o quinto termo fica

I, 0 S 1 37 0 s
) Lﬁtz)gR‘” .7 KH 2@)[’”13” " ] )
| 1 o s
~ —E |:[70-R w :|'a (424)

Assim, a equagao (4.21) para pequenas perturbagoes na métrica FRW é:

1 I’ 1 o 5
_ 5 I LR, L ~ —87G T,

(4.25)

onde vemos dois termos adicionais no lado esquerdo da equagao ao compa-

rarmos com a equacao de Einstein original. Imediatamente, vemos que o
2 s .

termo 8% g, se comporta exatamente como a constante cosmoldgica, e de

fato é de pequena intensidade.

Porém, podemos ainda fazer outra suposicao: o universo pode ter experi-
mentado em sua historia valores maiores para o escalar I, incluindo valores

- . . I P
préximos de seu limite. Para regimes em que I ~ 32, o termo | —2—5 R® ¢
’ (-nz M
(0%

)

da equagao (4.21) pode tender a infinito, caso (3% — I)% se aproxime de zero

mais rapidamente do que I, (j4 que nesse caso I ~ constante). Se ocorrer

28%2—1
44/82—1

o oposto, o termo dominante nesse regime sera 9uw- Em todo caso,
um desses termos dominaria a dinamica do universo. Valores grandes de [
nao sao esperados na fase atual do universo, mas pode ter sido esse o caso no

“inicio” do cosmos, o que geraria um periodo inflacionario. A suposicao de
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que I possui um valor finito nos permite dizer também que, em um cenério

geral, nao teria havido uma singularidade inicial.

Assim, esse modelo (com valores de I grandes no passado, mas muito pe-
quenos no presente), apesar de simplificado, resolveria, ainda que de forma
rudimentar, alguns problemas da cosmologia moderna: exibiria uma rapida
expansao no passado (inflagdo) que amenizaria a inomogeneidade inicial e
também geraria uma pequena constante cosmologica responsavel pela ace-
leracao do universo quando as inomogeneidades voltassem a ficar importan-

tes (formagao de estruturas).

Outra possibilidade de dinamica é uma lagrangiana quadrética em [ [23],
que possui a vantagem de ser invariante sob paridade no escalar I. Nesse

caso, mudando alguns sinais por conveniéncia, a lagrangiana gravitacional é:

1

I
Log=———
¢ 167G

R+ 1—(52>2—ﬁ (4.26)

A variagao funcional do segundo termo ¢é

I\? I
5|3 1‘(5?) -~ 51, (4.27)

onde 1 estd expresso em (4.8). Entao obtemos para 0 (/—¢g Lg)

N 1 1 3 I\* )
) (\/ —g LG’) = — 167G RMV — aRglu, + 559#1, - 5 1-— ? Guv 59“ +
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- 51} = (4.28)

3

1 1 1 B y
I

2 o oo
SR’ 53@00}, (4.29)

(5Rﬁapa é
2 I o o 4 I . )
B ﬁ4 _ IQR 5p 6Rﬁozpa = B [ 54 — IQR v ] 59“ (430)
4 I oy y
" [(5-1) B 09"

1 1 1 B
R, — B R + 5 By gw Juv
4 1 o 5
+ B |:<ﬁ4—12> R Y = 811G TFW (431)

Novamente, temos uma equacao que se reduz a equacao de Einstein quando
I = 0, mantendo assim a validade da solucao de Schwarzschild. Pequenas
perturbagoes na métrica FRW produzem um valor pequeno, mas nao-nulo,

de I. Para I? << 3%, o quarto termo da equacao (4.31) é

1 3 1 I?
9 /@46_ T2 Juv = _56 (1 + 254) G (4.32)
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e o quinto termo fica

12

I’ -
<z+2ﬁ4> R,

12

12

Iy
Q
N g

r o s
f7 1 R (4.33)

que pode ser desprezado. Assim, a equacao (4.31), para pequenas alteragoes
na homogeneidade do universo, fica:

1 I?

R, — 3 Ry, — 4ﬁ3 G ~ —81G T, (4.34)

Essa equacao possui a mesma forma que a equacao de Einstein com cons-
tante cosmoldgica. O termo I%/433, por ser muito pequeno, poderia ser o
responsavel pela energia escura, sendo entao causada pelas inomogeneidades
do universo. Assim, a aceleracao do universo estaria relacionada ao periodo
de formacao de estruturas, sugerindo uma solucao para a questao da coin-

cidéncia cosmica.

Para o caso em que I? ~ 3* (com a suposicao de ter acontecido nos primérdios
do universo) vemos na equagao (4.31) novamente a presenca de termos diver-
gindo para o infinito. Mais uma vez, saber qual o termo que dominaria nesse

cenario depende do comportamento de I,, mas em qualquer caso teremos
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uma fase inflacionaria. Entao, temos uma lagrangiana mais apropriada para
a gravitacao, gerando no limite I << (3* uma pequena constante cosmolégica
(e sem outros termos extras), e uma fase inflaciondria (com a suposigao de

que o universo possufa uma configuragao I ~ 3? no passado remoto).

Uma tultima possibilidade seria utilizar um escalar que seja uma contragao

do tensor de Weyl, assim definido:

1
Wa,ﬁ’pa - Raﬂpa - 5 (gapRﬂa + gﬁaRap - gaaRﬂp - gﬂpRacr) +
R
+% (apgso =~ Gas9pp) (4.35)

O tensor de Weyl ¢ a parte sem traco do tensor de Riemann, e é nulo para
a métrica de Friedmann, embora nao o seja para a métrica de Schwarzchild.

Para um escalar na forma Y = WangW"‘ﬁp", teriamos

§Y = 0(WappeWP7) = 2W0 5WP7 5, (4.36)

onde

6Wpo(;lﬁ — 6Rﬂo'aﬁ (5pa (SRO-B + 50-5 6Rpa - 5Ua 6Rpﬁ - 6pﬁ 5RUO() +

_ 1
2
1

+5 (87,07, — 07,8%) O, (4.37)

e a partir de (4.4), substituindo I por Y, obtemos a variagao do novo termo
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na lagrangiana:

1 Y wes )
- - i g 4
IV CE GV 3%

Como o tensor de Weyl possui traco nulo, entao vemos imediatamente a par-
tir de (4.37) que os termos de 0W" ; contendo delta de Kronecker serdo
nulos, restando apenas:

5Y web, wes

1
= = SR . — Y oo s onpe N

Procedendo de maneira idéntica aos casos com escalar I, obtemos

1 Y Webe R Wwe 8
L Lo g | g™, (4.40)
2WFE-Y | VY CEEN

onde pode-se provar que W% Rog,, = W W3, = (Y/4) g [24]. A

equagao de movimento é entao

1 1 23 —Y we,”
v = =Ry = =BG + =G — 2 | = | = —-87G T,
RH 2Rg,u Qﬁg,u +4 ﬂQ_Ygu [ ﬁQ—Y » 87TG 1
(4.41)

sendo semelhante & equagao (4.21). E interessante notar que para a geome-
tria de Schwarzschild Y = 48(GM)?/r®, mostrando que a lagrangiana com Y’
apresenta modificagoes nao s6 para a cosmologia mas também para modelos

6

esfericamente simétricos. Mas como Y o r~°, essas modificagoes devem gerar

corregoes muito pequenas, de forma que podemos despreza-las. Na métrica
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de Friedmann, essa equagao se reduz a propria equacao de Einstein. Se de-
sejamos encontrar algum termo que provoque uma aceleragao no universo,
devemos levar em conta pequenas inomogeneidades na métrica de fundo, e
assim obter um valor nao nulo para o tensor de Weyl. No limite Y << 32,

procedendo como nos casos anteriores, obtemos a equacao

1 Y2 2 a
Ry, — 5 Ry, — 8753 Guw — B w ;wb;)a;ﬁ ~ —871G Ty, (4.42)

onde o terceiro termo seria o responsavel por um universo acelerado.

Agora vamos tentar esclarecer o que significa o regime de pequenas inomoge-
neidades no qual fizemos aproximagoes nos quatro casos. Essas inomogenei-
dades representam um pequeno desvio da situacao de perfeita homogeneidade
que serve de base para o principio cosmolégico e, consequentemente, para a
métrica de Friedmann. Podemos expressar esse desvio acrescentando uma

pequena perturbacao

Guv = g(O) + 5hum (443)

uv

onde gfg) é a métrica de Friedmann plana de fundo e £ é uma pequena cons-
tante que so6 consideraremos até primeira ordem. Podemos supor uma per-

turbagao linear (no calibre longitudinal) do tipo:
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B = 2a%(t) (4.44)

O escalar Y = W7 W, ;5,, para essa métrica perturbada sé apresenta ter-
mos envolvendo 2 ou ordens superiores. Assim, Y s6 contribuiria de maneira

significativa para a dinamica de (4.42) no caso de perturbagoes nao lineares.

No caso do invariante I = RO‘B’:URang, ¢ interessante notar que I = 0,
mesmo para uma perturbac¢ao como (4.44). Uma perturbagao nao linear po-
deria resultar em um valor nao nulo para I , e portanto poderiamos obter
um resultado quantitativo para esse trabalho. O céalculo de I para uma per-
turbacao desse tipo é bastante extenso, de forma que nao sera realizado aqui.

Se algum resultado for obtido nesse cédlculo, pode-se comparar os valores de

PA

122

Ea _ '
64 G3B

7 (4.45)

E:\/—_glR—ﬁ 1

+6] — pa

I\’ 122
L=+/—g|R+p 1_<ﬁ2> - B — pA:W (4.46)

com o valor observado para a constante cosmoldgica py ~ 10747 GeV*.

Como (8 é um parametro livre, podemos por exemplo tentar associd-lo a

alguma constante fundamental. Por exemplo, § = lp_2, onde [, é o compri-
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mento de Planck (10733 ¢cm), nos d4

12
A~ 5= 1?15 ~ 107%%cm ™2, (4.47)

o que implicaria em I ~ 107'¢cm~*. Enfim, o trabalho completo de encontrar
uma relacao entre perturbacoes nao lineares na métrica de fundo e constantes

fundamentais da fisica pode ser uma tarefa bastante dificil e trabalhosa.
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Capitulo 5

Conclusoes

O trabalho que fizemos nessa dissertacao foi uma tentativa de gerar um mo-
delo cosmolégico a partir de uma modificacao da Relatividade Geral que
resolvesse pelo menos uma das dificuldades relacionadas ao modelo padrao,
sem recorrer a campos extras, formas exoticas de matéria e energia, e outras
tentativas do género. Os nossos esforcos foram mais voltados para tentar
explicar o problema da aceleracao do universo, ja que esse parece ser o maior

desafio atual.

Assim, propusemos diversas lagrangianas para a gravitacao, onde incluimos
um escalar construido a partir do tensor de Riemann ou de Weyl. O que
obtivemos foram equagoes de movimento onde se encontram termos capazes
de provocar uma aceleracao de pequena intensidade a um universo quase ho-
mogéneo. Além disso, as modificacoes foram capazes de criar um cendrio ru-
dimentar de inflagao em todos os casos, de forma que uma possivel explicacao
para a ausencia de singularidade inicial e para o alto grau de isotropia da

CMB possa também provir desses modelos.
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No entanto, algumas dificuldades se apresentaram. Primeiramente, é dificil
conciliar o grau de inomogeneidade do espaco com a densidade de energia
associada a energia escura observada atualmente. Essa comparacao depende
de um parametro livre # que deve ser ajustado com possiveis observagoes e do
valor perturbado do escalar utilizado na lagrangiana, que ¢ dificil de ser cal-
culado. Outro problema é a presenca de termos com derivadas superiores do
tensor métrico na lagrangiana. Isso gera instabilidades na hamiltoniana asso-
ciada, de acordo com o teorema de Ostrogradsky [25], j4 que a dependéncia
nesses termos nao pode ser eliminada por integracao por partes. De fato,
notamos a presenca de derivadas quartas nas equagoes de movimento en-
contradas. Dessa forma, devemos tratar essas equagoes apenas como teorias

efetivas da gravitacao.

A lagrangiana (4.26) pode ser considerada a melhor tentativa. A equagao de
movimento que dela resulta, no limite de pequenas perturbacgoes, é similar
a equagao de Einstein com constante cosmoldgica (veja (4.34)), sem termos
com derivadas superiores. Esse modelo entao nos diz que a aceleragao do
universo é causada pela inomogeneidade do espaco, representada por um va-
lor nao nulo de I, justificando assim a coincidéncia césmica. O universo, em
sua fase atual, possui um alto grau de homogeneidade, o que daria um valor

muito pequeno para a energia p, explicitada em (4.46).

Para essa mesma lagrangiana, pode-se ainda fazer a hipotese de que o uni-

verso era enormemente inomogéneo no “infcio” do cosmos (¢t ~ 107%°), de

56



forma que I? ~ 3. Assim, a equacio (4.31) apresenta termos cuja inten-
sidade tende ao infinito e que dominariam a dinamica do universo. Esses
termos seriam os reponsaveis pelo periodo inflaciondrio. O limite superior
para o valor de I pode também impossibilitar o caso de uma singularidade

inicial.
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