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Resumo

Investigamos a evolucao semiclassica de um estado gaussiano de minima incer-
teza no regime em que o sistema classico correspondente apresenta um movimento
cadtico. Neste estudo utilizamos dois procedimentos analiticos. Usando a teoria
WKB dependente do tempo, mostramos que a funcao de Wigner fica completa-
mente determinada pelas propriedades geométricas de uma variedade cléssica que
evolui no tempo. Nesta abordagem, a expressao da funcao de Wigner semiclassica
contém singularidades (causticas). Elaboramos também uma aproximagao global-
mente uniforme (apropriada para aplicagoes), construida a partir da decomposigao
do estado inicial em termos de estados coerentes que sao propagados com a dina-
mica linearizada localmente. Estas duas aproximacgoes foram comparadas com a
solugao quéantica exata do oscilador harmonico chutado. Discutimos a aplicagao da
aproximacao uniforme para um sistema acoplado a um reservatério térmico na apro-
ximagao markoviana, que leva ao processo da descoeréncia. Este resultado analitico
pode ser utilizado, por exemplo, para investigar as leis de escala que aparecem na

transicao quantico-cléssico.
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Abstract

We investigate the semiclassical evolution of a minimum uncertainty gaussian
state in a classically chaotic system. We consider two analytical approaches. Using
standard time-dependent WKB theory, we show that the Wigner function becomes
completely determined by the geometric properties of an evolving classical manifold.
This approach results in a semiclassical Wigner function which has singularities
(caustics). We employ a globally uniform approximation (suitable for applications),
obtained by decomposing the initial state into coherent states which are then pro-
pagated with the locally-linearized dynamics. Both approximations were compared
with the exact quantum solution of the kicked harmonic oscillator. We discuss an
application of the uniform approximation for a system coupled to a thermal reser-
voir in the Markovian approximation, which leads to the decoherence process. This
analytical result can be used, for example, to investigate some scaling laws which

appear in the quantum-to-classical transition.
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Introducao

O inicio do século XX ficou marcado pelo surgimento da fisica quantica, e desde
entao, este paradigma da ciéncia moderna continua a ser investigado. Algumas idéias
daquela época, como o modelo atémico de Bohr (1913), as condigdes quanticas de
Sommerfeld-Wilson (1915), os pacotes de onda de Schrédinger (1926), o método
WKB (1926), o teorema de Ehrenfest (1927), o propagador de Van Vleck (1928)
e a pseudo-distribui¢ao de probabilidades de Wigner (1932), eram justificadas em
limites apropriados, i.e., valores grandes para os nimeros quanticos, h — 0, etc. A
dificuldade em quantizar os sistemas nao-integraveis foi observada pela primeira vez
por Einstein (1917), quando colocou as condigbes quénticas na forma invariante de
angulo-acao.

Mais tarde, as condig¢oes quanticas propostas por Einstein foram redescobertas
e corrigidas com uma adi¢ao de fase por Keller (1953). Isto possibilitou estabelecer
a conexao entre as fungoes de onda no limite semicléssico e a topologia no espaco
de fase cléassico dos sistemas ligados integraveis (relacionados com toros). Para esta
classe de sistemas, a aproximagao EBK! tem um forte apelo geométrico [1]. Por
volta dos anos 60, Maslov desenvolveu um método que possibilitou atravessar os
pontos de retorno (que sao singularidades da aproximac¢ao WKB). Ele observou que
mesmo para um estado nao-estacionério do sistema pode-se associar uma superficie
(ou variedade) do espago de fase a uma func¢ao de onda [2]. Por exemplo, os auto-

estados dos operadores de posi¢ao ou momento (relacionados com planos) [3], ou os

'EBK abrevia os nomes de Einstein, Brillouin e Keller.
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autoestados dos niveis de energia excitados de um hamiltoniano limitado e integréavel
(relacionados com toros) [4]. Este importante conceito geométrico remonta ao pro-
pagador semiclassico de Van Vleck [5]. Mais um avango fora feito por Berry (1977),
que mostrou como calcular a funcao de Wigner no limite semicléassico a partir das
propriedades geométricas de uma variedade classica invariante [6]. Pouco depois,
Berry e Balazs [4] discutiram como calcular a fungdo de Wigner semicléassica para
um estado nao-estacionario do sistema.

Nos tltimos anos, foi investigada a evolugao quantica de um estado gaussiano no
regime em que o sistema classico corresponde é cadtico [7-14]. Conforme pode ser
observado, os pacotes de onda de Schrodinger nao percorrem a trajetéria classica
(exceto no caso de uma dinamica linear). Na realidade, o estado evoluido sob a
agao de uma dindmica nao-linear nao mantém sua forma gaussiana e nem perma-
nece como um estado classico porque passa a apresentar padroes de interferéncias
quéanticas na sua fung¢ao de Wigner. O interesse particular na evolucao dos estados
gaussianos é pertinente porque as evolugoes cléssica e quantica podem ser compa-
radas ja que o estado inicial é também um estado classico. Nos estudos [7-14] o
sistema se encontra acoplado com um reservatorio, e a atengao foi dada para a tran-
sicao quantico-classico bem como para o crescimento da entropia de von Neumann.
A explicagao para o crescimento linear da entropia se baseou em argumentos semi-
classicos qualitativos. Por exemplo, Zurek e Paz argumentaram que os mecanismos
responsaveis pelo crescimento linear da entropia, com uma taxa dada pelo expoente
de Lyapunov [7], sdo (i) a agao do sistema cadtico de esticar e dobrar (isto cria
franjas de interferéncia na fungao de Wigner), (ii) concomitante com a agao difusiva
do reservatorio (que destroi as interferéncias).

A descricao semiclassica de uma dinamica quantica, quando aplicavel, nao s6
serve como uma aproximacao, mas pode também fornecer uma intuigao fisica impor-

tante. Esta descricao ¢ bastante satisfatoria para os sistemas classicamente integra-
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veis. Por outro lado, nos sistemas classicos que apresentam um movimento cadtico,
a descri¢ao semiclassica ainda nao esta totalmente compreendida. Uma vez que o
principio de correpondéncia estabelece que a mecanica classica deve ser recuperada
a partir da mecanica quantica (em um limite apropriado), este é o caminho natu-
ral para tentar compreender a transicao entre a teoria quantica e a teoria classica
da mecénica. As aproximagoes semiclassicas sao obtidas no limite em que o valor
da constante de Planck possa ser considerado pequeno quando comparado com as
acoes tipicamente encontradas no sistema cldssico correspondente. Este limite seréa
freqiientemente usado nesta tese de forma abreviada pelas expressoes “no limite em
que h — 0", “corregoes da ordem de O(h)”, etc.

Nesta tese, vamos descrever a evolugao semiclassica de um estado gaussiano com
a teoria WKB dependente do tempo. Iremos mostrar que a funcao de Wigner calcu-
lada a partir desta teoria possui a descri¢cao de cordas e centros elaborada por Berry
e Balazs. Entretanto, ao invés de usar uma aproximagao uniforme na vizinhanca
da céaustica da fungao de Wigner, elaboramos um método de propagacao uniforme
em todo o espago de fase. Para fazer isto, usaremos a decomposicao do estado ini-
cial em termos de estados coerentes seguida da propagacao linear. Analisaremos os
resultados obtidos com simulagdes numéricas para um sistema simples: o oscilador
harmonico chutado. A escolha deste modelo se deve ao fato de que (i) existe uma
vasta literatura do modelo classico e quéantico e (ii) este sistema tem uma realiza-
¢ao experimental. Compararemos os resultados obtidos pelas duas aproximagoes
semiclassicas com a solucao quéntica, e apontaremos as deficiéncias de cada uma
delas.

A discussao contida no primeiro capitulo tem como objetivo apresentar alguns
conceitos basicos das teorias classica e quantica da mecanica. Este material intro-
dutoério serve de alicerce para os capitulos seguintes. No capitulo 2 discutiremos os

estados coerentes do oscilador harmoénico e também as superposicoes quanticas entre
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os estados de incerteza minima. Discutiremos a propagacao semiclassica dos estados
coerentes na aproximagao linear da dinamica. O capitulo 3 analiza a dindmica de
um estado gaussiano de incerteza minima sob a a¢ao de uma dinamica cadtica geral.
Nesta configuracao, mostraremos como propagar a funcao de Wigner utilizando a
teoria WKB dependente do tempo e também com um método uniforme baseado na
propagacao semiclassica dos estados coerentes. No capitulo 4 estudamos a propaga-
¢ao semicléssica, na aproximacao markoviana, da fungao de Wigner de um sistema
que interage com um reservatorio térmico difusivo. Neste caso, mostramos como

incluir a descoeréncia na propagacao semicléssica elaborada no terceiro capitulo.






Capitulo 1

Mecanica Quantica
no Espaco de Fase

O presente capitulo tem como objetivo expor a formulacao da mecanica quantica
no espago de fase. Este é o caminho natural a ser tomado quando se pretende
investigar o limite semiclassico da mecanica quantica. Por esta razao, comecaremos
discutindo os sistemas dindmicos hamiltonianos. Na sequéncia daremos énfase as
representacoes dos operadores no espaco de fase. A discussao no final deste capitulo

¢é dedicada a fungao de Wigner.

1.1 Sistemas Hamiltonianos

Um sistema dindmico hamiltoniano fica determinado por um conjunto de co-
ordenadas generalizadas () e seus pares candnicos P. Devemos usar um par de
variaveis canonicamente conjugadas para cada grau de liberdade do sistema. Con-
tudo, para os nossos propositos bastara considerarmos um tnico grau de liberdade.
O par de variaveis dindmicas associadas a este grau de liberdade, independentes
entre si, determinam um espaco de estados bidimensional, o espaco de fase. Um

ponto qualquer do espaco de fase sera representado por um vetor real X € R?. A

X:(S). (1.1)

notagao adotada é a seguinte:
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Denotaremos o gradiente com respeito ao ponto X, de forma consistente, pelo vetor

Vx = (9/0P,0/8Q)". Com bastante freqiiéncia serfio usadas as matrizes

1:(5(1)) e J:<(1)_01)’ (1.2)

que sao, respectivamente, a matriz identidade e uma matriz simplética. Esta ultima

verifica as propriedades de antisimetria e de ortogonalidade,
JI'=-J=J". (1.3)
Podemos definir o produto simplético na forma de um produto escalar,
XANX'=[JX]- X' =PQ —QP =-X'NX. (1.4)

O produto simplético é antisimétrico porque a matriz J é antisimétrica. Em parti-
cular, para dois vetores paralelos, X || X', o produto simplético é nulo, X A X = 0.
As equacoes de movimento dos sistemas hamiltonianos sao as equagoes de Hamil-
ton. Estas s@o calculadas a partir da hamiltoniana H (X, t) do sistema, e constituem
um conjunto de equacgoes diferenciais de primeira ordem. As equagoes de Hamilton

podem ser escritas de forma compacta da seguinte maneira:
X =JVx H(X,1). (1.5)

O lado direto desta equagao é chamado de campo vetorial hamiltoniano. De imedi-

ato, verificamos que este campo de velocidades tem divergente nulo,
Vx [JVxH(X,t)]=VxANVxH(X,t)=0. (1.6)

Na tltima igualdade usamos que o produto simplético é nulo. Isto significa que
0s sistemas hamiltonianos sao conservativos. Esta propriedade pode ser entendida
melhor quando analisamos a evoluc¢ao de um conjunto de condigoes iniciais que cobre

uma certa area Ay no espaco de fase. A evolucao deste conjunto de pontos vai cobrir
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uma outra regiao de area igual a inicial, A; = Ay. Na realidade, esta propriedade é
um caso particular da conservagao dos invariantes de Poincaré-Cartan [15, 16].
Podemos também analisar a evolugao de um ensemble estatistico de particulas.
Para isto, devemos usar uma distribui¢do de probabilidades, W (X)!. A dinamica
hamiltoniana da distribuigao W (X)) é dada pela equagao de Liouville,

%Wtcﬂ(x) = [Vx WHX)] A [Vx H(X, t)]. (1.7)

No lado direito desta equacao aparecem os colchetes de Poisson entre as duas fungoes

do espago de fase, W*(X) e H(X,1).

1.1.1 Algebra Linear Simplética

Na mecanica hamiltoniana, as matrizes simpléticas estao estreitamente relacio-
nadas com as transformagoes candnicas lineares. Por esta razao, vamos introduzir
o grupo simplético, e na sequéncia, a parametrizacao de Cayley de uma matriz
simplética.

O grupo simplético Sp é o grupo de todas as matrizes reais 2 X 2 que preservam

o produto simplético:
Se Sp«=[SX]A[SX'] = X A X' para todo X, X' € R?. (1.8)

Obviamente, as matrizes I e J pertencem a este grupo. Se S é uma matriz simplética,
a sua transposta S” e a sua inversa S~! também sdo matrizes simpléticas. Uma

matriz S3 = §;S,, com S, S, € Sp, também preserva o produto simplético,
[S3X] A [S3X'] = [(S1S2) XA [(S$1S2) X' = X A X' (1.9)

A definigdo do grupo simplético (1.8), na versdo matricial, equivale a uma das se-

guintes igualdades:

SJST"=58"JS=J ou S'J=JS'. (1.10)

10 sobrescrito C'L é a abreviacao da palavra CLASSICO.
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A partir da segunda igualdade acima, deduzimos uma propriedade do produto sim-
plético,

SX]AX' =X A[STX. (1.11)

O determinante da condigao simplética (1.10) estabelece um vinculo para os elemen-

tos de uma matriz simplética. Com efeito:
det [SJST| = [det S| =1. (1.12)

Este resultado nos permite concluir que o determinate de uma matriz do grupo (1.8)
deve valer det S = +1.

Considere a mudanca de coordenadas que leva um vetor X em um outro X',
denotada por X’ = F(X). As transformagoes de coordenadas no espago de fases que
preservam a forma das equagoes de Hamilton (1.5) sao chamadas de transformagoes

candnicas. Ao impor que X' = J V. H(X',t), chegaremos a relacdo (1.10),

OF OF"

ou seja, a matriz jacobiana de uma transformacao candnica é uma matriz simplética.
Dinadmica Linear

Neste paragrafo vamos descrever a aproximagcao de oérbitas adjacentes (AOA).
Considere a solugao X; = F;(X,) das equagoes de Hamilton (1.5), que se encontra
em Xy no instante inicial ¢ = 0. Partindo de um ponto X{, proximo de X, a solugao
serd dada por X = Fi(X[). Podemos aproximar a segunda solu¢ao a partir da

primeira por meio da seguinte expansao:

_ OR(Xp)

X ~ X X, — X = — . 1.14
t t"‘St[ 0 0]7 St 8X6 Xo ( )

Nesta aproximacao, o vetor centrado 6.X; = X;— X; é calculado a partir de seu valor
inicial com a aplicagdo da matriz jacobiana da transformagao F(X() calculada no

ponto Xy. Note que esta evolugao é dada por uma matriz simplética (1.13). Por
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outro lado, podemos usar a expansao em série de Taylor para o hamiltoniano H (X, t)

até ordem quadratica no vetor 0.X;,
. 1
H*°Y(X' t) = H(Xy,t) —X/\6Xt+§5Xt-Ht 0X;. (1.15)

Nesta expansao foram usadas as equacoes de Hamilton e a matriz hessiana

OPH(X,t
H, = # . (1.16)
0X?2 lx,
Portanto, o movimento do vetor centrado 0 X; é descrito por um sistema de equagoes

diferenciais lineares,

A solugao deste sistema de equagoes é dado pela relagao (1.14), ou de forma con-
sistente, 0.X; = S;0X,. A continuidade da transformacao determina que a matriz
simplética deve obedecer o limite S,y = I. Neste caso, o determinante em (1.12)
passa a valer det S; = 1. A parametrizacao no tempo ¢ da matriz simplética pode
ser escrita de maneira explicita como S; = S(¢,0). Assim, a reversdo temporal da
transformagiao ¢ uma outra matriz simplética, [S(¢,0)]7' = S(0,¢). Mais ainda,
para um instante intermediario 7 contido no intervalo t > 7 > 0, a regra da cadeia

determina que S(¢,0) = S(¢,7) S(7,0).
Parametrizacao de Cayley

Para estabelecer uma ponte entre as transformacoes canodnicas lineares e uma
certa familia de operadores unitérios, serao introduzidas as matrizes de Cayley. Estas
matrizes entrarao em cena novamente no segundo capitulo, onde vamos analisar as
superposicoes quanticas entre estados de incerteza minima.

Para cada matriz simplética S podemos associar uma tnica matriz simétrica
C € R?x R% Esta bijecdo é conhecida como parametrizacio de Cayley, e é o

anédlogo simplético da bijecao entre as matrizes unitarias e as matrizes simétricas. A
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parametrizacao de Cayley de uma matriz simplética S é dada pela matriz simétrica
C=JS-D(S+D". (1.18)
Esta matriz existe somente quando det (S +1) # 0. A partir da identidade
S-DES+D)'=[(S+D)—-21](S+D)'=T-2(S+D !, (1.19)
concluimos que também é possivel expressar a matriz de Cayley como
C=J-2J(S+D . (1.20)

Ao substituir na igualdade (1.19) a matriz identidade I = (S + I)7!(S + 1), dedu-
ziremos a comutacdo (S —1)(S+1)7' = (S+1)7' (S —1). Com esta relagdo, a

parametrizagao passa a ser escrita como
C=JS+D)'(S-1I). (1.21)

Para verificar que a matriz C é simétrica, usamos a matriz (1.18) transposta e a

propriedade (1.10), STJ =J S,
Cl=—(S8"+D)"(S"-DJ=—=J(S"'+D(S'-1). (1.22)

A dltima destas igualdades ¢ igual a defini¢do (1.21), e portanto C = C7.
Para inverter a parametrizagdo (1.18), podemos multiplicar por J pelo lado
direito da definigao (1.20), JC+1=2(S+1I)~!. Com esta relagio, expressamos a

matriz simplética em termos da matriz de Cayley,
S=2UJC+I)"-1I. (1.23)

Escrevendo a matriz identidade como I = (JC+1)7!(J C+1), expressamos a matriz

simplética também como

S=(I-JC)(I+JC) ! =(1+JC){(1-JC). (1.24)
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As relagoes (1.18) e (1.24) determinam a bije¢do entre a matriz simplética S e a
matriz de Cayley C.
Existe uma outra parametrizacao de Cayley para a matriz simplética S. Esta

pode ser definida por meio da matriz (1.18),
Co=-JC'd=-J(S+DS-D . (1.25)

Note que esta matriz de Cayley existe sempre que det (S —1I) # 0. A partir da
equagdo acima é imediato verificar que C; = CJ porque C = CT. A matriz C,

também pode ser expressa de forma equivalente como
Ci=—J(S-D)HS+D)=-J-2J(S-DI)". (1.26)

Multiplicando por J pelo lado direito da segunda igualdade acima, teremos a iden-

tidade JCy — I =2(S —I)~!. Com esta identidade invertemos a relagao (1.25),
S=1-2(I1-JCy)'=—-1+JCy)(I1-JCy)". (1.27)

Resumindo, sempre podemos relacionar uma matriz simplética S com uma matriz

de Cayley, que pode ser C ou C,.

1.1.2 Funcoes Geratrizes

Existem intumeras fungoes geratrizes que sao capazes de descrever uma tunica
transformacao candnica linear. Por exemplo, podemos citar aquelas definidas no
livro do Goldstein [17]. Em particular, estamos interessados nas funcdes geratrizes de
centro e de corda [18]. Estas duas fung¢oes tornam mais transparente a associagao que
faremos entre o grupo simplético (1.8) e uma certa familia de operadores unitérios.

Para as fungoes geratrizes de centro ou de corda, a transformacao candnica
X, = F(X_) é sempre escrita numa forma bastante peculiar. A partir dos vetores

X, € R?, podemos definir de maneira implicita um outro par de vetores:

1
Xe=X=*5¢ (1.28)
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Os vetores X e £ sao, respectivamente, o centro e a corda da transformacao. A
relacao acima determina uma translagao rigida, X, = & + X_, ou uma reflexao,
X, =2X — X_, com respeito ao ponto X do espaco de fase.

A fungao geratriz de centro S(X), associada a uma matriz simplética S, é um

polindmio quadratico em X que pode ser expresso como
S(X)=¢(ANX+X-CX, (1.29)

sendo que a matriz da forma quadréatica é a parametrizagao de Cayley (1.18) da
matriz S e ¢ € R? é um vetor arbitrario. A corda da transformacdo canonica é

obtida a partir do gradiente de S(X),
E(X)=—-dVxS(X). (1.30)

O gradiente da fungao geratriz (1.29) vale £(X) = ¢ — 2JC X. Se usarmos esta
corda na defini¢ao (1.28) para eliminar tanto £ quanto X, iremos obter a seguinte

transformacao:

X+:SX+%[S+I}§. (1.31)

Usamos na igualdade acima que (I —JC) = S(I +JC), formula (1.24). Vemos
claramente que a matriz jacobiana 90X, /0X_ desta transformacao ¢ a matriz sim-
plética S. No caso particular em que S = I, o resultado ¢ a translacdo rigida
Xy =T(X)=(C+X_.
Por outro lado, para descrever uma transformacgao simplética S podemos usar
a fungao geratriz de corda S(&). Se usarmos a parametrizacao de Cayley (1.25) da
matriz S e um vetor arbitrario X € R?, a funcio geratriz de corda sera dada pelo
polindémio
S(€) = €A X +1€-Cot (1.32)
Neste caso, o centro da transformagao definido em (1.28) deve ser calculado como o

gradiente

X() = JVes(e). (1.33)
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Usando explicitamente X (¢) = X +JCy £/2 para eliminar £ e X nas relagoes (1.28),

chegaremos a transformagao
X, =SX_ +[I-S]X. (1.34)

Esta fungao geratriz é apropriada para S = —I, no qual o resultado é uma reflexao,

X, = Rg(X_)=2X — X_, com respeito ao ponto X do espaco de fase.

1.2 Operadores Unitarios e Representacoes

A representacao dos operadores quanticos no espago de fase apareceu com os
trabalhos de Weyl [19] e Moyal [20]. O proposito desta segao é apresentar esta cons-
trugao, ainda que de forma laconica. Sugerimos ao leitor interessado a compilagao
mais atual de Ozorio de Almeida [18].

Da maneira usual, introduzimos os autoestados do operador de posicao, ¢ |q) =
q|q), e do operador de momento, p|p) = p|p). Estes dois conjuntos de autoesta-
dos obedecem as relagdes de ortogonalidade (g|¢') = d(q¢ — ¢') e (p|p’) = d(p — p').
A decomposicao do operador identidade em termos dos autoestados de posicao
[ dalg)Xql = 1 e de momento [ dplp)p| = 1, tornam possivel expandir um es-
tado qualquer. O produto interno misto na forma de uma onda plana, (gq|p) =
(2wh)~1/2e'w/h possibilita a mudanca de uma representacdo para outra através das

transformadas de Fourier. Nas proximas se¢oes usaremos a versao quantica do vetor

i ( g ) . (1.35)

Este vetor tem como componentes os operadores elementares p e ¢, obtidos pela

coluna (1.1),

quantizacao do par de varidveis dindmicas. A quantizacao pode ser feita com a

regra de comutag¢ao canodnica [, p| = ih, sendo que h é a constante de Planck.
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1.2.1 Operador de Translagao

Considere uma combinagao linear e real dos operadores elementares escrita na

forma & A 2. Contruimos o operador de translacao da seguinte maneira:
. i
Te = exp <E EN i) : (1.36)

Uma consequéncia imediata desta defini¢ao é que To=1.0 operador de translacao
¢ unitario porque uma translacao na direcao —¢ representa um deslocamento na
direcao inversa, Tgl = T—E = Tg . Podemos separar as duas contribuicoes de ¢ e p,
isto &, § A& = £,q — §p. Porém, uma vez que os operadores ¢ e p nao comutam,

devemos aplicar a formula de Baker-Campbell-Hausdorff,
eAtB — A oB =3 [4.B] , (1.37)

sempre que [A,[A, B]] = [B,[A, B]] = 0. Ao aplicar esta identidade aos operadores

T, = e ®aP/h e Tgp = ¢rd/M encontramos
Tg = qu Tgp e Saép/20 — Tgp T&q B_igq &p/2h . (138)

Estas duas igualdades podem ser usadas para calcular a acao do operador de trans-
lacao nos autoestados de posicao, Tg[{}} = e (20+8)/h|g 1 ¢} ou momento, Tg\p) =
e~ %a@rH&)/Rp ¢ ) A partir das relagdes de ortogonalidade, calculamos os elemen-

tos de matriz

(¢"|Telq) = 6(& + ¢ — ¢") Sl Ha/2h, (1.39)
(' Telp) = 6(& +p/ — p') e el +2"/20, (1.40)

O trago do operador de translagao pode ser facilmente calculado com um dos ele-

mentos de matriz acima,

TrTe = 27h6(€) | (1.41)

onde usamos a expressao para a func¢ao delta de Dirac em duas dimensoes (A.1).
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O produto de dois operadores de translagao, em dire¢oes & e n arbitrarias, é
também um outro operador de translagao, a menos de um fator de fase. Para obter

o fator de fase aplicamos novamente a féormula de BCH (1.37),

A

T,y Te = Tyre ™/ (1.42)
Em geral, a composicao de muitos operadores de translagao,
Te, - Te, = Teygge, € Dnrr € &n)/h (1.43)
tem um fator de fase dado pela area simplética?

DoCr, &) = 5 (G A G+ (6 +E) At (64 Eu) ]
(1.44)

Em particular, temos a identidade
3T, Te = T, e /0 (1.45)

A expansao da tltima identidade em série de Taylor, em torno de n = 0, permite

deduzir (heuristicamente) a relagao
T (nAd) Te=nA(E+E). (1.46)
O efeito da operagao que aparece nas duas identidades (1.45) e (1.46) é simplesmente

deslocar o operador Z na direcao £ no espaco de fase.

1.2.2 Operador de Reflexao

Mostraremos nesta secao que o operador de reflexao no espaco de fase, com

respeito ao ponto X, é dado pela férmula integral

- 1

00 i .

— 00

2Esta fase é dada pela area do poligono de n+ 1 lados determinado univocamente pelo conjunto
de vetores &1, ,&p.
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A partir desta definicao verificamos que RE( = Ry. Em particular, o operador de
paridade Ry é o0 operador de reflexao com respeito & origem do espaco de fase, ou

seja,
1 oo

0

Desta defini¢ao podemos calcular que ]:23 — 1. A formula inversa de (1.47), é também

uma formula integral,

A 1 > 7 A
Destacamos a seguinte identidade (Tp = 1):
1 o - -
— | dXRy=1. (1.50)
mh J_o

Esta é uma possivel decomposicao do operador identidade.
O deslocamento do operador de paridade na direcao X é calculado quando

aplicamos a formula (1.45) na definigao (1.48). Com efeito:
RX :TX RQT)T( :TQX EO :éojﬂ,gx. (151)

As duas tltimas igualdades sao calculadas de maneira similar. Calcularemos a re-
gra de composicao de um operador de translacao Tg com um operador de reflexao
Ry. Para isto, usamos a tltima igualdade da equagao (1.51) e a composi¢ao dos

operadores de translagao (1.38),

RyTe=RoT oxTe = ¢ XM Ry )y (1.52)
Desta relagao, calculamos a ordem contréaria,

TRy = [Rx T ] = e Ry, (153)
O deslocamento do operador de reflexao na diregao &,

Te Rx T} = Rxe (1.54)
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¢ calculado com as composigoes (1.52) e (1.53). Mais ainda, verificamos que
Ry Ty Ry = T_¢ XXM (1.55)
A expansao em série da igualdade acima, em torno de £ = 0, resulta na identidade
RxiRy=2X -1, (1.56)

que é idéntica a propriedade classica correspondente. Nos falta calcular a regra
de composigao dos operadores de reflexao. Se usarmos as duas identidades, Ry =
I%o T,QX e RX/ = TQX/ Rg, o produto resultante ira valer RX/ ]A%X = TQX/ R(Q) T,QX =
TQX/ T,QX. Se juntarmos os operadores de translacdo com a composi¢ao (1.38),

chegaremos a seguinte regra:

}?X’ RX = 62iXAX//hT2(X/_X) . (157)
Para mostrar que o operador de reflexao ¢ idempotente, R%( = 1, basta colocar

X = X' na equacao acima. Isto também significa que o operador de reflexao é
unitério, Ry = }?E( = Ry.

Com a segunda igualdade em (1.51), calculamos a aplicagao do operador de
reflexdo nos autoestados de posicao, Ryl|q) = e2P@-9/12Q — ¢), e de momento,

éx\p) = = 2Q(P=p)/h 2P — p). Os elementos de matriz

(¢"|Rx|d) = 6(2Q — ¢ — ¢") e7Pld=a)/R (1.58)

"\ Rx|p') = 6(2P — p/ — p") QW /1 (1.59)
sao obtidos a partir das relacoes de ortogonalidade dos autoestados.

1.2.3 Representacao de Weyl

O operador de reflexao no espaco de fase, Ry = QZ:EX, é a transformada de

Fourier exata do operador de translagao Tg. Este conjunto de operadores tem as
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seguintes propriedades: formam uma decomposicao do operador identidade, veja a

equagao (1.50), e verificam a relagao de ortogonalidade
Tr [fzx fzxf} — 2ho(X — X') . (1.60)

Este trago é calculado a partir da composi¢ao de duas reflexdes (1.57), e do trago
de um operador de translagao, formula (1.41). Portanto, um operador arbitrario A
tem uma expansao da forma

1 ee R

A= — [ dX A(X) Ry (1.61)
2rh J_o

O operador A e mapeado numa func¢do das varidveis do espago de fases A(X),

conhecida como simbolo de Weyl. Este simbolo é extraido a partir do traco
AX) =Tt [RX A] . (1.62)

Ao invés de uma expansao em termos dos operadores de reflexdao, pode-se usar o
conjunto dos operadores de translacao. A relacao de ortogonalidade neste caso é
dada por

Tr [Tg TH — orhd(E — € . (1.63)
A expansio complementar do operador A fica na forma

~ 1 o0 ~
A= | acag 1o, (1.64)

e o simbolo correspondente é calculado pelo traco
A€) = Tr [T,g,ai] . (1.65)
As duas fungoes A(X) e A(§) estao relacionadas. As duas relagoes sao:

A() = = /oodXA(X) exp (%X/\g) , (1.66)

~2rh )

A(X) = %/::df/l(f) exp (%mx) | (1.67)
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A primeira igualdade é uma transformada de Fourier, e a segunda a transformada
inversa. O simbolo de Weyl de um operador hermitiano ¢ uma fungao real, [A(X)]* =
A(X). Em geral, a funcdo A(§) ¢ uma fungdo complexa que tem a propriedade
[A)]" = A(—€). Somente quando for uma fungao par, A(§) = A(—§), esta sera

uma funcao real.

1.2.4 Representacao Metaplética

Nesta secao vamos introduzir a representacao metaplética do grupo de matrizes
simpléticas definido em (1.8). Esta representacao é formada por uma familia de
operadores unitarios, chamados de operadores metapléticos. Mais detalhes sobre
este assunto podem ser encontrados em [18, 21-24].

Os operadores metapléticos MS sao exponenciais imaginarias de uma forma
quadratica do vetor . Nossa abordagem consiste em considerar a representacao de
Weyl (1.61) destes operadores, que pode ser construida a partir da fungao geratriz
de centro (1.29). O simbolo de Weyl deste operador, Ms(X) = 2Tr [Ms I%X], ¢ dado

pela seguinte funcao complexa:

Ms(X) = 20730 (EX-CX> (1.68)
S det(S+ 072 P AR | |

Usamos a parametrizagdo de Cayley (1.18), valida sempre que det (S +1) # 0. A

fase constante depende do indice v = v(S), que é calculado por meio da relagao
1
—arg det (S—1)=—v(S)+1 mod 2. (1.69)
T

A demonstracao desta férmula foi feita por de Gosson e pode ser encontrada no
artigo [23|. Existem dois valores de v para cada matriz S. Desta forma, o fator de
fase do simbolo de Weyl pode ser determinado a menos de um fator +£1. As duas
possibilidades de sinal refletem a seguinte relacao: existe um par de operadores

metapléticos para cada matriz simplética. Isto seré discutido no final desta sec¢ao.
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Na representacao de Weyl, o operador metaplético Mg tem uma expansao (1.61),
isto é,

A 1 o0 A
Mg = %/ dX Ms(X) Ry . (1.70)

No caso especial em que +iMy = 1, esta integracdo colapsa na decomposicio do
operador identidade (1.50).
No caso degenerado, det (S + 1) = 0, devemos usar a parametriza¢ao de Cayley
Cy definida em (1.25). Exceto quando det (S — I) = 0, o simbolo complementar é
dado por Mg(§) = Tr [MS T _¢]. Este simbolo é calculado através da transformada
de Fourier (1.66) do simbolo de Weyl Mg(X),
1 0

Ms(§) = o |

dX exp (% XA g) Me(X). (1.71)

Para resolver a integral acima precisamos completar um quadrado e usar a férmula

de Fresnel (A.12). O resultado desta integracao é dado pela fun¢ao complexa

Ms(§) = det (SZV_ I)|1/2 exp (—ﬁf- Cy f) ; (1.72)

e a expansao do operador metaplético em termos dos operadores de translacao as-
sume a forma
~ 1 o0 N
Vs = 5 | deMs(©) 7z, (1.73)
Destacamos o par de operadores +iM_| = RO, que estao relacionados com o operador

de paridade (1.48). O operador de paridade esta relacionado univocamente com a

matriz simplética —I, como pode ser visto em (1.56).
Unitariedade e a Covariancia Metaplética

Demonstraremos que os operadores metapléticos sao unitarios, ou seja, verificam
a igualdade Mg ML = Mg Mg = 1. Esta propriedade pode ser calculada usando a
representagao de Weyl (1.68),

1
(mh)?

Mg M§ = / dx’ / dX" Ms(X') M&(X") Rx: Rxn . (1.74)
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A composicao Ry Rxn = eX""X'/h TQ(X,,XH) ¢ calculada com a identidade (1.57).
Se usarmos as coordenadas X + £/2 para X” e X', respectivamente, conseguiremos

expressar a equacao (1.74) na forma

A det[I+JC > - > —2i
Ms Mg:—‘ ([wh)z I /Oodg Te /OodXe 2 XNHICTE/R, (1.75)

Na tltima equacao usamos que 2 |det (S +1)| 72 = |det(I+JC)|["/?. Note que a
integracao da coordenada X é uma representacao integral da funcao delta de Dirac

(A.1). Resta-nos usar a propriedade das fungées delta de Dirac,
Mg ML = |det [I+JC]| /Oodf Te 6(14+JCJ€) =1. (1.76)
Este resultado nos permite concluir que
Vi NI — NI g — 1. (1.77)

Para demonstrar que Mg Mg = 1, basta refazer novamente o percurso (1.74)-(1.76)
da demonstracao.
A covaridncia metaplética estabelece que Ms Ry Mg = Rsyx. Para demonstrar

esta propriedade vamos considerar o seguinte operador:
o A A 1 o0 ~ ~ A
Rsx Ms Ry = — / dX' Ms(X') Rsx Rx' Rx . (1.78)
™ —00

O produto dos trés operadores de reflexao que aparece dentro da integragao, a menos

de uma fase, € um outro operador de reflexao. Isto nos permite escrever
A A A 1 o0 ) , A
Rex Mg Ry = — / dX' Mg(X') e PsXXSX/M B nxxr (1.79)

A fase usada é determinada pela area D3 definida em (1.44). Com a mudanga de

variaveis X” = [S 4+ 1] X — X', poderemos reescrever esta igualdade como

. N 1 [ . .
Rsx Ms Rx = — / dX' Ms(X") Rx» = Ms. (1.80)
m —o
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Usando a unitariedade do operador metaplético, Mg Ms =1, e em seguida que um
operador de reflexdao ¢ idempotente, R% = 1, demonstramos a covariancia metaplé-
tica,

Ms Rx M{ = Rsx . (1.81)

Em especial, para X = 0 temos a identidade Ms R, Mé = Ry. Isto significa que

qualquer operador metaplético comuta com o operador de paridade,

[Ms, RO] —0. (1.82)

No caso dos operadores de translagao, Tg = }?5/2 Ro, podemos fazer a seguinte
manipulagao algébrica:

Vs T NIt — Nl Reja V1 o — Rseya Fo. (1.83)

Substituindo Tsf = ng /2 Ii’o na equagao acima, chegamos a covariancia metaplética

para os operadores de translagao,
Mg Te M = Tse . (1.84)

As relagoes (1.81) e (1.84) foram calculadas com o simbolo de Weyl, vélido sempre
que det (S + 1) # 0. As mesmas relagoes podem ser demonstradas com o simbolo
dado pela formula (1.72). Portanto, a covaridncia metaplética é sempre valida. A
identidade mais flagrante dos operadores metapléticos pode ser encontrada, heuris-
ticamente, quando fazemos a expansao em série da identidade (1.84) em torno de

¢ = 0. Desta expansao, encontramos a seguinte identidade:
M{iMs=Si. (1.85)

Esta relacao mostra a acao dos operadores metapléticos, isto é, realizam as trans-

formagoes canonicas lineares do vetor operador .
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Regra de Composigao

Considere duas matrizes S1,S,; € Sp e suas respectivas parametrizagoes de
Cayley C; e Cy. A composicao S3 = $1Ss € Sp também é uma matriz simplética
- veja a demonstragdo (1.9). Os operadores metapléticos correspondentes (pelos
subscritos) a estas trés matrizes sao Ms,, Ms, e Ms,. O fator de fase 7 definido
em (1.69) determina, a menos de um fator +1, uma representagdo unitaria de Sp,
ou seja,

Mg, = +Ms, Ms, . (1.86)

Uma vez feita a escolha deste fator de fase, a familia dos operadores metapléticos
constitui a representagcao metaplética do grupo Sp. Para completar o enunciado
desta representacao, devemos relacionar de forma correta os indices vy, v e v3.
Com a ajuda do subscrito k, escrevemos os simbolos de Weyl,

2 Z'ukfé sgn Cy, (
= exp
|det (S, + I)|/*

Ms, (X) 1x. CkX) . k=1,2,3. (1.87)

h

Note que C3 = J (S;S; — I)(S1S2 + I)~*. O indice v3 deve ser calculado por meio

da seguinte relagao [23]:
1
y3:y1+y2—§sgn(C1+C2). (1.88)

A ambiguidade na escolha do sinal aparece, de maneira explicita, quando extraimos
a raiz quadrada de um niimero complexo. Neste tese, vamos sempre escolher o corte

do plano complexo que fica logo acima do semi-eixo real negativo (A.5).

1.3 Aspectos Probabilisticos

A discussao inicial desta se¢ao vai mostrar como a relagao de incerteza de Hei-
senberg pode ser formulada em termos de uma desigualdade matricial [25-27|. Neste
contexto, aproveitamos para definir as matrizes de correlagao de um estado quéantico.

A segunda parte desta se¢ao é dedicada integralmente a func¢ao de Wigner |28, 29|.
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1.3.1 Matrizes de Correlacao

Um estado arbitrario, nao necessariamente puro, é descrito por um operador
densidade. Um operador densidade deve ser um operador autoadjunto e positivo,
pt = p >0, e também normalizado Tr p = 1. O valor esperado de um observavel A

pode ser calculado por meio do traco de operadores,
(A)zTr[,aA} . (1.89)

O desvio de seu valor esperado, 64 = A — ( A), permite nos definir o desvio padrao

AA,

AA? = ((§A)?) = (A%) — (A). (1.90)

De forma quantitativa, a maior parte dos resultados da observacao do operador A
estao concentrados no intervalo (A) + AA. Para um par de observaveis A e A’,

definimos a covariancia

~

Cov(A, A= = ({6A, 64" Y)Y == ({A, A'}) — (AY(A), (1.91)

1
2

DO | —

onde usamos o anti-comutador entre os operadores, {121, A } = AA + A’ A. Note

que a variancia AA? é um caso particular da covariancia para A = A’.

Considere um estado p que verifica Ap, Ag < oo. Neste caso o vetor médio (Z )

esta bem definido, assim como a matriz de correlacao o € R?x R?, dada pela relacao
th A oh oaT
Q+5J:Tr[p5:v5x | >o0. (1.92)

Para demonstrar a desigualdade, note que uma combinacao linear das componentes

do vetor 0% verifica a seguinte desigualdade:
Tr([p(X-02)*] =X -Tr[pézoz’ | X >0. (1.93)

Para que a forma quadratica seja positiva é necesséario e suficiente que a matriz

da forma quadratica seja positiva, Tr [ﬁ 0T (%T] > 0. Destacamos que quando
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somamos a desigualdade (1.92) com o seu conjugado hermitiano, mostramos que a

matriz de correlagao ¢ uma matriz positiva,
0>0. (1.94)

A partir da igualdade em (1.92), podemos encontrar os elementos da matriz de
correlagao. Com a relagao de comutagao, [dp, d¢| = ih, temos explicitamente

- Ap? ({0p.04})/2
Q‘( ((85,64))/2 A ) (1.95)

Desta maneira, vemos que a matriz de correlacao é simétrica, o! = o. Os valores
esperados contidos na matriz (1.95) aparecem de forma simétrica nos operadores
candnicos. Quando calculamos o determinante da defini¢ao (1.95), obtemos a se-

guinte desigualdade:
d 1z A2A2——1 dp, 6G )2 1/2>— 1.96

Sempre ¢é possivel colocar a matriz de correlagao numa forma diagonal porque a
matriz o é simetrica. Escolhendo uma base conveniente, em que OO’ é uma
matriz diagonal,

ApQAg > —. (1.97)

h
2
Esta é a relacao de incerteza de Heisenberg do par candnico. A diferenca entre
este enunciado e aquele em (1.96) se deve a presenga das correlagoes entre posigao

e momento. As correlacoes podem aparecer mediante uma transformacao canonica

linear da matriz de correlagao (1.92),
h h
S[gﬁ’?d} ST:SQST+%J20. (1.98)

Usamos na desigualdade acima a condi¢io simplética (1.10), SJST = J. A relagao

de incertezas na forma matricial é independente da base.
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1.3.2 Funcao de Wigner

Uma maneira de representar um estado quantico no espago de fase é utilizar a
fungdo de Wigner [28|. Esta fun¢ao é uma das ferramentas mais comuns que sao
utilizadas para investigar o limite semiclassico dos sistemas quanticos. Vale a pena
comentar que a fun¢ao de Wigner pode ser medida no laboratorio [30-32].

A fungao de Wigner de um estado p pode ser calculada como o valor esperado

do operador de reflexao [33, 34],

W(X) = % Tr [ﬁéx} . (1.99)

Se usarmos a relagao de ortogonalidade dos autoestados |q), e o elemento de matriz
(1.58) do operador de reflexao, encontraremos a expressao familiar da fungao de
Wigner em termos dos elemento de matriz de p na representagao de coordenadas,

W(X) ! /oodse—2isp/h<Q—s|p|Q+s>. (1.100)

- — -
No caso de um estado puro, em que p = |[)¢|, podemos definir a fungao de onda
¥(q) = (q|v) e a sua transformada de Fourier ¢(p). As densidades marginais de
probabilidade [dPW(X) = [¢(Q)] e [dQW(X) = |¢(P)|?, sio calculadas por
meio de uma integracao.

Um estado pode ser representado pelo operador densidade p (no espago de
Hilbert) ou pela fungao de Wigner (no espaco de fases). As duas representagdes
contém a mesma informacao sobre o estado. Isto fica mais claro quando usamos a
representagao de Weyl (1.61),

p:/deW(X) Ry (1.101)

A normalizagao da distribuigao (1.99) segue da decomposi¢ao do operador identidade
(1.50),
/ AXW(X)=Tr[p]=1. (1.102)

[ee]
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A pureza de um estado, P = Tr[p*], pode ser expressa em termos da fungao de
Wigner,
P =2rh / dX WX <1. (1.103)

—00

A igualdade é valida quando o estado é puro.

A fungao de Wigner enunciada no paragrafo anterior permite-nos tratar a me-
canica quantica como uma teoria estatistica no espaco de fases. A func¢ao de Wigner
deve ser chamada de distribuicao de pseudo-probabilidades porque esta pode assumir
valores negativos. De fato, esta se encontra no intervalo —1 < rAW(X) < 1. A
partir da distribui¢ao de pseudo-probabilidades W (X) extraimos o valor esperado
dos observaveis. Para ser mais especifico, o valor esperado de um operador A, cujo
simbolo de Weyl correspondente vale A(X) = 2Tr[A Rx ], é calculado da seguinte

maneira;:

(A) = /_de W(X)A(X). (1.104)

o0

Esta equagao é analoga ao calculo dos valores esperados na teoria estatistica da

mecéanica classica.

Estados Gaussianos

No préximo capitulo iremos analisar os estados de incerteza minima. Sera

conveniente definirmos a funcdo gaussiana padrao®

1 1

G(X) = 3 P (—5 XQ) : (1.105)

A fungao de Wigner de um estado gaussiano arbitrario fica completamente deter-
minada por um vetor médio, (%) = z = (?,Q)7, e por uma matriz de correlagao,
0. Neste caso, a fungao de Wigner pode ser escrita em termos da nossa gaussiana
padrao,

G(X —2)=[deto] *G (07X — 2]) . (1.106)

3Por simplicidade usaremos a notacdo X? = X - X = P2 4+ Q2 para o produto escalar.
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Se calcularmos a pureza (1.103) desta distribui¢do, encontraremos que

P(o) = 27h /_oodX [Gﬁ(X—z)f: Zﬁg <1. (1.107)

O valor da pureza P(p) de um estado gaussiano é calculada como a razao de duas
dreas: A éarea do espaco de fase ocupada pelo estado, A, = \/det g, e a area de uma
célula do espago de fase, h/2. A desigualdade da formula (1.107), estabelece que
A, > h/2. Logo, a fungiao de Wigner gaussiana G /5 (X — Z) que representa um
estado puro tem uma matriz de correlagao que verifica v/det ¢ = i/2. Do contrario,

o estado nao é puro. Este enunciado estd de acordo com a relacao de incerteza

(1.96).
Dinamica Quéantica de um Sistema Isolado

No nivel quantico, a dinAmica do operador densidade de um sistema isolado é
determinada pela equagao de von Neumann. Para um dado operador hamiltoniano,

H (t), a equagdo ¢é a seguinte:

~

/3:—% [H(t), p} . (1.108)

gl

Nao é dificil de verificar que esta equacgao implica na conservagao da normalizagao
(1.102) e também da pureza (1.103), isto &, P = 0. A solucdo formal desta equacdo,

pr = U, Po Uj, pode ser escita com o operador de evolugao

N . t
U, =T exp (—%/ H(t’)dt’) . (1.109)
0

O operador de ordenamento temporal estabelece, para dois operadores H(t') e H(t)
em que t' < t, a maneira na qual a composicao deve ser ordenada, T’ [H () H }
H(t)H().

No espaco de fase, a evolucao da funcao de Wigner é determinada por uma
equagao diferencial parcial (EPD). Esta EDP, a equa¢ao de Wigner-Moyal |20, 28],

¢ calculada a partir da equag@o de von Neumann (1.108). Com o simbolo de Weyl do
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operador hamiltoniano, H(X,t) = 2 Tr [H(t) Rx ], esta EDP pode ser escrita numa
forma compacta

) 2 h ,
aWt(X) = ﬁ sen <§VX’ /\VX) H(X,t) Wt(X> X/:X’ (1110)

ou de maneira equivalente, como a soma de duas contibuigoes,

% W,(X) = Vx Wy(X) AVx H(X,t) + [H(X,t), Wi(X)]. (1.111)

A primeira contribuicao é dada pelos colchetes de Poisson, como na equagao de
Liouville (1.7). A segunda contribui¢do, chamada de colchetes de Wigner-Moyal, é

definida por meio da série

[H(X,t), W(X)] =) ?/?1 (Vx AV )T H(X 1) W(X) L (1112)

Esta série contém derivadas de ordem ctbica ou maior. Em um sistema hamilto-
niano em que H(X) = X - Hy X, os colchetes de Wigner-Moyal nao contribuem
e a evolucao quantica coincide com a evolugao cléssica. Neste caso, a evolucao é
dada por uma transformacgao canonica linear e o operador de evolugao (1.109) é um
operador metaplético. Em virtude da propriedade ciclica do traco e da covariancia

metaplética (1.81), pode-se verificar que
1 Ar A A
WiX) = — Tr [,60 U Ry Us, | = Wo(S7'X). (1.113)
T

Esta relacao é conhecida como covaridncia metaplética da fungao de Wigner. Nestes
sistemas em particular, é suficiente conhecer a matriz simplética S; para calcular a

evolugao da fungao de Wigner W, (X).
Funcgao Caracteristica

Em alguns casos, pode ser mais facil calcular a func¢do caracteristica de um

estado p do que a funcao de Wigner. Por esta razao, é comum definir a fungao

x(€) = %Tr [ﬁf—g] , (1.114)
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que ¢é a transformada de Fourier da fun¢ao de Wigner (1.66),

(&) = ﬁ/_idX W(X) exp (%X/\g) . (1.115)

Devemos ter 2wh x(0) = 1 para garantir a normalizagdo. A expansdo em série do
operador de translagao na equagao (1.114), contém todas as médias ( (EAZ)™ ) porque
2rhx(§) =1 —i(ENT)/h+---. Por exemplo, o gradiente da fungao caracteristica
fornece o vetor médio [29]
N : 0
() =1ih | 2rh — x(&) , (1.116)
/3 £=0

e a matriz hessiana fornece a matriz de correlagao (1.95),

0? ] ?
o=hJ | 2nh—— x(&) — | 27h = x(&) J. (1.117)
o€’ O€ »
O operador densidade, na base dos operadores de translacao, é expandido como
=5 | dex© (1.115)
P onn o X ¢ '

Esta expansao é possivel por causa da representacao (1.64).



Capitulo 2

Superposicoes entre
Estados de Incerteza Minima

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de estado de incerteza minima, e a
sua relagao com os estados coerentes de um oscilador harmonico. Na tltima segao,
investigam-se as superposicoes quanticas entre dois estados de incerteza minima de
uma mesma familia. No final do capitulo, encontra-se o primeiro resultado desta
tese: a superposicao entre um par de estados de incerteza minima arbitrarios. Esta
formula é imprescindivel para uma das aproximagoes semicléssicas que utilizaremos

nos proximos capitulos.

2.1 Oscilador Harmonico

O operador hamiltoniano que determina a dindmica de um oscilador harmonico

de massa m e frequéncia natural de oscilacao w é o seguinte:

A 1 mw
HO" = —p? 4+ — @ 2.1
5 (2.1)

O periodo das oscilagoes vale T' = 2w /w. A evolugao do par canénico de operadores

(na representagao de Heisenberg), &, = S &y, é¢ dada pela matriz simplética

oH cos wt —mw senwt
= . 2.2
Si ( senwt /mw coswt ) (2:2)
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Esta evolugao é idéntica a evolugdo classica porque o operador (2.1) é uma forma
quadratica. Na representacao de Schrodinger, a evolu¢ao de uma func¢ao de onda
1o(q") pode ser calculada com o propagador do oscilador harménico,

Ui(q) = / dq' U™ (¢, 4") ¥old') , (2.3)
onde UP"(q,q') = <q\e‘itﬁOH/h\q’> ¢ dado pelo elemento de matriz do operador de
evolugao. Este operador ¢ um operador metaplético, e sendo assim, o propagador

UP"(q,q') ¢ uma exponencial quadratica nas variaveis ¢ e ¢/,

U (q,q) = [%]W exp (% [(¢* +¢") coswt — 2q<1’}) . (24)
Note que existem singularidades para angulos wt = nw. Neste caso é necessario
calcular o limite apropriado [24]. A raiz do ntimero imaginério puro que aparece
no fator constante deve ser extraida no corte do plano complexo determinado em
(A.5).

Uma combinagao linear complexa do par de operadores elementares p e ¢ pode

ser escrita em termos de Z como um produto simplético, equacao (1.4). Por exemplo,

para o operador de aniquilacao

. mwA_F, 1 ~ (25)
a = _— 1 —— .
on ! \/2hmwp

devemos escolher o vetor complexo

oo (Y. o

Em termos deste operador, a hamiltoniano (2.1) fica:

~

- 1
HO" = hw | a'a+ 5 (2.7)

Assim os autoestados do operador afa sio também autoestados de energia. Os

autoestados de H°" sdo denotados por |n):

HO" |n) = hw [n + H In) . (2.8)
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Os autoestados |n) formam uma base ortonormal, (n'|n) = §,,. As regras algébricas

usuais do operador (2.5) e seu conjugado hermitiano sao:

alny =+nn—1), alo)y=0, (2.9)
atln) =vn+1|n+1), (2.10)
[a,a"] =1. (2.11)

O estado fundamental do oscilador harmoénico, n = 0, é também chamado de estado
do vdcuo, uma expressao importada da otica quantica usada para designar o estado
de um campo eletromagnético quantizado com nenhum féton.

O valor esperado do vetor &, para um dos autoestados |n) do operador hamil-

toniano H°" | pode ser calculado com as regras (2.9) e (2.10),
(n|zln) =0. (2.12)

A partir desta observacdo, pode-se demonstrar com as regras (2.9) e (2.10) que a

matriz de correlagao (1.95) é diagonal,

0°"(n) = [2n +1] ( hmé”/Q h/;mw ) . (2.13)

Na equagao acima vemos que ¢°*(n) é proporcional a matriz de correlagao do estado
fundamental do oscilador harménico. Os elementos diagonais da matriz ¢°”(0) sao
as dispersoes Ap?(0) e Ag?*(0) do estado |0). A auséncia dos elementos fora da
diagonal significa que nao existem correlagoes entre posicao e momento. Adotaremos
a seguinte definicao:

o= QOH(O):< % 0 ) . (2.14)

0 o
Destacamos o fato de que esta matriz verifica a igualdade da relagao de incerteza

(1.96), Vdet 02 = fi/2, ou seja, o estado fundamental do oscilador harménico ¢ um

estado de incerteza minima. Mais ainda, a matriz (2.14) tem a seguinte propriedade:

gal =JoJ’. (2.15)
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Note a semelhanca desta propriedade com a condigao simplética (1.10). Isto nos
permite dizer que a matriz o = \/h_/2 S,.. é proporcional a uma matriz simplética
que realiza uma mudanca de escala.

Na sequéncia, calcularemos a funcao de Wigner do estado do vécuo. Para
isto precisamos do elemento de matriz (0] Tx |0). Se usarmos o nimero complexo
n = a N\ X, o operador de translacao pode ser reescrito em termos do operador a,
de maneira que Tx = ! X#/h — end'=n"a  Com a formula BCH (1.37) e @]0) = 0,
encontramos

(0| T 0) = (0] 7 e~ @ |0) e 1I*/2 = ¢=F/2 (2.16)

O elemento de matriz do operador de translagao, como funcao de X, é a funcao

gaussiana
. 1
(0| Tx |0) = exp <—§ [a—lx}z) : (2.17)
A matriz da forma quadratica é dada pela matriz (2.14). Com o produto de opera-

dores (1.51), Rx |0) = Thx Ry |0) = Thx |0), encontramos o elemento de matriz
(0] Rx 0) = (0] Tox [0) = mh Go(X), (2.18)

que pode ser escrito em termos da fungdo gaussiana (1.106). A funcao de Wig-
ner (1.99) do estado do vacuo, W (X), é proporcional ao elemento de matriz do

operador de reflexao (2.18),

Wioy(X) = Wi exp <—% [a—lx]g) . (2.19)
Portanto, a funcao de Wigner do estado do vacuo é uma gaussiana centrada na
origem do espaco de fase que tem uma matriz de correlacao o2. A relacdo entre a
fungao Wy (X) e a sua matriz de correlagao ¢é calculada com a férmula (1.104),

o / T AX XTX Gy (X). (2.20)

[e.9]

Esta matriz verifica a igualdade (1.107), ou seja, o estado do vacuo cobre uma area

do espago de fase igual a h/2.
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2.2 Estados Coerentes

Nesta secao discutiremos a teoria dos estados coerentes. Uma compilagao de
artigos relacionados aos estados coerentes e suas aplicagoes é encontrada no livro
de Klauder e Skagerstam [35]. Os estados coerentes sao definidos de trés maneiras
equivalentes. A maneira mais intuitiva é gerar um estado coerente simplesmente
deslocando o estado do vacuo da origem para um ponto qualquer do espaco de
fases. De forma equivalente, um estado coerente é um autoestado do operador de
destruigao no qual o autovalor € um niimero complexo (o operador de destrui¢ao nao
¢ hermitiano). Podemos também definir um estado coerente como o estado quantico
que minimiza a relacao de incerteza de Heisenberg.

Considere um vetor coluna z = (2, Q)T. A translagao do estado |0) localizado

na origem para um ponto Z do espaco de fase representa o estado coerente
|z) =T|0) . (2.21)

O valor esperado do operador de reflexao, para um estado coerente, pode ser calcu-

lado por meio do deslocamento (1.54),
(z|Rx|2) = (0|T} Rx T2|0) = (0|Rx_2|0) . (2.22)

Usando a funcdo gaussiana (2.18), calculamos a fungao de Wigner (1.99) do estado

coerente |Z),

Wiz (X) = win exp (—% (071 (X - z)f) . (2.23)

Um estado coerente é representado no espago de fases por uma funcao gaussiana
centrada no ponto (&) = Z. A matriz de covariancia do estado coerente também &
a matriz o2. O proprio estado do vicuo faz parte do conjunto dos estados coerentes,
para Z = 0.

O produto interno entre dois estados |Z) e |Z') pode ser manipulado usando a

composicao (1.42) dos operadores de translagao,

(Z|2) = (O|T] T2|0) = {0|T5-[0) &' ="=/2". (2.24)
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O elemento de matriz do operador de translagao, formula (2.17), pode ser expresso

em termos da gaussiana padrao (2.18),
(Z|z) = nhG, ([z — Z]/2) eZNF/%h, (2.25)

Esta formula mostra que os estados coerentes nao sao ortogonais entre si. Somente
. .. 2
quando Z e Z' estiverem suficientemente separados que teremos |(Z'|Z)|” — 0, ou

seja, os dois estados passam a ser quase ortogonais.
Autoestados do Operador de Destruicao

Podemos mostrar que o estado coerente (2.21) é um autoestado do operador
de destruicao a, definido em (2.5). Se usarmos a unitariedade dos operadores de

translacao, T, T; = 1, encontramos a igualdade
a|z)=aTs|0) =T» [T;omi Tz] 10) . (2.26)

O produto de operadores dentro do colchetes acima resulta em um deslocamento do

vetor & na dire¢ao 2z, propriedade (1.46),

~

ilz)=T; [aAN(@E+2)]|0) =T [a+aAz]|0). (2.27)

Na tltima igualdade usaremos a equagao (2.9), i.e., o estado do vacuo é um auto-

estado do operador de destruigao, a|0) = 0. O resultado ¢ a condigao de autovalor
alz)y=aNz|z). (2.28)

Portanto os estados coerentes sao autoestados do operador de destruicao com um
autovalor igual & o A Z. Note que o valor esperado do operador hamiltoniano

(z|HO"|Z) = |a A Z|* aumenta conforme afastamos o estado |Z) da origem.
Conjunto de Estados Supercompleto

O conjunto dos estados coerentes forma uma base supercompleta, ou melhor,

decompde o operador identidade. A expansdo do projetor |Z)Z| em termos dos
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operadores de reflexao, calculada por meio da representacao de Weyl (1.61), é a
seguinte:

12)(2] = 2 / T AX G (X — 2) By (2.29)

o0

Considere a integracao deste projetor,

/_ Tz |Z)(z| = 2 /_ de /_ :dZ G.(X — 2) Ry . (2.30)

A funcao G, (X — 2) esta normalizada, e por causa disto a integragdo em z vale 1. O
operador de reflexdo decompoe o operador identidade, formula (1.50). Resolvendo

as duas integracoes, demonstramos a seguinte identidade:

o0

— d =1. 2.31
omh | z|z) 2| (2.31)

Como consequéncia desta decomposicao, tem-se a possibilidade de representar um
estado qualquer em termos do conjunto dos estados coerentes. Um estado |¢)) pode
ser escrito como uma superposicao linear dos estados coerentes,

1 [e.e]

=55 |

dz(z|Y) |Z) . (2.32)

Conjunto de Estados com Incerteza Minima

Os estados gaussianos que verificam a igualdade da relagao de incerteza (1.98)
formam um conjunto incontéavel. Um estado deste conjunto é construido quando
aplicamos um operador metaplético no estado do vacuo Ms |0) e em seguida o des-

locamos para um ponto Z do espago de fase,
12, S) = T Mg |0) . (2.33)

O elemento de matriz diagonal do operador de reflexao é calculado como na férmula

(2.22), (z;S|Rx|2;S) = (O]Mg Rx_z Ms|0), e com a covariancia metaplética (1.81),

(2;S|Rx|2;S) = (0| Rs-1x_7|0) = Th G, (ST'[X — 2]). (2.34)
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Na tltima igualdade usamos a fungao gaussiana (2.18). Portanto, a fun¢ao de Wig-

ner do estado (2.33) ¢ também uma funcdo gaussiana,

1

Wias(X) = 25 xp (=3 [(82)(x = 2)2) (2.3

A matriz de correlacao deste estado gaussiano, So? ST, é uma transformacao sim-
plética da matriz de correlagdo do estado do vacuo (2.14). A matriz simplética S
preserva area no espaco de fase porque det [S ST] =1, equagao (1.12). Isto garante

que a matriz de correlagao

Vdet[So28T] = Vdeto? = g’ (2.36)

continua a representar um estado de incerteza minima, embora possam conter cor-

relacoes posi¢ao-momento. Uma outra propriedade é a seguinte:
= SoST = My ety 2.37
0s =805 =50 os J. (2.37)

A demonstragao é feita usando (2.15) e a condigao simplética (1.10). A identidade

(2.37) demonstra que \/2/hos ¢ uma matriz simplética.

2.3 Propagador Semiclassico

Uma aproximacao para a dinamica semiclassica dos estados coerentes pode ser
elaborada com base na aproximagao de orbitas adjacentes (1.14). Esta anéalise semi-
classica foi feita por Heller [36, 37| para os pacotes de onda gaussianos de incerteza
minima, isto é, para as fungoes de onda dos estados coerentes na representacao de
coordenadas. Uma década depois, Littlejohn [38] estendeu o trabalho de Heller,
deduzindo uma féormula para o propagador semiclassico na AOA (independente de
base).

Considere a evolugao de um estado coerente inicial |Z) sob a agdo de um ope-

rador hamiltoniano H (t). A solugao formal deste problema é escrita em termos do
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operador de evolugao (1.109),
n(2)) = U] 2). (2.38)

A aproximagao AOA consiste em fazer a expansao em série de Taylor do simbolo
de Weyl do operador hamiltoniano, H;(X) = 2Tr [H(t) Rx], ao redor da trajeto-
ria classica Z;, guardando os termos até ordem quadrética. A quantizacao desta
expansao resulta em um polindémio da forma

HON24) = Hy(Z0) + 2o N [3 — 2] + % [& = 24] - Hi(2) [2 = 24] . (2:39)

A orbita cléssica Z; do centro do estado gaussiano é a solu¢ao das equagoes de
Hamilton (1.5). O escalar H;(Z;) ¢ o simbolo de Weyl calculado na trajetéria z;.
A matriz da forma quadratica H,(Z,) é a matriz hessiana (1.16) do simbolo de
Weyl. Nesta aproximacao, o operador de evolugao é calculado a partir do operador

hamiltoniano H;*°*(z,),
- -
U z) =T exp <_% /(; dt' ;oA(Zt/)) ) (2.40)

Comparado U{‘OA(Z) com Uy, vemos que o propagador semiclassico tem uma depen-
déncia explicita com o vetor Z. A propagacao semicléssica do estado coerente pode

entao ser escrita como

e (2)) = [ (2)) = Ui (2) | 2). (2.41)
O estado |7/°*(2)) ¢ uma aproximacao semicléassica da evolugao exata |y(2)). O

resultado desta evolugao é mostrado no diagrama 2.1. O estado gaussiano centrado
no ponto z é deslocado para o ponto z;. O propagador semiclassico preserva a
forma gaussiana ao longo da evolugao.

O propagador semicléssico definido em (2.40) tem uma interpretacao geométrica
simples. Foi apontado em [38] que o operador U%4( ) pode ser colocado na seguinte
forma:

UtAOA(Z) — i H(2)/h th MSt(Z) ’_fg (2.42)
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Figura 2.1: Diagrama que mostra a evolugao linear da fun¢ao de Wigner de um
estado gaussiano no espago de fase. O estado inicialmente centrado em Z termina
no ponto Z;, sendo que a linha tracejada representa a orbita classica. A dinéamica
linear produz um outro estado gaussiano.

Este propagador estabelece uma sequéncia de operagoes que devem ser feitas no
estado inicial. A primeira operagao desloca o estado |Z) para a origem do espago
de fase, T1|z) = [0). Em seguida, o estado do vécuo |0) sofre uma transformacéo
metaplética, Mst(z) |0). Por fim, este ultimo ganha uma fase adicional I}(2) e é
deslocado para a trajetéria classica Z;. Cada um dos parametros envolvidos no
operador (2.42) sao calculados a partir de equagbes de movimento. O centro do

estado Z,; é a solucao das equacgoes de Hamilton

z=JV,H(2), (2.43)
e a matriz simplética S;(2) é solugao da equagao

S, =JH,(z,) S;. (2.44)

A dinadmica linear da matriz S;(2) determinada pela equagao acima revela a maneira

com que a aproximagao mantem a forma gaussiana do estado. A funcao [;(2) ¢ uma
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fase dinamica, que obedece a equacao de movimento
A solugao desta equagao pode ser escrita como

1 Z¢ t
n(z)zg/ X/\dX—/U dt' Ho(Zy). (2.46)
Z

Cada sistema tem um tempo caracteristico no qual a dindmica pode ser bem
aproximada pelo propagador AOA. Isto pode ser justificado porque utilizamos um
estado gaussiano com incertezas de tamanho comparéavel com a escala quantica, o, ~
op ~ Vh. Portanto, deve levar um certo tempo para que a dinamica passe a distorcer
o estado. O propagador semiclassico (2.40) é idéntico ao propagador quantico (1.109)
somente quando o operador hamiltoniano for um polinémio quadratico, H (t) =

GANT+z-H 2/2.
Mapas Quanticos

Nesta secao, calcularemos o propagador semiclassico associado a um mapa quan-
tico [39]. Consideraremos apenas certos mapas que derivam de hamiltonianos “chu-

tados”, isto é, com forcas impulsivas:
1 o
H(t) = 5@ Hod + V() ; 5(t —n7) | (2.47)

onde Hy é uma matriz real e simétrica e V(&) denota uma uma fungao do vetor
Z. O operador de evolucao pode ser separado em duas contribui¢oes, uma para a
dinamica linear e outra para o chute. Desta forma, os estados imediatamente antes

do pulso n + 1 e n, respectivamente, estao conectados pela formula de recorréncia

[thni1) = Uplthy) = Mg, e V@M | (2.48)
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obtida integrando diretamente a equagao de Schrodinger [40]. Utilizamos nesta

equacdo que o operador de evolucio e~ #Ho#/2h — Mo ¢ o operador metaplético

que realiza a transformacdo simplética S, = e™Ho,
O propagador semiclassico para um estado coerente |2), equagao (2.42), é cal-
culado a partir da aproximagao do operador de evolugao (2.48). O resultado da

propagacao quantica

(2)) = Un|2) = |U:]" [ 2) (2.49)
pode ser aproximado com o propagador semiclassico,

1 (2)) = 1204 (2)) = U | 2). (2.50)

n
Para usar a propagacao AOA devemos primeiro obter a érbita classica. Nestes
sistemas, a integracao das equagoes de Hamilton resultam em mapas dindmicos.
Com o simbolo de Weyl do operador (2.47), encontramos as equagoes de movimento

z=JH Zt+JV’(Zt)§:5(t—m') . (2.51)

n=0
Denotamos o gradiente como V'(z;) = V;V(2;). Vemos que a trajetoria consiste
de uma dinamica linear, exceto nos instantes de tempo n7 no qual a particula re-
cebe um impulso instantaneo. Entre dois pulsos consecutivos, a dinamica é dada
por uma transformacao simplética S,z = e™H z. O mapa dos impulsos sdo calcu-
lados quando integramos as equacoes de Hamilton entre os instantes t4 = n7 + ¢,

imediatamente depois/antes do n-ésimo pulso,

2(t) — 2(t) = JHq / itz JV(B(EY) (2.52)

No limite em que ¢ — 0, a integral que resta na ultima igualdade se anula, de

maneira que
Z(ty) =2zt ) +JV'(2(t)) . (2.53)

A composigao do pulso seguido da transformagao simplética, resulta no mapa

Zopr =€ [z, +JV'(2,)] . (2.54)
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Esta é a trajetoria classica escrita como uma féormula recursiva, ou seja, aquela que
conecta os pontos Z,,1 € Z,, imediatamente antes do pulso n + 1 e n, respectiva-
mente. O ponto inicial Zy = Z deve ser a posicao do centro do estado coerente. A

equagao de movimento da matriz simplética (2.44) é a seguinte:

S=J|Hy+V(z) id(t —nT)

n=0

S. (2.55)

A dinamica desta matriz, tal como a da trajetéria z,, consiste de uma dinamica li-
near com impulsos instantaneos em n7. Quando integramos esta equagao no tempo
entre os instantes t+ = n7 £ ¢, imediatamente depois/antes do n-ésimo pulso, en-

contramos que
S(ts) — S(t_) = JHo /t+ dtS(t) +JIV(z(t)) S(t). (2.56)

Ao calcularmos o limite € — 0, vemos que a integral do lado direito desta igualdade

se anula,

S(ty) = [T+ JV(2(t_))]S(t.). (2.57)

Entre dois pulsos consecutivos teremos S(t,.) — ™™ S(¢, ). Portanto, a composicio
nos leva ao mapa

Sni1 =€ [I14+JV(z2,)] Sn, (2.58)

com a condicao inicial adequada Sy = 1. Este mapa estabelece a maneira de calcular
a matriz simplética S, 1, imediatamente antes do pulso n + 1, a partir da matriz
S,,, imediatamente antes do pulso n. A fase dinAmica é calculada segundo a férmula

(2.46),

n

F= Y| 550 VaVia) - iz | (2.59)

n'/=0

O propagador semiclassico definido em (2.50), pode finalmente ser escrito na forma

U:OA — eiFn(Z)/h TZn Msn(Z) Tg . (260)
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A regra de composi¢ao (1.86) dos operadores metapléticos deve ser aplicada na
equagao acima para calcular Msn. Este operador foi construido com a expansao em

série do potencial V(&) contido na equagao (2.48).

2.4 Superposicoes Quanticas

O objeto de estudo desta segao é um estado puro construido como uma super-
posicao entre dois estados de incerteza minima. Esta analise permitira determinar
o padrao de interferéncia da funcao de Wigner deste estado. A férmula para a
superposicao entre dois estados do tipo (2.33), serd usada no proximo capitulo na

elaboracao de uma aproximagao semicléssica sem singularidades.

A
P

Figura 2.2: Diagrama da superposicao entre dois estados gaussianos de incerteza
minima centrados em Z.. Sao mostrados o centro X e a corda (.

Em todos os casos que serao analisados, os dois estados gaussianos estarao
centrados nos pontos Z;. A notacao escolhida nos ajuda a definir o centro X e a

corda ¢ por meio da relagao implicita

o1
ze =X £5(. (2.61)
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Veja na figura 2.2 o esquema que mostra o centro e a corda de uma superposicao

entre dois estados gaussianos.

2.4.1 Interferéncias Quanticas Simples

Analisaremos uma superposicao de dois estados coerentes (2.21), com centros

localizados nos pontos Zy € R? do espaco de fase,
Z) = T, 10). (2.62)
Usaremos um estado puro que é uma superposicao de dois estado coerentes da forma

_ L
)= = (alz) +b12.)) (2.63)

onde os coeficientes a,b € C sao nimeros complexos arbitrarios. A constante de

normalizacao que deve ser usada vale
N = |af’ + |b]* + 2Re [ab* (z_|2,)] . (2.64)

Para determinar esta constante devemos usar a formula (2.25) da superposi¢ao entre
dois estados coerentes, (Z_|2,) = mhGy((/2) e NX/2R,
A funcao de Wigner do estado puro considerado é dada pelo seguinte elemento

de matriz:

Wiag(X) = - (2IRx|). (2.65)

Ao substituir nesta formula o estado puro (2.63), notamos que existem quatro con-

tribuigoes distintas,

1 . R
Wia(X) = —== | af* (2| Rx|2:) + b (5| Rx| 2-) |
2

ThN

+ Re [ab*<z,uizx|z+>] . (2.66)

Os dois termos diagonais, (Z.|Rx|2:) = ThGy(X — 24), sio duas funcoes gaussi-

anas (2.23). Em contrapartida, os outros dois termos, (Zi|Rx|2:), sio complexos
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conjugados um do outro. Este elemento de matriz cruzado é calculado com a compo-
si¢ao entre operadores de reflexao e de translagao, formulas (1.52) e (1.53). Destas
propriedades resulta que

1

_ 7 ~
%X/\C—kﬁC/\X) (0|Rx_x|0). (2.67)

(5. |Rx|Z) = exp (

Passamos a usar o centro e a corda definidos em (2.61). Usando a férmula (2.18)
para o elemento de matriz (0] Ry_«|0), obtemos

0

(z_|Rx|2y) = mh exp (2h

)‘(/\Q+%§/\X) Go(X — X). (2.68)
Assim, a func¢do de Wigner (2.66) pode ser escrita como

Wia(X) = 5 [laf* GolX = 2) + b Gy (X - 2.)]

2 i o
+ 57 Go(X = X) Re [ab*e”XAC/%HCA(X’X)/h] . (2.69)

Observe que o termo de interferéncia esté centrado no ponto X do espaco de fase. A
frequéncia das oscilagoes depende da magnitude da corda |(| /A, ou seja, da distancia
entre os centros dos estados | Z.).

Pode-se interpretar o termo linear que aparece na exponencial imaginéria da
formula (2.69), S(X) = ( A X, como a fungao geratriz (1.32) que realiza a trans-
fomagao X, = ¢ + X_. Em especial, se escolhermos o centro do estado coerente
X_ = Zz_, teremos a aplicacao X, = ( + Z_ = z,. Esta transformagao canoénica é

simplesmente uma translacao rigida.
Fungao de Wigner

Mostraremos a fun¢ao de Wigner (2.69) para a superposi¢ao mais simples en-
tre dois estados de incerteza minima. A superposicao do par de estados coerentes
centrados em Z; = +2, tem um termo de interferéncia localizado no ponto X = 0.
Utilizaremos estados "redondos”, isto ¢, o, = 0,. A funcdo de Wigner W4 (X) as-

sume valores que oscilam entre £7h numa regiao de raio ~ /o, em torno de X.
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Estas oscilagoes ocorrem na direcao perpendicular a corda ¢ e tém uma frequéncia

determinada pelo vetor de onda J (/h. Na figura 2.3 sdo mostradas duas superpo-

—-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

8 4 0 4 & 8 -4 0 4 38
Q Q

Figura 2.3: Funcao de Wigner mhW 4 (X) de uma superposicao entre dois estados
coerentes, sendo que o, = 0, ~ 0.7. Os estados estao centrados em z; = (£5,0)
no quadro (a) e em 2z, = (£5,£5) no quadro (b). Em ambos os casos o padrao de
interferéncia esta centrado no ponto X = 0.

sigoes: o gréfico (a) mostra uma superposigao de estados coerentes localizados nos
pontos Zy = (+5,0) sobre areta Q = 0. No grafico (b) a posi¢ao dos dois estados co-
erentes vale Zy = (£5,£5). Usamos estados coerentes “redondos”, o, = 0, = 0.7. A
constante de Planck vale h = 20,0, ~ 1.0. A separacao entre os estados determina
uma frequéncia transversal |¢|/h = 10 no grafico (a) e |(|/h ~ 14 no grafico (b).
Como a distancia entre os estados coerentes ¢ menor no primeiro caso, as oscilagoes
do termo de interferéncia tém uma frequéncia menor. A forma destas oscilagoes é

dada pelas curvas de nivel Re [eiCAX/ h} = cte, que aparece no termo cruzado da
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funcao de Wigner (2.69).

2.4.2 Interferéncias Quanticas
e a Covariancia Metaplética

Considerando um par de vetores Zy € R? e uma matriz S € Sp, podemos

construir um par de estados de minima incerteza
|Zs) = Tay Ms|0). (2.70)

Este par de estados é mais geral do que o par definido em (2.62). Com uma matriz
S = I, recuperamos os estados |Z+) = |Z.+) da secdo anterior. Vamos considerar um

estado puro que é uma superposicao do par |Z.) de estados,
12) = —= (alz_)+b|Z4)) . (2.71)
A constante que garante a normalizacao deste estado é dada por
N =la]* + [b* + 2Re [ab*(Z_|Z,) ] . (2.72)

No final do préximo paragrafo mostraremos como calcular o produto interno (Z_|Zz., )
a partir do elemento de matriz (Z_|Ry|Z.).

A funcdo de Wigner do estado puro (2.71) é dada pelo elemento de matriz
diagonal Wz (X) = (4|Rx|4)/wh. Se substituirmos explicitamente o par |Zy) de

estados envolvidos na superposigao iremos encontrar

Wis(X) (ol (4| Rx|B2) + b (2| Rx|2-) |

b

Th N

+ %[Re "z |Rx|Z) | . (273)

As contribuicdes diagonais (Zi|Rx|Zs) = mhGe(S™'X — 24]) desta funcio de

Wigner sao fungoes gaussianas, formula (2.34). O elemento de matriz cruzado do
operador de reflexdao, manipulado como em (2.67), resulta em

1

(Zz_|Rx|2:+) = exp (%X NG+ ﬁC/\X) (0| Mg Ry _ 5 Ms)0) . (2.74)
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Se aplicarmos a covariancia metaplética (1.81), Mg RX—)_( Mg = RS—I[X_X}, encon-
traremos a fungao complexa

<Z,|RX]Z+> = exp <%X AC+ % CA X) G,(S7'X — X]). (2.75)

Podemos agora calcular o produto interno que aparece na constante de normalizagao
(2.72). Note que temos a igualdade |Z,) = RyT_z, Ms|0), por causa da reflexdo
do operador de translac¢do, formula (1.55) com respeito & origem, e da comutagao
entre os operadores Ry e Ms, formula (1.82). Por causa destas relagoes podemos

usar (2.75) com X = 0, trocando 2, — —Z,, para encontrar
(Z_|2y) = (B_| Ry T1, Ms|0) = 7h G, (S71¢/2) !X/, (2.76)
Note que trocar Z, — —Z, equivale as mudancas X — —(/2e ( — —2X. A funcio

de Wigner do estado |4), formula (2.73), vale

Wia(X) = - [l Go(S X = 2.)) + b Go(S X — 2.)]
2
N

Comparando esta fungao de Wigner com a (2.69), vemos que ao utilizar uma matriz

+ — G,(S7'[X — X])Re ab*e—iXAC/Q’“iCA(X—X)/h]. (2.77)

simplética S, a forma das gaussianas e do termo interferéncia ¢é alterada linearmente.

2.4.3 Interferéncias Quanticas Gerais

Considere o par de vetores Z. € R? e de matrizes S; € Sp. Definimos com

estes vetores e matrizes o seguinte par de estados gaussianos:
|7+) = Tz Ms, |0). (2.78)

Em particular, para matrizes idénticas, Sy = S, recuperamos o estado (2.70) de-
finido na segao anterior. Um estado puro |B) que é uma superposi¢ao dos estados

(2.78) sera denotado como a combinagao linear

1) = s (o v +01)) (2.79)
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com coeficientes a,b € C. Se quisermos um estado devidamente normalizado,
(B|B) = 1, devemos usar a constante

N = laf’ +[b]* + 2Re[ab* (v_|v.)] . (2.80)

A combinagao linear (2.79) dos dois estados genéricos (2.78) determina a superpo-
sigdo mais geral que pode ser construida. O produto interno (y_|v,) sera calculado
a partir do elemento de matriz cruzado (y_|Rx|v4).

Nosso objetivo sera calcular a fun¢ao de Wigner do estado (2.79). Para isto, de-
vemos expressar o valor esperado do operador de reflexao, Wiz (X) = (B |Rx|B)/7h,

em termos dos estados (2.78),

1 . R
Win(X) = —— [ lal” (vl R lye) + b (-1 x| |

9 .
+ WRe [ab*(’y,\RX\”er)] . (2.81)

Vemos que as duas contribuicoes diagonais, (yi|Rx|ys), sdo funcdes gaussianas.
Por simplicidade, definiremos duas matrizes positivas e simétricas,

h2
01 =8.0>SL >0, sendo que o} = T Jo 2J". (2.82)

Isto nos motiva a usar as fungoes gaussianas

Gop(X) = % exp (—% [anf) ) (2.83)

que sao obtidas por meio da transformagao das incertezas o da funcao de Wigner
do estado do vécuo (2.19). Os elementos de matriz (v.|Rx|v+) = 7h Gy, (X — 2Z1)
podem ser expressos em termos deste par de fungoes. O elemento de matriz cruzado
e seu complexo conjugado, <7i|}?x|7¢>, necessitam de uma anélise mais detalhada.
O proposito da presente secao é justamente deduzir uma férmula para este termo

cruzado. Nao é dificil de ver que a fun¢ao de Wigner (2.81) pode ser colocada na
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seguinte forma:

Wia(X) = 3 [Jof* Gy (X = 2) + b G (X — 2)]

+ %Re [ab*C(X —X)] . (2.84)

Nesta expressao introduzimos a funcao complexa das correlagoes

1 i o NP
C(X) = — exp (ﬁ CAX 45 (A X) (0| Mg Rx M, |0), (2.85)

que esta relacionada com o elemento de matriz nao diagonal do operador de reflexao
C(X — X) = (1| Rx|ys) /h.

Devemos calcular o elemento de matriz <O|Mg_ Rx Ms, |0) para podermos de-
terminar completamente a fun¢do complexa C'(X). Isto pode ser feito por meio da
representagdo de Weyl de um operador metaplético (1.86). Antes devemos usar a
covariancia metaplética, formula (1.81), para escrever a identidade ]\;fg_ Ry Ms L=
RS:1 x Mg_ Mg .- Em seguida aplicamos a regra para a composi¢ao de operadores

metapléticos, formula (1.86),

~ ~ - ~ 1 o0 ~
M Ms, = Mgg, =My = — / dX' My(X') Ry, (2.86)

Note que o operador metaplético a ser expandido é aquele que esta associado a

matriz simplética V= S~'S,. O simbolo de Weyl que deve ser usado é o seguinte:

My(X) =

,L'I/(V)fé sgnC
(5

1
2 exp|-X-CX ). 2.87
det (V42 ) (287)

A matriz de Cayley é calculada como C = J(V —I)(V +1I)~1. O calculo do indice

deve ser feito segundo a formula (1.88),
1
v(V) =v(S;) +v(S-) — 5 sen (CL++C_), (2.88)

que depende dos indices v(S.) e das matrizes C+ = J(Si — I)(S+ + I)™! cor-

respondentes as matrizes simpléticas Si. Levando em conta estas consideracoes,
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expressamos o elemento de matriz como a féormula integral abaixo,

(0[N Rx Ms, |0) = (0| Rg-1x My|0)

1 [ ) .
= — | dAX'My(X') (0] Rg-r Ry [0) . (2:89)
- -

—0o0
O elemento de matriz do operador de reflexao que aparece no integrando da ultima
2z'X//\s:1X/hT

equacao pode ser reescrito, Rg-1y Rx/ = e 5S~1X—X1]> usando a regra de

composicao (1.57),
. . 27 -

Em seguida expressamos o elemento de matriz do operador de reflexao como uma

fungao gaussiana. Para isto, usamos a o elemento de matriz (2.17),
. . 2
(0] Rg-1 Rx/ |0) = wh exp <% XA S_1X> G,(87'X — X'). (2.91)

Conseguimos reescrever o elemento de matriz cruzado (2.89) como a integral de uma

funcao gaussiana complexa da forma

(0] Rg-1x My [0) = / dX' My(X') Gp(SZIX — X)X XN X/h. (2.92)
O passo seguinte é fazer a mudanca de variavel X” = S”'X — X',
0| Rgo1xx My |0) = [ dX' My(SZ'X — X") W, (X") 28~ XAX"/h 2.93
ST'x

— 00

Substituindo explicitamente o simbolo de Weyl (2.87) temos

(0] RSle MV 0) =

2) Z’I/(V)*% sgn C i o .
e o (7570 0670

h
X / dX" exp (—%X”- {0—2—2—50] X”—%X”-(C—J) S:lx) . (2.94)

A func¢do gaussiana pode ser integrada porque a matriz da forma quadratica tem

parte real positiva, 072 > 0. Isto garante (A.3) que a integral existe na forma da
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gaussiana complexa

(0] Rg-1x Ms |0) =

4 Z'V(V)fésgnc 2% -1/2 1
— det( 072 —==C —— X-GX 2.95
h|det(V+I)|1/2{ ) (U h H eXp( 2 ) (299)

A raiz quadrada do determinante a ser escolhida deve ser aquela que se encontra
no semi-plano real positivo, defini¢ao (A.5) do apéndice A. Esta escolha permite

escrever o resultado na forma compacta
TN 1
(O|M§7RX Ms, |0y =g~ " exp (—5 X - GX) : (2.96)

O resultado (2.95) determina a matriz complexa G € C?x C? e o nimero constante

g € C . A matriz complexa da forma quadratica é obtida pela relagao
4 2% 17! 2
— (S HT[ = —2_ = — - — -1 2.
G=(S2) <h2(C+J){a hC} (C-J) hC>S_ (2.97)

O numero complexo tem um moédulo igual a

" 1/2
lg| =271 |det l(S+ +8.)o* - % (Sy—S.) J] : (2.98)
e seu argumento é dado por
9
argg:—gy(V)—l—%sgnC—HInd [0_2—%0} : (2.99)

A seguir processaremos a relagao (2.97) da matriz G para encontrar as suas partes
real e imaginaria.

A inversa da matriz complexa contida na relagao (2.97) pode ser separada em
uma parte real e uma parte imaginaria. Isto pode ser feito com o resultado (A.13)

para a matriz

. -1 -1 -1
[0_2—2—}_30] :[0_2—%0020] —I—z’[%C+gd_2CU_2 - (2.100)
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Apos substituir esta matriz inversa na equagao (2.97) que define a matriz G, deno-

taremos as duas contribui¢oes como

G=572- - C. (2.101)

Com a defini¢do das matrizes (2.82) & possivel escrever a parte real da matriz G da

seguinte forma:
2 2
o _ 0% +oZ
2

A parte real da matriz G é positiva porque a forma quadréatica

>0. (2.102)

X 6°X=-(X;+X2)>0, paratodo Xy =08} X, (2.103)

N | —

é positiva. Se por acaso tivermos que S_ = S = £S5, teremos nestes dois casos
uma matriz 62 = So28”. A parte imaginaria expressa em termos das matrizes

(2.82) assume a seguinte forma:

C=-05" {% (07 — 02 )} J=— (0?02 +1) ' (¢2%0% — 1) J. (2.104)

A matriz 0?02 € Sp porque as matrizes o2 sdo proporcionais a transformacoes da
+ +

matriz simplética S,,, = \/2/ho. Levando isto em conta, concluimos que G é uma

parametrizacao de Cayley. Isto nos permite reescrever a contribuicao imaginaria

CcOo1mo

C—Jd(c202—D)(c202+1)" = J [1

- 5 (07 —0o? )] 2. (2.105)

Note que para S_. = S = £S, teremos uma matriz C = 0 nula. Mais ainda,
como 0% > 0, o denominador da tltima igualdade nao pode se anular. Quando
fazemos a troca das matrizes S_ < S, a parte imaginaria C = —C troca de sinal.
Se permutarmos os vetores Z. e também as matrizes S., vemos que isto equivale
a tomar o complexo conjugado do elemento de matriz (y_|Rx|vs)* = (v4|Rx|7_).
Com isso garantimos que o termo de interferéncia da fungao de Wigner é uma fungao

real.
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Usando a formula da matriz complexa inversa (A.13) e a relacdo entre a matriz
de incertezas o3 e sua inversa (2.82), mostramos que a matriz G satisfaz a seguinte
relacgao:

h

2
G'= (5) JGJT. (2.106)

Esta relagao estabelece que a matriz (complexa simétrica) 2 G/2 é uma matriz que

verifica a condigao simplética (1.10). Com efeito:

[SG]J {SG}:J. (2.107)

Vamos calcular os autovalores G € C da matriz simétrica G. O polindmio caracte-

ristico pode ser manipulado usando a relagao (2.106),
4
det[G—QI]:det{ﬁJGldT—gI} : (2.108)

Ao usar que o determinante de uma matriz simplética det J = 1 vale a unidade,

2\* K2
det[G—-GI] = (ﬁ) det[Gl—ZgI} , (2.109)
concluimos que
_ 4
det[G—GI]=G? det G ldeth—%I] : (2.110)

Se G for uma raiz do polinémio caracteristico da matriz G, entao 4/ h? G sera também.
Os autovalores da matriz de covaridncia aparece em pares de tal maneira que esta

matriz pode ser colocada na seguinte forma diagonal:

r_(6G O
OGO _< 0 4/h29> (2.111)

A matriz O é a uma matriz ortogonal que diagonaliza G. Ao tomarmos o determi-

nante da igualdade acima mostramos que

Vdet G = g (2.112)
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Este resultado para o determinante estd em completa concordancia com a férmula
(2.107).
Podemos escrever a fun¢ao complexa C'(X), definida em (2.85), a partir do

elemento de matriz (2.96), como a gaussiana

C(X):%geXp(—%X-GX—l-%C/\X—F%C/\X)- (2.113)

O elemento de matriz cruzado do operador de reflexao esta relacionado com o termo
de coeréncia C'(X) por meio da seguinte expressao:

(r-|Rx ) = Th O(X = X). (2.114)

Para completar a formula da fungao de Wigner (2.84) devemos calcular a constante
de normalizagao (2.80). Na realidade, falta encontrar uma expressao para o produto
interno {7_|y;). Note que é valida a relagio |v,) = Ry T 5, Ms,|0), o que permite

usar a formula (2.114) calculada em X = 0 com a mudanga 2, — —Z,,
(v-ve) = <7+|R0 T—z+ MS+|0>
=g texp (—ég-eg#%g/\x) . (2.115)
Neste caso fizemos as mudancas X — —(/2 e ( — —2X.
Digressao: Funcgao geratriz de centro

Na fungao complexa (2.113) esta contida a informacao sobre o padrao de interfe-
réncia da superposicao entre o par |y+) de estados. A separac¢ao da matriz da forma
quadrética em contribuigoes real e imaginaria, formula (2.101), motiva reescrever a

fungao C'(X) de uma outra maneira,

C(X —X)=g WX — X) exp (% D(X — X)) : (2.116)

A amplitude é definida pela funcao

Wy(X) = % exp (—% [51X]2) . (2.117)
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A fase é um polindmio quadratico em X da forma

(X~ X)=[X-X]-C[X-X]+CA[X-X]+,CAK.  (2118)

A matriz da forma quadratica C é a parametrizacdo de Cayley (2.105) da matriz
simplética 020”2
A fase @(X) pode certamente ser interpretada como uma funcdo geratriz de
centro. Esta funcao de centro, escrita como um polindémio quadratico em X, é a
geradora (1.31) da transformagao candnica
1
X;=0l02X_+ 3 [0t +1]¢. (2.119)
Em especial, para os pontos Xy = + (/2 + 2., temos a relagdo

0.6z, =0 %62 . (2.120)

Isto significa que a func@o geratriz de centro @(X) pode ser interpretada como a

geradora da transformacao que leva a fungdo G,_(X — Z_) na fungao G,, (X — z,).
A forma do padrao de interferéncia da superposi¢ao entre o par |v4) de estados

¢ determinada a partir da fungdo @(X). Esta funcdo determina uma superficie

bidimensional. Note que podemos colocar o polinémio (2.118) na forma
P(X)-D(X)=[X—-(X-C () ]-C[X—(X-CNC)]-¢Cy¢. (2.121)

Isto quer dizer que o centro da superficie, que denotamos por Xg, esta localizado

no ponto

Xs=X-C1Jc¢. (2.122)

As curvas de nivel da superficie @(X) no espago de fases sdo as se¢oes paralelas ao
plano de fases

&(X) = constante . (2.123)
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Analisando o determinante da matriz C poderemos discernir qual superficie é deter-
minada polindmio quadratico &(X). Isto é equivalente a analisar o discriminante do
polinémio. O determinante da matriz (2.105) pode ser agilmente manipulado como
det[a+ —I] det[a 0+ —I]

det C =
det[c7+a +1] det[a oclot+1]

(2.124)

A matriz simplética, simétrica e positiva, o_ 10’1 ~! tem pares de autovalores reais

+¢ Consideraremos autovalores

e positivos. Denotaremos estes autovalores por e
nao-degenerados, ¢ # 0, ou o mesmo que S; # S_. Neste caso existe uma certa
transformacao ortogonal, OO =1, tal que 0~_'020-" = ODO”. A matriz diagonal
é escrita como D = diag (e, e ). Destas consideragdes resulta o seguinte valor para
o determinante (2.124):

~ 1 —-coshg

det C = ———. 2.125
¢ 1+ cosh¢ ( )

Este determinante é sempre negativo, det C < 0. Logo as curvas de nivel da super-
ficie bidimensional ¢(X) tém que ser hipérboles.

Analisemos agora a amplitude (2.117) da fun¢ao C(X). O determinante da
matriz 62, dada pela férmula (2.102), corresponde a drea coberta no espaco de fases
pela fungao complexa C'(X). Manipulamos o determinante desta matriz de maneira

a deixa-lo na forma

2 2 1_2
oL +oZ oc_ o +1
det 52 = det [%} = det o? det {%} . (2.126)
Com os mesmos argumentos usados no paragrafo anterior, aqueles com respeito aos
autovalores da matriz o~ laia ! iremos encontrar a desigualdade
1 + cosh h?
det 7% = det o [T%] > det 0® = 1 (2.127)

Na ultima igualdade usamos as relagoes de incerteza (1.97). FEsta desigualdade
estabelece que a area coberta no espaco de fases pela funcao cruzada C'(X) é maior
do que a area coberta por um estado de minima incerteza. A igualdade é valida

somente quando ¢ = 0, ou melhor, quando Sy = S.
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Funcgoes de Wigner

[lustraremos o resultado geral da funcao de Wigner de uma superposicao entre
dois estados gaussianos de incerteza minima com dois exemplos. Primeiro, considere
a superposigao entre um estado gaussiano |y, ) = |2, S) e um estado coerente |Z_) =

| — z). Tal estado é escrito na notagao de Dirac como

|B) = N=2(1+Re[{(z_|y)]) - (2.128)

1
\/—N(IZ—HI%H,

A matriz simplética que representa uma transformacao hiperbolica é a seguinte:

S = < eg“ e(L ) . (2.129)

Para 1 > 0, esta matriz simplética estica a coordenada () e comprime a coordenada

P. A funcao de Wigner que representa este estado é a soma dos trés termos

Wi (X) :J%[ (Go(X +2)+2Re[C(X)] + Go(S [ X —z])] . (2.130)

O primeiro e dltimo termo da soma sao fungdes gaussianas enquanto que o termo
de interferéncia fica determinado pela matriz da forma quadratica

1 et g2 0 21 01
= — p _——
G coshu( 0 et o7 ) : tanh < 10 ) , (2.131)

e pelo fator constante,

g '=coshp/2, N =2 (1 + (2.132)

1
cosh /2 ) '
Assim, a fun¢do C'(X) que aparece na fungao de Wigner (2.130) é dada por

1

CX) = mhcosh /2

G,([So] ' X) exp <% QP tanh ,u) : (2.133)

Na figura 2.4 mostramos o estado (2.130) para os dois casos que aparecem na figura
2.3. O fator de compressao nos dois casos vale p = In4. Os dois eixos ortogonais
colocados na figura correspondem aos eixos da hipérbole. No gréfico (a) o centro da

hipérbole esta localizado no ponto AX = (5.7,0). No gréfico (b) AX ~ (5.7, —5.7).
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Figura 2.4: Funcao de Wigner mhlV|4(X) de uma superposigao entre dois estados
gaussianos. Utilizamos os mesmos parametros da figura 2.3, sendo que o fator de
compressao vale = In4. O centro da hipérbole esta localizado em AX = (5.7,0)
no quadro (a) e em AX = (5.7, —5.7) no quadro (b).

O centro da hipérbole esta localizado em X5 = X + AX, formula (2.122). O
deslocamento com respeito a coordenada centro é dada pelo vetor
- - 1 1 0
AX=-C(=—— : 2.134
¢ Ztanh,u(O—l)C (2.134)
A forma quadratica (2.131) engloba os casos em que o estado comprimido é um
autoestado de momento p — 400 ou um autoestado de posigao u — —oo. A parte

real tem os seguintes limites assintoticos:

-2
lim ReG:( 20,~ 0 ) . lim ReG= < 00 > . (2.135)

pu——+o0 0 0 U——00 0 2 0';2

Assim, para o autoestado de momento, a largura do termo de interferéncia fica

(02/2,00). No caso de um autoestado de posicao, teremos uma largura assintotica
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(00,07/2). A posigao do centro da hipérbole (2.134) tem os limites

. . 1/1 0
MEIEOOAX—ZE§< 0 1 )g. (2.136)

Considere um percurso de p que parte de 400, passa por 0 e termina em —oo.
O centro da hipérbole parte do ponto AX (), vai até o +oo sobre a reta AX e
reaparece em —oo até chegar ao ponto AX (=2 No diagrama esquemético (2.5)

mostramos a localizagao assintotica do centro da hipérbole.

A -

P

\
v

Figura 2.5: Localiza¢ao do centro da hipérbole de uma superposic¢ao de dois estados
gaussianos. Para um dado parametro de compressao u, a posicao do centro da
hipérbole fica sempre sobre a reta tracejada.

Consideraremos agora um caso particular: uma superposicao entre dois estados
comprimidos em dire¢des ortogonais, |v+) = |ZL = 0,S*), um deles comprimido

em P e o outro em (). O estado puro

B,) = ﬁum L)), Ne=2(1%Re[(rh)]).  (2137)

¢ um estado par/impar com respeito a troca de 7, por vy_. Escolhemos uma com-
pressao exponencial e * na dire¢do () para o estado |y_) e a mesma compressao na
dire¢ao P para o estado |y, ). Esta descrigao é representada pela matriz simplética
(2.129) e sua inversa. A funcao de Wigner par/impar W, (X) deste nosso exemplo

¢é a seguinte:

Wi(X)=- [G,(SX)+2Re[C(X)]+ G,(S'X)] (2.138)
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A matriz da forma quadratica do termo de interferéncia da funcao de Wigner é a

seguinte:
1 s 21

01
= — — tanh?2 . 2.1
G costha 7 tanh 2y < 10 ) (2.139)

Com o objetivo de escrever o polindémio caracteristico, e portanto encontrar os au-
tovalores da inversa dessa matriz, calculamos o trago e o determinante (usando

Uq:ap:h/Q)

h h?
TG = detG™! = —. 2.140
: cosh2u’ ¢ 4 ( )

Desta forma temos a equagao caracteristica e suas respectivas raizes A e \*:

h h? h
A — A —=0, A=< [tanh 2u] | . 2.141
cosh 24 T ’ 2 (cosh2u +iftan M’) ( )
O fator g assume o valor
g~ = cosh . (2.142)

Consequentemente, a constante de normalizagao vale

Ni=2 (1i ) . (2.143)

cosh
Finalmente, o termo de interferéncia da funcao da Wigner pode ser escrito como

2

CX)=———
(X) mhcosh

Re [exp (—%X -(cosh2uo)™h X — 2—}; tanh2uQP)} .
(2.144)
O centro da hipérbole das franjas de interferéncia fica localizado na origem, uma
vez que X + AX = 0. Na figura 2.6 é mostrada a funcao de Wigner (a) par e (b)
fmpar.
A analise feita nesta secao foi dirigida para o estudo de uma superposicao
entre estados gaussianos. Desde o comego, consideramos um estado coerente de
um oscilador harmonico unidimensional. Entretanto, poderiamos ter considerado

muitos modos de vibracao, cada um com uma frequéncia natural wg. No caso de

muitos graus de liberdade, todas as féormulas deduzidas neste capitulo continuam



2.4 Superposicoes Quanticas

0.0

—1.0 —0.5 0.5 1.0
B I
8 (a) | (b) |

i | 2N
N7

8 4 0 4 8 -8 -4 0 4 8
Q Q

Figura 2.6: Fungao de Wigner AW, (X) da superposigao entre dois estados gaus-
sianos com incertezas o, = 0, = 0.7. Os estados estao localizados em z;, = (0,0).
Um deles esta comprimido na diregao vertical e o outro na horizontal; em ambos os
casos o fator de compressao vale p = In4. Na figura mostramos (a) o estado par
W, (X) e (b) o estado impar W_(X).

sendo validas. Destacamos que o resultado do termo de interferéncia (2.113) da
fungao de Wigner é o mesmo daquele encontrado em [38|, porém Littlejohn deduziu
esta formula na representagao de coordenadas. Aqui nés nao utilizamos os blocos

das matrizes simpléticas S..



Capitulo 3

Dinamica Semiclassica

"For any dynamical system with a classical analogue, a state for which the
classical description is valid as an approximation is represented in quantum
mechanics by a wave packet, all the coordinates and momenta having approxi-
mated numerical values, whose accuracy is limited by Heisenberg uncertainty.
Now Schrédinger’s wave equation fixes how such a wave packet varies with
time, so in order that the classical description may remain valid, the wave
packet should remain a wave packet and should move according to the laws of
classical mechanics.”

P. A. M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, p. 121 [41].

3.1 Aproximacao de Fase Estacionaria

No regime semiclassico da dinamica de um sistema, a analise pode ser feita por
meio da teoria WKB dependente do tempo [4, 5, 41, 42|. Destaca-se, nesta aborda-
gem, a descricao geométrica da evolugao de um estado nao-estacionario. Utilizando
a teoria WKB, iremos calcular uma aproximacao semicléssica para a evolucao de

um estado gaussiano.
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3.1.1 Introducao

A abordagem semiclassica por meio da teoria WKB dependente do tempo usa
o conceito de variedade lagrangeana [3, 15, 40]. Em geral, uma variedade (p,q) é
chamada de lagrangeana se p = V,.5(q), onde S(q) é a fungao geratriz. Para o caso
em que iremos considerar, sistemas com um grau de liberdade, qualquer curva suave
no espaco de fases é uma variedade lagrangeana. A cada variedade lagrangeana
C associamos uma fungao geratriz S(q), da qual podemos extrair a coordenada
conjugada, p = dS/dq.

Em um espaco de configuracao qq, a funcao de onda associada a uma variedade

lagrangeana Gy pode ser escrita na forma padrao!

0" (20) = Ao(go) exp (% So(qo)) . (3.1)

Esta forma particular de funcao de onda fica determinada por um amplitude Ag(qo) e
por uma agao Sy(qo), ambas fungoes reais e suaves. Este tipo de estado semicléssico
deve ser interpretado como a contribuicao de ordem mais baixa em A de um certo
estado quantico. Consideraremos uma curva Cy que nao contem causticas, i.e., a
fungao po(qo) = dSo/dqy pode ser invertida. Desta maneira, a fun¢do geratriz é

tnica, a menos de uma constante Sp(q’),

q0

So(q0) = So(q) +/ pdq. (3.2)
q/
A integracao deve ser feita ao longo da curva €, cujos extremos sao ¢’ e qo. Quando

a curva Gy possuir causticas, podemos sempre dividi-1a em ramos livres de causticas.
Neste caso, devemos atribuir para cada uma destas regioes uma contribuigao do tipo
(3.1), com ramos p;(q) = dS;/dq.

A dindmica semicléssica do estado (3.1), para intervalos de tempos curtos o

suficiente para garantir a auséncia de céusticas, preserva a forma semiclassica

+(q) = Ai(q) exp (% St(Q)) : (3.3)

10 sobrescrito SC' é a abreviacao da palavra SEMICLASSICO.
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A fase em instante posterior S;(¢q), da qual podemos determinar a variedade lagran-

geana C; por meio da relagao p(q) = dS;/dg, é obtida quando resolvemos a equagao

L{(a%qu¢)-%@%g2:0, (3.4)

com a condi¢ao de contorno inicial dada pela agao (3.2). A solucao desta equagao é

de Hamilton-Jacobi

a funcao principal de Hamilton. A forma explicita desta funcao fica em termos de
uma integral de caminho ao longo da trajetoria 7,

Si(a) = Solao) + / pdq — Hdt. (3.5)

T

A amplitude do estado (3.3) deve obedecer a equagao de continuidade

AP+ 5 (0P ulo) 0. (3:6)

O campo de velocidades é dado por v,(q) = 0H(q,p,t)/Op. Uma vez que podemos
intepretar |1 (q)]* = [A:(¢)]? como um densidade, vemos que o transporte ¢ dado

por
P
A4(a) = Aolao) \—q

o (3.7)

Esta relacao ¢ obtida quando usamos que |1 (q)|> dg = [¢o(qo)|” dqo.

Para os nossos propositos, é conveniente escrever a func¢ao geratriz (3.5) como
uma integral de caminho ao longo da curva C;. O teorema de Poincaré-Cartan
estabelece que a integral da diferencial Pd(Q) — Hdt em um circuito fechado no

espago de fases estendido é nula,

fpm—ﬂﬁ:u (3.8)

Considerando a curva C;, imagem da curva inicial €y, podemos fazer um integral de
caminho fechada no espaco de fases estendido - veja a figura 3.1. A curva fechada

consiste dos seguintes segmentos: C; no sentido horario, 7 entre os instantes t e
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t = 0, Gy no sentido anti-horéario e €’ entre os instantes t = 0 e ¢t mantendo ¢’

constante. Deste circuito, podemos concluir que

/ethQ_/ot H(q/,p’,t/)dt’:/@OPdQJr[[PdQ—Hdt. (3.9)

A partir desta igualdade e da solugao (3.5),

q t
st = [ PiQ- [ B W)+ Sid). (3.10)
q 0
A integracao entre os extremos ¢’ e g deve ser feita ao longo da curva €;. Note que

P() A

PtA

Figura 3.1: Diagrama que mostra um circuito fechado no espago de fase estendido.
O circuito consiste de quatro segmentos: as duas curvas Cy e G4, a 6rbita cléssica T
e uma curva qualquer €' com ¢’ fixo.

a funcao geratriz escrita desta forma depende da coordenada g somente através da

integral de caminho.

3.1.2 Funcgao de Wigner no Limite Semiclassico

Nesta secao iremos deduzir, por meio do método de fase estacionaria, a evolucao

semiclassica da fungao de Wigner de um estado gaussiano com incertezas Ag = L e
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Ap=/{¢=h/2L. A fungao de onda deste estado é a fun¢ao gaussiana

dalan) = 2n2) 1 exp (5 (3.11)
Uma comparagao deste estado com a funcao WKB padrao (3.1) revela uma ampli-
tude gaussiana ¥y(qo) = Ao(qo) e uma fase Sy(qo) = 0. Portanto, a variedade inicial
serd po(qo) = 0. A evolucao deste estado é representada por um outro estado na
forma padrao (3.3).

A maneira de obter a fun¢do de Wigner a partir da fungao de onda 4(q) ¢

usando a férmula

1 o ,
W7 (X) = — / du e 2P (Q — w) by (Q + u) . (3.12)
m —00
Substituindo a fung¢ao de onda (3.3) nesta expressao, encontramos que
1 o0 '
W (X) = = / du Ay (Q — u) Ay(Q + u) exp (% gb(u,X)) ) (3.13)

sendo que a fase é dada por
O(u, X) = Sp(Q +u) — Sp(Q —u) —2 Pu. (3.14)

As fungoes geratrizes desta equagao podem ser expressas em termos de uma integral
de caminho ao longo da variedade C;, que neste caso é a imagem da reta py(go) = 0.
Para isto, substituimos a férmula (3.10),

Q+u
¢(u,X):/ i pdq—2Pu. (3.15)

—u
O proximo passo é calcular o termo lider da fungao de Wigner (3.13) no limite as-
sintético em que h — 0. Neste regime, o integrando oscila rapidamente e podemos
usar o método de fase estacionaria. Este método consiste em guardar somente as
contribuigoes dos pontos estacionérios da fase no integrando (3.13). Os pontos esta-
cionarios u* sdo encontrados a partir da primeira variagao da fase, do(u*, X)/du = 0.

Derivando a equagao (3.15), obtemos a condi¢ao de centro

p(Q +u) +p(Q —u) =2P. (3.16)
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Note que se u* verifica a condi¢ao acima, —u* também tem que verificar. O par de

pontos estacionarios +u* nos permite definir

_ dSi(q+) ‘

i (3.17)

g =Qxu" e pg

A condicao de fase estacionaria (3.16) é equivalente a condigao de centros e cordas

_ P+ o 1
xi—(qi>—Xi2§, (3.18)

sendo que ¢, = 2u*. A fase calculada nos pontos estacionarios, ¢(fu*, X), corres-
ponde & area no espaco de fases entre a curva G, e a corda (. A &area pode ser
calculada de duas maneiras,

At<X)—/+pdq—ch—@cp—/+qdp. (3.19)

A segunda destas igualdades pode ser deduzida quando usamos a diferencial d(pq) =

PA

Figura 3.2: A area A4;(X) entre a curva G, e a corda ¢ determina a fase da funcao
de Wigner semiclassica W;7“(X) no instante t.

pdg+qdp e em seguida calculamos a integral por partes. Pode-se juntar a derivada de

segunda ordem da fase (3.15), ¢"(+u*, X), com as amplitudes (3.7). A combinagao
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calculada nos pontos estacionarios da

Jdq0 Oqo 12
Ailgy) Ai(g-) dq. 0q_ Ao(g+) Aolg-)
=A Ao(q_ = . 3.20
’¢//(:|:U*,X)|1/2 O(Q+> O(q ) % - % |’U+ A U_‘l/g ( )
dqy  O0q_

Nesta igualdade definimos os vetores tangentes vy = dXi/dgy. As duas contri-
buigdes para o limite semiclassico da fun¢do de Wigner (3.13) sdo uma complexo
conjugada da outra, determinadas por tu*. Caso as amplitudes variem mais de-
vagar com h do que a fase, podemos aproxima-las por seus valores calculados nos

pontos de fase estacionaria (3.20). Assim, o resultado do método de fase estacionaria

em (3.13) fica

Wre(X)

_ 22 Aolar) Aole) (At()Q W) _ (3.21)

Vb oy Av_|M? R4
Este é o limite assintotico em que A — 0 da fungao de Wigner de um estado inicial
gaussiano. Isto significa que em ordem mais baixa na constante de Planck, o resul-
tado exato tem um dependéncia W;(X) = W79 (X) + O(h'/?). Quando os vetores
tangentes vy forem paralelos, a formula (3.21) diverge. Isto pode ocorrer em dois
casos: (i) no limite de pequenas cordas |(| — 0 e (ii) quando existirem duas ou mais
cordas que passam pelo ponto X do espaco de fase. Iremos nos referir aos pontos X
onde W°(X) diverge como pontos de cdustica da fun¢iao de Wigner semicldssica.
Esta andlise semiclassica remonta o trabalho de Berry [43|, que realizou a cons-
trugao geométrica da fungao de Wigner semiclassica para os autoestados dos siste-
mas integraveis. Pouco tempo depois, Berry e Balazs estenderam o resultado para a
evolugao da fungao de Wigner de um estado inicial ndo-estacionario [4]. A diferenga
entre o resultado deles e o aqui apresentado é que nos escolhemos uma amplitude

inicial diferente (3.11), apropriada para a evolu¢ao de um estado inicial gaussiano.
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3.2 Propagacao Semiclassica Uniforme

O procedimento usual para calcular a fungao de Wigner semiclassica nos seus
pontos de caustica ¢ elaborar uma aproximacdo uniforme ou de transi¢ao [43], isto
¢, uma aproximagcao semiclassica nao-singular numa regiao na vizinhanca da céus-
tica. Entretanto, aqui iremos apresentar um método que nos permitira obter uma
aproximacao nao singular no espaco de fase todo. Este método consiste em usar a

evolucao de uma superposicao entre um conjunto de estados de incerteza minima.

3.2.1 Decomposicao de Estados Gaussianos

Para sistemas com um grau de liberdade, é sempre possivel decompor um es-
tado quantico em termos de um superposicao unidimensional entre um conjunto
de estados de incerteza minima. Esta propriedade foi demonstrada em [44]. Mais
tarde, encontrou-se uma base ortonormal de estados que permite fazer a decom-
posicao [45-47]. Outros trabalhos que estao relacionados com este assunto podem
ser encontrados em [48, 49]. Esta decomposi¢ao unidimensional tem a vantagem de
ser unica. Para os nossos propositos, usaremos a decomposicao de um estado gaus-
siano em termos de uma superposicao unidimensional de um conjunto de estados
coerentes.

A afirmagao do paragrafo anterior estabelece uma relagao entre um estado gaus-
siano centrado na origem |v), de incerteza Ag = L, e um subconjunto dos estados
coerentes |Z), que serdo denotados por |Q) = |Q,P = 0). Os estados |Q) tém in-
certezas Aq = d e estao localizados sobre o eixo () do espaco de fase. O diagrama
esquematico desta decomposi¢ao é mostrado na figura 3.3. A decomposicao é dada

por

b= [ dar@l. (3.22)

o0

Esta superposi¢ao deve ter um peso Fp 4(Q) para cada estado gaussiano |Q) da
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Figura 3.3: Diagrama da decomposicao de um estado gaussiano no espaco de fases.
A incerteza dos estados "redondos” valem Aq = Ap = d e a do estado comprimido
valem Ag=Le Ap=1{=h/2L.

decomposicao. Esta fungao também é uma gaussiana,

=[] o () o

A relagao (3.22) pode ser deduzida na representagao de coordenadas. Para isto,
considere a seguinte funcao de onda padrao:

1

1) = G e s =B (L) s

A demonstragao é feita a partir da igualdade

L
=)

_n2 2
(A q/4L =
2\/m

/ ) dQ e~ QAP =d)~(a-Q?/1d? (3.25)

Esta formula é obtida quando completamos um quadrado e em seguida resolvemos
uma integral gaussiana. Ao multiplicar o fator (27rL?)~*/* em ambos os lados da
igualdade (3.25), reconhecemos do lado esquerdo a fungao v1,(¢) e do lado direito as

fungoes 14(¢g—Q). De fato, teremos a relagao (3.22) na representagao de coordenadas,

o) = / " 4Q Fra(@Q e — Q). (3.26)

e}

Esta relagao estabelece que a fungao de onda «y;(g), com um desvio padrao Ag = L,

pode ser escrita de maneira equivalente como uma superposicao continua do conjunto
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de gaussianas v4(¢ — Q), todas com um desvio padrao Ag = d. As gaussianas usadas
na superposigao estao centradas no ponto Q da reta P(Q)) = 0 no espaco de fase.
Note a liberdade que temos em escolher o parametro d. A formula (3.26) também

pode ser deduzida na representacao dos momentos.

3.2.2 Aproximacao de Orbitas Adjacentes (AOA)

O segundo passo do método de propagagao semiclassica consiste em usar a
dindmica linearizada localmente no centro de cada um dos estados da decomposicao.
Isto ¢é justificado porque as incertezas Aq ~ Ap ~ v/} tém comprimentos pequenos,
ou seja, comparavel a escala quantica. Portanto, usaremos a aproximacao de érbitas
adjacentes para cada estado da superposigao continua (3.22).

A evolugao temporal da decomposicao (3.22) do estado gausiano |v), determi-

nada pelo operador de evolugao U, = e~ith/ " pode ser representada da seguinte
forma:
) = Ui ) :/ dQ Fr.a(Q) U;|Q). (3.27)

Esta expressao é exata para qualquer dindmica. No entanto, ao menos como uma
aproximacao para a evolugao, podemos usar a aproximacgao de Orbitas adjacentes
para propagar cada um dos estados envolvidos na decomposicao. Em outras pala-
vras, cada estado inicial |Q) evoluira com um operador Uy(Q) parametrizado por Q.
Desta forma, o procedimento que adotamos consiste de dois passos, a decomposicao
e a propagacao linear. Assim, o estado que resulta desta evolucao pode ser escrito

Ccomo

b~ i) = [ Q@ G - (329

o0

O estado |y;*°*) serve como uma aproximagao semicléassica do estado |y;). Os ope-

radores de evolugao temporal, na AOA (2.42), sao:

A~

Ui(Q) = et 1t (Q)/h TZ.:(Q) Mst(q) T;ﬂ. (3.29)
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Usamos o vetor Zy = (Q,0)7. Assim como os estados coerentes |Q), os operadores
Ut(Q) também ficam parametrizados por Q.

A aproximagao semiclassica |y;'°*) para o estado |y;) ficara melhor na medida
em que h — 0. Este limite pode ser enunciado da seguinte maneira: Fazemos A — 0,
mantendo constante o tempo ¢ e também a incerteza L (independente de /). Uma
maneira de quantificar a validade da aproximacao é usar a fidelidade

2

Fw) = |G| Fom =1, (3.30)

Por causa da decomposi¢ao (3.22), no instante inicial a fidelidade é igual a unidade.

Portanto, teremos no estagio inicial de uma dinamica cadtica que
Fi(h—0)=1—€(t;h;R). (3.31)

O parametro k regula a largura dos estados gaussianos da decomposicao, d =
Kk +/h/2. Podemos entao dizer que a fidelidade da aproximagao AOA pode ser ga-

rantida sob certas condigoes.

3.2.3 Funcao de Wigner na AOA

A funcdo de Wigner do estado |y;), equagao (3.27), é calculada por meio do
valor esperado

ThW(X) = (| Rx|v) - (3.32)

Esta é a fun¢do de Wigner para um estado |v;) arbitrario. Iremos apresentar uma

maneira de calcular a fungao de Wigner do estado |7;*°*), dado pela formula (3.28).

De inicio, usamos a defini¢ao
ThWAON(X) = (3 R 7). (3.33)

Um par de estados |Q.), depois de evoluidos por um instante ¢ na aproximagao AOA

com os operadores (3.29), serao denotados por

1(Qe)) = Ur(Qe) |Qs) - (3.34)
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Isto nos permite calcular a funcao de Wigner na AOA como

Th W2 X) = /_Ood@ /_OOdQ Fra(Q) Fra(Q) (v(Q-)] Rx |7(Q)).  (3.35)

O procedimento permite calcular W/°4(X) como uma dupla integral ao longo do
eixo () do espaco de fases. O elemento de matriz que aparece dentro das integrais
nada mais é do que o termo de correlacdo definido em (2.116). A partir desta

observagao, vemos que a expressao (3.35) pode ser compactada da seguinte forma:

WA (X) = / h dQ, / N dQ. Fra(Q)Fpa(Q) Ci(X — X;) eIt @)~TH(Q)l/h
T (3.36)
Vemos entao que a fungao de Wigner na AOA é obtida através de uma média das
correlagoes Cy(X — X)) et L@ =Tu@/h — (4, (Q_)| Ry |7,(Q.))/7h, sendo que a den-
sidade de probabilidade a ser usada vale Fy 4(Q.) Fr4(Q-). A funcado de correlagao

¢ calculada segundo a formula (2.116),
Co(X = X)) = [9(Q)] ! W) (X — X;) el XX/, (3.37)

Esta funcao consiste do produto de uma amplitude com um termo de fase. O
expoente é uma forma quadratica no vetor X. Contudo, nas variaveis de integracao

Q4+, a dependéncia é nao-linear.

3.3 Modelo Parabdlico

O modelo que apresentaremos nesta se¢ao consiste de um hamiltoniano ctibico na
variavel P. A razao pela qual estudaremos este simples modelo é porque os sistemas
classico e quantico tém solucao analitica. No caso quéntico, a solu¢ao para a funcao
de Wigner pode ser escrita em termos de uma fun¢ao de Airy. Assim, temos a possi-
bilidade de comparar o resultado quantico com as duas aproximagoes semicléssicas,

a aproximacao de fase estacionaria e a aproximagao de orbitas adjacentes.
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O hamiltoniano do modelo parabdlico em questao é o seguinte:

1
H= AP (3.38)

As equagoes de Hamilton que determinam o movimento classico sao

(5)-( )

A solucao para o sistema de equagoes diferenciais acima, para uma dada condigao

inicial Xy = (P, Qo), corresponde a um cizalhamento nao linear,

P,
th( QO+‘;WOQ ) . (3.40)

A variavel P é uma constante de movimento. Pretendemos analisar a evolucao
das distribuicoes de probabilidades. Devemos entao procurar as distribuicoes de

probabilidades classicas que sao solugoes da equagao de Liouville (1.7),

0 et 0 ew
EWf (X)=—-A P2@Wf (X), (3.41)

com a condigao inicial W§*(X). Esta equagdo diferencial parcial (EDP) contém
somente um termo de transporte na dire¢do ) do espago de fase, (3.39), que tem
uma dependéncia quadratica com a constante P. Nao é dificil de ver que as solugoes
sdo dadas pelo transporte da distribuigdo inicial, W (X) = WS*(Q — AtP?, P).
A versao quantica deste modelo é obtida por meio da regra de quantizacao
usual: H(P) — H(p) = Ap?/3. A evolucdo da funcao de Wigner é determinada

pela equagao de Wigner-Moyal (1.110), que neste caso é a seguinte:

) , 0 AR 9
oy Vi) = AP %Wt(X)—

Note que além do termo de transporte aparece um outro termo de derivada de

SUREE W,(X). (3.42)

terceira ordem. Na versdo quéantica deste problema devemos resolver a EDP (3.42)

para uma distribuigao inicial Wy (X).
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3.3.1 Solugao Analitica

Usaremos o fato de que os autoestados do operador p sao também autoestados
de energia, H Ip) = Ap?/3 |p), com espectro continuo. Evidentemente, o operador
de evolucao é diagonal na base de momentos:

U(t) [p) = exp (—3% Atp3> p) - (3.43)

Analisaremos a evolu¢cao de um estado comprimido em @, que tem uma largura
L na dire¢cao P do espago de fase. Denotando este como |¢g), a fun¢ao de onda

¢o(p) = (p|¢o) na representacdo dos autoestados de momento ¢ uma gaussiana da

forma
2
— 2rL) M exp (L) . 44
Para este estado inicial, a evolugdo é calculada a partir da formula (3.43),
2\—1/4 p? i 3
= (2n L)~ - — At : A4
) = 22y e (- B = ) (3.45)

A funcao de Wigner pode ser calculada a partir da expressao
ThWy(X) = / ds e 259N [ (P + 8)]* ¢y (P — 5) . (3.46)
Se inserirmos a fungao de onda ¢;(p), formula (3.45), na definigdo acima, encontra-

remos

TRIV,(X) = (MA@ (3 )

€—P2/2L2 / * i

oo V21L2
Nesta equagao definimos a curva Q;(P) = AtP?, que determina uma parabola no
espago de fase. A solugao pode ser escrita em termos da func¢ao de Airy porque a
integral da equagao (3.47) é um representacao integral da forma (B.12). A solugao
da EDP (3.42), que em ¢t = 0 é uma fungao gaussiana, é dada pela expressao

ThWi(X) = V2me e QAL +2/12 4 <%2 - mé—?j{f”) , (3.48)
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onde definimos o parametro

1 A 2/3

A solugao (3.48) é dada por uma fungao de Airy deslocada e amortecida exponenci-
almente na diregao Q). A fungdo W;(X) assume valores positivos e negativos, sendo
que as oscilagoes ocorrem na medida em que nos afastamos da curva Qy(P). Mais
ainda, a fungdo de Wigner oscila toda vez que a distancia @) — Q;(P) ultrapassar

um valor da ordem de h%/3.

0.5 1.0 —-05 —0.25 0.0 O.‘Q-S 0.5
T i 1

—1.0 —0.5 ‘ OEO ‘ ‘ ‘ ;
U |

16 P ‘ ]
(a) (b)
8,
P
'l »
—81 —2
-2 0 2
— 16 ¢

0 10 20 30 40 O 10 20 30 40

Q Q
Figura 3.4: Fungao de Wigner [7h W;(X)| do modelo parabélico. O quadro menor
da figura (a) mostra um estado coerente “redondo”, de incertezas o, = 0, = 0.7, o
que determina a constante de Planck # = 1.0. No instante inicial, figura (a), temos

um estado comprimido em @, com incerteza L = 5.0 na diregao P. Na figura (b)
mostramos o estado no instante ¢ = 6, com um parametro A = 0.03.

No quadro menor da figura 3.4, mostramos um estado coerente “redondo”, o, =

o, = 0.7. O estado gaussiano inicial, (3.44), de incertezas £ = 0.1 e L = 5.0 nas
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diregoes @ e P, respectivamente, é mostrado na figura (a). A figura (b) mostra a

fungao de Wigner (3.48) no instante ¢t = 6.

3.3.2 Aproximagao de Fase Estacionaria

O método WKB desenvolvido na introducao deste capitulo serve para calcular
o termo lider W7 °(X) da expansdo assintotica em £ da fungao de Wigner (3.48).
Inicialmente, a variedade lagrangeana considerada é a reta €y no espago de fase,
determinada pela condi¢ao Qo(P) = 0. A imagem desta reta é a parabola Ci,
determinda pelos ponto do espago de fase que verificam Q;(P) = AtP?. Veja a
ilustracao na figura 3.5. Note que a concavidade depende do tempo, Q7 (P) = 2At. A
aproximagao WKB primitiva na forma padrao (3.3) é valida somente no lado concavo
desta variedade, ou seja, para @) > Q;(P), onde temos dois pontos estacionarios

distintos.

16}

Figura 3.5: Variedade lagrangeana inicial Q¢(P) = 0 em t = 0 e a sua imagem
Q:(P) = AtP? em t =6 (e A = 0.03), figura (a). Duas 6rbitas sao mostradas. Na
figura (b), mostramos os dois extremos X1 da corda que passa pelo ponto X. A
area A;(X) entre a corda (;(X) e a parabola determina a fase da fun¢ao de Wigner
no ponto X.
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Considere o ponto X do espaco de fase onde desejamos calcular o valor da funcao
de Wigner semicléssica. Se usarmos a expressao (3.21), devemos entdo determinar
os extremos X4 € C; da corda (; que passa por X. Na figura 3.5 sao mostrados os

pontos em questao. Estes extremos sao calculados por meio da relagao implicita

Py B 1
X, = ( 0(Py) ) = X £ 5 G(X). (3.50)

O centro X vale simplesmente

1 P .+ P
*=3 ( AL(P 1 P?) ) ' (3.51)
A corda (;(X) = X, — X_ que conecta os dois pontos, pode ser expressa em termos

do centro,
2 1/2
ZW[Q—Qt(P)]/ ( QA%fP)' (3.52)

A area compreendida entre a pardbola Q;(P) e a corda (;(X) pode ser calculada a

Gi(X)

partir da segunda formula em (3.19), de onde obtemos a expressao

Ai(X) [Q—QuP)]Y*. (3.53)

4
- 3VAt
Os vetores tangentes dX./dPy = (1,2AtP+)" sao calculados a partir da relagao

3.50). Desta forma, o produto simplético v A v_ pode ser escrito como
( ,0p p + P

oy Avo| = 4VAE[Q — Qu(P)]Y? . (3.54)
Por ultimo devemos calcular as amplitudes nas pré-imagens,
P
Ag(Py) = (2rL?) Y exp (—m) : (3.55)

Com as trés ultimas equagoes, calculamos a funcao de Wigner semicléssica (3.21),

o ¢=Q/2ML? 4Q-QuP)? x
N R I T ( AT 4) -

Esta funcao semiclassica é o termo lider da expansao assintotica, em que h — 0,

da solugao exata (3.48). Para mostrar isso basta usar a formula assintética da
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fungao de Airy (B.8). A funcao W “(X) converge no lado concavo da parabola,
quando @ > @Q(P), e diverge quando o centro esté proximo da variedade parabdlica,
Q — Qi(P). Isto se deve ao fato de que os pontos estacionarios da aproximagao
WKB colapsam num tnico ponto. Nos pontos de catstica da funcao de Wigner, o
tamanho da corda que passa pelo ponto X tende a zero. Neste modelo em particular,
o denominador |v; A v_| = 2At|(,| que aparece na férmula (3.21) é proporcional ao
tamanho da componente P da corda.

Uma maneira de mostrar quantitativamente a eficacia da aproximagao WKB é
tomar uma secao reta da funcao de Wigner no grafico 3.4. Na figura 3.6 mostramos
dois cortes: W(Q = 5, P) em (a), que tem divergéncias na vizinhanga dos pontos

P~ +5.0,e W(Q,P =0) em (b), com uma tnica divergéncia em P = 0.0.

3.3.3 Funcao de Wigner na AOA

Nesta subsecao vamos exemplificar a vantagem em usar o método da decompo-
sicao seguido da AOA. As causticas da funcao de Wigner semiclassica nao sao um
problema. Esta aproximacao é globalmente uniforme no espaco de fases.

O estado gaussiano inicial, formula (3.44), pode ser decomposto em estados
gaussianos v4(p — P), centrados sobre a reta Qo(P) = 0. Usando uma densidade de
probabilidade analoga a (3.26), teremos que

o) = [ "4 Fa() valp — ). (3.57)

[e.9]

A evolugao exata (3.45) do estado gaussiano de incerteza Aq = L pode também ser

expressa co1mo

bu(p) = oM /30 / "4 Fya(#) vulp — ). (3.58)

[e.e]

A aproximagao de drbitas adjacentes consiste em usar a expansao em série do ope-
rador hamiltoniano (3.38), ao redor da variavel P, até ordem quadrética. Desta

maneira, cada estado gaussiano da decomposic¢ao evoluira com um operador hamil-
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0.06 | |
= 0.00 (i

—0.06 i

_012 L | | | | | L

Figura 3.6: Segoes da funcdo de Wigner exata (linha continua) vs aproximacao
WKB (pontos). Mostramos dois cortes da figura 3.4. Na figura (a) sdo mostradas
as segoes Wi (Q =5, P) e W2°(Q = 5, P). Vemos que proximo dos pontos P &~ +5.0
a funcao W7°(Q = 5, P) diverge. Em (b) mostramos as se¢oes Wi(Q, P = 0) e
W(Q, P =0). A aproximagao W79(Q, P = 0) diverge em P = 0.0.
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toniano da forma
. A
HAOA:§?3+AT2(]5—T)+AT(}3—T)2. (3.59)

O operador de evolucao na AOA, UtAOA = it HAOA/ " também é diagonal na repre-
sentacao p:
1At

U/* |p) = exp (ﬁ [((p—2)° - p3]) p) . (3.60)

Na aproximagao adotada, a superposi¢ao continua dos estados v4(p — P) em (3.58)

fornece a seguinte funcao de onda:

?OA(p> — 6—z‘Atp3/3h / dp FL,d(ip) 'Yd(]? . ?) 6z‘At (p—?)3/3h. (3.61)

o0

AOA

A funcao de onda ¢;*°*(p) é uma aproximagao semiclassica da fungao de onda ¢;(p).

Do ponto de vista de uma transformacao integral, vemos a presenga de um fator de

fase ctubico em (3.61) que nao aparece em (3.58). Para valores |p— 2P| < d, o produto

va(p—P) et (p=2)*/3h 16 integrando pode ser aproximado pela funcéo v (p—P). Logo,
na medida em que entramos no regime semiclassico, a distdncia entre as fungoes de

AOA

onda ¢;(p) e ¢;*°*(p) diminui. Para testar esta afirmacao, calcularemos a fidelidade

entre estes dois estados.

Fidelidade da AOA

Neste momento, quantificaremos a fidelidade da AOA com respeito a dinamica
quantica exata. A definigao (3.30) pode ser expressa em termos das fung¢oes de onda

CcOo1mo
2

Fi(h) = (3.62)

/ " dp (61 ()] ()

—00

A integracao na variavel p é uma integral de uma funcdo gaussiana. Apods alguns

rearranjos, a fidelidade pode ser expressa da seguinte maneira:

2

Fi(h) = 2m(h) ‘ % /OO dP exp (3 g ) T2> (3.63)

. 3 2
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Nesta expressao definimos o parametro
I 2/3 12
h)=|— _— 3.64
B { At ] d?(2L? — d?) (3.64)

A integracao dentro do moédulo da igualdade (3.63) pode ser escrita em termos
de uma fungao de Airy; veja a relagao (B.17). A fidelidade da AOA no modelo

parabolico vale, finalmente,

Fo(h) = 2mp(h) e/ [Ai <ﬁ2ih)) r | (3.65)

Note que a largura usada na decomposi¢ao, d = m\/m, depende da constante
de Planck. Sempre podemos escolher o valor de s, ou melhor, usar a largura que
quisermos para os estados da decomposi¢ao. Mantendo L constante, podemos tomar
o limite A — 0. Isto implica que a largura comprimida também tende a zero, ¢ =
h/2L? — 0. Neste regime temos 3(h) = A~ Y/3(At)?*k71/2 > 1, 0 que nos permite
usar a expansio assintotica (B.9) da fungdo de Airy para argumentos positivos. No
limite assintotico em que h — 0, a fidelidade (3.65) se comporta linearmente com a

constante de Planck,
T 10 2 3/2 2

No limite semicléssico, a fidelidade da AOA se mantem préxima de seu valor maximo.
A aproximagao melhora ainda mais na medida em que diminuimos o parametro x,
i.e., quando usamos estados gaussianos na decomposi¢ao que sao comprimidos na
diregao P do espago de fase.
A fungao de Wigner semiclassica na AOA é calculada a partir da fung¢ao de onda
no espago dos momentos através da formula (3.46). Com efeito:
Th WY (X,t) = / T dse e (670N (P = s)]"¢1" (P — s). (3.67)
—o00

Na figura 3.7, comparamos a func¢ao de Wigner exata W;(X) com a versao semiclés-
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Figura 3.7: Segoes da fungao de Wigner exata (linha continua) vs AOA (pontos).
Usamos 100 estados gaussianos de largura d =~ 0.35 na decomposicao. Na figura
(a) sao mostradas as segoes Wy(Q = 5, P) e W°4(Q = 5, P). Em (b) mostramos
as segoes Wi(Q, P = 0) e WA94(Q, P = 0). A aproximagao adotada concorda de
maneira excelente com a solucao exata.
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sica na AOA. Os parametros sao os mesmo daqueles usados na figura 3.5. A funcao
W2o4(X) foi calculada numericamente por meio de uma transformada de Fourier.
A fungao de onda (3.61) foi calculada como um superposicao discreta de 100 estados
gaussianos, cada um destes com uma dispersao igual a d =~ 0.35. Se calcularmos
com estes parametros a fidelidade da aproximagao, equagao (3.65), encontraremos
que F = 0.999166.

No caso deste modelo integréavel nao-linear, mostramos a maneira de como
calcular a fungao de Wigner semiclassica. A concordancia dos métodos WKB e da
decomposicao seguida da AOA sao excelentes. Na proxima segao iremos fazer a

mesma analise semiclassica para um sistema cadtico em particular.

3.4 Oscilador Harmoénico Chutado (OHC)

Nesta se¢ao, iremos testar de maneira sistematica a analise semiclassica em um
sistema unidimensional nao-auténomo, o oscilador harmonico chutado. A dinamica
deste modelo foi objeto de estudo na sua versao classica [50] e também quéntica [51].
Mais recentemente, foi analisada a intera¢ao deste modelo com um reservatorio [12—
14], o que possibilitou o estudo da transigdo quantico-classico. A relevancia deste
modelo se deve ao fato de que héa sua realizacao experimental em laboratoério, ver por
exemplo [13]. No que diz respeito a dinAmica semiclassica do OHC, ja existem alguns
estudos preliminares feitos no nosso grupo [52]. Nossa analise da fungao de Wigner
ird mostrar que os estagios iniciais da dinamica de um pacote de onda sob a acao
do OHC pode ser descrita com base na construgao geométrica de centros e cordas.
Mais ainda, aplicaremos a aproximacao uniforme construida a partir da AOA, que
¢ uma aproximacao semiclassica sem divergéncias para a funcao de Wigner.

O modelo consiste de um oscilador harmoénico simples que recebe impulsos pe-
riodicos. Iremos focar no regime em que o modelo cléssico exibe um regime predomi-

nante de forte caos, no qual o espaco de fases fica preenchido de uma rede estocastica.
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A dindmica autonoma consiste de um oscilador harmoénico, determinado pelo ope-
rador H°" definido em (2.1). Esta evolugéo livre ocorre durante um periodo 7, o
periodo entre dois chutes consecutivos. O impulso instantaneo recebido pelo OH ¢é
dado por um potencial periédico na posigao da particula, V' (§) = ecos kq. O opera-
dor hamiltoniano do OHC é um operador de energia da forma que foi descrita em

(2.47). Usualmente, os operadores candnicos sao colocados em escala adimensional,

<g)H<kﬁ’fm>. (3.68)

Esta escala determina a constante de Planck efetiva, ou a razao entre h e a agao
mw/k?,
k*h
h— —. (3.69)

mw

Isto pode ser verificado por meio das relacoes de comutacao
k k?
(¢, p]=1ih — {kcj,—ﬁ] =th—. (3.70)
mw mw

No desenrolar desta se¢ao, quando nos referirmos a constante de Planck, estaremos
fazendo referéncia a constante de Planck efetiva, i.e., o valor do lado direito (3.69).
Para ser mais especifico, quando tomarmos o limite em que 7 — 0, isto significaréd
considerar que a razao hk?/mw — 0. Em palavras, a a¢ao tipica do sistema ¢ muito
maior do que a constante de Planck. Nos novos operadores canénicos, o hamiltoniano

do oscilador harménico chutado assume a seguinte forma:

ﬁto;zc:%) [ﬁ2+q2}+AcoquZ5(t—nT)- (3.71)

n=0
Este sistema representa um oscilador harmonico de massa m e frequéncia natural
de oscilagao w, sendo chutada em intervalos regulares de tempo 7. A amplitude
adimensional do chute vale A = k%¢/mw. Os pardmetros relevantes escolhidos sao
A =20 e wr = 7/3, ou melhor, o periodo entre dois chutes consecutivos vale

7 =T/6, um sexto do periodo de oscilagdo do OH.
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O mapa nao-linear determinado pelo simbolo de Weyl H#“(X) do operador

hamiltoniano (3.71), nas novas variaveis canonicas, ¢ o seguinte:

Gny1 = cos(wT)q, +sen(wT)[pn, + Aseng,]

Pni1 = —sen(wT)q, + cos(wT)|[p, + Aseng,| . (3.72)

Esta solugao corresponde a uma composicao de uma rotacao de um angulo w7 com

um cizalhamento nao-linear na variavel p.

3.4.1 Solugao Numérica

No nivel quantico, a dindmica entre dois chutes consecutivos fica determinada
pela aplicagao de dois operadores unitarios, um para o chute e outro para a rotagao.
O operador hamiltoniano (3.71) estabelece que o estado [¢,,+1), imediatamente antes

do chute n + 1, é obtido a partir do estado |¢,,) por meio da seguinte relagao:
an—i-l) _ e—iTﬁOH/h o iAcosq/h W}n) ‘ (373)

Em termos das fun¢oes de onda na representacao de coordenadas, 1,(q) = (g|tn),
podemos expressar o mapeamento acima como uma férmula de recorréncia usual,

Puia(q) = / dg U2 (q, ) AT/ (¢) (3.74)

oo
O nicleo do propagador acima, a menos de uma mutiplicacao de fase, é dado pelo
propagador (2.4) do OH. Portanto, o mapa do OHC pode ser colocado na forma de
uma transformada de Fourier fraciondria [53|. Assim, podemos resolver a evolugao
por meio de consecutivas transformadas de Fourier. A partir da solu¢ao numérica

da fungao de onda (3.74), calculamos a fungao de Wigner em um dado instante n,

o0

ThW,(X) = / ds e 2P/ 1) (Q — )" (Q + 5) . (3.75)

Esta integracao é uma transformada de Fourier do elemento de matriz do operador

densidade na base dos autoestados de posi¢ao, [, (¢ — $)|*¥n(q + s).
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Figura 3.8: Solugao exata da funcao de Wigner [7h W, (X)| do OHC. A constante de
Planck vale A = 0.0128. No quadro menor (a) mostramos o estado inicial de largura
L = 0.565685 bem como o estado redondo de largura o = 0.08 (para comparagao).

Os quadros mostram diferentes estagios da evolugao: Em (a) temosn = 1, (b) n = 2,
(c)n=3e(d) n=4.

Lancaremos um estado gaussiano de minima incerteza na origem do espaco de
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fases,

Yolq) = (277'[/2)71/4 exp (_4q_;> . (3.76)

A incerteza na direcao () do espaco de fase vale Aq = L. No quadro menor do
grafico (a) da figura 3.8, mostramos a funcdo de Wigner do estado y(q), de lar-
gura L = 0.565685. Neste mesmo quadro, para comparagao, mostramos o estado
redondo, o, = 0, = 0.08 nas diregoes canonicas, o que determina o valor da cons-
tante de Planck & = 0.0128. No estégio inicial, o estado iré se esticar/comprimir nas
diregoes das variedades instavel /estavel do ponto fixo hiperbélico na origem. Nos
primeiros chutes, a dindmica segue aproximadamente linear, até a gaussiana atingir
um tamanho comparavel a escala de nao-linearidade do sistema. Esta é uma escala
classica, ou seja, da ordem de A°. A partir deste momento a dinamica passa a distor-
cer o estado. No painel da figura 3.8 mostramos a propagagao numérica da fungao
de Wigner do estado (3.76). As figuras (a-d) sdo a evolugao para n = 1,2,3,4. Em
virtude da simetria com respeito a origem do hamiltoniano (3.71) e do estado inicial

(3.76), esta simetria é preservada pela evolugao.

3.4.2 Aproximacao de Fase Estacionaria

A andlise da propagacao semiclassica do OHC é mais complicada do que a
anélise do modelo parabolico: (i) ndo temos uma solugao analitica para a imagem
da variedade lagrangeana inicial - esta deve ser calculada numericamente; (ii) a
fungdo de Wigner semiclassica W79(X) contem causticas de dois tipos, de cordas
curtas e de cordas longas. No segundo caso, existem pontos no espago de fases que
podem ter duas ou mais cordas, todas com um modulo finito.

Para calcular a funcao de Wigner semiclassica devemos contruir o esqueleto
classico do sistema. Isto consiste em analisar a evolucao da reta P(Q) = 0, proximo
do subespago instéavel do ponto fixo hiperbélico na origem do espago de fase. Os

retratos da funcao de Wigner que aparecem na figura 3.8 sao os estagios iniciais
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(a) (b)

Figura 3.9: Variedade lagrangeana inicial Cy (linha tracejada), Py(Q) =0 em n = 0,
e a sua imagem C, em n = 3 (linha continua), figura (a). Duas érbitas sao mostradas,
uma inicialmente no ponto X, = (0.5,0) (pontos cheios) e outra em Xy = (—1.5,0)
(circulos). Na figura (b) mostramos todos os pontos de caustica da fun¢ao de Wigner
semiclassica W¢(X). Na figura (c) mostramos o centro X = (2, —0.5) e os extremos
X4 da corda, que nao pertence a caustica. Um outro centro X = (—1.83,1), figura
(d), e os extremos Xj(tl ?) das cordas Ct(l’Q) (X). Este ¢ um ponto de caustica que
corresponde a cordas longas da funcao de Wigner semicléssica.
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da evolugao de um estado gaussiano. O estado inicial é esticado no segmento que
corresponde aproximadamente & variedade instavel (unidimensional). O quadro (a)
da figura 3.9 mostra o segmento de reta Cy, que varia no intervalo |Q| < 1.7, em
linha tracejada. Esta reta corresponde a Fy(Q) = 0. A imagem C, do segmento
de reta inicial, calculada a partir das equagoes de Hamilton (3.72) para n = 3, é
mostrado em linha continua. Duas 6rbitas classicas sao mostradas, uma lancada
em Xy = (0.5,0) e outra em Xy = (—1.5,0). O que podemos ver nos quadros (c) e
(d) da figura 3.8 é que o filamento parece semelhante & variedade instével mostrada
no quadro (a) da figura 3.9. Mais ainda, o quadro (b) mostra todos os pontos
de céaustica da funcao de Wigner semiclassica W,7°(X), para o instante n = 3. Se
denotarmos o conjunto de pontos do espago de fase que séo causticas de W7¢(X), no
instante n, pelo conjunto X € €,, veremos que a caustica consiste de vérias partes:
(i) a propria variedade cléssica, (‘ZS) = 9, que corresponde a coalescéncia de cordas
nulas, |¢| — 0, e (ii) um outro subconjunto ¢, que corresponde a coalescéncia de
cordas de tamanho finito. Todos os pontos de caustica tém os vetores tangentes vy
aos extremos Xy paralelos, i.e., vy Av_ = 0. O subconjunto Qlfll) sao as causticas
que surgem quando o centro X tende a curva €,. Neste limite o comprimento da
corda tende a zero e os vetores tangentes ficam paralelos. Veja o quadro (c¢) da figura
3.9. Para os pontos que estao em ng) nao ha o colapso da corda. Por exemplo, o
centro X do quadro (d) na figura 3.9 tem mais de uma corda de tamanho finito. A
aproximacao semicléssica simples da funcao de Wigner por meio do método WKB
dependente do tempo diverge nos pontos pertencentes ao conjunto €,. Isto ocorre
porque os pontos estacionarios em (3.13) colapsam num tnico ponto. Neste caso,
deve-se elaborar uma aproximagao uniforme [43].

Uma aproximacao de transicao simples permite que possamos expressar a fungao
de Wigner semicléssica perto da caustica ¢V, Iremos usar uma expressao para poder

atravessar a variedade lagrangeana ao longo de um secao reta ) = (). Primeiro,
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aproximamos localmente a variedade C,, por uma parabola, P, (Q) ~ P, + P.(Q —
Q) + P/ (Q — Q,)?/2. A fase no integrando (3.13) é expressa como um polindmio
ctbico. Depois, usamos que a amplitude pode ser aproximada por A, (Q) ~ A,(Q.),
ou seja, nao tem variacoes significativas. Nestas circustancias, se atravessarmos a

variedade ao longo da reta () = @y, e assumindo que P} > 0, entao teremos que

|54, 55]
sc ~ 2AEL(Q*) . 2(P — P*)
W2 (PQu) ~ s Al (——( NE ) . (3.77)

Este resultado necessita do valor da segunda derivada P!, que pode ser calculada,
por exemplo, por meio do método de minimos quadrados usual.

Nos graficos 3.10, em (a) paran = 2 e (b) para n = 3, mostramos a comparagao
da fungao de Wigner exata (linha continua) com a aproximagao de fase estacionaria
W2(X) (pontos). Calculamos numericamente os igredientes contidos na férmula
(3.21). Nos dois instantes, n = 2,3, a concordancia longe das causticas classicas é
perfeita. Calculamos também a aproximagao de transigao (3.77), que é mostrada nos

graficos 3.10 em quadrados. Perto da caustica esta aproximacao também é perfeita.

3.4.3 Funcgao de Wigner na AOA

Considere a decomposigao do estado gaussiano ¢y(q), formula (3.76), em termos

dos estados gaussianos 74(¢ — Q). A decomposicao (3.26) estabelece que

wia) = [ QL A(Qld — Q). (3.78)

o0

A propagacao semiclassica é obtida por meio da aproximagao de érbitas adjacentes
para as gaussianas v4(¢— Q), que neste caso consiste em fazer a expansao em série de
Taylor do cos ¢’ até ordem quadrética na equagao (3.74) ao redor da orbita classica
Q.. A trajetoria do centro das gaussianas da decomposicao sao calculadas com o
mapa classico (3.72). A aproximagcao usada seréa satisfatoria desde que a propaga-

¢ao seja aproximadamente linear. Uma maneira de quantificar esta aproximacgao é
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Figura 3.10: Segoes da fungao de Wigner exata (linha continua) vs WKB (pontos).
Na figura (a) sd@o mostradas, para n = 2, as se¢oes W, (Q = —2,P) e W3°(Q =
—2, P) . Em (b) mostramos as mesmas se¢oes para n = 3. A aproximagao adotada,
longe das casuticas, coincide ponto a ponto com a solucao exata. A aproximagao de
transicao, (3.77), aparece em quadrados e funciona muito bem perto da caustica.

seguir a trajetoria classica X, e o valor esperado (Z, ). Na figura 3.11 mostramos a

~

trajetoria, langada inicialmente no ponto Zy = (Zy) = (2,0), do OHC cléssico e do

valor esperado do operador de posi¢ao (g,) = [dqgq [ (q)|?. Os valores passam
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a se afastar a partir do instante n = 7. Portanto, esperamos que a aproximagcao
deva ser satisfatoria somente nos instantes iniciais, n < 7. Mais ainda, a evolugao
linearizada das gaussianas v4(¢ — Q) também sao fungdes gaussianas. No instante
em que as nao-linearidades comecem a distorcer as gaussianas da decomposicao, a

aproximacao ficard menos acurada.

3,

[m]
e

Figura 3.11: Posi¢ao @, do OHC classico (quadrados) e o valor esperado (g )
do OHC quantizado (pontos). A coordenada inicial vale zy = () = (2,0). A
distancia entre os pontos passa a ser apreciavel a partir de n = 7.

Em um instante posterior n, a decomposicao (3.78) passa a ser uma superposigao
continua da forma
vt = [ deF@ui Q). (3.79)
Os estados envolvidos nesta superposi¢ao tem uma evolucao dada pelo mapa

Unii(q, Q) = / dq' U2 (q,q; Qn) 7 (d, Q) (3.80)

—00
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sendo que

U‘I‘_AOA(q, q/, Qn> — UTOH(q, q/) e_i A/E[COS Qn_(q/_Qn) senQn_(q/_Qn)Q cos Qn/Q] ) (381)

As fungoes de onda iniciais sdo as gaussianas 74(¢ — Q). A fungao de onda semiclas-
sica (3.79) é uma aproximagao da solugao exata (3.74). Uma maneira de quantificar
o erro cometido pode ser feita com a defini¢do (3.30), que mede a fidelidade do

estado 12°*(q) com respeito ao estado 1,(¢). Em termos das fun¢oes de onda na

10F-- T
[ ]
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- .
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Figura 3.12: Fidelidade F,,(h) da aproximagao semiclassica como fungao de 1/, no
instante n = 3. O gréafico menor, numa escala Linear-Log, mostra log,,[1 — F,,(})]
vs 1/h. Portanto, na medida em que h — 0, a fidelidade tende exponencialmente
ao seu valor maximo.

representacao de coordenadas, a fidelidade pode ser expressa como

2

£ =| [~ aatoie o 3:52)

No grafico 3.12 temos o valor de F,(h) no instante n = 3. Na medida em que

diminuimos a constante de Planck, a fidelidade aumenta de forma exponencial. Isto
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¢ confirmado pelo grafico menor em 3.12, que mostra o valor log;(1 — F,,(h)) numa
escala Log-Linear.

A maneira na qual calculamos o estado ¢29*(q), formula (3.79), é fazendo a dis-
cretizagao da integral (superposi¢do continua). A evolugao dos estados ¥:2°*(¢, Q),
dada pelo mapa (3.80), é calculada para cada uma das gaussianas da decomposigao.
Em seguida, calculamos o estado ¢:2°*(q). A fungdo de Wigner na AOA é definida
da seguinte maneira:

oo
AW = [ dse PP Q - P Qurs) . (389

—o0
Nos graficos 3.13, comparamos um corte da fun¢do W2°4(Q = —2,P) com a
solugao exata W,(Q = —2, P). Usamos 768 estados gaussianos na decomposigao.
Em (a), com n = 2, temos uma concordancia ponto a ponto; em (b), para n = 3, a
aproximacao consegue reproduzir a fase das oscilagoes mas nao amplitude em todo
eixo P. Somente para P > 1.4 a aproximacao coincide com o valor exato. A razao
pela qual existe uma discrepancia para P < 1.4, se deve ao fato de que a nao-
linearidade afeta mais as gaussianas da decomposicao que caem na dobra inferior
do filamento, veja o quadro (c) do grafico 3.8. Nas céusticas de cordas curtas,
subconjunto de pontos ¢, a funcao W204(X) é bem comportada. A vantagem
deste método é nao ter que fazer aproximacgoes para regioes separadas, como é o
caso do método WKB. Escolhemos uma outra se¢ao, W,,(QQ = —1.83, P), mostrada
no grafico 3.14. Neste corte, a funcao de Wigner contem caustica do subconjunto
02512). Novamente a aproximacgao apresenta uma discrepancia na amplitude. Mesmo
assim, esta é robusta na vizinhanca das causticas. Como estd mostrado no grafico
3.12, na medida entramos no regime semiclassico (reduzindo h), a aproximacao
aumenta a sua fidelidade. Uma outra maneira de verificar a validade da AOA no

regime semiclassico é calcular a distancia média no espaco de fases entre as fungoes
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Figura 3.13: Segoes da fungao de Wigner exata (linha continua) vs AOA (pontos).
Na figura (a) sdo mostradas, para n = 2, as segoes W, (Q = —2, P) e W2°4(Q =
—2,P) . Em (b) mostramos as mesmas segoes para n = 3. Em (a) a aproximagao
coincide ponto a ponto com a solucao exata, mesmo na vizinhanca das causticas.
Entretanto, em (b) a aproximacdo consegue reproduzir a fase mas nao a amplitude
da funcao de Wigner.
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Figura 3.14: Segoes da fungao de Wigner exata (linha continua) vs AOA (pontos).
Mostramos, para n = 3, as segoes W, (Q = —1.83,P) e W2°4(Q) = —1.83,P). A
aproximagcao consegue reproduzir a fase mas nao a amplitude da funcao de Wigner.

exata e semicléssica. Considere a seguinte definig¢ao:

D, (h) = /_ X W (X) — WAeA(X) (3.84)

0
O valor desta distancia avalia a acuracia da fungao de Wigner W2°4(X') com respeito
a fungao W, (X). No grafico 3.15, podemos ver que no instante n = 3, a distancia
diminui gradualmente. Do grafico menor, mostrado em escala Log-Log, podemos
concluir que a distancia (3.84) tem um decaimento numa lei de poténcia.
Resumindo, neste capitulo mostramos com a teoria WKB que a fungao de Wig-
ner de um sistema caético pode ser construida a partir de quantidades geométricas
classicas. Elaboramos também uma aproximacao baseada na AOA, que é uma apro-
ximacgao suave, ou seja, globalmente uniforme. Verificamos que no regime semiclas-

sico esta aproximacao é satisfatoria.
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Figura 3.15: A distancia média D, (%) da AOA como funcao de 1/, no instante
n = 3. O grafico menor, numa escala Log-Log, mostra log,, D, () vs logy,1/h. No
limite em que A — 0, a distancia média entre W,,(X) e WA4(X) diminui.



Capitulo 4

Descoeréncia
no Limite Semiclassico

"Decoherence is a process of continuous measurement-like interaction between
the system and an (external or internal) environment. Its effect is to invalidate
the superposition principle in the Hilbert space of a open system. It leads to
very different stability properties for various pure states. The environment
destroys the vast majority of the superpositions quickly, and - in the case of
macroscopic objects - almost instantaneously.”

W. H. Zurek, Decoherence and Einselection, p. 312 [56].

Em diversas areas da fisica se investiga quais sao as consequéncias para um sis-
tema quantico que interage com um reservatorio (ou ambiente). Isto ocorre quando
o sistema fisico nao pode ser isolado totalmente do ambiente ao seu redor. A abor-
dagem usual para descricao de um sistema quéntico aberto é feita por meio das
equagoes mestras. Este tipo de descri¢ao aparece, por exemplo, na modelagem dos
sistemas de 6tica quantica [57-59]. Por outro lado, a descrigao de um sistema aberto
por meio das integrais de caminho, elaborada por Feynman e Vernon [60, 61|, de-
termina o propagador do sistema. O modelo de Caldeira e Leggett [62] utilizou este
formalismo para um protétipo de reservatorio, que posteriormente foi usado por

Weiss [63] para descrever o fenomeno da dissipac@o em sistemas de fisica do estado
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solido. O fenémeno fisico mais flagrante que surgiu a partir desta investigacao pas-
sou a ser conhecido como descoeréncia [56, 64|, ou seja, a aniquilagao das coeréncias
quanticas.

Com o objetivo de analisar com detalhes os mecanismos da descoeréncia, sis-
temas muito simples foram estudados numericamente. Em particular, foi analizada
a evolugao de um estado coerente sob a agao de sistemas caodticos quantizados, o
oscilador harménico chutado [12-14] e o oscilador de Duffing for¢ado [8-11].

O propdsito deste capitulo é incluir o efeito da descoeréncia na teoria semiclassica
uniforme apresentada no capitulo anterior. No caso da teoria WKB dependente do
tempo, Ozorio de Almeida [65] calculou uma expressao para a fungao de Wigner
semiclassica que leva em conta a descoeréncia. A maneira pela qual vamos incluir a
descoeréncia sera usando a equagao mestra de Lindblad [66]. Estudaremos apenas
um sistema quantico que interage com um reservatorio térmico puramente difusivo,
ou seja, sem considerar perdas de energia do sistema para o reservatorio. Nossa
abordagem sera parecida com aquela encontrada em [67-69]. No entanto, o principal
resultado deste capitulo utiliza a aproximacao de orbitas adjacentes (AOA) para a
dinamica interna, e como veremos, resulta em uma descricao similar aquela que foi

calculada por meio das integrais de caminho [70] e também com a teoria WKB [65].

4.1 Equacao Mestra

A dinadmica de um sistema quantico que interage com um reservatorio deve
considerar a evolugao unitaria do sistema composto (o sistema reduzido mais um
reservatorio). O reservatorio pode ser representado por um outro subsistema, como
por exemplo, uma colecao de osciladores harmoénicos. O operador hamiltoniano total
contém um termo para cada subsistema e um outro termo de interacao. O acopla-
mento ¢ usualmente representado por um termo de interacao linear nas varidveis

dos dois subsistemas (e.g., a posigao do sistema reduzido e a posigao dos osciladores
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no banho térmico). Eliminando as variaveis do reservatorio por meio de um trago
parcial e fazendo certas aproximagoes [71], encontra-se uma equagao mestra para o
operador densidade do sistema reduzido. Esta evolugao (ndo unitaria) deve preservar
as propriedades do operador densidade, ou seja, a positividade, a hermiticidade e a
norma. Em geral, a dindmica de um sistema quantico aberto nao ¢ markoviana por-
que o reservatorio tem um tempo de memoria finito (i.e., guarda "informacao” sobre
os estados anteriores do sistema reduzido). Contudo, vamos utilizar uma equagao
mestra na aproximagao markoviana, na qual o reservatério nao tem memoria. Neste
regime, a equagao mestra assume a forma geral dada pela equagao de Lindblad [66].
A vantagem desta equac@o é que nao precisaremos fazer nenhum modelo especifico
para o reservatorio, e sendo assim, nossa analise semiclassica sera valida para uma
certa classe de sistemas quanticos abertos na aproximacao markoviana.

A equacao de Lindblad fica determinada por um operador hamiltoniano H, e

pelos operadores de Lindblad ﬁj,

0

M
B 1 it At .t
:_ﬁ[Ht, }__hz:( LiL;p Lij—QLijj>. (4.1)

O gerador infinitesimal £(t) = Ly (t)+ L que aparece no lado direito desta equagao
tem uma contribuicao associada ao operador hamiltoniano e outra aos operadores
de Lindblad. A solugao formal da equacao de Lindblad é dada por um semi-grupo
(SG) dinamico' M(t,ty), ou seja,

Mt to) = T exp ( /t: ch(T)) | (4.2)

O semi-grupo dindmico é calculado a partir do gerador L(t) definido na equacao

(4.1). O resultado da aplicacdo de um semi-grupo em um operador é um outro

10s semi-grupos dinamicos na versdo quéintica sio a generalizacio dos semi-grupos de Markov
para uma algebra ndo-comutativa [66, 71-73]
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operador, e em virtude das propriedades da equacao de Lindblad, preserva as pro-
priedades do operador densidade. O semi-grupo M(t,t) tem a seguinte regra de
€cOmposicao:

M(t, ) M(T,tg) = M(t,ty), t>T1>tg. (4.3)

No caso em que o gerador infinitesimal £ é independente do tempo, a relagao acima
se reduz a igualdade M(t — 7) M(1T — ty) = M(t — tp). Uma analogia entre os
sitemas quéanticos isolados permite-nos definir o propagador adjunto, apropriado

para a descricao de Heisenberg. Desta forma, temos o mapa adjunto

Mi(t,t) = T exp (/t: dr .CT(T)) : (4.4)

com um operador de ordenamento temporal anticronolégico. Na equacao acima
aparece o gerador infinitesimal adjunto, que fica determinado por meio do traco
Tr [A (L(t)p)} _ [(z(t)A) ﬁ].

No caso particular em que o sistema esté isolado, a evolucao é dada pelo ope-
rador unitario. A equagdo de von Neumann (1.108) é determinada por um gerador

infinitesimal definido pela equacao
0 iT oA

9 rap=—t i 5] .

ot p=Lut)p 7 ty P (4.5)
Ao tratar uma evolugao unitéaria, temos a solucao calculada a partir do operador de
evolugao (1.109),

N t
0 = Mu(t.0) plte) = T exo [ atr)) o)

to
= Ult,to) plto) U'(t, o). (4.6)
O operador hamiltoniano depende do par canoénico de operadores e possivelmente
do tempo, H = H (t;q,p). Uma formula que serda usada mais na frente sera a
covariancia metaplética determinada por um operador hamiltoniano quadréatico,

H=3i-H, 2 /2. Neste caso, temos a identidade

M (t,t0) Te = Ut (t, t0) Te Ut, to) = Tistug)-te (4.7)
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Jy, dt'JHy

Na tutima igualdade aparece a matriz simplética S(t,t) = e porque usamos

a covariancia metaplética (1.84) .
Reservatorio Difusivo

Um reservatorio térmico puramente difusivo é aquele que se encontra numa tem-
peratura muito alta, e como consequéncia, o sistema reduzido nao perde energia para
os graus de liberdade do reservatorio. Formalmente, esta configuracao fica determi-
nada pela escolha de operadores de Lindblad hermitianos [:j = [:; Neste regime, a

parte proveniente do gerador £, da equacao mestra (4.1) pode ser simplificada,

%, - 1 & .

=1 H,A}—— [L[ H 4.8
Esta equacao é valida para qualquer observavel f/j. No entanto, nesta tese vamos

restringir a nossa discussao para uma combinacao linear dos operadores ¢ e p, escrita

com o produto simplético (1.4) na férmula compacta,

~

Os operadores de Lindbla lineares aparecem com frequéncia na modelagem dos sis-
temas quanticos abertos por meio da equacao de Lindblad. Neste caso, o gerador

infinitesimal £ pode ser denotado por

M
1 R R A
L = _ﬁ E Cjzp sendo que ij [Lj7 P] . (4~10)
Jj=1

Note que a aplicacao CJ2 = (C; 0C; ¢ a composi¢ao dos comutadores.
Agora podemos calcular a solugao da equagao mestra (4.8) para o caso particular
em que H, = 0. Consideraremos o caso de um tnico ﬁj. Neste caso a solugao é

tor; — ot A partir desta tultima igualdade,

dada pelo semi-grupo My, (t) = e
demonstraremos que o semi-grupo pode ser escrito em termos de uma operagao que

envolve os operadores de translagao. Considere a seguinte identidade:

o0 2 .
2 — u; 1
e'% = (27ht) 1/2/ du; exp <_2_i;t — 7—103-) : (4.11)

—00
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Esta relacao é facilmente verificada quando usamos a expansao em série da expo-
nencial imaginéria e calculamos sucessivas integrais gaussianas. Uma vez que o0s
operadores de Lindblad estao escritos de forma adequada em (4.9), encontramos

para o semi-grupo a seguinte expressao:

o u? \ . R
My, (t)p= (27Tht)_1/2/ du; exp (_2_7;25> Tujn; P TLJ[jAj : (4.12)

—0o0
Esta operacao é chamada de semi-grupo gaussiano. Este tipo de SG quéntico é
discutido no artigo de revisao de Spohn [74] (veja também as referéncias contidas
nesse artigo). Quando aplicamos o SG gaussiano em um operador de translagao

Tg, o resultado pode ser calculado com a identidade (1.45), porque Tuj by T, 3 T, :Lr]_ N

’j"'g e—i Uj f/\)\j/h’

My, () Tt = T (%m)*”/

—00

2 .
du; exp <—u—] ——&N )\j) : (4.13)

Ao calcularmos a integral gaussiana na equacao acima, veremos que

ML]- (t) Tg = Tg exp (_Qt_h [f A /\j ]2) . (414)

Logo, o efeito causado pela aplicagao do SG gaussiano em um operador de translagao
¢ multiplicar por uma funcao gaussiana. Pode-se demonstrar que dois SG’s da forma

(4.12) comutam, isto ¢,
L L) My, My, = Mg, My, . (4.15)

Isto é uma consequéncia da relagao de comutacao [ij, ij/] = h Xy N A 1 entre
dois operadores de Lindblad ﬁj =N ATe ﬁj/ = Ay A 2, que pode ser calculada
com as regras canonicas de comutagao. Finalmente, podemos expressar a solucao da
equagao mestra (4.8) com H, = 0. Usando a soma de geradores (4.10), escrevemos

o SG na forma de um produto

M
My(t) = e =] e (4.16)

j=1
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Quando aplicado a um operador de translacao teremos:

2h

J=1

ML(t) Tg = Tg exp (—i [€ A\ )\j]Q) . (417)

Este resultado é obtido pela atuagao de diversos SG’s como na equagao (4.14).

4.2 Dinamica Linear

A evolugao de um sistema quéantico sob a acao de um operador hamiltoniano
quadratico independente do tempo segue a evolucgao classica. Isto é uma consequén-
cia da covariancia metaplética da fun¢ao de Wigner, formula (1.113). Para esta

classe de sistemas, devemos utilizar um polinémio da forma

~

H=-3-Hzi, (4.18)

| —

sendo que a matriz da forma quadratica H € R? x R? ¢ uma matriz simétrica
independente do tempo. Neste caso o gerador infinitesimal da equagao de Lindblad
L = Ly + L é independente do tempo. Sem perda de generalidade, usaremos
to = 0.
A solugao na forma de um SG din&mico (4.2), com um operador hamiltoniano
(4.18), é dada por
pt) = M(t) p(0) = ' “ter) 5(0) (4.19)

A maneira na qual calcularemos a solu¢ao acima é fazendo uma discretizagao do
tempo, dividindo em N passos o intervalo finito ¢ = NAt¢. A solugdo sera obtida
quando calcularmos o limite em que At — 0. De acordo com a férmula de Trotter

[75], podemos escrever o seguinte limite:

M) = lim [ My Mg V. (4.20)

N—oo

A dindmica que resulta do SG na equagao (4.19) pode entao ser tratada como o

limite de sucessivas evolucoes infinitesimais. Introduziremos dois mapas, cada um
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devido a uma das contribuicoes,

My = ertEr e eAEL = H e e (4.21)
Note que neste caso MJ}{ = e 2tLu_ Podemos inverter a ordem da aplicacdo dos
mapas infinitesimais que aparecem em (4.20) porque My Mi = 1. A aplicagdo

sucessiva dos SG’s definidos em (4.21) pode aparecer como

[ My My |V = Mg)N THML nAt) | , (4.22)

sendo que
./\;lL(nAt) = (MH)_n ML (MH>n = €_nAtLH 6AtLL €nAtLH . (423)

Utilizando explicitamente a férmula (4.7) da covaridncia metaplética para os opera-
dores de translagao, calculamos a aplicagdo de do SG gaussiano (4.12) no operador

densidade inicial,

[e.9]

du; ., . . .
6nAt[:L pA(O) u_] ?7n/2hAt Tujyn)\j(n) p(O) T]L (424)

o V 27ThA wjn Aj(n) 7
onde definimos, com a matriz simplética S, n, = "
Aj(=n) = S_nar Aj = [Snac] ' A (4.25)

O SG gaussiano passa a ser parametrizado pelo tempo nAt. No entanto, este per-
manece na forma (4.12), associado a um operador de Lindblad linear. Isto permite

retirar o ordenamento temporal da equagao (4.22) porque os SG gaussianos comutam

entre si (4.15),

[ My My ¥ = (MY [HML(nAt) (4.26)

Ao calcular para a equagao acima o limite em que At — 0, a solugao (4.19) passa a
ser escrita como

pt) = etcn [lim HML(nAt) p(0). (4.27)

N—o0
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Considere a fungao caracteristica xo(§) = Tr [[)(0) T,g], equagao (1.114), no
instante inicial ¢y = 0. Podemos escrever o operador densidade como uma expansao
em termos dos operadores de translagao (1.118),

p0) = [ dexal) T (1.2

Desta forma poderemos reescrever novamente a solugao (4.27),

ﬁ(t) _ /_Oodg XO(&) et Lr (1\}1_{1(1)0 HML(nAt>> Tg. (429)

Calcularemos a aplicagao de cada um dos n mapas difusivos na equagao acima com

a formula (4.24) e com a propriedade (4.14). O resultado é o seguinte:

M (nAt) T = T eXp( = [5/\( nAt /\j)]2> : (4.30)

Calculamos o resultado de uma das aplicagoes que aparece em (4.29). A composi¢ao

das N aplicacoes é dada pela relagao

N Ay VM
[T Mo(nat) Te = Te exp ( o €A (Spa /\jﬂ2> - (4.31)
n=1 n,j=1

Vemos que a soma na exponencial desta equacao ¢ a discretizagao de uma integral.

No limite em que N — oo,

N o LM
A}i_Igol;[lML(nAt)Tg:Tg exp <__h g/ dr [E N (S_: )\j)] ) . (4.32)

O resultado para o operador densidade (4.29) pode ser calculado com a covariancia

metaplética (4.7). Finalmente, chegamos na seguinte solugao:

o0 = g 0@ e (5 [arlens ) fog. @)

[e.e]
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Fazendo a mudanca de variaveis £’ = S; € nesta solucao, podemos encontrar a funcao
caracteristica no instante t. A solucao da equacao de Lindblad, em termos da fungao

caracteristica, ¢ dada pela funcao

1

(©) = x84 e (-5

&N, §> , (4.34)

sendo que a matriz N; € R? x R? ¢ calculada por meio da equagao
M t
Ne=h) / dr [JSi_» N [USi_-\]F >0. (4.35)
j=1 70

Portanto, a evolucao da fungao caracteristica é dada pela multiplicagao de seu valor
inicial propagado linearmente (de ¢t = 0 até ¢) com uma fungao gaussiana. De fato,
esta fungao representa um estado porque a matriz N; é positiva para qualquer ¢
porque AT > 0 é uma matriz positiva. A evolucao da matriz de correlacdo oy,
definida em (1.95), pode ser calculada a partir da func¢do caracteristica (4.34). O
resultado é obtido quando calculamos as derivadas de segunda ordem da fungao
caracteristica (1.117),

0r =S100S] + Ny, (4.36)

com a condic¢ao inicial gy. Vemos entao que além da dispersao do estado, dada pela
transformacao unitéria S; g9 S!', aparece um termo de ruido®. Logo, o acoplamento
com um reservatorio faz com que a evolugao do estado contenha um termo de difusao
N;. Esta matriz de correlacao esta de acordo com o resultado dos canais gaussianos
de Lindblad [76].

A funcao de Wigner é calculada como a transformada de Fourier de y;(),

formula (1.67),

1 [
Wt(X):% /_ de My (€). (4.37)

2Note que poderfamos ter usado a equacio mestra adjunta de (4.8) para calcular os valores
meédios contidos na definigdo (1.95) da matriz de correlagao [71].
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Substituindo a funcdo caracteristica (4.34) na equagao acima e usando a funcao
Xo(€) em termos da fungao de Wigner inicial Wy (X'), formula (1.66), temos

© gx’ < e . - /
X) — Ax e x 08 —€[STN.S /22 ~ig X —SeX') /1 n
Wi(X) /_wmvvo( >/_mme (4.38)

Ao calcularmos a integral gaussiana e em seguida fazer uma mudanca de variaveis,

encontramos o resultado na forma de uma convolugao da fungao de Wigner no

instante inicial Wy(X’) com uma fungao gaussiana,

Wy (X) S, [X — X)) e 2 XIHINITTXT (g 30)

1 00
= ax' w,
27T\/ det Nt /—oo 0(

Portanto, a evolug¢ao na forma de uma convolucao indica que ao longo do tempo a
funcao de Wigner passa a ser suavizada, isto é, as oscilagoes da funcao de Wigner
comegam a ser apagadas. Isto pode ser entendido melhor quando notamos que a
func¢ao de Husimi € a convolucao da funcdo de Wigner com uma certa gaussiana.
Como a fungao de Husimi é positiva em todo o espago de fase, em algum instante
a funcao de Wigner vai ser positiva. Este instante pode ser chamado de tempo de
positividade, ou seja, o tempo decorrido para que a funcao de Wigner evoluida fique
positiva. Este fendmeno é chamado de descoeréncia, ou seja, a perda das coeréncias
quanticas do estado.

Resumindo, encontramos na aproximagao markoviana e com a propagacao linear
que a solucao da fungao de Wigner é calculada como uma convolugao do estado inicial
e uma gaussiana. Este resultado é o mesmo daquele encontrado em outros trabalhos
[67-69]. A diferenga é que consideramos um reservatério puramente difusivo, no
qual nao héa perda de energia. Na proxima secao, vamos usar esta derivacao para o

caso de um hamiltoniano dependente do tempo na AOA.
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4.3 Propagador Semiclassico
na Aproximacao Markoviana

Nesta secao vamos utilizar o propagador semiclassico U{‘OA, definido em (2.42)
com o operador hamiltoniano dependente do tempo ]:It“o“, para a evolucao de um
estado coerente |Z). A evolugdo do estado coerente na aproximagao linear é dada

AOA

por [y/°4(z)) = Up°4|z). Assim, a evolucao unitaria pode ser compactada da

seguinte forma:
prot = Mup(t,0)|2X2| = |7/ (2)) " (2)] - (4.40)

Considere a defini¢ao (4.2), em que Ly (t) depende explicitamente do tempo, dado
que é determinado pela hamiltoniana aproximada até segunda ordem em X na
vizinhanga da trajetoria cléssica. Podemos separar o SG dindmico em duas partes,

de maneira analoga a descricao de interagao, da seguinte forma:
N t
M(t,0) =T exp (/ dr L, + EH(T)) = Mpg(t,0) ML(t,0), (4.41)
0

em que

Mo(£,0) = T exp ( / e M, (7,0) L1 Mu(r 0)) | (4.42)

0
A segunda igualdade de (4.41) pode ser facilmente demostrada derivando em ambos

os lados e verificando que este SG ¢ a solugao da equagao de Lindblad (4.8) para um
operador hamiltoniano ]:I{*OA. O mapa (4.41) é similar ao que aparece na soluc¢ao
(4.27). A solucao p(t) = M(t,0) |z} 2| pode também ser calculada com a definicao
(4.41) e com o fato de que M (¢,0) My(t,0) = 1,

pt) = Mr(t,0) [y (2))X7' " (2)] - (4.43)

Na igualdade acima escrevemos o operador densidade no instante ¢t de maneira que
primeiro aplicamos a evolugao unitaria, formula (4.40), e depois a difusao. O novo

mapa é escrito na seguinte forma:

M (t,0) = Mpy(t,0) Mp(t,0) M (t,0). (4.44)
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Nao é dificil demonstrar que

M t
M (t,0) = H exp </ dr My(t,7) Ly, ML(t,ﬂ) , (4.45)
0

onde usamos a comutacao entre os SG gaussianos. Usando este SG escrito como

uma soma, discretizando o tempo 7,, = nAt,

N,M
My (t,0) = J[ s, (4.46)

n,j=1

podemos escrever para cada instante 7, a expressao

& du 2 ~ ~
AtLyp () A J,m —u? /2hAt ~ T
e~ e = L (N s AL I 4.47
P -0 V 2mhAL gn2i(m) P Usin A () ( )
onde

Na tltima igualdade usamos a propriedade da matriz inversa S™!(t,,, to) = S(to, t,) e
a regra da composigao de grupo S(t, ) S(to, t,) = S(t, t,) das matrizes simpléticas.

De acordo com os tultimos resultados e com o estado p;°* definido em (4.40),
teremos a solugao p(t) a partir das equagoes (4.43) e (4.47) na forma

[ee] HN,Ml du ] N,M uz‘ T
o(t) = li Zomg=l 7 — ] I ~AOA T
P =3, ) rhagie O > g ) Tens PO T s (449)

n,j=1

em que

N,M
Honj (t) = Z Unp,j S(ta tn) )‘j : (450)

n,j=1

Na solugao (4.49) desprezamos os termos no argumento da exponencial da ordem
de O(At), que é exata quando tomamos o limite At — 0. O operador densidade
em um instante de tempo ¢ ¢ expresso em termos da fungao caracteristica (1.118).
Calcularemos x(£) = Tr [ p(t) T—E} /27h, usando a propriedade ciclica do trago e a
formula (4.14),

2mh N—oo -+ ’
n,)=

g R
o= o / GrhAnE e (451)
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A partir disto, calculamos as integrais gaussianas,

Xt(f)

Tr [ﬁfOA ng} At N,M
_ . At 132
= m exp( - n}j::l (€ A[S(E ) M)) L (452)

O limite envolvido pode ser calculado, de tal forma que passamos de uma soma para

uma integral no tempo. A solucao, na forma final, é a seguinte:

Tr | proA T M
xu(6) = [m (—%Z [ arceniseng >2). (1.53)

Utilizando a expressao explicita da funcao caracterisica de um estado coerente, ve-

rificamos que de fato o estado continua a ser uma funcao gaussiana,

1 1 ]
Xe(€) = 5 exp (—§5-9515+%5/\Zt) : (4.54)
em que
o = [S(1,0) 02 ST(1, 0)] ! + % N, . (4.55)
e L,
N, :hZ/ dr [JS(t,7) A [S( )\ . (4.56)
j=1 70

Podemos calcular a fungao de Wigner a partir da transformada de Fourier da funcao

(4.54). O resultado ¢ o seguinte:

Wi(X) ow (<306 =2) [NadX-2)) . (45D

1
 whydet o
Note que este estado é uma gaussiana, na forma da equacao (1.106). Temos duas
conclusoes imediatas com desta solugao: (i) o centro do estado se move na trajetoria
classica z; e (ii) o efeito do acoplamento com um reservatorio é dado pela adi¢ao de

uma matriz de difusdo N; na matriz de correlagao do estado coerente | Z).

4.4 Funcao de Wigner na AOA

O resultado desta segao utiliza a aproximagao semiclassica (AOA) para a evo-

lugao de um estado inicial gaussiano decomposto em termos dos estados coerentes
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(3.22), em um sistema acoplado a um reservatorio difusivo. O operador densidade

inicial que vamos utilizar é dado por

Wyl = / Tdq / T dQ Fra(Q) Fra(@ )l ). (4.58)

Em tltima anélise, prescisaremos evoluir um diadico da forma p&) = |Q XQ.|. A

parte unitaria da evolugao é calculada segundo o propagador semicléssico

Mg (8) %) = U@ ) pH) U1 (@) = 9 ()07 (24)] (4.59)
Em analogia com a equagao (4.43), podemos escrever a solugao

ME0) P = M (@) |4 (2N (20l = M (0 57, (4.60)

contanto que
— (£ + + +
M (1) = M () M7 (8) My (1) (4.61)
Usaremos que o mapa que aparece em (4.61), aplicado no diadico, pode ser escrito

de uma maneira compacta a partir da discretiza¢ao do tempo com em (4.49),
M) (¢ (t)p 5(E) —

o0 HNM du N,M U2
. n,j=1 n,J n,j r A(£)aoA
am ) Wep( 2 2hAt) L P Ty (462)

n,j=1

Na equagao acima desprezamos os termos no argumento da exponencial da ordem

de O(At). No limite em que At — 0 esté formula é exata. Definimos ¢, = nA7 e

também
N,M
pa(t) = )t St to) ST (tn.to) A Z Upj Si(t,t,) (4.63)
n,j=1 n,j=1

Nesta definicdo usamos a propriedade Si*(t,,ty) = S+ (to,tn) € a regra da compo-
sicao de grupo S.i(t,to) S+(to,tn) = S+(t,t,). A partir daqui ndo conseguiremos

calcular a difusao. Entretanto, se utilizarmos

1 N,M N,M

ve(t) =5 > g [Seltitn) £S_(Et)] X = D wn Valtita) Ny, (4.64)

n,j=1 n,j=1
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poderemos reescrever o mapa de uma maneira diferente

N,M
00 " du .
(£) NES T Hn,_y:l n,J
M) p = lim o, (2ThAL)NM/2

NM o
U, - ~ N
§ n, ~(£)aoa At
eXp <_ - 2FLAJt> Ter(t) T'Uf(t) Pt Tv ()TU () (465)

n,j=1

Nesta equacao também estamos desprezando termos porque estamos considerando

At — 0. A solugao para a contribuicao da func¢ao caracteristica

W) = 5 T [ ME ) JO T | (4.66)

2mh
é a seguinte:

() 1 o0 HN Ml duy, ; N2
= i Adng=1 "7nd _ g
xi(8) 2h Nesso /_ (2mhAt)NM/2 P ( nz 2hAt>

B Tos i T o Toe Tosioy Tooo 19 (22)) - (4.67)

A parte correspondente a v, é o deslocamento (1.45), de onde encontramos

sl T—E Tv+(t) = T_§ et /R (468)

v (t)
Utilizaremos o operador de translagao escrito como a transformada de Fourier do
operador de reflexao, formula (1.49), para calcular com as identidades (1.52) e (1.53),

a seguinte relacao:

Ty 1y Rx T, () = Ry e "v-012%/h, (4.69)
Utilizaremos a partir de agora a definicdo que aparece na equagao (3.36), Cy(X —
X,) et @) =TQI/h — (ya04( 7 )| Ry |7{°4(2_)) /mh. O resultado da difuséo pode
ser calculado, a partir das duas tultimas relacoes, de onde obtemos

Y (6) = eflr@)-n@n /

—0o0

* ax

ol e*if/\X/h Ct(X — Xt)

N,M

*_du up 1 Uy 5
lim | AUp n.j d (u (B)NEF+v_(t /\QX)] _
Nmeo n,j=1 { \/m < 2hAt h ( +( ) § ( ) )

(4.70)
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Calculando cada uma das integrais gaussianas, obtemos

) *© dX ) _
((€) = eilr@)-r@l/n / 2 NG, (X — K)

—00

N—o0

lim exp ( QA; Z (Ve tn) NIAEFVo(E,tn) Aj] A 2X )2> . (4.71)

n,j=1

No limite em que N — oo, mantendo ¢t = NAT fixo, a solugao final para Xii) (&) e

a seguinte:

| o X
Ye) :ez[rtmn(q_n/h/ TN AL (Y — K,), (A7)

—0o0

sendo que com L;(X+) = \; A ST'(¢,7)[X £ &/2], podemos escrever

D(X.6) =3 [ ar (LX) - LT (4.73)

A definigao da distancia D(X, £) entre os simbolos de Weyl dos operadores de Lind-
blad esta relacionada com a descoeréncia [65, 70|. Isto determina que no limite
semicléssico, o processo de descoeréncia estabelece um decaimento expoencial da
amplitude, que depende da distancia entre as fungoes L;(Xy) calculadas nos extre-
mos da corda (que no instante t) passa pelo ponto X. Em particular, a contribuigao
dos termos diagonais da equagao (4.72), S, (t,ty) = S_(¢,to), sdo obtidos para uma
tnica linearizagao (como na segao anterior) e a distancia D(X, &) — &-N;&/hA. Assim,
recuperamos a solugdo da funcdo caracteristica da segao anterior (4.54). Enquanto
as contribuigoes diagonais sao dadas por convolucoes, as contribuicoes nao diagonais
sao amortecidas.

A fungao de Wigner Wt(i) (X) é calculada como a transformada de Fourier da

fungao (4.72). Com efeito:

Wt(i)(X) _ eZ[Ft Q)-I(Q)l/h

X’ g EA[X—X']/h—D(X,£) /2R / v
— et ' X —-X,). (4.74
/ 21h / mh ¢ Cil ). (4T
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Vemos entao que no regime markoviano, a funcao de Wigner na aproximagao AOA

(3.36) pode ser calculada por meio da equacao

WtAOA(X)z/ dQ+/ dQ. Fra(Q) Fra(Q ) e FH(@)-1u@)l/h

o X! o] df . / v
5 o HENX =X/ =D(XO2h (X X)L (4.75
/_oo 27k /_oo 2k ¢ R

Portanto, apresentamos uma maneira de propagar a funcao de Wigner de um sistema
acoplado com um reservatorio difusivo no limite semiclassico. Nesta configuragao,
encontramos uma descri¢ao para a descoeréncia no espago de fase. A vantagem deste

resultado é nao conter singularidades, i.e., este é uniforme em todo o espago de fase.






Capitulo 5

Conclusao

Descrevemos de forma quantitativa a evolugao semiclassica de um estado gaus-
siano aplicando dois métodos, usando a teoria WKB dependente do tempo e a
aproximacao uniforme construida com a AOA. Acreditamos que este é o primeiro
trabalho sobre a propagacao dos estados gaussianos sob a agao de uma dinamica
caotica que usou explicitamente a teoria WKB dependente do tempo [77].

Adaptamos a idéia de Berry e Balazs [4] com o objetivo de propagar um estado
gaussiano por meio da teoria WKB dependente do tempo. Para fazermos isto, con-
sideramos uma amplitude inicial gaussiana e usamos o fato de que numa dinamica
cadtica a variedade instavel fornece o suporte para a funcao de onda WKB inicial.
Mostramos que com este esquema a amplitude e a fase da funcao de Wigner se-
miclassica sao calculadas a partir das propriedades geométricas da evolucao desta
variedade lagrangeana. Esta descri¢ao tem um forte apelo geométrico, e para inter-
valos de tempo nao muito longos pode ter uma excelente concordancia com a solugao
quantica. Isto foi verificado quando comparamos as se¢oes da funcao de Wigner na
aproximacao semicléssica com a solu¢ao numérica do oscilador harmoénico chutado
no regime de caos forte. O declinio da aproximacao WKB deve ocorrer em um
tempo que diverge como log h [54, 78|, ou talvez, como alguma lei de poténcia de h
[79-81]. Com o passar do tempo, os mecanismos que esticam e dobram a variedade

fazem com que a aproximacao semiclassica nao possa ser mais aplicada. Isto ocorre
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porque comecam a surgir estruturas na variedade instavel na escala quantica, isto
é, da ordem de i (em um grau de liberdade). Em suma, os estdgios iniciais da
dindmica (cadtica) de um estado gaussiano podem ser quantitativamente descritos
com a teoria WKB dependente do tempo.

Observamos que na aproximacao WKB a funcao de Wigner diverge na vizi-
nhanga dos pontos de cautica. Como estamos interessados em um método semiclés-
sico que possa ser usado em aplicagoes praticas, prosseguimos de forma a elaborar
uma aproximacao uniforme construida com a propagacao linear dos estados coe-
rentes. Este método utiliza a decomposi¢cao do estado inicial, na qual os estados
coerentes envolvidos tém sua evolucao aproximada pelo método AOA. Neste es-
quema, a funcao de Wigner é nao-singular em todo ponto do espaco de fase, i.e.,
nao contém pontos de caustica, e portanto, pode ser muito 1util para aplicacoes!.
Calculamos a fungao de Wigner na AOA para o oscilador harménico chutado e a
comparamos com certas segoes da solugao exata da fungao de Wigner. Vimos que
nos estagios iniciais a funcao de Wigner pode ser bem aproximada por este mé-
todo, sendo que a fase é melhor reproduzida do que a amplitude. A concordéncia
¢é satisfatoria em regioes do espaco de fase na qual os estados da decomposicao que
participam da superposicao nesta regiao se mantém aproximadamente gaussianos.
Em certas regioes, a distor¢ao nao-linear daqueles estados que participam da super-
posicao faz com que a aproximacao por meio da propagacao linear nao seja muito
boa. Isto explica a discordancia da amplitude da fun¢ao de Wigner na AOA quando
comparada com a solugao exata. Diminuindo a constante de Planck efetiva do os-
cilador harménico chutado, mostramos que a fidelidade do estado na aproximagao
AOA, com respeito a evolucao exata, tende assintoticamente ao seu valor méximo.

Mais ainda, calculamos a distancia média (no espago de fase) entre as fungoes de

IExiste no grupo de caos quantico do CBPF um estudo da aproximacdo AOA que foi dirigido
para o oscilador harménico chutado [52]. Nesta tese mostramos como aplicar este esquema para
qualquer sistema cadtico.
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Wigner exata e semicléssica, confirmando a acuracia da aproximagcao na medida em
que entramos cada vez mais no regime semiclassico (h — 0).

Conforme foi observado no exemplo numérico (OHC), cada uma das aproxima-
¢oes adotadas tem suas vantagens e desvantagens. Podemos afirmar que a funcao
de Wigner na AOA é mais sensivel as nao-linearidades classicas do que o resultado
obtido com a teoria WKB. No entanto, a aproximagao WKB para a fungao de Wig-
ner contém causticas. Ao invés de desenvolvermos uma teoria WKB uniforme ou
de transi¢do para cada regiao na vizinhaga da caustica (local), o método elaborado
com a AOA ¢ globalmente uniforme.

Na aproximagao markoviana, mostramos como calcular a fungao de Wigner na
AOA. Observamos que o resultado obtido nesta tese é similar a dois outros traba-
lhos existentes na literatura |65, 70]. O proximo passo, provavelmente, seria incluir
a dissipacao neste resultado usando operadores de Lindblad nao-hermitianos. A ra-
zao pela qual deduzimos esta formula é porque pretendemos aplicar a aproximacgao
AOA no estudo da transicao quantico-cléssico. Concretamente, uma possivel con-
tinuagao desta tese sera elaborar uma dedugao analitica para dependéncia da taxa
de crescimento da entropia linear com o expoente de Lyapunov. Existem evidéncias

numéricas deste fato para o oscilador de Duffing for¢ado |9, 10].






Apéndice A

Representacoes Integrais

Este apéndice contém algumas féormulas que foram utilizadas ao longo desta
tese. Aqui vamos discutir brevemente as distribuicoes delta, as transformadas de

Fourier de uma funcao gaussiana e a integral de Fresnel.

Distibuicao Delta

A distribuicao delta para o caso multidimensional, usando os vetores reais

X, X' € € R* no espaco de fase, pode ser definida pela representacao integral

S(X - X') = W /_ng exp (% EAX = X’)) | (A1)

A propriedade mais importante desta distribuicao é a seguinte:
/ AX' (X)) 5(X — X') = f(X). (A.2)

Note que a distribuicao delta multidimensional desacopla em distribui¢oes unidi-

mensionais, §(X) = 6(P) 6(Q).
Integral gaussiana

Considere uma matriz complexa simétrica A € C*¥ x C?V, com autovalores
complexos k;j(A), j = 1,...,2N. Mais ainda, iremos supor que a parte real da

matriz é positiva semidefinida, Re A > 0, o que significa que a forma quadratica
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X -ReAX > 0 para todo X € R?" - ou simplesmente que Rek;(A) > 0, =

1,...,2N. Para um vetor £ € R?" e a > 0, ¢ valido o resultado para a seguinte
integral:
/OOdX L v Ax—ic x (2ma)” ( iy A—lg) (A.3)
exp| —— X - —i&- =———exp|(—=¢- : )
TP T2a (detA]2 P72

A demostracao desta formula pode ser encontrada no livro do Folland [24]. A raiz

quadrada do determinante
[det A]7Y? = |det A|7"? exp (—iInd A) | (A.4)

fica determinada pela escolha do corte do plano complexo

2N
1 ™
IndA = 3 E arg k;(A), |arg k;(A)] < 5 (A.5)

j=1
Este corte fica logo acima do semi-eizo real negativo, como é mostrado na figura

A.1. As duas solugoes para a raiz quadrada de x;(A) sdo

[ (A) ]2 = ey (R)] /2 e s /2 (A6)

(15 () ]2 = iy (A)] 2 o oMo (A7)
No entanto, somente uma destas encontra-se no intervalo (A.5).
Integral de Fresnel

Considere agora que a matriz da forma quadradica que aparece na equacgao
(A.3) é uma matriz cuja parte real ¢ nula. Dado que a matriz A ¢ simétrica,
sempre podemos colocé-la em uma forma diagonal usando uma matriz ortogo-
nal O = O, ie,, OAOT = diag(ay,...,asn). Podemos facilmente calcular

det (—iA) =det (—iD) = (—iay)---(—iaay). Decorre entdo que a razao vale

[det (< A)] 2N1 [_Z-&}W | (A.8)

|det A['/?

P |a;]
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Im ;(A)

A

]Hj (A) |1/2 ot arg i (A)/2+4m

. »Re r;(A)

|'L€j(A)|1/2 ei arg r;(A)/2

Figura A.1: O corte do plano complexo fica logo acima do semi-eixo real negativo e
por esta razao a raiz quadrada de x;(A) deve estar no intervalo tal que |x;(A)/2] <

7/2. Este intervalo estabelece que a raiz [x;(A) ]1/ ? escolhida deve estar no semi-
plano real positivo (drea hachurada).

O nidmero imaginario puro que aparece do lado direito da igualdade deve assumir
os valores —ia;/ |aj| = Fi para a; positivo ou negativo, respectivamente. Segundo
a definicdao do corte (A.5) do plano complexo v/£i = eF7/4,

[det (—i A) Y2 i e a;
=exp | —— — |, A9
|det A['/? 4 ; |a;] (A9)

e portanto, a relagao que encontramos é

[det (=i A)]Y2 = |det A" exp (—Zzﬂ sgnA) . (A.10)
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A funcao sinal de uma matriz A é a seguinte:
sgnA=) L =( -(, (A.11)

sendo ¢, e (_ o nimero de autovalores positivos e negativos da matriz A, respecti-
vamente. Esta funcao assume valores inteiros, sgn : R?Y x R?Y — Z, que ficam no
intervalo —N < sgn A < N. Com este resultado, podemos obter o limite da férmula
(A.3) em que a parte real da matriz da forma quadratica vai a zero. A integral da

exponencial puramente imaginaria vale

o0 . 2 h N .
/ dX exp L X.AX) = _2mh)” exp EsgnA : (A.12)
e 2h detA” TP\ T
A demostracgao desta formula pode ser encontradas no apéndice A do livro do Folland
[24].
Uma outra expressao que sera util é a matriz inversa de uma matriz complexa.

Considere a relagio
[B+iC] '=[B+iC] ' [B—iC][B—iC|". (A.13)
A parte real da matriz [B +iC]~" vale
Re[B+iC]™"' =[B+iC]'B[B—iC]'=[B+CB'C] ', (A.14)
e a parte imaginaria vale

Im[B+iC]'=—[B+iC] ' C[B—iC]'=—[C+BC'B]™". (A.15)
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Funcoes de Airy

Uma funcao especial bastante estudada na literatura de fisica semiclassica é a

funcao de Airy. Essa funcao é a solugao da seguinte equagao diferencial:

d2
e (2) =z f(2) =0. (B.1)
As trés solugoes nao triviais desta equagao [82] podem ser escritas como
1 1
fn(2) =5 /en dn exp <—§173—|— 772) , n=123. (B.2)

A integracao é feita no plano complexo com n =r +is e dn = drds. Os contornos
de integracao possiveis €1, Gy e C3 sao mostrados na figura B.1. Note que o plano

complexo esta dividido em trés setores,

5 5
T T <ang(n) < —g, (B.3)

T m m
— g <asn) <, 5 <ag(n) <, G

6 6’ 2
e que cada um dos contornos comeca no infinito de um setor e termina no infinito de
um dos outros dois setores. Mais ainda, qualquer deformacao do contorno Cy, i.e.,
um contorno que comega no infinito do ultimo dos setores em (B.3) e que termina
no infinito do primeiro dos setores em (B.3) determina uma mesma soluc¢ao fi(z).
Analogamente, contornos que sao deformagoes de Gy fornecem uma mesma solugao
f2(2) e contornos que sao deformagoes de C3 fornecem uma mesma soluc¢ao f3(z).
A solugdo fi(z) = Ai(z) é usualmente chamada de fungao de Airy de primeira

espécie, ou simplesmente fun¢ao de Airy. As duas outras solugoes fo(z) e f3(z)
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» »

Figura B.1: Contornos €y, Cy e C3 para as representacoes integrais da fungao de Airy.
O Contorno €} é contruido quando deformamos o contorno €; no eixo imaginario s
e depois o deslocamos para —e/2 + i s.

podem ser escritas em termos da fungao de Airy. A relagdo entre fo(z) e a fungao
de Airy é dada por
faz) = e72™/3 Aj (2 6_27”/3) : (B.4)

e entre f3(z) e a fungdo de Airy por
f3(2) = ™ AL (2 e2™73) (B.5)

Pode-se elaborar uma outra solugao da equacao (B.1), linearmente independente da
fungao Ai(2), definindo Bi(2) =i [ fa(z) — f3(2) ], conhecida com fungao de Airy de
sequnda espécie. A funcao de Airy tende assintoticamente a zero para z — 4 o0

enquanto que a fungao Bi(z) diverge para tais valores.
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Em especial, nosso interesse é uma funcao de argumento real z = x € R, o que
permite deformar o contorno €; no eixo imaginario, Imn = s e Ren = 0. Quando
usamos este contorno e fazemos a mudanga —in = s, o resultado é a fungao de Airy

real

1 o )
Ai(z) = Py / ds exp (% s —i—isx) : (B.6)

Esta defini¢ao esta devidamente normalizada. Pode-se usar o fato de que esta funcao

é real para reescrevé-la como

Ai(x)zl/ooodscos(%s3+sx>. (B.7)

™
Na parte (a) da figura B.2 é mostrado o grafico da fungao de Airy. Para valores de
x > 0 a funcao decai enquanto que para valores x < 0 a funcao apresenta oscilagoes
antes de decair para zero. Para valores negativos e grandes (z < —1) vale a formula

assintotica

Ai () ~ m cos (g ()2 — %) | (B.8)

Quando z > 1, a expansao assintotica é dada por

. r /4 2 13/ 5 (2 !
R )[”ﬁ(é”f’”) e

Em especial, temos a possibilidade de escrever a fungao delta como um limite da

(B.9)

funcao de Airy,
5(z) = Tim - Ai (f> . (B.10)

a—0 @ a

Nesta equagao temos a versao unidimensional da distribui¢ao delta (A.1).
Quando estudamos o modelo parabolico no capitulo 2, nos deparamos com uma,

representacao integral da forma

1 o )
Ia(x):% /Oods exp (% sg—l—z’sm—%s2) : (B.11)
A funcao integral I.(x) pode ser expressa em termos da fungdo de Airy. Basta

considerar a deformagao do contorno €; no eixo imaginario s e em seguida desloca-

lo para o eixo —¢/2 + i s, com um valor £ constante. O contorno €] que acabamos
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0.6 (a) -
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Figura B.2: Na parte (a) temos o grafico da funcao de Airy. Na parte (b) mostramos
o grafico da fungao I.(x) para ¢ = 0.1, formula (B.11). A fungao I.(x) decai & zero
mais rapidamente do que a funcdo Ai(x) para valores = < 0.
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de definir é mostrado na figura B.1, e fica no primeiro dentre os setores definidos
em (B.3). Para calcular tal integragao usamos a defini¢do da fungao de Airy (B.2)

para um argumento real em particular,

g2 1
Al S
1($+4) 27rz'/e

O contorno €] é determinado pelo eixo —e/2 + i s, paralelo ao eixo imaginario,

1 2
dn exp (—§n3—|—n {x#—%}) : (B.12)

/
1

sendo que a parte imaginéaria s varia de —oco a 4+00. Assim, a funcao de Airy fica
determinada pela seguinte integral de contorno:
52 1 —&/2+1i00 1 62
Ai — ) == d(—i —— — . B.13
(+5) =5 [, e (e[ 5]) - ma

Com a mudanga de variavel —in = s + ie/2 conseguimos expressar a integral como

Aj :z:+52 L /Oodse ! s+i€ 3—|—z’ s—I—ig :1:—|—52

i — ) == xp | = — — —

1) o ) P 3 2 2 1
(B.14)

O polindmio que aparece no argumento da exponencial pode também ser escrito

como
i ie\® ie e? iy e, & ¢
slstg ) vilstg ) |ot | =55 tise—58 -5 5o, (B
e portanto,

2 3 1 0 ;
Ai (J)—}-EZ) = exp (—%—%x) Py /_Oods exp (%s3+isx—§sz) . (B.16)

Na ultima igualdade apareceu a fungao integral (B.11) que nada mais é do que um

amortecimento de uma funcao de Airy deslocada,

3 2
I.(z) = exp <% T+ %> Ai (az + %) . (B.17)

No painel (b) da figura B.2 ¢ mostrado o grafico da func¢ao I.(x) com € = 0.1. Note
que o amortecimento faz com a funcdo I.(x) tenda a zero com mais rapidez do que

a funcao Ai ().
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