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Tecendo a manha
Joao Cabral de Melo Neto
Um galo sozinho nao tece uma manha:
ele precisarda sempre de outros galos.
De um que apanhe esse grito que ele
e o lance a outro; de um outro galo
que apanhe o grito que um galo antes
e o lance a outro; e de outros galos
que com muitos outros galos se cruzem
o0s fios de sol de seus gritos de galo,
para que a manha, desde uma teia ténue,
se vad tecendo, entre todos os galos.
E se encorpando em tela, entre todos,
se erquendo tenda, onde entrem todos,
se entretendendo para todos, no toldo
(a manha) que plana livre de armagao.
A manha, todo de um tecido tao aéreo

que, tecido, se eleva por si: luz balao.



Maos Dadas

Carlos Drummond de Andrade
Nao serei o poeta de um mundo caduco.
Também nao cantarei o mundo futuro.
Estou preso a vida e olho meus companheiros.
Estao taciturnos, mas nutrem grandes esperancas.
Entre eles, considero a enorme realidade.
O presente € tao grande, nao nos afastemos.
Nao nos afastemos muito, vamos de maos dadas.
Nao serei o cantor de uma mulher, de uma historia,
nao direi 0s suspiros ao anoitecer, a paisagem vista da janela,
nao distribuirei entorpecentes ou cartas de suicida,
nao fugirei para as ilhas nem serei raptado por serafins.
O tempo é a minha matéria, o tempo presente, os homens presentes,

a vida presente.
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Resumo

Teorias com violacao da simetria de Lorentz apresentam-se, hoje, como uma proposta
consistente para teorias de calibre que vao além do Modelo Padrao da Fisica de Particulas.
Vérios de seus aspectos vém sendo convenientemente abordados na literatura, dentre
os quais destacamos as teorias planares resultantes da reducao dimensional de modelos
quadridimensionais.

Nesta tese, pretendemos abordar o modelo planar reduzido obtido a partir da teoria
Abeliana de Carrol-Field-Jackiw. A esta, porém, acrescentamos um escalar de Higgs,
responsavel por quebrar espontaneamente a simetria de calibre, e conferir massa ao foton.
Este modelo apresenta um termo extra, tipo Chern-Simon, com um vetor de fundo que
realiza uma quebra da simetria de Lorentz. Estudaremos as solucoes classicas para os
potenciais e para os campos eletromagnéticos, quando o vetor de fundo for do tipo-espaco
ou do tipo-tempo. Analisaremos, também, as solucoes tipo-vértice presentes nesta teoria.
Chega-se a um resultado bastante interesante, pois estes vortices tém carga elétrica e
apresentam uma fase de Aharonov-Casher naturalmente, como conseqiiéncia da violagao
da simetria de Lorentz.

Estaremos, também, interessados em possiveis efeitos da quebra da simetria de Lorentz
no dominio da Mecanica Quantica de particula. Através da proposta de um acoplamento
nao-minimo na derivada covariante, partimos da equacao de Dirac para computarmos o

seu limite nao-relativistico. Estaremos interessados, em particular, em efeitos nao triviais
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de fase quantica, sendo esta uma resposta natural a quebra da simetria de Lorentz.
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Summary

Theories with violation of the Lorentz symmetry represents, nowadays, an alternative
formulation in the realm of the fundamental physiscs beyond the Standard Model of
Particle Physics. Several aspects of Lorentz-breaking gauge theories are under study and
there is a huge literature in the area. Among interesting lines of investigation, we should
point out the planar models that result, upon dimensional reduction, from 4-dimensional
Lorentz-violation models.

In this work, we consider a planar model, enriched by a Higgs sector, that gives mass to
the photon. We study classical solutions for the potential and the electromagnetic fields.
Also, we are interested in vortex-type solutions, which here present a very interesting
phenomelogy: the vortex is electrically charged and an Aharonov-Casher phase comes
out naturally, as a by-product of the Lorentz violation.

Another question of interest are the particles quantum mechanical implications of the
Lorentz symmetry breaking. Here, by means of a sort of non-minimal coupling in the
covariant derivative, induced by a Lorentz symmetry-breaking term, we describe rela-
tivistic and non-relativistic fermions and thoroughly discuss the generation of topological

quantum phases.
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Capitulo 1

Introducao

Quais constantes da Natureza, como hoje acreditamos, sao realmente invariantes em uma
escala de tempo da ordem da idade do Universo? Este questionamento tem sido, ao
longo do tempo, levantado de diversas maneiras em varios campos da Fisica. Fred Hoyle,
o adversario de maior prestigio da Teoria do Big-bang, questionou se a constante da
gravitacao de Newton realmente era uma constante em escalas de tempo cosmolégicas.
Surgiram, na década passada, evidéncias de que constante de estrutura fina (a = %),
uma medida da intensidade da interacao eletromagnética entre fétons, elétrons e positrons,
esteja lentamente variando [1]. Anteriormente, Dirac ja havia sugerido esta idéia [2].
Observagoes astronomicas do espectro de absorgao e emissao de gases em torno de estrelas
distantes também surgerem a variagdo desta constante [3]. Como « relaciona a carga
elétrica e, a constante de Planck h, e a velocidade de propagacao da luz no vacuo c,
qual destas “constantes” poderia variar? Sem duvida, a alteracao de qualquer uma delas
provocaria grandes mudancas no nosso entendimento das propriedades da matéria.

A observacao de raios cédsmicos além do limite (GZK) de Greisen-Zatsepin-Kuzmin

(Egzx ~ 4.10Y%V) | [4, 5], levanta dividas sobre o conhecimento das leis que regem o

tempo de vida das particulas que compoem estes raios. Seria esperado que estas particulas



decaissem antes de chegar a Terra. Uma possivel explicagao é que estes raios desenvolvam
uma velocidade superior a da luz para conseguir atingir o Sistema Solar.

A questao que se levanta, de alteracao da velocidade limite de propagacao, contraria
frontalmente um dos pilares da teoria mais bem sucedida da Fisica atual, a Relativi-
dade Restrita. Partindo do pressuposto de que a velocidade de propagacao de uma onda
eletromagnética deve ser a mesma independentemente do sistema de refencia que se adote,
Einstein conseguiu dar uma interpretacao revoluciondaria as transformacoes de Lorentz,
provocando mudancas dos conceitos de espago e de tempo, recolocando-os sob um novo
pano de fundo onde a Fisica se desenvolve: o espago-tempo.

A simetria de Lorentz, junto ao desenvolvimento da Mecanica Quantica, fornecem os
guias para a formulacao de uma teoria que possa descrever o comportamento das particulas
elementares. Surgiu, entao, a Teoria Quantica de Campos, que descreve as particulas como
excitagoes localizadas de um campo que estd imerso no espago-tempo. O campo seria um
grande “colchao de molas”onde as excitagoes se propagariam. A maturacao destas idéias
levou a formulacao do Modelo Padrao, que descreve, de maneira unificada, as forcas
que regem as particulas elementares (eletomagnéticas, nucleares fortes e nucleares fracas)
deixando de lado a forga gravitacional. Uma das conhecidas dificuldades em se tratar
a forca gravitacional, de maneira resumida, reside no fato de nao se ter massas que se
repelem e, por isto, nao se consegue a blindagem desta forca. Einstein quando criou sua
teoria da gravitacao tentou também, sem sucesso, incluir o eletromagnetismo.

Desta tentativa de se incorporar a Teoria da Relatividade Geral, concebida para descr-
ever a forca gravitacional no cenario estabelecido pelo Modelo Padrao, aparece natural-
mente a quebra da simetria de Lorentz. E de se esperar que, em altas energias, tenhamos
uma teoria unificada decrevendo a Natureza de maneira simétrica. O Modelo Padrao com

gravidade descreveria uma Fisica em que a energia envolvida seria da ordem de 10 GeV/(



a massa de Planck, considerando ¢ = 1).

Dentre as possibilidades de violagao da simetria de Lorentz, consolidou-se, ao longo
da década passada, uma proposta de quebra desta simetria por um campo de fundo. Esta
idéia ganhou uma atencao especial devido ao fato de que, em um processo de transi¢cao
de fase, é natural que apareca um campo (escalar) de fundo nao-nulo resultante quando
o sistema fisico atinge o estado de minima energia. Este mecanismo é conhecido como
quebra espontanea da simetria de Lorentz, e este processo de transicao de fase, no contexto
do Modelo Padrao, vem explicar como as particulas fundamentais adquirem massa [6].

A quebra espontanea de simetria de Lorentz aparece também no contexto da Teoria
de Cordas. Esta teoria atribui dimensao a particulas pontuais; portanto, uma particula
movendo-se no espago-tempo, ao invés de desenvolver uma trajetoria linear, descreve
uma folha, a chamada superficie de mundo. Os modos normais de vibragao desta folha
recuperariam as informagcoes de descrigao das particulas. Uma outra novidade desta teoria
¢ lancar mao de uma idéia surgida no inicio das propostas de modelos cosmoldgicos: as
teorias de Kaluza-Klein. Partindo inicialmente de uma teoria em dimensoes mais altas,
a medida que vamos reduzindo as dimensoes, chegamos a uma teoria que explique os
fenémenos que ocorrem no espago-tempo ordinario quadridimensional[7].

A idéia da ocorréncia da quebra espontanea de simetria no contexto da Teoria das
Cordas e do Modelo Padrao Estendido foi lancada por Kostelesky e Samuel [8] em 1989,
e, aos poucos, foi ganhando adesao na comunidade, como procedimento mais usual para
se introduzir a quebra da simetria de Lorentz. No trabalho citado, os autores avaliam que
ao Modelo Padro da Fisica de Particulas devem ser incorparadas estas idéias.

Mas nao é sé neste contexto que é proposta uma quebra de Lorentz. Uma outra
vertente tedrica da Fisica que se estabeleceu ao longo dos tultimos anos é a proposta

de extensao da nao-comutatividade para as coordenadas espaciais de uma particula: as



teorias ditas nao-comutativas,

[xh, x| = 0", (1.0.1)

Esta linha de investigacao considera que as coordenadas do espago-tempo nao mais co-
mutem. Em Mecanica Quantica, esta propriedade implica na impossibilidade dos oper-
adores posigao serem medidos simultaneamente [9]. Partindo desta generalizagao, verifica-
se que possiveis novos efeitos podem enriquecer nosso conhecimento em diversos campo
da Fisica, e uma conseqiiéncia imediata desta proposta é a quebra de simetria de Lorentz,
que pode-se mostrar através do mapeamento de Seidberg-Witten.

Desenvolvemos um trabalho a ser submetido para publicacao, que elucida de que
maneira ocorre esta violacao de simetria por um campo de fundo, tomando como exemplo
um elétron que se move em um campo elétrico uniforme gerado por um capacitor de placas
paralelas. Chamamos um campo qualquer de campo de fundo quando nao temos acesso
as fontes destes campos. Vemos, através da trajetoria balistica do elétron num campo
uniforme, que a equivaléncia na descricao do movimento do elétron por transformacoes
ativa e passiva de Lorentz é quebrada. Trabalhamos este exemplo, porque acreditamos
que o sentido em que ocorre a quebra da simetria de Lorentz nao fica muito claro na
literatura.

A presenca da anisotropia espacial, manifesta nestas teorias, também apresentam-se
em varios sistemas fisicos de interesse. Como exemplos temos na transicao de fase do
ferromagnetismo no modelo de Ising; antes da transicao, uma cadeia linear de spins com
movimento térmico e descorrelacionados. A medida que o sistema é resfriado, os spins
comecam a ficar correlacionados e se orientam em uma determinada direcao, gerando,
como campo de fundo, um campo magnético. Desta forma, ocorre uma quebra de isotropia

espacial, pois este campo de fundo seleciona espontaneamente uma direcao preferencial.



Quando ocorre transicao de fase nos supercondutores de alta temperatura, a supercorrente
é transportada através dos planos de cobre-oxigénio. Portanto, estes planos criam tambem
uma direcao preferencial. Neste sentido, embora nao seja objeto de aplicacao desta tese,
pretendemos trabalhar algumas questoes no modelo com quebra da simetria de Lorentz
que tenham algum potencial na modelagem de sistemas da matéria condensada.

Ap6s a proposta da quebra de Lorentz, através da introducao de um fundo que promove
anisotropia no espaco-tempo?, alguns trabalhos testaram a validade deste modelo sob
seus aspectos de consisténcia. Nosso Grupo, através de algumas teses de doutorado e
algumas dissertagoes de Mestrado, prestou contribuicoes que consolidaram esta proposta.
Especialmente, destacamos os trabalhos que compuseram a tese de doutorado de H. Belich
[10], onde os aspectos de causalidade e unitariedade desta Teoria foram analisados, além de
posteriores desdobramentos, como por exemplo, os aspectos técnicos inerentes a reducao
dimensional deste modelo, importantes sobretudo pela sua potencialidade de aplicagoes.
Nao se faz necessaria a sua revisao, pois consta nas referancias presentes na tese, que
listamos em [11].

Outra linha de atuacao do Grupo é a extensao supersimétrica de teorias com quebra
de Lorentz, que tiveram sua origem em[12]. Neste trabalho, analisa-se a contribuigao
do vetor de fundo a massa do parceiro supersimétrico da particula de calibre, o gaug-
ino. As extensoes supersimétricas do modelo Abeliano, com duas (N=2) e quatro (N=4)
supersimetrias, originadas a partir do modelo proposto em 6 e 10 dimensoes, estao discu-
tidas em[13]. Nestes trabalhos, explora-se ainda o mecanismo de redu¢do dimensional a
Legendre, que é o objeto de estudo de outra tese de doutorado do Grupo.

A presente tese de doutorado fortalece este cenario. Podemos dizer, de uma maneira

geral, que ela se divide em duas partes. A primeira tem por objetivo preencher duas

ldesde que alguma componente espacial do vetor de fundo seja nao-nula



lacunas presentes na literatura da teoria de campos, que sao o estudo das solugoes de
vortice e as solugoes de campo classicas do modelo planar com quebra espontanea da
simetria interna.

Neste sentido, dedicamos um capitulo, o segundo desta tese, a exposicao do modelo
em questao, que sera trabalhado nos terceiro e quarto capitulos, no qual destacamos na
haver nenhuma contribui¢ao original no que diz respeito ao seu conteuido. Sua presenca
justifica~se pela necessidade em conhecer alguns dos aspectos mais gerais do modelo que
servirao para o desenvolvimento das atividades seguintes, que constituem as contribuigoes
originais desta tese. Escolhemos seguir trabalhando no modelo planar, pois nosso interesse
residual e subliminar esta no potencial de aplicacao desta teoria, sobretudo na Fisica de
baixas energias, em conexao com a Mecanica Quantica e eventuais sistemas da Matéria
Condensada. Portanto, os aspectos estudados nesta tese cobrem uma lacuna de conheci-
mento sobre as teorias com violacao da simetria de Lorentz.

No terceiro capitulo, estao descritas as solucoes classicas do modelo exposto no capitulo
anterior, onde analisamos tanto as solugoes de campo como dos potenciais, nos casos em
que teremos os vetores de fundo reponsaveis pela quebra de Lorentz tipo-espago e do tipo-
tempo. Fazemos uma comparacao dos nosso resultados com o modelo de Chern-Simons,
e em seguida tomamos o limite em que o vetor de fundo vai a zero como condicao de teste
de validade do modelo. Discutiremos em detalhes como a quebra de Lorentz apresenta
modificacoes. Vamos observar que, para o caso em que o vetor de fundo é do tipo-tempo,
as solugoes obtidas sao exatas; entretanto, para o caso do vetor tipo-espaco, algumas
aproximacoes serao necessarias para desacoplarmos as equagoes de campo.

O quarto capitulo fecha a primeira parte da tese, ainda sob a perspetiva de anélise
da alguns aspectos da teoria, onde buscamos as solugoes de vortice do modelo assim

como suas caracteristicas. Observamos tais excitagoes topoldgicas tem carga elétrica no



contexto da teoria estudada, preservando as caracteristicas do modelo quadridimensional.
Isto se deve ao fato de que, nesta teoria, ao se observar as equagoes de Maxwell, o campo
magnético é fonte para campo elétrico; portanto, em regioes onde héd campo magnético,
ha também campo elétrico nao-nulo. Observaremos, ainda, para estes vortices, uma fase
de Aharonov-Casher.

Nestes dois capitulos acreditamos ter contribuido com estes dois novos resultados,
entendendo-lhes como seqiiéncia dos trabalhos produzidos no Grupo até o momento. A
partir deste ponto, teremos a segunda parte da nossa tese, que buscara novos caminhos
para violacao da simetria de Lorentz, sobretudo em sistemas de baixas energias. Nossa
énfase serd em que condigoes um fundo responsavel em quebrar Lorentz podera gerar fases
quanticas, e em especial, a fase de Aharonov-Casher.

Esta segunda parte, tera um novo capitulo, no qual nenhum novo resultado é apresen-
tado, mas é de fundamental importancia para que se crie um contexto em que o capitulo
seguinte se densenvolva. Para tanto, o quarto capitulo fara uma pequena discussao de
efeitos de fase quantica, dando um destaque a fase de Aharanov-Casher, e revisaremos
alguns topicos recentes de pesquisa na area.

O sexto capitulo discutird implicacoes nao-relativisticas da quebra da simetria de
Lorentz, em Mecanica Quantica. Neste sentido, é proposto um novo tipo de acopla-
mento nao-minimo, realizado pelo acoplamento do setor de matéria de uma teoria de
Dirac com vetores e tensores de fundo responsaveis pela quebra de Lorentz. O caminho
seguido serd, a partir da equacao de Dirac, tomar seu limite nao-relativistico. E obtido
também a Hamiltoniana nao-relativistica, entretanto suas corregoes de energia nao sao
ainda analisadas como objetivo desta tese.

Ainda no sexto capitulo, fazemos uma outra andlise. Como se sabe da literatura, o

termo de quebra de Lorentz também viola as simetrias de CPT. Sobre este ponto, uma



questao que se torna interessante, e com grande potencial de aplicagao, é o comporta-
mento da anti-particula sob o mesmo tipo de acoplamento nao-minimo com violacao da
simetria de Lorentz. Estudaremos o limite nao-relativistico da anti-particula sob tres
diferentes acoplamentos: uma anti-particula carregada, acoplada com o potencial de cali-
bre (minimo), e estudaremos a fase de Aharonov-Bohm; uma anti-particula neutra, como
momento de dipolo magnético, acoplada com o campo elétrico, para extrairmos a fase de
Aharonov-Casher; por fim, analisamos a fase de Aharonov-Casher para anti-particula em
presenca da quebra de Lorentz, e comparamos os trés resultados.

Gostarfamos de alertar para uma questao de estilo; as conclusoes mais técnicas sao
realizadas ao final de cada capitulo, com a finalidade de tornar a leitura mais fluente e
focada, deixando o capitulo final para discutirmos de uma maneira mais geral e aberta as
perspectivas de futuro que vislumbramos para a area assim como para apresentacao dos
trabalhos que estao em andamento e em que “status”de desenvolvimento os mesmos se

encontram.



Capitulo 2

Apresentacao do modelo reduzido

A Fisica planar, teorias e modelos em (2 + 1) D, é objeto de estudo da Fisica ja hé algum
tempo, tanto pelos seus aspectos tedricos fundamentais como pelas potencialidades de
aplicagao em varios sistemas fisicos de realizagao experimental, como se destacam na
literatura os supercondutores e o Efeito Hall Quantico [15]. Recentemente, além de,
recentemente, o estudo de vértices em condensados de Bose-Einstein foi abordado segundo
a Eletrodinamica de Maxwell-Chern-Simons [16].

Uma implementacgao destes modelos em (2 + 1) D bastante conhecida, e com resultados
bastante incisivos na descricao dos fenomenos da Matéria Condensada é a teoria de Chern-
Simons, conhecido como um termo de massa topoldgico, que viola as simetrias de paridade
e reversao temporal, e que, para apresentar dinamica, deve estar acoplado a um setor de
matéria da teoria ou ao setor de Maxwell.

Quando o termo de Chern-Simons acopla-se ao setor de matéria, por exemplo, tem-
se como solucao desta teoria particulas de estatistica fracionaria, conhecida por anions.
Estas sao particulas carregadas que tém a elas anexadas fluxo magnético. Destacamos,
também, o estudo dos vortices topoldgicos no contexto das teorias de Chern-Simons,

que sao solucoes nao-perturbativas de modelos onde o campo de Chern-Simons esta



acoplado a campos carregados (matéria) e, eventualmente, também apresenta propagagao
corrigida por um termo do tipo-Maxwell(F};). Estes vortices também carregam fluxo
magnético[17]. H& ainda varias outras caractéristicas peculiares das teorias de Chern-
Simons, e uma revisao de suas aplicacoes e resultados podem ser encontradas em [18].

Devemos destacar que a teoria de Chern-Simons apresenta sua formulacao tendo como
ponto de partida uma Fisica planar, pois hd uma impossibilidade de defini-la em dimensoes
que nao sejam impares. Entretanto, uma nova categoria de teoria topologicamente massiva
surgiu na literatura por volta da década de 90, em que se havia a possibilidade de que
ela existisse agora também em 4 dimensées, (3 4+ 1) D, mas havendo a necessidade de se
quebrar a simetria de Lorentz através do acoplamento do setor de calibre com um vetor
de fundo, este responsavel em promover uma anisotropia no espago-tempo, quebrando,
assim, a simetria estabelecida pelo grupo de Lorentz nas transformacoes de particula,
preservando apenas as transformacoes sob o referencial de observador da teoria.

Esta modificacao do Eletromagnetismo pela presenca do termo de massa topoldgica,
chamado, apenas por analogia, de uma nova categoria de Chern-Simons em 4 dimensoes
foi proposta inicialmente por Carrol, Field e Jackiw em[19], baseados tanto em dados
observacionais da astrofisical, como pela consisténcia dos novos modelos da fisica tedrica,
que preveem a quebra desta simetria na escala de energia de Planck.

Motivados por este cenario, entendemos que um estudo destas novas teorias de Chern-
Simons torna-se relevante por varias razoes, como por exemplo: avaliarmos como uma
teoria planar, orignaria da reducao dimensional de um Chern-Simons quadridimensional,
aproxima-se dos resultados obtidos de uma teoria genuinamente planar; e também pelo
fato de que, motivados pela aplicagao em sistemas de baixas energias das teorias planares,

avaliarmos novas possibilidades de aplicacao de uma teoria planar resultante de uma

'E interesante destacar que os dados observacionais do espectro de galdxias e a birrefringéncia do

vécuo, posteriormente, foram refutados pelos mesmo autores como indicativos da quebra de Lorentz
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quadridimensional, lembrando que hd uma motivacao bastante razoavel para aventarmos
a quebra da simetria de Lorentz na Matéria Condensada, pois este ¢ um ambiente em que
claramente esta quebra deva ocorrer. Por exemplo, no efeito Hall, a presenca do campo
magético de fundo quebra a simetria de rotacao do sistema.

Passaremos a exposicao do modelo que serd trabalhado nos Capitulos 3 e 4 desta
tese, destacando que estaremos interessados em apurar as solugoes de vortice; por isto,

adicionaremos ao modelo planar com quebra da simetria de Lorentz o setor de Higgs.

2.1 O modelo estudado

Nosso Modelo de Eletrodinamica Planar com violagao da simetria de Lorentz é obtido a
partir da redugao dimensional da Lagrangeana de Maxwell?, obtida em (3 + 1) D, somada
ao termo de Carrol, Field e Jackiw[19]

1 O X
£1+3 - {_ZF;)&F'MV + ZﬁuVHA’U[LAgFm\ — A,}JV} s (2.1.1)

onde v* é um quadrivetor externo e A;.J” é o termo responsavel em fazer o acoplamento
entre o campo de calibre e uma corrente externa; ft ¢ um indice que vai de 0 a 3.

Este modelo é invariante de calibre, porém nao preserva a invariancia de Lorentz
e as simetrias simultaneas de conjugacao de carga, invariancia translacional e reversao
temporal relativas ao referencial da particula, as chamadas simetrias CPT. As motivacoes
em se considerar o modelo reduzido (2 + 1) D, e os detalhes da redugao, encontram-se no
trabalho [20]. Usamos diretamente a Lagrangeana obtida no referido trabalho, que é a
Lagrangeana de Maxwell em 1+3 dimensoes, adicionada ao termo de Carrol-Field-Jackiw,

mais um setor escalar (de Higgs) que realiza a quebra espontanea da simetria[22]. Temos

2A métrica adotada segue a seguinte convengao: ¢, = (+,—,—,—)em D =1+3, e g, = (+,—, —)

em D =1+ 2. A letras gregas, fi, vao de 0 a 3, enquanto, pu, vao de 0 a 2.
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assim

Li3= {—iFﬂﬁFﬂD - }lgﬂmvﬂAﬁFﬁ + (D*¢)*Dpp — V(¢*9) + ApJ”}, (2.1.2)
onde D;¢ = (0 + ieA;)¢ é a derivada covariante e V(¢*¢). Para obtermos o modelo
reduzido, em suas linhas gerais, as prescri¢oes para reducao dimensional consistem, em
relagdo a qualquer quadrivetor, em: i) mantemos imutavel sua componente temporal e
duas de suas componentes espaciais. ii) a terceira dimensao espacial é congelada, o que
implicard: 0,x — 0.; iii) como o quadrivetor de fundo comporta-se de maneira que
cada uma de suas componentes seja independente uma da outra, como um verdadeiro
escalar, faremos com que a sua terceira componente espacial seja escrita separadamente
das demais, e associaremos ela ao campo escalar de Higgs em 1 4 2 dimensdes(v® = s);
iv) também, a terceira componente do potencial vetor tornar-se-4 um escalar, (A®) =
¢) oordenada do Note-se, que nesta prescricao de redugao dimensional, fica assegurada

automaticamente a invariancia de calibre em 1 4 2 dimensoes[10]

O escalar ¢, que serd associado & componente do campo A®), é invariante de calibre
(O3 = 0, v sendo o parametro de calibre), e o campo A*( u = 0,1,2) é invariante sob o
calibre usual do Eletromagnetismo U (1), cujo parametro de calibre é a. Portanto, este
modelo de reducao dimensional é perfeitamente compativel com a invariancia de calibre.

Aplicando as prescricoes descritas acima, para o quadrivetor de calibre, A%, e para o

quadrivetor de fundo, v#, temos

A — (AY; @) (2.1.3)

v — (v s), (2.1.4)
onde: A®) = v®) =sep=0,1,2.

Aparecem, entao, dois escalares: o campo escalar, ¢, que apresenta dinamica, e s,
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uma constante (sem dinamica). A Lagrangena que se obtém apds estas consideragoes,

partindo de (2.1.2), é

1 1
L = _ZFWFW + 5@@8“@ + geuukA“a”Ak — e 0" 0" AF +
+(Du) (Duo) — €0 (9*0) = V (67¢) — AuJ" — 0, (2.1.5)

onde o termo de fixacao de calibre foi introduzido apés realizada a reducao dimensional.
O campo escalar, ¢, tem um comportamento tipico de um campo de Klein-Gordon sem
massa, e ¢ responsavel pelo acoplamento do vetor de fundo, v*, com o setor de calibre da
teoria: pe,,xv"0” A*. A presenca do termo de Chern-Simons na Lagrangeana (2.1.5), com
parametro de massa s, quebra a simetria de paridade e de reversao temporal. Deve-se
notar que, apesar deste termo apresentar-se sob a forma covariante, a simetria de Lorentz é
quebrada no referencial da particula, uma vez que o trivetor de fundo, v*, nao se comporta
como um genuino vetor perante as transformacoes de Lorentz, comportando-se como um
conjunto de 3-escalares.

As dimensoes de massa dos campos e dos parametros contidos na Lagrangeana (2.1.5)
sao os seguintes: [p| = [A*] = [¢] = 1/2,[s] = [v"] = 1,[e] = 1/2. Deve-se notar que,
enquanto a constante de acoplamento quadridimensional do grupo de calibre U (1), ey,
¢ adimensional, a constante tridimensional apresenta uma dimensao [massa]l/ ®. Este é o
resultado usual de sistemas planares, que é um efeito remanescente da terceira dimensao

espacial®. Apds a quebra espontanea da simetria, e selecionando apenas termos bilineares,

3Em supercondutores de alta temperatura este efeito pode ser associado ao acoplamento entre dois
planos de condugao paralelos considerados em alguns modelos tedricos. Neste sentido, esta constante de
acoplamento é interpretada como um acoplamento efetivo (63 =eq4/Vl1 J_) por alguns autores [23], com [

sendo o comprimento caracteristico entre dois planos paralelos.
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temos a seguinte Lagrangeana

1 1 1 s
L1y = —ZFWFW + 5@903”@ - §M124g02 + §€uukA“aVAk +
1
—peupvt 0’ AF + SMAAA" — AT — gl (2.1.6)

Os propagadores obtidos a partir da Lagrangeana acima(2.1.6), sao expressos em teros

de operadores que formam a seguinte algebra de spin
Q;UJ = U,uTua Auy = U, Vy, Zuy = Uuaua (I)uy = Tuaua

com as seguintes relacoes:

SuT'T* = Du,T* = A\T°9, = 0Q,* — A&,
Q“VQOU/ — TQUaU’u — T2Aau, ij@ua — TZU#aa — TQEMQ,

A= Sf=v0t, T?P=T,T=(’0-X\).

Apoés alguma dlgebra, chegamos aos resultados abaixo:

i y . (k:2 — M,%x) " (k2 — Mi) XH - /\ZSQMik:2 u
AR ATR) = { TTEm T BER - RmER T

5 v s2k? w (B =M3) .

B eomrmen” ERBmh .t

sk? om — Qe i(v-k)s?k? s | ywn

N CEIC A A RS VAT T LI R
is(v- k) o

_—IE(IC) 710 (D d ]}, (2.1.7)

para o propagador do setor de calibre; os propagadores para o campo escalar, assim como

para os termos misturados sao dados por

s
O = e - 2y

(2.1.8)

14



CESTAEID
(A% = Ga iy [0° - MO sk b b, @110)

onde: X(k) = [k* — (2M3% + s> —v-v) k* + M} — (v k;)z} JB(k) = (k* — M%)? — sk

(A%p) = (K> — M3)TY + sk*>v® + s(v - k)k°] (2.1.9)

Os resultados acima foram todos ja analisados, sob os aspectos de consiténcia do
modelo (causalidade, unitariedade e normalizabilidade), em [20] e ndo fazem parte dos
resultados originais desta tese. Devemos direcionar aqui a leitura para os dois capitulos
seguintes, que se baseara em solucoes obtidas a partir do modelo exposto até o momento,
que é o modelo de CFJ com quebra espontanea de simetria. A partir deste modelo,
buscaremos as solugoes classicas e as solugoes de vortices.

Para isto, passemos agora a discutir possiveis papéis desempenhados pelos campos
presentes na Lagrangena. (2.1.5). O primeiro e o terceiro termo definem a Eletrodinamica
de Maxwell-Chern-Simons, que ja foi bastante explorado na literatura, inclusive usados
em muitas aplicagoes na matéria condensada em conexao com o aparecimento de defeitos
topologicos, excitagoes anidnicas, etc., partindo dai nossa motivacao. O campo escalar,
¢, representa o setor de Higgs da teoria, responsavel pelo surgimento de configuracoes
de voértices, ja discutido tanto em teorias Abelianas como nao-Abelianas escalares [24]-
[27]. Em auséncia de correntes, e com o campo ¢ indo a zero (¢ = 0), obtemos a mesma

Lagrangeana presente nos trabalhos [24]- [27], em que se obtém solugbes de vértices car-

regados e configuracoes auto-duais, em auséncia do termo de Maxwell.

Devemos, entao, destacar que é neste ponto que residird a originalidade do nosso
trabalho em relagao aos demais apresentados na literatura, pois, nos trabalhos citados,
nao ha o termo que quebra a simetria de Lorentz, acoplado com os setores escalares e de
calibre da teoria.

Em um dos trabalhos gerados nesta tese, cuja referéncia é [28], estudamos as solugoes
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classicas para este modelo bidimensional reduzido da teoria em 4-dimensoes, que serd ex-
posto no Terceiro Capitulo. Foi verificado que a quebra de simetria de Lorentz modifica
o comportamento do campo elétrico a longa distancia, e a interagao deve ser modificada
de maneira logaritimica na presenca do vetor de fundo para o caso em que este seja tipo-
espaco. Com isto, deve-se esperar que o vetor de fundo promova nao s6 a quebra da
simetria de Lorentz e uma anisotropia no espaco, como também mudancas no comporta-

mento fisico de um sistema.
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Capitulo 3

Solucoes Classicas

Neste capitulo, dedicaremos nossa atencao as equagoes de movimento classicas para o mod-
elo extendido com um termo de violacao de Lorentz tal como descrito anteriormente, assim
como estudaremos suas solugoes para a equacgao de onda do modelo de Higgs abeliano pla-
nar com quebra espontanea de simetria, obtido em [20], para o potencial A*. O principal
propdsito aqui € investigar quais os efeitos tem o vetor de fundo responséavel pela quebra
da simetria de Lorentz nas solugoes para os campos, e na solu¢ao do potencial gerada no
contexto da eletrodinamica planar.

Como a Lagrangeana com quebra espontanea de simetria apresenta o setor de calibre
do modelo de MCS-Proca acoplado com um campo de Klein-Gordon massivo através do
termo proporcional ao vetor de fundo, espera-se que as solugoes obtidas correspondam as
equacoes do modelo MCS-Proca corrigidas por termos que sejam dependentes deste. E é
exatamente o que acontece; verificou-se, entao, que as equagoes de movimento apresentam
uma estrutura muito similar a estrutura usual do modelo MCS-Proca, adicionada de
termos dependente do vetor de fundo. Em seguida, as solugoes para os campos elétrico e
magnético, e para o potencial, foram encontradas para os casos em que o vetor de fundo é

puramente tipo espaco e puramente tipo tempo, separadamente, que exibe corregoes, em

17



relacao ao modelo MCS-Proca, dependentes de v*.

Para o caso do vetor de fundo puramente tipo-tempo, sao obtidas, através de inte-
gracoes do tipo Fourier, solucoes algébricas exatas. Tanto o potencial escalar quanto
o potencial vetor sao dados em termos de combinagoes lineares das funcoes de Bessel
modificadas (K, K1), e comporta-se, tanto perto como afastado da origem, como o caso
MCS-Proca puro. As diferencas para as solugoes ocorrem sempre na regiao radial inter-
mediaria. Como a funcao de Bessel decai exponencialmente, as solugoes apresentam uma
forte blindagem, que é um comportamento tipico do caso em que a intermediacao fisica
da interacao é realizada por particulas massivas. Também, notar-se-a4 que o potencial
escalar tem forma similar as solugoes do modelo MCS-Proca. Entretanto, os potenciais
diferirao sensivelmente para o caso em que a massa de Proca for pequena, (M s K 1),
ou quando o vetor de fundo for grande (vy < s), que pode tornar a interacdo atrativa em
determinada regiao do espaco. Em relagao ao potencial vetor, é possivel obter solugoes
bastante similares ao caso MCS-Proca, sem alteracoes qualitativas. FEntretanto estas
solugoes modificar-se-ao substanciamente a distancias intermedidrias para o caso em que
(vo < 8)-

Por outro lado, para o caso em que o vetor de fundo é puramente espacial, as integrais
de Fourier nao sao mais soliiveis exatamente, o que implicara em algumas aproximagoes
conferindo maior complexidade algébricas as solugoes. A presenca da anisotropia espacial
torna-se uma propriedade manifesta, no sentido que os termos de correcao apresentar-
se-a0 com uma clara dependéncia no angulo determinado pela fixacao do vetor de fundo
7. O potencial escalar consiste em uma combinacio complexa da funcdo de Bessel e
fungoes radiais (Ko, r K7, K1/r); sua forma, perto e longe da origem, aproxima-se do caso
MCS-Proca: ele desaparece quando r — 00, e comporta-se como Inr para r — 0. Quanto

ao potencial vetor, ele também aparece como combinacoes das funcoes de Bessel e de
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fungoes radiais (rKo, Ko/r, K1, K1/7?), exibindo termos de anisotropia. Independente de
qualquer complexidade em que se d4 a analise, este potencial apresenta um comporta-
mento idéntico, perto e longe da origem, ao potencial do modelo MCS-Proca. A anélise
grafica mostrara que a presenca do vetor de fundo nao apresentara modificagoes qualitati-
vas sensiveis comparadas ao MCS-Proca devido a pequena maginitude do vetor de fundo
comparada aos parametros de massa de Chern-Simons(v?/s* < 1).

Nosso método para esta andlise consistird em obtermos solugoes para o campo de
Klein-Gordon, revelando sua estrutura andloga ao potencial escalar tanto para o caso
puramente espacial como para o puramente temporal do vetor de fundo. Em seguida,
mostraremos como estas solugoes recuperam o caso MCS-Proca no limite em que o vetor
de fundo vai a zero (v* =0), condicdo necessaria para garantia de validade de nosso
modelo.

Passaremos, entao, a analise detalhada da proposta que se dividirira da seguinte forma.
Na préxima secao deste Capitulo apresentaremos as equacoes de movimento do modelo
(2+ 1) reduzido, a partir da qual extrairemos as equagoes de onda para o potencial e
para os campos. Na segunda secao, resolvemos as equagoes para o caso do potencial
escalar no limite estatico para os casos em que o vetor de fundo é puramente tempo e
puramente espaco e discutiremos os resultados. Na terceira secao, resolvemos as equagoes
diferenciais para o potencial vetor de acordo com o procedimento adotado na segunda

secao. Apresentaremos em seguida, as conclusoes obtidas para a andlise proposta.

3.1 Equacoes de Onda e Solucao dos Campos

Em uma anédlise dimensional da Lagrangeana(2.1.6), observa-se as seguintes dimensoes de

massa para OS Callpos € correntes
[A¥] = [@] = 1/2,[s] = [v"] = 1,[J*] = 5/2. (3.1.1)
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As equacOes sao obtidas, na forma covariante, ao escrevermos as equacoes de Euler-

Lagrange (E-L)

O, F" = se"P9,A, + e"Pv,0,p + MFA" — J*, (3.1.2)

O+ M3)e = —eupv0”AF —J. (3.1.3)

Deve-se observar que as equacoes de Maxwell sao modificadas pela presenca do vetor de

fundo e elas estao descritas abaixo:

- —
VxE+0B = 0 (3.1.4)
= * - _>* —x —>>k 2_>
OE -V'B = —j —sE*— (v dip + 10V ¢>+MAA, (3.1.5)
V. E - sB = p—MA+7 x Vo, (3.1.6)
9 = - ., =
O+Mi)p = WV xA—-—v xFE—J (3.1.7)

A primeira das equagoes é uma identidade de Bianchi ! (9, F** = 0)), portanto o vetor de
fundo nao a modifica. As duas seguintes obtem-se a apartir da equacao de E-L (3.1.2),
enquanto a ultima equagdo vem de (3.1.3). A dimensdo de massa dos campos elétrico e
magnético podem ser determinadas a partir das equagoes acima, o que nos da [E] = [B] =
3/2. A equagao para a conservacao da corrente também é modificada pela presenca do
vetor de fundo,

Oy J" = —e""0,v,0,¢ (3.1.8)

que se reduz ao resultado usual d,J* = 0, quando v* é constante ou tem rotacional nulo
(e"Pd,v, = 0). Esta é também, como mostra [19], a condigao que deixa a teoria invariante

de calibre.

'Em D = 1+ 2, o tensor dual, definido como FH* = %e“”aFya, é um trivetor, que é dado por:

012

_
Fr* = (B,—E*). Foi adotada a seguinte convenciao: €p12 = €12 = €15 = ¢!? = 1. Em geral, o sfmbolo

(*), indica também o comportamento dual de um bivetor: (EZ)* = ¢, B0 — Er = (Ey,—Ey).
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Manipulando de maneira conveniente as equagoes de Maxwell para extrairmos as

equagoes de propagacao da onda para B e ﬁ, obtemos

(O+s*+M3)B = —sp+€ X 7+5M31A0—3? x Vi +
—0; (Vo) x 7 — vV, (3.1.9)
(O+s*+ Mf‘)E> = —?p = 8t7 + 37* — ?(7 X V—g>0) — 5 (Opp) +
—suVp — sM2EA* — 020 + 19V (3y) (3.1.10)

que no regime estaciondrio se escrevem como

(V2 —s* = M3)B = sp— V x 7 —sM3Ag+ 5V x Vo +uVip, (3.1.11)
(V2 — 5% — j)ﬁ = ?p - 57* + 31)0?@ + 6(7 X V—<>p) + ijZ’*. (3.1.12)

Substituindo as definigoes dos campos em relacao aos potenciais, as equagoes de onda

—

para (Ag, A) sao

OO0+ (s2+2M2)) + M2 Ay = (O+M2)[p+ (T x V)] +
+s <8tV—g)0> X T4 5V x 7 — sv9V2p, (3.1.13)

— — — —
OO+ (s> +2M3))+M3] A = (O+M3)(j +Vop+uVie) —sVip+
— —
+50; 5 F 4 sV (97p) — suV (Dp) +
—s (6(? x V_Xp)) , (3.1.14)
Devemos notar que o resultado acima é similar ao modelo MCS classico, onde as equagoes
de onda para os potenciais obedecem uma equagao diferencial de quarta ordem inomogénea.

A diferenca do modelo estudado em relagao ao MCS-Proca desaparece se tomarmos o ve-

tor de fundo igual a zero (v* — 0), o que facilmente se verifica nas equagoes de onda
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(3.1.9, 3.1.10, 3.1.13, 3.1.14) reduzindo ao caso MCS-Proca usual;

(OO + 52+ 2M3) + MA] Ag = (O+ M2) p+ sV x 5, (3.1.15)
[O@+ 52 +2M%) + M) A = (O+M2) J —sV'p—s0,5", (3.1.16)
— — — — —
O+ s*+M3JE=-Vp—0,j +sj*—sM; A", (3.1.17)
2 2 =y 2
O+ s+ M3|B=—sp+V x j +sM3A. (3.1.18)

A solucgao para as equagoes de onda para uma distribuicao de carga pontual, e em auséncia

de correntes é dada por

Ao(r) = (e/2m) [es Ko(myr) + c_Ko(m_r)], (3.1.19)
A(r) = — (e/27) elmy Ky (mor) — m Ky (M), (3.1.20)
E = —(e/27) [eymy Ki(mor) + com_ Ko(m_r)]i; (3.1.21)
B(r) = — (e/27) c[m*%Ko(mir) — m* Ko(m_r)), (3.1.22)
onde
o - L [1 + ;2]  c= % (3.1.23)
2 Vs +4M3 V52 +4M3

1
m2 = 3 [(32 +2M3) £ 54/ 52 + 4Mj] : (3.1.24)

As solugoes acima serao usadas como referéncia para ajudar na identificacdao das con-
tribuicoes relativas ao vetor de fundo em relacao a Eletrodinamica de MCS-Proca. Perto
da origem, estas solugdes comportam-se como: Ay(r) — — (e/27) lnr,Z(r) — O,ﬁ —
(e/2m) r /r, B(r) — (e/2m) slnr. Assintoticamente, estas solugoes decaem a zero de acordo

com o comportamento das Fungoes de Bessel.

22



3.2 Solucoes classicas para o potencial escalar e para
o campo elétrico no limite estatico

Nesta secao, analisaremos as solugoes para o potencial escalar e o campo elétrico para uma
carga eletrostatica puntiforme, e o vetor de fundo em duas situagoes distintas. Primeira-
mente, puramente tipo-tempo e em seguida tipo-espaco, apartir das equagoes (3.1.7) e

(3.1.13), que formam um sistema acoplado de equagoes diferenciais

3.2.1 O vetor de fundo é puramente tipo-tempo: v* = (vg,0)
Para o caso de configuragao estatica, as Egs. (3.1.7), (3.1.13) reduzem-se a
[V2(V? — 5% —2M3) + M3 Ay + suVie = —(V?— M3)p, (3.2.25)
vo(V2 — M3) Ay — s(V2 = M%)y = —vop, (3.2.26)

que consistem em um sistema de duas equagoes diferenciais acopladas, que se desacoplam

sob a forma abaixo:
[V2(V? — 8% —2M3) + M4 +viV3](V? — M3)Ay =
— [(V? = M3)(V? = M3) +vgV?] p, (3.2.27)
s[VAH(V? — s> —2M?3%) + M4 +vaVA[V2 — M3 =

—vo{[VA(V? — 5% —2M?3) + M3] +v(V? — M3)(V? — M3)}p. (3.2.28)

Para resolvermos a Eq. (3.2.27), propomos que a distribui¢ao de carga seja do tipo

p(r) = ed(r) e tomamos a transformada de Fourier para o potencial escalar, Ay(r) =
(27102 Ik dQ?ei?'?ﬁo(k), chegamos a solugao em termos da funcao de Bessel K|

e
Ag(r) = @ [(Af +v3By) Ko (Myr) + (A- + vgB_) Ko (M_r) — v (B4 + B_) Ko (Mar)]

(3.2.29)
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onde algumas constantes foram definidas para facilitar a visualizacao da solucao

2 .2
A, = 2l (5" — o) , (3.2.30)
2 V(82— 0g)(s? — vg + 4M3)
2T
By = ; = : — 1, (3.2.31)
(s? —vg) & \/(52 —vp)(s? — vg + 4M3)
2 .2 2
7. = 1| (s — v + 20M3) , (3.2.32)
2 V(8?2 = v5)(s? — vg + 4M3)
1
M2 = 3 {(52 — g +2M3) + \/(52 —v2)(s?2 — v + 4M§)] : (3.2.33)

O campo elétrico obtido a partir do potencial eletrostatico dado pela Eq. (3.2.29), é dado

por

E(r) = —& [— (As + v3By) MK,y (Myr)] 7 +

—[(A_ +2B_) M_K, (M_r) + v (B + B_) MK, (Mar)] 7(3.2.34)
Deve-se observar que, tanto o campo elétrico como o potencial eletrostatico, apresentam a
mesma forma funcional do modelo de MCS-Proca, descrito nas equagoes (3.1.19), (3.1.21),
quando temos o limite vy/s << 1 ou My/s ~ 1, como serd explicado a seguir. No
limite de pequenas distancias, (r < 1), o potencial eletrostético (3.2.29) apresenta um
comportamento puramente logaritmico e é repulsivo, enquanto o campo elétrico (3.2.34)
decai com 1/r,

Ao(r) = — (%) nr, E(r)=— (%) %?, (3.2.35)

ou seja, a presenca do vetor de fundo nao traz nenhuma mudanca qualitativa a pequenas
distancias, em comparacao com o modelo de MCS-Proca também préximo a origem.
Distante da origem, tanto o potencial como o campo elétrico decaem exponencialmente
sobrepondo-se um ao outro no infinito.

O papel do vetor de fundo, entao, seria o de amortecer a projecao entre as solugoes,
aumentando seus alcances. Quanto menores forem os fatores M., maiores serao os al-

cances. Teremos ainda que, enquanto Mi < mZ, o alcance destas novas solugoes serao
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maiores que o alcance das solugoes para o modelo de MCS-Proca correspondente. Apesar
da semelhanca funcional entre as solugoes para os potenciais dados por (3.1.19) e (3.2.29),
estes diferem substancialmente em duas situagoes: i) quando a massa de Proca é pequena
comparada a outros parametros de massa (s, My, M_), que tornard o termo Ky (Mar)
dominante e inverterda o comportamento do potencial eletrostético; ii)o médulo de vy é da
ordem da massa topoldgica (vg/s < 1), regime no qual a influéncia do vetor de fundo sob

as solugoes ¢ maxima. Os Graficos abaixo ilustram estas situagoes

-~ R ]
-

L S

Figura 1: O gréfico acima corresponde ao comportamento do potencial escalar. A linha pontilhada em quadrados
corresponde aos parametros s =20 e M4 =2 e vg = 0, que é o caso MCS-Proca puro; A linha pontilhada por x a

s =20,M4 =2 e vgp = 8; a linha continua, corresponde a s =20, M4 =2 e vg = 15.

Na Fig. 1, mostra-se trés curvas para pequenos valores da massa de Proca (M4 = 2):
a linha pontilhada por quadrados, corresponde ao potencial de MCS-Proca; as linhas pon-
tilhadas por x e a continua, representa o potencial escalar (3.2.29) para dois diferentes

valores para o vetor de fundo, vg = 8 e vy = 15. Podemos observar que quanto mais
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préximo forem os valores de vy e s— (neste caso s = 20), maior serd o desvio do compor-
tamento tipico de um MCS-Proca puro, como ilustra a curva continua. Com o valor de v
diminuindo, o potencial escalar tende ao comportamento do modelo de MCS-Proca, como
mostrado pela curva intermediaria, representada pelo pontilhado em x. Para vy = 0,
obviamente recupera-se o mesmo comportamento que MCS-Proca, descrito pela curva
em quadradinhos. O potencial escalar é negativo e seu comportamento dado pelo termo
—Ko(Myr), que se torna dominante sobre Ko(Myr) quando My << M. De fato, este

comportamento atrativo deve-se ao fato da razao entre as grandezas M, /s ser pequena.

f“\
i‘* nnnnnnnnn
0 01T-02—03 04 05 06 O.

S

Figura 2: Novamnete faz-se o estudo do comportamento do potencial escalar em funo de r. A Linha pontilhada por

quadrados corresponde aos parametros s = 20 e M 4 = 8 para o potencial do caso MCS-Proca puro; A linha pontilhada

por x a s = 20,M4 = 8 e vg = 8; a linha continua, corresponde a s =20, M4 =8 e vg = 17.

Tanto o grafico descrito na Fig. 1, quanto o da Fig. 2, mostram que o potencial

eletrostatico é sempre repulsivo préoximo da origem e decai exponencialmente a longa
distancia. Este comportamente é bastante similar ao MCS-Proca para o caso em que

vo/s << 1ou Mu/s ~ 1, mas difere sensivelmente para o caso em que temos My << My
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ou vg/s < 1, onde observamos que o potencial tornar-se-a atrativo a distancias inter-
mediarias.

O dltimo ponto a se destacar é que no limite em que o vetor de fundo vai a zero,
(vg — 0), trivialmente recuperamos as solugdes para o modelo de MCS-Proca, ja que

Ai—>Ci.

3.2.2 O vetor de fundo é puramente tipo-espaco: v" = (0, 7)

Neste caso, devemos considerar as Eqs. (3.1.7),(3.1.13), que no regime estatico sao escritas

sob a forma
[V(V? = 82 — 2M3) + Mi]Ag + (V2 — M3) (¥ x Vg) =
—(V% = M3)p (3.2.36)
(T x V)Ag+ (V2= M2)p = 0.  (3.2.37)
Desacoplando estas equacoes, temos

[V2(V2 — 2 — 2M2) + M4 — (T - V)(T*- V)|4y = —(V2— M3)p (3.2.38)
[V2(V2 = 2 — 2M2) + M4 — (T*- V)T - V)|p = —(T* V)p. (3.2.39)
Novamente, considerando uma distribuicao de carga estatica e puntiforme, p(r) =

ed(r), e tomando a transformada de Fourier para o potencial eletrosatico, temos sua

representacao integral

e [* kdk o > kdk o
A — P ikr cos Pdp — / / P ikr cos ?d ’
0 =G ), P ) g ) e

(3.2.40)
onde

PL=- |14

(3.2.41)

DN | —

(52 +v?sin? )
V(s +v2sin?a)(s? + v?sin o+ 4M2) |
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1
R: = 5 (s +2M3 + v?sin*a) + \/(32 + v2sin? ) (s? + 4M2% + v2sin®a) |, (3.2.42)
ﬁ
e o é o angulo definido através da relacdo cosa = ¥ - k /vk, que é o angulo entre o vetor
ﬁ
de fundo (7") e 0 momento transferido ( k). O fato das constantes Py, R dependerem de
() traz uma dificuldade em realizarmos a integracdo acima, que nao pode ser resolvida
exatamente, a menos que se realizem algumas aproximacoes de maneira que possamos

trata-las algebricamente, sem precisarmos utilizar de recursos numéricos. Se consideramos

que s? >> v2, a integracao tornar-se-a realizavel, e teremos

1
P, ~ 5[1 + s/v £ (2M30*/s7%) sin® o, (3.2.43)
1 1 m2  v?sin? o
S O SR S e 3.2.44
k2 + R7] k2 +mi] " sy [k2+mi) ( )

com: mi = [s?4+2M3% + s7] /2, e v = /52 + 4M?3. Devemos notar que os fatores m%
sao exatamente os mesmos que aparecem nas solucoes de MCS-Proca que estao em Eq.
(3.1.24). Aqui consideramos que o angulo entre ¥ e 7 é dado por cos 3 = v - T Jor,
onde = cte. Enquanto o vetor de fundo o determina uma direcdo preferencial no
espaco, a coordenada 7 define a posicdo onde o potencial é medido; entdo 3 é o angulo
que indica a dependéncia dos campos em relacao a direcao do vetor de fundo. Como
estao confinado no plano, estes angulos satisfazem a relacao: a = ¢ — (3, 0 que permitira
agora realizarmos a intergracdo na varidvel-p baseado na identidade: sin®a = cos? 3 —

(cos2/3) cos? ¢ + c3 sin 2¢. Temos, entao

2
/ [P,Bikr cos goj| ng ~
0

@ {(1 — s/v — (2M3v°/s7°) sin® B) Jo(kr) 4+ (2M30%/s7%) cos zﬁ%l;’”)} , (3.2.45)
/Oﬂ— [P+6ikrcosgp} d(p ~
(2r) Jy(kr)

— [(1 + s/v + (2M30%/s7%) sin® B) Jo(kr) — (2M 30 /s7*) cos 23

5 ] . (3.2.46)

kr
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Para finalmente resolvermos a integracao em dk é importante notarmos que os termos
R%, dados em Eq. (3.2.42), também sao dependentes da varidvel angular, o que exigird
uma nova aproximagao, que é descrita em Eq. (3.2.44). Considerando entdo a integragao

sob a variavel angular e depois na variavel-k, temos o potencial, em primeira ordem em

v?/s?

Ap(r) = 2(;T) {A+K0(m+r) + A_Ko(m_r) — Dy(r)Ky(myr)+ D_(r)K; (m_r)},
(3.2.47)
onde
Ay = [1 +s/v+ 2:; (v* £ sy — 4m? sin® ﬁ)} ;
D.(r) = {—28”;,* oe2f a2y sin® } |

Nesta expressao, podemos notar claramente a dependéncia do potencial em relagao ao
angulo 3, uma evidéncia inquestinoavel da ainisotropia espacial provocada pela presenca
do vetor de fundo.

Para obtermos o campo elétrico, basta usarmos sua definicao em termos do potencial,

Eq. (3.2.47), e temos o seguinte resultado:

- e 4v? cos 23 4v? cos 23
E(T) — _2(271') {—m+ |:A+ — W] Kl(m+7‘) —m_ |:A_ — W] Kl(m_’r’) —+
+m,y Dy Ko(myr) — D_Ko(m_r)};“\ (3.2.48)

Vamos analisar agora os comportamentos do potencial e do campo elétrico. Perto
da origem, o potencial comportar-se-4 como uma funcao logaritimica, enquanto o campo

elétrico vai com 1/r:

e v? — e 2

AO(T):_% 1+W(1—00825) Inr, E(r):—% 1+2@?(1—C052ﬁ>

= s>

(3.2.49)
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Pela andlise acima, podemos notar que o potencial é repulsivo na origem. A presenca

da anisotropia, representada pelo fator 3- dependente, nao modifica este comportamento,

uma vez que v? << s%.

Distante da origem, o comportamento de longo alcance do potencial desaparece, pois é
dominado pelo comportamento da funcao de Bessel: Ag(r) — 0, E)(r) — 0, o que mostra
que tanto o campo elétrico quanto o potencial eletrostatico decaem rapidamente a medida
que r — 00, sobrepondo-se um ao outro no infinito, tal como observado no caso em que o

fundo é puramente tipo-tempo. As curvas descritas na Fig. 3 mostram o comportamento

do potencial eletrostatico comparados com o caso MCS-Proca:

—_
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Figura 3: Este grafico mostra o comportamento do potencial em fungdo de r para o caso do vetor de fundo puramente
tipo-espaco. A Linha pontilhada por quadrados corresponde ao caso MCS-Proca puro; A linha pontilhada por circulos com

valores para 3 = m/4; a linha continua, corresponde a 3 = w/2. Todas as curvas usam valores s = 20, M4 =2 e vg = 5.

Um comportamento interessante a se destacar, ¢é que o potencial, para todos os

possiveis valores dos parametros, é sempre positivo.
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Facilmente, observa-se que, quando o vetor de fundo se anula, © = 0, o potencial
eletrostético e o campo elétrico reduzem-se as solugoes do modelo de MCS-Proca Ay(r) =
e/22m)[(1 + 5/7) Kolmyr)+(1 — 5/7) Ko(m-7)}, B(r) = —e/22m)[(1 + /7) m. Ko(m. 1)+
(1—15s/7) m_Ko(m_r)]ﬁ, que sao as solugoes dadas pelas equagoes (3.1.19), (3.1.21). O
efeito do vetor de fundo aparece mais claramente nas solugdes de campo. Andlogo ao
que acontece com os campos de MCS-Proca (B e ﬁ), termos adicionais, dependentes do

angulo 3 responséavel pela anisotropia, aparecem nos campos.

Para também obtermos a solucao do campo escalar, no caso em que o vetor de fundo
é puramente tipo-espago, devemos seguir as mesmas aproximagoes feitas para o campo
elétrico e o potencial eletrostético. Partindo da Eq. (3.2.39), temos a expressao para o

campo esclar em sua forma integral,
e =\ | [*  kdk o >~ kdk o
- _ rra P zkrcosgod _/ / P zkrcosgod ,
o(r) (21)? (U V) l/‘) [k2+Ri]/o € 1 o [K2+R2] Jo € 2
(3.2.50)
onde: P = [(s? + v?sin® a)(s* + 4M3 + v?sin® o) ~'? Usando novamente a Eq. (3.2.44)

e a aproximagao, P ~ 1/(sv) — (s? +2M?2%)v?sin® a/(s7)3, temos a solugao para o campo

escalar
olr) = @%{m+ﬂ+<r>Kl () —mH_(r) K (m_r) — I, (r) Ko{myr) + I <r>Ko<m_r>} (v:4).
(3.2.51)
onde
[ %VQ Gin? v2 4v?cos26 1
Ha(r) Lv TP R P }
_ miv? i G 4cos261
1) = g (2o = 5020).

Analisando novamente os comportamentos assintéticos, perto da origem o campo escalar

¢ da forma: p(r) — —e/(2m)[20% cos 25/ (sy)?] (Inr/r) (7* : 7/>> , 0 que implica também
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um comportamento repulsivo na origem. Ja no infinito, o campo escalar decai exponen-

cialemnte.

3.3 Solucao para o potencial vetor e para o campo
magnético no regime estatico

Nesta secao, buscaremos a solugdao para o potencial vetor e para o campo magnético
em uma configuracao de carga puntiforme estatica em presenca de um vetor de fundo
que viola a simetria de Lorentz puramente tipo-tempo e puramente tipo-espaco. Estas
solugbes sao obtidas a partir das equagoes diferenciais (3.1.7) e (3.1.14), que no limite

estatico constituem-se em um conjunto de duas equacoes diferenciais acopladas.

3.3.1 O vetor externo é puramente tipo-tempo: v* = (vy,0)

Partindo das equagoes (3.1.3) e (3.1.14), temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais

acopladas, no limite estatico

(VA(V2 = 52 = 2M3) + MAJA + v (V2 = M3) (V'g) = —sV"p,

WV x A+ (V2= M2) g = 0,

que podem ser desacopladas em uma equacao para o potencial vetor e outra para o campo

escalar

[V2(V2 — 52— 2M2) + MAJA = —sV7p, (3.3.52)

[VA(V? = s* —2M7) + M3 (VP = M3) ¢ = suVp, (3.3.53)
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Tomando a transformada de Fourier i A = Ly [EFeFTA
para o potencial vetor, A(r) = g5z [ d® ke'™ T A(k),
obtemos a seguinte expressao:
— es A
A(r)=———=C[M;Ky, (Myr) — M_Ky (M_r)]r", (3.3.54)

(27)

onde: C'=1/4/(s2—v2)(s2 — v + 4M?2), e M3 estao definidos em Eq. (3.2.33).

- —
O campo magnético é obtido a partir de sua definicao, B = V x A, ou seja,

€s

Br) = - (2m)

C [M2 Ky (M r) — M? Ko (M_r)] .

Comparando estas solugoes para o potencial vetor e para o campo magnético, em relagao
ao caso de MCS-Proca, podemos notar que a presenca do vetor de fundo nao representa
nehuma modificacao nas formas funcionais destes campos. Sua Unica contribuicao é mod-
ificar seus alcances, tal como mostra a Fig. 4. Tanto o potencial vetor como o campo
magnético apresenta o mesmo comportamento que MCS-Proca tanto perto como longe
da origem. Quando r — 0, o potencial vetor também vai a zero (A — 0), enquanto o

comportamento do campo magnético é puramente logaritmico;

da mesma maneira que o comportamento do MCS-Proca. Longe da origem, ambos decaem
exponencialmente.

A Fig. 4 mostra um estudo comparativo entre o caso MCS-Proca e o resultado obtido
pela expressao (3.3.54), o que explicita o papel do vetor de fundo: quanto maior for v

maior o desvio em relacao ao caso MCS-Proca.
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Figura 4: Gréficos para o potencial vetor em funcao de r, para o caso em que o vetor de fundo é puramente tipo-tempo. A
Linha pontilhada por quadrados corresponde ao caso MCS-Proca puro; A linha pontilhada por circulos com valor para o

vetor de fundo vg = 14 ; a linha continua, corresponde a vg = 18. Os valores dos parametros sdo s =20 e My = 2.

A solucao para o campo escalar no caso em que o vetor de fundo é puramente tipo-

tempo, a partir da Eq. (3.3.53), e ap6s o mesmo procedimento adotado na segao anterior,
é

o(r) = (267r) (svo) [By Ko (Myr) + B_Ko(M_r) — (B4 + B_) Ko (Mar)],

onde os coeficientes By sao dados pelas Egs. (3.2.31), (3.2.32).

Os comportamentos assintético também sao facilmente observaveis, e proximo a origem
o campo escalar se anula, ¢(r) — 0, enquanto no infinito, decai exponencialmente de

acordo com o comportamento assintotico da fungao de Bessel.

3.3.2 O vetor de fundo é puramente tipo-espago: v* = (0,v)

Partindo das Egs. (3.1.7),(3.1.14), chegamos a
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[V2(V? — 5% —2M3) + Mi]z - 86*(7 : 6*@) = —s?*p, (3.3.55)
—x O 2= 14 2 2
[(U* - V)V +M3U]A —s (V2= M3) ¢ = 0, (3.3.56)
que se desacopla no conjunto de equagoes
[[v?(v? — oM+ M)+ (T V(T ?*)] A =5V, (3.3.57)

(V392 = 52— 2M3) + ME + (7 - V)(T - V)] (V2 = M3) | ¢ =

(T V)V x +M2T[V*p. (3.3.58)

A solugao da Eq. (3.3.57) é dada pela expressao integral

—A>(”r‘) _ eSs 6* /OO / Dezkrcosgod(p /OO / Dezkrcosgodgp
(27'(')2 0 [kZ + RQ 0 [k2 + RQ

(3.3.59)

onde: D = 1/4/(s2 +v2sina)(s2 +v2sin’a +4M?2), e os fatores RZ sio dados pela
Eq. (3.2.42). Para resolvermos a integragao acima, faremos as mesmas aproximagoes

propostas na segao anterior, eq. (3.2.44) além da aproximagao

1 2M
D~——+ (S+—3A)v sin? o,
Y (s7)

Apoés estas consideragoes, o resultado obtido para o potencial vetor é dado por

Ar) = —%{mm«o(mm + X () Ko (m_r) + wi () K (myr) + w_(r) Ky (m_r) }
(3.3.60)
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onde

2 in2
myv 2my cos23  mysin® 8 )
X+ (T — :F + ri, 3361
1 02 5y 4v°m.y cos 23
o) = Fma (__ s 2 (et o7 _)) + . (3.3.62
7 ()’ N 2 (s7)* 1 )

Podemos observar que a anisotropia que é provocada pela presenca do vetor de fundo
novamente manifesta-se explicitamente através da presenca do angulo 3. Considerando
o comportamento das fungoes- Ky, K; proximas da origem, [Ko(sr) — —Inr — Yeuer —
In(s/2), Ki(sr) — 1/(sr)+sr(lnr/2+1n(s/2)/2+ (1 — 2VEuer) /4], é possivel mostrar que
o potencial vetor vai a zero neste limite (Z(r) — 0 para r — 0). Longe da origem, todos
estes termos podem ser desprezados, e assim, o potencial vetor vai a zero assintoticamente.
E interessante notar que, tanto para o caso em que o vetor de fundo é tipo-tempo como
tipo-espago, o potencial vetor se anula assintoticamente, tal como acontece no caso MCS-
Proca puro. Neste sentido, o vetor de fundo nao modifica o comportamento fisico do
potencial nestes dois limites.

Na Fig. 5, ilustra-se o comportamento do potencial vetor para o caso em que temos o
vetor de fundo que quebra Lorentz comparado com o potencial para o caso MCS-Proca
puro. Podemos observar que o desvio em relagao ao comportamento do MCS-Proca é
pequeno em conseqiiéncia da aproximacgao adotada, (v/s)? << 1. Neste caso é evidente
que o vetor de fundo nao traz nenhuma modificagao expressiva para o potencial vetor
mesmo na regido intermedidria, tal como no caso para o potencial eletrostético (escalar)

obtido na Fig. 3, obtido segundo a mesma aproximagao.
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Figura 5: Graficos para o potencial vetor para o caso em que o vetor de fundo é tipo-espaco. A Linha pontilhada por
b

quadrados corresponde ao caso MCS-Proca puro; A linha pontilhada por circulos com valor 8 = 7/3 ; a linha continua.

corresponde a f=m. com s =24, My =4ev=2_8

Para concluirmos, o campo magnético associado a este potencial vetor, tem a forma

€S

B(r) = @{ (1) Ko(mar) + 1 (1) Ko(m_r) + €4 (r) K (mar) + € (1)K (m r>}
(3.3.63)

4m%iv? cos 23

onde
2 m2 o2
mi  2miv 02 2
ne(r) = ——= sin® f + —— (1 — 2sin” §) + ;
R e IR
m3v? sin? ﬁ 8miv? cos2f  2miv? cos2f3
(s ()

(r) =
2(s7)"
Préximo da origem, o campo magnético tem o mesmo comportamento que MCS-Proca

[B(r) — Inr quando r — 0], enquanto no infinito, ele decai exponencialmente
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3.4 Comentarios finais

Partindo do modelo invariante de calibre com quebras de Lorentz e CPT, reduzido a duas
dimensdes espaciais [29], a partir do modelo de Carroll-Field-Jackiw com termo de quebra
de Higgs [30], analisamos as equagoes de Maxwell modificadas pelos termos de quebra
de Lorentz e as equacoes de onda correspondentes. Enquanto os campos satisfazem a
equagoes de onda inomogéneas de segunda ordem, as componente dos potenciais (Ao, Z)

aparecem em equacoes de quarta ordem, de maneira analoga ao que acontece para o caso

da Eletrodinamica de MCS-Proca.

Para o caso de um vetor de fundo puramente tipo-tempo, observamos que as solugoes
— —

para os potenciais (Ag, A) e para os campos (B, E') apresentam comportamento similares
ao MCS-Proca, convergindo para as mesmas solucoes ao tomarmos os limites assintéticos,
perto e longe da origem, o que mostra que o vetor de fundo nao afeta o comportamento
das solugoes de MSC-Proca nestes limites. A diferenca qualitativa induzida pelo vetor
de fundo fica por conta da regiao intermediaria entre estes limites, e na direcao radial,
no limite em que a massa de Proca é pequena (My/s << 1), ou o vetor de fundo grande
(vo < s). Outro efeito induzido pelo vetor de fundo é o aumento no alcance das solugoes.
Neste mesmo limite, (v < s), observa-se este efeito de maneira mais acentuada. Como o
caso em questao admite solugoes exatas, o valor do vetor de fundo pode ser mais préximo
possivel do valor de s, o que revela sua contribuicao para as solugoes. Os graficos da Fig.
1 e da Fig. 4 ilustram estas conclusoes. As solugoes para o caso de MCS-Proca puro
sao obtidas a partir do modelo com quebra de Lorentz ao tomarmos o vetor de fundo
nulo ou muito pequeno em comparagao aos outros parametros de massa, como esperado.
A solugao para o campo escalar () apresenta um comportamento similar ao potencial
escalar tanto para o caso em que o vetor de fundo é do tipo-espaco como para o vetor de

fundo do tipo-tempo.
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No caso do vetor de fundo puramente tipo-espago, a integragao na variavel angular, s6
é possivel mediante algumas aproximacoes. Estas, consistem em considerar o parametro
de massa de Chern-Simons muito maior que o moédulo da componente espacial do vetor
de fundo (s* >> v?), e com isto as solugoes obtidas serdo vdlidas somente em primeira
ordem em v?/s%. Devido a esta aproximacao, as solugoes para os potenciais e para os
campos sao combinagoes complexas das fungoes de Bessel Ky e K;. Todas as expressoes
obtidas apresentam uma dependéncia com o angulo (3, que representa a dependéncia das
soluces na direcdo fixada pelo vetor de fundo (7). Novamente, se tomarmos o valor
do vetor de fundo como nulo, recuperam-se as solucoes do modelo de MCS-Proca. De
maneira andloga ao que acontece ao caso em que o vetor de fundo é puramente tipo-
tempo, através dos limites assintéticos r — 0,7 — 0o, também recuperam-se as solucoes
do modelo de MCS-Proca, e na regiao intermedidria as solugoes sao bem proximas ao
caso em comparagao, que é uma conseqiiéncia direta da aproximacao feita (s* >>v?).
Em relacao ao campo escalar, podemos notar uma anisotropia bastante parecida ao que
observou-se para os potenciais. Finalmente, todas as solugoes obtidas apresentam alguma
blindagem, conseqiiéncia da massa de Proca, que impede soluc¢oes sem blindagem( as
logaritmicas), que ocorrem para o caso MCS planar com viola¢ao de simetria de Lorentz

como discutido na Ref. [31].
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Capitulo 4

Solucoes tipo-vortice

O formalismo da teoria de campos traz uma importante contribuicao que vai além de suas
fronteiras: o ferramental tedrico para a descricao de fendomenos com numero infinito de
graus de liberdade modelados por objetos denominados campos. Algumas importantes
aplicacoes deste ferramental foram construidas ainda no século passado, como por exemplo
no ambito dos fenomenos da Matéria Condensada, na aplicacao da supercondutividade
anionica, que é descrita pela teoria planar de Maxwell-Chern-Simons|[15].

Por outro lado, tal como discutimos na introducao desta tese, um outro tema que tem
despertado grande interesse na Fisica de Altas-Energias sao as teorias com quebra da
simetria de Lorentz. Ha varias possibilidades para realizar esta quebra, e a andlise destas
possibilidades foge ao escopo deste trabalho. E importante destacar, porém, que, em
todas as possibilidades ha limites bastante marcados para os parametros responsaveis pela
quebra da simetria de Lorentz [5], [32]. Estes limites estimulam a investigagao de outras
situagoes tais como em sistemas de baixa dimensionalidade e, até mesmo, em sistemas de
baixas energias, como na Matéria Condensada, sobretudo em suas manifestacoes fisicas
planares

Devemos notar, também, que muitos sistemas fisicos de interesse na Matéria Conden-
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sada apresentam uma anisotropia espacial inerente ao préprio sistema, como por exemplo
o efeito Hall, devido a presenga do campo magnético externo, sendo um campo de fundo,
portanto, quebrando a simetria de rotagao neste espaco. Deve-se lembrar que o grupo de
Lorentz tem como subgrupo o grupo das rotacoes no espaco tri-dimensional.

Pode-se argumentar que a simetria de Lorentz nao seria a simetria natural esperada
para os sistemas de baixas energias, pois estas deveriam ser invariantes sobre o grupo
de Galileu. Todavia, estes sistemas podem ser vistos como o limite de baixas energias
do modelo relativistico, o que nos implica que a violagao da simetria de Lorentz deve
trazer contribuicoes de baixas-energias para o grupo de Galileu; ou seja, uma anisotropia
na Matéria Condensada pode ser vista de maneira analoga a violacao da simetria de
Lorentz nas altas energias, para o caso em que o vetor de fundo responsavel por esta
violacao seja puramente do tipo-espaco.

Por estas razoes, acreditamos que o ambiente de uma teroria com quebra de Lorentz
seja realmente bastante rico e talvez convirja como elemento importante na descricao de
fenomenos de baixas energias.

Na direcao de aplicagao de teorias com quebra de Lorentz, motivados por um outro
exemplo de aplicagao do ferramental da Teoria de Campos em fenomenos da Matéria
Condensada, estudou-se a geracdo de um potencial atrativo entre elétrons (e~e™), re-
sponsével pelo fenomeno da supercondutivdade para o caso de (1 + 3) D[33]. Para o caso

de (14 2) D , com violagao da simetria de Lorentz, citamos o trabalho da ref.[34].

A titulo de conjectura, para uma Fisica em (1 + 3) D, um quadrivetor de fundo v#* =
(vo, v) pode ser usado para gerar uma anisotropia em uma determinada amostra, ou
selecionar um plano preferencial, tal como acontece nos casos de supercondutores planares,
ou mesmo para o efeito Hall quantico, modelando e simulando estas situagoes.

Neste contexto, estudar configuracoes de vértices, para o modelo que apresentaremos
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na seguinte secao, é nao apenas de interesse tedrico, o que ja justificaria seu estudo, mas
também com um grande potencial de aplicagoes em sistemas da Matéria Condensada.
Esta proposta nao é original, e sim inspirada no trabalho de Nilsen & Olesen [35], quando
estudaram as solugoes tipo-vértices (nao carregados) do modelo de Higgs Abeliano, no
contexto das altas energias, fazendo as devidas analogias ao modelo de Landau-Ginzburg,
revelando o potencial de aplicacao do ferramental teérico do modelo no entendimento de
questoes da supercondutividade!.

A presenca de solucao de vortice estavel no modelo nao-Abeliano, também foi discutida
em [24]. A introducao do termo de Chern-Simons permitiu solugoes de vértices carregados
no contexto das teorias Abelianas e nao-Abelianas [25, 26].

Nas secoes seguintes deste capitulo, estaremos interessados em estudar os vortices
no contexto do modelo de Higgs Abeliano com presenca do termo responsavel pela que-
bra da simetria de Lorentz, composto por um quadrivetor de fundo, v*, considerando
apenas nao-nulas suas componentes tipo-espago. O modelo considerado é o de Carrol-
Field-Jackiw, com termo de Higgs, obtido a partir da redugao dimensional do modelo em
(14 3) D, em um esquema de redugao dimensional onde uma terceira coordenada espacial
é congelada[22]. O modelo resultante em (1 + 2) D consiste em uma Eletrodinamica Pla-
nar composta pelo campo de Maxwell-Chern-Simons-Proca, dois campos escalares e um

termo de mistura, responsavel por realizar a quebra de Lorentz[37], tal como apresentado

1O funcional descrito pela teoria de Ginzburg-Landau, muito usada para descrever fenémenos da

supercondutividade, adimite soluges do tipo-vértice, como mostra Abrikosov em[36]. Solugoes do mesmo
tipo também sdo presentes no modelo Abeliano de Higgs relativistico, com o campo de Higgs sendo
interpretado como o parametro de ordem do supercondutor. Os vértices deste modelo sao conhecidos
como vértices de Nielsen-Olesen[35]. E importante de se destacar que o funcional de energia para o modelo
de Higgs relativistico Abeliano, coincide com a energia livre de Ginzburg-Landau para supercondutores

do tipo-II.
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no segundo capitulo desta tese.

A organizacao deste capitulo é a seguinte: A secao 2 parte das equacoes de movimento
obtidas a partir do modelo apresentado no capitulo dois desta tese. A secao 3 investiga
a solugao de vértice do modelo em questao, sua carga e a possibilidade do aparecimento
de uma fase quantica como conseqiiéncia de sua nao-neutralidade e das configuracoes de
campo em um ambiente com quebra de Lorentz. Na secao 4, discutimos o surgimento
natural de uma fase de Aharonov-Casher devido a estas configuracoes; finalmente, apre-

sentamos algumas consideracoes dos resultados presentes neste capitulo.

4.1 O modelo planar

Como ja mencionado, o modelo em questao é o mesmo apresentado no capitulo dois desta

tese. As equagoes de movimento obtidas a partir de (2.1.5) sao:

O, F" = —5 09, A, + &0, 0,0 + ie(¢0" G — TOP) + 262" PA + J*,

(4.1.1)
(O+ M3) ¢ = €m0 A* + J, (4.1.2)
(D*) Dugp = —€*¢*p —m’6 — 2\ |¢]* ¢, (4.1.3)

onde temos: M3 = 2e%¢*¢.

Note-se que, na equagao (4.1.3), temos um aumento no minimo do potencial V (¢*¢),
o que implica uma teoria de Landau-Ginzburg cujo campo critico ¢ mais forte que um
campo critico obtido a partir de um modelo genuinamente planar.

Podemos extrair de (4.1.1) as seguintes equagoes de Maxwell modificadas, na auséncia
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de fontes:
- v = = = . o W4 2 2 7
OE +VB =—sE — | 00—V | —ie(oVe" —@* Vo) —2e” 9" A, (4.1.4)

V.E + -B =—-vU x Vp —ie(¢p0,¢" — ¢ 0,p) — 2e” |¢|” Ay, (4.1.5)

onde o simbolo () nos operadores e nos campos indica que estamos trabalhando com seus
respectivos duais no espaco de 1 + 2 dimensoes: V; = ¢;;V;, e E; = ¢;; F;. 2
Através destas equacgoes, podemos estabelecer a discussao que é o objetivo principal

deste capitulo: as configuracoes de vortice presentes neste modelo, que é o objeto de

estudo da préxima secao.

4.2 Configuracgoes de vortice do modelo

Para analisarmos as solugoes do tipo-vértice, vamos considerar um campo escalar em um

espago bi-dimensional, cuja solugao assintética tem simetria circular (S'):
¢ = ae™ (r — 00), (4.2.6)

onde r e 0 sao coordenadas polares no plano, a é constante e n um inteiro. Neste limite
temos que M3 = 2¢e%a?.

Vamos estudar a equagao(4.1.2), considerando este limite. Devemos também con-
siderar que, nesta regiao, os campos elétrico e magnético se anulam. Em auséncia de

correntes, temos

(O+M3) =0,

ZNeste capitulo, denotaremos os duais pelo sfmbolo (7), em vez de (x) como adotado no capitulo das

solugoes classicas para que nao haja confusao com o campo de Higgs.
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o que nos da uma equacao do tipo Klein-Gordon para a terceira componente do potencial

AB) = ». No regime estatico, temos:

(V2= M3)p=0.

A solucao é

1
Y~ ;exp(—MAr), (4.2.7)

que assintoticamente nos leva a ¢ = 0.

Por outro lado, o campo de calibre apresenta o seguinte comportamento assintético:
1
A = -V (nb); (r — 00), (4.2.8)
e

ou, em termos de suas componetes polares:

Ay —0, Ay — —Z—r (r — o0). (4.2.9)

A quebra da covariancia de Lorentz frusta a escolha de A, como um puro calibre no
infinito, como feito usualmente para os vortices de Nielsen-Olesen, que também implica
Ay = Ap(r), quando r — oo, além de considerarmos ¢ — 0 neste limite. O comporta-
mento assintotico da componente Ag serd fixado pelas equagoes de movimento, o que sera
mostrado adiante. O campo magnético apresenta simetria cilindrica e, o escalar de Higgs
¢ dado por:

¢ = x(r)e™. (4.2.10)

Apoés a reducao dimensional, o potencial obtido é:

V(¢"9) = e*p?¢"p + V(6°9), (4.2.11)

cuja analise de estabilidade exige a escolha dos pontos (go =0,x=y/—5= a) para seu

minimo.
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Para evitar singulariades em r — 0, e tirarmos as solucoes assintéticas, teremos

lir% x(r)=0 (4.2.12)
e
lim x(r) = a. (4.2.13)

Assintoticamente, o sistema tende a uma configuragao nao-trivial para o campo escalar
carregado, o que caracteriza uma quebra da simetria U (1), mas que, aqui, ocorre em
todas as diregoes do plano quando r — oo. Esta configuracao nao quebra a invariancia
de Lorentz e nem a simetria de rotacao. Esta quebra é feita explicitamente pelo trivetor
de fundo, v*, que cria uma diregao privilegiada no espaco-tempo, e quebra a invariancia
de Lorentz ao nivel da Lagrangeana.

Para encontrarmos os vértices, precisamos analisar as equacoes de Maxwell modifi-
cadas, no regime estatico, para obtermos as equacgoes de Maxwell modificadas no limite

assint6tico. Tomando como ponto de partida a eq. (4.1.3),
(9; — ieA;) (9 —ieA;) ¢ —mPp — 202 |¢)° ¢ = 0, (4.2.14)

com a parametrizagao descrita em (4.2.10), e somando sob todas as componentes, temos

a seguinte equacao diferencial

2
td ( d_X) _ {(E —cA) (P )+ 203 + A3 x =0, (4.2.15)

rdr rdr r

enquanto a equagao de Maxwell modificada (4.1.5) escrever-se-4 sob a forma:
V2A)— T x Vi — gB — 2224, = 0. (4.2.16)

Em seu limite assintotico, que é a andlise de nosso interesse para as solugoes de vértice,

teremos
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V2A) — M3 Ay =0, (4.2.17)

cuja solugao serd Ag ~ L exp(—My r).

Considerando a componente-f da equagao(4.1.1), teremos a seguinte equagao diferen-

cial:
d (1d n dA d
LI a) —o9 2<_ A)- 20 0 =0 4.2.18
dr (rdr (r )) XNz e Tar VA’ T ( )
que, assintoticamente, assume a forma abaixo:
d (1d 5 (T
o (;5 (m)) — 2a (; + eA) —0. (4.2.19)

A solugao da equagao acima é a conhecida solugao de Nielsen-Olensen

A(r) = -2 — gKl (\/ﬁa le] r) , (4.2.20)

er

onde ¢ é uma constante, e K; é a funcao de Bessel modificada.

Note-se que, assintoticamente, o campo escalar complexo ¢ = x(r)e™ tende & solucio
de véacuo nao-trivial, e se torna ¢ = ae’™ | ou seja, a topologia para este vicuo é a
variedade S*. Devemos também observar que o comportamento assintético dos campos ¢ e
Ay apresentam solugoes do tipo-Yukawa, cujo parametro de massa é dado por M3 = 2¢2a?.

A estabilidade deste vértice é confirmada pela expressao da energia deste sistema.
Seguindo os resultados que constam em [19], a instabilidade é gerada pela componente
vy do quadrivetor de fundo para um modelo em (1 4 3) D. Aqui, entendemos que, com o
vetor de fundo v — (v#;s) escolhido como puramente tipo-espaco, a energia apresenta
um minimo estavel no potencial, ou seja, ha um estado ligado na teoria, o que assegura a
estabilidade do vértice. Observe-se também que, sempre que tivermos sB # 0, Ay deve,

necessariamente ser nao-trivial, e um campo elétrico nao-nulo aparecera ao longo do fluxo

magnético. Nesta situacdo, na regiao assintética, Ay decaird exponencialmente.
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O surgimento deste campo elétrico anexado ao fluxo magnético é esperado desde que
a condigao sB # 0, seja satisfeita. Ele é a reposta natural a presenga do termo de Chern-
Simons, responsavel pela quebra da simetria de Lorentz, pois neste regime um campo
magnético funciona como fonte de campo elétrico, e vice-versa. O resultado marcante
desta analise que obtemos é que a presenca do potencial eletrostatico Ag, e conseqliente-

mente do campo elétrico nao trivial, confere uma carga a este vértice.

4.3 O Efeito Aharonov-Casher

Uma questao de grande relevancia na Mecanica Quantica é como atribuir um fator de
fase nao-trivial para a funcao de onda de uma particula que se move em uma regiao livre
de forcas. Exemplos notaveis, que focaremos em maior detalhe nos capitulos seguintes,
sao as fases de Aharonov-Bohm e Aharonov-Casher. A fase de Aharonov-Casher é dada

pela seguinte expressao:

1
Abao =1 § T E .dr, (4.3.21)

onde 77 é o momento de dipolo magnético de uma particula teste neutra e — um campo
elétrico externo, ao qual a particula estd submetida na regiao em que se movimenta.
E importante destacarmos que o campo elétrico presente no trabalho [38] é um campo
gerado por uma fonte especifica: uma distribuicao uniforme de cargas em um fio infinito.
Em nosso modelo, em virtude de um termo de Chern-Simons, responsavel pela quebra de
Lorentz, presente no Lagrangeano(2.1.5), o potencial eletrostético ¢ uma solugao natural
das equagoes de movimento, devido ao fato de, neste modelo, o campo magnético ser fonte

de campo elétrico.?

3No capfitulo seis desta tese, discutiremos este fato em maior detalhe.
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Solugoes de vértice presentes em um modelo de Maxwell-Higgs com quebra espontanea
de simetria em (1 4 2) dimensdes, apresentarao fase de Aharonov-Casher somente se tiver-
mos um campo elétrico externo aplicado, como, por exemplo, se colocarmos um fio infinito
carregado. Neste caso, a linha de vértice serd neutra, diferentemente do que temos no
modelo que desenvolvemos neste capitulo.

Em nosso modelo, o fio infinito é substituido por uma linha de vértices carregada, e a
carga do vortice serda a fonte do campo elétrico, onde o potencial eletrostatico serda dado
por Ag ~ % exp(—Mar).

Vértices carregados em supercondutores de alta temperatura foram propostos em [39],
como conseqiiéncia da variacao do potencial quimico na transicao de fase. Vamos consid-
erar um supercondutor planar, com geometria circular, com dois vortices: um no centro
do supercondutor, e o outro circulando em torno do primeiro. O momento de dipolo
magnético é dado por 71 ~ ®y2. A expressao para a fase de A-C do vértice que circula o

vortice central sera dada por:

- =
V- E x 2, (4.3.22)

— —
onde V' ¢ a velocidade do vértice, F é o campo elétrico 2z é a direcao perpendicular ao
plano do supercondutor, e ®5 = % é o quantum de fluxo magnético. Este é o deslocamento

da fase quando dois vértices interagem.

4.4 Comentarios finais

Podemos observar, através de nossos resultados, que a idéia de encontrarmos um modelo
de calibre Abeliano planar como produto de uma teoria de natureza quadridimensional é
razoavel e interessante tanto do ponto de vista tedrico, quanto pelas motivagoes associ-
adas a uma fenomenologia bastante rica. Em nosso esquema de redugao dimensional, as

manifestagoes planares sao vistas como imersas em um cenério de 4 dimensoes.
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O ponto de vista que defendemos neste capitulo é que o paramentro de massa topolégica,
-s, ¢ nada mais é que a componente do quadrivetor responsavel em quebrar as simetrias
de CPT e Lorentz; ou seja, uma teoria de calibre planar massiva pode ser vista como uma
heranga da teroria de Carroll-Field-Jackiw em (1 + 3) D. Um resultado interessente que
obtemos sao as solugoes de vértices carregadas, como conseqiiéncia da violagao da simetria
de Lorentz em (1 + 3) D. E é também este fato que induz naturalmente o aparecimento da
fase de Aharonov-Casher, uma vez que o vetor de fundo induz, através de seu acoplamento
com o campo magnético, um campo elétrico para o voértice, dado pela expressao:

E = <% + %) exp(—Mar)?, (4.4.23)
do que segue que teremos o termo de Aharonov-Casher(4.3.22) realizando interagao entre
os vortices. Se considerarmos elétrons movendo-se em uma regiao proxima ao vértice,
regiao na qual devemos aproximar exp(—Mar) ~ 1 — Myr, este elétron deve adquirir um
fator de fase dado por (4.3.21): A® o= (®y/hc?)2T, onde d é a distancia do elétron ao

d

centro do vortice.

No sexto capitulo desta tese mostraremos como um esquema de acoplamento nao-
minimo, que viola a simetria de Lorentz no setor de férmions, pode induzir fases quanticas,
e, em especial, a fase de Aharonov-Casher. Sabemos que uma particula neutra sem spin
pode adquirir momento de dipolo magnético quando esta se acopla nao-minimamente, ou
seja, com os campos elétromagnéticos. Neste ambiente, torna-se interessante derivarmos
explicitamente a fase de Aharonov-Casher na presenga da quebra de Lorentz, pois o
vetor de fundo pode gerar momento de dipolo magnético para a particula. Parte destes

resultados estao relatados em|[40].
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Capitulo 5

Efeitos de fase quantica

Aharonov e Casher[38], em 1984, analisaram um processo quanto-mecanico envolvendo
a dinamica de particulas com momento de dipolo magnético e carga elétrica nula, como
por exemplo, um néutron, em uma regiao afetada pela presenga de um campo elétrico.
Este néutron era difratado por uma fenda dupla, o que produziria uma figura de difragao.
A conclusao é que tal figura de difragao seria sensivel a presenga do campo elétrico, o
—

que significa que seria diferente na auséncia do campo E. Tal diferenca seria percebida
através de um deslocamento relativo entre as franjas quando o campo E fosse ligado. O
trabalho de Aharonovo e Casher consistia, entao, em mostrar como seria possivel obter
este deslocamento, mesmo na auséncia da interacao eletromagnética entre o néutron e
o campo elétrico, ou seja, com o néutron movendo-se em uma regiao livre de forcas. A
resposta s6 poderia ser dada em nivel quantico, tal como acontece no efeito Aharonov-
Bohm (AB).

Além destes efeitos de fase, que sao os mais conhecidos na literatura e com comprovacao
experimental, existem outros efeitos analogos. Neste Capitulo, pretendemos fazer uma
discussao do efeito de Aharonov-Casher (AC), além de apontarmos alguns outros efeitos

existentes na literatura, quando estes tiverem alguma correlagao com o AC. Isto porque
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um dos pontos a ser explorado nesta tese é de como o mecanismo da quebra da invariancia
de Lorentz, através de um vetor de fundo que impoem uma anisotropia ao espago-tempo,

pode gerar a fase quantica de AC.

5.1 O efeito Aharonov-Bohm

O contexto apropriado em que esta discussao se inicia, parte do efeito Aharonov-Bohm
(AB). Isto serd feito de maneira abreviada, pois intimeras sao as referéncias que o fazem
em detalhes[41]. O trabalho seminal em que se aborda solugdes quanticas para um elétron
movendo-se em uma regiao livre de forcas, porém acoplado ao potencial, vetor, foi desen-
volvido por Aharonov e Bohm [42]. A questao colocada é que, segundo a Fisica Classica,
o unico efeito sobre uma carga elétrica é realizado por um campo, efeito medido através
da forca de Lorentz, em que a interacao é medida através dos campos eletromagnéticos,
ou, equivalentemente, pelo tensor eletromagnético F),,. O quadripotencial vetor, A,, ¢
um campo meramente auxiliar para determinacao dos campos elétrico e magnético, que
podem ser calculados pela definicao F),, = d,A, — 0,A,, que é o tensor intensidade de
campo de Maxwell escrito em notagao covariante. Por esta definicao, hd uma liberdade
na determinagao dos potenciais: A, — A, + J,A, fornece a mesma expressao para os
campos; esta é a liberdade de calibre dos potenciais. Esta liberdade faz com que este
potencial seja interpretado apenas como objeto matematico no contexto da teoria; isto
inviabilizaria pensé-los como quantidades fisicas mensuraveis. O que Aharonov e Bohm
observaram é que, quanticamente, estes objetos teriam conseqiiéncias fisicas mensuraveis,
o que foi inicialmente proposto através de um “experimento tedrico” de um elétron sendo
difratado por uma dupla fenda. Na regiao acessivel classicamente a este elétron, o campo
eletromagético é nulo, portanto também o é a forca de Lorentz, de onde se esperaria que

o movimento do elétron em nada fosse afetado. Portanto, o esperado seria uma figura
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de interferéncia em que as franjas encontradas seriam obtidas pela aplicagao da teoria de
Huygens.

A idéia de teste do trabalho de Aharonov e Bohm consistia em colocar na regiao entre
a fenda e o enteparo, onde se observaria a figura de difracao, um solendide infinito, que
tem como solugao um campo magnético constante em seu interior; porém, a regiao classica
acessivel ao elétron nao seria afetada por este campo. Todavia, uma possivel solugao para
o potencial vetor, para esta configuracdo de campo magnético constante no interior do
solendide, faz com que este potencial seja nao-nulo na regiao acessivel ao elétron, o que
classicamente nao traria nenhum resultado diferente para o problema classico, ou seja, as
franjas de interferéncia seriam as mesmas. Porém, o que Aharonov e Bohm mostraram
é que, se usassemos a descricao quantica, o que obteriamos seria um deslocamento das
franjas de interferéncia em relagao ao mesmo problema em que nao temos a presenca do
solendide. esta especulacao foi posteriormente comprovada em alguns experimentos [43].

Isto se deve ao fato de que, na descricao quantica, o elétron sofre a influéncia do
acoplamento com o potencial vetor, o chamado acoplamento minimo, e é este acopla-
mento que seria responsavel em gerar um deslocamento nas franjas de interferéncia.
O real comportamento de uma particula carregada deve ser descrito por: (bla)j,a =
(bla) ao. {exp(iq [P A.dl )} .

Para obtermos a fase de AB, podemos partir da equacao de Dirac, (iy*D, —m)¥ = 0,
com acoplamento minimo com o campo eletromagnético, D, = J,,+ieA,,, e ao tomarmos o

.. ~ C , . . =4 —s -

seu limite nao-relativistico, através do momento canonico generalizado, II = < D — eA),
podemos extrair o termo de fase escrito no paragrafo anterior, que é a integral sobre um
caminho fechado do momento generalizado. A fase de AB serd dada por ® 45 = fc A cﬁ,
onde ¢ é um contorno fechado. Facilmente, observa-se que, usando o teorema de Stokes,

esta fase depende do fluxo do campo magnético, ou seja, o elétron é influenciado pelo
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potencal vetor _A>; por outro lado, o efeito fisico depende do fluxo do campo magnético do
interior do solendide, portanto, influenciado pelo campo de uma regiao nao acessivel ao
elétron. Isto revela uma natureza nao-local para a integral de fase. Dito de outra forma,
como a fase local depende do potencial vetor, ela nao é uma quantidade invariante de
calibre, portanto nao pode ser medida localmente. Como a fase total depende do fluxo
magnético, que é um invariante de calibre, esta sim, podera ser mensuravel, e é uma
quantidade nao-local para esta configuracao. Este é o fato que confere uma topologia
nao-trivial para o vicuo. Esta discuss@ao pode ser aprofundada em [44]. Por fim, apenas

por completeza, a Lagrangeana que descreve tal fendmeno é dado por
I 5 =
Ezimv +eAJv (5.1.1)

Como anunciado no inicio deste Capitulo, na literatrura ha muitos casos de efeitos de
fase similares ao efeito Aharonov-Bohm. Similares no sentido de serem efeitos que nao
tém um andlogo cléssico, pois estao ligados ao movimento de particulas em regioes em
que a forca é nula. A similaridade deve-se também a fase estar ligada a um “potencial
vetor”?!, e as fases serem dadas por uma integral de caminho, com resultados independentes

reur integracao. nfere um ia nao-trivi vacuo. A um
do percurso de integracao. Isto confere a topologia nao-trivial ao vacuo. Ha a

genaralizagao destes efeitos proposta por Berry [46].

5.2 A fase de Aharonov-Casher

Retomando a proposta inicial, no experimento proposto em 1984, Aharonov e Casher

[38] mostraram que também existe um processo analogo, envolvendo agora movimento

! Adiante, discutir-se-4, que o termo responsavel por se gerar uma fase de Aharonov-Casher, que é
o acoplamento de um dipolo magnético com um campo elétrico, podera ser descrito em termos de um

potencial vetor em uma Lagrangeana similar ao efeito AB.

o4



de momentos de dipolo magnético, de carga nula, afetados pela presenca de um campo
elétrico. Trata-se do mesmo experimento de fenda dupla onde, agora, substitui-se o
solendide por uma linha infinita de carga de densidade linear Ae os elétrons incidentes sao

substituidos por néutrons polarizados na dire¢ao-z.

A maneira que usaremos para obter o termo de fase é através da equacao de Dirac,
tomando seu limite nao-relativistico e, a partir do momento canonico genaralizado, pode-
mos facilmente obter o termo adicional na fase, da mesma forma como o caso anterior. A
equacao de Dirac para uma particula massiva neutra, com momento de dipolo magnético
anémalo 77, é dada por:

(i7", + %O—WFW —m)¥ = 0. (5.2.2)

As matrizes-y sao matrizes que fecham a Algebra de Clifford. Uma representagao destas
matrizes, bem conhecida, é fornecida pelas matrizes-y de Dirac, e a representacao que

adotaremos ¢ dada por:

Ql
jan)
—

1 0 - 0
Y= Y = y V5 = ) (523)

—

0 -1 -0 0 1 0
onde & = (0,,0,,0,) sio as matrizes de Pauli.?

Para tomarmos o limite nao-relativistico da equagao de Dirac, devemos escrever o

¢
spinor ¥ em termos de suas componentes fraca (x) e forte (¢), ¥ = , O que nos
X
dara um conjunto de duas equacoes diferenciais acopladas para x e ¢,
- =, . T
(E—m)p—7c - (p+ipE)x = 0, (5.2.4)
é
—(E4+m)x+7 (P —ukE)p = 0,. (5.2.5)

2A titulo de eclarecimento, o tensor F},, acomoda dois vetores em suas componentes; as componentes

— —
Fy; acomodam o vetor campo elétrico £/, enquanto as componentes F;; o campo magnético, B.
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Escrevendo a componente fraca em termos da componente forte do spinor, temos:

1
E+m

Y= = . (7 _ Mﬁ) &, (5.2.6)

Tomando o limite nao-relativistico, que consiste na aproximacao E + m ~ 2m, temos a

expressao desacoplada para a componente ¢, ap6s substituitmos (5.2.6) em (5.2.4):

L? . (? — ,uf) 7 - (7 + ;LE)) o = mao. (5.2.7)
Utilizando a identidade vetorial,

(7 : Z) (? : ?) ~AB+i7 (Z X §) , (5.2.8)
chagamos a expressao:
H¢ = FEo, (5.2.9)

onde o operador H é o Hamiltoniano do sistema, dado por

9 MQE)?
2m

1
Hz—(?—ﬁxﬁ)
2m

(5.2.10)

Podemos, através da expressao acima, definir o momento canonico generalizado do sis-
tema,

= (? ~E x ﬁ’) . (5.2.11)

Para extrairmos a fase adquirida, bastaria resolver a integral de caminho ® 4o =

N - - . . , . . . s
j;c 1 x E -dz; ao substituirmos o campo elétrico gerado pelo fio infinito, teriamos como
resultado para a integral ® 4o = Aun ¢, onde nac é o “winding-number”, analogo ao caso
para o efeito AB, pois o resultado depende da distribuicao de cargas no fio, mesmo nao

havendo uma interacao entre cargas, ja que se trata de néutrons.
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As similaridades apontadas no paragrafo acima sao aquelas desejadas para que o efeito
de fase seja andlogo ao efeito AB. Entretanto, para a fase de AC, Goldhaber[47] discute
que o momento de dipolo magnético acopla-se diretamente com o campo elétrico, que
fornece uma fase que é invariante de calibre e, portanto, pode ser medida localmente. A
questao da nao-localidade desta fase deve ser cuidadosamente analisada como apontam

Peshkin e Lipkin[48]. Vamos analisi-la separadamente numa préxima secao.

5.3 Equivaléncia entre os efeitos AC e AB

Nesta se¢ao, discutiremos as similaridades e possiveis diferencas entre alguns efeitos de
fase, sobretudo as fases de AB e AC. Gostariamos, também, de destacar que ha ainda
os efeitos AB escalar e AC escalar, formando um grupo de quatro fases quanticas para
particulas com carga elétrica ou momento magnético, como mostram Lee e Choi[49].

A descricao de um sistema quantico que apresenta um efeito de AC é dada por uma
Lagrangeana do tipo

1
L= mt+ (ﬁ’ x E) T (5.3.12)

Para existir uma equivaléncia formal entre os efeitos, o ponto de vista é que se deve
: — 3B .
mostrar que o termo de potencial na Lagrangeana ( ¢ x E ) pode ser escrito em termos
. — e P .
do mesmo potencial vetor para o caso AB, (i x E) = qA, que é o ponto de vista
trabalhado em [49].

Mostra-se, entao, que pode existir uma correspondéncia formal entre estas fases, em
alguns regimes, e que se atribui esta corespondéncia ao papel desempenhado pela simetria
de calibre dos potenciais. Os autores apontam que, para existir a correnpondéncia entre
AB e AC, a particula neutra de spin—% deve ter seu movimento restrito a um plano. Deve-
se observar que, fisicamente, para o caso do efeito AB, as condicoes para o surgimento de

fases topoldgicas sao dadas pela presenca do campo, enquanto que para o caso da fase
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de AC estas sao dadas por fontes (cargas).

Apesar de serem, aparentemente, diferencas fisicas, mostra-se que a diferenca nao
existe e que ambas as fases tém origem fisicas idénticas, se fizermos uma mudanca con-
veniente de referencial de Lorentz. Esta demonstracao de equivaléncia ¢ trabalhada pelos
autores[49] no nivel da descrigao microscépica. Se o acoplamento das cargas com os poten-
ciais, para o caso do efeito AB, e do momento de dipolo magnético com o campo elétrico,
para os casos de particulas neutras de spin nao-nulo para a fase de AC, geram apenas
efeitos de fase quantica, o estado fundamental de cada uma destas particulas quanticas
nao pode ser afetado por estes campos.

Prosseguindo nesta anélise, Lee e Choi[49] propoem, para o caso do efeito AB, uma
descricao quantica para todo o sistema, em que incluem a fonte e a particula, numa mesma
descricao, ou seja, a carga elétrica e o momento de dipolo magnético sao descritos por
uma tinica funcio de onda | ¥(77,t)), que pode ser escrita como | (7 ,t)) | J), onde
| (7 ,t)) é a funcdo de onda do elétron e | J) a do dipolo magnético. Estuda-se, entdo,

a evolucao temporal deste sistema, onde o Hamiltoniano é dado por

1 2
H=— (?-J’) ~ 7B+ hung.. (5.3.13)
k.e

)

O tultimo termo descreve a energia do féton responsavel pela interagao do campo magnético
provocado pela carga em movimento e o dipolo magnético. E importante destacar que a
hipétese bésica é que esta interagao nao é suficiente para levar o dipolo magnético a um
estado excitado.

Analisando os estados final e inical, observar-se-a a diferenca de fase entre eles, e que,
para o caso em questao, o resultado concorda com o original de AB, obtido a partir da
natureza topoldgica do fenomeno. A tnica hipdtese restritiva neste estudo é que esta
equivaléncia é obtida ao confinarmos o movimento do dipolo magnético ao plano.

Pode-se, também, incluir uma outra fase topoldgica, a fase de He, McKellar e Wilkens
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(HMW)[50], que consiste no movimento de uma particula neutra com momento de dipolo
elétrico em uma regiao com campo magnético. Sua observacao experimental foi proposta
através de um experimento com um interferometro atomico ou molecular.

Usando também esta fase, observa-se que algumas transformacgoes de dualidade levam
as fases de AB e AC em seus duais DAB e HMW. Os termos de fase seriam obtidos
trivialmente através de uma transformacao de dualidade do Eletromagnetismo: A B —
ZM, E — ?, ZM — —XE, B — —f, e« g, 'd < 7. Nos trabalhos listados na Ref.
[51], propoem-se um esquema experimental em que se poderia observar estas fases, além

de como, através das transformagoes de dualidade, chegar-se aos termos de fase.

5.4 Topologia do Efeito AB e do Efeito AC

A questao de uma realidade fisica para o potencial vetor, como proposto no trabalho
citado de Aharonov e Bohm, levantou um grande debate em toda a década de 60 contra a
interpretagao proposta em tal trabalho, a ponto de, por exemplo, de Witt [52] reformular
toda a Eletrodinamica Quantica sem a presenca deste potenciais.

Entretanto, apesar da interpretacao da realidade fisica para os potenciais, ha de se
observar que a fase quantica mensuravel obtida pela particula (a integral sob um contorno
fechado do potencial vetor) depende do fluxo magnético no interior do solenéide, ou
seja, da regiao nao-acessivel a particula. Isto porque esta fase dependera do rotacional
do potencial vetor, em todo o caminho escolhido, e que o rotacional é nulo em toda a
regiao fora do solendide. Podemos observar este fato através da expressao matemética do
potencial vetor, ou seja, a fase quantica adquirida é influenciada por um campo magnético
de uma regiao nao-acessivel ao elétron. Isto revela a natureza nao local da integral de
caminho.

H&4 apenas uma restricao na escolha dos caminhos para que o resultado acima seja
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valido, qual seja: o caminho escolhido deve ser um contorno fechado que englobe o
solendide. Por que este seria o ponto fundamental? Qualquer contorno fechado escolhido
que nao envolva o solendide podera ser continuamente deformado a qualquer ponto deste
contorno, o que nao é verdade quando se tem o solendide no interior deste contorno. Este
representa uma singularidade no espaco, que nos impediria de deformar continuamente
o contorno em um unico ponto deste contorno. Com isto, o espaco nao é simplesmente
conexo. Este ¢ um exemplo do que se chama de uma topologia nao-trivial do espaco.

O fator que confere a topologia nao-trivial ao problema é o rotacional do potencial
vetor ser nulo, de onde se pode definir uma grandeza y, tal que o potencial vetor seja
-

_)
A = VY, ou seja, A é um puro-calibre. Portanto, o mesmo deve ser observado para o

efeito AC caso a topologia do problema seja a mesma.

Mais epecificamente, o espaco de configuracao do esperimento de AB é o plano R?
com um buraco, que é, topologicamente, o produto direto de uma linha R! com o circulo
St : R x S'. A linha pode ser parametrizada pela coordenada 7 e o circulo por ¢. A
funcao de calibre y é um mapa do espaco do grupos de calibre G, que no caso em questao
é 0 U (1), no espago de configuragao X : x : G — X; no caso do experimento AB, G — S!
e X — St xRL

Devemos proceder da mesma maneira ao analisarmos o efeito AC. Primeiro, deve-se
notar que a configuracao proposta no artigo original é de um fio infinito e um néutron
com momento de dipolo magnético nao-nulo. Neste caso, temos também que o rotacional
do termo que gera a fase quantica, V x (ﬁ X ﬁ), 0 que permite reescrevermos o termo
de fase como um potencial vetor que também é um puro-calibre. Com isto, novamente
terfamos que o espago dos grupos também é o U (1), e o espago com a mesma topologia
que a dada no problema de AB. De fato, esta é a argumentacao seguida.

Entretanto, um ponto que vem ganhando grande destaque na literatura das fases
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quanticas diz respeito a diferentes topologias para os efeitos AB e AC, pois se pode ter
configuragoes em que estas fases nao seriam ligadas a topologia nao-trivial do espago; em
resumo, a fase nao poderia ser descrita por um potencial vetor que é um puro-calibre. Este
ponto foi mais comumente atribuido pela fase de AC em suas verificagoes experimentais,
ja que o campo elétrico e o momento de dipolo magnético nao apresentavam rotacional
nulo, pré-requisito para que a fase seja topoldgica. KEstas fases estao encontradas nos

trabalhos[53], e recentemente também para o efeito AB nao-topolégico[54].
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Capitulo 6

Implicacoes da Quebra da Simetria

Lorentz em Mecanica Quantica

Pretendemos analisar possiveis efeitos da quebra da simetria de Lorentz na Mecanica
Quantica-nao relativistica. Como se trata de um efeito em altas energias, o caminho a ser
seguido deve partir da equacao de Dirac e, entao, tomar o seu limite nao-relativistico, o
que nos permitira detectar efeitos relativisticos importantes em baixas energias. A quebra
da simetria de Lorentz sera introduzida na derivada covariante, através de um termo de
acoplamento nao-minimo. A literatura revela varias possibilidades para se implementar
a violagao da simetria de Lorentz. Nos capitulos anteriores, por exemplo, exploramos a
questao através da presenca de um vetor de fundo, o termo de Carrol, Field e Jackiw
(CFJ) como j& apresentado. E sobre este termo, propoe-se um tipo de acoplamento
nao-minimo. Ha ainda outras maneiras de implementar tal quebra, como por exemplo,
através da presenca de um tensor de fundo também acoplado ao campo de calibre como
trabalhado em [55].

Neste capitulo iniciamos a discussao adotando como sistema fisico uma particula
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teste neutra com diferentes tipos de acoplamentos nao-minimos que violam a simetria de
Lorentz, e em quais situacoes pode-se gerar termos de fase quantica, em especial o termo
de fase de Aharonov-Casher. A equacao de partida, como ja menionado, é a equacao
de Dirac, de onde extraimos a equacao de Pauli. O primeiro acoplamento considerado é
do tipo igv”l;' w, que € o tradicional termo CFJ, onde o vetor de fundo desempenhard o
papel de um momento de dipolo magnético. Em seguida, analisamos uma proposta em
que a quebra é dada por um acoplamento do tipo torgao (tipo-7s)[56], e se observard que
nao teremos fase quantica dada pela quebra. Analisaremos ainda a situacdo em que um
tensor de fundo, 7},,, acoplar-se-4 ao campo eletromagnético e ao campo de Dirac. Neste
caso, observamos que a componente antissimétrica deste tensor induz uma fase de AC.
Para concluir a se¢@o, analisaremos simultaneamente dois termos que geram fase de AC:
o termo padrao, sem quebra da simetria de Lorentz e o termo de CFJ, com o objetivo de
observarmos como ambos competem na geracao de uma fase quantica.

Apos observarmos como a violacao da simetria de Lorentz pode influenciar nos mecan-
ismos de formacao de fases quanticas, um ponto interessante a se destacar é o compor-
tamento de uma anti-particula em um cenario onde hé quebra da simetria de Lorentz.
Assim, na segunda segao, analisaremos a quebra de CPT para estes acoplamentos, o que
nos permitird estudar a diferenca para as fases de AC no que diz respeito a particula e a
anti-particula. Por fim, apresentaremos as conclusoes parciais e perspectivas do presente

capitulo.
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6.1 Violacao de simetria de Lorentz por acoplamento

nao-minimo, equacao de Pauli e fase de Aharonov-

Casher.

6.1.1 Acoplamento nao-minimo tipo-CFJ

O nosso ponto de partida é a equagao de Dirac,
(iv" D, —m)¥ = 0, (6.1.1)
em sua versao invariante de calibre. A derivada covariante escolhida é dada por
D, =8, +icA, +igv"F,,, (6.1.2)

onde o v* é o vetor de fundo responsavel pela anisotropia no espago-tempo[19]. A repre-
sentacao adotada para as matrizes-y é a usual representacao de Dirac, que repetimos a

seguir:

. 1 0 . 0 o 0 1
Y= y Y = . y V5 = ) (613)
0 -1 o 0 1 0

— ~ . . . .. ~ ..
onde ¢ = (0,,0y,0,) sdo as matrizes de Pauli. Para extrairmos o limite ndo-relativistico

da equagao de Dirac (6.1.1), devemos escrever o espinor W em termos de suas componetes

¢

fraca (x) e forte (¢) , ¥ = , 0 que nos dara o conjunto de equacgoes diferenciais
X

acopladas para ¢ e para x(no espago dos momenta, (E; ]—5) )

(E—egp—g?-§>¢—?~(?—eZ—i—gUOE}—g?><ﬁ)xzmgb, (6.1.4)
—(E—egp—g?-§>x—7-(?—ez+g00§—g7x§)¢:mx, (6.1.5)
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. ~ . . —
O limite nao-relativistico consiste, neste caso, em escrever (E +m—ep—gv - B ~ 2m> ,

e, entao, escrevendo a componente fraca em termos da componente forte, teremos

1
X:2—7- (?—eZ%—ngE—g? xﬁ) 0. (6.1.6)
m

Substituindo esta relagdo na eq. (6.1.5), encontramos a equagao de Pauli associada a

componente forte do espinor
(E—ego—g?-?)gb—%(?-ﬁ))<7-ﬁ>>gb:mgb, (6.1.7)
onde o momento canonico generalizado é definido por,
= (7—62—1—91}0?—97 xﬁ) (6.1.8)

_)
A presenca do termo gv x E, que apresenta rotacional nao-nulo, é que determina o
aparecimento do efeito Aharonov-Casher, onde o vetor de fundo desempenha o papel
de um momento de dipolo magnético (77 = gv'), que induz a fase de AC na funcao
de onda associada a uma particula teste neutra (e = 0). Para o caso de uma particula
teste carregada, observa-se simultaneamente o efeito Aharonov-Bohm. Para uma particula
neutra sob a acao de um campo elétrico externo, a fase de AC induzida, como conseqiiéncia
. - . . , — N 5 p
da violacdo da simetria de Lorentz, ¢ dada por ®4c = §.(gv" x E) - dl onde ¢ é um

caminho fechado.

Com este resultado, podemos ainda comentar sobre uma outra possibilidade, caso o
acoplamento ndo-minimo incluido na derivada covariante (6.1.2) fosse da forma ihv" F),,,
onde h seria uma constante de acoplamento. Neste caso, teriamos um novo termo de fase

A s — B . ~ ,
quantica da forma v x B, porém nao teriamos a fase de AC.

Para obtermos a Hamiltoniana com quebra de simetria de Lorentz, pois esta pode

ser de interesse para outros tipos de aplicacao em Mecanica Quantica, devemos usar a
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seguinte identidade:
2
(?-ﬁ) —T% 400 (ﬁxﬁ), (6.1.9)
que, apds algumas manipulagoes algébricas, fornece-nos o resultado

1 — e - — 1 - — g — —
H=—11? -—7- A+ —q°7 - B)+-—2-7 - X E 1.1
o Lo tep—o—0 (V x )+2mgv o-(Vx )+2ma V x(v x E), (6.1.10)

onde ¢ = A°.

Gostariamos de remeter ao trabalho da ref. [57], onde os autores apresentam um
método para derivar a Hamiltoniana relativistica de férmions livres massivos a partir de
uma Lagrangeana geral com violagao da simetria de Lorentz, baseando-se na expansao
de Foldy-Wouthuysen. Nossos resultados estao de acordo com o limite nao-relativistico
obtido em [57], ap6s uma conveniente substituigdo do parametro a, em [57] por eA, +

igv" F .

6.1.2 Acoplamento nao-minimo tipo torgao

Nesta se¢ao, novamente exploraremos o limite nao-relativistico da eq. (6.1.1), mas agora
considerando outro tipo de coplamento nao-minimo, onde comparece a matriz de quirali-
dade:

D, = 8, + eAy + igaysv” F . (6.1.11)

na qual o quadrivetor v* acopla-se ao campo de calibre através de um termo tipo torcao.
A alus@o a torgao é feita de acordo com as idéias desenvolvidas em[56].
Novamente, vamos escrever o espinor ¥ em termos de suas componenentes fraca e

forte, do que derivaremos duas equacgoes diferenciais acopladas, como feito anteriormente
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para o termo do tipo CFJ

[(E—ego)—i—?- (gavoﬁ—g(l?) X ﬁ)} o—|

al
<l
|
=
+
e
o)
=
=
I
3
-

Segue deste sistema que

—

1
X = — [7- (7—J> YT - B} &, (6.1.14)
2m
Das egs. (6.1.13,6.1.14), obtemos a equacao de Pauli correspondente,

(E—e<p+7- (gavoﬁ—ga?)xﬁ))gwr
1

_[7.(3_62)%73}2_{7.(3_62)%73
m

} 6 =mo,  (6.1.15)
. n . - — - .

cuja estrutura fornece o momento canonico conjugado usual, II = ( P — eA), ou seja, a

violagao da simetria de Lorentz pelo acoplamento considerado nao modifica o momento

conjugado, fornecendo apenas contribuicoes do tipo energia para a Hamiltoniana; tais

contribuig¢oes somam-se no termo

1
Hnm:7-<gavoB—ga7><E> +%(ga7~§) +

+29“?-<?—62))?-§+g“?-ﬁ?-(?—eﬁ)), (6.1.16)
m

e a Hamiltoniana total do sistema sera dada por

1
H= —T’+ep— —G -V x A+ Hy. (6.1.17)
2m 2m

Podemos, entao, concluir que, para o caso em que o vetor de fundo é associado a compo-

nente vetorial da tor¢do, como feito no trabalho da ref. [56], ndo ha indugao de fase de
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AC. O acoplamento do tipo torcao contribui para energia total do sistema, nao alterando

a fungao de onda apenas por uma fase.

6.1.3 Acoplamento nao-minimo com um tensor de fundo

O ponto de partida desta subsecao é uma equacao de Dirac estendida, acoplada nao-

minimamente ao campo eletromagnético, como dado abaixo:
(iv' Dy, — m 4N T, 21 + AT, F" M) =0, (6.1.18)

onde a derivada covariante é dada em sua forma usual, D, = J,, + eA,,, e o tensor T, ¢

tomado antissimétrico. O termo bilinear, ¥ = i[v*  +”]/2, é escrito como

, s
»no— —0,® 0, ¥V = eijkak ® 1.

E a componente antissimétrica do tensor de fundo, 7),,, o elemento responsavel pela

quebra no nivel do acoplamento com os férmions. Em analogia ao que ocorre quando o
acoplamento dos férmions viola a simetria de Lorentz, através do termo do tipo buﬁfy“’yg,\ll
[58] na Lagrangeana, propomos aqui uma violagao de simetria de Lorentz pela presenga
de acoplamentos que vem de termos da forma; @E‘“’\I/TW and USH U F e .
Adotando o mesmo procedimento dos casos estudados anteriormente, escrevemos duas

equagoes acopladas para as componentes forte e fraca
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(E—ep)p—0. (? — eZ) X + 4iMToio'x + MTijeijno™d + 2iT " Fjo7x

+ /\QTiOFOkﬁijkO'ij + )\2Tiijjk€iijj¢ + 22)\2T”E700'ZX = m(b, (6119)

(E — 690) X + ; (? — 62) Cb + 4’&)\1T020_7'¢ + AlﬂjgijkO_kX + Qi)\QTOiF;'jUij

+ /\QTiOFOk&fijkO'jX + )\QTU.ijé‘Z'jkO'jX + QZAQTZ]F}()O'Zgb =mx. (6120)

O conjunto das duas equagoes acima descritas envolve tanto um campo magnético
como um campo elétrico externo. Como o principal objetivo da segao é averigiiarmos
diferentes possibilidades de violagao da simetria de Lorentz e sua relagao com a fase de
AC, vamos considerar que o campo magnético seja nulo, F;; = 0, o que nos leva a seguinte

equagao para a componente fraca do espinor em termos de sua componente forte,
1 . .
X=5- [7. (? - eX) N 4T, + M2i(T x ﬁ)iaz] 6. (6.1.21)
m

.. — —
Aqui, usamos que TYF;y = (1T x E),;. Fatorando as matrizes de Pauli, encontramos um

momento candnico generalizado descrito por

—

N — — — —
H:(p —eA—4)\1T1—2)\2T2><E>, (6.1.22)

onde identificamos as componentes “elétrica” e “magnética ” de T}, definidas, respecti-
— —
vamente por Ty; = T, T;; = T 5.

Substituindo-as na eq. (6.1.21) , obtemos a equagao para a componente forte do spinor

; ; » 1 — —
(E — €Y — /\lTkjgijkO'Z + AQTJOFOkéijkO'Z) qb — %(7 . H)(O’ . H)gb == mgb (6123)

Podemos, entao, observar que duas diferentes fases quanticas aparecem neste caso: uma

governada por Aq, e a outra governada por \y. Como nosso proposito estd relacionado
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a fase de AC, e esta depende diretamente do campo elétrico, podemos fazer \; = 0. O

—
termo Ay associado a componente “elétrica ” T, do tensor de fundo T, fornece-nos a

nvs

fase de AC. Note-se que a condicao para o surgimento da fase de AC seleciona apenas a

componente “elétrica 7 do tensor antissimétrico T,,,.

Neste caso, a Hamiltoniana é dada por

— 1 ., = = —
xA+5-7 -V x <2m2T2 X E> (6.1.24)
m

<l

1
H:—ﬁ)2+eg0—i7-
2m 2m

6.1.4 Analise de AC e acoplamento nao-minimo com quebra da

simetria de Lorentz

Nesta subsecao, pretendemos comparar o acoplamento nao-minimo parametrizado pelo
termo de CFJ descrito nas eqgs. (6.1.1,6.1.2) com o acoplamento padrao, em que se obtém
a fase de AC usual, com o propdsito de verificarmos como tais termos se comportam ao
serem considerados simultaneamente e entendermos seus papéis na descricao da fase de
AC.

A equacao de Dirac invariante de calibre, a partir da qual computaremos a equagao
de Pauli, é dada por

(iv" Dy — m + fOMF,,)W =0, (6.1.25)

onde a derivada covariante com o acoplamento nao-minimo é a mesma dada na eq. (6.1.2).
Seguindo o mesmo procedimento que realizamos em todas as subsecoes, tomaremos o
limite nao-relativistico da equacao de Dirac. Escrevendo o espinor W em termos de suas

componentes fraca e forte, a partir da equagao (6.1.25), obtemos o conjunto de equagoes
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acopladas

—

[E —ep—gv - B+ (QfEOiFOi + fzijﬂj)} o+
-7 (? —eA ng§ —gv x ﬁ) X = mao, (6.1.26)
ﬁ

[_(E —ep—gv - B)+ (22" Fy + fEijFif)] X

+7 - (? —eA ng§ — gV X E’)) ¢ =my. (6.1.27)
No limite nao-relativistico, obtém-se a equagao de Pauli,
1
(E —ep—gu - B + fsijkakFij) o — (? . ?) - (? : ?) = mae, (6.1.28)
m

onde P = (7—€_A>+QUO§—97XE)—22']CE).
Novamente, usando a identidade (6.1.9), podemos observar que somente a interagao

com constante de acoplamento f contribui para o momento canonico conjugado, dado por

= (? 7 x ﬁ) . (6.1.29)

Como conseqiiéncia observamos que para o caso em que temos, concomitantemente, os
dois acoplamentos responsaveis pela geragao da fase de AC, o termo que viola a simetria de
Lorentz nao mais contrubui para a fase quantica. A contribuicao devida a tal acoplamento,
neste caso, manifesta-se sob a forma de energia, introduzindo simplesmente um termo

. . _ N — —
extra na Hamiltoniana que se escreve como 4fg o - (( v X E) X E) .

6.2 Violacao de CPT

Como sabemos, o termo de violagao de simetria de Lorentz também viola a tranformagao
de CPT. Na sequéncia deste capitulo, torna-se uma porposta interessante avaliarmos

o limite nao-relativistico da anti-particula para analisarmos, subseqiientemente, como o
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termo de fase pode se comportar frente a tais transformagoes. A expectativa é que o termo
de fase de AC, produzido via vetor de fundo que viola a simetria de Lorentz, forne¢ga uma
contribuicao diferenciada em relacao a fase de AC gerada pelo acoplamento nao-minimo
padrao (que é invariante de Lorentz).

As transformacoes de paridade, conjugacao de carga e reversao temporal, sobre uma

funcao de onda espinorial de Dirac, sao dadas, respectivamente, por

T -2 giq0 (6.2.30)
pe S, _yio? (6.2.31)
NN (6.2.32)

Para tomarmos as tranformacoes de CPT nos bilineares fermionicos usaremos que,

na representacao de Dirac,

=" M=o
e que
70T = 707 7T = _7)
A = A0t 0 — it (6.2.34)

O “t” nas equacoes acima designa a operacao matricial de transposicao. Listamos abaixo

as propriedades da matriz de conjugacao de carga

c'c=1, C'=-C
CWZC'_I = —", CEZVC’_I =—Xu

C=+°C"10  CHiC™t = ;. (6.2.35)
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Apoés estas consideracoes, a analise de quebra de C'PT pelos bilineares fermionicos nos

oferecem como resultado

N A N (6.2.36)

o L gy (6.2.37)

Ty U 2 Ty O (6.2.38)

Ty P ) 0 —Is¥ (6.2.39)
=1, U’y 0

Uy, v Loy, v (6.2.40)

Das transformacoes acima, também podemos obter um resultado que serd bastante

utilizado nos préximos célculos de limite nao relativistico para a anti-particula, a saber,

a transformacao de CPT da funcao de onda spinorial

TOPT (1 1) = iU (1, t) (6.2.41)

6.3 Limite nao-relativistico para a anti-particula:

O nosso ponto de partida sera a equacao de Dirac

iv" (D, —m)¥ =0 (6.3.42)
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Devemos lembrar as seguintes transformacoes sob CPT:

Oy = O

Au Cﬁ)T _Au

F., 5 F,

LN (6.3.43)

6.3.1 O acoplamento minimo

Primeiramente, apenas para estabelecermos um guia e podermos comparar nossos resul-
tados, vamos observar o limite nao-relativistico para uma anti-particula que interage via

acoplamento minimo. A equagao de Dirac para a mesma escreve-se como
—iy* (D, +m) ¥ = 0. (6.3.44)

O procedimento é o mesmo que adotamos desde o inicio deste capitulo, onde escreve-
mos o spinor ¥ em termos de suas componentes fraca e forte, o que nos dard um conjunto

de duas equagoes diferenciais acopladas para x e ¢. Considerando que, na representagao

de Dirac;
Vs =ioy®1, Y15 =0.® 7 (6.3.45)
teremos
(E—ep)x— 7 (T —eA)p=myx, (6.3.46)
—(E—ep)¢p+ T - (F —ed)x =mo, (6.3.47)

Escrevendo a componente fraca em termos da componente forte do espinor, temos

1 e e
X:mff ~(p —GA)Q5. (6.3.48)
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Tomando o limite nao-relativistico, que consiste na aproximagao (E —ep) + m ~ 2m,

temos a expressao desacoplada para a componente ¢, apds substituitmos (6.3.48) em

(6.3.46)

% [ (7 - eA)] v =mx. (6.3.49)

Novamente utilizando a identidade vetorial, chagamos a expressao
Hop = Eo¢, (6.3.50)
onde o operador H é a Hamiltoniana do sistema, dado por

— e - =
H=-——11%- —7 - A). .3.51
5 cpt 50 (V x A) (6.3.51)

Podemos definir o momento canonico conjugado do sistema,
= (? . J) . (6.3.52)

Notamos, assim, que a energia da anti-particula tem o seu sinal trocado em relagao a
energia da particula, o que ja era esperado, e que a fase topoldgica de AB da anti-particula

apresenta-se da mesma forma que aquela para a particula.

6.3.2 O acoplamento nao-minimo

Devemos também extrair a Hamiltoniana nao-relativistico para a anti-particula em um

esquema de acoplamento nao-minimo para o caso de a particula ser neutra mas possuir
momento de dipolo magnético, tal como descrevemos no segundo capitulo desta Tese, em
que obtinhamos a fase de AC. Nosso objetivo é mostrar que ha uma diferenga na fase de
AC das anti-particulas, em relacao as comporrespondentes particulas, quando estas estao

sujeitas a acoplamentos nao-minimos com violacao de Lorentz.
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A equacao de Dirac para anti-particula lé-se:

1
(—m“a,t —m+ qu“”EW> 0 = 0, (6.3.53)

. CPT . -
pois o termo puF*y,, — —uF*Y,, . Considerando que temos apenas campo elétrico,

ou seja, F/ = 0, o termo F*3,, pode se escrever, apds simples manipulagoes algébricas

como iuFE"y;7y0; e com isto, a equacao de Dirac para anti-particula assume a forma
(=70 — m — ipE'y'A) 350 = 0. (6.3.54)

, R .
Como 74%y5 = —1 ® @ escrevendo o spinor ¥ em termos de suas componentes fraca e

forte, chegamos ao seguinte conjunto de equagoes diferenciais acopladas

(E-m)é+T (T +inE)x =0, (6.3.55)
—(E+m)x—-T (P —uE)p =0, (6.3.56)

Escrevendo a componente fraca em termos da componente forte do spinor, obtém-se

1

X =— 7 - (5’ _ ﬁf) &, (6.3.57)

Apés o limite nao-relativistico, £ + m ~ 2m, temos a expressao desacoplada para a

componente ¢ e apds substituirmos (6.3.57) em (6.3.56) chega-se a
1
. (? _ uﬁ) 7 (7 + uﬁ) b = mé. (6.3.58)
Apo6s manipulagoes algébricas, chegamos a expressao
Ho = Eg, (6.3.59)

e neste caso, o operador H é a Hamiltoniana do sistema:

1 — 2 uzﬁz
H——(?—Exﬁ) .
2m

= 6.3.60
™ , (6.3.60)
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com momento canonico generalizado dado por,

= (? _E x —>) . (6.3.61)

6.3.3 Acoplamento nao-minimo com violagao da simetria de Lorentz

O acoplamento nao-minimo que viola a simetria de Lorentz é dado por
D, = 0, +ieA, +igv"F, (6.3.62)

A sua andlise de quebra de CPT oferece duas possibilidades:

D, il -0, —ieA, — igv”%w
D, B8, —ieA, +ign"F,, (6.3.63)

A segunda possibilidade é para nds a mais interessante.

Com isto, a equagao de Dirac para a anti-particula toma a forma
(=iv"v5Dg — ir' s Di + mys) ¥ = 0. (6.3.64)

Para extrairmos o limite-nao relativistico de (6.3.64) devemos escrever o espinor ¥ em
termos de suas componentes fraca (x) e forte (¢) o que nos dard o conjunto de equagoes

diferenciais acopladas como abaixo:

!

<E+e¢+g?«§)x+7'(7—ez—gv0§+g? x E)¢ = my, (6.3.65)

!

—(E—egp+g7-§>¢—?-(?—eZ—gUO§+g?’x E)x =mo,  (6.3.66)

Escrevendo a componente fraca em termos da componente forte do spinor, temos

1
X = — 0 <7—eZ—gUO§+g7 X E) ¢. (6.3.67)
m—(E—ega—i—g?-B)
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Tomando o limite nao-relativistico, que consiste na aproximacao <E —ep+gu - B) +
m ~ 2m, temos a expressao desacoplada para a componente ¢. Apds substituirmos

(6.3.67) em (6.3.65), encontamos

1 2
5 [? : (? iy g ng§ +97vU X ﬁ)} X = mx. (6.3.68)
m

Seguindo os mesmos passos como anteriormente, chegamos a expressao

Hop = FEo, (6.3.69)
onde
B 1 —, e _, — — 1 — = .5 g 5= 5 =
H—2mH cp—5 -0 (VxA) 59U O (VxB) 5 0 Vx (v xE), (6.3.70)

e 0 momento conjugado
ﬁ): (?—e_A)—gvogng?xE)).

Podemos observar, na expressao do momento canonico conjugado acima, que a fase
para anti-particula produzida através do acoplamento nao-minimo com quebras das sime-
trias simultaneas de C'PT e Lorentz tem o seu sinal invertido em relacdo a fase da
particula. Fica, assim, evidenciada a troca de sinal na fase de AC associada aos dois ter-
mos onde aparecem as componentes do vetor de fundo ©° e ¥ do quadrivetor responsavel

pela violacao da simetria de Lorentz

6.3.4 Comentarios Finais

Na primeira se¢ao, estudamos algumas possibilidades de violagao de simetria de Lorentz
e sua conexao com a fase de Aharonov-Casher. Usualmente esta fase é adquirida no

movimento de uma particula neutra com momento de dipolo magnético em uma regiao

78



de campo elétrico, este gerado por uma distribuicao axial de cargas. Entretanto, esta
fase pode também aparecer em alguns outros contextos. O que foi argumentado nesta
secao é que, no caso de um acoplamento nao-minimo com um vetor de fundo fixo, v*,
a fase de AC pode se apresentar mesmo para uma particula sem spin, através do termo
— 7B A . —
gv X FE, presente no momento canonico conjugado, onde g v~ desempenha um papel de
momento de dipolo magnético. Este resultado é andlogo ao resultado da Eletrodinamica
(1 + 2)-dimensional, onde particulas carregadas, acopladas ndo-minimamente aos campos
elétrico e magnético, adquire momento de dipolo magnético[59]. No nosso caso, a situagao
¢ mais drastica. Uma particula neutra e sem spin adquire momento de dipolo magnético
gV, induzido pelo acoplamento ndo minimo com o vetor de fundo. Outras possibilidades
também foram analisadas, como por exemplo o acoplamento tipo-torcao. Neste caso nao
ha a fase de AC induzida pelo acoplamento nao-minimo. H& somente termos extras na
Hamiltoniana, devido ao acoplamento do spin com o vetor de fundo e com os campos
elétrico e magnético, que corrigirao o espectro em relagao ao caso em que nao ha a quebra

de Lorentz. Para o caso parametrizado pelo tensor (anti-simétrico) de fundo T}, foi

2
« L4t i 1] _
observado que apenas a componente “magnética ” deste tensor, T% = T, fornece a fase
de AC. A fase gerada por este mecanismo nao é dbvia para particulas escalares, como
a fase obtida pelo acoplamento nao-minimo para particulas de Spin—%Outro resultado
interessante é obtido quando estudamos a competicao entre as duas possibilidades de
se gerar a fase de AC: uma construida por nds, em que se viola a simetria de Lorentz
através do vetor de fundo no acoplamento CFJ; a outra, da maneira padrao existente na
literatura. Quando estas duas interagoes sao ligadas, o resultado que obtemos é somente
e — "
a fase de AC que provem do termo padrao i/ x E, onde i/ é o momento magnético da

particula de spin—%, que sobrevive.

A conclusao mais geral até o momento é que uma possibilidade interessante da quebra
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das simetrias de Lorentz e de CPT ¢é gerar efeitos de fase quantica, em particular a fase
AC, quando a particula estiver acoplada de maneira nao-minima. Esta propriedade da
violagao da simetria de Lorentz para os modelos invariantes de calibre ainda nao havia sido
discutida na literatura. O que precisamos enfatizar é que neste cendrio, mesmo particulas
escalares neutras podem adquirir fases de AC nao-triviais.

Chamamos a atencao para o fato de que, neste cendrio, particulas escalares neutras
podem adquirir uma fase AC nao-trivial, e a atribuirhos a presenca de um fundo em
que se viola a simetria de Lorentz, via acoplamento nao-minimo na derivada covariante,
a propriedade de induzir momento de dipolo magnético para a particula, que se acopla
ao campo elétrico para gerar a fase de A-C. Este resultado é bastante similar ao que
acontece em teorias de calibre em (1+ 2) D, como mostra[60], ao analisar como uma
particula escalar em (1 + 2)D pode adquirir momento de dipolo magnético as custas
de acoplamento nao-minimo ao campo de Maxwell. Podemos comparar nosso resultado
ao analogo bidimensional, para o caso em que a violacao da simetria de Lorentz faz-
se por um quadrivetor de fundo, tal como descrito na primeira secao deste capitulo,
pois ele pode selecionar um mundo bidimensional para particulas interagentes enquanto
que o acoplamento nado-minimo proposto na eq. (6.1.2) seleciona a componente elétrica
do campo eletromagnético, que permite que identifiquemos a combinacio (—g@’) como
desempenhando o papel do spin da particula de prova.

Outro ponto que gostariamos de destacar, diz respeito ao comportamento diferenciado
para as fases da particula e da anti-particula. Como exposto, a figura de difracao para
particula deve deslocar-se em oposica a da anti-paricula. Este ponto pode apresentar duas
possibilidades bastante fecundas se tomarmos como referéncia os trabalhos de Bluhm e
colaboradores[61], onde ¢é explorada a possibilidade experimental de se medir violagoes

das simetrias simultaneas de C'PT, através do acoplamento giromagético. Usando o

30



mesmo procedimento experimental, poderia se verificar, através da medida das fases para
particula e para anti-particula, evidéncias para a violagao de C'PT’, assim como avaliarmos
a natureza da fase de AC, que em nosso modelo, seria conseqiiéncia nao s6 das propriedades

da particula, como também do espaco-tempo.
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Capitulo 7

Discussoes e Perspectivas

A quebra da simetria de Lorentz é uma proposta recente, porém o conhecimento que dela
se tem produzido permite-nos um posicionamento seguro a respeito de sua validade como
descrigao fundamental da Natureza. Os resultados que dela se tém extraido confirmam-na
como uma teoria consistente e criam um ambiente seguro de trabalho no qual resolvemos
trilhar parte de nossa militancia cientifica.

A nossa escolha em trabalhar com o modelo planar com quebra espontanea de sime-
tria reside no fato de termos como horizonte as aplicagoes em Fisica de Baixas Energias
e Baixa Dimensionalidade, motivados pelo sucesso de aplicacao das teorias de Chern-
Simons no estudo do efeito Hall e na formulacao de modelos para a supercondutividade
no século passado. Investimos nesta idéia pelo fato de que estes sistemas apresentam uma
anisotropia espacial, criada pela presenca de um vetor de fundo, como acontece por exem-
plo no efeito Hall pela presenca de um campo magnético externo perpendicular ao plano
de uma amostra, ou seja, a simetria de rotagao é quebrada. Portanto, nao se trata de
mera especulacao tedrica, mas de fato, a simetria de Lorentz é quebrada por este sistema,
como no exemplo citado acima, o subgrupo das rotagoes. Com isto, entendemos que im-

plicacoes nao-relativisticas da quebra da simetria de Lorentz podem nos ajudar a entender
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fenomenos em baixas energias que tenham suas raizes nos fenomenos relativisticos.

Os resultados dos trés capitulos originais desta tese tém esta mesma perspectiva.
Embora as solucoes classicas e os vortices nao tenham sido discutidos em nenhum ambiente
especifico, estes estao em busca de um sistema que tenham uma fenomenologia compativel
a de seus resultados e, por esta razao, apontamos ja um candidato a aplicacao, que sao a
formacao de vortices em supercondutores de alta-temperatura.

O quinto capitulo ja é mais especifico no sentido das aplicacoes em baixas energias,
pois encontramos, através do limite nao relativistico da equacao de Dirac, a Hamiltoni-
ana de baixa energia assim como discutimos efeitos de fase quantica. Esta é uma nova
perspectiva de aplicacao da violacao da simetria de Lorentz da qual apresentamos, além
da contribuicao de resultados, uma nova proposta de abordagem para estes fenomenos
onde efeitos da quebra de simetria de Lorentz deverao ser observados. Uma conseqiiéncia
imediata da proposta deste capitulo para desenvolvimentos futuros é analisar outras pos-
sibilidades de geracao de fase quantica através do mesmo mecanismo que utilizamos,
do limite nao-relativisco em presenca de acoplamentos nao-minimos, para particulas de
spins-1 e -3/2.

Por ser uma area bastante recente, acreditamos em seu potencial para entendermos
os mecanismos de formacao de fases quanticas e esperamos observar efeitos novos da
quebra da simetria de Lorentz em sistemas da Matéria Condensada. Abaixo discutiremos
um trabalho que estda em andamento em nosso grupo, e que deve ser entendido como

seqiiencia desta tese para perspectivas futuras.
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7.1 Trabalho em Andamento

Nesta secao, vamos encaminhar os trabalhos que estao em desenvolvimento. A primeira
proposta de trabalho é inspirada em um resultado bastante conhecido da literatura, que
mostrou que a equacao de Dirac tem uma supersimetria-N=1 em sua estrutura. Este
resultado é extraido a partir de uma acao supersimétrica onde, ao se escrever o supercampo
a partir de suas componentes bosonicas e fermionicas, e incluindo o acoplamento minimo
na derivada covariante, chega-se a equagao de Dirac[62]. Este é um ponto que também
merece ser verificado no ambito da mecanica quantica com quebra da simetria de Lorentz,
que analisamos no capitulo seis desta tese: se a equacao de Dirac, que obtemos em presenca

de acoplamento nao-minimo, apresenta uma estrutura supersimétrica.

7.1.1 Mecanica Quantica Supersimétrica-N=1

Uma particula carregada no plano, nao-minimamente acoplada a um campo magnético,

¢ descrita como um sistema de MQS-N=1 por meio da seguinte agao no superespaco:
iM —— - = /=
S = 7/dmeDXX +zq/dtd9DX.A (X) (7.1.1)
onde 0 e D s@o coordenadas Grassmanianas|[63]. Usamos as seguintes definigoes:

X9 (,0) = a7 +i0N (1)

Dy = 0+ i00, (7.1.2)

Notando que [ df = 9y |90, podemos escrever a Lagrangeana em componentes. A parte

cinética escreve-se como

o2 .
M M
Livin 2” +%/\)\, (7.1.3)



e a Lagrangeana de interacao, apds a expansao em série de Taylor do superpotencial, se
escreve como

Usando novamente o fato de que A é uma coordenada Grassmaniana, escreve-se a La-
grangeana acima de maneira mais conveniente se fatorarmos as partes simétricas e antis-

simétricas de 0;A;. Desta forma

Liw = qToA+ DN (04— 0iAj), on (7.1.5)
Ling = q?.z + %%‘kz [Ais A By. (7.1.6)

Se temos acoplamento nao-minimo que viola a simetria de Lorentz, podemos redefinir o

potencial através das parametrizagoes abaixo:

A = A-990B+9%«E, (7.1.7)
e e
B, = VXZ—QUOVX§+QVX<7X§). (7.1.8)
e e
Definindo
iq
Hi = Zé‘ijk [)\1'7 )\j] )

a Lagrangeana de interacao pode ser trazida sob a forma

Lint = qé}. [Z— <UO§—7X§)] —i—ﬁ)«(?xZ)—l—
x (T x E). (7.1.9)
A Lagrangeana total é o £ = Ly, + Lins.
Calculando o momento canonico generalizado em relagao a coordenada bosonica, en-
contramos
ﬁb:—:M?+eZ—g<vO§—7xE>, (7.1.10)
onde podemos perceber as fases de AB e AC.
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Para obtermos a Hamiltoniana geral, devemos tomar a transformada de Legendre

1 — ZM . ie Z'gvo - R
H = %Hg - 7/\)\ — Zgijk [/\za )\j] Bk + Tgijk [)\Z, /\J] (V X B)k =+
' 1
_%gijk [Ai, ] (6 x (V' x ﬁ))}g + (772' + 5/\2) Ei (7.1.11)

onde os 7; ’s sao os momenta generalizados em relagao a coordenada fermionica, definidos

por

oL —iM
== (7.1.12)

Uy

que correspondem aos vinculos de segunda classe
1

e os g;’s em (7.1.11) sdo multiplicadores de Lagrange. Usando a condigao de consisténcia,

x; = 0, temos, para os momenta Grassmanianos, \; = —2im;. De acordo também com a
equacdo de Hamilton para os momenta Grassmanianos, m; = %, encontramos
: —iM - e igv° = =
—m; = 5 )‘z — Z (5ijk)\jBk) + TSUk}\j(v X B)k +
l = — {
~ ek (¥ = (7 x E))k + 2o (7.1.14)

Esta equacao permite-nos escrever os multiplicadores de Lagrange em termos das coor-
denadas Grassmanianas. Apds este processo de quantizagao, obtemos a Hamiltoniana

abaixo:
1
H:—Hg—ﬁ-§+2—guoﬁ’-(€x§)+iﬁﬁ>< (T x E),  (7.L15)
m

que é a mesma Hamiltoniana encontrada na primeira secao do sexto capitulo desta tese,
ou seja, mostra-se aqui que a equacao de Dirac com acoplamento nao-minimo do tipo

CFJ, apresenta uma supersimetria exata-N=1.
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Por fim, calculando os parénteses de Dirac necessarios para quantizacao de sistema

vinculados, os quais nos revelarao as estrururas algébricas das coordenadas, temos que

{zi,pitpp = 0y,

{mimitpp = _MZ2i5ijv

{XAitpp = %MU’

Aoy = o dy (7.1.16)

H& vérias propostas de prosseguimento deste trabalho. Pode-se, por exemplo, con-
siderar outros tipos de acoplamentos nao-minimos, tal como extensamente trabalhado no
capitulo seis desta tese. Entretanto, acreditamos que a proposta mais interessante possa

ser a analise de supersimetria-N=2 para tal acoplamento nao-minimo.

7.2 Propostas em discussao

Outra linha de trabalho que estd em andamento diz respeito aos condensados de Bose-
Einstein. H&a duas vertentes de interesse. Uma, baseada no trabalho de Kavoulakis
e colaboradores [65], em que se obtem solugdes de vértices através de um potenial de
AC. Pretendemos observar se as mesmas solugoes podem ser obtidas via acoplamento
nao-minimo com quebra da simetria de Lorentz, interpretando que papel pode ter, na
formagao de vortices em condensados, o vetor de fundo, além de outros possiveis efeitos.
Outra questao interessante vem da aplicacao da teoria de Chern-Simons a estes sistemas.
Propomos analisar estes mesmos condensados a luz das teorias planares apresentadas
nesta tese. Como ressaltado no capitulo trés, ha o aparecimento de um potencial atra-
tivo elétron-elétron, o que pode gerar uma interessante fenomenologia para condensados

fermionicos, como muito se tem destacado na literatura recente.
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Nosso horizonte de aplicacao também se estende ao Efeito Hall. Como as equagoes
de Maxwell sao modificadas pela presenca do termo de CFJ, ha também modificacoes
drésticas na for¢a de Lorentz. Em estudo preliminar do problema de Landau, verifi-
camos que as Orbitas devem ser corrigidas nao s6 nas energias; estas exibem também
um arrastamento ao longo da trajetoria de um elétron balistico. Portanto, hd motivos
bastante claros para acreditarmos que correcoes devido a presenca de um vetor de fundo
devam aparecer. Soma-se ainda o fato de que neste sistema o campo magnético externo
¢ um campo de fundo, e quebra a simetria de rotagao, subgrupo do grupo de simetria
de Lorentz. A primeira proposta de trabalho neste ambiente de pesquisa é analisarmos o
grupo das translagoes magnéticas.

Um ponto bastante promissor segue a linha dos trabalhos apresentados por Blum e
colaboradores [61], onde se aponta experimentos nos quais indicativos da violagao da
simetria de Lorentz e CPT podem ser mensurados. Outra proposta de trabalho nesta

linha, através da medida de fases quanticas, encontra-se em fase avancada de trabalho.
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