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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns sistemas, essencialmente um ferromagneto e um modelo de
vidro de spins, na presenga de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do
tipo gaussiana dupla. Esta distribui¢do reproduz, em limites adequados, as distribuicdes bi-
modal e gaussiana simples. Os sistemas sdo considerados no limite de interagdes de alcance
infinito, para o qual a teoria do campo médio é considerada exata. Os modelos sdo estudados
pelo método das réplicas, e a estabilidade da solu¢cao com simetria de réplicas € analisada. Os
efeitos da aleatoriedade no campo magnético sobre os diagramas de fases deste modelos sdao
investigados, e em algumas situacdes, verificamos a existéncia de pontos tricriticos. Alguns de

nossos resultados sdo comparados com verificagdes experimentais existentes na literatura.
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Abstract

In this work we study some systems, essencially a ferromagnet and a spin glass model, in
the presence of random magnetic fields following a double-gaussian distribution. This kind
of distribution recovers, in appropriate limits, the bimodal and the gaussian distributions. The
systems are considered in the infinite-range-interaction limit, for which the mean field theory
is exact. The models are investigated by means of the replica method, and the stability of the
replica-symmetric solution is analized. The effects of the randomness in the magnetic fields
in the phase diagrams are investigated, and in some situations, we verified the existence of
tricritical points. Some of our results are compared with experimental measurements available

in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

A érea dos sistemas magnéticos desordenados continua sendo uma das mais ativas da fisica.
Com a melhoria dos recursos computacionais e experimentais, pode-se comprovar diversas
abordagens tedricas, até entdo consideradas como propostas de modelagem, e este fato tornou
esta drea ainda mais interessante de ser estudada.

Diversos temas de investigacdo fazem parte desta linha de pesquisa, dos quais podemos
destacar os estudos de efeitos de campos aleatorios em sistemas ferromagnéticos e os chamados
vidros de spins [1]. Os modelos de ferromagnetos e antiferromagnetos em campos aleatorios
comecaram a ser estudados em 1975, com o trabalho de Imry e Ma [2]. Conhecidos na literatura
como modelos de Ising na presenca de um campo aleatorio, ou em inglés, “Random Field Ising
Models” (RFIM’s), esses tipos de sistema exibem caracteristicas fisicas interessantes, como
fronteiras de transi¢do de primeira ordem nos diagramas de fases e pontos tricriticos (pontos
onde fronteiras de transi¢do continuas e de primeira ordem se encontram), entre outras.

Os RFIM’s tém sido assunto de diversas controvérsias nos ultimos anos, das quais desta-



caremos duas delas. A primeira refere-se a dimensao critica inferior d;, abaixo da qual nao
existe uma transicdo para uma fase ferromagnética. As investigacdes mais recentes sugerem
que d; = 2 para o RFIM.

Outro ponto de grande debate diz respeito a ordem da transicdo de fases para baixas tem-
peraturas e a existéncia de pontos tricriticos. Aharony [3] sugeriu que, com a aproximagao de
campo médio, o RFIM apresenta uma transi¢ao de primeira ordem para baixas temperaturas se
a distribuicdo de probabilidades para o campo magnético for simétrica e apresentar um minimo
para campo nulo. Caso contrario, ou seja, caso exista um méaximo na distribui¢ao simétrica para
campo nulo, a transi¢do seria continua. Verificou-se entdo que, para uma distribuicao gaus-
siana para 0s campos, nao existe ponto tricritico no diagrama de fases do RFIM, mas que o
mesmo surge no caso de uma distribuicdo bimodal simétrica, j4 que esta apresenta um minimo
para campo nulo, ao contrdrio da gaussiana, que apresenta um maximo. Andelman [4] esten-
deu o critério de Aharony, argumentando que, para uma distribuicdo de campos geral simétrica
com um maximo para campo nulo, a transicdo de fases em temperatura nula poderia ndo ser
continua, caso a distribui¢cdo satisfizesse algumas condi¢des adicionais. Outros autores [5, 6]
mostraram que, nesse caso (distribuicdao simétrica em campo nulo), a transi¢ao de fases pode-
ria ser de primeira ordem, caso as derivadas superiores da distribuicdo satisfizessem algumas
desigualdades.

Essas duas questdes, entre outras, até hoje sao ainda alvos de debates intensos, para mode-

los mais realisticos, caracterizados por interacdes de curto alcance. Estas controvérsias, aliadas



aos trabalhos de Fishman e Aharony [7] e Cardy [8], que demonstraram que antiferromagnetos
diluidos, na presenca de um campo magnético uniforme, poderiam fornecer realizacdes experi-
mentais dos RFIM’s [9], produziram um grande interesse nessa linha de pesquisa.

Por outro lado, temos os vidros de spins, que sdo sistemas magnéticos nos quais as interagoes
entre 0s momentos magnéticos estdo em competicdo umas com as outras, devido a desordem
estrutural. Estes sistemas podem entdo exibir uma transicdo para um novo estado, o chamado
estado congelado, ou estado vidro de spins, apresentando um tipo de ordem, diferente dos tra-
dicionais, como por exemplo, ferromagnético ou antiferromagnético. Neste estado, os spins
encontram-se alinhados em direcdes aleatorias.

Existem dois ingredientes importantes na geracao de um estado tipo vidro de spins em um
dado sistema: frustracdo e desordem. A desordem provoca uma perda da invariancia transla-
cional existente nos sistemas cristalinos, enquanto que a frustracdo significa contradi¢do entre
interacoes, resultando na inexisténcia de uma configurac@o de spins unicamente favorecida por
todas as interacdes. As frustracdes implicam em diferentes configuragdes, todas com a mesma
energia, conduzindo a um estado fundamental da fase vidro de spins altamente degenerado,
além da existéncia de iniimeros estados metaestiveis.

Nas ligas metélicas do tipo AuF'e e CuMn (materiais normalmente conhecidos como vi-
dros de spins metélicos), os dtomos magnéticos estdo bastante diluidos, ocupando posicoes
aleatorias na rede cristalina da matriz nao magnética. Mesmo assim, tais &tomos sao suficientes

para que existam interagdes indiretas entre eles, mediadas pelos elétrons de conducio dos ions



ndo-magnéticos. Esta interacdo de troca indireta é conhecida como interacdo RKKY (Ruder-
mann e Kittel [10], Kasuya [11], Yosida [12]), e apresenta um comportamento oscilatério com
a distancia r;; entre os spins situados nos sitios i € j, decaindo com esta distancia. Interacoes
positivas entre os pares de spins favorecem alinhamentos paralelos, enquanto que acoplamentos
negativos favorecem alinhamentos antiparalelos. Como consequéncia da competicao entre tais
interacoes, o estado de baixas temperaturas € caracterizado por um congelamento das varidveis
de spin em dire¢des aleatdrias, gerando entdo o ordenamento vidro de spins.

Fendmenos caracteristicos observados em sistemas do tipo vidros de spins, como o pico na
susceptibilidade AC (para campos fracos), primeiramente relatados por Cannella e Mydosh, em
1972 [13], sdo caracteristicas universais: o pico ocorre tanto na liga metélica diluida CuMn com
0, 9% de Mn, como nos isolantes concentrados Eu,Sr;_,S, com a concentragao x no intervalo
0.1 < z < 0.4. Esse pico surge a uma dada temperatura 7', onde T’y representaria, suposta-
mente, uma temperatura critica, sugerindo a ocorréncia de uma transi¢ao de fases. Entretanto,
verificou-se que 7y se movia com a frequéncia do campo w, de tal forma que 7y — 0, quando
w — 0. Trabalhos experimentais subsequentes revelaram anomalias em outras propriedades
fisicas, com alguns fenOmenos nao comuns nas transi¢des de fase tradicionais. Como exemplo,
podemos citar um méximo arredondado no calor especifico, para temperaturas ligeiramente
acima de T [14] e o fendmeno de remanéncia para 1" < T%, onde a susceptibilidade de uma
dada amostra, medida na presenca de um campo magnético H, apresenta resultados diferentes,

dependendo se a mesma € resfriada na presenga do campo ( “field-cooled”) ou na auséncia do



campo (“zero field-cooled”) [15].

A natureza do tipo de ordem vidro de spins, assim como sua apropriada descri¢do tedrica,
constituem temas de grandes debates. Além disso, uma questdo bastante comum esta relacio-
nada a possivel ocorréncia desta transicdo em diversos sistemas, no sentido de tratar-se de um
novo tipo de transicao de fases, ou de uma incapacidade do sistema em estabelecer o equilibrio
térmico durante o tempo de observagao da experiéncia. O problema do ordenamento nos vidros
de spins pertence a fisica dos materiais de estrutura desordenada, e ndo aparece em sistemas
convencionais, como os cristais ideais. Consequentemente, uma série de questdes adicionais

aparece imediatamente:

e Qual € o parametro de ordem adequado para descrever um ordenamento do tipo vidro de

spins?

e Como implementar os métodos da mecanica estatistica para descrever apropriadamente

um sistema com um grande numero de varidveis, caracterizadas por desordem e frustracao,

que descrevem a desordem estrutural da fase congelada?

e Considerando que alguns tempos de relaxacdo em medidas experimentais podem exceder
consideravelmente as escalas normais de tempos de observacdo, a questdo da ergodi-
cidade pode tornar-se um sério problema. Qual € a maneira adequada de empregar a
mecanica estatistica de equilibrio para tratar um sistema caracterizado por um grande

namero de estados metaestaveis?



O congelamento dos momentos magnéticos, a serem representados aqui, por simplicidade,

em termos de variaveis de spins escalares {5, }, nos sitios i (i=1,2,...,N) de uma rede, nos dd que
< S; ># 0, (1.1)

para uma dada temperatura 7" < 7,.. A média < ... >, representa uma média temporal sobre um
tempo de observagao .5, que € muito maior que qualquer tempo microscopico. Supondo uma
transicdo de fases genuina, em um sistema ergédigo, podemos substituir as médias temporais
na eq. (1.1) por médias térmicas, e definir os parametros de ordem magnetizacao m e de vidro

de spins ¢ [16],

N
m = Z < Si >7]avs (1.2)

2 |

2 |

N
q = Z < S, >T avs (1.3)

respectivamente. Nas equagdes acima, < ... > representa uma média térmica e |...],, uma
média sobre a desordem, por exemplo, sobre as interagdes aleatorias. Em uma fase para-
magnética, temos m = ¢ = 0 (uma vez que nesta fase < S; >7= 0) e em uma fase ferro-
magnética, m # 0, ¢ # 0 (uma vez que nesta fase < S; >r# (), enquanto que na fase vidro de
spins, temos m = 0 e ¢ # 0.

Em geral, as varidveis aleatérias podem flutuar com o tempo. E entio necessdrio comparar o
tempo tipico destas flutuagdes, ¢ 4, com o tempo da observagdo experimental, t,ps. Se ops >>

T f1ut, as varidveis aleatdrias atingem o equilibrio térmico e suas médias tornam-se similiares as



médias térmicas da mecanica estatistica. Neste caso, a energia livre do sistema pode ser escrita
como [17, 18]

F = —kTIn[Z{z}]w, (1.4)

onde k € a constante de Boltzmann e Z{z} é a func@o de parti¢do do sistema para uma dada
amostragem de varidveis aleatorias {z}. Essas médias sdo chamadas de médias recozidas. Nos
vidros de spins, por outro lado, devemos considerar as médias temperadas, ja que nestes casos

T fut >> tops. Neste caso, costuma-se trabalhar com a energia livre [17, 18],

F= [F{I}]av = _kT[ln Z{x}]av' (L.5)

O fato de aplicarmos a média sobre a desordem [...],, na energia livre ou, equivalentemente,
sobre In Z, ao invés de sobre Z, no sistema temperado, representa a maior dificuldade em se
tratar a mecanica estatistica dos sistemas magnéticos aleatérios. Uma das técnicas de maior
sucesso para isto consiste no método das réplicas [17, 18, 19, 20, 21], que serd discutido no
Capitulo 2 desta dissertagao.

Até entdo, discutimos separadamente os sistemas ferromagnéticos na presenca de campos
aleatorios e os vidros de spins. Porém, existem diversos sistemas na natureza , como por
exemplo, os antiferromagnetos diluidos Fe,Zny_,F; [22, 23] e Fe,Mg,_,Cls [24, 25, 26],
assim como o composto antiferromagético misto Fe,Mn;_,Ti0O3 [27, 28], que apresentam,
dependendo da concentracdo z, comportamento tipico de campo aleatério, vidro de spins, ou
uma combinacdo de ambos. Consequentemente, o estudo de modelos na presenca de campos

aleatorios, considerando-se interagdes do tipo vidro de spins ou ndo, torna-se muito importante.
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Nesta dissertacao investigamos os efeitos de campos magnéticos aleatorios obedecendo uma
distribui¢do do tipo gaussiana dupla simétrica, em um sistema com intera¢des entre pares de
spins caracterizadas por um favorecimento ferromagnético, assim como no vidro de spins de
Ising, ambos no limite de interacdes de alcance infinito, no qual a aproximacado de campo médio
¢ considerada exata. No Capitulo 2 realizamos uma breve revisdo do ferromagneto de Ising,
com interacoes de alcance infinito, na presenca de campos magnéticos aleatdrios (distribui¢cdes
gaussiana [29] e bimodal [3]). Além disto, neste capitulo revisamos a teoria do modelo de vidro
de spins de Ising com intera¢des de alcance infinito, conhecido como modelo de Sherrington-
Kirkpatrick (SK) [30]. No Capitulo 3, resolvemos os modelos propostos como tema desta
dissertacdo (ferromagneto de Ising e vidro de spins de Ising, ambos na presenca de um campo
magnético obedecendo uma distribui¢do gaussiana dupla simétrica), obtemos os respectivos
diagramas de fases e estudamos a estabilidade da soluc@o no caso da presenca da fase vidro de

spins. Finalmente, no Capitulo 4 apresentamos as nossas conclusoes.



Capitulo 2

Modelos Basicos

Neste capitulo, serdo introduzidos os modelos que utilizaremos como base para o estudo
que sera realizado no Capitulo 3: o ferromagneto de Ising na presenga de campos aleatorios obe-
decendo as distribui¢des gaussiana e bimodal, assim como o modelo de Sherrington-Kirkpatrick
(SK). Apresentaremos o chamado método das réplicas, que serd utilizado para resolver esses

dois modelos, como também o modelo proposto no Capitulo 3 desta dissertacao.

2.1 Meétodo das Réplicas

No capitulo anterior, vimos que um tratamento adequado aos sistemas com desordem tem-
perada envolve o célculo de médias da energia livre de Helmholtz,

f = [FeH =~ I Z (o} @

Entretanto, a média na eq. (2.1) ndo pode ser efetuada diretamente, ji que as varidveis
aleatorias estdo dentro do logaritmo. Nos casos de sistemas pouco desordenados, podemos

separar o Hamiltoniano do sistema H{x} numa parte ndo-aleatéria H, e numa perturbagio

9



aleatéria 0H{x}, e em seguida expandi-lo em poténcias de 0H{x}, para entdo efetuar a média
termo a termo [31]. Vidros de spins, porém, sdo sistemas com alta desordem e aleatoriedade,
e em muitos dos modelos, H,, a parte ndo-aleatdria, € nula. Assim, a técnica descrita ndo €
aplicavel.

Assim, precisamos de uma teoria nao-perturbativa para calcular a média em (2.1). Essa é a

idéia por trds do chamado método das réplicas, que € baseado na seguinte relagdo exata

[In Z{z}]q = lim (12" ow = b (2.2)

n—0 n

onde usamos o fato de que Z" ~ exp(nIlnZ) = 1+ nlnZ, quando n — 0. Para n inteiro

positivo, podemos expressar Z" em termos de n réplicas idénticas e independentes do sistema,

n

7'z} = [ Zo{z} = [[ exp [-8H{z, 5} = exp [_ 3 %

a=1

, o (23)

em que Z, ¢ a funcdo de particdo da alfa-ésima réplica e § = 1/kT. Para n inteiro positivo, é
simples calcular a média sobre a desordem, e podemos expressar o resultado formalmente em

termos de um hamiltoniano efetivo H(n),

27 (2}]an = Tresp [— 7%)] , 2.4

em que H é definido no espago das varidveis { S } das n réplicas do sistema, com o = 1,2, ..., n.

2.2 Ferromagneto de Ising com distribuicao gaussiana

Os efeitos de campos aleatdrios no comportamento critico proximo a transi¢coes de fases

ferromagnéticas ou antiferromagnéticas sdo muito interessantes. Para discutir esses efeitos,

10



considere um sistema com N spins {S;} (i = 1,2, ..., N), com o Hamiltoniano dado por

—%ZS@S} - ZHiSia (2'5)
(4,9) i

onde J representa o acoplamento de troca entre pares de spins, sendo 0 mesmo para todos eles,
Z(ij) denota uma soma sobre todos os pares distintos de spins e os campos magnéticos H;

estdo distribuidos de acordo com a distribui¢ao

1 H?
P(HZ) = \/W exXp - 252 ) (26)

que é a mesma para cada sitio. O modelo acima é conhecido como um modelo com intera¢des
de alcance infinito, para o qual sabe-se que a aproximacao de campo médio € exata [32].
Vamos primeiramente calcular a energia livre utilizando o método das réplicas, discutido na
se¢dlo 2.1. A expressdo para [Z£"],, toma a forma
Z / [Tanr) e _Zzsa5a+5zﬂ Zsa e
:l:l - z ]) a=1

em que o = 1,...,n denota uma dada réplica e § = 1/kT. Utilizando a ditribui¢ao para os

campos dada pela eq. (2.6), ficamos com

(2w = @exp @ > (isg) + = ZZS“SO‘ . Q38

Se=+1

Utilizaremos agora a identidade de Hubbard-Stratonovitch,

2 2 “+o0 2
(D) e ]
T ) 2

11



assim como a relagao

Trexp [Z g(Sf‘)] = exp[N In Trexp(g(S))], (2.10)

para encontrar

+00 N 1/2
Al :/_OO 1;[ <%> dm® exp

N InTrexp (ﬁJZm“Sa + ﬂa<25a>2>

X exp

No limite termodinamico, estas integragdes sao resolvidas pelo método do ponto de sela,

que, junto com a relacoes (2.1) e (2.2), nos dao a expressao da energia livre por spin,

B _ BJ w1
f= —kT}gé{—%za:(m )+~ InTrexp Hep (2.11)
onde
2
He = BT m*S + ﬁa(ZSa> . 2.12)

Finalmente, escolhemos como soluc@o para a magnetizagdao a chamada solucao de simetria
de réplicas, ou seja,

m*=m , Va, (2.13)

de forma que agora podemos efetuar o limite n — 0 e obter, finalmente, a expressdo para a

energia livre do sistema,

“+oo
/ dze /2 In(2 cosh ), (2.14)



onde ¢y = 3Jm + oz, e utilizamos novamente a identidade de Hubbard-Stratonovitch da eq.
(2.9).

O parametro magnetizacao € obtido a partir do minimo da energia livre com relacdo a m, ou
seja,

L —0=>m=— dze /2 tanh 1. (2.15)

A solugdao m = 0 apresentard a menor energia livre para temperaturas e campos aleatorios
suficientemente grandes. Quando a temperatura diminui, devemos encontrar a solucdo adicional
m # 0, com menor energia livre. Se a transi¢cao é continua, podemos expandir a magnetizacao

(2.15) em poténcias de m, em torno de m = 0 [3],
m = Am + Bm® + O(m°), (2.16)

em que

+<>o
A = \/%/ Psech?(Boz) (2.17)

dze—22/2[1 — 4tanh®(foz) + 3tanh?(Boz)]  (2.18)

3 \/%

Uma transicao de fases continua é encontrada fazendo-se A = 1, desde que B < 0. No

caso oposto, B > 0, temos uma transi¢do de primeira ordem. Sendo assim, no caso limite,

B = 0, onde as fronteiras continua e de primeira ordem se encontram, temos o chamado ponto
tricritico.

A condi¢do A = 1 nos dé a equacgao da fronteira critica,

kT 1 oo 2
R — dze % ?sech?(Boz). 2.19
J V 27'(' /oo (ﬁ ) ( )
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Podemos reescrever o coeficiente B como
J 3 2 +o00
B= —@\ﬁ / dze */?[1 — 4 tanh?(Boz) + 3tanh?(Boz)). (2.20)
™ Jo

Na equagdo (2.20), como ¢ > 0, 3 > 0 e z > 0, pode-se verificar que o coeficiente B é
sempre negativo ao longo de toda a fronteira critica. Assim, temos sempre A = 1e B < 0,
0 que caracteriza uma transi¢do continua, e ndo temos entao transi¢do de primeira ordem, nem
ponto tricritico, para o ferromagneto de Ising na presenca de um campo magnético aleatorio
gaussiano.

O diagrama de fases desse modelo € entdo mostrado na figura 2.1.

2.3 Ferromagneto de Ising com distribuicao bimodal
O Hamiltoniano nesse caso € o mesmo da se¢do 2.2, ou seja,

1,J %

mas agora a distribui¢do de probabilidades para os campos é dada pela soma de duas funcdes

delta de Dirac, ou seja,
1 1
P(Hl) = éé(Hl - Ho) + 55(}]1 + Ho)a (222)

que € a mesma para cada sitio. Novamente, consideraremos interagdes de alcance infinito, para

o qual o tratamento de campo médio € exato [32].

14



kT/J

ol)

Figura 2.1: Diagrama de fases para o modelo de Ising ferromagnético sob a acdo de um campo
magnético aleatério obedecendo uma distribui¢cao gaussiana, no plano temperatura versus lar-
gura da distribui¢ao (em unidades de J). As fases sdo: Paramagnética (P) e Ferromagnética (F).

A fronteira de transicado entre as fases € totalmente continua.

Seguindo 0 mesmo procedimento da se¢ao 2.2, obtemos a energia livre do sistema,

n—0 2n
«

J 1 1
f=—kT lim {—ﬁ_ Z(ma)2 + 5 InTrexp H; + o lnTreXpHeﬂ} (2.23)

onde H = 3J >, m*S®+ BH, > S*
Escolhemos novamente como solucdo para a magnetizacao a solu¢ao com simetria de réplicas,
ou seja,

m*=m , Va, (2.24)

de forma que agora podemos efetuar o limite n — 0 e obter, finalmente, a expressdo para a
energia livre do sistema,

1 1
f= %m2 ~ 25 In(2 cosh ®F) — % In(2 cosh @), (2.25)
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em que ®* = BJm + B3H,,.

A magnetizagdo é dada pelo minimo da energia livre com relagdo a m, ou seja,

of _

—=0=m=
om m

(tanh ®" + tanh (ID_) . (2.26)

N —

De maneira anédloga a secdo anterior, a solucdo m = (0 apresentard a menor energia livre
para temperaturas e campos aleatérios suficientemente grandes. Diminuindo a temperatura,
devemos encontrar a solug¢do adicional m # 0, com menor energia livre. Se a transicdo é
continua, repetimos o procedimento da secdo 2.2, e expandimos a magnetizagao, eq. (2.26), em

poténcias de m, em torno de m = 0,

m = Am + Bm® + O(m®), (2.27)

onde
A = BJsech?(BH,) (2.28)
B = —@Sechg(ﬁffo)[l — 3tanh?(6H,)] (2.29)

Para uma transi¢@o de fases continua devemos ter A = 1, com B < 0, enquanto que no caso
oposto, B > 0, temos uma transi¢ao de primeira ordem.
A condi¢ao A = 1 nos da

BJsech?(BH,) =1, (2.30)

enquanto que, com esse resultado, podemos reescrever o coeficiente B na fronteira critica como

B=— A[l — 3tanh®(BH,)] (2.31)

(87)*
3
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Assim, B € negativo para tanh2(ﬁH0) < % quando temos uma fronteira critica continua, e
torna-se positivo para tanh?(3H,) > 5. Para valores de 3H, tais que tanh®(3H,) > 1/3, ndo
podemos mais utilizar a expansao da eq. (2.27) para encontrar a solu¢ao nao-nula de m. Porém,
a solu¢do numérica da eq. (2.26) nos mostra que, nessa faixa de valores de 3H,, a transicao se

torna de primeira ordem. As duas linhas mencionadas se encontram no ponto [3]

B = g (2.32)
tanh®*(3H,) = % (2.33)

que € o ponto tricritico desse sistema. O diagrama de fases desse modelo é entdao mostrado na
figura 2.2.

A observagao final dessa secdo € que a existéncia de transi¢ao de fases de primeira ordem
para baixas temperaturas, assim como de pontos tricriticos no RFIM, depende da distribui¢do

de campos utilizada, como vimos nos exemplos dessa secdo e da se¢do anterior.

2.4 Modelo de Sherrington-Kirkpatrick

Em 1975, Sherrington e Kirkpatrick propuseram que a teoria de campo médio para vi-
dros de spins poderia ser formulada em termos de um modelo de Edwards-Anderson [16] com
interacdes de alcance infinito, onde cada spin estaria interagindo com os demais spins da rede
com a mesma distribui¢do de probabilidades P(.J;;). Essa é, claramente, uma hipdtese baseada

no fato de que o modelo de interagcdes de alcance infinito para o ferromagnetismo [32] apresenta

17
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0.6 P _
Q -
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= F

0.4+ —

02+ |
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H,/J

Figura 2.2: Diagrama de fases para o modelo de Ising ferromagnético sob a acdo de um campo
magnético aleatério obedecendo uma distribui¢do bimodal, no plano temperatura versus in-
tensidade do campo magnético (em unidades de J). As fases sdo: Paramagnética (P) e Ferro-
magnética (F). A linha pontilhada representa a fronteira critica de primeira ordem e a linha

continua representa a fronteira critica continua, enquanto o ponto preto € um ponto tricritico.
uma solugdo equivalente a obtida através da teoria do campo médio, e entdo podia-se esperar o
mesmo para uma teoria desse tipo para vidros de spins.

O hamiltoniano do modelo SK € dado por

(4,7) ¢

onde o campo magnético externo H atua sobre todos os spins do sistema, a notacdo (i, 7)
significa que a soma ¢ feita sobre todos os pares de spins distintos e P(.J;;) é uma distribui¢do

gaussiana para as interacoes,
1[NV
P(J;;) = 5 {2—} exp[—N(Ji; — Jo/N)?/2J7], (2.35)
s
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que € a mesma para todos os pares de spins, com
[Tijlaw = Jo/N (2.36)

[ ]aw — [Jijl2, = J?/N. (2.37)

av

Inspirados em Edwards e Anderson, Sherrington e Kirkpatrick estudaram este modelo fa-
zendo o uso do método das réplicas; assim, a expressdo para [Z"],, toma a forma

+00 n n
(ZMaw =) / [T a7P(T)exp BY 0> SeSe+BHD Y SP s, (2.38)
T (i) (ij) a=1 1

So=+1 i a

onde o = 1, ...,n denota um indice de réplica. Utilizando a distribui¢do para J;; dada pela eq.
(2.35), podemos fazer a integracao facilmente, completando os quadrados. Este procedimento

nos leva a

(2" = Y expg > % > 5rSe87S) + % D SHS | +BHY > S
3 a,p a i o«
(2.39)
onde Za’ 5 representa uma soma sobre todos os indices de réplicas a e (. Extraindo desta soma
os termos com « = 3, e desprezando os termos com (S#)? = 1 que ndo contribuirdo no limite

termodinamico, N — oo, ficamos com

. BJ)?nN BJ)? o B, a :
(7™ a0 = exp {%} SFZﬂ [eXp(ZN) ((;) <;SZ Sf) + 2N§<;Si>
+OHY Y S¢

. (2.40)
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Os termos quadraticos podem ser simplificados utilizando novamente a identidade de Hubbard-
Stratonovitch,
a2 A 2 400 A2
exp AL N e / dx exp AT +alx| . (2.41)
2 2m oo 2

Assim, a eq. (2.40) pode ser escrita como

J)?2nN1 [+ N1Y? NBJ, 12
o] [ 1L 3] e ] e

(a<p
N(ﬁ‘])Q af\2 NBJO )2
D [_TC;(Q ) — Tza:(m )+ NInTrexp Heg | (2.42)
onde
Hop = (31)° D~ ¢*5°5" + 33 (Jom® + H)S", (243)
(a<B) a

e agora o traco deve ser efetuado sobre as n réplicas dos spins, S°.
Se assumimos que a ordem dos limites pode ser trocada, ou seja, o limite N — oo pode ser
aplicado antes do limite n — 0, e as integrais na eq. (2.42) podem ser calculadas pelo método

do ponto de sela, o que nos da

. J)? 1 Jo 1 w1
—~ff = lim (54) - > @) ] + 52 EZ(m )*+ —InTrexp Her |, (244)
(c.8) a

onde agora a soma Z(a ) aplica-se a todos os pares de réplicas, enquanto que q*? e m® sdo

dados consistentemente pelas condi¢des de ponto de sela,

of _ df _
dg*B  Ome

(2.45)
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ou ainda,

TrS*S8 exp Heg

R S | 2.46

4 < - b Trexp Heg ( )
TrS exp H.,

me = < 50— Jim P Hei (2.47)

n—0 Trexp Heg

Sherrington e Kirkpatrick consideraram
m® = m, Va (2.48)
¢’ = q, V(ep), (2.49)

conhecida como solugdo com simetria de réplicas. Assim, com essa escolha, a eq. (2.44) pode

ser escrita como

(BJ)?
4

+oo
— ﬁ;OmQ + W / dze /2 n[2 cosh(n(z2))], (2.50)

—Bf = (1-4q)°

onde 7(z) = 3(J¢*?z + J,m + H) e q e m sido dados auto-consistentemente pelas eqgs. (2.46)

e (2.47),
1 +o00 ey )
1= enin /_ dze™*/" tanh”[(n(2))]; 2.51)
1 +o0o )
SRR / dze™*/ tanh](5(2))]. (2.52)

Vamos discutir as solugdes das eqgs. (2.50), (2.51) e (2.52) para H = 0, para podermos
construir um diagrama de fases. Expandindo o integrando da eq. (2.50), em torno de m = 0,
para ¢ pequeno, temos

(KT)*

ﬁf:5f0+%|:1— = }((@])2@2_M 17

+ —((BI)?*Q)* + ..., (2.53)

21



em que Bf, = —In2 — (8J)?/4. A condigio de ponto de sela (2.45) nos d4, para a eq. (2.53),

(BJ)*q {1 — <k§l;)2 — 2(5J)2q} = 0. (2.54)

Existe um temperatura critica 7. acima da qual s6 temos a solu¢io ¢ = 0, que corresponde a
fase paramagnética (m = g = 0); abaixo de 7, existe uma solu¢do para ¢ > 0, correspondente
a fase vidro de spins (m = 0,q # 0); esta solucdo pode ser obtida, em ordem mais baixa, a

partir da eq. (2.54), ou seja,

(2.55)

o que nos da a fronteira entre as fases paramagnética e vidro de spins, definida pela temperatura
critica

T, =

J
o (2.56)

Abaixo desta linha, para campo nulo, temos uma fase vidro de spins caracterizada por uma
susceptibilidade magnética y = (Om/IH ) y—o,

_ l—q
CET - J,(1—¢q)

x(T) (2.57)

Na regido acima dessa linha, ainda considerando campo nulo, ¢ se anula, e entdo a suscep-

tibilidade da eq. (2.57) se reduz a

1
X(T) = 17— T (2.58)

ou seja, a Lei de Curie-Weiss. Essa susceptibilidade diverge para k1" — J,, caracterizando uma

regido com ordenamento ferromagnético, com magnetizacao espontanea e ¢ finito, ou seja, no
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diagrama de fases k7'/J contra J,/J, areta kT = J,, para J, > J, nos di a fronteira entre as
fases paramagnética e ferromagnética.

A fronteira entre as fases vidro de spins e ferromagnética, ou seja, entre as regides com
m = 0em # 0 (mas ¢ # 0), pode ser encontrada a partir da eq. (2.57), fazendo-se seu

denominador anular-se, ou seja,

kT
KT — J,(1—q) =0 = 7:%(1—(;). (2.59)

Esta equacdo, juntamente com a eq. (2.51) para ¢, com m = 0, nos d4 a referida fronteira.

O diagrama de fases do modelo € exibido na figura 2.3.

1.5 .
P
1 —
(=)
S~
£ F
0.5 VS i
0 | | |
0 05 1 1.5 2

Figura 2.3: Diagrama de fases para o modelo de Sherrington-Kirkpatrick, no plano temperatura
versus média das interagdes (em unidades de J). As fases sdo: Paramagnética (P), Vidro de

Spins (VS) e Ferromagnética (F).
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2.5 A linha de Almeida-Thouless

Em 1978, de Almeida e Thouless [33] estudaram a estabilidade da solu¢do com simetria
de réplicas para o modelo SK. Como consequéncia dessa andlise, em toda a fase vidro de spins,
assim como em parte da fase ferromagnética, a solugdo utilizada por Sherrington e Kirkpatrick

¢ instavel. Esta solucdo € estavel apenas para temperaturas tais que (ver Apéndice A)

kT +oo 4 1/2
( ) Nir: / Psech B(Jq 2z + J,m). (2.60)
m

Esta desigualdade € satisfeita na fase paramagnética, porém violada em toda a regido da fase
vidro de spins. Na fase ferromagnética, essa desigualdade € satisfeita para altas temperaturas,
mas violada para baixas temperaturas. Considerando baixas temperaturas, g € m sao proximos
da unidade, de tal forma que uma expansado para T pequeno (ver Apéndice A) permite escrever

a desigualdade acima como

kT 4 J?
— . 2.61
7 3@“’( 2J2> zob

Levando em conta a linha de Almeida-Thouless [obtida substituindo a desigualdade por
uma igualdade na eq. (2.60)], o diagrama de fases do modelo SK € exibido na figura 2.4.
Desta forma, surge uma nova regido na fase ferromagnética, que foi denominada como fase
ferromagnética mista (F’), caracterizada por ordenamento ferromagnético e instabilidade na
solugdo por simetria de réplicas.

Como observacao final desse capitulo, destacamos que a solugdo correta para a regido

instavel do diagrama de fases foi encontrada em 1979/1980 por Parisi [34, 35], num proce-
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Figura 2.4: Diagrama de fases para o modelo de Sherrington-Kirkpatrick, no plano temperatura
versus interagdo média (em unidades de J), levando em conta a linha de Almeida-Thouless. As

fases sdo: Paramagnética (P), Vidro de Spins (VS), Ferromagnética (F) e Ferromagnética mista

F).

dimento que ficou conhecido como quebra da simetria de réplicas.
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Capitulo 3

Efeitos de Campos Aleatorios de uma

Distribuicao do Tipo Gaussiana Dupla

Ap06s termos apresentado, na introducao, as motivagdes para estudar sistemas com campos
aleatorios e vidros de spins, assim como os modelos bésicos desses sistemas no capitulo 2,
vamos agora estudar os efeitos de campos aleatérios de uma distribuicdo formada por duas
gaussianas, centradas em +H, e —H,, com mesma largura o, em sistemas ferromagnéticos e

em vidros de spins.

3.1 Ferromagneto de Ising
Vamos considerar um modelo como o estudado na se¢do 2.2, ou seja, com o Hamiltoniano

J
H = _N;sisj —ZHZ-Si, (3.1)
1,7 7

com a diferenca de que, agora, a aleatoriedade no campo € dada pela distribuicao

Py = ()" o [V FS] g [ CEEBTY

2o 202 202
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Seguindo o mesmo procedimento da se¢dao 2.2, obtemos a energia livre do nosso sistema,

com o uso do método das réplicas, e considerando a hipdtese de simetria de réplicas,

[ = £m2 - i— /1_ /+OO dze /2 1n 2 cosh &+ — N - dze /2 1n 2 cosh &~
2 2027 oo 20 V2T J ’
(3.3)
onde ®* = B(Jm+oz+ H,). A magnetizacdo é dada pelo minimo da energia livre em relagdo
am,
11 oo 229 11 too

2 2
m=——— dze™ tanh @™ + = —— dze /2 tanh ®~. 3.4
2271 J oo 221 J_ (4)

Neste sistema, temos a existéncia de duas fases, ferromagnética e paramagnética, cuja
transicdo entre elas estd relacionada a magnetizacdo, ou seja, na fase ferromagnética temos
m # 0 e na fase paramagnética temos m = (. Como a presente distribuicdo recupera no li-
mite 0 — 0 a distribui¢cdo bimodal, discutida na se¢do 2.2, esperamos neste caso também a
ocorréncia de fronteiras de transi¢do continuas e de primeira ordem, que se encontram num
ponto tricritico.

Vamos entdo expandir a eq. (3.4) em poténcias de m (ver apéndice B), para analisar a

existéncia de pontos tricriticos. Ficamos com

m = Am + Bm® + Cm® + O(m"), (3.5)
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em que

A = BI{1-p} (3.6)
B = (ﬁ‘]) {1—4p1 + 3p2} (3.7)
C = %{2 — 17py + 30ps — 153}, (3.8)
onde usamos a notagio
1 [r 2
Pr = E /_OO dze™*" /2 tanh®* B(H, + 0z). (3.9)

A fronteira continua € encontrada fazendo-se A = 1, ou seja,

1 +°°
=1-— ~#/2 tanh? B(H, 1
57 \/ﬁ/ tanh® B(H, + 0z2), (3.10)

desde que B < (. Essa linha termina quando B = 0, o que nos da

1—4—/+<>O ¢~/ tanh? 3(H, +0z)+3—/+oo ¢/ tanh? B(H, + 0z) = 0.

(3.11)

Na regido com A = 1 e B > 0, a fronteira é de primeira ordem. A coordenada do ponto
tricritico € encontrada resolvendo-se numericamente as eqs. (3.10) e (3.11).

Antes de mostrar o diagrama de fases, vamos efetuar uma anélise do problema em baixas

temperaturas. A expressao para a magnetizacdo em 7' = ( resulta em (ver Apéndice C)

1 H 1 - H
m = —erf (b> + —erf (LZO) (3.12)
o



e para a energia livre

J H, Jm+ H, Jm — H,
=g = g [t () et (225 )| -

Agora, expandindo a eq. (3.12) em poténcias de m, obtemos (ver Apéndice C)
m = am + bm* + em® + O(m"), (3.14)

onde

.- f <J> exp< H)
v () e () 316
- < V() o) o)en () o

Teremos um ponto tricriticoem 7' = 0 quando a = 1 e b = 0, ou seja,

J T H?

H,
o1, (3.19)
g

Usando o resultado (3.19) na eq. (3.18), obtemos

Y (3.20)



ou seja,

2
7 — /=2 ~0.4839. (3.21)
J em

Assim, devemos esperar que, a medida que o valor de ¢ aumenta, o ponto tricritico do
sistema diminua sua coordenada no eixo k7'/J, até que, para o ~ 0.4839.J, o ponto tricritico
esteja em 7' = 0; para um valor de sigma acima deste limiar, o sistema ndo apresenta mais
ponto tricritico, ou seja, a fronteira de transi¢do entre as fases ferromagnética e paramagnética
€ totalmente continua.

Entdo, temos um limite para a existéncia de pontos tricriticos nesta fronteira:

e 0 <o < 4/2/(em) : hd ponto tricritico
e 0 > /2/(em) : ndo hd ponto tricritico

O ponto tricritico representa o limite da validade da expansdo em série da eq. (3.5); além
dele, temos uma fronteira de primeira ordem, que deve ser determinada a partir de uma constru¢ao
de Maxwell, igualando as energias livres das fases ferromagnética e paramagnética, ou seja, de-

vemos impor

f(m #0) = f(m =0). (3.22)

O diagrama de fases para valores tipicos do parametro o, em unidades de J, € mostrado na
figura 3.1. Neste diagrama de fases, temos a ocorréncia de duas fases distintas, Ferromagnética
(F), com m # 0, e Paramagnética (P), com m = 0. O valor ¢/J = 0 nos di o limite da
distribuicao bimodal, discutida na se¢do 2.3, cuja fronteira critica € bem conhecida [3]. As
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linhas pontilhadas representam transi¢des de fase de primeira ordem, enquanto que as linhas
nao pontilhadas representam transicdes continuas; 0s pontos pretos sao pontos tricriticos. Os

diagramas foram feitos no plano k7'/.J contra H,/J.

KT/

0.4

— o/J=0.0
— o/J=0.2

/) = 0.4 F
| — o/1=04839 . i
02F | —on=06 f
0 \ \ \ L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05
H /]

Figura 3.1: Diagrama de fases para o modelo de Ising ferromagnético sob a acdo de um campo
aleatorio obedecendo uma distribuicao do tipo gaussiana dupla, no plano temperatura versus
campo magnético (em unidades de J). Os valores do parametro o estdo indicados. As fases sdo:
Paramagnética (P) e Ferromagnética (F). Os pontos pretos representam pontos tricriticos.
Vemos claramente nos diagramas que, com o aumento da largura das gaussianas (o), a fase
ferromagnética € reduzida; para valores de o suficientemente grandes, esta fase é totalmente
destruida. Outro efeito que ocorre com o aumento de o € a diminuicdo da fronteira associada
a transi¢ao de primeira ordem, a qual desaparece completamente a partir do valor limite o =

\/2/(em)J, como calculado na eq. (3.21). Ou seja, para valores de o a partir desse limiar, a

transicdo entre as fases ferromagnética e paramagnética é sempre continua, como comentado
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anteriormente.
Para terminar essa secdo, destacamos que a destrui¢cao da linha de transi¢cdo de primeira
ordem em F'e, Mg, _,Cls, devido a presenga de campos aleatorios, foi observada em 1995 por

Kushauer et al. [36].

3.2 Vidro de Spins de Ising

Nesta se¢do, estudaremos o modelo SK, discutido na se¢do 2.4, com a mesma distribui¢do

para o campo magnético usada na secdo 3.1, ou seja,

P(H;) = 1 ( ! )1/2 {exp {—L - HO)Q] + exp {—Li il H")Q] } . (3.23)

2mwo? 202 202

O Hamiltoniano deste sistema € entdo
H==> J;SS;—> HsS; (3.24)
(i.9) ‘
com uma distribui¢do gaussiana para as constantes de troca {.J;; },

1 TN 1/2
)= {ﬂ} exp[ =N (Jij = Jo/N)* /2%, (3.25)

de acordo com o modelo SK. Na expressdo acima, J, > 0, de modo a assegurar um favoreci-
mento ferromagnético para o sistema.
Com estas distribui¢des, temos uma energia livre F'({J;;},{H;}), de modo que a média

sobre a desordem pode ser efetuada através de integrais independentes,

[F{ T} {H D)o = /H[dJijP(Jij)]H[dHiP(Hi)]F({Jij},{Hi}). (3.26)

(44) v
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O procedimento usual consiste em aplicar o método das réplicas [17], de forma a obter a

energia livre por spin como

1 1
Bf = lim <[ Z({Jig}, {H:D)or = lim lim —=(12"]50 = 1), (3.27)

—oon—0Mn

onde Z" € a fungdo de particao das n cdpias do sistema definido na eq. (3.24). O procedimento

padrdo nos leva a

J 2 2 1
ap =~ OO 4 iy Lanin (e, 429, (328)

em que

a afB\ __ 6‘]0 a2 (5‘])2 a2 1 1 _
g(m®, ¢*”) = za:(m )° + (zﬁ:)(q ) — 3 In Tr,, eXp(H:H) - §1n Tro exp(Hys),
(3.29)

Hig =BJo Y m*S+ (B)2> ¢*°5*S% + (B0)* Y S*SP £ pH, > 8™ (3.30)
a (OL,/B) (Oz,,B) «

Nas equagdes acima, os indices de soma a e 3 (a, 3 = 1,2,...,n) sdo indices de réplicas,
Tr,, representa um traco sobre as varidveis de spins de cada uma das réplicas e Z(m ) denota a
soma sobre pares distintos de réplicas.

Os extremos da fungdo g(m®, ¢**) nos ddo as equagdes de equilibrio para a magnetizacdo e

o parametro de ordem de vidro de spins, respectivamente,

1 1
me = 3 < S% >, +§ <S> (3.31)
af 1 af 1 af
q = 5 <S >4 ‘1‘5 <S5 >_, (OZ 7£ ﬁ)7 (332)
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em que < ... >4 representam médias térmicas com relacdo aos “hamiltonianos efetivos” defi-
nidos na eq. (3.30).

Na secdo seguinte apresentaremos a solu¢ao com simetria de réplicas.

3.2.1 A Solucao com Simetria de Réplicas

A solucdio com simetria de réplicas é obtida supondo que os parimetros m® e ¢*’ sdo

independentes dos indices de réplicas, ou seja,

m® = m; Va
¢’ = ¢ Yap).

Utilizando esta escolha, reescrevemos a energia livre por spin na eq. (3.28) da seguinte

forma,
J)? Jo I 2 1 [ 2
ﬁf:—(i) (1—q)2+ﬂ7m2—§/ dze™ /2ln2cosh§+—§/ dze*/?In2cosh &,
(3.33)
em que
o\ 2 1/2
£ =3 Jom+J(q+<j>> S+ H, (3.34)
Os parametros de ordem sdo expressos entao por
L1 " ey het + L1 /+Ood —#/2 tanh £~ (3.35)
m=—-—-— ze an —— ze an , .
2271 J_oo 2271 J_oo
11 [ > 11 [t 2
= ——— dze /2 tanh?® ¢+ + ——/ dze /% tanh® ¢~ 3.36
=575 ). RN : R



Devido a presenga de campos magnéticos aleatorios, o parametro de ordem de vidro de spins

q é sempre induzido (g # 0); a transi¢ao para a fase vidro de spins é normalmente caracterizada

[37, 38, 39] pelo surgimento de uma instabilidade na solu¢ao com simetria de réplicas [33]. No

caso em questdo, a linha AT é dada por (ver Apéndice A)

KTN\? 1 [t 1 [*e
(7> - 5/ dzezz/Qsech4§++§/ dze’ZQ/zsech‘lf’,

cuja expansao para baixas temperaturas (ver apéndice A) nos da a expressao

M2 11 ot BT (o= H)?
302G P 2262 *Xp 2262 )

- =
onde
G = (1+ (%)2)1/2.

Na secdo seguinte discutiremos os diagramas de fases.

3.2.2 Diagramas de Fases

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Nesta secao discutiremos os efeitos de campos aleatorios, obedecendo uma distribui¢ao

do tipo gaussiana dupla, nos diagramas de fases do vidro de spins de Ising com favorecimento

ferromagnético, na aproximacdo de simetria de réplicas.

Na presenca de campos aleatorios, o parametro de vidro de spins ¢ é sempre induzido

(¢ # 0), de forma que ndo ha ordenamento espontaneo do tipo vidro de spins, como no caso

do modelo SK na auséncia de campos ou sob a acdo de campos uniformes. Porém, temos

uma transi¢do de fases associada a magnetizacio; desta maneira, duas fases sdo possiveis neste

sistema, a saber:
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e fase ferromagnética: m # 0,q # 0;

e fase independente: m = 0,q # 0.

A fronteira critica que separa estas duas fases pode ser encontrada resolvendo-se numeri-
camente as equacOes de equilibrio (3.35) e (3.36); no caso de transicdo de fases de primeira
ordem, vamos utilizar também a energia livre por spin, eq. (3.33).

Empregaremos entdo o procedimento usual para encontrar a fronteira critica entre as fases

paramagnética e ferromagnética. Expandindo a eq. (3.35) em poténcias de m, obtemos (ver

Apéndice B)

m = Ai(q)m + As(q)m® + As(g)m® + O(m"), (3.40)
em que

Ailq) = BI{l—pi} (3.41)

J,)?
As(g) = - (63 ) {1 —4p1 +3pa} (3.42)
J,)?
As(q) = (515) {2 — 17p; + 30py — 15p3}, (3.43)

onde adotamos a notacdo
(3.44)

CIONIS

Os coeficientes nas eqs. (3.41), (3.42) e (3.43) dependem de ¢ que, por sua vez, depende de

1 +oo 2
_ —z%/2 2k
Pk = dze tanh™* 5.J
V2 /_oo

m, de acordo com a eq. (3.36). Sendo assim, expandimos a eq. (3.36) em poténcias de m (ver
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Apéndice B),

4= 4o+ (B)° e+ 0(m?), (3.45)

b
1—(8J)
com

I'=1—4p1(¢) + 3p2(a), (3.46)

e onde g, corresponde a solugdo da eq. (3.36) para m = (. Substituindo entdo a eq. (3.45)
na eq. (3.40), obtemos os coeficientes, independentes de ¢, da expansdo da magnetizacdo em

poténcias de m (ver Apéndice B), ou seja,

m = Aym 4 Aym® + O(m?), (3.47)

em que
Ay = Ailgo) (3.48)
Ay = — (6 éo)g ﬁj%fg ] r. (3.49)

A fronteira critica é determinada utilizando os procedimentos padroes, a saber:

.~ , / / . ~
e Para transi¢des de fases continuas, A; = 1 e A; < 0, resolvemos numericamente entao

as eqs. A'1 =1e(3.36).

.~ . . ’ ’ . . ,
e Para transicdes de fases de primeira ordem, A; = 1 e A; > 0, a fronteira critica é
determinada através de uma construcdo de Maxwell, ou seja, resolvemos numericamente

a equacdo obtida igualando as energias livres das duas fases, em conjunto com as eqs.
(3.35) e (3.36).

37



e Quando os dois tipos de transicdo estdo presentes, as fronteiras criticas continua e de
primeira ordem encontram-se em um ponto tricritico, que define o limite de validade
das expansdes em séries; além do ponto tricritico, a magnetizagao é descontinua. A
localizagio deste ponto é obtida resolvendo-se numericamente as eqs. A} = 1, A;} =0e

(3.36), desde que a condicio A; < 0 seja satisfeita.

Antes de considerar os resultados numéricos, faremos a anélise para 7' = 0, assim como
efetuado no caso do ferromagneto da se¢ao 3.1. Em 7" = 0, temos ¢ = 1, de modo que a

expressao para a magnetizacio pode ser escrita como (ver Apéndice C)

]. Jom + Ho 1 Jom - HO
m = —erf _— + —erf e — 3.50
2 ( JGV2 ) 2 ( JGV?2 ) (3:50)

enquanto que para a energia livre, temos

fo—dope Mo [erf (M) et (M)} n
2 2 JGV?2 JGV2
J (Jom + H,)? (Jom — H,)?

onde G € dado pela eq. (3.39). Empregando um procedimento similar ao utilizado em tempera-

turas finitas, expandimos a eq. (3.50) em poténcias de m, e obtemos (ver Apéndice C)

m = aym + agm® + asm® + O(m"), (3.52)
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onde

2 1 (J, H?
o= g (5) e (o) 52
121 (I |1 (H)® H?
w = o\ e (7) {0—(7) ‘1}6Xp (572 329
1 /21 (JN\| 1 (HN' 6 [(H)\ H?
W = EO\/;G_/ (7> {0—(7) ‘@(7) *3}6’@ (_2J202)(3'55)

Para [H,/(GJ)]* < 1, temos uma fronteira continua dada por a; = 1, ou seja,

% - gGeXp {Qﬁ;} , (3.56)
a qual termina em (a3 = 0),
e t-(eE) e
Com este resultado, a eq. (3.56) pode ser escrita como
PTG

ou seja, para 7' = 0, esta é a coordenada do ponto tricritico no eixo J,/.J, a qual depende do
desvio padrdo da distribuicdo. O valor limite H,/.J para o qual o ponto tricritico ocorre em
T = 0 também depende de o, como pode ser visto na eq. (3.57). Acima desse valor de H,/J,
0 ponto tricritico ndo ocorre mais em 7' = 0, mas sim para uma temperatura finita.

Os diagramas de fases considerados foram construidos escolhendo os eixos k7'/.J e J,/.J.

Para cada valor fixo de o/.J, escolhemos cinco diferentes valores de H,/.J, correspondendo
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a situacoes fisicas distintas; obtemos assim, quinze diagramas de fases, exibidos a seguir. Em
todos os diagramas de fases, temos a ocorréncia de quatro fases distintas. Primeiramente, temos
a divisdo mais bdsica, entre as fases ferromagnética, com m # 0, e independente, com m =
0. Porém, nestas fases, temos o aparecimento de fronteiras de instabilidade do tipo Almeida-
Thouless (AT), que sinalizam o limite de validade da solu¢ao com simetria de réplicas. Abaixo
destas linhas, a condi¢do de estabilidade € violada; a regido da fase independente onde ocorre
tal instabilidade € usualmente denominada de fase Vidro de Spins (VS), enquanto que a regiao
instdvel da fase ferromagnética é denominada Ferromagnética Mista (F’), caracterizada por
ordenamento ferromagnético e instabilidade da solucdo com simetria de réplicas [37, 38, 39].
A regido da fase independente restante ¢ denominada de fase Paramagnética (P), ja que, apesar
de termos ¢ # 0, a solugcdo com simetria de réplicas € estavel.

Este problema apresenta um comportamento bem interessante, e temos no limite ¢ = 0 o
caso bem conhecido do modelo SK sob a acdo de uma distribui¢cdo bimodal, j4 estudado na
litaratura por Nogueira et al. [37]. Primeiramente, vamos nos concentrar num dado valor fixo
de o/J. Para uma pequena faixa de valores da magnitude do campo H,/J, o coeficiente A;,
dado pela eq. (3.49), pode mudar de sinal duas vezes: ele € negativo para altas temperaturas,
torna-se positivo para temperaturas intermedidrias, voltando a ser negativo para baixas tempe-
raturas. Neste caso, a fronteira critica € composta por duas partes continuas, calculadas por
A = 1, interpoladas por uma parte de primeira ordem, calculada igualando-se as energias

livres, definindo assim dois pontos tricriticos.
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Figura 3.2: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferromagnético,
na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo gaussiana
dupla. O diagrama ¢ exibido no plano temperatura versus média das interacdes (em unidades de
J). Os valores dos parametros o e H, estdo indicados. As fases sdo: Paramagnética (P), Ferro-
magnética (F), Ferromagnética Mista (F’) e Vidro de Spins (VS). As linhas de instabilidade de
Almeida-Thouless estdo indicadas por AT1 e AT?2, sinalizando o limite de validade da solu¢ao

com simetria de réplicas. Neste caso temos apenas fronteiras criticas continuas.

Com o aumento do valor de H,/J, a parte dos diagramas de fases relativa a fase ferro-
magnética diminui. Encontramos entdo dois valores limites de H,/.J, que chamaremos HY /J
e HY /J, para os quais a fronteira ferromagnética-independente se modifica qualitativamente.
Para H,/J < a /J, a fronteira é continua. Dois pontos tricriticos sdo encontrados na faixa
de valores HS /J < H,/J < HP /J; esses pontos se movem em dire¢des opostas, no eixo

da temperatura (k7'/.J), com o aumento de H,/.J, de forma que o ponto tricritico de mais baixa
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Figura 3.3: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferromagnético,
na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo gaussiana
dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em unidades
de J). O ponto preto representa um ponto especial, um colapso de dois pontos tricriticos. A

nomenclatura utilizada € a mesma da figura 3.2.

temperatura colapsa com o eixo 7" = 0 para H,/J = H(EZ)/J. Para H,/J > H((?)/J, existe
apenas um ponto tricritico, em temperatura finita. Os valores limites av /J foram encontra-
dos numericamente, enquanto que os valores de H, ((,2) /J foram encontrados analiticamente, a
partir da expansdo da magnetizacdo em 7" = 0, feita anteriormente, e os valores sdao dados
pela eq. (3.57). E importante notar que, quando aumentamos ¢ /J, notamos que a fronteira
ferromagnética-independente se desloca para valores maiores de J,/.J, ou seja, a fase indepen-
dente torna-se dominante, deslocando as fases ferromagnéticas (I e F') para a regido de .J,/.J
maiores, e achatando as fases vidro de spins e ferromagnética mista para a regido de baixas

temperaturas.
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Figura 3.4: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferromagnético,
na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo gaussiana
dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em unidades
de J). Para os valores de o/ .J e H,/.J mostrados, temos a existéncia de dois pontos tricriticos, a
temperaturas finitas. A linha tracejada representa uma fronteira de primeira ordem. A nomen-

clatura utilizada € a mesma da figura 3.2.

3.2.3 Instabilidade de Almeida-Thouless para J, =0

Vimos na sec¢do 3.2.1 que a linha de Almeida-Thouless para o sistema investigado neste

capitulo é

/{ZT 2 1 +o0 1 +o0o
(7) = 5/ dze_z2/2sech4€Jr + 5/ dze_ZQ/Qsech4$_, (3.59)
lembrando que
o 1/2
fizﬁ{Jom-i-J(q—i— (%) ) ziHo}. (3.60)
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Figura 3.5: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferromagnético,
na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribuicao do tipo gaussiana
dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em unidades
de J). Para os valores de o/.J e H,/J mostrados, temos a existéncia de dois pontos tricriticos,
sendo que um deles colapsa com o eixo k7'/J = 0. A nomenclatura utilizada é a mesma das

figuras 3.2 e 3.4.

Vamos considerar esta expressao para .J, = 0. A eq. (3.59) pode ser escrita como

ET\? 1 [+ L[
(7) _ 5/ dze_z2/2SeCh4€2—+§/ dze " ?sech’¢; (3.61)

em que
. N
& Zﬂ{J<q+(j) ) ziHo}. (3.62)

Efetuando a troca = — —z na integral com £ da eq. (3.61), podemos reescrevé-la como

T\? oo
(’%) = / dze**2sech*e; . (3.63)
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Figura 3.6: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferromagnético,
na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo gaussiana
dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em unidades
de J). Neste caso, o ponto tricritico para temperatura nula desaparece e temos apenas o ponto
tricritico para temperatura finita; as linhas AT ndo se tocam. A nomenclatura utilizada € a

mesma das figuras 3.2 e 3.4.

Este € exatamente o resultado obtido por Soares et al. [38] [ver eq. (3.1) dessa referéncia,
para J, = 0], onde o modelo SK era tratado na presenca de uma distribuicao para os campos
do tipo gaussiana simples, centrada em H,. Neste caso, para um dado valor de o/J, a eq.
(3.63) define uma linha no plano H,/.J contra k7'/.J, abaixo da qual a solugdo com simetria de
réplicas € instavel. Esta linha AT, inicialmente introduzida no modelo SK (¢/J = 0) [33], é
atualmente associada com efeitos de irreversibilidade em sistemas reais, e varios pesquisadores

experimentais reportam a sua observacdo [17]. Vamos analisar entdo como esta linha ¢ afetada
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Figura 3.7: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferromagnético,
na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo gaussiana
dupla. O diagrama ¢ exibido no plano temperatura versus média das interacdes (em unidades de
J). Neste caso temos apenas fronteiras criticas continuas. A nomenclatura utilizada ¢ a mesma

da figura 3.2.

pela presenga do campo magnético aleatério. Para H,/J >> 1, nés obtemos da eq. (3.63)

R E (3.64)

em que G € dado pela eq. (3.39). A eq. (3.64) indica uma uma queda exponencial da linha
AT no diagrama de fases H,/J contra kT'/.J, para valores altos de H,/.J. Considerando agora

H,/J << leo/J << 1, podemos definir uma varidavel 7, dada por

T 5 1/3 " 2 211/3 5 1/3 2/3
T=lmes <1> [(7> ’ <j> ] : (Z> <j> ’ e

em que 7, € a temperatura obtida das eqs. (3.63) e (3.36) para J, = H, = 0, isto &,

1/3 2/371/2
T o~ _ § g
S EORC N
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Figura 3.8: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferromagnético,
na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo gaussiana
dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em unidades
de J). O ponto preto representa um ponto especial, um colapso de dois pontos tricriticos. A

nomenclatura utilizada € a mesma da figura 3.2.

A eq. (3.65) apresenta, em ordem mais baixa, dois regimes distintos, ou seja, o regime de

e 1/3 —4/3 7\’
g o
-1 (1) <7> <7> (05> H,), (367

e o regime vidro de spins,
1/3 2/3
3 H,
== — H,). 3.68

Estes dois regimes s@o interpolados por uma mudanga na curvatura da linha AT, e esta

campo aleatorio,

mudanca pode ser definida como ocorrendo no ponto de inflexdo. Este fato, que nao é observado

na linha AT para o/J = 0 (Fig. 3.17), é claramente observado para valores maiores, como, por
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Figura 3.9: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferromagnético,
na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribuicao do tipo gaussiana
dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em unidades
de J). Para os valores de o/ .J e H,/.J mostrados, temos a existéncia de dois pontos tricriticos, a

temperaturas finitas. A nomenclatura utilizada € a mesma das figuras 3.2 e 3.4.

exemplo, o/J = 0.3 (Fig. 3.18) e o/ J = 0.6 (Fig. 3.19).
Podemos definir um expoente de “crossover” ¢, associado ao comportamento da linha AT

nas eqs. (3.67) e (3.68), através de

I 2/¢
T~ <—°> (H,/J pequeno). (3.69)

Para os dois regimes mencionados acima, nas eqs. (3.67) e (3.68), este expoente variade ¢ = 1
(regime de campo aleatério) a ¢ = 3 (regime vidro de spins). Essa mudanca de comportamento
foi observada experimentalmente ao longo da linha de irreversibilidade do antiferromagneto de

Ising Fe,Zn,_,F,, para x = 0.31 [22, 23, 40, 41] (ver Fig. 3.20). Com o aumento de o/J,
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Figura 3.10: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferro-
magnético, na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo
gaussiana dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em
unidades de J). Para os valores de o/.J e H,/.J mostrados, temos a existéncia de dois pontos
tricriticos, sendo que um deles colapsa com o eixo k7'/J = 0. A nomenclatura utilizada é a

mesma das figuras 3.2 e 3.4.

cresce a regido em que a linha AT € dominada pelo regime de campo aleatdrio, ou seja, o ponto
de inflexdo ocorre para valores maiores de H,/.J, como mostra a Fig. 3.21. Quando ¢/J é
suficientemente grande, a linha AT se torna uma linha vertical, coincidindo com o eixo H,/.J
quando o/J — oo. Nesta faixa de valores de o/.J, temos que ¢ = 1 (H, << o), ¢ a mudanga
de concavidade mencionada desaparece. Assim, concluimos que a regido de instabilidade €

reduzida pelo aumento do campo aleatdrio, isto é, quando o /.J aumenta.
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Figura 3.11: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferro-
magnético, na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo
gaussiana dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em
unidades de J). Neste caso, o ponto tricritico para temperatura nula desaparece e temos apenas
0 ponto tricritico para temperatura finita; as linhas AT ndo se tocam. A nomenclatura utilizada

¢ a mesma das figuras 3.2 e 3.4.
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Figura 3.12: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferro-
magnético, na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo
gaussiana dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em
unidades de J). Neste caso temos apenas fronteiras criticas continuas. A nomenclatura utilizada

¢ a mesma da figura 3.2.
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Figura 3.13: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferro-
magnético, na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo
gaussiana dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interacdes
(em unidades de J). O ponto preto representa um ponto especial, um colapso de dois pontos

tricriticos. A nomenclatura utilizada é a mesma da figura 3.2.
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Figura 3.14: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferro-
magnético, na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo
gaussiana dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interagdes (em
unidades de J). Para os valores de o/J e H,/J mostrados, temos a existéncia de dois pontos

tricriticos, a temperaturas finitas. A nomenclatura utilizada é a mesma das figuras 3.2 e 3.4.
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L c/J=0.6 |
HO/J=1 .1662
1= |
= | _
4 P
AT1
VS
| | | |
00 1 2
JO/J

Figura 3.15: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferro-
magnético, na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo
gaussiana dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interacdes (em
unidades de J). Para os valores de o/.J e H,/.J mostrados, temos a existéncia de dois pontos
tricriticos, sendo que um deles colapsa com o eixo k7'/J = 0. A nomenclatura utilizada ¢ a

mesma das figuras 3.2 e 3.4.
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Figura 3.16: Diagrama de fases para o vidro de spins de Ising com favorecimento ferro-
magnético, na presenca de campos magnéticos aleatérios obedecendo uma distribui¢do do tipo
gaussiana dupla. O diagrama € exibido no plano temperatura versus média das interacdes (em
unidades de J). Neste caso, o ponto tricritico para temperatura nula desaparece e temos apenas
0 ponto tricritico para temperatura finita; as linhas AT ndo se tocam. A nomenclatura utilizada

¢ a mesma das figuras 3.2 ¢ 3.4.
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0.5
KT/J
Figura 3.17: Linha de Almeida-Thouless no diagrama média do campo magnético contra tem-

peratura (.J, = 0). Para o valor de ¢/.J indicado, ndo observamos mudanga na concavidade da

curva.

0.5
KT/J
Figura 3.18: Linha de Almeida-Thouless no diagrama média do campo magnético contra tem-

peratura (J, = 0). Para o valor de ¢/J indicado, observamos a mudanga na concavidade da

curva.
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0.5
kKT/J
Figura 3.19: Linha de Almeida-Thouless no diagrama média do campo magnético contra tem-

peratura (.J, = 0). Para o valor de o/J indicado, observamos uma mudanga ainda maior na

concavidade da curva.

HA

Figura 3.20: Diagrama de fases do composto F'e,Zn;_, F5, campo magnético contra tempera-
tura, para diversos valores da concentra¢ao x. A linha T, (H) representa a fronteira critica entre
as fases Paramagnética e Antiferromagnética. A linha 7,,(H) estd associada a efeitos de irre-
versibilidade e é normalmente associada a linha AT. A linha 7' (H ) representa a temperatura

de Neil para diferentes valores de x (da Ref. [22]).
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T/J

Figura 3.21: Evolugéo da linha de Almeida-Thouless com a variagdgode o /J [z = 1/(140/J)].
A regido de instabilidade é reduzida com o aumento de o/.J (da Ref. [38]). As varidveis da

figura apresentam a seguinte correspondéncia com as nossas: h, — H, e k = 1.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagcao estudamos sistemas ferromagnéticos e vidros de spins, ambos na presenca
de campos aleatdrios. No caso do vidro de spins, discutimos detalhadamente a solu¢iao com si-
metria de réplicas.

No capitulo 2, fizemos uma revisao da teoria utilizada para resolver os nossos modelos.
Discutimos o método das réplicas, o modelo de Ising ferromagnético sob a¢do de um campo
aleatorio definido por distribui¢cdes bimodal e gaussiana, assim como o modelo de Sherrington-
Kirkpatrick e sua estabilidade.

No capitulo 3, estudamos os efeitos de uma distribui¢do de probabilidades para o campo
magnético do tipo gaussiana dupla (centrada em +H, e —H,, com largura o cada), em ferro-
magnetos de Ising e em vidros de spins de Ising.

Para o primeiro sistema, a nossa analise mostrou que os principais efeitos do campo aleatdrio
consistem em diminuir a fase ferromagnética e, nos casos onde ha transi¢do de primeira or-

dem, reduzir a extensao desta linha. Para aleatoriedades suficientemente grandes, as fronteiras
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criticas de primeira ordem sdo totalmente transformadas em fronteiras continuas; para aleatori-
edades ainda maiores, a fase ferromagnética pode ser completamente destruida.

Para o vidro de spins, a nossa andlise mostrou que, para um dado valor fixo de o, po-
derfamos ter vérias situacdes fisicamente relevantes. Para valores pequenos de H,, temos uma
transicdo completamente continua; para uma pequena faixa de valores de H,, temos dois pon-
tos tricriticos, ou seja, uma parte da fronteira critica é de primeira ordem e duas partes sdao
continuas; para valores maiores de H,, passamos a ter apenas um ponto tricritico, ligando uma
fronteira de transi¢do de primeira ordem a uma fronteira continua. Se consideramos valores
crescentes de o, notamos que a fase independente aumenta, e a ferromagnética diminui, en-
quanto que as fases vidro de spins e ferromagnética mista sao achatadas para a regiao de baixas
temperatuas. Além disso, para um sistema com média nula nas interacdes (J, = 0), verifica-
mos que a introducdo do campo aleatério provoca uma mudanga na concavidade da linha de
Almeida-Thouless, e a regido de instabilidade € reduzida com o aumento da largura das gaus-
sianas (o).

Esperamos que alguns dos nossos resultados tedricos possam ser aplicados, pelo menos

qualitativamente, a sistemas reais. Em particular, podemos ressaltar as seguintes comparacoes:

e A conversdo da fronteira critica de primeira ordem em continua, devido a introdu¢do do
campo magnético aleatério, pode explicar um efeito similar verificado no antiferromag-

neto diluido Fe,Mg,_,Cls;
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e A mudanga na concavidade da linha AT, também pela introducdao do campo magnético
aleatdrio, pode explicar uma mudanca de concavidade observada experimentalmente no

diagrama de fases de antiferromagnetos diluidos do tipo F'e, Zn,_, F5.

Como problemas em aberto, relacionados diretamente com os modelos estudados neste tra-

balho, podemos mencionar:

e O estudo destes modelos na presenca de campos aleatérios obedecendo outras distribui¢des

de probabilidades;

e A investigacdo destes sistemas utilizando o procedimento de quebra de simetria de réplicas;

e A utilizacdo da distribuicdo de probabilidades do tipo gaussiana dupla em sistemas com

varidveis de spins mais proximas da realidade (xy, Heisenberg).

E importante observar que a utilizagio de uma distribuicio do tipo gaussiana dupla, para o
estudo de um sistema com campos magnéticos aleatdrios, deva se aproximar bem mais de uma
situacdo fisica real do que a distribuicdo bimodal. Consideramos que o presente estudo tenha
levado a resultados relevantes, com possibilidade de comparagdo com experiéncias, mesmo
levando em conta que o problema tenha sido abordado com a técnica mais simples possivel, a

teoria do campo médio.
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Apéndice A

Analise da Estabilidade da Solucao com

Simetria de Réplicas

Neste apéndice, discutiremos em detalhes a estabilidade da soluc¢do utilizada para o modelo
SK na presenca da distribui¢do do tipo gaussiana dupla, estudado no capitulo 3. A andlise para

o0 caso apresentado na secdo 2.4 é analoga.

A.1 Analise da Estabilidade
A equacdo relevante para este caso € a energia livre por spin da sec¢ao 3.2,

J 2 2 1
op = =IO i Linin (e, 429, (A1)

em que

a afB\ __ ﬂJO a\2 (5‘])2 a2 1 1 _
g(m®,q*") = za:(m )+ — (zﬁ:)(q ) — 3 InTr, exp(Hl) — §1nTra exp(Hg),
(A2)
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e H ei;f sao os “hamiltonianos efetivo”

HE =81, meSe+ (B2 ¢*78°S7 + (B0)? > S°S° £ BH, Y _S*  (A3)
o (a,8) (cv,8) o

Para analisar as condi¢des que nos ddo um minimo da eq. (A.l), expandimos a fungdo

g(m®, ¢*%) em torno da solugdo com simetria de réplicas, ou seja, se consideramos

m® =m + € (A4)

¢ =q+n"’, (A.5)

para €* e n°? pequenos, temos

g dg 1 &g 1
o aBy _ a By ——Z Py~
g(m » q ) 90+8ma6 +3qaﬁn +28m0‘amﬁ€ ‘ +2
o2 1 02
9 esa6 9_copob, (A.6)

X ——— —— ¢
0q*Poqr° T 2 Ome0q*s
em que g, = g(m,q). Como estamos interessados no minimo da fung@o ¢, as suas derivadas

primeiras sdo nulas, de modo que a eq. (A.6) se torna

g(m®,q*") = g, + %%e%ﬁ + %%nwn”
Podemos entdo definir uma matriz de estabilidade G, cujos elementos sdo dados por
Gap = %, (A.8)
Gapy %, (A.9)
Gapys % (A.10)
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Vamos calcular entdo as derivadas segundas das equacdes acima. Desenvolveremos em

detalhes a mais complicada delas; os cdlculos das demais sdo similares. Temos entao

0%g 0 dg 0 1 _ 1
0¢°B9q® — 9goB (3(175 ) ~ 0P ((ﬂ I - 5(Trexp )™ (87)" TS S" exp My — 2

|

x (TrexpHog) ' (BJ)*TrS7S? exp H;H> = (5{1)2@&M - 5% <5780 >,

L0 g ) — (8J)? [5 - 1( — (BJ)*TrSS? exp H: TrS7 S8
2 0q*B ) afe Ty P Mg

1

x exp Hiz(Trexp Hlg) 72 4 (8J)?TrS*SP?S7S° exp H; (Trexp H:ff)_1> ~3

X ( — (BJ)*TrS*SP exp H_; TrS7 S exp H oz (Trexp Hog) 2 + (8J)*TrS*S?
1

x §7S° exp H oy (Trexp H;H)’lﬂ — (8J)? [56%75 — 5(BD)(< 5°87578" >,

— < 898° >, < 8780 >, 4 < 898887180 > — < 588 > < §78° > ),

2
1
fﬁgagmy = —QﬁJo(ﬁj)QK 545887 > — <888 > < 87 >, 4+ < 52887 >_

— <88 >_< 57>,

2
1
% = ﬁJo{éaﬁ - §ﬂJo(< SaSﬁ >4 — < S« >4 < Sﬁ >4 + < SaSﬁ >

— <8 >_< 5P >_)},

onde as médias <>, acima sdo efetuadas em relacdo aos “hamiltonianos efetivos” Heiff dados
na eq. (A.3) e os indices «, 3,y e d sdo quaisquer.
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Podemos entdo identificar 7 tipos de elementos distintos na matriz G, dependendo das

possiveis escolhas para os indices de réplicas, a saber,

Goo = ﬁJo{l . %wo(z— <§vs2 < g0 >2_)} — A, (A.11)
Gog = —%(m)?{ <5988 >, — <852 4 <8P s o 502 }
_ B (A.12)
Glapyasy = (BJ)? [2 - %(m)?u— <5088 52 — < 5058 = p
Glap)os) = —%(@])4[ <S80 >, — < 8080 St 4 <9980 > — <550 52 | =Q,
Glap)ns) = —%(6])4[ < 587978 >, — < 5988 52 4 < §05P9SY
— <88 | =R (A.13)
Gaop) = —%BJO(QJ)2(< P> — <8P > <S>, + <S>
— <8980 > < 8> ) =C, (A.14)
Golap) = —%ﬁJO(ﬁJ)2(< SUSPST >, — < S9SF > < §7 >, + < S9508Y >
—<8%8F > _< 87> )=D, (A.15)

lembrando que, nas equacgdes acima, os indices «, 3,y e  sdo todos distintos.
Agora, para determinar os autovetores e autovalores da matriz G, vamos seguir o procedi-
mento analogo ao utilizado em [33]. Devemos explorar a simetria da matriz sob a permutagdo

dos n indices, lembrando que n é o nimero de réplicas do sistema. A ordem da matriz €
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%n(n + 1), e sendo essa matriz real e simétrica, esse € exatamente o nimero de autovetores
independentes.

Os autovetores /i de G tem a seguinte forma

(@)
= {e} (A.16)

{nt=}

1

sn(n — 1) elementos, respectivamente.

em que {¢@} e {n®®} sdo vetores coluna com n e
A equagdo de autovalores €

Gii = M. (A.17)

Primeiramente, consideraremos o autovetor /i1, com elementos dados por

€Y = q, Va (A.18)

' = b, VY(ap) (A.19)

Substituindo na equacdo de autovalores, obtemos

Aa+ (n—1)Ba+ (n—1)Cb+ %(n —1)(n —2)Db = \a, (A.20)
2Ca+ (n—2)Da+ Pb+2(n —2)Qb+ %(n —2)(n — 3)Rb = \b. (A.21)

Rearranjando os termos, ficamos com

[A+(n—1)B—Mla+[(n—1)C+ %(n —1)(n—2)DJb =0, (A22)
2C+ (n—2)D]a+[P+2(n—2)Q + %(n —2)(n—3)R— \]b=0, (A.23)
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para as quais temos dois autovalores ndao degenerados,

Moo= G4+ (- DB+ P+2n—2)Q + 5(n—2(n— )R
£[(A+ (n— DB~ P—2(n—2Q~ 3(n—2)(n—3)R)

+2(n —1)(2C + (n — 2)D)?]"/?}. (A.24)

Em seguida consideraremos vetores /5 da forma

€Y = q, a=0, (A.25)
€Y = b a0, (A.26)
n® = ¢ a ou (=06, (A.27)
' = d, a,B#0. (A.28)

Substituindo na equacdo de autovalores, obtemos

Aat (n—1)Bb+ (n—1)Cet L(n— 1)(n—2)Dd = Asa,
(A.29)

Ca+Cb+ (n—2)Db+ Pc+2(n —2)Qc+ (n—2)Qd + %(n —2)(n — 3)Rd = .
(A.30)

Para garantir a ortogonalidade dos autovetores /i € ji5, Ou seja, para termos /i1 - (1> = 0, devemos

ter

a=(1—n)b, (A.31)

c=(1-=n)d. (A.32)



Assim, substituindo esse resultado nas eqs. (A.29) e (A.30), chegamos a

[A— X — Bla+ (n—1)(C — D)e =0, (A33)

n— 2

(C=D)a+ [P+ (n—4)Q— (n—3)R— Ac=0, (A.34)

n—1
que possui dois outros autovalores,

Ny = %{[A—B+P+(n—4)@—(n—B)R]:I:[(A—B—P—(n—4)Q+(n—3)R)2

+4(n — 2)(C — D)}Y?}, (A.35)

com degenerescéncia n — 1.

Finalmente, temos a terceira classe de autovalores, a saber

€Y = 4, a=0 ou v, (A.36)
Y= b a0,y (A.37)
" = ¢ a=0 e [B=u, (A.38)
n©0) = @) — g 40y (A.39)
N = e a#0 e B#v. (A.40)

Substituindo na equagao de autovalores, obtemos

Aa+ Ba+ (n—2)Bb+ Ce+ (n—2)Cd + (n— 2)Dd + %(n —9)(n —3)De = Mya,
(A41)

2Ca + (n —2)Db+ Pe+2(n — 2)Qd + %(n —9)(n — 3)Re = Ase.
(A.42)
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A ortogonalidade dos autovetores, ji; - i = 0, g1 - iz = 0e piz - 13 = 0,nosdaa =b=0e¢
¢ = (2—n)ded = 1(3 — n)e. Substituindo estes resultados nas equagdes acima, a eq. (A.41)

¢ satisfeita trivialmente (resultando em 0 = 0), enquanto que a eq. (A.42) nos da que
A3 =P —20Q+ R, (A.43)

com degenerescéncia %n(n —3).
A fronteira de estabilidade (linha AT) € determinada pelo autovalor A3, ja que, no limite
n = 0, temos A\; = Ay > 0. A solucdo com simetria de réplicas € estdvel para A3 > 0,

tornando-se instavel para A3 < 0, definindo assim a fronteira de instabilidade

() [2 - %(W)Z(l— < §U90 52 < gogh 2| - z{ - (ﬁj)‘*[ < §%8% >,

DN | —

1
— <5088 4 <SPS < 5o S }} - 5(@])4[ < 50505750 >,

— <505 4 <5809 > — <5080 2 | —0, (A.44)

Os valores médios que aparecem na equagao acima sao m e ¢, dados respectivamente pelas

egs. (3.35) e (3.36), assim como as quantidades

1 1 1 teo 2
t = 5(< SSPST >, + < 58PS > ) = ——/ dze™*/? tanh? £

2V2r J o
i L mdze**/%anhf’)g* (A.45)
2V2m J o
1 aaf 5 a af ) 11 oo —22/2 4 ot
ro= §(<SSSVS >, + < S*SPSTS >)—§—27r/_0o dze tanh® ¢
—l—lL +Oodzefz2/2tanh4£’ (A.46)
221 oo ’

69



lembrando que

o\ 1/2
gizﬁ{JOm+J(q+ (%) ) z:I:HO}. (A47)
Sendo assim, a eq. (A.44) pode ser escrita como
ET\2 1 1 Foo 2 11 o 2
— ) =>— dze™* 2sech*¢t + = —— dze™* ?sech*¢ ™, A.48
< J > 2 1/271' o g 2 /Qﬂ_ e S ( )

que € a linha AT procurada, de acordo com a eq. (3.37) desta dissertacao.

A.2 Expansao para Baixas Temperaturas

Vamos agora partir da eq. (A.48) e efetuar sua expansdo para baixas temperaturas. Se definir-

mos

()"

podemos reescrever a eq. (A.47) como

 KTE: — J,m T H,
_ i |

z (A.50)

A varidvel £* é controlada pela sech*¢*, que é limitada, ja que a sech’¢* — 0 quando

fi — #400. Sendo assim, escrevemos

22 (KTEX — Jom F Hy)?| (J,m + H,)?
ST el B e 7l BN

para kT¢F < J,m, ou seja, para T pequeno. Entdo, substituindo este resultado na eq. (A.48),

obtemos
kT\? 1 1 kT (Jom + Hp)?] [+ 1 1 kT
= ~ - M _orr T 7o) déTsechet + - —— 2~
<J> 2V2m Jg exp{ 2J%g° ]/oo < mechs "2 Jg
(Jom — H,)? e de—
X exp {_W N d¢ sech™¢, (A.52)

70



As integrais na equagao acima sao tabeladas,
4 1 3
dz sechz = tanhz — 3 tanh” x, (A.53)
que, tomada nos limites exigidos, resulta em

400 4
/ dz sech?z = 3" (A.54)

e}

Finalmente, com esses resultados, e lembrando que para a instabilidade ocorrendo em baixas

temperaturas da fase ferromagnética, ¢ — 1 e m — 1, de tal forma que a eq. (A.52) resulta em

LA
7

11 J,+ H,)? J, — H,)?
Vor G {exp {_( 2J2G2) } e [_( 2J2G2) ” (A3)

Wl N

em que GG é dado pela eq. (3.39) da dissertagdo, ou seja,

G— (1 n (%)2) " (A.56)

A eq. (A.55) corresponde a eq. (3.38) do presente trabalho.
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Apéndice B

Expansoes em Séries de Poténcias para a

Magnetizacao

Neste apéndice, efetuaremos em detalhes as expansdes para a magnetizacdao em séries de
poténcias de m utilizadas ao longo desta dissertacao. Como este tipo de expansao foi realizado

mais de uma vez, dividiremos este apéndice em secoes.

B.1 Ferromagneto de Ising

Este modelo foi discutido na secdo 3.1. A equacgdo relevante para esse caso é

11 +Ood 2 o +Ood ~#/2 tanh &~ B.1

m = 5(2#)1/2 N ze an +§W N ze an , (B.1)
lembrando que

®* = B(Jm+ o2+ H,). (B.2)

Vamos definir

dF = Boz+ H,). (B.3)

o —
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Agora, expandindo tanh ®* em poténcias de m, ficamos com

tanh ®* = tanh B(Jm + oz £ H,) = tanh ®F + 3Jmsech*®F — (3.J)?m? tanh dF

J)? J)*
x sech?®* — %w@g{sech%ﬁE — 3tanh® dFsech’®F} + @m‘*
J 5
x {2tanh ®Fsech®®F — 3tanh® ®Fsech’®F} + (515) m®{2sech’®*
— 15 tanh? ®Fsech®®F + 15tanh® dFsech’®*} + O(m°). (B.4)
Substituindo esse resultado na eq. (B.1), obtemos
m = ! Dz{tanh @ + BJmsech?®] — (3.J)*m? tanh & sech’®+ — @m?’
2\/% o o o o 3

4
x [sech®®} — 3tanh?® ® sech’® ] + @m‘lp tanh ®sech®® — 3tanh® &

5
x sech®®] + (ﬁl‘? m®[2sech’®} — 15tanh® ®)sech®®;” + 15 tanh® ®sech’® ]
1
+O0(m®)} + /Dz{tanh - + BJmsech*®,; — (5.J)*m? tanh &, sech’®_
2V2m
J)? . J)*
— @md [sech?®, — 3tanh® ®, sech’®_ ] + %Wﬁ [2tanh & sech®®
J 5
— 3tanh® ® sech’®_ ] + (ﬁ15) m®[2sech®®, — 15 tanh® ®, sech®®,
+ 15 tanh* @ sech?®~] + O(m%)}, (B.5)

onde

/Dz(...):/_:o\/lz_ﬂexp(—fﬂ)(...). (B.6)

Efetuaremos a troca z — —z nas integrais que apresentam o termo —/,, ou seja, nas

fun¢des hiperbdlicas com o argumento ®_ . Desta forma, as integrais que possuirem integrando
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impar se anulardo, ja que o intervalo de integracdo € simétrico em relagio a zero. Sendo assim,

ficamos com

m = ﬁJ{l—/thanh2ﬂ(az+HO)}m—@{1—4/thanh26(az+hfo)
+3/thanh4ﬁ(az—|—HO)}m3+ %{2— 17/thanh2 Bloz+ H,)

+ 30 / Dztanh? B(oz + H,) — 15 / Dztanh® B(oz + HO)}m5 +0(m"). (B.7)

Se reescrevermos a eq. (B.7) na forma

m = Am + Bm® + Cm® + O(m"), (B.8)
entao teremos
A = BI{1-p}, (B.9)
J 3
B = —WT){l—élersz}, (B.10)
5
Cc = wl? {2 — 17p1 + 30p2 — 15p3}, (B.11)

onde empregamos a notagdo

1 Hoo 2
Pk = Nt / dze™* /2 tanh® B(H, + 02). (B.12)

As egs. (B.8), (B.9), (B.10), (B.11) e (B.12) correspondem as eqs. (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) e

(3.9) desta dissertagao.
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B.2 Vidro de Spins de Ising

Este modelo foi estudado na sec@o 3.2. As equagdes relevantes para esse caso sao

m = 1 +OodzeZ2/2tanh£++li/+oodzeZ2/2tanh§ (B.13)
221 J oo 2V2r J oo
q = N - dze~*"/2 tanh? £t + 11 +OO dze /2 tanh? &, (B.14)
221 J oo 2V2m J o ’
lembrando que
o2\ 12
gi:ﬁ{JoerJ(qu(j) > ziHO}. (B.15)

Vamos entao definir

) o 2\ 172
& =0 J<q+<j)) S+ H Y (B.16)

Agora, expandimos os termos tanh ¢* da eq. (B.13) em poténcias de m,

o\ 1/2
tanhé* = tanhf {Jom +J <q + (%) > z+ HO} = tanh & + BJmsech?¢E

3
— (B8J)*m? tanh £Fsech?¢F — @m?\{sech%ojE — 3tanh® Fsech?¢F}

4 5
+ @m‘l{Q tanh ¢ sech’¢F — 3tanh® ¢Fsech’¢F} + %nf

{2sech*¢F — 15 tanh® ¢Fsech®¢F + 15tanh® €5sech?¢F} + O(mS).  (B.17)
Agora, substituimos este resultado na eq. (B.13) e obtemos um resultado andlogo ao da eq.

(B.7), ou seja,

m = 5J{1—/thanh2§0+}m— @{1—4/%&@2&?

5
+3/thanh4gj}m3+ wl‘? {2 - 17/thanh2 ¢+

+ 30/Dz tanh? & — 15/Dz tanh® fj}m‘r’ +O(m"). (B.18)
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Novamente, se reescrevermos essa equagéo na forma

m = A (q)m + As(q)m?® + As(¢)m® + O(m"), (B.19)
temos que
Ai(q) = BI{1—pi(a)}, (B.20)
ate) = ~PEL0 4 (0) + 300 B21)
a0 = LR 17(0) + 30m(0) — 13psla). B22)

Note que estes coeficientes dependem de ¢, que por sua vez dependem de m. Para eliminar

esta dependéncia, devemos expandir a eq. (B.14) em poténcias de m. Para isto, consideraremos
q = qo+cm?+0(m?), (B.23)

em que ¢, corresponde ao parametro de vidro de spins, eq. (B.14), com m = 0, enquanto que ¢

serd determinado a seguir. Desta forma, o termo no radical da eq. (B.16) fica

<q+ (%)2)1/2 = (qo+ (%>2+0m2>1/2 _ (qo+ <%>2)1/2

x (1 n Cm2)1/2 — Q12 (1 n Cm2> (B.24)
Qo B 2Q,) "’ '
onde definimos

o\ 2

Qo = qo + (—) : (B.25)
J
Definindo agora

=, = B(JQ)*z + H,), (B.26)



podemos expandir os termos tanh? £+ da eq. (B.14) na seguinte forma,

o\ 1/2
tanh?&* — tanh? g {Jom iy (q + (%) ) 2+ HO} > tanh? =* + 28.J,m{tanh =+

— tanh® =7} + (8J,)’m*{1 — 4 tanh® EF + 3tanh' =5} — BJcQ, " 22m?

x{tanh ZF — tanh® Z5} + O(m?). (B.27)
Substituindo a eq. (B.27) na eq. (B.14), ficamos com
1 92—t 9 1 — .1
¢ = 3 Dz[tanh® =] + tanh”* =] + §2ﬁJOm Dz[tanh =, + tanh =] — 525J0m
1
X /Dz[tanh3 EF +tanh®=7] + 5(6J0)2m2 / Dz[l — 4tanh® =} + 3tanh® =

1
+1—4tanh’Z; + 3tanh’ =] + 5@]@;”%# / Dz z[tanh ZF + tanh =, |

1
— §BJQ;1/2m2 / Dz z[tanh® =] + tanh® = ]. (B.28)
Trocando z — —z nas integrais com =_, obtemos

q = /Dz tanh® =) + (8.J,)%m? / Dz[l — 4tanh? =} + 3tanh? =] + BJQ, Y/ *m?
X / Dz z[tanh Z] — tanh® =] (B.29)
Definindo agora
I'= /Dz[l — 4tanh? =] 4 3tanh® =], (B.30)
aeq. (B.29) resulta em
q = /Dz tanh? ZF + (3.J,)*m*T + 3JQ; '/ *m?

X /Dz z[tanh = — tanh® =] (B.31)
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Efetuando uma integrag@o por partes nas integrais em z tanh =1 e z tanh® =,

/ Dz ztanh = = BJQY? [ Dz[l — tanh* =], (B.32)

/ Dz z tanh® =} = 38JQ"/? / Dz[tanh® ZF — tanh® Z]. (B.33)
Substituindo estes resultados na eq. (B.31), ficamos com
g = / Dztanh® ZF + (8.J,)?m T + (8.J)*cm?

X /Dz[l —4tanh*=] 4+ 3tanh*=7] =

/ Dz tanh® ZF + [(8J,)T + (8J)*cl|m? (B.34)

E importante lembrar que supomos, no inicio desse apéndice, a forma ¢ = ¢, + cm?; com-

parando com a eq. (B.34) obtemos

g = /thanh2 = (B.35)
J,)’T
—= o 2F 2 F — 7(/6 ° . B.36
c=(BJ,)° T+ (BJ)*cl' = ¢ [ (JJ)F (B.36)
Assim, a expansao para q resulta em
(BT, 1
= B.37
q q0+1_(ﬂj)21—\m +O(m )7 ( 3)

que corresponde a eq. (3.45) do presente trabalho.
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Agora, com a expansao para g em poténcias de m, podemos finalmente utilizar este resultado
na expansao para m, eq. (B.18), de tal maneira a eliminar a dependéncia em ¢ dos coeficientes
Al, Ag € A5.

Primeiramente, calcularemos a corre¢ao em p;(q). Temos que

1/2
p1(q) = /Dz tanh? 3 {J (qo +em? + <%>2> z+ HO} : (B.38)

Utilizando a eq. (B.24), expandimos o termo tanh” 3{...} da eq. (B.38), e obtemos

o 1/2 )
tanh?® 3 {J (qo +cm?® + (%) ) z+ Ho} = tanh? [JQi/Qz - §JCQ;1/Qm22

+H,| = tanh® B[JQY?2 4+ H,| + m?BJcQ;?z tanh B[JQY?2 + H,)]

xsech?B[JQY?2 4+ H,| + O(m?) = tanh? B[JQY?z + H,] + BJcQ;Y*m?z

x {tanh B[JQ?z + H,| — tanh® B[JQY%z + H ]} + O(m?). (B.39)

Utilizando este resultado na eq. (B.38), ficamos com

BJc BJc
pi(ge) = / Dz tanh? B[JQY2z + H,) + o 5’ / Dzz tanh 5[J Q%2 + H,| — o m’

X /Dzz tanh® B[JQY %z + H,). (B.40)

Estas integrais foram calculadas anteriormente, nas eqs. (B.32) e (B.33). Finalmente, volta-
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mos a eq. (B.40) e obtemos

p1(q,) = /Dz tanh® B[JQL/ %z + H,) + (3J)*cm? {1 — /Dz tanh? B[JQL/%z + Ho]}
— (BJ)*em? / Dz{tanh? B[JQY?z + H,| — tanh? B[JQY%z + H,]} =
/Dz tanh? B[JQY?z + H,] + (ﬁJ)Qch/Dz{l — 4tanh? B[JQY%~

+ H,] + 3tanh® B[JQY/ %z + H,]}. (B.41)

Lembrando que

Qo = / Dztanh? 8[JQY%z + H,), (B.42)

I = / Dz{1 — 4tanh® 3[JQY?2 + H,] + 3tanh® B[JQY*~ + H,]}, (B.43)

e do resultado para o parametro c [ver eq. (B.36)], obtemos que

(B.44)

01(00) = g0 + (BJ)2em®F = g, + (BJ)? [M} .

1—(8J)’T

Neste apéndice, efetuaremos uma expansdo da magnetizacao até a terceira poténcia em m.
O termo com po(q) na eq. (B.21) jd multiplica m?, entdo ndo é necessdrio expandi-lo como
fizemos com p;(q). Assim, utilizando o resultado da eq. (B.44) e considerando p3(q) = p2(qo),

a eq. (B.18) pode ser escrita como

_ (B)*(8J,)*T*m? (8o)° 3
mo= Blo|l=¢o——7— (BJ)T ] m = == [1 = 4p1(g) + 3p2(a0)Im
5\ _ (B)(BT,)"T°m* 5 (B,)°, 5 _
+0(m’) = BJ,(1 —qo)m — = (3T m” = 'm® = 3J,
X (1 —qo)m — (6?) {11+—2((§=}]))2FF} m® 4+ O(m®). (B.45)
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Se reescrevermos essa equacao na forma

m = Aym + Aym + O(m®), (B.46)
concluimos que
A/l = BJO(]‘ - QO) = Al(Qo) (B47)
o (B [14+2(8])T
Ay = 5 { = (3J)T } I. (B.48)

Essas trés dltimas equagdes correspondem as eqs. (3.47), (3.48) e (3.49) deste trabalho.
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Apeéndice C

Expansoes em Baixas Temperaturas

Neste apéndice efetuaremos as expansdes em baixas temperaturas utilizadas no capitulo 3

deste trabalho.

C.1 Ferromagneto de Ising

Consideremos a expansdo da secdo 3.1. As equagdes relevantes sao

f= imQ L - dze /2 In 2 cosh ®* — N - dze*/21n 2 cosh &~
2 2021 J - 2021 -
(C.D
€
L /Wd /2 anh &F 4 2 /+Ood ~#/2 tanh &~ (C.2)
m = —-——— ze an — ze an y .
221 J_oo 221 J_oo
com
d* = pB(Jm+oz+ H,). (C.3)
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Consideremos inicialmente a magnetizacao, eq. (C.2); neste caso, temos,

>0 sez>A*
tanh 5(Jm + oz £ H,) = (C4)

<0 sez< A*

em que
At = ZImEH, (C.5)
o
Mas
tanhx = o = L—e™ = 2 -1 (C.6)

et te 14e 2 ]fe @

Utilizando este resultado, obtemos para a eq. (C.2)

1 /2 [T 2 1 1 /2 [T 2 1
o —z%/2 o —z%/2
2 \/;/_oo dze e~2B0(2—AT) +1 * 2 \/;/_oo dze e=2Po(z=A7) +1

(C.7)

Trocando z — —z nas integrais, ficamos com

+OO —22/ 1 2 400 6—22/2
V7L Cmmer Vs L G €9

As integrais acima podem ser escritas como

“+oo
/ dz h(2) f*(2), (C.9)
em que
hz) = e/ (C.10)
* = ! C.11
&) = e (C.1D)
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Vamos agora empregar a expansao de Sommerfeld [42] para as integrais da eq.

[ e = e f (K)o =,

o0

em que

_ 1 2n—1 (77-)2”
G, = [2 — 22(n_1)] 2 (Qn)!Bn

e B, sdo os nuimeros de Bernoulli, cujos primeiros sao [43]

poo B

Utilizando esta expansao na eq. (C.8), obtemos

AT +o0 2n 2Pn—1
ep ] KT\ ™" d
\/7/ 52%( o ) dZQn—lh(zz_A+)+_
n=1

S e ET\>™ !
—z%/2 _ -
X /_oo dze /% 4 3 E A, (—0 ) 7d22m_1h(z =—A").

Lembrando que

X 2 r 2

erf [ —= ) = \/i/ dze /2,
(ﬁ) ™ Jo
2 [te° 2

erfe (i> = \/i/ dze % /?

V2 T Js

z z
erffc(| —=) = 1—ef|—],
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podemos escrever

2—1 /+OO dze #/2 =9 = \/2 [/w dze /2 + /+OO dze_ZQ/Q} =2=
V 27T —00 m —0o0 x
2 z 2 2 +oo 2 X xr
— dze™ /2:2—\/i/ dze™ /2:2—erfc(—>:1+erf<—).

Assim,
1 —AT 12 KT\ ! 1 —A~
m = cerf ( ) + - Zan (—) —— Mz =—A") + serf (—)
2 V2 2 — o dz2n-1 2 V2
1% ET\ ™ g2m—1
— m | — —h(z=—-A"). C.16
- 2m71a ( o > dz2m-1 (= ) (C.16)

Para T = 0, essa expressado resulta em

1 H 1 — H
m = —erf <b) + —erf <b> , (C.17)
2 ov/2 2 ov/2

que corresponde a eq. (3.12) deste trabalho. Agora, expandimos essa expressao em poténcias
de m, lembrando que, para pequenos argumentos,

2 A

€ obtemos

Jm =+ H,

i()

¢ [Jmi[—[o} L2
erf | ———| ¥ —
o2

() () -
o (2w (2 () 2
() (2 ) () 2
LR
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Retornando a eq. (C.17), obtemos

4
) + ..}m5 +0(m"). (C.20)

Se notarmos que

1 (H\> 1 /H)\" H;

podemos reescrever a eq. (C.20) como

m = am + bm* + em® + O(m"), (C.22)

onde

12
(_2002> (C.23)
1 2 (N (/HN\? H?
" T % ;(;) (7) ”}exp (‘Qaz) €29
1 /2 /J\° . H,\’ H?
¢ = 10 ?(5) {( ) _6(7) +3}6Xp <_202)' (€29

Essas ultimas quatro equacdes correspondem as eqs. (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17) deste traba-

o | &

Iho.
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Agora consideremos a energia livre. Vamos primeiramente analisar as integrais da eq. (C.1).
Seja

D* = NG / dze **/?In2cosh B(Jm + H, + 02). (C.26)
m

Em baixas temperaturas, temos

1
coshfB(Jm+ H,+o0z) = 5expﬁ|JmiHo+az|+... (C.27)
Assim,
1 o 2
D* = —/ dze " ?|Jm + H, + 02|, C.28

O argumento da exponencial na eq. (C.27) se anula para

_ H,
L= ZImFHo (C.29)
g
Definimos entio
—J H,
p= 2" FHo (C.30)
g
e voltamos a eq. (C.28) para obter
+ /2 +Oo 2/2
D / dze™? Jm+oz+ H,)} + / — Jm+oz+ H,
Wi {—( )} + B—= { }

0
=—[0— dze /2 Jm+oz+ H, +/ dze /2 Jm—i—azj:HO}
= [ e )+ ( )

1 Hoo
+ {/ dze " 2(Jm + oz + H,) + / dze " ?(Jm+ o0z + HO)} =
0

V27
Bo 2y BUm=EH,) / Iy 5
0

1
—6(Jm+ H,) — dzze

2 V2 \/27r V2
_ Bo o B(Jm + H )
22/2 z°/2 .
X/o dz ze + ﬁ(JmiH) Nl dzze + NG

0
x/ dze_ZQ/2 /dzze_z 2 4
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Rearrumando os termos, obtemos

0 v
DT = —2\5—;_ dz ze /2 — ﬁi dz ze /2 + QWm—\/;HO)/ dze /2
T T 0
= _2\/T/ dzze 212 + 2ﬁ(Jﬂ\;;H o) / dze /2 + ... (C.31)
e ™ 0

Lembremos que

erf(x) = —erf(—z), (C.32)
\/2 / " dze 2 — orf (i) (C.33)
™ Jo V2 , .
/ dz ze /2 = 1 — exp(—22/2). (C.34)
0
Voltando a eq. (C.31), obtemos
J 1 J J H, 1
f = §m2——(D++D):§m——(Jm+H)erf( mT ) 5\/j
H 1 H, 1
X exp [ Jm } —(Jm — H,)erf (Jm ) —\/7
2 2
X ex Jm+H _ m? — Jm lelrf Jm + H, —i—l
P ~ 39 2 /2 2
><erf(Jm—H H 1 Jm+H)_lerf<Jm—Ho)
o2 127 oz 2 o2
o Jm—l— HO 2 (Jm — H,)?
+ E{ exp [ ] + exp { 52 } } (C.35)

Lembrando que, para 7" = 0, temos [eq. (C.17)]
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obtemos da eq. (C.35)

J ., H,[ . (Jm+H, Jm — H,
ey () ()|

que corresponde a eq. (3.13) desta dissertagao.

C.2 Vidro de Spins de Ising

Consideraremos a expansdo da sec¢do 3.2.2. As equagdes relevantes sao

1 1 —+00 +OO
S p— dze™*"/2 tanh ++——/ e %2 tanh £~ C.38
Wi £ o §, (C.38)
c
2 1 1
f= —ﬁTJ(l —q)? + émQ — %/ dze™* /21n2cosh§qu — % dze z /21n2czosh§ ,
(C.39)
em que
=B {Jom+JQ?z + H,} (C.40)
c
O' 2
Q=q+ (j) . (C.4l)

Consideraremos inicialmente a magnetizacao. Para este caso, temos

s >0 sez>0*
tanh 3 {J,m + JQ'*z £ H,} = (C.42)
<0 sez<OF
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onde

—Jom F H,
:|: . o o
OF = —JQ1/2 (C43)
Mas
r _ ,—T 1 — —2z 2
tanhe — ¢ _27¢  _ —1. (C.44)

et et 14e 2 ] fe

Utilizando este resultado, obtemos para a eq. (C.38)

+°° o 1 1 2 +eo 222 1
= 1+ dze -
—25JQ1/2( -0F) 11 2 e—28JQY*(2—Q7) 1 1

(C.45)

Trocando z — —z nas integrais, ficamos com

+oo —z2/2 1 9 ~+o0 €—z2/2
=—1 + - \/7/ €2BJQ1/2(Z+Q+) n 1 + 5 ; /OO dzeQﬁJQ1/2(Z+Q_) + 1 (C46)

As integrais acima podem ser escritas como

/ ::O dz h(z)f*(2), (C.47)

em que
hz) = e/ (C.48)
5z = 626JQ1/2(1+Qi)+1 (C.49)

Vamos agora empregar novamente a expansao de Sommerfeld [42] para as integrais (C.47),

e}

+o0 —Q 2n q2n—1
/ dzh(z)f(z):/ dzh(z +Zan(JQ1/2) Tah(z=-9),  (C50)
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em que
_ 1 2n—1 (7.()2“
an = [2 - —szu] TR (C51)

e B,, sao os nimeros de Bernoulli [43], os mesmos citados no apéndice C'1.

Utilizando entdo a expansao de Sommerfeld na eq. (C.46), obtemos

1 D) -t B 2/2 2n d?n—l N
"= _1+§\/;/_ T3 Zan (JQ1/2> dzznﬂh(zz_g )
1 /2 % o2 am g2m-1 _
T N €

Lembrando as relacoes (C.15), ou seja,

X 2 r 2
erf | —= | = \/i/ dze /2,
(\/§> ™ Jo
+0o0
erfc (i> = \/2/ dze /2,
V2 T Ja

x x
erfc (ﬁ) = 1—erf (E) , (C.53)

podemos escrever

+oo —+o00
e =22 dze /2 4 / dze #?| =2 =
\/ 2 / \/7 [ x
o0
— dze /2 =2 — \/i/ dze /2 =2 — erfc (i> =1+erf <i) .
\/;/_OO T Js \/5 \/§

Assim,
1 —OF\ 1R KT\ dznt 1 -
m = —erf + = an h(z = -0 + —erf <—>
ot () + e (grm) demertte = -0+t (37
1 <X KT \>" d2m-t B
13, ( - /2) o h(z= ). (C.54)
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Para 7" = 0, temos que ¢ = 1, e entdo

1 Jom+ H, 1 Jom — H,
= —erf| —————= + — fl ————— , C.55
" 261" ( )G\/§ ) 281" ( JG\/E ) ( )

que corresponde a eq. (3.50) deste trabalho. Lembremos que

G = (1 n (%)2)1/2, (C.56)

de acordo com a eq. (3.39). Agora expandimos a fun¢do erro em poténcias de m, analogamente

ao feito no apréndice C'.1, usando a eq. (C.18),

erf{M} ~ 2 JImEH, 1
JV2G IRVZ N B AV TC B

2 1 (H,
24 (e
7T{ G(J)+

M)Zi(ﬂ)ﬂ _

JV2G 10\ Jv2G o
I\ o L (L) s L (L)
7 6G5 \ J T \J

HN' 1 (H) 1
7) " T e\ T 10G5

Ql~

1 /H)\®
+ o Y .
e () 57
Assim, voltando a eq. (C.55), obtemos
g\ﬁlél_LEZLEZ +L\f£3
"= NTe\T 22 \ J 8GE \ T o RNTeE J
G (HNT U L (N (HN
a2\ J 22 \ J 8GL \ T e
1 \F JN° [ 1 /HNY 6 [(H)N? 1
+—— /= (= — [ =2) == (=) +3p1——
12065 \V 7= \ J G\ J G2\ J 22
HN\? 1 (H\" . -
X (7) —I—@<7) +}m +O0(m"). (C.58)
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Se notarmos que

1 (HN®, 1 (H)\' H,
{1_2—G2(7> +@(7) —|—...}_exp< 2J2G2)’ (C.59)

podemos reescrever a equagao (C.58) como

m = aym + agm® + asm® + O(m"), (C.60)

em que

2 1 [(J, H?
“o= \fam (7) P <_2J2G2) (oD
1 /21 (IN* |1 [H)N? H?
o - g (3) {_2(7) _1}6Xp( ) 0
1 /21 (JN° |1 /EHN\* 6 (H)\? H?
as = 120\/>G 5/2 (7) @(7) _@(7) +3}6Xp( JQGQ)(C63)

Essas ultimas quatro equagdes sao as eqs. (3.52), (3.53), (3.54) e (3.55) desta dissertagao.

Agora vamos considerar a energia livre, eq. (C.39). Seja

1 oo 2
- dze™*/?In2cosh &*. (C.64)
V 27T /oo

Em baixas temperaturas, ¢ — 1, e

1
cosh B {J,m + JQ"*z £ H,} = 5 exp B|(Jom + JGz £ H,)| + ... (C.65)
Assim,
I* = Lﬁ/mdze—*/?uerJGziH |+ ... (C.66)
/_27'[' . o o
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O argumeto da exponencial na eq. (C.65) se anula para

—Jm¥F H,
= .67
z N (C.67)
Definimos entao
—Jom F H,
= . C.68
w NE (C.68)
Voltando entdo a eq. (C.66), obtemos
I* / dze = P{=(Jym + JGz + H,)} + ﬁi /+00 dze = {Jm + JGz
V2 V2T Jw
0 w
+H}4..= —f— / dze *(J,m + JGz + H, +/ dze *2(J,m
} \/%{ —00 ( ) 0 (
1 0 29 oo 29
+JGz+ H)) p +0—— / dze 7 /*(J,m+ JGz+ H, +/ dze™*
I )+ [
1 BJIG 2
, + H,)p=—=B(J;m=EH,)—-"—= [ dzze*/?
X (Jom+ JGz )} 2B(Jm ) N z ze
+ H v 2 2 1
_ SUom £ Ho) / dze /% — ﬂJG dz ze /2 4 —5(Jom + H,)
Vi 27T 0 V2
2 om =+ H,) [° 2 >
ﬁJG dz ze # /2 4 M/ dze %72 4+ ﬁJG dz ze™ /2
\/27r V2T w V2
4. :_25JG/ dz 72 /2 6JG/ dz 72 /2+26((]m:|:H)
Var Vor
></ dze 2 + ... = BJG/ dz ze *°/% 4 6(Jm:I:H)
0 V2T
X / dze /% 4 .. (C.69)
0
Lembremos novamente que
erf(x) = —erf(—z), (C.70)
\/g/x dze*/? = exf (i) (C.71)
T Jo a v2)’ .
/ dzze /% = 1 — exp(—2?/2). (C.72)
0
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Voltando a eq. (C.39), e lembrando que nesse caso limite (7" = 0), temos ¢ = 1, obtemos

B BJ? s Jo o 1 o oo 1 Jom + H,
f = 1 (1-1) +5m Qﬁ(I +I)—2m 2(Jom+Ho)erf e
1 /2 (Jom — H,)? 1 Jom — H, 1 /2
+ 5\/;(JG) exp {—W} — §(Jom — Ho)erf (W) + 5 ;
(J,m + H,)? o 1 Jom + H, 1
x (JG)exp [ 20IG)? =5 m Jom 2erf STeNG + 5
x erf (_Jom _ HO) — H lerf <—Jom + HO) — 1elrf (—Jom — HO)
JGV2 12 JGV2 2 JGV2
JG (Jom + H,)? (Jom — Ho)?
— _ ——— ;. 7
* rzﬂ{ P { 2JG)? ] o [ 2(JG)? (€7
Lembrando também que, para 17" = 0,
1 Jom + Ho 1 Jom - HO
=—erf | ——— | + zerf | ———— |, C.74
" 2er(JG\/§) 2er(JG\/§) 1
obtemos finalmente que
;= —émQ—& or [Jom—i-HO] erf [Jom—HO] N Jg
2 2 JGV2 JGV?2 V2
(J,m + H,)? (J,m — H,)?
X { exp [ 20IG)? + exp 20IGC) , (C.75)

que corresponde a eq. (3.51) desta dissertagdo.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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