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Resumo

Exploramos as conexoes entre diversos tipos de sistemas complexos e a mecanica es-
tatistica nao-extensiva. KEstudamos os fundamentos dinamicos deste formalismo, abor-
dando a relacdo entre dinamica microscopica e comportamento emergente. Analisamos
a aplicacao da mecanica estatistica nao-extensiva tanto em modelos simples quanto em

sistemas reais. Nossos principais resultados sao:

e Estudamos sistemas probabilisticos formados por N variaveis aleatérias binarias com
correlagoes globais invariantes de escala. Estas correlacoes sao introduzidas impondo
a regra de Leibniz na probabilidade baseada no chamado g-produto. Mostramos que,
no limite de N > 1, as distribuigdes emergentes sao ¢.-Gaussianas e estabelecemos
numericamente a relagao ¢, = 2 — %. Este estudo abre a possibilidade de uma
g-generalizacao do Teorema do Limite Central no contexto da mecanica estatistica
nao-extensiva, onde o caso particular ¢ = g. = 1 recupera o bem conhecido teorema

de de Moivre-Laplace.

e Analisamos diferentes conexoes entre mecanica estatistica nao-extensiva e sistemas
conservativos de muitos corpos. Introduzimos e estudamos numericamente um sis-
tema de N mapas standard global e simpleticamente acoplados localizados regular-
mente em uma dimensao d = 1. O acoplamento é modulado através de um fator «,
sendo as interacoes de longo alcance quando 0 < a < 1 e de curto alcance quando
a > 1. Verificamos que, no caso de longo alcance, o sistema apresenta caos fraco
no limite termodinamico N — oo. No caso de curto alcance, o comportamento é

fortemente cadtico. Mostramos que, para certos valores dos parametros, o sistema



se caracteriza por ter platos meta-estaveis com uma duracao que diverge no limite
termodinamico. Estes resultados sugerem fortes similaridades com o modelo Hamil-

toniano a-XY.

Investigamos as anomalias na difusao observadas no Hamiltoniano de campo médio.
Quando preparado adequadamente, se sabe que este sistema apresenta estados meta-
estaveis de longa duracao, onde as coordenadas mostram superdifusao. Mostramos
que as funcgoes de densidade de probabilidade destas coordenadas sao do tipo ¢-
Gaussianas, com parametro g crescente com o tempo, comecando com ¢ =~ 1 no estado
quase-estaciondrio e finalmente atingindo o valor estaciondrio ¢ ~ 3/2 depois da
relaxacao da temperatura. Verificamos que o movimento superdifusivo nas trajetorias

dos estados quase-estaciondrios dependem fortemente do tamanho do sistema.

Analisamos o principio zero da termodinamica aplicado nestes estados quase-estacionarios.
Discutimos a possibilidade de medir a temperatura dos estados fora de equilibrio
usando um termometro cujos elementos tem interagoes de curto alcance. Nossos re-
sultados indicam a possibilidade de que estes conceitos basicos podem se aplicar aos

sistemas que a mecanica estatistica nao-extensiva visa descrever.

Implementamos um calculo que permite uma comparacao direta entre uma dinamica
Hamiltoniana e a distribuicao canonica de Boltzmann-Gibbs no espago de fases I' de
Gibbs. Aplicamos este procedimento a dois modelos paradigmaticos com interacao
com primeiros vizinhos, o modelo XY ferromagnético e o modelo 3 de Fermi-Pasta-
Ulam. Mostramos que, para energias intermedidrias, a distribuicao de equilibrio de
Boltzmann-Gibbs é uma conseqiiéncia da segunda lei de Newton (F = ma). Para
energias maiores discutimos a concordancia parcial entre médias de ensembles e de

tempo.

Exploramos conexoes entre a mecanica estatistica nao-extensiva e as propriedades
multifractais de dois observaveis financeiros, o volume negociado e o lucro, nos titulos

das companhias que constituem o indice Dow Jones 30. Mostramos que a natu-



reza multifractal do volume negociado vem essencialmente da forma nao-Gaussiana
das funcoes de densidade de probabilidade e de dependéncias nao-lineares. Através
desta analise multifractal no lucro, discutimos a relacao entre as funcoes de den-
sidade de probabilidade e a sensibilidade as condicoes iniciais. Estudamos o grau
de dependéncia entre volumes negociados para cada série temporal utilizando uma
forma nao-extensiva generalizada da medida da informacao de Kullback-Leibler. Por
ultimo, introduzimos mecanismos dinamicos estocasticos para ambos observaveis que

reproduzem as funcoes de densidade de probabilidade observadas empiricamente.



Abstract

We analyze the connection between complex systems and nonextensive statistical mecha-
nics through the study of paradigmatic models. We study the dynamical foundations of
this formalism, analyzing the relation between macroscopic dynamics and emerging beha-
vior. We examine the applicability of nonextensive mechanics both in simple models and

in real systems. Our main results are:

e We study probabilistic systems of N binary random variables with global correlations
of scale-free form. These correlations are introduced by imposing the Leibniz rule in
the set of probabilities through the so-called ¢-product, a nonextensive generalization
of the usual product. We show that, in the N > 1 limit, the emerging distributions
are g.-Gaussians, and we establish the relation ¢, = 2 — % between the two indexes.
This study, along with others, opened the possibility for a recently proved ¢-Central
Limit Theorem consistent with the nonextensive formalism, where in the case ¢ =

ge = 1 the well-known de Moivre-Laplace theorem is recovered.

e We analyze various connections between nonextensive statistical mechanics an many-
body conservative systems. We introduce, and numerically study, a N standard
map system with global, symplectic coupling, regularly arranged in d = 1. The
coupling is modulated through an o parameter, where interactions are long range
when 0 < a < 1 and short-range when o > 1. We verify that, in the case of long-
range, the system presents weak chaos in the thermodynamical limit N — co. When
interactions are short-range, the systems behaves with strong chaos. We exhibit

that, for certain values of the system parameters, the system characterizes for having



metastable plateaux whose duration diverges in the thermodynamical limit. Our

results suggest strong similarities with the well-known «-XY Hamiltonian model.

We investigate the anomalies in the diffusion observed in the Hamiltonian Mean Field
model. When suitably prepared, it is well known that the system presents long-
lasting quasi-stationary states (QSS), where the coordinates present superdiffusion.
We report that the probability density functions for the coordinates are g-Gaussians,
with a ¢ index that increases with time from ¢ = 1 in the QSS to finally reach g ~ %
after the temperature relaxation. We verify that the superdiffusive motion in the

QSS has a strong dependence with the size of the system.

In the same model, we analyze the zeroth principle of thermodynamics applied to
these quasistationary states. We discuss the possibility of measuring the temperature
of the out-of-equilibrium states using a short-range interacting thermometer. Our
results indicate the possibility that these basic concepts may be applied to the type

of systems that the nonextensive formalism aims to describe.

We implement a general numerical calculation that allows for a direct comparison
between nonlinear Hamiltonian dynamics and the Boltzmann-Gibbs canonical distri-
bution in Gibbs I'-space. We perform this calculation to paradigmatic first-neighbor
models, namely, the inertial XY ferromagnet and the Fermi-Pasta-Ulam [-model.
We show that, at intermediate energies, the Boltzmann-Gibbs equilibrium distribu-
tion is a consequence of Newton second law (F = ma). At higher energies we discuss

partial agreement between time and ensemble averages.

We explore the connections between nonextensive statistical mechanics and multi-
fractal properties of financial observables. in particular, we study the traded volume
and the returns by means of analysis of the equities of the constituent companies of
the Dow Jones Industrial Average index. We verify that the multifractal nature of
the traded volume arises essentially from the non-Gaussian shape of the probability

density functions as well as from non-linear dependences. Through this multifractal



xi

analysis in the return, we discuss the relation between the probability density functi-
ons and the sensibility to initial conditions. Moreover, we study the degree of mutual
dependence using a g-generalized version of the Kullback-Leibler information mea-
sure. Finally, we introduce stochastic dynamical mechanisms for both observables

that reproduce the empirically observed probability density functions.
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Capitulo 1

Introducao: sistemas complexos e

mecanica estatistica nao-extensiva

Tudo € simples e puro — exceto, € claro, o mundo.

Goldenfeld e Kadanoff

Neste trabalho apresentaremos resultados relativos a aplicabilidade da mecanica es-
tatistica nao-extensiva a distintos tipos de sistemas complexos. E, portanto, uma contri-
buicao aos esforcos que vém se fazendo para entender quais sao os limites de aplicabilidade
da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs e qual é o papel da mecanica estatistica nao-
extensiva na generalizagao deste formalismo. Mais concretamente, os importantes progres-
sos que tém se conseguido nesse sentido sugerem que a mecanica estatistica nao-extensiva
seria aplicavel a uma ampla classe de sistemas usualmente chamados “sistemas complexos”.
Ao longo do trabalho mostraremos resultados sobre diferentes tipos de sistemas complexos.

Uma maneira de justificar a motivacao e relevancia do trabalho aqui apresentado é
indicar o contexto no qual o temos desenvolvido e quais sao os objetivos que nos tem
orientado ao longo desse processo. Como acabamos de expor, o trabalho desenvolvido é
uma descrigao (parcial) de certos tipos de sistemas complexos. Assim sendo, é importante
fazer um esforgo para definir o que é um sistema complexo, ja que na literatura nao pa-

rece ter uma definicao direta nem explicita. Na préxima secao vamos explorar diferentes
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concepcoes de sistemas complexos. A seguir, apresentamos uma breve descricao dos pos-
tulados da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) que definem sua aplicabilidade.
Quando estes postulados, por alguma razao, nao podem ser verificados, os sistemas dei-
xam de se ajustar corretamente as predigoes deste formalismo. Tentativas para descrever
este tipo de situacoes levaram ao surgimento da mecanica estatistica nao-extensiva, uma
generalizacao da teoria de BG. Finalmente, apresentamos os principios bésicos e exibimos

as caracteristicas mais importantes do formalismo nao-extensivo.

O trabalho esté organizado em trés linhas principais. Primeiramente estudamos conjun-
tos de probabilidades binarias global e hierarquicamente correlacionadas. Nosso interesse
é examinar este tipo de sistemas em funcao do nimero de elementos, e em particular o
comportamento assintético quando o tamanho tende a infinito (N — o). Discutimos a
possibilidade da generalizacao do teorema do limite central usual onde se viola o postulado

de independéncia das variaveis.

Na segunda linha de estudo, analisamos diferentes modelos com interacoes de longo
alcance. Primeiramente, introduzimos um novo sistema discreto de N mapas standard
acoplados simpleticamente. As interacoes deste sistema estao reguladas através de um
unico parametro «, que podem ser de curto ou de longo alcance, permitindo a analise
das diferencas dinamicas em funcao do alcance da interacao. Estudamos o comporta-
mento do maximo coeficiente de Lyapunov em func¢ao de a assim como aspectos de estados
meta-estaveis que surgem com certa classe de condigoes inicias. Aqui também estudamos o
comportamento assintético no limite de N — oo, e discutimos a nao-comutatividade com o
limite ¢ — oo. Posteriormente abordamos um sistema Hamiltoniano de longo alcance para-
digmatico, o Hamiltoniano de Campo Médio (HCM). Assim como o sistema anteriormente
mencionado, este sistema exibe estados meta-estaveis. Estudamos diversas caracteristicas
como a difusao anomala presente em tais estados e a dependéncia com o tamanho do sis-
tema. Associado a este resultado, determinamos a forma funcional das distribuicoes de
angulos e sua dependéncia temporal. Outros aspectos da termoestatistica destes sistemas

sao abordados.
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Finalmente a terceira classe de sistemas que examinamos sao séries temporais de ob-
servaveis financeiros. Analisamos as propriedades multifractais destes dados, estudando as
dependéncias nao-lineares e as divergéncias das funcoes de densidade de probabilidade da
forma Gaussiana. Examinamos uma generalizacao nao-extensiva da medida de informagao
mutua de Kullback-Leibler. Finalmente propomos modelos estocéasticos que encontram

boa concordancia com os dados observados.

1.1 Sistemas complexos

Através do mundo natural, social e artificial observam-se fenomenos de grande complexi-
dade. Mas as pesquisas na fisica (e até certo ponto em outros campos como por exemplo a
biologia) tém mostrado que os componentes basicos de muitos sistemas sdo bastante sim-
ples. E, entao, um problema crucial em muitas areas da ciéncia esclarecer os mecanismos
matematicos pelos quais um grande nimero de elementos simples atuando em conjunto
podem produzir o comportamento tao diverso comummente observado.

O uso do conceito de sistemas complexos em tantas disciplinas diferentes produz uma
multiplicidade de pontos de vista, até na definicao mesma. Nao h&, pois, uma definicao
clara e abrangente de sistemas complexos.

Informalmente, podemos definir o termo sistema complexo ' como um sistema composto
por muitas partes, em muitas escalas diferentes, e onde estas partes interagem de uma
maneira nao-linear. Pelo fato de serem nao-lineares, os sistemas complexos sao mais do que
a soma das suas partes. Mais precisamente, nao é mais valido o principio de superposicao

que verificam os sistemas lineares. Em conseqiiéncia, o comportamento emergente pode

!Esta definicdo foi tomada da Wikipedia na Internet. A Wikipedia é uma enciclopédia multilinguistica,
online e de contetdo livre. Ela existe como um wiki, um tipo de pdgina-web que permite a qualquer usuério
acrescentar ou editar material facilmente e que é especialmente 1til para trabalhos em colaboracao. A
Wikipedia é, portanto, escrita por voluntarios do planeta todo, permitindo que a maior parte dos artigos
possam ser mudados por qualquer pessoa com acesso a Internet. O curioso nesta definicao é que a Wikipedia

pode ser considerada, ela mesma, um sistema complexo.
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ser muito interessante e usualmente imprevisivel.

Os sistemas complexos sao modelados usando as técnicas mateméaticas dos sistemas
dinamicos, que incluem equagoes diferenciais, equacoes de diferencas, mapas, etc. O inte-
resse que abrange o topico dos sistemas complexos se sobrepoe em muitos aspectos ao de
sistemas dinamicos, mas se considera que os sistemas complexos consistem em um numero

grande de partes dinamicas interagentes.

1.1.1 Caracteristicas da complexidade

Como explicamos anteriormente, nao existe uma defini¢ao tnica de sistema complexo. Por
isso, a seguir apresentamos, em um sentido mais descritivo, um conjunto de caracteristicas
de sistemas complexos que tém o consenso das diferentes disciplinas naturais, sociais ou
artificiais.

Em geral, um grande niimero de elementos dinamicos interagentes dao lugar a sistemas
complexos. Pode acontecer que estes elementos individuais sejam heterogéneos e, portanto,
apresentem diferencas importantes entre si.

Uma caracteristica basica ¢ que a dinamica individual dos elementos é nao-linear, sendo
muitas vezes o comportamento cadtico. A dinamica é freqlientemente o resultado da re-
troalimentacao que os elementos recebem como resultado da sua propria atividade.

O maior interesse deste tipo de modelos sao os comportamentos macroscopicos que
emergem das acoes e interagoes dos elementos individuais. Os elementos individuais que
compoem o sistema podem ser muito simples, e a interacao entre eles é normalmente simples
também. Mas o comportamento do sistema como um todo apresenta uma estrutura (ou
em algumas disciplinas, uma inteligéncia) emergente das muitas interagoes nao-lineares,
cada uma delas considerada simples.

As interacoes nao sao despreziveis mesmo com os elementos estando muito distantes em
relacao a uma distancia caracteristica apropriada. A histéria de um sistema complexo pode
ser importante. Os estados passados podem ter uma influéncia nos estados presentes; a

interagao temporal pode ser de longo prazo. Sao comuns os efeitos de memoria, correlagoes
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no tempo, histerese, envelhecimento, etc.

Assim como regras de acoplamento, a rede dinamica de um sistema complexo é impor-
tante. Redes tipo “mundo pequeno” ou invariantes de escala, que tem muitas interagoes
locais e umas poucas conexoes maiores, sao muitos comuns. Os sistemas complexos naturais
e sociais freqiientemente exibem este tipo de topologias. Por exemplo, o cértex humano, a
internet, a Wolrd Wide Web, e muitas outras. Os componentes de um sistema complexo
podem ser eles também sistemas complexos, formando distintos tipos de hierarquias. Este
tipo de organizacao pode até mesmo acontecer no espaco de fases do sistema, ou em outros
planos ainda menos intuitivos.

Os sistemas complexos naturais sao usualmente abertos, ou seja, existem em um gra-
diente termodinamico e dissipam energia. Além disso, podem estar fora do equilibrio, ou
em equilibrios meta-estaveis, e muitas vezes seus limites podem ser dificeis de determinar.

A prépria definicao de limite pode ter de ser decidida arbitrariamente pelo observador.

1.1.2 Complexidade e Simplicidade

Uma maneira muito usada para explicar ou definir os sistemas complexos é observar que
estes sistemas tem comportamentos que estao entre a simplicidade e a complexidade. Ao
longo desta linha se encontra a maior parte dos esforgos por abstrair (e portanto poder
definir) as caracteristicas dos sistemas complexos. Um exemplo é o caso do fisico Murray
Gell-Mann, que propos a palavra plectics, como uma maneira de denominar a ciéncia dos
sistemas complexos. Segundo Gell-Mann, estda palavra esta etimologicamente associada
tanto a palavra simplicidade quanto a complexidade. Nesta interessante maneira de abor-
dar o problema, Gell-Mann argumenta que é mesmo muito problematico definir ambas,
complexidade e simplicidade. Seriam necessarios muitos conceitos, segundo ele, para ex-
plicar os muitos significados implicitos no uso destas duas palavras. Portanto, ele comeca
a discussao definindo casos especificos de complexidade.

A complexidade crua (definida, segundo Gell-Mann, um pouco ingenuamente), é o com-

primento da mensagem mais curta que descreve uma entidade (excluindo o préprio nome
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dessa entidade). Esta descricdo depende do nivel de detalhe que se usa, o que na fisica
chama-se de coarse graining. Além disso, a linguagem usada vai modificar o comprimento
dessa mensagem. Finalmente, pode depender também da compreensao prévia do mundo
que se tem, ou que se assume.

Uma outra definicao, mais técnica é a de conteudo algoritmico de informag¢ao. Supo-
nhamos que uma entidade é descrita em um nivel de detalhe, com uma linguagem par-
ticular, assumindo um conhecimento e compreensao do mundo, e a descricao é reduzida
codificando-a de uma maneira padrao a uma fileira de bits (nimeros um e zero). Consi-
deremos todos os programas que fariam que um computador universal imprima esta fileira
de bits e depois pare de calcular. O comprimento deste programa ¢ o chamado contetdo
de informagao algoritmica. O conceito foi introduzido por Chaitin e Solomonoff [135] e in-
dependentemente por Kolmogorov [136]. Note-se que, além das suposi¢oes anteriores, esta
definicao depende também do procedimento da codificacao e do computador universal.
Por causa desta dependéncia, o conteido de informacao algoritmica tem maior utilidade
na comparagao de duas fileiras de bits.

Segundo Gell-Mann, existe uma terceira maneira de introduzir o conceito de comple-
xidade. E a chamada complexidade efetiva [138], o contetido de informacao algoritmica
das regularidades de uma certa entidade, e ndo de toda a informagao (que pode incluir
caracteristicas incidentais). Uma fileira de bits aleatdria (e incomprimivel, ou seja, nao re-
dutivel) ndo tem regularidades, exceto seu comprimento, e tem muito pouca complexidade
efetiva. Da mesma maneira, uma fileira extremadamente regular, como por exemplo for-
mada totalmente por niimeros um, também vai ter uma complexidade efetiva muito baixa,
ja que suas regularidades podem ser descritas sucintamente. Para ter alta complexidade
efetiva, uma entidade deve ter um contetido de informacao algoritmica médio e obedecer
um conjunto de regras que requeiram uma longa descricao. Este é um conceito muito
proximo ao significado cotidiano de complexo. De fato, e isto é justamente o que se quer
significar quando se diz que a gramatica de uma lingua é complexa, ou que o conglomerado
de uma corporagao é uma organizacao complexa, ou que o argumento de um romance é

muito complexo - o significado é que a descricao das regularidades levam muito tempo. E
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por isto que o nome proposto por Gell-Mann, plectics, foi sugerido. Os sistemas complexos
estao na fronteira entre a regularidade (ordem) e a aleatoriedade (caos forte). No contexto
de sistemas dinamicos, esta classificacao corresponde ao regime de caos fraco, ou limiar do

caos. Veremos um exemplo deste tipo de comportamento no capitulo 3.

1.1.3 Abordagem multidisciplinar

A teoria de sistemas complexos atravessa as fronteiras comuns das disciplinas cientificas
convencionais. A regiao entre regularidade e caos forte que discutimos na se¢ao anterior é
caracteristica de muitas disciplinas. Um tipico exemplo é a vida, como conceito biolégico.
E usual ouvir que a vida aparece entre o caos e a ordem. Existem muitos outros exemplos,
nao so dentro dos sistemas naturais, mas também em outras aéreas como lingiiistica, sis-
temas artificiais, teoria da informagao, e outros [138]. O qual ressalta um aspecto muito
importante dos sistemas complexos: sua abordagem multidisciplinar. Isto significa o re-
conhecimento de que muitos sistemas, aparentemente diferentes, incluem comportamentos
dinamicos similares como auto-regulacao, retroalimentacao ou adaptacao, e portanto apre-
sentam estruturas fundamentais similares. Estas profundas semelhancas estruturais podem
freqiientemente ser aproveitadas para transferir os métodos de andlise de uma disciplina a
outra. Além de acrescentar maior profundidade na compreensao de sistemas especificos,
este tipo de abordagem interdisciplinar ajuda a elucidar possiveis estruturas gerais comuns
a todos os sistemas complexos.

Um exemplo é a teoria de sistemas dinamicos, que foi originalmente desenvolvida para
descrever as propriedades globais das solucoes de equacoes diferenciais. Atualmente, esta
disciplina vai além do seu objetivo inicial (matemadtico) incluindo entre outras equagoes
de diferencas, mapas, automatos celulares e outros, aplicados a muitas disciplinas dife-
rentes, abrangendo sistemas naturais, sociais e artificiais. Outras técnicas mateméticas
sao usadas no estudo de sistemas complexos como processos estocasticos (Markovianos e
nao-Markovianos), teoria de jogos, algoritmos genéticos, teoria de grafos, andlise de séries

temporais, etc.
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Por outro lado, estas ferramentas matematicas associadas ao uso do computador, dao lu-
gar a “matemadtica experimental”, a elaboracao de modelos formulando regras matematicas
e observando (ou medindo) os resultados. Em geral, os sistemas simples sdo mais propensos
a serem completamente resolvidos através de algum tipo de andlise matematica. Quando
os sistemas se tornam mais proximos a sistemas reais (ou seja mais complicados) muitas
vezes € necessario o uso de simulagoes computacionais massivas ou de andlise numérica
para entender como este sistema (mais realista) funciona. Este fato explica o papel central
que as simulacoes computacionais tém na analise de sistemas complexos. Em muitos casos,
as simulacoes computacionais sao derivacoes ou extensoes naturais de idéias ou nogoes vin-
das de modelos matematicos simples. Assim, a analise da dinamica e do comportamento
emergente destas simulacoes podem levar a novos modelos matematicos e novas hipdteses
(e também novos experimentos reais, ou estudos de campo, para testar estes modelos e
hipéteses propostos). Como veremos nos capitulos seguintes, ao longo deste trabalho te-
mos usado este tipo de simulacoes numéricas como uma potente ferramenta de andlise e

experimentacgao.

1.2 Mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs

A mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs foi formulada a mais de um século e, desde
entao, tem tido um sucesso notavel para uma enorme variedade de sistemas. A entropia é
formulada termodinamicamente no século XIX por Clausius. Posteriormente, Boltzmann
e Gibbs [1] desenvolveram a teoria de da mecénica estatistica, com a entropia ocupando
um papel central. Eles associaram a idéia termodinamica de entropia com uma abordagem
probabilistica do sistema, onde se tem microestados i com probabilidade p;. Com efeito, a

entropia, na forma de Shannon, é

144
SBG = —kzpl lIlpi, (11)

i=1
onde k é uma constante positiva (que sem perda de generalidade consideramos igual a

unidade), W é a quantidade de microestados.
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Quando se tem equi-probabilidade dos microestados, p; = %, (hipdtese de eqiiiprobabi-

lidade) a entropia Spg pode ser expressada como
SBG :kanV, (1.2)

onde k é uma constante positiva, e W é o nimero de microestados compativeis com o estado
microscépico do sistema isolado. Esta equacao, conhecida como o principio de Boltzmann,
é uma das expressoes fundamentais da mecanica estatistica.

E facil ver que (1.1) satisfaz varias propriedades matematicas. Entre elas, temos S é
ndo-negativo, concavo, extensivo e estdvel (ou experimentalmente robusto).

Desde sua formulagao original, existe o interesse em esclarecer se o principio de Boltz-
mann deveria ser possivel de derivar da dinamica microscopica [124], j& que refere-se a
estados microscopicos, mas a implementacgao deste calculo ainda nao tem se logrado. Com
efeito, a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) ainda estd baseada em hipdteses
como a de caos molecular [1] e ergodicidade [166]. Apesar da falta de uma derivagao fun-
damental, a estatistica de BG tem tido, sem duvida nenhuma, enorme sucesso nos sistemas
nos quais dominam interacoes de curto alcance espacial ou temporal. Para este tipo de
casos, a ergodicidade e a (quase) independéncia sao favorecidas e a abordagem de Khinchin

a Spg ¢ valida [166].

1.2.1 Extensividade e aditividade

Os conceitos de aditividade e extensividade sao diferentes. Se um sistema A tem uma dada
quantidade associada S(A) esta quantidade é aditiva em relacdo a uma lei de composigao
particular, se verifica que

S(A+ B) = S(A) + S(B), (1.3)

onde o simbolo + no argumento de S refere-se a lei de composicao. Isto é verdadeiro
para a maior parte dos sistemas fisicos de interesse sob a hipdtese de poder desprezar
as interagoes entre elementos pertencentes a diferentes subsistemas. Em particular, nao é

verdadeiro para sistemas com interacoes de longo alcance onde as interacoes entre elementos
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que pertencem a subsistemas diferentes sao comparaveis com as interagoes dentro de cada
subsistema.
No caso de N subsistemas diferentes, a relacao 1.3 se generaliza imediatamente da

forma

SO A) = ZS(Ai). (1.4)

Para o caso especial de subsistemas iguais, A; = A, se tem que

N
S A) =S8(N A) = NS(A). (1.5)
i=1
Por outro lado, o conceito de extensividade se relaciona com a seguinte expressao
_ [S(N)]

Um sistema extensivo tem um comportamento assintotico com o niimero de subsistemas N
tal que existe um fator de proporcionalidade finito entre |[S(N)| e N. Esta é uma condicao

mais débil que a de aditividade. Mais precisamente, aditividade em relacao a uma dada

. o~ . .. . S(N A
lei de composicao implica extensividade, onde limy_, ( N ) =8 (A). Portanto, se pode
considerar que um sistema extensivo é assintoticamente aditivo.
Um conceito central na mecanica estatistica nao-extensiva é o de extensividade, que

sera discutido ao longo do presente trabalho.

1.2.2 Limitacoes do formalismo em sistemas complexos

Como base para a discussao deste trabalho, apresentamos os postulados da termodinamica
axioméaticos na forma dada por Callen [18], para sua posterior discussdo em rela¢ao a

mecanica estatistica nao-extensiva. Os postulados sao:

I - Existéncia de estados de equilibrio de sistemas simples ? completamente caracteriza-
dos macroscopicamente pela energia interna, volume e niimero de moles de espécies

quimicas constituintes.

2Entendemos por sistemas simples aqueles macroscopicamente homogéneos, isotrépicos, quimicamente
inertes, sem carga elétrica, nao sujeitos a campos eletromagnéticos nem gravitacionais e suficientemente

grandes para que se possa desprezar qualquer efeito de tamanho finito ou de superficie.
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IT - Existéncia da entropia S, funcao dos parametros extensivos de um sistema composto,
definida para todos os estados de equilibrio e que tem a seguinte propriedade: Os
valores que tomam os parametros extensivos na auséncia de vinculos internos sao

aqueles que maximizam a entropia na variedade dos estados de equilibrio restritos.

ITI - A entropia é uma funcdo continua, diferenciavel e monotonamente crescente da

energia, e é aditiva sobre os sub-sistemas constituintes.

IV - A entropia se anula na temperatura de zero absoluto.

Destes postulados, é possivel definir formalmente outras propriedades como temperatura
e pressao, que correspondem ao significado dado pela termodinamica tradicional. A abor-
dagem de Callen ¢é elegante e concisa, mas nao d4 nenhuma idéia de como estes postulados
podem ser derivados das leis da mecanica.

Callen restringiu a sua andlise a sistemas homogéneos, e depois diz demonstrar que a
extensividade segue da aditividade. O argumento inclui a hipétese nao testada de que as
propriedades de um tnico sistema sao idénticas as propriedades de dois sistemas menores
com a mesma energia total, volume e nimero de particulas. Esta hipdtese é equivalente a
propriedade de extensividade que ele declara ter provado. Isto é valido para virtualmente
todos os sistemas fisicos, mas nao é completamente geral. A extensividade e a limitagao
a sistemas homogeéneos sao muito uteis na derivagao de identidades termodinamicas, mas
deve ser lembrado que o formalismo completo da termodinamica nao tem tais restrigoes.

Existem muitos tipos de sistemas (muitas vezes considerados dentro da classe de sis-
temas complexos) que apresentam desvios em relagao as predi¢oes do formalismo de BG.
Exemplos tipicos sdo sistemas com interacgoes de longo alcance (por exemplo, gravitaci-
onais), sistemas nao-lineares no limiar do caos, turbuléncia, sistemas granulares, entre
outros.

Tipicamente, as caracteristicas dinamicas nestes tipos de sistemas estao freqiientemente
associadas a nao-ergodicidade. A ocupacao do espaco de fases deixa de ser equiprovavel

e podem aparecer estruturas nao-triviais que invalidem a aplicacao da hipdtese de caos
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molecular. Portanto, é necessaria uma maneira alternativa de descrever a estatistica do

sistema.

1.3 Mecanica estatistica nao-extensiva

Em conseqiiéncia ao exibido na secao anterior, é completamente plausivel que outras entro-
pias fisicas, em acréscimo a de BG, possam ser definidas com o objetivo de tratar sistemas
anomalos, para os quais a hipdtese simplificadora de ergodicidade e/ou independéncia (no
sentido de auséncia de correlagoes) nao sejam possiveis.

Inspirado por sistemas multifractais, C. Tsallis propds em 1988 a entropia [2]

W
1= p
S, = kﬁ (qeR). (1.7)
A Eq.(1.7) generaliza Spe (lim,—1 S, = Spa), como base de uma possivel generalizacao da
mecanica estatistica de BG [3, 4].

O valor do indice entrépico é uma caracteristica do sistema, ou da classe de universa-
lidade do sistema [57]. Se acredita que o valor de ¢ para um sistema especifico deve ser
determinado a priori da dinamica microscopica. Isto tem como fundo a discussao sobre a
origem dinamica da mecanica estatistica, e que, mesmo no formalismo de BG, ainda nao é
completamente compreendida.

Além disso, no formalismo nao-extensivo surgem outros dois indices ¢; o conjunto de
indices é chamado de g-tripleto relacionados com a relaxacao e a sensibilidade as condicoes
iniciais. Na secao 1.4 ampliamos o significado cada um destes indices. Os indices sao
parte da descrigao de diferentes aspectos de um sistema que, no caso do formalismo BG,
coincidem e sao iguais a unidade. Embora a relacao entre eles ainda nao esteja completa-
mente entendida, importantes avancos tem sido feitos recentemente [189, 59, 67, 61]. Este
importante topico serd ampliado na secao 1.4 e em capitulos posteriores.

O formalismo nao-extensivo [2] tem sido objeto de intenso interesse de muitos autores e

tem tido enorme sucesso na descricao de fenomenos complexos que, em geral, exibem com-
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portamentos do tipo lei de poténcia [38, 173] e tem tido muitas aplica¢oes [38] em vérias
disciplinas. Em particular, em sistemas dinamicos dissipativos de baixa dimensionalidade,
como por exemplo o mapa logistico no limiar do caos [55], sistemas dindmicos conservativos
de baixa dimensionalidade [76], sistemas Hamiltonianos de muitos corpos [96, 111, 109],
sistemas quanticos (emaranhamento quantico) [39], turbuléncia [187], sistemas sociais, fi-
nanceiros e naturais [173].

Por outro lado, o formalismo tem um sélido fundamento teérico [137, 171], e um sem-
nimero de resultados analiticos entre os quais destacamos as propriedades da g-entropia:
Sy € nao-negativa, concava (estabilidade termodinamica), estavel (experimentalmente ro-
busta), apresenta um paralelo completo com termodinamica, e teoremas g-invariantes,
como o teorema H, a transformada de Legendre, o teorema de Ehrenfest, a igualdade de
Pesin, entre muitos outros.

Em particular, um dos pontos mais fortes a favor da mecanica estatistica nao-extensiva
é sem duvida o fato de ter uma lei de poténcia (assintética) como funcdo densidade de

probabilidade. Na préxima secao apresentamos a derivacao variacional correspondente.

1.3.1 Distribuicao de equilibrio da mecanica estatistica nao-extensiva

Comecamos considerando a versao continua da g-entropia,

1= [ @) dr

=k
Sy 1~ q

(1.8)

Escolhemos como vinculos de maximizacao de (1.8)

/p(x) de=1, (1.9)

que correspondem a normalizacao, e

/x% dr = (z), = fiy (1.10)

2 [p(x)] _ — N2\ -9
JE T = (=), =%, (1.11)

que correspondem & média generalizada e variancia de x, respectivamente [4].
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A quantidade
p ()]*
JIp ()] da

é a probabilidade associada [4] (escort probability). Dentro do formalismo nao-extensivo

(1.12)

existem outras maneiras de fazer médias (a formulagao original foi feita com a média usual),
que tiveram diversos papeis histéricos [3]. Existe uma conexao entre as diferentes maneiras
de normalizar, no sentido que existem transformacoes para passar de uma formulacao a
outra [5].

Assim obtemos, partindo do problema variacional usando (1.8) com os vinculos indica~

dos acima,
_1
p@)=A 1+ (q— DB, (e —)° ], (¢<3), (1.13)
onde,
T 5—3¢q —
Jﬁ‘_jﬂ”%b’q <= ¢<1
A, = -1 , (1.14)
k=) VB, = g>1
F[23qiq2] T e q
e
_o7-1
B,=[B-q) 7] . (1.15)
As variancias usual e generalizada, 62 e 52 respectivamente, estao relacionadas por
5—3
52 =221 (1.16)
3—4q
Definindo a funcao g-exponencial como
eg=[1+(1—-q) :13]171‘1 (el =€), (1.17)
(e =0se 1+ (1—-q)z<0).
Podemos reescrever a fun¢ao de densidade de probabilidade (1.13) como
p(x) = Ay e Baleia’ (1.18)

a partir de agora referida como ¢- Gaussiana.

As ¢g-Gaussianas tém as seguintes propriedades:
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(i) para ¢ — 1 se recupera a Gaussiana usual p(x) = A, ebra—m)*.

(ii) para ¢ > 1, emerge uma cauda que segue uma lei de poténcia;

(iii) para ¢ < 1, o suporte é finito e aparece um corte (cut-off) toda vez que o argumento

da g-exponencial torna-se negativo.

Note-se que a normalizacao estd definida s6 para —oo < ¢ < 3.

1.3.2 Propriedades matematicas

E interessante analisar as relacoes matematicas elementares que estao por tras das propri-
edades do funcional Spg [2] e ver como estas propriedades sao generalizadas no ambito do
formalismo nao-extensivo. A fungao exponencial y = ex é solugao (com condigao inicial

y(0) = 0) da equagao diferencial
dy

= . 1.1
o =Y (1.19)

A sua inversa, Inz, tem a mesma forma do principio de Boltzmann (1.2) e satisfaz a

propriedade de aditividade

In(zszp) =Inzys +Inzp. (1.20)
No caso de nao-linearidade, a mais simples equacao que podemos considerar é

dy _

P y! (g €R), (1.21)

cuja solu¢do (com a mesma condigao inicial) é denominada g-ezponencial e é dada por
y = [1+(1—q)x]ﬁ = exp, T (x € R, ef = ¢€). (1.22)

Mais precisamente, quando ¢ < 1 a fungao g-exponencial é nula para z < —1/(1 — q) e
cresce monotonicamente de 0 para +oo quando x varia entre —1/(1 — ¢) e +00. Quando
q > 1 a fungao g-exponencial é definida para x < 1/(¢—1) e cresce monotonicamente entre

0 e +00 quando z varia entre —oo e 1/(q — 1).
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A fungao inversa, chamada q-logaritmo, é

71— 1

1—g¢q

y = In,z  (z €RY, Injz =1Inz), (1.23)

e satisfaz a regra de pseudo-aditividade:
In,(zazp) =Ingxa +In,zp + (1 — ¢)(Ingza)(In, xp). (1.24)

Esta importante relagao serd discutida na proxima secao.

Na construcao do formalismo da mecanica estatistica precisam ser executadas operagoes
matematicas elementares como por exemplo inversao, diferenciacao de fungoes, ou loga-
ritmo de uma poténcia. Observamos que enquanto as formas funcionais logaritmo e ex-
ponencial sao invariantes em relacao a estas operagoes, no caso do ¢-logaritmo e da g¢-
exponencial o valor do parametro q é renormalizado.

Considerando x dentro do dominio de definicao das fungoes correspondentes:

1

o = expy_,(—7), (1.25)
In, % = —lIny 42, (1.26)

% exp, v = (exp,z)’ = CXpy_1 (qz), (1.27)
aln,z = lnl_% x%, (1.28)

Vr,q € R e a # 0. Podemos portanto dizer que, dado um valor do parametro ¢, ele gera

uma familia de valores a ele associados, tipicamente através das regras (veja também [25]):

inversao: q¢q— ¢ =2—g¢; (1.29)
1
diferenciacao: ¢ — ¢ =2— - (1.30)
q
N / 1- q
g-log de poténcias: ¢— ¢ =1— ——. (1.31)
Q

As relagoes 1.29 sao chamadas também de dualidades e usualmente estao presentes em
sistemas estudados pela mecanica estatistica nao-extensiva [24]. Em particular, voltaremos

a encontra-las nos capitulos 2 e 6.
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1.3.3 Extensividade de 5,

Da defini¢ao 1.7 e da propriedade de pseudo-aditividade do g-logaritmo (Eq. 1.24), temos

que
Sa(A+ B) = S,(A) + S,(B) + (1 - q) S,(A)S,(B), (1.32)
quando A e B sao dois sistemas independentes (pffB = pf‘pf3 ). Esta é a origem do nome

mecanica estatistica nao-extensiva. Note-se, porém, que esta equacao esta formulada para
sistemas independentes, o que ndo € o caso onde S, se aplica. E importante notar que .5,
pode ser extensiva. Por exemplo, para casos especiais de sistemas correlacionados (mais
precisamente quando o espago de fases é ocupado de uma maneira invariante de escala), a
N
entropia S, pode ser extensiva, i.e., Sy (A1 + As + ...+ Ax) ~ > S, (A;), Sendo extensiva
i=1
(para um valor apropriado de ¢) S, concorda com o conceito Zde Clausius sobre entropia
microscopica e com termodinamica.
Mais precisamente, se temos dois sistemas A e B fortemente correlacionados de alguma

forma especial, pode existir um valor especial ¢* do parametro ¢ tal que

recuperando assim a propriedade de aditividade, mas por meio de uma entropia diferente

daquela classica. Podemos ilustrar este ponto através de dois exemplos.

(i) Em um sistema de N elementos quase independentes, o nimero total de possibilidades
W escala como W(N) ~ u™, com p > 1 (por exemplo, = 2 no caso de uma varidvel
de spin com dois valores, i = 6 para um dado,...). A sua entropia S, é dada por

,U/N(l_q) —1

Sy (N) =g W) ~ P

(1.34)

e a extensividade é obtida se e apenas se ¢ = 1. Em outras palavras, Si(N) ~

Nlnp o N.

(ii) A dindmica de um sistema cujos elementos sao correlacionados em todas as escalas

pode implicar em uma ocupacao parcial do espaco de fases do sistema. Portanto, o
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numero total de possibilidade dinamicamente acessiveis pode ter uma lei de escala
do tipo W(NN) ~ N” (com p > 0). A sua entropia (na hipétese simplificativa deste

“nimero reduzido” de possibilidades serem equiprovéveis entre elas) S, é dada por

Ne(l—a) _q
S¢(N) =1In,W(N) ~ — (1.35)
—q
e a extensividade é obtida se e apenas se
. 1
g=q¢ =1—-<1. (1.36)

p
Em outras palavras, S;-(IN) oc N. Este t6pico serd discutido com maior detalhe no

capitulo 2.

1.4 O g-tripleto

A fundamentacao dinamica da prépria estatistica de BG é um argumento que ainda tem
aspectos béasicos em aberto [130, 128, 26, 131]. A mesma questao aparece no contexto
da mecanica estatistica nao-extensiva. Um ponto fundamental para a compreensao deste
problema, é conseguir uma determinacao a priori do parametro ¢, de modo que o conhe-
cimento de aspectos microscopicos leve a uma predi¢cao do comportamento macroscopico
do sistema. Este ponto ainda tem aspectos a serem esclarecidos, embora nos tiltimos anos
varios avancos importantes foram conseguidos. Em geral se acredita que a resposta esteja li-
gada a uma ocupagao parcial (tipicamente multifractal), pela trajetéria dinamica do espago
de fases disponivel ao sistema sob determinadas condigoes macroscopicas. Isto implica a
violagao da hipotese de ocupacao equiprovavel dos estados dinamicamente acessiveis, em
todas as escalas.

Em relagao a esta idéia, algum tempo atréds foi conjecturado por C. Tsallis [140] que,
para certa classe de sistemas, seria necessario um conjunto de trés indices (Gsen, Grei, Gest)
para uma completa descricao do sistema, onde sen, rel, est significam, respectivamente,
sensibilidade, relazacdo e estado estaciondrio. Os trés indices deste g-tripleto se reduziriam

a (sen = Qrel = Jest = 1 quando o sistema conviesse com os postulados da teoria de BG.
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Os sistemas descritos pela mecanica estatistica de BG apresentam as seguintes carac-
teristicas: (i) As fungoes de densidade de probabilidade das energias destes sistemas na
presenca de um termostato é proporcional a func¢ao exponencial; (ii) Apresentam forte sen-
sibilidade as condicoes iniciais, ou seja, esta quantidade aumenta exponencialmente com o
tempo (comumente referido como caos forte, caracterizado por expoentes de Lyapunov po-
sitivos; (iii) Tipicamente, para quantidades basicas macroscopicas, apresentam decaimento
exponencial com algum tempo de relaxacao. Em outras palavras, estes trés comportamen-
tos exibem fungbes exponenciais(ou seja, ¢ = 1). Analogamente, como vimos na se¢ao
1.4, tem sido conjecturado recentemente [140] que, para sistemas que podem ser estudados
pela mecanica estatistica ndo-extensiva, a fungdo densidade de probabilidade (associada
a estacionaridade ou meta-equilibrio), a sensibilidade as condigbes iniciais, e a relaxacao
sao bem descritas por trés indices Gestae, Gsens, € Grer, referidos como o g-tripleto. Varios

sistemas estao sendo estudados neste sentido [189, 190].

1.4.1 Sensibilidade as condigoes iniciais

Uma caracteristica basica dos sistemas cadticos é a descricao de trajetérias irregulares no
espaco de fases. Esta questao tem a ver com a instabilidade do sistema e com o crescimento
de entropia. Definimos a sensibilidade as condic¢oes iniciais £ de um sistema dinamico como

£(x(0),0x(0),t) = |6x1(101il—>0 %, (1.37)

onde x(0) é a condigao inicial no espago de fases, 6x(0) é o vetor distancia no espago de
fases e t é o tempo. Quando um sistema é (ou estd em um regime) cadtico, a sensibilidade

as condigoes iniciais ¢ (assintoticamente) exponencial:
£ =eM, (1.38)

onde A\ é o coeficiente de Lyapunov do sistema. Em geral, esta quantidade é independente
de x(0) e de 0x(0). Quando o espaco de fases do sistema tem dimensado d > 1, ele é
caracterizado por um espectro de coeficientes de Lyapunov {)\(k)} be1o g No caso em

que o sistema é conservativo, o teorema de Liouville (conservagdo do volume no espaco



20 Introducao: sistemas complexos e mecanica estatistica nao-extensiva

¥) = 0. Se além de ser conservativo o sistema é simplético

de fases) implica que S°¢_ Al
(intuitivamente, o sistema verifica a estrutura das equagdes de Hamilton [46], ampliamos no
capitulo 3 ), o sistema tem pares de coeficientes de Lyapunov com o mesmo valor absoluto
e distinto sinal.

Quando A < 0, as trajetérias com condicoes iniciais proximas convergem e em con-
seqliéncia as Orbitas sao regulares. Se A > 0 as trajetdrias se afastam e a dinamica é
caotica. Finalmente, quando o coeficiente maximo de Lyapunov se anula se estd em uma
situacao de caos fraco. Tipicamente, nestes casos a sensibilidade as condigoes iniciais do sis-
tema ¢é de tipo algébrico. Diversos sistemas fisicos, biolégicos, economicos e outros exibem
este tipo de situacao [137, 171, 173].

O formalismo nao-extensivo propoe que em algumas destas situagoes (por exemplo

devido a presenga de estruturas fractais no espago de fases), a sensibilidade as condigoes

iniciais seja dada por g-exponencial [27, 33]:
§(t) = expy(Agt) = [14 (1 — g)Aqt] =7, g A\ ER (1.39)

onde ¢ ¢ o parametro ndo-extensivo e A, o coeficiente de Lyapunov generalizado (onde
A = A\ quando ¢ — 1). Esta conjectura foi provada analiticamente para bifurcagoes de
forquilha e tangente [55] e no limiar do caos [76, 55] de mapas logisticos (mapas unimodais
unidimensionais). Utilizando técnicas de grupo de renormalizagao, se determinou analiti-

camente o valor de ¢ e de A,.

Note-se, a margem, que da mesma forma que a sensibilidade as condigoes iniciais expo-
nencial satisfaz a equacao diferencial £ = A¢ com condicao inicial £(0) = 1, a sensibilidade

g-exponencial é solucao da equacao § = A\&9, com o mesmo dado inicial [35].

1.4.2 Relaxacao

Como se sabe, se temos um observéavel arbitrario A(t) (apropriadamente normalizado)

que estd relaxando a seu valor de estado estdvel (por exemplo no estado de equilibrio
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termodinamico), é muito freqiiente que a equagao diferencial associada seja

dO 1
— = _;(1)7 (1.40)

onde 7 é o tempo de relaxacao. A solucao a esta equacao é
Ot)=e ", (1.41)

onde o tempo caracteristico da relaxagao 7 é, em geral, 7 ~ X [45] com A > 0. Por outro
lado, existem numerosas evidéncias observadas [110] onde a relaxagao nao é exponencial.
Um exemplo é o caso do limiar do caos no mapa logistico, onde o coeficiente de Lyapunov

tende para zero e 7 diverge, e onde ¢, = 2.4 [57]. A relagdo para descrever este caso é

1
% =%, (1.42)

TQTel

onde rel significa relaxacao. A solucao a esta equacao é
— 7t/Tqrel
O(t) - eqrel Y (143)

onde 7, , > 0 e ¢ > 1. Relaxacao deste tipo é comumente associada a aging (envelhe-
cimento) [56, 110]. Em mapas simples unidimensionais, o papel do ¢, estd relacionado
com propriedades basicas como a dimensao fractal do atrator no limiar do caos. Este com-
portamento nao é exclusivo de sistemas de baixa dimensionalidade. Com efeito, tem sido
detectado também em sistemas Hamiltonianos [109] e ainda em sistemas artificiais [114],
entre outros [115]. Vérios aspectos estao atualmente sendo examinados por distintos auto-
res. Por exemplo, a determinacao da relagao entre este tipo de comportamento dinamico
e a anulagao do coeficiente de Lyapunov (caos fraco) [67, 65, 55], a dependéncia do indice

rer cOm 0s outros dois indices gen € Gest [D7], € outros.

1.4.3 Estado estacionario

No contexto da termoestatistica, na Sec. 1.3.1 apresentamos a derivagao variacional da

¢-Gaussiana (Eq.(1.18)) como a fungdo que maximiza a entropia nao-extensiva S,. Nesse
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calculo, g faz referéncia a distribuicao estacionaria de um sistema nao-extensivo, portanto
vamos denotar este indice como ¢, onde tipicamente g.q > 1.

Como veremos no capitulo 6, dedicado a aplicagoes a sistemas financeiros, este indice
descreve as distribuigoes estacionarias que se obtém em modelos com memoéria ou estruturas
multifractais. Além disso, mostraremos uma possivel conexao com o indice ¢g.,, através

de uma das relacoes duais apresentadas nesta secao.

1.4.4 Relacao entre os indices do ¢-tripleto

Existe muito interesse na possibilidade de determinar experimentalmente os indices que
conformam o g-tripleto. Em um trabalho recente [189], Burlaga e Vinas do NASA /GSFC,
determinaram pela primeira vez os trés indices do g¢-tripleto de dados experimentais. Os
autores analisaram os dados obtidos pela sonda Voyager I que desde 1977 fornece a in-
tensidade do campo magnético B medida ao longo da sua trajetéria. Desde 2004, a sonda
se encontra na heliosfera distante (fora do sistema solar) de onde mede o valor de B di-
ariamente. A analise destas séries temporais do campo magnético proveu aos autores a
funcao de densidade de probabilidade das flutuagoes de B, de onde se ajustou o valor
de ges. Através da andlise multifractal (mais precisamente do espectro de singularidades
f(a)) se determinou ¢s,. Finalmente, o célculo da funcdo de auto-correlacao foi usado
para determinar ¢,.;. Portanto, o ¢-tripleto completo para este exemplo experimental é
(Gsens Gret, Gest) = (—0.6 0.2, 3.8 £0.3, 1.75 £ 0.06).

Surge imediatamente a pergunta: existe uma relacao universal entre os trés indices?
Existem atualmente numerosos esfor¢os na literatura nesta linha [140]. O presente trabalho

apresenta diversas conexoes em relacao a esta questao.



Capitulo 2

Sistemas invariantes de escala e
teorema do limite central

g-generalizado

Neste capitulo analisamos sistemas de probabilidades com correlagoes globais. Estas cor-
relagoes sao escolhidas de maneira de preservar um tipo de hierarquia associada a in-
variancia de escala. Nossos resultados indicam que, no limite N — oo, as distribuicoes
emergentes sao g.-Gaussianas [60]. Além disso, apresentamos indica¢oes numéricas de uma
possivel g-generalizagdo do Teorema do Limite Central (TLC). Com efeito, este trabalho,
junto com outros [171, 61], possibilitou recentemente a g-generalizagdo do TLC [73]. Fi-
nalmente, analisamos a influéncia da aplicacao de correlagdes globais na extensividade da

entropia, no contexto da mecanica estatistica nao-extensiva.

2.1 Teorema do limite central classico para variaveis

de variancia finita

Consideramos a soma X de duas variaveis aleatoérias e independentes X; e X5, cujas distri-

buicoes sao P (X1) e Po(X2). A probabilidade de que X seja igual a x é dada pela soma de
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todas as possibilidades tal que X; = x1 e X5 = x5 de maneira de ter x = z1 + 2o, e pesada
pelas probabilidades respectivas. Como as varidveis sao independentes, a probabilidade

conjunta é o produto das probabilidades P(z;)P(z — x1) e entao,
P(x,N =2) = /Pl(x')Pg(x — a')da'. (2.1)

Esta é a definigao de convolugdo entre Pi(z) e Py(x) e denota-se P = Py x P,. Ou seja, a
distribuicao da soma de varidveis independentes é a convolugao das respectivas fungoes de
densidade de probabilidade. A generalizagao desta idéia a N variaveis é imediata

N-1

P(z,N) = /Pl(x’) o Pyoa(ty ) Py(z— a2y — .oy ) [ dad (2.2)

i=1
Se se somam varidveis distribuidas segundo uma fungao arbitraria P;(z;), em geral a
distribuicao da soma vai ser uma funcao diferente P(z, N) = [Py (z1)]*

Porém, existem certa classe de funcoes especiais que mantém a mesma forma funcional.

Estas funcoes sao chamadas funcoes estdveis. A funcao Gaussiana é um exemplo de funcao

estavel

Pu(z) = \/2;7 exp (-%‘2’”2) (2.3)

onde m é o valor médio de x, e o é p desvio padrao. Uma outra funcao estavel é a de Lévy,
que discutiremos na secao seguinte.

As funcao de Lévy e a Gaussiana, que é um caso especial da de Lévy, sao “pontos
fixos” da operacao de convolugao. Mas além disso, elas sao também “atratores” no sentido
que qualquer distribuicao convoluida com se mesma o suficiente nimero de vezes converge
finalmente a uma destas distribuicoes estaveis. Mais precisamente, a distribuicao limite da
soma de um grande nimero de variaveis aleatérias independentes é uma funcao estavel.

A formulacao precisa deste resultado é o Teorema do Limite Central. Quando as
variaveis que sao somadas tém uma distribuicao com variancia finita, temos o Teorema do

Limite Central cldssico:

z —mN o] 2
lim Pluy < ——— <u :/ ——e "2 du 2.4
N—oo ( b ovN 2) uy  V 21 ( )
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para todo valor finito de u; e us. Note-se que é fundamental que as variaveis nao sejam

(muito) correlacionadas [10, 139)].

2.1.1 Teorema do limite central generalizado de Gnedenko e Kol-

mogorov

A generalizacao do teorema do limite central feita por Gnedenko e Kolmogorov estabelece
que a soma de um conjunto de variaveis aleatérias tomadas de distribui¢oes com caudas tipo
lei de poténcia, ou seja, que decrescem como 1/|z|* + 1 onde 0 < o < 2 (e portanto, com
variancia infinita) tendem a uma distribuicao simétrica estével de Lévy quando N — oo.

Uma distribuicao de Lévy estavel enviesada é especificada pelo parametro de escala c,
o expoente «, o parametro deslocamento p e o parametro de viés 3, sendo que o expoente
a € (0,2] e o parametro de viés § € [—1,1]. Quando o parametro de viés é igual a zero,
a distribuicao é simétrica ao redor de . O parametro ¢ é o chamado fator de escala, que
¢ uma medida da largura da distribuicao e a é o expoente ou indice da distribuicao e
determina o comportamento assintético da distribuicao ‘j‘%

Finalmente, note-se que esta é s6 uma possivel parametrizacao usada para distribuigoes
estaveis. Embora seja a mais comum, ela nao é continua nos parametros.

Uma distribuicdo de probabilidades de Lévy estavel enviesada g(x) estd definida pela

transformada de Fourier da sua fungao caracteristica ¢(t) [30]

+o0o
swiapiem =5 [ et (2.5
onde ¢(t) é dada por:
p(t) = exp[itp—|ct|* (1=ifsgn(t)®) ], (2.6)

onde sgn(t) é simplesmente o sinal de ¢t e ® é dado por
¢ = tan(ra/2) (2.7)
para todo a exceto a = 1, no qual:

O = —(2/7)log|t|. (2.8)
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O comportamento assintético descrito em [139):

aC®

g(z) = 2]

lim

|z|—o0

(2.9)

onde C' é proporcional a ¢, mostra que o comportamento de “cauda pesada” é causado
pelo fato de que a variancia (ou o segundo cumulante) das distribui¢oes de Lévy divergem

quando o < 2.

Distribuicoes de Lévy e ¢g-Gaussianas

Como vimos na se¢ao 1.3.1, uma ¢-Gaussiana esta dada por

p(x) = A(g) e B@Eh)" (2.10)

q

onde A(q) estda dada pela Eq. 1.14 (lembramos que a normalizacdo estd definida s6 para
971
—00<q<3)eB(q) =[(3—q) ]  [15].
Podemos relacionar a funcao de Lévy com a ¢g-Gaussiana através do expoente ¢, e sua

relagao com «,

3 _
a=2""9 (2.11)
qg—1
ou equivalentemente
3
_2ta (2.12)
a+1

A funcao de Lévy tem, como mencionamos antes, a < 2. Por outro lado, a ¢-Gaussiana
s6 pode ser normalizada para ¢ < 3. Estas condicoes definem que g < g < 3 é o intervalo
de valores de ¢ compativel com uma distribuicao de Lévy.

Nos ultimos anos, um enorme interesse tem surgido em relacao a dinamica de redes e
invariancia de escala [12]. Com efeito, o surgimento de novas ferramentas para a abordagem
destes sistemas tem tido sucesso em descrever numerosos exemplos de redes invariantes
de escala, com a Internet, modelos biolégicos entre alguns exemplos duma consideravel
lista [11].

E muito interessante a perspectiva de aplicar estas novas idéias no campo da fisica [113].

De fato, uma das principais conjecturas do formalismo nao-extensivo é que a ubiqiiidade
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da sua aplicacao venha dada por uma caracteristica universal dos sistemas complexos:
a ocupagao nao-trivial do espago de fases (possivelmente multi-fractal ou invariante de
escala), onde nao se verifica o principio de equiprobabilidade do formalismo BG. Isto abre
novas possibilidades e tem sido a motivacao do modelo de correlacoes globais invariantes

de escala que apresentamos a seguir.

2.2 Probabilidades hierarquicamente correlacionadas

Vamos considerar o caso simples onde temos um conjunto de N variaveis aleatorias binarias,
idénticas e indistinguiveis. Denotamos como 7 ,, as probabilidades associadas, que nao sao
necessariamente independentes. Temos, entao, N conjuntos de probabilidades com (N +1)
elementos em cada um, onde n = 0,1,2,..., N é o indice da varidavel de cada conjunto.
Construimos estes conjuntos através de uma correlagao particular que relaciona o conjunto
(N + 1) com o conjunto N com o objetivo de que o sistema tenha uma invariancia de
escala. Para isto, definimos que as probabilidades marginais do sistema com N elementos
sejam iguais as probabilidades conjuntas do sistema de (N — 1) elementos, impondo a regra

de Leibniz, que definiremos posteriormente.

O caso trivial é aquele de independéncia. Consideremos o triangulo de Pascal, ou seja, o

N , . . ~ . . . . /N |
triangulo de niimeros cujas fileiras estao formadas por coeficientes binomiais (n) = m

O conjunto {(n) /2V} constitui um conjunto de probabilidades para qualquer N. No limite
em que N — oo e depois do reescalamento e centrado adequados, este conjunto se aproxima
a uma distribuicao Gaussiana. Este resultado é conhecido como o teorema de de Moivre-
Laplace. Se cada uma das varidveis bindrias tém probabilidades p e 1 — p, os elementos
deste triangulo, para N fixo, estarao dados por {(]Z )pV~"(1 = p)"}. No exemplo prévio (o
triangulo de Pascal) temos p = %
A regra de Leibniz é a receita usada para construir o Triangulo Harmoénico de Leib-

niz [19]. Ela define o conjunto (N) (de N + 1 elementos) a partir de um elemento do

conjunto (N) (o elemento inicial) e todos os elementos do conjunto (N —1) (de N elemen-
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tos).
TN,n—i_TN,nJrl =TN-1n (nIO,l,...,N—l; N22,3,) (213)

Notamos que cada probabilidade da fileira (N —1) é a soma de duas probabilidades da fileira
(N). A regra de Leibniz nos assegura, por construcao, que para qualquer conjunto de N
variaveis, a soma das probabilidades (cada uma multiplicada pelo fator de degenerescéncia
dado pelo coeficiente binomial adequado) serd sempre igual a soma correspondente da
fileira anterior. Isto significa que se a soma da fileira (N — 1) é igual a unidade (ou seja,
um conjunto de probabilidades normalizadas), entdo em conseqiiéncia também a soma da

fileira N o serda. Podemos entao impor a seguinte normalizacao

N /N
> ( ) nn=1 (ryn,€1[0,1]; N=1,2,3,..;n=0,1,...,N). (2.14)

n=0 n
Uma conseqiiéncia da regra de Leibniz ¢ que o conjunto de elementos iniciais 7y, onde
v é uma constante no intervalo [0, N], define completamente todos os elementos 7y, ,. Para
simplificar, no nosso caso escolhemos v = 0. A partir da Eq. (2.13) podemos obter uma
expressao geral para os elementos,
N

. n n
TN,n = (—1)2 N+ ('L _N i n) ri,O- (215)
i=N—n

A tnica pergunta que resta, entao, ¢ como escolher o conjunto de elementos iniciais {ryo}.

2.2.1 O ¢g-produto como gerador do conjunto de probabilidades

No caso de independéncia de probabilidades simplesmente teremos ryo = p¥ (0 < p <
1; N =1,2,3,...) e portanto 7y, = pV"p" (n = 0,1,2,..., N), que é o exemplo dado na
secao anterior.

A generaliza¢do que propomos aqui esta baseada no g-produto [20]:

T @y =[r"7 0y =V (2 > 150 < 1), (2.16)

Este produto generalizado tem as seguintes propriedades:
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(i) zry==zy
(i) »®,1=ux;

(iii) In,(z ®,y) =In,z+1In,y

(iv) 2 = (1) 20y ()

O g-produto aparece naturalmente no formalismo da mecanica estatistica nao-extensiva [20].
Por exemplo, se a distribuicao de probabilidades no espaco de fases é uniforme dentro de
um volume W, a entropia S, esta dada por S, = In,W. Se interpretarmos o termo a
direita da propriedade (iii) como S,(A) + S,(B) = S,;(A+ B), onde A e B sdo subsistemas
que nao sao independentes, se tem que Wa.p = W4 ®, Wg. Este fato conecta o presente
trabalho com [171, 61], onde os autores estudam as propriedades assintéticas de S, em sis-
temas correlacionados. A possibilidade de uma correspondéncia entre este g-produto com
um ¢-TLC j4 tem sido conjecturada [17], e algumas tentativas nesta dire¢ao ja existem na
literatura [21, 22].

Definimos, entao, os elementos iniciais da seguinte forma
(1/rno) = (1/p) ®q (1/p) ®q (1/p) @ - .- @4 (1/p) , (2.17)
que, pela propriedade (v) é igual a
TNO =P @2 g P @2 g P2 g ®ogp=1/[Np?™' — (N 1)/ (2.18)

Assumindo que 0 < p < 1, podemos ver que se ¢ = 1 entao ryo = pN = e~ NIn(l/p),

recuperando o caso de independéncia.

Para ¢ < 1, que 7y ~ 1/NY(1=9 (N — oo0). Combinando

1 1
[(1/p)i—a—1/0-0 Ni/a- X

as equagoes (2.15) e (2.18), obtemos a forma explicita para qualquer elemento de nosso

exemplo

PN = i (—1)Z‘—N+"(Z, _]$+n> — L (2.19)

i=N—n i— 1)p'=aji-a
Note-se que (g,p) = (0, 1) reduz ao tridngulo de Leibniz usual (ou seja, ryo = 1/(N + 1))
[19].
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2.2.2 ¢-Gaussianas como distribuicoes emergentes no limite N — oo

Estudamos numericamente nosso modelo em funcao do indice ¢ para N > 1 e valores
tipicos de p. Comecamos nossa andlise para p = % Para calcular os valores das probabi-
lidades 7y, da Eq. (2.19) usamos uma livraria especial de precisao arbitrdria [23] para
poder evitar os efeitos da série alternada (ou seja, a subtragao de dois numeros grandes
quase iguais), cujo erro relativo cresce muito rapidamente com o nimero de elementos N.

Nossos resultados foram calculados, em geral, com D = N/2 casas decimais significativas.
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Figura 2.1: In_a4 J;Eg; em funcio de z? para (¢,p) = (%, %), e N = 1000. Em linha tracejada,
3
mostramos o valor médio das duas partes (positiva e negativa) da distribuicao. Na figura inserida

mostramos f(z) em escala duplamente linear.

Para o caso p = %, onde N > 1eq < 1, nossos resultados indicam que as probabilidades
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Figura 2.2: lnfg J;Eg; em fungdo de z? para (¢,p) = (55, 3) e varios valores do tamanho do

sistema N. Na figura inserida mostramos a dependéncia com N da inclinacao (negativa) das

linhas retas da figura In,, em funcio de 2.

(]Z)TNM se aproximam claramente a g.-Gaussianas (ver Figuras 2.1 e 2.2)

flx) = Alge)V/Be, ™ (2.20)

n—(N/2) . isvel
T/Q € uIna variavel con-

onde A(q.) estd determinada através de normalizacao, e x =
venientemente centrada e escalada.

Podemos ver que existe certa assimetria na distribuicao emergente. Mais concreta-
mente, a parte positiva x > 0 e a negativa x < (0 apresentam o mesmo ¢., mas com

valores levemente diferentes do parametro . Esta assimetria depende de (g, p, N). Este

trabalho visa focar no indice ¢., razao pela qual calculamos a média entre as duas partes
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Ing (z) = 4 (Ing (z) + Ing (—x)), > 0, e posteriormente ajustamos como se ilustra na
Fig. 2.1. O valor de ¢. é obtido ajustando a média do resultado numérico (linha trace-
jada na Fig. 2.1 para vérios valores de ¢, e escolhendo o que produz maior coeficiente de
correlagao. Este procedimento foi repetido para pares tipicos de (g, p).

Na Fig. 2.2 estudamos o modelo em fungao do nimero de elementos N. Exibimos

(@)
In_s @)

mente a dependéncia com N de f3, a inclinacdo da lei de poténcia (assintética). Esta in-

3 1
107 2

em fungao de z?, para (q,p) = ( ). Na figura inserida mostramos explicita-
clinagao é igual a variancia da distribuicao de probabilidades. Portanto, a fungao B(N) ~
N7 se pode interpretar como uma equagao de difusdo, onde v é o expoente de difusao
e determina o regime difusivo do modelo. Com efeito, nossos resultados mostram que
{((n—{(n))?) ~ N?/B(N) ~ a(q)N +b(q)N?. Quando ¢ = 1, se tem que a(1) =1 e b(1) =0,
consistente com difusdo normal (como esperado), enquanto que quando g < 1 observa-se
a(q) > 0 e b(q) > 0, exibindo portanto difusao balistica.

Discutimos a seguir a dependéncia do indice que caracteriza as distribuigoes emergentes
ge com ¢, que define a regra de construcao dos conjuntos de probabilidades através do g¢-
produto. Esta relagao é exibida na Fig. 2.3. Vemos que os resultados numéricos podem

ser bem descritos pela seguinte conjectura:

ge=2—- (0<g<1). (2.21)

Notamos que esta relagao pode se pensar como uma composicao de duas dualidades,
como abordamos na secao 1.3.2 do capitulo 1, presentes freqiilentemente na teoria nao-
extensiva (ver por exemplo, [24, 21]). No nosso caso, a regra de composi¢ao combina a

dualidade aditiva ¢ — (2 — q) com a dualidade multiplicativa ¢ — 1/q.

Caracterizagao das distribuigoes emergentes

As distribuigoes f(z) emergentes sdo mais complexas para (g, p) arbitrarios. Na Figura 2.4
se pode observar o efeito qualitativo de variar p mantendo ¢ fixo (neste caso ¢ = 1—70) Ao

variar p se modifica a coordenada xy que corresponde ao méaximo da distribuigao f(x), ou
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Figura 2.3: Relagao entre os indices ¢, da defini¢ao do ¢-produto, com o indice ¢, resultante
da distribuicdo de probabilidade calculada numericamente. A concordancia com a conjectura

analitica q. = 2 — % ¢é notavel. Na figura inserida se expande o intervalo 0 < g, < 1.

5

Figura 2.4: Distribuicao de probabilidade f(x) para N = 300, para g = % e valores tipicos de p.
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Figura 2.5: Distribui¢ao de probabilidade f(x) para N = 300, para pl% e valores tipicos de q.

seja f(zo) > f(x)Vx. Note-se que para alguns casos nao é evidente que z, seja equivalente
a df (x)/dz|,, = 0, como o caso p = 0.1 na Fig. 2.4. Assim, quando p < 3 (p > 3), nossos
resultados mostram que zop < 0 (xo > 0). No caso de p = % a coordenada do maximo se

mantém aproximadamente em zy = 0.

Na Fig. 2.5 exibimos a situacao equivalente quando se varia ¢ mantendo p fixo; no

[©N

NOSSO caso p = %. Neste caso, quando ¢ = 1 se tem uma distribuicao cujo centro

[©N

tipo Gaussiano. A distribuigdo apresenta uma certa assimetria por ser p # % (isto nao
completamente evidente na figura). Quando ¢ < 1 a distribuigdo emergente deixa de ter
semelhanca com uma Gaussiana, apresentando formas funcionais nao triviais.

Nas Figuras 2.6 e 2.7 apresentamos resultados equivalentes as duas Figuras anteriores,
para varios valores de (p,q). Como esperado, quando ¢ =~ 1, o corpo de f(z) é aproxima-
damente Gaussiano. E interessante notar que, para todos os valores de p, quando ¢ =~ 1 a
distribuicao f(x) apresenta dois pontos de inflexdo. Por outro lado, quando ¢ < 1, f(z)
s6 tem um ponto de inflexdo. A passagem de uma situacao a outra acontece para valores
de ¢ nao-triviais.

Na Fig. 2.8 mostramos um diagrama da dependéncia da coordenada xy correspondente
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Figura 2.6: Detalhe das distribui¢oes emergentes para valores de ¢ = 0,0.1,0.2,...,0.9 e 0.99
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Figura 2.7: Detalhe das distribui¢oes emergentes para valores de ¢ = 0,0.1,0.2,...,0.9 e 0.99
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Figura 2.8: Dependéncia de xg com ¢ para vérios valores de p e N = 300. Na figura inserida,

detalhe do caso p = %

ao maximo das distribuigoes f(z;p, q). Note-se o efeito de saturagdo quando p < %, onde
para uma fracao dos valores de ¢ (comegando por ¢ < 1) temos que zo = 1. Na figura
inserida mostramos o interessante resultado correspondente a p = %, que indica que existe
um certo deslocamento no valor de xy para quase todos os valores de ¢g. Isto em parte

reflete a assimetria encontrada na distribuicao emergente f(x).

Esta assimetria pode ter relacdo com a escolha particular da funcao g-produto feita na
Eq.(2.17) e utilizada para determinar os elementos iniciais na construcao dos ry,. Também
tem de se considerar a possibilidade de que este efeito seja causado pela eleicao arbitraria

de . Uma tarefa pendente é determinar a influéncia destes fatores nas distribuigoes
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q=03 q=07

Figura 2.9: Dependéncia de Spg com o nimero de elementos N para ¢ = 0.3 e ¢ = 0.7. O

crescimento é linear, indicando uma produgao de entropia finita para g = 1.

emergentes e em particular nas ¢g-Gaussianas.

Extensividade de S,

Na Fig. 2.9 mostramos como varia Sgg com o nimero de elementos N. O crescimento
é linear, o que significa que a producao de entropia por unidade de tempo é finita para
g = 1, e portanto verifica o comportamento esperado pela teoria de BG. Esforgos nesta
direcao estao sendo feitos usando outras possibilidades para construir as correlagoes entre
os elementos. Algumas destas possibilidades mantém certa invariancia de escala, outras

abordam o problema com restricoes ainda maiores. Em geral, se encontram distribuicoes
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que nao sao necessariamente Gaussianas nem Lévy, como no caso do modelo aqui apresen-
tado. Em particular, para certos modelos onde se aumenta a influéncia das correlagoes,
tem se encontrado taxas de produgao de entropia finitas para ¢ # 1, como no caso do
mapa logistico [61]. Estes resultados preliminares indicam que a introducao de correlagdes
globais leves em um sistema podem levar a distribuicoes emergentes nao-Gaussianas, mas
que nao alteram o indice ¢ da entropia que deve-se usar. Por outro lado, se as correlagoes
sao suficientemente fortes, podem afastar o valor do indice ¢ da unidade.
Finalmente, queremos destacar que este trabalho tem contribuido a recente ¢-generalizagao

do TLC [73], para a qual o caso discutido aqui é um caso especial.



Capitulo 3

Sistemas conservativos discretos

Neste capitulo introduzimos um sistema de N mapas standard global e simpleticamente
acoplados localizados em uma rede regular de uma dimensao [67, 66]. O acoplamento é

@ sendo r a distancia entre os mapas. Dessa maneira,

modulado através de um fator r—
as interagoes sao de longo alcance quando 0 < o < 1 e de curto alcance quando o > 1.
Estudamos a sensibilidade as condicoes iniciais para as distintas configuragoes da interagao
em funcao do alcance da interacao. Verificamos que o sistema apresenta platos meta-
estaveis cuja duragao diverge no limite termodinamico. Estes resultados estao relacionados
com importantes conjecturas contidas na mecanica estatistica nao-extensiva. Além disso,

sugerem fortes similitudes entre o modelo apresentado e o Hamiltoniano a-XY, também

estudado por este formalismo.

3.1 Mapas dissipativos, mapas conservativos e siste-

mas Hamiltonianos

Como comentamos em capitulos anteriores, a mecanica estatistica nao-extensiva tem sido
amplamente aplicada em sistemas dinamicos nao-lineares (2, 40, 38|, j4 que estes sao um
dos caminhos mais tteis e comummente usados para modelar fenomenos complexos. Os

sistemas Hamiltonianos, por exemplo, fazem parte do nucleo da fisica e, portanto, sua
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relevancia é evidente. Existe um ntumero importante de resultados na literatura indi-
cando que certos modelos conservativos (por exemplo, o modelo a-XY [80, 85], o modelo
a-Heisenberg [41, 42], e modelos tipo o gés Lennard-Jones [43]) podem apresentar com-
portamentos que se afastam do estabelecido pelo formalismo de BG. Para certas classes
de parametros e condicoes iniciais, este tipo de sistema é impedido de acessar o estado
de equilibrio final esperado para tempos finitos quando se toma o limite N — oco. Em
outras palavras, se o limite N — oo é tomado antes do limite ¢ — oo, o sistema deixa
de ser ergddico. Esta nao-ergodicidade também se reflete em outros aspectos anomalos
apresentados por estes sistemas Hamiltonianos, como por exemplo FDP de momentos nao-
Gaussianas, calor especifico negativo, envelhecimento (aging), entre outros [82, 44, 84, 83].

Por outro lado, outros sistemas dinamicos mais simples, como por exemplo mapas, tém
surgido em diversos contextos, freqiilentemente exibindo novos e interessantes resultados.
Entre estes sistemas se destacam o mapa logistico, o mapa standard, conjuntos de estes
mapas acoplados, gas de Lorentz discretizado, entre outros [46, 55].

Sistemas dinamicos tanto de baixa quanto de alta dimensionalidade tem sido estudados
no contexto da mecanica estatistica nao-extensiva, exibindo muitas ligacoes com dinamicas
Hamiltonianas [54, 66, 65]. E muito bem sabido que o ntimero de graus de liberdade de um
sistema define as possibilidades que a sua dinamica pode abordar. Enquanto muito se sabe
para sistemas com poucos graus de liberdade, a situacao é bem mais complicada quando
muitos graus de liberdade estao envolvidos. Isto é em parte conseqiiéncia do crescimento
extremadamente rdapido da dimensao do espaco I' de fases, d. Além disso, o estudo de
sistemas de muitos corpos com tempo continuo pode ser uma tarefa de muita dificuldade,
senao impossivel, devido ao consideravel tempo computacional que é preciso para integrar
as equagoes de movimento. Isto é particularmente verdadeiro quando forcas de longo
alcance sao incluidas, ja que nao se pode desprezar nenhuma interacao entre os elementos.

Uma alternativa para este problema é a substituicao do sistema de tempo continuo
em sistemas mais simples de tempo discreto, por exemplo mapas, que conservam muitas
das caracteristicas mais relevantes da fisica do sistema original. Esta substituicao estd, de

fato, justificada interpretando o sistema de mapas como a intersecc¢ao (no espaco I' de fases
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de Gibbs) de um plano de Poincaré com a érbita de um Hamiltoniano de uma dimensao
maior.

Tem-se demonstrado que os conceitos da mecanica estatistica nao-extensiva tem tido
um papel importante em sistemas de mapas no limiar do caos. Por exemplo, o arquetipico
mapa logistico [46, 72] (dimensao do mapa n = 1, dissipativo, ndo-linear) é um dos mais
importantes sistemas dinamicos dissipativos e tem sido descrito com muito sucesso. Em
parte pela sua simplicidade, este mapa é usualmente utilizado para ilustrar muitas das
caracteristicas mais importantes do caos. Em trabalhos recentes, Robledo e Baldovin [55]
tem provado analiticamente, usando técnicas do grupo de renormalizagao, que a dinamica
do mapa logistico no seu ponto critico é bem descrita dentro do formalismo da mecanica
estatistica nao-extensiva. A sensibilidade as condigoes iniciais é uma fungao g-exponencial
e esta relacionada com a producao de entropia através de uma identidade tipo Pesin ¢-
generalizada, vinculando a sensibilidade as condigoes iniciais com a g-entropia S, com
q = 0.2445 ..., vinculada as constantes de Feigenbaum do sistema.

Por outro lado, o mapa logistico com ruido (uma generalizacao tipo Langevin do mapa
logistico usual) tem sido estudado em rela¢do a processos de relaxagao de dois passos in-
cluindo envelhecimento (apresentando interessantes pontos em comum com dinamica lenta
de vidros [56]). Outros aspectos do formalismo da mecénica estatistica nao-extensiva tem
sido estudados também no caso mais geral da familia de mapas z-logisticos unidimensionais
considerando a natureza fractal do atrator [57]. Em relagao a sistemas dissipativos de ma-
pas de duas dimensoes (n = 2) (como o mapa de Hendén ou sua versao linearizada. o mapa
de Lozi), os resultados indicam que apresentam o mesmo valor de ¢ que o mapa logistico,
sugerindo portanto, uma classe de universalidade comum [58]. Considerando sistemas de
mapas conservativos de duas dimensoes (n = 2) um exemplo muito interessante tem sido
estudado, o mapa triangulo de Casati-Prosen (mizing, ergddico, mas com um expoente de
Lyapunov que se anula), em conexao a entropia S, onde g = 0 [74].

Focando ainda em sistemas conservativos discretos, este tipo de relaxacao de dois passos
também tem sido encontrado no mapa standard de Chirikov-Taylor, um paradigma para

sistemas simpléticos de duas dimensoes, do qual acrescentaremos uma discussao mais de-
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talhada na préxima secao. Este sistema tem sido estudado do ponto de vista da mecanica
estatistica nao-extensiva, em particular acoplando N mapas, com valores de N = 2 até
N =500 [76, 65, 75, 34].

A modo de ilustracdo, a Fig. 3.1 mostra a evolu¢ao da temperatura dinamica (a se-
guir, apropriadamente definida) para um, dois, e muitos mapas standard acoplados, para
varios valores do parametro nao-linear do sistema. O acoplamento é simplético através dos
momentos (ver [54, 65, 76]). Na Fig. 3.2 mostramos o mesmo sistema para varios valores
do nimero de mapas acoplados. Pode-se ver que a relaxacao da temperatura ao valor de
equilibrio depende, para tempos finitos, do valor do parametro nao-linear e do ntimero
de mapas acoplados (parametros que definiremos a seguir). Em particular, para certos
valores destes parametros, o tempo que o sistema permanece no estado de nao-equilibrio

(ou meta-equilibrio) pode ser (arbitrariamente) grande.

Com efeito, para o caso N = 1 (figura acima a esquerda na Fig. 3.1) tem se encontrado
que o tempo de crossover, t., (apropiadamente definido [76]) diverge quando o valor do
parametro nao-linear a tende a uma constante a.. Mais concretamente, no caso de N =1
tem se encontrado que [76] ¢, (a—a.)"*7. Quando N > 1, a, = 0. No caso N = 2, o tempo
diverge como t, ~ a=>?2, e para N = 100, t. ~ a~ " [65]. Um comportamento similar
ocorre com IN. Por exemplo, para o caso a = 0.4, b = 2 o tempo de relaxamento cresce

como t. ~ N2,

Estes resultados exibem o que dentro do formalismo nao-extensivo se conhece como
nao-comutatividade dos limites de tamnho e de tempo. Isto foi conjecturado anos atras por
C. Tsallis [28] em conexdo com sistemas de longo alcance. Com efeito, dada uma funcao
f(t, N) que descreve alguma propiedade macroscépica do sistema, se as interagoes sdo de

curto alcance a ordem destes limites é irrelevante,

lim lim = lim lim . (3.1)
t—oo0 N—o0 N—o00t—00

Por outro lado, se as interagoes sdao de longo alance (ou se por algum outro motivo, o

sistema estd confinado a uma parte nao-trivial do espaco de fases) esta igualdade nao se
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Figura 3.1: Temperatura em funcao do tempo para N mapas standard acoplados, onde N = 1
(acima, esquerda, M = 2592, b nio estd definido, pp = 0.5+ 5 x 107%), N = 2 (acima, direita,
M =1296,b=2,pg = 0.25+5x1073) e N = 500 (abaixo, M = 500, b = 2, pg = 0.25+5x 1073).

verifica,
lim lim # lim lim, (3.2)
t—oo0 N—o0 N—ocot—o00
os limites nao comutam ¢é a forma de abordar o equilibrio pode modificar o estado final do
sistema. Veremos mais exemplos deste tipo de sistemas ao longo deste trabalho.
A nao-comutatividade dos limites, tipica de relaxagoes com estrutura de dois passos [65],
assim como outras caracteristicas anomalas, sugerem a possibilidade de uma correta des-

crigao por parte da mecanica estatistica nao-extensiva. Mas, em todos os casos [75, 65, 76],

o acoplamento tem sido feito através dos momentos. Embora isto possa ter seu interesse,
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Figura 3.2: Temperatura em funcao do tempo para um parametro nao-linear fixo, ¢ N mapas

acoplados. A esquerda N < 50 e a direita N > 50 (a = 0.4,b = 2 em ambos casos).

seria instrutivo considerar um acoplamento nas coordenadas, como acontece em situacgoes
mais realistas.

Neste capitulo introduzimos um novo sistema conservativo de mapas global e simple-
ticamente acoplados de alta dimensionalidade que, como discutimos anteriormente, apre-
senta muitas das caracteristicas importantes da dinamica Hamiltoniana. Nosso propdsito
sera contribuir ao entendimento do papel da mecanica estatistica nao-extensiva nas carac-

teristicas anomalas presentes em sistemas dinamicos com interagoes de longo alcance.

3.2 DMapas simpléticos e teoria KAM

Sistema conservativos apresentam propriedades dinamicas bem diferentes daquelas dos
sistemas dissipativos. Uma destas diferencas é dada pelo fato de que a transicao da caoti-
cidade a regularidade acontece no espaco de fases sem um limiar do caos bem identificado,
mas de uma forma mais complexa onde, tipicamente, estruturas fractais separam camadas
caoticas de regioes regulares. Nesta borda, para uma grande classe de sistemas Hamiltoni-
anos, atua um mecanismo descrito pela teoria de Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM), que

resumimos aqui brevemente.
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Sistemas Hamiltonianos independentes do tempo sao sistemas dinamicos caracterizados
por um numero par de dimensoes d = 2n (n é o ntmero de graus de liberdade) e para
uma unica funcao, o Hamiltoniano H, que determina um conjunto completo de equagoes
diferenciais para as d varidveis. Consideramos um sistema Hamiltoniano continuo com n

graus de liberdade que pode ser escrito na forma [47, 49]:
H:HO(]la--wIn)+€V(]17017---7In79n)7 (33)

onde Hy é integravel ! (I, ..., I,, sdo os seus integrais do movimento), ¢ << 1, ¢ V é uma
perturbagdo nao-linear. Sob determinadas hipéteses (veja, por exemplo, [47, 49]), para
e = 0 as trajetorias ficam confinadas por toros invariantes de dimensao n.

Subconjuntos especiais destes toros sao chamados toros de ressonancia. Especifica-

mente, se introduzimos as freqgiiéncias nao-degeneradas do movimento nao-perturbado wj,

wi=—-— (=1..,n), (3.4)

temos que a condicao
Z mjwj =0 (35)
j=1

(onde m; sdo numero inteiros) define os toros de ressonancia. Cada toro de ressonancia
comporta a formacao de um ciclo de separatrizes. A acao do termo de perturbacao, para
valores suficientemente pequenos de € # 0, deforma toros normais em toros KAM, e,
em relacao aos toros de ressonancia, destroi as separatrizes substituindo-as com camadas
estocdsticas. O espago de fases é composto neste caso por uma complicada mistura de toros
KAM invariantes e de regioes cadticas. Cada regiao cadtica se encontra em contato com um
toro KAM critico cujo coeficiente maximo de Lyapunov se anula, e as érbitas cadticas ficam

repetidamente coladas a estes toros KAM, com uma distribuicao do tipo lei de poténcia dos

'Um sistema Hamiltoniano continuo com n graus de liberdade que ndo depende explicitamente do tempo
é dito integrdvel se tem n integrais do movimento independentes (constantes do movimento globais). Neste
caso, através de uma transformacgao canodnica, o sistema pode ser reduzido em forma normal. Nas novas
coordenadas, chamadas de varidveis de angulo-a¢do, as equagoes de movimento coincidem com aquelas de

n movimentos circulares desacoplados.
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tempos de contato (veja, por exemplo, [50] e referéncias ali sugeridas). Nestas condigdes,
uma das caracteristicas principais do caos Hamiltoniano é a nao-ergodicidade, devida a
existéncia de uma medida finita do volume das ilhas definidas pelos toros KAM. O conjunto
das ilhas é um conjunto fractal chamado de ‘ilhas-em-torno-de-ilhas’ (ver, por exemplo,
[51]) e as camadas estocdsticas, nas vizinhangas das bordas das ilhas, tém um papel crucial
na dinamica do sistema.

Os toros de ressonancia, no espago gerado por wi, .., w,, se encontram na intersecgao

entre o hiperplano definido pela condicao de ressonancia e a hipersuperficie de energia
E= Ho(wl,...,wn). (36)

No caso n > 2 as camadas estocasticas se fundem em uma tnica rede estocdstica conexa que
é densa no espaco de fases para todo € # 0 [49, 50, 51]. Neste caso se podem ter processos
de difusao de Arnold. E importante notar que para n = 2 os toros KAM constituem
barreiras completas para processos difusivos no espaco de fases. De qualquer forma, dentro
do mar estocastico, é possivel também encontrar conjuntos de Cantor, chamados cantoros,

que constituem barreiras parciais para a difusao (veja [52] para detalhes).

3.2.1 Mapas simpléticos

Uma maneira conveniente para estudar sistemas Hamiltonianos ¢é utilizando mapas sim-
pléticos. Para estudar as propriedades de um sistema isolado (por exemplo, em uma
perspectiva microcanonica), pode-se aproveitar o fato que H é constante ao longo de cada
trajetéria e limitar a analise a hipersuperficie de energia constante no espaco de fases,
limitando assim a ordem do sistema para 2n — 1. No contexto da fisica estatistica o
interesse é no estudo das trajetorias recorrentes, ou seja, aquelas trajetérias que voltam
um numero indefinido de vezes as vizinhancas de qualquer parte do espaco de fases que
ja visitaram uma vez. Neste caso se obtém uma importante simplificacao do problema
(especialmente para os experimentos numéricos) considerando uma se¢do de Poincaré do
espago de fases [46, 48]. Isto é obtido seccionando transversalmente a hipersuperficie

de energia constante e considerando as sucessivas intersecgoes de cada orbita com esta
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superficie transversal 2. Desta maneira, passamos de um sistema de tempo continuo de
2n — 1 equacgoes diferenciais para um sistema de tempo discreto de dy; = 2n — 2 equagoes
diferenciais, chamado mapa Hamiltoniano. O mapa G(x) = (G1(x),..., Ga. (X)) assim

obtido é simplético [46, 47]; isto significa que a matriz Jacobiana do mapa,

0G;
DG(x) = ( ) , (3.7)
Ox; ij=1,2,....dc
satisfaz a relagao
DG'IDG =1J (3.8)

onde DGT é a matriz transposta de DG (real), J é a matriz de Poisson definida por

0 I
J= , (3.9)
I 0

e I é a matriz unitaria dg/2 X dg/2. Pode ser demonstrado [47] que a condigao de simple-

ticidade implica a conservacao do volume no espaco de fases:

G\
det <axj) =1. (3.10)

A estrutura simplética implica também no acoplamento em pares do espectro de coeficientes

de Lyapunov, com a propriedade que cada elemento do par é o oposto do outro [46, 47]
(ver 1.4.1).

Se, dado o ponto Xy no espago de fases consideramos um deslocamento infinitésimo ao

longo do vetor tangente yg, a evolugao do vetor tangente

Yir1 = DG(Xt) Y (311)

determina entao a evolucao do deslocamento infinitesimal da orbita, em relacao a érbita

nao-perturbada x,. Em particular, y,;/|yo| fornece a dire¢cao do deslocamento da érbita

2Note-se que em geral érbitas diferentes terao diferentes tempos de recorréncia. Mesmo assim, como
em estatistica estamos tipicamente interessados em caracterizar comportamentos médios de tempo longo,

a secao de Poincaré é uma descrigao significativa destes tipo de propriedade do sistema.
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em relagdo a Xy, e |yi|/|yo| descreve o fator de crescimento. Usando as propriedades

elementares da derivada temos que

yir1 = DG(x)-y:
= DG'(x0) - yo
= DG(x;-1) - DG(x;_2) - ... - DG(xg). (3.12)

O coeficiente de Lyapunov \(xg,uy), para a condigao inicial Xy e a orientacdo inicial do

deslocamento ug = yo/|yol, é dado por

1
A(Xp,up) = lim —1In <M)

t—oo ¢ Yol
1
= lim ;myDGt(xo).uo}. (3.13)

Como o produto de duas matrizes simpléticas A e B é também uma matriz simplética:
(AB)'JAB = Bf(ATJA)B = B'JB = J, (3.14)

temos que DG'(xq) é simplética. Examinamos as implicacdes da propriedade de simpleti-
cidade para os autovalores da matriz. Seja A simplética, os seus autovalores v sao dados

pelas raizes do polinomio caracteristico
D(v) = det(A —~I). (3.15)
Multiplicando a definicdo de matriz simplética por J~1(A")~! do lado esquerdo, temos
A=JYANT. (3.16)
O polinomio caracteristico se torna entao

D(y) = det[J7'(AT)'T —1]]
= det{J'[(A)7 — 1]}
= det[(A")™" —41]
= det(A™! — 1), (3.17)
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ou, seja, os autovalores de A e A~! coincidem. J4 que os autovalores de A e A~! também
sao os inversos um do outro, observamos que devem ocorrer em pares (v,v!). Como os
coeficientes de Lyapunov sao obtidos dos logaritmos da magnitude dos autovalores (A =
In|v|), concluimos que eles aparecem em pares £A.

E interessante notar que um mapa simplético 2n-dimensional é também o resultado de
uma secao de Poincaré no espago de fases de um sistema aberto de n graus de liberdade
com uma Hamiltoniana que depende do tempo periodicamente (veja, por exemplo, [46]).

Tipicamente, o mapa G depende de um ou mais parametros que controlam o regime
dinamico do sistema. Dependendo destes parametros o sistema passa de um regime in-

tegravel para um regime cadtico, atravessando a situacao de transicao descrita pela teoria

KAM.

3.2.2 Mapa Standard

A dimensao mais baixa onde este mecanismo é reproduzido é dada por um mapa bidimen-
sional. Um mapa que neste contexto tem um papel paradigmatico andlogo ao do mapa
logistico para os sistemas dissipativos, é o mapa standard (ou mapa de Chirikov-Taylor)[53],

que ¢é definido pelas equagoes

Ot+1) = p(t+1)+0(t) (mod 1), (3.18)
p(t+1) = p(t) + 5=sin[270(t)]  (mod 1),
onde t = 1,2,..., e a € R é o parametro que controla a caoticidade. Como veremos em

breve, 6 pode ser considerada uma varidavel angular e p um momento angular (mesmo
se definido sob um suporte compacto). Este mapa é integravel para a = 0, enquanto a
caoticidade cresce rapidamente com |a|; para o valor critico a = a, = 0,971635406... tem-se
a quebra do ultimo toro KAM que se estende para todo o intervalo 0 < 6 < 1.

O estudo de mapas simpléticos em geral é realizado para caracterizar as propriedades
recorrentes de classes de sistemas Hamiltonianos sem que seja preciso deduzir de forma
explicita as equagoes do mapa de um Hamiltoniano especifico. Mesmo assim, a titulo de

ilustracao, pode ser interessante introduzir um modelo fisico que gera as Eqgs. (3.18). Por
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isso considere-se a equagao de movimento de um kicked rotor, ou seja, de um péndulo plano
sob a agao de uma forga que atua s6 por valores discretos ¢ = ¢7 (com t = 0, 1, ...) do tempo

continuo t € R:

d*0 -
= + asind Z (t—t7)=0, (3.19)
=0

onde 6 € [0,27) é o angulo. Integrando Eq. (3.19) entre t7 < < (¢t + 1)7, temos

d?0/ i’ = 0, ou seja, df/dt é uma constante que chamamos P, ;. Temos como conseqiiéncia
0@F) = (t—t7) Py +0(t7). (3.20)

Definindo 6(t7) = 6,, obtemos

Et-f—l = T]_)t-i—l +§t (321)

Para obter uma relacao de recorréncia para p,, integramos agora Eq. (3.19) entre t7 — € e

tT + €, onde € é uma quantidade infinitésima:

tT4€ _ 25 _
/ dt {TQ + asin Qt} =0 (e —0). (3.22)
tT—e dt
Como
df df
= — = 3.23
dt . Dt+1 € ai . D, ( )
temos que
Pry1 — Dy +asing, = 0. (3.24)

Substituindo Eq. (3.24) na Eq. (3.21) obtemos finalmente
Ori1 =0+ (p, —asinf;) 7. (3.25)

Considerando 7 = 1 e usando as propriedades de simetria das Eqgs. (3.24) e (3.25), podemos
redefinir as coordenadas no quadrado unitario (mod 1) obtendo a Eq. do mapa standard

(3.18).
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3.3 Um modelo de mapas simpléticos globalmente aco-
plados

Nosso modelo é um conjunto de N mapas standard simpleticamente acoplados, onde a

escolha particular é feita através das coordenadas,

Oi(t+1) = 6;(t) +pi(t+1) (mod 1),

pi(t+1) = pi(t) + 5= sin[2m0;(t)]+

(3.26)
N
b sin[27(0; (£)—6, (1))]
2N “ e ’ (mOd 1)’
Jj=1 *
J#i
onde t é o tempo (discreto) t = 1,2,.... O parametro a é o parametro usual de nao-

linearidade do mapa standard individual, enquanto que o parametro b modula a intensidade
global do acoplamento de longo alcance. Ambos parametros contribuem a nao-linearidade
do sistema e ele se torna integravel quando a = b = 0. Para descrever o sistema em um
espago de fases finito consideramos, neste caso também, somente o toro (mod 1). Os mapas
sado localizados regularmente em uma rede de uma dimensao (6 = 1), com condigoes de
borda periddicas. A distancia 7;; é a distancia minima entre os mapas 7 e j, portanto, pode

variar entre a unidade e % (%) quando N é par (impar). Como conseqiiéncia, o regula o
alcance da interacdo entre os mapas. A soma das interagoes é global (ou seja, inclui todos
os mapas), e portanto os casos limites @« = 0 e @ = oo correspondem a alcance infinito e
alcance de primeiros vizinhos respectivamente. No caso geral, a/d < 1 (a/d > 1), significa
acoplamento de longo (curto) alcance, sendo § a dimensao da rede subjacente (no nosso
caso é 6 = 1). Note-se que r;; é uma quantidade constante que, modulada através da
poténcia «, entra na Eq. (3.26) como uma constante de acoplamento efetiva independente
do tempo.

, . (. o N _
O termo de acoplamento é normalizado pelo maximo valor da soma N ~ fl dr r=® =

Nl-a_q
11—«

, para que a soma seja uma quantidade nao-divergente quando N — oo (ver [77, 85]

para mais detalhes).
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3.3.1 Carater simplético do acoplamento do sistema

Como vimos na segao 3.2.1, se G(x) denota o sistema de mapas, entao G é simplético se

sua matriz Jacobiana DG(x) satisfaz a relagao [46]:
DG (x)"IDG(x) = J, (3.27)
onde o superindice 7" indica a matriz transposta, e J é a matriz de Poisson.

Em particular, em nosso modelo

I I
DG = , (3.28)

B (I+B)

onde x é o vetor de 2N dimensdes x = (p, ), e

Ko, ¢ CN1
cia Ko, ... ¢
po| o Ko, 029
CiIN  ConN KeN
com
b 2m(0;(t) — 0,;(t
Kei :acos[QﬂQi(t)]+TZCOS[ 7T( ( ) J( ))]’
N — r&
J#i 4
e
b cos[2m(0;(t) — 0;(t))]
Cij = Cji = ——= o )
N Tij
onde 7,7 = 1,..., N. Uma conseqiiéncia da Eq.(3.27) é que o determinante Jacobiano

IDG| = 1, indicando que nosso sistema G preserva o (hiper)volume. Pode-se ver que,

DG' = b B : (3.30)
I (I+B)
portanto
DG’J = 5oy (3.31)
—(I+B) I

esta quantidade, multiplicada (pelo lado direito) pela matriz (3.28) é igual a J. Por-

tanto, nosso sistema ¢é simplético. Em conseqiiéncia, os 2N expoentes de Lyapunov
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A1 = A, Ao, A3, ..., Aoy sao acoplados por pares como segue: A\ = —Aony > Ao = —Aoy_1 >
o 2 ANy = —Anyi1 > 0. Em outras palavras, como funcao do tempo, um comprimento

Mt uma drea infinitesimalmente pequena di-

infinitesimalmente pequeno diverge como e
verge como eM 22 um volume infinitesimalmente pequeno diverge como e1tA2+23)t
hipervolume N dimensional infinitesimalmente pequeno diverge como el Mt (vazl A
sendo de fato igual a taxa da entropia de Kolmogorov-Sinai, de acordo com a identidade de
Pesin), um (N + 1) hipervolume de (N + 1) dimensdes infinitesimalmente pequeno diverge
Lot

como e(Xia , e assim em diante. Por exemplo, um hipervolume de (2N — 1) dimensdes

At

diverge como e*'*, e finalmente o hipervolume de 2N dimensoes permanece constante,

portanto recuperando a natureza conservativa do sistema.

Como antecipamos anteriormente, modelos similares ja foram estudados na literatura
para o caso « = 0, mas em contextos diferentes [66, 78, 79]. Esta eleigdo particular para
o acoplamento foi feita visando comparar certas quantidades com sistemas Hamiltonianos
de muitos corpos. De fato, é possivel obter o conjunto de mapas implementando um
procedimento de discretizacao ao modelo a-XY com um campo externo (para mais detalhes
ver [79, 46]).

Como conseqiiéncia de ter (N — 1) termos na soma do acoplamento e o fato de que
ha N mapas os tempos que requerem as simulagoes é da ordem O(N?). Por esta razao,
simular numericamente o sistema (3.26) para valores grandes de N ndo é uma tarefa facil.
Para resolver este problema, aplicamos um algoritmo de cdlculo que aproveita a simetria
da matriz de acoplamento R;; = Rj; da rede [89] e que encurta o tempo computacional a

O(Nlog N). A implementacao deste algoritmo estd detalhada no apéndice A.

O papel das condigoes iniciais

Em todas as nossas simulagoes usamos condicoes iniciais aleatdrias para as coordenadas
e os momentos, sendo em ambos os casos escolhidas das distribuicoes uniformes 6; €
[0 — 06, Oy + 06] e p; € [po — dp, po + 0p]. Para as coordenadas usamos sempre condigdes

iniciais homogeéneas, ou seja, 6y = 0.5, 66 = 0.5. Para os momentos nos concentramos
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em dois casos: no estudo da sensibilidade as condigoes iniciais, usamos uma distribuicao
homogénea em todo o espaco de fases (pg = 0.5, dp = 0.5). Para o estudo da relaxacdo ao
equilibrio usamos uma faixa estreita onde py = 0.3, e dp = 0.05.

Checamos também outras combinagoes de condigoes iniciais, por exemplo distribuicoes
de coordenadas nao-homogéneas do tipo 6y = 0.3, 66 = 0.05. Os resultados relacionados
com sensibilidade as condic¢Oes iniciais sao, para tempos suficientemente longos, indepen-
dentes da elei¢ao das constantes pg, dp, qo € dq. Por outro lado, sao fundamentais na maneira

em que o sistema relaxa ao equilibrio, embora sejam qualitativamente similares.

3.4 Sensibilidade as condicoes iniciais

Para analisar a sensibilidade as condicoes iniciais estudamos numericamente o maximo co-
eficiente de Lyapunov (MCL, Eq.(3.13)) e a sua dependéncia com os diferentes parametros
do sistema a, b, « e N. Usamos o método usual desenvolvido por Benettin e outros [91].

Como mencionamos anteriormente, uma conseqiiéncia da estrutura simplética de (3.26)
é que o espectro de Lyapunov no espaco de fases de 2N dimensoes esta caracterizado por
N pares de coeficientes de Lyapunov, onde cada elemento do par é o negativo do outro.
Portanto, o MCL estabelece o limite maximo que o valor absoluto de cada coeficiente do
espectro pode ter.

Nos concentramos na evolugao do MCL para diferentes valores de N comegando com
0y = 0.5, 00 = 0.5,p9 = 0.5 e op = 0.5 V. Em uma realizacao tipica, o MCL de tempo
finito, Aps, € um bom estimador do MCL (no sentido que as duas quantidades coincidem
quando t — oo [92]). Fazemos médias em vérias realizagoes (tipicamente 100) para diminuir
as flutuacoes estatisticas. Verificamos que, para tempos suficientemente longos, \p; nao
depende das condigdes iniciais escolhidas [93].

Na Fig. 3.3 mostramos uma realizacao tipica do calculo para o MCL em funcao de N,
para « = 0 (alcance infinito, ou campo médio). Observamos que depois de um transiente
o MCL tende a alcancar um valor definitivo. Na figura inserida vemos que a dependéncia

com o numero de mapas acoplados é uma lei de poténcia. Em particular, quando N — oo,
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Figura 3.3: Méximo coeficiente de Lyapunov em fungao do tempo para o = 0, e vérios valores

de N. Na figura inserida, a dependéncia com N e tipo lei de poténcia.

Na Fig. 3.4 mostramos a dependéncia de A\y; com N para diferentes valores do alcance
da interacao « e valores fixos dos parametros a = 0.005, b = 2. Nossos resultados mostram
que, para o S 1, o valor de Ay tende para zero para valores crescentes de N (e portanto,
o resto do espectro de Lyapunov também) com uma dependéncia é tipo lei de poténcia
Ay ~ N Paraa>1, k=~ 0e \y é uma constante positiva. Este resultado mostra
que o sistema apresenta caos fraco no limite termodinamico quando as interagoes sao de
longo alcance (A\y; — 0 quando N — o0) enquanto que, para interacgoes de curto alcance,
Ay permanece positivo para qualquer N significando uma dinamica fortemente cadtica
(como esperado [94, 95, 129]).

E interessante notar que este resultado é muito similar aquele deduzido analiticamente

(e também calculado numericamente) para o modelo a-XY [90], sugerindo uma dinamica
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Figura 3.4: Dependéncia do coeficiente de Lyapunov com o tamanho do sistema N em escala

(@) As condicdes iniciais usadas foram 6y = 0.5,

duplo-logaritmica, que mostra que Ay ~ N~
00 = 0.5, pg = 0.5 e dp = 0.5. Os parametros fixos foram a = 0.005 e b = 2. Fizemos médias em
100 realizacoes. Na figura inserida mostramos x em funcao de «, onde se verifica que o sistema

tem um regime de caos fraco quando a 5 1.

similar. De fato, como se afirma em [86], este tipo de escalamento é tipico de sistemas
com acoplamentos da forma 1/r®. Simulagoes preliminares sugerem que o fato da regiao
de caos fraco se estender um pouco por cima do valor o = 1 é consequéncia de efeitos de

tamanho e tempo finitos.

A dependéncia de \jy; com o parametro nao-linear a para diferentes alcances da in-

teragao « ¢ mostrada na Fig. 3.5. Pode se ver que para a < 1, A\j; decresce quando
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Figura 3.5: Dependéncia do coeficiente de Lyapunov com a para diferentes valores de «. As
constantes fixas sao N = 1024 e b = 2. Condigoes iniciais correspondem a 6y = 0.5, 66 = 0.5,

po = 0.5 e op = 0.5. Fizemos médias entre 100 realizacoes.
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a aumenta e satura quando a < 1. Isto ilustra a influéncia do termo de acoplamento
nao-linear. Para valores de a crescentes a sensibilidade as condigoes iniciais aumenta. Por
outro lado, o valor de a quase nao tem efeito quando o > 1, onde o Aj; é aproximadamente
constante para todo valor de a. Quando a > 1, aparece um pequeno incremento de Ay,
quando « > 1 (similar ao caso de @ =~ 0), mas o efeito é muito menor (na escala usada na
Fig. 3.5 nao é perceptivel).

Na Fig. 3.6 exibimos a dependéncia com o parametro de acoplamento b em fungao de
. Para valores altos de b (b>> 1) A\yy = ¢(a) b%% Va, onde ¢(a) é uma fungio nao-linear.
Simulacoes preliminares mostram que este expoente quase nao muda com a e N, o que
sugere a possibilidade de que seja universal. No caso b = 0, verificamos que Ay, = 0, Vo
Quando « > 1 este escalamento é valido até para b < 1. Por outro lado, se a <1le b < 1
verificamos um afastamento desta lei de poténcia.

Nossa caracterizacao ilustra o fato de que no caso geral, a sensibilidade as condigoes
iniciais estao fortemente influenciadas pelo alcance das interacoes. As érbitas sao clara-
mente cadticas no caso de curto alcance (como esperado) e encontramos evidéncias de que
o MCL se anula no limite termodinamico, quando o alcance é longo, mostrando um regime

de caos fraco.

3.5 Relaxacao ao equilibrio

Como se explicou anteriormente, o sistema (3.26) é simplético, portanto o volume se pre-
serva no espaco de fases I', como no caso Hamiltoniano. Por esta razao podemos interpretar
6 como um “angulo” e p como “momento”. Definimos, em analogia a temperatura, o dobro
da energia cinética média por particula [76, 66],

N

T(t) = = 3 (W3(0) — mi(0)?). (3.32)
N

i=1
onde () significa médias no ensemble. Esta quantidade é claramente diferente da tempera-
tura fisica e deve ser interpretada como uma analogia dinamica. Chamaremos temperatura

de Boltzmann-Gibbs, Tgq, a temperatura associada a uma distribuicao uniforme no espaco
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Figura 3.6: Dependéncia do coeficiente de Lyapunov com b em escala duplo-logaritmica. Os
parametros fixos do sistema sdo N = 1024 e a = 0.005. As condigoes iniciais correspondem a
0o = 0.5, 60 = 0.5, pop = 0.5 e op = 0.5. Fizemos médias entre 100 realizacGes. Na figura inserida

mostramos a mesma dependéncia em uma escala duplo-linear, incluindo a origem.
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de fases completo. Esta quantidade pode ser calculada analiticamente,

N 1 1 2
1
Tpe =~ / dp; p* — / dpipi ) | =1/12~0.083 (YN). (3.33)
N i=1 0 0

Estudamos a evolucao da temperatura dinamica 7', como no caso da sensibilidade as
condigoes iniciais, para valores diferentes dos parametros do sistema, focando na relaxagao
a Tsg. Usamos como condigoes iniciais uma distribuicao homogénea para as coordenadas
e uma faixa estreita para os momentos, centrada em py = 0.3 e com largura op = 0.05.

Nossos resultados mostram qualitativamente o mesmo tipo de relaxacao apresentado
nas Figuras 3.1 e 3.2, com presenca de platos dependentes dos parametros do sistema. Em
particular, se verifica também neste modelo a nao-comutatividade dos limites N — oot —
00.

A maneira em que a relaxacao ocorre depende fortemente das condicoes iniciais. Por
exemplo, usando py < 1 faz com que o sistema alcance uma temperatura maior a Tpq
de uma maneira artificial (embora sé temporariamente), como conseqiiéncia das condi¢oes
de contorno periédicas (toro (mod 1)). Em geral, diferentes condices iniciais produzem
diferentes perfis de relaxacao, mas o escalamento com o tamanho do sistema N perma-
nece comparavel. Também checamos distribui¢oes de coordenadas nao-homogéneas como
condigdes iniciais, principalmente (6y = 0.3, 6 = 0.05) e obtivemos resultados similares
aos conseguidos com as distribui¢oes homogéneas. Embora o valor da temperatura no
estado meta-estavel nao é tao baixo quanto no caso homogéneo, aparecem também neste
caso platos quase-estacionarios de longa duragao (muito parecidos aos que aparecem no
caso @ = 0 do modelo a-XY, também conhecido como Hamiltoniano de campo médio
(HMF, em inglés), no caso de magnetizagao inicial M = 1 [96]). Voltando as condigoes
iniciais com coordenadas nao-homogéneas, a duracao dos platos tém um escalamento com
N qualitativamente similar ao caso homogéneo. Neste trabalho escolhemos um conjunto
de condigoes iniciais que facilitaram a posterior andlise ja que neste caso em particular a
relaxacao tem s6 um ponto de inflexao.

Na Fig. 3.7 mostramos a evolucao da temperatura para os casos « = 0.6 e « = 2 e

para diferentes valores do tamanho do sistema N = 10%,4 x 10%,10%,4 x 10%. As quatro
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Figura 3.7: Figura superior: Evolu¢ao da temperatura para o = 2 e a = 0.6 e quatro tamanhos
do sistema N = 10%,4 x 10%,10%,4 x 102. As condicdes iniciais correspondem a 6y = 0.5, 60 = 0.5,
po = 0.3 e dp = 0.05. Os parametros fixos sao a = 0.05 e b = 2. Para a = 2 as quatro
curvas coincidem quase completamente, todas com uma relaxacao muito rapida a Tgg. Para
a = 0.6 mostramos os mesmos tamanhos, em ordem crescente na direcao da seta. Figura inferior
esquerda: tempo de crossover t. em funcao do tamanho N, mostrando uma dependéncia tipo lei
de poténcia t, ~ NP com B(a) > 0. Figura inferior direita: 3(c) em funcio de a, onde se
verifica que para interacao de longo alcance a duracao dos estados quase-estacionarios divergem

no limite termodinamico. Notamos que quando a =0, § =1, e entao t, x N.



3.5 Relaxacgao ao equilibrio 63

curvas que marcadas pela seta correspondem ao caso a = 0.6. O tempo em que ocorre a
relaxacao é proporcional ao tamanho, sendo entao a primeira, da esquerda para a direita,
o caso N = 100. As quatro curvas que correspondem a « = 2 relaxam aproximadamente
ao mesmo tempo, de maneira que parecem uma curva s6. Para a = 0.6 obtém-se uma
tipica relaxacao em dois passos. Definimos o tempo de crossover, t., de um estado quase-
estacionario ao estado de equilibrio final BG como o tempo no qual se produz o ponto
de inflexao da temperatura dinamica, ou seja, o tempo no qual a derivada temporal de
T(t) é maxima. A dependéncia de t. com N para esta eleicio de parametros e condigdes
iniciais mostra-se na figura inferior esquerda de 3.7. O tempo de crossover possui uma lei
de escalamento t, ~ N%(® Va. Para a Z 1, B(a) ~ 0 e portanto t. permanece constante
(como mostra o caso o = 2 na Fig. 3.7). Para a T 1, f(a) > 0, ou seja t. diverge
no limite termodinamico N — oo. Este resultado indica que, para interacoes de longo
alcance, os limites t - co N — oo e N — 0ot — 00 nao sao equivalentes, e mostra que
estes estados quase-estaciondrios tornam-se permanentes (e portanto, relevantes) quando

N — o0o. Novamente, a mesma situac¢ao se encontra no modelo a-XY [85].

Finalmente, estudamos a dependéncia de t. com o parametro a para diferentes valores
de «, fixando o parametro de acoplamento b = 2 e o tamanho N = 100. Neste caso,
assim como nas outras situagoes analisadas ao longo do capitulo, comportamentos muito
diferentes se obtiveram para interacoes de curto e longo alcance. Para a > 1, o valor
de t., no limite a — 0, tende a um valor finito. A situacao é diferente no caso de longo
alcance onde, para o < 1, o tempo de crossover ¢, tem um escalamento tipo t. = d(«a) a4
sendo d(«) uma fungao nao-linear. Calculos preliminares mostram que o afastamento para
o caso a = 0.9 para a < 1 é devido a efeitos de tamanho finito. Esta lei de escalamento
poe em evidéncia que para interacoes de longo alcance e o valor do parametro nao-linear
a tende a zero, o tempo t. diverge, ou seja, o sistema permanece no estado meta-estavel

indefinidamente.
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Figura 3.8: Dependéncia da temperatura com a. Constantes fixas sao N = 100, pg = 0.3,

0p = 0.05 e b = 2. Fizemos médias de 100 realizagoes.
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3.5.1 Confinamento no espaco de fases

O estudo de realizacoes tnicas tem mostrado estruturas interessantes no relaxamento ao
equilibrio. Na Fig. 3.9 (acima), mostramos a evolu¢ao da temperatura para valores tipicos
dos parametros do sistema.

O resultado sugere que ocupagao do espago de fases p (o espago de fases de um mapa)
é feita por etapas, onde o sistema permanece certo tempo At com uma temperatura T’
e depois passa a ocupar um volume maior do espaco, onde novamente permanece certo
tempo e assim sucessivamente. Note-se que, embora a andlise s6 descreve o que acontece
no espacgo i, também reflete indiretamente a evolugao do sistema no espaco I'.

Na Fig. 3.9 (abaixo) apresentamos outra situagao, também para uma tnica realizagao.
Pode-se ver que a temperatura permanece confinada em uma regiao (estreita) do espago
de fases e, abruptamente, passa a ter uma ocupacao maior. O comportamento do MCL
indica que a sensibilidade as condigoes iniciais na primeira regiao é diferente (menor) ao
valor de equilibrio, também apresentando uma variacao brusca quando o sistema sai do
confinamento inicial.

Estes resultados indicam a possibilidade de que as relaxacoes de dois passos carac-
teristicas destes sistemas possam ser conseqiiéncia de confinamento das realizacoes indivi-
duais. Mais precisamente, se cada realizacao tem tempos diferentes de escape do confina-
mento no espaco de fases, a média mostrara uma relaxagao continua equivalente a estudada
usualmente. Mas o estudo detalhado de como se produz esta ocupacao por etapas pode ser
importante para esclarecer a dinamica de muitos corpos em sistemas discretos. A pesquisa
futura deve focar no estudo sistemético dos tempos At(7'), e sua relagdo com os parametros
do sistema e as inferéncias que possam se fazer em relacao a dinamica no espago I' de fases

no contexto da mecanica estatistica nao-extensiva.
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Figura 3.9: Acima, temperatura em func¢ao do tempo para uma tunica realizagao individual. Os
parametros da realizacao sao: N = 100, a = 0.6, a = 0.005, b = 2 com condigoes iniciais definidas
por pg — 0.3 e dp = 0.005. Abaixo, temperatura e maximo coeficiente de Lyapunov em fungéo
do tempo para uma realizagdo individual. As duas quantidades permanecem quase-estaciondrias

até o sistema se “liberar” e relaxar ao equilibrio, préximo ao tempo ¢t = 4 x 10°.



Capitulo 4

Sistemas conservativos continuos

Neste capitulo estudaremos um sistema arquetipico conservativo de longo alcance, o Ha-
miltoniano de campo médio. Sabe-se que, que a evolucao deste sistema apresenta, como no
modelo introduzido no capitulo anterior, estados meta-estaveis de longa duracao. Analisa-
mos as funcoes de densidade de probabilidade dos angulos dos rotores assim como sua di-
fusao [69]. A partir desta perspectiva, discutimos a relaxagao ao equilibrio e mostramos que
o movimento difusivo nas trajetorias dos estados quase-estacionéarios dependem fortemente
do tamanho do sistema. Em uma segunda parte do capitulo, apresentaremos indicagoes
relativas ao principio zero da termodinamica nos estados quase-estacionarios. Finalmente
discutimos a possibilidade de medir a temperatura destes estados fora de equilibrio usando

um termometro cujos elementos tém interagoes de curto alcance.

4.1 Sistemas Hamiltonianos com interacoes de longo

alcance

As propriedades de sistemas com interagoes de longo alcance (sistemas gravitacionais, sis-
temas Coulombianos, sistemas dipolares, fracturas, sistemas finitos) ainda permanecem
sem ser esclarecidas completamente, embora este tipo de sistemas seja muito importante

pela variedade de fenomenos que representam. O principal desafio é a construcao de uma
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termodinamica que descreva corretamente estes sistemas e consiga explicar as similaridades
e diferencas dentro da mesma classe de sistemas de longo alcance. Este é um dos pontos
de maior interesse dentro do formalismo da mecanica estatistica nao-extensiva, que tenta
combinar as ferramentas estatisticas com uma abordagem fundamentalmente dinamica.
Algumas das caracteristicas muito interessantes deste tipo de sistema sao, inequivalen-
cia de ensemble microcanonico e canénico (associada a calor especifico negativo), estados
quase-estaciondrios com temperaturas diferentes a esperada (como vimos no capitulo an-
terior para sistemas discretos) entre muitas outras. A formula¢do de um formalismo que
possa descrever este tipo de sistemas é de fundamental importancia e, portanto, é de grande
interesse estudar modelos simples que conservem as caracteristicas. Um desses modelos é
o Hamiltoniano de Campo Médio (HCM), um sistema formado por rotores cléssicos pla-
nares, com variavel dinamica angular § e momento angular conjugado p (onde assumimos
momento de inercia unitario). Este modelo é uma versao inercial do modelo ferromagnético

XY de spins e serd detalhado a seguir.

4.2 Difusao anomala e distribuicoes nao-Gaussianas

no modelo HCM

No contexto da teoria de transportes, o fenémeno de difusao tem sido mais largamente
estudado desde o final da década de 60 e tem atraido a atengao de muitos pesquisadores
nos ultimos anos gragas a sua universalidade na natureza.

Em particular, ela joga um papel fundamental na analise de uma grande classe de siste-
mas tais como difusdo em plasma [99], difusao em fluidos turbulentos [100, 101}, transporte
de fluidos em meios porosos [102], difusao em fractais [103], difusdo andémala em superficies
liquidas [104], anélise de histogramas de batidas do coragao em individuos saudaveis [105]
e no estudo da energia vibracional em proteinas [106], entre outros sistemas fisicos.

Por outro lado, como vimos no capitulo anterior, sistemas com interacoes de longo

alcance constituem um tema de pesquisa muito interessante porque freqiientemente exibem
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uma variedade de caracteristicas dinamicas e termodinamicas muito diferentes em relacao
aos sistemas com interagoes de curto alcance (ver [107] para uma revisao deste tema). Um
modelo interessante que oferece a possibilidade de investigar alguns dos pontos relacionados
com interagoes de longo alcance é o modelo HCM [81, 83, 84, 89, 85, 86].

Este modelo consiste em N rotores classicos definidos no plano, interagindo através
de um acoplamento de alcance infinito e portanto igual para todos os rotores (campo
médio). As varidveis dinamicas de cada rotor i sdo o angulo 6; e seu momento conjugado
p;. Sem perda de generalidade, os momentos de inércia se consideram igual a unidade. Seu

Hamiltoniano é
N

H= %;pi+% > 1 —cos(0; — 0;)].- (4.1)

ij=1

O modelo pode ser interpretado como uma versao do modelo ferromagnético XY com
uma dinamica newtoniana propria. Embora aqui o alcance das interacoes seja infinito, tem
se demonstrado que o HCM se comporta qualitativamente, em muitos aspectos, como 0s
modelos andlogos com interagoes de longo alcance (finito) [85].

Por esta razao, ainda simples, reflete muitas das caracteristicas de sistemas reais com
interagoes de longo alcance tais como galdxias e gases de plasma [107].

O equilibrio termodinamico deste modelo pode ser resolvido no ensemble canonico.
Apresenta uma transicao ferromagnética de segunda ordem, desde uma fase de agrupa-
mento a baixas energias até uma fase homogénea de altas energias. A transicdo ocorre na
temperatura critica T, = 0.5 e energia especifica critica e. = 0.75 [80].

Porém, para certas classes de condigoes iniciais, se sabe que o sistema pode ficar
preso em estados onde as quantidades macroscopicas médias permanecem aproximada-
mente constantes por longos periodos de tempo com valores diferentes aos esperados
no equilibrio. Isto acontece, por exemplo, numa classe de condi¢oes iniciais muito usa-
das na literatura [80, 96|, chamada de waterbag. Este tipo de condigdes iniciais con-
siste em 0; = 0y, Vi = 1...N (ou seja alinhados e onde, sem perda de generalidade,
0o = 0) e momentos tomados aleatoriamente de uma distribuigdo uniforme apropriada,

{pi} € [—¢,c],Vi, onde ¢ é uma constante. A constante ¢ é definida através do Hamil-
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toniano (4.1), fixando a energia especifica H (p;,0;) = >, p?/2 = Ne. Adicionalmente, o
conjunto dos momentos é deslocado para satisfazer P =) . p; = 0, e eliminar o movimento
balistico do centro de massa do sistema.

Por exemplo, usando condigoes iniciais tipo waterbag, se sabe que aparecem estados
quase-estacionarios para valores da energia especifica do sistema levemente inferiores a

e. [108]. Em um estado quase-estaciondrio, a temperatura,
(2K) 1 9
N N Z Pis (42)

onde (.) significa médias entre rotores, é quase constante no tempo e menor do que o valor do
equilibrio, Trgr < Tpe (note-se que este resultado, ndo-comutatividade dos limites N —
oot — o0 ¢ similar ao apresentado no capitulo anterior para o sistema de mapas globalmente
acoplados). Além disso, a duracdo tgpgr dos estados quase-estaciondrios aumenta com o
tamanho do sistema NV, indicando que sao relevantes no limite termodinamico (tpgr — 00
quando N — o0). Neste caso, no estado quase-estaciondrio, o valor da temperatura tende
para um valor fixo (Tor — Tiny quando N — 00).

Neste trabalho (incluindo os resultados do préximo capitulo) usaremos uma variante
das distribuicoes tipo waterbag, que chamaremos de modificadas, onde os momentos sao
definidos por p; = +i+n onde ) é um termo de ruido de ordem o( ;). A eleicao dos angulos é
amesma ({0;} =0, Vi). Esta eleigdo particular de condigoes iniciais preservam os mesmos
resultados anomalos que as condigoes iniciais totalmente aleatérias, com a diferenca de
que os valores dos observéaveis (temperatura, magnetizagao, etc) sdo mais préximos aos
encontrados quando o tamanho do sistema é grande (N > 1). Por exemplo, para uma
dado N, a temperatura do estado quase-estaciondrio Tror ¢ ainda mais baixa, de alguma
maneira “imitando” sistemas maiores [120].

Outras caracteristicas anomalas tem se encontrado para estas condicoes iniciais de nao-
equilibrio, como por exemplo: distribuigoes de momentos nao-maxwelliana [108], dinadmica
tipo vidro [109], envelhecimento [110, 111], difusdo anoémala [112], entre outras.

Em particular, a difusdo anomala tem se associado aos estados quase-estaciondrios [112]

e depois a relaxagao (ndo-estaciondria) ao equilibrio [116]. Neste capitulo mostramos re-
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Figura 4.1: Temperatura em funcao do tempo para condigoes iniciais tipo waterbag usual
(em linha pontilhada) e a variacdo usada no presente trabalho (em linha cheia). Na fi-
gura inserida podemos ver que os dois tipos de condigoes iniciais levam a estados quase-
estaciondrios, mas no caso das condigoes iniciais aqui utilizadas a temperatura é menor (na
figura, Tpqr corresponde as condigdes iniciais deste trabalho e T as usadas na litera-
tura, por exemplo, em [133]). No limite termodindmico as duas temperaturas convergem

a ﬂnf.
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sultados novos na difusao anomala e na relaxacao ao equilibrio, focando na dependéncia
com o numero de elementos do sistema /N.

As equagoes de movimento derivadas do Hamiltoniano (4.1) séo,

6, = p;, for1<i< N (4.3)

pi = M, cos0; — M, sin 0, (4.4)

onde M = % > j(cos 6;,sin 0;) é a magnetizacdo. Resolvemos numericamente estas equacoes
usando um algoritmo simplético de quarta ordem [118]. A integragao foi feita para valor
fixo da energia especifica e = 0.69, para a qual os efeitos quase-estacionarios sao mais
evidentes.

Consideramos duas classes de condicoes iniciais. O primeiro tipo foi discutido antes,
ou seja, condigoes iniciais tipo waterbag modificadas. Realizamos também simulacoes para
condigoes iniciais de equilibrio. Para isto procedemos da seguinte maneira. Da solucao
candnica analitica de BG, se sabe que a distribuigao de equilibrio para os angulos [120] é

dada por
1

110) = 21 ly(Pm)

exp Bm cos(h), (4.5)

onde [ é a inversa da temperatura, m é a magnetizacao especifica, e Iy é a fungao modi-
ficada de Bessel de primeira espécie de ordem 1. Note-se que esta distribuicao é a solucao
para 0 € [0,27). A distribuigdo de momentos estd dada, como esperado, por uma funcao
Gaussiana. Usando coordenadas iniciais pertencentes a estas distribuigoes, esperamos um
tempo transiente apropriado para permitir qualquer eventual relaxacao posterior. As co-
ordenadas no final deste tempo transiente sao colhidas para fazer o papel de condigoes
iniciais de equilibrio.

A integragao das equagoes (4.3) e (4.4) originam angulos em (—o00, c0). Calculamos os
histogramas dos angulos para diferentes tempos, realizando médias em vérias realizagoes
estatisticamente diferentes para diminuir as flutuacoes estatisticas. A dinamica sé depende
dos angulos tomando o moédulo 27, ja que a dependéncia nas equagoes de movimento é

no argumento das fungoes trigonométricas seno e coseno. Porém, a estatistica dos angulos
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sem o modulo é relevante porque reflete as caracteristicas do espaco de fases que, como
foi discutido, apresenta anomalias. Em particular, a equagdo de Kubo [116] vincula a
variancia dos angulos com a funcao de correlacao dos momentos, o que motiva o interesse

em compreender a estatistica dos angulos.

4.2.1 Funcoes de densidade de probabilidade de angulos

Para baixas energias, os angulos apresentam uma fase de agrupamento, ficando confina-
dos a um intervalo finito no suporte. Para energias suficientemente altas, evoluem com
movimento difusivo. Na Fig. 4.2 mostramos a fun¢ao de densidade de probabilidade (com
o escalamento adequado) para angulos dos rotores em diferentes tempos, e tamanho fixo
do sistema N = 10? e energia especifica e = 0.69, usando condicdes iniciais tipo waterbag
modificadas. Depois de um breve transiente (que coincide com a relaxagao rapida de T'),
os histogramas numéricos podem ser notavelmente bem descritos em todo o intervalo por

fungdes ¢-Gaussianas [2] (introduzida na Eq. 1.13).

PO) = A(1+(q—1)(9/8)) 7 , (4.6)

onde A é o fator de normalizagdo e § é uma constante positiva. Como discutimos ante-
riormente, esta funcao inclui a distribuicao Gaussiana quando ¢ — 1 e apresenta caudas
tipo lei de poténcia quando ¢ > 1. Lembrando que a funcao de densidade de proba-
bilidade (4.6) tem variancia ¢? = [%/(5 — 3q), para ¢ < 5/3, e considerando angulos
normalizados ¢ = 6/, entdo a Eq. (4.6) pode ser reescrita como uma fun¢ao com um

unico parametro,

Py(¢) = A, (1 el ¢2) o (4.7)

_ 1 I(1/(g—1)
onde 4, = \ =30 T/ (a-1-1/3)

A cada instante ¢t da dinamica, calculamos a variancia o2 como

o*(t) = (0 = (0)e)*)r, (4.8)
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onde (...); significa médias tanto entre os N rotores quanto nas diferentes realizagoes no
tempo t.

Na Fig. 4.3 exibimos a evolugao temporal da temperatura T(t) = Y .(p?)/N (a) e
o desvio padrao o(t) (b), para estabelecer um paralelo entre os distintos regimes destas
quantidades. A figura (c) serd abordada mais adiante. Em (d), mostra-se a evolugao de ¢
para os diferentes N, incluindo os valores dos ajustes usados na Fig. 4.2 para N = 103. O
parametro g cresce até um valor estacionario no limite de tempos longos, que para todos
os N encontra-se dentro do intervalo ¢ ~ 1.51 + 0.02. Pode-se ver que ¢ atinge um valor
estacionario aproximadamente quando se produz a transicao do estado quase-estacionario
ao equilibrio. Na Fig. 4.4 apresentamos os mesmos dados como o escalamento apropriado
de tempo (N'7) que colapsa a relaxacio ao equilibrio.

Na Fig. 4.5 mostramos as funcoes de densidade de probabilidade dos angulos dos rotores,
para N = 5x 102, e e = 0.69, porém comecando com uma configuracao de equilibrio. Neste
caso, os histogramas apresentam “ombros” pronunciados que persistem por tempos longos
e que nao podem ser bem descritos por ¢-Gaussianas. Mas, a medida que o tempo passa,
estes ombros afastam-se do centro e os histogramas tendem a uma funcao ¢-Gaussiana,
com ¢ ~ 3/2 no limite de tempos longos.

Portanto, nossos resultados mostram que comegando com condigoes iniciais de angulos
inicialmente confinadas, seja desde uma configuracao de equilibrio ou desde uma de nao-
equilibrio, estas densidades desenvolvem caudas tipo lei de poténcia e adotam distribuigoes

g-Gaussianas.

4.2.2 Difusao anomala e efeitos de tamanho finito

A difusdo das coordenadas espaciais pode ser caracterizadas pelo deslocamento médio
quadrado o?(t) dos angulos # definido na Eq. (4.8). A relacao generalizada de Einstein em

uma dimensao é

o*(t) =2Dt7, (4.9)
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Figura 4.2: Histogramas dos angulos dos rotores em diferentes instantes da dindmica, em

simbolos. Simulacdes para N = 103 foram realizadas comecando com condicdes iniciais tipo

waterbag modificadas com e = 0.69. Foram acumuladas acima de 102 realizacoes, em instantes

t, = 2% onde k = 6,8, ..14, crescendo na direcdo da seta (a ultima distribuigao corresponde a

t = 16384. As linhas sélidas correspondem a ajustes usando ¢-Gaussianas. Os histogramas foram

deslocados para melhor visualizacao. Na figura inserida representamos os dados ajustados em

dupla escala logaritmica.
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Figura 4.3: Médias das séries temporais, (a) da temperatura 7', (b) do desvio padrao o, (c) do
expoente de difusao vy e (d) do parametro ¢, para e = 0.69 e diferentes valores de N (N = 500 x 2%,
onde k = 0,...,9). Aslinhas cheias correspondem a N = 5x 102, para referéncia, onde N aumenta
na direcdo das setas até N = 2.56 x 10°. Fizemos médias em mais de 2.56 x 10° /N realizacdes,
comecando com uma configuragao tipo waterbag modificada em ¢t = 0. Na figura (d), o erro do
ajuste é aproximadamente 0.03. As linhas pontilhadas s@o desenhadas como referéncias. Em
(a), correspondem a temperatura de equilibrio (T'gg = 0.476) e a estados quase-estacionérios no
limite termodinamico (Trgr = 0.38). Em (b) e (c), a movimento balistico (y = 2) e difusao

normal (y =1). Em (d) a ¢ =1 (Gaussiana) e ¢ = 1.5
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Figura 4.4: Médias das séries temporais das seguintes quantidades: (a) temperatura T, (b)
expoente local 7 e parametro ¢ (sfmbolos), em fungao de t/N'7. Os dados sdo os mesmos

apresentados na Fig. 4.3.

onde D é a constante de difusao. O caso v = 1 corresponde a difusao normal, v < 1
e sub-difusao e superdifusao ocorre para v > 1. A evolucao de o mostra-se nas Figs. 4.3
(b) e 4.6 (b), para condigoes iniciais tipo water-bag e de equilibrio, respectivamente. Para
possibilitar o reconhecimento dos diferentes regimes, é 1til calcular o expoente instantaneo

v em funcao do tempo, tomando o logaritmo nos dois lados da Eq. (4.9) e diferenciando
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Figura 4.5: Histogramas dos angulos dos rotores em diferentes instantes da dinamica
(stmbolos). As simulagoes foram realizadas para N = 500 e e = 0.69, comegando com
condicoes iniciais de equilibrio. Acumulamos 200 realizacoes para os tempos t;, = 0.1 x 4%,
k = 3,4, ..10, crescendo na direcao da seta até t ~ 1.05 x 10°. A funcao ¢-Gaussiana com
g = 1.53 foi desenhada para comparacao (linha cheia). Os histogramas foram deslocados

para visualizacao.

em relacao a Int:
d(Ino?)

i (4.10)

v(t) =

O resultado deste procedimento pode se ver na Fig. 4.3 (c¢) para condigoes iniciais tipo
water-bag. A mesma andlise se apresenta na Fig. 4.6 (c) para sistemas preparados numa
configuragao de equilibrio.

Como se mostra na Fig. 4.6 (ver também [116]) para esta tultima classe de condigoes
iniciais, o movimento dos angulos é balistico (7 = 2) em tempos curtos onde os rotores se

movem quase livres, enquanto que a difusdo é normal (7 = 1) no limite de tempos longos.
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Figura 4.6: Séries temporais das seguintes quantidades: (a) temperatura T', (b) desvio padrao o

e (c) expoente de difusdo v, para N = 500 e e = 0.69. Em ¢t = 0, o sistema estd na configuracao

de equilibrio. Mostra-se o resultado de uma tnica realizacao.
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O tempo de crossover entre os dois tipos de comportamentos desloca-se em direcao a
tempos grandes quando N cresce. Este comportamento também foi observado para valores
supercriticos de energias (e = 5), embora na Ref. [112] exibe-se s6 o regime balistico ja que
a difusao é normal para tempos maiores que aqueles analisados nesse trabalho.

Para condigoes iniciais tipo water-bag, os dois regimes, normal e balistico, observam-
se para tempos curtos e longos, respectivamente. Porém, neste caso, a relaxacao é mais
complexa (ver Figs. 4.3 (¢) e 4.4 (¢)): Podemos considerar um terceiro regime intermédio
onde o expoente v muda nao-monotonicamente comecando com valores superdifusivos e
sem apresentar um platdé bem definido como o da temperatura.

Para este regime intermédio, tem se afirmado a existéncia de superdifusao atribuida
a um mecanismo tipo voo de Lévy que produz uma sucessao de caminhadas aleatérias e
“eventos de captura” da trajetéria dos angulos individuais [112]. Finalmente, este regime
também tem-se interpretado desde um ponto de vista topolégico [122].

As principais caracteristicas que observam-se na evolucao do expoente local v podem

ser resumidas assim:

i) Num primeiro regime, v toma um valor maximo que permanece préximo a v = 2, e
que corresponde a movimento balistico. Este regime acontece no comego do estado

quase-estaciondrio e sua duracao cresce quando N aumenta.

ii) Posteriormente 7 alcanga um valor minimo que, a medida que N aumenta, coincide
com o intervalo onde se produz o estado quase-estacionario. Também quando N
aumenta, a largura deste minimo se incrementa e vira quase constante, tendendo a
unidade (ver Fig. 4.4). Portanto, a difusdo anémala no estado quase-estacionario

parece ser um efeito de tamanho finito [121].

iii) Outro méximo aparece em correspondéncia com o regime intermédio de relaxacao
rapida do estado quase-estaciondrio ao equilibrio. Este maximo cresce em altura
com N, superando o valor v = 2 e se estreita, tendo menos duragao. O maximo

corresponde aproximadamente ao ponto de inflexao na evolugao da temperatura,
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cuja pendente aumenta com N como se observa nas Figs. 4.3 e 4.4. De fato, na
relaxacao desde o estado quase-estacionario ao equilibrio, o rdpido incremento de T’

(energia cinética) leva a um aumento acelerado das médias dos angulos.

iv) No regime final, v relaxa assintoticamente & unidade, indicando difusdo normal para

tempos muito longos.

4.2.3 Discussao

Assumindo a validade da relagdo generalizada de Einstein em uma dimensao (Eq. 4.9)
podemos concluir, da andlise da evolucao do expoente 7, que o tipo de difusao nos es-
tados quase-estacionarios dependem fortemente do tamanho do sistema. Em particular,
mostramos que, quando N aumenta, a regiao de vy(t) que corresponde com o minimo da
temperatura Tpor no estado quase-estaciondrio, vira progressivamente mais plano, defi-
nindo também um valor quase-estacionario para o mesmo . Nosso resultado indica que
este valor meta-estéavel do v tende para a unidade no limite termodinamico. Em conclusao,
a difusao ao redor do minimo do estado quase-estacionério (no limite termodinamico) nao
¢ anomala, senao normal. Quando N > 1, analisando o intervalo de tempo completo,
desde o inicio fora de equilibrio até a relaxacao final ao equilibrio de BG, observamos que
s6 aparecem valores nao triviais de 7 no transiente inicial e no intervalo de tempo do
relaxamento, onde o sistema sai de do estado meta-estavel e relaxa ao equilibrio. Isto é
consistente com resultados recentes na literatura [116]. Além disto, quando o sistema esta
inicialmente com os angulos confinados, como acontece nas condigoes iniciais usadas em
nosso trabalho, o monitoramento da evolucao dos angulos indica que as distribuicoes desen-
volvem caudas tipo lei de poténcia. Para os estados quase-estacionarios aqui estudados, as
distribuicoes observadas sao g-Gaussianas onde ¢ aumenta desde um valor préximo a ¢ = 1
até um valor estavel ¢ ~ 3/2, que parece nao mudar dentro dos tempos alcangados pelas
nossas simulagoes (que alcancam tempos onde a temperatura ja atingiu o valor de T'gg).
Este valor estavel também é observado assintoticamente quando comecga-se com valores de

momentos e angulos de equilibrio (ou seja, tomando coordenadas iniciais de distribuigoes
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de equilibrio determinadas analiticamente pelo formalismo de BG).

Este resultado é, com certeza, muito intrigante. Por que é que se desenvolvem g¢-
Gaussianas, relacionadas sempre com a mecanica estatistica nao-extensiva, no estado do
equilibrio de BG? Ainda nao se tem compreensao total deste ponto, mas podemos aqui
adiantar uma possivel explicagao. Sabe-se que a generalizagao da equacao de difusao
normal (onde se substituem das derivadas espaciais por fracionarias) tem como resultado
fungdes de Lévy (note-se que nao é nosso caso ja que para isso teriamos de ter segundo
momento infinito, ou seja ¢ > 5/3, e isto ndo é observado). Mas a seguinte equagao de
difusdo generalizada nao-linear 9, P(z,t) = Dd,.[P(x,t)]*79, onde D e q sao constantes,
tem como solugoes a tempos longos a ¢-Gaussianas [123]. A relagdo entre o expoente de
difusdo v com o indice g que surge desta equagao de difusao é v = 2/(3 — ¢). Embora neste
caso observa-se um indice ¢ que muda no tempo, o fato de atingir um valor estavel sugere
que a dispersao dos angulos pode estar governada por um processo similar. Nesse caso,
o expoente de difusao efetivo seria v.rr ~ 4/3. Portanto, o que pode estar acontecendo
é que o processo nao-estaciondario de relaxagao, onde o y atinge valores nao triviais pode
estar dando lugar a distribuicoes ¢-Gaussianas. Por outro lado, temos confirmado em
célculos preliminares [184] que, para uma equacao de difusdao normal, uma distribuicao
inicial ¢g-Gaussiana vai evoluindo na dire¢ao de uma Gaussiana (¢=1) comegando pelo
centro da distribuicao. Eventualmente, as caudas relaxam a uma Gaussiana, mas durante
todo o processo mantém a mesma dependéncia tipo lei de poténcia (sempre com o mesmo
q). Com efeito, a relaxagao para Gaussianas parece ser proporcional a variancia. Em
conseqiiéncia, e voltando a nosso resultado no HCM, como nos tempos que correspondem
a relaxacao ao equilibrio, a variancia ¢ é muito grande, os tempos necessarios para observar
Gaussianas sao ainda muito maiores, fora do observavel no nosso experimento numérico.

O esclarecimento desta questao esta em andamento.
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4.3 O principio zero da termodinamica em estados

quase-estacionarios

Nesta secao mostramos indicagoes de que o principio zero da termodinamica pode se aplicar
aos estados quase-estaciondrios do Hamiltoniano 4.1 [71].

O principio zero da termodinamica pode ser formulado da seguinte maneira: Se os sis-
temas A e B estao em equilibrio térmico com C', entao estdo em equilibrio térmico entre
eles. Este principio é um dos principios basicos da fisica termodinamica. Estabelece a tran-
sitividade da temperatura, e é de fundamental importancia, sendo essencial na formulacao
logica da termodinamica. Em particular, é essencial na termometria, a qual reside nos
fundamentos da fisica experimental.

Como indicam numerosos resultados computacionais [40, 41, 66], no limite termo-
dinamico N — o0, os estados quase-estacionarios duram indefinidamente. Para fazer
uma descri¢ao termodinamica deste estado, é fundamental o estudo do principio zero sob
estas condigoes. Mais concretamente, é importante conhecer qual é o comportamento de
um termometro que teste este estado quase-estacionario.

Para investigar este importante tema, realizamos duas experiéncias numéricas que per-
mitem elaborar um panorama da situacao. Em todas as simulagoes, integramos numeri-
camente as equagoes de Hamilton (4.3) e (4.4), usando o integrador simplético de quarta
ordem de Neri-Yoshida [118] com uma conservacio da energia de AE/E ~ 10~* nas dife-

rentes configuragoes.

4.3.1 Relaxacao da temperatura dindmica do ensemble canénico

fora do equilibrio

Na nossa primeira simulacao examinamos a construcao padrao do ensemble canonico, de-
finida como um subconjunto do ensemble microcanonico (muito maior) que atua como um
termostato. A partir do conjunto dos N rotores isolados, consideramos dois subconjuntos

diferentes deste sistema, cada um de M rotores, onde M < N. O primeiro (segundo)
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subsistema é composto pelos rotores com maior (menor) energia inicial, de modo que a

temperatura inicial

2Ky (0
Ty (0) = % (4.11)
¢ maior (menor) que a do conjunto isolado total
2Kn(0
Tn(0) = % (4.12)

Chamaremos estas duas configuragoes iniciais de subsistema quente e subsistema frio, res-
pectivamente. Realizamos estas configuracoes para valores de M = 100, 500, 1000 com o
objetivo de estudar efeitos de tamanho finito.

A Fig. 4.7 mostra o resultado de uma tnica (tipica) simulacdo, onde N = 10*. Nos
dois casos observa-se que T); relaxa depois de certo tempo a Ty, enquanto o sistema
isolado ainda se encontra no estado quase-estacionario. Esta situacao se mantém até que
todos os sistemas relaxam (juntos) a Tpg. E importante observar que o subsistema que
comeca de uma temperatura maior, atravessa a Tge quando relaxa a temperatura do estado
quase-estacionario sem sinais de relaxar a prépria Tgg. Este resultado, para o quase-
estaciondrio, concorda precisamente com o principio zero da termodinamica de equilibrio.
De fato, dois sistemas estao em (meta)equilibrio térmico com um terceiro sistema, e em
(meta)equilibrio térmico entre eles. Esta verificacao abre a possibilidade de um tratamento
canonico generalizado do estado quase-estacionario, ja que todos os subsistemas com M <
N compartilham a mesma temperatura depois do transiente inicial. Discutimos as possiveis

implicacoes deste estudo na proxima secao.

4.3.2 Relaxagao da temperatura dinamica de um sistema BG em
contato com um sistema nao-extensivo
Nosso segundo resultado em relacao aos estados quase-estaciondrios, aborda a questao da

possibilidade de medir a temperatura dinamica no estado quase-estacionario [71, 70]. Fa-

zemos isto considerando o sistema (4.1) como se fosse um termostato e construindo um
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Figura 4.7: Evolugao temporal de um sistema isolado de N rotores (Eq. (4.1)) em linha cinza,
e subsistemas de M = 100, 500, 1000 rotores frios e quentes. Na figura inserida, uma ampliacao

da transicao entre Trgr e Thq.

termdmetro (diferente do sistema (4.1)) que satisfaz as leis usuais de BG. Mais concreta-
mente, escolhemos interacoes de curto alcance para o termometro, tanto para a dinamica
dos elementos que o compoem quanto para as interagoes com o termostato. O termometro
esta, entao, composto por M rotores classicos cujo Hamiltoniano é

M 2 M

3
Htermémetro == Z 5j + Z [1 - COS(@j - 09j+1)] . (413>

i=1 i=1
O termo de potencial é igual ao do termostato, mas s6 existe interacao entre primeiros
vizinhos. Esta interacao de curto alcance resulta em um sistema tipico de BG.

O termometro é preparado com o seguinte procedimento. Antes de entrar em contato
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com o termostato, escolhemos como coordenadas iniciais do termometro os angulos 6; = 0
V7, alinhados como nas condicoes iniciais descritas anteriormente, mas os momentos p; per-
tencentes a uma distribuicao Gaussiana cujo desvio padrao é funcao da temperatura inicial
(da nossa eleigao). Depois deixamos evoluir o sistema livremente para tempos suficiente-
mente longos de maneira de alcangar completamente o equilibrio de BG, caracterizado por
uma distribuicao marginal de velocidades Maxwelliana. As 2M coordenadas definidas por
esta evolucao dinamica sao consideradas como condicoes iniciais para a sucessiva evolucao
em contato com o termostato. Desta maneira o termémetro comeca no equilibrio usual de
BG.

Por outro lado, o termostato é preparado com condigoes iniciais tipo waterbag modifi-
cadas. Deixamos evoluir os dois sistemas separadamente, até deixar passar qualquer breve
transiente. Em um tempo conveniente t.,niqt0, 0s dois sistemas sao conectados através do

termo de interacao
M

Hin = CZ [1— cos(6; — be())] (4.14)
j=1

onde £(i) é um numero natural aleatério entre 1 e N (fixo para o resto da simulagao) que
descreve a conexao entre os rotores do termometro e do termostato. Incluimos também uma
constante ¢ para regular a intensidade do termo de interacao (a constante de acoplamento
dos rotores de cada sistema e considerada igual a unidade). Se chamamos Hiermosato 20
Hamiltoniano (4.1), o sistema em conjunto, depois de t.ontato, ¢ descrito pelo seguinte
Hamiltoniano,

H = Htermostato + Htermémetro + Hint- (415>

Na Fig. 4.8 mostra-se os resultados de uma tnica simulacao tipica com N = 105,
M=50ec=5x10"2

Um fator importante é considerar apropriadamente a ordem de grandeza da constante
de acoplamento c. De fato, por um lado temos como objetivo estabelecer um acoplamento
significativo entre os sistemas, mas por outro nao é conveniente produzir uma perturbacao
grande demais ao termostato (ja que na pratica, ele ndo pode ter o tamanho infinito de

um wverdadeiro termostato). Portanto, espera-se que o efeito do valor da constante de
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Figura 4.8: Evolugao temporal de um termostato de N rotores (Eq. (4.1)) em linha cinza, e
de um termoémetro de M rotores (Eq. (4.13)) em linha preta. Depois de tcontato 08 0S sistemas
interagem através de H;,;. Na figura inserida, mostramos uma ampliacdo da temperatura do

termostato.

acoplamento seja cada vez menos restritivo na medida que nos aproximamos ao limite

termodinamico tedrico (N, M, N/M) — (o0, 00, 00).

Nossos resultados indicam que a temperatura do termometro Ty = 2Kermometro/ M, €s-
colhida com o objeto de comegar abaixo da temperatura do termostato (termoémetro frio),
se mantém alguns passos de tempo na condi¢ao inicial de equilibrio e a continuagao cresce
rapidamente até chegar na temperatura do termostato T = 2Kiermostato/N. O processo
de relaxacao ocorre completamente dentro do estado quase-estaciondrio, para At ~ 10°

passos temporais (obviamente estao presentes flutuagoes devido ao tamanho finito do sis-
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tema). Diferentemente do caso prévio, o termémetro eventualmente comeca a relaxar a
sua temperatura de equilibrio antes de que o termostato comece sua termalizacao final.
Como abordaremos a continuagao, consideramos que este seja mais um efeito de tamanho
finito. Notamos, na figura inserida na Fig. 4.8, que o tempo ao qual a temperatura do
termometro deixa de acompanhar a temperatura do termostato coincide aproximadamente
com o minimo desta ultima, que se sabe é o ponto antes do termostato finalmente relaxar
a temperatura final de equilibrio T [40].

Quando o termometro é preparado de modo a ter, antes do contato, uma temperatura
inicial maior do que a temperatura do termostato (termometro quente), nossos resultados
nao indicam sinal claro de termalizacao. A temperatura T); cresce constantemente até
atingir o equilibrio definitivo. Uma possibilidade é que este efeito desaparega quando sejam
possiveis simulagoes com sistemas ainda maiores, pelo qual seria importante alcancar novos
tamanhos do sistema para responder a esta conjectura. E também interessante notar que
ainda preparando o termometro frio, a termalizagdo ocorre s6 para valores de N e N/M
suficientemente grandes. Por exemplo, simulacoes com N = 5 x 10° e M = 5 x 10? nao
mostram nenhuma termalizacao.

Considerando o conjunto dos nossos resultados, i) que a temperatura do termémetro al-
canga o equilibrio de BG antes do termostato, ii) que nao existe relaxacao para Ty > Ty),
no caso em que N e (ou) N/M sdao muito pequenos), e notando que o termostato tem
envelhecimento [110], podemos avangar uma possivel explicagao: O modelo (4.1) se com-
porta como se tivesse um mecanismo interno que, depois de certo tempo, para valores de
N finitos, afasta o sistema fora do estado quase-estacionario e em conseqiiéncia o sistema
relaxa ao equilibrio estabelecido pelo formalismo de BG. Este mecanismo funciona como
um relégio que regula o tempo de termalizacao e possivelmente funcione como um poco de
potencial cuja profundidade decresce com o tempo. Um sistema com flutuagoes suficiente-
mente grandes, comparadas com esta profundidade, nunca poderd estar confinado ao pogo.
Um sistema com flutuagoes suficientemente pequenas vai estar confinado ao pogo, mas s6
por um tempo limitado, até que a profundidade do poco comece ser comparavel com as flu-

tuacoes. Em nosso caso, o efeito do poco pode restringir ao sistema de visitar s6 uma parte
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do espaco de fases, enquanto que nao estar em nenhum poco estaria associado a visita-lo
completamente, sendo entao um sistema ergddico e relaxando a temperatura de equilibrio
de BG esperada (ver [76] para uma analogia de baixa dimensionalidade). Conseqiiente-
mente, se esta conjectura é correta, as flutuacoes influiriam fortemente na permanéncia do
sistema no estado quase-estacionario. Note-se que este panorama ¢é também consistente
com a realizacao de subconjuntos do sistema isolado como foi observado na Fig. 4.7.
Evidentemente, existem interessantes perspectivas nesta linha de pesquisa. E de fun-
damental importancia que eventualmente seja possivel a simulagao de sistemas maiores
para conseguir distinguir os fatos fisicos dos efeitos de tamanho finito. O trabalho aqui
indicado, abre a possibilidade de estudar outros tipos de acoplamentos e sistemas, em uma
abordagem inteiramente dinamica. Neste sentido, é uma contribui¢ao a compreensao da
conexao entre estatistica e dinamica, crucial para entender as limitacoes e possibilidades
dos diferentes formalismos. No capitulo a seguir abordamos novamente este tema desde

outra perspectiva.



Capitulo 5

Fundamentacao dinamica do

ensemble canonico de BG

Neste capitulo apresentamos um célculo numérico que permite uma comparacao direta en-
tre uma dinamica Hamiltoniana e a distribuicao canonica de Boltzmann-Gibbs no espaco
de fases I de Gibbs [68]. Implementamos nosso célculo em dois modelos paradigmaticos
com interacao com primeiros vizinhos. Mostramos que, para energias intermediarias, a
distribuicao de equilibrio de Boltzmann-Gibbs é uma conseqiiéncia da segunda lei de New-
ton (F = ma). Para energias maiores discutiremos a concordancia parcial entre médias de

ensembles e de tempo.

5.1 Introducao

Como mencionamos anteriormente, o problema da fundamentacao dinamica da mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG) tem comego na data original da proposta do forma-
lismo (ver, por exemplo, [124]) e, apesar dos numerosos e importantes resultados, esta
pergunta fundamental [36] ainda apresenta aspectos bdsicos em aberto (ver, por exem-
plo, [126, 127, 128, 130, 131] e referéncias ali incluidas). Gragas as atuais potencialidades

computacionais podem-se integrar numericamente as equacoes de Hamilton de sistemas
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suficientemente grandes e compara-los com os resultados preditos pelo formalismo de BG.
Esta técnica tem sido amplamente implementada, e com notavel sucesso, numa perspec-
tiva microcanonica. Porém, os métodos usados, quando se referem a sistemas em contato
com um termostato (ou seja, no ensemble canénico, como os métodos de Monte Carlo ou
Nosé-Hoover [132]) usualmente impdem uma dinamica ad hoc.

Neste capitulo introduzimos um esquema que permite a discussao da distribuicao de
energias no espaco I' de Gibbs, baseado unicamente nas equagoes de movimento da mecanica
classica. Nesta abordagem tanto as médias de ensemble quanto as de tempo sao realizadas
dinamicamente, com o objetivo de discutir a ergodicidade do sistema.

Usaremos dois sistemas Hamiltonianos nao-lineares paradigméaticos com interagoes de
primeiros vizinhos, o modelo XY ferromagnético em uma dimensao e o modelo 3 Fermi-
Pasta-Ulam (FPU). Encontramos uma importante concordancia entre os calculos de equilibrio
de BG e as médias dinamicas de ensemble. Também comparamos a falha parcial de ergo-
dicidade e o papel do maximo coeficiente de Lyapunov.

Nosso céalculo numérico pode ser implementado em sistemas que dao lugar a uma
definicao de ensemble candnico padrao, ou seja uma parte de um sistema isolado. Em
principio, é também possivel o mesmo procedimento em sistemas nao-extensivos como o
HCM, onde devido as interacoes de longo alcance, existem desvios do esperado pelo forma-
lismo de BG [133, 137, 171, 173]. Esta possibilidade estd sendo estudada e serd discutida

no final do capitulo.

5.2 Calculo de médias temporais e de ensemble

Dadas certas condigoes macroscépicas no espago de fases do sistema considerado (espago
I'), o valor médio de uma fun¢ao dinamica pode ser definido usando médias temporais ou de
ensemble. FErgodicidade faz referencia a situagao onde estes dois métodos sao equivalentes.

Note-se que ambos sao dinamicamente realizaveis. No primeiro caso foca-se em uma
unica realizacao dinamica. A probabilidade pg de encontrar o sistema dentro de uma regiao

R do espaco de fases I' é definida pela fracdo do tempo tr que o sistema passa dentro
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dessa regiao durante a quantidade de tempo total 7 da trajetéria no espago de fases, que
eventualmente pode ser infinita: pf = tg/7, onde o superindice ¢ se refere a defini¢ao de
média no tempo. A segunda se consegue, por exemplo, fixando um certo instante t* e
repetindo a evolugao dinamica até t*, sob as mesmas condigoes iniciais macroscopicas (mas
com diferentes condigoes iniciais microscépicas). Contando o nimero de realizagoes ngr que
o sistema encontra-se na regiao R no instante t*, em relacao ao nimero total de realizacoes
n (que podem ser eventualmente infinitas) definimos pj = ng/n, onde o superindice e
indica médias no ensemble.

Como comentamos anteriormente, para um sistema Hamiltoniano com N elementos que
cumpre com as proposi¢oes do formalismo de BG, com uma energia fixa Fy (no micro-
canobnico), o ensemble canénico é normalmente introduzido definindo o sistema canénico
como um subconjunto do sistema composto por M elementos interagentes, onde 1 <
M < N. A energia destes M elementos satisfaz Fy; < Ey, e a energia de interacao entre
o sistema canoénico e o resto do sistema isolado (o banho térmico) assume-se como muito
menor que Fp;. Em estas circunstancias, a probabilidade p; de encontrar o sistema de M

elementos no microestado j, é dada pelo calculo no equilibrio de BG

onde Z é a normalizacdo, # = 1/T é a inversa da temperatura (sem perda de generalidade,
fazemos a constante de Boltzmann kg = 1), e E; é a energia do microestado.

A abordagem dinamica para a confirmacao deste resultado tem de enfrentar a seguinte
dificuldade numérica. O espaco I' tem Md dimensoes, sendo d a dimensao do espaco
de fases de uma tunica particula. Se implementamos um “coarse-graining”, por exemplo
fazendo uma partigao de k intervalos em cada coordenada, o numero total de (hiper)células
Qs é da ordem kM?. S6 para dar alguns ntimeros indicativos, com k = 4, M = 100 e d = 2
obtemos Qj; ~ 42 ~ 10'?°. Terfamos, entdo, a tarefa de implementar uma integracao
numérica de 2N (> M = 200) equagdes de Hamilton com niimero de passos temporais total

0120

de 7 (ou um nimero total de realizagbes n) muito maior do que 10'°) que é claramente

além do que se pode alcangar numericamente na atualidade.
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Nao obstante, podemos proceder através de um caminho alternativo, em vez de focar na
probabilidade associada a um microestado, podemos considerar a probabilidade de encon-

trar o sistema canodnico com uma certa energia ;. Neste caso a resposta do formalismo

de BG é
w(EM)efﬁEM

onde Z é a funcao de particao e
M
o(En) = [ T]dpda)slEr — Hurlpia) (5.
i=1

¢é a densidade de estados no espaco de fases com energia Fj;. Como se sabe, para sistemas
classicos, w(F)) nao depende da estatistica particular, mas sé6 do Hamiltoniano do sistema.
Em outras palavras, podemos calcular w(E),) usando qualquer estatistica, por exemplo a
estatistica de BG [134]. A densidade de estados w(E);) pode ser analiticamente estimada
através da relagdo termodinamica que vincula entropia com temperatura: 0lnw(E)/0E =

B. Invertendo esta relagao temos que w(F)y,) é dada pela curva calérica T'(E):
w ( EM) [ /EM , ,
= exp dE" B(E") |, 5.4
o(Eo) . (E) (5.4)
onde FEj é a energia do estado fundamental. Resumindo, a estrutura Hamiltoniana do sis-

tema define a densidade de estados como uma funcao da energia. Uma vez que esta relagao
é conhecida, basta com multiplicar w(E);) pelo fator de Boltzmann e #¥» e normalizar,
para obter p(F);) para uma temperatura arbitraria. Em relacdo ao célculo do estado mi-
croscopico pj, o computo dinamico de p(E)s) é muito mais facil de realizar. Tudo o que
tem de se fazer é integrar numericamente as equagoes de Hamilton e calcular o valor da
energia F); para o subconjunto canonico em cada passo de integracao. Podemos, entao,
fazer o “coarse-graining” do espectro da energia em intervalos pequenos de largura AFE),
e, medindo a ocorréncia de cada um desses intervalos, construir histogramas normalizados.
Analogamente a anterior discussao,

representam a distribuicao de probabilidade de encontrar o sistema canonico com energia

(5.5)

FEyr, usando médias no tempo e em ensembles, respectivamente.
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5.3 Implementacao do calculo em Hamiltonianos nao-

lineares de primeiros vizinhos

Para ilustrar o cédlculo proposto, vamos considerar a seguir duas classes especificas de
Hamiltonianos com interacoes nao-lineares de primeiros vizinhos que sao analiticamente
resoluveis,

N 2
Hy =Ky +Vn = Z [% +V(gi+1 — @) | (5.6)
i1

com condigbes de contorno periddicas (gni1 = q1).

5.3.1 Modelo ferromagnético classico de rotores XY

O primeiro caso que analisaremos ¢ um conjunto de rotores classicos em d = 1 onde
V(¢is1—qi) = 1—cos(qi11—¢;), de maneira que as coordenadas canonicas ¢; € [0,27) e p; €
R sao a coordenada angular e o momento angular, respectivamente. Como antes, os rotores
podem ser considerados com momento de inércia igual a unidade. Este Hamiltoniano é uma
versao de primeiros vizinhos do HCM, idéntico ao Hamiltoniano que definimos para modelar
o termometro no capitulo anterior. E uma verséo inercial do modelo ferromagnético classico
de rotores XY e constitui um protétipo de modelo dinamico para sistemas de spins em

mecanica estatistica [128, 131].

O modelo é quase-integravel para baixas e altas energias. O regime de baixas ener-
gias é definido para T < 0.05 (energia especifica e < 0.05) [128] e é chamado regime de
acoplamento forte, para o qual os rotores se comportam como um conjunto de osciladores
acoplados quase-linearmente. O regime de alta energia é definido aproximadamente para
T > 10 (e > 6) [128], onde os rotores sdo quase livres (regime de acoplamento débil). Se
sabe que o modelo apresenta desvios da estatistica de BG tanto no regime de acoplamento
forte quanto no caso onde o acoplamento é débil. Vamos nos concentrar no regime de

energias intermedidrias, e discutiremos a discrepancia parcial que ocorre em altas energias.
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A funcao de particao canonica

M
Iy = /H(dpid%’) exp [~BHu(pis ¢i)] (5.7)
i=1
conduz, neste modelo, a uma energia livre especifica f = — limp oo [In Zps /(M 5)] (ver por
exemplo, [128]):
1 1

onde Iy(z) é a funcdo de Bessel modificada do primeiro tipo de ordem zero. Invertendo esta
relacdo E(T) = F —TOF/JT obtém-se a curva caldrica do equilibrio de BG T'(e), onde
e = limy oo Fpr/M. Re-escalando o eixo e num fator M (e, como a temperatura é um
parametro intensivo) obtemos T'(Fyy).

Da integragao da Eq. (5.4) se obtém w(FE);) para qualquer valor grande e finito de
M. Na Fig. 5.1(a) mostramos o logartimo de w(E)s) para os rotores com interacoes de
primeiros vizinhos com M = 100 e na Fig. 5.1(b) mostramos p(F)) no equilibrio de BG
para diversos valores da temperatura T e da energia especifica e. Note-se que, gragas as
propriedades elementares da funcao logaritmica, é possivel implementar este calculo para
valores bastante grandes de M, ja que se essencialmente trabalha com expoentes.

A conservagao da energia total foi tipicamente de AEy/Ey ~ 1072 (algumas realizagoes
com 1075 mostraram que 1072 é suficiente para nossos objetivos). Em particular, checamos
que as flutuagoes de energia do sistema completo (introduzidas pela precisao finita do
algoritmo de integracao) fossem ordens de magnitude menores que aquelas que haveriam
na presenca de um acoplamento térmico.

Um ponto importante para realizar um céalculo eficiente tem a ver com as condigoes ini-
ciais, que devem ser préximas ao equilibrio para evitar transientes longos. Desta maneira,
focamos s6 nas propriedades de equilibrio do modelo, descartando a possivel presenca de
estados meta-estaveis ou quase-estacionarios que pudessem aparecer com condi¢oes iniciais
longe do equilibrio. Como este sistema nao observa transicoes de fases para T' > 0, mas
apresenta uma tendéncia ao agrupamento (clustering) a baixas temperaturas, temos usado
distribuicoes Maxwellianas para os momentos angulares utilizando a temperatura apropri-

ada consistente com a energia do sistema. Para as condigoes iniciais dos angulos usamos



96 Fundamentacao dindmica do ensemble canonico de BG

p(E,)

(b)

M
™ 0<(E, )

0.08

0.06

T

| 0.04

T

T

0.02

e=0.5 (T=0.46)

e=1 (T=0.94)
e=1.5 (T=1.6)

TN

=5 (T=8.1).

0 200 400 600 EM

0

0 J

200 400 600 EM
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um conjunto de [ distribui¢oes Gaussianas. As distribui¢oes tém a média (6); = 2 onde

1=1...1. Além disso, cada uma tém a mesma variancia calculada apropriadamente para
ser compativel com a energia total Ey. Esta configuracao permite facilitar a relaxagao ao
equilibrio, em tempos computacionais acessiveis. Para nossos cédlculos foi suficiente usar
[ = 6 para relaxacoes ao equilibrio o bastante rapidas em todas nossas configuracoes mi-
crocanonicas. Temos checado também que esta eleicao em particular nao tem influéncia na
forma funcional da FDP: é um procedimento numérico para poupar tempo computacional.
Outras condicoes iniciais préoximas ao equilibrio eventualmente produzem os mesmos resul-
tados. Para todos os nossos resultados temos esperado 103 passos de integracao antes de
comecar nossas medigoes sobre o sistema canonico, composto por um subconjunto aleatorio
de M rotores adjacentes.

Na Fig. 5.2(a-c) apresentamos um notavel acordo entre a predi¢ao analitica de BG para
p(Fy) (linha cheia) e as estimagoes dinamicas de p ¢(E)s) (cruzes) para varias ordens de
magnitude da energia especifica e com uma configuragao (M, N) = (102, 10%) e um ntimero
total de realizagoes n = 5 x 10°. Por outro lado, p‘(FEys) (circulos), calculado com um
nimero total de passo de integracdo 7 = 5 x 107, mostra um bom acordo em relacio a
distribuicao analitica de BG em energias intermediarias, mas exibe grandes discrepancias
no regime de acoplamento débil. Para quantificar estas diferencas, temos definido a dis-
crepancia 0 < e < 2 entre duas distribuicoes de probabilidade como a integral do valor
absoluto da diferenca das distribuig¢oes. Para permitir uma comparacao entre o maximo

coeficiente de Lyapunov A,.., na Fig. 5.2(d) apresentamos a quantidade
0<1/e—1/2< (5.9)

que ¢é igual a zero para maxima discrepancia e infinito para a sobreposicao perfeita das dis-
tribui¢oes. Enquanto para as médias de ensemble a quantidade 1/e —1/2 é grande e quase
constante com a energia, no caso da média nos tempos esta quantidade apresenta uma
diminuicao importante para energias mais altas. Mais especificamente, temos verificado
que o tempo necesséario para ter uma flutuacao tipica de energia do subconjunto canoénico

(AEN ~ Ey/V M) cresce com a energia (ver circulos cheios na Fig. 5.2(d), onde repre-
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Figura 5.2: (a-c) Comparacao entre a predigao de BG p(Fjs) (linha sélida), a média dindmica
de ensemble p ¢(FE)s) (cruzes), e a média dinamica no tempo p {(Ey) (circulos). A quantidade
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normal 1/tag,, (circulos cheios). As linhas sdo para referéncia.
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sentamos a inversa deste tempo) como conseqiiéncia de que os rotores sdo cada vez mais
livres (porque o potencial estéd limitado superiormente). Notamos que o maximo coeficiente
de Lyapunov (quadrados na Fig. 5.2(d)) ndo mostra uma correlacdo significativa com o
tempo que caracteriza a relaxacao de p*(F)s) (circulos na Fig. 5.2(a~c)) a distribuigao de
equilibrio de BG p(FE)y) (ver também [128] para uma discussao deste ponto). Isto significa
que, neste sistema, o fato do valor do maximo coeficiente de Lyapunov ser positivo é uma
medida de caos local e nao implica a relaxacao ao caos global.

Um resultado importante é a coincidéncia entre o valor da temperatura de Boltzmann
Gibbs Tg e o dobro da energia cinética especifica k = Kj;/M dentro da margem de erro
de, como méaximo, 2%. Notamos que as funcoes de densidade de probabilidade mostra-
das na Fig. 5.2 foram obtidas completamente por primeiros principios e com completa
independéncia da teoria de BG (a qual estamos checando). O acordo entre dinamica e o
fator de Boltzmann aparece ainda mais claramente na regressao linear da Fig. 5.3, onde
representamos In[p ¢(Eys)/w(E)y)] para as médias de ensemble da Fig. 5.2(a-c).

Com outros valores de (M, N), em particular (50,500) e (10, 10%), os resultados foram

qualitativamente os mesmos.

5.3.2 Modelo  de Fermi-Pasta-Ulam

Também confirmamos nossos resultados implementando o mesmo procedimento de calculo
para o modelo 3-FPU, definido pelo potencial V (qi11—a;) = (qip1—¢)%/2+0.1(qi1—q;)* /4
onde ¢; € R. Considerando novamente condigoes iniciais préximas ao equilibrio (ver, por
exemplo, [128] para a solu¢do candnica analitica e para uma discussao das condigdes
iniciais). Embora é sabido que o modelo FPU apresenta, em comum com o modelo de
rotores, comportamentos anémalos muito ricos a baixas energias [127, 128], para nossas
condigoes iniciais e para as energias aqui testadas encontramos que p*(F)s) tem uma boa
concordancia com a predicao de BG (Fig. 5.4).

Resumindo, usando o formalismo de BG e técnicas numéricas padroes, introdumos um

novo calculo que permite a comparacao entre dinamica Newtoniana nao-linear e mecanica
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Figura 5.4: Idem a Fig. 5.2(a-c) para o modelo 3-FPU.

estatistica canonica. Implementamos uma configuracao padrao, e temos mostrado que a
distribui¢ao de energia de BG no espago I' concorda com a obtida dinamicamente (inte-
grando as equagoes de Hamilton para condigoes iniciais préximas ao equilibrio) para médias
de ensemble. Verificamos esta conclusao para dois modelos paradigméticos de Hamiltoni-

anos nao-lineares com interagoes de primeiros vizinhos.

Como um resultado secundério, este calculo proporciona uma confirmacao dinamica
da bem conhecida relagdo entre temperatura e energia cinética especifica k = T'/2 (para

sistemas de uma dimensao).

Em relagao as médias de tempos finitos, a energias moderadamente baixas, temos con-
firmado as predigoes de BG. No caso do modelo XY, a altas energias, se a escala de
tempo nao é muito longa, as médias de tempo finito coincidem com as médias de ensemble
como conseqiiéncia do aumento da escala de tempo de uma flutuacao tipica de energia.
A dependéncia com a energia desta discrepancia nao mostra correlagdo com o maximo

coeficiente de Lyapunov (ver também [128]).

Finalmente, remarcamos o fato que a estatistica de equilibrio provém da mecanica (de
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precisao finita), ainda para um sistema em contato com um termostato (caso que normal-
mente ¢é discutido através de técnicas de Monte Carlo ou Nosé-Hoover, para as quais nao
se deduzem as distribui¢oes de equilibrio, senao que se impoem [132]). De fato, essa é a
importancia das Figs. 5.2(a-c) e 5.4, onde circulos e cruzes tem sido obtidas da lei de New-
ton, enquanto que linhas cheias vém do formalismo de BG. Equivalentemente, lembrando
que a densidade de estados é um conceito puramente mecanico, a mesma conclusao pode
se ver na Fig. 5.3.

Este procedimento de calculo proporciona um maior entendimento na questao bésica do
fundamento dinamico da mecanica estatistica [124, 36, 128, 130, 131], e pode ser uma fer-
ramenta 1til na discussao de situagoes mais complexas (ver, por exemplo, [133]) onde dis-
crepancias dinamicas em relagao ao formalismo de BG, como os estado quase-estacionario
que disutimos anteriormente, tém sido encontrados. A perspectiva da descricao de um sis-
tema de longo alcance através deste calculo e muito interessante, ja que permitiria medir
o fator estatistico diretamente no espaco I' de Gibbs, com uma ferramenta integralmente
de origem dinamico. Porém, existem aspectos que ainda dificultam a implementacao deste
tipo de calculo. Por exemplo, deve se definir a natureza do ensemble microcanonico, ou
seja, se seus elementos também devem ter interagoes de longo alcance ou se pelo contrario,
ele deve ser de curto alcance. Uma dificultade adicional é na definicao do acoplamento
entre o sistema canonico e o microcanonico. Finalmente, note-se que ainda implemen-
tando o calculo a través das energias e nao dos microestados, tem-se o problema da alta

dimensionalidade do espago I'. Este trabalho estd atualmente em andamento [70].



Capitulo 6

Aspectos da mecanica estatistica

nao-extensiva em sistemas financeiros

Os mercados financeiros podem ser caracterizados por diferentes variaveis que dependem
do tempo. Estas variaveis freqiientemente ficam registradas dando lugar as tipicas séries
temporais financeiras. Um exemplo disto é a evolucao do preco das agoes de uma dada com-
panhia na bolsa de valores. Estas séries temporais caracteristicas dependem da interacao
dinamica de varios sistemas interagentes. E, portanto, mais um exemplo de sistema com-

plexo.

Nas ultimas duas ou trés décadas tem-se melhorado significativamente a possibilidade de
acessar e processar facilmente enormes quantidades de dados financeiros de alta freqiiéncia,
em escalas que vao desde minutos até a ordem de anos [137]. Isto tem estimulado a atencao
de muitos autores de disciplinas diferentes pela possibilidade de descrever a dinamica de

mercados financeiros, e mais concretamente, a possibilidade de predizer sua evolucao.

Em particular, a fisica estatistica tem sido uma das areas mais envolvidas. A possibili-
dade de aplicar métodos e ferramentas que ja tiveram sucesso em outros sistemas complexos
abre novas perspectivas na analise destes sistemas. De fato, o estudo das propriedades es-
tatisticas de observaveis financeiros tém permitido a elaboracao de novos modelos que

conseguem descrever corretamente propriedades importantes [145]. Neste capitulo apre-
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sentamos certa classe de modelos aplicados a séries temporais financeiras e discutimos sua
relacado com a mecanica estatistica nao-extensiva.

O resto do capitulo se organiza da seguinte maneira: na proxima secao introduzire-
mos alguns conceitos especificos e a terminologia de sistemas financeiros assim como uma
breve resenha do recente formalismo superestatistico, cujos conceitos sao muito préximos
a mecanica estatistica nao-extensiva. Na secao 6.2 apresentamos modelos estocasticos mi-
croscopicos para o comportamento dindmico de certo tipo de varidveis financeiras [64].
Na secao 6.3 discutiremos algumas propriedades multifractais destas séries temporais e,
em particular, sua relagdo com o g¢-tripleto introduzido em capitulos anteriores [63]. Fi-
nalmente, na secao 6.4 estudamos o grau de dependéncia usando uma generaliza¢ao nao-

extensiva da medida de informagao de Kullback-Leibler [62].

6.1 Introducao

Um investimento é um certo capital que é aplicado em alguma atividade economica com
objetivo de lucro. No mundo financeiro, os investimentos podem ser com ou sem risco. O
risco é a variavel que quantifica a probabilidade de perda ou ganho do investimento, ou
simplesmente o seu grau de incerteza. E por isso que a lei empirica diz: quanto maior o
risco, maior o potencial de lucro do investimento.

Um exemplo de investimento sem risco é uma conta de poupanga em um banco, onde
existe uma taxa fixa que assegura o lucro. Por outro lado, um exemplo de investimento com
risco é a compra de uma agao pertencente a uma dada companhia. Uma acao é um valor
variavel que é representativo da menor parcela em que se divide o capital da companhia.
Entao, a acdo representa de alguma maneira a “propriedade” de uma (pequena) parte da
companbhia.

A compra e venda de agoes é normalmente feita em instituicoes organizadas chamadas
bolsas de valores, como a Bovespa (Bolsa de Valores de Sao Paulo), a NASDAQ (Natio-
nal Association of Securities Dealers Automated Quotations, a bolsa de valores eletronica

americana) ou a NYSE (New York Stock Exchange). A maior parte das bolsas de valores
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trabalham com 7ndices, que representam a variagao estatistica do valor (apropriadamente
calculado, por exemplo através de médias pesadas) de um conjunto de bens ou de um
mercado em particular, em relagao a um periodo tomado como referéncia. Um exemplo é o
Ibovespa, o indice que acompanha a evolucao média das cotacoes da maior parte das acoes
negociadas na Bovespa. Outro exemplo é o Dow Jones Industrial Average (DJIA), que é —
sem duvida — o indice de agoes mais conhecido, e o mais antigo em operagao. O DJIA cor-
responde a média (pesada conforme o preco de cada a¢ao componente) das 30 companhias
mais influentes no mundo (28 companhias industriais pertencentes que cotam na NYSE e
duas companhias que cotam na NASDAQ (Microsoft e IBM)) e é aproximadamente uma
medida da evolucao da parte do mercado associada ao indice. Neste capitulo apresentamos
resultados baseados precisamente na andalise das séries temporais pertencentes as compa-
nhias constituintes do DJIA, entre os dias 1 de Julho de 2004 e 31 de Dezembro de 2004.
Vamos nos referir a este conjunto de 30 séries temporais como DJ30, para diferencié-lo do
DJIA (que é o indice que representa as 30 companhias).

Como uma acao representa o valor de uma parte da companhia, o preco da agao reflete
de alguma maneira o valor liquido dessa companhia. Contudo, o valor da firma no presente
nao depende s6 do estado atual dela, mas também de seu futuro desempenho. Portanto, na
analise de dados financeiros, o problema de fundo consiste em predizer o comportamento
futuro baseado na informacao atual. Qualquer nova informagao que possa de alguma
maneira ou de outra afetar esta futura perfomance, terd como conseqiiéncia a mudanca no
preco da agao. Assim, o preco futuro de uma acao esta sempre associado a uma incerteza,
que faz com que a descricao natural da sua evolucao seja em termos de probabilidades. E

por isto que a comunidade estatistica tem um forte interesse em sistemas financeiros.

6.1.1 Equacoes diferenciais estocasticas

Uma poderosa ferramenta da fisica para modelar este tipo de sistemas sao as equagoes di-
ferenciais estocdsticas. A seguir, introduzimos (muito brevemente) alguns conceitos sobre

equacoes diferenciais estocasticas usados em parte deste capitulo. As equagoes diferenciais
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estocasticas sao uma maneira de generalizar as equacoes diferenciais ordinarias acrescen-
tando o fator estocastico que modela efeitos aleatorios no sistema. Uma forma geral para

uma equacao diferencial estocastica em uma dimensao é

dx(t)
dt

= b(z(1))) + Blx(®)n(t) (> 0), (6.1)

onde z(0) = xy é a condigao inicial e n(t) é o termo estocdstico ou ruido. Freqiiente-

mente se usa o chamado ruido branco, que tem as seguintes propriedades: (n(t)) = 0 e

(n(@)n(@)) = ot =t).

No caso em que b =0,B =1 e zp = 0 temos que

— (). (6.2)

Porém, esta equacao é puramente formal ja que se sabe que pela natureza aleatéria de
n(t), x(t) ndo é diferenciavel para nenhum tempo ¢ > 0.

Este problema foi resolvido, através de argumentos dinamicos, por L. Bachelier no seu
trabalho de 1900 sobre mudangas de precos no bolsa de valores de Paris [174] e também
por A. Einstein no seu artigo de 1905 sobre movimento Browniano [175]. Uma descri¢ao
matemadtica rigorosa foi construida por Wiener [178, 150] em 1923 pelo qual a quantidade
x(t) em 6.2 passou a se chamar processo de Wiener W (t). As propriedades do processo de
Wiener {W(t),t > 0} sdo: i) W(0) = 0, i) os incrementos W (t) — W (s) sao estaciondrios
e independentes, iii) para t > s, W (t) — W (s) tém uma distribuigao normal N (0, /t — s)

e ) as trajetérias sdo continuas.

Com efeito, no caso geral e usando 7n(t) = %t(t) temos que
dx(t dWw (t
Zi )~ b(a(t)) + Bla(t)) dt( ) (6.3)

e finalmente, multiplicando por dt obtemos,

dz(t) = b(z(t))dt + B(x()dW () (t>0), (6.4)
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onde z(0) = xy. Esta equacao, apropriadamente interpretada, é uma equacao diferen-

cial estocastica. Se diz que z é solucao da equacao 6.4, se

x(t) = xg +/0 b(x(s))ds —i—/o B(xz(s))dW (s) (Vt > 0), (6.5)

A quantidade fg B(xz(s))dW (s) é uma integral estocdstica, sendo o matematico ja-
ponés Kiyosi Ito0 quem definiu formalmente o formalismo de calculo para este tipo de
integrais [150]. A idéia detrds das integrais de It6 é subdividir o intervalo [0,¢] em somas

parciais

L= g(t; 1) AW (1) = Zg(tH)[W(ti) = W(ti-1)] (6.6)

i=1

onde a funcao ¢(t) tem de satisfazer, entre outras propriedades, o fato de ser nao
antecipativa. Isto significa, em particular, que o valor de g(t;,_1) nao depende do seguinte
incremento AW;. Desta maneira, na definicao de integral de Ito, a idéia crucial é que a
variavel g(t) é calculada no inicio do intervalo At = ¢; — t;_;. E interessante notar que
existe outra possibilidade que é calcular ¢g(t) em um ponto médio t* = (t;_; — t;)/2. Isto
dé lugar as integrais de Stratonovich [165]. Neste trabalho sé usaremos integrais de Ito.

O célculo de 1to nao tem as mesmas regras do célculo usual. Uma maneira de entender
isto é que, como mencionamos anteriormente, W; — W tem uma distribui¢cao normal com
EW;—=W,] = 0e E[(W;—W,)?| = t—s. Destas propriedades (ver [31] para uma discussio

matematicamente formal) pode se ver intuitivamente que
dW =~ Vdt. (6.7)

Esta relacao implica uma modificacao na regra de diferenciacao usual, sendo substituida

pela chamada formula de Ito. Dada uma equagao estocastica
dr = Fdt + GdW (6.8)

com F, GG apropriadamente definidos, e seja U uma fun¢ao continua com derivadas 0U/0t, 0U /Ox

e 0*U/0x? continuas. Seja

Y = U(z(t), 1) (6.9)
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entao Y corresponde a uma equacao diferencial
dY:(%—Z+Z—ZF+%§TZGQ>dt+Z—ZGdW (6.10)
A formula de It6 permite passar de uma equagao estocastica dr = Fdt + GdW para outra
dY = F'dt + G' dW fungao do mesmo processo W. E de se destacar que a parte flutuante
do processo primdrio x(t) contribui ao drift do processo derivado Y (t) através do termo
L2 e
Finalmente, da equagao 6.4, se as fungoes b(z(t)) e B(z(t)) sao suficientemente bem

comportadas podemos derivar a equacao de Ito-Fokker-Planck (progressiva) associada [155]

0 0 1 02

ap (x,t) = —%b (x(t))p(z,t)+ === B (x(t))z) p(z,t). (6.11)

que define a evolugdo da probabilidade p (x,t) em fungao das fungdes do modelo mi-

croscépico b(x(t)) e B(x(t)).

6.1.2 Superestatistica

Recentemente Beck e Cohen [151, 7, 9] propuseram uma interessante abordagem alternativa

para chegar a distribuicao

C-O-agET gt 612
bi = 7/ - 71 ) ( . )
q q

que surge do formalismo canonico da mecanica estatistica nao-extensiva, com a diferenga
que chegaram neste resultado baseados somente na mecanica estatistica de BG. Esta pro-
posta é chamada superestatistica, e consiste na superposicao de duas estatisticas. Aqui
analisamos brevemente as idéias basicas. Consideramos um sistema fora do equilibrio su-
jeito a flutuagoes espaco-temporais de um parametro intensivo, como por exemplo a inversa
da temperatura 5. Localmente, ou seja em regides espaciais caracterizadas por células (no
espago fisico) onde [ é aproximadamente constante, o sistema é descrito pela mecanica
estatistica ordindria, ou seja pelo fator de Boltzmann e #¥ onde E é uma energia efetiva

de cada célula. A longo prazo o sistema é descrito por uma média espaco-temporal sobre
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as flutuacoes de 3. Desta forma se obtém a superposicio da estatistica e ?F com aquela

do préprio . Em relacao a 3, se pode definir um fator de Boltzmann médio,

B(E)= [ dsro)e . (6.13)

onde f(f) é a distribuicao de probabilidade de (3. Pela assim chamada superestatistica de
tipo A, se normaliza este fator de Boltzmann efetivo obtendo a distribuicao de probabilidade

estacionaria a longo prazo

o) = 2 (6.14)
onde
ZE/ dEB(E). (6.15)

Na superestatistica de tipo B se inclui a normalizacao (dependente de (3) no processo de
média. Neste caso
E

[e8) e—ﬁ
wE) = [ 15

onde Z(3) é a constante de normalizacao de e P para um dado . Ambas as abordagens

(6.16)

podem ser mapeadas uma na outra definindo uma nova densidade de probabilidade

fB) == (6.17)

onde ¢ é uma constante de normalizacao. Claramente uma superestatistica de tipo B com
f é equivalente a uma superestatistica de tipo A com f.

O aspecto interessante da superestatistica é que ela é baseada na mecanica estatistica
usual (no fator de Boltzmann e #F obtido maximizando localmente a entropia de BG),
mais as flutuagoes em £. E também possivel introduzir formas entropicas generalizadas
que sao méaximas para estes p(E) [32] e que sdao associados a uma descri¢ao termodinamica
efetiva de um sistema fora do equilibrio onde se faz a média sobre as flutuacoes. Além
disto, a abordagem superestatistica permite derivar formulas explicitas que associam o
parametro ¢ a variancia relativa das flutuagoes de (3.

Uma realizacao dinamica simples da superestatistica pode ser construida considerando

equagoes diferenciais estocdsticas com parametros espago-temporais flutuantes [8]. Para
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tal se considera uma equagao de Langevin para uma variavel u,
U= vyF(u)+oL(t), (6.18)

onde L(t) é um ruido Gaussiano, v > 0 é uma constante de fric¢do, o descreve a intensidade
do ruido, e F(u) = —0V (u)/0u é uma forca de drift. Se v e o s@o constantes, entdo a

densidade de probabilidade estacionéria de u é proporcional a e #YV(® onde
f=— (6.19)

pode ser identificado como o inverso da temperatura da mecanica estatistica ordindria.
Porém, geralmente os parametros v e o podem flutuar, de modo que 3 = /02 tenha a
distribui¢ao de probabilidade f(/3). Assumimos que estas flutuagoes atuem em uma escala
de tempo suficientemente grande para que o sistema possa alcangar o equilibrio local. Neste
caso se obtém, pela probabilidade condicional p(u|) (probabilidade de um certo valor de

u dado um certo valor de f3):

T )

pela probabilidade conjunta p(u,3) (probabilidade de observar um certo valor de u e um

p(ulB) (6.20)

certo valor de [3):

p(u, B) = p(ulB) f(B); (6.21)

e pela probabilidade marginal p(u) (probabilidade de observar um certo valor de u qualquer

seja o valor de [3):
o) = [ sl (3) (6:22)

Esta distribuicdo marginal é a distribuicao canonica generalizada da superestatistica f (/)
considerada. Esta formulacao corresponde a superestatistica de tipo B.

Notando que (8 tem um suporte positivo (de modo que, por exemplo, distribuigoes
Gaussianas sao excluidas para f(3)), uma escolha interessante para f(3) é dada pela
distribuicao x*: )

£(8) = —— (L) " gEle (6.23)
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Com efeito, enquanto que somando variaveis aleatérias Gaussianas se obtém uma variavel
aleatdéria Gaussiana, somando varidveis aleatérias Gaussianas ao quadrado se obtém uma
distribui¢ao x? (chamada também de distribuigao I'). Neste sentido a distribuigao y? é
tipica para varidveis aleatorias positivas. Indicamos n variaveis aleatérias independentes
como {%;}i—12, n, € assumimos que elas tenham média nula. Temos entao que a densidade

de probabilidade associada a
B=>"af (6.24)
i=1

é dada pela Eq. (6.23). A média do parametro flutuante 5 é dada por

(5)=nia®) = [ d3F()5 = o (6.25)
0
e a variancia por
2
(B%) = Bo = 5502- (6.26)
Para forcas de drift lineares F'(u) = —u se obtém, pela probabilidade condicional

p(ul) = oo % (6.27)
e pela probabilidade marginal

p(u) = @ <@)% (1 + %zﬂ)_%_ : (6.28)

A equagao diferencial estocdstica (6.18), com um 3 = «/o? distribuido com uma dis-

NI

tribuicao x?, produz entao a distribuicao canonica generalizada da mecanica estatistica

nao-extensiva

p(u) [1 —(1- Q)§U2] - , (6.29)

se fizermos as seguintes identificagoes:
g = 1+ niﬂ’ (6.30)
5 = e (6.31)

Observe-se que, dentro desta abordagem, obtemos distribui¢des g-exponenciais com ¢ > 1.
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Existem vérias outras superestatisticas, definidas pela escolha da distribuicao f(3).
Notavelmente, todas elas tém a mesma correcao da primeira ordem do fator de Boltzmann
para E pequeno, que coincide com a estatistica nao-extensiva [151]. Para qualquer destas
superestatisticas se pode em geral definir um parametro ¢ através da relagao (veja também
[29]) 2

(5%)
q= 32 (6.32)
que, como vimos, no caso da distribuicao x? coincide com o indice entrépico da mecanica
estatistica nao-extensiva.
Na seguinte secao, apresentamos modelos estocasticos no contexto de mercados finan-

ceiros, onde usamos a metodologia da superestatistica para descrever séries temporais

financeiras reais.

6.2 Modelos estocasticos de observaveis financeiros

Como se sabe, distribuicao Gaussiana, que é recuperada no limite ¢ — 1 da funcao ¢-
Gaussiana (Eq. 1.18), pode ser derivada de um sem numero de maneiras diferentes. Em
particular, comecando pela dinamica de Langevin que descreve o movimento Browniano
usual, podemos escrever a equacao de Fokker-Planck associada, e dela, obter como solucao a
distribuicao Gaussiana. Analogamente, é possivel também obter a distribuicao ¢-Gaussiana
seguindo o mesmo procedimento, ou seja, partindo de certas classes de equagoes diferenciais
estocasticas e de suas equacoes de Fokker-Planck associadas.

Nesta secao apresentamos resultados neste sentido de dois tipos de variaveis financeiras
definidas em intervalos de tempos fixos, o lucro de 1 minuto e o volume negociado, v. A
analise empirica destas duas varidveis indica que suas fungoes de densidade de probabilidade
sao bem caracterizadas por ¢-Gaussianas, no caso do lucro, e por distribuigoes ¢-Gamma,
no caso do volume. Nesta secao, aplicamos modelos estocasticos as séries temporais das
companhias que formam o indice DJIA. Nossos modelos reproduzem estas distribuigoes de

maneira muito satisfatéria.
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6.2.1 Modelo microscépico para o volume negociado

O volume negociado v é simplesmente o niimero de transacoes de uma acao em um dado
intervalo de tempo.

E conhecido o fato que existem padroes dentro dos dias na atividade financeira. Com
efeito, embora nao se saiba completamente como este efeito é gerado, uma explicacao
possivel é a informacao que se acumula sobre o fechamento da bolsa e portanto alguns
agentes sdo muito ativos nas primeiras horas, e outros nas ultimas [169]. E preciso evitar
correlacoes que tenham a ver com estes padroes artificiais, para poder quantificar correta-
mente as propriedades intrinsecas do mercado.

Para evitar estes fatores espurios, extraimos os padroes de dentro de cada dia da série
temporal original e normalizamos cada elemento da série pelo valor médio. Desta maneira,

definimos o volume negociado médio v(t) como

_ V'@
v(t) = vy, (6.33)
sendo
V'(t) = %, (6.34)

oV (H),

i=1

onde (.. .) significa média no tempo, v > 0, ¢’ representa o tempo dentro do dia, i representa
o dia, e NV é o numero total de dias, sendo nosso caso da ordem de N ~ 5 x 10 4..

O carater nao-linear desta variavel manifesta-se na exibicao de caudas assintoticamente

tipo lei de poténcia na correspondente fungao de densidade de probabilidade [185, 141].

Com efeito, em [141] afirma-se empiricamente que a funcao de densidade de probabilidade

do volume negociado ¢é descrita corretamente pelo seguinte ansatz:

P() == (—)peq_%, (6.35)

onde v representa o volume negociado normalizado, p e ¢ sao os parametros da distri-

p _u
.~ _ e} v ©
buicdo, e Z = [; (@) eq ” dv.
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A distribuigao (6.35) pode ser considerada uma generalizagao da distribuigao Gamma
p(v) ~ (5)0‘6_5, ja que esta é recuperada no limite ¢ — 1.
Como se sabe, um possivel mecanismo dinamico para este observavel ¢ dado pela

equagao estocéstica [141, 186],

dv = —y(v — f) dt 4 4/ 21y AWy, (6.36)
a a

onde W, é um processo de Wiener regular e portanto tem uma distribuicao normal e
v > 0. O lado direito da Eq. (6.36) contém dois termos. O termo deterministico representa
o mecanismo natural do sistema que tende a manter o volume negociado em um valor
médio, w/a, com um tempo de relaxagao cuja escala é de ordem y~1. O termo estocdstico
representa os efeitos microscopicos aleatorios na evolucao de v como um processo de ruido
multiplicativo (este tipo de modelo se usa em diversos sistemas dinamicos, como sistemas
com resonancia estocéstica [180], transi¢oes de fase induzidas por ruido [181], sistemas
granulares [182] entre outros, e se sabe que, para certos casos [183], estd associado a solugdes
¢-Gaussianas). Esta dinamica, junto com a equagao de Fokker-Planck correspondente [150]

tém como solucao uma distribuicao estacionaria tipo Gamma invertida,

Consideramos agora, na mesma linha que a superestatistica de Beck e Cohen intro-
duzida na segao anterior, que w (que se considerava constante) agor depende do tempo.
Além disso, assumimos que w muda numa escala 7' muito maior que 7~ ! que determina
a escala de tempo da relaxagao ao estado estaciondrio na Eq.(6.36). Esta dependéncia no
tempo de w, pode ser associada a mudancas no volume de atividade (nimero de agentes
que realizam transagoes), a eventos inesperados ou mesmo a retroalimentagao do mercado
a prépria mudanca de pregos [142].

Com efeito, temos verificado que existe um rapido decrescimento da fungao de correlagao

(em relagao ao equilibrio local) e posteriormente um decaimento mais lento para tempos

IEsta distribuicdo é conhecida na estatistica como distribuicao F. Para valores pequenos de v tende a
zero como uma lei de poténcia, p(v) ~ v®, e para valores grandes de v também se comporta assintoticamente

como lei de poténcia, p(v) ~ v/ (1=a)
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Figura 6.1: Fungao de correlacao para as 30 séries temporais analisadas (simbolos) e ajuste com
uma exponencial dupla com tempos caracteristicos y~! = 27 e T = 844. As duas escalas de
tempo na Eq.( 6.38) tém uma razdo de aproximadamente 32 (R? = 0.981 e x? = 2 x 1072 com

unidades de tempo em minutos).

mais longos, como se pode ver na Fig. 6.1. Estes decrescimentos sao produto de um

decaimento lento nas correlagoes de w, mais especificamente,
Clo@),v(t+7)=Cre 7" +Cye 7. (6.38)

O decrescimento lento é consistente com a dinamica lenta que propomos para w, que
por outro lado é condicao necessaria na aplicacao de um modelo superestatistico. Em
nossas simulagoes numéricas temos definido o tempo em unidades de y~! (em conseqiiéncia
=1

Aqui assumimos que w tem como funcao de densidade de probabilidade a uma funcao

Gamma (como o exemplo que exibimos para (3 na segdo anterior),

1 w

P) =57 (ﬂ“ e %, (6.39)
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neste caso a equagao (6.37) nao representa a probabilidade de v mas a probabilidade
condicional de v dado certo valor de w, p(v|w). Portanto usando a relacdao p(v) =

I p (v|lw) P (w) dw, obtemos que

p) =5 (0) e (6.40)

onde Z ¢é a constante de normalizacao e a relacao entre os parametros do modelo e a

solucao estacionaria é

A= 0(g—1), (6.41)

1
= ——-a-1 (6.42)

Para estabelecer a relagdo entre a equagao (6.40) e o ansatz (6.35), podemos usar a

identidade [2] (valida para ¢ > 1),
0% b 77 o2 M2

2l ’ = L}_—J T e : (6.43)
Com efeito, fazendo a identificagao 6 = ﬁ, e —a—2=p— q%l, e usando na identidade
(6.43) a = p e b= p, pode se ver que (6.40) e (6.35) coincidem, com Z = (¢ —1) i 2,
Isto permite estabelecer a relagdo entre os parametros observados (que correspondem a
(6.35)) e os parametros do modelo, em particular, o indice ¢. Utilizando (6.41) e (6.42)

podemos ver que

(6.44)

p = 0+ 1. (6.45)

Portanto, o indice nao-extensivo ¢ se afasta do comportamento exponencial de (6.40))
através dos parametros de escala ¢ e A das distribuigoes (6.35) e (6.39), respectivamente.
Construimos com as séries temporais as fungoes de densidade de probabilidade corres-

pondentes. Usamos os valores dos ajustes de «a, 6 e ¢ da Tabela I para gerar um conjunto de
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Figura 6.2: Extrato da série temporal real de Pfizer (figura superior) e a série temporal gerada

correspondente a mesma companhia, usando os valores apresentados na Tabela I (¢ em minutos).

séries temporais com o objetivo de estabelecer a validade do nosso modelo. Para o célculo
das escalas temporais y~! e T', temos considerado a abordagem mais simples: a razao entre
as duas escalas de tempo que descrevem a funcao de correlagao do volume negociado. Os
valores de w usados para imitar a série temporal foram obtidos de processos estacionarios

de Feller [179] com uma relaxagao T; onde i representa uma das 30 companhias.

Este enfoque é probabilisticamente equivalente ao exibido em [141, 142], mas é mais
realista em relagao a dependéncia de v com os momentos de Kramers-Moyal. Em outras

palavras, este modelo tem, em principio, uma melhor abordagem dindmica [152].

Em relacao aos valores obtidos através dos ajustes de ¢, 0, e «, verificamos que no caso

de ¢ os valores se restringem a um intervalo pequeno, 1.1940.02 (préximo a g) e apresentam

uma maior variabilidade nos outros parametros, a = 2.63 £ 0.48 e = 8.31 4+ 1.86.

Nas Figuras 6.2 e 6.4 apresentamos a comparacao do volume negociado das agoes de

Pfizer e de Citigroup, assim como as réplicas das séries temporais obtidas usando o mo-
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Tabela 6.1: Valores do ajuste a func¢ao de densidade de probabilidade (g, 6 e «). e da anélise da
correlagao (7).
q 0 a Ty

AA 1.19 8.81 2.67 29

AIG 1.22 4.32 1.84 34

AXP 1.21 6.51 2.06 26

BA 1.18 10.67  2.95 24

C 115 9.20 3.18 25

CAT 1.20 7.49 2.32 13

DD 1.20 7.33 2.26 53
DIS 1.21 7.29 2.19 20
GE 1.17 8.31 2.75 33
GM 1.21 8.14 2.46 29
HD 1.17 8.76 2.84 27

HON 1.19 9.06 2.67 70

HPQ 1.19 8.55 2.64 28

IBM 1.14 1236  3.70 41

INTC 1.20 4.22 1.70 25

JNJ 1.17  8.55 2.91 11

JPM 1.17 9.14 2.92 22

KO 1.19 7.88 2.61 26

MCD 1.21 7.48 2.30 30

MMM 1.19 7.14 2.33 23

MO 1.18 7.73 2.66 12

MRK 1.25 1.24 0.61 21

MSFT  1.22 4.57 1.62 23

PFE 1.18 6.31 2.44 33

PG 1.16 8.94 2.99 23

SBC 1.19  8.62 2.57 25

UTX 1.14 1847 4.71 32

vz 1.17  8.83 2.84 34

WMT 1.16 10.24  3.23 30

XOM 1.15 1145 3.50 31
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Figura 6.3: O simbolos representam a funcao de densidade de probabilidade empirica das séries
temporais dos volumes negociados para Pfizer (deslocada por um fator 10) e a Du Pont, que
correspondem ao melhor (R? = 0.9953 e x? = 0.0002) e o pior ajuste (R% = 0.9763 e x? = 0.001),
respectivamente. As linhas correspondem & simulacdo usando os valores apresentados na Tabela

L.

delo 6.36. Na Fig. 6.3 mostramos nosso melhor e pior ajuste, Pfizer (PFE) e Du Pont
(DD), respectivamente, enquanto que na Fig. 6.5 apresentamos a fungao de densidade de
probabilidade correspondente a Citigroup. Em geral, pode-se ver que a concordancia é

notavel.

6.2.2 Modelo estocastico para a dinamica de lucro

Nesta segao, apresentamos um modelo estocastico (similar ao exibido na segao anterior)
para o lucro (return) r,

Definimos o lucro de um minuto, ¥ como

7(t) = log[S(t)] — log[S(t — 1)] (6.46)
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Figura 6.4: Um extrato da série temporal gerada por nosso mecanismo dindmico (simulagao)
para reproduzir o volume negociado (1 minuto) das agées de Citigroup na bolsa de valores de

New York (NYSE) (dados reais).

onde S(t) representa o valor de uma agdo em particular. Por razoes de simplicidade,
utilizamos o lucro de 1 minuto normalizado r(t), que se obtém subtraindo a média e

dividindo pelo desvio padrao,

r(t) = ) (6.47)

Dada a seguinte equagao tipo Langevin [176, 177]:
dr = —krdt+1/0 [p(r,t)|"aw,  (¢>1), (6.48)

(na convengao de It6) onde W, é um processo regular de Wiener e p(r,t) é a fungao de den-
sidade de probabilidade instantanea dos retornos. O termo deterministico da Eq. (6.48)

representa os mecanismos intrinsecos que tendem a manter o mercado em um retorno
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Figura 6.5: Funcao de densidade de probabilidade do volume negociado (1 minuto) das acoes
de Citigroup. Os simbolos sao para os dados e a linha sélida para a reprodugao. Valores dos

parametros: 6 = 0.21240.003, p = 1.35 +0.02, e ¢ = 1.15 £ 0.02 (x? = 3.6 x 1074, R? = 0.994).

médio, ou em uma interpretacao andloga, pode estar relacionado com a permanente com-
peticao entre preco especulativo e o valor real de uma companhia. Em nosso caso, usamos a
abordagem mais simples e a escrevemos como uma forga restauradora, com uma constante
k, similar a forca viscosa da equacao de Langevin usual. O termo estocastico tem como
objetivo reproduzir como o sistema responde microscopicamente aos retornos: 6 é a cons-
tante de volatilidade (associada a variancia de p(r,t)) e ¢, o indice nao-extensivo, reflete
a magnitude dessa resposta. Como as maiores instabilidades no mercado sao introduzidas
pelos valores de retorno menos esperados, é provavel que o termo estocdstico na Eq. (6.48)
possa ter esta dependéncia com p(r,t).

Das equacoes 6.4 e 6.11 temos que a equagao de Ito-Fokker-Planck associada a Eq.
(6.48) ¢é dada por,

PO _ O g+ T {0 )} (6.49)
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e a funcao de densidade de probabilidade estacionaria é [176, 150, 123],

A e =i (6.50)

Uma das caracteristicas mais interessantes da Eq. (6.48) é sua capacidade para repro-

duzir a conhecida forma de U do 29 momento de Kramers-Moyal (n = 2).
M, (r,t,7) = /(T’ — V" Pt 47l t) dr =70 [p(r, )] (6.51)

Na Fig. (6.6) apresentamos uma fungao de densidade de probabilidade tipica para os
retornos medidos cada 1 minuto de uma das companhias constituintes do DJIA e o ajuste
g = 1.31 £ 0.02. Na Fig. 6.7 mostramos uma série temporal gerada pela Eq. (6.48), e
finalmente o segundo momento de Kramers-Moyal (com forma de U) para os nossos dados.
Nossos resultados apresentam uma boa concordancia com os dados.

Podem se fazer varias melhoras neste modelo, por exemplo tomando em conta efeitos
de aversao ao risco (risk-aversion), que introduzem assimetrias na fun¢ao de densidade de
probabilidade , ou acrescentando os efeitos das correlagbes na volatilidade. A formulacgao
aqui apresentada tem também a vantagem de ser aplicavel a sistemas que nao estao no
estado estaciondrio, ja que as solugoes dependentes do tempo da equacao de Fokker-Planck

sao também do tipo ¢-Gaussianas [123].

6.3 Estrutura multifractal de variaveis financeiras e
conexoes com o ¢-tripleto

Uma caracteristica comum nos sistemas complexos ¢ a existéncia de comportamentos tipo
lei de poténcia, que geralmente sao uma amostra das invariancias de escala tipicas da
complexidade. Esta invariancia de escala (auto-afinidade, para séries temporais) podem
ser associadas, no caso de monofractais, a um tnico tipo de estrutura caracterizada por
uma dimensao fractal H (o expoente de Hurst) [143]. Pode se dar o caso que se tenha

uma composicao de estruturas caracterizadas pelos expoentes locais €, todas sustentadas
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Figura 6.6: Funcao de densidade de probabilidade em funcao de r. Os simbolos correspondem &
média das 30 companhias usadas para construir o DJ30. A linha representa a fungao de densidade

de probabilidade obtida da série temporal gerada pela Eq. (6.49).
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Figura 6.7: Série temporal gerada pela Eq. (6.36).
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Figura 6.8: Segundo momento de Kramers-Moyal My =~ 76 [p (r)](l_Q)
TQL_q [(6-3¢)o*+ (¢—1)r*] do qual obtém-se o pardmetro k (se assume que
ty = —oo <« —k~!' <« 0. Os valores dos parametros sdo: 7 = lmin, k = 2.40 £+ 0.04,
o0 =0.930 £0.08 e ¢ = 1.31 £+ 0.02.

em uma estrutura principal f(¢), onde € é o expoente de escala [143] responsavel pela
escala basica das propriedades do sistema estudado. Para calcular numericamente esta
fungao temos aplicado o método MF-DFA [148]. Para este procedimento tem se provado
que a fungao de flutuagdo de ordem ¢, F,(s), apresenta um comportamento de escala
F, (s) ~ s"@. Esta correspondéncia entre o método MF-DFA e o formalismo multifractal
padrao é obtida por

7(q) =qh(q) — 1, (6.52)
onde 7 (¢q) é 0 expoente da funcao de parti¢ao generalizada. Da transformada de Legendre,
f (o) = qa—7(q), podemos relacionar 7 (¢) com o expoente de Holder [159], a. Portanto,

usando a equacao prévia temos

dh (q)

a=h(q) +q g

fla)=qla—=h(g)]+1 (6.53)

Na Fig. 6.9 (esquerda) mostra-se o espectro f («) (linha sélida) obtida da média dos valores

das 30 companhias para cada valor de ¢g. Em nossa andlise ¢ vai desde —20 até 19.5.
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Figura 6.9: Na figura esquerda mostra-se o espectro multifractal f (o) em fungado de a. Na
figura direita os expoentes de escala 7 (¢) em fungao de ¢ fazendo médias nas 30 companhias.
A legenda na direita é valida também para a esquerda. A série temporal “original” e a mistu-
rada apresentam um cardter fortemente multifractal, enquanto que a série misturada com fases
aleatorias apresentam uma largura estreita em « relacionada com a dependéncia quase-linear
de Trese—mist () € também com a forte contribuicao da fungao de densidade de probabilidade

nao-Gaussiana do volume negociado ao cardter multifractal.

Temos verificado que f («) apresenta o amplo intervalo de expoentes desde v, =
0.32 £ 0.04 até ampmax = 1.09 £ 0.04, correspondentes a um comportamento fortemente
multifractal. Para ¢ = 2 se obteve h(2) = H = 0.71 £ 0.03 o qual concorda com a

persisténcia observada previamente na andalise do [158].

A partir de cada série temporal é possivel definir outras séries relacionadas que podem
nos ajudar a quantificar quais sao os fatores que mais contribuem ao carater multifractal
do observavel. Entre estes fatores temos as correlacoes lineares, as correlagoes nao-lineares
e as funcgoes de densidade de probabilidade tipo lei de poténcia. Neste contexto, uma pri-
meira série associada se obtém misturando os elementos (ou seja, em cada série se altera a
ordem temporal dos valores) para tirar os efeitos de correlagdes. Com essa série misturada,
se computa hp,;s (¢). Partindo destas séries temporais descorrelacionadas construimos ou-

tro conjunto de séries associado, com o seguinte procedimento: aplicamos a transformada
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de Fourier a cada série temporal, mudamos a fase (no espago de Fourier) aleatoriamente, e
finalmente aplicamos a antitransformada de Fourier para voltar a variavel tempo. Em con-
seqliéncia deste procedimento, estas novas séries tém distribuicoes estacionarias Gaussianas
e expoente de escala hfqse—mist ()

Na Fig. 6.9(esquerda) mostramos que estas duas séries também apresentam um espectro
multifractal, mas a série misturada tem um espectro mais largo que a série misturada com
fases aleatérias. Em relacdo ao expoente de Hurst, h(2) = H, obtemos H = 0.49 + 0.03
para a série misturada e H = 0.5 £ 0.03 para a série misturada com fases aleatorias.
Considerando as margens de erro, estes valores sao consistentes com H = 1/2 (movimento
Browniano).

Além disso, temos construido, com o mesmo procedimento, uma série sé com fases
aleatdrias para a qual se obtém H = 0.7 £ 0.03. Do conjunto dos nossos resultados, con-
cluimos que as correlacoes tém um papel chave no carater persistente das séries temporais
de volume negociado.

Usando a relagao de escala Fj (s) para estas trés séries temporais [148] e assumindo
que todos os fatores sao independentes, podemos quantificar a influéncia das correlagoes

da seguinte maneira,
hcor (Q) =h (Q> - hmist (Q) ) (654)
a influéncia da funcao de densidade de probabilidade nao-Gaussiana,

h'PDF (Q) = hmist (Q) - hfasefmist (Q) ) (655)

e finalmente a influéncia do peso das nao-linearidades,

hfase—mist (Q) = hnlin (Q) =h (Q) - hcor (Q) - hPDF (Q) : (656>

O carater multifractal das séries temporais pode ser analisado por meio das diferencas

dos valores entre h (Gmax) € h (gmin), portanto, a quantidade

Ah=h (Qmin) —h (qmax) (657)

é uma maneira apropriada de caracterizar o carater multifractal.



6.3 Estrutura multifractal de variaveis financeiras e conexoes com o ¢-triplé@y

Para um mono-fractal temos que Ah = 0, ou seja, dependéncia linear de 7 (¢) com ¢g. Na
Fig. 6.9(direita) mostra-se 7 (q) para diversas séries temporais das quais temos calculado os
varios valores de Ah. Os resultados obtidos sao os seguintes: Ah = 0.675, Ah.,, = 0.027,
Ahppr = 0.445, e Ahy, = 0.203.

Entao, podemos concluir que a influéncia das correlacoes lineares na natureza multi-
fractal dos volumes negociados é minima com Ah,,, correspondendo a 4% de Ah. Este
valor é substancialmente menor que a influéncia de Ah,;, que corresponde a 30% de Ah.
Nossas comclusoes concordam com resultados relativos a independéncia estatistica (que
serao apresentados na proxima se¢ao) onde, usando uma medida de informac¢ao mitua
generalizada [149], mostramos que as dependéncias nao-lineares nao sao sé mais fortes,
mas também tém maior flexibilidade (no sentido de serem menos afetadas pelas modi-
ficagoes feitas as séries) do que as dependéncias lineares (correlagoes) nas séries temporais
de volume negociado.

Finalmente, dos valores de Ah temos verificado que o fator principal para o cardter
multifractal das séries é sua distribuicao generalizada (nao-Gaussiana) ¢-Gamma [158,

142, 62], com um peso de 66% em Ah.

O comportamento de 7(q) para ¢ > 0 é bastante diferente que o de ¢ < 0, o que
também ¢é visivel na forte assimetria de f («). Isto poderia indicar que flutuagoes grandes
e pequenas aparecem devido a mecanismos dinamicos diferentes. Este marco é consistente

com a abordagem superestatistica.

O ¢-tripleto em observaveis financeiros

Como vimos na secao 1.4, os sistemas termoestatisticos nao-extensivos sao bem descritos
pelo g-tripleto (Gest, Qsens, Gret), relacionados com a fungdo densidade de probabilidade
(associada a estacionaridade ou a meta-equilibrio), a sensibilidade as condigbes iniciais, e
a relaxacao respectivamente. E claro que se o sistema nao é um Hamiltoniano (como no
caso do mercado financeiro), nao se tem distribuigdo de energia e portanto g.s nao pode

ser definida da maneira usual. Podemos, no entanto, estiméa-la através da ¢g-Gaussiana do
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estado estaciondrio (que generalizaria a distribiu¢do Maxwelliana para as velocidades em
um sistema BG no equilibrio térmico). Por outro lado, os outros dois indices, Gsens € Greis

sao definidos da maneira usual.

Vamos nos concentrar entao na estrutura multifractal das séries temporais dos retornos.
Tem sido conjecturado, e depois provado para uma variedade de sistemas nao-extensivos
(dissipativos) de uma dimensao, a seguinte relagao [191]:

1 1 1

= — 6.5
1- (sens hmin hmax ’ ( 8>

onde hyin € hmax a0 0s valores maximo e minimo de h do espectro multifractal associado
f(h). Assumindo a validade desta relagdo no nosso sistema nao-linear e dissipativo, ana-
lisamos o espectro de nossas séries. Na Fig. 6.10 mostramos que o espectro multifractal
dos retornos do DJ30, obtidos com a aplicagdo do método MF-DFA5 [148]; h e f (h) s@o
calculados das médias dos dados reais das 30 companhias constitutivas. Através desta
analise, determinamos que hpin = 0.28 +0.04 e Ay = 0.83 +0.04. Portanto, utilizando a
Eq. (6.58) obtemos gsens = 0.58 £0.10. Considerando que o valor de ¢ obtido para a funcao
de densidade de probabilidade dos retornos era gg . = 1.31 + 0.02, verifica-se (dentro da

margem de erro) que a relagdo dual

Qstat + Qsens = 2 (659)

¢é aproximadamente valida.

Levando-se em conta o bem conhecido decaimento réapido da auto-correlagao dos retor-
nos, vemos que as mudancas de preco para uma acao tipica do DJ30 pode ser essencialmente

descrita pelo g-tripleto {qsen, Gstat, Grer} = {0.58 £ 0.10,1.31 £ 0.02, 1}.

Uma outra abordagem ¢ analisar a volatilidade, que é definida como o valor absoluto
dos retornos. Sabe-se que esta quantidade apresenta caudas, ou longo alcance, muito maior
do que a relaxacao rapida dos retornos. Se é esta a quantidade considerada como ttil na

descricao do sistema, entao o valor do ¢, = 6.
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Figura 6.10: Espectro multifractal f (h) em fungao de h para os retornos (1 minuto) médios das

30 companhias onde hpin = 0.28 & 0.04 e hpax = 0.83 £ 0.04.

6.4 Generalizacao da medida de informacao mutua
para a analise do grau de dependéncia

A fungao de correlagao (6.38), matematicamente definida como,

Clo@),v(t+7)]= - (tzvv(l(t;; i)zv_(tgz)}z(t» :

é uma das maneiras de quantificar o grau de dependéncia entre os elementos que compoem
uma série temporal v (t). Como a funcao de correlagao é basicamente a co-variancia nor-
malizada (ou o segundo cumulante normalizado do processo estocastico v (t)), s6 seria ttil
para descrever processos estocasticos que possuam correlagoes lineares. Em outras pala-
vras, a funcao de correlacao nao é uma boa alternativa para determinar convenientemente
as nao-linearidades de um conjunto de dados.
Portanto, precisa-se duma quantidade mais conveniente para determinar esta dependéncia

nao-trivial em séries estocésticas, por exemplo, os retornos [177] ou processos GARCH [147]

para os quais da funcao de correlacao sé se obtém valores nulos.
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Uma quantidade importante em teoria de informacao e em teoria de probabilidades é o
ganho de informagao de Kullback-Leibler, que quantifica a variagao média de informacao
de duas distribuicoes de probabilidade.

O ganho de informacao de Kullback-Leibler pode se interpretar da seguinte maneira.
Se consideramos uma variavel aleatoria X que toma valores x4, ..., x, com probabilidades
P = py,...,p,. Interpretando a quantidade o; = —Inp; como a informacao contida no

resultado ¢, a entropia usual de Shannon
i=1

pode ser interpretada como a média dos o;.

Se consideramos um primeiro conjunto de medi¢oes P’ = p/,...p), e um segundo con-
junto de medigoes P = pq, ... p,, entao a variacao de informacao contida sobre o resultado
i serd Ao; = —Inp, — (—Inp;). A variacdo de informacao contida média se obtém fazendo

médias em relagao as novas medicoes definidas pelo conjunto dos p;,
_ bj
K(p,p) = ijAaj = ij lnp—f (6.61)
J J J

Este é o ganho de informacao de Kullback-Leibler, também chamado entropia relativa,
distancia ou informagao mutua de Kullback-Leibler. Esta quantidade funciona como uma
distancia estatistica entre as duas distribui¢oes de probabilidade, ja que K(P,P’) = 0
quando P = P’. De fato, uma propriedade importante de K é que, em geral, K(P, P") > 0,
sendo esta desigualdade a conhecida desigualdade de Gibbs. Além disso, é interessante
destacar que K é uma fungao simétrica em rela¢ao a permutacao de qualquer p; ou p, mas
nao ¢é simétrica no par P, P’. Este fato indica que K nao pode ser considerada uma medida
no sentido formal da teoria de medida.

Podemos generalizar o ganho de informacao K utilizando o formalismo nao-extensivo
na sua definicdo. Para isto, usamos a ¢ generalizagdo da média (Eq. 1.10) e o g-logaritmo
(Eq 1.23) (note-se que aqui o indice ¢ ndo sdo os mesmos definidos nas segdes anteriores).
A diferenca de informagcao contida serd agora Ac! = [%_q](((l —p}lfq) -1 —p;fq))).

Realizando a média generalizada obtemos
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Py _
Kolod) = 72 O ). 62
J
que é o ganho de informacdao de Kullback-Leibler generalizado. Fazendo uso explicito da

Eq.(1.23), K,(p,p’) pode ser escrito também como
P}
KQ(papl) = _Zp] 1nq p_]" (663>
j J

Como sempre, se recupera a definigao original (6.61) quando ¢ — 1.
A definicao de ganho de informacao pode ser estendida a variaveis continuas da seguinte

maneira

I(p,p') = —/p(y) ln];((y)) dy. (6.64)

Da mesma forma, a forma generalizada é

L) == [ o) i, Z ((j)) dy (6.65)

Esta quantidade foi introduzida em [149] dentro do contexto do formalismo nao-extensivo
para o estudo de dependéncias em variaveis financeiras. Neste capitulo usamos o ganho de
informacao generalizado para quantificar este grau de dependéncia do volume negociado
v (t) estudado na se¢ao 6.2.1.

Comegamos construindo uma variavel y aleatéria bidimensional y = (x, z) onde z =
x+ 7 e T é o retardo ou “lag” entre as variaveis. Quantificamos o grau de dependéncia
entre x e z calculando I, para p(x,z) e p'(x,z) = p, (z) p, (2), onde p nesta ultima
expressao representa a probabilidade marginal. Para este caso, sabe-se que I, tem tanto

um limite inferior quanto um limite superior. O limite inferior, [, éWN

= 0, corresponde
a independéncia total entre x e z, ou seja p(z,2) = p’(z,2). O limite superior, [qMAX,
representa a situagdo em que as variaveis se correspondem completamente ( p(z|z) = p(z)

) e estd dado por [149],

I = = Jp?(x,2) [Ingp: (z) +

(6.66)
(1—q) Ing p, (2) In, p, ()] da dz.
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A partir destes dois valores extremos, é possivel normalizar 6.65

I
R,= —4_€[0,1]. (6.67)

T TMAX
Iq

Esta quantidade tem um valor étimo do indice ¢° no sentido que o gradiente de R, ¢
mais sensivel e portanto é util para detectar as variagoes na dependéncia entre as variaveis
x e z. Analiticamente, estd determinado pelo ponto de inflexao de R, em funcao das
curvas correspondentes a ¢ (dd—lzq|qot = 0). Neste caso, ¢° = 0 representa uma dependéncia
total (varidveis iguais) e ¢° = oo total independéncia (ver [149] para uma discussao mais
detalhada).

Desta maneira, para avaliar o grau de dependéncia no volume negociado do DJ30,
calculamos R, em fungao de ¢ para as 30 séries temporais usando = = v(t), y = v(t + 7),
para varios valores do retardo 7. A seguir, calculamos o ponto de inflexao em cada perfil
R, determinando ¢°(7) para cada série (Fig. 6.4). Para cada 7 fazemos a média entre as
30 séries do valor de ¢°. O resultado mostra-se na Fig. 6.12 como funcao de .

O comportamento de ¢° como funcao de 7, exibe um aumento lento de ¢, ou seja,
uma diminui¢ao lenta do grau de dependéncia entre as variaveis. Este resultado sugere a
existéncia de dependéncias presentes a longo prazo, que podem ser grandes contribuintes
do comportamento multifractal do volume negociado.

Na Fig. 6.1 (na se¢ao 6.2.1) mostramos a correlagao entre 7 = 1 7 = 1000 para permitir
compara-la com nossos resultados. Pode se ver que a correlacao diminui aproximadamente
80% enquanto que o valor de ¢° (Fig. 6.12) entre 7 = 1024 e 7 = 1 36 se reduz em aproxi-

madamente 20% , ou seja, uma diminui¢ao no grau de dependéncia da mesma proporcao.
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Figura 6.11: Na figura esquerda, medida g-generalizada de Kullback-Leibler normalizada, R,,
em fungao do indice ¢, para International Business Machines (IBM). A figura inserida mostra,
como ilustragao, a derivada de R em relagdo a ¢ para 7 = 1 minuto. O méximo corresponde a

q°t = 1.58.
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Figura 6.12: Os simbolos representam o indice ¢° associado ao grau de dependéncia em funcao
e 7. A varidvel 7 estd em unidades de minutos. Média das 30 séries temporais. A linha sélida
representa o ajuste logaritmico ¢° = 1.59 + 0.111og(7) (com indice de correlacio R? = 0.9944),

ilustrando o aumento lento de ¢°'.



Capitulo 7

Conclusoes

Neste capitulo apresentamos um breve resumo assim como as nossas consideracoes finais.
O trabalho que aqui apresentamos estuda distintos tipos de sistemas complexos e sua
relacdo com a mecanica estatistica nao-extensiva. Em geral, a estratégia usada para esta
andlise foi estudar a conexao entre as propriedades microscopicas (de origem dinamica ou
probabilistica) e o comportamento macroscépico, tipicamente no limite termodinamico,
para entender que tipo de termoestatistica emerge da dinamica do sistema. Estudamos
varios modelos diferentes, em contextos diferentes, mas todos eles tém aspectos em co-
mum. Por um lado todos, de uma maneira ou outra, apresentam anomalias que indicam
que nao verificam os postulados do formalismo de BG. Por outro lado, todos eles podem
ser considerados sistemas complexos. Com efeito, no capitulo 2 analisamos conjuntos de
probabilidades globalmente correlacionadas com uma estrutura de tipo hierarquica. Pos-
teriormente, nos capitulos 3 e 4 estudamos sistemas de muitos corpos com interagoes de
longo alcance, discretos e continuos respectivamente. Finalmente, aplicamos o formalismo
da mecanica estatistica nao-extensiva a séries temporais reais e analisamos, entre outras

coisas, suas propriedades multifractais.

Nossa conclusao geral é que o formalismo nao-extensivo é um forte candidato a descrever
corretamente certos sistemas complexos, onde ha presenga de interacoes de longo alcance

espaciais ou temporais, ou estrutura multifractal do espaco de fases. Por outro lado, para
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certos casos, nossos resultados evidenciam uma origem dinamica do indice ¢, como parece
ser o consenso dentro do formalismo. Por ultimo, apresentamos possiveis relagoes entre
dualidades naturais da mecanica estatistica nao-extensiva e o ¢-tripleto.

A seguir, detalhamos nossas principais conclusoes seguindo a organizacao usada ao

longo do trabalho.

7.1 Sistemas de probabilidades com correlagoes glo-
bais hierarquicas

Analisamos um conjunto de probabilidades construidas de maneira que suas correlagoes se-
jam globais e que, ao mesmo tempo, tenham uma invariancia de escala. Para isto, geramos
o conjunto de probabilidades utilizando a regra de Leibniz, que nos assegura uma estru-
tura hierarquica em funcao do nimero de variaveis N. Por outro lado, usamos uma relagao
baseada no ¢-produto, uma generalizacao do produto dentro do formalismo da mecanica
estatistica nao-extensiva. Nossa principal conclusao é que as distribuigoes emergentes para
a média de N varidveis aleatdrias (sendo N > 1) nao sdo nem distribui¢oes Gaussianas,
nem distribui¢oes de Lévy, mas um atrator diferente que, para p = 1/2, é uma g.-Gaussiana
(assimétrica). Verificamos numericamente a rela¢do g, = 2 — %, que relaciona o indice g,
da funcao de densidade de probabilidade emergente com o indice ¢ do mecanismo que a
gera. Se sugere a possibilidade de que esta relacao esteja conformada pelas duas dualida-
des naturais ¢ < % e ¢ < 2 — q, freqiientemente encontradas no formalismo nao-extensivo
(vide segao 1.3.2). Nosso resultado numérico contribuiu a recente g-generalizagao analitica
de um TLC consistente com a mecénica estatistica nao-extensiva (do qual nosso modelo
é um caso especial). Discutimos a dependéncia da entropia em fungdo do tamanho do
sistema e do indice ¢. Verificamos que a entropia correta (por ter uma taxa de produgao
de entropia finita) é Spg. Isto indica que este tipo de correlagoes globais muda de fato
o atrator das distribuicoes emergentes, mas nao sao suficientemente fortes para mudar o

indice ¢ na entropia. Neste contexto, existem atualmente esforcos que indicam a possibi-
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lidade de impor correlagoes globais mais fortes, onde a taxa de crescimento da entropia
s6 é finita para ¢ # 1. Esta possibilidade, e sua relagdo com o formalismo da mecanica
estatistica nao-extensiva é claramente uma linha de pesquisa a ser estudada e que pode
esclarecer a ubiqiiidade de distribuigoes tipo lei de poténcia observadas em um sem-ntimero

de fendmenos naturais.

7.2 Sistemas dinamicos com interagoes de longo al-

cance

Sistema simplético de N mapas standard globalmente acoplados

Apresentamos um novo modelo de mapas globalmente acoplados, onde o acoplamento é
simplético nas coordenadas, de modo a estabelecer uma relacao com modelos Hamiltonianos
com interagoes de longo alcance, em particular, o modelo a-XY.

Estudamos a evolugao da temperatura dinamica para uma parte do espaco de parametros.
Observamos, para certas condicoes iniciais, a presenca de estados meta-estaveis ou quase-
estaciondarios, que para tamanhos finitos do sistema, relaxam depois de certo tempo t. ao
valor de equilibrio pelo formalismo de BG. O escalamento do tempo de relaxacao com o
tamanho do sistema é t. ~ N onde 3(a) = 0 quando a % 1, e 8(a) > 0 quando
0 < a g5 1, e portanto divergindo quando N — oco. Esta é uma caracteristica que apre-
senta o modelo Hamiltoniano a-XY, e é um conceito chave para entender a correta descricao
destes estados, um dos principais objetivos da mecanica estatistica nao-extensiva.

Consideramos também a sensibilidade as condigoes iniciais, estudando o maximo coe-
ficiente de Lyapunov A,; em funcao dos distintos parametros do sistema: o tamanho N,
o parametro nao-linear a e a constante de acoplamento b. Observamos que neste modelo,
assim como no modelo Hamiltoniano a-XY, os Ay, também tendem a zero quando as in-
teragoes sao de longo alcance e, no caso de curto alcance, Ay, permanece finito, indicando
um comportamento fortemente cadtico. Mais precisamente, encontramos que, quando N

aumenta, \y; desaparece como N % onde k(a) > 0 quando 0 < « S 1, e K & 0 quando
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a Z 1. Esta dependéncia em particular é a mesma que se encontra no modelo Hamiltoniano
a-XY. No limite termodinamico, este comportamento corresponde ao chamado caos fraco,
que é uma das caracteristicas mais estudadas pela mecanica estatistica nao-extensiva e é

também onde tem-se encontrado evidéncias mais fortes da sua aplicabilidade [55].

Nossa conclusao principal é que a falta de ergodicidade deste modelo parece estar
relacionada com certo confinamento nao trivial (talvez multifractal) no espago de fases
que se agudiza para certos limites como o termodinamico N — oo. As similaridades
deste modelo de mapas acoplados com o modelo Hamiltoniano a-XY sugerem que ambos
sistemas poderiam ter comportamentos dinamicos comuns. A mecanica estatistica nao-
extensiva descreve claramente a dinamica de mapas de baixas dimensoes no limiar do caos.
Portanto, nosso modelo é um excelente candidato para esclarecer os possiveis vinculos entre

este tipo de dinamica e a de sistemas Hamiltonianos que apresentam anomalias similares.

Hamiltoniano de Campo Médio

Nosso objetivo no estudo deste sistema é esclarecer as observagoes de difusao anomala
que tem se exibido recentemente na literatura [75]. O trabalho que aqui apresentamos
concentra-se fundamentalmente em dois aspectos da dinamica: a evolucao da difusao dos

angulos dos rotores e a forma funcional da distribuicao destas variaveis.

Nossos resultados nao descartam a possibilidade de uma correta descricao por parte
da mecanica estatistica nao-extensiva dos estados meta-estaveis do HCM. Simplesmente
indicam que assim como no limite termodinamico o sistema fica confinado nos estados
meta-estaveis, o processo difusivo se normaliza. Resultados confirmando este fato seriam
muito importantes. Por outro lado, fica também em aberto qual é o verdadeiro meca-
nismo de formacao das distribui¢oes ¢-Gaussianas, podendo mesmo ser originadas pela
nao-extensividade do sistema. Este seria um resultado muito relevante ja que implicaria
que um sistema Hamiltoniano de longo alcance preparado fora do equilibrio mostra si-
nais de nao-extensividade mesmo com alguns observaveis (como a temperatura) exibindo

o valor de equilibrio de BG, indicando que este nao seria um verdadeiro equilibrio.
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Principio zero em estados quase-estacionarios no HCM

Tendo em mente uma abordagem mais relacionada a termodinamica dos estados quase-
estacionarios no modelo HCM, fizemos dois experimentos numéricos com o objeto de in-
vestigar a validade do principio zero da termodinamica. A motivacao desta abordagem é
evidente, para propor uma descricao mecanico-estatistica generalizada para estes estados

¢é fundamental saber da validade do principio zero da termodinamica.

O nosso primeiro experimento consistiu em analisar um ensemble canonico definido
numericamente como uma (pequena) parte de um ensemble microcanénico (sistema com
energia total constante). Com efeito, integramos simpleticamente as equagoes de movi-
mento de um sistema de N rotores e observamos as propriedades termodinamicas em um
subsistema de M rotores, onde N > M > 1. Na analise da energia cinética média es-
pecifica (temperatura dindmica), nossos resultados mostram que qualquer subconjunto de
elementos atinge, depois de um tempo, a temperatura do estado quase-estacionario. Este
resultado é equivalente ao principio zero no seguinte sentido: considere-se o subsistema de
M elementos com maior (menor) energia total como sendo o sistema A (B). Considere-se
o resto do sistema (os elementos que nao pertencem nem a A nem a B como o sistema
C. Claramente os trés sistemas estao em contato térmico ja que hé troca de momento. O
sistema A (B) estd em equilibrio com o sistema C' (jd tem a mesma temperatura Trgg), €
os sistemas A e B permanecem em equilibrio entre eles. Este é o principio zero da termo-
dinamica mas, notavelmente, a temperatura comum entre os sistemas é a temperatura de
meta-equilibrio Trgp. Este primeiro resultado indica que possivelmente o principio zero
da termodinamica tenha uma validade maior a estritamente de equilibrio normalmente

associada & mecanica estatistica de BG.

Nosso segundo experimento poe em contato dois sistemas diferentes, sendo o primeiro
sistema igual ao microcanénico definido anteriormente (que agora chamaremos termostato).
O segundo sistema consiste em um nimero M (novamente N > M > 1) de rotores com
interacoes de curto alcance que chamaremos termometro. Preparamos o termostato no

estado quase-estaciondrio, enquanto preparamos o termometro no equilibrio de BG com
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certa temperatura escolhida previamente. Em um determinado tempo (dentro do estado
quase-estacionario) ambos sistemas sdo “conectados” através de um acoplamento de modo
a ter uma energia de interacao desprezivel em relacao a energia total dos sistemas. Nossos
resultados mostram que o termometro relaxa a temperatura do estado quase-estacionario,
quando a temperatura do termometro é menor que a do termostato e permanece assim
boa parte da duragao do platdo. No caso em que a temperatura do termometro é maior
que a do termostato, o resultado é negativo; a temperatura do termometro nao relaxa a do
termostato, se nao que relaxa diretamente a Tzq do sistema composto. Apresentamos uma
conjectura na qual explicamos que muito provavelmente isto seja por causa do tamanho
finito do sistema. Com efeito, as flutuagoes de energia do termometro seriam grandes
demais a respeito da energia total dele, nao permitindo a estabilizacao na Trgg. Fica em
aberto para esclarecimento este importante ponto, onde (em principio) tem de se aumentar
o suficiente o tamanho de ambos sistemas para neutralizar este efeito. Acreditamos que

estes resultados possam ajudar a estabelecer os fundamentos de futura pesquisa no tema.

Fundamentagao dindmica do ensemble candnico

Na mesma linha do estudo numérico do ensemble canonico realizado no caso do estudo do
principio zero, abordamos o mesmo ensemble a partir de um outro ponto de vista: o estudo
das flutuagoes de energia. Usamos o formalismo padrao de BG utilizando ferramentas
numéricas comuns, introduzimos um novo calculo que permite a comparacao entre dinamica
Newtoniana nao-linear e mecanica estatistica no ensemble canonico. Implementando uma
configuracao padrao (N > M > 1 como anteriormente), mostramos que a distribuigao
de energias no espaco I' de Gibbs concorda com as obtidas dinamicamente integrando as
equacoes de Hamilton para condicOes iniciais proximas ao equilibrio e fazendo médias de
ensemble. Checamos este resultado em dois modelos paradigmaticos com interacoes de
curto alcance, o modelo de rotores classicos com acoplamento de primeiros vizinhos e o
modelo S-FPU. Em relacao as médias dinamicas no tempo, temos confirmado as predicoes

de BG para energias moderadamente baixas. No modelo XY em altas energias, se a escala
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de tempo nao é muito grande, as médias de tempos finitos nao concordam com as médias
de ensemble como conseqiiéncia de um aumento da escala de tempo de flutuacoes tipicas
de energia. A dependéncia de energia desta discrepancia nao mostra correlacao com a
dependéncia do méximo coeficiente de Lyapunov (veja também [128]).

A principal conclusao do trabalho aqui apresentado é que mostramos que a estatistica
de termoequilibrio provém da dinamica (de precisao finita, ou seja, com flutuagoes devidas
a erros numéricos), até para sistemas em contato com um termostato (caso que usualmente
se discute com técnicas como Monte Carlo ou Nosé-Hoover, que nao deduzem a distribuicao
de equilibrio, e sim a impoem [132]).

Com efeito, se lembrarmos que a densidade de estado é um conceito puramente mecanico,
pode-se ver que o que se obteve dinamicamente é o préprio fator de Boltzmann (Fig. 5.3).
O célculo que aqui apresentamos oferece uma possivel linha de pesquisa para a funda-
mentagao dinamica da mecanica estatistica, conceito ao que os mesmos fundadores (entre
eles o préprio Einstein [175]) deram muita relevancia e que ainda hoje muitos autores con-
tinuam analisando [6, 130, 128, 26, 131, 36]. Por outro lado, é indubitével que este tipo de
calculo pode ser uma ferramenta de utilidade na discussao de situacoes ainda mais com-
plexas como no caso da mecanica estatistica nao-extensiva [75] onde existem discrepancias
dinamicas com a teoria de BG, e onde se conjectura (como mostramos na segao 1.4 e

também ao longo do trabalho) que a origem do expoente entrépico ¢ deve ser dinamica.

7.3 Sistemas estocasticos multifractais

Na dultima parte de nosso trabalho apresentamos resultados relacionados com sistemas
financeiros. Este tipo de sistemas complexos sociais tem atraido interesse nos ultimos
anos, e sao freqilentemente abordados a partir de um ponto de vista multidisciplinar.
Trabalhamos com dados reais, com séries temporais correspondentes ao indice Dow Jo-
nes 30. Mais precisamente, estudamos as propriedades estatisticas de volumes negociados
e de retornos. Analisamos o grau de dependéncia usando uma generalizagao da medida de

informacao de Kullback-Leibler. Com este procedimento temos estudado a dependéncia
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entre variaveis em funcao do lag ou retardo, onde observa-se um decrescimento logaritmico.
Comparando com a maneira tradicional de medir dependéncia através da funcao de cor-
relagao, verificamos que a dependéncia que surge pelo nosso método diminui muito mais
lentamente. Isto indica que existem nao-linearidades presentes na dinamica de volumes
negociados. Claramente muitos pontos podem ser ampliados neste modelo, por exemplo
seria interessante usar célculo perturbativo para uma determinac¢ao mais precisa de v [152]
e também pode se determinar a razao entre a escala da relaxacao local e a atualizacao do
volume negociado médio [154].

Por outro lado, exploramos as propriedades multifractais dos valores negociados calcu-
lando o espectro de singularidade f(¢) numericamente aplicando o método MF-DFA.

Nossa principal conclusao é que a influéncia das correlagoes lineares na natureza mul-
tifractal do volume negociado é minima, onde Ah,,, corresponde a 4% de Ah. Este valor
¢ muito menor do que aquele que corresponde a influéncia de Ah,;;, de 30% de Ah.

Este resultado é compativel com a andlise feita utilizando a medida de informagao de
Kullback-Leibler. Por outro lado, dos valores de Ah temos verificado que o fator mais
importante no carater multifractal do volume negociado e sua FDP nao-Gaussiana g — I,
com um peso de 66% em Ah. O cendrio sugerido pelos nossos resultados é consistente com
uma abordagem super-estatistica, associada naturalmente com a mecanica nao-extensiva.

Finalmente, apresentamos modelos explicitos para as dinamicas estocasticas dos ob-
servaveis financeiros analisados ao longo desta parte do trabalho, o volume negociado e
o lucro. Nosso objetivo é o de apresentar uma interpretacao dinamica para a emergencia
do indice ¢ normalmente observado em analises numéricas de FDP de equagoes de Fokker-
Planck em sistemas financeiros.

No caso da analise do lucro, o indice g estd relacionado com o grau de reacao dos agentes
no mercado as flutuagoes deste observavel, enquanto que, no caso do volume negociado,
estd associado as flutuagoes na sua média local. Dentro deste panorama dinamico, verifica-
mos que este indice aproximadamente verifica a relacao dual ¢g e + @sens = 2, conjecturada
previamente dentro da discussao do g-tripleto que caracteriza o estado estacionario, a sensi-

bilidade as condigoes iniciais, e o relaxamento em sistemas nao-extensivos. O estudo desta
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relacao ainda é preliminar e a compreensao do seu significado nao é completa. Por exemplo,
uma nova questao surge em relacao a relaxagao e a conjectura do ¢-tripleto. E bem conhe-
cido que as auto-correlagoes para o lucro sao do tipo exponencial, em contraposicao com
as correlagoes duradouras da volatilidade (ou a magnitude do retorno) [192]. Esta tltima
é também considerada um fato convencional e é compativel com a forma g-exponencial.
Desta maneira, se a hipotese do mercado eficiente é considerada um elemento chave em
mercados financeiros, entao faz sentido assumir que ¢, = 1. Mas, se se considera que uma
caracteristica fundamental é a arbitragem nos mercados, entao a relaxacao essencial que
deve ser levada em conta poderia ser relacionada a volatilidade, para a qual ¢,.; > 1. Cla-
ramente é necessario progredir nesta direcao, tanto em um nivel fundamental quanto nas
possiveis aplicacoes, para poder alcancar uma compreensao mais profunda deste sistema

complexo.



Apeéendice A

Diagonalizacao da matriz de

interagao de longo alcance R;;

Neste apéndice exibimos o calculo analitico dos autovalores A, da matriz de distancias
R’ [89].
Vamos considerar primeiro o caso d = 1, sem perda de generalidade. A matriz distancia

é definida

Ti;a se i #£j
R}, = (A.1)
b set =]
onde
rijzxgznh—jJrlN]. (A.2)

Portanto, Itj; = R'(i—j) = R'(m) onde R’ ¢ uma funcao de perfodo N. Esta periodicidade

da rede nos permite diagonalizar R’ no espaco de Fourier. Sua transformada de Fourier é

~ 2
R(n) = exp(—iﬁﬂnm)R'(m) (A.3)
m=1
e sua inversa é N
1 27 ~
() = — —i—1 "(k). A4
RU) = 3 S (iR () (A4)

1/2

Pode-se ver que R'(i — j) = Son , ul \ujx onde ujp == N~ exp(—i3Xjk) é um ele-

mento da matriz unitaria de autovetores, com a seguinte expressao para os autovalores
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(1<k<N)

}: ﬂ—%mmx) (A.5)

Para qualquer rede d-dimensional, obteria-se uma expressao generalizada para A\, = A (nq, .. .

onde 1 < nq,...,ng < NV da seguinte forma
N1/d N1/d
:Z...Zexp( Nl/danJ>R/ (A.6)
mip=1 mg=1 i,7=1

Voltando ao caso de d = 1, daqui em diante vamos escolher N par e usaremos N = 2p.

Como R’ é uma funcao par, isto implica que, para 1 < k < N = 2p,

A =b+ A (A7)
com )
< (—=1)F «— cos (rkm/p)

5\1, é 0 menor dos Ay e é negativo. Com o objeto de obter um espectro completamente posi-
tivo que nos permita aplicar a transformada de Hubbard-Stratonovitch, podemos deslocar

o espectro escolhendo

bi=—)\, = = pz (=D" (A.9)

N é entao definido como o méaximo autovalor
8 R |
N=Xp=b+—+2 — (A.10)

e pode-se verificar que

> A=0. (A.11)



Apeéendice B

Solucao canonica de BG do modelo
XY inercial unidimensional e do

modelo § de Fermi-Pasta-Ulam

Neste apéndice revisitamos a solucao canonica analitica de BG do dois modelos com in-
teracao entre primeiros vizinhos: o modelo inercial XY ferromagnético e do modelo (§ de

Fermi-Pasta-Ulam [128].

B.1 Modelo XY

B.1.1 Primeiros vizinhos em d =1

A Hamiltoniana do modelo XY é dada por

M r o
HJWIKM—FVM:Z[%+1—C08(qi+1—qi) s (Bl)

i=1

onde ¢; € [0,27), p; € R. Temos que calcular a func¢ao de parti¢ao

s = / [T pidas) exo (=373 00 (B.2)
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Ja que estaremos interessados no limite termodinamico M — oo, para evitar complicagoes
formais usamos para este calculo condi¢oes de contorno livres.
A integracao sobre os momentos p; é realizada trivialmente e fornece um fator

M
2

G

Para calcular a integral das configuracoes, realizamos primeiro a seguinte transformacao

onde f =1/T (kg =1).

de coordenadas:

w1 = g2 —(q1,
WM-1 = 4qm — qm-1, (B-4)
Wy = a — 4w,
w = q,

onde w; € [0,27) e w, ¢ nao sao verdadeiras coordenadas, mas parametros. E facil verificar
que o determinante Jacobiano desta transformacao é nao-singular

det <H) = 1. (B.5)

A existéncia do limite termodinamico para esta transformacao de variaveis é verificada

analisando a contribuicao da coordenada @ a energia livre. Com efeito temos

M

T = (%”) /0 QWﬁdwieXp [—ﬁi(coswi)] exp(—3M)

=1

- <%ﬂ)2 exp(—BM) [L(B)]" g(@) (2m)™, (B.6)

onde Iy é a funcao modificada de Bessel da primeira espécie de ordem zero, e g é uma
funcao nao especificada.

A energia livre especifica
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¢ dada portanto por

1 1 3 1
fu=-T {5 InT +1n Iy (T) —|—1n27r5} +1+4+0 <M) : (B.8)

onde a contribui¢ao O (ﬁ), desprezivel no limite termodinamico, vem da fungao g(@).

Invertendo a relacao que define a energia especifica,

e = 269 (B.9)

B’

obtemos a curva calérica T'(e).

B.1.2 Alcance infinito

Passamos agora a analisar o caso do modelo Hamiltoniano dito de campo médio (veja, por

exemplo, [88]). A Hamiltoniana é dada por
| M

M 2
i=1

ij=1

onde 6; € [0,27) e p; € R. Temos que calcular a fungao de parti¢ao

Iy = / H(dpidqi)exp [—BH v (i, )], (B.11)

com f=1/T, kg =1.

A integracao sobre os momentos p; ¢ realizada trivialmente e fornece um fator

M

()" (B.12)

A funcao de particao agora é dada por

% 2r M M
Iy = <%) /0 Hd@i exp [—% Z cos(6; — Qj)] exp <—BTM)

i=1 ij=1

o M /8 M
= C Hd@i exp [—m Z cos(6; — Qj)] : (B.13)

o= () e (20). o

com
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Para calcular este integral, observamos primeiro a identidade

M M 2 M 2 M
Z cos(6; — 0;) = (Z cos 8@) + (Z sin 8i> = Z m;| = M*m?, (B.15)
ij=1 i=1 i=1 i=1
onde, lembramos,
M
m=-- ) m, m; = [cos(0;), sin(6;)]. (B.16)
i=1
Temos entao o
2 M
Zy=0C i gd@i exp <—%m2) . (B.17)
Consideramos agora a identidade Gaussiana
pooy 1 e 2
exp (5V7) = — dwexp | —wW* + /21 VW | | (B.18)
™ —00

onde v e w sao vetores bidimensionais e p é positivo. Podemos portanto reescrever a

funcao de particao como

C or M +o0o
Zy = ?/ Hd@i/ dw exp (—w2 +/2u mw) , (B.19)
0 ;=1 —00

onde p = fM. Introduzindo a varidvel re-escalada w — w+/M/(2(3) e trocando a ordem

de integragao obtemos

M 400 M 2 or M M
Iy = % . dw exp (— 2;, )/0 Hd@iexp (;wmcosﬁmeysinGi

— % _:o dw exp {—M [;”—; - ln(QWIO(w))} } : (B.20)

onde [ é a funcao modificada de Bessel da primeira espécie de ordem zero e w é o modulo

de w. Esta tultima integral pode ser avaliada com a técnica de ponto de sela, no limite

termodinamico M — oo. Neste limite, a energia livre de Helmholtz especifica

1

M—o0

¢é dada portanto por

. {% n <2_7T) _ max {w_Q _ ln(QWIO(w))} } , (B.22)

g w26
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com a condicao de maximo que leva para esta equacao de consisténcia:

= (B.23)

onde I é a funcao modificada de Bessel da primeira espécie da ordem 1.

A Eq.(B.23) é anéloga, para o modelo XY inercial, a equagdo de Curie-Weiss obtida
resolvendo o modelo de Ising na aproximacao de campo médio. Para f < (. = 2, a
equagao apresenta somente a solucao w = 0, que é instavel. Para § > (., ou seja, abaixo
da temperatura critica T, = 0.5, duas novas solugoes estaveis simétricas aparecem através
de uma bifurcacao de forquilha, e é presente uma descontinuidade na derivada segunda da

energia livre, indicando uma transicao de segunda ordem.

Este resultado ¢ confirmado por uma anélise do parametro de ordem?!

(B.24)

A magnetizacao se anula de maneira continua em (.. Ja que a magnetizacao mede o grau
de agregamento das particulas, temos uma transi¢ao de uma fase agregada quando 8 > S,
para uma fase homogénea quando § < .. O expoente que caracteriza o comportamento
da magnetizagao perto do ponto critico vale 1/2, como esperado para um modelo de campo
médio [80].

Através da relacao que define a energia especifica

_a(8f)
temos
1 1 )
6:%+§(1—m ) (B26)

Invertendo esta relacao obtemos a curva caldrica representada na Fig. B.1.

Isto é realizado adicionando ao Hamiltoniano um campo externo e considerando a derivada da energia

livre em relagao a este campo, calculada para campo nulo.
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08— -

0.4 —

02 —

Figura B.1: Curva caldrica obtida da solugao analitica de ensemble canoénico de BG do modelo

inercial XY ferromagnético com interacao de alcance infinito.
B.2 Modelo # de Fermi-Pasta-Ulam

No caso do modelo # de Fermi-Pasta-Ulam com interacao entre primeiros vizinhos, a

Hamiltoniana é dada por

= v (qi1 — qz')Q (Giy1 — %)4
HM:KM—FVM:;[?ZjL 5 A : (B.27)
onde ¢;, p; € R, e queremos calcular a funcao de particao
M
Zus = [ T](dnda) exp -8 (p1. ). (B.28)
i=1

onde, novamente, § = 1/T (kg = 1), e usamos para este cédlculo condi¢oes de contorno
livres.
A integracao sobre os momentos p; é realizada trivialmente e fornece um fator

M

(%) (B.29)
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Para calcular a integral das configuragoes realizamos a mesma transformacao de coor-

denadas do apéndice B.1.1:

®Y1 q2 — 41,

qm — 4Mm—1, (B-30)

M = q—qum,

Prm-1

Y = q,

onde P e ¢ sao parametros, e o determinante Jacobiano ¢ igual a 1. Temos entao

M

2\ ¢ (2, 8
= (5) [T o (5 0)

)16 (3) =) 2|

onde I' é a funcao gama de Euler, D_

N}

] } /@), (B.31)

1 é uma fungao cilindrica parabdlica, e f é uma
2
funcao nao especificada.

A energia livre especifica

1
Ju = ~05 In Zy, (B.32)

¢é dada portanto por
f L) — 7 |7 (2) ] 4 2rm () +
g _— n —_ n J— — n -
M 2 T 2 A 2T

rnfo | (o) | -0 (). 3.3

onde a contribui¢ao O (ﬁ), desprezivel no limite termodinamico, vem da funcao f(p).

N

Invertendo a relagao que define a energia especifica,

e= 9B/ (B.34)

95

obtemos a curva calérica T'(e).
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