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Resumo

Investigamos equagoes diferenciais parciais estocdasticas sujeitas a correlagoes de ruido tempo-
ralmente brancas e translacionalmente invariantes através de um quadro nao-perturbativo.
O método coloca as equagoes estocasticas em uma forma de integrais funcionais, entao é
utilizada a aproximacao variacional do potencial efetivo Gaussiano, que é uma ferramenta
util para a descricao de quebra espontanea de simetria. Aplicamos tal método a equacao
Kardar-Parisi-Zhang e encontramos que o sistema exibe quebra espontanea de simetria em
dimensoes Euclideanas (1+1), (2+1) e (3+1), proporcionando informagoes sobre a evolugao
das configuracoes do sistema devido a presenca do ruido. A renormalizacao é feita através
do método usual das diferencas entre as integrais Iy — I,,,, que nao necessita de uma explicita

regularizacao.
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Abstract

We investigate arbitrary stochastic partial differential equations subject to translation in-
variant and temporally white noise correlations from a nonperturbative framework. The
method that we expose first casts the stochastic equations into a functional integral form,
then it makes use of the Gaussian effective potential approach, which is an useful tool for
describing symmetry breaking. We apply this method to the Kardar Parizi Zhang equation
and find that the system exhibits spontaneous symmetry breaking in (1+1), (2+1) and (3+1)
Euclidean dimensions, providing insight into the evolution of the system configuration due to
the presence of noise correlations. A simple and systematic approach to the renormalization,

without explicit regularization, is employed.
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Capitulo 0

Introducao

De um certo ponto de vista, o assunto exposto no presente trabalho é uma andlise da
validade da introducao de aleatoriedade (refletida no sistema através das flutuagoes da gran-
deza aleatdria em si) em equagoes diferenciais.

As equagoes diferenciais estocésticas refletem nada mais do que a nossa ignorancia des-
critiva em uma grande variedade de fenomenos fisicos. A insercao da aleatoriedade como
ferramenta de analise abrange desde o mundo microscépico! até o meso e o macroscopico.
Como tais escalas descrevem sistemas fisicos através de teorias diferentes, podemos concluir
o grau de generalidade das ferramentas aleatérias na ciéncia em geral, sobretudo no aspecto
fenomenolégico. A presenca da casualidade faz com que a descricdo perca seu carater de-
terministico?. Na auséncia de uma solucao deterministica, muitas vezes o cientista recorre a
outros métodos de analise do problema, métodos estes que se compatibilizam com o caréater

aleatorio introduzido no sistema como consequéncia da questao relativa a ignorancia, ou

I'Note que nido me refiro & aleatoriedade intrinseca de sistemas quanticos na interpretacio de Copenhagen,

e sim do uso da aleatoriedade como uma ferramenta

2De fato, desde os primérdios das discussoes sobre a hipétese atdmica tal questdo ja era abordada de uma

forma qualitativa
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seja, a estocasticidade passa nao sé a gerar uma aleatoriedade na dinamica, mas também
ser a principal ferramenta de analise do fenomeno. Entao, a descricao de determinados sis-
temas quanticos nao é quantitativamente diferente que em sistemas classicos sujeitos a uma
determinada casualidade. Essa questao é um dos focos deste trabalho, onde métodos de
aproximacao e analise usualmente utilizados para descrever fendmenos quanticos sao utili-
zados para a obtencao de informacao sobre dinamicas estocasticas.

Em teoria quantica de campos (TQC), infelizmente para qualquer teoria mais complicada
que uma teoria livre, as dinamicas dos campos sao muito complicadas para serem estudadas
exatamente. Com o intuito do progresso na analise de tais teorias, métodos de aproximacao
precisam ser usados. As duas maiores ferramentas utilizadas sao a teoria de perturbacao e
os potenciais efetivos. Teorias de perturbacao é talvez a mais poderosa ferramenta na fisica
atual; entretanto, seu carater descritivo é limitado quando correcoes quanticas se tornam
maiores. Outra aproximacao é formular um potencial efetivo que inerentemente compensa
os efeitos quanticos e estudar o sistema com uma visao classica. De fato, ha muitas for-
mulagoes de potenciais efetivos para simplificar teorias quanticas de campos, todas com
diferentes propriedades, vantagens e desvantagens. Uma opcao atrativa e de particular inte-
resse neste trabalho é o potencial efetivo Gaussiano.

O potencial efetivo Gaussiano além de ser uma elegante aproximacao nao-perturbativa,
também é uma ferramenta 1util para encontrar quebra de simetrias em teorias de campos
escalares [1, 2|, assim como em eletrodinamica escalar [3] e o modelo de Higgs U(1) [4].
Essencialmente, o conceito de potencial efetivo Gaussiano é uma formulagao do nosso co-
nhecimento intuitivo das flutuacoes quanticas que podem ser generalizadas para a teoria
quantica de campos. Comparado com outros potenciais efetivos, tal como o potencial efe-

tivo a um lago, o potencial efetivo Gaussiano tem sido exaltado por Stevenson [1] como
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sendo (i) conceitualmente superior, (ii) mais digno de confianga tanto em termos qualitati-
vos quanto quantitativos, e (iii) igualmente facil de calcular.

Nos ultimos anos, uma ténue relacao entre as equacoes diferenciais parciais estocasticas
(EDPS’s) e teoria quantica de campos emergiu, proporcionando um caminho para a inves-
tigacao de fendomenos envolvendo a fisica classica via técnicas provenientes da fisica quantica
[5, 6,7, 8,9, 12, 13]. Em particular, foi desenvolvido um método perturbativo que associou
o potencial efetivo a um lago a equagdes diferenciais parciais estocasticas arbitrarias [14].
Esse método forneceu informacoes acerca da quebra espontanea de simetria e estruturas de
fase de alguns modelos estocasticos interessantes [15],[16].

A principio, a andlise de equacoOes estocasticas baseada no conceito de quebra de sime-
tria pode parecer pouco usual. Porém, se alguns exemplos forem abordados, chegaremos
a uma conclusao bastante clara. Por exemplo, os modelos continuos de crescimento de su-
perficie tais como a equagao de Edwards-Wilkinson [18], a equagao Kardar-Parisi-Zhang
(KPZ)[17], as respectivas interpretagoes das mesmas em outros cenarios (como a equagao
de Burgers em dinamica de fluidos), as equagoes estocésticas do tipo reacao e difusao como
em cinético-quimica, onde as mesmas descrevem a evolucao espago-temporal de espécies
quimicas se difundindo e reagindo confinadas a alguma regiao geométrica, a generalizacao
de tal evolugao para sistemas biolégicos, tais como bando de zebras, manchas de leopardos,
a estrutura radial de uma Acetabularia (veja Murray [19], Walgraef [20], Ball [21] para a
discussao de outros exemplos especificos) e muitos outros.

Todos os exemplos citados estao sempre em evolucao, ou seja, temos a presenga de padroes
espaciais de nao-equilibrio. Entao, é natural que haja quebras de simetrias continuas. A
ferramenta mais apropriada para o estudo de padroes de simetria é a nocao de potencial. Se

alguma nocao de potencial é disponivel, entao a analise de seus extremos leva a uma iden-
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tificagao dos vacuos estaveis e metaestaveis, além de suas devidas relagoes com o sistema
fisico em questao.

Introduzimos nesse trabalho uma nova aproximagao para a investigagao de equagoes di-
ferenciais parciais estocdasticas arbitrarias [10]. Essa aproximagao consiste parcialmente em
um calculo nao-pertubativo do potencial efetivo, o potencial efetivo Gaussiano. Fazemos uso
da aproximagao variacional desenvolvida em [11] e do programa de quantizagao estocdstica
[12],[9],[14] de modo que obtemos o potencial efetivo Gaussiano para EDPE’s arbitrarias.
O potencial efetivo Gaussiano, sendo nao-perturbativo, nao inclui somente a primeira or-
dem do potencial efetivo como a aproximacao a um lago, mas também contém informacao
das contribui¢oes provenientes de ordens superiores. A vantagem dessa aproximagao € que
quando as correlacoes se tornam mais relevantes, o PEG é mais confidvel além de ser invari-
ante sob o grupo de renormalizagao®[1, 2], diferentemente de cdlculos perturbativos que nao
sao independentes de prescrigao. Entao, do mesmo jeito da analise de flutuacoes quanticas,
mostramos que, através da expressao do potencial efetivo e da investigacao das propriedades
de simetria, é possivel aplicar as mesmas idéias, em um contexto nao-perturbativo, para
equagoes diferenciais parciais estocasticas.

Como um primeiro exemplo, aplicamos o método a equacao Kardar-Parisi-Zhang sujeita
a um campo estatico. O campo estatico é conveniente para obter um paralelo com a teoria
de campo \¢* assim como comparar os resultados perturbativos e nao-perturbativos. Devido
ao efeito das correlagdes do ruido, encontramos nas dimensées Euclideanas (1+1), (2+1) e
(3+1), uma transicao de fase de segunda ordem. O potencial efetivo Gaussiano vai de uma

forma de poco tnico para um poco duplo a medida que o acimulo de material aumenta,

3Isso significa que todas as maneiras de definir os parametros renormalizados sdo equivalentes, e a questao

é encontrar os mais convenientes para o sistema fisico em questao.
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caracterizando uma quebra espontanea de simetria. Na interpretacao de crescimento de
superficies, onde o campo é considerado como a altura da superficie, a quebra espontanea
de simetria do vacuo corresponde a uma transicao morfolégica da superficie relacionada ao
parametro de adicao de material da equacao KPZ, ou seja, apds o parametro atingir um
valor critico, a morfologia da superficie passa a exibir uma outra forma. Apds a transicao,
a superficie passa a ser mais rugosa e sua morfologia exibe uma fidelidade maior no que se
espera de um fenomeno de crescimento encontrado na natureza e reproduzido no laboratorio,
além de induzir um avanco na descri¢ao tedrica de fenomenos de crescimento, ja que devido
a auséncia de solucao analitica da equacao KPZ, essa informacao passa a ser importante
pois por outros métodos de analise, usualmente focados na classe de universalidade, nao ha
como perceber essa transicao de fase morfolégica. Acreditamos que a presenca da quebra
espontanea de simetria no caso de (3+1) é devido ao fato da nossa aproximagao ser nao-
perturbativa, em contraste com os célculos a um lago [15]. E vilido enfatizar que tal método
pode ser aplicado a qualquer outra equacao diferencial estocastica, sendo que os resultados

acima se referem a equacao KPZ em particular.

Este trabalho se divide em quatro capitulos estruturados para se obter uma visao clara
e auto-consistente do assunto como um todo. No Capitulo 1, s@o expostos os conceitos
bésicos da ferramenta matematica necessaria para a compreensao da manipulacao algébrica
empregada no mesmo. Procurei ndo apenas fazer uma revisao da literatura® mas expor
o calculo funcional de uma forma mais concisa e elucidatéria. O assunto abordado no
Capitulo 2 é as equacoes diferenciais estocéasticas, onde a exposicao do mesmo nao utiliza

ferramentas do célculo estocastico nem analises de classes de universalidade das equagoes.

4No que se refere a livros de fisica em geral.
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O foco é direcionado na insercao das mesmas como equagoes fenomenoldgicas que descre-
vem fendmenos fisicos, além de expoOr os conceitos que servem como métodos de analise das
mesmas. O Capitulo 3 é dedicado a discussao acerca dos potenciais efetivos, tendo como
enfoque o potencial efetivo Gaussiano. Exemplos e exposicoes de sua validade sao encontra-
dos e confrontados com o potencial efetivo a um lago, assim como aspectos do processo de
renormalizacao. O objetivo principal do trabalho, que é investigar as equacoes diferenciais
parciais estocasticas em um quadro variacional através do uso do potencial efetivo Gaussiano,
é exibido no Capitulo 4, sendo que os trés anteriores servem como base para a compreensao

do assunto como um todo.
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Capitulo 1

O Calculo Funcional

Ao longo das ultimas décadas, a exposicao do calculo funcional através de integrais
funcionais (ou integrais de trajetéria) vem sendo amplamente utilizado na literatura, prin-
cipalmente nas areas englobadas pela teoria quantica de campos. O que pretendo expor
neste capitulo é um tratamento um pouco mais sistematico e auto consistente do célculo
funcional', nao limitando apenas & exposicao do formalismo de integrais de trajetéria que,
apesar da literatura tratd-lo de uma forma bastante intuitiva devido a idéia de Feynman
em associar probabilidades a cada possivel trajetéoria de uma particula, em geral deixa a
desejar no que se refere aos elementos que estao sendo manipulados, tais como os espacos
vetoriais, as respectivas projecoes dos vetores em uma determinada base e a propria nocao

de um funcional.

1.1 Espaco de funcoes, Projecoes e Funcionais

Seja f uma funcao que mapeia o espaco de vetores R” na reta real, ou seja, associa cada

vetor do R"” a um numero. Veja a Figura 1.1.

I'No que se refere & aplicacdo na fisica em geral.
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n
f iR — R
R’

R

| >

| >
Jld)

Figura 1.1: Mapa que associa cada ponto do R" a um ponto na reta real. O mapa f é 1-1
se sua inversa f~! também é um mapa, into se ele estd definido em todos os pontos do R",

onto se, além disso, cobrir todos os pontos de R e uma bijecao se for 1-1 e onto.

Entao, como o conjunto das n-componentes {z;} de um vetor pode ser representado como
um ponto no R”, a funcdo f também pode ser representada como um ponto no espaco de
fungoes A. A este espago, podemos associar um conjunto de fungoes que, desde que sejam
linearmente independentes, formam uma base para A e constituem um conjunto completo
onde pode-se projetar a funcao f. Diferentemente do R", esta base é continua, portanto
podendo ser representada como uma linha em A caracterizando o espaco de fungdes como
sendo um espago vetorial de dimensao infinita. Veja a Figura 1.2.

Como exemplos de base para A, podemos citar a base coordenada que é composta por um
conjunto de deltas de Dirac {6 (x — :1:/)} e também a tao conhecida base de Fourier {e“‘“},
mas a principio qualquer outro conjunto de fungoes que sejam completas {h(x, :E')} formam
uma base para o espaco de fungoes. Serd suposto que as bases utilizadas ao longo desse
trabalho, além de completas, sao ortogonais e normalizadas, j4 que para qualquer conjunto

de funcoes linearmente independentes podemos utilizar o procedimento de ortogonalizacao
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A
J

Figura 1.2: Projecao pictérica das componentes do vetor f em uma determinada base de

dimensao infinita representada por uma linha continua em A.

de Gram-Schmidt. Entao,
/dm (2, 01) h(, 22) = 0(21 — ). (1.1)

As expressoes abaixo mostram a expansao de f em torno das bases exemplificadas acima:

f() :/da;’f(x’)h(x,z’), (1.2)
() :/dx’f(:c’)a(x—a;’), (1.3)
fla) = / dk F(k) e | (1.4)

onde f(z') representa as componentes continuas® e funcoes de um ponto f(x)), f(z5) |
f(x3), ..., f(z),) da projecdo de f em uma determinada base de A.

Utilizando a propriedade da delta de Dirac na equacao (1.3) podemos ver que na base
coordenada, f(z) = f(z'), ou seja, as componentes da projecio de f na base coordenada
podem ser representadas como simplesmente {f(z;)} ou f(z1), f(x2),f(23), ..., f(2n).

A partir da projecao da funcao f na base de Fourier, fica interessante observar como po-

demos construir fungoes a partir de outras que sejam oscilatérias. Para exemplificar, imagine

2Como de costume, as componentes da base de Fourier serdo sempre representadas com um til.
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a funcao f projetada em apenas um ponto da linha de base da Figura 1.2. Considerando

apenas a parte real, temos

f(x) = Re [f(k1) €] = f(ky) cos(kyz). (1.5)

A fungao de um ponto f(k;) pode ser considerada como sendo a amplitude de oscilagao da

onda da equacdo (1.5), sendo que todas as outras componetes f(k), com k # k; sdo nulas.

Veja a Figura 1.3.

) A

f(a) /\/\
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X

Figura 1.3: Representacao do vetor f projetado na base de Fourier com apenas a componente

f (k1) sendo nao-nula. Para fins qualitativos, a parte imagindria foi descartada.

Entao, utilizando o principio da superposicao, se tivermos um numero arbitrario n de

componentes nao nulas na linha de base, podemos escrever
f(x) = Re [f(k1) €M7 + F(ka) € + flhs) €7 4+ F(kn) €7 | (1.6)

ou seja, podemos moldar a forma de qualquer funcao, como se fosse uma corda sujeita a n

modos de vibracao. Veja a Figura 1.4.

Um funcional é um mapeamento de pontos do espaco de fungdes em numeros. Entao,

um funcional associa um nimero a cada func¢ao definida no R". Por exemplo, seja F' um
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Figura 1.4: Representagao pictérica da projecao do vetor f na base de Fourier. Como se
fosse uma corda sujeita a infindaveis modos de vibracao, pode-se moldar a forma de qualquer

funcao através do principio de superposicao.

funcional em A. F mapeia pontos de A4 em numeros reais ou complexos. Mostraremos
a natureza funcional de F' utilizando colchetes, F' = F[f]. Veja Figura 1.5. Os colchetes

também possuem um significado de abreviacao da expressao

F[f] = F[f(x)), f(z3), f(x3), .., f(2,)], (1.7)

sendo as funcdes de um ponto f(x;) varidveis do respectivo funcional. A variacdo de um
funcional serda abordada na Segao 1.2.

Um funcional pode ser escrito em uma forma genérica F'[f] = [dx F(f(z)) e um simples
exemplo de um funcional é F[f] = [dz f(z). Um outro exemplo ¢é o produto interno de A,

que leva a funcdo f e sua complexa conjugada f* naretareal: F[f, f*] = [dx f(z) f*(x) > 0.

1.2 A derivada funcional

Apesar da nocao de derivada poder ser extendida para funcionais de uma maneira apa-

rentemente natural através da nocao de funcoes com n-variaveis, temos que observar com
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Figura 1.5: Representacao pictérica do mapeamento do espago de fungoes A no plano com-

plexo.

cautela algumas sutilezas que surgem quando fazemos operagoes com funcionais. Como uma
funcao é definida em um espaco de dimensao infinita, a no¢ao de variagao de um funcional
esta ligada a variagao de apenas uma das infinitas componentes que essa fungao pode ter,
ou seja, funcdes de um ponto f(x;). A definicio da derivada de uma funcio de n-varidveis

pode ser escrita como

of _ lim f({z+ed(x—z;)}) — f{z}) (1.8)

dx; €—0 € ’

onde f({z}) = f(x1, 22,23, ..., 7).
A generalizacao funcional é definida usualmente como sendo a variacao do funcional em
relacdo a fungoes de um ponto f(z;) relacionadas a funcao mapeada f projetada na base

coordenada, ou seja, a base formada pelo conjunto de deltas de Dirac. Entao,

OF[f]  lim F[f+€5(x_$j)]—F[f]'

= 1.9
0f(z;) €e—0 € (1.9)
Utilizando a definicao acima podemos facilmente ver que
o
1@ 5w — ). (1.10)

O f (1)
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Como veremos na Secao 1.4, do ponto de vista pratico a Eq.(1.10) é a relagdo mais
utilizada em calculos de teoria de campos envolvendo funcionais. A derivada funcional
satisfaz todas as propriedades da derivada como linearidade

5 _ ORf] | 0B

5f(l’1)(Fl[f]+F2[f]) = (5f(SL’1) (5f(SL’1) , (111)
associatividade
0 _ R[] OB f]
5f(x1)(F1[f] B(f]) = 5f(x1)Fz[f] 5f(I1)F1[f] : (1.12)

e também a regra da cadeia da diferenciacido. Além do mais, dado um funcional F[f],
podemos fazer uma expansao de Taylor na forma

AU = FUllsorat [ 40 @) (50 ot

i o (BFL
+ i/dxdx f(x)f(x) <5f

W) | fa)=0 + -+, (1.13)

que é a generalizagao funcional da expansao de Taylor para funcoes de n-variaveis.

1.3 Integrais funcionais

Richard Feynman, através de sua nova formulagao da mecanica quantica nao-relativistica
publicada em seu classico artigo de 1948 [1], foi quem primeiro estabeleceu uma conexao
entre integrais funcionais e a fisica. Aparentemente, Feynman foi inspirado por algumas
notas de Dirac sobre a similaridade entre o operador de evolugao da equacao de Schrodinger
e a exponencial do funcional de acao classica. De fato, a nocao de integrais funcionais era
familiar aos matematicos muito antes de Feynman. Foi Volterra quem usou tal idéia em
seu trabalho sobre calculo funcional, o considerando analogo a cédlculos envolvendo funcoes
de um numero finito n de variaveis e subsequentemente tendendo n para o infinito, que é

um procedimento similar ao de Feynman em sua prescricao de ”corte do tempo”. Artigos
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de Daniell [2] por volta de 1918 lidam com algumas tentativas de integrar um funcional
sobre um espago de fungoes. Essas tentativas nao foram bem sucedidas até 1952 quando
Norbert Wiener introduziu uma definigao teérica de medida apropriada de uma integral de
um funcional sobre o espago de fungodes [3]. Apesar da justificativa matemdtica rigorosa
ainda estd para ser mostrada, esse foi realmente um ponto de partida que fez com que
integracoes em espago de funcoes fossem melhor definidas, além de ser o comego do uso
de ferramentas da teoria de probabilidades em andlise de uma maneira sistematica. O
formalismo de integrais funcionais se aplica a qualquer sistema que possua um numero de
configuragoes muito grande, tais como a trajetoria de uma particula, as configuracoes de
um ruido ou as flutuagdes quanticas do campo escalar, sendo que questoes relacionadas a
causalidade restringem a possibilidade de algumas configuracoes.

Um exemplo de integracao sobre o espacgo de fungoes é

/(Df) Ff]. (1.14)

A medida funcional Df indica que a integracao é sobre todas as possiveis projecoes de
uma funcao f em uma base de A. Podemos escrever a medida funcional como um produtoério

infinito. No caso da base coordenadas®, temos

[pr=] [Tdr) = [ [dra) [drtes)... [df). (1.15)

O limite de integracao do lado direito da equacao significa que esta sendo levado em
consideracao todas as configuracoes que f pode ter no ponto x; no espaco A. Devido ao fato
da integracao ser feita sobre um espacgo de dimensao infinita, ha apenas dois tipos de integrais

funcionais que possuem solucao analitica: as que envolvem d-funcionais e as Gaussianas.

3Um exemplo de integracio funcional na base de Fourier serd dado posteriormente nessa secio.
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As d-funcionais sao integrais do tipo

/(Df)F[fM[f—g], (1.16)

onde a generalizacao funcional da delta de Dirac fica

of =gl =11 6(f(z) — g(x)). (1.17)

As propriedades da delta de Dirac também sao generalizadas, tal que

J@nols-g=1, (1.18)

que é um produto infinito de integrais independentes.

Entao, utilizando as equagoes acima podemos ver que F'[f]| sendo um funcional arbitrério,

J@nFrsls—g = TI( /[ df@) o) - gte)) [do' Fis)

= /d:c F(g(z)) = Flg]. (1.19)

O segundo tipo de funcional que pode ser integrado analiticamente é o funcional Gaus-

siano. Considere

/Dfe_Fm, onde F[f] = /dxafz(:v). (1.20)

Como no caso da d-funcional, pode-se resolver essa integral analiticamente porque ela se
fatoriza em um produto infinito de integrais Gaussianas independentes. Para fazer isso, é

necessario lembrar que

+00
/ dre " = \/f (1.21)
—0o0 (0%
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Entao

[@p) exp(= [dra @) — [TTdf@)expl= 3 a f(@)]
= [T dr@ [expl-a f2(@)] (1:22)
= [Tl df(@) expl-a f(@)]

que é divergente, porém o numero infinito no numerador é frequentemente absorvido ou
cancelado por uma normalizagao quando aplicamos tal resultado a um sistema fisico. Um

resultado mais importante é

[@1) expl= [dug(@) @) =TT/~ - (1.23)

Se f(x) for pensada como sendo um vetor de dimensao infinita, a equagao (1.23) é melhor

compreendida através de uma representagao matricial, onde

f(x1)

T ] ) f(x2)
fr@)=(f(x1) f(z2) f(zs) ---) . fla)= : (1.24)

f(x3)

Entéo o conjunto g(x) representa autovalores de uma matriz, ou seja, os elementos de

uma matriz diagonal

g(z,y) = g(z) é(z —y), (1.25)
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onde

g(x1) 0 0

()= . (1.26)
0 0 g(z3)

O produto de autovalores é o determinante da matriz, assim

A L o
Iy — W) EIW N (1.27)

entao

(V)™ (1.28)

[@5) exv(= [ drgla) f2(@)) =

ﬁ
(@]
=
s

Se o operador g(z,y) nao for diagonal, o resultado da integral funcional acima ainda é o
mesmo. Isto pode ser verificado de maneiras distintas. Por exemplo, suponha que a funcao
g(x,y) seja translacionalmente invariante, ou seja, g(z — y). Projetando as componentes de

f(z) e g(x — y) na base de Fourier, temos

/dm dy f(x)g(z —vy) fly) = /dk dky dky d dy f(ky) G(k) f(ko)e*etvezethay

/ dk dky dky F (k) G(k) f(ka) 6(k — k1) 6(k — ks)

= [k f(k) 5k F (k) (1.29)

A relacao de ortogonalidade (1.1) faz com que no caso da base de Fourier tenhamos

S(z—2) = /dk emile=a) (1.30)
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Entao, pode-se dizer que a transformacao da base coordenada para a base de Fourier é uma
transformacao linear, ou seja, o Jacobiano funcional associado a ela é unitario. Entao a
medida funcional permanece como se ”‘preservasse a area”’; ou seja, Df — D f . Assim,
recuperamos a mesma expressao da integral funcional Gaussiana (1.23).

Uma outra forma de mostrar isso é fazendo a transformagao de similaridade no caso de

dimensao finita
G=BgB™, (1.31)

que diagonaliza a matriz g que preserva o determinante e leva a integral na forma da equacao
(1.28). Como a base que diagonaliza g ¢ linearmente relacionada com f(z) através de
uma transformacao de similaridade, entao o Jacobiano da mudanca de varidveis é unitario.

Finalmente, considere

[@p e, (1.32)

onde

FIf T = [ dudy () gl —y) (o) + [ doJ(@)f (@) (1.33)

¢é o funcional Gaussiano com a adicao de um termo de fonte. Para resolver essa integral,

precisamos completar os quadrados. Para o caso unidimensional, temos

/+OO dz (0% b2) — /+OO dp e~ @3 g3 (030  _ 3 (b30) /+OO dx e~

= e1(3h) \/g (1.34)

Entao,

/Df e P = exp <i /d:v dy J(x) g (z —y) J(y)) (1.35)
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O termo de fonte da Gaussiana nos permite facilmente calcular a integral funcional de

qualquer momento da Gaussiana através da expressao

[ Pf fan)fl) e (= [dwdyfia) glo) 1)

) o

— _F[fv‘]] _n.
5J(z1) 6 (zn) / Dfe =0

Utilizando a equagao(1.35), temos

s feyesp (= [dwdy f) o) 1)) = 0

(V7)™

det g

[ Df ) ) esp (= [ dedy £ g(e,9) 1)) = 30701 22)

:

(1.36)

(1.37)

(1.38)

De fato, como no caso n-dimensional, qualquer momento impar se anula. Em fisica, a

expressao (1.38) possui um papel importante no que se refere as correlagoes de fungoes em

diferentes pontos do espago-tempo.
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Capitulo 2

As Equacoes Diferenciais Parciais

Estocasticas

A compreensao do assunto abordado nesse capitulo é importante para o entendimento do
trabalho como um todo, principalmente a secao que se refere ao ruido, ja que as flutuagoes
do mesmo sao a fonte de analise fisica que sera feita no Capitulo 4.

A descricao quantitativa de processos estocasticos, dinamicas estocasticas e suas respec-
tivas ferramentas matematicas esta fora do objetivo desse capitulo. O enfoque aqui desejado
é a descrigao qualitativa das equagoes diferenciais parciais estocasticas (EDPE’s) e o papel
do ruido nas mesmas. A Secao 2.1 se dedica a uma exposicao geral do que seria uma equagao
diferencial estocastica e seu carater de descricao fenomenolégica que abrange os mais vari-
ados ramos da ciéncia, tais como sistemas bioldgicos, quimicos, fenomenos de crescimento,
movimento Browniano e outros. A particularidade que diferencia as equacoes diferenciais
estocasticas das demais é tratada na Secao 2.2, onde o termo que induz a aleatoriedade
na descricao, o ruido, é analisado de uma forma quantitativa no que se refere ao enfoque

de interesse deste trabalho. Exemplos de equacoes diferenciais estocésticas sao abordados

23
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nas secoes 2.3 (onde sdo tratados sistemas relacionados a fenémenos de crescimento) e 2.4
(sistemas do tipo reacao e difusdo).

Apesar do enfoque na literatura na andlise de tais equagOes ser através de expoentes
criticos, tal questao esta fora do objetivo desse trabalho, o mesmo se propondo a analisé-las

através das possiveis quebras de simetria que as dinamicas estocasticas podem apresentar.

2.1 Equacoes Diferenciais Estocasticas em Fisica

Na natureza, ha muitos fenomenos que dependem do tempo de uma forma extemamente
complicada, longe de qualquer possibilidade de calculo e frequentemente de observacao, mas
que possuem algumas caracteristicas médias que podem ser observadas e obedecem leis sim-
ples, ou seja, o conhecimento empirico tem nos ”‘ensinado”’” que apesar de nossa ignorancia
em relagao a maior parte das variaveis microscopicas, ainda é possivel detectar regularidades
no comportamento macroscopico e formulé-las como se fossem leis gerais. Tal procedimento
faz com que o valor preciso das variaveis microscopicas nao seja importante, o que faz com
que possamos obter informagoes com a média das mesmas. Esta é uma propriedade do sis-
tema, e nao do observador. Por exemplo, a teoria do movimento Browniano nos diz que a
velocidade média obedece a uma lei macroscopica, enquanto sua funcao de autocorrelacao
determina a constante de difusao.

Levando em conta o conhecimento adquirido pelo homem do mundo microscopico, as
equagoes diferenciais macroscépicas podem ser pensadas como sendo equagoes cldssicas, ou
seja, responsaveis pela descricao de um mundo nao-quantico onde as flutuagoes inerentes de
qualquer sistema microscépico sao desconsideradas. Assim, a questao é: podemos introduzir
o efeito das flutuacoes quanticas em equagoes diferenciais classicas? Esse é um bom motivo

para introduzir as equacoes diferenciais estocasticas, mas a distincao entre flutuacoes de ori-
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gem classica e quanticas é vaga, ja que a natureza é fundamentalmente quantica. Mas deve
ficar claro que nao é necessario apelar para o principio de incerteza para explicar porque pro-
cessos estocasticos entram na fisica. De fato, métodos estocasticos também sao aplicados até
mesmo ao movimento de cometas. De um certo modo, a descricao que traduz a ignorancia
como a aleatoriedade, é caracteristico em sistemas com um nimero muito grande de graus
de liberdade ou até mesmo um ntimero infinito de trajetérias. Para entendermos melhor o
que as equacoes diferenciais estocdasticas representam na descricao do mundo natural, pri-
meiramente vamos analisar o papel das equacoes diferenciais na fisica.

e Equagoes diferenciais lineares: Utilizadas em sistemas fisicos onde o conhecimento de uma
fungdo de uma varidvel é necessdrio para a descrigao do sistema, tal como a posigao r(t)
de uma particula. A linearidade faz com que a solugao seja analitica em dinamicas onde o
nimero de graus de liberdade é pequeno. Porém um sistema de trés corpos, que pode ser
tratado como o acoplamento de trés equagoes diferenciais lineares, ja nao possui uma solucao
analitica. O carater deterministico da solucao é extremamente 1til na descricao de sistemas
macroscopicos (classicos).

e Equagoes diferenciais parciais lineares: Utilizadas na descrigao de dinamicas onde o conhe-
cimento de uma fungao de mais de uma variavel é necessario para a descrigao do sistema (sob
uma perspectiva tedrica), tal qual a fun¢ao de onda em mecéanica quantica e o campo esca-
lar em teoria quantica dos campos. Muito utilizadas na descricao de sistema microscépicos
onde o numero de graus de liberdade é pequeno. A possibilidade de se encontrar solucoes
analiticas mesmo em sistemas que sao descritos por um acoplamento entre equacoes diferen-
ciais parciais é consideravel.

e Equacoes diferenciais nao-lineares: Em geral, a presenca de nao-linearidades em equacoes

diferenciais (sejam elas parciais ou totais)faz com que o conhecimento analitico de suas
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solugoes seja extremamente dificil. De fato, na maioria dos casos nao existe uma solucao.
Assim, em dinamicas como estas, a obtencao de informacao fisica é feita, usualmente, utili-
zando algum tipo de aproximacao e também ramifica a andlise do sistema fisico em questao,
passando a descrevé-lo a partir de outros conceitos e propriedades. Um exemplo seriam
as teorias sujeitas a interacao entre campos em teoria quantica de campos e até mesmo a
descricao de um péndulo simples.

As equacoes diferenciais estocasticas diferem das demais no que se refere, principalmente,
ao numero de graus de liberdade considerados no sistema. Em geral, elas possuem a seguinte

estrutura
Do(z) = F(d(z)) +n(z) , (2.1)

onde D é um operador diferencial linear qualquer, envolvendo derivadas espaciais e tempo-
rais arbitrarias que ndo dependem explicitamente do campo ¢. A funcao F(¢) é um termo
geralmente nao-linear no campo ¢. A fungao n(z), chamada de ruido, introduz a aleatorie-
dade de um determinado processo, sendo que as flutuagoes derivadas do ruido nao podem ser
encontradas exatamente, pois seria o equivalente a resolver as equagoes microscépicas. Suas
propriedades estocésticas, entretanto, novamente obedecem a leis simples. Uma equagao di-
ferencial estocéstica sem o ruido volta a ser uma equagao macroscépica sem carater descritivo

em sistemas onde flutuagoes sao inerentes. Falaremos mais do ruido na préxima segao.

2.2 O Ruido

Uma das caracteristicas dos processos estocasticos que deve ser analisada com a devida
cautela é o efeito da aleatoriedade no fenomeno em questao. Para comecar, a origem da

aleatoriedade depende do processo estudado. Em problemas de dinamica de fluidos, tal ori-
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gem vem da natureza desordenada do meio que a interface se propaga. Em supercondutores,
onde as forcas do congelamento desordenado, junto com as flutuacoes térmicas, determinam
a dinamica das linhas de fluxo. Em processos de deposicao ha a natureza nao-uniforme do
fluxo de deposicao onde dtomos (particulas) alcancam a superficie em posigdes aleatorias,
com intervalos de tempo aleatorios entre eles. Ha também a natureza aleatéria da difusao
de atomos sobre a superficie, desde que atomos usualmente seguem trajetérias Brownianas
enquanto procuram a borda de uma ”ilha”ou outro lugar onde possam ficar estaveis. Esses
exemplos nos mostram que precisamos lidar sistematicamente com diferentes fontes de ale-
atoriedade.

Uma distingao precisa ser feita entre dois tipos de ruido, o externo e o interno. Ruido
externo denota flutuacoes criadas em um sistema outrora deterministico pela aplicacao de
uma forca aleatéria cujas propriedades estocasticas sao supostamente conhecidas. Muitos
problemas em engenharia sao desse tipo, ou seja, forcas aleatdrias atuando sobre uma ponte
ou a transmissao de um sinal aleatorio através de um dispositivo nao-linear. Tais casos sao
descritos por equagoes diferenciais estocdsticas.

O ruido interno caracteriza o fato do sistema consistir ele mesmo de particulas discretas.
Ele ¢ inerente nos muitos mecanismos que o estado do sistema se envolve e entao o mesmo
nao pode se desvincular das equagoes de movimento. Exemplos em reagoes quimicas, emissao
e absorcao de radiacao e crescimento de populagoes sao todos desse tipo.

Porém, o fato do ruido ser interno ou externo nao é propriedade da equacao diferencial
estocastica, ja que diferentes interpretacoes podem mudar o papel da aleatoriedade na andlise
do sistema. Essa é uma caracteristica do observador e nao do sistema. Por exemplo, uma
particula Browniana envolta de um determinado fluido, é uma sistema fisico fechado com

ruido interno. Langevin, entretanto, tratou a particula como um sistema mecanico sujeito a
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uma forca exercida pelo fluido. Ele subdividiu essa for¢ca em uma parte deterministica, que
pode ser somada a equagao mecanica do movimento, e uma parte aleatéria, tratada como
um ruido externo. Outro exemplo é a equagao estocéstica Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)[1],
que apesar de inicialmente elaborada para descrever fenomenos de crescimento, pode ser
mapeada na equagao de Burgers (um paradigma nos estudos de turbuléncia)[2], que des-
creve vortices livres em dinamica dos fluidos. Na interpretagao de crescimento de superficies
o ruido é tratado como sendo interno e na interpretacao de dinamica de fluidos o ruido é
tratado como sendo uma forga externa aleatoria. Nesse trabalho, o enfoque sera em sistemas
cuja fonte de ruido é interna.

Um aspecto essencial na discussao sobre o ruido é: Como as propriedades estocasticas
do ruido n(z) sdo efetivamente levadas em consideragao? Obviamente, uma realizagao par-
ticular do processo espago-temporal 7(z) nao proporciona muita informagao. Entdo, preci-
samos considerar a probabilidade P[n] de se observar uma sequéncia de realizagoes do ruido
71, M2, N3... € suas devidas configuragoes no espaco-tempo. Uma integragao funcional, que se
realiza sobre o espago de fungoes, é extremamente apropriada ja que ela leva em consideragao
todas as configuragoes espago-temporais que a fungao n(x) pode ter. Por exemplo, a funcao

de correlagao de dois pontos do ruido é dada pela integracao funcional

(n(z)n(y)) = /(Dn) n(x)n(y) Pl = AG(z,y) . (2.2)

A definigao de médias em sistemas estocasticos é mais sutil que em sistemas que nao des-
crevem um comportamento aleatorio devido ao fato de que precisamos considerar a presenca
do ruido e sua respectiva distribuicao de probabilidade. Consideremos que dada uma con-
figuragao particular do ruido n a equagdao diferencial (2.1) € suposta ter uma solugdo tinica

¢s(z|n). Entao, para qualquer funcional Q[¢], podemos definir a média estocastica (sobre o
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ruido) como
(QI)) = [ (Dn) Plin] Qlo.(xn)] (23

onde P[n] é a densidade funcional de probabilidade do ruido (que é considerado arbitrério)
e normalizada & 1. E conveniente fazer uma manipulacio algébrica em (2.3) para retirar
a dependéncia explicita da solucao unica ¢, devido ao fato que, em geral, as EDPE’s nao
possuem solugoes que possam ser escritas em uma expressao analitica fechada. Portanto,

utilizaremos a seguinte identidade,

ou(wln) = [ (Do) 6 316 — 6, (aln)] (2.4

Usando a propriedade’

_ 0[¢ — os(zln)]

0|G(¢)] = der(Pa)| (2.5)

onde G(¢s) = Dops — F(¢ps) —n = 0 e o determinante Jacobiano funcional, que é definido

por

J = det <D — i—f;) : (2.6)

podemos agora inserir (2.5) em (2.4) para obter

ou(aln) = [(D6) & 6D6 — F(6) — 1] |7 (2.7)

E facil ver que também temos a identidade

Qlos(x[n)] = /(ch) Qo] 6[D¢ — F(¢) —n] |T], (2.8)

que, inserida em (2.3) fornece a seguinte expressao para a média estocdstica sobre o ruido

Qg = [(©n) [(Do) Pl] QI6] 81D — F(6) ~ 1] |7
= [(De) PIDo - F(6)) Ql6] 1T (2.9

'Note que essa é a generalizacio funcional da propriedade da funcao delta de Dirac §(f(z)) = ld‘;f((f);z“)

Tz le==g

onde f(z) possui apenas uma raiz em = = xg.
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Apesar do Capitulo 4 abordar o ruido através de uma distribuigdo Gaussiana (ruido
branco), esse ndo é o unico tipo de ruido possivel em sistemas fisicos. Se a magnitude do
ruido em um determinado ponto do espago-tempo nao for independente da magnitude do
mesmo em um ponto diferente, ha presenca de correlagoes espaco-temporais no ruido. Em
muitas situagoes experimentais, sabemos pouco sobre a natureza de qualquer ruido que possa
estar presente, entao considera-lo como sendo Gaussiano talvez seja uma suposicao simples
e nao realistica na descrigao de determinados fendmenos. Uma possibilidade é que o compri-
mento de correlagao do ruido seja finito, isto é, eventos em diferentes pontos do espago-tempo
interagem um com o outro somente se eles estao dentro de uma separagao espacial finita ¢
ou uma separacao temporal 7. Neste caso precisamos redimensionar nosso sistema com um
parametro finito (¢ ou 7), tal que depois do redimensionamento as realizagdes do ruido serao
completamento nao correlacionadas.

Agora, consideremos a possibilidade que o ruido possua correlagoes de longo alcance,
isto é, eventos que sao arbitrariamente distantes podem ainda assim se influenciarem. Esses
eventos, mesmo apds o redimensionamento do ruido mostram correlagoes de longo alcance.
A forca de sua influéncia decai como uma lei de poténcia da distancia entre os dois eventos,
e no caso da correlacao do ruido de curto alcance, o decaimento é exponencial. Ruidos com
correlagoes de longo alcance sao notavelmente presentes na natureza, embora sua origem nao
seja entendida. Se o ruido possui correlagoes espaciais de longo alcance, a funcao G(z,y)
nas coordenadas espaciais da equacao (2.2) precisa ser substituida por um termo que decai

com a distancia

(n(x)n(y)) o< |x =y =15t = 1), (2.10)



CAPITULO 2. AS EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS ESTOCASTICAS 31

onde 1 é um expoente que caracteriza o decaimento das correlacoes espaciais. Se, por outro

lado, o ruido possui correlagoes temporais de longo alcance, entao

(n(z)n(y)) o 0% (x = y)|t —¢ 7, (2.11)

onde ¢ caracteriza o decaimento das correlagoes temporais. Em geral, para um processo

correlacionado no espago-tempo temos
(n(x)n(y)) oc [x —y Pt — ¢ 2070 (2.12)
Para célculos analiticos é 1til considerar a transformada de Fourier da equagao (2.12)
(n(k)n(k')) o< 2D[k|*Yw™? 6%(k + k') d(w + ). (2.13)

Dessa forma, a conexao entre o decaimento das correlagoes espaco-temporais e 0s expoentes
¥ e ¢ é mais aparente. Como podemos ver, a correlacdo na frequéncia decai como 1/w?®. Se

¢ = 0, o ruido é nao correlacionado e branco, enquanto ¢ = 1 para o movimento Browniano.

2.3 Crescimento de Superficies e a Equacao KPZ

A maior parte de nossa vida se situa na superficie de algo. Sentar em uma rocha signi-
fica contato com sua superficie. Para uma célula bioldgica a superficie da membrana atua
nao s6 como uma barreira seletiva, mas muitos processos importantes ocorrem na propria
superficie. Nos acostumamos com as formas das superficies que encontramos, entao pode
ser supreendente que suas morfologias sejam completamente diferentes dependendo da es-
cala de observacao. Por exemplo, um astronauta no espaco vé a Terra como uma bola
suave. Entretanto, a Terra parece ser bem rugosa quando escalamos uma montanha ja que
encontramos uma hierarquia sem fim de subidas e descidas ao longo do caminho. Entao,

superficies podem ser suaves tal como os Himalaias visto do espago, mas a mesma superficie
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pode ser rugosa, tal como as mesmas montanhas vistas da Terra. Em geral, a morfologia
depende do comprimento de escala de observacao. Estudando as relagoes de escala nos ins-
tiga a definir classes de universalidades. Esse conceito é um produto da mecanica estatistica
moderna, e se relaciona com o fato que existam poucos fatores essenciais que determinam
os expoentes que caracterizam o comportamento de escala. Entao, sistemas diferentes que
a primeira vista possam parecer nao ter nenhuma conexao, comportam-se de uma maneira
notavelmente similar. As equacoes diferenciais estocdsticas podem ser usadas para descre-
ver a superficie em escalas com comprimento longo, que significa que nés desprezamos os
detalhes da escala de comprimento curto e focamos somente nas propriedades assintéticas
do conjunto de graos. Entao, equacoes continuas desconsideram a natureza discreta dos
processos de crescimento, descrevendo apenas os mecanismos essenciais que determinam o
comportamento microscépico do mesmo.

Entao, uma das tarefas iniciais na investigagdo de um problema de superficie[3] é tentar
construir uma equacao diferencial continua do crescimento. Nosso principal guia para esta
descricao fenomenoldgica é: A equacao de movimento deve ser a mais simples possivel com-
pativel com as simetrias do problema. Nessa secao ilustraremos a aplicagao dos principios
de simetria na obtencao de uma equacao que descreve a interface de equilibrio, onde por
equilibrio queremos dizer que a interface nao é direcionada por um campo externo. Entao
uma interface em equilibrio separa dois dominios que estao em ”equilibrio”’no sentido que
um dominio nao esta crescendo a custas de outro. Tais interfaces sao também observadas em
sistemas magnéticos (no contorno entre dois dominios com magnetizagao diferentes) ou em
fluidos heterogéneos. Considere uma interface caracterizada por sua altura ¢(x,t). Nosso ob-

jetivo é derivar uma equacgao de crescimento para interfaces correlacionadas. Nos esperamos
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que a equagao de crescimento tenha a forma

% (x,t) = G(,x,) + n(x,1), (2.14)

onde G(¢,x,t) é uma funcao geral que depende da altura da interface, posicdo e tempo.
n(x,t) é o termo de ruido. Estamos interessados em um comportamento da interface como
na Figura 2.1.

Como um primeiro passo vamos listar as simetrias basicas do problema:

|';|::|-. t)

Figura 2.1: Ilustracao esquemética de uma interface unidimensional ¢(z,t) influenciada por
uma forca externa F. A linha pontilhada mostra que a interface possui uma orientacao bem

definida.

(i) Invariancia por translagao temporal. A equagao de crescimento nao deve depender de
onde definimos a origem do tempo, tal que ela precisa ser invariante sob a transformacao
t — t + €. Essa simetria retira a dependéncia explicita no tempo de G.

(ii) Invariancia translacional ao longo da dire¢ao de crescimento. O crescimento deve ser
independente de onde definimos ¢ = 0, tal que a equacao deve ser invariante sob a translacao
¢ — ¢ + €. Essa simetria exclui a dependéncia explicita de ¢ em G de modo que a equagao
pode ser construida a partir das combinacoes de Vo, V2o, ..., V"o.

(iii) Invariancia translacional na dire¢ao perpendicular & dire¢do do crescimento. A

equacao nao deve depender do valor de x, tendo a simetria x — x + €. Isto exclui a
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dependéncia explicita de x em G.
(iv) Simetria de rotagao e inversao sob a dire¢ao de crescimento. Essa simetria exclui as
derivadas de ordem fmpar nas coordenadas, excluindo vetores tais como V¢, V(VZ2¢), etc.
Para encontrar a forma final da equacao de crescimento, consideramos todos os termos
que podem ser formados das combinagoes de poténcias de V"¢. Um a um, eliminamos todos

que violam ao menos uma das simetrias listadas acima. Entao, temos

%qﬁ(x, D = (V) + (Vi) + o + (V2'6) + (V) + ... + (V)2

+ (V20)(VO)* + (V*9) (Vo)™ +u(x,1), (2.15)

onde n, i, k, j podem ser qualquer valor inteiro positivo. Como estamos interessados em
comprimento de escalas grandes, podemos focar no comportamento de tempo longo (t — 00),
e distancia longa (r — oo) das fungdes que caracterizam a superficie. Essa suposi¢ao é
chamada de limite hidrodinamico, onde derivadas de ordem superior sao menos importantes
comparadas as de ordem inferior, como pode ser confirmado usando argumentos de escala [3].
No limite hidrodinamico o termo V*¢ tende a zero mais rapidamente do que VZ¢. Assim,
Vi ¢é irrelevante comparado a V2¢ e entao negligenciaremos tal termo. Um argumento
similar pode ser usado para mostrar que (V2¢)(V¢)? é o termo mais relevante dos possiveis
(V#¢) (V@) de (2.15), mas é irrelevante comparado ao termo VZ¢. O termo de rufdo
n(x,t) em (2.15) incorpora o carater estocdstico das flutuagoes do processo. Entao, a mais

simples equacao que descreve as flutuagoes de uma interface em equilibrio tem a forma

9 olox.1) = vV0(x, 1) + H(VO) + (1), (2.16)

que é uma extensao natural do modelo linear de Edwards-Wilkinson [4]. O campo ¢(x,t) é
interpretado como sendo a altura da superficie (tipicamente definida sobre um plano).

Uma interpretacao geométrica simples mas intuitiva do efeito de suavizacao do termo
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vV3¢(x,t) é ilustrada na Fig.2.2.

A propriedade mais importante deste termo é o fato dele suavizar a interface redistri-

% 000 (b)
=
0,20 F 1

1)

o o o
, o o o
b T
=1

Bz, t+ d)

-1.0 1.0 3.0

Figura 2.2: O efeito do termo linear na morfologia da interface. Em (a), a interface possui
uma flutuagio (calombo). Em (b), é mostrado o termo linear ¥V2¢, que é negativo no
méximo de ¢(z,t). Em (c), apds um tempo t + ¢, a linha continua mostra que o termo linear
faz com que a altura original seja reduzida e redistribuida pela interface, ou seja, material é
tirado do ponto mais alto de ¢(x,t) e redistribuido igualmente pelos dois lados mantendo a
massa total constante, como um mecanismo conservativo de relaxacao. Os efeitos do ruido

e do termo nao-linear nao foram levados em consideragao.

buindo as irregularidades enquanto a altura média é mantida constante. Entao, o parametro
de tensao da superficie v atua como um mecanismo conservativo de relaxacao.
A interpretacao geométrica qualitativa do termo nao-linear %(ng)2 ilustrada pela Figura

2.3 também ¢ instrutiva. Em um tempo ¢ + € a altura da interface é

oz, t+€) =~ ¢(a,t) + %(w)%, (2.17)
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onde desprezamos o termo linear e o ruido. Desde que o termo (V¢)? é positivo, ele gera um
aumento na altura adicionando material & interface (ou tirando material, se A < 0). Essa
situacao pode ser confrontada ao efeito do termo linear, que reorganiza a altura da interface
tal que a massa total permaneca inalterada. Entao, o material adicionado pelo termo nao-
linear gera o deslocamento da interface. O resultado da combinagao desses dois fatores e a
presenca do termo de ruido é uma boa descricao de fendmenos de crescimento de superficie.

Uma simetria importante da equacao KPZ que é relevante para nossa andlise é a

oA | 1

hir, i)

04 F

AWh)?

iz, t+ 8]

Figura 2.3: O efeito do termo nao-linear na morfologia da interface na equacao KPZ. (a)
Suponha que em um tempo t a interface possua um ’calombo’. (b) O termo %(ng)z, que é
sempre positivo, correspondente ao tempo t. (¢) Em um tempo t + € podemos ver através
da linha continua que o termo nao-linear aumenta a altura da interface, adicionando mais
‘material’ nas partes onde a inclinacao local é maior, entao a altura média da interface

aumenta. Os efeitos do ruido e do termo linear nao foram levados em consideragao.

invariancia sob a transformacao

X — X — )@Bt,
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t—t, (2.18)
(b(xv t) - ¢<X7 t) + (5;) - X.

Aqui, ¢g é um campo constante e essa simetria consiste em escolher um sistema de coorde-

nadas diferente que é inclinado de um angulo # em relagao a vertical

tan 0 = |go|, (2.19)

e por essa razao esta transformacao é frequentemente chamada de invariancia de inclinagao,
mas essa transformagao permanecerd uma simetria somente se a fungao de dois pontos da

correlagao do ruido for invariante por translacao e temporalmente branco.

2.4 Sistemas do Tipo Reacao e Difusao

Desde galaxias até seres microscopicos, exemplos onde uma particular distribuicao es-
pacial de massa é preferida em relagao a outras de ilimitadas formas sao encontrados. Em
muitos casos, esses padroes possuem uma boa descricao através de equagoes diferenciais

parciais nao-lineares estocésticas do tipo reacao e difusao

(% —vV2> ¢ = P(p) —v¢+n, (2.20)

onde a interpretacao dos parametros v e v depende do sistema fisico em particular e n é o
ruido associado ao sistema.

Esse ¢é o caso, por exemplo, em cinético-quimica, onde tais equagoes resumem a evolugao
espago-temporal de substancias quimicas se difundindo e reagindo confinadas a alguma regiao
geométrica. A descricao de tal evolucao pode ser generalizada para sistemas biolégicos, tais
como bando de zebras, manchas de leopardos, a estrutura radial de uma Acetabularia (veja

Murray [5], Walgraef [6], Ball [7] para a discussdo de outros exemplos especificos).
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Como os sistemas de fenomenos de crescimento e do tipo reacao e difusao estao sempre
em evolugao, ou seja, temos a presenga de padroes espaciais de nao-equilibrio, é natural
que haja quebras de simetrias continuas. A ferramenta mais apropriada para o estudo de
padroes de simetria é a nocao de potencial. Se alguma nocao de potencial é disponivel, entao
a analise de seus extremos leva a uma identificacao dos vacuos estdveis e metaestaveis, além
de suas devidas relagoes com o sistema fisico em questao.

Como ressaltado na introducao, o Capitulo 4 introduz a andlise de tais questoes através
de uma aproximacao nao-perturbativa descrita no proximo capitulo. Além de ser uma des-
cricao que utiliza a nocao de potencial, o método é capaz de descrever sistemas fora do
equilibrio e a andlise das flutuagoes do ruido fornece informacgoes de distirbios e inesperadas
perturbagdes externas ao sistema, como se fossem desvios ecolégicos (na aplicagao a biolo-

gia), sem a necessidade do conhecimento microscépico do mesmo.
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Capitulo 3

O Potencial Efetivo (Gaussiano

Em teoria quantica de campos (TQC), infelizmente para qualquer teoria que nao seja
livre, as dinamicas dos campos sao muito complicadas para serem estudadas exatamente.
Com o intuito do progresso na analise de tais teorias, métodos de aproximacao precisam
ser usados. As duas maiores ferramentas utilizadas s@o a teoria de perturbacao e os poten-
ciais efetivos. Teorias de perturbagao é talvez a mais poderosa ferramenta na fisica atual;
entretanto, sua utilidade é limitada quando corregoes quanticas se tornam maiores. Outra
aproximacao é formular um potencial efetivo que inerentemente leva em conta os efeitos
quanticos e estudar o sistema com uma visao classica. De fato, ha muitas formulagoes de
potenciais efetivos para simplificar teorias quanticas de campos, todas com diferentes pro-
priedades, vantagens e desvantagens. Uma opcao atrativa e de particular interesse neste
trabalho é o potencial efetivo Gaussiano (PEG).

O potencial efetivo Gaussiano, além de ser uma elegante aproximacao nao-perturbativa, é
uma ferramenta 1til para descrever quebras de simetria em teorias de campo escalares [1, 2],
assim como em eletrodinamica escalar [3] e o modelo de Higgs U(1) [4]. Essencialmente, o

conceito de potencial efetivo Gaussiano é uma formulagao do nosso conhecimento intuitivo

40
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das flutuacoes quanticas que podem ser generalizadas para a TQC. Comparado com outros
potenciais efetivos, tal como o potencial efetivo a um lago, o potencial efetivo Gaussiano
tem sido exaltado por Stevenson [1] como sendo (i) conceitualmente superior, (ii) mais digno
de confianga tanto em termos qualitativos quanto quantitativos, e (iii) igualmente facil de
calcular.

A Secao 3.1 se dedica a exposicao do conceito de potencial efetivo em um contexto geral,
fornecendo exemplos qualitativos nas areas mais conhecidas de sua aplicacao. Na Secao 3.2,
sera descrita a formulacao do potencial efetivo Gaussiano para a mecanica quantica, com
aplicacao ao oscilador anarmonico. A Secao 3.3 é dedicada a formulacao do potencial efetivo
Gaussiano em teoria quantica de campos, onde aplicamos o método & teoria A¢*. A tltima
secao ¢ dedicada a renormalizacao do PEG através da diferenca de integrais divergentes. Tal
método, desenvolvido em [2], pode ser aplicado em varias teorias de campo (por exemplo,
em [3, 4, 5, 6]), inclusive na teoria A¢? e na equagao KPZ, que serd abordada no préximo

capitulo.

3.1 Potenciais Efetivos

Antes de discutir o conceito de um potencial efetivo em teoria de campos, vamos primeiro
considerar o uso do potencial efetivo em um problema classico: O movimento influenciado
por uma forga central. A dinamica de duas particulas de massa m; e my atraidas por uma
fungao de potencial V(|r; — ry|) pode ser reduzida & um problema equivalente de um-corpo

de uma particula com massa reduzida g = myms/m; + mo em um potencial efetivo

—. 3.1
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Vers € um potencial ficticio que combina a funcdo potencial real V(r) com um termo de
energia associado a um movimento angular devido a uma forga central [7]. A idéia é que
a particula ”sinta” o potencial efetivo, ou seja, as complicagdes que surgem do movimento
angular das particulas sdo inerentemente levadas em consideracao pelo potencial efetivo. A
Figura 3.1 mostra como as contribui¢oes do movimento angular para o potencial efetivo

mudam a natureza da lei do inverso do quadrado da forca.

A conservacao do momento angular resulta em uma barreira efetiva restringindo o movi-

Potential energy

Figura 3.1: A linha continua descreve a energia potencial efetiva relacionada as contribuicoes

do momento angular e do potencial da forca gravitacional.

mento das duas particulas. Esse exemplo é uma forte motivacao para o uso de um potencial
efetivo. A nocao de potencial efetivo pode ser estendida a mecanica quantica. Devido as
flutuagoes inerentes em todos os sistemas quanticos, mesmo os potenciais mais simples po-

dem fornecer resultados anti-intuitivos. O caso mais conhecido de flutuacoes quanticas que
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produzem consequeéncias fisicas dramaticamente diferentes em relacao a uma contraparte
classica é o atomo de hidrogénio, ou seja, um problema de dois corpos quantico. Em adigao
a repulsao do elétron proveniente da barreira centripeta encontrada no caso classico (3.1),
existe uma "repulsao efetiva” do ntcleo mesmo no estado de momento angular zero. Essa

"repulsao” é devida ao principio de incerteza. Veja a Figura 3.2. Apesar dos resultados

AV(r)

Figura 3.2: O potencial Coulombiano. O efeito das flutuacoes quanticas é representado em

termos de um potencial efetivo (curva pontilhada)

inicialmente supreendentes que encontramos em sistemas quanticos, podemos parcialmente
resumir nossa intuicdo quantica com a seguinte frase: Uma particula quantica ndo gosta de
viver em um pog¢o de potencial estreito. E essa 7 claustrofobia quantica” que previne o elétron
de se espiralar na direcao do ntcleo e nosso universo de se desintegrar. Entao, o objetivo é
encontrar um potencial efetivo ao qual a intuicao classica possa ser aplicada. Nas Secoes 3.2
e 3.3, apresentaremos formalmente o potencial efetivo Gaussiano; entretanto, uma descri¢ao
mais conceitual das propriedades que esperamos de um bom potencial efetivo pode primei-
ramente ser util. A Figura 3.3 mostra quatro potenciais relacionados com a mesma fisica de

uma maneira qualitativa. No primeiro caso (Figura 3.3a), os efeitos quanticos sdo pequenos.
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(d)

Figura 3.3: Potenciais efetivos para alguns exemplos de poco duplo. Em (a) e (c) os
parametros sao tais que efeitos quanticos sao relativamente pequenos. Em (b) e (d) os

efeitos quanticos sao consideraveis e alteram a fisica qualitativamente.

Devido ao fato dos efeitos quanticos serem pequenos, as corregoes em relacao ao potencial
exato sao minimas e a forma de poco-duplo do potencial efetivo demonstra uma barreira
bastante realista. Nela, as caracteristicas mais importantes do potencial efetivo sao que ele
¢é ligeiramente maior nos pocos devido a energia de ponto-zero %hwe #f € menor na regiao de
barreira porque a particula quantica é apta a se espalhar para fora dos pocos. A medida
que os efeitos quanticos se tornam maiores (Figura 3.3b), a barreira se torna ndo mais que
uma pequena ondulagdo em um potencial essencialmente pogo-tinico. Agora consideremos o
exemplo mais ilustrativo de um potencial assimétrico com efeitos quanticos moderados (Fi-
gura 3.3c). Novamente o potencial efetivo é maior nos pogos e menor na regiao da barreira.
Note que no poco mais fino o potencial efetivo diverge do potencial exato mais que em um

pogo mais largo. Isto ¢ devido ao fato que w2;; = =d?V(x)/da? é maior no pogo mais fino.
De fato, como a Figura 3.3d ilustra, para um poco suficientemente fino a particula quantica
prefere ficar no poco mais largo mesmo que ele esteja em uma energia classica maior. Este

exemplo claramente demonstra a utilidade de um potencial efetivo bem comportado. Apesar
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dos exemplos acima terem sido deliberadamente vagos, eles contém as devidas propriedades
de como um potencial efetivo deveria se parecer, ou seja, eles serviram apenas como uma
representacao pictorica do nosso entendimento intuitivo. Vamos agora considerar como de-
finir um objeto que se inclui nessas idéias.

Existem muitos potenciais efetivos que formam propostos: "o potencial efetivo”[8], o
potencial efetivo a um lago [9], o potencial efetivo Gaussiano [1] e outros que, apesar da
utilizagao de equagdes variacionais, pertencem a um quadro perturbativo [10, 11, 12]. Todos
eles possuem suas préprias vantagens e desvantagens. Por exemplo, "o potencial efetivo”

definido por

Vers(éo) = min (Y| H[3) , (3.2)

com 1) sujeito a

Wy =1 e ({Y[oY) = do, (3.3)

possui uma importante propriedade que relaciona seu minimo global ao exato estado de
energia fundamental do sistema. Entretanto, ele também possui uma propriedade indesejavel
que ¢ a convexidade (isto é d*V,pp/dp3 > 0)[13, 14], o excluindo de possuir uma forma de
poco-duplo. Somente isso ja exclui ”o potencial efetivo” de possuir a formulagao que temos
em mente na Figura 3.3. Uma aproximacao conhecida como potencial efetivo a um lago se
tornou uma ferramente popular para tedricos de campos. Ele é uma construgao semiclassica
baseada em adicionar corre¢oes quanticas em ordem de h ao potencial classico, negligenciando
os termos de ordem A% ou superiores [9]. Isto é, se o V.¢s possui formalmente a expansao em

série (em torno do limite hipotético i — 0)

Vags(a0) ~ V(z0) + f; BV (z0). (3.4)
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entao

O maior problema da aproximagao a um lago é que, como ela contém apenas a con-
tribuicao de primeira ordem em h, geralmente ela se torna ineficiente quando os efeitos
quanticos se tornam maiores (precisamente na regiao de interesse). Exemplos desta ine-
ficiéncia em sistemas de mecéanica quantica podem ser encontrados em [1].

O potencial efetivo Gaussiano, que sera apresentado formalmente nas proximas secoes

produz melhores resultados nos aspectos qualitativo e quantitativo.®

3.2 O Potencial Efetivo Gaussiano em Mecanica Quantica

As idéias basicas acerca do potencial efetivo Gaussiano possuem uma estrutura simples
baseada no teorema de Rayleigh-Ritz. O objetivo é estimar o estado fundamental de energia
Ey considerando um trial ket |0), que tenta imitar o estado fundamental verdadeiro |0). Seja

H a Hamiltoniana do sistema; entao se definirmos (H) tal que

(0#10)
H) = —=—+, 3.6
(1) = S (3.6
o teorema de Rayleigh-Ritz afirma que
(H) > Ey . (3.7)

Essa € a esséncia da aproximagcao de tal método, ou seja, quanto mais o trial ket fundamental
se aproximar do estado verdadeiro, a média da hamiltoniana se aproxima da energia exata do

estado fundamental. Para melhor ilustrar outras consequéncias do teorema, vamos prova-lo

lcomparacoes entre varios potenciais efetivos foram feitos no caso da mecanica quantica onde resultados

exatos e intuitivamente compreendidos sao frequentes [1].
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(veja também [15]).
Mesmo que nao saibamos o autoestado de energia da Hamiltoniana H, podemos expandir

|0) como
0) = > [k)(KI0) . (3.8)
k=0
onde |k) é um autoestado exato de energia do operador H:
HIk) = By |k) . (3.9)

Fazendo Ej = Ey — Ey + Ey para calcular (H) em (3.6), temos

2 [ (k10)]” By
7 |(10)]
> [kl0)] (B — Eo)

- Y ‘l‘ EO (310)
Yo |(KI0)]

(H) =

> Ey.

Note que se |0) coincidir com |0), isto é, se todos os coeficientes (k|0) se anularem para
k # 0, o teorema serd uma igualdade. Uma consequéncia interessante da equagao (3.10) é:

se escolhermos um trial ket que é relativamente proximo ao autoestado exato, entao

(k|0) =~ O(e) para k#0
(3.11)

(k|0 ~1 para k=0,

Entao, a equagao (3.10) fica:

€ Yh—o(Ex — Ey)

o + Fy > By, (3.12)

(H) ~

onde n é o nimero de estados exitados. Assim, vemos que

(H)Y — Ey =~ O(é%) . (3.13)
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Entao, um trial ket relativamente diferente do autoestado fundamental, ainda assim pode
fornecer um boa estimativa da energia fundamental do sistema, apesar que o método nao é
capaz de dizer nada sobre a exata discrepancia entre (H) e Ey. Tudo que sabemos é que (H)
é maior ou igual a Ey. Para encontrarmos trial ket ’s que permitam uma boa descricao do
sistema, frequentemente temos que recorrer a nossa intuicao fisica, por exemplo, o compor-
tamento assintético da funcao de onda a distancias longas. A caracteristica variacional do
método € incluida através da minimizagao de (H) com relagdo aos parametros variacionais

Q1,€s,... que sao incluidos nos trial ket “s. Entao, fazendo

0 (H)
o0

9 (H)
FIe

=0,

=0,.., (3.14)

determinamos os valores étimos dos parametros (€, €, ...) e os substituimos na expressao
de (H). Se a funcao de onda do trial ket ja possui a forma do autoestado exato, obtemos a
energia exata do estado fundamental do sistema.

O potencial efetivo Gaussiano consiste em definir o trial ket do estado fundamental como

sendo uma Gaussiana centrada em xg da forma

QY4 10
|0) = <§) exp <_§ﬁ(z — 930)2) , com € > 0. (3.15)

Note que essa ¢ a funcao de onda do estado fundamental do oscilador harmonico, onde o
parametro variacional ) é a largura da Gaussiana.

O centro xy também é interpretado como sendo a posicao classica da particula. Para isso,
utilizamos o teorema de Ehrenfest que afirma que os valores esperados quanticos seguem a

segunda lei de Newton, ou seja

d(z) —oV
= ) 3.16
e < Ox > ( )
Entao, se fizermos um deslocamento da posicao da particula x — = + ¢, temos

() = zo+ /_Z de (%)m exp (—%(:c - x0)2> — 2. (3.17)
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A definigao do potencial efetivo Gaussiano é

Val(zg) = min Va(xo, Q) = min (0|H|0) . (3.18)

Como consequéncia da minimizacdo, obtemos a chamada equacdo (2, onde a barra indica
que o parametro foi otimizado. A equacdo 2 mostra a dependéncia explicita do parametro
otimizado com a posigao cldssica da particula Q@ — Q(zg) e vice-versa xg — x0(f2). Isto
significa que através da minimizacdo do valor esperado de energia, Q) ajusta a largura da
fungao de onda (3.15) (trial ket) para cada possivel valor de xy. Através do teorema de
Rayleigh-Ritz (3.7), temos que o valor numérico do ponto minimo de V¢ é maior ou igual a
Ey.

Apesar da descrigao de estados exitados através do PEG estar fora do foco desse trabalho,
exemplos e discussd@o do mesmo podem ser encontrados em [1].

A melhor vantagem pratica do PEG é que ele é calculdvel. Como um exemplo para

ilustrar o procedimento, consideremos a Hamiltoniana do oscilador anarmoénico

1 1
H= §p2 + §m2:£2 + Azt (3.19)

Os elementos de matriz sao facilmente calculados através da equacao

0 1/2 o 9]
<ﬂ> /_OO de H exXp <_%(ZE — 1’0)2> , com p— %%’ (320)

ou através da algebra dos operadores a e al:
lag,ah) =1 aq|0), =0, (3.21)
com

r = zo+h(2hQ) "V (ag + al), (3.22)

1
p = —§¢(2h9)1/2(a9—ag). (3.23)
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O indice Q2 indica que ag e a}l dependem da frequéncia do oscilador cujo estado fundamental
10)q, é o trial ket Gaussiano.
Apbs os célculos das médias de p?, 22 e 2* temos:

1 1
V(o) = e+ 5m2 [23 + 7(2Q) ' + A[zg + 622 (2 +3A%(2Q) 7], (3.24)

Utilizando a equagao (3.18), temos

— 1 5 o 1o~ 3 5 A
onde Q é representado pela equacdo de otimizacio
QP — (m*+122123)Q—6AA=0. (3.26)

Através dos resultados acima para o oscilador anarmoénico, podemos fazer uma conexao
entre o potencial efetivo Gaussiano e o potencial a um lago. Mantivemos todos os fatores i
para facilitar isso. O PEG, de fato, contém o resultado a um lago; o que precisamos fazer
é apenas retirar o termo h* na equacdo (3.25) e, como consequéncia, o fator i em (3.26).

Assim, a condicao de otimizacao se reduz a
P =m?+ 12 28 = V" (x0), (3.27)

onde V" é a segunda derivada do potencial na expressao da Hamiltoniana. Entao, usando

(3.25), novamente excluindo o termo em /7, temos
1
Vir(wo) = V(zo) + 5h[V”(:co)]l/? : (3.28)

De fato, esta é a expressao do potencial a um lago que, em linguagem de teoria quantica de
campos, corresponde & soma dos diagramas a maneira de Coleman-Weinberg [9] em dimensao

(0+1). Ela fornece o termo de corre¢ao a um lago na forma

1, o dk 12 \ 22 1. 1/
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(o termo extra —%hm ¢ devido ao fato que o calculo de Coleman-Weinberg envolve implici-
tamente a redefinicao do zero de energia tal que Viy(zo = 0) = 0). Entao, como mostrado
acima, o potencial efetivo Gaussiano possui a informacao de ordens superiores de h sem a
necessidade de se fazer outros calculos (que se tornam mais complicados e exaustivos a cada
ordem).

Note que, enquanto o PEG é sempre bem-definido e real, o potencial efetivo a um laco se
torna mal-definido e complexo quando V" (zg) é negativo. E importante ressaltar que essa ¢
uma patologia do potencial a um lago, e nao da fisica.

Como uma consideracao final, vamos falar qualitativamente do atomo de hidrogénio
(V(r) = =1/r com r? = 2? + y*> + 2?). Através da andlise do PEG, temos um resultado
similar ao ilustrado pela linha pontilhada da Figura 3.2. A energia do estado fundamental
é estimada em —4/(37h?) = —0,424h2%, comparada ao resultado exato de —0,5h 2 Tal
resultado estd em contraste com a aproximacao a um lago, que é sempre complexa e cuja
parte real (que é simplesmente o potencial cldssico) nao fornece estados ligados.

Outros exemplos da comparacao do potencial efetivo Gaussiano e do potencial efetivo
a um lago, assim como a descricao de estados exitados através do PEG, sao encontrados

em [1].

3.3 O Potencial Efetivo Gaussiano em Teoria Quantica

de Campos

A generalizacao do potencial efetivo Gaussiano para a teoria quantica de campos é uma
conjectura, ja que as idéias basicas envolvidas na formulagao do PEG sao baseadas em nosso

entendimento intuitivo da mecéanica quantica. A literatura dispoe de varios formalismos
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para o calculo do PEG e entre eles, podemos destacar os trés mais utilizados [4]: O forma-
lismo candnico, que é a generalizacao direta da formulagao descrita na se¢ao anterior[l]; o
formalismo baseado na expansao-d [11], que nao iremos abordar neste trabalho; e o forma-
lismo de integrais funcionais [16], que é baseado na inequagao de Feynman-Jensen [17]. Todos
eles chegam a mesma expressao do potencial efetivo Gaussiano; sendo que, dependendo do
sistema, cada um possui suas vantagens e desvantagens no que se refere aos calculos. No
préximo capitulo, sera descrito o formalismo de integrais funcionais para o PEG, e nesta
secao descreveremos apenas o formalismo canonico e sua aplicacao a teoria de campo \¢?.

A generalizacao canonica é direta, sendo o PEG definido como
V(o) = min Vi (¢, @) = min o(0|H|0), (3.30)
onde |0),, é um funcional de onda Gaussiana normalizada e centrada em ¢ = ¢, com
2(0l0)o =1,  o(0|¢0)a = ¢p. (3.31)

Assim como na secao anterior, o parametro variacional () é positivo definido e podemos
escrever 0 campo ¢ como ¢y + ¢, onde ¢y é um campo classico constante e ¢ um campo livre

de massa 2. Na algebra dos operadores de criagao e aniquilacao, temos
6= 60+ [ (dk)alaa(i)e™™ + ah ()], (3.82)
e também
Ou0 = [ (dR)a(~ik,) lan(K)e ™™ ~ aly(K)e™], (3.33)
onde a componente de energia do quadri-vetor k, é
k0 = wp(Q) = (K + Q)2 (3.34)

A medida de integracao em dimensao espacial d é

dk

(dk)e (27)4 2w (Q)

(3.35)
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Os operadores de criagao e aniquilagao seguem a relagao usual de comutacao
[aq(k), abh(K)] = O = 2wi(2m)%0%(k — K') . (3.36)

Como um exemplo da aplicagao do método canonico em teoria quéantica de campos,
vamos abordar a teoria A\¢*. Tal nome se refere ao termo adicional na energia potencial do

campo, uma interacao. A densidade de Lagrangeana associada com a teoria é
1 o L 5 4
L= 50,00"6 — smb* — Apo' (3.37)

que leva a densidade de Hamiltoniana

H = %dﬂ + %(V¢)2 + %m23¢2 + Ago?t. (3.38)

A Lagrangeana leva a duas situacoes fisicas distintas. A primeira, m% > 0, corresponde

ao oscilador anarmonico. A segunda, m% < 0, resulta em um potencial de pogo-duplo.
Este potencial de poco-duplo pode levar a um estado de vacuo que nao respeita a simetria
da Lagrangeana. Tal simetria é dita espontaneamente quebrada quando um determinado
parametro do sistema assume um valor critico e, além desse valor a configuracao simétrica
se torna instavel fazendo com que o estado fundamental se torne degenerado.

A motivacao para o estudo da teoria A¢?* é relacionado ao mecanismo de Higgs e & origem
das massas de particulas elementares. A questdo é, se existe um campo escalar (o campo
de Higgs) que se acopla aos campos associados com outras particulas elementares e esse
campo possui um valor esperado nao-nulo, entao tal acoplamento pode produzir um termo
de "massa efetiva”.

O célculo de Vg(¢o, ) para a Hamiltoniana (3.38) é simples e direto. Termo a termo,

temos

al0l5162 + (Vo 0 = [ (@h)o (@) — 5971,
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al0l 53 0 = s [6+ [(dhk)a] (3.39)

a(0[Apo* |0), = Ag

64 +663 [(@k)a+3 [(dh)a [(@)a]
Introduzindo a notacio

In(©) = [(@k)alf(@)" (3.40)
tal que

dIy/dQ= (2N — 1) QIy_,, (3.41)

podemos escrever o resultado como

1 1
Vo, Q) = I, + §(m2B — ) Iy + §m23¢g + Apd* +6\p Iy ¢ + 3ApI3 . (3.42)

A equacao (2, obtida através da minimizacao dVg/dQ|q_q = 0 fica
QO = m% + 12 \p[1H(Q) + 7] . (3.43)

Entretanto, ha duas questdes a serem analisadas: primeiro, a equacao {2 pode ter mais de
uma solucao, e precisamos tomar cuidado para selecionar a correta. Em particular, a solucao
precisa ser um minimo, nao um méaximo de V. Segundo, o minimo global de V5 (¢o) pode
nao ser uma solucao da equacao €2, mas pode ocorrer em um dos pontos finais do dominio
0 < Q < co. Entao, exceto nesses casos especiais, podemos inserir a equacao {) na equacao

(3.42) para obtermos o potencial efetivo Gaussiano

Val6o) = L) = A5 BO) + 5y 6+ A 6. (341

3.4 Renormalizacao

Dependendo da dimensao considerada, as integrais Iy utilizadas na expressao acima do
potencial efetivo Gaussiano sao divergentes. O objetivo desta se¢ao é explicar como reescre-

ver o PEG como uma fungao finita de ¢y. A idéia da renormalizabilidade é: reparametrizando
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V(o) em termos dos parametros finitos mp e Ag (isto é, usando uma mudanca de varidveis
eliminando mp e Ag em favor de mp e Ag), conseguimos um resultado finito. Dependendo
de como é feita a reparametrizagao, os parametros renormalizados podem levar a diferentes
formas do PEG, porém, com resultados equivalentes. Em outras palavras, o PEG é inva-
riante sob o grupo de renormalizacao. Isso significa que todas as maneiras de definir os
parametros renormalizados sao equivalentes, e a questao é encontrar os mais convenientes
para o sistema fisico em questao. Isto nao acontece para os potenciais efetivos perturbativos
como o potencial efetivo a um lago, pois dependendo se o termo for de ordem a ”um lago”ou
"dois lagos”, etc., precisamos definir como sao renormalizadas a constante de acoplamento e
a massa.

Fazer a mudanca de variaveis de mpg e Ag para mg e A é uma tarefa delicada, ja que
ela envolve a manipulagao das integrais divergentes I. Neste estagio, é usual introduzir
um método de regularizacao. Porém, podemos dispensar uma regularizagao explicita de-
vido ao fato que, em geral, nosssos calculos terdo somente diferencas In(€2) — In(m) que

mostraremos, formalmente, que

[N(Q) —]N(m) = @/ddk [(k2—|—Q2)N_1/2 . (k2—|—m2)N_1/2]

B dek 1 2 2\ N (m? — 02)\ "7 _
= /(QW)dQ(k2—|—m2)l/2(k +m ) [(1_ (k2—|—m2)> 1]

—N—%—l—r (m2 — Q)"
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Essa equacao expressa a diferenca de duas integrais Iy como uma soma de integrais menos

divergentes. De fato, de r = N + k, onde

(d+1)/2 d=impar

=
Il

d/2 d=par

os termos envolvem integrais convergentes as quais podem ser escritas como

1 T[-(2N+d-1)/2] Q2N +d-1
2(4m)%2  T[—(2N —1)/2]

In(Q) = para 2N +d -1 <0,

para obter a seguinte equacao:

Nik—1| =N =147
IN(Q) — IN(m) = Z (m2 - Q2)T IN_,,(m)

r=1
r

TN +3) onviar (D" @

+ m (47T)k N+k‘(x)’

onde as fungoes Lgd) sao definidas como
L @) = [ dr' L)

co1m

1/z d=impar
L () = ,

1/(2y/x) d = par

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

ex = 0?/m? Os casos especiais da equagao mestra (3.48), que usualmente precisamos,

estao na Tabela I; e as primeiras fungoes L; estao listadas na Tabela II. Note que o resultado

formal para dIy/dS2, utilizados anteriormente em (3.41), podem ser considerados como um

caso especial de (3.47).
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V=] of 2

L —1im)= 110 ~m*Wlm)—m " Lyl x)/(Brr)
I —Iglm)= —m 'L x)/4m)
1/270%), v=1
=1y 4, v=2

v=13 lor 4)

LA =Tyim) =0 —m Mglm) — H O —m P _y(m) 4 m " Ly(x) /03200
Lol Q)= Eolmi= — (0 —m il (m)+m”Ly0x) /0 167)
S I =F_jim)= —m" L (x) A8

Tabela 3.1: Equagoes tteis para as diferengas das integrais Iy:x = Q2/m?.(de 3.48)

v

— —— — e —————

Lyixi=Inx =J"”"EIFI""§'J'J— - L
Lilxl=xInx —(x 1) :-g-yz[]_-;-_p.f. s )
Lylx)=1{2%nx —20x — 1)~ 3x — 1} =gril4 o)

¥=E¥{n
Lifx)=(Vx =1) —y
Lytx)=+(Vx = 2V +1) =214 32)
Lytx)= g (Vx =1)8x +9Vx +1) =32 14424 42Y

Tabela 3.2: As primeiras fungoes L;(x) de (3.48)-(3.50). Também ¢é mostrado as expansoes

emy=(r—1)ouz=z—1
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Capitulo 4

As Equacoes Diferenciais Parciais
Estocasticas e o Potencial Efetivo

Gaussiano

Como ressaltado no Capitulo 2, entre algumas das mais fundamentais ferramentas de mo-
delamento de sistemas, onde o ruido é um ingrediente essencial, nés encontramos as equacgoes
diferenciais parciais estocasticas (EDPE’s). Elas podem ser aplicadas a uma variedade de
situagoes, tais como turbuléncia, formacao de padroes, crescimento de superficies ou difusao
direcionada [1, 2]. Nos tltimos anos, uma ténue relacao entre as EDPE’s e teoria quantica de
campos emergiu, proporcionando um caminho para a investigacao de fenomenos envolvendo
a fisica cldssica via técnicas provenientes da fisica quantica [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Em particu-
lar, foi desenvolvido um método perturbativo que associou o potencial efetivo a um lago as
equagoes diferenciais parciais estocésticas arbitrarias [10]. Esse método forneceu informagoes
acerca da quebra espontanea de simetria e estruturas de fase de alguns modelos estocasticos

interessantes [11],[12].

60
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O objetivo deste capitulo é investigar as equacoes diferenciais parciais estocasticas em
um quadro variacional através do uso do potencial efetivo Gaussiano (PEG)[13], que, como
descrito no Capitulo 3, é uma simples aproximagcao nao-perturbativa e uma ferramenta util
para encontrar a quebra de simetrias em teorias de campos escalares [14], assim como em
eletrodinamica escalar [15] e o modelo de Higgs U(1) [16]. Nds também usamos o programa
de quantizagao estocéstica descrito em [7, 8, 10] para obter uma ”agao classica” relacionada
a uma EDPE. Entao, seguindo a aproximagao variacional desenvolvida em [17], podemos
calcular o PEG para equacoes diferenciais parciais estocasticas arbitrarias sujeitas a cor-
relagoes de ruido que dependem do sistema em questao.

Na Secao 4.3, aplicamos o método descrito nas Secoes 4.1 e 4.2 a uma teoria de campo es-
tocdstica com consideravel interesse fisico, a equagao Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) [18]. Como
ressaltado na Secao 2.3, essa equagao descreve um modelo dinamico, continuo e nao-linear
para o crescimento de superficies.

Este capitulo é organizado como se segue: Na Secao 4.1 descreveremos o procedimento
para obter o funcional gerador Z[J] e nele identificar a correspondente "agao cldssica” na
forma que serd util para nossos calculos. Na Se¢ao 4.2, desenvolveremos um procedimento
geral baseado na aproximacao variacional afim que possamos definir o potencial efetivo Gaus-
siano e aplicd-lo a equagao Kardar-Parisi-Zhang (Segao 4.3), onde discutiremos a quebra de
simetria assim como o procedimento de renormalizacao em uma ténue analogia com a teoria
de campo escalar A\¢* [14]. Na Secao 4.4, comentaremos os resultados obtidos e faremos

algumas consideragoes finais.



CAPITULO 4. AS EDPE’S E O PEG 62

4.1 O Funcional Gerador

Com o intuito de obter o potencial efetivo associado a uma equacao diferencial parcial
estocastica, é necessario primeiro definir o que seria a "ac¢ao” correspondente. Nesta secao,
mostraremos as defini¢goes utilizadas para implementar o formalismo de integrais funcionais
e chegar a expressao da "agao” (ver também [8, 9, 10]). Nas expressoes abaixo, usaremos as
seguintes notacoes condensadas: f(x,t) — f(x), d%xdt — dx. Considere a classe geral de

equagoes diferenciais parciais estocasticas

Do(z) = F(o(x)) +n(z) , (4.1)

onde D é um operador diferencial linear qualquer, envolvendo derivadas espaciais e temporais
arbitrarias que nao dependem explicitamente do campo ¢. A fungao F(¢) é um termo
geralmente nao-linear no campo ¢. A funcdo n(z) denota a fonte de ruido. A natureza
(branco, lei de poténcia ou 1/f-noise) e a distribuigdo de probabilidade do ruido ainda nao
precisa ser especificada. A definicao de médias em sistemas estocasticos é mais sutil que em
sistemas que nao descrevem um comportamento aleatorio devido ao fato de que precisamos
considerar a presenca do ruido e sua respectiva distribuicao de probabilidade. Consideremos
que dada uma configura¢ao particular do ruido n, a equagao diferencial (4.1) € suposta possuir
uma solugdo unica ¢s(x|n). Entao, para qualquer funcional Q[¢], podemos definir a média

estocdstica (sobre o ruido) como

(QI6]) = [ (Dn) Plo] Qlos(aln)] . (4:2)

onde PIn] é a densidade funcional de probabilidade do ruido, que é considerado arbitrério
e normalizado a 1. E conveniente fazer uma manipulacdo algébrica em (4.2) para retirar
a dependéncia explicita da solugao unica ¢, devido ao fato que, em geral, as EDPS’s nao

possuem solucoes que possam ser escritas em uma expressao analitica fechada. Portanto,
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utilizaremos a seguinte identidade,

ou(wln) = [(D6) 6 316 — 6, (aln)] (43)

Usando a propriedade’

51G(6)) = —‘55@6;(?;6_;';” , (1.4

onde G(¢s) = Dps — F(¢ps) —n = 0 e o determinante Jacobiano funcional, que é definido

por
J = det (D —~ i—i) : (4.5)
podemos inserir (4.4) em (4.3) para obter
ou(aln) = [(D6) 6 61D6 — F(6) = 1] |7 (4.6)
E facil ver que também temos a identidade
Qlos(x[n)] = /(ch) Qo] 0[D¢ — F(¢) —n] | T, (4.7)

que, inserida em (4.2), fornece a seguinte expressao para a média estocastica sobre o ruido:

Qo) = [(Dn) [(Do) Plu] Qle] 31D — F(9) — ] |7
— [(D6) PID6 - F(9)] QI6] 1T (48)

Com isso, eliminamos a necessidade do conhecimento da forma analitica de ¢,(x|n) e agora,
a conexao com a teoria quantica de campos pode ser feita através da analogia da expressao

(4.8) com o funcional gerador Z[J] quando Q[¢] tem a forma

QU] = exp ([ da J(2) 6(a)) (49)

Note que essa é a generalizagao funcional da propriedade da funcao delta de Dirac 6(f(z)) = W
dz  lz==z0

)

onde f(z) possui apenas uma raiz em = = xo.
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Entao,

71 = <eXp </d9§ J ¢)>

— /(p¢) P[Dé — F(¢)] exp (/ dz J gb) T - (4.10)

Esse resultado chave nos permite calcular o potencial efetivo de uma maneira direta. Nesse
estagio, faremos algumas suposi¢oes sobre o ruido. Vamos supor que a distribuicao de
probabilidade do ruido seja Gaussiana com média nula, tal que o inico cumulante nao-nulo
seja o de segunda ordem. Se o ruido tem um média nao-nula, podemos sempre redefinir o
termo F'[¢] tal que o ruido tenha média nula, sem perda de generalidade. Ruidos Gaussianos
arbitrarios sao suficientes, ja que eles nos permitam escrever a distribuicao de probabilidade

como

Pn] = exp [—% //da: dy %] : (4.11)

onde

) = + [ ) oo (-5 [ [ a0 )

= AG,(z,y) (4.12)

é a funcao de correlacao de dois pontos do ruido. A amplitude de correlacao A nos dira
se estamos no regime de auséncia de correlagoes (A = 0) ou nao (A # 0). Como estamos
interessados na influéncia das correlagoes do ruido no estado de ”"vacuo” das equacoes dife-
renciais parciais estocdsticas em um quadro nao-perturbativo?, é conveniente fazer A = 1.

Entao, o funcional gerador fica

2= [o)exp( [ duio) 17| %
X exp [—i//dxdy(Dqﬁ—F(gb)) Gl (Do—F)| .  (413)

2Na aproximacdo perturbativa, A é o pardmetro de contagem, andlogo a h em teoria quantica de campos.
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Essa expressao contém toda a fisica de (4.1). O ruido n foi completamente eliminado e
sobrevive somente através da aparicao explicita de sua fungao de dois pontos. Desde que o
funcional gerador é agora fornecido como uma integral funcional sobre o campo fisico ¢, toda
a maquindria padrao da teoria quantica de campos e sua conexao com a mecanica estatistica,
pode ser trazida a tona. Entao, salvo o determinante do Jacobiano?, a fisica das EDPE’s

pode ser extraida da integral funcional baseada na "acgao classica”

Sl6.0) =3 [ [ dedy (D6~ F(6)) Gy (D6~ F(o) + [drTo. (414)

4.2 A Aproximacao Variacional

Uma vez obtida a expressao para a agao através da definigao do andlogo do funcional
gerador em um contexto de equagoes diferenciais parciais estocdsticas, podemos agora utilizar
técnicas de teoria quantica de campos afim de analisar a fisica de uma EDPE em particular
através de um método nao-perturbativo, o potencial efetivo Gaussiano (que fornece um
quadro de como as correlagoes do ruido modificam o potencial cldssico). Como discutido
em [14] num contexto de mecanica quantica e teoria quantica de campos, o potencial efetivo
Gaussiano é capaz de fornecer uma boa descrigao do estado fundamental do sistema tanto em
termos qualitativos quanto quantitativos (mesmo quando as flutuagoes quanticas se tornam
maiores), além de ser invariante sob o grupo de renormalizagao, o que significa que todas as
maneiras de definir os parametros renormalizados sao equivalentes, e a questao é encontrar

0s mais convenientes para o sistema fisico em questao®.

3Na aplicacdo do método & equacido KPZ, o determinante do Jacobiano é independente do campo, mas
isso nao é vélido para todas as classes de EDPE’s. A dependéncia do Jacobiano funcional com o campo estd

fora do foco deste trabalho; alguns comentdrios sdo encontrados em [10].

4Isso ndo acontece para os potenciais efetivos perturbativos como o potencial efetivo a um laco, pois

dependendo se o termo for de ordem a ”um lago” ou ”dois lagos”, etc., precisamos definir como sao renorma-
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Primeiro, faremos a seguinte translacao no campo®:

~

¢(x) = ¢(x) + f(do). (4.15)

Essa translagao é feita para explorar as simetrias das EDPE’s através da introducgao do campo
constante ¢y que, em um contexto de teoria quantica de campos, pode ser identificado como
sendo o campo cldssico. A funcao f(¢o) e a interpretagdo do ¢y ird depender da equagao
diferencial parcial estocastica em particular. De fato, o potencial efetivo Gaussiano serd uma
funcao dos possiveis valores de ¢y.

Depois dessa transformacao no campo, é conveniente separar a acao S em duas partes:

A parte Gaussiana Sg definida como

Sold) =5 [drdca, (4.16)

que corresponde aos termos quadraticos que irao gerar o analogo do propagador em teoria
quantica de campos, e a parte de interagao S;, que fornecera o analogo das funcoes de

vértices. Entao, a acao completa se torna

S[6, J, éo] = Sald] + Sil6, J, éul- (4.17)

A aproximacao variacional é proveniente da generalizacao funcional da inequacao de Jensen

[20]: (exp f) > exp (f), isto é,

25 expl [ Do (56— 9) exp(-5a)] (4.18)

Como Sg é quadratica nos campos, o fator de normalizacao é

N = /Dq@ exp(—S¢) = (det G_l)_%. (4.19)

lizadas a constante de acoplamento e a massa.

5Note que a medida funcional nao varia, i.e, D¢ = DgiA).
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O funcional gerador das fungoes de Green conexas é dado por W[J] = —In Z[J]. Entéo,
1 .
W €~V - /ng (Se: — S) exp(—Se). (4.20)

O termo — In NV pode ser escrito de uma forma mais conveniente na base de Fourier

1 S SR .
~IN = SIndet G = STrnGT = g/dk G, (4.21)

onde V é o volume do espago-tempo ([ dz). Entretanto, um objeto mais 1itil é a acao efetiva,

que ¢é definida como a transformada funcional de Legendre de W[J]
T[¢o] = / dx Joo — WJ]. (4.22)
Entao, a inequagao (4.20) se torna
Ilgo) <InN +(S¢ — S) /=0, (4.23)

onde o simbolo G fora dos colchetes indica que a média funcional é Gaussiana. O lado
direito da equagao (4.23) pode ser calculado analiticamente. Através da maximizagao da
acao efetiva em relacao a fungdo do propagador G, obtemos o propagador 6timo para o

sistema desejado. Definindo a acao efetiva Gaussiana como

=GEA

T [¢o] = min T¢F4[¢g] = min [—X / dk G+ (Se—S) g [i=0 | (4.24)
G G 2

e utilizando a relagao

FGEA
Va(do) = —7]}[%] ; (4.25)
podemos definir o potencial efetivo Gaussiano como
— ) o I1 -~ 1
Vo(do) = minfv Va(go) =min | 5 [ dk nG™ + 5 (S1)g /o] . (426)

onde a barra acima de Vi significa que G foi substituido pelo seu valor étimo G.



CAPITULO 4. AS EDPE’S E O PEG 68

4.3 O Potencial Efetivo Gaussiano Associado a Equacao

KPZ

Agora estamos prontos para obter o potencial efetivo Gaussiano para uma equagao dife-

rencial parcial estocdstica em particular. A equagao Kardar-Parisi-Zhang[18|

5 ) D DR
(& Y ) 6x) = Fy + 5 (Vo) +1(a)., (4.27)

¢ uma extensao natural do modelo de Edwards-Wilkinson[21] construida levando em consi-
deracao principios de simetria relevantes a descricao de fenomenos de crescimento. O campo
¢(x) é interpretado como sendo a altura da superficie (tipicamente definida sobre um plano).
O termo nao-linear é responsavel pela adicao de "material” nas regioes onde a inclinagao
local é maior, aumentando a altura média da superficie. Essa situagao pode ser confrontada
ao efeito do termo linear, que reorganiza a altura da superficie fazendo com que a massa
total permaneca intacta. O resultado da combinacao desses dois fatores é uma boa descrigao
de fenémenos de crescimento de superficie. A inclusao do termo Fj é necessaria, como ve-
remos em breve, para completar o programa de renormalizacao. Esse termo constante pode
ser visto como uma consequéncia da transformacao ¢ — ¢ + Fyt, que representa apenas
uma mudanca na velocidade média do crescimento da superficie em relacao ao sistema de
referéncia do laboratorio. Uma simetria importante da equacao KPZ que é relevante para

nossa analise é a invariancia sob a transformacao

X — X — )\qb_g)t,
t—t, (4.28)

¢(X7t) _>¢<X7t)+¢_g)'x’

Aqui, ¢p é um campo constante e essa simetria consiste em escolher um sistema de coorde-
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nadas que é inclinado a um angulo € com respeito a vertical

tanf = ’gz;o ,

(4.29)

e por essa razao esta transformagao é frequentemente chamada de invariancia de inclinacao;
mas essa transformacao permanecerd uma simetria somente se a funcao de dois pontos da
correlacao do ruido for invariante sob translacao e temporalmente branco. Uma escolha

conveniente é %:

(n()n(y)) = Gy, y) = 0(x —y). (4.30)

Usando o ruido branco na agao (4.14), temos

2

/dm Do — F())? /dm [ UV — Fy — é(v¢) (4.31)

Para investigar a quebra de simetria através do potencial efetivo Gaussiano, precisamos
fazer um deslocamento no campo tal que (¢), .., 7 0. Nesse caso, uma escolha conveniente
6 o(z) — o(x) + do - x , com ¢p sendo um vetor de dimensdo n tal que ¢y = (0o, -y D0)-
Entao,
¢=0,
V26(z) = V2o(x) , (4.32)

~ —

Vo(x) = Vo(x) + o .
Fixando o parametro de tensao superficial v a 1 na equacao (4.27), a acdo se torna

S0, 7,60 = 5 [ d's [VV20+ Fy A (Vo) + Fo A3

A2 N 7 5
(V¢) + Zgbé + 5)\2¢(2)(V¢)2 + termos impares] + /ddl'¢ J, (4.33)

onde T = [ dt e os termos impares foram retirados devido ao fato que eles se anulam

6Lembre-se que colocamos A = 1
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quando fazemos as integragoes impares do momento e do campo. O termo com Fj sozinho
nao é fisicamente relevante, pois é uma constante que pode ser subtraida. Primeiramente,
precisamos saber a expressao do propagador 6timo para definir S;. Na base de Fourier, a

funcdo real ¢(x) é

ox) = [ Th 510 ek (4.34)

56ld] = 5 [ G 0 G093 (4.35)
Usando (4.24),
ST o] 4
T 2/ K5k — k)
3, dk: - dk
+ 2 / G ( / (2) (k — k)) (4.36)
d
i ZA%S/(;”; 2/ TE G100t~ )
— 0.

Entao,

G (k) =Kk'+KkQ%, (4.37)

onde o valor de € precisa satisfazer a relacio da equacao (2,

02 = o\ + gv l(/ (;l:;d = i Qz)> + ¢§1 . (4.38)

Com a definicao do propagador étimo, estamos prontos para calcular a parte de interagao

da acao

Srlg, do] = S[d, o] — Scl, ol

"Note que | ddy o~ iK1 X ike X _ 6% k; — ko) e P = o
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)\2

= T/dd [Fo (Vo) + Fo= Cbo 3

)\2
SO )
4 hv(bg(w}f - §(v¢3>2 02 1 odd terms] .

Agora que temos a expressao para Sy, estamos aptos a calcular o potencial efetivo Gaus-

siano através da equacao (4.26). Para calcular (Sy), faremos duas integragdes funcionais

Gaussianas na base de Fourier:

© [Dé (VO exp(~Sa) = //"ﬂh f%zkﬂg.dgxsz
< [146(19) (k) ") exp(=Si) (4.40)
ddk L=
- / (27T)d k*G (k) )

(note que temos apenas uma combinacao que faz dessa integral par em relagdo aos campos:

k1 == k2)

[ PO (Vé)* exp(—55)
(—i)2(i)? /ddk: A%y dks dok,
N (27?) 2m)d (2m)2 (27)

<[ T8 816) 8 ) k) (k) xp(-5c) (1.41)

= 3 (/ (;lj:;d k2é(k)>2 .

O fator 3 emerge porque hé trés combinacoes de k's resultando em uma integral par em

K, ko ks ky e K1 X ke X —iks X kX

relacao aos campos. Entao, definindo®

1 d% _ di- 1k:
1,(Q E_/ In(k2 + 02 / K2 4 02)1/2 4.42
(@) =3 | G [l +9%) - =5 ) (442)
_ ddk dd 1k 1
1,(Q z/ 44
() (2) (k2+Q2 2 (2m)d-1 (K* + Q2)1/27 (4.43)

temos o potencial efetivo Gaussiano na dimensao (d +1)

_ 7 X
Va(po) = L(2)+C+ g% + 3

80 lado direito da equacdo serd 1itil quando completarmos o programa de renormalizacio.

X2 13(Q)
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3 ~ A A 1- _
+1)\2¢(2)[0(Q) + Fo 5 1n(Q) + Fy 5 by — 592]0(9) ; (4.44)

onde C' é uma constante infinita proveniente da integral [ dk In k.

Entretanto, hd duas questoes a serem analisadas: primeiro, (4.38) pode ter mais de uma
solucao, e precisamos tomar cuidado para selecionar a correta. Em particular, a solucao
precisa ser um minimo, ndo um maximo de V. Segundo, o minimo global de Vg (¢y)
pode nao ser uma solugao de (4.38), mas pode ocorrer em um dos pontos finais no dominio
0 < Q < 0o. Outra observagao importante é que através das equacoes (4.44) e (4.38), temos
uma ténue analogia entre o potencial efetivo Gaussiano para o problema KPZ e o PEG da
teoria A¢?. De fato, interpretando Fy\ como sendo um termo de massa nua e reescalando o
parametro A, temos uma expressao idéntica obtida em [14], a menos do termo constante C' e
o fato que iremos calcular as integrais I; e Iy sobre o espaco Euclideano. Como no problema
KPZ o campo ¢(x) é interpretado como sendo a altura da superficie, tipicamente definida

sobre um plano, restringiremos nossos resultados as dimensoes Euclideanas (2+1) e (3+1).

4.3.1 Renormalizacao

Para fazer o programa de renormalizacao, definiremos A2 = Fy\ e renormalizaremos o

parametro nu A, como

A2 AL - gwo((zo) , (4.45)

onde Qy é a solucdo da equacao Q) quando ¢y = 0. Entdo, a equacdo ) associada a Vi se

torna

2l

02 = AL+ SN(1(Q) — Io(S0)) + 03] (4.46)

2
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com
02 =A% (4.47)

Seguiremos o mesmo programa de renormaliza¢ao de [14] que descarta uma regularizagao
explicita, porque os calculos irdo envolver somente diferengas Iy (Q2) — In(Ag). Substituindo
(4.45) e (4.46) em (4.44), temos

2
Volon) = H(@) +C + g — S ¥ R(@). (4.48)

Definindo uma constante divergente independente de ¢q

D =Valgo = 0) = () + C — g N2 [Io(Q)]2. (4.49)

vemos que D representa a densidade de energia do vacuo quando ¢g = 0. A presenca
de D nao possui consequéncias fisicas, pois somente diferencas de energia, e nao energias
absolutas, s@o mensuraveis. Entao, podemos seguir a pratica usual de redefinir o zero da

escala de energia tal que, Vz(¢o = 0) = 0 e subtraindo D de V(o) .

4.3.2 KPZ (2+1)

Na dimensdo Euclideana (2+41), as integrais I; e [y sdo divergentes e agora veremos
explicitamente como a equacao (4.45) leva a um resultado manifestamente finito. Por meio
da férmula Iy (Q) — In(Ag) da tabela IT de [14] e configurando o parametro renormalizado

tal que Ar = 1, temos

L@ - (1) = 2@ - () - 2 (450)
Ih(Q) — I(1) = —Llf) , (4.51)

onde

Li(Q%) =InQ?, (4.52)
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Ly(?) = Q% — (Q* - 1). (4.53)

Substituindo (4.45) em (4.44) e usando a identidade (Iy — Iy(1))* = 12 — 21y1o(1) + 12(1),

temos

2
Volgn) = Do+ [l = K1)+ 51~ 0o+ b + 28 +

+ZA2 [To — To(1)] 65 + gAz o~ Lo(1))” . (4.54)

Inserindo (4.50) e (4.51) em (4.54), nos fornece o potencial efetivo Gaussiano renormalizado

Ll(Qz)
47

= B g5 N, L(Q%)  Ly(Q?) [1 ~2\ | 3y2,2 349
Va(po) =D+ 5 + 8% Y. gy 2(1 Q )+4>\ o 8>\

] .(4.55)

Usando (4.46) e (4.53) para simplificar (4.55) via a eliminagao dos logaritimos explicitos,

ficamos com

- — A2 Q-1 332 1

No regime onde as correlagdes do ruido estao presentes (LA # 0), sua influéncia na evolugao
do sistema faz com que o parametro A, responsavel pela adicao de material sobre a superficie,
alcance um valor critico, fazendo com que ocorra uma transicao de fase associada a simetria
do vacuo do sistema, isto €, a simetria é espontaneamente quebrada, e agora o vacuo possui
dois minimos degenerados. E conveniente introduzir o parametro critico A., que é o valor
onde a transi¢ao do poco simples para um comportamento de poco duplo acontece. Para
A < A, 0o minimo global do potencial efetivo Gaussiano é em ¢y = 0, enquanto para A > \. o
minimo global é simétrico e ocorre em ¢y = £ ¢ com ¢ # 0 (Veja a Figura 4.1). Para A\ = A,

o potencial efetivo Gaussiano possui exatamente trés minimos degenerados. Encontramos

A = 4.51903 . (4.57)
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Figura 4.1: O potencial efetivo Gaussiano para a equacao KPZ de dimensao Euclideana
(241). A linha continua do pogo tinico mostra o vacuo simétrico quando A < A.. O pogo
duplo indica uma transicao de fase que faz com que a simetria associada ao vacuo do sistema
seja espontaneamente quebrada e a linha pontilhada mostra o regime onde a correlacao do

ruido estd ausente (A = 0).

4.3.3 KPZ (3+1)

Devido ao fato da dlgebra de integrais divergentes na dimensao Euclideana (3+1) ser tao

similar & (241), podemos simplesmente tomar o resultado em (4.55), exceto que agora

Li(2*)=(Q-1), (4.58)
1 - _

Ly(Q%) = g(Q —1)2(2Q+1). (4.59)

A equacao 2 (4.46) agora se torna

Q-1
47

1 N2 _3 27 12
e . (4.60)

Se usarmos (4.60) para simplificar (4.55), podemos expressar o potencial efetivo Gaussiano

renormalizado na forma conveniente

- 1, N, (Q-1)2 9N
VG(¢O)—§¢0+§¢O— s |1 e T2 (4.61)
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Computando (4.61) com  dada por (4.60), obtemos o resultado mostrados na Figura 4.2.
Novamente, vemos uma transicao de um pogo-tinico para um comportamente de pogo-duplo,

com o0 A critico sendo
Ae = 4.96258 , (4.62)

que indica uma transicao de segunda ordem, assim como no caso da teoria A¢?.

Figura 4.2: O potencial efetivo Gaussiano para a equacao KPZ de dimensao Euclideana
(34+1). A linha continua do pogo tnico mostra o viacuo simétrico quando A < A.. O pogo
duplo indica uma transicao de fase que faz com que a simetria associada ao vacuo do sistema
seja espontaneamente quebrada e a linha pontilhada mostra o regime onde a correlacao do

ruido esta ausente (A = 0).

4.4 Discussao

Introduzimos neste trabalho uma nova aproximacao para a investigacao de equagoes
diferenciais parciais estocéasticas arbitrarias sujeitas a correlacoes de ruido branco. Essa
aproximacao consiste em um célculo nao-perturbativo do potencial efetivo, o potencial efe-

tivo Gaussiano. Fazemos uso da aproximagao variacional desenvolvida em [17] e o programa
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de quantizacdo estocastica [7],[8],[10] tal que obtemos o potencial efetivo Gaussiano para
EDPE’s arbitrarias. O potencial efetivo Gaussiano, sendo nao-pertubativo, nao inclui so-
mente a primeira ordem do potencial efetivo como a aproximacao a um laco, mas também
contém informacao das contribuicées provenientes de ordens superiores. A vantagem desta
aproximacao é que quando as correlagoes se tornam mais relevantes, o PEG é mais confidvel
além de ser invariante sob o grupo de renormalizacao. Isso significa que todas as maneiras
de definir os parametros renormalizados sao equivalentes, e a questao é encontrar os mais
convenientes para o sistema fisico em questao. Entao, do mesmo jeito que fazemos a andlise
de flutuacoes quanticas, mostramos que, através do potencial efetivo Gaussiano e da conse-
quente investigacao das propriedades de simetria, é possivel aplicar as mesmas idéias gerais
para as equagoes diferenciais parciais estocasticas.

Como um primeiro exemplo, aplicamos o método a equacao Kardar-Parisi-Zhang sujeita
a um campo estatico. O campo estatico é conveniente para obter um paralelo com a te-
oria de campo \¢* assim como comparar os resultados perturbativos e nao-perturbativos;
tal escolha também fornece integrais Iy (§2) menos divergentes. Como em [11](através da
aproximacao a um lago), nao estamos focando em uma regiao infravermelha, uma questao
que foi considerada em [5, 6]. Devido ao efeito da correlagdo do ruido, encontramos uma
transicao de fase de segunda ordem nas dimensoes Euclideanas (14+1), (2+1) e (3+1). O
potencial efetivo Gaussiano vai de uma forma de pogo-tinico para uma de pogo-duplo a me-
dida que A aumenta, caracterizando uma quebra espontanea de simetria. Na interpretacao
de crescimento de superficies, onde o campo é considerado como a altura da superficie, a

quebra espontanea de simetria do vacuo corresponde a uma transicao morfolégica da su-
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perficie relacionada ao parametro de adicao de material® da equacao KPZ, ou seja, apds o
parametro atingir um valor critico (A = A.), a morfologia da superficie passa a ser diferente.
Apés a transigao (A > \.), a superficie passa a ser mais rugosa e sua morfologia exibe uma
fidelidade maior no que se espera de um fendmeno de crescimento encontrado na natureza e
reproduzido no laboratorio, além de induzir um avanco na descricao tedrica de fenomenos de
crescimento, ja que devido a auseéncia de solugao analitica da equagao KPZ, essa informacao
passa a ser importante pois por outros métodos de analise, usualmente focados na classe
de universalidade, nao ha como perceber essa transicao de fase morfologica. Acreditamos
que a presenca da quebra espontanea de simetria no caso (3+1) é devido ao fato da nossa
aproximacao ser nao-perturbativa, em contraste com os resultados a um lago [11].

A possibilidade de aplicagao do potencial efetivo Gaussiano a outras equagoes diferenciais
parciais estocasticas é muito atrativa e pode fornecer ferramentas para a analise de simetrias
e estruturas de fases. Esperamos que o presente trabalho proporcione algum estimulo para

pesquisas posteriores nessa direcao.

9Tal afirmacdo é valida para o caso onde o parametro de tensdo v é considerado constante. No caso em

que v varia e \ é considerado constante, o sistema também exibe tal transicao morfolégica.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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