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“The result, therefore, of this physical enquiry, is that we find no
vestige of a beginning, no prospect of an end.”

James Hutton, considerado o fundador da geologia moderna, em
1788.
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Resumo

Apresentamos um formalismo através do qual as equações das perturbações
sobre Universos de Friedman-Lemaître-Robertson-Walker com seções espaciais
planas são descritas por hamiltonianas simplificadas e invariantes de calibre.O
formalismo apresentado é totalmente independente da validade das equaçõesclás-
sicas de Friedman, sendo aplicável a modelos de Universo advindos da cosmolo-
gia quântica. As equações obtidas são formalmente equivalentes às obtidasna
abordagem tradicional, dependente das equações clássicas [34]. Como exemplo
de aplicação do formalismo, essas equações são então resolvidas em um modelo
quântico simples e os espectros de perturbações escalares e de ondas gravitacionais
são calculados e comparados com os dados observacionais.
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Abstract

We present a formalism by which the perturbations on spatially flat Friedman-
Lemaître-Robertson-Walker universes are described by simplified gauge invariant
hamiltonians. The present formalism is not dependent on the hypothesis ofvalidity
of the classical Friedman equations, being able to be applied to Universe models
arising from quantum cosmology. The obtained equations are equivalentto the
ones obtained by the traditional approach, based on the classical equations [34]. As
an example, these equations are solved in a simple quantum model, and the scalar
perturbations and gravitational waves spectra are then calculated and compared to
the observations.
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Capítulo 1

Introdução

O modelo cosmológico que se baseia na idéia de um começo para o Universo
em um tempo finito no passado, o chamadoBig Bang, seguido de uma fase infla-
cionária [1, 2, 3] tem grande sucesso em explicar diversos aspectosobservacionais
como a formação dos primeiros núcleos atômicos leves, dos primeiros átomos, das
estrelas e galáxias. Explica também a origem da chamada Radiação Cósmica de
Fundo (Cosmic Microwave Background - CMB).

A origem desse modelo remonta à observação do afastamento das galáxias,
com velocidade proporcional à sua distância (Lei de Hubble), ou seja,a expan-
são do Universo. Se hoje ele está em expansão, no passado a densidade média
deve ter sido maior, e a temperatura média também deve ter sido igualmente maior.
As equações que modelam esse Universo, conhecidas como equaçõesde Fried-
mann [4], indicam que em algum tempo finito no passado essa densidade deve
ter divergido, assim como a temperatura. Estamos lidando na realidade com uma
singularidade na teoria.

A existência na teoria de uma singularidade em um tempo finito no passado
foi considerada durante muito tempo uma situação indesejável, indicadora deque
a teoria poderia estar incompleta.

Na década de 60 Hawking e Penrose desenvolveram um teorema, conhecido
como teorema de singularidade [5], no qual eles demonstravam que se a distribuição
de matéria no espaço-tempo obedecesse a certas condições (conhecidas como condi-
ções de energia) além de outras como a ausência de vorticidade e a existência de
uma geometria dinâmica, a presença de singularidades em soluções da Teoria da
Relatividade Geral (TRG) seria inevitável. Isso deu grande força ao modelo do Big
Bang, que até hoje é considerado o modelo padrão da cosmologia. Contribuíram
também os diversos sucessos obtidos por esse modelo em explicar váriosaspec-
tos observacionais do Universo. Não se pode deixar de comentar aquio papel
importante que o desenvolvimento do paradigma inflacionário, no início dos anos
80, teve nesse sucesso. É por meio da inflação que se explicam aspectoscomo
planeza, ausência de monopólos magnéticos, formação de estruturas e ausência de
horizontes em nosso Universo observável.
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Acontece que a extrapolação para tempos muito remotos da física que descreve
o Universo atualmente pode ser um passo um tanto quanto delicado. Em tempos
suficientemente antigos as energias envolvidas seriam tão altas que a física como
nós conhecemos poderia simplesmente não ser válida. Em particular a gravitação
poderia assumir comportamentos que se afastariam daqueles previstos pelaTRG.
Nesse contexto o teorema de singularidade perderia sua validade não sendo mais
assegurada a inevitabilidade da singularidade.

Essa situação é similar ao que já ocorreu em outros momentos na física, quando
teorias que continham singularidades as apresentavam por estarem sendo extrapo-
ladas para regimes nos quais as mesmas não seriam válidas. Assim, a divergên-
cia no espectro de emissão de um corpo negro foi eliminada pela introduçãoda
mecânica quântica e a singularidade no campo elétrico de uma carga puntiformeé
resolvida pela quantização do campo eletromagnético.

Também os sucessos desse modelo não são prova irrefutável de que o mesmo
seja o modelo definitivo para a descrição da evolução do Universo. Há de se lem-
brar que as observações comprovam este modelo até algumas frações desegundo
após a suposta singularidade. Toda e qualquer afirmação feita sobre eventos ocor-
ridos antes desse instante é mera especulação.

Isso não significa, é claro, que a tentativa de desenvolvimento de modelos para
o Universo nessa escala de tempo não possa ser feita. Tal modelo será tão melhor
quanto mais previsões de caráter observacional ele for capaz de fazer. A palavra
final sobre qual modelo é mais adequado será dada pela confrontação dessas pre-
visões com as observações, atuais ou futuras. Nesse sentido, o modelodo Big Bang
apresenta o mérito de ter sido uma das primeiras abordagens bem-sucedidasnesse
campo e ter motivado gerações de físicos a se debruçarem sobre essa questão.

No entanto o fato desse modelo apresentar a referida singularidade continua
sendo, para muitos físicos, uma questão fundamental que impede a aceitaçãodo
mesmo como paradigma da cosmologia. Isso tem levado a diversas pesquisas[6,
7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14] onde algumas condições para a validade doteorema
de singularidade são violadas e as consequências dessas violações estudadas. Fora
a questão de se esses modelos representam a verdadeira evolução do Universo ou
não, há de se reconhecer a importância que essas tentativas têm ao levarem a teoria
a se confrontar de alguma forma com seus limites.

Muitos desses modelos são baseados em fluidos que violam algumas das condi-
ções de energia [15]. Por questões de objetividade e concisão não discutiremos
esses modelos.

Uma outra categoria de modelos que buscam a eliminação da singularidade
é a baseada em mudanças no comportamento da gravitação em relação ao que é
predito pela TRG. Nesse aspecto a maior aposta é na de que em algum limite a
descrição clássica do campo gravitacional tenha que ser substituída por uma abor-
dagem quântica.

Várias propostas de quantização da gravitação têm sido apresentadas [16, 17,
18, 8]. Também não vamos abordar todas elas nesse trabalho. Analisaremos apenas
a chamadaquantização canônica[8, 19, 20, 21], que leva à equação de Wheeler-de
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Witt,via formalismo ADM. [22].
A quantização dos modelos cosmológicos, conhecida comocosmologia quân-

tica, apresenta uma dificuldade extra: a interpretação da mecânica quântica [23].
A interpretação usualmente aceita, conhecida como interpretação de Copenhagen,
é totalmente dependente de um observador clássico externo ao sistema em estudo,
além de possuir um enfoque exclusivamente probabilístico e epistemológico.To-
das essas características inviabilizam por completo a sua utilização para interpretar
os resultados obtidos em cosmologia quântica. Assim, nesse ramo da física, a
questão de qual a interpretação mais adequada da mecânica quântica, muitasvezes
tratada como de relevância apenas filosófica, assume o status de questão funda-
mental, que sem uma resposta adequada, torna completamente sem significado
qualquer resultado obtido.

Alternativas à interpretação de Copenhagen há muitas [23, 24, 25, 26, 27, 28,
29, 30, 31, 32], que pelas razões já discutidas não serão abordadasaqui. Nesse
trabalho adotaremos a interpretação de Bohm-de Broglie [31, 32, 33, 26].

Nos últimos anos a cosmologia ganhou um poderoso “laboratório” para testar
seus modelos: as anisotropias da CMB. O modelo padrão consegue reproduzir
muito bem essas anisotropias. É fundamental então que um modelo cosmológico
não-singular seja capaz de descrever a origem e evolução dessas anisotropias em
acordo com os dados experimentais, sob pena de ser abandonado se não o fizer.

Acontece que o estudo dessas anisotropias presssupõe o uso da teoriade per-
turbações aplicada aos modelos cosmológicos. Infelizmente quando isso é feito, o
que se obtém são equações complexas, e que ainda apresentam dificuldades no que
tange à quantização das mesmas e também à interpretação física dos resultados.

O modelo padrão consegue contornar essas dificuldades pelo uso das equações
de movimento clássicas na ação das perturbações, além da introdução de variáveis
invariantes de calibre [34]. Assim o trabalho de cálculo dos espectros depertur-
bação é grandemente simplificado. Em tese, tal simplificação não poderia serfeita
em cosmologia quântica já que na mesma, por princípio, as equações clássicas não
são válidas. Seríamos então obrigados a tratar o problema em toda a sua dificul-
dade.

Tal abordagem foi efetivamente tentada por Hawkinget al. [35, 36] em 1985.
Eles estudaram o espectro de perturbações gerado por Universos mantidos por um
campo escalar, com curvatura espacial positiva. As dificuldades encontradas foram
tais que o problema só pôde ser resolvido lançando-se mão de uma aproximação
semi-clássica. Dessa forma, o problema totalmente quântico nunca foi efetiva-
mente resolvido.

É nesse contexto que o atual trabalho se insere. Nós pretendemos mostraruma
dedução alternativa das equações simplificadas da teoria de perturbações cosmoló-
gicas na qual nenhuma menção é feita às equações de movimento do fundo. Com
isso, tais equações simplificadas podem ser usadas mesmo no caso em que agra-
vitação se afasta de seu comportamento clássico. Vamos então aplicá-las para a
determinação do espectro de perturbações em um modelo de cosmologia quântica,
comparando posteriormente com as observações.
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É adequado insistir na relevância de tal estudo, uma vez que se as previsões
diferirem daquelas feitas pelo modelo padrão, teremos um critério observacional
para excluir um ou outro modelo cosmológico. Se por outro lado as previsões
coincidirem, será legítimo dizer que esses modelos de cosmologia quântica estão
colocados em bases tão sólidas quanto o modelo padrão. Vale lembrar que esses
modelos podem potencialmente resolver todas as questões levantadas pelo modelo
padrão sem a necessidade de recorrermos a uma fase inflacionária. Mesmo que
tal não fosse verdade, a inflação não é incompatível com a maioria dos modelos
cosmológico-quânticos.

Dessa forma o trabalho desenvolvido permite que os modelos da cosmologia
quântica sejam retirados do terreno da mera especulação e elevados ao status de
teoria científica.

A tese está organizada como segue: no capítulo 2 alguns tópicos considerados
relevantes são discutidos. A abordagem será altamente instrumental, sem preocu-
pações excessivas com rigor matemático ou demonstrações formais de resultados.
No capítulo 3 discutiremos a teoria de perturbações no modelo padrão. No capítulo
4 apresentaremos as idéias básicas que dão suporte à cosmologia quânticaapresen-
tando um modelo simples que servirá como nosso “laboratório” nos capítulos 5e
6. No primeiro destes capítulos, que se constituem no trabalho original da tese,
vamos mostrar como as complicadas equações da teoria de perturbações cosmoló-
gicas podem ser simplificadas sem nunca fazer menção às equações da ordem zero.
No capítulo 6 o modelo de cosmologia quântica desenvolvido anteriormente será
usado para a determinação do espectro de perturbações, o qual poderá então ser
comparado com as previsões do modelo padrão e com as observações.

O capítulo 7 encerra esse trabalho com algumas conclusões e comentários fi-
nais além de perspectivas futuras da pesquisa aqui desenvolvida.

Por fim comentamos que, exceto onde explicitamente dito o contrário, todos os
resultados aqui apresentados serão aplicáveis a Universos espacialmente planos.
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Capítulo 2

Aspectos Conceituais

2.1 Quantização de Sistemas Vinculados

Ao se estudar a dinâmica quântica de um sistema físico parte-se de uma la-
grangiana construída a partir de critérios cinemáticos ou de forma a gerar equações
de movimento já conhecidas na teoria clássica. Uma vez conhecida tal lagrangiana,
pode-se quantizar diretamente a teoria (Quantização Funcional) [37, 38]ou cons-
truir, ainda no âmbito da mecânica clássica, um espaço de fase onde, a partir da
lagrangiana, construímos uma hamiltoniana. A partir deste espaço podemos pro-
ceder à Quantização Canônica da teoria [39]. Os detalhes da passagemlagrangiana
- hamiltoniana, bem como da construção do espaço de fase e de sua estrutura sim-
plética (Parênteses de Poisson) não serão aqui abordados por fugirem ao escopo da
presente tese. Tampouco será abordada aqui a questão da quantização funcional,
por ser o trabalho por ora desenvolvido baseado na abordagem canônica do pro-
cesso de quantização.

No entanto, em alguns sistemas físicos, a passagem da lagrangiana para a
hamiltoniana e a construção do espaço de fase da teoria podem apresentar algu-
mas complicações. É nosso objetivo neste capítulo abordar o tratamento destes
casos, por se tratar de material considerado fundamental para o entendimento do
desenvolvimento da tese. Para maiores detalhes veja [40, 41].

Suponhamos que se tenha uma lagrangianaL(qi , q̇i , t) 1, ondeqi representa
um dosN graus de liberdade da teoria. Se ocorrer de o jacobiano de∂2L/∂q̇i∂q̇ j se
anular, então nós diremos que o sistema em questão évinculado(as razões para este
nome ficarão claras no que segue). Como o momentum canonicamente conjugado
à variávelqi é definido por∂L/∂q̇i então a condição anterior para que o sistema seja
vinculado é traduzida por‖∂pi/∂q̇ j‖. O fato de tal determinante se anular significa
que existe pelo menos um momentumpi (ou pelo menos uma combinação linear
de pi ’s) que não depende de nenhum ˙q. Ou seja, não se pode inverter alguns dos

1Vamos, por simplicidade, trabalhar com graus de liberdade discretos. Ageneralização para
graus de liberdade contínuos, e com propriedades de transformaçãoescalares, vetoriais ou tensoriais
é imediata
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pi ‘s para se obter ˙q j(pi). A existência de umpi , ou de uma combinação depi ’s,
que não é função de nenhum ˙q significa a existência de uma funçãoφi(q j , p j) = 0.

O significado da existência de tal função não é, em geral, o de uma identidade
entre as variáveisqi e pi , posto que tais variáveis são consideradas, na construção
do espaço de fase, como independentes2. Tais funções, que definem hipersuper-
fíciesφ = constanteno espaço de fase, representam na realidade restrições sobre
quais regiões desse espaço são acessíveis ao sistema físico. Assim, o sistema só
pode seguir trajetórias (qi(t), pi(t)) que estejam inteiramente contidas nas regiões
do espaço de fase que satisfaçam simultaneamente a todas as condiçõesφi = 0.
Claro está que tais condições reduzem o número de graus de liberdade efetivos do
sistema, já que num sistema comN variáveis, a existência den condiçõesφ = 0
implica que o conhecimento de apenasN − n variáveis determina univocamente o
ponto do espaço de fase onde se encontra o sistema. As outrasn variáveis estão
então fixadas pelasn condiçõesφ = 0 e pelasN − n variáveis conhecidas. Diz-
se então que cadaφ representa umvínculoentre as variáveis do problema, o que
justifica a terminologia de sistema vinculado adotada.

Comentário sobre notação:visando a reforçar o fato de que a condiçãoφ =

0 não representa uma identidade entre as variáveis, mas uma restrição sobre as
regiões do espaço de fase acessíveis ao sistema, usa-se a notaçãoφ ≈ 0, que se lê
“fracamente zero”, no lugar deφ = 0.

Uma outra situação que pode acontecer3 é a de não se poder obter todos os
q̇i como função dep j e q j , no espaço de fase. Se isso ocorrer então a evolução
dinâmica de talqi não é fixada pela teoria, se tornando arbitrária. Esta variável está,
portanto, “disponível”, podendo ser escolhido como melhor convir à descrição do
sistema. Temos então uma liberdade de calibre na teoria.

2.1.1 Aspectos Dinâmicos de Sistemas Vinculados

Sabemos que as equações clássicas são obtidas pela extremização da ação
∫

dt
[

pi q̇i(q j , p j , t) − H(q j , p j , t)
]

. (2.1)

Sabemos também do estudo do cálculo que para proceder à extremização deuma
função sujeita a vínculos devemos proceder somando a ela os vínculos, através dos
multiplicadores de Lagrange. Ou seja, em (2.1) a hamiltoniana passará a serdada
por

H̃ = H +
∑

i

λiφi

onde osλi ’s são funções no espaço de fase ainda indeterminadas, que fazem o papel
de multiplicadores de Lagrange.

2No entanto, como veremos, em algumas situações particulares pode-seconsiderar algumas
dessas funções como verdadeiras identidades

3Como veremos mais a frente, tal situação ocorre quando a teoria possui os chamados vínculos
de primeira classe.
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Dizer que as trajetórias descritas pelo sistema físico têm que estar restritas às
regiões do espaço de fase onde todas as condiçõesφi ≈ 0 são satisfeitas equivale
a dizer que estas condições devem ser preservadas pela evolução dinâmica do sis-
tema. Então, essa exigência equivale a

{

φi , H̃
}

≈ 0 (2.2)

para cadaφi .
Note que exigimos que a expressão acima seja fracamente zero. De fato nãoé

necessário que{φi , H̃} seja identicamente nulo, basta que ele se anule nas regiões
do espaço de fase efetivamente atravessadas pelas trajetórias do sistemafísico.

A condição (2.2) sempre leva a uma das 4 possibilidades abaixo:

1. A equação{φi , H̃} ≈ 0 não tem solução. Nesse caso não há nenhuma região
no espaço de fase que a satisfaça, e o sistema não pode ser realizado fisica-
mente.

2. A equação{φi , H̃} ≈ 0 é identicamente satisfeita. Nesse caso a conservação
desse particularφi não acrescenta nenhuma informação nova à descrição do
sistema.

3. A condição{φi , H̃} ≈ 0 gera uma equação que envolve um ou maisλi . Nesse
caso o conjunto de todas essas expressões determina os multiplicadores de
Lagrange envolvidos.

4. A condição{φi , H̃} ≈ 0 gera uma nova restrição para as regiões do espaço
de fase acessíveis ao sistema. Temos então um novo vínculo. Nesse caso
devemos repetir a condição (2.2) para este vínculo. O processo então se
repete até que nenhum novo vínculo seja obtido.

É conveniente, nesse ponto introduzir uma nomenclatura. Chama-sevínculos
primários aqueles obtidos diretamente da lagrangiana. Àqueles obtidos a partir
da conservação de outros vínculos (situação 4 acima) dá-se o nome devínculos
secundários.

Os vínculos de uma teoria podem ainda ser classificados em vínculosde primeira
ou de segunda classes[40, 41]. O critério utilizado em tal classificação é o parên-
tese de Poisson do vínculo com todos os outros vínculos.

Por vínculo de primeira classe entende-se aquele cujo parêntese de Poisson
com todos os outros vínculos é fracamente zero, ou seja

{φi , φ j} = Ck
i jφk ≈ 0.

Se houver pelo menos um vínculoφ j tal que{φi , φ j} não seja fracamente zero,
entãoφi (e reciprocamenteφ j) será de segunda classe.
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2.1.2 Vínculos de Primeira Classe - Transformações de Calibre

Sejaφi um vínculo primário de primeira classe. Tomemos um segundo vínculo
φ j . Sendoφi um vínculo primário, haverá na hamiltoniana um termoλiφi (sem
soma emi). Comoφi é um vínculo de primeira classe, então{φi , φ j} ≈ 0 para qual-
quer j. Logo, nenhuma das expressões obtidas a partir da conservação dosoutros
vínculos poderá envolver o multiplicadorλi . Isso siginifica que este multiplicador
não é determinado pela teoria.

Pelo exposto acima, a teoria não impõe nenhuma restrição sobreλi . Qualquer
que seja o seu valor, a dinâmica da teoria permanecerá inalterada. Temos, portanto,
uma liberdade na escolha do particularλi utilizado. Dizemos que há umaliberdade
de calibrena teoria. Para fixarmos esse multilplicador de Lagrange devemos impor
uma nova condição na teoria,γi , arbitrária a menos da exigência de que{γi , φi} não
seja fracamente zero. A conservação deγi determinará assim o multiplicadorλi . A
condiçãoγi é chamadacondição de calibre.

Pelo que acabamos de ver, está claro que vínculos primários de primeira classe
estão associados a liberdades de calibre na teoria. Já a questão dos vínculos se-
cundários de primeira classe não é clara, pela discussão feita acima. Como tais
vínculos possuem, por definição, parênteses de Poisson fracamente zero com todos
os outros vínculos, podemos somá-los à hamiltoniana através de novos multipli-
cadores de Lagrange, sem que isso altere a conservação dos outrosvínculos. Dessa
forma, teríamos novos multiplicadores de Lagrange não fixados e, portanto, no-
vas liberdades de calibre. De fato, pode-se mostrar [40] que também os vínculos
secundários de primeira classe são geradores de transformações de calibre.

Voltando à questão da escolha da condição de calibreγi , deve estar claro
que, sendo ela uma condição arbitrária, poderíamos mudá-la, escolhendouma
nova condição ¯γi . Tal mudança é chamadatranformação de calibre. De forma
geral, uma transformação de calibre modificará a trajetória do sistema no espaço
de fase, modificando as funçõesqi(t) e pi(t). A nova função ¯qi(t) (p̄i(t)) será
dada por ¯qi(t) = qi(t) + δqi(t) (p̄i(t) = pi(t) + δpi(t)) ondeδqi =

∑

j{qi , φ j}ǫ j

(δpi =
∑

j{pi , φ j}ǫ j) sendoφ j vínculos de primeira classe eǫ j parâmetros da tran-
formação em questão.

Obviamente, espera-se que as previsões de caráter observacional de uma teoria
não sejam sensíveis a particulares escolhas arbitrárias de calibre. As quantidades
observáveis de uma teoria devem, portanto ser invariantes de calibre, ou seja, de-
vem ter parênteses de Poisson fracamente zero com todos os vínculos deprimeira
classe.

Por fim, como vimos, cada liberdade de calibre da teoria permite a escolha de
uma condição de calibre, ou seja, uma nova restrição sobre o sistema. Deveestar
claro que cada restrição implica na redução de uma variável canônica na teoria.
Dessa forma um vínculo de primeira classe corresponde, na prática, à redução de
duas variáveis canônicas: uma do próprio vínculo e outra da condição decalibre.

Podemos então resumir o que foi dito em relação aos vínculos de primeira
classe em
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DefiniçãoSejamφi eφ j dois de um conjunto de n vínculos de uma teoria.φi

é dito de primeira classe se
{φi , φ j} ≈ 0

para todo j
Corolários

• Todo vínculo de primeria classe gera uma liberdade de calibre na teoria,

• Cada vínculo de primeira classe implica na redução de duas variáveis canôni-
cas na teoria

• Um observável A da teoria deve satisfazer a{A, φi} ≈ 0 para todoφi de
primeira classe.

2.1.3 Vínculos de Segunda Classe - Parênteses de Dirac

Se o vínculoφi tiver um parêntese de Poisson não fracamente zero com outro
vínculo φ j ele (e tambémφ j) será dito de segunda classe. Nesse caso a conser-
vação deφ j fixará o multiplicador de Lagrangeλi . Ou seja, não há indeterminação
nenhuma associada ao vínculoφi . Dessa forma, vínculos de segunda classe não
geram liberdades de calibre.

Calculando a derivada no tempo do vínculo de segunda classeφi obtemos

φ̇i = {φi ,H +
∑

j

λ jφ j} = {φi ,H} +
∑

j

λ jCi j .

Na expressão acimaCi j é um elemento genérico da matriz formada pelos parênte-
ses de Poisson entre os vínculos de segunda classe independentes

Ci j =: {φi , φ j}. (2.3)

Exigindo que tal derivada temporal se anule, para garantir a conservação deφi ,
então teremos que o multiplicador de lagrangeλk será dado por

λk = −
∑

k

C−1
ki {φi ,H},

onde estamos admitindo que a matrizCi j possui uma inversa, o que será confir-
mado logo abaixo. Da expressão acima vem que a derivada temporal total de uma
quantidade qualquerA será dada por

Ȧ = {A,H +
∑

i

λiφi} = {A,H} −
∑

i, j

{A, φi}C−1
i j {φ j ,H} =: {A,H}D

onde definimos a quantidade

{A, B}D =: {A, B} −
∑

i, j

{A, φi}C−1
i j {φ j , B}, (2.4)
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conhecida comoParêntese de Dirac.
Uma consequência fundamental da definição do parênteses de Dirac, é que

podemos desconsiderar os vínculos de segunda classe na expressãoda hamiltoni-
ana, desde que troquemos, em todas as equações de movimento, os parênteses de
Poisson pelos de Dirac. Isso é fácil de ver se calcularmos a derivada temporal total
de um vínculo de segunda classe em uma teoria que só possua tais vínculos.

Uma outra consequência importante da definição acima é a de que o parêntese
de Dirac entre uma quantidade qualquerA e um vínculo de segunda classeφk é
nulo

{A, φk}D = {A, φk} −
∑

i, j

{A, φi}C−1
i j {φ j , φk} = {A, φk} −

∑

i, j

{A, φi}C−1
i j C jk = 0.

Aproveitamos aqui para comentar sobre uma sutileza associada aos vínculos
de segunda classe. Para isso, imaginemos que tenhamos um sistema físico com
número ímpar de vínculos de segunda classe. Se levarmos em conta que o espaço
de fase tem sempre um número par de variáveis, e que cada vínculo de segunda
classe diminui uma variável da teoria, concluiremos que um número ímpar de vín-
culos de segunda classe leva a um espaço de fase com um número ímpar devariá-
veis canônicas efetivas, o que é um contra-senso. Isso sugere quenão pode haver
um número ímpar de vínculos de segunda classe em nenhuma teoria.

Vamos olhar mais cuidadosamente o que acontece em tal situação. Sendo ím-
par o número de vínculos de segunda classe, então a matrizCi j (equação (2.3) será
uma matriz anti-simétrica de ordem ímpar. Pode-se mostrar sem dificuldade que
tais matrizes possuem determinante nulo, não sendo portanto inversíveis. Nesse
caso a expressão (2.4) não pode ser utilizada. Porém, tendo a matrizCi j determi-
nante nulo, haverá alguma tranformação linear que, atuando no espaço dos vínculos
de segunda classe irá levá-la a uma forma onde toda uma linha se anula. Issoleva à
conclusão imediata de que haverá uma combinação linear de vínculos de segunda
classe que possuirá parênteses de Poisson nulos com todos os outros vínculos, re-
presentando essa combinação linear, na realidade, um outro vínculo de primeira
classe. Assim o número de vínculos de segunda classe foi, de fato reduzido de
um, resultando em um número par de tais vínculos e resolvendo as dificuldades
acima discutidas. Isso mostra também que em qualquer sistema físico, a matrizCi j

sempre deverá ter determinante não nulo, sendo então sempre inversível.
Na prática, o que os resultados acima demontram é que sempre que tivermos

vínculos de segunda classe em uma teoria, poderemos tratá-los como verdadeiras
identidades entre as variáveis, desde que construamos a álgebra de nosso espaço de
fase a partir de uma álgebra de parênteses de Dirac, e não a partir dos parênteses
de Poisson.

2.1.4 Quantização

Vamos terminar esta seção discutindo como proceder à quantização de sistemas
vinculados. O método de quantização utilizado será o canônico.

10



Embora não seja esse o nosso objetivo, vamos rever sucintamente o processo
de quantização canônica, para então vermos o que muda quando acrescentamos
vínculos à teoria. O processo de quantização canônica consiste em

1. Construir um espaço de HilbertH . Os elementos desse espaço, denotados
por |ψ >, representarão possíveis estados para o sistema físico em estudo.
Sobre este espaço deve-se definir um produto interno (|φ >, |ψ >) = (|ψ >

, |φ >)∗ satisfazendo 0≤ (|ψ >, |ψ >) < ∞

2. Associar às variáveis clássicasq e p os operadores lineares auto-adjuntosQ̂
e P̂. Às funçõesf (q, p) ficam associadas, naturalmente, funções operatori-
ais f̂ (Q̂, P̂). Neste ponto podemos enfrentar problemas de ordenamento de
operadores que não comutam.

3. Criar uma álgebra não comutativa sobreH , obtida a partir dos parênteses de
Poisson da teoria clássica. Assim, por exemplo, se{q, p} = 1 então [Q̂, P̂] =
ı.

4. A dinâmica será dada por um operador auto-adjunto, a hamiltonianaĤ,
associado à hamiltoniana clássicaH. Podemos então encarar a evolução
dinâmica do sistema segundo a visão de Heisenberg, na qual o estado|ψ > é
invariante e os operadoresÂ evoluem no tempo como

dÂ
dt
=
∂Â
∂t
− ı[Â, Ĥ]

ou segundo a visão de Schroedinger, na qual os operadores são invariantes e
o estado evolui como

ı
∂|ψ >
∂t
= Ĥ|ψ > .

Se, no entanto, houver vínculos na teoria devemos tratá-los adequadamente
no esquema acima. No que se refere aos vínculos de primeira classe, a primeira
tentativa seria de transformá-los em identidades operatoriais através da imposição
de

φ̂i = 0. (2.5)

Se tal igualdade valesse, o comutador entre um de tais vínculos e uma funçãoope-
ratorial qualquer no espaço de Hilbert deveria também se anular, o que contradiria
a expressão obtida a partir da transformação dos parênteses de Poisson em comu-
tadores

[Â, φ̂i ] ↔ ı{A, φi}.

já que em geral{A, φi} não se anula. Claramente a proposta (2.5) não funciona. A
opção correta nesses casos é de exigir que o vínculo de primeira classe aniquile o
estado do sistema

φ̂i |ψ >= 0.

11



Nesse caso, o comutador entre dois vínculos de primeira classe quânticos obede-
ceria a

[φ̂i , φ̂ j ]|ψ >= ıCk
i j φ̂k|ψ >≈ 0,

em acordo com o fato de o parêntese de Poisson entre eles se anular fracamente.
Note que os vínculos de primeira classe representavam classicamente restrições
sobre os estados acessíveis ao sistema físico e que quanticamente tais vínculos
representam restrições sobre os estados quânticos que podem ser ocupados pelo
sistema.

No caso de haver vínculos de segunda classe, o processo de quantização se
torna mais sutil. Se escolhêssemos a álgebra de comutadores a partir da álgebra
dos parênteses de Poisson, e impuséssemos que o sistema físico deve ser descrito
por um estado sujeito a

φ̂i |ψ >= 0, (2.6)

como fizemos com os vínculos de primeira classe, teríamos uma inconsistência na
teoria. Para ver isso, suponhamos que haja dois vínculos de segunda classe,φi e
φ j , tais que o parêntese de Poisson entre eles seja dado por

{φi , φ j} = Ci j . (2.7)

O comutador entre tais operadores seria então

[φ̂i , φ̂ j ] = ıĈi j . (2.8)

Impondo a condição (2.6), teríamos, no entanto, que o comutador entre tais víncu-
los deveria se anular

[φ̂i , φ̂ j ]|ψ >= 0

o que só poderia ser satisfeito seĈi j |ψ >= 0, o que em geral não é verdade.
Se alternativamente impuséssemos a condição (2.5) para os vínculos de segunda
classe, novamente cairíamos na inconsistência apontada para o caso dos vínculos
de primeira classe, ou seja, de que os seus comutadores com qualquer função de
Q̂ e P̂ deveriam se anular, contrariando a expressão obtida a partir dos parênteses
de Poisson. Para contornar tais dificuldades, quantizamos a teoria criando a álge-
bra dos comutadores a partir dos parênteses de Dirac e aí sim impomos a condição
(2.5). Como tais parênteses entre vínculos de segunda classe e qualquerquantidade
do espaço de fase se anulam, também o comutador equivalente se anulará,consis-
tentemente com (2.5). Isso significa que podemos encarar os vínculos de segunda
classe de uma teoria quântica como identidades entre os operadores e não como
restrições sobre os estados físicos. Lembremo-nos que também na teoria clássica,
ao utilizarmos os parênteses de Dirac, pudemos pensar nos vínculos de segunda
classe como identidades e não como simples restrições sobre as regiões do espaço
de fase acessíveis ao sistema.
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2.2 O Problema da Interpretação da Mecânica
Quântica

2.2.1 Postulados da Interpretação Padrão da Mecânica
Quântica (Copenhagen)

Vamos apresentar um resumo da interpretação de Copenhagen [42, 43,44, 45]
da mecânica quântica, utilizada pela maioria dos físicos. Nossa análise não entrará
a fundo em questões excessivamente técnicas pois as mesmas nos desviariam de
nosso objetivo principal nesta seção, que é o de mostrar que tal interpretação pos-
sui contradições internas que, embora não prejudiquem a sua aplicaçãocomo um
algoritmo eficiente na predição de resultados experimentais em praticamente todas
as áreas da física, inviabilizam por completo a sua utilização de forma consistente
na cosmologia quântica. Pressupõe-se durante toda esta seção que o leitor esteja
familiarizado com o formalismo matricial da mecânica quântica.

Os postulados da interpretação de Copenhagen são, portanto:

1. O estado de um sistema físico é completamente descrito por um vetor no
espaço de Hilbert, que denotaremos por|ψ >.

2. Observáveis são descritos por operadores auto-adjuntos nesse espaço de Hilbert.

3. A dinâmica do sistema é descrita pela equação de Schroedinger

ı
d
dt
|ψ >= H|ψ >

ondeH é o operador hamiltoniano, construído a partir da hamiltoniana clás-
sica (Visão de Schroedinger da mecânica quântica).

4. Os possíveis resultados de uma medida do observávelA são os auto-valores
do operadorÂ associado.

5. A probabilidade de, em uma medida do observávelA, obtermos um parti-
cular valorai será| < ai |ψ > |2 onde|ai > é o auto-vetor dêA associado ao
auto-valorai

4.

6. Após a medida deA, o sistema é deixado no auto-estado|ai > associado
ao auto-valorai obtido na medida, independentemente de qual era o estado
anterior do sistema.

Note que os três últimos postulados dão um destaque especial ao processode me-
dida. Em função deste aspecto, vamos analisar com mais detalhes o que ocorre na
medida de um observável.

4por simplicidade estamos considerando nesta seção um observável com espectro discreto e não
degenerado.
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2.2.2 O Processo de Medida na Interpretação de Copenhagen

Suponhamos inicialmente que tenhamos um sistema descrito por um estado
|ψi >, que é um auto-vetor do observávelA que se deseja medir [46, 47]. Se
admitimos que o aparato experimental, sendo composto também por átomos, está
sujeito às mesmas leis físicas que o sistema sob medição então poderemos atribuir-
lhe um estado físico em um correspondente espaço de Hilbert, que designaremos
por |φ0 >. Dessa forma o estado total do sistema mais aparato5 será

|Ψi >= |ψi > |φ0 > . (2.9)

Para que o aparato possa medir o valor do observávelA no sistema em questão é
preciso que os dois sejam, de alguma forma, postos em interação mútua. A forma
particular que a hamiltoniana de interação terá não é relevante para nossa discussão.
O que nos interessa é que após um tempo finito a interação cesse (a medida esteja
terminada) e o estado do sistema completo seja, pelo menos aproximadamente,
dado por

|Ψ f >= |ψi > |φi >, (2.10)

sem soma emi. Ou seja, o efeito de tal interação foi manter o sistema inalterado,
enquanto o aparato foi levado a um estado que denotamos por|φi > que é de alguma
forma correlacionado ao auto-valorai do observávelA do qual|ψi > é auto-estado.
Sendo os estados|φ0 > e |φi > associados a diferentes valores de algum parâmetro
macroscópico do aparato (a posição de um ponteiro, por exemplo) e não havendo
superposição apreciável entre as diferentes funções de onda|φi >, teremos uma
leitura direta no aparato de uma informação da qual se poderá inferir o valor deai .
O leitor deve se convencer que, embora extremamente simplificada e idealizada, a
análise acima já contém em si os elementos essenciais do que se pode chamar “a
medida do observávelA” .

Mas o que acontece se o estado inicial do sistema não for um auto-estado do
observávelA a ser medido? Suponhamos que tal estado inicial seja:

|ψ0 >=
∑

i

ci |ψi >
∑

i

|ci |2 = 1

e |ψi > sejam os auto-estados deÂ. O estado do sistema completo será então

|Ψi >=
∑

i

ci |ψi > |φ0 > .

Após a interação entre o sistema e o aparato, e levando em conta que a passagem
de (2.9) para (2.10) é linear, o sistema completo estará no estado

|Ψ f >=
∑

i

ci |ψi > |φi > . (2.11)

5Ao sistema formado pelo aparato mais o sistema sob medição daremos o nome de sistema com-
pleto
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Vemos agora que o aparato não está mais em um único estado|φi > a partir do
qual possamos ler um valor deai . Ele está na realidade em uma superposição
de estados associados a diferentes valores desse observável. Numa tal situação
teríamos algo como uma interferência entre “ponteiros” no aparelho de medida, o
que obviamente não ocorre. Rigorosamente, não há nem mesmo um únicoai a ser
lido, visto que o próprio sistema não está em um auto-estado associado a um único
ai . Tampouco podemos agora pensar no aparato como “desconectado” dosistema
sob medida, já que o estado que descreve o sistema completo não é um produto
tensorial de estados associados a cada uma de suas partes separadamente.

O ponto de vista adotado pela interpretação de Copenhagen é de que, em princí-
pio, o aparato não deveria ser descrito pela mecânica quântica. O aparatoexperi-
mental, mesmo sendo um sistema físico composto por átomos, deve sempre ser
analisado pelas leis da mecânica clássica. Isso, em princípio, resolve o problema
da superposição de estados na equação, bem como a questão da independência en-
tre o aparato e o sistema. A pergunta sobre qual o valor deai a ser indicado pelo
aparato clássico se resolve então através do postulado 6. No processode medida,
segundo esse postulado, o sistema colapsa para um particular estado|ψi > associ-
ado a um particular auto-valor|ai >, sendo esse o valor encontrado na medida de
A.

A razão de tal colapso e o momento exato em que ele ocorre são questões não
respondidas nessa abordagem da mecânica quântica. Nota-se, em particular, que
esse colapso não é descrito pela lei dinâmica básica postulada pela teoria, aequação
de Schroedinger, não sendo então unitário. Nota-se também que, se repetirmos a
medida em um sistema identicamente preparado, nada nos garante que o resultado
da medida será novamente o valorai . Tudo o que a teoria tem a nos dizer é que em
um número suficientemente grande de medidas deA, a frequência deai será dada
por | < ψi |ψ0 > |2. No entanto, a razão pela qual é obtido um particular valorai e
não outro em cada medida são questões não respondidas, nem mesmo num nível
conceitual, nesta abordagem da mecânica quântica.

Toda essa situação é extremamente insatisfatória do ponto de vista conceitual.
Em primeiro lugar, não é confortável pensar que uma teoria que pretendaser a
teoria fundamental na descrição do comportamento de átomos e moléculas pre-
cise pressupor uma classe de objetos que, apesar de formados por esses mesmos
átomos e moléculas, não são por ela descritos. Essa situação se torna aindamais
insustentável se pensarmos que podemos utilizar um segundo aparato experimen-
tal para efetuar medidas sobre o primeiro, que passaria então a ser adequadamente
descrito pela mecânica quântica apenas pela mudança de instrumento de medida
para objeto medido, uma mudança que não existe de fato, já que em qualquer das
situações descritas o objeto em questão está em interação com outro sistema físico,
a distinção entre “medido” e “medidor” não tendo nada além de um caráter subje-
tivo.

Altamente insatisfatória é também a necessidade de se postular um colapso da
função de onda para poder dar sentido ao resultado do processo de medida. Tal
colapso, como já comentamos acima, não é descrito pela equação de Schroedinger
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e, de fato, a interpretação silencia sobre o que concretamente leva ao colapso da
função de onda durante o processo de interação entre dois sitemas físicos, dos
quais, subjetivamente, convencionamos chamar um de “instrumento de medida”. A
interação do sistema observado com o ambiente macroscópico que o cerca durante
a medida pode levar à chamada “descoerência” [48, 49, 50, 51, 52], onde os termos
fora da diagonal da matriz densidade reduzida que descreve o sistema seanulam,
representando a eliminação da interferência entre diferentes auto-estados de um
observável. Isso pode, em princípio, ser uma resposta à questão de porque após
uma medida o aparato se comporta classicamente, sem fenômenos de interferência.
Mas não responde porque um determinado auto-estado especificamente foi obtido.

Por fim, a interpretação de Copenhagen é insatisfatória por dar um enfoque
muito grande ao processo de medida na formulação de seus postulados. Sem
dúvida os processos que levam à obtenção de dados experimentais são da mais alta
importância para uma teoria física, tanto no julgamento de se a mesma pode ser
aceita como boa descrição da natureza, como também como guias na formulação
de novas teorias. No entanto, não é razoável admitir que o processo de medida faça
parte explicitamente da formulação dos postulados de uma teoria, como ocorre
com a interpretação de Copenhagen.

Não obstante os problemas apresentados, a interpretação de Copenhagen vem
sendo utilizada como interpretação padrão da mecânica quântica nos últimos 50
anos. De fato, para fins de previsão de resultados experimentais não sepode negar
o sucesso de tal formulação. Entretanto, a necessidade de um observador externo
ao sistema em estudo para dar sentido à teoria inviabiliza o seu uso quando o objeto
em estudo se constitui no próprio Universo, entendido como “tudo o que existe”.
Também, a argumentação probabilística carece de sentido neste caso, pois não se
pode falar em um “ensemble de Universos”. E essa é justamente a situaçãoencon-
trada na cosmologia quântica.

Claro, poder-se-ia argumentar que, a partir do momento em que todas as pre-
visões da teoria se confirmam experimentalmente, não teríamos razões para ques-
tionar a sua validade. Poder-se-ia argumentar que todos os problemas anterior-
mente apontados não passariam de concepções errôneas sobre a natureza de uma
teoria física. Em particular, a inconsistência da mesma com a cosmologia quân-
tica seria uma indicação da inviabilidade desta última. No entanto, o papel da
comunidade científica é o de analisar todas as possibilidades e selecionar dentre
elas a que melhor se adequa aos fatos. Neste sentido, se for possível encontrar
uma interpretação da mecânica quântica que reproduza igualmente todos os dados
experimentais e não apresente as inconsistências e inconvenientes teóricos aqui
apontados, será legítimo considerá-la como descrição da natureza mais adequada
aos fatos e, portanto, preferível à interpretação de Copenhagen.

Vamos então estudar uma interpretação alternativa da mecânica quântica, ain-
terpretação de Bohm-de Broglie[31, 32, 33], ouinterpretação causal, que de fato
atinge tal objetivo. Outras interpretações existem, tais como ainterpretação de
vários mundos[24, 25], amecânica quântica não linear[30] e a dashistórias con-
sistentes[23, 27, 28, 29], que também alegam atingir os objetivos acima descritos.
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No entanto, não as abordaremos em nosso trabalho, por ser o mesmo baseado ape-
nas na interpretação de Bohm.

2.2.3 Interpretação de Bohm da Mecânica Quântica

Ao contrário da interpretação de Copenhagen, a interpretação de Bohmé uma
interpretaçãoontológica, ou seja, nessa interpretação os processos físicos ocor-
rem independentemente de qualquer observador ou processo externoao sistema
em estudo. Por isso já podemos perceber que a interpretação de Bohm não apre-
senta a inconsistência com a cosmologia quântica apresentada pela interpretação
de Copenhagen: para Bohm, podemos dizer que o Universo existe por si só, sem
precisarmos supor qualquer tipo de processo físico ou observador externo a ele.

Vamos então apresentar os postulados básicos dessa interpretação:

1. O sistema físico é composto por uma função de ondaψ(~x, t) e por uma
partícula que segue uma trajetória bem definida~x(t).

2. A dinâmica da função de onda é dada pela equação de Schroedinger

3. A probabilidade de, no instantet, a partícula estar em uma regiãod3x em
torno do ponto~x será

|ψ(~x, t)|2d3x.

Observe que pelo postulado 1 de Bohm, a função de onda existe como ente
constituinte da realidade objetiva inerente aos processos físicos. Tambéma partícula
existe e segue uma trajetória bem definida.

Tudo isso é contrário à interpretação de Copenhagen, que afirmava quetudo
que se pode conhecer sobre o sistema é o vetor|ψ > (de onde se obtém a função de
onda pela projeçãoψ(x, t) =< x|ψ(t) > nos “auto-estados” do operador de posição
X̂). Naquela interpretação a função de onda não tinha uma existência objetiva,
servindo apenas como uma ferramenta de cálculo abstrata de onde se obtinha a den-
sidade de probabilidade|ψ(x, t)|2. Tampouco tinha existência objetiva a partícula,
sobre a qual qualquer afirmação só faria sentido no contexto de uma medida. Em
particular, isso inviabilizava a existência de uma trajetóriax(t).

Para aplicarmos a interpretação de Bohm, vamos escrever a função de onda
comoψ(x, t) = R(x, t)eıS(x,t) ondeR e S são funções reais. Imediatamente obte-
mos que a densidade de probabilidade seráR(x, t)2. Substituindo na equação de
Schroedinger para uma partícula não-relativística6:

ı
d
dt
ψ(x, t) = − 1

2m
∂2

∂x2
ψ(x, t) + V(x, t)ψ(x, t)

e separando as partes real e imaginária dessa equação vem, após algumas manipu-
lações algébricas,

6Por simplicidade vamos trabalhar com partículas não relativísticas em uma dimensão. A gene-
ralização para três dimensões ou para teoria de campos é trivial [53].
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• Parte real
1

2m

[

∂S(x, t)
∂x

]2
+ V(x, t) + Q(x, t) = −∂S(x, t)

∂t
, (2.12)

onde

Q(x, t) = − 1
2mR(x, t)

∂2R(x, t)
∂x2

(2.13)

é chamado depotencial quântico, por razões que ficarão claras no que segue.

• Parte Imaginária
∂P(x, t)
∂t

+
∂J(x, t)
∂x

= 0.

A primeira dessas equações pode ser reconhecida como a equação de Hamilton-
Jacobi, diferindo da versão clássica dessa equação pela presença do termo extra de
potencialQ (daí o nome de potencial quântico dado a esse termo). A segunda
equação corresponde à equação de conservação de probabilidade, onde o fluxo de
probabilidade é dado por

J(x, t) =
P(x, t)

m
∂S(x, t)
∂x

e a densidade de probabilidade por

P(x, t) = R2(x, t),

em acordo com o postulado 3 da interpretação. Essa última equação, em con-
junto com a equação de Hamilton-Jacobi, nos permite identificar a velocidade da
partícula como

v(x, t) =:
dx(t)

dt
=

1
m
∂S(x, t)
∂x

e o momentum como

p(x, t) =
∂S(x, t)
∂x

Note que esta última equação define, rigorosamente falando, um campop(x, t).
O momentum da partícula de fato será dado pelo cálculo dep(x, t) ao longo da
trajetória da partícula.

O método da interpretação se resume, portanto a

1. resolver a equação de Schroedinger, obtendoψ(x, t).

2. Escreverψ = ReıS.

3. Calcular as trajetórias a partir dev(x, t) = 1
m
∂S
∂x . Observe que uma vez que

se conheceψ as trajetórias são univocamente determinadas pelas condições
iniciais, através de uma equação de primeira ordem.

4. CalcularR2 e, se necessário,Q. Este último pode muitas vezes ser usado
como uma ferramenta poderosa na interpretação dos resultados da interpre-
tação e para obter o limite clássico.

18



Pode-se mostrar que tal algoritmo reproduz os resultados experimentais, tanto
quanto a interpretação de Copenhagen. A discussão desse ponto nos levaria muito
longe de nosso objetivo. Ao leitor interessado recomendamos o livro de Peter Hol-
land [33].

Um ponto muito importante na interpretação de Bohm é a existência dos chama-
dosnós, que são definidos como as regiões ondeR = 0. Comoψ se anula nestes
pontos,S fica aí indefinido. Como consequência, as trajetórias não podem passar
por estas regiões. Na prática, isso significa que uma partícula que inicialmentese
encontre entre tais regiões ficará aí confinada, a menos é claro que a subsequente
evolução temporal deψ leve tais nós a deixarem de existir.

Um outro aspecto que merece ser comentado aqui é a existência das chamadas
ondas vazias, que são funções de onda que não estão associadas a nenhuma partícula.
Tais ondas surgem quando a função de onda é composta pela superposição de
vários pacotes, de tamanho finito e que não possuem superposição apreciável es-
pacialmente. Nesse caso, surgem vários nós, entre os diferentes pacotes, e, uma
partícula que esteja dentro de um destes pacotes ficará lá confinada. Dessa forma
todos os outros pacotes estarão literalmente vazios, ou seja, sem nenhuma partícula.
A relevância desse tipo de situação é de que como no ponto onde se encontra a
partícula os outros pacotes que compõem a função de onda são desprezíveis, a
função de onda efetivamente atuante sobre a partícula será o próprio pacote que a
contém. Dessa forma, a dinâmica da partícula será determinada apenas por esse
pacote, ou seja, tudo se passa como se as ondas vazias tivessem sido efetivamente
desligadas, podendo ser completamente ignoradas, no que se refere à dinâmica da
partícula, pelo menos enquanto durar o confinamento desta dentro do pacote atual.

Uma outra característica nova trazida por essa interpretação é a chamadade-
pendência de contexto. Classicamente, esperaríamos que, uma vez fixadas as
condições iniciais e o potencial a que estão submetidas as partículas, as trajetórias
destas estariam univocamente determinadas. Quanticamente, porém, 2 sistemas
que possuam as mesmas condições iniciais para as partículas e o mesmo potencial
podem ainda diferir nas suas funções de onda. Como consequência, opotencial
quântico será diferente e as trajetórias seguidas por essas partículas poderão ser
muito diferentes, apesar das mesmas condições iniciais e do mesmo potencial clás-
sico.

Por fim, comentamos sobre dois aspectos importantes do potencial quântico.
Primeiramente, notamos de (2.13) queQ não depende da intensidade deψ, mas
apenas de sua forma funcional. As consequências desse fato serão de fundamental
importância na análise de sistemas de muitos corpos. Um outro aspecto importante
se refere ao limite clássico da teoria: a partícula vai seguir uma trajetória clássica
sempre queQ puder ser desprezado na equação (2.12). Dessa forma, temos um
critério único e claro sobre o limite clássico na interpretação de Bohm, contraria-
mente ao que ocorre na interpretação de Copenhagen.

19



2.2.4 Sistemas de Muitos Corpos

Suponhamos que o sistema físico em estudo seja composto por duas partículas
de coordenadasx1 e x2

7.
Se, em um primeiro momento, admitirmos que a função de onda total possa ser

escrita como
Ψ(x1, x2, t) = ψ1(x1, t)ψ2(x2, t), (2.14)

então será trivial verificar que

R(x1, x2, t) = R1(x1, t)R2(x2, t)

S(x1, x2, t) = S1(x1, t) + S2(x2, t). (2.15)

Desta segunda equação podemos obter, aplicando a interpretação de Bohm,
que as velocidades de cada partícula serão dadas por

v1(x, t) =
1

m1

∂S1(x1, t)
∂x1

v2(x, t) =
1

m2

∂S2(x2, t)
∂x2

, (2.16)

exatamente as expressões obtidas para o caso de uma partícula, apenas replicada
para cada uma das partículas constituintes do sistema. Ou seja, para uma função de
onda da forma (2.14), concretamente um produto tensorial, obtemos que a quan-
tização da teoria não introduz nenhuma interdependência extra entre as partículas,
além daquela que já existiria no caso clássico8. Dizemos que as partículas não
estão correlacionadas.

A independência entre as partículas pode ser vista também nos efeitos do po-
tencial quântico. Calculando-o para a função de onda (2.14) obtemos

Q(x1, x2.t) = Q1(x1, t) + Q2(x2, t), (2.17)

onde

Qi(xi , t) = −
1

2mi

∂2

∂x2
i

Ri(xi , t).

Vemos assim que para a função de onda (2.14) o potencial quântico se decompõe
em duas componentes independentes, um para cada partícula. Novamenteas duas
partículas são independentes em suas dinâmicas quânticas.

No entanto a situação será completamente diferente se a função de onda do
sistema não for um produto tensorial, mas uma combinação linear de tais produtos,
como em

Ψ(x1, x2, t) =
∑

i, j

ψ
(i)
1 (x1, t)ψ

( j)
2 (x2, t)ai j . (2.18)

7A generalização para o caso de mais de duas partículas é trivial.
8Obviamente pode haver um potencial clássico que implique uma interação entre as partículas.

Mas tal situação já existiria classicamente. A quantização não introduz nenhuma correlação nova na
teoria. Este é o ponto principal deste argumento.
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onde os conjuntos de funçõesψ(i)
1 (x1, t) eψ( j)

2 (x2, t) formam bases nos seus respec-
tivos espaços de Hilbert.

Nesse caso, as quantidadesReS não se decomporão em expressões tão simples
como em (2.15). Por consequência, as velocidades não serão mais dadas por (2.16)
e nem o potencial quântico se decomporá como (2.17).

Se agora calcularmos

v1(x1, x2, t) =
1

2m1

∂S(x1, x2, t)
∂x1

,

obteremos uma funçãov1 que dependerá não apenas das coordenadas da partícula
1, mas também das coordenadas da partícula 2. Igualmente, para o potencial quân-
tico

Q(x1, x2, t) = −
1

2m1

∂2

∂x2
1

R(x1, x2, t) −
1

2m2

∂2

∂x2
2

R(x1, x2, t) (2.19)

deveremos especificar não apenas as coordenadas da partícula 1 mas também as da
partícula 2 para podermos obter o potencial quântico a que está sujeita a primeira.

Temos, como consequência de tal situação, que as duas partículas estão cor-
relacionadas. Note que tal situação ocorrerá mesmo se classicamente não houver
interação entre elas. Esse tipo de correlação quântica, aqui vista sob o ponto de
vista da interpretação de Bohm, é conhecido na literatura comoemaranhamento,
estando presente mesmo na interpretação de Copenhagen (o exemplo mais conhe-
cido deste tipo de correlação é o chamadoexperimento EPR). Note também que,
como o potencial quântico não depende da intensidade da função de ondamas de
sua forma funcional, o requerimento de queψ(x1, x2, t) seja pequeno, mas finito,
parax2 muito diferente dex1 não tem nenhum efeito para eliminar a influência
de uma partícula sobre a outra através do potencial quântico. A conclusãoa que
chegamos é que para uma função de onda do tipo (2.18) as partículas estãosujeitas
a uma correlação não local.

2.2.5 O Processo de Medida na Interpretação de Bohm

Suponha que um sistema no qual se deseja medir um observávelA seja descrito
pela função de ondaψ(x, t)

ψ(x, t) =
∑

i

ci(t)ψi(x), (2.20)

ondeψi(x) são as auto-funções do operadorÂ associado ao observávelA, e que
o aparato experimental seja descrito pela função de ondaφ0(y, t). A partir desses
dados, e assumindo que antes do processo de medida os dois sistemas não estejam
correlacionados, a função de onda total será

Ψ(x, y, t) =
∑

i

ci(t)ψi(x)φ0(y, t).
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Pela discussão anterior sobre o processo de medida na interpretação deCopen-
hagen, sabemos que, após esse processo, o estado do sistema será dado por (2.11)

Se não houver superposição espacial entre as funções de ondaφi(y, t), obtidas a
partir de|φi >, a função de onda total se dividirá em pacotes que não se sobrepõem
(mesmo que haja superposição entre as funçõesψi(x, t)), cada um associado a um
diferente valor deai . Como o aparato de medida vai seguir uma única particular
trajetóriay(t), o sistema como um todo terá sua dinâmica regida pela particular
função de ondaciφi(y, t)ψi(x, t) que contémy(t). Ou seja, após o processo de me-
dida, a variávely do aparato estará correlacionada a um valor deai do sistema
sobre o qual a medida foi realizada, de tal forma que o conhecimento dey per-
mite o conhecimento deai . Toda a dinâmica subsequente ao processo de medida
será determinada unicamente pela função de ondaciφi(y, t)ψi(x, t), que evoluirá di-
namicamente pela hamiltoniana livre, ou seja, sem o termo de interação. Dessa
forma, todas as outras funções de onda terão se tornado dinamicamente inativas,
irrelevantes para a descrição do sistema (ondas vazias). A partícula queconstitui
o sistema sob observação também seguirá uma única trajetória, obtida a partir da
função de ondaψi(x, t). A particular trajetória escolhida e, portanto, o particu-
lar valor deai obtido na medida são então determinados em última análise pelas
condições iniciais do sistema. É a partícula, em função dessas condições,quem
escolhe essa trajetória entre todas as possibilidades. Este resultado reproduz o co-
lapso da função de onda de forma totalmente consistente e sem nenhum postulado
adicional. A redução da superposição de ondas inicial a uma auto-função do ob-
servável sob medida decorre, na interpretação de Bohm, das própriasleis dinâmicas
da mecânica quântica.

Também, pela discussão anterior, fica evidente que os únicos valores quepo-
dem ser obtidos na medida do observávelA são seus auto-valoresai , resultado esse
que também concorda com os dados experimentais, sem no entanto, representar um
postulado adicional da teoria.

Pode-se mostrar também [33] que num ensemble de sistemas identicamente
preparados no estado (2.20), a probabilidade de obtermos o auto-valorai na medida
do observávelA é dada por|ci |2. A demonstração desse ponto envolve conceitos
que não foram aqui discutidos por questões de concisão.

Um ponto que, embora importante, sobre ele apenas apresentaremos um co-
mentário, já que a discussão em detalhes nos afastaria de nossos objetivos, é a
questão de se a subsequente evolução dinâmica do sistema não poderia levar as
funções de onda vazias a se sobreporem à função de onda que contém a trajetória do
sistema. Se tal fato ocorresse, então não poderíamos considerar as outras funções
de onda em (2.11) como fisicamente irrelevantes. No entanto, pode-se argumentar
no sentido de que tal processo é altamente improvável [31, 32, 33], através da idéia
de descoerência.

Por fim notamos que como, após a medida, o sistema total é efetivamente des-
crito pela função de ondaciφi(y, t)ψi(x, t), um produto tensorial de funções as-
sociadas respectivamente ao aparato e ao sistema, então estes não estarão mais
correlacionados.
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Em resumo, mostramos nesta seção, de forma instrumental e sem preocupações
extremas com rigor matemático, que a interpretação de Bohm, por ser uma inter-
pretação de natureza ontológica, não apresenta as inconsistências da interpretação
de Copenhagen para descrever o processo de medida. Isso significaque nessa
interpretação a equação de Schroedinger vale sempre e não é necessário supor a
dicotomia entre observador e observado, ambos são tratados de forma unificada.
Assim, ela pode ser aplicada à cosmologia quântica consistentemente. Também é
capaz de reproduzir os resultados dos processos de medida sem a necessidade de
postulados extras sobre a natureza destes processos, que passam então a ser enca-
rados, de forma muito mais natural, como uma classe particular de interações entre
sistemas físicos.

2.3 Formalismo de Ostrogradski

Tipicamente as teorias físicas têm sua dinâmica dada por lagrangianas que en-
volvem derivadas de, no máximo, primeira ordem das variáveis dinâmicas.

No entanto, há teorias onde aparecem, na lagrangiana, derivadas de ordem su-
perior à primeira. Em geral, a obtenção das equações de Euler-Lagrange para
tais sistemas não apresenta maiores dificuldades, podendo ser obtidas poruma
generalização trivial do procedimento utilizado no caso de teorias com derivadas
primeiras apenas. Tal trivialidade é perdida quando se trata da construção de um
espaço de fase para a teoria.

Suponha então que se tenha uma lagrangianaL(q̈, q̇,q, t) 9. As equações de
Euler-Lagrange serão

d2

dt2
∂L
∂q̈
− d

dt
∂L
∂q̇
+
∂L
∂q
= 0.

O formalismo de Ostrogradski [54] consiste em considerar as variáveisq e q̇ como
independentes, e a partir dessa independência definir duas novas variáveis

q1 =: q

q2 =: q̇.

A essas novas variáveis estão associados os momentap1 e p2 dados por

p2 =:
∂L
∂q̇2

p1 =
∂L
∂q2
− d

dt
p2. (2.21)

Dessa forma, já temos as variáveis com as quais construir o espaço de fase.
O passo seguinte é construir a Hamiltoniana da teoria sobre esse espaço. Para

9Por simplicidade analisaremos o caso de teorias cuja ordem mais alta de derivação é a segunda.
Esse caso contém em si todos os elementos que precisamos para discutiro formalismo e corresponde
ao caso com o qual vamos efetivamente lidar no trabalho em questão. A generalização para ordens
mais altas é trivial. Para detalhes indicamos o artigo de de Urries [54].
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tanto precisamos apenas efetuar a transformação de Legendre deL(q1,q2, q̇2, t)
paraH(q1, p1,q2, p2, t)

H(q1,q2, p1, p2, t) = p1q̇1 + p2q̇2 − L(q1,q2, q̇2, t) = p1q2 + p2q̇2 − L(q1,q2, q̇2, t),

ondeq̇1 e q̇2 são encarados como funções deq1, p1, q2, p2 e t.
Se agora calcularmos as quantidades∂H/∂qi , ∂H/∂pi , obteremos, usando (2.21)

∂H
∂q1
= p2

∂q̇2

∂q1
− ∂L
∂q̇2

∂q̇2

∂q1
− ∂L
∂q1
= − ∂L

∂q1
= − d

dt
p1

∂H
∂q2
= p1 + p2

∂q̇2

∂q2
− ∂L
∂q̇2

∂q̇2

∂q2
− ∂L
∂q2
= − d

dt
∂

∂q̇2
= − d

dt
p2

∂H
∂p1
= q2 + p2

∂q̇2

∂p1
− ∂L
∂q̇2

∂q̇2

∂p1
= q2 = q̇1

∂H
∂p2
= q̇2 + p2

∂q̇2

∂p2
− ∂L
∂q̇2

∂q̇2

∂p2
= q̇2

de onde se vê que a hamiltoniana obtida pelo procedimento acima efetivamente
gera as equações clássicas de movimento para o conjunto de variáveisq1 , q2, p1 e
p2.

Vejamos um exemplo concreto de aplicação desse formalismo. Tomemos como
lagrangiana

L =
1
2

q̈2 +
1
2

a2q̇2 +
1
2

b2q2 (2.22)

ondea eb são constantes.
A equação de Euler-Lagrange será

q(4) − a2q̈+ b2q = 0 (2.23)

onde denotamos porq(i) as derivadas de ordemi deq (i > 2).
Aplicando o formalismo de Ostrogradski

q1 =: q

q2 =: q̇, (2.24)

vamos re-escrever a lagrangiana (2.22) como

L =
1
2

q̇2
2 +

1
2

a2q2
2 +

1
2

b2q2
1.

A partir de (2.21) vem

p2 = q̇2

p1 = a2q2 − ṗ2. (2.25)

A Hamiltoniana será

H = p1q2 +
1
2

p2
2 −

1
2

a2q2
2 −

1
2

b2q2
1.

24



Note que no cálculo da hamiltoniana não fizemos uso explícito da expressão para
p1.

Verifiquemos que essa hamiltoniana gera as equações corretas de movimento.
Calculando ˙qi = {qi ,H} e ṗi = {pi ,H} vem

q̇1 = q2

q̇2 = p2

ṗ2 = −p1 + a2q2

ṗ1 = b2q1. (2.26)

Observe que as três primeiras equações correspondem às de número (2.24) e (2.25),
podendo ser encaradas como nada além de definições deq2, p2 e p1. Assim, espe-
ramos que a equação dinâmica da teoria seja a última das equações (2.26). Defato,
usando-se as três equações anteriores pode-se mostrar que essa equação é igual a

a2q̈1 − q(4)
1 − b2q1 = 0

que corresponde à equação (2.23), se lembrarmos queq1 = q.
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Capítulo 3

Teoria de Perturbações
Cosmológicas

3.1 Introdução

Como é sabido, a solução de Friedmann descreve a evolução de um Universo
que é, em todo tempo, homogêneo e isotrópico. Claramente, tal cenário não com-
porta por si só a distribuição atual de matéria, onde regiões de densidademais alta
(aglomerados de galáxias, galáxias, estrelas, etc) estão cercadas porregiões vazias
de matéria.

A origem de tais estruturas pode ser estudada, no contexto do modelo padrão,
utilizando-nos do conceito deinstabilidade de Jeans[55]. Em linhas gerais tal
instabilidade deve-se ao fato de a gravitação ser uma interação estritamente atra-
tiva. Dessa forma, se em um ponto ocorre um aumento de densidade, o campo
gravitacional em torno desse ponto sofrerá também um aumento, levando àatração
de mais matéria, com um consequente novo aumento de densidade aí. O processo
prossegue, de forma que ao final de algum tempo forma-se uma região de alta den-
sidade cercada por regiões de densidade mais baixa. Tal processso,tendo ocorrido
ao longo de toda a evolução do Universo pode, em princípio, explicar a origem das
estruturas hoje observadas. A origem das flutuações primordiais, que deram início
a esse mecanismo, pode ser atribuída a flutuações quânticas do campo gravitacional
e do conteúdo material.

Sendoρ0(t) a densidade média do Universo eρ(~x, t) a densidade em um ponto
particular, definimos a quantidadeδρ(~x, t) como

δρ(~x, t) =: ρ(~x, t) − ρ0(t).

Podemos decomporδρ(~x, t) em modos normais

δρ(~x, t) =
∑

~k

δρ~k(t) f~k(~x)

onde f~k(~x) é uma base de funções. Os modos associados ak pequeno (grandes
comprimentos de onda) representam então estruturas em larga escala.
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A dinâmica das quantidadesδρ~k(t) é, no entanto, extremamente complicada
de ser estudada devido à não linearidade inerente à teoria da relatividadegeral.
Entretanto, enquantoδρ~k(t) for suficientemente pequeno, poderemos lançar mão
de aproximações lineares para estudar sua evolução temporal. A esta teoria dá-se
o nome deteoria de perturbações cosmológicas. É nosso objetivo neste capítulo
apresentar os principais resultados e métodos dessa teoria.

Para esse estudo, vamos, inicialmente, descrever a cinemática das perturbações
em relatividade geral. Em seguida estudaremos a dinâmica das mesmas tentando
manter a generalidade dos resultados. O passo seguinte consiste em aplicar os re-
sultados obtidos aos modelos de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW),
discutindo aí a questão da invariância de calibre. O conteúdo material é anali-
sado em seguida. Mostraremos por fim como o uso das equações de movimento
do espaço-tempo de fundo pode levar a simplificações das equações queregem a
dinâmica das perturbações.

3.2 Perturbações em relatividade geral

3.2.1 Definição

Sejag(0) o tensor métrico de um espaço-tempo. Sejag̃ um outro tensor métrico
que pode ser construído sobre esse espaço-tempo. Se, para quaisquer vetoresV e
W sobre esta variedade, a diferença

h(V,W) =: g̃(V,W) − g(0)(V,W)

for infinitesimal, então diremos queh é uma perturbação deg(0), sendo esta última
denominadamétrica de fundo.

3.2.2 Quantidades Cinemáticas

Pela definição acima está claro que, em um sistema de coordenadas qualquer

hµν = g̃µν − g(0)
µν .

Vamos, por enquanto, deixar de lado a questão da invariância de calibre.
SendoVµ a velocidade própria de um observador genérico na geometria de

fundo
VµVνg(0)

µν = 1

então podemos decompor o tensorhµν como

2φ = hµνV
µVν

Aα = hµνV
µPν α

ǫαβ = hµνP
µ
αPν β

Nas expressões acima,Pµν = g(0)
µν −VµVν representa o projetor no espaço de repouso

local do observadorVµ e índices são elevados e abaixados através da métricag(0)
µν
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3.2.3 Dinâmica

Estamos interessados, como dito, no estudo da dinâmica das perturbações em
seu regime linear. Para tanto, é necessária uma ação que seja quadrática nas quan-
tidadeshµν. A ação da Relatividade Geral é dada por (setor gravitacional apenas)

Sgr = −
1

6l2

∫

d4x
√−gR (3.1)

onde a quantidadel, que coincide com o comprimento de Planck em unidades
naturais (~ = 1 ec = 1), é definida por

l =

√

8πG
3
.

Devemos então expandir em série de Taylor a expressão (3.1) em torno da métrica
g(0)
µν , guardando apenas os temos até segunda ordem emhµν. Dessa forma a ação

Sgr será dada por
Sgr = S(0)

gr + δ1Sgr + δ2Sgr

ondeδ1Sgr eδ2Sgr representam correções de ordem 1 e 2 emhµν, respectivamente.
Na equação acimaS(0)

gr representa a ação (3.1) calculada a partir da métrica de
fundo, e gera as equações de movimento dessa teoria1.

Com relação aδ1Sgr, a mesma pode ser feita identicamente nula pelo uso das
equações de movimento de ordem zero.

Por fim,δ2Sgr é a ação que gera as equações lineares da teoria. A sua expressão
é

δ2Sgr = −
1

6l2

∫

d4x
√

−g(0)
[

−hσµ ;µh
σν

;ν + hσµ ;µh;σ +
3
4

hσµ;νhσµ;ν

−hσµhσ
ν

;νµ + hσµh;σµ + hσµhσµ
;ν
ν −

1
4

h;µh
;µ +

1
2

hhµν ;µν

−1
2

hh;µ
µ − hνρhν

µ
;ρµ −

1
2

hνµ;ǫhνǫ;µ + hα
νhαρR(0)

νρ −
1
2

hhµνR(0)
µν

+
1
8

h2R(0) − 1
4

hµνhµνR
(0)
]

,

comR(0)
µν eR(0) sendo respectivamente o tensor de Ricci e o escalar de curvatura da

geometria de fundo. As fórmulas utilizadas para a obtenção desta equaçãoestão
dadas no apêndice A.

Na ação acima podemos, após algumas integrais por partes, eliminar os termos

1Logicamente as equações corretas devem ser obtidas a partir da ação total, ou seja a ação do
setor gravitacional mais a matéria. Nós vamos analisar o conteúdo material mais adiante.
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de derivada segunda, obtendo

δ2Sgr =
1

6l2

∫

d4x
√

−g(0)
[1
4

hµν;αhµν;α −
1
2

hµ
ν

;νh
µα

;α +
1
2

h;µh
µν

;ν

−1
4

h;µh
;µ − 1

2
hαµhβνW(0)

αβµν
+

1
6

(hµνhµν −
1
4

h2)R(0)
]

− 1
6l2

∫

d4x
√

−g(0)
[

−3
2

hσµhσ
ν

;ν + hσµh;σ + hσνhσν
;µ − 1

2
hνµ;σhνσ

+
1
2

hhνµ ;ν −
1
2

hh;µ
]

;µ
(3.2)

onde a última integral pode ser desprezada por ser igual, via Teorema de Gauss, a
um termo de superfície, que não altera as equações de movimento da teoria. Nessa
expressãoW(0)

αβµν
representa o tensor de Weyl da ordem zero.

3.3 Perturbações em Universos de FLRW - Cinemática

Vamos agora particularizar nossa discussão, restringindo-a a perturbações so-
bre um espaço-tempo do tipo FLRW

3.3.1 Modelo de Fundo

Tomemos como espaço-tempo de fundo um que seja folheável por hipersuper-
fícies globais do tipo espaço e maximalmente simétricas. Pode-se mostrar que a
métrica desse espaço-tempo pode ser escrita como

ds2 = N2(t)dt2 − a2(t)γi j dxidxj (3.3)

ondeγi j é uma métrica positivo-definida, independente det, homogênea e isotrópica,
caracterizada por uma curvatura constanteK [56]. SeK é não-nulo, pode-se sem-
pre escolher o sistema de unidades de forma a levá-la a assumir um dos valores±1,
conforme o sinal deK.

A função N(t) corresponde à função lapso do formalismo ADM [22] e não
é determinada pela teoria mostrando a arbitrariedade na escolha da coordenada
temporal em Relatividade Geral.

As escolhas mais comuns paraN(t) sãoN = a eN = 1. A coordenada temporal
da primeira é conhecida como tempo conforme,η. No segundo caso, a coordenada
temporal corresponde ao tempo próprio ao longo da linha de mundo de um obser-
vador comóvel com as hipersuperfícies espaciais. Essa coordenadarecebe o nome
de tempo cósmico,τ.
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As conexões não-nulas da métrica (3.3) são

Γ0
00 =

Ṅ
N

Γi
0 j =

ȧ
a
δi

j

Γ0
jk =

ȧa

N2
γi j

Γi
jk =

(3) Γi
jk (3.4)

ondeδi
j é a delta de Kroenecker e(3)Γi

jk são as conexões calculadas a partir da
métricaγi j .

O escalar de curvatura é dado por

R= 6
( Ṅȧ

N3a
− ä

N2a
− ȧ2

N2a2
− K

a2

)

e as componentes não-nulas do tensor de Einstein valem

G00 = 3
( ȧ2

a2
+

K

a2

)

Gi j =

(

−2äa

N2
+

2ȧṄa

N3
− ȧ2

N2
− K
)

γi j .

O tensor de Weyl desta geometria é identicamente nulo.
Sendoρ = TµνVµVν e p = −1

3TµνPµν a densidade de energia e a pressão
do fluido com tensor momento-energiaTµν que dá origem à geometria, vem, uti-
lizando um observador comóvel com as hipersuperfícies espaciais,

ȧ2

a2
+

N2K

a2
= l2N2ρ (3.5)

−2äa

N2
+

2ȧṄa

N3
− ȧ2

N2
− K = 3l2a2p (3.6)

Estas equações são conhecidas comoequações de Friedmann[4] e constituem-
se nas equações de movimento do espaço-tempo de fundo. A partir de uma com-
binação linear destas equações podemos ainda obter a seguinte relação

ȧ2

N2a2
+

ȧṄ

N3a
− ä

N2a
+

K

a2
=

3l2

2
(ρ + p). (3.7)
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3.3.2 Cinemática

As quantidadesφ, Aµ e ǫµν serão dadas por

2φ = hµνV
µVν =

h00

N2

A0 = hαβV
αPβ 0 = 0

Ai = hαβV
αPβ i =

h0i

N
ǫ0µ = hαβP

α
0Pβ µ = 0

ǫi j = hαβP
α

iP
β

j = hi j .

É conveniente redefinirmosAi e ǫi j como

Ai = −Āia

ǫi j = ǭi j a
2.

Assim, omitindo a barra, vem

h00 = 2N2φ

h0i = −NaAi

hi j = a2ǫi j

(3.8)

A aplicação destas decomposições à equação (3.2) (desprezando o termo de
derivada total) e utilizando as conexões (3.4) para calcularmos as derivadas covari-
antes dehµν dá, para a parte gravitacional da ação expandida até segunda ordem
nas perturbações

δ2Sgr =
1

6l2

∫

d4xNγ
1
2 a3
[ 1
4N2

˙ǫ i j ǫ̇i j −
1

4N2
ǫ̇2 +

1
aN

Ȧiǫ
i j
| j −

1
aN

ǫ̇Ai
|i

+
ȧ

a2N

(

−4φAi
|i + 2Aiǫ

i j
j

)

+
ȧ

aN2

(

−ǫǫ̇ − 2ǫ̇φ + 2 ˙ǫi j ǫ
i j
)

+
1
a2

Ai| jA[i| j]

+
ȧ2

a2N2

(

−3ǫφ − 9φ2 + 3AiAi −
3
4
ǫ2 +

3
2
ǫ i j ǫi j

)

− 1
4a2

ǫi j |kǫ
i j |k

+
1

2a2
ǫ i j
| jǫi

k
|k +

1
a2
φ|iǫ

i j
| j −

1
2a2

ǫ|iǫ
i j
| j −

1
a2
φ|iǫ
|i +

1
4a2

ǫ|iǫ
|i
]

, (3.9)

ondeǫ = ǫi jγi j .

3.3.3 Modos escalares, vetoriais e tensoriais

Vamos inicialmente apresentar dois resultados que nos serão muto úteis no que
se segue.
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Seja(3)M uma variedade tridimensional maximalmente simétrica e localmente
euclidiana, de métricaγ. E sejaA um campo vetorial sobre essa variedade. Vamos
escolher um campo escalarφ e um segundo campo vetorialV tal que

Ai = φ|i + Vi (3.10)

comVi sujeito a
Vi
|i = 0, (3.11)

onde “|” representa a derivada covariante em relação à métricaγi j e os índices são
levantados e abaixados com o uso desta métrica. A questão é se a decomposição
(3.10) é sempre possível, e caso o seja, se é unívoca.

Se tomarmos a divergência de (3.10), usando (3.11), obtemos

Ai
|i = φ

|i
|i . (3.12)

Pode-se mostrar [57] que tal equação sempre pode ser resolvida paraφ, a menos
de uma constante. Dessa forma, dado um vetor qualquerAi , sempre será possível
encontrar-se um únicoφ dado por (3.12) e assim, um únicoVi tal que a decom-
posição (3.10) seja verificada.

Um resultado semelhante pode ser obtido para tensores simétricos sem traço,
Ai j . Proporemos a decomposição [57]

Ai j = Di jχ + Bi| j + Bj|i + Ti j (3.13)

ondeTi j está sujeito a

T i
i = 0

T i j
| j = 0

e Di j é um operador diferencial definido por

Di jχ =: χ|i j − γi j

(

χ|k k + 2Kχ
)

,

sendoK a curvatura constante da variedade. É trivial verificar que (Di jχ)| j = 0.
Com isso, se tomarmos a divergência de (3.13) obteremos

Ai j
| j = (Bi| j + Bj|i)|i .

Pode-se mostrar igualmente [57] que esta equação sempre pode ser resolvida,
obtendo-se assimBi , a menos de um vetor de Killing. Se agora calcularmos o
traço de (3.13) teremos

χ|k k + 3Kχ = Bi
|i

de onde se obtémχ, uma vez conhecidoCi . Assim a decomposição (3.13) sempre
pode ser feita de forma unívoca.
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No caso de um tensor com traço não nulo,Ci j , podemos definir umAi j sem
traço por

Ai j = Ci j −
1
3

Ck
kγi j .

Usando (3.13) então vem

Ci j = Di jχ + Bi| j + Bj|i + Ti j +
1
3
γi jC

k
k =

χ|i j + Bi| j + Bj|i + Ti j + γi j

(1
3

Ck
k − χ|k k − 2Kχ

)

.

Através de (3.10) vem

Ci j = χ|i j + Ξ|i j + Vi| j + V j|i + Ti j +

(1
3

Ck
k − χ|k k − 2Kχ

)

γi j .

E, finalmente, por uma redefinição de variáveis vem

Ci j = 2ψγi j − 2E|i j − Fi| j − F j|i + wi j .

De posse desses resultados podemos agora decompor as quantidades perturba-
tivas como

Ai = B|i + Si

ǫi j = 2ψγi j − 2E|i j − Fi| j − F j|i + wi j (3.14)

com os vínculos

Si
|i = 0

F i
|i = 0

wi j
| j = 0

wi
i = 0.

As quantidadesφ, B, ψ e E são conhecidas na literatura como perturbações
escalares, as quantidadesSi e Fi como perturbações vetoriais ewi j como tenso-
riais. Note que esse conjunto de variáveis apresenta o mesmo número de graus
de liberdade que o tensorhµν, ou seja, 10. De fato temos quatro escalares, dois
vetores tridimensionais sujeitos cada um ao vínculo de divergência nula (dois vín-
culos sobre 6 variáveis, o que resulta em quatro graus de liberdade) e um tri-tensor
(6 componentes) sujeito awi j | j = 0 e wi

i = 0, representando 4 vínculos e, por-
tanto, 2 graus de liberdade, que perfaz o total de 10 graus originais. Isso mostra
que as quantidades definidas formam uma representação totalmente equivalente do
tensorhµν.
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3.3.4 O Problema da Invariância de Calibre

Como se sabe, a teoria da relatividade geral é construída de forma a apresentar
covariância sob o grupo de mapas da variedade em si mesma [58]. Tal liberdade
de escolha de coordenadas representa, de fato, uma liberdade de calibre da teoria.

Naturalmente as previsões de caráter físico, isto é, as quantidades observáveis
de uma teoria, devem ser invariantes por transformações de calibre [59]. Em parti-
cular, no caso de perturbações em relatividade geral, essas devem poder ser escritas
em função de quantidades que sejam invariantes de calibre, caso contrário, as mes-
mas carecerão de um significado físico claro.

Tomemos então uma geometria descrita pelo tensor métrico

g̃µν = g(0)
µν + hµν

e efetuemos um arrastamento de Lie parametrizado pelo vetorΛµ. A métrica no
novo sistema de coordenadas será

ḡµν = g̃µν + Λµ;ν + Λν;µ =: g(0)
µν + h̄µν (3.15)

onde o “;” representa a derivada covariante em relação à métricagµν e termos
de ordem 2 ou superior emΛµ e/ou hµν foram desprezados. Note que podemos
encarar a nova métrica ¯gµν como sendo a mesma métrica de fundo acrescida de
novas perturbações̄hµν. Está claro portanto que o tensorhµν não é invariante de
calibre e as quantidadesφ, Ai e ǫi j que estamos utilizando para caracterizá-lo não
representam quantidades observáveis.

Como construir a partir dehµν quantidades perturbativas observáveis no caso de
Universos de FLRW é o que vamos mostrar nesta sub-seção. Inicialmente vamos
decompor o vetorΛµ como

Λ0 = α

Λi = βi .

Aplicando a transformação (3.15) e usando (3.8) vem

φ̄ = φ + α̇ +
Ṅ
N
α

Āi = Ai −
N
a
α|i +

a
N
β̇i

ǭi j = ǫi j −
N
a
βi| j −

N
a
β j|i − 2

ȧ
a
γi jα. (3.16)

Decompondo o vetorβi como

βi =

(

λ|i + µi

)N
a

µi
|i = 0
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e usando as decomposições (3.14) obtemos, para (3.16)

φ̄ = φ + α̇ +
Ṅ
N
α

B̄ = B− N
a
α +

Ṅ
N
λ + λ̇ − ȧ

a
λ

ψ̄ = ψ − ȧ
a
α

Ē = E +
N
a
λ

S̄i = Si +
Ṅ
N
µi + µ̇i −

ȧ
a
µi

F̄i = Fi +
N
a
µi

w̄i j = wi j . (3.17)

Podemos agora definir as seguintes quantidades [34]

Φ = φ +
ȧ
N

(

B− a
N

Ė
)

+
a
N

(

B− a
N

Ė
)

˙

Ψ = ψ − ȧ
N

(

B− a
N

Ė
)

Vi = Si −
a
N

Ḟi (3.18)

e é fácil verificar, usando (3.17) que essas quantidades, juntamente com wi j , são
invariantes de calibre.

Note também que as quantidadesΦ,Ψ, Vi ewi j representam no total seis graus
de liberdade, como era esperado, já que o vetorξµ (4 componentes) pode sempre
ser usado para levar 4 das 10 componentes dehµν a alguma forma pré-determinada,
restando apenas as outras 6 para serem determinadas pela teoria. Portanto é espe-
rado que qualquer teoria perturbativa em relatividade geral possa sempre ser escrita
em termo de 6 quantidades invariantes de calibre.

Por fim, comentamos que as quantidadesΦ eΨ são conhecidas na literatura
como Potenciais de Bardeen[60].

3.4 O conteúdo material

3.4.1 Campo Escalar

Iniciamos nossa discussão do conteúdo material analisando o caso de um campo
escalar minimamente acoplado, cuja lagrangiana é

£ =
1
2
ϕ;µϕ;νg

µν − 1
2
V. (3.19)

O tensor momento-energia desse campo será

Tµν = ϕ;µϕ;ν − gµν£.
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No caso de Universos de FLRW, consistentemente com a condição de homo-
geneidade e isotropia das seções espaciais, vamos impor que o campo de fundo,
ϕ0, satisfaça a

ϕ0|i = 0.

Dessa forma temos

T00 =
1
2
ϕ̇2

0 +
1
2

N2V,
T0i = 0,

Ti j = a2γi j

( ϕ̇2
0

2N2
− 1

2
V
)

,

(3.20)

de onde vem, para observadores comóveis,

ρ =
ϕ̇2

0

2N2
+

1
2
V,

p =
ϕ̇2

0

2N2
− 1

2
V.

As equações de Friedmann se tornam então

ȧ2

N2l2a2
+

K

l2a2
=

ϕ̇2
0

2N2
+

1
2
V (3.21)

2ȧṄ

3N3l2a
− 2ä

3N2l2a
− ȧ2

3N2l2a2
− K

3l2a2
=

ϕ̇2
0

2N2
− 1

2
V (3.22)

e a equação de Klein-Gordon é

ϕ̈0 +

(3ȧ
a
− Ṅ

N

)

ϕ̇0 = −
N2

2
Vϕ (3.23)

ondeVϕ = ∂V/∂ϕ. Somando as equações (3.21) e (3.22) obtemos

ȧ2

a2
+

N2K

a2
− ä

a
+

ȧṄ
Na
=

3l2ϕ̇2
0

2
. (3.24)

Adicionando perturbações, o campo de fundoϕ0 será levado emϕ dado por

ϕ = ϕ0 + δϕ. (3.25)

Calculando a ação (3.19) até a segunda ordem nas perturbações, obtemos que a
lagrangiana do campo escalar perturbado será

Lm =
ϕ̇0

2a3V
2N

− Na3VV
2

− a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ +
1
2
ǫ
)

δ̇ϕ + a2ϕ̇0

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i

−
Na3Vϕ

2

∫

d3xγ
1
2

(

φ − 1
2
ǫ
)

δϕ +
ϕ̇0

2a3

4N

∫

d3xγ
1
2

(

3φ2 + ǫφ − AiAi −
1
2
ǫ i j ǫi j +

1
4
ǫ2
)

+
Na3V

4

∫

d3xγ
1
2

(

φ2 + ǫφ − AiAi +
1
2
ǫ i j ǫi j −

1
4
ǫ2
)

+
Na3

2

∫

d3xγ
1
2

(

δ̇ϕ
2

N2
−
δϕ|iδϕ|i

a2

−1
2
Vϕϕδϕ

2
)

. (3.26)
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Da mesma forma que ocorreu com os graus de liberdade puramente gravita-
cionais, também aqui enfrentamos o problema da invariância de calibre. Sobum
arrastamento de Lie parametrizado pelo vetorξµ um campo escalarϕ é levado em
ϕ̄ dado por

ϕ̄ = ϕ + ϕ,µξ
µ

de forma que as perturbaçõesδϕ podem, por esse arrastamento, ser redefinidas
como

δ̄ϕ = δϕ + ϕ̇0ξ
0 (3.27)

no caso de Universos de FLRW.
De posse das equações (3.27) e (3.17) é trivial verificar que a variável δϕ(ic)

definida por

δϕ(ic) = δϕ + ϕ̇0

(

B− a
N

Ė
)

é invariante por transformações de calibre.

3.4.2 Matéria Hidrodinâmica

Suponhamos agora que o componente material que gera a geometria seja um
fluido formado por partículas de mesma natureza, cada uma de massam0. A esse
fluido daremos o nome dematéria hidrodinâmica. Esse fluido pode ser macrosco-
picamente caracterizado por sua densidade de energia, sua pressão epela relação
funcional entre essas duas quantidades. Precisamos de uma forma de expressar
essas quantidades em termos do fluxo das partículas que compõem este fluido.

Comecemos então supondo uma folheação do espaço-tempo em tri-superfí-
cies globais do tipo espaço. Sobre cada superfície atribuímos 3 coordenadasqi a
cada ponto. Essas coordenadas são construídas de forma a serem comóveis com
as partículas do fluido. Cada hipersuperfície é identificada por um parâmetro de
tempoσ ao longo das linhas de mundo de cada partícula. A esse conjunto de
coordenadas damos o nome decoordenadas lagrangianas. Construamos agora
sobre esse espaço-tempo um novo sistema de coordenadas, no qual aspartículas
do fluido não tenham necessariamente que estar em repouso. Denotemos estas
coordenadas porxµ. A densidade de partículasn deste fluido é dada por [34, 61]

n =
F(qi)

√

gµν ∂xµ
∂σ

∂xν
∂σ

√−gJ
(3.28)

ondeJ é o jacobiano da mudança de coordenadasJ = ∂qi ,σ
∂xµ e F é uma função

das coordenadas lagrangianas que determina a distribuição espacial departículas
nessas coordenadas. Precisamos agora de uma relação entre a densidade de energia
e a densidade de partículas. Para tanto, definamos as quantidadesρ e π através de
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[61]

dρ
ρ + p

=:
dn
n

ρ =: n
(

m0 + π
)

. (3.29)

Nas expressões acima,p = p(ρ) representa a pressão do fluido. A primeira destas
equações implica em uma constante de integração que será fixada pelo requeri-
mento de quenm0 = ǫ se p = 0. Esta condição, substituída na segunda equação
leva aπ = 0 sep = 0. Diferenciando esta segunda equação, e usando a primeira
obtemos, após algumas manipulações algébricas simples,

π(n) =
∫ n 1

n′
dp
dn′

dn′ − p
n
.

Fock [61] interpreta, em um contexto newtoniano, esteπ como uma energia po-
tencial por partícula. Mantendo essa interpretação, a equação (3.29) permite que
interpretemos a quantidadeρ(n) como a densidade de energia do fluido.

Por fim, se pudermos inverter a relaçãoρ(n) para escrevermosn(ρ), poderemos
obterp(ρ)

dp=
dp
dn

dn
dρ

dρ =
dp
dρ

dρ.

A quantidadedp/dρ corresponde ao quadrado da velocidade adiabática do som no
fluido

c2
s =

dp
dρ
.

Um caso de extrema importância para nosso interesse é aquele no qualc2
s é

uma constante, a qual designaremos porλ

p = λǫ.

Este fluido é conhecido comofluido perfeito.
Terminamos assim a digressão que nos permitiu obter a densidade de energiae

a densidade de partículas em função das quantidades que caracterizamo fluxo das
partículas do fluido. Voltemos agora à análise dos aspectos cinemáticos e dinâmi-
cos da matéria hidrodinâmica tomada como fonte da geometria do espaço-tempo.

A ação é dada por

S = −
∫

d4x
√−gρ

e, sabendo-se que para uma lagrangiana

L =
∫

d4x
√−g£

o tensor momento-energia é dado por

Tµν =
2
√−g

δ(
√−g£)

δgµν
,
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podemos usar (3.28) para obter

δn
δgµν

=
n
2

(

gµν − VµVν
)

e daí obter, através de (3.29), que o tensor momento-energia desse fluido é dado
por

Tµν =
(

ρ + p
)

VµVν − pgµν,

exatamente o tensor momento-energia de um fluido perfeito, confirmando nossa
interpretação inicial deρ como a densidade de energia do fluido.

No caso de o espaço-tempo ser do tipo FLRW devemos, consistentemente
com a hipótese de isotropia das seções espaciais, exigir que as partículassejam
comóveis com as hipersuperfícies que folheiam o espaço-tempo. Isso significa que
o sistema de coordenadas (xi , t) que temos utilizado em nossas análises prévias
das perturbações e do espaço-tempo de fundo corresponde ao próprio sistema de
coordenadas lagrangiano anteriormente definido, de forma que o jacobiano J na
equação (3.28) é igual a 1. Ainda podemos identificar o parâmetroσ com a coor-

denadat, de onde vem
√

gµν ∂xµ
∂σ

∂xν
∂σ = N. Finalmente, de acordo com a hipótese

de homogeneidade, devemos exigirF(ai) = constante. Assim, a densidade de
partículas será dada por

n =
F

a3

exibindo o conhecido comportamento com o inverso do volume das seções espaci-
ais. Note quen só depende det através dea, não apresentando nenhuma dependên-
cia explícita do tempo.

Estamos agora em condições de adicionar perturbações ao fluido. As pertur-
bações serão caracterizadas pelo deslocamento das partículas de suasposições em
um espaço homogêneo e isotrópico. Assim, uma partícula que originalmente pos-
suía coordenadasxµ0, passará a ter coordenadasxµ = xµ0 + ξ

µ, ondeξµ é um campo
vetorial infinitesimal.

Se efetuarmos um arrastamento de Lie, parametrizado pelo vetorΛµ o efeito
será obviamente o mesmo da perturbaçãoξµ definida acima. Dessa forma temos,
também neste caso, que buscar uma variável invariante de calibre para caracteriza-
ção das perturbações.

Sob um arrastamento de Lie que desloque as partículas ao longo deΛµ, as
coordenadas perturbadas serão levadas em

xµ → xµ + Λµ = xµ0 + ξ
µ + Λµ =: xµ0 + ξ̄

µ

de onde vemos que podemos redefinir a variável perturbativa como sendo ξ̄µ =

ξµ + Λµ.
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Decompondo tantoξµ comoΛµ em 3+ 1 como

ξ0 = χ

ξi = χi

Λ0 = α

Λi = βi

e para as componentes espaciais aplicando a decomposição (3.10) vem que sob um
arrastamento de Lie as perturbações se transformam como

χ̄ = χ + α

ξ̄ = ξ − N
a
λ

η̄i = ηi − N
a
µi ,

ondeχi = ξ|i + ηi eβi = −N
a (λ|i + µi) eηi |i = µi |i = 0 como usual. As quantidades

invariantes de calibre serão então

χ(ic) = χ +
a
N

(

B− a
N

Ė
)

ξ(ic) = ξ − E

ηi (ic) = ηi − F i .

Podemos agora, de posse de todos os resultados anteriores, calcular adensi-
dade de partículas no fluido perturbado. A primeira coisa que devemos levar em
consideração neste cálculo é que como as partículas sofrem deslocamentos a partir
de suas posições “não perturbadas”, elas não são mais comóveis com ashiper-
superfícies maximalmente simétricas. Como resultado, o sistema de coordenadas
comóvel com estas hipersuperfícies não é mais lagrangiano, e o jacobianoda trans-
formação que relaciona os dois sistemas de coordenadas será

J̃ = det
(

∂xµ

∂ai , σ

)

= det
(

∂xµ

∂xν
+
∂ξµ

∂xν

)

= 1+ ξµ ,µ +
1
2
ξµ ,µξ

ν
,ν −

1
2
ξµ ,νξ

ν
,µ.

Em segundo lugar, como a perturbação leva o pontoxµ0 no pontoxµ0 + ξ
µ, devemos

expandir a métrica perturbada ˜gµν = gµν + hµν e seu determinante

g̃ = g
(

1+ h+
1
2

h2 − 1
2

hµνhµν
)

em série de Taylor. Substituindo todas essas expressões em (3.28), vem

ρ̃(x0 + ξ) =
F(qi)

√

g̃µν
∂(xµ0+ξ

µ)
∂σ

∂(xν0+ξ
ν)

∂σ
√

−g̃(x0 + ξ)J̃
.
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Por fim, expandindo de volta para o pontox0 vem [34]

ñ(x0) = ñ(x) − ∂n

∂xµ0
ξµ − ∂

∂xν0

[

δ1n(x0 + ξ) −
∂n0

∂xµ0
ξµ
]

ξν − 1
2
∂2n0

∂xµ0∂xν0
ξµξν

O resultado de todos esses cálculos é

ñ(x0) = n0

[

1+
1
2
ǫ − χi

|i + χ̇i |iχ + χ
i
| j|iχ

i − a
N

Ai χ̇i − 1
2

a2

N2
γi j χ̇i χ̇ j − 1

2
AiA

i

+
1
4
ǫi j ǫ

i j +
1
8
ǫ2 + χ|i χ̇i +

1
2
χi
|iχ

j
| j +

1
2
χi
| jχ

j
|i −

1
2
ǫχi
|i

]

.

Para detalhes, ver apêndice B.
De posse da densidade de partículas, podemos calcular a densidade de energia.

A partir da definição deρ, dada por (3.29), obtemos

δρ =
ρ0 + p0

n
δn,

onde o subscrito 0 representa as quantidades do fundo. Por fim, a açãodo fluido
perturbado será

Sm = S(0)
m + δ1Sm+ δ2Sm

onde

S(0)
m = −

∫

d4x
√−gρ0

δ1Sm = −Na3ρ0

∫

d3xγ
1
2

(

φ − 1
2
ǫ
)

− Na3(ρ0 + p0)
∫

d3xγ
1
2

(1
2
ǫ − χi

|i

)

δ2Sm = −
∫

d4xNa3γ
1
2

{

ρ0

(

−1
2
φ2 +

1
2

AiAi − φχi
|i

)

+ p0

(1
2
ǫφ +

1
4
ǫ i j ǫi j −

1
8
ǫ2 − φχi

|i

)

−1
2

(ρ0 + p0)
( a2

N2
χ̇i χ̇i + 2

a
N

Ai χ̇i + AiA
i
)

+
1
2

c2
s(ρ0 + p0)

(1
4
ε2 + χi

|iχ
j
| j − ǫχi

|i

)}

(3.30)

3.5 Perturbações em Universos de FLRW - Dinâmica

Conforme discutimos na introdução deste capítulo, estamos interessados em
estudar a dinâmica das perturbações em seu regime linear, tendo como origem das
perturbações flutuações quânticas do campo gravitacional e do conteúdo material.
Faz-se necessário então estudar a quantização da teoria linear das perturbações.

Rigorosamente, as perturbações são graus de liberdade do campo gravitacional
e da matéria da mesma forma que os graus de liberdade de ordem zero. No entanto,
a técnica tradicionalmente adotada para o estudo dessas perturbações consiste em
estabelecer uma dicotomia entre o fundo e estas perturbações - enquanto estas são
estudadas no contexto de uma teoria quântica, o fundo é tratado como advindo do
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modelo padrão da cosmologia, o que pressupõe a validade das equaçõesde movi-
mento clássicas para estes graus de liberdade. Essa é uma situação incompleta, e
é esperado que uma abordagem totalmente quântica seja possível. O desenvolvi-
mento de tal abordagem é o tema principal deste trabalho, e voltaremos a ele mais
adiante. Por enquanto, vamos apresentar um resumo da técnica padrão de estudo
da teoria de perturbações cosmológicas aplicadas ao modelo padrão.

O fato de a dinâmica do espaço-tempo de fundo já ser conhecidaa priori dis-
pensa a necessidade de levarmos em conta os termos de ordem zero na ação da
teoria. Como as equações para a ordem zero são tomadas como válidas, podemos
utilizá-las para simplificar a ação das ordens mais altas na expansão perturbativa
da ação. Em particular, pode-se sempre anular os termos de primeira ordem nessa
ação pelo uso de tais equações. Assim, estamos interessados essencialmente nos
termos de ordem 2 da expansão,uma vez que termos de ordem mais alta dariam
origem a termos quadráticos ou de ordem maior que 2 nas equações de movi-
mento, retirando a teoria de seu regime linear. Vamos então estudar os casos
de perturbações em Universos dominados por matéria hidrodinâmica ou por um
campo escalar.

3.5.1 Matéria Hidrodinâmica

Somando os termos de ordem 2 nas equações (3.30) e (3.9) obtemos que a
lagrangiana total para as perturbações deve ser escrita como (ordem 2apenas)

L =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

[

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k +

a
N

Ȧiǫ
i j
| j +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k + φ|iǫ

i j
| j

−1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ|iǫ
|i
]

+
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ˙ǫ i j ǫ̇i j −

a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇2

− a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇Ai

|i +
aȧ2

6l2N

∫

d3xγ
1
2

(

−9φ2 − 3ǫφ − 3
4
ǫ2 + 3AiAi +

3
2
ǫ i j ǫi j

)

−2aȧ

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

φAi
|i −

1
2

Aiǫ
i j
| j

)

+
a2ȧ

3l2N

∫

d3xγ
1
2

(

ǫ i j ǫ̇i j −
1
2
ǫǫ̇ − φǫ̇

)

−Na3ρ0

∫

d3xγ
1
2

(

−1
2
φ2 +

1
2

AiAi − φχi
|i

)

− Na3p0

∫

d3xγ
1
2

(1
2
ǫφ +

1
4
ǫ i j ǫi j

−1
8
ǫ2 − φχi

|i

)

+
1
2

Na3(ρ0 + p0)
∫

d3xγ
1
2

( a2

N2
χ̇i χ̇i + 2

a
N

Ai χ̇i + AiA
i
)

−1
2

c2
sNa3(ρ0 + p0)

∫

d3xγ
1
2

(1
4
ε2 + χi

|iχ
j
| j − ǫχi

|i

)

. (3.31)

Esta é a forma mais geral da lagrangiana para perturbações em Universos domina-
dos por matéria hidrodinâmica.

No entanto, além da nítida complexidade envolvida em se tentar encontrar
soluções analíticas para as equações de movimento dessa teoria, há também o
inconveniente de a mesma estar escrita em termos de variáveis que não são in-
variantes por transformações de calibre, o que torna a interpretação física dos re-
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sultados pouco clara. Acrescente-se a essas dificuldades o fato de a ação acima
representar a ação de campos sobre um espaço-tempo (FLRW) que nãopossui um
vetor de Killing do tipo tempo, o que gera dificuldades também no momento de
quantizar a teoria.

Para contornarmos as dificuldades comentadas, podemos lançar mão da hipótese
de que o fundo obedece às equações de movimento clássicas. Assim, se nala-
grangiana acima integrarmos por partes os termos emǫi j ˙ǫ i j e ǫǫ̇, e usarmos a
equação (3.6) para expressarmos os termos de derivada segunda dofator de escala
em função da pressão e da derivada primeira dea, obteremos que esta lagrangiana
se torna

L =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

[

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k +

a
N

Ȧiǫ
i j
| j +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k + φ|iǫ

i j
| j

−1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φiǫ

|i +
1
4
ǫiǫ

i
]

+
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ˙ǫ i j ǫ̇i j −

a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇2

+
aȧ2

6l2N

∫

d3xγ
1
2

(

−9φ2 − 3ǫφ + 3AiAi

)

− 2aȧ

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

φAi
|i −

1
2

Aiǫ
i j
| j

)

− a2ȧ

3l2N

∫
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1
2φǫ̇ − a2

6l2
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1
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|i − Na3ρ0

∫
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(

−1
2
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1
2

AiAi

−φχi
|i

)

− Na3p0

∫

d3xγ
1
2

(1
2
ǫφ − φχi

|i
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1
2

Na3(ρ0 + p0)
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d3xγ
1
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N2
χ̇i χ̇i
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a
N

Ai χ̇i + AiA
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− 1
2

c2
sNa3(ρ0 + p0)
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d3xγ
1
2

(1
4
ǫ2 + χi

|iχ
j
| j − ǫχi

|i
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(3.32)

onde desprezamos o seguinte termo de derivada total:
[ a2ȧ

6l2N

∫

d3xγ
1
2

(

ǫ i j ǫi j −
1
2
ǫ2
)]

˙ (3.33)

O uso da equação (3.5) permite uma segunda simplificação, levando a la-
grangiana (3.32) a assumir a forma
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Na

6l2
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∫
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+
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N2
χ̇i χ̇i + 2

a
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Ai χ̇i + AiA
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−1
2
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sNa3(ρ0 + p0)
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d3xγ
1
2

(1
4
ε2 + χi

|iχ
j
| j − ǫχi

|i

)

.

(3.34)
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Essa lagrangiana pode ser ainda mais simplificada se decompusermos as pertur-
bações em modos tensoriais, vetoriais e escalares e pela restrição ao caso de um
fluido perfeito como fonte da geometria de fundo.

Em um primeiro momento, como estamos lidando com uma lagrangiana quadrá-
tica nas variáveis perturbativas, é esperado que, por conta da decomposição a que
acabamos de nos referir, apareçam na ação além de termos envolvendoproduto de
modos tensor-tensor, vetor-vetor e escalar-escalar, outros envolvendo produtos do
tipo tensor-vetor, tensor-escalar e vetor-escalar. Acontece que estes termos cruza-
dos podem sempre ser convertidos em termos de derivadas totais, que podem ser
desprezadas por não afetarem as equações de movimento. Como exemplo disso,
citamos um termo do tipowi j Si| j . Ele pode, por uma integral por partes, ser escrito
como

wi j Si| j =
(

wi j Si

)

| j
− wi j

| jSi .

Como os modos tensoriais estão sujeitos awi j | j = 0 o último termo a direita se
anula identicamente, restando apenas o termo de derivada total, que, como dis-
semos, pode ser desprezado. Análise similar a essa pode ser feita para todos os
termos cruzados a que nos referimos, de forma que os mesmos não contribuem
para as equações de movimento. Assim, a lagrangiana (3.34) se desacoplaem três:
uma puramente tensorial, uma vetorial e uma escalar.

Tal desacoplamento já era, na realidade, esperado, uma vez que estamosli-
dando com uma teoria linear, em que não pode haver interação mútua entre os
diferentes setores.

Dessa forma, no setor tensorial teremos a seguinte lagrangiana

LT =
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ẇi j ẇi j −

Na

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kwi j |k.

Essa expressão pode ser ainda mais simplificada se efetuarmos a seguinte mudança
de variável

wi j =

√
12l
a

µi j

levando a lagrangiana a assumir a forma2

a
2N

∫

d3xγ
1
2 µ̇i j µ̇

i j − N
2a

∫

d3xγ
1
2µi j |kµ

i j |k +
( ä
2N
− Ṅȧ

2N2
+

ȧ2

2a2

)

∫

d3xγ
1
2µi jµ

i j .

Note que a lagrangiana acima, além de extremamente simples, está escrita em ter-
mos de variáveis que são invariantes de calibre e, ainda representa, se escolhermos
N = a, a dinâmica de um campo sobre um espaço-tempo de Minkowski, o que
torna a sua quantização muito mais simples. A única dificuldade que temos que
enfrentar neste caso é o potencialä

2a, dependente do tempo.

2Nesta passagem desprezamos o termo de derivada total (− ȧ
2Nµi jµ

i j )̇
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A equação de movimento clássica das perturbações tensoriais será (N = a)

µ̈i j − µi j
|k

k −
ä
a
µi j = 0.

Se decompusermos essas perturbações em modos normais,

µi j =
∑

~k

µ(~k) f (~k)
i j

ondef (~k)
i j representam uma base ortogonal de funções tensoriais, obteremos, omitindo

o índice~k por simplicidade notacional

µ̈ +
(

k2 − ä
a

)

µ = 0.

A equação acima, embora clássica, pode ser usada para estudarmos a dinâmica
quântica das perturbações tensoriais se encararmosµ como um operador depen-
dente do tempo (visão de Heisenberg).

No setor vetorial a lagrangiana é dada por

L(V) =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2 Si| jS[i| j] −

a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 Si| j Ḟ i| j +

a3

12l2N

∫

d3xγ
1
2 Ḟ i| j Ḟi| j

+
1
2

Na3(λ + 1)ε0

∫

d3xγ
1
2

( a
N
η̇i + Si

)( a
N
η̇i + Si

)

.

Esta lagrangiana apresenta todas as dificuldades já comentadas. No entanto, se a
re-escrevermos utilizando as seguintes variáveis invariantes de calibre

ηi (ic) = ηi + F i

Vi = Si −
a
N

Ḟi

ela será levada a assumir a seguinte forma

LV =
Na

12l2

∫

d3xγ
1
2 Vi| jVi| j

+
1
2

Na3(λ + 1)ε0

∫

d3xγ
1
2

( a
N
η̇i (ic) + Vi

)( a
N
η̇

(ic)
i + Vi

)

.

(3.35)

Se agora definirmos a variável invariante de calibre

ϕi =
a

3
2
√

(λ + 1)ε0√
6
√
λ

( a
N
η̇i (ic) + Vi

)

a lagrangiana assume finalmente a forma

LV =
Na

12l2

∫

d3xγ
1
2 Vi| jVi| j + 3Nl2

∫

d3xγ
1
2ϕiϕi .
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Não é difícil verificar que as equações de movimento para as perturbações vetoriais
serão

a
N
η̇i + Vi =

Ci

a4ε0γ
1
2 (λ + 1)

a2

6l2
γ

1
2 Vi| j

j = Ci

ondeCi é uma constante. Ou seja, as perturbações vetoriaisVi não apresentam
dinâmica, evoluindo cinematicamente com 1/a2 [62]

A análise no setor escalar não é tão simples quanto as anteriores. Após algumas
integrais por partes a lagrangiana escalar é colocada na forma

LE =
Na

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψiψi − 2φiψi

)

− 2a2

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)

F i
i

−Na3λ(λ + 1)ε0

2

∫

d3xγ
1
2

(

3ψ − ξ(ic) i
i +

1
λ
φ
)2

+
Na3(λ + 1)ε0

2λ

∫

d3γ
1
2φ2 − a3

Nl2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)2

+
1
2

Na3(λ + 1)ε0

∫

d3xγ
1
2

( a
N
ξ̇(ic)i + F i

)( a
N
ξ̇

(ic)
i + Fi

)

ondeF é definido por

F = B− a
N

Ė.

As equações de movimento clássicas derivadas dessa lagrangiana são

ψi
i −

ȧ
N

F i
i +

3ȧa

N2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)

− 3l2

2
a2(λ + 1)ε0

(

3ψ − ξ(ic) i
i

)

= 0

ψ̇ +
ȧ
a
φ +

3l2

2
Na(λ + 1)ε0

( a
N
ξ̇(ic) + F

)

= 0

ψ̈ +
(

3
ȧ
a
− Ṅ

N

)

ψ̇ +
( ȧ2

a2
− 2ȧṄ

Na
+

2ä
a

)

φ +
ȧ
a
φ̇ +

N2

3a2

(

φ − ψ
)i

i

−3l2

2
N2λ(λ + 1)ε0

(

3ψ − ξ(ic) i
i

)

+
N

3a3

(

a2F i
i

)

˙= 0
[

a4(λ + 1)ε0

( a
N
ξ̇(ic) + F

)]

˙+ Na3λ(λ + 1)ε0

(

3ψ − ξ(ic)i
i +

1
λ
φ
)

= 0.

(3.36)

Derivando no tempo a segunda destas equações e usando a terceira, novamente a
segunda e (3.7) podemos obter a seguinte relação

(

φ − ψ
)

+
a
N

(

a2F
)

˙= 0
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de onde podemos concluir, expressandoφ eψ em função dos potenciais de Bardeen
Φ eΨ (equações (3.18)),

Φ = Ψ.

Voltando à lagrangiana escalar, notamos que a mesma também apresenta to-
das as dificuldades já comentadas. Para contornarmos essas dificuldades vamos,
inicialmente, definir um potencial velocidadeϕ [34] através de

ϕ =

√
6la2√(λ + 1)ε0√

λ

( a
N
ξ̇(ic) + F

)

Em termos desta variável, a lagrangiana do setor escalar passa a ser expressa como

LE =
Na

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψiψi − 2φiψi

)

− 2a2

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)

F i
i

− a3

Nl2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)2
− Na3(λ + 1)ε0

2

∫

d3xγ
1
2

[

λ
(

3ψ − ξi (ic)
i )2

+2φ(3ψ − ξi (ic)
i

)]

+
Nλ

12l2a

∫

d3xγ
1
2ϕiϕi .

(3.37)

Por fim, escolhemosN = a e definimos a seguinte quantidade invariante de calibre
[34]

v =
1
√

6l

(

ϕ − 2zψ
)

ondez =
√

3
2
λ+1
λ ε0

la3

ȧ . Usando-se a segunda das equações (3.36) e as equações
clássicas do espaço-tempo de fundo, podemos levar a lagrangiana (3.37), após
cálculos longos que não serão aqui descritos em detalhes [34], à seguinte forma
(escolhendoN = a)

∫

d3xγ
1
2
1
2

v̇2 −
∫

d3xγ
1
2
λ

2
vivi +

z̈
2z

∫

d3xγ
1
2 v2.

Esse resultado nos mostra que também no setor escalar podemos descrever a dinâmica
das perturbações através de uma lagrangiana simples, invariante de calibre e que
representa a dinâmica de um campo sobre um espaço-tempo de Minkowski.

A equação de movimento clássica parav será

v̈− λvi
i −

z̈
z
v = 0.

E decompondov em modos normais, essa equação se torna

v̈+
(

λk2 − z̈
z

)

v = 0.
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Note que o uso das equações de movimento do fundo permite que escrevamos

z=

√

3
2
λ + 1
λ

a

que leva a

v̈+
(

λk2 − ä
a

)

v = 0 (3.38)

exatamente a mesma equação obtida no caso tensorial, a menos do fatorλ que
multiplica k2, que pode sempre ser absorvido por uma redefinição dek (estamos
nos restringindo aλ > 0).

A partir das equações (3.36) e (3.7) podemos também obter a seguinte ex-
pressão

Φi
i = −

(3
2

)
3
2 l3a3

ȧλ

(v
a

)

˙ (3.39)

que nos permite, uma vez conhecidov, conhecer o potencial de BardeenΦ.
Por fim, da mesma forma que no caso tensorial e vetorial, as equações (3.39) e

(3.38) valem quando as perturbações escalares são quantizadas na visão de Heisen-
berg.

3.5.2 Universos dominados por um campo escalar

Somando as lagrangianas (3.9) e (3.26) obtemos a forma mais geral para a
lagrangiana das perturbações em um Universo de FLRW dominado por um campo
escalar

L =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

(

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k +

a
N

Ȧiǫ
i j
| j +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k

+φ|iǫ
i j
| j −

1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ|iǫ
|i
)

+
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ˙ǫ i j ǫ̇i j −

a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇2

+
aȧ2

6l2N

∫

d3xγ
1
2

(

−9φ2 − 3ǫφ − 3
4
ǫ2 + 3AiAi +

3
2
ǫ i j ǫi j

)

− 2aȧ

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

φAi
|i −

1
2

Aiǫ
i j
| j

)

+
a2ȧ

3l2N

∫

d3xγ
1
2

(

ǫ i j ǫ̇i j −
1
2
ǫǫ̇ − φǫ̇

)

− a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇Ai

|i −
a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ

+
1
2
ǫ
)

δ̇ϕ + a2ϕ̇0

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i −
Na3Vϕ

2

∫

d3xγ
1
2

(

φ − 1
2
ǫ
)

δϕ

+
ϕ̇0

2a3

4N

∫

d3xγ
1
2

(

3φ2 + ǫφ − AiAi −
1
2
ǫ i j ǫi j +

1
4
ǫ2
)

+
Na3V

4

∫

d3xγ
1
2

(

φ2

+ǫφ − AiAi +
1
2
ǫ i j ǫi j −

1
4
ǫ2
)

+
Na3

2

∫

d3xγ
1
2

(

δ̇ϕ
2

N2
−
δϕ|iδϕ|i

a2
− 1

2
Vϕϕδϕ

2
)

.

(3.40)

Esta ação sofre das mesmas dificuldades que a ação (3.31). A forma de contornar
estas dificuldades segue, em linhas gerais, os mesmos passos utilizados nocaso da
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matéria hidrodinâmica [34]. Assim, integrando por partes os termos emǫi j ǫ̇
i j e em

ǫǫ̇ em (3.40) e utilizando as equações (3.22) e (3.23) para expressar as derivadas
segundas dea e deϕ0 vem

L =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

(

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k +

a
N

Ȧiǫ
i j
| j +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k

+φ|iǫ
i j
| j −

1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ|iǫ
|i
)

+
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ˙ǫ i j ǫ̇i j

− a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇2 − aȧ2

2l2N

∫

d3xγ
1
2

(

3φ2 + ǫφ − AiAi

)

−2aȧ

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

φAi
|i −

1
2

Aiǫ
i j
| j

)

− a2ȧ

3l2N

∫

d3xγ
1
2φǫ̇ − a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇Ai

|i

+
a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ̇ +
1
2
ǫ̇
)

δϕ + a2ϕ̇0

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i − Na3Vϕ

∫

d3xγ
1
2φδϕ

+
ϕ̇0

2a3

4N

∫

d3xγ
1
2 (3φ2 + ǫφ − AiAi) +

Na3V
4

∫

d3xγ
1
2

(

φ2 + ǫφ − AiAi

)

+
Na3

2

∫

d3xγ
1
2

(

δ̇ϕ
2

N2
−
δϕ|iδϕ|i

a2
− 1

2
Vϕϕδϕ

2
)

onde omitimos o termo de derivada total
[ a2ȧ

6l2N

∫

d3xγ
1
2 (ǫ i j ǫi j −

1
2
ǫ2) − a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2 (φ +

1
2
ǫ)δϕ
]

˙ (3.41)

O uso da equação (3.21) permite levar essa lagrangiana à forma

L =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

(

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k +

a
N

Ȧiǫ
i j
| j +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k

+φ|iǫ
i j
| j −

1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ|iǫ
|i
)

− a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇2 − aȧ2

l2N

∫

d3xγ
1
2φ2

−2aȧ

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

φAi
|i −

1
2

Aiǫ
i j
| j

)

− a2ȧ

3l2N

∫

d3xγ
1
2φǫ̇ − a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇Ai

|i

+
a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ̇ +
1
2
ǫ̇
)

δϕ + a2ϕ̇0

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i − Na3Vϕ

∫

d3xγ
1
2φδϕ

+
ϕ̇0

2a3

2N

∫

d3xγ
1
2φ2 +

Na3

2

∫

d3xγ
1
2

(

δ̇ϕ
2

N2
−
δϕ|iδϕ|i

a2
− 1

2
Vϕϕδϕ

2
)

.

Também aqui, vamos decompor as perturbações em modos escalares, vetori-
ais e tensoriais. Novamente os termos cruzados serão desprezados, por serem re-
dutíveis a derivadas totais, e a ação se desacoplará em três setores independentes,
consistentemente com a linearidade da teoria.

No setor tensorial teremos como lagrangiana

L(T) = − Na

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kwi j |k +

a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ẇi j ẇi j ,
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exatamente a mesma obtida para o caso hidrodinâmico. Assim, todas as conclusões
obtidas para essas perturbações naquele caso permanecem válidas.

No setor vetorial temos

L(V) =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2 Si| jS[i| j] −

a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 Si| j Ḟ i| j +

a3

12l2N

∫

d3xγ
1
2 Ḟ i| j Ḟi| j

que sofre das mesmas dificuldades já comentadas no caso da matéria hidrodi-
nâmica. Essas dificuldades podem ser contornadas pela introdução da variável
invariante de calibreVi

Vi = Si −
a
N

Ḟi .

Em termos desta variável a lagrangiana do setor vetorial assume a forma

Na

6l2

∫

d3xγ
1
2 V[i| j]V[i| j]

de onde obtemos que a equação de movimento paraVi será

1
2

Vi| j
| j ≈ 0

que implica em
Vi = 0.

Ou seja, em um Universo dominado por um campo escalar, as perturbações vetori-
ais são identicamente nulas.

Por fim no setor escalar, após algumas integrais por partes, a lagrangiana as-
sume a forma

L(E) =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

(

2ψiψi − 4φiψ
i
)

− a3

l2N

∫

d3xγ
1
2 ψ̇2 − ȧ2a

l2N

∫

d3xγ
1
2φ2

−2a2ȧ

l2N

∫

d3xγ
1
2φψ̇ +

a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ̇ + 3ψ̇
)

δϕ − Na3Vϕ

∫

d3xγ
1
2φδϕ

+
ϕ̇0

2a3

2N

∫

d3xγ
1
2φ2 − 2a2

3l2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ − 3l2ϕ̇0

2
δϕ
)(

B− a
N

Ė
)i

i

+
Na3

2

∫

d3xγ
1
2

( 1
N2

δ̇ϕ
2 − 1

a2
δϕiδϕi −

1
2
Vϕϕδϕ

2
)

,

que sofre de todas as dificuldades já conhecidas.
As equações de movimento serão

ψi
i −

3ȧa

N2
ψ̇ +
( Ṅȧa

N3
− äa

N2
− 2ȧ2

N2

)

φ − ȧ
N

F i
i −

3l2a2

4
Vϕδϕ −

3l2a2ϕ̇0

2N2
δ̇ϕ = 0

ψ̈ +
N

a3

(a3

N

)

˙ψ̇ +
N

a3

(a2ȧ
N

)

φ̇ +
ȧ
a
φ̇ +

3N2l2Vϕ

4
δϕ +

N2

3a2

(

φ − ψ
)i

i

+
N

3a3

(

a2F i
i

)

˙− 3l2ϕ̇0

2
δ̇ϕ = 0

ψ̇ +
ȧ
a
φ − 3l2ϕ̇0

2
δϕ = 0.

(3.42)
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Derivando no tempo a última destas equações e utilizando a segunda e novamente
a última, além de (3.24) podemos, de forma semelhante ao caso do fluido perfeito,
obter a igualdade

φ − ψ + 1
Na

(

a2F i
i

)

˙= 0,

de onde obtemos
Φ = Ψ.

A escolha deN = a, a introdução da variável invariante de calibrev

v = a
[

δϕ +
aϕ̇0

ȧ
ψ
]

e o uso da última das equações (3.42) e (3.24) leva essa lagrangiana, após cálculos
muito longos e que também não serão detalhados aqui, à seguinte forma

∫

d3xγ
1
2
v̇2

2
−
∫

d3xγ
1
2
vivi

2
+

z̈
z

∫

d3xγ
1
2
v2

2
(3.43)

onde termos de derivada total foram omitidos ezé dado porz= a2ϕ̇0/ȧ. A equação
de movimento clássica para os modos normais dev será

v̈+
(

k2 − z̈
z

)

v = 0.

A partir da última e da penúltima equações de (3.42), e de (3.24) podemos
obter

Φi
i =

3l2aϕ̇2
0

2ȧ

(v
z

)

˙

e, também neste caso, o conhecimento dev pemite o conhecimento do potencial de
BardeenΦ.
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Capítulo 4

Cosmologia Quântica

4.1 Introdução

Após o final da década de 60, com o desenvolvimento por Hawking e Pen-
rose dos chamados Teoremas de Singularidade [5] a idéia de um começo para o
Universo em uma singularidade ganhou força entre os pesquisadoresda área. No
entanto, a existência de uma singularidade em um tempo finito no passado é porsi
só um problema. Tal singularidade representa um momento ao qual simplesmente
não se pode aplicar nenhum método físico para descrevê-lo. A própria idéia de o
Universo ser descrito por um espaço tempo geodesicamente incompleto, deveria
ser encarada de forma mais razoável apenas como indicativo de um limite de va-
lidade para a teoria da Relatividade Geral e não como uma propriedade intrínseca
da evolução dinâmica dele.

Acontece que os citados teoremas de singularidade têm sua validade condi-
cionada à validade de certas hipóteses sobre o conteúdo material dominantedo
Universo, bem como sobre a dinâmica que rege o mesmo. Nominalmente, tais
teoremas pressupõem que

1. A geometria é dinâmica.

2. A Teoria da Relatividade Geral é válida durante toda a história do Universo.

3. O conteúdo material dominante do Universo obedece, a todo instante, à
condição

ρ + 3p ≥ 0,

conhecida como condição de energia forte. Essa condição é, de fato, obede-
cida pela maioria dos fluidos atualmente conhecidos em laboratório.

4. O espaço-tempo não possui vorticidade.

Se pretendemos desenvolver um modelo cosmológico sem singularidade, temos
então que violar alguma dessas condições. Vários modelos que exploram acondição
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3 têm sido desenvolvidos nas últimas décadas, exibindo a desejada ausência de sin-
gularidades [15]. Em nome da concisão e da objetividade, não abordaremos tais
modelos neste trabalho.

No que concerne à condição 2, também inúmeras possibilidades vêm sendo
estudadas [11, 12, 13, 14, 63], tais como correções de ordem 2 ou maisda curvatura
sendo adicionadas à ação,teorias com constantes fundamentais variandono tempo
[64], acoplamento não-mínimo do conteúdo material com o campo gravitacional
[10] ou ainda a quantização da relatividade geral.

Neste trabalho seguiremos este último caminho. As possibilidades nesse sen-
tido também são variadas. Exemplos de modelos de gravitação quântica são a gra-
vitação quântica com laços (Loop Quantum Gravity-LQG) [16, 17, 18, 65, 66], uma
abordagem canônica do processo de quantização, e a teoria de cordas, esta última
fortemente motivada por teorias de campos e de partículas [67]. Modelos advindos
desssas teorias têm sido amplamente discutidos na literatura [11, 68, 14, 13,63].

Nós vamos nos fixar à quantização canônica da teoria da Relatividade Geral
via formalismo ADM [22] (que usa variv́eis diferentes das utilizadas pela LQG).

As primeiras tentativas de quantizar canonicamente a teoria da Relatividade
Geral surgiram ainda na década de 60 após o desenvolvimento por Arnowitt, Deser
e Misner de um formalismo hamiltoniano para espaços-tempo globalmente folhe-
áveis por hiper-superfìcies do tipo espaço (formalismoADM) [22]. A quantização
de tal teoria levava no entanto a uma equação extremamente complicada de ser re-
solvida (a equação deWheeler-DeWitt) [8], para a qual até hoje nenhuma solução
exata foi encontrada. Além disso a quantização da gravitação levantavaquestões
conceituais, tais como a ausência de uma noção de tempo e como essa noção pode-
ria ser recuperada em uma aproximação semi-clássica, questões essas que até hoje
também não foram satisfatoriamente respondidas [69].

Para contornar essas dificuldades, na década de 70, DeWitt e Misner [6, 7, 8]
propuseram um método aproximativo para a solução da equação de Wheeler-de
Witt, conhecido comométodo de mini-superespaço[19, 20, 21].

Denomina-se superespaço, em gravitação quântica, o espaço formadopor todas
as possíveis geometrias do 3-espaço. Tipicamente, o funcional de onda do campo
gravitacional poderia assumir amplitudes não nulas sobre todo o superespaço. No
entanto, espera-se que para a maioria das soluções fisicamente relevantes a ampli-
tude de probabilidades determinada por esse funcional seja significativaapenas em
uma certa região do superespaço, que contém todas as 3-geometrias de uma certa
classe, cuja caracterização envolve a especificação das simetrias do espaço-tempo
clássico. O método de quantização em mini-superespaço consiste em partir da ação
mais geral para o campo gravitacional que ainda respeite tais simetrias e, a partir
daí proceder à quantização canônica normalmente. Tal processo representa uma
significativa redução de graus de liberdade, de forma que para a maioriados ca-
sos estudados é possível encontrar-se soluções para o funcional de onda do campo
gravitacional.

A aplicação da quantização em mini-superespaço na cosmologia, embora tec-
nicamente simples [70, 71], apresenta um sério inconveniente conceitual: ainter-
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pretação do funcional de onda do Universo. Tradicionalmente, a interpretação dos
funcionais de onda obtidos na quantização do campo gravitacional é feita através da
interpretação padrão da mecânica quântica, aIntepretação de Copenhagen. Acon-
tece que essa interpretação, por ter um caráter exclusivamente epistemológico, só
faz sentido quando aplicada a sistemas físicos, se pressupormos a existência de um
observador externo ao sistema e regido pelas leis da mecânica clássica. Tal dicoto-
mia, por si só insatisfatória, se torna um impedimento quando o objeto de estudo
é o Universo, entendido como o conjunto de tudo o que existe. Nesse casonão há
como conciliar a idéia de um observador externo ao sistema para dar sentidoà in-
terpretação de Copenhagen. Assim, enquanto em outras áreas da físicao chamado
problema da interpretação da mecânica quânticaassume um caráter mais filosó-
fico, na cosmologia ele se torna fundamental, pois sem uma interpretação adequada
toda a idéia de quantização do campo gravitacional carece de sentido.

Propostas de interpretações alternativas da mecânica quântica têm sido feitas ao
longo do séculoXX. Dentre essas podemos citar aInterpretação de Vários Mundos
[24, 25] e aInterpretação de Bohm-de Broglie[31, 32, 33]. Esta última é a que
vamos adotar neste trabalho. Para um breve resumo dos problemas relacionados à
interpretação de Copenhagen e das idéias básicas da interpretação de Bohm ver a
seção correspondente no capítulo 2.

4.2 Método de Mini-Superespaço para Universos Domi-
nados por um Fluido Perfeito

Vamos agora determinar a hamiltoniana para um fluido perfeito em Relativi-
dade Geral. Para tanto vamos utilizar o formalismo de Fock [61, 34]. Esse forma-
lismo já foi introduzido no capítulo anterior, onde estabelecemos as relações

Sm = −
∫

d4x
√−gρ0

ρ0 = n
(

m0 + π
)

, (4.1)

π =

∫ n dp
no′

,− p
n

(4.2)

n =
F
√

gµν
∂xµ0
∂σ

∂xν0
∂σ√−gJ
,

ondeσ é um parâmetro ao longo das linhas de mundo das partículas que compõem
o fluido, ρ é a densidade de energia desse fluido exµ0 são as coordenadas de cada
partícula. As outras quantidades já tiveram seus significados discutidos no capítulo
3 e os mesmos não serão necessários no que segue.

De posse da açãoSm, o próximo passo seria o cálculo dos momentaPµ asso-
ciados às coordenadasxµ0 e a partir daí calcularmos a hamiltoniana. No entanto,
deve-se tomar cuidado no cálculo desses momenta.
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Tomando como lagrangiana

Sm =

∫

dtL→ L = −
∫

d3x
√−gρ0

teremos quePµ será dado por

Pµ =
∂L

∂(dxµ
dt )

. (4.3)

Note que na expressão acima a velocidade é tomada como a derivada em relação
ao tempot, que é o tempo que aparece na integral da lagrangiana para obtenção da
ação. No entanto, na lagrangiana, as velocidades que aparecem são tomadas como
derivadas em relação ao parâmetro de tempoσ, que, a priori, não possui nenhuma
relação funcional com o tempo coordenadot. A conclusão a que chegamos é a de
que a derivada em (4.3) é identicamente nula, sendo então identicamente nuloo
momentumPµ. Isso nos dá um vínculo primário para a teoria. O outro vínculo
primário é

PN ≈ 0.

Calculando a hamiltoniana do fluido mais gravitação temos

H = −Nl2P2
a

4aV
+

∫

d3xγ
1
2 Na3ρ0 +

∫

d3xγ
1
2λµPµ + λNPN. (4.4)

Nesta expressão,V representa o volume comóvel das seções espaciais, que estamos
considerando topologicamente fechadas, por hipótese (topologia não trivial, já que
a geometria é plana).

A conservação do vínculoPµ leva a

∂

∂xµ

∫

d3xγ
1
2ρ0 ≈ 0

condição que é identicamente satisfeita1. Dessa forma a conservação dePµ é iden-
ticamente satisfeita. A conservação dePN leva a

H0 =: − l2P2
a

4aV
+

∫

d3γ
1
2 a3ρ0 ≈ 0,

cuja conservação é identicamente satisfeita. Note que nenhum multiplicador deLa-
grange foi determinado. Os vínculosPN, Pµ e H0 são então vínculos de primeira
classe e portanto geradores de transformações de calibre. O vínculoPN é respon-
sável única e exclusivamente pelas transformações de calibre deN. As transfor-
mações de calibre geradas pelosPµ só atuam sobre as coordenadasxµ, que se
alteram como

xµ0 → xµ0 + ǫ
µ

1A densidade de energiaρ0 não depende explicitamente do tempo, depende apenas do fator de
escalaa, que é considerado uma variável dinâmica independente.
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ondeǫµ é um parâmetro infinitesimal arbitrário da transformação de calibre. As-
sim, as transformações de calibre geradas pelosPµ representam transformações
infinitesimais de coordenadas das partículas do fluido. SendoH0 proporcional à
hamiltoniana, temos que o mesmo gera transformações de calibre associadas à
uma reparametrização temporal da teoria.

ComoN aparece na hamiltoniana multiplicando o vínculo de primeira classe
H0, concluímos que ele deve ser um multiplicador de Lagrange livre da teoria,
quer dizer, podemos atribuir-lhe qualquer valor, sem alterarmos o conteúdo físico
da teoria. Uma outra forma de ver isso é notar queṄ = λN e que esse multiplicador
de Lagrange não foi determinado.

Essa liberdade na escolha deN está intimamente ligada à liberdade na escolha
da variável temporalt, gerada como vimos pelo vínculoH0. Isso fica claro se
tomarmos um observador comóvel com as hipersuperfícies espaciais, para o qual a
velocidade própria será

Vµ =

( dt
dτ

)

δ
µ
0

sendodτ o seu tempo próprio. A condição de normalização da velocidade

VµVµ = 1

leva então a

dt =
1
N

dτ

e podemos ver que diferentes escolhas deN levam a diferentes escolhas det.
Algumas escolhas comuns em cosmologia sãoN = 1, cuja variável associada,

denominada tempo cósmico, é o tempo próprioτ; e N = a, cuja variável associada
denomina-se tempo conforme, e é usualmente representada pela letraη.

Das equações (4.2) e (4.1) e usando

n =
F

a3

é fácil verificar que

ρ̇0 =
−3(λ + 1)ȧ

a
ρ0

e portanto
(

a3(λ+1)ρ0

)

˙= 0

ou seja

a3ρ0V =
constante

a3λ
. (4.5)

Usando o procedimento inverso de Routh, na hamiltoniana (4.4) podemos identi-
ficar a constante na equação (4.5) como um momentum canonicamente conjugado
a uma variável cíclica. Vamos denotar essa variável porT e o seu momentum por
PT . Assim, a hamiltoniana (4.4) se torna

H = NH0 + λNPN +

∫

d3xλµPµ
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com

H0 = −
l2P2

a

4aV
+

PT

a3λ
PT = a3(λ+1)ρ0.

Dessa hamiltoniana tiramos

Ṫ =
N

a3λ

e pela escolhaN = a3λ teremos

T = t + constante

ou seja, a variávelT introduzida pelo procedimento inverso de Routh corresponderá
ao próprio tempo coordenadot.

É trivial verificar que a hamiltoniana (4.4) gera as equações corretas para o
fator de escala.

É adequado comentar aqui que a hamiltoniana acima pode ser obtida partindo-
se do formalismo de Schutz [72, 73] que é o frequentemente utilizado em trabalhos
anteriores na área de cosmologia quântica [71, 74].

4.3 Quantização - A Função de Onda do Universo

Na seção anterior obtivemos a expressão para a hamiltoniana como sendo

H = NH0 + λNPN + λµPµ

sendoH0, PN e Pµ vínculos de primeira classe eλN, λµ e N os respectivos multi-
plicadores de Lagrange.

Como estamos lidando com um sistema vinculado devemos, na quantização
pela prescrição de Dirac [39], exigir que a função de onda seja aniquilada pelos
vínculosPN, Pµ e H0. Dos dois primeiros concluimos que a função de onda não
dependerá deN nem das coordenadasxµ das partículas. A terceira condição leva à
seguinte expressão

a3λH0χ = 0

onde o fatora3λ foi introduzido por conveniência.
Na quantização a expressão acima apresentará o problema de ordenamento de

operadores no primeiro termo. Escolheremos como ordenamento aquele quegera
uma hamiltoniana covariante por mudanças das variáveis dinâmicas. Esse ordena-
mento corresponde a

l2

4V
a

3λ−1
2

∂

∂a

(

a
3λ−1

2
∂ψ

∂a

)

= ı
∂ψ

∂T
, (4.6)

que corresponde a uma equação do tipo Schroedinger descrevendo aevolução da
função de ondaψ(a,T) no tempoT. Como já discutido anteriormente, esse tempo
corresponde ao tempo coordenado se impusermos o calibreN = a3λ. A particula-
rização desse tempo para a parametrização da evolução dinâmica do sistema foi a
razão pela qual multiplicamos o vínculoH0 pora3λ.
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O operador

Ĥ =
l2

4V
a

3λ−1
2

∂

∂a

(

a
3λ−1

2
∂

∂a

)

não é hermitiano sobre todo o espaço de Hilbert, ou seja, dadas duas funções de
ondaφ eψ, a igualdade

< φ|Ĥ|ψ >=< ψ|Ĥ|φ >∗ (4.7)

pode não ser satisfeita [71]. Dado que

< φ|Ĥ|ψ >=
∫ a

0
daa−

3λ−1
2 φ∗

l2

4V
a

3λ−1
2

∂

∂a

(

a
3λ−1

2
∂ψ

∂a

)

,

ondea−
3λ−1

2 é a raíz quadrada do determinante da métrica do espaço de Hilbert,
então, para que a igualdade (4.7) seja válida, devemos ter

[

a−
3λ−1

2

(

φ∗
∂ψ

∂a
− ψ∂φ

∗

∂a

)]∞

0
= 0.

Sob a hipótese de que as funções de onda vão a zero suficientemente rápido para
a→ ∞, então teremos que a expressão acima se reduzirá a

φ∗
∂ψ

∂a
− ψ∂φ

∗

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

a=0
= 0.

Essa condição será satisfeita se todas as funções de onda do espaço de Hilbert
satisfizerem à condição de contorno

ψ

∣

∣

∣

∣

∣

a=0
= α

∂ψ

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

a=0
(4.8)

com o mesmoα real para todas as funções de onda. Dessa forma obtemos um
espaço de Hilbert reduzido, caracterizado pelo particular valor deα escolhido. A
função de onda do Universo deverá estar contida neste espaço, para que tenhamos
conservação de probabilidades.

Vamos agora resolver a equação (4.6). Inicialmente definimos a variável auxi-
liar x por

x =
2
√

V
l

2
3(1− λ)

a
3(1−λ)

2 .

Em termos desta variável a equação (4.6) fica

1
4
∂2ψ

∂x2
= ı

∂ψ

∂T

e impondo a condição inicial(ver [76], além de [75] e referências ali contidas.)

ψ(x,0) =
( 8
T0π

)
1
4
e−

x2
T0
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ondeT0 é uma constante, obtemos a solução para todoT [76]

ψ(a,T) =
[ 8T0V

π(T2 + T2
0)l2

]
1
4
e
− 4T0Va3(1−λ)

9(1−λ)2(T2+T2
0)l2 e

−ı
[

4TVa3(1−λ)

9(1−λ)2(T2+T2
0)l2
+ 1

2 arctan(
T0
T )− π4

]

(4.9)

e verifica-se trivialmente que
∂ψ

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

a=0
= 0

satisfazendo à condição de contorno (4.8) comα→ ∞.

4.4 Trajetórias Bohmianas

Na função de onda (4.9) podemos ler diretamente as expressões deS (fase da
função) eR (módulo da função)

S = − 4TVa3(1−λ)

9(1− λ)2(T2 + T2
0)l2
− 1

2
arctan

(T0

T

)

+
π

4

R=
[ 8T0V

π(T2 + T2
0)l2

]
1
4
e
− 4T0Va3(1−λ)

9(1−λ)2(T2+T2
0)l2 .

Aplicando a interpretação de Bohm, obtemos

Pa =
∂S
∂a
= − 4TVa2−3λ

3l2(1− λ)(T2 + T2
0)

de onde vem

ȧ = −a3λ−1l2Pa

2V
=

2Ta

3(1− λ)(T2 + T2
0)

cuja solução é

a(T) = a0

(

1+
T2

T2
0

)
1

3(1−λ)
. (4.10)

Para sermos completos, vamos também apresentar a expressão do potencial
quântico. Este pode ser calculado por

Q(a,T) =
l2

4VR
a

3λ−1
2

∂

∂a

(

a
3λ−1

2
∂R
∂a

)

cuja expressão para a função de onda apresentada será

Q(a,T) = − T0

2(T2 + T2
0)
+

4T2
0Va3(1−λ)

9(1− λ)2l2(T2 + T2
0)2

.

59



−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

T/T
0

Q
(T

)

Potencial Quântico

 

 
λ=0
λ=1/3

Figura 4.1:Potencial Quântico dado pela equação(4.11) com a0 = 1, T0 = 1,
V = 1 e l = 1.

Substituindoa(T), obtemos

Q(T) =
1
T0

[ 4Va3(1−λ)
0

9(1− λ)2l2T0
− 1

2

] 1

1+ T2

T2
0

. (4.11)

Nas figuras (4.1) e (4.2) apresentamos gráficos dea(T) e Q(T) e pode-se verificar
que em torno deT = 0 o potencial quântico é máximo em módulo, coincidindo
com o mínimo dea.

Vamos agora proceder à análise de alguns aspecto relevantes da trajetória bohmi-
ana (4.10). O primeiro fato que chama a atenção é a não existência de uma singu-
laridade, ou seja,a(T) nunca é zero. Trata-se de fato de um modelo de Universo
Eterno, em que não há um começo. Note que a faseT ≤ 0, contrativa, não colapsa
para uma singularidade, como seria esperado se a teoria da Relatividade Geral clás-
sica valesse em todo tempo, pois em torno deT = 0 o potencial quântico domina
a evolução, afastando pois as trajetórias de seu comportamento clássico. OUni-
verso entra então na fase expansiva atual, quando, paraT suficientemente grande,
a dinâmica volta a ser dominada pela Relatividade Geral clássica.

Um outro aspecto importante dessas soluções é a inexistência de horizontesde
partículas. Como se sabe a distância comóvelHp desse horizonte é calculada por

Hp(τ) =
∫ τ

−∞

dτ′

a
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Figura 4.2:Comportamento do fator de escala(4.10)para diversos valores deλ.
Nos gráficos acima usamos a0 = 1 e T0 = 1.

e usandodτ = a3λdT e (4.10) vem

Hp(T) =
∫ T

−∞
dT′
(

1+
T′ 2

T2
0

)
−λ
1−λ

e é fácil verificar que essa integral diverge para Universos dominados por fluidos
com 1 > λ > −1

3, indicando a ausência de horizontes. Essa ausência pode ser
entendida como efeito da existência de um tempo infinito no passado, no qual os
componentes materiais do Universo puderam se termalizar.

Comentamos que outras escolhas de condições iniciais também levam a funções
de onda da forma (4.10) [71].

A análise de um modelo cosmológico quântico com poeira e radiação tornaria
este capítulo desnecessariamente longo. Ao leitor interessado recomendamos a
literatura no assunto(ver [74] e referências).

Também existem estudos em mini-superespaço para Universos dominadospor
um campo escalar mas, nesse caso, não há o aparecimento de um momentum
de forma linear na hamiltoniana. Como consequência, não podemos definir uma
noção de tempo para descrever a evolução desse Universo. Obtém-se, não obstante,
soluções para o fator de escala sendo uma função implícita do campo escalar. Es-
sas soluções são analíticas no caso em que o potencial do campo é identicamente
nulo e numéricas caso contrário.

Por fim, embora nossa análise tenha se limitado a soluções comK = 0, são
também conhecidas na literatura soluções para os casosK = 1 e K = −1 com
fluido perfeito [71], obtendo-se para o primeiro Universos com fasesde expansão
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e contração que se alternam de forma cíclica, sem nunca colapsar em uma sin-
gularidade. No casoK = −1 obtém-se também soluções que se contraem desde
T → −∞ até um valor mínimo emT = 0, voltando a se expandir, por força do
potencial quântico, e desembocando na solução clássica quandoT for suficiente-
mente grande. Essas soluções só são analíticas no caso de radiação.

Uma propriedade atraente das soluções comK = −1 é a de se poder mostrar
que para elas o parâmetro de densidadeΩ pode se aproximar suficientemente de 1
na fase contrativa, antes do domínio do potencial quântico, e por simetria datra-
jetória quântica,Ω continua igualmente próximo de 1 ao final dobounce. Teríamos
então, uma solução que inicia o período clássico de expansão arbitrariamente pró-
xima de 1. Isso indica que esses modelos podem apresentar uma solução natu-
ral para o problema da planeza, sem a necessidade de se apelar para fases infla-
cionárias.

Concluímos com este capítulo portanto que a quantização em mini-superespaço
da Relatividade Geral leva a modelos de Universo sem singularidade e sem hori-
zontes, suficientemente próximas da planeza (paraK = −1) resolvendo assim os
grandes problemas da cosmologia moderna2.

Resta testar a robustez de tais modelos com relação às perturbações cosmoló-
gicas e anisotropias da radiação de fundo. Esse é o tema central e original dessa
tese e a ele nos dedicamos no próximo capítulo.

2Há mesmo alguns modelos de brinquedo que apresentam uma fase de aceleração tardia, repre-
sentando também uma potencial alternativa para o problema da energia escura [77].
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Capítulo 5

Teoria de Perturbações em
Cosmologia Quântica

5.1 Introdução

Nos capítulos anteriores analisamos a teoria de perturbações aplicada a soluções
das equações de Friedmann . Em tal análise foi mostrado que a hamiltoniana do
setor das perturbações, escrita em segunda ordem nas mesmas (de forma a gerar
equações de movimento lineares), além de apresentar uma grande complexidade
de ordem prática no que se refere à tarefa de encontrar soluções analíticas para si,
apresentava ainda problemas conceituais com relação à interpretação física das va-
riáveis perturbativas, pois o fato das mesmas não serem invariantes de calibre não
deixava claro se tratávamos de verdadeiras perturbações ou apenas de artefatos de
uma transformação infinitesimal de coordenadas. Outra dificuldade que a hamil-
toniana em questão apresentava era o fato de as variáveis perturbativas se com-
portarem como campos sobre um espaço-tempo de fundo que não possuíaum vetor
de Killing do tipo tempo, o que tornava difícil a quantização da teoria. A solução
conhecida na literatura para tais dificuldades é baseada na utilização das equações
de movimento do espaço-tempo de fundo nos termos de ordem 2 da lagrangiana
perturbativa, o que, juntamente com a introdução de variáveis invariantesde calibre
e com a decomposição das perturbações em modos escalares, vetoriais etensoriais,
permitia desacoplar a hamiltoniana perturbativa em 3 hamiltonianas mais simples,
invariantes de calibre e que descreviam a dinâmica de campos sobre um espaço-
tempo de Minkovski (no casoK = 0). Os efeitos dinâmicos da dependência tem-
poral do espaço-tempo de fundo sobre as perturbações ficavam então representados
em potenciais dependentes do tempo que eram responsáveis pela criaçãode quanta
de perturbação a partir de um estado inicial de vácuo.

Tal metodologia, embora quando aplicada às soluções de Friedmann produza
resultados em bom acordo com os dados experimentais, tem aplicação limitadapor
lançar mão das equações clássicas de movimento do espaço-tempo de fundo, pres-
supondo que os graus de liberdade da ordem zero da teoria comportem-se como

63



graus de liberdade clássicos, enquanto os perturbativos são quantizados. Natural-
mente, o que dá validade ao método é uma aproximação baseada na idéia de queo
mesmo é aplicável apenas em instantes nos quais os graus de liberdade de ordem
zero estão sendo descritos, em boa aproximação, pela mecânica clássica, perdendo
a validade quando tal condição não é satisfeita. A situação é parecida coma quan-
tização de um átomo de hidrogênio, para citar um caso concreto. Em uma primeira
aproximação tratamos o problema determinando a função de onda de um elétron
em um campo elétrico clássico. Posteriormente, a introdução de um tratamento to-
talmente quântico, quantizando inclusive o campo elétrico produz refinamentos nas
previsões da teoria. Mas então cabe a pergunta: Há alguma generalização possível
do método em um tratamento totalmente quântico dos modelos cosmológicos?

Tal pergunta assume uma grande relevância quando se considera que otrata-
mento quântico da geometria de fundo dá origem a modelos cosmológicos não
singulares que se apresentam como alternativas válidas, ou pelo menos como pro-
postas complementares, ao paradigma inflacionário da cosmologia. A robustez de
tais modelos deve ser testada com relação aos dados atuais fornecidos por obser-
vações das anisotropias da radiação cósmica de fundo, bem como em relação às
futuras observações de ondas gravitacionais. Para elaborar-se previsões teóricas a
partir de tais modelos, o tratamento totalmente quântico das perturbações cosmo-
lógicas é fundamental.

Como no caso totalmente quântico as equações clássicas da ordem zero não
são mais válidas, elas não podem ser utilizadas para resolver os problemascitados
nos parágrafos anteriores. Vemo-nos obrigados a tratar o problema utilizando-nos
da hamiltoniana associada à lagrangiana (3.31). De fato, como não podemosuti-
lizar as equações de ordem zero para eliminar os termos de ordem 1, tambémestes
deverão ser levados em consideração em um tratamento totalmente quântico,bem
como os próprios termos de ordem zero. Este problema foi abordado nesta forma
por Halliwell e Hawking [35], que analisaram o caso de um Universo gerado por
um campo escalar e com seções espaciais de curvaturaK = +1. As dificuldades
encontradas só permitiram que o problema fosse resolvido lançando mão daapro-
ximação semi-clássica (método WKB) para os graus de liberdade do fundo.Não
é exagero dizermos então que o problema totalmente quântico nunca foi efetiva-
mente resolvido.

Neste capítulo, que constitui o trabalho original desta tese, vamos mostrar
que uma série de transformações canônicas, além da decomposição em modos
escalares, vetoriais e tensoriais e da introdução de variáveis invariantesde cali-
bre1 podem levar a hamiltoniana das perturbações em um Universo de FLRW a se
desacoplar em 3 hamiltonianas mais simples e, através da hipótese da existência
de trajetórias bohmianas para o fundo mostraremos que essas hamiltonianas são
unitariamente equivalentes às hamiltonianas obteníveis no método padrão [78].

1Pela discussão apresentada no capítulo 3 deve ter ficado claro que tanto adecomposição em
modos escalares, vetoriais e tensoriais quanto a definção das variáveisinvariantes de calibre são
baseadas em aspectos meramente cinemáticos, não dependendo portanto da validade das equações
clássicas do fundo e podendo ser utilizadas na presente abordagem.
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Uma vez obtidas tais hamiltonianas o espectro das perturbações será calculado
no capítulo 6 para o modelo desenvolvido no capítulo 4 e os resultados comparados
com dados observacionais.

5.2 Perturbações em Universos Dominados por um Fluido
Perfeito

Sendo a ação dada por

S = −
∫

d4x
√−g
( R

6l2
+ ρ
)

,

as perturbações métricas caracterizadas por

h00 = 2N2φ

h0i = −NaAi

hi j = a2ǫi j

e as perturbações no fluido por

xµ0 → xµ = xµ0 + ξ
µ

teremos que a ação acima será levada em

S = S(0) + δ1S + δ2S

ondeS(0), δ1S e δ2S são respectivamente termos de ordem zero, um e dois nas
perturbações. Suas expressões são

S(0) = −
∫

d4xγ
1
2
ȧ2a

l2N
−
∫

d4xγ
1
2 Na3ρ0

δ1S =
Na3
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2
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]
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− 2ä
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]
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}

δ2S =
∫
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1
4
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a
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2
ǫ|iǫ

i j
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4
ǫ|iǫ
|i
)

+

∫

d4xγ
1
2

a3

24l2N
˙ǫ i j ǫ̇i j −

∫
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1
2

a3

24l2N
ǫ̇2

+

∫

d4xγ
1
2

aȧ2
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(

−9φ2 − 3ǫφ − 3
4
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3
2
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)

−
∫
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1
2
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+

∫

d4xγ
1
2

a2ȧ

3l2N

(

ǫ i j ǫ̇i j −
1
2
ǫǫ̇ − φǫ̇

)

−
∫

d4xγ
1
2

a2

6l2
ǫ̇Ai

|i

−
∫

d4xγ
1
2 Na3ρ0

(

−1
2
φ2 +

1
2

AiAi − φχi
|i

)

−
∫

d4xγ
1
2 Na3p0

(1
2
ǫφ +

1
4
ǫ i j ǫi j −

1
8
ǫ2

−φχi
|i

)

+

∫

d4xγ
1
2
1
2

Na3(ρ0 + p0)
( a2

N2
χ̇i χ̇i + 2

a
N

Ai χ̇i + AiA
i
)

−
∫

d4xγ
1
2
1
2

c2
sNa3(ρ0 + p0)

(1
4
ε2 + χi

|iχ
j
| j − ǫχi

|i

)

.
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Quando da análise feita no capítulo 3 a açãoS(0) foi desconsiderada pois su-
pusemos que o espaço-tempo de fundo era clássico e já conhecido. Assimnão
era necessário tratar tais termos. A ação da ordem um,δ1S, foi desconsiderada
pois pelo princípio de ação estacionária, tal termo tem que se anular pelo usodas
equações clássicas do fundo. Restou apenasδ2S para ser tratada pelo formalismo.

No caso presente somos obrigados a tratarS(0) juntamente comδ2S, uma vez
que queremos quantizar também o fundo. Com relação aos termos de ordemum,
estes podem novamente ser desprezados pela hipótese de que as perturbações ten-
ham valor médio espacial nulo, ou seja

∫

d3x
√−ghµν = 0 e

∫

d3x
√−gδ1ρ.

Na realidade em Universos de FLRW tal hipótese pode ser relaxada, exigindo-
se que apenas as perturbações escalaresφ, ψ e ξ tenham valor médio nulo. A
razão para isto está no fato de que na ação de ordem um apenas estes termos estão
presentes, já que a única forma de as quantidadeswi j , Si , Fi e ηi aparecerem na
açãoδ1S seria atavés das divergênciasSi |i , F i |i , ηi |i e wi j |i j e do traçowi

i , sendo
que todas essas quantidades são identicamente nulas por construção. Por outro lado
a exigência de queφ, ψ e ξ tenham valor médio nulo pode sempre ser satisfeita,
sem perda de generalidade. Suponhamos o elemento de linha perturbado2

ds2 = N2(t)
(

1+ 2φ(~x, t)
)

dt2 − a2(t)
(

1− 2ψ(~x, t)
)

γi j dxidxj . (5.1)

Decomporemosφ eψ em

φ(~x, t) = φ̄(t) + φ(0)(~x, t)

φ(~x, t) = ψ̄(t) + ψ(0)(~x, t),

ondeφ̄(t) eψ̄(t) são os valores médios espaciais deφ(~x, t) eψ(~x, t), supostos não nu-
los, eφ(0)(~x, t) eψ(0)(~x, t) são obviamente campos de valor médio nulo. O elemento
de linha perturbado será então

ds2 = N2(t)
(

1+ 2φ̄(t) + 2φ(0)(~x, t)
)

dt2 − a2(t)
(

1− 2ψ̄(t) − 2ψ(0)(~x, t)
)

γi j dxidxj .

Definindo

Ñ(t) = N(t)
(

1+ 2φ̄(t)
)

ã(t) = a(t)
(

1− 2ψ̄(t)
)

φ̃(~x, t) = φ(0)(~x, t)
(

1− 2φ̄(t)
)

ψ̃(~x, t) = ψ(0)(~x, t)
(

1− 2ψ̄(t)
)

2Somente exibimos as perturbações escalares por simplicidade notacional

66



fica claro que as quantidadesφ̃ eψ̃ possuem valor médio zero. Com essas definições,
ds2 se torna, omitindo os “˜”

ds2 = N2(t)
(

1+ 2φ(~x, t)
)

dt2 − a2(t)
(

1− 2ψ(~x, t)
)

γi j dxidxj

exatamente a expressão (5.1), com a diferença que agora as perturbações possuem
valor médio nulo. Vamos então admitir que tais redefinições tenham sido feitas
de agora em diante. Assim, as quantidadesφ eψ podem sempre ser consideradas
como de valor médio zero, sem perda de generalidade, e os termos proporcionais
a elas emδ1S podem sempre ser anulados. Uma análise semelhante na densidade
de energia mostra que também sempre podemos considerar a perturbação na den-
sidade de energiaδε como tendo valor médio nulo. Deliberadamente em nossa
discussão não incluímos os modos escalaresE e B. A razão para isso é que se
verifica por cálculo explícito que essas quantidades só aparecem emδ1S através de
seus laplacianosB|i i e E|i i e estes termos são redutíveis, via teorema de Gauss, a
termos de superfície que se anulam identicamente pela hipótese de que as seções
espaciais sejam topologicamente fechadas. Assim, todas as contribuições aδ1S
foram anuladas. Tal parcela da ação pode então ser desprezada.

A ação total, incluindo os termos de ordem zero e dois será então, usando
S =
∫

dtL,

L = − ȧ2aV
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3l2N

∫

d3xγ
1
2

(

ǫ i j ǫ̇i j −
1
2
ǫǫ̇ − φǫ̇

)

− a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇Ai

|i − Na3ρ0

∫

d3xγ
1
2

(

−1
2
φ2 +

1
2

AiAi

−φχi
|i

)

− Na3p0

∫

d3xγ
1
2

(1
2
ǫφ +

1
4
ǫ i j ǫi j −

1
8
ǫ2 − φχi

|i

)

+
1
2

Na3(ρ0 + p0)
∫

d3xγ
1
2

( a2

N2
χ̇i χ̇i

+2
a
N

Ai χ̇i + AiA
i
)

− 1
2

c2
sNa3(ρ0 + p0)

∫

d3xγ
1
2

(1
4
ε2 + χi

|iχ
j
| j − ǫχi

|i

)

,

(5.2)

que corresponde à equação (3.31) do capítulo 3, adicionada do termo deordem
zero.

Particularizando a discussão para o caso de um fluido perfeito (p0 = λρ0),
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teremos que a hamiltoniana construída a partir desta lagrangiana é

H = −Nl2P2
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4aV
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(5.3)

O procedimento padrão para simplificar a lagrangiana (5.2) consiste, como
visto no capítulo 3, em efetuar uma integral por partes, que produz o termo (3.33),
e então usar a equação de fundo (3.6) para obter a lagrangiana (3.32). Como este
procedimento não pode ser aplicado em nosso caso, devemos buscar umaoutra
forma de simplificar nossas expressões.

Como se sabe, a soma à ação de um termo de derivada temporal total pode ser
encarada, numa linguagem de espaço de fase, como uma transformação canônica
cujo gerador é o próprio termo de derivada total. Esse ponto nos leva a imaginar
que o termo de derivada total (3.33) possa ser utilizado para obtermos uma trans-
formação canônica que leve a hamiltoniana (5.3) em uma forma que corresponda
à hamiltoniana gerada por (3.32) acrescida dos temos de ordem zero.

De fato, se escrevermos (3.33) como

G = − aP̃a

12V

∫

d3xγ
1
2

(

ǫ i j ǫi j −
1
2
ǫ2
)

,

onde usamos a expressão de ˙a em função da variável canônicaPa , teremos o
seguinte gerador de uma transformação canônica infinitesimal

F1 = aP̃a −
∫

d3xπi j ǫ̃i j −
aP̃a
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e a tranformação propriamente dita será

a = ã+
ã
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(5.5)

que leva a hamiltoniana a assumir a forma
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(5.6)

que é exatamente a hamiltoniana obtida de (3.32), somada dos termos de ordem
zero.

Deve ser reforçado o ponto de que em momento algum na discussão acima se
usou nenhuma equação de movimento da ordem zero. O fato de na construção de
(5.4) termos nos inspirado na forma do termo de derivada total (3.33) que surge no
procedimento padrão nada tem a ver com efetivamente usar as equaçõesde fundo.
De fato, poderíamos simplesmente propor o geradorF1, sem justificá-lo por ne-
nhum princípio, e a passagem de (5.3) para (5.6) seria igualmente feita, claramente
sem depender das equações clássicas. Se optamos por apresentar a discussão so-
bre a origem deste gerador foi por considerarmos mais elegante e elucidativo que
assim fosse feito.

Deve estar claro então que, independentemente da dinâmica dos graus de liber-
dade de ordem zero, a lagrangiana (3.32) é válida pois sempre podemos efetuar
uma transformação de Legendre inversa a partir de (5.6) obtendo-a comolagrangiana.

A lagrangiana (3.32) é tradicionalmente mais simplificada ainda pelo uso da
equação (3.5) , que a leva a (3.34). No nosso caso, um resultado semelhante pode
ser obtido pela redefinição da função lapso

N = Ñ
[

1+
1

2V

∫

d3xγ
1
2

(

ǫφ + φ2 − AiAi

)]
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que aplicada em (3.32), somada aos termos de ordem zero, a leva a assumirexata-
mente a forma (3.34), adicionada dos mesmos termos.

Note que tal redefinição não possui nenhum significado físico, uma vez queN é
um multiplicador de Lagrange livre da teoria. Assim nós vemos que a lagrangiana
(3.34) é fisicamente indistinguível da lagrangiana (3.32), independentemente da
validade das equações de movimento clássicas da ordem zero.

Se agora decompusermos as perturbações em modos tensoriais, vetoriaise es-
calares, da mesma forma feita anteriormente, novamente a lagrangiana (3.34)se
desacoplará em 3 setores independentes nas perturbações, além, naturalmente, dos
termos de ordem zero.

No setor tensorial a lagrangiana será

L(T) = LT =
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ẇi j ẇi j −

Na

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kwi j |k (5.7)

exatamente a obtida na abordagem padrão da teoria de perturbações cosmológicas,
reobtida aqui sem a necessidade do uso das equações de ordem zero.

A hamiltoniana associada à lagrangiana (5.7) será [79]

HT =
6l2N

a3

∫

d3x
πi jπi j

γ
1
2

+
Na

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kwi j |k

ondeπi j é o momento canonicamente associado awi j . Voltaremos a analisar essa
hamiltoniana no momento oportuno. No prosseguimento de nossa discussão, não
vamos analisar as perturbações vetoriais pois o tratamento utilizado no capítulo
3 para estas variáveis era totalmente independente das equações de movimento
clássicas. Os resultados obtidos naquele caso permanecem então válidos.

Vejamos agora o que acontece no setor escalar das perturbações. A lagrangiana
aqui, adicionada aos termos de ordem zero3 será dada, após algumas integrais por
partes, por

LE = − ȧ2aV

l2N
− Na3ρ0V +

Na

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψiψi − 2φiψi

)

− 2a2

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)

F i
i

− a3

Nl2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)2
− Na3λ(λ + 1)ρ0

2

∫

d3xγ
1
2

(

3ψ − Ei
i − ξi

i +
1
λ
φ
)2

+
Na3(λ + 1)ρ0

2λ

∫

d3γ
1
2φ2 +

1
2

Na3(λ + 1)ρ0

∫

d3xγ
1
2

( a
N
ξ̇i + Bi

)( a
N
ξ̇i + Bi

)

ondeF =: B − aĖ/N, como antes. Vamos definir a variável invariante de calibre

3Como nos termos de ordem 2 aparecem derivadas do fator de escalaa, o momentum que lhe
é canonicamente conjugado será modificado pela presença das perturbações escalares, sendo então
obrigatório considerarmos as ordens zero e dois simultaneamente quando estamos falando das per-
turbações escalares.
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ξ(ic) = ξ + E. Em termos desta variável, a lagrangiana escalar se torna

LE = − ȧ2aV

l2N
− Na3ρ0V +

Na

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψiψi − 2φiψi

)

− 2a2

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)

F i
i

−Na3λ(λ + 1)ρ0

2

∫

d3xγ
1
2

(

3ψ − ξ(ic) i
i +

1
λ
φ
)2
+

Na3(λ + 1)ρ0

2λ

∫

d3γ
1
2φ2

+
1
2

Na3(λ + 1)ρ0

∫

d3xγ
1
2

( a
N
ξ̇(ic) i + F i

)( a
N
ξ̇

(ic)
i + Fi

)

− a3

Nl2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)2
.

Como as perturbações escalares deslocam as partículas do fluido ao longo do
vetor irrotacionalξ|i , podemos encarar a quantidadeξ̇|i como a velocidade, irrota-
cional, das partículas do fluido em relação às suas posições não perturbadas. O fato
dessa velocidade ser irrotacional nos permite definir um potencial velocidade, que
tomaremos como sendo

ϕ =

√
6la2
√

(λ + 1)ρ0√
λ

( a
N
ξ̇(ic) + F

)

(5.8)

de acordo com a literatura [34]. Com essa definição a lagrangiana assume a forma

LE =
Na

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψiψi − 2φiψi

)

− 2a2

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)

F i
i −

a3

Nl2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ
)2

−Na3(λ + 1)ρ0

2

∫

d3xγ
1
2

[

λ
(

3ψ − ξ(ic) i
i

)2
+ 2φ
(

3ψ − ξ(ic) i
i

)]

+
Nλ

12l2a

∫

d3xγ
1
2ϕiϕi

e, por causa dessa mesma definição somos agora obrigados a utilizar o formalismo
de Ostrogradski na construção da hamiltoniana.

Temos então como momenta

Pa = −
2ȧaV

Nl2
− 4a

6l2

∫

d3xγ
1
2φF i

i −
2ȧa

Nl2

∫

d3xγ
1
2φ2 − 2a2

Nl2

∫

d3xγ
1
2φψ̇

PN = 0

Pµ = 0

πφ = 0

πF = 0

πϕ = 0

πψ = −
4a2

6l2
γ

1
2 F i

i −
2a3

Nl2
γ

1
2 ψ̇ − 2a2ȧ

Nl2
γ

1
2φ

Note o aparecimento dos vínculos

φ1 = PN

φ2 = πF

φ3 = πφ

φ7 = πϕ

φ9 = Pµ
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A hamiltoniana já acrescida dos multiplicadores de Lagrange será

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

PT

a3λ
+

(λ + 1)PT

2a3λV

∫

d3xγ
1
2

[

λ
(

3ψ − ξ(ic) i
i

)2
+ 2φ
(

3ψ − ξ(ic) i
i

)]

+
l2Pa

2a2V

∫

d3xφπψ +
1
a

∫

d3xπξ
(

√
V
√
λ

√
6l
√

(λ + 1)PT

a−
1
2 (1−3λ)ϕ − F

)

− a

l2

∫

d3xγ
1
2

( l2

2a2γ
1
2

πψ +
1
3

F i
i

)2
+

λ

12l2a

∫

d3xγ
1
2ϕϕi

i +
a

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψ − 2φ
)

ψi
i

+ΛNPN + ΛµPµ +
∫

d3xΛφπφ +
∫

d3xΛFπF +

∫

d3xΛϕπϕ
}

.

(5.9)

A conservação dos vínculos primários da teoria leva aos seguintes vínculos se-
cundários

φ4 =
H
N
=: H0

φ5 =
1
a
πξ +

2a

3l2
γ

1
2

( l2

2a2γ
1
2

πψ +
1
3

F i
i

) j

j

φ6 = −
(λ + 1)PT

a3λV
γ

1
2

(

3ψ − ξ(ic) i
i

)

− l2Pa

2a2V
πψ +

2a

3l2
γ

1
2ψi

i

φ8 =
1
a

√
V

√
6l
√

(λ + 1)PT

a−
1
2 (1−3λ)πξ +

λ

6l2a
γ

1
2ϕi

i .

A conservação deφ5 eφ8 leva à fixação dos multiplicadores de LagrangeΛF eΛϕ
(este último não nos será necessário)

aΛF = ψ − φ +
l2Pa

aV
F.

As expressões obtidas das conservações dos vínculosφ4 e φ6 são identicamente
satisfeitas (este último produz, após uma simples manipulação algébrica, uma ex-
pressão que é proporcional ao termo de ordem zero da hamiltoniana e, nessa ordem
de aproximação, esse termo é fracamente zero). Assim, não há o aparecimento de
novos vínculos na teoria.

ComoλF = Ḟ/N temos

a
N

Ḟ = ψ − φ − 2ȧ
N

F.

Esta expressão, escrita em termos dos potenciais de Bardeen leva ao conhecido
resultado [34, 62]

Φ = Ψ.

Observamos também o fato de que os multiplicadores de LagrangeλN, λφ eλµ
não foram determinados, apontando para a existência de liberdades de calibre no
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setor das perturbações escalares e no fundo. De fato, nós sabemos que as variáveis
utilizadas até esse momento não são invariantes de calibre, portanto a existência de
multiplicadores de Lagrange não determinados já era esperada. De nossadiscussão
no capítulo 2 deve estar claro que a teoria em estudo apresenta vínculos deprimeira
e de segunda classe. Concretamente, calculando os parênteses de Poisson entre os
vínculos obtemos

{φ2, φ5} = −
2a

9l2
γ

1
2δi

i

{φ7, φ8} = −
√
λ

6l2a
γ

1
2δi

i

{φ6, φ5} =
2

9l2
γ

1
2δi

i
j

j

{φ6, φ8} =
√

(λ + 1)PT√
6l
√

V
a−

3
2 (1+λ)γ

1
2δi

i

sendoδi
i o laplaciano da delta de Dirac. E teríamosφ1, φ3, φ9 e φ4 como víncu-

los de primeira classe eφ2, φ5, φ6, φ7 e φ8 como vínculos de segunda classe. A
existência de um número ímpar de vínculos de segunda classe é indicadora de que
na realidade há alguma combinação linear destes vínculos que irá produzir pelo
menos um novo vínculo de primeira classe. De fato, se definirmos o vínculo

φ̄6 = φ6 +
1
a
φ2 +

√
(λ + 1)PT

√
6l

√
λ
√

V
a−

1
2 (1+3λ)φ7,

teremos que o seu parêntese de Poisson com todos os outros vínculos é fracamente
zero, sendo o mesmo então de primeira classe. Em resumo os vínculos de primeira
classe de nossa teoria sãoφ1, φ3, φ̄6, φ9 eφ4, e os de segunda classe sãoφ2, φ5, φ7

eφ8.
No capítulo 2, em nossa análise de sistemas vinculados, havíamos mostrado

que os vínculos primários e secundários de primeira classe são geradores de trans-
formações de calibre da teoria. Na teoria ora desenvolvida, isso é verificado,
pois pode-se mostrar por cálculo direto que o parêntese de Poisson do vínculo
secundário de primeira classēφ6 com as quantidadesψ, ϕ e F gera as transfor-
mações de calibre corretas para essas quantidades, enquanto o vínculoφ3 gera a
transformação deφ.

É interessante nesse ponto fazermos uma análise do número de graus de liber-
dade desta teoria. Em princípio, contando apenas os graus perturbativos escalares,
teríamos um total de 10 variáveis canônicas (as 5 variáveis,φ,ψ, F, ξ eϕ e seus res-
pectivos momenta). No entanto temos 4 vínculos de segunda classe e 2 de primeira
no setor das perturbações (φ3 eφ6). Como se sabe, cada vínculo de segunda classe
reduz uma variável canônica da teoria, enquanto cada vínculo de primeiraclasse
reduz 2 variáveis. Como resultado então nossa teoria deve poder ser escrita em
termos de apenas uma variável perturbativa (e seu momentum). Naturalmente,tal
variável deve ser invariante de calibre, para que a teoria como um todo tenha sig-
nificado físico. Se denominarmos tal variável dev, a forma mais geral para uma

73



lagrangiana quadrática emv que não contenha termos com derivadas dev maiores
que a primeira (condições satisfeitas para todas as variáveis perturbativas em nos-
sas lagrangianas), será

L =
∫

d3xγ
1
2

[

α1v̇2 + α2vivi + α3v2 + α4v̇v
]

ondeα1, α2, α3, α4 são funções das quantidades do fundo. O último termo pode
ser eliminado por integração por partes, restando apenas os 3 primeiros.A hamil-
toniana associada a uma tal lagrangiana é da forma

H =
∫

d3x
[

β1
π2

γ
1
2

+ γ
1
2

(

β2vivi + β3v2
)]

(5.10)

ondeβ1, β2 e β3 são novas funções do fundo. O processo padrão de tratamento
de perturbações cosmológicas consegue, usando as equações clássicas do fundo,
obter a forma acima comβ1 = β2 =

1
2 (no calibreN = a). Vamos mostrar a partir

de agora que o mesmo pode ser feito sem o uso de tais equações.
Começamos calculando os parênteses de Dirac dessa teoria.

{ξ(ic) i
i , ϕ}D = −

√
6l
√

V
√
λ
√

(λ + 1)PTγ
1
2

a−
1
2 (1−3λ)δ

{Pa, ϕ}D =
1
2a

(

1− 3λ
)

ϕ.

Os outros parênteses que não estão relacionados aos acima por simetrias,ou são
canônicos ou são irrelevantes para nossa discussão. Se agora definirmos as variá-
veis

ϕ(c) =: a
1
2 (1−3λ)ϕ

πϕ (c) =: −
√
λ
√

(λ + 1)PT√
6l
√

V
γ

1
2

(

3ψ − ξ(ic) i
i

)

πψ (c) = πψ −
3
√
λ
√

(λ + 1)PT√
6l
√

V
γ

1
2ϕ(c), (5.11)

construídas de forma que seus parênteses de Dirac sejam canônicos, então teremos
para a hamiltoniana

H = N
[

− l2P2
a

4aV
+

PT

a3λ
+

3l2

a3λ

∫

d3x
π2
ϕ (c)

γ
1
2

− λ

12l2a(2−3λ)

∫

d3xγ
1
2ϕ(c)ϕ

i
(c) i

−3λ(λ + 1)PT

8a3V

∫

d3xγ
1
2ϕ2

(c) −
√
λ

2

√

3
2

l
√

(λ + 1)PT

a3
√

V

∫

d3xϕ(c)πψ (c)

+
a

3l2

∫

d3xγ
1
2ψψi

i

]

− N
∫

d3xφφ6 + ΛNPN + ΛµPµ +
∫

d3xΛφπφ
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onde já estamos considerando os vínculos de segunda classe como identidades. O
vínculoφ6 em termos destas variáveis será

φ6 = −
√

6l
√

(λ + 1)PT√
λ
√

V
a−3λπϕ (c) +

l2Pa

2a2V
πψ (c) +

3
√
λlPa

√
(λ + 1)PT

2
√

6a2V
3
2

γ
1
2ϕ(c)

− 2a

3l2
γ

1
2ψi

i .

Dos vínculos de segunda classe podemos obter a seguinte identidade

l2

2a2γ
1
2

πψ (c) +
1
3

F i
i = 0

Se agora fizermos uma transformação canônica tendo como gerador

F1 = aP̃a +

∫

d3x
[ 1
√

6l
a−

1
2 (1−3λ) ¯ϕ(c)π + ψπ̃ψ +

2
√

V
√

(λ + 1)PT

l2P̃a
√
λ

a
3
2 (1−λ)ψπ

−γ
1
2

2
α ¯ϕ(c)

2
]

(5.12)

cuja forma explícita é

a = ã
[

1+
2
√

(λ + 1)PT
√

V

l2P̃2
a

√
λ

ã
1
2 (1−3λ)

∫

d3xψ̃π +
1
2ã

∂α

∂P̃a

∫

d3xγ
1
2

(√
6lã

1
2 (1−3λ)v

−2
√

6
√

(λ + 1)PT
√

V

lP̃a
√
λ

ã2−3λψ̃
)2]

Pa = P̃a −
(1− 3λ)

2
√

6l
ã−

3
2 (1−λ)

∫

d3x
(√

6lã
1
2 (1−3λ)v− 2

√
6
√

(λ + 1)PT
√

V

lP̃a
√
λ

ã2−3λψ̃
)

π

+
3(1− λ)

√
(λ + 1)PT

√
V

l2P̃a
√
λ

ã
1
2 (1−3λ)

∫

d3xψ̃π − 1
2
∂α

∂a

∫

d3xγ
1
2

(√
6lã

1
2 (1−3λ)v

−2
√

6
√

(λ + 1)PT
√

V

lP̃a
√
λ

ã2−3λψ̃
)2

πϕ (c) =
ã−

1
2 (1−3λ)

√
6l

π − α
√

6lã
1
2 (1−3λ)γ

1
2 v+

2α
√

6
√

(λ + 1)PT
√

V

lP̃a
√
λ

ã2−3λγ
1
2 ψ̃

ϕ(c) =
√

6lã
1
2 (1−3λ)v− 2

√
6
√

(λ + 1)PT
√

V

lP̃a
√
λ

ã2−3λψ̃

πψ (c) = π̃ψ +
2
√

(λ + 1)PT
√

V

l2P̃a
√
λ

ã
3
2 (1−λ)π
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então a hamiltoniana será levada em

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

PT

a3λ
+

1
2a

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
λ

2a

∫

d3xγ
1
2 vivi +

[

−9l2λ(λ + 1)PT

4V
a−(2+3λ)

+18l4α2a1−6λ + 6l2a1−3λ
( l2Pa

4aV
∂α

∂a
+

l2P2
a

8a2V

∂α

∂P̃a
− 3λPT

2a1+3λ

∂α

∂P̃a

)]

∫

d3xγ
1
2 v2

+
2
√
λ
√

V
√

(λ + 1)PT

l2Pa
a

1
2 (1−3λ)

∫

d3xγ
1
2 vψi i −

√
λ

2
3l2
√

(λ + 1)PT√
V

a−
1
2 (5+3λ)

∫

d3xvπψ

+

∫

d3xψ
{[72α2(λ + 1)PTV

P2
aλ

a4−9λ +
24(λ + 1)PTV

l2P2
aλ

a2(2−3λ)
( l2Pa

4aV
∂α

∂a

+
l2P2

a

8a2V

∂α

∂P̃a
− 3λPT

2a1+3λ

∂α

∂P̃a

)

− 9[(λ + 1)PT ]2

l2P2
a

a1−6λ
]

γ
1
2ψ

+

[

−3(1− 2λ)
√

(λ + 1)PT

2
√
λ
√

V
a−

1
2 (1+3λ) − 6

√
λ
√

V
√

(λ + 1)PTPT

l2P2
a

a
1
2 (1−9λ)

+
6
√

V[(λ + 1)PT ]
3
2
√
λ

l2P2
a

a
1
2 (1−9λ) +

12α
√

V
√

(λ + 1)PT

Pa
√
λ

a
3
2 (1−3λ)

]

π

+

[

−72l2α2√(λ + 1)PT
√

V

Pa
√
λ

a
5
2 (1−3λ) +

9
√
λ[(λ + 1)PT ]

3
2

√
VPa

a−
1
2 (1+9λ)

−24
√

(λ + 1)PT
√

V

Pa
√
λ

a
1
2 (5−9λ)

( l2Pa

4aV
∂α

∂a
+

l2P2
a

8a2V

∂α

∂P̃a
− 3λPT

2a1+3λ

∂α

∂P̃a

)]

γ
1
2 v

+

[ a

3l2
− 2(λ + 1)PTV

l4P2
a

a2−3λ
]

γ
1
2ψi

i +
3(λ + 1)PT

Pa
a−(1+3λ)πψ

}

+

[

−6l2α

a3λ
− 3(λ + 1)PT

Pa
a−(1+3λ) +

(1− 3λ)l2Pa

4a2V

]

∫

d3xvπ
}

−N
∫

d3xφφ6 +

∫

d3xλφπφ + λNPN + λµPµ.

Nas expressões acima,α é uma função dea, Pa e PT ainda indeterminada. Pode-
mos então usá-la de forma a anular o termo emvπ. Escolhendoα como

α = − (λ + 1)PT

2l2P̃aa
+

(1− 3λ)P̃a

24V
a−(2−3λ)
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a hamiltoniana se torna

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

PT

a3λ
+

1
2a

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
λ

2a

∫

d3xγ
1
2 vivi +

[9[(λ + 1)PT ]2

2P2
a

a−(1+6λ)

−9λ[(λ + 1)PT ]PT

2P2
a

a−(1+6λ) +
(−4+ 18λ − 18λ2)l4P2

a

64a3V2
+

6l2(1+ 3λ2)PT

16V
a−(2+3λ)

]

∫

d3xγ
1
2 v2

+
2
√
λ
√

V
√

(λ + 1)PT

l2Pa
a

1
2 (1−3λ)

∫

d3xγ
1
2 vψi i −

√
λ

2
3l2
√

(λ + 1)PT√
V

a−
1
2 (5+3λ)

∫

d3xvπψ

+

∫

d3xψ
{[18[(λ + 1)PT ]3V

l4P4
aλ

a(2−9λ) − 18[(λ + 1)PT ]2PTV

l4P4
a

a(2−9λ) − 3[(λ + 1)PT ]2

l2P2
aλ

a(1−6λ)

+
(−2+ 9λ − 9λ2)[(λ + 1)PT ]

8λV
a−3λ +

3(3+ 2λ + 3λ2)[(λ + 1)PT ]PT

2l2P2
aλ

a(1−6λ)
]

γ
1
2ψ

+

[ (−2+ 3λ)
√

(λ + 1)PT

2
√
λ
√

V
a−

1
2 (1+3λ) − 6λ

√
V
√

(λ + 1)PTPT

l2P2
a

√
λ

a
1
2 (1−9λ)

]

π

+

[

−18[(λ + 1)PT ]
5
2
√

V

l2P3
a

√
λ

a
1
2 (1−15λ) +

18λ[(λ + 1)PT ]
3
2 PT
√

V

l2P3
a

√
λ

a
1
2 (1−15λ) +

3[(λ + 1)PT ]
3
2

√
λ
√

VPa

a−
1
2 (1+9λ)

+
(2− 9λ + 9λ2)l2Pa

√
(λ + 1)PT

8V
3
2
√
λ

a−
3
2 (1+λ) − 3(3+ 2λ + 3λ2)

√
(λ + 1)PTPT

2
√
λ
√

VPa

a−
1
2 (1+9λ)

]

γ
1
2 v

+

[ a

3l2
− 2(λ + 1)PTV

l4P2
a

a2−3λ
]

γ
1
2ψi

i +
3(λ + 1)PT

Pa
a−(1+3λ)πψ

}}

−N
∫

d3xφφ6 +

∫

d3xλφπφ + λNPN + λµPµ.

É trivial verificar que a variávelv introduzida por esta transformação canônica
corresponde exatamente ao potencial de Mukhanov-Sasaki [34].

Sob esta transformação canônica o vínculoφ6 é levado a

φ6 =
l2Pa

2a2V
πψ +

(

−3[(λ + 1)PT ]
3
2

√
λ
√

VPa

a−
1
2 (1+9λ) +

l2(1+ 3λ)Pa
√

(λ + 1)PT

4V
3
2
√
λ

a−
3
2 (1+λ)

)

γ
1
2 v

+

(6[(λ + 1)PT ]2

λP2
al2

a(1−6λ) − (1+ 3λ)(λ + 1)PT

2l2Vλ
a−3λ
)

γ
1
2ψ − 2a

3l2
γ

1
2ψi

i .

Não é difícil verificar com os elementos apresentados que a variávelv é invari-
ante de calibre (como esperado): os seus parênteses de Dirac (que são iguais aos
parênteses de Poisson) com os vínculos de primeira classe são fracamente nulos.
O mesmo no entanto não pode ser dito de seu momentum canônicoπ. Essa situ-
ação é indesejável pois se estamos interessados em obter uma hamiltoniana com
a forma (5.10), o momentum associado av tem que ser linear e homogêneo em ˙v,
logo invariante de calibre.

Para obtermos uma variável que faça o papel de um momentum canônico av e
que seja invariante de calibre, efetuamos uma segunda transformação canônica no
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setor escalar4, gerada por

F2 = aP̃a +

∫

d3x
{

ψπ̃ψ + vπ̃ +
2a3Vγ

1
2

3l4P̃a
ψψi

i +

[6
√

V[(λ + 1)PT ]
3
2

l2P̃a
2√

λ
a

3
2 (1−3λ)

− (1+ 3λ)
√

(λ + 1)PT

2
√
λ
√

V
a

1
2 (1−3λ)

]

γ
1
2 vψ +

[

−6V[(λ + 1)PT ]2

l4P̃a
3
λ

a3(1−2λ)

+
(1+ 3λ)(λ + 1)PT

2l2P̃aλ
a2−3λ

]

γ
1
2ψ2
}

(5.13)

cuja forma explícita será

a = ã
{

1+
12
√

V[(λ + 1)PT ]
3
2

l2P̃3
a

√
λ

ã
1
2 (1−9λ)

∫

d3xγ
1
2 vψ̃ +

[

−18V[(λ + 1)PT ]2

l4P̃4
aλ

ã2−6λ

+
(1+ 3λ)(λ + 1)PT

2l2P̃2
aλ

ã1−3λ
]

∫

d3xγ
1
2ψ2 +

2ã2V

3l4P̃2
a

∫

d3xγ
1
2 ψ̃ψ̃i

i

}

Pa = P̃a +

[9(1− 3λ)
√

V[(λ + 1)PT ]
3
2

l2P̃2
a

√
λ

ã
1
2 (1−9λ) − (1− 9λ2)

√
(λ + 1)PT

4
√
λ
√

V
ã−

1
2 (1+3λ)

]

∫

d3xγ
1
2 ṽψ̃

+

[

−18V(1− 2λ)[(λ + 1)PT ]2

l4P̃3
aλ

ã2−6λ +
(2+ 3λ − 9λ2)(λ + 1)PT

2l2P̃aλ
ã1−3λ

]

∫

d3xγ
1
2 ψ̃2

+
2ã2V

l4P̃a

∫

d3xγ
1
2 ψ̃ψ̃i

i

π = π̃ +
[6
√

V[(λ + 1)PT ]
3
2

l2P̃2
a

√
λ

ã
3
2 (1−3λ) − (1+ 3λ)

√
(λ + 1)PT

2
√
λ
√

V
ã

1
2 (1−3λ)

]

γ
1
2 ψ̃

πψ = π̃ψ +
[6
√

V[(λ + 1)PT ]
3
2

l2P̃2
a

√
λ

ã
3
2 (1−3λ) − (1+ 3λ)

√
(λ + 1)PT

2
√
λ
√

V
ã

1
2 (1−3λ)

]

γ
1
2 ṽ

+

[

−12V[(λ + 1)PT ]2

l4P̃3
aλ

ã3(1−2λ) +
(1+ 3λ)(λ + 1)PT

l2P̃aλ
ã2−3λ

]

γ
1
2 ψ̃

+
4ã3V

3l4P̃a
γ

1
2 ψ̃i

i .

E agora temos para os vínculos de primeira classe

PN ≈ 0

Pµ ≈ 0

πφ ≈ 0

φ6 =
l2Pa

2a2V
πψ ≈ 0

e podemos redefinirφ6 como
φ6 = πψ

4Na realidade essa transformação faz mais do que isso, como veremosao quantizar a teoria.
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Com isso a hamiltoniana será

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

PT

a3λ
+

1
2a

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
λ

2a

∫

d3xγ
1
2 vivi −

(1− 3λ)l2PT

4V
a−(2+3λ)v2

}

+

∫

d3x
(

−
√
λ

2
3l2
√

(λ + 1)PT√
V

a−
1
2 (5+3λ)v+

3(λ + 1)PT

Pa
a−(1+3λ)ψ − l2Pa

2a2V
φ
)

πψ

+H(0)
0

∫

d3x
{

−9(λ + 1)PT

l2P2
a

a1−3λγ
1
2ψ2 +

6
√

V
√

(λ + 1)PT

l2P2
a

√
λ

a
1
2 (1−3λ)ψπ

+

[18[(λ + 1)PT ]
3
2
√

V

l2P3
a

√
λ

a
1
2 (1−9λ) − 3(1− 3λ)

√
(λ + 1)PT

2
√

V
√
λPa

a−
1
2 (1+3λ)

]

γ
1
2 vψ

+
2a2V

l4P2
a
ψψi

i +

[

−9(1+ 2λ)(λ + 1)PT

2P2
a

a−(1+3λ) +
(2− 9λ + 9λ2)l2

8Va2

]

γ
1
2 v2
}

+

∫

d3xφπφ + λNPN + λµPµ (5.14)

Vamos ainda fazer uma terceira transformação canônica cujo objetivo é eliminar
o termoPTv2, o que vai trazer simplificações quando da quantização da teoria. O
gerador dessa transformação será

F3 = aP̃a +
1
a

∫

d3xvπ̃ − l2P̃a

4aV

∫

d3xγ
1
2 v2 (5.15)

e a forma explícita dela será

a = ã+
l2ã
4V

∫

d3xγ
1
2 ṽ2

Pa = P̃a −
1
ã

∫

d3xṽπ̃ +
l2P̃a

4V

∫

d3γ
1
2 ṽ2

π =
1
a
π̃ − l2P̃a

2V
γ

1
2 ṽ

v = aṽ.

Note que com essa transformação, ov que usamos não mais coincide com ov de
Mukhanov-Sasaki.
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Como consequência dessa transformação, a hamiltoniana se torna

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

PT

a3λ
+

1
2a3

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
1
2

aλ
∫

d3xγ
1
2 vivi

+

∫

d3x
{

−
√
λ

2
3l2
√

(λ + 1)PT√
V
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3
2 (1+λ)v+

3(λ + 1)PT

Pa
a−(1+3λ)ψ − l2Pa

2a2V
φ
}

πψ

+H(0)
0

∫

d3x
{

−9(λ + 1)PT

l2P2
a
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√
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a

√
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a

√
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a
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√
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2
√

V
√
λPa

a
1
2 (1−3λ)]γ

1
2 vψ

+
2a2V

l4P2
a
ψψi

i +

[

−9(1+ 2λ)(λ + 1)PT

2P2
a

a1−3λ +
9λ(λ − 1)l2

8V

]

γ
1
2 v2
}}

+

∫

d3xλφπφ + λNPN + λµPµ.

(5.16)

Assim, mostra-se sem grande dificuldade que (5.16) é exatamente igual a

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

PT

a3λ
+

1
2a3

∫

d3x
π2

γ
1
2

+ aλ
∫

d3xγ
1
2 vivi + H(0)

0 F(2)
}

+

∫

d3x
(

F(1) − Nl2Pa

4aV
φ
)

φ6

(5.17)

ondeF(1) e F(2) são termos de ordem 1 e 2 nas perturbações dados por

F(1) = −N
√
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2
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√
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V

a−
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2 (1+λ)v+

3N(λ + 1)PT
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√
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+
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√
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a
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2 (1−3λ) +

9(λ − 1)
√

(λ + 1)PT

2
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V
√
λPa

a
1
2 (1−3λ)
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γ
1
2 vψ

+
2a2V

l4P2
a
ψψ,i ,i +

[

−9(1+ 2λ)[(λ + 1)PT

2P2
a

a1−3λ +
9λ(λ − 1)l2

8V

]

v2

Se agora redefinirmos a função lapso como sendo

Ñ = N
(

1+
∫

d3xF(2)
)

,
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novamente uma redefinição de um multiplicador de Lagrange livre, sem conse-
quências físicas, e redefinirmosφ como

φ̃ =
(

−Nl2Pa

2a2V
φ + F(1)

)

,

então a hamiltoniana (5.16) assume a sua forma mais simples

H = N
(

− l2P2
a

4aV
+

PT

a3λ
+

1
2a3

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
aλ
2

∫

d3xγ
1
2 v,iv,i

)

+ΛNPN+

∫

d3xφ̃φ6+

∫

d3xΛφπφ.

Alguns comentários são adequados nesse momento.
Um ponto que consideramos relevante é o de que a partir da definição deφ̃,

das inversas das transformações canônicas (5.13), (5.15), (5.12),das definições
das variáveis canônicas (5.11) e da definição do potencial velocidade (5.8) pode-se
mostrar que

φ̃ =
l2Pa

2a2V
φ − 3l2

2
Na(λ + 1)ǫ0

( a
N
ξ̇ + B

)

e como pelas equações de movimento clássicas das perturbações

ψ̇ = φ̃

então obtemos

ψ̇ =
l2Pa

2a2V
φ − 3l2

2
Na(λ + 1)ǫ0

( a
N
ξ̇ + B

)

,

que equivale à equação 10.39 de [34] se impusermos o calibreN = a. Esta equação
também foi obtida no capítulo 3, correspondendo à segunda das equações (3.36).

Aplicando as transformações canônicas ao vínculoφ5 e usando queπψ ≈ 0
vemos que o mesmo pode ser escrito, desprezando termos de ordem 3, como

Φi
i = −

3l2

2

√
(λ + 1)PT√
λ
√

V
a−

3
2 (1+λ)

(

π

γ
1
2

+
l2Pav
2aV

)

e utilizando quePa = −2ȧaV/Nl2, esta expressão é levada, após algumas manipu-
lações algébricas simples a

Φi
i = −

3l2

2

√
(λ + 1)PT√
λ
√

V

a
1
2 (1−3λ)

N

(v
a

)

.̇ (5.18)

Esta equação se torna idêntica à equação 12.8 de [34] se usarmos as equações
clássicas de movimento de ordem zero com o calibreN = a. Estamos agora em
condições de quantizar a teoria.
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5.3 Quantização

Quantizando a teoria, teremos que o estado do sistema será descrito por um
funcional de ondaχ(a,wi j , v, φ, ψ,T). Às quantidades canônicasa, Pa, wi j , πi j , v,
π, φ, πφ, ψ, πψ, T e PT associamos os operadores quânticos ˆa, P̂a, ŵi j , π̂i j , v̂, π̂,
φ̂, π̂φ, ψ̂, π̂ψ, T̂ e P̂T . A álgebra obedecida por estes operadores será obtida dos
parênteses de Dirac (já que temos na teoria clássica vínculos de segunda classe).
Como estes são canônicos, então as relações de comutação entre esses operadores
serão as relações padrão da mecânica quântica, o que nos habilita a escolher para
esses operadores uma “representação de posição” dada por

â = a

T̂ = T

ŵi j = wi j

v̂ = v

ψ̂ = ψ

φ̂ = φ

P̂a = −ı
∂

∂a

P̂T = −ı
∂

∂T

π̂i j = −ı
δ

δwi j

π̂ = −ı δ
δv

π̂ψ = −ı
δ

δψ

π̂φ = −ı
δ

δφ
.

O funcional de ondaχ deve ser anulado pelas versões operatoriais dos vínculos
de primeira classe (os vínculos de segunda classe são encarados como identidades
definidoras dos operadores ˆπF e F̂ e não nos serão necessários). A atuação dos
vínculosπ̂φ e π̂ψ sobre o funcional de onda leva a

∂χ

∂φ
= 0

∂χ

∂ψ
= 0

e vemos então que o funcional de onda não depende deψ nem deφ. Assim, estamos
vendo a realização no domínio quântico do que já havíamos visto no caso clássico:
a teoria (no setor escalar) é descrita por apenas uma variável,v. Vemos assim que
o papel da transformação canônica (5.13), além de produzir umπ invariante de
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calibre é também o de eliminar a variávelψ dos graus de liberdade fisicamente
relevantes. Isso já estava claro no caso clássico quando mostramos que avariável
φ̃, que era na realidade um multiplicador de Lagrange não determinado associado
ao vínculoπψ, era igual aψ̇. Assim, efetivamente estávamos obtendo o resultado
de que a teoria não determinaψ, que se torna então fisicamente irrelevante.

A atuação de todos os vínculos de primeira classe sobre o funcional de ondaχ
leva à conclusão que

Hχ = 0

ou equivalentemente

l2

4V
a

3λ−1
2

∂

∂a

(

a
3λ−1

2
∂χ

∂a

)

− 6l2a3(λ−1)
∫

d3x
1

γ
1
2

δ2χ

δwi jδwi j
+

a3λ+1

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kw

i j |kχ

−a3(λ−1)

2

∫

d3x
1

γ
1
2

δ2χ

δv2
+

a3λ+1λ

2

∫

d3xγ
1
2 viviχ = ı

∂χ

∂T
, (5.19)

novamente uma equação de Schroedinger no tempoT, onde escolhemos o orde-
namento dos termos de ordem zero conforme o tratamento do capítulo 4. Na ex-
pressão acima o setor vetorial foi desprezado por não apresentar dinâmica. Pre-
cisamos agora apenas resolver a equação de Schroedinger (5.19).

Tipicamente, o processo padrão de tratamento da quantização das perturbações
em Universos de FLRW considera que, num dado limite, os graus de liberdade da
ordem zero passam a ser descritos em boa apoximação pela mecância clássica e,
nesse limite obtemos um fator de escala, que é uma função do tempo. Essa função
do tempo pode ser então substituída na equação de Schroedinger de ordem 2 para o
funcional de onda das perturbações. Em um tratamento totalmente quântico,entre-
tanto, tal abordagem não seria possível e seríamos obrigados a resolver a equação
(5.19) considerandoa como uma variável independente, e não como uma função
do tempo. Claramente isso torna a tarefa de encontrar soluções para a equação
(5.19) muito mais difícil.

No entanto, no contexto de uma interpretação ontológica da mecância quântica
(Bohm-de Broglie) nós temos uma trajetóriaa(T) bem defininda em todo tempo,
mesmo no período em que o fundo é quântico, dada pela solução da equação (5.19)
em ordem zero. Levando em consideração que estamos em efeito lidandocom uma
aproximação perturbativa, podemos lançar mão do ansatz

χ(a,wi j , v,T) = χ(0)(a,T)χ(E)(v,T)χ(T)(wi j ,T) (5.20)

ondeχ(0)(a,T) é, por construção, solução dos termos de ordem zero da equação
(5.19) (do tipo estudado no capítulo 4). A aplicação da interpretação de Bohm nos
permite então obter uma trajetóriaa(T), que pode ser substituída nos termos de
ordem 2 da equação (5.19). Dessa forma, essa equação se desacopla em três

l2

4V
a

3λ−1
2

∂

∂a

(

a
3λ−1

2
∂χ(0)

∂a

)

= ı
∂χ(0)

∂T
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−6l2a3(λ−1)
∫

d3x
1

γ
1
2

δ2χ(T)

δwi jδwi j
+

a3λ+1

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kw

i j |kχ(T) = ı
∂χ(T)

∂T

−a3(λ−1)

2

∫

d3x
1

γ
1
2

δ2χ(E)

δv2
+

a3λ+1λ

2

∫

d3xγ
1
2 viviχ

(E) = ı
∂χ(E)

∂T
.

Note que as 2 últimas equações são, funcionalmente, a mesma equação. isso nos
permite resolver tanto as perturbações tensoriais como as escalares de forma prati-
camente unificada.

Como, por construção, os termos∂χ(T)/∂a e ∂χ(E)/∂a são identicamente nu-
los, a trajetória bohmianaa(T) obtida corresponde exatamente à trajetória obtida
no caso não perturbado. Isso nos leva à conclusão de que, dentro dos limites das
aproximações envolvidas neste método, é possível encontrar-se soluções em teo-
ria de perturbações em cosmologia quântica, sem o efeito deback reaction, um
resultado novo comparado aos resultados conhecidos na literatura [35].

Um outro ansatz igualmente possível é

χ(a,wi j , v,T) = χ(0)(a,T)χ̃[a, v,wi j ,T]

com

χ̃[a, v,wi j ,T] = χ1[v,wi j ,T]
∫

daϕ−2(a,T) + χ2[v,wi j ,T].

Se escolhermos ˜χ[a, v,wi j ,T] = χ(E)[a, v,T]χ(T)[a,wi j ,T], novamente a equação
(5.19) pode se desacoplar nas mesmas 3 equações anteriormente obtidas.Entre-
tanto, nesse caso, como os funcionais de onda das perturbações tambémdependem
dea, está claro que as trajetórias bohmianas não serão exatamente as obtidas sem
levar em conta as perturbações, ou seja, contrariamente ao ansatz anterior, este
apresenta o efeito deback reaction. Esteback reactionpode ser desprezado, em
uma primeira aproximação, se assumirmos que as perturbações estão inicialmente
em um estado de vácuo [35, 36] e que sua posterior evolução dinâmica não as retira
de um regime perturbativo.

As soluções paraχ(0)(a,T) já foram abordadas no capítulo 4, sendo portanto já
conhecidas. Na próxima seção, vamos abordar as equações para os funcionais de
onda associados às perturbações.

5.4 Uso da interpretação de Bohm

De agora em diante vamos tratar indistintamente as perturbações tensoriais e
escalares, distinguindo-as apenas quando necessário. Tomemos entãoa equação
de Schroedinger

−a3(λ−1)

2

∫

d3x
1

γ
1
2

δ2χ

δw2
+

a3λ+1

2

∫

d3xγ
1
2 wiwiχ = ı

∂χ

∂T
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onde w pode ser tensorial (w → wi j
√

12) ou escalar (w → v)5. Através da
reparametrização temporal

dη = a3λ−1(T)dT

ondeη representa o tempo conforme, essa equação de Schroedinger é levadaa

− 1
2a2

∫

d3x
1

γ
1
2

δ2χ

δw2
+

a2

2

∫

d3xγ
1
2 wiwiχ = ı

∂χ

∂η
.

Antes de prosseguirmos, é prudente um breve comentário sobre notação. Até
aqui temos adotado para as derivadas temporais o símbolo do ponto (˙a, por exem-
plo). Essa derivada em efeito era tomada em relação ao tempo coordenado, qual-
quer que fosse a escolha feita para este último. Em particular, essa derivada poderia
ser em relação ao tempoT ou em relação ao tempo conformeη, a distinção ficando
clara pelo contexto. A partir de agora estaremos trabalhando simultaneamentecom
duas variáveis distintas de tempo,T eη. Para evitar-se confusão, adotaremos a no-
tação do ponto para derivadas em relação aT (ȧ = ∂a/∂T) enquanto as derivadas
em relação aη serão identificadas por linha(a′ = ∂a/∂η).

Se agora efetuarmos a transformação unitária dependente do tempo

U = exp
{

i
[

∫

d3xγ1/2a′wi j wi j

2a

]}

exp
{

i
[

∫

d3x
(wi jΠ

i j + Πi j wi j

2

)

ln
(

√
12
a

)]}

(5.21)
e levando em conta que sob uma transformação deste tipo a hamiltoniana se trans-
forma como

ˆ̃H = UĤU−1 + i
∂U
∂η

U−1

teremos a nova equação de Schroedinger

i
∂χ(w, η)
∂η

=

∫

d3x

{

− 1

2γ1/2

δ2

δw2
+ γ1/2

[

1
2

wkw
k − a′′

2a
w2
]}

χ(w, η).

Esta é exatamente a forma obtida no tratamento padrão, aqui re-obtida de forma
totalmente independente da validade das equações clássicas da ordem zero. Ob-
serve que nosso resultado depende da existência de trajetóriasa(T), mas isso é
totalmente diferente de depender da validade das equações clássicas para a(T), as
quais não precisaram ser especificadas. Concretamente a existência deuma função
a(T) bem definida é perfeitamente consistente com a quantização desse grau de
liberdade, dentro da interpretação de Bohm-de Broglie.

Sob a transformação unitária (5.21) os operadores de campo são levados em

w→ w/a

π→ aπ.
5No caso escalar há também um fatorλ que multiplica o termoswiwi . Estamos omitindo este

fator por simplicidade notacional.
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Note que no caso específico das perturbações escalares reobtemos o potencial de
Mukhanov-Sasaki como variável de quantização.

Se mudarmos para a visão de Heisenberg da mecânica quântica, obteremos que
a equação de movimento para o operadorw será

w′′ − wi
i −

a′′

a
w = 0

e decompondo esse operador em modos normais6

µ′′
(~k)
+

(

k2 − a′′

a

)

µ(~k) = 0 (5.22)

teremos essencialmente a mesma equação obtida anteriormente, pelo procedimento
de Mukhanov [34].

Assim, atingimos nosso objetivo: mostramos que as equações (5.22) podem
ser consistentemente usadas independentemente da dinâmica do espaço-tempo de
fundo. No máximo precisamos admitir que esse espaço-tempo existe ontologica-
mente, caso contrário somos obrigados a trabalhar com a equação (5.19).

A tarefa de cálculo do espectro de perturbações em Universos quânticos domi-
nados por um fluido adiabático está agora bastante simplificada: precisamosape-
nas resolver a equação (5.22) usando-se paraa(T) a trajetória quântica em lugar da
clássica.

Para a solução desta equação é necessário que se estipulem condiçõesinici-
ais para o campoµ(~k). A nossa proposta nesse trabalho será a de utilizarmos um
espectro de vácuo emη → −∞, como se faz usualmente. Entretanto, antes de cal-
cularmos efetivamente os espectros de perturbações vamos analisar o caso de um
universo dominado por um campo escalar.

5.5 Universos Dominados por Campo Escalar

Até aqui nossa análise tem se concentrado no caso de Universos dominados por
um fluido perfeito. Vamos agora voltar nossa atenção para o caso em queo fluido
dominante é um campo escalar. Para começar, vamos mostrar que podemos, sem
perda de generalidade, desprezar os termos de primeira ordem nas perturbações do
campo escalar quando estivermos expandindo a ação em uma série perturbativa,
em Universos de FLRW.

Consideremos um campo escalarϕ(~x, t) constituído de um termo de fundo,
ϕ0(t), e perturbaçãoδϕ(~x, t)

ϕ(~x, t) = ϕ0(t) + δϕ(~x, t). (5.23)

Essa perturbação pode sempre ser decomposta em

δϕ(~x, t) =< δϕ > (t) + δϕ(0)(~x, t) (5.24)

6No caso das perturbações tensoriais a decomposição seráwi j =
∑

~k µ(~k)(η)t
(~k)
i j eı~k.~x ondet(

~k)
i j é um

tensor transverso e sem traço.
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onde< δϕ > (t) é o valor médio deδϕ(~x, t) sobre as seções espaciais, tomado como
não nulo por hipótese.

< δϕ > (t) =
∫

d3xγ
1
2δϕ.

Claramente o valor médio deδϕ(0)(~x, t) será zero. Através de (5.23) e (5.24) o
campo escalar total passa a ser dado por

ϕ(~x, t) = ϕ0(t)+ < δϕ > (t) + δϕ(0)(~x, t) = ϕ̄0(t) + δϕ(0)(~x, t).

A última igualdade segue como definição de ¯ϕ0(t). Note que esta igualdade é,
omitindo-se a barra, igual a (5.23), sendo, no entanto, o valor médio deδϕ(~x, t)
identicamente nulo. Vamos de agora em diante admitir que as identificações acima
tenham sido feitas em (5.23). Assim todo e qualquer termo da forma

∫

d3xγ
1
2δϕ

será identicamente nulo, e poderemos desprezar os termos de primeira ordem em
δϕ na expansão da ação.

Com esse entendimento, a lagrangiana total (ordens zero e dois) para pertur-
bações em Universos dominados por um campo escalar será

L = − ȧ2aV

l2N
+
ϕ̇0

2a3V
2N

− Na3VV
2

+
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

[

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k

+
a
N

Ȧiǫ
i j
| j +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k + φ|iǫ

i j
| j −

1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ|iǫ
|i
]

+
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ˙ǫ i j ǫ̇i j −

a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇2 +

aȧ2

6l2N

∫

d3xγ
1
2

(

−9φ2

−3ǫφ − 3
4
ǫ2 + 3AiAi +

3
2
ǫ i j ǫi j

)

− 2aȧ

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

φAi
|i −

1
2

Aiǫ
i j
| j

)

+
a2ȧ

3l2N

∫

d3xγ
1
2

(

ǫ i j ǫ̇i j −
1
2
ǫǫ̇ − φǫ̇

)

− a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇Ai

|i −
a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ

+
1
2
ǫ
)

δ̇ϕ + a2ϕ̇0

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i −
Na3Vϕ

2

∫

d3xγ
1
2

(

φ − 1
2
ǫ
)

δϕ

+
ϕ̇0

2a3

4N

∫

d3xγ
1
2

(

3φ2 + ǫφ − AiAi −
1
2
ǫ i j ǫi j +

1
4
ǫ2
)

+
Na3V

4

∫

d3xγ
1
2

(

φ2 + ǫφ − AiAi +
1
2
ǫ i j ǫi j −

1
4
ǫ2
)

+
Na3

2

∫

d3xγ
1
2

(

δ̇ϕ
2

N2
−
δϕ|iδϕ|i

a2
− 1

2
Vϕϕδϕ

2
)

. (5.25)
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A hamiltoniana associada a essa lagrangiana será

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

P2
ϕ

2a3V
+

a3VV
2
+

l2P2
a

8aV2

∫

d3xγ
1
2φ2 +

l2P2
a

24aV2

∫

d3xγ
1
2 ǫφ

− l2P2
a

8aV2

∫

d3xγ
1
2 AiAi +

5l2P2
a

48aV2

∫

d3xγ
1
2 ǫ i j ǫi j −

l2P2
a

32aV2

∫

d3xγ
1
2 ǫ2

+
Pa

6V

∫

d3xγ
1
2 Aiǫ

i j
| j −

P2
ϕ

4a3V2

∫

d3xγ
1
2

(

φ2 − ǫφ − AiAi −
1
2
ǫ i j ǫi j −

1
4
ǫ2
)

+
Pϕ
a3V

∫

d3x
(

φ +
1
2
ǫ
)

πϕ −
Pϕ
aV

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i +
6l2

a3

∫

d3x
πi jπi j

γ
1
2

− 3l2

a3

∫

d3x
π2

γ
1
2

− l2Pa

2a2V

∫

d3xπǫ − a

4l2

∫

d3xγ
1
2 Ai

|iA
j
| j −

1
a

∫

d3xπAi
|i +

l2Pa

a2V

∫

d3xπφ

+
2l2Pa

a2V

∫

d3xπi j ǫi j +
1

2a3

∫

d3x
π2
ϕ

γ
1
2

− a

6l2

∫

d3xγ
1
2

[

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k

+
1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k + φ|iǫ

i j
| j −

1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ |iǫ|i

]

+
a3Vϕ

2

∫

d3xγ
1
2

(

φ − 1
2
ǫ
)

δϕ

−a3V
4

∫

d3xγ
1
2

(

φ2 + ǫφ − AiAi +
1
2
ǫ i j ǫi j −

1
4
ǫ2
)

+
Pa

12V

∫

d3xγ
1
2 ǫAi

i

+
a3

2

∫

d3xγ
1
2

( 1
a2
δϕ|iδϕ|i +

1
2
Vϕϕδϕ

2
)

+
Pa

6V

∫

d3xγ
1
2 Ai

|iφ
}

. (5.26)

No capítulo 3 havíamos mostrado o método conhecido na literatura para sim-
plificar a lagrangiana (5.25), que através de uma integral por partes e douso das
equações de fundo (3.22) e (3.23) leva-a à seguinte forma

L = − ȧ2aV

l2N
+
ϕ̇0

2a3V
2N

− Na3VV
2

+
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

[

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k

+
a
N

Ȧiǫ
i j
| j +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k + φ|iǫ

i j
| j −

1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ|iǫ
|i
]

+
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ˙ǫ i j ǫ̇i j

− a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇2 − aȧ2

2l2N

∫

d3xγ
1
2

(

3φ2 + ǫφ − AiAi

)

− 2aȧ

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

φAi
|i

−1
2

Aiǫ
i j
| j

)

− a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇Ai

|i +
a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ̇ +
1
2
ǫ̇
)

δϕ + a2ϕ̇0

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i

−Na3Vϕ

∫

d3xγ
1
2φδϕ +

ϕ̇0
2a3

4N

∫

d3xγ
1
2

(

3φ2 + ǫφ − AiAi

)

+
Na3V

4

∫

d3xγ
1
2

(

φ2

+ǫφ − AiAi

)

+
Na3

2

∫

d3xγ
1
2

(

δ̇ϕ
2

N2
−
δϕ|iδϕ|i

a2
− 1

2
Vϕϕδϕ

2
)

− a2ȧ

3l2N

∫

d3xγ
1
2φǫ̇

(5.27)

onde o termo de derivada total
[ a2ȧ

6l2N

∫

d3xγ
1
2 (ǫ i j ǫi j −

1
2
ǫ2) − a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2 (φ +

1
2
ǫ)δϕ
]

˙
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foi desprezado.
Sabendo que derivadas totais vão, no espaço de fase, gerar transformações

canônicas, construímos o seguinte gerador dessas transformações

F = aP̃a + ϕ0P̃ϕ −
∫

d3x
(

φ̃πφ + Ãiπ
i
A + ǫ̃i jπ

i j + δ̃ϕπϕ

)

− aP̃a

12V

∫

d3xγ
1
2

(

˜ǫ i j ǫ̃i j −
1
2
ǫ̃2
)

−
P̃ϕ
V

∫

d3xγ
1
2

(

φ̃ +
1
2
ǫ̃
)

δ̃ϕ

sendo as transformações dadas explicitamente por

a = ã+
ã

12V

∫

d3xγ
1
2

(

˜ǫ i j ǫ̃i j −
1
2
ǫ̃2
)

Pa = P̃a −
P̃a

12V

∫

d3xγ
1
2

(

˜ǫ i j ǫ̃i j −
1
2
ǫ̃2
)

ϕ0 = ϕ̃0 +
1
V

∫

d3xγ
1
2

(

φ̃ +
1
2
ǫ̃
)

δ̃ϕ

πφ = π̃φ −
P̃ϕ
V
γ

1
2 δ̃ϕ

πi j = π̃i j − ãP̃a

6V
γ

1
2

(

˜ǫ i j − 1
2
ǫ̃γi j
)

−
P̃ϕ
2V

γ
1
2 δ̃ϕγi j

πϕ = π̃ϕ −
P̃ϕ
V
γ

1
2

(

φ̃ +
1
2
ǫ̃
)

.

Sob essas transformações a hamiltoniana (5.26) é levada em

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

P2
ϕ

2a3V
+

a3VV
2
+

l2P2
a

8aV2

∫

d3xγ
1
2φ2 +

l2P2
a

8aV2

∫

d3xγ
1
2 ǫφ

− l2P2
a

8aV2

∫

d3xγ
1
2 AiAi +

Pa

6V

∫

d3xγ
1
2 Ai

|iφ +
Pa

6V

∫

d3xγ
1
2 Aiǫ

i j
| j

−
P2
ϕ

4a3V2

∫

d3xγ
1
2

(

3φ2 + ǫφ − AiAi

)

+
l2Pa

a2V

∫

d3xπφ +
3l2Pa

a3V

∫

d3xπδϕ

+
Pϕ

2aV

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i +
6l2

a3

∫

d3x
πi jπi j

γ
1
2

− 3l2

a3

∫

d3x
π2

γ
1
2

− a

4l2

∫

d3xγ
1
2 Ai

|iA
j
| j

−1
a

∫

d3xπAi
|i −

9l2P2
ϕ

4a3V2

∫

d3γ
1
2δϕ2 −

3l2PaPϕ
2a2V2

∫ 3

xγ
1
2φδϕ +

1
2a3

∫

d3x
π2
ϕ

γ
1
2

− a

6l2

∫

d3xγ
1
2

(

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k

+φ|iǫ
i j
| j −

1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ |iǫ|i

)

+ a3Vϕ

∫

d3xγ
1
2φδϕ − a3V

4

∫

d3xγ
1
2

(

φ2

+ǫφ − AiAi

)

+
a3

2

∫

d3xγ
1
2

( 1
a2
δϕ|iδϕ|i +

1
2
Vϕϕδϕ

2
)}

(5.28)
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e pode-se verificar, por cálculo direto, que esta é a hamiltoniana associada à la-
grangiana (5.27). Note que na passagem de (5.26) para (5.28) não fizemos uso das
equações de movimento da ordem zero. Isso significa que a hamiltoniana (5.28)
é correta independentemente da validade dessas equações. Essa conclusão se ex-
tende naturalmente à lagrangiana (5.27) que pode ser obtida de (5.28) poruma
transformação de Legendre inversa.

Voltando ao capítulo 3, havíamos usado a equação (3.21) em (5.27) de forma a
eliminar alguns termos, fazendo com que a lagrangiana assumisse a forma

L = − ȧ2aV

l2N
+
ϕ̇0

2a3V
2N

− Na3VV
2

+
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

(

Ai| jA[i| j] −
1
4
ǫ i j |kǫi j |k

+
a
N

Ȧiǫ
i j
| j +

1
2
ǫ i j
| jǫi

k
|k + φ|iǫ

i j
| j −

1
2
ǫ|iǫ

i j
| j − φ|iǫ |i +

1
4
ǫ|iǫ
|i
)

+
a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ˙ǫ i j ǫ̇i j −

a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇2 − aȧ2

l2N

∫

d3xγ
1
2φ2

−2aȧ

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

φAi
|i −

1
2

Aiǫ
i j
| j

)

− a2ȧ

3l2N

∫

d3xγ
1
2φǫ̇ − a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 ǫ̇Ai

|i

+
a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ̇ +
1
2
ǫ̇
)

δϕ + a2ϕ̇0

∫

d3xγ
1
2δϕAi

|i − Na3Vϕ

∫

d3xγ
1
2φδϕ

+
ϕ̇0

2a3

2N

∫

d3xγ
1
2φ2 +

Na3

2

∫

d3xγ
1
2

(

δ̇ϕ
2

N2
−
δϕ|iδϕ|i

a2
− 1

2
Vϕϕδϕ

2
)

. (5.29)

Essa mesma transformação pode ser obtida, sem o uso de equações de ordem zero,
através da redefinição da função lapso

N = Ñ
[

1+
1

2V

∫

d3xγ
1
2 (ǫφ + φ2 − AiAi)

]

. (5.30)

Como já discutido, essa redefinição não possui significado físico. Dessaforma
a lagrangiana (5.29) é fisicamente equivalente à lagrangiana (5.27), independen-
temente da dinâmica do fundo. Nesse ponto nós aplicamos em (5.29) a decom-
posição das perturbações em modos escalares, vetoriais e tensoriais, ea lagrangiana
das perturbações se desacopla em 3 setores perturbativos. Nessa passagem, termos
de divergência total são desprezados.

No setor tensorial temos

L(T) = − Na

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kwi j |k +

a3

24l2N

∫

d3xγ
1
2 ẇi j ẇi j .

No setor vetorial temos

L(V) =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2 Si| jS[i| j] −

a2

6l2

∫

d3xγ
1
2 Si| j Ḟ i| j +

a3

12l2N

∫

d3xγ
1
2 Ḟ i| j Ḟi| j

e, através do uso da variável invariante de calibre

Vi = Si −
a
N

Ḟi
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essa lagrangiana se simplifica para
∫

d3xγ
1
2 V[i| j]V[i| j] .

No setor escalar, após algumas integrais por partes a lagrangiana passaa ser7

L(E) =
Na

6l2

∫

d3xγ
1
2

(

2ψiψi − 4φiψ
i
)

− a3

l2N

∫

d3xγ
1
2 ψ̇2 − ȧ2a

l2N

∫

d3xγ
1
2φ2

−2a2ȧ

l2N

∫

d3xγ
1
2φψ̇ +

a3ϕ̇0

N

∫

d3xγ
1
2

(

φ̇ + 3ψ̇
)

δϕ − Na3Vϕ

∫

d3xγ
1
2φδϕ

+
Na3

2

∫

d3xγ
1
2

( 1
N2

δ̇ϕ
2 − 1

a2
δϕiδϕi −

1
2
Vϕϕδϕ

2
)

+
ϕ̇0

2a3

2N

∫

d3xγ
1
2φ2

−2a2

3l2

(

ψ̇ +
ȧ
a
φ − 3l2ϕ̇0

2
δϕ
)

(B− a
N

Ė)i
i

que corresponde àquela apresentada por Mukhanovet. al. [34], também apresen-
tada nesta tese na equação (3.42).

As hamiltonianas associadas a essas lagrangianas serão apresentadasa seguir.
No setor tensorial, a hamiltoniana será dada por

H(T) =
6l2N

a3

∫

d3x
πi jπi j

γ
1
2

+
Na

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kwi j |k

exatamente a mesma obtida no caso do fluido adiabático. Esse resultado já era
esperado, uma vez que tanto as perturbações do campo escalar quanto as do fluido
adiabático são desprovidas de componentes tensoriais. Assim, as perturbações
nesse setor são devidas inteiramente ao próprio campo gravitacional, não distin-
guindo portanto entre diferentes fluidos.

No setor vetorial, na passagem da lagrangiana para a hamiltoniana aparece o
vínculo

πi
V ≈ 0 (5.31)

e a hamiltoniana é
∫

d3xγ
1
2
1
2

ViV
i| j
| j +

∫

d3xΛiπ
i .

A conservação do vínculo (5.31) dá origem ao vínculo secundário

Vi| j
| j ≈ 0. (5.32)

A conservação deste vínculo determina o multiplicador de LagrangeΛi . Os víncu-
los neste setor são de segunda classe e, se descrevermos a dinâmica em termos de
parênteses de Dirac (cuja forma explícita não nos é relevante), poderemos encarar
esses vínculos como identidades e a hamiltoniana será então anulada.

H(V) = 0.
7novamente definimosF =: B− aĖ/N
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Do vínculo (5.32) podemos ainda obter o conhecido resultado para perturbações
vetoriais em Universos de FLRW dominados por campo escalar [62]

Vi = 0.

No setor escalar, como há na lagrangiana termos que envolvem ˙a e ϕ̇0, os mo-
menta associados às quantidadesa e ϕ0 serão modificados por termos de ordem
dois. Assim, a análise deve ser feita com a ordem zero simultaneamente. A hamil-
toniana será

H = N
[

− l2P2
a

4aV
+

P2
ϕ

2a3V
+

a3VV
2
+

l2Pa

2a2V

∫

d3φπψ −
P2
ϕ

2a3V2

∫

d3xγ
1
2φ2

+
3l2Pϕ
2a3V

∫

d3δϕπψ −
a3

l2

∫

d3xγ
1
2

( l2

2a3γ
1
2

πψ +
1
3a

F i
i

)2
+

1
2a3

∫

d3x
π2
ϕ

γ
1
2

+
a
2

∫

d3xγ
1
2δϕiδϕi +

(

−
9l2P2

ϕ

4a3V2
+

a3Vϕϕ

4

)

∫

d3xγ
1
2δϕ2

+

(

−
3l2PaPϕ
2a2V2

+ a3Vϕ

)

∫

d3xγ
1
2φδϕ − a

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψiψi − 2φiψi

)

+ΛNPN +

∫

d3xΛFπF +

∫

d3xΛφ
(

πφ −
Pϕ
V
γ

1
2δϕ
)]

e na sua construção obtemos os vínculos primários

φ1 = PN ≈ 0

φ3 = πφ −
a3ϕ̇0

N
γ

1
2δϕ ≈ 0

φ2 = πF ≈ 0.

Com a intenção de simplificar a expressão do vínculoπφ − a3ϕ̇0
N γ

1
2δϕ ≈ 0 efe-

tuamos a seguinte transformação canônica

ϕ0 = ϕ̃0 −
1
V

∫

d3xγ
1
2 φ̃δ̃ϕ

πφ = π̃φ +
P̃ϕ
V
γ

1
2 δ̃ϕ

πϕ = π̃ϕ +
P̃ϕ
V
γ

1
2 φ̃

cujo gerador é

F = I −
Pϕ
V

∫

d3xγ
1
2 φ̃δϕ

sendoI a transformação identidade. A hamiltoniana, após essa transformação é
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dada por

H = N
[

− l2P2
a

4aV
+

P2
ϕ

2a3V
+

a3VV
2
+

l2Pa

2a2V

∫

d3φπψ +
3l2Pϕ
2a3V

∫

d3δϕπψ

−a3

l2

∫

d3xγ
1
2

( l2

2a3γ
1
2

πψ +
1
3a

F i
i

)2
+

(

−
3l2PaPϕ
2a2V2

+
a3Vϕ

2

)

∫

d3xγ
1
2φδϕ

− a

3l2

∫

d3xγ
1
2

(

ψiψi − 2φiψi

)

+
Pϕ
a3V

∫

d3xφπϕ +
1

2a3

∫

d3x
π2
ϕ

γ
1
2

+
a
2

∫

d3xγ
1
2δϕiδϕi +

(

−
9l2P2

ϕ

4a3V2
+

a3Vϕϕ

4

)

∫

d3xγ
1
2δϕ2
]

+ΛNPN +

∫

d3xΛFπF +

∫

d3xΛφπφ

A conservação dos vínculos primários leva aos vínculos secundários

φ4 = H/N =: H0 ≈ 0

φ5 =
1
3a
πψ +

2a

9l2
γ

1
2 F i

i ≈ 0

φ6 = −
l2Pa

2a2V
πψ −

(

−
3l2PaPϕ
2a2V2

+
a3Vϕ

2

)

γ
1
2δϕ +

2a

3l2
γ

1
2ψi

i −
Pϕ
a3V

πϕ ≈ 0.

A conservação do vínculoφ5 fixa o multiplicador de LagrangeλF . A con-
servação do vínculoφ4 é identicamente satisfeita. A conservação do vínculoφ6

produz uma expressão que, após algumas manipulações algébricas simplesé iden-
ticamente satisfeita, desprezando-se termos de ordem 3, por ser proporcional à
hamiltoniana de ordem zero.

Dessa forma os vínculos da teoria são

φ1 = PN

φ2 = πF

φ3 = πφ

φ4 = H

φ5 =
1
3a
πψ +

2a

9l2
γ

1
2 F i

i

φ6 = −
l2Pa

2a2V
πψ −

(

−
3l2PaPϕ
2a2V2

+
a3Vϕ

2

)

γ
1
2δϕ +

2a

3l2
γ

1
2ψi

i −
Pϕ
a3V

πϕ.

É trivial verificar queφ1, φ3 e φ4 apresentam parênteses de Poisson fracamente
zero com todos os outros vínculos, sendo portanto de primeira classe. Osvínculos
φ2, φ5 e φ6 apresentam parênteses de Poisson não nulos entre si. Como não pode
haver um número ímpar de vínculos de segunda classe, definimos

φ̄6 =: φ6 +
1
a
φ3
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e resulta que esse vínculo é de primeira classe, sendo de segunda classeos vínculos
φ2 e φ5. Também nesse caso verifica-se que os vínculos secundários de primeira
classe são geradores de transformações de calibre.

A contagem dos graus de liberdade perturbativos e dos vínculos mostra que
essa teoria deve poder ser escrita em função de uma única variável invariante de
calibre. Antes de prosseguirmos com a construção da hamiltoniana mais simples,
comentamos que os parênteses de Dirac entre as variáveis dinâmicas do setor es-
calar e do fundo são idênticos aos de Poisson entre as mesmas variáveis, exceto os
que envolvem as quantidadesF eπF . Assim podemos encarar os vínculosφ5 eφ2

como identidades e a hamiltoniana se reduz a

H = N
[

− l2P2
a

4aV
+

P2
ϕ

2a3V
+

a3VV
2
+

3l2Pϕ
2a3V

∫

d3δϕπψ −
a

3l2

∫

d3xγ
1
2ψiψi

+
1

2a3

∫

d3x
π2
ϕ

γ
1
2

+
a
2

∫

d3xγ
1
2δϕiδϕi +

(

−
9l2P2

ϕ

4a3V2
+

a3Vϕϕ

4

)

∫

d3xγ
1
2δϕ2
]

+ΛNPN − N
∫

d3xφφ6 +

∫

d3xΛφπφ.

Vamos agora prosseguir com a obtenção de uma hamiltoniana mais simples
para o setor escalar. Começamos efetuando a seguinte transformação canônica

a = ã−
2Pϕ

l2P2
a

∫

d3xψ̃π − 1
2
∂α

∂P̃a

∫

d3xγ
1
2

(v
a
+

2P̃ϕ

l2ãP̃a
ψ
)2

Pa = P̃a +

∫

d3x
(v
a
+

2P̃ϕ

l2ãP̃a
ψ
)

π +
1
2
∂α

∂a

∫

d3xγ
1
2

(v
a
+

2P̃ϕ

l2ãP̃a
ψ
)2

ϕ0 = ϕ̃0 +
2

l2P̃a

∫

d3xψ̃π − 1
2
∂α

∂Pϕ

∫

d3xγ
1
2

(v
a
+

2P̃ϕ

l2ãP̃a
ψ
)2

πϕ = ãπ + αγ
1
2δϕ

δϕ =
v
a
+

2P̃ϕ

l2ãP̃a
ψ

πψ = π̃ψ −
2P̃ϕ

l2P̃a
π

cujo gerador é

F1 = aP̃a + ϕ0P̃ϕ +
∫

d3x
(

aπδϕ + ψπ̃ψ −
2P̃ϕ
l2Pa

ψπ +
α

2
γ

1
2δϕ2
)

.

Nessas expressões,α é uma função dea, Pa e Pϕ ainda indeterminada. Note
que a variávelv introduzida por essa transformação corresponde à variável de
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Mukhanov-Sasaki [34]. Sob essa transformação a hamiltoniana se torna

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

P2
ϕ

2a3V
+

a3VV
2
+

1
2a

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
1
2a

∫

d3xγ
1
2 vivi

+

[(

−
9l2P2

ϕ

4a5V2
+

aVϕϕ

4

)

− 1
2

( l2P2
a

4a4V
−

3P2
ϕ

2a6V
+

3VV
2

)

∂α

∂Pa

−1
2

l2Pa

2a3V

∂α

∂a
−

aVVϕ

4
∂α

∂Pϕ
+
α2

2a5

]

∫

d3xγ
1
2 v2 +

3l2Pϕ
2a4V

∫

d3xvπψ

+

(

α

a3
−

3P2
ϕ

a4PaV
− l2Pa

2a2V

)

∫

d3xvπ +
∫

d3xψ
{ 3P2

ϕ

a4PaV
πψ

+

[ a

3l2
−

2P2
ϕ

al4P2
a

]

γ
1
2ψi

i +

[ 4P2
ϕ

l4P2
a

(

−
9l2P2

ϕ

4a5V2
+

aVϕϕ

4

)

−
P2
ϕ

l2a3PaV

∂α

∂a

−
2P2

ϕ

l4P2
a

( l2P2
a

4a4V
−

3P2
ϕ

2a6V
+

3VV
2

)

∂α

∂Pa
−

aVVϕP2
ϕ

l4P2
a

∂α

∂Pϕ
+

2α2P2
ϕ

l4a5P2
a

]

γ
1
2ψ

+

[

−
6P3

ϕ

l2a4P2
aV
−

2a2Pϕ

l2P2
a

( l2P2
a

4a4V
−

3P2
ϕ

2a6V
+

3VV
2

)

−
Pϕ
a2V
+

a3VVϕ

l2Pa
+

2αPϕ
l2a3Pa

]

π

+

[ 4Pϕ
l2Pa

(

−
9l2P2

ϕ

4a5V2
+

aVϕϕ

4

)

−
2Pϕ
l2Pa

( l2P2
a

4a4V
−

3P2
ϕ

2a6V
+

3VV
2

)

∂α

∂Pa
−

Pϕ
a3V

∂α

∂a

−
aVVϕPϕ

ł2Pa

∂α

∂Pϕ
+

2α2Pϕ
l2a5Pa

]

γ
1
2 v−

2Pϕ
al2Pa

γ
1
2 vi

i

}}

+ ΛNPN +

∫

d3xΛφπφ −
∫

d3xφφ6

e o vínculoφ6 se torna

φ6 = −
l2Pa

2a2V
πψ −

(

−
3l2PaPϕ
2a3V2

+
a2Vϕ

2
+
αPϕ
a4V

)

γ
1
2 v

−
2Pϕ
l2Pa

(

−
3l2PaPϕ
2a3V2

+
a2Vϕ

2
+
αPϕ
a4V

)

γ
1
2ψ +

2a

3l2
γ

1
2ψi

i .

Agora podemos escolherα de forma que o termo proporcional avπ na hamil-
toniana se anule. Assim teremos

α =
3P2

ϕ

aPaV
+

l2aPa

2V
.

Considerando-se que os vínculosφ3 eφ6 são os geradores das transformações
de calibre da teoria, deve estar claro quev é invariante por essas transformações,
o mesmo não podendo ser dito de seu momentumπ . Conforme já discutido,
essa situação é indesejável e, para corrigí-la, efetuamos uma terceira transformação
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canônica

a = ã−
( ã4VVϕ

l2P̃a
2
+

12P̃ϕ
3

l2ã3P̃a
3
V

)

∫

d3xγ
1
2 ṽψ̃ −

(

−
2P̃ϕ

2

ãP̃a
2
l2V
+

2ã4VϕP̃ϕV

l4P̃a
3

+
18P̃ϕ

4

ã3P̃a
4
l4V

)

∫

d3xγ
1
2 ψ̃2 +

2ã3V

3l4P̃a
2

∫

d3xγ
1
2 ψ̃ψ̃i

i

Pa = P̃a +

(

−
2P̃ϕ
ã2V
−

4ã3VVϕ

l2P̃a
+

18P̃ϕ
3

l2ã4P̃a
2
V

)

∫

d3xγ
1
2 ṽψ̃ +

(

−
2P̃ϕ

2

ã2P̃al2V

−
4ã3VϕP̃ϕV

l4P̃a
2
+

18P̃ϕ
4

ã4P̃a
3
l4V

)

∫

d3xγ
1
2 ψ̃2 +

2ã2V

l4P̃a

∫

d3xγ
1
2 ψ̃ψ̃i

i

ϕ0 = ϕ̃0 −
( 2
ãV
−

18P̃ϕ
2

l2ã3P̃a
2
V

)

∫

d3xγ
1
2 ṽψ̃ −

( 4P̃ϕ

ãP̃al2V
−

ã4VϕV

l4P̃a
2

−
24P̃ϕ

3

ã3P̃a
3
l4V

)

∫

d3xγ
1
2 ψ̃2

Pϕ = P̃ϕ −
ã4Vϕϕ

l2P̃a

∫

d3xγ
1
2 ṽψ̃ −

ã4P̃ϕVVϕϕ

l4P̃a
2

∫

d3xγ
1
2 ψ̃2

π = π̃ +
(2P̃ϕ

ãV
−

ã4VVϕ

l2P̃a
−

6P̃ϕ
3

l2ã3P̃a
2
V

)

γ
1
2 ψ̃

πψ = π̃ψ +
(2P̃ϕ

ãV
−

ã4VVϕ

l2P̃a
−

6P̃ϕ
3

l2ã3P̃a
2
V

)

γ
1
2 ṽ+ 2

( 2P̃ϕ
2

ãP̃al2V
−

ã4VϕP̃ϕV

l4P̃a
2

−
6P̃ϕ

4

ã3P̃a
3
l4V

)

γ
1
2ψ +

4ã3V

3l4P̃a
γ

1
2 ψ̃i

i

gerada por

F2 = aP̃a + ϕ0P̃ϕ +
∫

d3x
[

ψπ̃ψ + vπ̃ +
(2P̃ϕ

aV
−

a4VVϕ

l2P̃a
−

6P̃ϕ
3

l2a3P̃a
2
V

)

γ
1
2 vψ

+

( 2P̃ϕ
2

l2aP̃aV
−

a4VVϕP̃ϕ

l4P̃a
2
−

6P̃ϕ
4

l4a3P̃a
3
V

)

γ
1
2ψ2 +

2a3V

3l4P̃a
γ

1
2ψψi

i

]

.

Sob essa transformação o vínculoφ6 é levado em

φ6 = −
l2Pa

2a2V
πψ

e podemos redefiní-lo como
φ̃6 = πψ
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e a hamiltoniana assume a forma

H = N
{

− l2P2
a

4aV
+

P2
ϕ

2a3V
+

a3VV
2
+

1
2a

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
1
2a

∫

d3xγ
1
2 vivi

+

(15l2P2
ϕ

4a5V2
+

aVϕϕ

4
− 3l2Va

8
+

9VP2
ϕ

4aP2
a
− l4P2

a

16a3V2
−

27P4
ϕ

4a7V2P2
a
−

3PϕVϕ

Pa

)

∫

d3xγ
1
2 v2

+H(0)
0

∫

d3xψ
[

−
6Pϕ

l2aP2
a
π +

2a2V

l4P2
a
γ

1
2ψi

i −
9P2

ϕγ
1
2ψ

l2P2
aa2V

−
(3a3VVϕ

l2P2
a

+
18P3

ϕ

l2a4P3
aV
+

3Pϕ
a2PaV

)

γ
1
2 v
]

+

∫

d3x
(

− l2Pa

2a2V
φ +

3P2
ϕ

a4PaV
ψ +

3l2Pϕ
2a4V

v
)

φ̃6

}

+ΛNPN +

∫

d3xΛφπφ.

(5.33)

Da mesma forma que no caso do fluido perfeito, a hamiltoniana acima pode
ser simplificada por uma redefinição deN que leve em conta os termos de ordem 2
proporcionais aH(0)

0 e por uma redefinição deφ. A forma final será então

H = N
[

− l2P2
a

4aV
+

P2
ϕ

2a3V
+

a3VV
2
+

1
2a

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
1
2a

∫

d3xγ
1
2 vivi

+

(15l2P2
ϕ

4a5V2
+

aVϕϕ

4
− 3l2Va

8
+

9VP2
ϕ

4aP2
a
− l4P2

a

16a3V2
−

27P4
ϕ

4a7V2P2
a
−

3PϕVϕ

Pa

)

∫

d3xγ
1
2 v2
]

+

∫

d3xφ̃φ̃6 + ΛNPN +

∫

d3xΛφπφ

e se usarmos as equações clássicas de movimento poderemos mostrar que o co-
eficiente do termo emv2 é exatamente igual a−z′′/2z no calibreN = a, com
z= a2ϕ̇0/ȧ correspondendo então à equação (3.43).

A quantização da teoria segue agora as mesmas linhas da quantização de qual-
quer teoria de calibre. Impomos que o funcional de onda seja aniquilado pelas
versões operatoriais dos vínculos de primeira classe. Isso nos leva comoantes à
conclusão de que esse funcional não depende deφ nem deψ e obedece à seguinte
equação

[

− l2P2
a

4V
+

P2
ϕ

2a2V
+

a4VV
2
+

1
2

∫

d3x
π2

γ
1
2

+
1
2

∫

d3xγ
1
2 vivi

+

(15l2P2
ϕ

4a4V2
+

a2Vϕϕ

4
− 3l2Va2

8
+

9VP2
ϕ

4a2P2
a
− l4P2

a

16a2V2
−

27P4
ϕ

4a6V2P2
a
−

3aPϕVϕ

Pa

)

∫

d3xγ
1
2 v2

+
6l2

a2

∫

d3x

γ
1
2

πi jπi j +
a2

24l2

∫

d3xγ
1
2 wi j |kw

i j |k
]

χ = 0.

(5.34)
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Em princípio poderíamos resolver essa equação impondo um ansatz do tipo
imposto em (5.20) (apenas trocando a dependência ema e T por uma ema eϕ0 e
supondo que as funções de onda perturbativas não dependem deϕ0), o que levaria
à separação da equação de Schroedinger em 3, e escolhendo uma variável arbitrária
para parametrizar a evolução das trajetórias bohmianas (nesse caso apenas se obtém
soluções implícitasa(ϕ0) [14]). No entanto o tratamento deste caso está fora do
escopo deste trabalho.
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Capítulo 6

Comparação com as Observações

Vamos, neste capítulo, analisar o espectro de perturbações gerado pelomodelo
de fundo discutido no capítulo 4 utilisando-nos do formalismo desenvolvido no
capítulo 5 e compará-lo com os dados observacionais.

6.1 Método Utilizando Condições de Junção

No modelo apresentado no capítulo 4, como visto, as trajetórias bohmianas
para o fator de escala são dadas por

a(T) = a0

(

1+
T2

T2
0

)
1

3(1−λ)
. (6.1)

Precisamos então calcular o potencial−a′′/a a que os modos perturbativos estão
sujeitos.

a′ =
da
dη
=

da
dT

dT
dη
= a1−3λȧ

a′′ =
da′

dη
= a1−3λ d

dT
(a1−3λȧ) = (1− 3λ)a1−6λȧ2 + a2−6λä.

Daí tiramos

V =
a′′

a
= a2−6λ

[ ä
a
+ (1− 3λ)

ȧ2

a2

]

.

Substituindo (6.1) vem

V =
2a2(1−3λ)

0

3(1− λ)T2
0

[

1+ 1−3λ
3(1−λ)

T2

T2
0

]

(

1+ T2

T2
0

)
4

3(1−λ)

. (6.2)

Na figura 6.1 apresentamos o comportamento desse potencial para alguns valores
deλ.
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Figura 6.1:Potencial(6.2) λ = 0 e λ = 1/3. Os gráficos acima correspondem a
a0 = 1 e T0 = 1.

Para resolver a equação de movimento para os modos (5.22) precisamos esco-
lher condições iniciais, dadas emT → −∞ (ou equivalentemente,η → −∞). Por
outro lado, as medidas desses espectros são realizadas hoje em dia, em um tempoT
muito maior que o tempo característicoT0 dobounce, de forma que podemos, para
efeito de cálculo, determinar os espectros em|T | → ∞ (|η| → ∞). Assim, é con-
veniente que estudemos o potencialV(η) e as soluçõesµ(η)1 nos limitesη → ±∞,
utilizando então o método de junção na época de início de domínio do potencialV.

O potencialV, para
∣

∣

∣

∣

∣

T
T0

∣

∣

∣

∣

∣

>> 1, pode ser aproximado, nos casosλ , 1
3, por

V∞ =
2(1− 3λ)a2(1−3λ)

0

9(1− λ)2T2
0

T
T0

− 2(1+3λ)
3(1−λ)

. (6.3)

O fator de escala nesse limite é dado por

a0

( T
T0

)
2

3(1−λ)

de forma que o tempo conformeη está relacionado aT por

dη = a3λ−1dT = a3λ−1
0

( T
T0

)

2(3λ−1)
3(1−λ)

dT,

1Estamos omitindo o subscrito (~k) por simplicidade notacional.
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que leva a
( T
T0

)
1+3λ

3(1−λ)
=

1+ 3λ
3(1− λ)

a1−3λ
0

T0
η, (6.4)

onde escolhemosη = 0 paraT = 0. A substituição de (6.4) em (6.3) dá finalmente
para o potencial longe dobounce

V∞ =
2(1− 3λ)
(1+ 3λ)2

1
η2
. (6.5)

Com isso a equação de movimento para as perturbações será2

µ′′ +
[

k2 − 2(1− 3λ)
(1+ 3λ)2

1
η2

]

µ = 0,

cuja solução é

µ =
√
η
[

A1(k)h(1)
n (kη) + A2(k)h(2)

n (kη)
]

(6.6)

com h(1)
n (kη) e h(2)

n (kη) sendo as funções de Hankel de primeiro e segundo tipos,
respectivamente, en = 3(1−λ)

2(1+3λ) .

Note que em princípio a solução acima não se aplica no casoλ = 1
3. No en-

tanto, nesse caso, comoa é proporcional aT, o potenciala′′/a é nulo, exatamente
o resultado obtido pela expressão (6.5). Então vemos que, por continuidade do
potencial emλ, a solução (6.6) também vale paraλ = 1

3.
As funções de Hankel têm um comportamento assintótico do tipo

h(1)
n (x) =

eıx
√

x
A(n)

h(2)
n (x) =

e−ıx
√

x
B(n),

ondeA e B são constantes.
Assim, paraη→ −∞, a solução (6.6) pode ser ainda mais aproximada por

µ =
Ã1√

k
eıkη +

Ã2√
k

e−ıkη (6.7)

e, impondo como condição inicial o estado de vácuo, de forma que o valor esperado
do operadorµ seja

µ ∝ 1
√

k
e−ıkη

obtemos
Ã2 ∝ constante Ã1 = 0

2Para perturbações escalares há o fatorλ que multiplica o termo emk2. Esse fator pode ser
reabsorvido por uma redefinição dek.
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que implica, via (6.7), que para tempos muito anteriores aobounce

µ = A2
√
ηh(2)

n (kη) (6.8)

Usando-se a fórmula de recorrência para funções de Hankel

d
dx

h(i)
n (x) =

1
2

h(i)
n−1(x) − 1

2
h(i)

n+1(x)

obtemos

d
dη
µ =

A2

2
√
η

h(2)
n (kη) +

kA2
√
η

2
h(2)

n−1(kη) −
kA2
√
η

2
h(2)

n+1(kη). (6.9)

A solução acima, como dito, vale paraη → −∞. Há uma solução formal para
a equação de movimento (5.22) dada por [75, 80]

µ

a
= C1(k) +C2(k)

∫ η

dη̄
1

a2(η̄)
− k2
∫ η

dη̄
[ 1
a2(η̄)

∫ η̄

d¯̄η(aµ)
]

. (6.10)

Essa solução pode, por iteração, ser escrita como uma série emk2

µ

a
= C1

[

1− k2
∫ η

dη̄
1

a2(η̄)

∫ η̄

d¯̄ηa2( ¯̄η)
]

+C2

[

∫ η

dη̄
1

a2(η̄)

−k2
∫ η

dη̄
1

a2(η̄)

∫ η̄

d¯̄ηa2( ¯̄η)
∫ ¯̄η

d ¯̄̄η
1

a2( ¯̄̄η)

]

+O(k4). (6.11)

Parak suficientemente pequeno, podemos desprezar os termos em ordemk2 ou
superior, e, para a trajetória (6.1) temos

µ

a
= C1(k) +C2(k)a3(λ−1)

0 T0 arctan
( T
T0

)

.

Essa solução vale para todoT, desde quek seja suficientemente pequeno. Para
T → −∞ essa solução pode ser aproximada por

µ

a
= C1 −C2a3(λ−1)

0 T0

(

π

2
+

T0

T

)

que leva a

µ = C̃1

[ 1+ 3λ
3(1− λ)

a1−3λ
0

T0
η
]

2
1+3λ
+ C̃2

[ 1+ 3λ
3(1− λ)

a1−3λ
0

T0
η
]
−1+3λ
1+3λ

(6.12)

e a

dµ
dη
=

2C̃1

1+ 3λ

[ 1+ 3λ
3(1− λ)

a1−3λ
0

T0

]
2

1+3λ
η

1−3λ
1+3λ +

(−1+ 3λ)
1+ 3λ

C̃2

[ 1+ 3λ
3(1− λ)

a1−3λ
0

T0

]
−1+3λ
1+3λ

η
−2

1+3λ

(6.13)

comC̃1 = C1a0 −
C2a3λ−2

0
2 πT0 e C̃2 = −C2a3λ−2

0 T0.
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Parak menor do que o valor máximo do potenciala′′/a
(

que vale 2a2(1−3λ)
0 /[3(1−

λ)T2
0]
)

haverá dois instantes, que denotaremos por±ηM, onde o fatork2 − a′′/a

se anulará. Parak2 muito pequeno, teremos que nesses instantesa′′/a será tam-
bém muito pequeno. Dado que 1/3 > λ > 0, isso ocorrerá paraη suficiente-
mente grande, de forma que poderemos usar a aproximação (6.5) para o potencial,
levando a

kηM =

√
2(1− 3λ)
1+ 3λ

.

Observe que o produtokηM é efetivamente independente dek. Em η = −ηM as
duas aproximações (6.12) e (6.8) se aplicam (parak suficientemente pequeno).
Isso significa que as expressões (6.8) e (6.12), quando avaliadas em−ηM devem se
igualar, bem como (6.13) e (6.9). Ou seja, obtemos um sistema de equações que
resolvido nos permite obter̃C1 e C̃2 em função deA1, a0 e T0. Essa solução nos
mostra que

C̃1 ∝ k
3(1−λ)
2(1+3λ)

C̃2 ∝ k−
3(1−λ)
2(1+3λ) .

É fácil verificar que nas condições em que estamos trabalhando (1/3 ≥ λ > 0 e
k << 1) o termoC̃2 domina sobre õC1.

Se agora voltarmos à solução (6.10) e a analisarmos “hoje”, ou seja, fazendo
T → ∞, ela será dada aproximadamente por

µ

a
= C1 +C2a3(λ−1)

0 T0

(

π

2
− T0

T

)

=
C̃1 − πC̃2

a0
− C̃2T0

a0T
.

O termo em 1/T pode ser desprezado nesse limite e, como parak << 1 o termoC̃2

domina sobreC̃1, teremos
µ

a
= − π

a0
C̃2 ∝ k−

3(1−λ)
2(1+3λ) .

Para as perturbações tensoriais o espectro será dado por

PT = k3
∣

∣

∣

∣

∣

µ

a

∣

∣

∣

∣

∣

2

que leva a
PT = knT

com

nT =
12λ

1+ 3λ
que pode, por continuidade do espectro emλ, ser aplicado ao casoλ = 1/3 (esse
caso foi tratado na referência [81]). O resultado para Universos dominados por
poeira ou por radiação será então

nT

∣

∣

∣

∣

∣

poeira
= 0
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nT

∣

∣

∣

∣

∣

rad
= 2

Resultados também foram obtidos para o caso de seções espaciais curvas, domi-
nadas por radiação. Para detalhes ver [75]

O método de junção traz consigo uma interpretação física clara. O potencial
V = a′′/a é proporcional ao escalar de curvatura do espaço-tempo (∼ a′′/a3). Por
outro lado, esse escalar define uma escala de comprimento característico para o
Universo,lc, que tomaremos como sendoR∼ 1/l2c. Podemos então considerar que
o potencialV está associado a essa escala por

V ∼ a2

l2c
.

Associado ao vetor de ondak temos o comprimento de onda, comóvel,λc ∼ 1/k,
que está relacionado ao comprimento de onda físico porλ f is = aλ. A junção ocorre
exatamente para a situaçãok2 = V, que pode então ser interpretada comoλ f is ∼ lc.
Assim, para tempos suficientemente afastados dobounce, os modos perturbativos
estão comλ f is < lc. Ou seja, modos menores que o comprimento característico
do Universo propagam-se como ondas livres. Isto também pode ser interpretado
como consequência do fato de para escalas muito menores que a de curvatura, a
física é essencialmente regida por efeitos locais, em que a Relatividade Geral não
é importante.

Em princípio a solução apresentada se aplica também ao potencial de Mukhanov-
Sasaki. No entanto, em teoria de perturbações cosmológicas estamos mais interes-
sados no potencial de BardeenΦ, que representa as flutuações da métrica, que vão
dar origem às estruturas e ao espectro de anisotropias da radiação de fundo. O
conhecimento dev permite que apliquemos a equação (5.18) e obtenhamos direta-
mente o espectro deΦ. Um cuidado deve ser tomado no entanto: a equação (5.18)
envolve uma derivada dev/a. A solução apresentada paraµ/a (que corresponde a
v/a no caso de perturbações escalares) é uma solução constante. Isso não significa
queΦ seja nulo, já que em ordens superiores de aproximação a soluçãoµ/a apre-
sentará correções emk2η2, cujas derivadas contribuirão paraΦ. Devemos então
voltar na equação (6.11) e calcular também os termos de ordemk2.

A equação (6.11), quando derivada emη e substituída a trajetória bohmiana
(6.1) leva a

(v
a

)′
= −C1λk2

a2
T0a1+3λ

0

∫

dx(1+ x2)
1+3λ

3(1−λ)

+
C2

a2

[

1− λk2T2
0a−2+6λ

0

∫

dx(1+ x2)
1+3λ

3(1−λ) arctanx
]

onde usamos a relação entre o tempo conforme e a coordenadaT

dη = a3λ−1T0dx

para mudar de variável de integração e definimosx = T/T0. Como estamos in-
teressados na determinação do potencial de Bardeen que gera as anisotropias da
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radiação de fundo, ou seja em tempos já bastante posteriores aobounce, podemos
considerar, nas integrais acima,x >> 1 e daí vem

(v
a

)′
= −C2

a2
0

x−
4

3(1−λ) +

[

−C1T0a1+3λ
0 −

C2T2
0a−2+6λ

0 π

2

]3(1− λ)
5+ 3λ

k2

a2
0

λx
1+3λ

3(1−λ) +

λC2

a2
0

T2
0a6λ

0
3(1− λ)k2

2(1+ 3λ)
x
−2+6λ
3(1−λ) .

Podemos então verificar que para os valores deλ que interessam ao nosso trabalho
(0 < λ ≤ 1/3) o único termo que sobrevive para tempos suficientemente grandes é

(v
a

)′
=

[

−C1T0a1+3λ
0 −

C2T2
0a−2+6λ

0 π

2

]3(1− λ)
5+ 3λ

k2

a2
0

λx
1+3λ

3(1−λ) .

Usando que parax >> 1

x =
[ 1+ 3λ
3(1− λ)

a1−3λ
0

T0

]

3(1−λ)
1+3λ

η
3(1−λ)
1+3λ ,

vem
(v
a

)′
= −
[

C1 +
C2T0a−3(1−λ)

0 π

2

] (1+ 3λ)λ
5+ 3λ

k2η.

Substituindo este resultado em (5.18) e decompondoΦ em modos normais, obte-
mos

Φ ∝
[

C1 +
C2T0a−3(1−λ)

0 π

2

]

.

Não é difícil verificar que os termos de correção em ordemk2 não alteram a
dependência emk dos coeficientes̃C1 e C̃2, sendo responsáveis apenas por uma
mudança em suas amplitudes. Para tanto basta aproximar em (6.11)a ∝ ηn, válido
paraη suficientemente grande. Obtém-se facilmente que as correções são propor-
cionais ak2η2 e que no instante de junção essas correções, sendo proporcionais a
k2η2

M, são independentes dek. Isso significa que as dependências funcionais de
C̃1 e C̃2 obtidas anteriormente continuam válidas. Assim,C̃2 domina sobreC̃1 e
obtemos finalmente

Φ ∝ k−
3(1−λ)
2(1+3λ) .

Como o espectro de perturbações escalares é dado por

Ps =
2k3

π2
|Φ|2

chegamos ao resultado
Ps ∝ kns−1

com

ns = 1+
12λ

1+ 3λ
, (6.14)
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essencialmente o mesmo obtido para as perturbações tensoriais.
Note que oλ a que nos referimos é aquele do fluido que domina em|x| >>

1. Assim, o particular fluido que realiza obouncenão é diretamente relevante.
Na realidade o papel dobounceé apenas o de selecionar o modoC̃2 como modo
dominante sem efetivamente alterar a dependência funcional deste, a qual foi fixada
em−∞.

6.2 Soluções Numéricas

Os resultados obtidos na seção anterior pelo método de junção foram reobtidos
numericamente [80]. Na solução numérica, escolheu-se um valorλ = 8,4x10−4,
que produz um espectro comns = 1,01 segundo a equação(6.14). Este é um valor,
que, embora não seja o que produz o melhor acordo com as observações do WMAP
[82] (ns ∼ 0,97), ainda está dentro dos valores aceitáveis.

As amplitudes, tanto das perturbações escalares quanto das perturbações ten-
soriais têm como parâmetro livre a escala de curvatura característica dobounce,
dada por

l0 = a3λ
0 T0

e, para que a amplitude do espectro de perturbações escalares esteja emacordo
com os dados observacionais obtidos do WMAP é necessário quel0 ∼ 103l, um
valor muito bom do ponto de vista conceitual pois é pequeno o suficiente paraque
efeitos quânticos da gravitação sejam relevantes, sendo ainda grande osuficiente
para que a equação de Wheeler-DeWitt não seja invalidada por uma eventual es-
trutura discreta do espaço-tempo (como prevista por teorias como a de cordas ou
gravitação quântica com laços). Isso torna o modelo altamente consistente. Além
disto, a razão entre as amplitudes das perturbações tensoriais e escalares T/S re-
sultou nesse modelo da ordem de 10−3, suficientemente pequeno para que os re-
sultados possam ser considerados consistentes com os dados do WMAP, que con-
sideramT/S menor que 0.21. Uma razãoT/S em torno de 0.21, darial0 ∼ 350l
e λ ∼ 8.5x10−2, que leva à dependência emk0,81, um valor muito alto. Isso nos
leva a concluir que efetivamente este modelo prevê razõesT/S pequenas, dando
bom acordo com os dados observacionais. Uma possibilidade ainda inexplorada
é a de uma pequena componente de energia escura dominando o Universoem al-
gum ponto de sua fase contrativa, o que presumivelmente diminuiria o valor dens,
aproximando-o ainda mais do valor mais aceito, 0,97.

Na figura (6.2) apresentamos o comportamento dos espectros escalar e tenso-
rial, bem como da razão entre suas amplitudes, obtidos numericamente [80].

Na figura (6.3) apresentamos a evolução temporal do modov(x) para um valor
de k̃ = 10−3 (k̃ =: λkl0/a0) e λ = 0.1. Note que os modos escalares apresentam
oscilações em sua amplitude a partir deT ∼ 107T0 (para os valores escolhidos). Na
figura (6.4) apresentamos uma comparação da amplitude dePs ePT para alguns
valores selecionados dek̃. Note que os valores se tornam maiores que 1 durante o
bounceter se dado, o que poderia levar a uma inconsistência no nosso tratamento.
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Figura 6.2:Espectros das perturbações escalares e tensoriais e razão T/S para

umλ = 8.5x10−4 e l0 = 1474l. Na figura,k̃ =
√
λT0

a1−3λ
0

k

Isto pode ser resolvido por uma escolha adequada dea0, que ainda não foi determi-
nado pela comparação com as observações, já que o que interessa realmente nesta
análise é o potencial de Bardeen, o qual é dado por [80]

Φk =
f (x)

k̃2

√
ω(ω + 1)
1− ω

( l1/20 l

a3/2
0

)

,

onde f (x) é uma função que descreve a evolução das perturbações no método
numérico utilizado.
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Capítulo 7

Conclusões e Perspectivas
Futuras

Este trabalho mostrou que as equações simplificadas que descrevem a dinâmica
das perturbações, originalmente obtidas em modelos de cosmologia clàssica epor
muito tempo tidas como exclusivas desses modelos, podem ser obtidas de forma
totalmente independente do fato da dinâmica dos graus de liberdade da ordemzero
ser clássica ou não. Isso habilita tais simplificações a serem consistentementeuti-
lizadas nos casos em que o fundo também é quantizado.

Usamos tais equações em um modelo simplificado existente na literatura. Nesse
modelo, um universo eterno, inicialmente dominado por poeira e em contração,
tem sua evolução modificada por efeitos quânticos, entrando em uma fase expan-
siva que desemboca, para tempos suficientemente grandes, no modelo padrão da
cosmologia. Mostramos que tal modelo pode representar uma boa descriçãodo
Universo pois gera um espectro de perturbações escalares invariante de escala para
k pequeno (k é o módulo do vetor de onda das perturbações), em acordo com as ob-
servações das anisotropias da CMB. Fica assim evidenciada a relevância do método
desenvolvido no que concerne à comparação dos modelos da cosmologia quântica
com as observações.

Outro aspecto importante sobre o qual nada comentamos no corpo da tese é o
de que apesar de todos os resultados obtidos terem sido para o caso de universos
espacialmente planos (K = 0), a simplificação demonstrada pode ser aplicada ao
setor tensorial mesmo nos casosK = −1 e K = +1 [79]. Esse último gera um
universo que passa por fases de expansão/contração cíclicas, sem nunca colapsar
em uma singularidade, não sendo possível estabelecer condições iniciaispara as
perturbações sem ambiguidade. Além disso, acredita-se que a passagem das per-
turbações por cadabounceleva à criação de novos quanta perturbativos, de forma
que ao final de um certo número de tais passagens a amplitude das perturbações
cresça muito. Isso inviabiliza a abordagem perturbativa para tais modelos.No caso
K = −1, no entanto, todo o processo pode ser consistentemente utilizado, pois há
apenas uma transição contração/expansão, e espectros de ondas gravitacionais po-
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dem ser calculados. Para as perturbações vetoriais e escalares aindahá dificuldades
técnicas a serem enfrentadas no formalismo.

Os resultados obtidos abrem algumas perspectivas para a pesquisa desenvolvida.
Num primeiro momento precisaríamos estender o formalismo para o caso de per-
turbações vetoriais e escalares em seções epaciais comK , 0 e calcularmos os
espectros envolvidos. Também uma análise dos modelos dominados por campo
escalar, é uma possibilidade de continuação imediata do presente trabalho. Outra
questão é a possibilidade de estendermos o formalismo para modelos com dois ou
mais fluidos. Também a possibilidade de estendermos o método até ordens mais
altas, o que permitiria fazer previsões ainda mais precisas a serem comparadas com
observações, é uma questão a ser avaliada.

Uma questão levantada pelo modelo discutido no capítulo 6 é a origem da radi-
ação que sabidamente deve dominar o Universo em tempos posteriores aobounce.
Uma hipótese, que ainda precisa ser mais elaborada, é a possibilidade de pertur-
bações de muito pequeno comprimento de onda (para as quais o espectro não é
invariante de escala, segundo a figura (6.2)) darem origem, em torno dobounce, a
mini buracos negros, cujo decaimento seria a fonte desta radiação. Uma outra pos-
sibilidade é trabalharmos com um modelo que contenha dois fluidos, incluindo aí
a radiação. Neste caso, o formalismo desenvolvido deveria ser generalizado, bem
como a questão das perturbações de entropia deveria ser cuidadosamente analisada.
Também a possibilidade de existência de uma fase com domínio de uma compo-
nente de energia escura anteriormente aobouncedeve ser analisada. Essas são
questões em aberto, e objetivo de futuras pesquisas no assunto.

No que se refere à questão da energia escura citada no parágrafo anterior, se
tal componente realmente dominou a evolução do Universo em algum momento
da fase contrativa, esse domínio deve ser transiente, uma vez que uma fase de con-
tração acelerada não só invalidaria a imposição de condições iniciais de vácuo para
as perturbações, tornando o modelo inconsistente, como poderia levar à existência
de horizontes de partículas, aspecto indesejado em modelos cosmológicos.Tam-
bém a existência de uma fase comλ < 0 torna inviável a redefinição dek feita
quando do tratamento das perturbações escalares, fazendo necessário encontrar-se
uma outra abordagem para a resolução da equação de movimento das perturbaç̃es.

Mas certamente os resultados mais relevantes deste trabalho foram mostrar que
as equações simplificadas da teoria de perturbações cosmológicas semi-clássica
podem ser consistentemente aplicadas em cenários de cosmologia quântica eo de
mostrar a existência de um modelo cosmológico quântico que além de não apre-
sentar singularidades (Universo Eterno) e nem horizonte de partículas, pode po-
tencialmente resolver o problema da planeza e ser capaz de gerar um espectro de
anisotropias da radiação de fundo que é invariante de escala. Esse modelo apre-
senta ainda uma escala característica nobounceque o torna perfeitamente consis-
tente com o tratamento via equação de Wheeler-DeWitt. Em resumo, aprendemos
com este modelo que não é só inflação que é capaz de gerar estruturas. Embora
ainda necessite de elaboração em alguns aspectos, o modelo analisado seapresenta
como uma alternativa viável ao paradigma inflacionário ou ainda como um cenário
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complementar a este.
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Apêndice A

Determinação da Ação do Setor
Gravitacional até a Segunda
Ordem nas Perturbações

Seja a métrica perturbada

g̃µν = g(0)
µν + hµν.

A sua inversa será, desprezando termos de ordem 3 ou maior,

g̃µν = g(0)µν − hµν + hµ αhα ν.

Nas expressões acima os índices são elevados e abaixados com o uso damétrica de
fundog(0)

µν e de sua inversag(0)µν.
O determinante será

g̃ = g(0)
(

1+ h+
1
2

h2 − 1
2

hµνhµν
)

e a sua raiz quadrada será

√

−g̃ =
√

−g(0)
(

1+
1
2

h+
1
8

h2 − 1
4

hµνhµν
)

.

Vamos agora calcular as quantidades̃{µν, α}, Γ̃βµν, R̃µ ναρ, R̃νρ e R̃, sempre até a
segunda ordem emhµν.

˜{µν, α} = 1
2

(

g̃µα,ν + g̃να,µ − g̃µν,α
)

= {µν, α}(0) +
1
2

(

hµα,ν + hνα,µ − hµν,α
)

˜
Γ
β
µν = g̃βα ˜{µν, α} = Γ(0)β

µν +
1
2

(

hβ µ;ν + hβ ν;µ − hµ;ν
;β
)

− 1
2

hαβ
(

hαν;µ + hαµ;ν − hµν;α
)
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R̃µ ναρ = Γ̃
µ
νρ,α − Γ̃µνα,ρ + Γ̃ǫνρΓ̃

µ
ǫα − Γ̃ǫναΓ̃

µ
ǫρ = R(0)µ

ναρ +
1
2

(

hµ ν;ρα + hµ ρ;να

−hνρ
;µ
α − hµ ν;αρ − hµ α;νρ + hαν

;µ
ρ

)

− 1
2

hµσ ;α

(

hσν;ρ + hσρ;ν − hρν;σ
)

+
1
2

hµσ ;ρ

(

hσν;α + hσα;ν − hαν;σ
)

− 1
2

hµσ
(

hσν;ρα + hσρ;να − hνρ;σα − hσν;αρ

−hσα;νρ + hαν;σρ
)

+
1
4

[(

hǫ ν;ρ + hǫ ρ;ν − hρν
;ǫ
)(

hµ ǫ;α + hµ α;ǫ − hαǫ
;µ
)

−
(

hǫ ν;α + hǫ α;ν − hαν
;ǫ
)(

hµ ǫ;ρ + hµ ρ;ǫ − hρǫ
;µ
)]

R̃νρ = R̃µνµρ = R(0)
νρ +

1
2

(

hµ ν;ρµ + hµ ρ;νµ − hνρ
;µ
µ − h;νρ

)

− hµσ ;µ

(

hσν;ρ

+hσρ;ν − hρν;σ
)

− 1
2

hµσ
(

hσν;ρµ + hσρ;νµ − hνρ;σµ − hσµ;νρ

)

+
1
4

hµσ ;ρhµσ;ν

+
1
4

h;ǫ

(

hǫ ν;ρ + hǫ ρ;ν − hνρ
;ǫ
)

− 1
4

(

hǫ ν;µ − hµν
;ǫ
)(

hµ ρ;ǫ − hǫρ
;µ
)

R̃= R̃µνgg̃µν = R(0) + hµν ;µν − h;µ
µ − hσµ ;µh

ν
σ ;ν + hσµ ;µh;σ +

3
4

hσµ;νhσµ;ν

−hµσhσ
ν

;νµ + hµσh;µσ + hµσhµσ
;ν
ν −

1
4

h;µh
;µ − 1

2
hνµ;ǫh

νǫ;µ − hνρRνρ

−hνρhµ ν;ρµ + hν αhαρRνρ.

Por fim, a ação será

S̃ = − 1
6l2

∫

d4x
√

−g̃R̃= S(0) + δ1S + δ2S

com

S(0) = − 1
6l2

∫

d4x
√−gR(0)

δ1S =
1

6l2

∫

d4x
√−ghµνG(0)

µν

δ2S = − 1
6l2

∫

d4x
√

−g(0)
(

−hσµ ;µhσ
ν

;ν + hσµ ;µh;σ +
3
4

hσµ;νhσµ;ν − hσµhσ
ν

;νµ

+hµσhµσ
;ν
ν −

1
4

h;µh
;µ − 1

2
hνµ;ǫhνǫ;µ − hν

ρhνµ ;ρµ + hα
νhαρR(0)

νρ +
1
2

hhµν ;µν

−1
2

hh;µ
µ −

1
2

hhµνR(0)
µν +

1
8

h2R(0) − 1
4

hµνhµνR
(0) + hµσh;µσ

)

.

Através de integrais por partes obtemos

δ2S =
1

6l2

∫

d4x
√

−g(0)
[1
4

hµν;αhµν;α −
1
2

hµ
ν

;νh
µρ

;ρ +
1
2

h;µh
µν

;ν −
1
4

h;µh
;µ

−1
2

hνǫhαµR(0)
ναǫµ +

1
2

(

hhαβ − hµ
αhµβ
)

R(0)
αβ
+

(

hµνhµν −
1
2

h2
)R(0)

4

]

.
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Por fim, através de

Rναǫµ =Wναǫµ −
1
2

(

gνµRαǫ + Rνµgαǫ − gνǫRαµ − Rνǫgαµ
)

− R
6

(

gνǫgαµ − gνµgαǫ
)

,

a ação acima se torna

δ2S =
1

6l2

∫

d4x
√

−g(0)
[1
4

hµν;αhµν;α −
1
2

hµ
ν

;νh
µρ

;ρ +
1
2

h;µh
µν

;ν −
1
4

h;µh
;µ

−1
2

hαµhβνW(0)
αβµν
+

(

hµνhµν −
1
4

h2
)R(0)

6

]

.
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Apêndice B

Obtenção da Ação de um Fluido
Expandida até a Segunda Ordem
nas Perturbações

Na presença de perturbações as partículas do fluido são deslocadas de suas
posições originais,xµ, ao longo do vetor infinitesimalξµ, que parametriza as per-
turbações.

x̃µ = xµ0 + ξ
µ. (B.1)

A métrica perturbada no pontox+ ξ será

g̃µν(x0 + ξ) = g̃µν(x0) + g̃µν,αξ
α +

1
2

g̃µν,αβξ
αξβ, (B.2)

cujo cálculo explícito das componentes leva a

g̃00(x0 + ξ) = N2
(

1+ 2φ + 2
Ṅ
N
χ0 + 4

Ṅ
N
φχ + 2φ̇χ + 2φiχ

i +
N̈
N
χ 2 +

Ṅ2

N2
χ 2
)

g̃0i(x0 + ξ) = −NaAi − ṄaAiχ − NȧAiχ − NaȦiχ − NaAi, jχ
j

g̃i j (x0 + ξ) = −a2γi j + a2ǫi j − 2ȧaγi jχ + 2ȧaǫi jχ + a2ǫi j,kχ
k − äaγi jχ

2 − ȧ2γi jχ
2.

(B.3)

Para a obtenção dessas expressões, usamos o fato queK = 0 e fomos para um
sistema de coordenadas cartesiano, no qualγi j,k = 0. O resultado final desses cál-
culos (densidade de partículas, de energia e a ação) sendo quantidades tensoriais,
será válido em qualquer sistema de coordenadas.

Das expressões acima tiramos

g̃µν(x0 + ξ)
∂(xµ0 + ξ

µ)

∂σ

∂(xν0 + ξ
ν)

∂σ
=

(

g(0)
µν

∂xµ0
∂σ

∂xν0
∂σ

)(

1+ 2φ + 2
Ṅ
N
χ + 2χ̇

+4
Ṅ
N
φχ + 2φ̇χ + 2φiχ

i +
N̈
N
χ 2 +

Ṅ2

N2
χ 2 + 4φ̇χ + 4

Ṅ
N
χχ̇ + χ̇ 2 − 2

a
N

Ai χ̇
i

− a2

N2
γi j χ̇

i χ̇ j
)

(B.4)
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onde escolhemosσ = x0 e usamos que as partículas do fluido não perturbado são
comóveis com as coordenadas utilizadas.

Daí obtemos
[

g̃µν(x0 + ξ)
∂(xµ0 + ξ

µ)

∂σ

∂(xν0 + ξ
ν)

∂σ

]
1
2
=

[

gµν(x0)
∂xµ0
∂σ

∂xν0
∂σ

]
1
2
[

1+ φ +
Ṅ
N
χ

+χ̇ +
Ṅ
N
φχ + φ̇χ + φiχ

i +
1
2

N̈
N
χ 2 + φχ̇ +

Ṅ
N
χχ̇ − a

N
Ai χ̇

i

−1
2

a2

N2
γi j χ̇

i χ̇ j − 1
2
φ2
]

. (B.5)

Por outro lado temos

√−g,α =
1
2

√−ggµν,αgµν (B.6)

√−g,αβ =

√−g

2

(1
2

gρσ,βgµν,αgρσgµν + gµν,αβg
µν + gµν,αgµν ,β

)

, (B.7)

que permite-nos calcular
√−g̃(x0 + ξ).

√

−g̃(x0 + ξ) =
√

g(0)(x0)
[

1+ φ − 1
2
ǫ +

Ṅ
N
χ +

3ȧ
a
χ − 1

2
φ2 − 1

2
ǫφ +

1
2

AiA
i

−1
4
ǫi j ǫ

i j +
1
8
ǫ2 +

Ṅ
N
φχ − 1

2
Ṅ
N
ǫχ + 3

ȧ
a
φχ − 3

2
ȧ
a
ǫχ + φ̇χ + φiχ

i

−1
2
γi j ǫi j,kχ

k − 1
2
ǫ̇χ + 3

Ṅȧ
Na

χ 2 + 3
ȧ2

a2
χ 2 +

1
2

N̈
N
χ 2 +

3
2

ä
a
χ 2
]

. (B.8)

O jacobiano da transformação do sistema de coordenadas lagrangiano (ai , λ)
para o sistema euleriano (xµ0 + ξ

µ) será

J(x0 + ξ) = J0

[

1+
∂ξα

∂xα
+

1
2

(

∂ξα

∂xα

)2
− 1

2
∂ξα

∂xβ
∂ξβ

∂xα

]

= J0

[

1+ χ̇ + χi
,i

+
1
2
χi

,iχ
j
, j + χ̇χ

i
,i − χ ,i χ̇

i − 1
2
χi

, jχ
j
,i

]

(B.9)

ondeJ0 é o Jacobiano não perturbado.
O produto

√−g̃(x0 + ξ)J(x0 + ξ) será

√

−g̃(x0 + ξ)J(x0 + ξ) =
√

−g(0)J0

[

1+ φ − 1
2
ǫ +

Ṅ
N
χ +

3ȧ
a
χ + χ̇ + χi

,i −
1
2
φ2

−1
2
ǫφ +

1
2

AiA
i − 1

4
ǫi j ǫ

i j +
1
8
ǫ2 +

Ṅ
N
φχ − 1

2
Ṅ
N
ǫχ + 3

ȧ
a
φχ − 3

2
ȧ
a
ǫχ + φ̇χ

+φiχ
i − 1

2
γi j ǫi j,kχ

k − 1
2
ǫ̇χ + 3

Ṅȧ
Na

χ 2 + 3
ȧ2

a2
χ 2 +

1
2

N̈
N
χ 2 +

3
2

ä
a
χ 2 + φχ̇

−1
2
ǫχ̇ +

Ṅ
N
χχ̇ + 3

ȧ
a
χ̇χ + φχi

,i −
1
2
ǫχi

,i +
Ṅ
N
χχi

,i + 3
ȧ
a
χχi

,i +
1
2
χi

,iχ
j
, j

+χ̇χi
,i − χ ,i χ̇

i − 1
2
χi

, jχ
j
,i

]

(B.10)
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e o inverso desta expressão será

[

√

−g̃(x0 + ξ)J(x0 + ξ)
]−1
=

[
√

−g(0)(x0)J0

]−1[

1− φ + 1
2
ǫ − Ṅ

N
χ − 3ȧ

a
χ − χ̇

−χi
,i +

3
2
φ2 − 1

2
ǫφ − 1

2
AiA

i +
1
4
ǫi j ǫ

i j +
1
8
ǫ2 − 1

2
Ṅ
N
ǫχ − φ̇χ − φiχ

i +
1
2
γi j ǫi j,kχ

k

−1
2

N̈
N
χ 2 − 3

2
ä
a
χ 2 + χ ,i χ̇

i +
1
2
χi

, jχ
j
,i +

Ṅ2

N2
χ 2 + 6

ȧ2

a2
χ 2 + χ̇ 2 +

1
2
χi

,iχ
j
, j

+
Ṅ
N
φχ + 3

ȧ
a
φχ + φχ̇ + φχi

,i −
3
2

ȧ
a
ǫχ − 1

2
ǫχ̇ − 1

2
ǫχi

,i + 3
Ṅȧ
Na

χ 2 +
Ṅ
N
χχ̇

+
Ṅ
N
χχi

,i + 3
ȧ
a
χ̇χ + 3

ȧ
a
χχi

,i + χ̇χ
i
,i +

1
2
ǫ̇χ
]

. (B.11)

Substituindo todas essas expressões na fórmula para a densidade de partículas
vem

ñ(x0 + ξ) =
F[g̃µν(x0 + ξ)

∂(xµ0+ξ
µ)

∂σ

∂(xν0+ξ
ν)

∂σ ]
1
2

√−g̃(x0 + ξ)J(x0 + ξ)
= n
[

1+
1
2
ǫ − 3ȧ

a
χ − χi

,i −
a
N

Ai χ̇
i

−1
2

a2

N2
γi j χ̇

i χ̇ j − 1
2

AiA
i +

1
4
ǫi j ǫ

i j +
1
8
ǫ2 +

1
2
ǫ,iχ

i +
1
2
ǫ̇χ − 3

2
ä
a
χ 2 + χ ,i χ̇

i

+
1
2
χi

, jχ
j
,i + 6

ȧ2

a2
χ 2 +

1
2
χi

,iχ
j
, j −

3
2

ȧ
a
ǫχ − 1

2
ǫχi

,i + 3
ȧ
a
χχi

,i

]

. (B.12)

Expandindo de volta para o pontoxµ0 teremos

ñ(x0) = n
[

1+
1
2
ǫ − χi

|i + χχ̇
i
|ß+ χ

i
| jiχ

j − a
N

Ai χ̇
i − 1

2
a2

N2
γi j χ̇

i χ̇ j − 1
2

AiA
i +

1
4
ǫi j ǫ

i j

+
1
8
ǫ2 + χ |i χ̇

i +
1
2
χi
| jχ

j
|i +

1
2
χi
|iχ

j
| j −

1
2
ǫχi
|i

]

. (B.13)

A ação será por fim
S = S(0) + δ1S + δ2S (B.14)

com

S(0) = −
∫

d3xNa3γ
1
2ρ0 (B.15)

δ1S = −
∫

d4xNa3γ
1
2 (ρ0 + p0)

(1
2
ǫ − χi

|i

)

− Na3ρ0

∫

d4xγ
1
2

(

φ − 1
2
ǫ
)

(B.16)

δ2S = −
∫

d4xNa3γ
1
2

{

ρ0

(

−1
2
φ2 +

1
2

AiA
i − φχi

|i

)

+ p0

(1
2
ǫφ +

1
4
ǫ i j ǫi j −

1
8
ǫ2 − φχi

|i

)

−1
2

(ρ0 + p0)
( a2

N2
χ̇i χ̇i + 2

ȧ
N

Ai χ̇
i + AiA

i
)

+
1
2

c2
s(ρ0 + p0)

(1
4
ǫ2 + χi

|iχ
j
| j − ǫχi

|i

)}

(B.17)
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