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“The result, therefore, of this physical enquiry, is that we find no
vestige of a beginning, no prospect of an end”

James Hutton, considerado o fundador da geologia moderna, em
1788.
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Resumo

Apresentamos um formalismo através do qual as equacdes das pdérgrbac
sobre Universos de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker com segpaciais
planas sédo descritas por hamiltonianas simplificadas e invariantes de c@ibre.
formalismo apresentado é totalmente independente da validade das eqlésgdes
sicas de Friedman, sendo aplicavel a modelos de Universo advindosmalo-
gia quantica. As equacdes obtidas sdo formalmente equivalentes as olatidas
abordagem tradicional, dependente das equacdes classicas [34h é2emplo
de aplicacdo do formalismo, essas equac¢fes sdo entdo resolvidas endelm mo
guéntico simples e os espectros de perturbacfes escalares e deravitiasignais
sdo calculados e comparados com os dados observacionais.
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Abstract

We present a formalism by which the perturbations on spatially flat Friedman-
Lemaitre-Robertson-Walker universes are described by simplifiecegaugriant
hamiltonians. The present formalism is not dependent on the hypothesikdity
of the classical Friedman equations, being able to be applied to Universelsmod
arising from quantum cosmology. The obtained equations are equivaléng
ones obtained by the traditional approach, based on the classical egyadh As
an example, these equations are solved in a simple quantum model, and the scala
perturbations and gravitational waves spectra are then calculated zpaiem to
the observations.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo cosmolégico que se baseia na idéia de um comeco para o Universo
em um tempo finito no passado, o cham#ig Bang seguido de uma fase infla-
cionaria [1, 2, 3] tem grande sucesso em explicar diversos aspdrtes/acionais
como a formacao dos primeiros nucleos atdmicos leves, dos primeiros at@sos, d
estrelas e galaxias. Explica também a origem da chamada Radiac&do Césmica de
Fundo Cosmic Microwave Background - CNIB

A origem desse modelo remonta a observacdo do afastamento das galaxias,
com velocidade proporcional a sua distancia (Lei de Hubble), ou aegapan-
sdo do Universo. Se hoje ele esta em expansao, no passado a dieemsétia
deve ter sido maior, e a temperatura média também deve ter sido igualmente maior.
As equacdes que modelam esse Universo, conhecidas como eqdadéesd-
mann [4], indicam que em algum tempo finito no passado essa densidase dev
ter divergido, assim como a temperatura. Estamos lidando na realidadentam u
singularidade na teoria.

A existéncia na teoria de uma singularidade em um tempo finito no passado
foi considerada durante muito tempo uma situacao indesejavel, indicadquee de
a teoria poderia estar incompleta.

Na década de 60 Hawking e Penrose desenvolveram um teoremagidonhe
como teorema de singularidade [5], no qual eles demonstravam que s@aigi&o
de matéria no espaco-tempo obedecesse a certas condictes (cantmuidaondi-
¢cOes de energia) além de outras como a auséncia de vorticidade e acexidéén
uma geometria dindmica, a presenca de singularidades em solu¢des idad@eor
Relatividade Geral (TRG) seria inevitavel. Isso deu grande forca a@elmdo Big
Bang, que até hoje é considerado o modelo padrdo da cosmologia. Cioatnibu
também os diversos sucessos obtidos por esse modelo em explicarasfeas
tos observacionais do Universo. N&o se pode deixar de comentao ggdel
importante que o desenvolvimento do paradigma inflacionario, no inicio des ano
80, teve nesse sucesso. E por meio da inflagdo que se explicam aspectos
planeza, auséncia de monopdélos magnéticos, formacao de estrutusésneade
horizontes em nosso Universo observavel.



Acontece que a extrapolacao para tempos muito remotos da fisica querdescre
o Universo atualmente pode ser um passo um tanto quanto delicado. Enstempo
suficientemente antigos as energias envolvidas seriam tao altas que adis@a c
nés conhecemos poderia simplesmente néo ser valida. Em particular agg@vita
poderia assumir comportamentos que se afastariam daqueles previstoR@ela
Nesse contexto o teorema de singularidade perderia sua validade daasais
assegurada a inevitabilidade da singularidade.

Essa situacdo é similar ao que ja ocorreu em outros momentos na fisicag quand
teorias que continham singularidades as apresentavam por estatknesgapo-
ladas para regimes nos quais as mesmas nao seriam validas. Assim, éndiverg
cia no espectro de emissédo de um corpo negro foi eliminada pela introdacéo
mecanica quantica e a singularidade no campo elétrico de uma carga punéforme
resolvida pela quantiza¢do do campo eletromagnético.

Também os sucessos desse modelo ndo séo prova irrefutavel de qgamo me
seja 0 modelo definitivo para a descri¢cdo da evolu¢do do Universoe idé m-
brar que as observagbes comprovam este modelo até algumas fragégsiicido
apos a suposta singularidade. Toda e qualquer afirmacéo feita sehteswcor-
ridos antes desse instante € mera especulacao.

Isso ndo significa, € claro, que a tentativa de desenvolvimento de modedos p
0 Universo nessa escala de tempo néo possa ser feita. Tal modelmsmedtar
guanto mais previsfes de carater observacional ele for capaz deAagelavra
final sobre qual modelo é mais adequado sera dada pela confronessas ghre-
visBes com as observacdes, atuais ou futuras. Nesse sentido, o dmBadBang
apresenta o mérito de ter sido uma das primeiras abordagens bem-suoedgias
campo e ter motivado geracdes de fisicos a se debrucarem sobreestsag

No entanto o fato desse modelo apresentar a referida singularidadeueontin
sendo, para muitos fisicos, uma questdo fundamental que impede a acédacéo
mesmo como paradigma da cosmologia. Isso tem levado a diversas pefuisas
7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14] onde algumas condi¢des para a validatodoma
de singularidade séo violadas e as consequéncias dessas violagdadas Fora
a guestdo de se esses modelos representam a verdadeira evolugéegedsolbu
nao, ha de se reconhecer a importancia que essas tentativas témen eveoria
a se confrontar de alguma forma com seus limites.

Muitos desses modelos séo baseados em fluidos que violam algumasalas con
¢Oes de energia [15]. Por questbes de objetividade e conciséo watirdinos
esses modelos.

Uma outra categoria de modelos que buscam a eliminacéo da singularidade
€ a baseada em mudancas no comportamento da gravitacdo em relac&céao qu
predito pela TRG. Nesse aspecto a maior aposta € na de que em algum limite a
descricao classica do campo gravitacional tenha que ser substituidagabor-
dagem quéantica.

Vérias propostas de quantizacdo da gravitacdo tém sido apresediadas, [

18, 8]. Também n&o vamos abordar todas elas nesse trabalho. Amatisagenas
a chamadguantizacdo canénicg, 19, 20, 21], que leva a equacao de Wheeler-de
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Witt,via formalismo ADM. [22].

A guantizacao dos modelos cosmolégicos, conhecida amsimologia quan-
tica, apresenta uma dificuldade extra: a interpretagdo da mecénica quéBjica [2
A interpretacdo usualmente aceita, conhecida como interpretacdo den@gpen
€ totalmente dependente de um observador classico externo ao sistentadzm es
além de possuir um enfoque exclusivamente probabilistico e epistemoldgico.
das essas caracteristicas inviabilizam por completo a sua utilizagéo pgveeiiater
os resultados obtidos em cosmologia quantica. Assim, nesse ramo da fisica, a
guestdo de qual a interpretacdo mais adequada da mecanica quanticayezesas
tratada como de relevancia apenas filoséfica, assume o status de quedtio f
mental, que sem uma resposta adequada, torna completamente sem significado
gualquer resultado obtido.

Alternativas a interpretacao de Copenhagen ha muitas [23, 24, 257,283,2
29, 30, 31, 32], que pelas razbes ja discutidas ndo serdo abortpdasNesse
trabalho adotaremos a interpretacdo de Bohm-de Broglie [31, 32, 33, 26]

Nos ultimos anos a cosmologia ganhou um poderoso “laboratério” para testa
seus modelos: as anisotropias da CMB. O modelo padrdo conseguduapro
muito bem essas anisotropias. E fundamental entdo que um modelo cosmoldgico
nao-singular seja capaz de descrever a origem e evolucéo dessdaas em
acordo com os dados experimentais, sob pena de ser abandonagaoskzer.

Acontece que o estudo dessas anisotropias presssupde o0 uso dddegmia
turbagdes aplicada aos modelos cosmologicos. Infelizmente quando &gn é f
gue se obtém sdo equacdes complexas, e que ainda apresentam ddsollgue
tange a quantizagédo das mesmas e também a interpretacgéao fisica dos iesultado

O modelo padrdo consegue contornar essas dificuldades pelo usudesas
de movimento classicas na acgédo das perturbacdes, além da introdugiiadeis
invariantes de calibre [34]. Assim o trabalho de célculo dos espectrpertia-
bacao é grandemente simplificado. Em tese, tal simplificacdo ndo poddeaaser
em cosmologia quantica ja que na mesma, por principio, as equacdes slaésica
sdo validas. Seriamos entdo obrigados a tratar o problema em toda a sua dific
dade.

Tal abordagem foi efetivamente tentada por Hawlahgl. [35, 36] em 1985.
Eles estudaram o espectro de perturbagdes gerado por Univensidan@or um
campo escalar, com curvatura espacial positiva. As dificuldadestadas foram
tais que o problema s6 pdde ser resolvido langcando-se médo de uma ap&aximag
semi-classica. Dessa forma, o problema totalmente quantico nunca foaefetiv
mente resolvido.

E nesse contexto que o atual trabalho se insere. NOs pretendemos onostrar
deducéo alternativa das equacdes simplificadas da teoria de peragloastolo-
gicas na qual nenhuma mencéo é feita as equacdes de movimento do fondo. C
isso, tais equacdes simplificadas podem ser usadas mesmo no caso egraue a
vitagdo se afasta de seu comportamento classico. Vamos entéo aplicaalas par
determinacao do espectro de perturbacées em um modelo de cosmolagieaqua
comparando posteriormente com as observacdes.
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E adequado insistir na relevancia de tal estudo, uma vez que se as gsevisd
diferirem daquelas feitas pelo modelo padrédo, teremos um critério obserah
para excluir um ou outro modelo cosmolégico. Se por outro lado as previsée
coincidirem, sera legitimo dizer que esses modelos de cosmologia quantica estao
colocados em bases tdo sélidas quanto o0 modelo padrdo. Vale lembrasqae e
modelos podem potencialmente resolver todas as questdes levantadasdgeio mo
padrdo sem a necessidade de recorrermos a uma fase inflacionagmo Mee
tal ndo fosse verdade, a inflacdo n&o é incompativel com a maioria dosomode
cosmologico-quanticos.

Dessa forma o trabalho desenvolvido permite que os modelos da cosmologia
guantica sejam retirados do terreno da mera especulacéo e elevadatisas
teoria cientifica.

A tese esta organizada como segue: no capitulo 2 alguns tépicos cotsidera
relevantes séo discutidos. A abordagem sera altamente instrumental esen-pr
pacdes excessivas com rigor matematico ou demonstragdes formaislthedoes
No capitulo 3 discutiremos a teoria de perturbacdes no modelo padraopftidaa
4 apresentaremos as idéias basicas que dao suporte a cosmologia qiaesen-
tando um modelo simples que servird como nosso “laboratério” nos capitelos 5
6. No primeiro destes capitulos, que se constituem no trabalho originalala tes
vamos mostrar como as complicadas equacgfes da teoria de perturbagbekeo
gicas podem ser simplificadas sem nunca fazer mencéo as equactdsndaero.

No capitulo 6 o modelo de cosmologia quéantica desenvolvido anteriormente sera
usado para a determinacao do espectro de perturbacfes, o qua poti® ser
comparado com as previsfes do modelo padrdo e com as observacdes.

O capitulo 7 encerra esse trabalho com algumas conclusdes e comertarios fi
nais além de perspectivas futuras da pesquisa aqui desenvolvida.

Por fim comentamos que, exceto onde explicitamente dito o contrario, todos o0s
resultados aqui apresentados serdo aplicaveis a Universos tapatigplanos.



Capitulo 2

Aspectos Conceituais

2.1 Quantizacao de Sistemas Vinculados

Ao se estudar a dinamica quantica de um sistema fisico parte-se de uma la-
grangiana construida a partir de critérios cinematicos ou de forma a gaextes
de movimento ja conhecidas na teoria classica. Uma vez conhecida tal lageang
pode-se quantizar diretamente a teoria (Quantizagdo Funcional) [33y 28hs-
truir, ainda no ambito da mecanica classica, um espaco de fase ondé&r dgar
lagrangiana, construimos uma hamiltoniana. A partir deste espago podesmos pr
ceder a Quantiza¢do Canonica da teoria [39]. Os detalhes da padaggmngiana
- hamiltoniana, bem como da construcéo do espaco de fase e de suaastmitu
plética (Parénteses de Poisson) ndo serdo aqui abordados pemfagiescopo da
presente tese. Tampouco sera abordada aqui a questao da quaritinaginal,
por ser o trabalho por ora desenvolvido baseado na abordagemiczdo pro-
cesso de quantizacao.

No entanto, em alguns sistemas fisicos, a passagem da lagrangiana para a
hamiltoniana e a construcéo do espaco de fase da teoria podem aprakgnrta
mas complicagdes. E nosso objetivo neste capitulo abordar o tratamen® deste
casos, por se tratar de material considerado fundamental para oisrgstuddo
desenvolvimento da tese. Para maiores detalhes veja [40, 41].

Suponhamos que se tenha uma lagrangisiog ¢, t) 1, ondeq; representa
um dosN graus de liberdade da teoria. Se ocorrer de o jacobiaﬁéldéqiaqj se
anular, entdo nés diremos que o sistema em quesiacdado(as razbes para este
nome ficardo claras no que segue). Como 0 momentum canonicamente donjuga
a variavelg; é definido pobL /g, entdo a condicdo anterior para que o sistema seja
vinculado é traduzida pdiop;/dq;l|. O fato de tal determinante se anular significa
gue existe pelo menos um momentyxn(ou pelo menos uma combinacgdo linear
de pi's) que ndo depende de nenhgmOu seja, ndo se pode inverter alguns dos

Vamos, por simplicidade, trabalhar com graus de liberdade discretagenéralizacdo para
graus de liberdade continuos, e com propriedades de transforesgglares, vetoriais ou tensoriais
é imediata



pi's para se obteq;(p;). A existéncia de unp;, ou de uma combinacgéo gg's,
que n&o e funcéo de nenhupsignifica a existéncia de uma fungdda;, p;) = 0.

O significado da existéncia de tal funcéo ndo é, em geral, o de uma identidad
entre as variaveig e p;, posto que tais variadveis sao consideradas, na construcao
do espaco de fase, como independeRteEais funcées, que definem hipersuper-
ficies¢ = constanteno espaco de fase, representam na realidade restricdes sobre
quais regides desse espaco sao acessiveis ao sistema fisico. Assinma siste
pode seguir trajetoriagy(t), pi(t)) que estejam inteiramente contidas nas regides
do espaco de fase que satisfagam simultaneamente a todas as copdico@s
Claro esta que tais condicGes reduzem o nimero de graus de liberdawtesafo
sistema, ja que num sistema cdirvariaveis, a existéncia decondicbesp = 0
implica que o conhecimento de apeiis n variaveis determina univocamente o
ponto do espago de fase onde se encontra o sistema. As pwaaaveis estdo
entdo fixadas pelas condi¢desp = 0 e pelasN — n variaveis conhecidas. Diz-
se entdo que cadarepresenta uminculoentre as variaveis do problema, o que
justifica a terminologia de sistema vinculado adotada.

Comentario sobre notacaazisando a reforcar o fato de que a condigfie
0 néo representa uma identidade entre as variaveis, mas uma restrigd@sobr
regifes do espaco de fase acessiveis ao sistema, usa-se a piota@aque se |é
“fracamente zero’, no lugar dep = 0.

Uma outra situacdo que pode acontéaerm de ndo se poder obter todos os
gi como funcéo dep; e gj, no espaco de fase. Se isso ocorrer entdo a evolugéo
dindmica de tadj ndo é fixada pela teoria, se tornando arbitraria. Esta variavel esta,
portanto, “disponivel”, podendo ser escolhido como melhor convir aigéscdo
sistema. Temos entdo uma liberdade de calibre na teoria.

2.1.1 Aspectos Dinamicos de Sistemas Vinculados

Sabemos que as equagdes classicas sdo obtidas pela extremizac&o da aca

| @ paia. b1 - Ha pr0) @)

Sabemos também do estudo do célculo que para proceder a extremizagaa de
funcao sujeita a vinculos devemos proceder somando a ela os vincideésatos
multiplicadores de Lagrange. Ou seja, em (2.1) a hamiltoniana passarédataer
por
H=H+ Z Aidi
|

onde osy;’s sdo funcdes no espaco de fase ainda indeterminadas, que faaeel o p
de multiplicadores de Lagrange.

2No entanto, como veremos, em algumas situagdes particulares pedesiderar algumas
dessas fungdes como verdadeiras identidades

3Como veremos mais a frente, tal situagdo ocorre quando a teoria pesswamados vinculos
de primeira classe.



Dizer que as trajetdrias descritas pelo sistema fisico tém que estar restritas as
regibes do espaco de fase onde todas as condigGe® sdo satisfeitas equivale
a dizer que estas condi¢ces devem ser preservadas pela evolliga@dido sis-
tema. Entdo, essa exigéncia equivale a

{¢i, Fl} ~ 0 2.2)

para cada;.

Note que exigimos que a expresséo acima seja fracamente zero. De féto nao
necessario qugsi, H} seja identicamente nulo, basta que ele se anule nas regides
do espaco de fase efetivamente atravessadas pelas trajetérias dofésstema

A condicéo (2.2) sempre leva a uma das 4 possibilidades abaixo:

1. A equacddd;, H} ~ 0 ndo tem solucdo. Nesse caso ndo ha nenhuma regido
no espaco de fase que a satisfaca, e o sistema néo pode ser realicado fis
mente.

2. A equacddei, H} ~ 0 é identicamente satisfeita. Nesse caso a conservacéo
desse particulag; ndo acrescenta nenhuma informag&o nova a descrigdo do
sistema.

3. Acondicad¢;, H} ~ 0 gera uma equacéo que envolve um ou maidlesse
caso o conjunto de todas essas expressfes determina os multiplicadores de
Lagrange envolvidos.

4. A condicdo{¢i, H} ~ 0 gera uma nova restricdo para as regides do espaco
de fase acessiveis ao sistema. Temos entdo um novo vinculo. Nesse caso
devemos repetir a condicdo (2.2) para este vinculo. O processo entdo se
repete até que nenhum novo vinculo seja obtido.

E conveniente, nesse ponto introduzir uma nomenclatura. Chaniaesgos
primarios aqueles obtidos diretamente da lagrangiana. Aqueles obtidos a partir
da conservacdo de outros vinculos (situacéo 4 acima) da-se o nowiecdmos
secundarios

Os vinculos de umateoria podem ainda ser classificados em videyposneira
ou de segunda classé40, 41]. O critério utilizado em tal classificacéo é o parén-
tese de Poisson do vinculo com todos os outros vinculos.

Por vinculo de primeira classe entende-se aquele cujo paréntese danPoiss
com todos os outros vinculos é fracamente zero, ou seja

{¢i,6}} = Cfi ~ 0.

Se houver pelo menos um vinculptal que{¢;, ¢;} ndo seja fracamente zero,
entdog; (e reciprocamentg;) sera de segunda classe.



2.1.2 Vinculos de Primeira Classe - Transformacdes de Catib

Sejagi um vinculo primario de primeira classe. Tomemos um segundo vinculo
¢j. Sendog; um vinculo primario, havera na hamiltoniana um terag (sem
soma en). Comog; € um vinculo de primeira classe, entdn ¢;} ~ 0 para qual-
querj. Logo, nenhuma das expressdes obtidas a partir da conservagaiotices
vinculos podera envolver o multiplicady. 1sso siginifica que este multiplicador
nao é determinado pela teoria.

Pelo exposto acima, a teoria ndo imp&e nenhuma restri¢cdo &olpealquer
gue seja o seu valor, a dindmica da teoria permanecerd inalterada. Terterstap
uma liberdade na escolha do particulautilizado. Dizemos que ha unfiaerdade
de calibrena teoria. Para fixarmos esse multilplicador de Lagrange devemos impor
uma nova condi¢do na teorig, arbitraria a menos da exigéncia de ¢ueq;} ndo
seja fracamente zero. A conservacagiddeterminara assim o multiplicaday. A
condicaoy; € chamadaondicao de calibre

Pelo que acabamos de ver, esta claro que vinculos primarios de primesea clas
estdo associados a liberdades de calibre na teoria. Ja a questdo dass\sae
cundarios de primeira classe nao é clara, pela discussao feita acima. Gemo ta
vinculos possuem, por defini¢cdo, parénteses de Poisson fracanrerterndodos
0s outros vinculos, podemos soma-los & hamiltoniana através de novos multipli-
cadores de Lagrange, sem gue isso altere a conservacdo dovmdubss. Dessa
forma, teriamos novos multiplicadores de Lagrange nao fixados e, ponemto
vas liberdades de calibre. De fato, pode-se mostrar [40] que tambémandos
secundarios de primeira classe sdo geradores de transformac@dibre c

Voltando a questdo da escolha da condicdo de calipréleve estar claro
que, sendo ela uma condicao arbitraria, poderiamos muda-la, escolerado
nova condicdoy;. Tal mudanca é chamadenformacao de calibre De forma
geral, uma transformacao de calibre modificara a trajetéria do sistema rgmespa
de fase, modificando as funcdggt) e pi(t). A nova funcaoq;(t) (pi(t)) sera
dada porgi(t) = qi(t) + 6qi(t) (pi() = pi(t) + opi(t)) ondedq = Xi{di, djlej
(6pi = 2j{pi» ¢jlej) sendog; vinculos de primeira classeegparametros da tran-
formacdo em questao.

Obviamente, espera-se que as previsdes de carater observaeiana tkoria
nao sejam sensiveis a particulares escolhas arbitrarias de calibreartilgdes
observaveis de uma teoria devem, portanto ser invariantes de calibejapdes
vem ter parénteses de Poisson fracamente zero com todos 0s vincptoneiea
classe.

Por fim, como vimos, cada liberdade de calibre da teoria permite a escolha de
uma condicéo de calibre, ou seja, uma nova restricdo sobre o sistemaeddamve
claro que cada restricdo implica na reducéo de uma variavel candnicariza te
Dessa forma um vinculo de primeira classe corresponde, na pratichygioede
duas variaveis canénicas: uma do préprio vinculo e outra da condigéiloles.

Podemos entdo resumir o que foi dito em relacdo aos vinculos de primeira
classe em



Definicéo Sejamy; e ¢ dois de um conjunto de n vinculos de uma teagia.
é dito de primeira classe se

{#i,.0j} =0
para todo |
Corolarios

e Todo vinculo de primeria classe gera uma liberdade de calibre na teoria,

e Cadavinculo de primeira classe implica na reducéo de duas variave@ian
cas nateoria

e Um observavel A da teoria deve satisfazeffagi} ~ O para todog¢; de
primeira classe.

2.1.3 Vinculos de Segunda Classe - Parénteses de Dirac

Se o vinculaog; tiver um paréntese de Poisson nao fracamente zero com outro
vinculo ¢; ele (e tambény;) sera dito de segunda classe. Nesse caso a conser-
vacéao dep; fixara o multiplicador de Lagrangk. Ou seja, ndo ha indeterminagéo
nenhuma associada ao vincylo Dessa forma, vinculos de segunda classe néo
geram liberdades de calibre.

Calculando a derivada no tempo do vinculo de segunda clasttemos

éi =g, H + Z/ljdﬁj} = {¢i,H}+Z/1jCij.
j j

Na expressao acin@; € um elemento genérico da matriz formada pelos parénte-
ses de Poisson entre os vinculos de segunda classe independentes

Cij = {¢i. ¢j}. (2.3)

Exigindo que tal derivada temporal se anule, para garantir a coggeraeg;,
entdo teremos que o multiplicador de lagrangeera dado por

A== Cetigi, HY,
k

onde estamos admitindo que a mattiz possui uma inversa, o que sera confir-
mado logo abaixo. Da expresséo acima vem que a derivada temporaktotakd
guantidade qualquek sera dada por

A={AH+ > digit = (AH) - > (A ¢iICitej, HY =2 (A H)P
i N
onde definimos a quantidade

(A.BIP = (A, B} - > (A ¢i]C;!(¢, B, (2.4)
i
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conhecida com®aréntese de Dirac

Uma consequéncia fundamental da definicdo do parénteses de Dirae, é q
podemos desconsiderar os vinculos de segunda classe na explaebséwiltoni-
ana, desde que troquemos, em todas as equagfes de movimento, Espa@n
Poisson pelos de Dirac. Isso € facil de ver se calcularmos a derivagaria total
de um vinculo de segunda classe em uma teoria que s6 possua tais vinculos.

Uma outra consequéncia importante da definicdo acima é a de que o paréntese
de Dirac entre uma quantidade qualqéee um vinculo de segunda clasgeé
nulo

(A 6d° = (A gl = D 1A GICTHS; o) = (A ¢ = D (A #IC"C = 0.
i i

Aproveitamos aqui para comentar sobre uma sutileza associada aos ¥inculo
de segunda classe. Para isso, imaginemos que tenhamos um sistema fisico com
namero impar de vinculos de segunda classe. Se levarmos em conta Qaem es
de fase tem sempre um nimero par de variaveis, e que cada vinculoudeaeg
classe diminui uma variavel da teoria, concluiremos que um namero impar-de vin
culos de segunda classe leva a um espaco de fase com um nimero iveréd-de
veis candnicas efetivas, o que € um contra-senso. Isso sugendapede haver
um nimero impar de vinculos de segunda classe em nenhuma teoria.

Vamos olhar mais cuidadosamente o que acontece em tal situacdo. Sendo im-
par o nimero de vinculos de segunda classe, entéo a @at(equacao (2.3) sera
uma matriz anti-simétrica de ordem impar. Pode-se mostrar sem dificuldade que
tais matrizes possuem determinante nulo, ndo sendo portanto inversiveise Ne
caso a expressao (2.4) nao pode ser utilizada. Porém, tendo a Gyattetermi-
nante nulo, havera alguma tranformacéo linear que, atuando no eg;sagaclilos
de segunda classe ira leva-la a uma forma onde toda uma linha se anulevdsso
concluséo imediata de que haverd uma combinacao linear de vinculos ddasegu
classe que possuira parénteses de Poisson nulos com todos os imatntssy re-
presentando essa combinacao linear, na realidade, um outro vincutiomeérg
classe. Assim o nimero de vinculos de segunda classe foi, de fatadedez
um, resultando em um numero par de tais vinculos e resolvendo as difiesildad
acima discutidas. Isso mostra também que em qualquer sistema fisico, &3patriz
sempre devera ter determinante ndo nulo, sendo entdo sempre inversivel.

Na pratica, o que os resultados acima demontram é que sempre que tivermos
vinculos de segunda classe em uma teoria, poderemos trata-los conueirasia
identidades entre as variaveis, desde que construamos a algebraaespa;o de
fase a partir de uma éalgebra de parénteses de Dirac, e ndo a partiréioepes
de Poisson.

2.1.4 Quantizacao

Vamos terminar esta secao discutindo como proceder a quantizacao dessistema
vinculados. O método de quantizacao utilizado seréd o candnico.
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Embora ndo seja esse 0 nosso objetivo, vamos rever sucintamente ssproce
de quantizagdo candnica, para entdo vermos o que muda quand@BiEess
vinculos a teoria. O processo de quantizagdo canbnica consiste em

1. Construir um espaco de Hilbet. Os elementos desse espago, denotados
por ¢ >, representardo possiveis estados para o sistema fisico em estudo.
Sobre este espaco deve-se definir um produto intggns,(y >) = (¥ >
,|¢ >)* satisfazendo & (¢ >, [ >) < o

2. Associar as variaveis classiape p os operadores lineares auto-adjur@ps
eP. As fungbesf (g, p) ficam associadas, naturalmente, fun¢des operatori-
ais f(Q, P). Neste ponto podemos enfrentar problemas de ordenamento de
operadores que ndo comutam.

3. Criar uma algebra ndo comutativa sobfeobtida a partir dos parénteses de
Poisson da teoria classica. Assim, por exempldgsp} = 1 entdo , P] =
L.

4. A dinamica sera dada por um operador auto-adjunto, a hamiltoilana
associado a hamiltoniana classida Podemos entdo encarar a evolucao
dindmica do sistema segundo a visdo de Heisenberg, na qual o jgstado
invariante e os operadorésevoluem no tempo como

dA  6A . -

_ = H
at - o UAH
ou segundo a visdo de Schroedinger, na qual os operadores adarites e

0 estado evolui como
oy >

e =Hly >.

1

Se, no entanto, houver vinculos na teoria devemos trata-los adequaglamen
no esquema acima. No que se refere aos vinculos de primeira classe, isaprime
tentativa seria de transforméa-los em identidades operatoriais atravésaaga
de

$i = 0. (2.5)

Se tal igualdade valesse, o comutador entre um de tais vinculos e uma dpecdo
ratorial qualquer no espaco de Hilbert deveria também se anular, @gtradiria
a expressédo obtida a partir da transformacao dos parénteses den Roissomu-
tadores A

[A, $] & A 6i).
ja que em gerdlA, ¢i} ndo se anula. Claramente a proposta (2.5) ndo funciona. A
opcao correta nesses casos é de exigir que o vinculo de primeira clapse®
estado do sistema

dily >= 0.
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Nesse caso, o comutador entre dois vinculos de primeira classe quabcss o
ceriaa

[‘lgi,flgj]hﬁ >= lCijfikW >~ 0,

em acordo com o fato de o paréntese de Poisson entre eles se arnaareinge.

Note que os vinculos de primeira classe representavam classicameri¢@esstr
sobre os estados acessiveis ao sistema fisico e que quanticamente tais vinculo
representam restricbes sobre os estados quanticos que podemptoscpelo
sistema.

No caso de haver vinculos de segunda classe, 0 processo de quEmsea
torna mais sutil. Se escolhéssemos a algebra de comutadores a partir da algeb
dos parénteses de Poisson, e impuséssemos que o sistema fisico degerser d
por um estado sujeito a

dily >= 0, (2.6)

como fizemos com os vinculos de primeira classe, teriamos uma inconsisténcia na
teoria. Para ver isso, suponhamos que haja dois vinculos de segussinggla
¢j, tais que o paréntese de Poisson entre eles seja dado por

{¢i, ¢j} = Cij. (2.7)
O comutador entre tais operadores seria entdo
[61. 1] = iCij. (2.8)

Impondo a condicéo (2.6), teriamos, no entanto, que o comutador entrantais v
los deveria se anular o

[¢i, ¢jlly >=0
0 que sO poderia ser satisfeito éqlw >= 0, 0 que em geral ndo é verdade.
Se alternativamente impuséssemos a condicao (2.5) para os vinculosiddaseg
classe, novamente cairiamos na inconsisténcia apontada para o cagucdtmsv
de primeira classe, ou seja, de que 0s seus comutadores com quailtpder die
Q e P deveriam se anular, contrariando a express&o obtida a partir dosgsas
de Poisson. Para contornar tais dificuldades, quantizamos a teoriaocaiahgie-
bra dos comutadores a partir dos parénteses de Dirac e ai sim impomakic@con
(2.5). Como tais parénteses entre vinculos de segunda classe e qqgaintetade
do espaco de fase se anulam, também o comutador equivalente se aonisiss,
tentemente com (2.5). Isso significa que podemos encarar os vinculegulela
classe de uma teoria quantica como identidades entre os operadorescanoao C
restricbes sobre os estados fisicos. Lembremo-nos que também naléssizac
ao utilizarmos os parénteses de Dirac, pudemos pensar nos vinculagguddae
classe como identidades e ndo como simples restricdes sobre as regidpago e
de fase acessiveis ao sistema.
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2.2 O Problema da Interpretacdo da Mecanica
Quantica

2.2.1 Postulados da Interpretacdo Padrédo da Mecéanica
Quantica (Copenhagen)

Vamos apresentar um resumo da interpretacédo de Copenhagen [42, 43]
da mecénica quéantica, utilizada pela maioria dos fisicos. Nossa analisetrzdia en
a fundo em guestbes excessivamente técnicas pois as mesmas nosadesigar
nosso objetivo principal nesta se¢ao, que é o de mostrar que tal itagfoeos-
sui contradi¢Bes internas que, embora ndo prejudiqguem a sua aplozagaaim
algoritmo eficiente na predi¢éo de resultados experimentais em praticamerge tod
as areas da fisica, inviabilizam por completo a sua utilizacao de forma caotesiste
na cosmologia quantica. Pressupde-se durante toda esta secdo quesstiejho
familiarizado com o formalismo matricial da mecénica quantica.

Os postulados da interpretacéo de Copenhagen séo, portanto:

1. O estado de um sistema fisico é completamente descrito por um vetor no
espaco de Hilbert, que denotaremos |pas.

2. Observaveis sao descritos por operadores auto-adjuntos spage de Hilbert.

3. Adindmica do sistema ¢é descrita pela equacéo de Schroedinger

Sy >= Hi >

ondeH é o operador hamiltoniano, construido a partir da hamiltoniana clas-
sica (Visao de Schroedinger da mecéanica quantica).

4. Os possiveis resultados de uma medida do observaséb os auto-valores
do operadoA associado.

5. A probabilidade de, em uma medida do observé&¥ebbtermos um parti-
cular valora; serd| < aj|y > |2 ondela; > é o auto-vetor dé\ associado ao
auto-valora; 4.

6. Apos a medida deA, o sistema € deixado no auto-estdgo> associado
ao auto-valoi; obtido na medida, independentemente de qual era o estado
anterior do sistema.

Note que os trés ultimos postulados dao um destaque especial ao preesso
dida. Em funcéo deste aspecto, vamos analisar com mais detalhes o qeenaco
medida de um observavel.

“por simplicidade estamos considerando nesta se¢do um observ@vespectro discreto e ndo
degenerado.
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2.2.2 0O Processo de Medida na Interpretacédo de Copenhagen

Suponhamos inicialmente que tenhamos um sistema descrito por um estado
l¥i >, que € um auto-vetor do observavdlque se deseja medir [46, 47]. Se
admitimos que o aparato experimental, sendo composto também por a&tomos, esta
sujeito as mesmas leis fisicas que o sistema sob medig&o entao poderemos atribuir-
Ihe um estado fisico em um correspondente espaco de Hilbert, queatesigis
por |¢g >. Dessa forma o estado total do sistema mais apaseoa

Wi >= |y > Ipo > . (2.9)

Para que o aparato possa medir o valor do observédved sistema em questéo é
preciso que os dois sejam, de alguma forma, postos em interacdo matuanaA for
particular que a hamiltoniana de interacéo tera ndo é relevante para isossado.
O que nos interessa € que apés um tempo finito a interagéo cesse (a misjlida es
terminada) e o estado do sistema completo seja, pelo menos aproximadamente,
dado por

Wt >= i > |gi >, (2.10)

sem soma em Ou seja, o efeito de tal interagéo foi manter o sistema inalterado,
enguanto o aparato foi levado a um estado que denotamfs pague é de alguma
forma correlacionado ao auto-vaklrdo observave# do qually; > € auto-estado.
Sendo os estaddgy > e|¢; > associados a diferentes valores de algum parametro
macroscoépico do aparato (a posi¢do de um ponteiro, por exemplo) endiodo
superposicao apreciavel entre as diferentes funcées de|gndateremos uma
leitura direta no aparato de uma informacgéo da qual se podera inferirradesdo
O leitor deve se convencer que, embora extremamente simplificada e ideadizada
analise acima ja contém em si 0s elementos essenciais do que se pode ehamar “
medida do observavei” .

Mas o que acontece se o0 estado inicial do sistema néo for um auto-estado do
observavelA a ser medido? Suponhamos que tal estado inicial seja:

o >= Z Gilyi > Z Gl* =1
i i
ely; > sejam os auto-estados AeO estado do sistema completo sera entéo

Wi >= > cilyi > Igo >
i

Apbs a interacao entre o sistema e o aparato, e levando em conta quagepass
de (2.9) para (2.10) é linear, o sistema completo estara no estado

V¢ >= ZciWi > g > . (2.11)

5Ao sistema formado pelo aparato mais o sistema sob medicdo daremoe alesistema com-
pleto
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Vemos agora que o aparato ndo esta mais em um Unico dgtada partir do

qual possamos ler um valor dg Ele esta na realidade em uma superposigéo
de estados associados a diferentes valores desse observavel. Nsitum¢ao
teriamos algo como uma interferéncia entre “ponteiros” no aparelho de medida
gue obviamente ndo ocorre. Rigorosamente, ndo ha nem mesmo una(Bnser

lido, visto que o proprio sistema ndo esta em um auto-estado associadaécom U

a. Tampouco podemos agora pensar no aparato como “desconectasistetioa

sob medida, ja que o estado que descreve o sistema completo ndo é um produto
tensorial de estados associados a cada uma de suas partes sepdaeadame

O ponto de vista adotado pela interpretacéo de Copenhagen é de quimam p
pio, o aparato ndo deveria ser descrito pela mecénica quantica. O apqratid
mental, mesmo sendo um sistema fisico composto por atomos, deve sempre ser
analisado pelas leis da mecéanica classica. 1sso, em principio, resoloblerpa
da superposicdo de estados na equacao, bem como a questéo dadédejpesn-
tre 0 aparato e o sistema. A pergunta sobre qual o valar deser indicado pelo
aparato classico se resolve entdo através do postulado 6. No prdeassulida,
segundo esse postulado, o sistema colapsa para um particular|gstadssoci-
ado a um particular auto-valta; >, sendo esse o valor encontrado na medida de
A.

A raz&o de tal colapso e 0 momento exato em que ele ocorre sdo questdes na
respondidas nessa abordagem da mecénica quéantica. Nota-se tieaigpaque
esse colapso ndo é descrito pela lei dindmica basica postulada pela tequiacao
de Schroedinger, ndo sendo entdo unitario. Nota-se também queeBamesp a
medida em um sistema identicamente preparado, nada nos garante gugdagesu
da medida sera novamente o vadarTudo o que a teoria tem a nos dizer € que em
um namero suficientemente grande de medidag de frequéncia de; serd dada
por| < ¥ilyo > 2. No entanto, a raz&o pela qual é obtido um particular valer
nao outro em cada medida sdo questfes nao respondidas, nem mesnigaium n
conceitual, nesta abordagem da mecéanica quéantica.

Toda essa situacao é extremamente insatisfatoria do ponto de vista conceitual.
Em primeiro lugar, ndo é confortavel pensar que uma teoria que presenda
teoria fundamental na descricdo do comportamento de atomos e moléculas pre-
cise pressupor uma classe de objetos que, apesar de formadosgsomessnos
atomos e moléculas, ndo séo por ela descritos. Essa situacéo se tornaamda
insustentavel se pensarmos que podemos utilizar um segundo apaexioerp
tal para efetuar medidas sobre o primeiro, que passaria entdo a seada®gnte
descrito pela mecanica quantica apenas pela mudanca de instrumento de medida
para objeto medido, uma mudanca que nao existe de fato, jA que em qualgiuer d
situacOes descritas 0 objeto em questéo esta em intera¢do com outro dEtama f
a distingdo entre “medido” e “medidor” ndo tendo nada além de um cardger su
tivo.

Altamente insatisfatéria € também a necessidade de se postular um colapso da
funcdo de onda para poder dar sentido ao resultado do processalita méal
colapso, como ja comentamos acima, nao é descrito pela equacao de fBgemed
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e, de fato, a interpretacdo silencia sobre o que concretamente leva psocdéa
funcdo de onda durante o processo de interagdo entre dois sitemas, fikiso
guais, subjetivamente, convencionamos chamar um de “instrumento de tnédida
interacdo do sistema observado com o ambiente macroscépico que owearda d
a medida pode levar a chamada “descoeréncia” [48, 49, 50, 51 /i a3 termos
fora da diagonal da matriz densidade reduzida que descreve o0 sistamalam,
representando a eliminagdo da interferéncia entre diferentes autossd@adim
observavel. Isso pode, em principio, ser uma resposta a questaoqde ppds
uma medida o aparato se comporta classicamente, sem fendmenos de irtierferé
Mas néo responde porque um determinado auto-estado especificaphebteld.

Por fim, a interpretacdo de Copenhagen é insatisfatoria por dar umuenfoq
muito grande ao processo de medida na formulacdo de seus postulados. Se
davida os processos que levam a obtengéo de dados experimentassais dlta
importancia para uma teoria fisica, tanto no julgamento de se a mesma pode ser
aceita como boa descri¢cdo da natureza, como também como guias na foomulaca
de novas teorias. No entanto, ndo é razoavel admitir que o processdlidia faga
parte explicitamente da formulacdo dos postulados de uma teoria, como ocorre
com a interpretacao de Copenhagen.

N&o obstante os problemas apresentados, a interpretacédo de Cepevndrag
sendo utilizada como interpretacdo padrdo da mecénica quantica nos ultimos 50
anos. De fato, para fins de previsdo de resultados experimentais pédeseegar
0 sucesso de tal formulacédo. Entretanto, a necessidade de um dbs&xizrno
ao sistema em estudo para dar sentido a teoria inviabiliza 0 seu uso quéjetmo o
em estudo se constitui no préprio Universo, entendido como “tudo oxjsie’e
Também, a argumentacédo probabilistica carece de sentido neste cas@opsés n
pode falar em um “ensemble de Universos”. E essa é justamente a sicungin
trada na cosmologia quéantica.

Claro, poder-se-ia argumentar que, a partir do momento em que todas as pr
visBes da teoria se confirmam experimentalmente, ndo teriamos razbesgmra q
tionar a sua validade. Poder-se-ia argumentar que todos os probleteasran
mente apontados ndo passariam de concepgdes errbneas sobrezardgwma
teoria fisica. Em particular, a inconsisténcia da mesma com a cosmologia quéan-
tica seria uma indicag¢do da inviabilidade desta ultima. No entanto, o papel da
comunidade cientifica é o de analisar todas as possibilidades e seleciomar de
elas a que melhor se adequa aos fatos. Neste sentido, se for possorelan
uma interpretacdo da mecénica quantica que reproduza igualmente toda®ss d
experimentais e ndo apresente as inconsisténcias e inconvenientesstaqrico
apontados, sera legitimo considera-la como descricdo da natureza nupiadale
aos fatos e, portanto, preferivel a interpretacédo de Copenhagen.

Vamos entdo estudar uma interpretacao alternativa da mecéanica quaimica, a
terpretacdo de Bohm-de Brogljdl, 32, 33], ounterpretacdo causalque de fato
atinge tal objetivo. Outras interpretacdes existem, tais conmbegpretacao de
varios mundo$24, 25], amecanica quantica nao line§B0] e a dasistorias con-
sistente§23, 27, 28, 29], que também alegam atingir os objetivos acima descritos.
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No entanto, ndo as abordaremos em nosso trabalho, por ser 0 mesauobase-
nas na interpretacdo de Bohm.

2.2.3 Interpretacdo de Bohm da Mecéanica Quantica

Ao contrario da interpretacao de Copenhagen, a interpretacdo de &ohma
interpretacdmntoldgica ou seja, nessa interpretacdo os processos fisicos ocor-
rem independentemente de qualquer observador ou processo extesigiema
em estudo. Por isso ja podemos perceber que a interpretacdo de Bolapred
senta a inconsisténcia com a cosmologia quantica apresentada pela tiagéipre
de Copenhagen: para Bohm, podemos dizer que o Universo existegiorsem
precisarmos supor qualquer tipo de processo fisico ou observadan@xa ele.

Vamos entdo apresentar os postulados basicos dessa interpretacéo:

1. O sistema fisico é composto por uma funcdo de andat) e por uma
particula que segue uma trajetoria bem defiiga

2. A dindmica da funcéo de onda é dada pela equacao de Schroedinger

3. A probabilidade de, no instantea particula estar em uma regidéx em
torno do pontoX sera
(X DPdx.

Observe que pelo postulado 1 de Bohm, a funcdo de onda existe como ente
constituinte da realidade objetiva inerente aos processos fisicos. Taaniaéticula
existe e segue uma trajetoria bem definida.

Tudo isso € contrario a interpretacdo de Copenhagen, que afirmavadgue
que se pode conhecer sobre o sistema é o \gete(de onde se obtém a funcao de
onda pela projecas(x, t) =< xjy(t) > nos “auto-estados” do operador de posicdo
X). Nagquela interpretacédo a funcdo de onda n&o tinha uma existéncia abjetiv
servindo apenas como uma ferramenta de calculo abstrata de onde sa allémh
sidade de probabilidade(x, t)|°>. Tampouco tinha existéncia objetiva a particula,
sobre a qual qualquer afirmacao so faria sentido no contexto de uma medida
particular, isso inviabilizava a existéncia de uma trajetgfia

Para aplicarmos a interpretacdo de Bohm, vamos escrever a funcédale on
comoy(x,t) = R(x,1)eS*) ondeR e S séo funcdes reais. Imediatamente obte-
mos que a densidade de probabilidade §rat)2. Substituindo na equacéo de
Schroedinger para uma particula ndo-relativistica
82

SU(x 1) + V(X g (x. 1)

d 1
ld—tl//(X,t) = T omae

e separando as partes real e imaginaria dessa equacao vem, ap0s ahgunipa-
lacBes algébricas,

5Por simplicidade vamos trabalhar com particulas néo relativisticas emimmaasdio. A gene-
ralizacdo para trés dimensdes ou para teoria de campos é trivial [53].

17



o Parte real

1 10S(x,1)71? _8S(x.1)
En[ p ] FVOD + QU t) = -2, (2.12)
onde
~ 1 0°R(x1)
Qx. = " 2mRx,t) 9x2 (2.13)

é chamado dpotencial quanticppor razdes que ficardo claras no que segue.

e Parte Imaginaria
0P (X, 1) . aJ(x.1)

ot OX

A primeira dessas equacdes pode ser reconhecida como a equagioitierH
Jacobi, diferindo da versao classica dessa equacéo pela presdagaal extra de
potencialQ (dai 0 nome de potencial quantico dado a esse termo). A segunda
equacao corresponde a equacéo de conservacédo de probapditdel® fluxo de
probabilidade é dado por

0.

P(x,t) 0S(X, 1)
m 0x

J(xt) =
e a densidade de probabilidade por
P(x,1) = R(x, 1),

em acordo com o0 postulado 3 da interpretagdo. Essa Ultima equacdonem co
junto com a equacéo de Hamilton-Jacobi, nos permite identificar a velocidade d

particula como
Cdx®) _ 10S(x1)

v 1) = dt  m ax
€ 0 momentum como 88( t)
X,
t) =
p(x, 1) X

Note que esta Ultima equacao define, rigorosamente falando, um gampp
O momentum da particula de fato sera dado pelo célculp(dd) ao longo da
trajetdria da particula.

O método da interpretacdo se resume, portanto a

1. resolver a equacgéo de Schroedinger, obter{dat).

2. Escrever = RéS,

3. Calcular as trajetorias a partir géx, t) = %%. Observe que uma vez que

se conhec# as trajetdrias sdo univocamente determinadas pelas condi¢des
iniciais, através de uma equacao de primeira ordem.

4. CalcularR? e, se necessari@. Este dltimo pode muitas vezes ser usado
como uma ferramenta poderosa na interpretacdo dos resultados dainterpr
tacéo e para obter o limite classico.
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Pode-se mostrar que tal algoritmo reproduz os resultados experimentégs, ta
guanto a interpretacdo de Copenhagen. A discusséo desse pontzaniesnielito
longe de nosso objetivo. Ao leitor interessado recomendamos o livroteleHRe-
land [33].

Um ponto muito importante na interpretagéo de Bohm € a existéncia dos chama-
dosnds que sdo definidos como as regides oRde 0. Comoy se anula nestes
pontos,S fica ai indefinido. Como consequéncia, as trajetérias ndo podem passar
por estas regifes. Na pratica, isso significa que uma particula que inicialseente
encontre entre tais regides ficara ai confinada, a menos € claro gogsegsente
evolucdo temporal d¢ leve tais nds a deixarem de existir.

Um outro aspecto que merece ser comentado aqui € a existéncia dasafhamad
ondas vaziagque séo func¢des de onda que ndo estao associadas a nenhumiaparticu
Tais ondas surgem quando a fungédo de onda é composta pela sigaermtes
varios pacotes, de tamanho finito e que ndo possuem superposicéia\ares-
pacialmente. Nesse caso, surgem varios nds, entre os diferentésspacaima
particula que esteja dentro de um destes pacotes ficara 1a confinada.f@resa
todos 0s outros pacotes estarao literalmente vazios, ou seja, sem neinicodep
A relevancia desse tipo de situacao é de que como no ponto onde se &rmcontr
particula os outros pacotes que compdem a funcdo de onda séo Oeiprer
funcéo de onda efetivamente atuante sobre a particula sera o pramote pae a
contém. Dessa forma, a dindmica da particula sera determinada apenasepor e
pacote, ou seja, tudo se passa como se as ondas vazias tivesseratsidmente
desligadas, podendo ser completamente ignoradas, no que se rafémica da
particula, pelo menos enquanto durar o confinamento desta dentro de ptaeo.

Uma outra caracteristica nova trazida por essa interpretacéo é a chdgenada
pendéncia de contextoClassicamente, esperariamos que, uma vez fixadas as
condicdes iniciais e o potencial a que estdo submetidas as particulas,t@ddsaje
destas estariam univocamente determinadas. Quanticamente, porém, 2ssistema
gue possuam as mesmas condi¢des iniciais para as particulas e 0 mesmalpotenc
podem ainda diferir nas suas funcfes de onda. Como consequépcitenaial
guantico sera diferente e as trajetdrias seguidas por essas particdadopser
muito diferentes, apesar das mesmas condicdes iniciais e do mesmo potescial cla
sico.

Por fim, comentamos sobre dois aspectos importantes do potencial quantico.
Primeiramente, notamos de (2.13) q@endo depende da intensidade ydemas
apenas de sua forma funcional. As consequéncias desse fato sdufidamental
importancia na analise de sistemas de muitos corpos. Um outro aspecto importante
se refere ao limite classico da teoria: a particula vai seguir uma trajetoriacalass
sempre qué puder ser desprezado na equacéo (2.12). Dessa forma, temos um
critério unico e claro sobre o limite classico na interpretagdo de Bohm, dantrar
mente ao que ocorre na interpretacdo de Copenhagen.
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2.2.4 Sistemas de Muitos Corpos

Suponhamos que o sistema fisico em estudo seja composto por duas particulas
de coordenadas, e x» ’.

Se, em um primeiro momento, admitirmos que a funcéo de onda total possa ser
escrita como

P(X1, X2, 1) = Y1 (Xa, Yp2(Xe, 1), (2.14)
entdo sera trivial verificar que
R(X1, X2, t) = Ry (X1, )Ro(X2, 1)
S(X1, X2, 1) = S1(X1, 1) + Sa(X2, 1). (2.15)

Desta segunda equacdo podemos obter, aplicando a interpretacdbrde Bo
gue as velocidades de cada particula serdo dadas por

1 0S1(Xg,1)
t) = — 20 Y
Vl(x’ ) my aXl
Va(x,1) = i%}ft) (2.16)

exatamente as expressdes obtidas para o caso de uma particula, epkreadar
para cada uma das particulas constituintes do sistema. Ou seja, para uoaling
onda da forma (2.14), concretamente um produto tensorial, obtemos quaaa g
tizacdo da teoria ndo introduz nenhuma interdependéncia extra entmtics s,
além daquela que ja existiria no caso clas$ic@izemos que as particulas nio
estdo correlacionadas.

A independéncia entre as particulas pode ser vista também nos efeitos do po
tencial quantico. Calculando-o para a funcéo de onda (2.14) obtemos

Q(x1, X2.t) = Qu(X1, 1) + Q2(%2, 1), (2.17)
onde L
Qi(x;, 1) = —ﬁﬁﬁ(xi,t).

Vemos assim que para a funcdo de onda (2.14) o potencial quanticosamlie
em duas componentes independentes, um para cada particula. Novasnduns
particulas sdo independentes em suas dindmicas quanticas.

No entanto a situagdo serd completamente diferente se a funcdo de onda do
sistema ndo for um produto tensorial, mas uma combinacéo linear de tais groduto
como em _ _

PO, t) = D w0, 0wl 0, Daj. (2.18)
N

A generalizacdo para o caso de mais de duas particulas é trivial.

80Obviamente pode haver um potencial classico que implique uma intera&aas particulas.
Mas tal situacao ja existiria classicamente. A quantizagao nao introduamardorrelacdo nova na
teoria. Este é o ponto principal deste argumento.
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onde 0s conjuntos de fungdﬁ%)(xl, t)e w(zj)(xz, t) formam bases nos seus respec-
tivos espacos de Hilbert.

Nesse caso, as quantidadiesS ndo se decomporao em expressdes tdo simples
como em (2.15). Por consequéncia, as velocidades ndo serdo maipdatale)
e nem o potencial quantico se decompora como (2.17).

Se agora calcularmos

1 0S(x1, X2, 1)
2my 0X1 ’

VX1, X, t) =

obteremos uma funcéa que dependera ndo apenas das coordenadas da particula
1, mas também das coordenadas da particula 2. Igualmente, para o pgigtia

tico
2 2

Q(x1, X2, 1) = —z—r:t]l:—xiR(Xla X, 1) — %;—X%R(XL X2, t) (2.19)
deveremos especificar ndo apenas as coordenadas da particula hbéas t& da
particula 2 para podermos obter 0 potencial quantico a que esta sujeita egrime
Temos, como consequéncia de tal situacdo, que as duas particulasoestdo c
relacionadas. Note que tal situagdo ocorrerd mesmo se classicamentanéo h
interacdo entre elas. Esse tipo de correlacdo quéntica, aqui vista swioode
vista da interpretacdo de Bohm, é conhecido na literatura @naanhamento
estando presente mesmo na interpretacdo de Copenhagen (o0 exemplonimais co
cido deste tipo de correlacdo é o chamadperimento EPR Note também que,
como o potencial quantico ndo depende da intensidade da funcéo dmasdke
sua forma funcional, o requerimento de ai(&1, X2, t) seja pequeno, mas finito,
parax, muito diferente de; ndo tem nenhum efeito para eliminar a influéncia
de uma particula sobre a outra através do potencial quantico. A conaugé®
chegamos é que para uma fun¢éo de onda do tipo (2.18) as particulasugsitas
a uma correlacéo néo local.

2.2.5 O Processo de Medida na Interpretacdo de Bohm

Suponha que um sistema no qual se deseja medir um obsef&e@ descrito
pela funcdo de onda(x, t)

pxt) = > Gwi(x), (2.20)
i
ondey;(x) sdo as auto-funcdes do operadoassociado ao observavé, e que
0 aparato experimental seja descrito pela funcdo de gg@at). A partir desses

dados, e assumindo que antes do processo de medida o0s dois sistensasjado e
correlacionados, a funcao de onda total sera

¥(xy.0) = ) GOUi()Po(y.1).
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Pela discusséo anterior sobre o processo de medida na interpretaCapeate
hagen, sabemos que, apbs esse processo, o estado do sistemdcspod (all)

Se ndo houver superposicdo espacial entre as fun¢bes dg;Ontlaobtidas a
partir de|¢; >, a funcdo de onda total se dividird em pacotes que ndo se sobrepdem
(mesmo que haja superposicao entre as fungfiest)), cada um associado a um
diferente valor des;. Como o aparato de medida vai seguir uma Unica particular
trajetoriay(t), o sistema como um todo tera sua dinamica regida pela particular
funcdo de onda;¢i(y, t)yi(x, t) que contény(t). Ou seja, apds o processo de me-
dida, a variavely do aparato estara correlacionada a um valogdéo sistema
sobre o qual a medida foi realizada, de tal forma que o conheciment@ee
mite 0 conhecimento dg. Toda a dinAmica subsequente ao processo de medida
sera determinada unicamente pela funcéo de o, t)yi(X, t), que evoluira di-
namicamente pela hamiltoniana livre, ou seja, sem o termo de interacdo. Dessa
forma, todas as outras funcdes de onda terdo se tornado dinamicaméwes,ina
irrelevantes para a descricao do sistema (ondas vazias). A particutamgteui
o0 sistema sob observacdo também seguird uma Unica trajetéria, obtida agartir d
funcdo de ondai(x,t). A particular trajetéria escolhida e, portanto, o particu-
lar valor deg; obtido na medida s&o entdo determinados em Ultima analise pelas
condices iniciais do sistema. E a particula, em funcdo dessas condjgées,
escolhe essa trajetoria entre todas as possibilidades. Este resultadiuzepro-
lapso da funcéo de onda de forma totalmente consistente e sem nenhulsipostu
adicional. A reducéo da superposi¢do de ondas inicial a uma autosfdigab-
servavel sob medida decorre, nainterpretacdo de Bohm, das ptéidiaamicas
da mecénica quantica.

Também, pela discussado anterior, fica evidente que os Unicos valorps-que
dem ser obtidos na medida do observatelao seus auto-valoras resultado esse
gue também concorda com os dados experimentais, sem no entantsemégram
postulado adicional da teoria.

Pode-se mostrar também [33] que hum ensemble de sistemas identicamente
preparados no estado (2.20), a probabilidade de obtermos o auteyvaanedida
do observavelA é dada pofci|®>. A demonstracdo desse ponto envolve conceitos
gue nao foram aqui discutidos por questdes de conciséo.

Um ponto que, embora importante, sobre ele apenas apresentaremos um co
mentario, ja que a discussdo em detalhes nos afastaria de nossos @bfetivo
guestdo de se a subsequente evolucdo dindmica do sistema n&o podeda leva
funcBes de onda vazias a se sobreporem a fungéo de onda que adrdgetoria do
sistema. Se tal fato ocorresse, entdo ndo poderiamos considerarasuntdes
de onda em (2.11) como fisicamente irrelevantes. No entanto, podedsecstgr
no sentido de que tal processo é altamente improvavel [31, 32, 33k attavdéia
de descoeréncia.

Por fim notamos que como, apds a medida, o sistema total é efetivamente des-
crito pela funcdo de ondgdi(y, t)wi(xt), um produto tensorial de funcdes as-
sociadas respectivamente ao aparato e ao sistema, entdo estes naonestara
correlacionados.
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Em resumo, mostramos nesta se¢éo, de forma instrumental e sem préesupac
extremas com rigor matematico, que a interpretacdo de Bohm, por ser uma inter-
pretacdo de natureza ontolégica, ndo apresenta as inconsisténciasutatacao
de Copenhagen para descrever o processo de medida. Isso sigadicessa
interpretacdo a equacgao de Schroedinger vale sempre e ndo é riecagsdr a
dicotomia entre observador e observado, ambos sao tratados de fafioadan
Assim, ela pode ser aplicada a cosmologia quéntica consistentemente. Também é
capaz de reproduzir os resultados dos processos de medida seessidete de
postulados extras sobre a natureza destes processos, que pas&aaser enca-
rados, de forma muito mais natural, como uma classe particular de interat@&es en
sistemas fisicos.

2.3 Formalismo de Ostrogradski

Tipicamente as teorias fisicas tém sua dindmica dada por lagrangianas que en
volvem derivadas de, no maximo, primeira ordem das variaveis dindmicas.

No entanto, h& teorias onde aparecem, na lagrangiana, derivadaedesu-
perior a primeira. Em geral, a obtencdo das equacfes de Euler-gagrana
tais sistemas ndo apresenta maiores dificuldades, podendo ser obtidangoor
generalizacao trivial do procedimento utilizado no caso de teorias cavadias
primeiras apenas. Tal trivialidade é perdida quando se trata da c@usttaqum
espaco de fase para a teoria.

Suponha ent&o que se tenha uma lagrangigial, g, t) °. As equacdes de
Euler-Lagrange serdo

d?oL doL oL

deaq  dtog ' oq
O formalismo de Ostrogradski [54] consiste em considerar as varig@egjxomo
independentes, e a partir dessa independéncia definir duas navasigar

0L =:q
02 =: @
A essas novas variaveis estdo associados 0os momegeatp dados por

pu— aL
0
oL d
= — — —pP2. 2.21
PL= 50~ at™ (2.21)
Dessa forma, ja temos as variaveis com as quais construir 0 espacede fas
O passo seguinte é construir a Hamiltoniana da teoria sobre esse espago. P

P2

%Por simplicidade analisaremos o caso de teorias cuja ordem mais altavdg@iee a segunda.
Esse caso contém em si todos 0s elementos que precisamos paraaiscotalismo e corresponde
ao caso com o qual vamos efetivamente lidar no trabalho em questé@metatizacéo para ordens
mais altas é trivial. Para detalhes indicamos o artigo de de Urries [54].
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tanto precisamos apenas efetuar a transformacédo de Legentede, g, t)
paraH(da, p1. d2, P2, t)

H (01, g2, P1, P2, t) = P26 + P20z — L(Q1, G2, G2, t) = p102 + P2tz — L(01, G2, G, 1),

onded; e gz sdo encarados como fungbestdeps, gz, p2 et.
Se agora calcularmos as quantidagdidgaq;, 0H/dp;, obteremos, usando (2.21)
oH 0 oLogp o o _d

oo pz@OIl poopn A O “at™

oH 0 0Ldgp oL _ dd _ d
o Py 0 0000 002 dtagy  dt™”
oH o oL o
ap % pzapl oGz op — =W

H o 0L I

=Q

de onde se vé que a hamiltoniana obtida pelo procedimento acima efetivamente
gera as equacdes classicas de movimento para o conjunto de vagidwgisp; €

P2.
Vejamos um exemplo concreto de aplicacéo desse formalismo. Tomemos como
lagrangiana

1 1 1
L:_"Z ~a242 ~“h2n2 222
2q+2aq+2bq (2.22)

ondea e b sdo constantes.
A equacdo de Euler-Lagrange seréa

q(4) — azq + b2q =0 (2.23)

onde denotamos pof) as derivadas de ordendeq (i > 2).
Aplicando o formalismo de Ostrogradski

01 =-q
02 =: 0, (2.24)

vamos re-escrever a lagrangiana (2.22) como

1. 1 1
L= éqg + Eazqg + Ebzqf.

A partir de (2.21) vem

P2 =0
p1 = a%Cp — P2. (2.25)

A Hamiltoniana sera
1 1 1
H=mm+§@—§¥%—§¥ﬁ-
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Note que no calculo da hamiltoniana nao fizemos uso explicito da expresado pa
1.

Verifiguemos que essa hamiltoniana gera as equac¢fes corretas de movimento
Calculandagi = {gi, H} e B = {p;, H} vem

=0

02 = P2

P2 = —p1+ &0

p1 = bqu. (2.26)

Observe que as trés primeiras equacdes correspondem as de rifigwre (2.25),
podendo ser encaradas como nada além de definic@ps plee p1. Assim, espe-
ramos que a equacao dinamica da teoria seja a Ultima das equaces (2fa6), De
usando-se as trés equacdes anteriores pode-se mostrar qualaséa éggual a

%y - oY - b?qu = 0

gue corresponde a equacao (2.23), se lembrarmog;gse.
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Capitulo 3

Teoria de Perturbacoes
Cosmoldgicas

3.1 Introducéo

Como é sabido, a solucdo de Friedmann descreve a evolugdo de umsonive
gue é, em todo tempo, homogéneo e isotropico. Claramente, tal cenariomao ¢
porta por si s6 a distribuicdo atual de matéria, onde regides de densidéxlalta
(aglomerados de galaxias, galaxias, estrelas, etc) estdo cercadegifes vazias
de matéria.

A origem de tais estruturas pode ser estudada, no contexto do modedo padr
utilizando-nos do conceito destabilidade de Jeang5]. Em linhas gerais tal
instabilidade deve-se ao fato de a gravitacdo ser uma interacdo estritatmante a
tiva. Dessa forma, se em um ponto ocorre um aumento de densidadmpo ca
gravitacional em torno desse ponto sofrerd também um aumento, levatrdg&@o
de mais matéria, com um consequente novo aumento de densidade ai. 3@roce
prossegue, de forma que ao final de algum tempo forma-se uma regiéa diera
sidade cercada por regifes de densidade mais baixa. Tal prod¢essieopcorrido
ao longo de toda a evolugéo do Universo pode, em principio, explicgdgenndas
estruturas hoje observadas. A origem das flutuac8es primordiaisecpm thicio
a esse mecanismo, pode ser atribuida a flutuag6es quanticas do cartpoigreat
e do conteudo material.

Sendog(t) a densidade média do Universp(, t) a densidade em um ponto
particular, definimos a quantidade(X, t) como

op(X 1) =1 p(X 1) — po(Y).
Podemos decompdp(X, t) em modos normais

5p(R.1) = > sp() F(¥)
R

onde fy(X) € uma base de fungdes. Os modos associadopesjueno (grandes
comprimentos de onda) representam entdo estruturas em larga escala.
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A dinamica das quantidad&p,(t) €, no entanto, extremamente complicada
de ser estudada devido a ndo linearidade inerente a teoria da relatigelade
Entretanto, enquantépy(t) for suficientemente pequeno, poderemos langar mao
de aproximacdes lineares para estudar sua evolugdo temporal. A estaléese
0 nome deteoria de perturbacées cosmoldgicas nosso objetivo neste capitulo
apresentar os principais resultados e métodos dessa teoria.

Para esse estudo, vamaos, inicialmente, descrever a cinematica dasagéesarb
em relatividade geral. Em seguida estudaremos a dinamica das mesmasotentand
manter a generalidade dos resultados. O passo seguinte consiste enpapkea
sultados obtidos aos modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-WalkWjF
discutindo ai a questdo da invariancia de calibre. O conteldo materiali€ ana
sado em seguida. Mostraremos por fim como o uso das equactes de ntovimen
do espaco-tempo de fundo pode levar a simplificacbes das equaciegeuea
dindmica das perturbacgdes.

3.2 Perturbacdes em relatividade geral

3.2.1 Definicao

Sejag®© o tensor métrico de um espaco-tempo. $gjan outro tensor métrico
gue pode ser construido sobre esse espacgo-tempo. Se, para@uasores/ e
W sobre esta variedade, a diferenca

h(V, W) =: g(V, W) - gO(v,w)

for infinitesimal, entdo diremos qureé uma perturbacdo a@f”, sendo esta Ultima
denominadanétrica de fundo

3.2.2 Quantidades Cinematicas

Pela definicdo acima esta claro que, em um sistema de coordenadasualque

hyv = gyv - g/(fw)/)

Vamos, por enquanto, deixar de lado a questdo da invariancia de calibre.
SendoV* a velocidade propria de um observador genérico na geometria de
fundo
0

vivrg® =1
entdo podemos decompor o tenBgrcomo

2¢ = h,, VIV

A, = h/zvvll P o

Eaﬁ = hluypu apvﬁ

Nas expressoes acing,, = g}fl)—v,lvy representa o projetor no espaco de repouso
local do observaddv* e indices sao elevados e abaixados através da mg‘(ﬂ"lca

27



3.2.3 Dinamica

Estamos interessados, como dito, no estudo da dinamica das perturlractes e
seu regime linear. Para tanto, € necessaria uma acéo que seja quadsatjcam
tidadesh,,. A acéo da Relatividade Geral € dada por (setor gravitacional gpenas

1

Sgr = _@

f d*xv=gR (3.1)
onde a quantidadk que coincide com o comprimento de Planck em unidades
naturaisf = 1 ec = 1), € definida por

_ [EC
- B

Devemos entao expandir em série de Taylor a expresséao (3.1) em tométiica
g,(f?, guardando apenas os temos até segunda ordem,erdessa forma a a¢éo
Syr sera dada por

onded;Syr €62Sgr representam corregoes de ordem 1 e hgnrespectivamente.

Na equacédo acimﬁgﬁ) representa a acdo (3.1) calculada a partir da métrica de
fundo, e gera as equacdes de movimento dessa feoria

Com relacdo @;Sgr, a mesma pode ser feita identicamente nula pelo uso das
equacdes de movimento de ordem zero.

Por fim,0,Syr € a acdo que gera as equagoes lineares da teoria. A sua expressao
é

1 3, .
02Sgr = “62 fd4x \/—g(o)[—h(m wxh” o +h7 o h + Zh"“'vhw;v
1
2

1 . 1 Vi€ vihap (0 1 vp(0
—Shh# = b, — Sy, + Ry PRO) - Shit RY

. 1 .
-h""h,. ", + h"h,e + 70y, Yy, — Zh;ﬂh*“ + zhh".,,

1 1
+2h2RO) - hWR(O)],

com R,(fi) eR©® sendo respectivamente o tensor de Ricci e o escalar de curvatura da
geometria de fundo. As formulas utilizadas para a obtencéo desta eqsigéo
dadas no apéndice A.

Na acdo acima podemos, ap0s algumas integrais por partes, eliminar os termos

!Logicamente as equagdes corretas devem ser obtidas a partir datatGouteeja a agdo do
setor gravitacional mais a matéria. No6s vamos analisar o contetido rhai@isaadiante.
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de derivada segunda, obtendo

1 [ 1 . 1 1
628gr - @ fd4X _g(O)[ZhuvyahﬂV;ﬂ/ - éhﬂ Y ;tha a T Eh;yhuv R

1, los @ 1. 1
=7 huh —Zh W) |+ s h ZhZ)R(O)
—6le fd4x1/_g<0>[_;hwh(, Y.+ hhy, + hhy, # — %h”‘;“hw
1 1.
“hhH . — —hh*
#5hR, = hh ] (3.2)

H

onde a Ultima integral pode ser desprezada por ser igual, via Teorenmauds, @
um termo de superficie, que ndo altera as equacdes de movimento da tesga. N
expresséwc(y%)w representa o tensor de Weyl da ordem zero.

3.3 Perturbagdes em Universos de FLRW - Cinematica

Vamos agora patrticularizar nossa discussao, restringindo-a a pededso-
bre um espaco-tempo do tipo FLRW

3.3.1 Modelo de Fundo

Tomemos como espaco-tempo de fundo um que seja folheavel por higersup
ficies globais do tipo espagco e maximalmente simétricas. Pode-se mostrar que a
métrica desse espaco-tempo pode ser escrita como

ds* = N%(t)dt — a%(t)yijdxXdx (3.3)

ondey;; € uma metrica positivo-definida, independentg lemogénea e isotropica,
caracterizada por uma curvatura constag{&6]. SeK é ndo-nulo, pode-se sem-
pre escolher o sistema de unidades de forma a leva-la a assumir um deszvalor
conforme o sinal d&.

A funcao N(t) corresponde a funcao lapso do formalismo ADM [22] e nado
€ determinada pela teoria mostrando a arbitrariedade na escolha danedlarde
temporal em Relatividade Geral.

As escolhas mais comuns paté) sdoN = aeN = 1. A coordenada temporal
da primeira é conhecida como tempo conforme\lo segundo caso, a coordenada
temporal corresponde ao tempo proprio ao longo da linha de mundo desam ob
vador comovel com as hipersuperficies espaciais. Essa coordecatie o nome
de tempo cOsmica,.
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As conexdes nao-nulas da métrica (3.3) sdo

1ﬂgo = %

To; = gaij

T = %vn

T =9 T (3.4)

ondeé‘j é a delta de Kroenecker@l‘ijk séo as conexdes calculadas a partir da
métricay;j.
O escalar de curvatura é dado por

Na a a2 K)

R:G( -2 2
N3a N2a N2a2 a2

e as componentes ndo-nulas do tensor de Einstein valem

-2
a K
Goo=3( + 22
24a 2aNa a2
Gi=(-% * e e K
O tensor de Weyl desta geometria é identicamente nulo.

Sendop = T, V*V" ep = —%TWP”V a densidade de energia e a pressao
do fluido com tensor momento-enerdia, que da origem a geometria, vem, uti-
lizando um observador comovel com as hipersuperficies espaciais,

a> N?K

; + ? = |2N2p (35)

—24a 2aNa & 5

V+W—W—K=3Iap (36)
Estas equacdes sdo conhecidas cequacdes de Friedman] e constituem-

se nas equacdes de movimento do espaco-tempo de fundo. A partir demma co

binacéo linear destas equacdes podemos ainda obter a seguinte relacao

a? +aN a K _
N2a2  N3a N2a a2

|2
T+, 37)
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3.3.2 Cinematica

As quantidades, A, e ¢,, serdo dadas por

h
2¢ = hy, VY = 22

N2
Ao = hygViPP o =

h "
A= hogVPF i =

Eoﬂ = haﬁPaOPB# =0
€j = haﬁpaipﬁj = hij.

E conveniente redefinirmads e €j COMO

A =-Aa

€j = E_ij a’.
Assim, omitindo a barra, vem

hoo = 2N%¢

hoi = —NaA

hij = &’

(3.8)

A aplicacdo destas decomposicdes a equacao (3.2) (desprezandwadeer
derivada total) e utilizando as conexdes (3.4) para calcularmos aadkesigovari-
antes deh,, da, para a parte gravitacional da acéo expandida até segunda ordem
nas perturbacoes

1 4 1 l l
it s
@ 3, 3. 1
2N2( 3e¢ — 9p° + BAA - ZEZ + EE”Eij) 4a26|”k51|
1 1 . 1
+2—a2€|1 j€ k|k + ?¢|i€|l - 2_a2 2¢|I€ €||€|] (39)

ondee = &y'.

3.3.3 Modos escalares, vetoriais e tensoriais

Vamos inicialmente apresentar dois resultados que nos serdo muto Uteis no que
se segue.
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Seja® M uma variedade tridimensional maximalmente simétrica e localmente
euclidiana, de métrica. E sejaA um campo vetorial sobre essa variedade. Vamos
escolher um campo escalae um segundo campo vetoridltal que

A =i +Vi (3.10)

comyV, sujeito a ‘
V=0, (3.12)

onde 1" representa a derivada covariante em relagéo a métsieos indices séo
levantados e abaixados com o uso desta métrica. A questdo é se a dec@mpos
(3.10) é sempre possivel, e caso o seja, se é univoca.

Se tomarmos a divergéncia de (3.10), usando (3.11), obtemos

Aj=gl. (3.12)

Pode-se mostrar [57] que tal equacédo sempre pode ser resolvida, panaenos
de uma constante. Dessa forma, dado um vetor qualjueempre sera possivel
encontrar-se um Unicg dado por (3.12) e assim, um Unis tal que a decom-
posicao (3.10) seja verificada.

Um resultado semelhante pode ser obtido para tensores simétricos sem trago
Ajj. Proporemos a decomposigao [57]

Ajj = Djjx + Bjj + Bjji + Tij (3.13)
ondeT;; esta sujeito a
Ti=0
TVj=0

e Djj € um operador diferencial definido por
Dijx = xiij = Vij()('k k+ ZKX),

sendoK a curvatura constante da variedade. E trivial verificar qulégj; = O.
Com isso, se tomarmos a divergéncia de (3.13) obteremos

All i = (Bili + lei)“'

Pode-se mostrar igualmente [57] que esta equacdo sempre pode bedagso
obtendo-se assirB;, a menos de um vetor de Killing. Se agora calcularmos o
traco de (3.13) teremos

XX+ 3Ky = B

de onde se obtémp, uma vez conhecid@;. Assim a decomposicao (3.13) sempre
pode ser feita de forma univoca.
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No caso de um tensor com trago néo nudg, podemos definir undy; sem
trago por
1

K
3C KYij-

Aj = Cij -
Usando (3.13) entdo vem
1
Cij = Dij/\/+ Bi“‘ + Bj“ +Tij + :—)’yijc k =
1k Ik
Xlij + Bi“‘ + Bj|i +Tij +’yij(§C k—X k~— ZK)().
Através de (3.10) vem
= 1k Ik
Cij = xiij + Ejij + Vijj + Vi + Tij + (:—,,C k=X k= ZKX)%J'-
E, finalmente, por uma redefinicdo de variaveis vem
Cij = 2pyij — 2Bjj — Fijj — Fjji + Wij.

De posse desses resultados podemos agora decompor as quantdadea-p
tivas como

A =B+ S
Gij = Zlﬂ’y” - 2E|Ij - FI|J - FHI + Wij (314)
com os vinculos
S'i=0
Fli=0
wljj=0
W =0.

As quantidade®, B, ¢ e E sdo conhecidas na literatura como perturbacdes
escalares, as quantidadgse Fj como perturbacgdes vetoriaisng; como tenso-
riais. Note que esse conjunto de variaveis apresenta 0 mesmo numeraigle gra
de liberdade que o tensby,, ou seja, 10. De fato temos quatro escalares, dois
vetores tridimensionais sujeitos cada um ao vinculo de divergéncia nidav(de
culos sobre 6 variaveis, o que resulta em quatro graus de liberdanherietansor
(6 componentes) sujeitowd! |; = 0 ew'; = 0, representando 4 vinculos e, por-
tanto, 2 graus de liberdade, que perfaz o total de 10 graus originasmigstra
gue as quantidades definidas formam uma representacéo totalmentécatpiva
tensorh,,,.

33



3.3.4 O Problema da Invariancia de Calibre

Como se sabe, a teoria da relatividade geral é construida de formaarapre
covariancia sob o grupo de mapas da variedade em si mesma [58]. Tdhtbe
de escolha de coordenadas representa, de fato, uma liberdade oeed=toria.

Naturalmente as previsfes de carater fisico, isto &, as quantidadeswbiser
de uma teoria, devem ser invariantes por transformagdes de calibr&pdYarti-
cular, no caso de perturbagdes em relatividade geral, essas dedenspr escritas
em fungéo de quantidades que sejam invariantes de calibre, casgiopag@nes-
mas carecerdo de um significado fisico claro.

Tomemos entdo uma geometria descrita pelo tensor métrico

5 )

Ouw = Gy + huv

e efetuemos um arrastamento de Lie parametrizado pelo &AétoA métrica no
novo sistema de coordenadas sera

Ow = O + Auy + Ay = g,(g) + ﬁw (3.15)

onde o “;” representa a derivada covariante em relagcdo a méjrica termos
de ordem 2 ou superior em, gou h,, foram desprezados. Note que podemos
encarar a nova métriog,, como sendo a mesma métrica de fundo acrescida de
novas perturbacods,,. Esta claro portanto que o tendgy, ndo € invariante de
calibre e as quantidades A e g; que estamos utilizando para caracteriza-lo néao
representam quantidades observaveis.

Como construir a partir de,, quantidades perturbativas observaveis no caso de
Universos de FLRW é o que vamos mostrar nesta sub-secao. Inicialnaents v
decompor o vetoA* como

INET
A =g

Aplicando a transformacéo (3.15) e usando (3.8) vem

b= +a+ Ea

p=¢ N

— N a -

Ai—A|_ga||+Nﬁ|

_ N N a

&j = &j — A — Zhi - 2 vija. (3.16)

Decompondo o vetgs; como

Bi = (/ﬁi +,ui)§ fi=0
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e usando as decomposic¢des (3.14) obtemos, para (3.16)

5 ¢+.+N
= a —
N
_ N N -
B=B——a+—/l+/l—§/l
a N a
— a
=y - -«
v=y-
E_:E+N/l
a

= N . a

Si=Si+ NH T gk

— N

'ii =F+ A

Wij = Wij. (3.17)
Podemos agora definir as seguintes quantidades [34]

@=¢+%(B_3E)+%(B_3E)

N N
a a .-
poy-2 B——E)
v N( N
a .-

e é facil verificar, usando (3.17) que essas quantidades, juntamente; Gas&o
invariantes de calibre.

Note também que as quantidadgs?, V; e w;; representam no total seis graus
de liberdade, como era esperado, ja que o &t@d componentes) pode sempre
ser usado para levar 4 das 10 componentés,dealguma forma pré-determinada,
restando apenas as outras 6 para serem determinadas pela teorizo Boetpe-
rado que qualquer teoria perturbativa em relatividade geral posgaeser escrita
em termo de 6 quantidades invariantes de calibre.

Por fim, comentamos que as quantidades ¥ sdo conhecidas na literatura
como Potenciais de Barde€60].

3.4 O conteudo material

3.4.1 Campo Escalar

Iniciamos nossa discussao do contetdo material analisando o caso dspm ¢
escalar minimamente acoplado, cuja lagrangiana é

1 1
£= 590;u90;v9" - E(V' (3.19)

O tensor momento-energia desse campo sera

Ty = @upy — Gk
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No caso de Universos de FLRW, consistentemente com a condi¢cdo de homo
geneidade e isotropia das secfes espaciais, vamos impor que o campdaje fu
@0, Satisfaca a

voi = 0.
Dessa forma temos
1., 1,
TOO = z(po + EN Vv,
Toi =0,
5 1
=5z "3V
(3.20)
de onde vem, para observadores comaveis,
2
_ % 1
p= 2N t37
_ % 1
p= N2 Z(V'
As equacdes de Friedmann se tornam entéo
22 K @ 1
e e TN T2 (3:21)
2aN 24 a2 K ¢ 1
- - - = -V 3.22
3N32a  3N2I2a  3N2I2a2 32a2 2N2 2 (3.22)
e a equacao de Klein-Gordon é
. (3 N N2
bot (S - =5 Ve (3.23)
ondeV, = 0V /d¢. Somando as equagdes (3.21) e (3.22) obtemos
52 2 3|22
a_+N K a aN ) (3.24)
a2 a? "NaT 2
Adicionando perturbacbes, o campo de fupgmera levado emp dado por
© = Qo+ 8. (3.25)

Calculando a acéo (3.19) até a segunda ordem nas perturbacdesooloige a
lagrangiana do campo escalar perturbado sera

- 253 3 36
a®v. Na&Vy a 1) : i
L, = foaV V_ @ fd3x7% ¢ + —e)&p + a%@o fd3xy%6g0A' i

2N 2
Na3y go*a® 1 1
—wad X)/2(¢——6)6<p+ Y f 2(3(;5 + € — A'A.——E €+ 2)
P2
6 .
Na3(Vfd3Xy ¢ +ep— A'A|+ eljaj__e fd3 ‘:0 a2‘)0||
1
=5Vl ) (3.26)
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Da mesma forma que ocorreu com os graus de liberdade puramente gravita-
cionais, também aqui enfrentamos o problema da invariancia de calibrainsob
arrastamento de Lie parametrizado pelo veétoum campo escalas € levado em
¢ dado por

=g+

de forma que as perturbact&s podem, por esse arrastamento, ser redefinidas
como _
5 = 8¢ + pot° (3.27)

no caso de Universos de FLRW. _
De posse das equacdes (3.27) e (3.17) é trivial verificar que a ebsigif
definida por

, . a.-
5509 = 5 + goo(B - NE)

é invariante por transformacdes de calibre.

3.4.2 Matéria Hidrodinamica

Suponhamos agora que 0 componente material que gera a geometria seja um
fluido formado por particulas de mesma natureza, cada uma de masaasse
fluido daremos 0 nome duatéria hidrodinamicaEsse fluido pode ser macrosco-
picamente caracterizado por sua densidade de energia, sua prestdoatacao
funcional entre essas duas quantidades. Precisamos de uma formareksaix
essas quantidades em termos do fluxo das particulas que compdem aste fluid
Comecemos entdo supondo uma folheagédo do espaco-tempo em tri-superfi-
cies globais do tipo espaco. Sobre cada superficie atribuimos 3 codedeha
cada ponto. Essas coordenadas sdo construidas de forma a ser@misacom
as particulas do fluido. Cada hipersuperficie é identificada por um pacadee
tempoo ao longo das linhas de mundo de cada particula. A esse conjunto de
coordenadas damos o home amrdenadas lagrangianasConstruamos agora
sobre esse espaco-tempo um novo sistema de coordenadas, no ppicatas
do fluido ndo tenham necessariamente que estar em repouso. Denostasos e
coordenadas pot'. A densidade de particulagdeste fluido é dada por [34, 61]

i X OXY

. F(A') /9w e 25
VK

(?qi,(r

ondeJ € o jacobiano da mudanca de coordenaiblaé o ‘ e F é uma funcéo
das coordenadas lagrangianas que determina a distribuicdo espguiatidelas

nessas coordenadas. Precisamos agora de uma relacéo entreadéatesighergia
e a densidade de particulas. Para tanto, definamos as quanpdagdedravés de

(3.28)
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[61]

do _ dn
p+p N
o= n(mo + n). (3.29)

Nas expressdes acima= p(p) representa a pressao do fluido. A primeira destas
equacBes implica em uma constante de integracdo que sera fixada peld-requ
mento de quenmy = € sep = 0. Esta condigdo, substituida na segunda equacao
leva ar = 0 sep = 0. Diferenciando esta segunda equacéo, e usando a primeira
obtemos, apés algumas manipulagées algébricas simples,

"1dp p
n) = ——dnf — =.
() f n dry n
Fock [61] interpreta, em um contexto newtoniano, est®mo uma energia po-
tencial por particula. Mantendo essa interpretagcdo, a equacao (8r2dijepque
interpretemos a quantidagén) como a densidade de energia do fluido.
Por fim, se pudermos inverter a relag#n) para escrevermayp), poderemos

obterp(o) dpdn dp

P=dnao® = 5%
A quantidadel p/dp corresponde ao quadrado da velocidade adiabatica do som no
fluido

c2 dp

= %.
Um caso de extrema importancia para nosso interesse € aquele iz gual
uma constante, a qual designaremos.por

p = Ae.

Este fluido é conhecido confluido perfeito
Terminamos assim a digressao que nos permitiu obter a densidade de energia
a densidade de particulas em fun¢éo das quantidades que caractefimaondas
particulas do fluido. Voltemos agora a andlise dos aspectos cinematicosngdina
cos da matéria hidrodindmica tomada como fonte da geometria do espaco-tempo.
A acao é dada por

S= —fd"’x\/—_gp
e, sabendo-se que para uma lagrangiana
L = fd“x v=gf
o tensor momento-energia € dado por
S )
T
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podemos usar (3.28) para obter

on n
S E(g’” - Vva)

e dai obter, através de (3.29), que o tensor momento-energia dessefhlddio
por

Tw = (0+ PMaVs - PG,

exatamente o tensor momento-energia de um fluido perfeito, confirmanga nos
interpretacdo inicial dg como a densidade de energia do fluido.

No caso de o espaco-tempo ser do tipo FLRW devemos, consistentemente
com a hip6tese de isotropia das secdes espaciais, exigir que as padéjaias
comoveis com as hipersuperficies que folheiam o espaco-tempo. Isfizaique
o sistema de coordenadag, {) que temos utilizado em nossas analises prévias
das perturbagdes e do espaco-tempo de fundo corresponde &o prsigma de
coordenadas lagrangiano anteriormente definido, de forma que o jacabia
equacdo (3.28) é igual a 1. Ainda podemos identificar o pararretmn a coor-

denadd, de onde ve gﬂy‘WM = N. Finalmente, de acordo com a hipétese

B0 do
de homogeneidade, devemos exifij@') = constante Assim, a densidade de

particulas sera dada por
F

s
exibindo o conhecido comportamento com o inverso do volume das sep@es es
ais. Note quen s6 depende deatravés da, ndo apresentando nenhuma dependén-
cia explicita do tempo.

Estamos agora em condi¢des de adicionar perturbacdes ao fluido.rtés pe
bacdes serdo caracterizadas pelo deslocamento das particulas plessries em
um espaco homogéneo e isotrépico. Assim, uma particula que originalmente pos
suia coordenada%, passara a ter coordenadés= xg + &, onde&” é um campo
vetorial infinitesimal.

Se efetuarmos um arrastamento de Lie, parametrizado peloAétorefeito
sera obviamente o0 mesmo da perturbagédefinida acima. Dessa forma temos,
também neste caso, que buscar uma variavel invariante de calibre rzateGaa-
¢éo das perturbacdes.

Sob um arrastamento de Lie que desloque as particulas ao longb, des
coordenadas perturbadas serdo levadas em

x“—>x“+A’“‘=>d5+§“+A"::xg+§‘

de onde vemos que podemos redefinir a variavel perturbativa como génd
&+ AK,
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Decompondo tant¢* comoA* em 3+ 1 como

Q=x

e para as componentes espaciais aplicando a decomposicéo (3.10)evenh gun
arrastamento de Lie as perturbagdes se transformam como
Y=x+a
F-e- 2
7 a
. N .
o SN
nm=n a’u
ondey' =&l + 7' ep = -J(A" + ) en' j =y i = 0 como usual. As quantidades
invariantes de calibre serdo entéo

(ic) _ E(B_ EE)
X=X+ N
7 00 = i _ i,

Podemos agora, de posse de todos os resultados anteriores, catiemsi-a
dade de particulas no fluido perturbado. A primeira coisa que devemoshava
consideracao neste calculo é que como as particulas sofrem deslocaaeattr
de suas posi¢cBes “ndo perturbadas”, elas ndo sdo mais comoveis tiperas
superficies maximalmente simétricas. Como resultado, o sistema de coordenadas
comovel com estas hipersuperficies ndo € mais lagrangiano, e o jacdhiraas-
formacao que relaciona os dois sistemas de coordenadas sera

3 ox oxt o 1y o L,
j= de(aai,o_) =de( S+ o) = L8 S - S

Em segundo lugar, como a perturbacéo leva o pmg'im) pontoxg + &, devemos
expandir a métrica perturbadg, = g, + h,, e seu determinante

) 1, 1.
g:g(1+h+§h2—éh” hw)

em série de Taylor. Substituindo todas essas expressdes em (3r28), ve

N [x 00+ 00 +EY)
_F(d) g e T

V=800 +8)J

p(Xo + &)

40



Por fim, expandindo de volta para o pomtovem [34]

ano ]fy 1 azno

el P el

g [61n(xo +&) -

%éaxo

O resultado de todos esses calculos é

A(xo) = fi(x) -

. 1 ) . . . . 1 a2 ..
fi(xo) = no[1+ 56—)(' i+ X X i - Au( - EW%]XX - —A.A'

Ledigte, i Lo 1i.1. 1
+Z€|J€ +§€ +X||X +§X ||X |J+§X “X ||_§€X || .

Para detalhes, ver apéndice B.
De posse da densidade de particulas, podemos calcular a densidadegite e
A partir da definicdo de, dada por (3.29), obtemos
n
onde o subscrito 0 representa as quantidades do fundo. Por fim, dafaao
perturbado sera
Sm=S9 + 6:1Sm+ 62Sm

onde

s = - [ d*xv=ao

51Sm = —NaSPOdeXV%(¢ - %6) — Na*(oo + po) deXV%(%E -x Ii)

62Sm = — fd4XNag7’%{po(—}¢2 + }AiAi — ¢y’ |i) + po(}e¢ + }Eijﬁj - }ez — ¢y “)
—%(Po po)( 22)(X| +2< A|)( +A.A')+ =cX(po + po)( e +x' x| — ex ||)}

(3.30)

3.5 Perturbacdes em Universos de FLRW - Dinamica

Conforme discutimos na introdugcéo deste capitulo, estamos interessados em
estudar a dindmica das perturba¢des em seu regime linear, tendo comoaaige
perturbacdes flutua¢des quanticas do campo gravitacional e do combederial.
Faz-se necessério entdo estudar a quantizacéo da teoria lineartdesagées.

Rigorosamente, as perturbagdes séo graus de liberdade do canitacignaal
e da matéria da mesma forma que os graus de liberdade de ordem zertaio,en
a técnica tradicionalmente adotada para o estudo dessas perturbatgis® @m
estabelecer uma dicotomia entre o fundo e estas perturbacdes - engiasie
estudadas no contexto de uma teoria quantica, o fundo é tratado comocad@ind
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modelo padrdo da cosmologia, o que pressupde a validade das eqim0des-
mento classicas para estes graus de liberdade. Essa € uma situacao tac@mple
€ esperado que uma abordagem totalmente quantica seja possivel. ldesenv
mento de tal abordagem é o tema principal deste trabalho, e voltaremos a ele mais
adiante. Por enquanto, vamos apresentar um resumo da técnica padstadb
da teoria de perturbacdes cosmolégicas aplicadas ao modelo padrao.

O fato de a dindmica do espaco-tempo de fundo ja ser conhagidari dis-
pensa a necessidade de levarmos em conta os termos de ordem zedio da a¢
teoria. Como as equacdes para a ordem zero sdo tomadas como valigasopo
utiliza-las para simplificar a acdo das ordens mais altas na expansao qiardurb
da acdo. Em particular, pode-se sempre anular os termos de primeinacedea
acédo pelo uso de tais equacdes. Assim, estamos interessados esseteciabmnen
termos de ordem 2 da expansdo,uma vez que termos de ordem mais alta dariam
origem a termos quadréaticos ou de ordem maior que 2 nas equac¢Bes de movi-
mento, retirando a teoria de seu regime linear. Vamos entdo estudar os casos
de perturbacdes em Universos dominados por matéria hidrodinamicar aumpo
campo escalar.

3.5.1 Matéria Hidrodinamica

Somando os termos de ordem 2 nas equacodes (3.30) e (3.9) obtemos que a
lagrangiana total para as perturbacdes deve ser escrita como (osjEm&s)

Na 1[ Al 1 a; 1 .
L= A fd?’X'yZ[A'“A[i“] - Zfljlkfiﬂk + NAiE” j + EE'J G k|k + g€

1 i i 1 i a3 3., L . a3 3 1.0
—Eqie” = die + —€|iel'] * SN fd xyZele;j — 2412N fd Xy2€

2 .
—a—fd3Xy%'eA' i+ o fd3Xy iy 3e¢——e +3A'A.+—e e.,)

1 1 1.
—Na3p0fd3Xy%(—§¢2+§A'Ai — ¢y |i)— Na pofd?’XyZ §€¢+ZEIJE”

1 iy 1 a2 - . _a, - i
-g€ — o Ii) + 5Na(oo + po) fd3x7’%(m)('/\(i + 25 A+ AaA')

1 1 o .
-5 SN0 + po) [ cord(e2 'l - o'y ) (331)

Esta é a forma mais geral da lagrangiana para perturbacdes em Osiglersina-
dos por matéria hidrodinamica.

No entanto, além da nitida complexidade envolvida em se tentar encontrar
solugdes analiticas para as equacdes de movimento dessa teoria, ha também o
inconveniente de a mesma estar escrita em termos de variaveis que nao sao in-
variantes por transformacdes de calibre, o que torna a interpretaic@odids re-
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sultados pouco clara. Acrescente-se a essas dificuldades o fatcgéle acima
representar a acdo de campos sobre um espaco-tempo (FLRW) quessé&bum
vetor de Killing do tipo tempo, o que gera dificuldades também no momento de
guantizar a teoria.

Para contornarmos as dificuldades comentadas, podemos langar m&aatelsehip
de que o fundo obedece as equag¢des de movimento classicas. Assinmlase na
grangiana acima integrarmos por partes 0s termos;gi e ee, e usarmos a
equacao (3.6) para expressarmos os termos de derivada seguatta de escala
em funcéo da presséo e da derivada primeira, @dteremos que esta lagrangiana
se torna

L= %fdsxﬁ[Ai“A{im —%fi”kfinH%Aif” ] +%6” 6t g€l
_%flieij i - die! }a ] zijfdsxyéf“éij—%fdgxﬁ'ez
6I2N fd3X7 ~99° 360+ 3AA 3|2 fdng oA ——Ae” i)
3I2N fd3X72¢6‘ 6|zfd3X726A'| —Napofd?’xw ¢ +5 A'A.

—px' \i) - Na3pofd3X72 Sep - gy Ii) + —Na3(po + Po) fd3><72 —ZXiXi

a, - N 1,
T2 A +AaA')— 5Cs Na’ (oo + po)fdsw ~e+ x| - ex |.)
(3.32)
onde desprezamos o seguinte termo de derivada total:

6I2Nfd3Xy 6”6 ——6 )] (3.33)

O uso da equacéo (3.5) permite uma segunda simplificacéo, levando a la-
grangiana (3.32) a assumir a forma

Na AT 1 .. a. 1 .. .
L=op fd3x72[A"’A{i|J] = g€t A+ el jja o+ el

1 i i 1 i a3 3 1. a3 3 1.0
— €€ | — gjie’ + Zqie ] * SN d°xy2€l g - m d’xyze

ad? 1 1
—mfd?’xyz 3|2 fd?’Xy ¢A' ||—§A|6 i 3|2N fd3X7 e

6I2fd3 xyZeA | — Na (po+po)fd3X7 S€p— X' |.)

+5 Na (po+po)fd3X7 2)()(.+2 % Ay +A|A')

1 1
_ECsNa (o0 + IOo)fdaXV2 2° i x i) - e |i)-
(3.34)
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Essa lagrangiana pode ser ainda mais simplificada se decompusermosias per
bacdes em modos tensoriais, vetoriais e escalares e pela restricio a@e cas
fluido perfeito como fonte da geometria de fundo.

Em um primeiro momento, como estamos lidando com uma lagrangiana quadra-
tica nas variaveis perturbativas, € esperado que, por conta da dsioatpa que
acabamos de nos referir, aparecam na acao além de termos envgivedao de
modos tensor-tensor, vetor-vetor e escalar-escalar, outros emolpeodutos do
tipo tensor-vetor, tensor-escalar e vetor-escalar. Acontece quetestes cruza-
dos podem sempre ser convertidos em termos de derivadas totais,dgune per
desprezadas por néo afetarem as equacdes de movimento. Como exsslo d
citamos um termo do tipa'Sj;j. Ele pode, por uma integral por partes, ser escrito
como

WjjSi“' = (WijSi)l_ —wi S

j

Como os modos tensoriais estdo sujeitagla = 0 o Gltimo termo a direita se
anula identicamente, restando apenas o termo de derivada total, que, isemo d
semos, pode ser desprezado. Andlise similar a essa pode ser feitadosraso
termos cruzados a que nos referimos, de forma que os mesmos ndo eomtribu
para as equac¢fes de movimento. Assim, a lagrangiana (3.34) se desacti@s:
uma puramente tensorial, uma vetorial e uma escalar.

Tal desacoplamento ja era, na realidade, esperado, uma vez que eétamos
dando com uma teoria linear, em que ndo pode haver interacdo mutua €ntre o
diferentes setores.

Dessa forma, no setor tensorial teremos a seguinte lagrangiana

a 1 Na 1
LT = AN fd3X)/2V\I'JV\Iij —ﬁfd?’X)ﬂW'”kWi”k.

Essa expresséo pode ser ainda mais simplificada se efetuarmos a segdarteanu
de variavel
Vi2
Wij = “a Hij

levando a lagrangiana a assumir a fofma

a 1 N 1 . a Na a2 1 .
— d3X2.__-|J__fd3X2.. 'J|k+(———+—)fd3x2“ ij
ZNf Y HijH 22 Y 2 Hijlki 5N~ 2N2 ' 2a2 Y 2 ij -
Note que a lagrangiana acima, além de extremamente simples, esta escrita em ter-
mos de variaveis que sado invariantes de calibre e, ainda represergeglbeanos
N = a, a dindmica de um campo sobre um espacgo-tempo de Minkowski, o que

torna a sua quantizagdo muito mais simples. A Unica dificuldade que temos que
enfrentar neste caso € o potengigldependente do tempo.

’Nesta passagem desprezamos o termo de derivadm%a]im”)'
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A equacédo de movimento classica das perturbacdes tensoriaidsera) (
.k _a _0
Hij — Hij ~ k a,ulj .

Se decompusermos essas perturbacfes em modos normais,
(®
Hij = Z#(k)f

ondefi(jk) representam uma base ortogonal de func¢des tensoriais, obteremosjomitin
o indicek por simplicidade notacional

.
7 kz——) 0.
,U+( a,u

A equacdo acima, embora classica, pode ser usada para estudarmasiigalin
guéntica das perturbacfes tensoriais se encarggncomo um operador depen-
dente do tempo (viséo de Heisenberg).

No setor vetorial a lagrangiana é dada por

Na 1 a 1
V) _ CIg - 3y 3 -

L( )— @fd X’}/ZS”JS[I“] — 6'2 fd Xy28||JF||J + 2N fd X)/ZFI“F”J
Esta lagrangiana apresenta todas as dificuldades ja comentadas. No, estan
re-escrevermos utilizando as seguintes variaveis invariantes de calibre

1 i/a. )
+§Na3(/l + l)sofd?’Xy%(N?]' + S')(Nm + Si)-

p 0 = i 4
a -
V| :S| __F|

ela sera levada a assumir a seguinte forma

VvV _ 3 ilj
L 1z2fd xy2 Vi,
1 L . .
+§Na A+ 1)80fd3X)/% an (i) 4 V')(%ni('c) + Vi).
(3.35)

Se agora definirmos a variavel invariante de calibre

= g\/é/_lj/_l)g (Nhi(ic)+vi)

a lagrangiana assume finalmente a forma
vV _ 3 lj 3
L 122j‘deZV V|+3N| dey i
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N&o é dificil verificar que as equac¢des de movimento para as pertugbagideais
serdo

Ci
n —
N 3.480)/2 (1+1)

2
6|272V|“ =Cl

ondeC' é uma constante. Ou seja, as perturbacdes vetdfiaigio apresentam
dinamica, evoluindo cinematicamente copa2[62]

A andlise no setor escalar ndo é tdo simples quanto as anteriores. Apdasilgu
integrais por partes a lagrangiana escalar é colocada na forma

Na if i 22 (. @ i
E— 3 fdsxy2 l//|90i - 2¢'l//i T fd3X72(90+ 5‘15)':'!

a3/l(/l+1)so f Py 3¢ o) ¢)

Nasu_n [avior= 2 [ (o 20f
+2Na 1+ 1)sofd3X7 f(lc)l +F! )( g(m) )
ondeF ¢é definido por a.
F=B-4E

As equacdes de movimento classicas derivadas dessa lagrangiana séo

o= 2r 2851 2 L dpfan -9 ) =0
W+ ¢+1Na(/l+l)go( ('°)+F) 0

Ny. (&% 2aN 2a
W E Nt

i+ (32 - Jor 2 o- )

—%Nle(/l+ 1)80(3¢ FCIE )+ %(a F ) 0
[a4(/l + 1)50(350“') + F)} +Na1(a + 1)80(3(// D %gﬁ) =
(3.36)

Derivando no tempo a segunda destas equacdes e usando a temanaeme a
segunda e (3.7) podemos obter a seguinte relacédo

-3} ) -
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de onde podemaos concluir, expressap@a, em funcéo dos potenciais de Bardeen
® e ¥ (equacdes (3.18)),
o=V

Voltando a lagrangiana escalar, notamos que a mesma também apresenta to-
das as dificuldades ja comentadas. Para contornarmos essas difiswaambes,
inicialmente, definir um potencial velocidagd34] através de

_ VBla? VT + D)eg( a
= Va (N§ " F)

Em termos desta variavel, a lagrangiana do setor escalar passa aress&xpmo
Na 1 : 2a2 1. A \_
E _ 3va,3 0. iy 3yn,5 I
LE= 23 fd XA (o - 20) - 25 fd X0+ 20)F

& fd3xy5(t/? + §¢)2 - —Na3(/12+ Lo fd3xy§[/1(3¢/ — ¢ ()2

N2
+20(3y — & i('C))]+ To%a f Bxyzgig.
(3.37)

Por fim, escolhemoll = a e definimos a seguinte quantidade invariante de calibre
[34]

v=5le-2)
= —\p -
Vel
ondez = 1/%”7”.90%. Usando-se a segunda das equacdes (3.36) e as equacdes

classicas do espaco-tempo de fundo, podemos levar a lagrangiang &h83
calculos longos que néo serdo aqui descritos em detalhes [34], iateeiguma
(escolhenddN = a)

1 1A z 1
dBxyz 22 - fd3x 2oV + — fd3x 22,
f 72 LA 7
Esse resultado nos mostra que também no setor escalar podemos degtiréwaica
das perturbacdes através de uma lagrangiana simples, invariante de eajiloe
representa a dindmica de um campo sobre um espaco-tempo de Minkowski.
A equacgdo de movimento classica pasera
2
V—aVi—--v=0.
z

E decomponde em modos normais, essa equacgao se torna

V4 (/1|<2 - E)v -0
Z
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Note que o uso das equacdes de movimento do fundo permite que escrevamos
/3 A+ 1a
2 2

+ (/lkz - Z)v -0 (3.38)

que leva a

exatamente a mesma equacao obtida no caso tensorial, a menos dbdator
multiplica k?, que pode sempre ser absorvido por uma redefinicdo(dstamos
nos restringindo & > 0).

A partir das equacgdes (3.36) e (3.7) podemos também obter a seguinte ex-

pressao
, 3\3 1383/ v\.
@i =-(3) 2 (3) (3.39)

gue nos permite, uma vez conhecid@onhecer o potencial de Barde&n

Por fim, da mesma forma que no caso tensorial e vetorial, as equacdg®(3.39
(3.38) valem quando as perturbagdes escalares sdo quantizadEBordevHeisen-
berg.

3.5.2 Universos dominados por um campo escalar

Somando as lagrangianas (3.9) e (3.26) obtemos a forma mais geral para a
lagrangiana das perturba¢des em um Universo de FLRW dominadonpoaimapo
escalar

1.
6|2 fd3xy A'|JA[|]_—EJ| e,J|k+—A|e I+ Ee IE |k
N 1 . 1 I a3 1.
+¢|i€|l i — 5¢E|ig'l i —¢|i€|' + Z€|igll)+ 222N fd3xy26|leij BEYTEN fd3x7252

3IzNj‘d3X)/2 €IJ€|J ——ee qSe 6|2fd3Xy26A'| - </70fd3x 2

1. . i
+5ele + %o f dxy26pA j - 7o 56)6‘”
2,3 . 1. 1 Na’
_"DZI\T‘ fd3xfy%(3¢2 +ep— AA - —e”eij + 4_162 + T(V deX)’%((ﬁz

1 1, splog 1
+ep — AA + 56”6” — ¢ + — fd3 690 _ A E(Vwégoz).

(3.40)

Esta acao sofre das mesmas dificuldades que a acéo (3.31). A formataiman
estas dificuldades segue, em linhas gerais, 0s mesmos passos utilizadss da
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matéria hidrodinamica [34]. Assim, integrando por partes os termas, éhe em
ee em (3.40) e utilizando as equacdes (3.22) e (3.23) para expressanaslds
segundas da e deyg vem

1 1.
6|2fd3X7’ AIHA{I]__EJ| EIJ|k+_A|E |J+26 lj€i Ik

+jie |j - §€|i'EIJ i = i€ + fllfl) ﬂfdaxyzfufij
3

a 1.
_24IZN deXyzez—ZIZNfd3X’}/ 3¢2+e¢ A'A.)

3|2 fdg)()’ ¢A ||__Al€ “ 3|2N fd3 2¢e—6|2fd3X72€A' li
+‘|\(fofd3xyz ¢+§'€)690+a2¢0fd3X72590Ai i _Na3q/¢fd3xy2¢5t,0
av

xy} (307 + ep - AA) +
Nad s0°  Solisoi 1
2 [ 208va

onde omitimos o termo de derivada total

fd?’xﬁ((zsz +ed— AiAi)

6|2N fd3Xy (&) - %62 a S00~fd3X)/ (¢ + e)&p] (3.41)

O uso da equacao (3.21) permite levar essa lagrangiana a forma
L= %[dgxﬁ(N”A{im - %E”'kﬁnk + Al %E” i€ e
+¢|i6ij = :—2L6|i6ij = pie" + %qie“) - 24?2N fd?’Xy%'ez - % fd3Xy5¢2
3|2 fd3xy ¢AI ' __A' J“) 3?21 fdgxy%é_ gTzfd3xy%éAi !
+% fd3X72 ¢+ Eé)é(p + angofngy%(SgoAi i — Na3(V¢ deXy%q’)écp

1, N& 100" Oplogi 1
e (2 Ly
Também aqui, vamos decompor as perturbagcées em modos escalanes, veto
ais e tensoriais. Novamente os termos cruzados serdo desprezadeepore-
dutiveis a derivadas totais, e a agdo se desacoplara em trés setgoesdiaiees,
consistentemente com a linearidade da teoria.
No setor tensorial teremos como lagrangiana

"N

Na 1 ad 1
L(T) :—Wfdgx'yzv\f”kwijlk_'- 24IZNfd3X72WJWija
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exatamente a mesma obtida para o caso hidrodindmico. Assim, todas as amclusd
obtidas para essas perturbagfes naquele caso permanecem validas.
No setor vetorial temos

LV = 6|2fd3 xy?Slisy ) - 6|2fd Xy 2 SyjjFili + 122 fd?’ xy? FiliF;;

gue sofre das mesmas dificuldades jA comentadas no caso da matéria hidrodi-
namica. Essas dificuldades podem ser contornadas pela introducaoialaelv
invariante de calibr¥/

a.
Vi =Si—NFi.

Em termos desta variavel a Iagrangiana do setor vetorial assume a forma

3
612 fd XyZV[“]V[,“]

de onde obtemos que a equacao de movimento\aera
1 i

.~
gue implica em _

V'=0.

Ou seja, em um Universo dominado por um campo escalar, as pertesbaatori-
ais sao identicamente nulas.

Por fim no setor escalar, apés algumas integrais por partes, a lagaagian
sume a forma

LE = d3xy? Zzplpl 4¢lp) & d3x %{pz—@ d3xy2 ¢
|2 7: 12N 7Y RN 7

|2N fds 2¢(,//+ (pofd3Xy ¢ + 3p)dp — Na®V, deXy dop

R R ol

1
fd?’Xy 590 ——61,0 opi — 2"VW6902),

que sofre de todas as dificuldades ja conhecidas.
As equac¢des de movimento serdo

Naa aa 2&2 a_, 3°2a? 31%2agy -
R e A R e s e
. Nyad\. Nyafay a. 3N2%V, N2 i
‘“E(N)‘” g(w)¢+a¢+—4 0+ 30 =)
33( aF - =% =0
; 312
U+ §¢— 9006s0=0-
(3.42)
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Derivando no tempo a Ultima destas equac@es e utilizando a segunda e mi@vame
a ultima, além de (3.24) podemos, de forma semelhante ao caso do fluidtoperfe
obter a igualdade

b—v+o(@F )= 0

de onde obtemos
o=V

A escolha deN = a, a introducao da variavel invariante de calilire
o-ofrer 2

e 0 uso da ultima das equagdes (3.42) e (3.24) leva essa lagrangianealapéos
muito longos e que também néo serdo detalhados aqui, a seguinte forma

f d3X72 f d®xy f d3Xy2— (3.43)

onde termos de derivada total foram omitidaedado por = a®¢g/a. A equacgio
de movimento classica para 0s modos normaig skra

v+ (-2 =o0
z

A partir da dltima e da pendltima equagbes de (3.42), e de (3.24) podemos
obter

2,2
o= ()
! 2a \z

e, também neste caso, o conhecimente pemite o conhecimento do potencial de
Bardeend.

51



Capitulo 4

Cosmologia Quantica

4.1 Introducéo

Apbs o final da década de 60, com o desenvolvimento por Hawking e Pen-
rose dos chamados Teoremas de Singularidade [5] a idéia de um comag@ pa
Universo em uma singularidade ganhou forca entre os pesquisatioéeea. No
entanto, a existéncia de uma singularidade em um tempo finito no passadsi é por
s6 um problema. Tal singularidade representa um momento ao qual simpiesmen
ndo se pode aplicar nenhum método fisico para descrevé-lo. A progidadie o
Universo ser descrito por um espacgo tempo geodesicamente incompletdade
ser encarada de forma mais razoavel apenas como indicativo de um limie de v
lidade para a teoria da Relatividade Geral e ndo como uma propriedadsdoérin
da evolucado dinamica dele.

Acontece que os citados teoremas de singularidade tém sua validade condi-
cionada a validade de certas hipéteses sobre o conteido material dondinante
Universo, bem como sobre a dindmica que rege o0 mesmo. Nominalmente, tais
teoremas pressupdem que

1. A geometria é dinamica.
2. A Teoria da Relatividade Geral é valida durante toda a histoéria do td$oive

3. O contetdo material dominante do Universo obedece, a todo instante, a
condicao
p+3p=0,

conhecida como condi¢do de energia forte. Essa condicéo €, detfati®-o
cida pela maioria dos fluidos atualmente conhecidos em laborat6rio.

4. O espaco-tempo ndo possui vorticidade.

Se pretendemos desenvolver um modelo cosmolégico sem singularidade, temo
entdo que violar alguma dessas condi¢des. Varios modelos que explovadigio
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3 tém sido desenvolvidos nas ultimas décadas, exibindo a desejadaadsésio-
gularidades [15]. Em nome da conciséo e da objetividade, ndo abordsitais
modelos neste trabalho.

No que concerne a condicao 2, também iniUmeras possibilidades vém sendo
estudadas[11, 12, 13, 14, 63], tais como corre¢des de ordem 2 odatais/atura
sendo adicionadas a acdo,teorias com constantes fundamentais vagdadmo
[64], acoplamento ndo-minimo do conteddo material com o campo gravitacional
[10] ou ainda a quantizac&o da relatividade geral.

Neste trabalho seguiremos este Ultimo caminho. As possibilidades nesse sen-
tido também séo variadas. Exemplos de modelos de gravitagdo quanticarado a g
vitagdo quéntica com lacoksqop Quantum Gravity. QG) [16, 17, 18, 65, 66], uma
abordagem canbnica do processo de quantizagéo, e a teoria de estdalltima
fortemente motivada por teorias de campos e de particulas [67]. Modeiosasl
desssas teorias tém sido amplamente discutidos na literatura [11, 68, 63].13,

NOs vamos nos fixar & quantizacado canbnica da teoria da Relatividade Ger
via formalismo ADM [22] (que usa vareis diferentes das utilizadas pela LQG).

As primeiras tentativas de quantizar canonicamente a teoria da Relatividade
Geral surgiram ainda na década de 60 ap4s o desenvolvimento pavitsrDeser
e Misner de um formalismo hamiltoniano para espacos-tempo globalmente folhe-
aveis por hiper-superficies do tipo espago (formaligxbdJ) [22]. A quantizacao
de tal teoria levava no entanto a uma equacao extremamente complicadaede ser r
solvida (a equacao d&’heeler-DeWijt[8], para a qual até hoje nenhuma solugéo
exata foi encontrada. Além disso a quantizacédo da gravitacdo levaptestbes
conceituais, tais como a auséncia de uma nogéo de tempo e como essa decao po
ria ser recuperada em uma aproximacao semi-classica, questbesuesatstpje
também ndo foram satisfatoriamente respondidas [69].

Para contornar essas dificuldades, na década de 70, DeWitt e Misiie]
propuseram um método aproximativo para a solucdo da equacédo déeAdwe
Witt, conhecido comanétodo de mini-superespafi®, 20, 21].

Denomina-se superespaco, em gravitacao quantica, o espaco fegronacidas
as possiveis geometrias do 3-espago. Tipicamente, o funcional de @cdango
gravitacional poderia assumir amplitudes n&do nulas sobre todo o sugpEre$jn
entanto, espera-se que para a maioria das solu¢des fisicamente relavamidi-
tude de probabilidades determinada por esse funcional seja signifaéinas em
uma certa regido do superespaco, que contém todas as 3-geometrias certa
classe, cuja caracterizacdo envolve a especificacdo das simetriggdo-&smpo
classico. O método de quantizagdo em mini-superespaco consiste emgpagtiod
mais geral para o campo gravitacional que ainda respeite tais simetriasrér a pa
dai proceder a quantizacdo canbnica normalmente. Tal processsa®iar uma
significativa reducdo de graus de liberdade, de forma que para a nadosriza-
sos estudados é possivel encontrar-se solu¢des para o funa@aralaldo campo
gravitacional.

A aplicacdo da quantizacdo em mini-superespaco na cosmologia, embora tec
nicamente simples [70, 71], apresenta um sério inconveniente conceitotdr-a
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pretacdo do funcional de onda do Universo. Tradicionalmente, aiatagdo dos
funcionais de onda obtidos na quantiza¢ao do campo gravitacional éfaitésda
interpretacdo padrdo da mecéanica quanti¢atepretacdo de Copenhageficon-
tece que essa interpretacdo, por ter um carater exclusivamente epigiemao
faz sentido quando aplicada a sistemas fisicos, se pressupormos acexiém
observador externo ao sistema e regido pelas leis da mecanica clasisitieotéa
mia, por si s insatisfatéria, se torna um impedimento quando o objeto de estudo
€ o Universo, entendido como o conjunto de tudo o que existe. Nessadaaba
como conciliar a idéia de um observador externo ao sistema para dar seitido
terpretacdo de Copenhagen. Assim, enquanto em outras areas da ¢isécaado
problema da interpretacdo da mecénica quantissume um carater mais filoso-
fico, na cosmologia ele se torna fundamental, pois sem uma interpretagiadde
toda a idéia de quantiza¢do do campo gravitacional carece de sentido.

Propostas de interpretagdes alternativas da mecanica quantica ténitagdade
longo do séculX X. Dentre essas podemos citdnterpretacdo de Varios Mundos
[24, 25] e alnterpretacdo de Bohm-de Brogl{81, 32, 33]. Esta ultima é a que
vamos adotar neste trabalho. Para um breve resumo dos problemaseslasia
interpretacdo de Copenhagen e das idéias basicas da interpretagiitndeds a
secao correspondente no capitulo 2.

4.2 Método de Mini-Superespaco para Universos Domi-
nados por um Fluido Perfeito

Vamos agora determinar a hamiltoniana para um fluido perfeito em Relativi-
dade Geral. Para tanto vamos utilizar o formalismo de Fock [61, 34]. Esrafo
lismo ja foi introduzido no capitulo anterior, onde estabelecemos as relacdes

sm=—jH%VQko

00 = n(rrb + n), 4.1)
n:ijE—P (4.2)

no’ n
[ o ox;
_F gwg%
v=gJ
ondeo € um parametro ao longo das linhas de mundo das particulas que compfem
o fluido, p é a densidade de energia desse quid«é edo as coordenadas de cada
particula. As outras quantidades ja tiveram seus significados discutidepitulo
3 e 0s mesmos ndo serdao necessarios no que segue.
De posse da a¢&sy,, 0 proximo passo seria o calculo dos momepaasso-
ciados as coordenada'g e a partir dai calcularmos a hamiltoniana. No entanto,
deve-se tomar cuidado no calculo desses momenta.
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Tomando como lagrangiana

sm:fdtLeL:—fd‘qx\/—_gpo

teremos qué, sera dado por
oL

P

T agey
Note que na expressao acima a velocidade é tomada como a derivadagé rela
ao tempd, que € o tempo que aparece na integral da lagrangiana para obtencéo da
acdo. No entanto, na lagrangiana, as velocidades que aparecemagdasa@omo
derivadas em relagéo ao pardmetro de tempgue, a priori, ndo possui nenhuma
relacao funcional com o tempo coordenaddé conclusdo a que chegamos € a de
gue a derivada em (4.3) é identicamente nula, sendo entédo identicamente nulo
momentumP,. Isso nos da um vinculo primario para a teoria. O outro vinculo
primario é

(4.3)

PN ~ 0.
Calculando a hamiltoniana do fluido mais gravitacdo temos

N|2F>2
H=

fd3X’yzNapo+fd3X)/2/w + ANPnN- (4.4)

Nesta expressaw,representa o volume comével das se¢des espaciais, que estamos
considerando topologicamente fechadas, por hip6tese (topologiawiab jdique
a geometria é plana).

A conservagao do vinculB, leva a

0 3., 1
6_xﬂfd Xy2po ~ 0

condi¢&o que é identicamente satisfeifaessa forma a conservagéoRjeé iden-
ticamente satisfeita. A conservacaoRjgleva a

|2P2
Ho =: — fd3yzap0

cuja conservacéo € identicamente satisfeita. Note que nenhum multiplicddor de
grange foi determinado. Os vinculBg, P, e Hg séo ent&o vinculos de primeira
classe e portanto geradores de transformacdes de calibre. O vifacaloespon-
savel Unica e exclusivamente pelas transformacdes de calili¥e des transfor-
magdes de calibre geradas peRss6 atuam sobre as coordenadds que se

alteram como
Xg - X‘S + e

A densidade de energja ndo depende explicitamente do tempo, depende apenas do fator de
escalaa, que é considerado uma variavel dinamica independente.

55



ondee” € um parametro infinitesimal arbitrario da transformacéao de calibre. As-
sim, as transformacdes de calibre geradas pelosepresentam transformacgdes
infinitesimais de coordenadas das particulas do fluido. Sklgdwroporcional a
hamiltoniana, temos que o mesmo gera transformagdes de calibre associadas a
uma reparametrizacdo temporal da teoria.

ComoN aparece na hamiltoniana multiplicando o vinculo de primeira classe
Ho, concluimos que ele deve ser um multiplicador de Lagrange livre da teoria,
quer dizer, podemos atribuir-lhe qualquer valor, sem alterarmos o cntsico
da teoria. Uma outra forma de ver isso é notarue Ay e que esse multiplicador
de Lagrange néo foi determinado.

Essa liberdade na escolhaMessta intimamente ligada a liberdade na escolha
da variavel temporal, gerada como vimos pelo vinculdy. Isso fica claro se
tomarmos um observador comével com as hipersuperficies espaciais, quaal a
velocidade prépria sera

V(s
sendadr 0 seu tempo préprio. A condicdo de normalizag&o da velocidade
VAV, =1
leva entéo a 1
dt= NdT

e podemos ver que diferentes escolhadldevam a diferentes escolhastde
Algumas escolhas comuns em cosmologiaN&e 1, cuja variavel associada,
denominada tempo césmico, € o tempo proprieN = a, cuja variavel associada
denomina-se tempo conforme, e é usualmente representada pela letra
Das equacoes (4.2) e (4.1) e usando

F

n:;

e facil verificar que
. -3@+1a
PO=—"_—"pP0

a

e portanto
(a3(/1+1) po) -0
ou seja ant
3 _ constante
&poV = ——. (4.5)

Usando o procedimento inverso de Routh, na hamiltoniana (4.4) podemdis iden
ficar a constante na equacédo (4.5) como um momentum canonicamente donjuga
a uma variavel ciclica. Vamos denotar essa variavellpen seu momentum por
Pr. Assim, a hamiltoniana (4.4) se torna

H:Nm+mmﬁjﬁ&@m
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com
1P | 3(1+1)
HO = — v + — PT =a £0.

Dessa hamiltoniana tiramos

T:E

e pela escolhdl = a3 teremos
T =t + constante

ou seja, a variavdl introduzida pelo procedimento inverso de Routh correspondera
ao proéprio tempo coordenado

E trivial verificar que a hamiltoniana (4.4) gera as equacfes corretasopa
fator de escala.

E adequado comentar aqui que a hamiltoniana acima pode ser obtida partindo-
se do formalismo de Schutz [72, 73] que é o frequentemente utilizado erhtraba
anteriores na area de cosmologia quantica [71, 74].

4.3 Quantizacdo - A Funcéo de Onda do Universo
Na sec¢ao anterior obtivemos a expressao para a hamiltoniana como sendo
H = NHp + ANPnN + /lypu

sendoHo, Py e P, vinculos de primeira classeig, 1, € N 0s respectivos multi-
plicadores de Lagrange.

Como estamos lidando com um sistema vinculado devemos, na quantizacao
pela prescricdo de Dirac [39], exigir que a fungcdo de onda seja ardgyilelos
vinculosPy, P, e Ho. Dos dois primeiros concluimos que a fungéo de onda néao
dependera dbl nem das coordenadag das particulas. A terceira condi¢éo leva a
seguinte expressao

a3AH0X =0

onde o fatom>! foi introduzido por conveniéncia.

Na quantizacao a expressao acima apresentara o problema de orderdanen
operadores no primeiro termo. Escolheremos como ordenamento aquelergue
uma hamiltoniana covariante por mudancas das variaveis dindmicas. Esse-ord
mento corresponde a ,

'_asﬂ—;li(aw—gla_eﬁ) i (4.6)
v 0a oa oT
gue corresponde a uma equacao do tipo Schroedinger descrevevologio da
funcdo de onda(a, T) no tempoT. Como ja discutido anteriormente, esse tempo
corresponde ao tempo coordenado se impusermos o chlliera3!. A particula-
rizacdo desse tempo para a parametrizacdo da evolucéo dinamica do siét@ma f
raz&o pela qual multiplicamos o vincuty por a3t
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O operador

quﬁas/izli(aaala)
4V o0a oa
ndo € hermitiano sobre todo o espaco de Hilbert, ou seja, dadas dudsdute;
ondag¢ ey, aigualdade

< ¢lHly >=< y|H|p >* (4.7)

pode néo ser satisfeita [71]. Dado que
10 ( ﬂ@l[/)

12
<¢|H|¢/> fdaa 2¢—Va a—aZGa,

ondea % é a raiz quadrada do determinante da métrica do espaco de Hilbert,
entao, para que a igualdade (4.7) seja valida, devemos ter

oG, -

oa
Sob a hipétese de que as funcdes de onda vao a zero suficientemeatdeeip
a — oo, entdo teremos que a expressao acima se reduzira a

o 9¢"

¢£_¢6a

=0.

a=0

Essa condicéo sera satisfeita se todas as funcdes de onda do espditteed
satisfizerem a condi¢édo de contorno

_ M

a=0 aa

v (4.8)

a=0
com o mesmar real para todas as func¢des de onda. Dessa forma obtemos um
espaco de Hilbert reduzido, caracterizado pelo particular valar ekzolhido. A
funcdo de onda do Universo devera estar contida neste espaggueatenhamos
conservacao de probabilidades.

Vamos agora resolver a equacao (4.6). Inicialmente definimos a variauel a

liar x por
2\/_ 2 250
1 3(1-2) /l)
Em termos desta variavel a equacéo (4.6) fica
16%y &ﬁ
a2~ aT

e impondo a condicao inicial(ver [76], além de [75] e referéncias alidas)
8 \i _2
— T
v(x.0) _(Toﬂ) e
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ondeTg € uma constante, obtemos a solucéo para Tofi#s]

1 argva®) gy B g Toy_ x
_ 8ToV 4 Taaaaetde o 9(174)2(T2+T2)|2+2amtan%) 4
y(@T)= T2+ 7O e Ve 6 (4.9)
e +
0

e verifica-se trivialmente que
oy
oa
satisfazendo a condig&o de contorno (4.8) com co.

a=0

4.4 Trajetorias Bohmianas

Na funcéo de onda (4.9) podemos ler diretamente as express8edade da
funcéo) eR (mddulo da funcéo)

~ 4TV 21 1 ot r( To) L
C9L-DAT2+ T2 2 T
1 4Tqva3(-4)
_ 8ToV ‘e 9(1—,82(T2+TC2])I2
Cln(T2 4+ T2)12 '

Aplicando a interpretacdo de Bohm, obtemos

S 4TV 3

T 0a 32(1-)(T2+T)

de onde vem
ast-112p, 2Ta

N 3A-)(T2+TY

cuja solucéo é
1
T?\3t0
a(T) = ao(l + —2)
15
Para sermos completos, vamos também apresentar a expressao do Ipotencia

guantico. Este pode ser calculado por

(4.10)

2 210/ 210R
Tz —— a5 (2
QaT)=vg? "’ aa(a ’ aa)

cuja expresséao para a funcdo de onda apresentada sera

To 4T2V 22
+ .
(T2+T2) 91— )A3(T2+TE)?

Q@aT)=-3
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Potencial Quantico
T T T

QM

Figura 4.1: Potencial Quéntico dado pela equacéll)com g = 1, To = 1,
V=1el=1

Substituindca(T), obtemos

1 gt 11

— - = . 4.11
Tol9(1-2)22Ty 2171 4+ WT'_E ( )
0

Q(T) =

Nas figuras (4.1) e (4.2) apresentamos graficos(tige Q(T) e pode-se verificar
gue em torno dd = 0 o potencial quantico € maximo em mddulo, coincidindo
com 0 minimo dex.

Vamos agora proceder a analise de alguns aspecto relevantes ddarbgtoni-
ana (4.10). O primeiro fato que chama a atencéo é a nao existéncia de uma sing
laridade, ou sejaa(T) nunca € zero. Trata-se de fato de um modelo de Universo
Eterno, em que ndo ha um comeco. Note que aTasé), contrativa, ndo colapsa
para uma singularidade, como seria esperado se a teoria da Relativetatiel &s-
sica valesse em todo tempo, pois em tornd de 0 o potencial quantico domina
a evolucao, afastando pois as trajetérias de seu comportamento clasdiso- O
verso entra entdo na fase expansiva atual, quando Tpsuficientemente grande,

a dinamica volta a ser dominada pela Relatividade Geral classica.

Um outro aspecto importante dessas solugdes € a inexisténcia de horidsntes
particulas. Como se sabe a distancia comblgellesse horizonte € calculada por

T dTI
Hot) = [

60




Fator de Escala
T

a(T)

—— =0
05 —A=13|

Figura 4.2:Comportamento do fator de escdla10)para diversos valores dg.
Nos graficos acima usamog a 1e Ty = 1.

e usandalr = a®'dT e (4.10) vem

T T/Z 1%/’1
Hp(T)=f dT’(1+ - )

e é facil verificar que essa integral diverge para Universos domsnpor fluidos
coml> A > —%, indicando a auséncia de horizontes. Essa auséncia pode ser
entendida como efeito da existéncia de um tempo infinito no passado, nosqual o
componentes materiais do Universo puderam se termalizar.

Comentamos que outras escolhas de condicdes iniciais também levam &funcgde
de onda da forma (4.10) [71].

A analise de um modelo cosmoldgico quéantico com poeira e radiacdo tornaria
este capitulo desnecessariamente longo. Ao leitor interessado recomsraamo
literatura no assunto(ver [74] e referéncias).

Também existem estudos em mini-superespaco para Universos donmpoados
um campo escalar mas, nesse caso, ndo ha o aparecimento de um momentum
de forma linear na hamiltoniana. Como consequéncia, ndo podemos definir uma
nocao de tempo para descrever a evolucao desse Universo. Obté-sbstante,
solucBes para o fator de escala sendo uma funcdo implicita do campo.dssalar
sas solucdes sdo analiticas no caso em que o potencial do campo é idertécame
nulo e numéricas caso contrario.

Por fim, embora nossa analise tenha se limitado a solu¢cde¥cen®, sdo
também conhecidas na literatura solucdes para os ¢asesl e K = -1 com
fluido perfeito [71], obtendo-se para o primeiro Universos com fdsesxpansao

2
0
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e contracao que se alternam de forma ciclica, sem nunca colapsar eninuma s
gularidade. No cas& = -1 obtém-se também solu¢des que se contraem desde
T — —co até um valor minimo enT = 0, voltando a se expandir, por forca do
potencial quantico, e desembocando na solugédo classica quidiedsuficiente-
mente grande. Essas solu¢des s6 sao analiticas no caso de radiacao.

Uma propriedade atraente das solucdes &om —1 é a de se poder mostrar
gue para elas o parametro de densidagmde se aproximar suficientemente de 1
na fase contrativa, antes do dominio do potencial quantico, e por simetria-da
jetoria quantica2 continua igualmente préximo de 1 ao finallsmunce Teriamos
entao, uma solucdo que inicia o periodo classico de expanséo arbitradgnten
xima de 1. Isso indica que esses modelos podem apresentar uma solugéo na
ral para o problema da planeza, sem a necessidade de se apelasparmfia-
cionarias.

Concluimos com este capitulo portanto que a quantizacdo em mini-superespagc
da Relatividade Geral leva a modelos de Universo sem singularidaade keose
zontes, suficientemente proximas da planeza (Kara—1) resolvendo assim os
grandes problemas da cosmologia modérna

Resta testar a robustez de tais modelos com relacdo as perturbagcde®-cosmo
gicas e anisotropias da radiacao de fundo. Esse é o tema central el alégisa
tese e a ele nos dedicamos no proximo capitulo.

2Ha mesmo alguns modelos de brinquedo que apresentam uma fasdellagio tardia, repre-
sentando também uma potencial alternativa para o problema da ersengiia 7).
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Capitulo 5

Teoria de Perturbacbes em
Cosmologia Quantica

5.1 Introducéao

Nos capitulos anteriores analisamos a teoria de perturbacdes aplichdg®aso
das equacdes de Friedmann . Em tal analise foi mostrado que a hamiltoaiana d
setor das perturbacfes, escrita em segunda ordem nas mesmasn@e fyerar
equacBes de movimento lineares), além de apresentar uma grande coadggexid
de ordem pratica no que se refere a tarefa de encontrar solucdiésaspara si,
apresentava ainda problemas conceituais com relacdo a interpretagiddfsva-
riaveis perturbativas, pois o fato das mesmas ndo serem invariantdgbde o
deixava claro se trativamos de verdadeiras perturba¢ces ou aparsefatos de
uma transformacao infinitesimal de coordenadas. Outra dificuldade camik h
toniana em questao apresentava era o fato de as variaveis pertgrisativam-
portarem como campos sobre um espacgo-tempo de fundo que néo posseiar
de Killing do tipo tempo, o que tornava dificil a quantizacéo da teoria. A solucdo
conhecida na literatura para tais dificuldades é baseada na utilizacaqudg8es
de movimento do espaco-tempo de fundo nos termos de ordem 2 da lagaangian
perturbativa, o que, juntamente com a introducao de variaveis invarégatedibre
e com a decomposicdo das perturbacfes em modos escalares, vetengdsiais,
permitia desacoplar a hamiltoniana perturbativa em 3 hamiltonianas mais simples,
invariantes de calibre e que descreviam a dindmica de campos sobre ago-esp
tempo de Minkovski (no cas = 0). Os efeitos dinAmicos da dependéncia tem-
poral do espaco-tempo de fundo sobre as perturbacdes ficavamamigisentados
em potenciais dependentes do tempo que eram responsaveis peladeigoanta
de perturbacao a partir de um estado inicial de vacuo.

Tal metodologia, embora quando aplicada as solu¢bes de Friedmanzgrodu
resultados em bom acordo com os dados experimentais, tem aplicacéo lpoitada
langcar mao das equacdes classicas de movimento do espaco-tempo derfesdo
supondo que os graus de liberdade da ordem zero da teoria compertams
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graus de liberdade classicos, enquanto os perturbativos sdo qdastidatural-
mente, 0 que d& validade ao método é uma aproximacao baseada na idéiade que
mesmo € aplicavel apenas em instantes nos quais os graus de liberdadende o
zero estdo sendo descritos, em boa aproximacao, pela mecéanica cfiessieado

a validade quando tal condicdo néo é satisfeita. A situacao é parecicaaasn-
tizacdo de um atomo de hidrogénio, para citar um caso concreto. Em umaarime
aproximacao tratamos o problema determinando a funcao de onda de um elétro
em um campo elétrico classico. Posteriormente, a introducdo de um tratamento to
talmente quantico, quantizando inclusive o campo elétrico produz refinasmeago
previsdes da teoria. Mas entéo cabe a pergunta: Ha alguma genemjinasével

do método em um tratamento totalmente quantico dos modelos cosmolégicos?

Tal pergunta assume uma grande relevancia quando se considerdrgtze o
mento quéantico da geometria de fundo da origem a modelos cosmolégicos ndo
singulares que se apresentam como alternativas validas, ou pelo merwproe
postas complementares, ao paradigma inflacionario da cosmologia. A mbeaste
tais modelos deve ser testada com relacao aos dados atuais fornecidbsegye
vacdes das anisotropias da radiacdo cosmica de fundo, bem como eao rieta
futuras observacdes de ondas gravitacionais. Para elaboravisips tedricas a
partir de tais modelos, o tratamento totalmente quantico das perturbacdes cosmo-
I6gicas é fundamental.

Como no caso totalmente quéantico as equacgdes classicas da ordem zero nao
sdo mais validas, elas ndo podem ser utilizadas para resolver os probitmas
nos paragrafos anteriores. Vemo-nos obrigados a tratar o problemanddinos
da hamiltoniana associada a lagrangiana (3.31). De fato, como nédo pod&mos
lizar as equagOes de ordem zero para eliminar os termos de ordem 1, tastbém
deveréo ser levados em consideracédo em um tratamento totalmente qugntico,
como os proprios termos de ordem zero. Este problema foi abordatdofoesa
por Halliwell e Hawking [35], que analisaram o caso de um Universadgepor
um campo escalar e com sec¢des espaciais de curdateral. As dificuldades
encontradas s6 permitiram que o problema fosse resolvido lancando rapmoda
ximacao semi-classica (método WKB) para os graus de liberdade do fixé&ao.
€ exagero dizermos entdo que o problema totalmente quantico nunca fa-efeti
mente resolvido.

Neste capitulo, que constitui o trabalho original desta tese, vamos mostrar
que uma série de transformacdes candnicas, além da decomposicdo em mod
escalares, vetoriais e tensoriais e da introducao de variaveis invarientzgi-
bret podem levar a hamiltoniana das perturbacdes em um Universo de FLRW a s
desacoplar em 3 hamiltonianas mais simples e, através da hipétese da existéncia
de trajetérias bohmianas para o fundo mostraremos que essas hamiltoi@nas s
unitariamente equivalentes as hamiltonianas obteniveis no método padréo [78]

!Pela discussio apresentada no capitulo 3 deve ter ficado claro que tl@onaposicdo em
modos escalares, vetoriais e tensoriais quanto a defingdo das vanidgeaeiantes de calibre sado
baseadas em aspectos meramente cinematicos, ndo dependenuo partzalidade das equagbes
classicas do fundo e podendo ser utilizadas na presente abordagem.
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Uma vez obtidas tais hamiltonianas o espectro das perturbacdes serécalcula
no capitulo 6 para o modelo desenvolvido no capitulo 4 e os resultados eatopar
com dados observacionais.

5.2 Perturbagdes em Universos Dominados por um Fluido
Perfeito

Sendo a agéo dada por

S=- fd"’x\/_6|2 )

as perturbac6es métricas caracterizadas por

hoo = 2N2¢
hoi = —NaA
hij = azeij

e as perturbacdes no fluido por

)qg - X = )qg + &
teremos que a acao acima serd levada em
S=5916S+6,S

ondeS©, §;S e 6,S sdo respectivamente termos de ordem zero, um e dois nas
perturbacdes. Suas expressdes sao

52
a~a
s =- fd%% 2N~ fd“Xﬁ Ne®po

2Na 2a a2
4 2
51S = 6|2 fd —N2 2—6I ]qﬁ [

N3a aN? a2N2
1Na 1 1,
6282fd4x’}/26|2(A“A[||]—ZE”E|J|k+ A|€ |]+§E |j€i |k+¢||6 j

3 T 4., 1 a3 )
ZNE'Jeij —fd Xy22412N€

aa® @l
+fd4Xy% 6|2N( 992 36¢>——6 +3A'A.+ e Y fd4X72 32 (q’)A' i

a
——A.e” “ fd4Xy2 3I2N(€ &6j — —6€—¢6 fd4Xy2 @eA'

—fd X?’?Napo(—?ﬁ + éA'Ai - ¢y’ \i - fd4X72 Na po(§e¢+ %eijqj - %62

—?\)IZ/l,r)o]e-kGl2(/l+1)po)(i |i}

1 . . . 1
—éqie” = ¢|iel' + —e|ie|' + fd4X72

i 1 a .. a. - ,
_¢Xl i)+ fd4X’y%—N8.3(p0 + po)(m)(')(i + ZNAiXI + A|A')
fd X’y2—C N (po+ po)( 8 +,\/ ||,\/ lj — €X ||)
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Quando da anélise feita no capitulo 3 a aS4d foi desconsiderada pois su-
pusemos que o espago-tempo de fundo era classico e ja conhecido. n&@ssim
era necessario tratar tais termos. A acdo da ordemyy®),foi desconsiderada
pois pelo principio de agdo estacionaria, tal termo tem que se anular palasiso
equacbes classicas do fundo. Restou ap&itapara ser tratada pelo formalismo.

No caso presente somos obrigados a traf8rjuntamente cona,S, uma vez
gue queremos quantizar também o fundo. Com relagédo aos termos delwrglem
estes podem novamente ser desprezados pela hipétese de que bagituten-
ham valor médio espacial nulo, ou seja

f d*xv=gh,, =0 e f d3x v=gé1p.

Na realidade em Universos de FLRW tal hipotese pode ser relaxaig@ndm¢

se que apenas as perturbacbes escalargse £ tenham valor médio nulo. A
razdo para isto esta no fato de que na acao de ordem um apenas egis®£&&0
presentes, ja que a Unica forma de as quantidages;, F; e ; aparecerem na
acdo0: S seria atavés das divergénchls, F'ji, ' j ew jj e do tragoa' ;, sendo
gue todas essas quantidades sdo identicamente nulas por construgétrdlado

a exigéncia de que, v e £ tenham valor médio nulo pode sempre ser satisfeita,
sem perda de generalidade. Suponhamos o elemento de linha perfurbado

4 = Nz(t)(l + 26(%, t))dt2 - a2(t)(1 — 2%, t))yi ;dXdx. (5.1)

Decomporemosg ey em

P(R.1) = o(t) + 6 O(X 1)
P(R.1) = y(t) + yO(x 1),

ondeg(t) ey(t) sdo os valores médios espaciaig@ t) ey (X, t), supostos ndo nu-
los, ep (X, t) ey (X t) sdo obviamente campos de valor médio nulo. O elemento
de linha perturbado sera entédo
4 = Nz(t)(l +26(t) + 26O(x, t))dtz - az(t)(l — 20(t) - 200(x, t))yi ;dXdx.

Definindo

Nit) = N(t)(l + 2a(t))

a() = a((L - 200

3% = 40 (1 26(0)

B0 = 9O (1 - 20(0)

2Somente exibimos as perturbagdes escalares por simplicidade ndtaciona
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fica claro que as quantidadgey possuem valor médio zero. Com essas definicdes,
d< se torna, omitindo os “~”

d< = N2(t)(1 + 26(%, t))dt2 - az(t)(l —20(%, t))yi ;dXdxi

exatamente a expressao (5.1), com a diferenga que agora as Ertsrpassuem
valor médio nulo. Vamos entdo admitir que tais redefinicbes tenham sido feitas
de agora em diante. Assim, as quantidagles) podem sempre ser consideradas
como de valor médio zero, sem perda de generalidade, e 0s termoscpyop
a elas en$,S podem sempre ser anulados. Uma andlise semelhante na densidade
de energia mostra que também sempre podemos considerar a perturdadedie n
sidade de energiés como tendo valor médio nulo. Deliberadamente em nossa
discussdo nédo incluimos os modos escal&esB. A razdo para isso é que se
verifica por calculo explicito que essas quantidades s6 apareceénBatravés de
seus IapIacianoB|i i e El; e estes termos s&o redutiveis, via teorema de Gauss, a
termos de superficie que se anulam identicamente pela hipitese de quéess se¢
espaciais sejam topologicamente fechadas. Assim, todas as contribuig@s a
foram anuladas. Tal parcela da acéo pode entéo ser desprezada.

A acéo total, incluindo os termos de ordem zero e dois sera entdo, usando
S= [dtL,

a%aV
2N

y 1 1, 1 1.
+¢|iell i — 56“6” i— ¢|igll + Zqig“) + 2412N fd3xyze|leij BEYTEN fd3X7262

|2N deXyZ 9¢5 — 3e¢p — e 2+ 3AA +—e e,J fd3Xy2 SA li ——A|e “)

Iszd3xy € E|J——66 ¢6 6|2fd3xyzeA'| _Napofd3xy ¢ + = A'A|

L=-

1,
—mev+a2fﬁ%7/WNH——E”mm+—A6u el ia K

3I2

-¢xu) Napgfd%wz €¢+_€ﬁj__€_¢Xh»+ sNa @o+ﬂﬂf¥FM/ 2XX
. il
+2NAW“+AN)—§ﬁNa@o+mﬂjﬁ%wzZs+XWMu—€FQ,
(5.2)

gue corresponde a equacao (3.31) do capitulo 3, adicionada do terardede
zero.
Particularizando a discusséo para o caso de um fluido perfgjte=(100),

67



teremos que a hamiltoniana construida a partir desta lagrangiana é

NI2P; NIZP;
H=-—=2+NaVpo + af (¢+—¢——'A.——e

4aV aVv?
5 . NP, 2NI2P
+4—86”Eij ade’y (A |.+e |JA)+ afd IJE”
NPy [ 5 P Pa ( P (s 77
azvfOI deyZEA'|i+ a2V fdxn¢+?fdxy%
2 .
AN (s zfdsXVZA' A u“fdaXﬂN o+ 5Lfd3" e
y: A 285(1 + L)po Vv

1 1. 1
‘_fd3 X, A~ 6|zfd3x7 A“A[|]——6” 6u|k+26 6K+ pie! u—§€||6 l
—¢|.e + e|.e)+Napofd3Xy ——¢ + = A'A| o' ||)+Na /lpof ( 30}

1, 1, 1 1
+7€'6) - g€ )% |i)+§Na l(/l+1)pofd3><72 2€ 2 x i) - e u).
(5.3)

O procedimento padrdo para simplificar a lagrangiana (5.2) consiste, como
visto no capitulo 3, em efetuar uma integral por partes, que produz o t8r&8),(
e entdo usar a equacao de fundo (3.6) para obter a lagrangiana (30329 este
procedimento ndo pode ser aplicado em nosso caso, devemos buscanttana
forma de simplificar nossas expressoes.

Como se sabe, a soma a acdo de um termo de derivada temporal totalpode se
encarada, numa linguagem de espaco de fase, como uma transformagaica
cujo gerador é o proprio termo de derivada total. Esse ponto nos leva mémag
gue o termo de derivada total (3.33) possa ser utilizado para obtermosamsa tr
formacao canbnica que leve a hamiltoniana (5.3) em uma forma que cardaspo
a hamiltoniana gerada por (3.32) acrescida dos temos de ordem zero.

De fato, se escrevermos (3.33) como

P
Q:—a afd?’Xy% €l —ée)

onde usamos a expressao alem funcao da variavel can6ni¢g, , teremos o
seguinte gerador de uma transformacéo candnica infinitesimal

~ G a|5 1 1
F1=aP;— fd3X7r”eij - 1—23 deXy%(e”eij - 562) (5.4)
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e a tranformacéo propriamente dita sera

& YT
a:a+mfd XyZ(eije” _EE)

12v
=7 - apa(g el - }67 )
6v \ 2T
(5.5)
gue leva a hamiltoniana a assumir a forma
N|2 2P2 3 l :
H =~ 2 + Na®Vpo + — dBxy? ¢+ e¢ —AA.)
4aVv
NP NI P , 6N N2 i
afdx OA |+ €l A afd3 fd3x” il
yi
|2N N .
AN d3x”—1——2fd3XyzA|,AJ“——fdx;rA'“ —fd3x*f'
yz A 2a°(A + 1)pg y?
I 1 .. 1 .. .
——fd3 @fdsxyz A'“A[iu]——6'”"fij|k+56”|jfik|k+¢|i6” i
1
—§€||E lj — ¢||€ +4€||€ )+Nap0fd3X’)/2 ——¢ + = AIA| ¢X ||)
3 1 3 1
alpo | d X72 €¢ ¢x' ||)+ sNa BAA+ Lo | dxy? 46 +x x| - ex |.)

(5.6)

gue é exatamente a hamiltoniana obtida de (3.32), somada dos termos de ordem
zero.

Deve ser reforcado o ponto de que em momento algum na discussdo acima se
usou nenhuma equac¢éo de movimento da ordem zero. O fato de na cdmskeuc
(5.4) termos nos inspirado na forma do termo de derivada total (3.33)qyee 130
procedimento padrédo nada tem a ver com efetivamente usar as eqdeddedo.

De fato, poderiamos simplesmente propor o ger&doisem justifica-lo por ne-
nhum principio, e a passagem de (5.3) para (5.6) seria igualmente faitaneliae
sem depender das equagdes classicas. Se optamos por apresstiassio so-
bre a origem deste gerador foi por considerarmos mais elegante e glacaise

assim fosse feito.

Deve estar claro entdo que, independentemente da dindmica dos graes-de lib
dade de ordem zero, a lagrangiana (3.32) é valida pois sempre podfanzs e
uma transformagéo de Legendre inversa a partir de (5.6) obtendo-dagnaogiana.

A lagrangiana (3.32) é tradicionalmente mais simplificada ainda pelo uso da
equacao (3.5), que aleva a (3.34). No nosso caso, um resultado aetegibhde
ser obtido pela redefinicdo da fungéo lapso

N = N[l+%fd3Xy%(e¢+¢2—AiAi)]
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gue aplicada em (3.32), somada aos termos de ordem zero, a leva a assuianir
mente a forma (3.34), adicionada dos mesmos termos.

Note que tal redefinicdo ndo possui nenhum significado fisico, umaseds €
um multiplicador de Lagrange livre da teoria. Assim nés vemos que a lagrang
(3.34) é fisicamente indistinguivel da lagrangiana (3.32), independerteii@n
validade das equacdes de movimento classicas da ordem zero.

Se agora decompusermos as perturbacdes em modos tensoriais, ve®siais
calares, da mesma forma feita anteriormente, novamente a lagrangianas€3.34)
desacoplara em 3 setores independentes nas perturbagfes, alémeate, dos
termos de ordem zero.

No setor tensorial a lagrangiana sera

LM = | T 412N fd3X)/2W”W|J mazfd3xﬁw”'kwij|k (5.7)

exatamente a obtida na abordagem padréo da teoria de perturbagbekgasas,
reobtida aqui sem a necessidade do uso das equacgdes de ordem zero
A hamiltoniana associada a lagrangiana (5.7) sera [79]

612N ol
T _ 3 j 3 k
A e 2412fd i

onder') € 0 momento canonicamente associadg;a Voltaremos a analisar essa
hamiltoniana no momento oportuno. No prosseguimento de nossa discu&sao, n
vamos analisar as perturbacdes vetoriais pois o tratamento utilizado no capitulo
3 para estas variaveis era totalmente independente das equacdes de moovimen
classicas. Os resultados obtidos naguele caso permanecem entao validos
Vejamos agora o que acontece no setor escalar das perturbacéesanyiaga
aqui, adicionada aos termos de ordem 2emya dada, apos algumas integrais por
partes, por

apoV+3|2fd3X7 ¢¢—2¢lﬁ| 32 fd3X7 U+ ¢)

3 a 2 Na3/l(/l+l)p0 3 % i i
lefdxv 0+ 20) - —fd 3‘”‘E"f'+z¢)
+Na?’(/l+1)po

3,32 taa3 32_'i i(8: . r
1 fdyqﬁ +2Na(/1+1)pofd Xy Nf +B)(N§.+B.)

ondeF =: B- aE/N, como antes. Vamos definir a variavel invariante de calibre

3Como nos termos de ordem 2 aparecem derivadas do fator de asoammomentum que |he
é canonicamente conjugado sera modificado pela presenca dabggEias escalares, sendo entéo
obrigatério considerarmos as ordens zero e dois simultaneameni@ogestamos falando das per-
turbacbes escalares.
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£19 = £ + E. Em termos desta variavel, a lagrangiana escalar se torna

alaVv
LE:_IZN —NapoV+3|2fd3X)’ Yy - 2¢‘//| 32 deXy U+ ¢
2
Na3/l(/l+1)pofd3 3¢ PO ¢) Na3(/l+1)/>0fd372¢2

1. 5 3 1{@ 0 . ) 3
+§Na(/l+1)pofd Xy? N.g-‘('c)'+F')(N§i +F . le de ¢1+ ¢

Como as perturbagbes escalares deslocam as particulas do fluido @aldong
vetor irrotacionak!, podemos encarar a quantidatiecomo a velocidade, irrota-
cional, das particulas do fluido em relagéo as suas posi¢des ndo peasird fato
dessa velocidade ser irrotacional nos permite definir um potencial vettgidue
tomaremos como sendo

_ VBla? 1+ 1)po  a ( 260, ) (5.8)
Va

de acordo com a literatura [34]. Com essa definicdo a lagrangianaeassiorma
3 3 3
3I2fd X'y2 Wi — 2¢1//, 32 fd Xy gb+ ¢)F' lefd XyZ v+ ¢5)

Nad(1+ 1 . NA :
M f By 3¢ £, ) +2¢(3¢_5(m)|i)]+ml f By

e, por causa dessa mesma defmigéo somos agora obrigados a utilizaalsioio
de Ostrogradski na construcdo da hamiltoniana.
Temos entdo como momenta

2aaV  4a 2aa 1 2a2 1
Pa=— dx ’F' fd3x22__fd3xz
a N 2 6'2 f ¢ |2 Y ¢ N|2 Y ¢lﬁ

Pv=0
P.=0
7T¢=0
g =0
n,=0

48 1 28 1. 2a%a i
i PN VR
Note o aparecimento dos vinculos
$1 = PN
2 = 1
¢3 =1y
¢7 =1y
$po=P
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A hamiltoniana ja acrescida dos multiplicadores de Lagrange sera

H= N{— f:\% + — aS/l (/12;3?7 fdgx 2 3y — £ i)z 4 2¢(3¢1_§(ic) i |)]

PP fs ‘/_‘/_ “3-an, _
gy | o f(wewma oF)

a 1| 1.)\2 A 1 a 1 .
szd3x3’%(2a2 l7rw+3|:'i) +mfdgx7’%‘ﬁ€0li+ﬁdeXY%('J’—2¢)l//Ii
’)/2

+ANPN+A#Pﬂ+fd3XA¢7T¢+fd3XAF7TF+fd3XA¢7T90}-

(5.9)

A conservacdo dos vinculos primarios da teoria leva aos seguintes wrsao
cundarios

H
¢a =1 = Ho
1 2a g 12 1y
9= e Z(a—y;”Wf )
(A+1)Pr ;( (0 i ) IZPa 2a 1
=~ _ * ~42(3y - i) — 2
6 a3/1V Y W é: | 2a2V 3|2y lrl’ i
dg = 1. W ey, , A 34
a Vel V(1 + )Pt e

A conservagao dgs e ¢g leva a fixagéo dos multiplicadores de Lagrangee A,
(este Ultimo n&o nos serd necessario)

12P,

F.
aVv

aAF =y —¢+

As expressoes obtidas das conservacgdes dos vingyless sao identicamente
satisfeitas (este ultimo produz, apés uma simples manipulacéo algébrica, uma ex-
pressao que é proporcional ao termo de ordem zero da hamiltoniarssa ondem
de aproximacao, esse termo é fracamente zero). Assim, ndo ha o apateadme
novos vinculos na teoria.

Como.g = F/N temos

a . 2a
—F=y-¢-—F.
N v-¢ N

Esta expresséo, escrita em termos dos potenciais de Bardeen levahaoidon
resultado [34, 62]
=Y.

Observamos também o fato de que os multiplicadores de Lagiandg e A,
ndo foram determinados, apontando para a existéncia de liberdadalibde o
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setor das perturbacdes escalares e no fundo. De fato, nds sahenass\vgriaveis
utilizadas até esse momento nao sao invariantes de calibre, portanto a ex@d#énc
multiplicadores de Lagrange ndo determinados ja era esperada. Delisossaao
no capitulo 2 deve estar claro que a teoria em estudo apresenta vincpitoselea

e de segunda classe. Concretamente, calculando os paréntesesde &i® 0s
vinculos obtemos

2a 1 i
{¢p2, ps} = —ﬁ)’w i

A 1
{67, 8} = — \/—755'i

6l2a
2 1 i ]
{de, 5} = ﬁﬂé i
V(/1+1)PT —3(1+2) L i
s =— - a2 20§
{¢6, P8} NG, a Y

sendos' ; o laplaciano da delta de Dirac. E teriam@s ¢3, ¢g € ¢4 COMO vincu-
los de primeira classe &, ¢s, ¢, ¢7 € g cOmo vinculos de segunda classe. A
existéncia de um nimero impar de vinculos de segunda classe € indicadpe d
na realidade ha alguma combinacéo linear destes vinculos que ird proglozir p
menos um novo vinculo de primeira classe. De fato, se definirmos o vinculo

V(/l + 1)PT \/él a_%(1+3/l)¢7
Vaw ’

teremos que o seu paréntese de Poisson com todos os outros vincat@zsweinte
zero, sendo o mesmo entao de primeira classe. Em resumo os vinculos deaprime
classe de nossa teoria skQ ¢3, ¢s, dg € ¢a, € 0s de segunda classe g80¢s, ¢7

e ¢s.

No capitulo 2, em nossa andlise de sistemas vinculados, haviamos mostrado
gue os vinculos primarios e secundarios de primeira classe sédo gerdddrans-
formacdes de calibre da teoria. Na teoria ora desenvolvida, isso é agoific
pois pode-se mostrar por calculo direto que o paréntese de Poissoncdtovin
secundario de primeira clasgg com as quantidades, ¢ e F gera as transfor-
macdes de calibre corretas para essas quantidades, enquanto o #ingetfa a
transformacéao de.

E interessante nesse ponto fazermos uma andlise do nimero de graus de libe
dade desta teoria. Em principio, contando apenas os graus perustegtalares,
teriamos um total de 10 variaveis candnicas (as 5 variaugis F, £ e o e seus res-
pectivos momenta). No entanto temos 4 vinculos de segunda classe e 2 deprime
no setor das perturbacdes € ¢s). Como se sabe, cada vinculo de segunda classe
reduz uma variavel canfnica da teoria, enquanto cada vinculo de pricteesise
reduz 2 variaveis. Como resultado entdo nossa teoria deve podecstr es
termos de apenas uma variavel perturbativa (e seu momentum). Naturalmakente,
variavel deve ser invariante de calibre, para que a teoria como um tduh say
nificado fisico. Se denominarmos tal variavel\gde forma mais geral para uma

¢—_ 1
6—¢6+a¢2+
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lagrangiana quadratica engue ndo contenha termos com derivadas oeiores
que a primeira (condigbes satisfeitas para todas as variaveis pertasketivnos-
sas lagrangianas), sera

= fd3Xy% [al\'lz + V'V + gV + agWV

ondeas, a2, a3, @s sdo fungbes das quantidades do fundo. O ultimo termo pode
ser eliminado por integracao por partes, restando apenas os 3 prindelramil-
toniana associada a uma tal lagrangiana é da forma

f d3 1— + yZ(,Bzv'v, ; ﬂgvz)] (5.10)

ondep1, B2 € B3 sdo novas funcdes do fundo. O processo padrdo de tratamento
de perturbacdes cosmolbgicas consegue, usando as equacGeasi@ssundo,
obter a forma acima coy = 32 = % (no calibreN = a). Vamos mostrar a partir
de agora que 0 mesmo pode ser feito sem o uso de tais equacodes.

Comecamos calculando os parénteses de Dirac dessa teoria.

_ Vel W a 2130
VAV + DPry?
1
Pay ) = —(1— ) .
{Pa, ¢} 2a 31)e

(001 )P

Os outros parénteses que nao estao relacionados aos acima por simetsHs,
canbnicos ou sao irrelevantes para nossa discussao. Se agarandsfas varia-
veis
11—
0 = a3(1-30,,
%o = \/_‘V(/1+ 1Py 1 (3¢_§(ic)i_)
C) —- |
’  VEBW
3VAV+ 1)PT
T =T s
¥ (c) Y VBl W #(c)

construidas de forma que seus parénteses de Dirac sejam canami@oseemos
para a hamiltoniana

12P3 Pr 312 3 2
= N[_4aV e ast fd % 122a(2 31) fd X?’ </’(c)90(c)|

(5.11)

—aao — | O d*Xe(0)y (©)
8a’Vv 2 3 \/—

t3 f d%zw ~-N f d3x¢¢6+ANpN+AHP#+ f dBxA 7

74



onde ja estamos considerando os vinculos de segunda classe comodidantidla
vinculogg em termos destas variaveis sera

Vel VI 1Py a3, ¢ + 12P, o+ 3\/ZIPa\/7(/l+1)PT7%
C, C
T iw o 9Ty 26a2V?

6 = #(c)

2a

Dos vinculos de segunda classe podemos obter a seguinte identidade

|2

1
e +=Fi=0
232 72 ¥ () 3 i

Se agora fizermos uma transformacao canénica tendo como gerador

~ 1 _14.3py — . 2VV \/(/l+1)PT 3
Fi=aP +fd3x[—a 230 gy + ity + 2=
1 a NG P +ymy 2B 24
1

y:
—?cw(c)z] (5.12)

cuja forma explicita é

a:é[l 21+ 1Pt \/_~1(1 3”)fd3x¢77r+ia—fyfd?’xﬁ(\/élé%(l‘%v
I2P2\/_ 28.0P,
|Pa\/_
P, =P, (1- 3/1)~_§(1 /l)deX \/élé%(l—&l)v 2V6(1+ )Py \/_~2 3A$)ﬂ
2+l 1B, VA
3= ) VIF TPy \/_~;(1 3”)fd3x&n—}a—afd3xﬁ \/élé%(l—S/l)V
|2pa\/_ 2 0a
2«f 6V + )P VW ~2 %)
|Pa\/_
o -1(1-31) o aiaka-30, 2 2a\/_\/(/1+1)PT \/_~2 s i
v = T-a a Y2V Y2y
«/él IPa VA
¢ = VBIEEa-30y _ 2V6 V(A + )Py ‘/_~2 31
1P, VA
o~ 2V(/l+1)PT V~§(1 /1)
Ty () = Ty + >
1268,V

75



entdo a hamiltoniana sera levada em

|2P2 P . 9I2/1 A+ 1P
H < N{ T fd3 7rl _fd3Xy%V'Vi +[_%a—(2+3/1)
y2

12Pada  1°P2 8o 3AP1 da 1
18402ak-5 + 6/2 1—3/1( aoa a 0¥ _ o fd3 2\2
+ld'e O T\ 2avda FBadv B,  2ad aP X
L 2VAW YT+ T)Pr 103y f ENEWIN \/‘ 32 VIA+DPT__ 35000 f A,
12P, W
. f d3x;b 72021 + DPTV 401, 24Q+ 1)PTva2(2_31)( 12Py 0
P22 12P22 4aV oa
|2P2 da  3Pr da )_ 9[(/l+1)PT]2a1_61] 1,
"8V 9P,  2a1% P, 12P2 4
+[_3(1— 20 VA TPT 303 _ 6 VAVV (1 + D)PrPr TR

22 «/‘ 12P3
6‘/_[(/l + 1)Pr]E VA qha-ey 12 WA+ TPy a§(1—3/l)]ﬂ,
12P3 Pa Vi
+[_ 722221+ 1)PT W 25030 9VA[(4 + 1)Py] 2 ~1(1+92)
P WP,

24T+ DPr W A6 gﬁ)(l Padar | P2 da 3APp a_a)] 3y
PV 4aVv da | 8a2VoP, 2atv op, )|

+[ a 2@+1PrV o 3z]y b+ 3@; DPr -aean, }

312 14P2
adt Pa 4a2V

-N fd3X¢¢6 + deX/l¢ﬂ¢, + ANPN + /lﬂpﬂ.
Nas expressdes acimag uma funcéo de, P, e Py ainda indeterminada. Pode-

mos entdo usa-la de forma a anular o termoventEscolhenda como

__(a+1)Pr .\ (1-32) F?aa_(z_w
212P,a 24V
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a hamiltoniana se torna

|2P2
H= N{ PT fde’ ﬂl fd3Xy2V'V 9[(/1+1)PT] a (1469
2

(A + l)PT]PT ey , (4+181- 184%)14P2  6l1%(1 + 3/12)PT a-(2+34>] f Pyt

P2 64a3\/2 HETY,
2\/_\/_\/(/1 + DPr 1030 fd3Xy%Vi,bi - ﬁ:’?lz VA+DPr 1513y deXV”w
2P, W
. f d3x¢’ 18[(1 + 1)P]3V 429 _ 18[(1 + l)PT]ZPTV 429 _ 3[(2 + 1)Pr]? (160
14P31 14Pg 12P%A
( 2+ 91— 929)[(1 + 1)Pq] 43 3(3+ 21+ 349)[(A + 1)P]Pr e 62)] 1,
8V 2|2P2/1
+[ (-2+3) V(A + 1)Pr iy _ 64 W@+ D)PrPr a%(l—%]n
2VaAW 12PZ V2
3
+[ 18[(1 + 1)Pr]2 W a1y 181[(1 + 1)P1]2Pr W sy 3[(1 + 1)Pr]2 319y
12P3 VA 12PVa VAVWP,
(2 91 + 99 I2P, V(I + 1)PT Sy 3(B+21+ 3BV + PPy i@l
8V2 \/_ 2 ‘/_\/_Pa
a 2(/1 + 1)PTV 2_3/1:| 1 ) 3(/1 + l)PT —(l+3/l) }}
[3|2 ppz o Vit T AT

-N fd3x¢¢6 + fd3x/l¢7r¢, + ANPN + 4P,

E trivial verificar que a variaveV introduzida por esta transformacéo candnica
corresponde exatamente ao potencial de Mukhanov-Sasaki [34].
Sob esta transformacao candnica o vineigl@ levado a

2 3 2
1<P4 +(_Ma_%(1+gﬁ) N 1<(1 + 3)Pa V(A + 1)Pt a‘%(l”))y%v

P = 7
222v"" VAVWP, 4v%x/71
6[(4+ 1)PT]® 16py (1+3)(A+1)Pr _31)
B —> | 2
+( AP2I2 212V ¥- 3|27 i

Na&o é dificil verificar com os elementos apresentados que a vavidialari-
ante de calibre (como esperado): os seus parénteses de Diracdgaass aos
parénteses de Poisson) com os vinculos de primeira classe sao frecanies.
O mesmo no entanto ndo pode ser dito de seu momentum candrkssa Situ-
acdo é indesejavel pois se estamos interessados em obter uma hamiltoniana co
a forma (5.10), o momentum associadeotem que ser linear e homogéneo gm
logo invariante de calibre.

Para obtermos uma variavel que faca o papel de um momentum canéeco a
gue seja invariante de calibre, efetuamos uma segunda transformadaaaaro
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setor escalér gerada por

. 2a3Vy: 1)P
7”2:aPa+fd3xd/7r~w+v7r+—a e 'i+[6\/_[(/l+ )Pr]? 25130

314P, 126,22
_(1+3)V@+1)Pr 4 250 34)] bug + [_ 6V[(A + 1)P1]? 3020
2VAW 145,%)
(1 + 30+ 1Pt g2-31 2
2128, ]y v } (.13)

cuja forma explicita sera

_ 12VV[(4+ 1)Pr]3 5i0- ga)f s, 15 [ 18V[(A+1)PT]® 5
a= a{l =Ny d°xy v¢+[ = a
(1 + 30+ 1Pt i
Tl M fdsx W Zfdg 7 W
5 L [9(1=3) WA+ 1)Pr]E sia-on _ (- 91%) VI + 1)PT~—1(1+32) f Sxy 30
Pa—Pa+[ |2P2\/_ AW d>xy
18V(1 - 2/1)[(/l+l)PT]2~2 61, (2+31- 91%)(1 + 1)Pr . A1 3} f 3, 172
+[ 14P3 225, Fxy2y
Xyl'Z'Z. i
. [6\/_ [(1+ 1)Pr]3 sia-ay_ (1+31) VA +1)Pr . si0- 3@] i
12PZVa 2VaW
. [6‘/_[(/l+1)PT]2 j0ay_ (L+3)VA+DPr 1 31)] -
A ST 2VIW
+[ 12\/[(/14‘ 1)PT]2~3(1 2/1) (1-‘1-3),)(/14' 1)PT ,..2 3/1] %IZ
14P3A 12P,1
4§3V 1~
XA

E agora temos para os vinculos de primeira classe

Pn=~0
P.~0
g ~0
12P,
6 = Enlﬂ ~
e podemos redefinifg como
e = 1y,

“Na realidade essa transformacao faz mais do que isso, como veaemoantizar a teoria.

78



Com isso a hamiltoniana sera

|2F>2 P - 1-32)I%P
H= N{ - fde’ ﬂl —fd3Xy%V'Vi _ (1=30I%Pr Ta‘(2+3”)v2}
?

VAV
. \/_ 3I2 A+ DPr 15030, , 30+ DP1__1iay,  1°Pa
d>x —_— V=555
W Pa 2a2V
0 12P2 |2P2 Va
[18[(/1 +1)Pr]2 W oy _ 31-30) VA + )Pt _,(W)]yw
12P3Va 2V Vap,
2a2v : 91+ 2)(A+ 1P 1,3  (2-91+929)1%) 4
a3y | (EZ OO0 )T zv2}
" ap2 Wi [ 2P2 8V a2 ]7
+ f Bxprs + ANPN + 4,P, (5.14)

Vamos ainda fazer uma terceira transformagéo candnica cujo objetivo éalimin
o termoP1V?, 0 que vai trazer simplificacdes quando da quantizac&o da teoria. O
gerador dessa transformacédo sera

L 1
ngaPa+afd3

e a forma explicita dela sera

125
a=a+ ﬁf&xﬁvz

Xy 2V (5.15)

a
4aVv

a
1~ Izﬁ’a %v
T=--
a 2V 4
VvV =av.

Note que com essa transformacaw, @ue usamos nao mais coincide cona de
Mukhanov-Sasaki.
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Como consequéncia dessa transformacéao, a hamiltoniana se torna

H= N{ |2P2 Pr fd?’x + = a/lfd3x Vv
Zav T @1 238 Vo

fds Va3 + )Py ao3aeny 31+ 1)Pr a3y, _ 2P, ¢}ﬂ
2 W Pa 222V Y
LHO fd3x _9(/1 +1)Pr al-3,3y2 ¢ 6 VWV + T)Pr a3 3y,
0 |2p2 |2P2\/_
[18[(/1+ 1)Pr12 W Jaay , (91-1) Vv + 1Pt 3030y
12P3Va 2VV VP,
2a2v - 91+ 2+ 1Pt 4 5, 9 -1)?] 1
|4p2 vy [ P2 as s T]yzvz}}

+fd XAgmg + ANPN + A, P,
(5.16)

Assim, mostra-se sem grande dificuldade que (5.16) é exatamente igual a

|2P2 |
H= N{ 4aV a3T/1 fd3x— + a/lfdsxyév'vi + HéO)F(Z)}

+ f d3X(F(l)— N4Ia\P/a¢)¢6

(5.17)

ondeF® e F@ s&o termos de ordem 1 e 2 nas perturbacdes dados por

FO — _ NV 312y + 1Pt a3y 3N(2 + )Pt 21430,

2 W Pa
9N+ 1)Pr 4 4, 1 6 VW V(1 + )Pt -
@ _ _ 1-30,3,2 $(1+32)
i 2z o Y T ey o
+[18[(/1+ 1)Pr]2 W Jaay , 9A-1) v+ 1)Pr i 31)] w
12P3Va 2VV VP,
2a2v 9L+ 2)[(A+ 1Pt 1 53, 9 -1)?
APz ' [ 2P2 Y ]VZ

Se agora redefinirmos a func¢do lapso como sendo

N = N(1+ f d3xF(2)),
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novamente uma redefinicdo de um multiplicador de Lagrange livre, sene-cons
guéncias fisicas, e redefinirmgpsomo

~ NI2P,
_(XTa F(l)),
¢ ( 2wy Y

entdo a hamiltoniana (5.16) assume a sua forma mais simples

P2 Pr . 2 ;
H = N( Zav a3 2a3 d°x +_ dX?’Z\fV +ANPN+ Expge+ | BxAgms.

Alguns comentarios sdo adequados nesse momento.

Um ponto que consideramos relevante é o de que a partir da definigsio de
das inversas das transformacfes candnicas (5.13), (5.15), (8aRylefinicdes
das variaveis canonicas (5.11) e da definicdo do potencial velocil&)eode-se
mostrar que

~ 1P 312 :
b= oot~ 5 Na(1+ 1)60( i+ B)

e como pelas equacdes de movimento classicas das perturbacbes

v=¢

entao obtemos

. 1%Py 32 .
b= St = 5-Nald + Deo[ é + B).

gue equivale a equacdo.30 de [34] se impusermos o caliike= a. Esta equacédo

também foi obtida no capitulo 3, correspondendo a segunda das eqacsb).
Aplicando as transformagdes canoénicas ao vinggle usando que, ~ 0

vemos que o0 mesmo pode ser escrito, desprezando termos de ordem 3, como

31> V@ + 1P _3(M)( |2PaV)
2 VAW Ji o 2av

e utilizando queP, = —2aaV/NI?, esta expressao é levada, apos algumas manipu-
lagBes algébricas simples a

Qi =-=

O =- (5.18)

312 A+ 1Pt a%(l—%(V)
2 VAW N \a/f

Esta equacédo se torna idéntica a equaca® de [34] se usarmos as equacdes
classicas de movimento de ordem zero com o calibre a. Estamos agora em
condicdes de quantizar a teoria.
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5.3 Quantizacéo

Quantizando a teoria, teremos gque o estado do sistema sera descrito por um
funcional de onda(a, wij, Vv, ¢, ¢, T). As quantidades canénicasPs, Wij, TTij, V,
n, ¢, mg, ¥, my, T € Py associamos os operadores quénti@,o@a? Wij, 7tij, Y, 7,
b, g, v, Ty, T e Pr. A algebra obedecida por estes operadores sera obtida dos
parénteses de Dirac (j& que temos na teoria classica vinculos de setfiasad.
Como estes sdo candnicos, entdo as relacdes de comutacao entrpesskses
serdo as relacdes padrdo da mecéanica quantica, o que nos habilitthargsaa
esses operadores uma “representacao de posicao” dada por

a=a
T=T
Mij = wij
v=v
U=y
¢=¢
~ 0
Pa=—1—
2= 5
~ 0
PT=—lﬁ
R 5
mjj = —1——
OW;j
R 5
nT=—-1—
oV
R 5
Ty = —1—
v 5
R o)
T —l—.
) 50

O funcional de ondg deve ser anulado pelas versdes operatoriais dos vinculos
de primeira classe (os vinculos de segunda classe sdo encarados eoticladbs
definidoras dos operadores & F e ndo nos serdo necessarios). A atuacéo dos
vinculosr e 7, sobre o funcional de onda leva a

ox
2 -0
0
[
2 _0
&

e vemos entédo que o funcional de onda ndo depenge@dm dep. Assim, estamos
vendo a realizacdo no dominio quantico do que ja haviamos visto no casoaclass
a teoria (no setor escalar) é descrita por apenas uma varnawemos assim que

o papel da transformacdo canbnica (5.13), além de produzir inwariante de
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calibre é também o de eliminar a variaweldos graus de liberdade fisicamente
relevantes. Isso ja estava claro no caso classico quando mostramosayisvel
#, que era na realidade um multiplicador de Lagrange ndo determinaddeassoc
ao vinculory, era igual a'p. Assim, efetivamente estdvamos obtendo o resultado
de que a teoria ndo determigaque se torna entéo fisicamente irrelevante.

A atuacdo de todos os vinculos de primeira classe sobre o funcionatidg on
leva a concluséo que

Hy =0
ou equivalentemente

|2 a1 O a )( a3/l+1

R - 623 1)fd3 fd xy 2w Ky
N Ga ( a JEowowl | 242 el
as(-1) 3 1 5/\/ adt+l) 3 . Ay

_ — A iv' Ly = L A

> fd Xy% oY + 5 fd Xy2V'Viy LT (5.19)

novamente uma equacédo de Schroedinger no temmmde escolhemos o orde-
namento dos termos de ordem zero conforme o tratamento do capitulo 4. Na ex-
pressao acima o setor vetorial foi desprezado por ndo apreseréaricin Pre-
cisamos agora apenas resolver a equacao de Schroedinger (5.19).

Tipicamente, 0 processo padrao de tratamento da quantizacdo dasguégrb
em Universos de FLRW considera que, num dado limite, os graus dedtesci
ordem zero passam a ser descritos em boa apoximacgéo pela mecasiia eAs
nesse limite obtemos um fator de escala, que é uma funcéo do tempo. E$&a fung
do tempo pode ser entdo substituida na equacao de Schroedingend@ qrala o
funcional de onda das perturbacdes. Em um tratamento totalmente quéntiee,
tanto, tal abordagem nao seria possivel e seriamos obrigados aresetweacéo
(5.19) consideranda como uma variavel independente, e ndo como uma funcdo
do tempo. Claramente isso torna a tarefa de encontrar solucdes paracaequ
(5.19) muito mais dificil.

No entanto, no contexto de uma interpretacao ontolégica da mecancia quantica
(Bohm-de Broglie) nés temos uma trajetéa@) bem defininda em todo tempo,
mesmo no periodo em que o fundo é quantico, dada pela solucéo dae(iiaéa
em ordem zero. Levando em consideragao que estamos em efeito lmendona
aproximacao perturbativa, podemos lancar méo do ansatz

x@wij, v, T) = x O T O v, TP (wij, T) (5.20)

ondey©(a, T) é, por construcéo, solucdo dos termos de ordem zero da equacéo
(5.19) (do tipo estudado no capitulo 4). A aplicagédo da interpretacaoltia Bos
permite entdo obter uma trajet0@drl), que pode ser substituida nos termos de
ordem 2 da equacéo (5.19). Dessa forma, essa equacgao se tlesattg@s

T [ s
4v oa oa T
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1 62X(T) a3/l+1 1 B BX(T)
_6|2a3(1—1)fdsx_ 4 fdsx swew ik (M = 24
3 owjowl | 242 PRI = T

3(1-1) 2 (E)  A30+1 ()
a 1 6%y a*A 1 oy

- d3x— + d3xy2viviy® = .
2 f Si o2 2 f VI =T

Note que as 2 Ultimas equacdes sao, funcionalmente, a mesma equagaos isso n
permite resolver tanto as perturbacfes tensoriais como as escalaranaefati-
camente unificada.

Como, por construcéo, os termdg(™/da e 9y(F)/da sdo identicamente nu-
los, a trajetoria bohmiana(T) obtida corresponde exatamente a trajetéria obtida
no caso nao perturbado. Isso nos leva a concluséo de que, destimides das
aproximagdes envolvidas neste método, € possivel encontrar-seesokmdeo-
ria de perturbacbes em cosmologia quantica, sem o efeitiade reaction um
resultado novo comparado aos resultados conhecidos na literatura [35]

Um outro ansatz igualmente possivel é

x(@wij, v, T) = xO(a T)¥la, v, wij, T]

com
Fla.v,wi. T] = yalv.wij, T] f dag2(a, T) + yo[v.wij. T].

Se escolhermog[&, v, wij, T] = y®[a,v, TI¥(V[a, wij, T], novamente a equagéo
(5.19) pode se desacoplar nas mesmas 3 equacgdes anteriormente dhiidas.
tanto, nesse caso, como os funcionais de onda das perturbacdes tdepeditem
dea, esta claro que as trajetérias bohmianas ndo serdo exatamente as obtidas se
levar em conta as perturbacdes, ou seja, contrariamente ao ansatar,aesbe
apresenta o efeito deack reaction Esteback reactionpode ser desprezado, em
uma primeira aproximacao, se assumirmos que as perturbagdes estéo inteialmen
em um estado de vacuo [35, 36] e que sua posterior evolucao dinarniaa retira
de um regime perturbativo.

As solucdes para©®(a, T) ja foram abordadas no capitulo 4, sendo portanto ja
conhecidas. Na proxima sec¢éo, vamos abordar as equagdes pangiosdis de
onda associados as perturbacdes.

5.4 Uso dainterpretacdo de Bohm

De agora em diante vamos tratar indistintamente as perturba¢fes tensoriais e
escalares, distinguindo-as apenas quando necessario. Tomemoa eqtigao
de Schroedinger

a3(-1) 1 52)( a3+l 1 Ay
- d¥x— —2 dBxyzwwiy = 1=
2 f ow? T2 f VWY = 1o
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ondew pode ser tensoriaM( — wij V12) ou escalarwf — Vv)°. Através da
reparametrizacdo temporal
dy = a®Y(T)dT

onden representa o tempo conforme, essa equacgéo de Schroedinger élevada

2y
—2—:;2 3X%§— +—= fd3Xy2W’W,X = l%

Antes de prosseguirmos, € prudente um breve comentario sobre notdéao
aqgui temos adotado para as derivadas temporais 0 simbolo do poptw €xem-
plo). Essa derivada em efeito era tomada em relacdo ao tempo coardgnad
guer que fosse a escolha feita para este Gltimo. Em particular, esseddqraderia
ser em relacéo ao temfoou em relagédo ao tempo conformea distingdo ficando
clara pelo contexto. A partir de agora estaremos trabalhando simultane@m@nte
duas variaveis distintas de temfoer. Para evitar-se confusao, adotaremos a no-
tacdo do ponto para derivadas em relacdo(a = da/dT) enquanto as derivadas
em relacdo g serdo identificadas por linted(= da/dn).

Se agora efetuarmos a transformacao unitaria dependente do tempo

U = ex fds 1/2‘5‘WIJWIJ ex fds W'JHIJ+HIJWIJ) (\/_2)]}

2
(5.21)
e levando em conta que sob uma transformacéo deste tipo a hamiltonianase tran
forma como

G=unut+iMy
an

teremos a nova equacao de Schroedinger

Oy (W, ) f 3 1 6% pfl a’
RAS AR G Sk — Z—w?
' on 22 Y 2™ T 2a

Esta é exatamente a forma obtida no tratamento padréo, aqui re-obtidande for
totalmente independente da validade das equagdes classicas da orle®@tzer
serve que nosso resultado depende da existéncia de trajetirlasnas isso é
totalmente diferente de depender da validade das equacbes classac3 paas
guais nao precisaram ser especificadas. Concretamente a existé&ntia filmcao
a(T) bem definida é perfeitamente consistente com a quantizagdo dessesgrau d
liberdade, dentro da interpretacdo de Bohm-de Broglie.

Sob a transformacao unitaria (5.21) os operadores de campo sacslevado

}X(W, n).

w — w/a

T — an.

*No caso escalar ha também um fafoque multiplica o termosvw;. Estamos omitindo este
fator por simplicidade notacional.
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Note que no caso especifico das perturbacdes escalares reobteatesaiapde
Mukhanov-Sasaki como variavel de quantizacao.

Se mudarmos para a visdo de Heisenberg da mecanica quantica, obtaremos q
a equacao de movimento para o operadsera

V\/’—Wii—a—W=0
a

e decompondo esse operador em modos nofmais

’” 2 a’ _
i+ (k - Z)ﬂ(k) -0 (5.22)

teremos essencialmente a mesma equacao obtida anteriormente, pelo pracedimen
de Mukhanov [34].

Assim, atingimos nosso objetivo: mostramos que as equagdes (5.22) podem
ser consistentemente usadas independentemente da dindmica do espagietemp
fundo. No méximo precisamos admitir que esse espaco-tempo existe ontologica-
mente, caso contrario somos obrigados a trabalhar com a equacéao (5.19)

A tarefa de célculo do espectro de perturbacdes em Universos apsaaidini-
nados por um fluido adiabético est4 agora bastante simplificada: preciapaios
nas resolver a equacao (5.22) usando-segd@nga trajetoria quantica em lugar da
classica.

Para a solugdo desta equacado é necessario que se estipulem coinii¢coes
ais para o campg. A nossa proposta nesse trabalho serd a de utilizarmos um
espectro de vacuo em— —oo, como se faz usualmente. Entretanto, antes de cal-
cularmos efetivamente os espectros de perturbacdes vamos analisarde aam
universo dominado por um campo escalar.

5.5 Universos Dominados por Campo Escalar

Até agui nossa analise tem se concentrado no caso de Universos dosioa
um fluido perfeito. Vamos agora voltar nossa atencéo para o caso eoflgigo
dominante € um campo escalar. Para comecar, vamos mostrar que podemos, S
perda de generalidade, desprezar os termos de primeira ordem tualsgigies do
campo escalar quando estivermos expandindo a acdo em uma séribgbieur
em Universos de FLRW.

Consideremos um campo escadKk,t) constituido de um termo de fundo,
wo(t), e perturbacédyp(X, t)

@(X1) = @o(t) + dp(X. t). (5.23)
Essa perturbacdo pode sempre ser decomposta em
Sp(X,1) =< 5 > (t) + 5o O(%, 1) (5.24)

®No caso das perturbacdes tensoriais a decomposicawgerdy, y(g)(n)ti‘f)e"z-* ondeti(f) éum

tensor transverso e sem traco.
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onde< ¢ > (t) € o valor médio dép(X, t) sobre as secbes espaciais, tomado como
nao nulo por hipotese.

<6p> () = f dBxyzsg.

Claramente o valor médio d&(%(x t) serd zero. Através de (5.23) e (5.24) o
campo escalar total passa a ser dado por

@(X,1) = o(t)+ < 5 > (1) + 6pO(R 1) = @o(t) + DX 1).

A Ultima igualdade segue como definicdo gift). Note que esta igualdade é,
omitindo-se a barra, igual a (5.23), sendo, no entanto, o valor médip(det)
identicamente nulo. Vamos de agora em diante admitir que as identifica(%c")es acima
tenham sido feitas em (5.23). Assim todo e qualquer termo da fqrd*?ray?égo
sera identicamente nulo, e poderemos desprezar os termos de primeimaeonde
d¢ na expansao da acgéo.

Com esse entendimento, a lagrangiana total (ordens zero e dois) para pe
bac¢des em Universos dominados por um campo escalar sera

~2 ;243
a%aV g2’V NaVV Na [ 5 1f i 1 ik
LETEN TN T T2 Tae fd XYZ[AIUA“‘” ~ 3¢ ek

a. . 1« - 1 . 1
+NAiE|J ljt+ 56” li€ |kt (ﬁ|i6IJ lji— EE“G” lj— ¢|i6l| + ZEHE“]

3 3 2
a 3, 1 i a 3. 1.0 aa’ 3. 1 2
+2412N fd Xy2 €'l € ~ 247N fd Xy2e +—6|2N fd X)/Z(—9¢

—3e¢p — gez +3AA + geijeij) - Zaafd3Xy%(¢Ai i — %Aieij H)

312

a’a .1 R 4 L aks .
+—3I2N fde’X’y%(e'JEij - EEE - ¢6) - @ fdg)(’y%EAl i— % deXY%(tb

1. : - Na>V, 1
+—e)(5go + aztpofdsXy%&pA' i— ¢ deXy%(¢ - Ee)&p

2 2
+¢22|\?3 fd3xﬁ(3¢2 +ep— AA - %Eijfij + %62)
+N13(V fd?’Xy%(gbz +ep— AA + :—ZLEijEij - %162)
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A hamiltoniana associada a essa lagrangiana sera

12p2  PZ a3va 12P2
H — N{_ a (" de 5 de
Zav 2y " Bav? 0 S 24av2 xyte
|2p2 . 2P2 |2p2
~Bav2 f Py AR+ 2 f d*xytelaj - v f Prre

Pa 3., 1 i @® 3 l 2 i 1. 1 2
+_fd Xy2Aelij - 5 3V2fd xy?(¢% —ep — AA — Sele) - ze )

i 2
ey fd3 ¢+ e ——fd3Xy25¢A'.+—fd3ﬂﬂ” fd3xﬂ—1
\Y )

%P Brre — = [ BrydA A -2 [ BxrA
2a2V 42 YEAGIAT] |
2| P
afd?, |J€|J+_f T——fd3x)’2 A'“A“]——e” €ijk
2

X

1,
+2€ lj€i |k+¢|.e |J—§6||E lj — ¢|.e + E€|| Xy ¢——E
. 1. 1 .
—(vfd3Xy%(¢2+e¢—A'Ai+§€”eij _4_162 +ﬁfd3XyzeA'i
a’ 1 1 P i
+< f d3><y%(¥5¢"5¢“ b 5 Vi) 4 23 f By A |i¢}. (5.26)

No capitulo 3 haviamos mostrado o método conhecido na literatura para sim-
plificar a lagrangiana (5.25), que através de uma integral por partesisodtas
equacbes de fundo (3.22) e (3.23) leva-a a seguinte forma

2 2,43
alaVv <p0 a’Vv Na3V‘V Na (" 3 ilj ijlk
SRRREIY 2N 6|2fd xy? A AH]“'”’ ik

a. . 1, o1 L1, L
el el ja ok el - Seiel | - e + Zflifll] " 4|2N fdsxyzf”fij

a’ 1.
_2412N fdgx)ﬂez— 2N fd3Xy 3p% + e — A A 3|2 fd?’Xy oA

——A. ) 6I2fd3xyZeA'| +—— deX“y2 ¢+—é)590+az¢ofd3xyz5¢Ai [
N
a3(V¢fd3Xy2¢5go+ fd3Xy 3¢2+e¢ AA (Vfd3x 2
Spldgi 1 1.
+ep — AI fd?’ — TI - E(Vq;‘p _3|2N fd3X72¢6
(5.27)

onde o termo de derivada total
o2 [[xiiay - 30~ 220 [[dxyio+ 2]
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foi desprezado.
Sabendo que derivadas totais vao, no espaco de fase, geraonragsies
canbnicas, construimos o seguinte gerador dessas transformacdes

F = aPa + ¢oP, — fd?’x q37r¢ + Aﬁrk + & + 6207190)
aP
=2 fd3Xy e'Je,J - —6 fd3Xy b+ 6)6g0

sendo as transformacgfes dadas explicitamente por

12V

1
900—900+vfd3X72(¢+—6)590

. Py

Ty = ¢—V¢725

5.~ 1/ ~. 1 .. |5 1~
ij_ 5 _ Fa z( 1o IJ)__“’ 1o
= g I\ T oy

Sob essas transformacgdes a hamiltoniana (5.26) € levada em

12P2  PZ  &dvy  I2P2 3, 2
Hz'\'{_4av+2a3vJr 8V2fd 7¢’+8v2fdxyzf¢
|2 2

" 8a\? fngVZA'Ai * _afdsxﬂA' ¢+ G_\jfd?’X?’zAif” i
1P 312P
3 a 3 a 3
4a3V2fd X’y2 3¢ +€¢ AIA|) az—vfd X7T¢+a3—vfd XJT(S(,D
ij 2 . .
fd3Xy25¢A' i +—fd3 A fde’xﬂ—l—%fngy%A' iA |
’y2
1 e L, 3PP, (3 s
= | &iB®xnA - d3y 2642 *"f 26 fd3*”
af X i = 4 3V2f 7 ¥ 2a.2V2 X’}/ ¢ (70+ 'y%

1 1.
6|2fd3X7 A“A{I]“EJI €|J|k+2€ IJEI Ik

.
+¢je | — éqie” i — i€ + —e €|| av, fd3X72¢6<p -— fd3Xy
i Sl ! 1 i 1 2
+ep — AA;) + > d Xy2 ?6(’0 opji + E(V‘P<P690 )} (5.28)
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e pode-se verificar, por calculo direto, que esta € a hamiltoniana assaclad
grangiana (5.27). Note que na passagem de (5.26) para (5.28) er@osiziso das
equacgOes de movimento da ordem zero. Isso significa que a hamiltonia@p (5.2
é correta independentemente da validade dessas equagfes. Ekssioms® ex-
tende naturalmente a lagrangiana (5.27) que pode ser obtida de (5.28npor
transformacao de Legendre inversa.

Voltando ao capitulo 3, haviamos usado a equacao (3.21) em (5.27)jaedor
eliminar alguns termos, fazendo com que a lagrangiana assumisse a forma

__¥av gofaV Na3V(V Na [ 5 i ijk
L=-7x N * 52 fd xy? A Am]——f €ijlk
a.: . 1 .. 1 1
+NAi€IJ lj + 56” li€i k|k + ¢|i€” i — EEHGIJ i — ¢|i6| + Zéné“)
a3 30 1. a 3
+24IZN fd Xy2elej — 2412Nf ’}/26 ~ N fd Xy? ¢
3 3y 3 '
3|2 fd X)/ ¢A i ——A.E |J |2N fd 2(]56— 6|2fd XyZGA i
a . . . -
+_‘0°fd3Xyz ¢+—e)6t,0+8.2900fd3X72590A| i —Nag(wad3X72¢5‘P
(5<p S0|I5<P||
3y
+£ xy2¢? +—fd —T_Q(Vw5 ) (5.29)

Essa mesma transformac&o pode ser obtida, sem o uso de equac@ksdeayo,
através da redefinicdo da funcao lapso

Y i 3y 2 pAip
N=Rf14 vad xep + 02 - AA)| (5.30)

Como ja discutido, essa redefinicdo ndo possui significado fisico. Dassa
a lagrangiana (5.29) é fisicamente equivalente a lagrangiana (5.27%)eitmn-
temente da dindmica do fundo. Nesse ponto nos aplicamos em (5.29) a decom-
posicéo das perturbactes em modos escalares, vetoriais e tensaraggamgiana
das perturbacdes se desacopla em 3 setores perturbativos. Blessggm, termos
de divergéncia total sdo desprezados.

No setor tensorial temos

LD = 24szd3x~y2vv‘”"w.”k+ 24lszd3x~y2vv'qu

No setor vetorial temos
Na o a2 . a3 -
LV = @fde’xyis"lsnm —@fd:*XV%SiUF'“ * TN fd3X75F'“Fm

e, através do uso da variavel invariante de calibre

a -
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essa lagrangiana se simplifica para
F.
fd3x72V["”V[im-

No setor escalar, apos algumas integrais por partes a lagrangiana gagsa

3
LE) = & fd3Xy 20 i — 4¢¢) |2Nfd Iszd3Xy ¢°

—%‘deX 2¢(,//+—fd3Xy2 ¢+31//)5cp Na3‘V fd3Xy2¢6tp
3 1 1 3

+— d Xy 690 - —6(,0 op; — E(Vwé d°xy?2 ¢

2a2 a 3' (,00 i

gl + 30~ =7 0B {E)

gue corresponde aquela apresentada por Mukhahal. [34], também apresen-
tada nesta tese na equacéo (3.42).

As hamiltonianas associadas a essas lagrangianas serdo apresestaylas
No setor tensorial, a hamiltoniana sera dada por

612N pap e
H® = 3 fd3x -+ szd?’x«yzwln Wijik
’yZ

exatamente a mesma obtida no caso do fluido adiabatico. Esse resultado ja era
esperado, uma vez que tanto as perturbacées do campo escalar gudnmfluiao
adiabatico sdo desprovidas de componentes tensoriais. Assim, as qugrasb
nesse setor sdo devidas inteiramente ao proprio campo gravitacionalstido d
guindo portanto entre diferentes fluidos.

No setor vetorial, na passagem da lagrangiana para a hamiltonianaeaparec
vinculo

n, ~ 0 (5.31)

fd3X’y%%ViVi”|j +fd3XAi7Ti.

A conservacao do vinculo (5.31) da origem ao vinculo secundario

e a hamiltoniana é

Vil ~ 0. (5.32)

A conservacdao deste vinculo determina o multiplicador de LagrAnges vincu-
los neste setor sdo de segunda classe e, se descrevermos a dinamiczosrdee
parénteses de Dirac (cuja forma explicita ndo nos é relevante), podeeacerar
esses vinculos como identidades e a hamiltoniana sera entéo anulada.

HY) = o

"novamente definimoB =: B — aE/N
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Do vinculo (5.32) podemos ainda obter o conhecido resultado paralmgtes
vetoriais em Universos de FLRW dominados por campo escalar [62]

Vvi=0.

No setor escalar, como ha na lagrangiana termos que envalegsy, 0s mo-
menta associados as quantidadeseg serdo modificados por termos de ordem
dois. Assim, a andlise deve ser feita com a ordem zero simultaneamente. A hamil-

toniana sera

°ps . P a3V’V IzPaf B fd3
dav " 283V v ) T o 3v2 vie*

3P fd36 _ fd (' F')+ fd3x”¢
ey Yy Xy? " 3 233 ¥

Zay

2p2 3
a [ By ic 9°p; a ‘VW 3y dc 2
+§fd Xy26¢' 6 +(_4a3V2 7 fd Xy26¢p
3%PP, o 3. 1 a 30 1 i
+(— 222\/2 +a (V‘p)fd Xy2¢pop — ﬁfd X’)’Z(lllll,l/i _2¢I¢i)
3 3 Psv 1
+ANPN + | XA+ | d xA¢(7r¢ - V)/Z&,o)]

€ na sua construcéo obtemos os vinculos primarios

H:N[

¢1=Pn=0
3.
a 1
$3 =1y — I\TOW&MO

¢2 =nr = 0.

. ~ . . pe ~ Ve 3 )
Com a intengéo de simplificar a expresséo do vinayle %yé&go ~ 0 efe-
tuamos a seguinte transformacao canoénica

- 1 1~ ~
<ﬁo=900—vfd3><72¢5¢

Ty + 7%6

I
<
<|1;Uz<|i;j

1~
Y29

P ~
=7- v¢fd3Xy%¢6go

sendof a transformacao identidade. A hamiltoniana, apds essa transformacgéao é

T, +

N
€
I

cujo gerador é
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dada por

12P2 P2 @V I%p 312p,
H:N[— a,_¢ OVV afd3¢ + fd36907w

4aV  2a3Vv 2 2a2V 2a3Vv

a i 12 1. \2 32P,P, &V, 1
—|—2 fd3X’)/2(2a3 ;ﬂ-lﬁ + §FI i) + (— 2a2i/2¢ + > ¢ fd3X’y2¢6gD
’)/2

2
3I2fd3Xy Wi — 24 ;.//. fd3x¢zr¢+ fd3 -
’}/2
2p2 .3
& [ Byybs i WPy @V, Byyds 2
+§fd Xy26¢'6¢i +(_4a3V2 + T) d°xy2d¢ ]

+AnPN + fd3XAF7T|: + fd3XA¢7T¢
A conservagao dos vinculos primarios leva aos vinculos secundarios

¢a=H/N=:Ho~0
1 2a 1

¢5 = g{ﬁ/ﬂrﬁ)’?': i &
12P, 32P,P, a*v, 2a 1, P,
o=~ = [~y + 5 hoes gprti- gy ~o

A conservagao do vinculgs fixa o multiplicador de Lagranggs. A con-
servacao do vinculg, é identicamente satisfeita. A conservacéo do vingglo
produz uma expressao que, apos algumas manipulacdes algébricas iidetes
ticamente satisfeita, desprezando-se termos de ordem 3, por sercipppba
hamiltoniana de ordem zero.

Dessa forma os vinculos da teoria sao

$1 = PN
¢2 = mf
¢3 =1y
¢a=H
= iﬂ' + 2a 3F
95 = 3 T oY
PP, 3%PaP, @V, : 2a 1 P,
¢6‘_2a2v”‘”_(_ 22v2 2 )7 O + g7V~ ayme

E trivial verificar queg1, ¢3 e ¢4 apresentam parénteses de Poisson fracamente
zero com todos os outros vinculos, sendo portanto de primeira classmaDks

@2, ¢5 € ¢pg apresentam parénteses de Poisson ndo nulos entre si. Como ndo pode
haver um nimero impar de vinculos de segunda classe, definimos

— 1
06 = ¢6 + 5¢3
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e resulta que esse vinculo é de primeira classe, sendo de segundasidasalos
¢2 e ¢5. Também nesse caso verifica-se que os vinculos secundarios de grimeir
classe séo geradores de transformacoes de calibre.

A contagem dos graus de liberdade perturbativos e dos vinculos mastra q
essa teoria deve poder ser escrita em funcado de uma Unica variavinteae
calibre. Antes de prosseguirmos com a construcdo da hamiltoniana mais simples
comentamos que os parénteses de Dirac entre as variaveis dindmicas @és-seto
calar e do fundo sdo idénticos aos de Poisson entre as mesmas varesps
gue envolvem as quantidadeés . Assim podemos encarar 0s vinculse ¢-
como identidades e a hamiltoniana se reduz a

P2 P} a3V(V 31%P, L
H=N " d®semy — f d*xy2y'y
% * 2 * " 288V f gz ) Y

2

9|2P2 a3(V .
fd3x—f+ fd3 Xy2646¢i + ( yrevEa 4<p¢)fd3Xy25cp2]

+ANPN =N f dPxpge + f dPxAy7y.

Vamos agora prosseguir com a obtencdo de uma hamiltoniana mais simples
para o setor escalar. Comecamos efetuando a seguinte transformaidicaa

2P, . 1da v 2P, |2
a=a- =2 [ d®xjn- = ~fd3x2(—+ 4 )
I2P2f v Zapa 7"\a |Zapa¢
P P 2
Py=P d3 Py fd3 Py )
? a+f a |2a|=>a 2c9a a7 Pa‘b

1 da v 2P, 2
B — == [ ¢x z(— i )
I2Paf X 2P, 7*\a* e’

m, = ar+ a/y?&,o

%0 = $o +

v 2P,
=3t R’

. 2P,
7Z',p = 7T¢, - Izlsaﬂ'

cujo gerador é
- - 2P,
F1 = aPa + goP, + fd3x(an6¢,p + iy — ﬁlﬁﬂ' + %y%&pz).
a

Nessas expressdes,e uma funcdo da, P, e P, ainda indeterminada. Note
que a variavel introduzida por essa transformacgdo corresponde a variavel de
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Mukhanov-Sasaki [34]. Sob essa transformacéo a hamiltoniana se torn

122 P2 Byy 1
H= N{— 2, ¢ = f X— f dxy?V
v vt T2 T A" Xy2vv

+[(_ 9|2P5 . a(v‘ﬁtﬁ) B 1_( |2p§ _ 3P3, N 3V(V)6_a/
aaovz T a4 )" 2\aav T2av T 2 Jop,

1 12P, o _avYV, da a? 1 31%p,
— 4+ —| | Bxy2V? fd3xwr
T228voa 4 oP, 2a5]f YV ey v

3P2  |12p 3P2
a v a) 3 3 { ®
H—= - ——=— - d°xvr + | d°x
(a3 2PV 2a2V f f Naapv™
2 2 2p2 2
+[i _ 2P<p ]y%lﬁi-_*_ [4P¢ (_ 9 P‘P . a(VWP)_ F")‘j 8_Q
32 al4p? VU Lap2\ 4a5v2 T 4 12a3P,V da
_2P§,( 12P2 3P2 . 3V(V)6_a/_ av%Pg,a_a . 2a2P§,] »
1“P2\4a®v ~ 2abV < 2 JaP,  1PZ 0P, = i%asP2l”
3 2
[_ 6P 2a2P¢(|2P§ _3Rg . 3V(V)_ P, @V, , 20, ]ﬂ
12a%P2V  12P2 \da*V 2a%Vv @ 2 aVv ' 12P,  12a%P,
[4P ( 912P2 N a(VW)_ 2P¢(I2P§ 3P . 3V(V)6_a/_&5_af
2P,\ 4a°V? 4 2P \4a%V  2a8V 2 JoPy a3V da

CaVVPy da 20°Py1 1 2P, 4
— 2y — ?\/'-}}+AP +fd3xA —fd3x
2P, 0P, |2a5Pa]7 azp,’ NN e #Ps

e o vinculogg se torna

12P, 32PP, @V, aP,\ :
%6 = ~ogay™ ~ (_ 283V2 2 @V )72
2P¢( 312P,4P, . a2V, L 2P ) ;. 2a 1
2P\ 2a3V2 2 Ty )Yty v'i

Agora podemos escolharde forma que o termo proporcional/a na hamil-
toniana se anule. Assim teremos

2
_ SRy | IaP,
aP,v = 2V
Considerando-se que 0s vinculse ¢g sao os geradores das transformacgées
de calibre da teoria, deve estar claro guinvariante por essas transformacdoes,

0 mesmo ndo podendo ser dito de seu momentumConforme ja discutido,
essa situacao é indesejavel e, para corrigi-la, efetuamos uma terceifartreacao
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canobnica

=4 ~ 3 > 2 =4 >

avy, 12P, ~ 2P, 2a*v, P,V
a:é—( 7+ — fd3xy%~¢—(— —— + i
25,2 1283P,°V APV 9P,

dBxy 22 + 5 fd3xﬁ
a3P |4v f X

2

- 2P, 4a3V(V 3 1. 2P,
Pa= Pa+t ( - f Ay d
@V 2P, |2a4p V aZPaIZV
a3y, Py 1887 . Lo
- fzw + o~ 3¢ )fds 94 2 Xy W‘/’ i
4Py 3P, 14V

5 2 > ~
2 18P, ) f 3 1.~ ( 4P, &V,
= D |\~ - — _ 5 d X év _( ~ -
¥o =0 (aV 12535,2V g aPil2v  |4p,?

53
_ 2‘~"P3¢> f Byt
&3P, I4V

5 a4P V(V ~
P, = swfdsx VAL A 2 fdsxyng

3 (2P~¢, avv, 6P, ) ;-
= —+ —_ - —
"T\av TR, T ews v/ v

_ 2P, &VV, 6B \ X 2P,°  HV,P,V
w =Ty 26, omas 2o )V VT Az 20 T 52
a 125, 2Ry aPal?V 4P,
_L‘/"l) S+ 48V %&i.
513|5a3|4V 4 3|4|5ay !

gerada por

26, avv, 6p,°

av |2|5a B 12a3 |5a2V

F2 = aPa + ¢oP, +fd Xt//ﬂ¢+V7r+( )y%w//

(2P¢ a'vy,p,  6P," )%¢2

+ = —
12aP,V 14p,2 14a3P 3V 7 22 ]

314P,
Sob essa transformagéo o vincuyloé levado em

12P,

70T 2y

e podemos redefini-lo como
e =Ty
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e a hamiltoniana assume a forma

2Pz P2 g@Byy 1 2 1 L
{ Zav T2y T T2 +2afd XV%+2a dxy2vvi

2p2 2 4
(15I P, aV, 3%va 9VP; 14P? 27P, 3PV, fd3xﬁ 2

+ - + - —
43dV2 4 8 4aP?  16a%V2  4a7V2pP2
+HO f Py Pe 2a2V 10 9PZy3y (3a3V(V¢

l2 T N T VA T
18p3

s [ 12 Pa 3PZ  312p,
+ yzv f d°x v+ ) 6}
I2a4P§V aZPaV 2a2V a4PaV 2a%V
+ANPN+fd3XA¢7T¢.
(5.33)

Da mesma forma que no caso do fluido perfeito, a hamiltoniana acima pode
ser simplificada por uma redefinicdo Neque leve em conta os termos de ordem 2
proporcionais eH(()O) e por uma redefinicdo de A forma final serd entéo

epe . P @V 3, 3
H= N[ dav 2V T 2 2afOI fd Xy
+(15|ng aVy 32 Va 9VP2 ) |4p§ ) 2P} 3P, fv fd3x sz
4a5v2 T 4 8 ' 4aP2  1683VZ  4a’Vv2p2 7

+fd3x$¢~6+ANPN+fd3xA¢n¢

e se usarmos as equacdes classicas de movimento poderemos mostrapgue 0 ¢
eficiente do termo e é exatamente igual az’/2z no calibreN = a, com
z = a’¢gp/a correspondendo entdo a equacéo (3.43).

A quantizacdo da teoria segue agora as mesmas linhas da quantizacab de qu
quer teoria de calibre. Impomos que o funcional de onda seja aniquilda® pe
versdes operatoriais dos vinculos de primeira classe. Isso nos levaanesoa
conclusédo de que esse funcional ndo dependerdsn dey e obedece a seguinte
equacao

12P2 P2 @Y 1 (o 1 (.5 1
[_4va+2a2v+ 2 +§fdxﬁ+§fdxyzwi

+( 15|2p5 aZ(V‘F(p 3|2rVa2 . Q(VPZ |4p2 27P3 B 3aP,V, fdg’Xy%VZ
220V2 4 422P2  16a2V2  4abV2P2
6I2 d3x

e i 24|2fOI XyZW“"‘W”]X 0

(5.34)
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Em principio poderiamos resolver essa equa¢édo impondo um ansatz do tipo
imposto em (5.20) (apenas trocando a dependéncia&impor uma ema e ¢g €
supondo que as func¢des de onda perturbativas ndo dependg dgue levaria
a separacgédo da equacdo de Schroedinger em 3, e escolhendoiane adbitraria
para parametrizar a evolu¢éo das trajetérias bohmianas (nesse ceepsgpebtém
solucBes implicitas(pg) [14]). No entanto o tratamento deste caso esta fora do
escopo deste trabalho.
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Capitulo 6

Comparacao com as Observacoes

Vamos, neste capitulo, analisar o espectro de perturbagfes geradmwpelo
de fundo discutido no capitulo 4 utilisando-nos do formalismo desenvolvido no
capitulo 5 e compara-lo com os dados observacionais.

6.1 Meétodo Utilizando Condicdes de Juncao

No modelo apresentado no capitulo 4, como visto, as trajetorias bohmianas
para o fator de escala sdo dadas por
T2\3@0
a(T) = ao(l ; —)3“ " 6.1)
75

Precisamos entéo calcular o potencial’/a a que os modos perturbativos estao

sujeitos.
da dadT )
[ = = =al"33

YT ATy
a’ = d_a, — a1—3/li(al—3/la) — (l _ 3/1)&1_6/132 + aZ—GAéL
dn dT
Dai tiramos ) "
v=2 _ a@-m[il (- 34)""—2].
a a a

Substituindo (6.1) vem

1-31 T2
2(1-31) [1+ T—g]

2 3(1-2)
_ % . o (6.2)
3(1- )Ty 12\ 3D
(1 + —2)
TO

Na figura 6.1 apresentamos o comportamento desse potencial para alguas v
de .
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Potencial

Figura 6.1:Potencial(6.2) 1 = 0 e 1 = 1/3. Os graficos acima correspondem a
a=1eTp=1

Para resolver a equagéo de movimento para os modos (5.22) precisamos es
Iher condi¢@es iniciais, dadas €in— —oo (Ou equivalentemente, —» —o0). Por
outro lado, as medidas desses espectros sdo realizadas hoje em dieteanpaT
muito maior que o tempo caracteristit®do bounce de forma que podemos, para
efeito de célculo, determinar os espectros|€m- oo (jg| — o). Assim, é con-
veniente que estudemos o potendih) e as solucdes(;)* nos limitesy — +oo,
utilizando entéo o método de juncdo na época de inicio de dominio do poténcial

O potenciaV, para‘Tlo‘ >> 1, pode ser aproximado, nos cados % por
2(1- 302313 1 -5

9(1-1)2T2 To ©3)

[

O fator de escala nesse limite é dado por

(T)suz—/i)
aoTO

de forma que o tempo conformyeesta relacionado @ por

T \30
~A
dy = 21T = 'Y= )" aT,
0

!Estamos omitindo o subscritE)(por simplicidade notacional.
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que leva a

T )sla% _ 1430 ™
T/  T3@-1 To "
onde escolhemas= 0 paraT = 0. A substituicdo de (6.4) em (6.3) da finalmente
para o potencial longe dmounce

(6.4)

21-32) 1
o= — 6.5
(1+32)2 52 (6.5)

Com isso a equacdo de movimento para as perturbacdés sera
21-31) 1
17 k2 _ —_] —
+[ a+32 2"
cuja solucéo é

= V| AN <r) + Ao k)| (6.6)

com hﬁ,l)(kn) e hﬁ,z)(kn) sendo as fun¢des de Hankel de primeiro e segundo tipos,
respectivamente, = 2(T_31)

Note que em principio a solucdo acima nao se aplica nol:asc%. No en-
tanto, nesse caso, cora@ proporcional &, o potencial’” /a é nulo, exatamente
o resultado obtido pela expressédo (6.5). Entdo vemos que, por contiaudda
potencial emi, a solugéo (6.6) também vale para %

As fun¢des de Hankel tém um comportamento assintético do tipo

Wy _ €
hy”(X) = \/;(A(n)

@ _ &
hn’(X) = NG B(n),

ondeA e B séo constantes.
Assim, paray — —co, a solucao (6.6) pode ser ainda mais aproximada por
A]_ ki] Az _ kl]
u=—e1+ =g (6.7)
kK
e, impondo como condig¢&o inicial o estado de vacuo, de forma que o vpiraes
do operadop seja
1 i
pooc —
vk
obtemos N N
Ao « constanteA; =0

2Para perturbagGes escalares ha o fatgue multiplica o termo enk®. Esse fator pode ser
reabsorvido por uma redefinicdo kle
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que implica, via (6.7), que para tempos muito anteriorelscamce
p = Ao \iTh (ki) (6.8)
Usando-se a formula de recorréncia para fun¢des de Hankel
WM—WM &m

obtemos

8= 22 ) + LV, () - LN

d77 2 \/— n+1

A solugdo acima, como dito, vale pafa» —c. H4 uma solucao formal para
a equacéao de movimento (5.22) dada por [75, 80]

U 1 no_
—_Ck+Ckfd fdj—fd ] 6.10
l( ) 2( ) z(ﬁ) n az(ﬁ) U(aﬂ) ( )
Essa solucdo pode, por iteracdo, ser escrita como uma sékie em
1 k2 2 f
f dn- 2(_)f dna (ﬁ) +Cy dnaz(_)

f dnﬁ f dna’(n) f dn— +0(w‘) (6.11)

Parak suficientemente pequeno, podemos desprezar os termos em kirdem
superior, e, para a trajetoria (6.1) temos

(k). (6.9)

H o 3(1-1) '<T)
£ = Cy(K) + Ca(K Toarct
5~ C1(K) + Cak)g, oarctar

Essa solucédo vale para todo desde qué seja suficientemente pequeno. Para
T — —oo essa solugdo pode ser aproximada por

T
=C1 - Czag(d_l)To(z + —0)

a 2 T

gue leva a

~[1+3/1 8(1,_31 ]1+23/1 ~[1+3/l ]'ffssf (6.12)

Uza— 1o " 2131-) To " '
ea
du 26 [ 1+31 a5 ]1+3{ L (C1+30) [ 1+31 & 3‘]1%33 2
dp ~ 1+3231- ) T, 1+31 31— T, T

(6.13)

~ 31-2 ~
comCy = Ciag — Czag nToeCy = —Coa3' 2T,
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Parak menor do que o valor maximo do poten(aal/a(que vale 33(1‘3”)/[3(1—

/l)Tg]) havera dois instantes, que denotaremos=pas, onde o fatok? — &’ /a

se anulara. Parg muito pequeno, teremos que nesses instaait¢a sera tam-
bém muito pequeno. Dado qué3l> A > 0, isso ocorrera para suficiente-
mente grande, de forma que poderemos usar a aproximacao (6.5) paendciad,

levando a
_ V2(1-32)
ki = 1+31 °
Observe que o produtoyy é efetivamente independente klieEmn = —ny as
duas aproximacdes (6.12) e (6.8) se aplicam (fasaficientemente pequeno).
Isso significa que as expressoes (6.8) e (6.12), quando avaliadaggedevem se
igualar, bem como (6.13) e (6.9). Ou seja, obtemos um sistema de equaebes q
resolvido nos permite obt&; e G, em funcdo dej;, ag e Tp. Essa solucdo nos
mostra que
~ 304
Cl oc K2@+3y
~ 3(1-2)
Cy oc K™ 230,
E féacil verificar que nas condicdes em que estamos trabalhari@a>(1 > 0 e
k << 1) o termoC, domina sobre €.
Se agora voltarmos a solugéo (6.10) e a analisarmos “hoje”, ou sejadéaze
T — oo, ela sera dada aproximadamente por

(z _ E) _ él—ﬂ'éz _ ézTo
2 T/ & aoT

O termo em 1T pode ser desprezado nesse limite e, comolpara 1 o termoC;
domina sobré&,, teremos

B 3(1-1)
—=C1+C T
a 1 28, 0

T ~ _ 3014
'li = ——CZ oc K203 |
a

Para as perturbacdes tensoriais 0 espectro sera dado por
2

- 3L
Pr 3
que leva a
Pr =k™
com
o i
TT 1+

gue pode, por continuidade do espectro.mer aplicado ao casb= 1/3 (esse
caso foi tratado na referéncia [81]). O resultado para Universosrchdos por
poeira ou por radiacao sera entao

nr =0
poeira
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nrt =2
rad

Resultados também foram obtidos para o caso de se¢les espaciass dama
nadas por radiacao. Para detalhes ver [75]

O método de juncao traz consigo uma interpretacgao fisica clara. O potencial
V = a’/a é proporcional ao escalar de curvatura do espago-temp6 (a%). Por
outro lado, esse escalar define uma escala de comprimento caracterisiico pa
Universo,l¢, que tomaremos como senBo- 1/12. Podemos entdo considerar que
0 potenciaV esta associado a essa escala por

a2

Vv 2z
Associado ao vetor de ondietemos o comprimento de onda, comévil,~ 1/k,
que estéa relacionado ao comprimento de onda fisicd po& al. A jungéo ocorre
exatamente para a situag&o= V, que pode entao ser interpretada cotpg ~ Ic.
Assim, para tempos suficientemente afastaddsadmce os modos perturbativos
estdo comisis < l.. Ou seja, modos menores que 0 comprimento caracteristico
do Universo propagam-se como ondas livres. Isto também pode s@ratéeio
como consequéncia do fato de para escalas muito menores que a derauevatu
fisica é essencialmente regida por efeitos locais, em que a Relatividaalen&er
€ importante.

Em principio a solugéo apresentada se aplica também ao potencial defdukha
Sasaki. No entanto, em teoria de perturbagdes cosmoldgicas estamos mess inte
sados no potencial de Barde@nque representa as flutuacdes da métrica, que vao
dar origem as estruturas e ao espectro de anisotropias da radiagiitdde O
conhecimento de permite que apliquemos a equacéo (5.18) e obtenhamos direta-
mente o espectro dB. Um cuidado deve ser tomado no entanto: a equagéo (5.18)
envolve uma derivada dga. A solucéo apresentada parga (que corresponde a
v/ano caso de perturbagfes escalares) € uma solucdo constanteolsgmiiita
gue®d seja nulo, ja que em ordens superiores de aproximacédo a spilgapre-
sentara correcdes ekdn?, cujas derivadas contribuirdo pata Devemos entdo
voltar na equac&o (6.11) e calcular também os termos de detlem

A equagéo (6.11), quando derivada gne substituida a trajetéria bohmiana
(6.1) levaa

vy C1K? 1 1431
) = 22 1,513 f dx(1 + X2)3ED
(a) a2 0% X(1+x)

+%[1 — AKPTZay?®! f dx(1 + x2)3E0 arctanx
onde usamos a relag&o entre o tempo conforme e a coordénada
dn = a®"1Todx
para mudar de variavel de integracéo e definimaes T/Tg. Como estamos in-
teressados na determinagdo do potencial de Bardeen que gera &®piasaa
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radiacao de fundo, ou seja em tempos ja bastante posteriobesiace podemos
considerar, nas integrais acimay> 1 e dai vem

2,-2+61 2
s ©2T0% M m3(A- K s

vy C2 __4 1
| === 3(1-2) —C4T,
(a) 2 " C1Tod 2 5+31 &

2
o 30 o
a2 2(1+3))

Podemos entéo verificar que para os valores gige interessam ao nosso trabalho
(0 < 2 <1/3) o unico termo que sobrevive para tempos suficientemente grandes é

, 24-2+61 2
(4 =[-camontrst - ST0%T) S,
a 2 5+31 a2
Usando que para>> 1
1+32 33_3/1 S 3(1-1)
X= [ —] n 13,
3(1-1) To

vem

( \_/)’ B _[ Co CzToa{,a(l_ﬁ)ﬂ] (1+32)2 2
al ~ I 2 5+ 31

Substituindo este resultado em (5.18) e decompan@ém modos normais, obte-

mos
CaToag " x
5

Nao é dificil verificar que os termos de correcdo em or#mao alteram a
dependéncia erk dos coeficiente€; e C,, sendo responsaveis apenas por uma
mudanca em suas amplitudes. Para tanto basta aproximar emg 6. 11) valido
paran suficientemente grande. Obtém-se facilmente que as corre¢des s@e propo
cionais ak?n? e que no instante de juncdo essas correcdes, sendo proporcionais a
kznﬁ,l, séo independentes de Isso significa que as dependéncias funcionais de
C, e C, obtidas anteriormente continuam validas. Asdindomina sobre; e
obtemos finalmente

(DOC|:C]_+

3(1-1)
D oc K 2(+30)

Como o espectro de perturbacbes escalares é dado por

2k3
Ps=—5 |0
TT
chegamos ao resultado
PS o kns—l
com 121
=1+ — A4
M=t 130 (6.14)
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essencialmente o mesmo obtido para as perturba¢des tensoriais.

Note que o4 a que nos referimos é aquele do fluido que doming>¢ns>
1. Assim, o particular fluido que realizabmuncenéo é diretamente relevante.
Na realidade o papel doounceé apenas o de selecionar 0 mdgpcomo modo
dominante sem efetivamente alterar a dependéncia funcional destéfa fixeda
em-—oco.

6.2 Solucdes Numeéricas

Os resultados obtidos na secéo anterior pelo método de juncdo foraidosob
numericamente [80]. Na solu¢cao numérica, escolheu-se um vato8, 4x10°4,
gue produz um espectro cam = 1,01 segundo a equacdo(6.14). Este é um valor,
gue, embora ndo seja o que produz o melhor acordo com as obserdadddAP
[82] (ns ~ 0,97), ainda esta dentro dos valores aceitaveis.

As amplitudes, tanto das perturbactes escalares quanto das peesriEatcd
soriais tém como parametro livre a escala de curvatura caracteristimaudoe
dada por

lo =a3'To

e, para que a amplitude do espectro de perturbacdes escalares esagjoreém
com os dados observacionais obtidos do WMAP ¢é necessarity qud 0°l, um
valor muito bom do ponto de vista conceitual pois é pequeno o suficientgyara
efeitos quanticos da gravitagdo sejam relevantes, sendo ainda granfieiente
para que a equacdo de Wheeler-DeWitt ndo seja invalidada por umaadesitu
trutura discreta do espaco-tempo (como prevista por teorias como a @ oord
gravitacdo quantica com lagos). Isso torna 0 modelo altamente consistéhte. A
disto, a razdo entre as amplitudes das perturbacdes tensoriais e eScHbare-
sultou nesse modelo da ordem de 3 Guficientemente pequeno para que 0s re-
sultados possam ser considerados consistentes com os dados dg QdABn-
sideramT /S menor que 1. Uma razad /S em torno de 21, darialg ~ 350

el ~ 85x1072, que leva a dependéncia é®f, um valor muito alto. Isso nos
leva a concluir que efetivamente este modelo prevé razd8gpequenas, dando
bom acordo com os dados observacionais. Uma possibilidade ainddoiraebep

€ a de uma peguena componente de energia escura dominando o Uaiveako
gum ponto de sua fase contrativa, 0 que presumivelmente diminuiria o atgr d
aproximando-o ainda mais do valor mais aceit®0

Na figura (6.2) apresentamos o comportamento dos espectros escaku-e ten
rial, bem como da raz&o entre suas amplitudes, obtidos numericamente [80].

Na figura (6.3) apresentamos a evolu¢ao temporal do mpod@ara um valor
dek = 103 (k =: Aklp/ag) e 1 = 0.1. Note que os modos escalares apresentam
oscilagdes em sua amplitude a partiifde 10’Tq (para os valores escolhidos). Na
figura (6.4) apresentamos uma comparacédo da amplitu@® dePt para alguns
valores selecionados dte Note que os valores se tornam maiores que 1 durante o
bounceter se dado, o que poderia levar a uma inconsisténcia no nosso tratamento.
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Figura 6.2: Espectros das perturbacdes escalares e tensoriais e raz8ophara
VaTo
B

uma = 85x10% e Iy = 1474. Na figura,k =

Isto pode ser resolvido por uma escolha adequadag,dpie ainda néo foi determi-
nado pela comparagédo com as observagdes, ja que 0 que interéssateaesta
analise é o potencial de Bardeen, o qual é dado por [80]

1/2
(X vo(w + l)(lo |)
- 3/2 )

q>k RZ l1-w ao

onde f(x) € uma funcdo que descreve a evolucdo das perturbacdes no método

numérico utilizado.
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V(x)

10 T T T T T T
= |-— [Hev(x)| E
g |Om v(x)| E
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X

Figura 6.3:Evolucéo dinamica di parak = 103 e 1 = 0.1. Note quev| comeca
a oscilar apds a passagem pdiounce.
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Spectra
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Figura 6.4: Valores dePs e Pt (na figura identificado com@y,) associados as
perturbacdes escalares e tensoriais para diversos valorésade= 0.1. Note que
os valores destas quantidades se tornam maiored.auosbounce.

109



Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas
Futuras

Este trabalho mostrou que as equac¢8es simplificadas que descrevemiaaina
das perturbacdes, originalmente obtidas em modelos de cosmologia clgssica e
muito tempo tidas como exclusivas desses modelos, podem ser obtidas de forma
totalmente independente do fato da dinAmica dos graus de liberdade dazerdem
ser classica ou ndo. Isso habilita tais simplificacdes a serem consistentatiente
lizadas nos casos em que o fundo também é quantizado.

Usamos tais equacdes em um modelo simplificado existente na literatura. Nesse
modelo, um universo eterno, inicialmente dominado por poeira e em comtraca
tem sua evolucdo modificada por efeitos quanticos, entrando em umjase e
siva que desemboca, para tempos suficientemente grandes, no modéto ged
cosmologia. Mostramos que tal modelo pode representar uma boa deskrigdo
Universo pois gera um espectro de perturbagdes escalares itwalgagscala para
k pequenok € o modulo do vetor de onda das perturbagfes), em acordo com as ob-
servagoes das anisotropias da CMB. Fica assim evidenciada a réed@noetodo
desenvolvido no que concerne a comparacdo dos modelos da cosmalkifiaay
com as observagoes.

Outro aspecto importante sobre o qual nada comentamos no corpo da tese é 0
de que apesar de todos os resultados obtidos terem sido para o cadeedsos
espacialmente plano (= 0), a simplificacdo demonstrada pode ser aplicada ao
setor tensorial mesmo nos cad0s= -1 eK = +1 [79]. Esse Ultimo gera um
universo que passa por fases de expaiesétracdo ciclicas, sem nunca colapsar
em uma singularidade, ndo sendo possivel estabelecer condi¢cdes pacaizs
perturbacdes sem ambiguidade. Além disso, acredita-se que a paskagper-
turbagbes por cadaounceleva a criacdo de novos quanta perturbativos, de forma
gue ao final de um certo niumero de tais passagens a amplitude das |gédarba
cresca muito. Isso inviabiliza a abordagem perturbativa para tais motelasiso
K = -1, no entanto, todo o processo pode ser consistentemente utilizado, pois ha
apenas uma transicao contragkpansao, e espectros de ondas gravitacionais po-
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dem ser calculados. Para as perturbacdes vetoriais e escalardsaiifitalldades
técnicas a serem enfrentadas no formalismo.

Os resultados obtidos abrem algumas perspectivas para a pesqeisatiéda.
Num primeiro momento precisariamos estender o formalismo para o caso de per-
turbacdes vetoriais e escalares em secdes epaciai&kcen® e calcularmos os
espectros envolvidos. Também uma analise dos modelos dominados por campo
escalar, € uma possibilidade de continuacdo imediata do presente trabatreo. O
guestdo é a possibilidade de estendermos o formalismo para modelos com dois 0
mais fluidos. Também a possibilidade de estendermos o método até ordens mais
altas, o que permitiria fazer previsdes ainda mais precisas a serem coasueoa
observagdes, € uma questdo a ser avaliada.

Uma questao levantada pelo modelo discutido no capitulo 6 é a origem da radi-
acéo que sabidamente deve dominar o Universo em tempos posteribasae
Uma hip6tese, que ainda precisa ser mais elaborada, € a possibilidadtude pe
bacdes de muito pequeno comprimento de onda (para as quais 0 espec#o na
invariante de escala, segundo a figura (6.2)) darem origem, em totmoudce a
mini buracos negros, cujo decaimento seria a fonte desta radiacéo. thapas:
sibilidade é trabalharmos com um modelo que contenha dois fluidos, incldindo a
a radiacdo. Neste caso, o formalismo desenvolvido deveria ser gemdoalizm
como a questao das perturbacdes de entropia deveria ser cuidadiesanadinada.
Também a possibilidade de existéncia de uma fase com dominio de uma compo-
nente de energia escura anteriormentéaoncedeve ser analisada. Essas séo
guestdes em aberto, e objetivo de futuras pesquisas no assunto.

No que se refere a questdo da energia escura citada no parageaforase
tal componente realmente dominou a evolucédo do Universo em algum momento
da fase contrativa, esse dominio deve ser transiente, uma vez que arda tas-
tracao acelerada néo s¢ invalidaria a imposicao de condi¢gdes iniciaiswtepata
as perturbac6es, tornando o modelo inconsistente, como poderia levstéaca
de horizontes de particulas, aspecto indesejado em modelos cosmoldgioes.
bém a existéncia de uma fase cdmx 0 torna inviavel a redefinicdo defeita
guando do tratamento das perturbagfes escalares, fazendo neagsintrar-se
uma outra abordagem para a resolucéo da equacéo de movimento ddmafEstu

Mas certamente os resultados mais relevantes deste trabalho foram maesstrar q
as equacles simplificadas da teoria de perturbac6es cosmoldgicas ssinacla
podem ser consistentemente aplicadas em cenarios de cosmologia quantea e
mostrar a existéncia de um modelo cosmolégico quéantico que além de ndo apre-
sentar singularidades (Universo Eterno) e nem horizonte de partipalds po-
tencialmente resolver o problema da planeza e ser capaz de gerar wtncedpe
anisotropias da radiacdo de fundo que é invariante de escala. Esse ayode
senta ainda uma escala caracteristicemanceque o torna perfeitamente consis-
tente com o tratamento via equacdo de Wheeler-DeWitt. Em resumo, aprendemo
com este modelo que ndo é so inflacdo que é capaz de gerar estrutntasaE
ainda necessite de elaboracdo em alguns aspectos, o0 modelo analsasseta
como uma alternativa viavel ao paradigma inflacionario ou ainda como uma@ena
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complementar a este.
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Apéndice A

Determinacao da Acao do Setor
Gravitacional atée a Segunda
Ordem nas Perturbacoes

Seja a métrica perturbada

0

Ou = gfw) +hy,.

A sua inversa serd, desprezando termos de ordem 3 ou maior,
guv — g(0);11/ U

Nas expressdes acima os indices sdo elevados e abaixados com ondsoaiade
fundog) e de sua inversg®-.
O determinante sera

1

§=g(0)(1+h+%h2— 5

Whﬂv)
€ a sua raiz quadrada sera
1. 1 1
N _ (0 - Th2 _ TR
V=G = {-gO(1+ She+ ShE - Zheh, )

Vamos agora calcular as quantidages o}, I%,, R¢ o, R, €R sempre até a
segunda ordem efm,,,.

~ 1/, o o 1
{,UV’ at = E(g;m,v + Ovapu — guv,a) = {/,lV, a/}(O) + E(h;uy,v + hva,y - hyv,a)

B ~Bayg 1 : 1 o
P;Bw = 98 v, at = r;(fx)/)ﬂ + E(hg,u;v + th;u = hyy 'ﬂ) - éh ﬁ(hav;u + Ny — huv;a)
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~ ~ ~ ~ ~ 1
R vap = Fl;p,a/ - rlafa,p + rffprléa/ - ri(lrlélp = R(O)IJ vap t E(hu vipa T hup;va/

. . 1,0
_hvp H a h viap — h a,vp + hav "up) - éwl ;(t(ha'v;p + ha’p;v - hpv;(r)
1 o 1 o
+§hu ;p(h(rv;a + h(Ta;v - hav;tr) - Ehu (hav;pa + hO'p;va - hvp;O'a - ha’v;ap

_hO'a/;vp + ha/v;(rp) + %[(hf Vip + hE PV hpv ;E)(hu [ + hu ae hae ;ﬂ)

_(hE v, + h€ a,y hozv ;6)(hu €,p + hup;e - hpe ;,u)]

- s o 1 : -

Ry =Ry = (p) + Q(hu viou + W gy = hyp H = h;vp) - ;u(hcrv;p

1 o 1 o

Ehu (hav;pu + h(rp;v;z - hvp;(ry - ha’y;vp) + Zhu ;ph;m';v
1

+%1h;6(h6 vip + 1o =y ;E) - Z(he v = Py ;6)(huﬂ;f - he ;ﬂ)

+h0‘p;v - hpv;o-) -

R= ﬁﬂvggw = RO+ v = W =7+ R R+ Zh(m;vhffu;v

l " 1 VE, V
M = Shy i H R,

-hhe "y, + Hhye + H7h, Y, — 2

—WPH 4+ Y PR,

Por fim, a acdo sera

~ 1 ~
S=-4 f d*x /-8R = SO + 6:S + 6,S

com

1
s L [[dheyge

1 4
2= f d*xygh" GO
1 4 (0) o v o 3 TV (o TTPRY
6 =~ [ dxy-g (—h D Y
. 1 : 1 .. 1
TR = 2R = SRR — Ry PR Ry TOPRED 4 Sh
1,,, 1 .. 0 1 1., ”
~Shh = SR + Zh2RO - 2, RO + hW).
Através de integrais por partes obtemos
1 S 1, , 1, ., 1.
628 = @ fdAX —g(o)[zw ! hﬂy;a — Ehﬂ ;Vhﬂp P + Eh;ﬂhu v~ Zh;ﬂh"u

1 enanp0) 1 7 apuB \p0) v 12R(0)
S Pen R, + E(hh" —h, °h* )R{w +(h“ s = 5 )T]
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Por fim, através de
R

6(gvega,u - gv;tgae),

1
Rvozf,u = Wvozs,u - E(gvu R(xe + Rv,ugaf - gveRa,u - RVEg(l/,t) -
a acdo acima se torna
1 . 1, 1., 1.
628 = @ fd4X —g(o)[zhu ! h'w,;w - Ehﬂ ;thp 3 + Eh;#hu = Zh;#h’ﬂ

1 1, ,\RY
Q, hﬁv (0) v 2
—éh H Waﬁyv"'(“ h/JV_ Zh )—6 ]
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Apéndice B

Obtencao da Acao de um Fluido
Expandida até a Segunda Ordem
nas Perturbacoes

Na presenga de perturbagfes as particulas do fluido sdo desloeadasasd
posi¢des originais¢, ao longo do vetor infinitesimal', que parametriza as per-
turbacdes.

%= Xy + & (B.1)

A métrica perturbada no ponto+ £ sera

~ ~ ~ 1,
g/tv(XO + ‘f) = g,uv(XO) + guv,a'fa + Egyv,aﬁfafﬁ, (BZ)

cujo célculo explicito das componentes leva a

\J2

Boo(Xo + &) = N2(1 +2¢ + 2%)(0 + 4%@ + 20y + 201" + %}(2 + %X 2)

Goi(¥o + £) = -NaA — NaAy — NaAy — NaAjy — NaA jy/
Gij (%0 + &) = —a%yij + &aj — 2aayijx + 2436y + ajx* — Aayijx 2 - &yijx 2
(B.3)
Para a obtencéo dessas expressfes, usamos o fatd gué e fomos para um
sistema de coordenadas cartesiano, no gyak= 0. O resultado final desses cal-
culos (densidade de particulas, de energia e a agdo) sendo quantetedgiais,

sera valido em qualquer sistema de coordenadas.
Das expressdes acima tiramos

~ 5(X’8 + &) d(xy + &) (o)a)dgj) o N )
G0+ = = (Vg5 g J(L+ 20+ 2+ 20
HANOX +20x + 2000 + X T + vl +Agx A Hx T - 25 A

3.2 i B.4
_W'YIJXX) (B.4)

116



onde escolhemas = x° e usamos que as particulas do fluido ndo perturbado s&o
comoveis com as coordenadas utilizadas.

Dai obtemos
(X + &) A + &) 13 I%g 0%, 12 N
[gW(XO £) do do ] [’“(XO)a 60‘] [1+¢+NX
+Y + —dxy + dy + +}N + N ——Ai'i
X N¢X ox + dix’ 2NX ¢x + NXX N W
1a2 ... 1
~SaE Y - §¢2]- (B.5)
Por outro lado temos
1
\/__g,a = E ‘/__gguv,agﬂv (BG)

_g l g v v vV
H,aﬁ = g(égpmﬁgw,ago gu + g,uv,aﬁgu + g,uv,agu ,ﬂ)’ (B-7)

que permite-nos calculay—g(xo + &).
N 3a

VB0 + ) = g<°(xO)[1+¢——e+Nx+— 28 Seh+ SAA
—}6 el + 16 +— —}EE + —¢ —§—E + dx + ¢

26 s X = SNX T oY 2 X+ dx + pix

1, . 1 , &, 3a ,
—E)’”Gj,k/\{ _§6X+3N_68( +3¥)( +§NX 53¢ ] (B.8)

O jacobiano da transformac&o do sistema de coordenadas lagrarajiano (
para o sistema eulerianmg(+ &) sera

Ixo + &) = Jo[1+ giz 2(‘950) _ }E@] _ J0[1+)'( X

OX® 2 0X8 ox*
+§)(i X - xax - éX' ! ,i] (B.9)
ondeJy é 0 Jacobiano ndo perturbado.
O produtov=g(xo + £)J(Xo + &) sera
. 1 N 3 . , 1
V=0(%0 + )I(%0 + €) = —Q(O)Jo[l TP et NX XXX - §¢2
1 1, 1N 3a
——6¢+ A.A - ZE”EJ + 86 + ¢)(— §N6X+3 dx — E_EX+¢X
i 1 ik 1 5 , 1IN 34
+oix' — Z)"inj,k)( — ot 3N_aX + 3;?( + ENX + Ea)( + oy
IR AR e Rl S Il D G P 35)()( i+ EX DN
(B.10)

o 1
+xx' i —xix - 7(' ! ,i]
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e 0 inverso desta expressao sera

[ V7800 + 9300+ 8)] = [-g00030| [1-0+ 2e- gx Bk

.3 1 1. .1 . 1, 1IN : Co1
Y V.2 = AN = -2 _ ='v _ R I | P ¢
X it ¢ 26¢ 2A|A + 7A€ + g€ TS X ox — dix + 27 €ij kY

_IN 2—§9 24 i+}i-j-+N2 +6‘I3l2 2,241
+—oy + 3 + oy + 3a L ! + 3 N
¢X ¢X oY + oy 52X 26)( 26){ J Na(v XX
N 1.
+N)()( it 35)0( + 35)()( it 56){]- (B.11)

Substituindo todas essas expressdes na férmula para a densidadécdéapa
vem
A(xy+€) 0G+€") 1 1

F[8. (%0 + 1 ' i %
[gﬂ (XO é:) do do ] =n 1+ —€— %X_/\/I ,i — EAVYI

A% + &) =
V=0(x0 + €)I(x0 + £) 2
_}a_z __A|A|+1 |J+1 +1 +1 _§_
2 N27|J)(X 4616 86 26)( 26)( ZaX +x |)(
a2 3a 1
+2)( ! it65 —x°+ 2)( B% JT 5 T 26){ |+3—XX .] (B.12)
Expandindo de volta para o ponx'éteremos
1 .olal 1
f(xo) = n[l"' Ef X l +XX IR +X ul)( - _Ai)( - EWMJXX - _AiA + —€|J"fJ
1, : 1
+§€ + XX + EXI i+ 5)(' i 1j — 56)(' Ii]- (B.13)
A acao sera por fim
S =50 416S+6,S (B.14)
com
SO = _ f dBxNayzpo (B.15)

01S = fd4XNa37 (oo + po)( €E—X |,) Napofd‘le% %e) (B.16)
1 1 . 1 1. 1 .
62S = — fd4XN§y%{po(—§¢2 + EAiA' - ox' |i) + p0(§€¢ + ZEIJGij - 562 - oy’ |i)
—5(o+ po)(m)()(i + 2 A + AiA)+ 5Cs(oo + po)(zf +X X~ ex |i)}

(B.17)
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