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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo detalhado de um modelo de unificacao da
matéria e energia escuras baseado em uma extensao da Lagrangiana de Born-Infeld para
um campo escalar. Mostramos que este modelo apresenta algumas vantagens em relacao a
outras propostas de unificacao. Por exemplo, sua velocidade do som pode se anular tanto
na configuracao em que o campo escalar representa a matéria escura quanto naquela em
que ele atua como constante cosmoldgica. Além disso, o valor maximo da velocidade
do som pode ser bem inferior ao da velocidade da luz e pode ocorrer antes do inicio da
expansao acelerada do Universo. Investigamos a dinamica das solucoes espacialmente ho-
mogéneas e verificamos que a Cosmologia de de Sitter é um atrator para grande parte das
configuragoes iniciais, especialmente para as que representam um Universo com pequena
curvatura. Finalmente, comparamos as previsoes tedricas do modelo no caso plano com
dados de Supernova do tipo la. Verificamos que ele é compativel com estes dados para

um amplo intervalo de valores de seus parametros.
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Abstract

In this work we present a detailed study of a dark energy and dark matter unification
model based on an extension of the Born-Infeld Lagrangian for a scalar field. We show
that this model has some advantages over other unification proposals. For example, its
sound velocity can vanish both in the configuration where the scalar field behaves as dark
matter as well as when it acts as a cosmological constant. Furthermore, the maximum
sound velocity can be smaller than the speed of light and it can be attained before the
acceleration starts. We investigate the dynamics of spatially homogeneous solutions and
verify that the de Sitter cosmology is an attractor for most of the initial configurations,
especially those representing a Universe with small curvature. Finally, we compare the
theoretical predictions of this model for the flat case with type Ia Supernovae data. We

verify that the model is consistent with this data for a wide range of parameter values.

v



Sumario

Agradecimentos . . . . . ... i
Resumo . . . . . . . e iii
Abstract . . . . . . iv

1 Introducao 1
2 Contetido material do Universo e quartesséncia 5
2.1 Matéria e energia escuras . . . . . . ... ..o 5)
2.1.1  Matéria escura . . . . ... )

2.1.2 Emergiaescura . . . . . ... Lo 8

2.2 K-esséncia . . . . . .o 11

2.2.1 Tensor de energia-momentum e equacao de estado para a k-esséncia 13

2.3 Quartesséncia . . . . .. ... 14
2.3.1 Flutuacoes e quartesséncia adiabatica e nao adiabatica . . . . . . . 16
2.3.2  Quartesséncia convexa . . . . . . .. .. 18
2.3.3  Quartesséencia do tipo degrau . . . . . . . ... ... 22

2.4 Quartesséncia a partir de k-esséncia puramente cinética . . . . . . . . . .. 22

3 O modelo de Born-Infeld Estendido e a sua dinamica em um Universo

homogéneo 25
3.1 Lagrangiana de Born-Infeld estendida . . . . . . . . .. ... ... ... .. 25
3.2 Modelo de Born-Infeld Estendido com >0-Caso1 . .. ... ... ... 28
3.2.1 Equacaodeestado . . . . . ... ... ... .. 29
3.2.2 Velocidade dosom . . . .. .. ... ... .. 31



3.2.3 A aceleragao do Universo . . . . . . . . . .. .. .. ... .. ...,
3.2.4  Dinamica de solugoes espacialmente homogéneas . . . . . . . . . ..
3.3 Modelo de Born-Infeld Estendido com < 0-Caso2 . ... ... ... ..
3.3.1 Equagaodeestado . . . .. .. ... ... L
3.3.2 Velocidadedosom . .. .. .. ... ... ... ... ...
3.3.3 A aceleracao do Universo . . . . . . . . . . . ... ...

3.3.4 Dinamica de solugoes espacialmente homogéneas . . . . . . . . . ..

Limites observacionais a partir Supernovas do tipo Ia no modelo de

Born-Infeld Estendido
4.1 Propagacgao da luz e o desvio para o vermelho . . . . . . . ... ...
4.2 Distancia de luminosidade . . . . . . . . ..o
4.3 Supernovas dotipola. . . . . . . . ..
4.4 Estimativa dos parametros e intervalos de confianca para dados de Super-
novado tipola . . . . ..
4.5 O parametro de Hubble para o modelo de Born-Infeld Estendido . . . . . .
4.5.1 Casol . . . . . e
452 Caso2 . . ..
4.6 Limites de Supernovas do tipo Ia no modelo de Born-Infeld Estendido . . .
4.6.1 Marginalizacao analiticaem Hy . . . . . . . . .. .. .. ... ...

4.6.2 Confrontamento do modelo de Born-Infeld Estendido com dados de

Conclusoes e perspectivas futuras

Decomposicao 143 covariante da Relatividade Geral
A.1 O tensor energia-momentum e as equagoes de movimento . . . . . . . . ..

A.1.1 Decomposicao 1+3 covariante da Relatividade Geral . . . . . . ..

A.1.2 O modelo de Friedmann . . . . . . . . . . . ... ...

Referéncias Bibliograficas

vi

74

79

81
81
83
95

99



Lista de Figuras

2.1

2.2

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5
3.6

Equacao de estado para um modelo de quartesséncia com p = —%. A linha
tracejada representa a equacao de estado do vacuo, onde p, = —p,. O
ponto corresponde & P = Py . . . 0 e e
Equacao de estado para quartesséncia tipo degrau com =3 e 0 = 0,4.

A linha tracejada corresponde ap=—p. . . . . . .. .. ...

Dependéncia da Lagrangiana do modelo de Born-Infeld Estendido com 3 >
Oemrelacaoa I . . . . . . oo oo
Equacao de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com § > 0 para
varios valores de I'. A linha tracejada representa a equacao de estado para
O VACUO. '+« v v v v e e e e e e e e
Equacao de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com 3 > 0 onde
p e p sao normalizadas por p e p do modelo Milne-Born-Infeld para varios
valores de I': I' = —0,249 (azul), I' = —0,12 (vermelho), I' = 0 (verde),
I' = 1 (laranja) e I' = 10 (rosa). A linha tracejada mostra a equagao de
estado para 0 VACUO. . . . . . . . . ...
Velocidade do som ao quadrado ¢? em fungao de W no intervalo W,,q, >
W > W,, para os seguintes valores de I' : —0,245; —0,12; 0; 0,05; 1 e

10 (da curva inferior a superior, onde a curva tracejada representa I' = 0).

2

Cmae €M funcaode I'. . 0 0L

Velocidade do som ao quadrado maxima c
Velocidade do som ao quadrado ¢ em fungao de p’ para os seguintes valores
de T' (de baixo para cima): —0,24;—0,12;0;0,3;1 e 10, onde a curva

tracejada representa I'=0. . . . . . . .. ..o

Vil



3.7 Velocidade do som ao quadrado ¢? em fun¢io do parametro da equagao de

estado w para os seguintes valores de I" (de baixo para cima): —0,249;—0,12;0;0,1;1

e 10, onde a curva tracejada representa I'=0. . . . . . . . ... ... ... 37
38 Wyemfuncaode I'. . . . . . . . . . 38
3.9 W, e W, em funcao de I'. Ambos sao iguais paral'=0.. . . . . . .. . .. 39
310 A(Wy) e, emfuncaode T . . .. ..o .o 39
3.11 Diagramas de fase para o Caso 1 para varios valoresde I'. . . . . . . . .. 41
3.12 Diagramas de fase para o Caso 1 para varios valoresde I'. . . . . . . . .. 42

3.13 Dependéncia da Lagrangiana do modelo de Born-Infeld Estendido com 3 <
Oemrelacao a I'. . . . . . . o oo 43
3.14 Equacao de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com § < 0 para
os seguintes valores de I' (da curva superior a inferior): 0,1;1;10;100. A
reta tracejada representa a equagao de estado para o vacuo. . . . . .. .. 45
3.15 Velocidade do som ao quadrado ¢? em fungao de W para os seguintes valores
deT':0;0,5;1;10;100 (da esquerda para a direita). . . .. ... ... .. 46
3.16 Velocidade do som ao quadrado ¢ em funcao de p’ para os seguintes valores
deI':0,1;1;10;100 (da esquerda para a direita). . . . . . . .. ... ... 47
3.17 Velocidade do som ao quadrado ¢? em fungio do parametro da equagao

de estado w para os seguintes valores de I" (da curva inferior a superior):

0, 1:15000 + o o o 48
318 Wyem funcaode I'. . . . . . . . .o 48
319 Z(W,)em funcao de T'. . . . . . . . .. L 49
3.20 Diagramas de fase para o Caso 2 para diferentes valoresde I'. . . . . . . . 51

4.1 Fungao densidade de probabilidade p(). A area preenchida corresponde a
valores de 6 cuja probabilidade é dada pelo nivel de confianca C'. . . . . . . 63

4.2 Fungao densidade de probabilidade p(f) para o caso gaussiano. A &rea
preenchida corresponde a valores de 6 cuja probabilidade é dada pelo nivel

de confianca C'. . . . . . . . .. 64

viil



4.3

4.4

4.5

4.6

A curva sélida representa p’ exato e as curvas tracejadas representam os
limites para a — 0 (verde) e a — oo (laranja) para o caso em que I' = 1,2
e Wo=0,54. . . .
A curva sélida representa p’ exato e as curvas tracejadas representam os
limites paraa — 0ea — oo paraocasoem que '=3e Wy =1.. . . . ..
Contorno de confianca para Ax? = 2,3 (interna) e Ax? = 6,17 (externa)
parao Caso 1. . . . . . . ..
Contorno de confianga para Ax? = 2,3 (interna) e Ax* = 6,17 (externa)

para o Caso 2. . . . . ..

X



Lista de Tabelas

4.1 Ax? em funcao dos niveis de confianca C' e dos graus de liberdade v.



Capitulo 1

Introducao

Um dos grandes desafios da Cosmologia atual é compreender a natureza da matéria es-
cura e da energia escura. No contexto da teoria da Relatividade Geral, estas componentes
sao necessarias para explicar dois fenomenos distintos: a dinamica das estruturas desde
escalas galacticas até as maiores escalas observadas e a expansao acelerada do Universo,
respectivamente. Apesar de haver alguns candidatos a matéria escura propostos pela fisica
de particulas, ainda nao héa evidéncias experimentais de que estas particulas existam. A
existéncia de uma constante cosmoldgica positiva nas equacgoes de Einstein é a explicacao
mais antiga e simples para a expansao acelerada. Entretanto, se a constante cosmologica
for associada a energia do vacuo, surge uma discrepancia de aproximadamente 120 ordens
de grandeza entre o valor tedrico obtido no contexto da teoria quantica de campos e o va-
lor observado. Muitos outros modelos de energia escura tém sido propostos, notadamente
os baseados em campos escalares. O fato de termos duas componentes cuja natureza é
desconhecida nos leva a indagar se seria possivel descrever a fenomenologia associada a
elas a partir de uma unica componente. Esta idéia levou a proposta da unificacao da
matéria e energia escuras, onde um unico componente seria responsavel pela formagao de
estruturas e pela expansao acelerada do Universo.

Neste trabalho estudamos um modelo que se propoe a unificar estas duas compo-
nentes em um cendario conhecido como quartessencia. Este modelo é descrito por uma

Lagrangiana com termo cinético nao canonico para um campo escalar. Em particular, a



Lagrangiana é dada pela raiz quadrada de um polinomio quadratico do termo cinético do
campo escalar e pode ser pensada como uma generalizacao da Lagrangiana de Born-Infeld.
Por causa disto, este modelo é chamado de Born-Infeld Estendido.

Uma motivagao para a escolha do modelo de Born-Infeld Estendido se deve ao fato
de que, ao contrario de outros candidatos a quartesséncia, sua velocidade do som pode
se anular préximo do estado de constante cosmoldgica. Isto poderia evitar os problemas
relacionados a formacao de estruturas presentes em outros modelos de quartesséncia.

Um estudo detalhado do modelo de Born-Infeld Estendido foi realizado nesta dis-
sertacao, sendo que primeiramente mostrou-se que a dinamica dada pela Lagrangiana ¢
equivalente aquela de um fluido perfeito. Obtivemos a equacao de estado e investigamos
suas propriedades. Observamos o comportamento da velocidade do som, uma quantidade
fundamental associada a evolucao das perturbacgoes de densidade. Esta quantidade foi
analisada em funcao dos parametros do modelo e, desta forma, foi possivel verificar que
de fato ela pode assumir um valor muito pequeno na época da formacao de estruturas,
o que ¢ desejavel e representa uma vantagem em relacao a outros modelos. Estudamos
a aceleracao do Universo e a relacionamos com a velocidade do som. Verificamos que
a velocidade do som pode atingir o seu valor méaximo antes ou depois que a expansao
comega a acelerar, dependendo do valor de um parametro do modelo. Além disso, quanto
mais cedo a velocidade do som atingir o seu maximo, menor sera esse valor.

Feito isso, dedicamos nossa aten¢ao a dinamica do modelo para configuracoes espaci-
almente homogéneas e isotropicas, uma vez que as observacoes atuais indicam que 0 nosso
Universo é homogéneo e isotropico em grandes escalas. Construimos alguns diagramas
de fase e determinamos varias trajetérias. Verificamos que o estado que representa a
configuracao de constante cosmoldgica é um atrator para uma boa parte das solugoes em
expansao.

Para finalizar o estudo deste modelo, comparamos as suas previsoes tedricas para
o caso de um Universo plano com dados observacionais recentes de Supernova do tipo
[a. Para tal, determinamos o parametro de Hubble e a distancia de luminosidade neste
modelo. Posteriormente, fizemos uma analise estatistica usando dois cédigos distintos que

desenvolvemos (um em Fortran e outro usando o aplicativo Mathematica) para limitar os



parametros do modelo. Verificamos que o modelo de Born-Infeld Estendido é compativel
com estes dados observacionais, porém eles nao limitam significativamente os parametros
do modelo.

Esta dissertagao esta estruturada da seguinte maneira: no Capitulo 2 fazemos uma
revisao sobre os cendrios da quartesséncia e da k-esséncia, apresentando suas propriedades
e seus problemas e citando alguns candidatos. No Capitulo 3, que é inteiramente original,
apresentamos o estudo detalhado do modelo de Born-Infeld Estendido descrito anterior-
mente relativo a equacao de estado, velocidade do som, aceleragao e dinamica das solugoes
espacialmente homogéneas. No Capitulo 4 fazemos uma breve revisao sobre a utilizacao
de Supernovas do tipo Ia para limitar os parametros do modelo e sobre a andlise estatistica
utilizada para isso. Discutimos a deducao da distancia de luminosidade e obtemos esta
quantidade para o modelo de Born-Infeld Estendido. Confrontamos pela primeira vez este
modelo com os dados de Supernovas do tipo Ia, obtendo assim os contornos de confianca
para os parametros de interesse e discutimos os resultados. No Capitulo 5 apresentamos
as conclusoes e comentamos os resultados, além de indicar as perspectivas futuras para
a continuidade deste trabalho. Finalmente, no Apéndice A revisamos o formalismo 1+ 3
covariante da Relatividade Geral e apresentamos algumas equagoes importantes que serao
usadas ao longo desta dissertacao. Também discutimos o caso particular de um Universo
homogéneo e isotropico e apresentamos as relacoes relevantes que serao utilizadas quando

considerarmos tal caso.






Capitulo 2

Conteudo material do Universo e

quartesséncia

2.1 Matéria e energia escuras

Existem atualmente modelos cosmoldgicos que explicam de forma bastante satisfatéria
a histoéria do Universo, pelo menos da nucleossintese primordial em diante. Esses modelos
reproduzem com precisao diversas propriedades observadas do Universo, como a radiacao
césmica de fundo em microondas, a abundancia de elementos leves e a estrutura em
grande escala. Entretanto, geralmente é assumida nesses modelos a existéncia de dois
componentes desconhecidos que dominam a dinamica do Universo: a matéria escura e
a energia escura. A seguir, faremos uma breve revisao sobre estes dois componentes,

discutindo suas evidéncias observacionais e apresentando alguns candidatos para eles.

2.1.1 Matéria escura

A evidéncia mais direta da existéncia de matéria escura em escalas galaticas foi des-
coberta na década de 1970 por Rubin e provém das medidas das curvas de rotacao das

galéxias espirais, que fornecem a velocidade de rotacao de estrelas e gas em funcao da



distancia ao centro galdctico [1]. O fato de a velocidade ser aproximadamente constante
a grandes distancias do centro galdctico implica na existéncia de um halo com massa
M(r) o< r e densidade p o< 1/r?, onde r é a distancia ao centro galdctico. No entanto,
nao ha sinal de matéria visivel em nenhum comprimento de onda que apresente estas
caracteristicas.

Na escala de aglomerados de galaxias, a primeira evidéncia da matéria escura surgiu
em 1933, quando Zwicky e colaboradores [2] inferiram, a partir de medidas da dispersao de
velocidades das galdxias no aglomerado de Coma, uma razao massa-luminosidade (M /L)
superior a das estrelas em duas ordens de magnitude. O mesmo resultado foi obtido para
outros aglomerados estudados. Portanto, a maior parte da massa dos aglomerados nao
pode estar sob a forma de estrelas, ou seja, a matéria luminosa é insuficiente para explicar
os movimentos das galaxias nos aglomerados.

Além da dispersao de velocidades, ha varios outros métodos complementares para
estimar a massa de aglomerados de galaxias. Por exemplo, podemos utilizar o efeito de
lente gravitacional, onde a distor¢ao de imagens de objetos distantes devido a presenca
de um aglomerado na linha de visada entre o observador e o objeto esta relacionada
com o pogo de potencial gravitacional e, conseqiientemente, com a massa do aglomerado.
Também podemos utilizar o espectro na faixa de raios-x da radiagao emitida pelo gés
rarefeito que permeia o aglomerado para determinar a sua temperatura. A partir desta e
supondo que o gas esta em equilibrio hidrostatico é possivel obter o potencial gravitacional
que segura este gas e assim determinar o massa do aglomerado. Esta também pode ser
inferida através do efeito Sunyaev-Zel’dovich, no qual a radiacao césmica de fundo em
microondas tem seu espectro distorcido por elétrons através de espalhamento Compton
inverso.

Estas estimativas da massa obtidas através de diversos observaveis sao consistentes
entre si. Juntamente com observacoes da aglomeracao da matéria em grandes escalas, esses
resultados indicam que a densidade total da matéria corresponde a aproximadamente 25%
da densidade de energia do Universo.

Todas as medidas de massa baseadas na dinamica, desde a escala galdctica até a

estrutura em grande escala do Universo, resultam em valores muito maiores do que a



massa inferida através de sua distribui¢ao luminosa. A maior parte da matéria do Universo
é escura, ou seja, nao ¢ detectada em nenhum comprimento de onda.

Até aqui discutimos evidéncias da existéncia de matéria escura. Em principio, esta
poderia ser composta por matéria ordinaria formando objetos frios que nao emitem luz.
No entanto, existe outro conjunto de evidéncias que indicam que a matéria escura nao
pode ser barionica.

A primeira delas vem da observagao da abundancia de elementos leves no Universo.
Calculos da nucleossintese primordial prevéeem esta abundancia em funcao da densidade
de barions. Comparados com os dados observacionais estes resultados mostram que apro-
ximadamente 4% da densidade de energia do Universo corresponde a matéria barionica.
Como a densidade de matéria corresponde a cerca de 25% da densidade de energia do
Universo, chegamos a conclusao de que a maior parte da matéria escura do Universo deve
ser nao barionica.

Outra evidéncia provém do aglomerado da Bala (formado pela colisao de dois aglo-
merados de galdxias ocorrida ha cerca de 150 milhoes de anos) e de outros aglomerados
que sofreram colisao recente, onde as galaxias, o gds e a matéria escura se comportam
de forma distinta, o que permite estuda-los separadamente. As galaxias dos aglomerados
se cruzam sem sofrer colisdes. Os gases dos dois aglomerados, que representam a maior
parte da matéria barionica destes, interagem fazendo com que se concentrem na regiao da
colisdao. Ja a matéria escura, que é detectada através do fenomeno de lente gravitacional,
se concentra nas regioes proximas das galaxias. Isto indica que a matéria escura nao segue
a distribuicao da maior parte da matéria barionica, ou seja, apesar de estar dispersa em
todo o aglomerado, ela nao sofre colisoes, ao contrario de um gas ordinario.

Uma terceira evidéncia do fato da matéria escura nao ser barionica é proporcionada
pela distribuicao de matéria em grandes escalas. Antes do desacoplamento entre matéria
e radiacao, as flutuagoes na componente barionica nao evoluem, uma vez que a matéria
barionica interage fortemente com a radiacao. Ja as perturbacgoes de matéria escura
podem evoluir na era dominada pela matéria e comecar a formar estruturas. Apods o
desacoplamento, as perturbacoes na matéria barionica sao induzidas pelas flutuacoes da

matéria escura. Em razao disso, a matéria escura ¢ a principal responsavel pela formacao



das primeiras estruturas em grandes escalas. Sem ela, as flutuacoes seriam muito menores
pois, no momento do desacoplamento, dp/p para a matéria barionica era da ordem de 107°
e nao teria havido tempo suficiente para produzir as estruturas em grande escala que sao
observadas hoje.

Outra medida das abundancias de matéria barionica e nao barionica pode ser obtida
através da analise de espectro das flutuacoes da radiacao cosmica de fundo em microondas.
Novamente, a conclusao é de que a matéria escura nao barionica é necessaria para explicar
o espectro observado.

Existem na literatura muitos candidatos a matéria escura. Os axions [3], introduzidos
na fisica de particulas para resolver o problema da violagao da simetria CP (conjugacao de
carga e paridade), sdo geralmente discutidos como candidatos a matéria escura pois eles
devem interagir fracamente com as particulas ordindrias (barionicas). Entretanto, a maior
classe de candidatos, constituida por dezenas de particulas sugeridas, é a classe de WIMP,
que equivale a abreviatura em inglés de particulas massivas que interagem fracamente. O
WIMP mais popular é o neutralino previsto pela supersimetria [4, 5]. Apesar de todos
estes e outros candidatos haverem sido propostos para a matéria escura, ainda nao ha
nenhuma evidéncia experimental de que tais particulas existam. Para uma revisao sobre
candidatos a matéria escura veja [6].

Outra importante classificacao é entre a matéria escura “fria” e “quente”. Um can-
didato a matéria escura é chamado “quente” se, na época da formacao de galaxias, ele
se move com velocidades relativisticas e “frio” se, nesta mesma época, ele se move com
velocidades nao relativisticas. A matéria escura quente nao pode se aglomerar em escalas
de galaxias até que ela se resfrie e tenha velocidades nao relativisticas. Assim, ela geraria
um espectro de flutuagoes diferente da matéria escura fria. Observagoes da estrutura em
grandes escalas mostram que a maior parte ou a totalidade da matéria escura deve ser

fria.

2.1.2 Energia escura

H4a uma década atras, andlises da relacao entre o desvio para o vermelho e a lumino-



sidade de Supernovas distantes do tipo Ia [7, 8] indicaram que a expansao do Universo é
atualmente acelerada. Esta aceleragao fornece fortes evidéncias para a existéncia de uma
componente de energia escura com pressao negativa.

Além de explicar a expansao acelerada do Universo, a existéncia da energia escura é
necessaria para conciliar as medidas da geometria do espago com a quantidade total de
matéria no Universo. Medidas da radiacao césmica de fundo em microondas, mais espe-
cificamente da localizacao do pico do espectro das anisotropias de temperatura, indicam,
com uma precisao melhor do que 10%, que a geometria do universo é aproximadamente
plana. Dessa forma, a densidade de energia do Universo deve ser aproximadamente igual
a densidade de energia critica. Conforme a discussao da se¢ao anterior, existe um con-
junto de evidéncias complementares que indicam que a quantidade total de matéria no
Universo, incluindo tanto barions quanto a matéria escura, representa aproximadamente
25% da densidade de energia critica do Universo. Isto implica na existéncia de uma forma
adicional de energia que corresponde aos outros 75% da densidade de energia critica.

Outras evidéncias da existéncia da energia escura foram sugeridas por uma série de
observagoes astrofisicas, que incluem a abundancia de aglomerados de galdxias em funcao
do desvio para o vermelho, a evolugao das estruturas em grande escala e uma combinacao
de outros observaveis que dependem dos parametros cosmoldgicos, inclusive da densidade
de energia escura.

Apesar das evidéncias indicarem a existéncia da energia escura, a sua natureza fisica
ainda é desconhecida. Sabe-se somente que ela possui pressao negativa e que nao interage
através de outras forcas fundamentais a nao ser a gravidade. A candidata mais tradici-
onal e simples para a energia escura é a constante cosmologica A proposta por Einstein.
Uma constante cosmoldgica, cuja pressao negativa causa a aceleracao da expansao do
universo, poderia ser responsavel por 75% da densidade de energia faltante, sem interferir
significativamente na formacgao de galdxias. A origem fisica da constante cosmolégica
pode ser a energia do vacuo da fisica de particulas. Entretanto, estimativas heuristicas
do valor da densidade de energia do vacuo baseadas em uma escala de corte escolhida
como sendo a escala de Planck estao em total desacordo com os valores inferidos a par-

tir de dados observacionais. Mais especificamente, a densidade de energia da constante



cosmolégica observada é aproximadamente 120 ordens de grandeza menor do que a densi-
dade de energia do vacuo. Este problema é chamado problema da constante cosmoldgica.
Outro problema relacionado a constante cosmoldgica consiste no fato de as densidades de
energia da matéria escura e da energia escura serem comparaveis no tempo atual. Se a
energia escura for realmente uma constante cosmolégica, sé ha um curto periodo de tempo
na evolucao do Universo em que elas sao comparaveis, entao porque isto esta acontecendo
atualmente, ou seja, no periodo em que podemos observa-la? Este problema é chamado
problema da coincidéncia cosmica.

O modelo que representa o conteido material do Universo mais utilizado ¢ o chamado
ACDM, que denota um Universo composto de matéria escura fria e constante cosmoldgica.
Este modelo explica de forma satisfatoria as observagoes da radiacao césmica de fundo
em microondas, bem como as observagoes de Supernovas do tipo la e da estrutura em
grandes escalas, entre outras.

Apesar da constante cosmoldgica ser a hipdtese mais simples para a energia escura, os
problemas mencionados acima levaram a procura por alternativas para a sua natureza.
Varios outros candidatos a energia escura tém sido propostos e, entre estes, os modelos
com campo escalar sao uma subclasse importante e popular. A caracteristica basica
desses modelos é a pressao negativa, que, segundo as equacoes da Relatividade Geral,
causa a expansao acelerada do Universo. Uma segunda caracteristica compartilhada pela
maioria desses modelos é que as perturbacgoes de densidade do campo escalar nao afetam
o processo de formacao de estruturas.

Um desses cendarios é conhecido como quintesséncia [9, 10, 11, 12] e descreve um campo
escalar ¢ com uma Lagrangiana padrao £ = X — V(¢) onde X = %gaﬂqb;agb;g corresponde
ao termo cinético. Outra proposta consiste em campos escalares fantasmagéricos [13, 14],
que possuem o termo cinético com sinal invertido. Também existe uma possibilidade mais
geral, conhecida como k-esséncia [9, 15] que corresponde a uma teoria de campo escalar
descrita por uma Lagrangiana com termo cinético nao linear em X. Uma lista com varios
modelos de energia escura pode ser encontrada em [16].

Outra possibilidade é considerar que o campo escalar que atua como energia escura

seja também o responsavel pela matéria escura. Como nao temos muito conhecimento
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sobre a natureza destas componentes, esta possibilidade de unificacao vai de encontro
com a busca da fisica pela simplicidade. Para que isso ocorra, o campo responsavel
pela quartesséncia deve ter pressao negativa em grandes escalas e pressao desprezivel
em pequenas escalas. Este cenario é chamado de quartesséncia e entre as suas possiveis
implementagoes estao modelos no qual a unificacao é feita através de uma equacgao de
estado efetiva com motivacao fenomenologica, como o gas de Chaplygin generalizado, e
modelos de campo escalar com termo cinético nao canonico, como a k-esséncia puramente
cinética. A seguir faremos uma revisao destes modelos, apresentando as suas vantagens e
também os problemas que eles podem apresentar. Para uma breve revisao sobre modelos

de unifica¢do da matéria escura usando cosmologias com campo escalar, veja [17].

2.2 K-esséncia

A k-esséncia (k de “kinetic”) é uma teoria descrita por uma Lagrangiana com termo

cinético nao canonico [9]. Em sua forma mais comum, a Lagrangiana é do tipo
L(X, ) = V() F(X), (2.1)

onde

1
X = 596*%@% (2.2)

é termo cinético.

H& muito tempo teorias descritas por acoes com termos cinéticos nao canonicos atraem
um interesse considerdavel. A primeira teoria deste tipo foi introduzida por M. Born e L.
Infeld em 1934 para evitar a auto-energia infinita do elétron [18]. Alguns anos depois,
em 1939 e 1952, tais teorias foram estudadas por W. Heisenberg em conexao com a fisica
de raios césmicos [19] e producao de mésons [20], respectivamente. As idéias de Born e
Infeld também foram desenvolvidas por P. Dirac [21] em 1962. Os termos cinéticos nao
canonicos também sdo comuns na teoria de cordas [22, 23|, onde surgem corregoes de mais
alta ordem em X na agao efetiva para um campo escalar.

Na Cosmologia, tais teorias foram primeiramente estudadas no contexto da k-inflagao
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[9] e ap6s como um modelo para a energia escura [15, 24, 25, 26] e para a unificagao da
matéria e energia escuras [27, 28, 29, 30].

A introdugao de termos cinéticos nao canonicos pode levar ao surgimento de uma nova
dindmica que nao era possivel de ser atingida anteriormente na quintesséncia. Em [31] sdo
apresentadas algumas correspondéncias entre os modelos de k-esséncia e de quintesséncia
e demonstra-se que todos os modelos de quintesséncia podem ser vistos como gerados por
fungoes F'(X) apropriadas, desde que o potencial em fungao do tempo cosmoldgico seja o
mesmo em ambos 0s casos.

Assim como a quintesséncia, a k-esséncia pode explicar satisfatoriamente o problema
da coincidéncia césmica, pois apresenta solugoes que seguem a equacao de estado do tipo
dominante de matéria até a época em que a matéria sem pressao (poeira) domina, onde
a k-esséncia comeca a evoluir para um comportamento do tipo constante cosmologica
[15, 32]. Entretanto, a k-esséncia pode resolver este problema de uma forma genérica
(independente do potencial escolhido) e de forma menos dependente das condigdes iniciais
que a quintesséncia.

Uma caracteristica deste modelo, que sera mostrada adiante, é que a pressao negativa,
necessaria para explicar a expansao acelerada, resulta dos termos cinéticos nao canonicos
[24]. Outra caracteristica interessante dos modelos de k-esséncia é que eles podem produzir
uma componente de energia escura com velocidade do som menor do que a velocidade
da luz. Além disso, modelos de k-esséncia podem ser distinguidos observacionalmente
de modelos de quintesséncia, para os quais a velocidade do som é exatamente igual a
velocidade da luz [29].

Uma grande variedade de formas para £(X, ¢) tem sido considerada na literatura. A
mais comum, como ja foi dito, é a que tem a forma L(X,¢) = V(¢)F(X). Por exemplo,
em [15, 25, 33] estuda-se casos com V(¢) = 1/¢>. J& para o caso de tdquions, tem-se
F(X)=—V1-2X e V(p) = Vo(1 + ¢/do) exp(—d /), onde ¢ representa o condensado
de taquions [26]. Em [34] investiga-se Lagrangianas do tipo £ = F(X) — V(¢). Outra
forma bastante estudada consiste no modelo de k-esséncia que possui somente a parte
cinética, ou seja, V(¢) é constante. Este modelo foi o primeiro a ser investigado em [9],

quando a k-inflagdo foi proposta. Posteriormente, em [29] mostrou-se que este tipo de
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k-esséncia, chamada k-esséncia puramente cinética, também pode unificar a matéria e
a energia escuras desde que algumas condicoes sobre a forma funcional da Lagrangiana
sejam satisfeitas. Este modelo particular sera discutido em detalhes na secao 2.4.

A seguir introduziremos o formalismo geral para a k-esséncia e determinaremos o

tensor de energia-momentum, o parametro da equacao de estado e a velocidade do som.

2.2.1 Tensor de energia-momentum e equacao de estado para a

k-esséncia

Suponha que o campo escalar ¢ da k-esséncia esteja acoplado minimamente com o

campo gravitacional g,g. Entao, a acao da k-esséncia é dada por

S, gus) = / oy "gL(X, 6), (2.3)

onde X ¢ o termo cinético canonico e g é o determinante da métrica.
A variacao da acao (2.3) em relagdo a g,s da o tensor de energia-momentum para o

campo escalar da k-esséncia

2 05k

Tog 1= —— —% =
P /=g o9t

_gaﬁﬁ + £X¢,a¢,ﬁa (24)

onde Lx := 9L/0X.

Usando o formalismo 1+ 3 covariante da Relatividade Geral apresentado no Apéndice
A, qualquer tensor de energia-momentum pode ser decomposto em termos de seus parametros
dindmicos p, p, qs € Tag, definidos por (A.32)-(A.35), através da escolha de um referencial
particular representado por um observador dotado de um campo de 4-velocidade, levando
a decomposicao dada por (A.30). No referencial comovente com o gradiente do campo, a

4-velocidade é definida pelo vetor normalizado

Uy = _ P (2.5)

V2IXT

Para o tensor energia-momentum da k-esséncia (2.4), os parametros dinamicos sao

p=—L+2LxX, p=L, ¢g=0, mp=0 (2.6)
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e o tensor de energia-momentum (2.4) fica equivalente aquele de um fluido perfeito (A.36).

Assim, o parametro da equacao de estado, definido como

p
wi==, (2.7)
p
¢ dado para a k-esséncia por
L
= 7. 2.8
YT oXLx L (2:8)

A velocidade do som, que é uma quantidade fundamental para o crescimento das

perturbagdes de densidade, no caso da k-esséncia é dada por [35]

2 ._ (Op/0X) _ Lx
= 9pjoX) L+ 2XLxx. (2.9)

2.3 Quartesséncia

Como ainda nao ha evidéncias observacionais conclusivas quanto a natureza da energia
e matéria escuras, € interessante investigar a possibilidade de descrever a fenomenologia
associada a elas através de um tnico componente material, que seria responsavel pela
expansao acelerada e pela aglomeracao da matéria em pequenas escalas. Como s6 ha
uma componente escura além de barions, fétons e neutrinos, a componente material que
implementa a unificacao é chamada quartesséncia ou também matéria escura unificada
[36].

A implementacao deste cenario pode ser feita, por exemplo, através de um fluido com
uma equagao de estado efetiva que possua uma motivagao fenomenoldgica ou obtida a
partir de um modelo com campo escalar, como a k-esséncia puramente cinética, que sera
tratada na segao 2.4.

Para ser um candidato a quartesséncia, um modelo deve apresentar uma equacao de
estado que satisfaga algumas condigoes. Considerando que o Universo é descrito pelo
modelo de Friedmann, para haver expansao acelerada, a densidade e a pressao médias

atuais, segundo a equagao (A.81), devem satisfazer a relagao
p+3p <0. (2.10)
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Figura 2.1: Equacao de estado para um modelo de quartesséncia com p = —%. A linha
tracejada representa a equacao de estado do vacuo, onde p, = —p,. O ponto corresponde

ap = py.

Por outro lado, para que as estruturas que observamos hoje em grandes escalas tenham

sido formadas, a matéria deve ser nao relativistica
p>p|. (2.11)

Estas duas condicoes nao estao em contradi¢ao, ja que as observacoes mostram que
a densidade média é diferente em diferentes épocas e diferentes escalas. Elas podem ser
compativeis se p for negativa e se for uma fung¢ao monotonicamente crescente de p. Dessa
forma, a quartesséncia atuaria como matéria escura fria em tempos mais remotos e em
regices de alta densidade atualmente e como energia escura no Universo atual (e futuro)
e em regioes de baixa densidade. Essa propriedade da equacao de estado é mostrada na
Figura 2.1.

Uma caracteristica muito interessante da quartesséncia para o caso geral de um fluido

perfeito é que, a partir da equagao de conservagao da energia (A.70)

(p+p)0=—p, (2.12)

onde 6§ = 3a/a e a é o fator de escala, segue que, enquanto 6 é positivo e nao divergente
e (p+p) > 0, a evolugdo dada por esta equagao faz com que p diminua com o tempo.

Com isso, pelo comportamento da equacao de estado da quartesséncia, que pode ser visto
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na Figura 2.1, notamos que a pressao se aproxima cada vez mais do estado p = —p.
Entao (p + p) se aproxima de zero de modo que p tende a zero. No limite assintético
(p + p) — 0 enquanto p — p,, que corresponde ao valor minimo para a densidade de
energia. O subscrito v se refere ao vacuo, uma vez que p, = —p, corresponde a equagao
de estado do vacuo (que na Figura 2.1 é representado por um ponto). Como conseqiiéncia
disto, nao ¢é possivel passar de um estado com (p + p) > 0 para outro com (p + p) < 0,
pois a densidade de energia “congela” quando nos aproximamos do estado com p, = —p,.
Podemos pensar esta situacao como se existisse uma barreira do vacuo que nao pode
ser transposta. Em particular, em um Universo homogéneo em expansao, p, ¢ o limite
assintotico para a — oo.

A partir da equagao (2.12) também é possivel verificar que, em regides em contragao,
onde §# < 0 e p > 0, quanto mais p aumenta, mais a fragdo |p/p| se aproxima de zero.
Em um Universo homogéneo em contracao, |p/p| — 0 quando a — 0. Isto representa o
comportamento de matéria escura fria ou poeira.

Se inicialmente (p + p) > 0 ou, equivalentemente, p > p,, entdo o parametro da

equacao de estado, definido pela equagao (2.7), pode variar no intervalo —1 < w < 0.

2.3.1 Flutuagoes e quartesséncia adiabatica e nao adiabatica

Agora vamos discutir alguns aspectos sobre formacao de estruturas em modelos de
quartesséncia.

A formacao de estruturas estd relacionada a dois processos. O primeiro é conseqiiéncia
da mudanca de geodésicas devido a flutuacoes locais de densidade. Em outras palavras,
a matéria segue o campo gravitacional local. O segundo processo estd relacionado ao
desvio da trajetoria do elemento de fluido em relagao a geodésica devido a presenca de
um gradiente de pressdo, o que é descrito pela equagao de Euler (A.71), que foi deduzida
no Apéndice A. Esta equagao pode ser escrita como

_ pah?y

ay = o) (2.13)

No caso adiabatico, ou seja, quando a entropia nao varia, a quantidade p. pode ser
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escrita, utilizando a definigdo dada por (A.74), como

Ip
Dy = a_pp,v = Py (2.14)

e, portanto, esta associada com perturbagoes na densidade de energia. Substituindo
a equacdo (2.14) em (2.13), podemos notar que as perturbagdes de densidade (p, #
0) causam desvios na trajetérias, através de a,. Assim, para uma dada flutuacao na
densidade p, ¢? quantifica quanto serd o desvio da trajetdria em relagao a geodésica.

De fato, a evolucao das perturbagoes no regime linear é governada por um termo
relacionado ao campo gravitacional local e por outro relacionado a velocidade do som ao
quadrado [37, 38, 39, 40]. Para que uma solucao seja mecanicamente estével, devemos ter
¢ > 0. Para o caso adiabatico, o fato de p ser uma funcio monotonicamente crescente
de p na equagao de estado da quartesséncia implica que ¢ > 0 pois dp/dp > 0.

Em modelos onde a matéria escura e a energia escura sao componentes separadas, a
matéria escura possui ¢2 = 0, uma vez que sua pressio ¢ nula. J& a energia escura, em
geral apresenta flutuacoes apenas em grandes escalas. No caso em que a energia escura
corresponde a uma constante cosmolégica, ¢ = 0 pois o gradiente de pressao é nulo.
Dessa forma, o fluido que tem pressao relevante é diferente daquele que se aglomera e é
responsavel pela formagao de estruturas, que tem ¢ = 0. Assim, ¢? nao é uma quantidade
muito importante em modelos onde matéria e energia escuras sao componentes separadas.

A situacao é diferente em modelos de quartesséncia, pois o0 mesmo fluido que possui
pressao nao nula é responsavel pela formagao de estruturas, ja que também se aglomera.

Se ha formacgao de estruturas, ha um gradiente de densidade que, através da equacao

2

(2.14), esté relacionado ao gradiente de pressao. Assim, c;

é, em geral, nao nula e tem
um papel fundamental na formagao de estruturas em modelos de quartesséncia.

Alguns estudos mostraram que, para diversos modelos de quartesséncia, a velocidade
do som acarreta em oscilagoes e supressoes no espectro de poténcias das flutuagoes de
densidade, o que inviabilizaria estes modelos frente aos dados observacionais [41, 42, 43].

Entretanto, esta situagao pode mudar se considerarmos o caso nao adibatico, no qual p

também depende da entropia s, ou seja, p = p(p, s). Nesse caso ¢ pode ser escrita como

op 4 b
2 8pp+8ss
Cg = ———————

; (2.15)
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e pode ser nula se os termos no numerador se cancelarem. Em [42] mostra-se que se a
condigao inicial for ¢ = 0, entao isso se manterd durante toda a evolugao linear. Nesse
caso, o espectro de poténcias resultante é semelhante ao obtido com o modelo ACDM e
os modelos de quartesséncia voltam a ser compativeis com os dados observacionais. No
entanto, é preciso acrescentar um novo grau de liberdade ao modelo, a entropia, e uma
condicao inicial um tanto peculiar.

No caso nao adiabatico, a equacao de estado nao precisa ter a pressao como uma funcao
crescente da densidade de energia, ou seja dp/dp > 0. As tnicas condigoes impostas para
haver comportamento de quartesséncia é que dw/dp > 0 e que |p/p| — 0 quando p — oo.

Vamos apresentar agora alguns modelos de quartesséncia e discutir suas propriedades

a luz das consideragoes acima.

2.3.2 Quartesséncia convexa

Em modelos de quartesséncia cuja equacao de estado é convexa, temos no caso adiabatico

que
dc2  d*p
§ — —— . 2.1
T <0 (2.16)

2

2 é uma funcao decrescente de p e, portanto, seu valor

Esta condicao implica que ¢
maximo ocorre quando p atinge seu valor minimo, que é p,.

Neste caso, a época de expansao acelerada, onde p é proxima a p,, ¢ também um
periodo com velocidade do som adiabatica alta, o que, conforme a discussao anterior,
causa problemas com perturbagoes.

A seguir, apresentaremos alguns modelos de quartesséncia convexa encontrados na

literatura.

Gas de Chaplygin generalizado

O candidato mais popular a quartesséncia é um fluido com uma equacao de estado do

tipo lei de poténcia inversa
M4(a+1)
p=—— (2.17)
pOé
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que ficou conhecido como gés de Chaplygin generalizado [27, 28, 44, 45, 46]. Em (2.17),
M tem dimensao de massa e a ¢ um parametro adimensional. Este modelo é uma ge-
neralizagao do gés de Chaplygin, que foi proposto em [44] como um candidato a energia
escura e tem a equagao de estado (2.17) com a = 1. O caso a = 0 reduz este modelo ao
modelo ACDM, pelo menos para a métrica homogénea e flutuagdes de primeira ordem.
Em [27, 46] mostrou-se que este fluido poderia naturalmente unificar a matéria escura e
a energia escura.

Resolvendo a equagao de conservacao de energia (A.82) para o Universo homogéneo e
isotrépico, obtemos que a densidade é dada por

CLO ) 3(a+1)
a

pzm[ﬂ—A)( +Arﬂ, (2.18)

" a+1 . .
onde A = <Ap4—0> e o subscrito 0 se refere a valores atuais.

Como esperado, para % < 1 temos

p X %, (2.19)
que corresponde ao comportamento caracteristico de Universo dominado pela matéria. Ja
para % > 1

p=—p=—M* (2.20)

e o fluido se comporta como uma constante cosmolégica. A equagao (2.18) mostra que o
gas de Chaplygin generalizado interpola entre a matéria escura fria e a energia escura a
medida que a densidade de energia do Universo varia.

O valor minimo para a densidade, que é p, = M*, e o intervalo permitido para os
valores de pg, dado por p, < pg < 0o, impoem restricoes no parametro A, que deve
satisfazer 0 < A < 1 (A = 0 para o caso em que o fluido se comporta como matéria escura
fria e A = 1 para o caso em que o fluido atua como constante cosmolégica).

Para este modelo, a velocidade do som adiabatica, dada por (A.74), é

= —aw. (2.21)

S

Por se tratar de um modelo de quartesséncia convexa, esta quantidade possui um valor

maximo, que é obtido para w = —1, ou seja, para p = p,. Entao, para evitar propagacao
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de sinais com velocidades superirores a da luz, impomos o limite superior a < 1. Exigindo
a estabilidade das perturbacoes adiabaticas implica que g—z > 0 e o limite inferior a > 0 é
obtido. O gas de Chaplygin original, com o« = 1 é o caso extremo, onde a velocidade do
som ¢ igual a velocidade da luz.

Para o caso nao adiabatico, onde as perturbacoes de entropia sao permitidas, os limites
para « discutidos acima nao sao mais validos. O tnico requerimento serd a > —1, ja que
a quartesséncia deve ter w ~ 0 para p — o0.

Até aqui, introduzimos o modelo de gas de Chaplygin generalizado de um ponto de
vista fenomenolégico. Mas existem algumas motivacoes tedricas que levam a mesma
equacao de estado. Do ponto de vista da teoria de campos, algumas motivagoes sao
discutidas em [27, 28, 44]. A equacao de estado do gds de Chaplygin pode ser obtida
a partir de uma descricao hidrodinamica de um campo escalar com a Lagrangiana de
Born-Infeld (que serd vista no préximo capitulo) [47]. O gés de Chaplygin também pode
ser associado a um tdquion com potencial constante [48]. J4 a equacao de estado do gas
de Chaplygin generalizado pode ser obtida a partir de um um modelo de k-esséncia [28].

Varias previsoes tedricas deste modelo foram testadas usando dados observacionais.
Mostrou-se que para um grande intervalo de parametros este modelo é consistente com os
dados observacionais [36, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56]. Também verificou-se que o gas de
Chaplygin (o = 1) é descartado como candidato para a energia escura assim como para
unificar a matéria escura [56, 57, 58].

Considerando-se perturbagoes adiabaticas, foi mostrado em [41] que, a menos que «
seja muito préximo de zero (que corresponde ao limite que reduz o modelo ao modelo
ACDM), o espectro de poténcias da matéria apresenta instabilidades e oscilagoes. Este
problema pode ser evitado se permitirmos perturbacoes de entropia, de tal forma que a
velocidade do som, dada por (2.15), possa se anular. Dessa forma, o modelo volta a ser

consistente com os dados observacionais [42].

Quartesséncia exponencial

Se a forma da equacao de estado for mais ingreme, a velocidade do som adiabatica, que

estd relacionada com a inclinagao da curva p = p(p), pode ter um valor alto somente em
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um pequeno intervalo de p. Com esta motivagao, em [43] foi proposto um novo modelo
de quartesséncia, chamado quartesséncia exponencial, cuja equacao de estado é dada por

p=—M*exp <—%> ; (2.22)
onde, novamente, M tem dimensao de massa e o é um parametro adimensional. O caso
a = 0 corresponde ao modelo ACDM.

Nesse caso, ¢? também serd uma fungao exponencial, que decai rapidamente para
valores grandes de p. Dessa forma, a velocidade do som tera valores altos somente para
densidades de energia proximas a p,, onde ela é maxima.

Também em [43], mostrou-se que este modelo sofre dos mesmos problemas do gés de
Chaplygin generalizado e que a introducao de perturbacoes nao adiabaticas pode resolve-

los.

Quartesséncia logaritmica

Motivado pelos resultados observacionais para o gas de Chaplygin generalizado, que mos-
tram que « deve ser proxima de zero [41], ou seja, que a equacao de estado é uma lei
de poténcia muito suave, em [43] foi proposto uma nova equagao de estado para a quar-
tesséncia,
WE
) 2

na tentativa de obter um modelo cujos parametros estivessem em um intervalo mais abran-
gente, distinto daquele do modelo ACDM. Este modelo é conhecido como quartesséncia
logaritmica.

Como o modelo anterior, a quartesséncia logaritmica apresenta os mesmos problemas
do gas de Chaplygin generalizado e perturbagoes adiabaticas podem soluciona-los.

A raiz dos problemas deste modelo e dos outros dois discutidos acima, cujas equagoes
de estado sao convexas, esta no fato de que a velocidade do som adiabatica é maxima no
estado de densidade minima. Dessa forma, a época de expansao acelerada coincide com
o periodo em que a velocidade do som adiabatica é alta, o que causa oscilagoes e outros

problemas com o espectro de poténcias, como mencionado na secao 2.3.1.
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2.3.3 Quartesséncia do tipo degrau

Os modelos convexos discutidos acima apresentam a desvantagem de possuir velo-
cidade do som adiabatica maxima no estado de densidade minima, o que pode causar
oscilagoes e outros problemas com o espectro de poténcias. Na tentativa de evitar estes
problemas, em [59] foram discutidos modelos nos quais a concavidade da equagao de es-
tado varia de tal forma que a velocidade do som adiabdtica é desprezivel em p ~ p,. Este
modelo foi chamado de quartesséncia do tipo degrau. Um exemplo de equagao de estado

é dada por

4 1
e <1+exp 3 Gl - 5)]) 2

e esta representada na Figura 2.2.

Nesse caso, hd trés parametros livres: M estd relacionado com p, = —M?*, o estd
relacionado com o valor de p no momento da transicao do regime p ~ 0 para p ~ —M*
(ptrans = M*/o) e (3 controla o valor maximo da velocidade do som. Em [59] também
mostrou-se que este modelo é compativel com um grande conjunto de dados observacionais
se a transicao entre os dois estados assintéticos tivesse ocorrido em um alto desvio para o
vermelho (z > 38), o que o torna novamente indistingiiivel do modelo ACDM na prética.

Outra forma de resolver os problemas discutidos acima é introduzir modelos baseados
em Lagrangianas do tipo k-esséncia, o que sera discutido a seguir e em todo o Capitulo

3.

2.4 Quartesséncia a partir de k-esséncia puramente

cinética

A k-esséncia puramente cinética é uma classe da k-esséncia na qual a Lagrangiana nao

depende explicitamente do campo escalar, ou seja,

L = F(X). (2.25)
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Figura 2.2: Equacao de estado para quartesséncia tipo degrau com =3 e o = 0,4. A

linha tracejada corresponde a p = —p.

Assim, pode-se considerar o termo potencial como constante.

Como p e p, dadas por (2.6), serdao fungdes somente de X, uma vez que V(¢) é
constante, uma dessas relagoes pode ser invertida para obter p = p(p). Isto mostra que
a dinamica dada por qualquer Lagrangiana puramente cinética é equivalente aquela de
um fluido perfeito, tanto em seu tensor de energia-momentum, como mostrado na segao
2.2.1, quanto na equacao de estado.

Em [29] mostrou-se que modelos de k-esséncia puramente cinética com um extremo
local na Lagrangiana apresentam uma densidade de energia que é uma soma de uma

componente de poeira nao relativistica com equagao de estado w = 0 e uma componente

do tipo constante cosmoldgica, com w = —1, ou seja,
an\ 3
p=po+pr (f) - (2.26)

Outra caracterfstica deste modelo é que ele produz velocidades do som baixas, ¢? < 1,
permitindo que o componente de poeira se aglomere como matéria escura.

Assim, a k-esséncia puramente cinética produz a unificacao da energia escura e da
matéria escura, ou seja, ¢ um modelo de quartesséncia. Esta unificacao é feita através de

uma equagao de estado idéntica a da matéria escura mais uma constante cosmologica, mas
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com caracteristicas distintas dos modelos anteriores de quartesséncia, como velocidade do
som pequena em todas as épocas. Esta ultima propriedade evita os problemas associados
ao gas de Chaplygin generalizado, que foram discutidos anteriormente. Entretanto, este
modelo apresenta uma desvantagem: para que a evolucao da matéria escura seja um
fenomeno transitorio, os parametros do modelo devem ser finamente ajustados.

Outros modelos de k-esséncia puramente cinética foram propostos na literatura como
unificadores de matéria escura e energia escura, como, por exemplo, em [33]. Em [30]
foi proposto um modelo com estas caracteristicas baseado em uma extensao da acao de

Born-Infeld para um campo escalar, cuja Lagrangiana é dada por

L=—aX?+ X +7. (2.27)

Este modelo é chamado de Born-Infeld Estendido. Ele apresenta propriedades bastante
interessantes e, para v = 0, mostrou-se compativel com dados observacionais [30].
Este modelo serd o objeto de estudo desta dissertacao e sera discutido em detalhes no

capitulo a seguir.
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Capitulo 3

O modelo de Born-Infeld Estendido
e a sua dinamica em um Universo

homogéeneo

3.1 Lagrangiana de Born-Infeld estendida

No capitulo anterior vimos que o gas de Chaplygin é um modelo de quartesséncia

muito estudado. Ele pode ser descrito através da Lagrangiana de Born-Infeld [47]

Lpr = —/pBX +7, (3.1)

1w . s e ~
onde X = 5¢""¢ ¢, ¢ o termo cinético e 3 e 7y sdo constantes.
Como o tensor energia-momentum obtido a partir desta Lagrangiana é equivalente ao

de um fluido perfeito, a densidade de energia e a pressao sao

_ v

p=—+pBX+7, (3.3)

e foram obtidas a partir de (2.6). Dessa forma, a equacao de estado é

__7
P=— (3.4)
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e é equivalente a expressao (2.17) com a = 1.

Entretanto, este modelo foi descartado por observagoes [56, 57, 58]. Uma generalizacao
da Lagrangiana de Born-Infeld foi proposta em [28] e leva ao chamado gas de Chaplygin
generalizado [27, 28, 45, 46]. Entretanto, este modelo apresenta os mesmos problemas que
o préprio gas de Chaplygin [41].

Alguns aspectos que mostram que o modelo de Born-Infeld é um candidato a unificagao
da matéria escura com a energia escura motivaram a procura por outros modelos que
ainda mantenham a sua simplicidade e ao mesmo tempo poderiam evitar seus problemas.
Um exemplo, que ja foi mencionado no capitulo anterior, é dado pela Lagrangiana de

Born-Infeld estendida, que foi proposta em [30] e é dada por

L=—\aX2+ X +1. (3.5)

Este modelo é chamado de Born-Infeld Estendido.

O caso particular da Lagrangiana (3.5) com v = 0 leva ao chamado modelo de Milne-
Born-Infeld e foi estudado em detalhes em [30]. Este modelo foi assim chamado porque
permite uma solugdo que representa um Universo vazio (p = 0) em expansdo, que é
chamada de solucao de Milne. A sua equacao de estado depende efetivamente de um so
parametro livre. Foi mostrado que este modelo é consistente com dados de Snla e que
ele fornece um ajuste aos dados tao bom quanto o modelo ACDM supondo um Universo
plano.

Para que L seja definida em um intervalo finito de X, exigimos que a seja negativo e

que 3% > 4ary. Assim, X ¢é definido entre as duas rafzes de (3.5), dadas por

2a + 200 ’
_ B VP —day
Xogpg = —— — ———. (3.7)
2x 2x

O modelo de Born-Infeld Estendido é um modelo de k-esséncia puramente cinética
pois a Lagrangiana que o descreve apresenta termo cinético nao canonico e nao depende
explicitamente do potencial. Além disso, a Lagrangiana apresenta um extremo, devido
a exigéncia de que ela seja definida entre um valor maximo e um valor minimo. Dessa

forma, usaremos os resultados das secoes 2.2 e 2.4 para descreveé-lo.
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O tensor energia-momentum é dado por (2.4). Escolhendo o referencial comovente com
o gradiente do campo, onde a 4-velocidade é dada por (2.5), o tensor energia-momentum
é equivalente aquele de um fluido perfeito. A densidade de energia e a pressao, dadas por

(2.6), para este modelo serdo

X (6 +2aX)

p:_£+ L )

(3.8)

p=2L. (3.9)
Além disso, como p e p sao dados em fungao somente de X, uma dessas expressoes pode
ser invertida para obter p = p(p) e a dinamica deste modelo serd equivalente a de um
fluido perfeito.
A equacdo de movimento para o campo escalar é obtida variando-se a agao (2.3) para
a Lagrangiana (3.5) em relacéo a ¢, o que leva a

(W+2—ZO‘X)¢,u) = (3.10)

Uma solugao particular de (3.10) para a dinamica do campo escalar é dada por um
valor constante de X,

X, = ——. (3.11)

Assim, de (3.8) e (3.9) temos
Pv = —L € Py = L - Pv = —Po-

e o tensor de energia-momentum, dado por (2.4), se torna identicamente igual & distri-
buicao de energia de uma constante cosmolégica. Chamamos tal configuracao de estado
fundamental ou vdcuo ou também de estado de de Sitter [30].

A equacgao (3.10) também permite a solucao trivial ¢* = 0, que corresponde a outro

estado de vdcuo. Nesse caso X, =0 e de (3.8) e (3.9) temos
Pe = —L e DPe = L - Pe = —Pe-

Entretanto, esta configuracao de vacuo é diferente do vacuo caracterizado pelo estado
fundamental. No estado fundamental temos um vacuo “dinamico”, pois X, # 0, enquanto

ue a configuracao com X, = 0 representa um vacuo “estatico”, ja que ¢ é igual a uma
)
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constante. Veremos adiante que, dependendo das consideragoes sobre os sinais de «, (3 e
v de (3.5), o vécuo relevante fisicamente é o dado pelo estado fundamental (3.11) ou pelo
estado com X, = 0.

Note que, préximo das raizes de £, (3.6) e (3.7), o campo escalar atua como matéria
sem pressdo devido a (3.9). A presenca de £ no denominador de (3.8) mostra que,
quando este é muito pequeno, a pressao € igualmente pequena e a densidade de energia é
muito grande. Dessa forma, o campo escalar se comporta como poeira em regices de alta
densidade.

Como veremos adiante, o intervalo relevante de X para que o campo escalar exiba
comportamento de quartesséncia é X, > X > X,(X.). Nesse caso, temos a possibili-
dade de uma componente de matéria-energia que interpola entre poeira, proximo a Xz,
e uma configuracao do tipo constante cosmoldgica, no estado de vacuo (que sera dado por
X, ou X, dependendo do caso em consideragao).

E interessante notar que se a evolucao do campo escalar iniciar em algum valor de
X contido neste intervalo, entao a dinamica nao permitira que X saia dele. O intervalo
X, (X.) > X > X, corresponde ao comportamento fantasmagdérico, pois (p+p) < 0. No
entanto, modelos de k-esséncia fantasmagoricos possuem uma série de problemas, como,
por exemplo, instabilidades [60].

Investigaremos o modelo de Born-Infeld Estendido como quartesséncia de forma deta-
lhada nas préximas segoes. Nossa analise se dividird em duas partes, baseada no sinal de

B em (3.5).

3.2 Modelo de Born-Infeld Estendido com 5 > 0 -
Caso 1

Nesta se¢ao nos restringiremos ao caso em que o sinal de [ na Lagrangiana (3.5) é

positivo. Como jé exigimos que o sinal de « fosse negativo, podemos escrever o« = —|a|.
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O sinal de 7 é arbitrario. Dessa forma, a Lagrangiana (3.5) é dada por

L=—/—]a|X2+|B|X +17. (3.12)

E mais conveniente escrever a Lagrangiana acima em termos de variaveis adimensio-

nais. Definindo

A::\/W, ZQ:ZW, F::% e W.=2%,

o

I\l

podemos reescrever a Lagrangiana (3.12) como

L=—-AX*/W({1—-W)+T. (3.13)
Para este caso, o espectro de valores admissiveis para W estd contido no intervalo

Wmin =

Loyl W < L D = W,

O estado fundamental, definido por (3.11), corresponde a W, = 1/2. Vemos que o sinal
de I' é determinado pelo sinal de v e que este parametro deve satisfazer a I' > —1/4.
Apresentamos na Figura 3.1 o comportamento da Lagrangiana (3.13) para trés valores
de I'. Conforme a discussao da secao anterior, o intervalo Wy,.., > W > W, é o que
corresponde ao comportamento de quartesséncia para o Caso 1 deste modelo. Dependendo
do valor de I', o estado de vacuo W, também pode existir. Entretanto ele nunca é atingido
pois hé uma barreira do vacuo em W, que é atingido primeiro. No Caso 2, que sera visto
adiante, ocorre o contrario: W, é atingido antes que W, e, portanto, este é o estado de

vacuo relevante.

3.2.1 Equacao de estado

Para determinarmos a equacao de estado ¢é preciso calcular a densidade de energia e
a pressao. A densidade de energia pode ser escrita, a partir de (3.8) como

_ASE(WEAT)
P VWA —W)+T

(3.14)
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Figura 3.1: Dependéncia da Lagrangiana do modelo de Born-Infeld Estendido com § > 0

em relacao a I’

E mais conveniente definir a quantidade adimensional

W?24+T
po= Lo = W +0 (3.15)
AY \/W(l —W)+T
Da mesma forma, a pressao pode ser escrita a partir de (3.9) como
p=—AS2/W (1l —-W)+T, (3.16)
ou, na sua forma adimensional
po= - = /WA - W) +T. (3.17)

T A2

Como p e p sao fungoes somente de W, podemos inverter uma delas para encontrar

P = p'(p). Entretanto, esta expressao é um tanto complicada e é mais conveniente
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escrever p' em funcao de p':

1 — 292 44T + /T — 4p? 4 4T
PRt +2/ P (3.18)
p

Note que, para o limite p’ < 1, p’ «« —1/p’ e 0 campo escalar se comporta como gas
de Chaplygin, de acordo com a equacao (3.4).
A densidade de energia e a pressao no estado fundamental sdo dadas por

1
po=5VI+AL = —p,. (3.19)

Na Figura 3.2 mostramos p’ em funcao de p’ no intervalo W, > W > W,,, para varios
valores de I'. Ja na Figura 3.3, apresentamos um grafico da equacao de estado para este
mesmo intervalo, porém p e p estao normalizadas em relacao a pypr € pargr do modelo de
Milne-Born-Infeld [30], respectivamente, que corresponde a I' = 0. Em ambas as figuras
notamos que a equacao de estado apresenta o comportamento tipico de quartesséncia.
Além disso, a curva é mais abrupta para valores altos de I'. Esta tultima propriedade
também se manifestara no comportamento da velocidade do som ao quadrado que sera

estudada na secao subseqiiente.

3.2.2 Velocidade do som

Uma quantidade importante que controla a evolucao das perturbacoes de densidade
e, em particular, a sua estabilidade é a velocidade do som, definida pela equacao (A.72).
No caso em que p é funcao sé de p, ou seja, para o caso adiabdatico, esta quantidade é

dada pela equagao (A.74) e pode ser escrita como®

2 _ O _ (0p/0X) _ (9p'/OW)
* Op  (0p/0X)  (9p'/OW)

(3.20)

que para este caso do modelo fica

. (W2—W —T)2W —1)
_ . 21
“ T W3 _3W2—6I'W + T (3.21)

!Mesmo no caso em que a Lagrangiana depende explicitamente de ¢ e X e no qual ndo podemos

escrever p como funcao s6 de p (caso nao adiabdtico), a velocidade do som ainda é dada pelo lado direito

da equagéo (3.20) [35].
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Figura 3.2: Equagao de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com g > 0 para

varios valores de I'. A linha tracejada representa a equacgao de estado para o vacuo.
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Figura 3.3: Equacao de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com 3 > 0 onde p
e p sao normalizadas por p e p do modelo Milne-Born-Infeld para varios valores de I':
I' = —0,249 (azul), I' = —0,12 (vermelho), I' = 0 (verde), I' = 1 (laranja) e I' = 10

(rosa). A linha tracejada mostra a equagao de estado para o vécuo.

A Figura 3.4, mostra a velocidade do som ao quadrado ¢? em fungao de W no intervalo
Winae > W > W, ou seja, da poeira para o estado de de Sitter. Verificamos que,
neste intervalo, ¢? é sempre positiva, independentemente do valor de T' (desde que este
obviamente respeite a condi¢ao I' > —1/4). Também podemos notar que nos extremos
deste intervalo ¢Z = 0.

O fato de ¢? ser positiva no intervalo W,,., > W > W, implica que o fluido é me-
canicamente estavel neste intervalo, uma vez que dp’/9p’ > 0. E interessante notar que
no intervalo W < W,, que corresponde ao comportamento fantasmagoérico, o fluido é
mecanicamente instavel.

O valor maximo de ¢? é dado por

—VI Al (1 +8l +4\/m>1/3 (—1 + (1 + 8T +4\/m>1/3)

smax = 6F

<1 -1 +8F+4¢m)”3+ (1 +81“+4\/W)2/3>

3

(3.22)
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Figura 3.4: Velocidade do som ao quadrado cg em funcao de W no intervalo W, > W >
W,, para os seguintes valores de I' : —0,245; —0,12; 0; 0,05; 1 e 10 (da curva inferior

a superior, onde a curva tracejada representa I' = 0).

€ ocorre em

1 1 1 1/3
W, = -+ r o (1 + 80+ 4T + 4r2) . (3.23)
4480y ayT a4
Na Figura 3.5 mostramos o comportamento de ¢2  em fungdo de I'. Verificamos

também que, a partir de (3.22), ¢? .~ — 1/3 quando I' — co.

Mostramos a velocidade do som ao quadrado em funcao da densidade de energia
adimensional na Figura 3.6. E interessante apontar algumas caracteristicas deste modelo
relacionadas a velocidade do som. A mais importante é que, proximo ao estado de de
Sitter (estado fundamental), a partir do qual todas as curvas iniciam, a velocidade do som
é zero, independentemente do valor de I'. Uma velocidade do som grande em um modelo
¢ indesejada pois produz oscilagoes fortes no espectro da matéria fazendo com que este
modelo seja incompativel com os dados atuais, como mencionado na se¢ao 2.3.1. De acordo
com as evidéncias de expansao acelerada, o Universo esta atualmente se aproximando
deste estado de de Sitter, entao, é de se esperar que a velocidade do som no tempo

atual derivada de um modelo que queira explicar tal fenomeno seja pequena, para evitar

problemas relacionados a formagcao de estruturas. Isto estd em contraste com a maioria
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Figura 3.5: Velocidade do som ao quadrado méaxima c

dos modelos de quartesséncia estudados na literatura, onde a velocidade do som méaxima
é atingida precisamente no estado de de Sitter (veja secdo 2.3.2 onde a quartesséncia
convexa é discutida).

O modelo Born-Infeld Estendido pode evitar este problema uma vez que a velocidade
do som ¢ significativa somente em um intervalo limitado de densidades de energia. Além
disso, como era de se esperar, a velocidade do som se aproxima de zero no estado tipo
poeira. Devido a estas caracteristicas, que podem ser vistas na Figura 3.6, neste modelo
existe a possibilidade interessante de a velocidade do som atingir seu valor maximo depois

do inicio da aceleragao da expansao, o que sera discutido na segao 3.2.3.

Velocidade do som e o parametro da equagao de estado

E 1itil ver como a velocidade do som evolui como funcao do parametro da equacao de
estado w, definida pela equacio (2.7). Ambos ¢ e w aparecem nas equcoes de evolugao de
perturbagoes na representacao de fluido [37, 38, 39, 40, 41]. A relagio ¢? X w é importante
pois permite realizar comparacoes deste modelo com outros modelos de quartesséncia.

Para este caso, temos

Wa-w)+T

=— 24
w=—s i (3.21)
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Figura 3.6: Velocidade do som ao quadrado ¢? em fungao de p’ para os seguintes valores de

I’ (de baixo para cima): —0,24;—0,12;0;0,3;1 e 10, onde a curva tracejada representa

I'=0.

de tal forma que podemos escrever ¢? como

\ w<—1+w+4F(—1+w+2w2)—2w\/1—4F(—1+w2)>
= . 3.25
Cs 1 — 3w+ 40(1 — 2w)2(1 + w) (3:25)

2

Na Figura 3.7 apresentamos c:

como funcao de w para varios valores de I'. Observamos

que quanto mais negativos forem os valores de w quando ocorre o maximo da velocidade

2

smax*

do som, maior é o valor de ¢ E importante ressaltar que, de acordo com a equacao de
Raychaudhuri para o caso homogéneo (A.81), em w = —1/3 a aceleragao muda de sinal.
Note que, no caso com I' = 0, que corresponde ao modelo de Milne-Born-Infeld, o valor

maximo da velocidade ocorre em w = —1/3.

3.2.3 A aceleracao do Universo

De acordo com a equagao de Raychaudhuri para o caso homogéneo (A.81), a aceleracao
do Universo é controlada pela densidade de energia e pela pressao. Usando as definigoes

de p' e p’ dadas por (3.15) e (3.17), respectivamente, a equagdo de Raychaudhuri é dada
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Figura 3.7: Velocidade do som ao quadrado ¢? em fungdao do parametro da equagao de
estado w para os seguintes valores de I' (de baixo para cima): —0,249;—-0,12;0;0,1;1

e 10, onde a curva tracejada representa I' = 0.

para o Caso 1 do modelo por

(3.26)

a 1 <4W2—3W—2F>
5 .

VW —-W?2+T
Comecando com W proximo a W,,q., ou seja, em um Universo dominado pela matéria,

e indo em direcao a W, vemos que a aceleragao troca de sinal em
1
Wa:§(3+v9+3F) (3.27)

Apresentamos na Figura 3.8 W, em fungao de T'.

Se o campo escalar for o componente dominante da densidade de energia cosmoldgica,
o Universo comegara a acelerar quando W for proximo de W,. Portanto, ao longo da
transicao entre um estado no qual a quartesséncia se comporta como poeira e outro no
qual se comporta como vacuo, a expansao comega a acelerar, como esperado.

A Figura 3.9 mostra uma comparacao entre Wy, valor no qual ¢? ¢ maximo, e W, valor
no qual a expansao comeca a acelerar. Notamos que W, = W, para I' = 0. Para I' < 0,

W, é menor do que Wy, indicando que ¢? atinge o seu valor méximo antes que a expansao

2

comece a acelerar. Entretanto, quando a aceleragao inicia, o valor de c,,,, ¢ pequeno.

Isto pode ser visto nas Figuras 3.7 e 3.10. Esta tultima figura mostra o comportamento

37



3.07‘ ——
2.5:
2.0:
A 1.5:

10

0.5

Figura 3.8: W, em funcao de I'.

2

2 ez € de ¢ no momento em que hd troca de sinal da aceleragao (W,) em relagao a

de ¢
['. O contrdrio acontece para I' > 0, onde a aceleragao inicia antes de ¢? atingir seu valor

méaximo. Porém, como é mostrado nas Figuras 3.7 e 3.10, tanto o valor de ¢ no momento

2

em que a expansao comega a acelerar quanto o valor de cZ,,,,

sao altos nesta regiao de I'
e aumentam seu valor quando este também aumenta. De (3.21) e (3.8) verificamos que
2

A(W,) — 1/5 quando I' — oo, enquanto que, como visto anteriormente, ¢ = — 1/3

neste mesmo limite de T'.

3.2.4 Dinamica de solugoes espacialmente homogéneas

Vamos agora focar nossa atencao na dinamica do modelo para configuragoes espacial-
mente homogéneas e isotropicas. Neste caso, como discutido no Apéndice A, a dinamica
é determinada pela equagao de Raychaudhuri (A.80) e pela equagao de conservagao de
energia (A.70). Por simplicidade, consideramos um Universo composto somente pelo
campo escalar (barions serao adicionados no préximo capitulo) e escolhemos um sistema
de unidades no qual 87GG = 1. Estas consideragoes também serao usadas nas proximas

secoes.
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Combinando as equagoes (A.80) e (A.70), obtemos o sistema dinamico:

W _ @ _
com
2W -1
Fe—(f+p)0=—g W -1 (3.29)

W—-Ww2+T’

1 1 1 1 3W —4aW? 4+ 2T
G=—0—=(p+3p)=—=6*+= 3.30

onde usamos as equagoes (3.15) e (3.17) para escrever p' e p’ em fungao de W e para obter
W(p/,T') invertemos a equagao (3.15).
Encontramos os pontos estaciondrios P(p/,6) do sistema dinamico (3.28)-(3.30). Dois

deles correspondem ao estado fundamental W,

Pl = (plm V 3p;;) ) P2 = (p;7 Y 3p;;) ) (331)

e outro corresponde a # = 0

3 /3 1
Py = (Z\/é + 80+ 2 v/0 32T, o) : (3.32)

onde p! é dado pela equagao (3.19). Considerando o comportamento do sistema na vizi-
nhanca destes pontos verificamos que P; e P, sd0 nds (estével e instavel, respectivamente),
enquanto que P3; é um ponto de sela.

Nas Figuras 3.11 e 3.12 mostramos os diagramas de fase deste sistema no plano (p', ),
bem como algumas trajetorias para valores de I" distintos. A partir desta figura, podemos
ver facilmente que qualquer trajetoria que inicie com uma densidade menor do que a do
estado fundamental permanecera com p’ < pl. Inversamente, trajetérias que iniciam com
P > pl, estao limitadas a ter p’ > pl. E simples ver, a partir da equacao de Friedmann
(A.84), que a solucao para o caso plano (k = 0) é p = 62/3, a qual esta representada na
Figura 3.11 pela trajetéria tracejada. Para o modelo de Milne-Born-Infeld estudado em
[30], verificou-se que ha uma trajetdria que representa a solu¢ao de Milne, ou seja, com
densidade de energia nula e expansao nao nula.

A partir de agora, iremos nos concentrar no lado direito dos diagramas de fase das
Figuras 3.11 e 3.12, referente a solugoes em expansao. Como uma geometria aproximada-

mente plana é favorecida pelas atuais observacoes astrofisicas, iremos considerar somente
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Diagramas de fase para o Caso 1 para varios valores de I'.

3.11

Figura

3.3 Modelo de Born-Infeld Estendido com § < 0 -

Caso 2

7

, porém nos

Nesta secao faremos o mesmo estudo que foi feito para o caso com 3 > 0
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Figura 3.12: Diagramas de fase para o Caso 1 para varios valores de I'.

restringiremos ao caso em que o sinal de # na Lagrangiana (3.5) é negativo. O sinal de «

continua negativo e podemos escrever

B =—|ol

@ = —|Oz’,

O sinal de 7 é arbritario. Assim, a Lagrangiana (3.5) é dada por

(3.33)

£ = —/=JalX* = BIX +7.

Como no caso anterior, ¢ mais conveniente escrever a Lagrangiana acima em termos

de varidveis adimensionais. Definimos

<[t

A= /Tal,

e a Lagrangiana (3.33) pode ser reescrita como

(3.34)

1-W)+T.

(

L=—AY*/W

tido no intervalo

’

a con

iveis para W est

’

o espectro de valores admiss

Para este caso,

acuo Corresponde a

s

—1/2 e o novo estado de v

—1/4.

O estado fundamental corresponde a W,

We

0. Novamente, temos a restrigao I' >
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Apresentamos na Figura 3.13 o comportamento da Lagrangiana (3.34) para trés valores
de I'. O vacuo W, = 0 é o vacuo relevante porque, iniciando em um estado de poeira
(Winaz), €le é o primeiro a ser atingido. Além disso, precisamos ter W > 0, visto que
W ¢ proporcional ¢ ,¢“ e que o gradiente do campo normalizado é interpretado como
uma 4-velocidade (veja a equagdo 2.5). Em virtude disto, sé consideraremos o caso com
I' positivos. Portanto, para que o campo escalar se comporte como quartesséncia W deve

estar contido no intervalo W,,.. > W > W, e I' deve ser positivo.

06

I |
-10 -05 0.0 0.5 10

. . . . .
“-10 -08 -06 -04 -02 00
w

(¢) T =-0.1

Figura 3.13: Dependéncia da Lagrangiana do modelo de Born-Infeld Estendido com § < 0

em relacao a I'.

3.3.1 Equacao de estado
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A densidade de energia adimensional pode ser escrita, a partir de (3.8), como

W2 4T
po=L = Ww+D (3.35)
A2/ W(-1-W)+T
Da mesma forma, a partir de (3.9), a pressao adimensional pode ser escrita como
/ p
= =—/W({=1-W)+T. )
V= = W= W) (336)

Note as diferencas de sinal nas expressoes acima em relagao as apresentadas em (3.15)
e (3.17).
Com isso, ja podemos determinar a equacao de estado, que, por simplicidade sera

escrita na forma p'(p’)

1422 AT 4+ /T — 42 + AT
g iR 2+ rms (3.37)
P

Novamente, obtemos o limite de gas de Chaplygin p’ o« —1/p' para p’ < 1. (veja
equagao 3.4).
A densidade de energia e pressao no estado fundamental serao dadas agora por

1
po=gV1i+dl = —p, (3.38)

e para o estado de vacuo com W, = 0 sao dadas por
ph=VT = —p.. (3.39)

No entanto, como discutido na secao anterior, W, serd o vacuo fisico atingido.

Na Figura 3.14 mostramos p’ em funcao de p’ no intervalo W,,,,, > W > 0, para vérios
valores positivos de I'. Como no caso com > 0, a curva que representa a equacao de
estado tem uma forma mais abrupta para valores altos de I'. A diferenca em relacao ao
caso anterior € a inclinagao com a qual a curva atinge a reta tracejada. Isto sera refletido

no comportamento de ¢?, que sera estudado na préxima segio.

3.3.2 Velocidade do som

44



—10+

Figura 3.14: Equacao de estado para o modelo Born-Infeld Estendido com § < 0 para

os seguintes valores de I' (da curva superior & inferior): 0,1;1;10;100. A reta tracejada
representa a equagao de estado para o vacuo.

De acordo com a equagao (3.20) discutida na segao 3.2.2, a velocidade do som ao
quadrado é dada neste caso por

2

W2+ W —T)(2W + 1)
SOOWB 4+ 3W2—6I'W —T

(3.40)
Na Figura 3.15 mostramos ¢ em fungao de W no intervalo W, > W > W,, ou

seja, da poeira para o estado de de Sitter, para valores de I' positivos. Verificamos que,
neste intervalo, ¢? é sempre positiva, independentemente do valor de I'. Para W4z, €

S
é sempre nula, independente de I". Entretanto, no outro extremo do intervalo, em W,,

2
¢? = 1, atingindo seu valor maximo. Isto pode ser visto a partir do comportamento da
curva p’ x p’ da Figura 3.14, onde a derivada de p’ em relagdo a p’ é méxima quando

estado fundamental do caso anterior.

o estado de vacuo W, (linha tracejada) é atingido. Assim vemos que este novo estado
de vacuo apresenta propriedades qualitativamente distintas do vacuo que caracteriza o

Portanto, o valor méaximo de ¢? agora é 1 e ocorre em W, = 0. Esta é uma importante

desvantagem do modelo, mas é interessante relacionar isto com W,, no qual a expansao

acelerada inicia. Os pontos na Figura 3.15 indicam o valor de W, para cada valor de I'.
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Figura 3.15: Velocidade do som ao quadrado ¢? em funciao de W para os seguintes valores

deT':0;0,5;1;10;100 (da esquerda para a direita).

Vemos que a expansiao comega a acelerar antes de ¢? atingir o seu valor maximo.

Na Figura 3.16 mostramos ci em funcgao de p’ no intervalo W, > W > W,, para
I positivos distintos. Vemos que quando p' se aproxima de p, = /T, ¢ se aproxima de
1. Seguindo a interpretacao da figura anterior, isto provém do comportamento da curva

p' x p na Figura 3.14, onde a derivada de p’ em relagao a p’ é maxima quando o estado

de vdcuo onde W, (linha tracejada) é atingido. Este comportamento no qual ¢?,,,, ocorre
em p = —p é tipico de modelos de quartesséncia convexa [43], que foi discutida na segao
2.3.2.

Velocidade do som e o parametro da equacao de estado

Novamente estudaremos como a velocidade do som ao quadrado ¢? evolui como funcao do
parametro da equacao de estado w. Para este caso, o parametro da equacao de estado é

dado por
W(=1-W)+T
w=— LT , (3.41)

2

de tal forma que podemos escrever c; como

) w(—1+w+4F(—1+w+2w2)+2w\/1—4F(—1+w2)>
= 3.42
€ 1— 3w+ 4T(1 — 20)2(1 + w) (342)
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Figura 3.16: Velocidade do som ao quadrado ¢? em fungio de p’ para os seguintes valores

deT':0,1;1;10;100 (da esquerda para a direita).

Apresentamos na Figura 3.17, um gréfico de ¢? como fungao de w para vérios valores de
['. O comportamento de ¢ em relagao a w é claramente distinto daquele do caso anterior
e reflete o fato de que o caso com (3 < 0 é quartesséncia do tipo convexa. Notamos que

no limite I' — 0, a curva ¢é idéntica a do gas de Chaplygin.

3.3.3 A aceleracao do Universo

Da mesma forma que para o Caso 1, determinamos a aceleragao do Universo através
da equacao de Raychaudhuri para o caso homogéneo (A.81), para verificar quando esta

troca de sinal. Obtemos para o Caso 2

1 (4W2+3W—2F)
6 \v-W-—W24+T/

a
a

(3.43)

Comecando com W proximo a W,,q., ou seja, em um Universo dominado pela matéria,

e indo em direcao a W,, vemos que a aceleracao troca de sinal em

W, = %(—3 + V9 +30). (3.44)
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Figura 3.17: Velocidade do som ao quadrado ¢? em func¢ao do parametro da equagao de

estado w para os seguintes valores de I' (da curva inferior & superior): 0,1;1;10.
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Vemos na Figura 3.18 o comportamento de W, em fun¢ao de I" no intervalo permitido
para I" neste caso. Se o campo escalar for o componente dominante da densidade de energia
cosmoldgica, o Universo comecard a acelerar quando W é préximo de W,. Portanto, ao
longo da transicao de um Universo com poeira para um Universo de de Sitter, a expansao
comega a acelerar, como esperado.

Na Figurar 3.19 mostramos c? em W,, onde ha troca de sinal da aceleragio, em fungao

2

<(W,) — 1/5, enquanto que no limite I' — 0 temos

de I". Verificamos que para ' — oo, ¢

(W) — 1/3.

S

3.3.4 Dinamica de solucoes espacialmente homogéneas

O sistema dinamico obtido combinando-se as equagoes (A.80) e (A.70) para este caso

dp’ do
— =F(p.,0 — =G(p,0 3.45
B _Fpe, T =000, (3.45)
com
2 1
b WEW ) (3.46)

/=W —wWe sl

1, 13W-+4W?2-2r
G=—260*+= .
3 2V-W —-W24T

(3.47)
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Para obter W = W(p/,I") invertemos a equacao (3.35).
Encontramos os pontos estacionarios P(p’, ), sendo que dois deles correspondem ao

estado de vacuo W,,

P = (po,\/30.),  Pa=(p,,—/30L), (3.48)

e um corresponde a 6 = 0

1
Py = (%/; + 80— —v/9+ 32T, o) (3.49)

onde p, é dado pela equagao (3.39). Considerando o comportamento do sistema na vi-
zinhanga destes pontos vemos que P, e P, sdo nés (estavel e instavel, respectivamente),
enquanto que P3; é um ponto de sela.

Na Figura 3.20 mostramos os diagramas de fase deste sistema no plano (p’, ), bem
como algumas trajetérias para valores de I' positivos distintos. A partir desta figura,
podemos ver facilmente que qualquer trajetoria que inicie com uma densidade maior do
que a do estado com W, permanecerd com p’ > p.. Novamente, a solu¢ao da equagao de
Friedmann para o caso plano (k = 0) esté representada pela trajetdria tracejada.

Como no caso anterior, iremos nos concentrar no lado direito dos diagramas de fase
da Figura 3.20, referente a solucoes que apresentam expansao. As trajetorias proximas
da solucao com k = 0, que ¢ favorecida pelas observacoes astrofisicas, terminam sempre
no estado com W,, representado por P;. Em outras palavras, a solucao de de Sitter é um

atrator para as trajetorias de interesse cosmolégico.
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Capitulo 4

Limites observacionais a partir

Supernovas do tipo Ia no modelo de

Born-Infeld Estendido

Varios modelos para a energia escura e para a unificacao da matéria e energia escuras
foram citados nos capitulos anteriores. Cada um destes modelos apresenta uma forma
especifica para o parametro de Hubble em fungao do desvio para o vermelho, H(z), o que
leva a diferentes expressoes para a distancia de luminosidade. Portanto, a determinacao
da distancia de luminosidade, dy, pode ser utilizada para testar a compatibilidade desses
modelos com os dados observacionais e também para fazer uma discriminagao entre eles.

Para determinar observacionalmente a distancia de luminosidade sao necessérios in-
dicadores de distancia: objetos astronomicos para os quais é possivel determinar a sua
luminosidade absoluta. Um indicador de distancia muito utilizado sao as Supernovas do
tipo Ia (Snla). Estes objetos podem ser observados a altos desvios para o vermelho e sao
tao luminosos quanto as préprias galaxias que os hospedam. Além disto, as Snla sao velas
padronizaveis e possuem propriedades bastante homogéneas.

Neste capitulo obteremos a expressao da distancia de luminosidade do modelo de Born-
Infeld Estendido para compara-la com as distancias de luminosidades inferidas a partir de

observagoes atuais de Snla e, dessa forma, poder impor limites sobre os parametros deste
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modelo. Também apresentaremos a analise estatistica utilizada para limitar os parametros
e construir os seus intervalos de confianga. Finalmente discutiremos os resultados obtidos

com esta analise.

4.1 Propagacao da luz e o desvio para o vermelho

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades da propagacao da luz, definiremos
o desvio para o vermelho em funcao do fator de escala e faremos uma conexao entre
observavel e modelo.

Considere um objeto cosmolégico que emite um sinal luminoso no instante t. que é
detectado por um observador em um instante de tempo ty posterior. Escolhendo a posicao
do observador como a origem do sistema de coordenadas da métrica (A.75) e notando que
fétons seguem geodésicas nulas (ds = 0), a trajetéria dos fétons serd radial, o que nos

permite escrever

/ % - / \/1d——T = Jlre), (4.1)

onde Vi
arcserég Im"e)7 se k <0
flre) =9 re, se k=0 (4.2)
arcsen\h/(E\/Ere)7 se k<0

Consideraremos ty como o tempo atual medido pelo observador. Todas as quantidades
que possuirem o subscrito 0 sao medidas para este tempo.
Um sinal luminoso emitido em ¢, + At, serd detectado em o+ Aty e, a partir de (4.1),
podemos escrever
fotdto gy o dr
[y »
tetrat, alt) o V1—Fkr?
uma vez que a coordenada r nao muda, pois é uma coordenada comovente.

Subtraindo a equagao (4.1) de (4.3) temos

to+Ato to te+Ate to+Atg
S Y K R TR
tet+Ate a(t) te a(t) te a(t) to a(t)
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Se At for o periodo tipico de um sinal de luz, ou seja, o tempo entre duas cristas con-
secutivas da onda, que ¢ da ordem de 1075 e notando que a(t) nao muda durante este

intervalo At, a relagao (4.4) leva a [61]

Ato . a(to)
AL e (4.5)

Sabendo que a frequéncia é inversamente proporcional ao periodo, podemos usar (4.5)

para relacionar a frequéncia vy observada com a frequéncia emitida v, da seguinte forma

IZ0) B Ate . a(te)

R = . 4.6
Ve Ato a(to) ( )
O desvio para o vermelho z é definido por
Ao — Ae
e = ) 4.7
nim 2 (4.7

onde o subscrito e foi colocado para indicar que este desvio para o vermelho refere-se
a fonte luminosa que emite o sinal no tempo t,. Como o comprimento de onda A\ é

inversamente proporcional a frequéncia v, podemos reescrevé-lo como

t
)y (4.8)
a(te)
Para um tempo arbitrario ¢, teremos
t
I (4.9)

Como o desvio para o vermelho é uma quantidade fisica que pode ser medida obser-
vacionalmente, esta equacao nos da uma relacao entre um parametro modelo, através de

a(t), e um observével.

4.2 Distancia de luminosidade

Considere um objeto com uma luminosidade absoluta L (energia emitida por unidade

de tempo). Considere também um observador situado a uma distancia d deste objeto.
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Entao, se a emissao de radiacao é isotrépica, o fluxo de energia F' (energia por unidade

de tempo por unidade de drea) detectado pelo observador, sera

B L
C Ard?’

(4.10)

Em um Universo Euclidiano estatico, nao ha ambigiiidade na definicao da distancia d. No
entanto, na Relatividade Geral nao ha uma definicao univoca de distancia finita. Em geral,
apenas distancias infinitesimais sao definidas de forma covariante. Entretanto, podemos
definir distancias adequadas a cada processo de medida. Se este processo envolver velas

padrao, entao é apropriado definir a distancia de luminosidade, dj, a partir da relacao

(4.10), como
[ L

Dado um objeto com luminosidade L no tempo t., o fluxo integrado em uma casca

esférica de raio r. centrada neste objeto, serd dado por
L' = AF, (4.12)

onde A é a area da casca esférica e F' o fluxo medido pelo observador situado a distancia
Te NO tempo ..

Em um Universo em expansao, cujo elemento de linha é dado por (A.75), a drea é

27 s
Alty) = /0 /0 a®(to)r? senf df dp = 4wa®(to)r?. (4.13)

Dessa forma, a equagao (4.12) fica
L' = 4ma®(to)r?F. (4.14)

Agora vamos comparar L’ e L para poder encontrar uma expressao para a distancia
de luminosidade em um Universo em expansao.

Da defini¢ao de luminosidade temos

dE, d(Ne.)
;o Gk _ 4.15
dt. dt, (4.15)
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onde N é o ntimero de fétons e € é a energia de cada féton!, dada por € = hv. Como o

numero de fétons é conservado, podemos escrever L' como

dE(] d (NE())
L'= = . 4.16
dto dto (4.16)

Assim, conectando €, a €y e dt. a dty, segundo as equagoes (4.5) e (4.6) obtemos
2
t
I = (“( €>) L. (4.17)
a(to)

Isto significa que a luminosidade L’ inferida a partir do fluxo F' medido pelo observador,

sofre uma redugao de um fator (a(t.)/a(tp))? em relacao & luminosidade emitida, j& que
a(t.) < a(ty). Este fator, pode ser escrito como (1 + z)72, a partir de (4.8).
Entao, da definigao de dy, (4.11) e utilizando as equagoes (4.14) e (4.17), encontramos

que a distancia de luminosidade em um Universo em expansao ¢ dada por
dp(z) = a(te)(1 + 2)re. (4.18)

Entretanto, a distancia de luminosidade d,(z) deve ser escrita somente em termos de
quantidades observaveis independentemente do sistema de coordenadas. Assim, é preciso
reescrever o termo a(tp)r.. Para isso usaremos o resultado obtido anteriormente para os
fétons que viajam em geodésicas nulas radiais, dado por (4.1) e (4.2). Podemos reescrever

a integral a esquerda de (4.1), que serd denotada por x, como

ot 1 2 ody
X"/te a0~ al) Jy T (4.19)

onde usamos a relacao entre a e z dada por (4.9) e a definicdo H := a/a. A quantidade

x € chamada distancia prépria.

Dessa forma, de (4.1) e (4.2)
x=fr) — Vhre=sen, <\/Ex> : (4.20)

onde
sen(z), sek >0
seng(z) = ¢ x, sek=0 (4.21)

senh(z), sek <0

!Esta é uma visdo simplificada pois pressupde que todos os fétons emitidos possuem a mesma energia,
quando sabemos que eles apresentam um espectro de energia. Entretanto, o mesmo argumento poderia

ser usado no caso de uma distribuigao, sem alterar os resultados.

o7



Para expressar k em termos de quantidades observaveis, recorremos a equacao de

Friedmann (A.84). Usando o resultado (A.86) aplicado para t = ¢, obtemos

\/E = a(tg)Hm/ Qo — 1, (422)

onde Hj é a constante de Hubble e 2y é o parametro de densidade atual.

De (4.20) e (4.22) podemos escrever

alto)re = \/(1207_861% (HO\/W / dZ) (4.23)

Finalmente, a distancia de luminosidade sera dada por

dL(z)=(1+z)H\/§1207_senk (HO\/T/ dz) (4.24)

e fica expressa somente em funcao de quantidades fisicas independentes do sistema de
coordenadas e que podem ser, em principio, medidas observacionalmente.

Para determinar completamente a distancia de luminosidade a partir de um modelo
tedrico é preciso calcular o parametro de Hubble H(z) previsto por este. Com o auxilio
da equacgao (4.9) podemos passar da varidvel z para a variavel a. Assim, determinar H(z)
é equivalente a determinar H(a), o que pode ser feito a partir da equagao de Friedmann

(A.84), que no caso de miltiplas componentes é escrita como

8rG
H?(a) = WT pi — (Z on— + Qoa~ ) : (4.25)

onde
pi  8nG k

= = 5575Pi Qo = ——.
Perit 3H2p ‘ w0 Hg

(4.26)

O subscrito i representa cada componente que contribui para a densidade de energia.
A densidade de energia em func¢ao do fator de escala, p(a), pode ser obtida a partir da

equagao da conservacao de energia (A.82). Por exemplo, para a radia¢ao temos
o\
P (-) (4.27)
Pro agp

-3
% - (aﬁo) . (4.28)
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A densidade de outra componente com equacao de estado genérica sera denotada por p,

para diferencia-la das densidades de energia das outras componentes. Definimos

P
gz(a) = —, (4.29)
Pz0

e notamos que além do fator de escala, g, também depende de outros parametros do
modelo considerado para esta componente.

A contribui¢do da radiacdo para o parametro de Hubble (4.25) é desprezivel para
os desvios para o vermelho tipicos de Snla. Portanto, neste trabalho nao incluiremos a
contribuicao da radiacao e consideraremos apenas as contribuicoes da quartesséncia de de
barions.

Dessa forma, podemos reescrever o parametro de Hubble (4.25) como

H(a) = Hov/Quo go(a) + Qo a3 + Qi a2, (4.30)

ou, usando a equagao (4.9)

H(2) = Hon/Qu0 g2(2) + Qo (1 4+ 2)3 4+ Qo (1 + 2)2, (4.31)

onde

Qo =1—Qp=1— Qg — Do (4.32)

Com isso determinamos completamente a distancia de luminosidade prevista por um
dado modelo tedrico e, portanto, podemos compara-la com a distancia de luminosidade
observada para testar a consisténcia entre este modelo e as observacoes.

Entretanto, observacionalmente nao se mede a distancia de luminosidade diretamente.
Ela é obtida a partir da magnitude aparente m medida e da magnitude absoluta M
inferida. A magnitude absoluta é uma medida do brilho de um objeto astronomico e é
definida como a magnitude aparente que este objeto teria se fosse visto a uma distancia
de 10 pc.

A diferenca entre a magnitude aparente e a magnitude absoluta, que é chamada modulo

de distancia, é dada por

p=m— M = —2 5logy, {%} : (4.33)
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Mas,

F(dy) o 10pc\’
L__ 44 :( pc) , (4.34)
F(10pc) 4n(10pC)? dr

Desta forma, o modulo de distancia pode ser reescrito como

dr, dr,
=5l —— | =51 25. 4.35
2 0810 <10pc) 0810 (Mpc) + ( )

4.3 Supernovas do tipo Ia

As Supernovas do tipo Ia sao causadas por explosoes termonucleares de uma ana
branca e sao caracterizadas pela auséncia de hidrogénio em seu espectro. Elas ocorrem
em anas brancas que fazem parte de sistemas binarios, no qual ha transferéncia de massa
da companheira, que preenche seu lébulo de Roche? devido & expansao das camadas
superiores ao longo de sua evolucao, para a ana branca. Quando a ana branca atinge
a massa limite de Schenberg-Chandrasekhar (1,4M), a pressao de degenerescéncia dos
elétrons nao é suficiente para suportar a gravidade, o que leva ao colapso e a subseqiiente
expulsao das camadas externas em uma explosao que constitui a Supernova. A curva de
luz, que é a variacdo da magnitude em funcao do tempo, apresenta um rapido aumento
de até 9 magnitudes em um intervalo de tempo da ordem de dias e depois decai 3 ou 4
magnitudes em algumas semanas.

Esse tipo de Supernova pode proporcionar bons indicadores de distancia para a Cos-
mologia devido ao seu carater de vela padronizavel. Por um lado, suas propriedades sao
bastante homogéneas e sua magnitude maxima é muito semelhante. Por outro lado, apli-
cando um fator de correcao, as suas curvas de luz coincidem, dentro de suas margens de
erro. De fato, em [7] verificou-se, para Snla préximas, que existe uma dependéncia de
um fator de esticamento na luminosidade absoluta da Snla. As curvas de luz mais lar-
gas, que decrescem vagarosamente, correspondem a Snla mais brilhantes, enquanto que

as curvas de luz mais estreitas e que decrescem rapidamente, correspondem a Snla mais

20 16bulo de Roche delimita o volume em volta de um objeto dentro do qual a matéria estd gravita-

cionalmente ligada a ele.
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fracas. Mostou-se que contraindo as curvas de luz mais amplas enquanto o pico de lumi-
nosidade ¢é reduzido e esticando curvas de luz mais estreitas enquanto aumenta-se o pico
de luminosidade faz com que estas curvas fiquem iguais. Além do fator de esticamento,
sao levados em conta a extincao na radiacao emitida provocada pelo meio intergalactico
e outras correcoes. Através deste processo, o pico de magnitude pode ser normalizado,
tornando as Snla velas padrao.

Uma dificuldade em usar Snla é o problema da sua deteccao, pois sao eventos muito
raros. Por exemplo, em galaxias espirais massivas, ocorrem a uma taxa aproximada de
uma a cada 100 anos. Entao, é importante desenvolver estratégias eficientes de busca
por estes objetos. O método usado pelos projetos de busca de Snla consiste em observar
regioes do céu em dois momentos diferentes e subtrair as imagens. Uma vez que é desco-
berto uma Snla, sua curva de luz é medida, assim como seu desvio para o vermelho ou o

de sua galaxia hospedeira.

4.4 Estimativa dos parametros e intervalos de con-

fianca para dados de Supernova do tipo Ia

Considere um conjunto de dados de N Supernovas contendo medidas dos médulos de
distancia peps; (¢ = 1,..., N), suas incertezas estimadas o; ¢ os desvios para o vermelho
z;. Denotando pi;; como o moédulo de distancia tedrico previsto por um dado modelo e
dado pela equacao (4.35), que depende do desvio para o vermelho z e de um conjunto de
M parametros 8=(01,...,0,r), cujos valores sao desconhecidos.

Supondo que as medidas f.s; para cada z; sao independentes e que obedecem a uma
distribuicdo gaussiana, a fungao verossimilhanca L(0) é dada pela funcdo densidade de

probabilidade conjunta, ou seja, pelo produto de N gaussianas [62]

L(6) = H _217m2 exp (_(“Obsvi(zi) ;Ugt,z‘(zue)) ) . (4.36)

(2
Tomando o logaritmo da funcao verossimilhanca acima e ignorando os termos aditivos
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que nao dependem dos parametros, temos

l\.’)

N 2
1 O SZ 1 7 19 0
log L(6) = —5 (ptonsi(24) — A, (1, 6))" (4.37)
=1

’L

Para estimar os valores dos parametros que fornecem o melhor ajuste para os dados,
denotados por 8, devemos maximizar a fun¢ao L(6@), o que é equivalente a minimizar a

quantidade

X2 = —2log L(0) = Z (ptonsi(2) _Uut’i(zi’ 0))2. (4.38)

2
i=1 i

Geralmente utiliza-se o x? dividido pelo niimero de graus de liberdade n; (o nimero de
dados observados N menos o nimero de parametros independentes v) como uma medida
da concordancia entre o modelo e os dados. Se este valor for proximo da unidade, entao
o ajuste é considerado bom e os dados consistentes com o modelo. Se x?/n; for muito
menor do que um, entao o ajuste é melhor do que o esperado dados os erros medidos.
Isto nao pode ser usado como uma evidéncia contraria ao modelo que esta sendo testado,
mas pode indicar que os erros foram superestimados. Se x?/n; for muito maior do que
um, entao ha razoes para duvidar que este modelo é um bom candidato para explicar os
dados.

Tendo considerado acima a estimativa dos parametros @ que melhor ajustam os dados,
vamos agora discutir como determinar os intervalos de confianca que definem uma regiao
no espacgo de parametros em torno de 6 com uma dada probabilidade de ocorrerem.

Para isso é preciso determinar a densidade de probabilidade para os parametros 6,
chamada p(@). Considerando a hipétese de que esta densidadade de probabilidade é
proporcional a fungao verossimilhanca L(0) [62], temos que

L(0)

p(0) = W7 (4.39)

onde a L(0) foi normalizada para que p(@) possa, de fato, ser associada a uma distribuigao
de probabilidades.

Para fins demonstrativos, consideraremos inicialmente o caso em que ha somente um
parametro livre, #. Poderemos generalizar este caso para uma situacao em que ha mais

parametros e isto serd feito posteriormente.
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Figura 4.1: Fungao densidade de probabilidade p(6). A &rea preenchida corresponde a

valores de 6 cuja probabilidade é dada pelo nivel de confianca C'.

A probabilidade de encontrarmos o parametro 6 no intervalo [é, 0+ dé] ¢ dada por

P(6 <0 <0+ d) =p(0)dd. (4.40)
Dessa forma, a probabilidade de 6 estar no intervalo [6,, 0] é

O
PO, <0< 6y) = / p(0)d0. (4.41)
04

O nivel de confianca C' de um intervalo de confianca determina a probabilidade de que
este intervalo contenha o valor verdadeiro do parametro 6. De acordo com a expressao
(4.41), podemos associé-lo a drea abaixo da curva p(f), como pode ser visto na Figura
4.1. Dado um nivel de confianca, determina-se a altura h que intercepta a curva em 6,
e 0p, de tal forma que a drea abaixo da curva p(f) no intervalo [0,, 0] seja equivalente a
probabilidade desejada. Por exemplo, a escolha do nivel C' = 0, 95 significa que o intervalo
de confianca [0, 0,] cobre 95% da érea total sob a curva p().

A fungao verossimilhanga, dada por (4.36), pode ser escrita como

o= | o] o (-5). 42

sendo que o termo multiplicativo fora da exponencial nao depende dos parametros. Entao,

diferencas do x? em relagao ao seu valor minimo Y2, correspondem a diferentes proba-

bilidades, ou diferentes niveis de confianca.
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Figura 4.2: Funcao densidade de probabilidade p(#) para o caso gaussiano. A &rea pre-

enchida corresponde a valores de 6 cuja probabilidade é dada pelo nivel de confianca

C.

Para o caso em que a fungao verossimilhanga L() e, conseqiientemente, a fungao den-
sidade de probabilidade p(6) sao gaussianas no parametro 6 (Figura 4.2), a determinagao
dos intervalos de confianga é bastante simples. Nesse caso, a fun¢ao p(6) é simétrica e 6,
e 0, podem ser expressos em termos de 6 + noy, onde o5 ¢ o desvio padrao e da a meia
largura da gaussiana a uma altura h = 1/e e n é um nimero inteiro.

A relacao entre os niveis de confianga e a quantidade no, para o caso gaussiano é conhe-
cida [63] e encontra-se na Tabela 4.1 para alguns valores de n. Nesta tabela encontram-se
também os valores de Ay? em funcao dos niveis de confianca C' e do niimero de parametros
livres v. Por exemplo, para o caso unidimensional, onde v = 1, o intervalo de confianca
que representa o nivel de confianca 68,27% ¢é aquele dado para os valores de # nos quais
0 Ax* = X% = Xpn = 1.

Para generalizar estes resultados para o caso com M parametros 0, devemos encon-
trar um intervalo de confianga M-dimensional [0,, 8], construido de tal forma que repre-
sente a probabilidade (determinada pelo nivel de confianga escolhido) de encontrarmos os
parametros dentro de uma dada regiao do espago de parametros. Isto define uma regiao
de confianca no espaco de parametros M-dimensional para um dado nivel de confianca.

Como no caso unidimensional, esta regiao pode ser delimitada encontrando-se os valo-
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res de @ nos quais o x? difere de seu valor minimo 2, por uma quantidade fixa, ou
seja, Ax? = A, onde A é uma constante. Assim, todos os pontos contidos nessa regiao
representam valores de 6 nos quais Ay? < A.

Suponha que estamos interessados em regioes de confianga para um subconjunto de v
parametros, onde v < M. Neste caso, as regioes sao obtidas através da marginalizacao da
fungao densidade de probabilidade p(@) sobre os outros M — v parametros. Isto equivale
a integrar a fungao p(0) sobre os M — v parametros®. A partir de (4.39) e (4.42) podemos

escrever a funcao densidade de probabilidade marginalizada p(6) como

]5(0) . f...fe_%d9y+1 d‘gM

— . (4.43)
[ fe5d0ydby...doy

Para o caso em que p(@) é gaussiana nos parametros 8, a relagiao entre o Ax? e os

graus de liberdade v (que representam os v parametros livres) é dada na Tabela 4.1.

C v=1|lv=2|v=3
loy | 0,6827 | 1,0 2,3 | 3,53
205 10,9544 | 4,0 | 6,17 | 8,02
30; 10,9973 | 9,0 | 11,8 | 14,2

Tabela 4.1: Ax? em funcao dos niveis de confianca C' e dos graus de liberdade v.

Na secao a seguir utilizaremos o tratamento estatistico definido até aqui para obter
limites observacionais a partir de Snla nos parametros do modelo de Born-Infeld Esten-

dido.

4.5 O parametro de Hubble para o modelo de Born-
Infeld Estendido

3Nao consideraremos aqui a utilizacdo de informacdes a priori sobre os pardmetros, como pode ser

feito segundo a estatistica Bayesiana, pois este nao é o escopo desta secao.
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Como discutido no capitulo anterior, o modelo Born-Infeld Estendido ¢ um modelo
de unificagao (quartesséncia) de matéria e energia escuras que pode ser interessante para
descrever o contetido material do Universo, pois fornece uma explicagao para a expansao
acelerada, bem como para a formacao de estruturas. Além disto, ele apresenta algumas
vantagens em relacao a outros modelos de quartesséncia, como baixa velocidade do som.

Nesta secao determinaremos, para os dois casos do modelo estudado, o parametro
de Hubble H(a) que serd usado para calcular o médulo de distancia p;. Na segao 4.6
utilizaremos os modulos de distancia determinados pelas observacoes de um conjunto de

Snla, para impor vinculos nos parametros I' e Wj.

4.5.1 Caso 1

Concentraremos nossa atencao no intervalo W,,.. > W > W, que é o intervalo que
tem sentido fisico para este caso, onde o modelo se comporta como quartesséncia. Além
disso, a dinamica do modelo, estudada no capitulo anterior, nunca permite sair deste
intervalo.

Para determinar a evolucao do parametro de Hubble, a densidade de energia deve
ser escrita em funcao do fator de escala. Para tanto, é preciso resolver a equacao de
conservagao de energia (A.82), que é convenientemente expressa em termos de W. Usando

a equagao (3.15) obtemos,

g0 _ —3W? 4+ 2W3 4+ T — 6WT W

a  \2W(=14+2W) (=W + W2 —-T)

1 2 1—-2W
= wW. 4.44
(2W+—1+2W+2(—W+W2—F)> (444)

Integrando esta equagao, obtemos
vVWERW -1

g = YIWEW - D& (4.45)

VW —W?2+T
onde ] é uma constante de integracao.
Considerando a(ty) = 1, podemos escrever esta constante em termos de Wy = W(a =
1), através de

VWo —W2+T
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Note que a escolha do valor de a(ty) é arbitréaria, pois, como discutido anteriormente, os
resultados independem desta escala. Neste trabalho escolhemos a(ty) = 1 para simplificar
as expressoes.

A partir das equagoes (4.45) e (4.46) temos o fator de escala a expresso em termos de

W, Wy e I'. Portanto, invertendo em relagao a W, é possivel obter

W =W(a, Wy, T') (4.47)
e entdo escrever, através da expressao (3.15), a densidade de energia como

p' = p'(a, Wy, T). (4.48)

Essas expressoes foram obtidas com o auxilio do aplicativo Mathematica [64] e, por
serem expressoes muito longas, nao serao aqui reproduzidas.

Com o intuito de otimizar o tempo de célculo e verificar o comportamento de p’ em
seus limites e também para eliminar possiveis erros numéricos devido a indeterminagoes,
calculamos os limites de p’ para a — 0 e a — 00 e seus respectivos intervalos de validade.
O procedimento para isso sera descrito abaixo.

No limite a — 0 (ou W — W,,4.), obtemos a seguinte aproximagao para a densidade
de enegia

Pa—0 = \/5&3 - 4\/501

onde consideramos somente os dois termos dominantes (de mais baixa ordem). A cons-

VI : :
o Gvvlediel 3 (1+\/1+4F>, (4.49)

tante C; é dada pela equagao (4.46). Note que, para o primeiro termo, a dependéncia de
o' com o fator de escala é a mesma que para a matéria escura, ou seja, p’ oc a2, Isto estd
de acordo com a idéia de quartesséncia, apresentada no capitulo anterior.

Para verificar quando a aproximacao ¢ valida, determinamos qual a contribuicao do
segundo termo em relagao ao primeiro. Definindo € como a razao entre o segundo termo
e o primeiro, podemos quantificar isso. Se e for pequeno significa que a contribuicao do
segundo termo ¢é pequena e, conseqiientemente, as contribuicoes dos termos de mais alta
ordem também serao. Dado um valor de € podemos determinar o fator de escala a; para o

qual a condicao acima ¢ satisfeita, ou seja, quando o segundo termo é € vezes o primeiro.
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Desta forma,

o=

42
ay — (450)
3 (1+V1+4T)
e a aproximagao é valida para a < ay.
Para verificar se a aproximacao é boa, calculamos a diferenca entre as expressoes

completa (p’) e aproximada (p!,_,,) através de

Pa—0

10" — P ol

Nos nossos célculos usamos € = 1074, o que leva a um Ap’ ~ 1074, O valor exato de Ap/
depende do valor de I' e Wy escolhidos.

Ja no limite a — oo (ou W — W,,) obtemos

1 o
Do = \| = T 7= Toa (4.52)

que, segundo o procedimento descrito acima, é valido para a 2 ay, onde ay; é dado por

0 = (ﬂ) ' (4.53)
' evV/1+4r' ) '
Usando € = 10~* encontramos que Ap’ ~ 107%. Novamente, o valor exato de Ap’ depende
do valor de I' e W}, escolhidos.

Na Figura 4.3 mostramos as curvas p'(a), p,,_(a) e p._,(a). No limite de a — oo
p'(a) é uma constante, o que estd de acordo com o fato de o campo escalar se comportar
como uma constante cosmoldgica. Para a — 0, a inclinacao da curva é de —3 e esta
de acordo com o fato de o Universo ser dominado pela matéria neste periodo. Também
vemos que para valores de a muito pequenos, a curva p’(a) nao corresponde ao valor exato
esperado para a — 0 devido as limitagoes do calculo numérico em lidar com alguns tipos
de limites que ficam indeterminados, mas que podem ser calculados analiticamente. Por
causa disto e para otimizar o tempo de céalculo, usaremos neste trabalho as aproximacoes
ph_o(a) para a < a; e p,_ . (a) para a > ay. Para a; < a < ay, usaremos a expressao
completa para p'(a).

Tendo ja definido a densidade de energia em funcao do fator de escala, podemos agora

determinar o parametro de Hubble.
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Figura 4.3: A curva sélida representa p’ exato e as curvas tracejadas representam os

limites para a — 0 (verde) e a — oo (laranja) para o caso em que I' = 1,2 e W = 0, 54.

. . ;o . ,
A densidade de energia do campo escalar p’ serd denotada a partir de agora por pl.,
para diferencia-la das densidades de energia das outras componentes que serao introduzi-

das no calculo do parametro de Hubble, como béarions.

Definindo
/
& = g(OJaFaWO)a (454)
Peso
podemos reescrever (4.30) como
H(a) = Hy\/Qeso 9(a, T, Wo) + Qo a3 + Qo a2, (4.55)
onde
Qo = 1 — Qeso — Qo (4.56)

A equagao (4.55) pode ser escrita em fungao do desvio para o vermelho z usando (4.9).

Substituindo H(z) em (4.24) temos

dL(Z) (1 + Z Senk ( /—QO — / \/Q dz'

H\/QO— esOgZFW0)+Qb0(1+Z) +Qk0(1+2)2
(4.57)

Resolvendo a integral, encontramos a distancia de luminosidade teérica e logo o médulo
de distancia (4.35) que serd usado para confrontar este modelo com as observagdes de

Snla nas proximas segoes.
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4.5.2 Caso 2

Para poder comparar as previsoes tedricas do modelo para o caso com ( < 0 com o0s
dados observacionais, vamos seguir o mesmo procedimento descrito acima para o Caso 1.
Primeiramente, vamos determinar o parametro de Hubble. A equacao equivalente a

(4.44) sera

g4 —3W? —2W?3 4+ T +6WT
a 2(W +2W2) (W +W?2—T)
1 2 —1—2W
= w. 4.58
(2W+1+2W+2(W+W2—F)> (4.58)

Integrando a equacao acima, obtemos

5 VIWERW +1)C,
¢ JW(=1—W)+T

(4.59)

onde (5 é uma constante de integracdo. Através da escolha a(ty) = 1 podemos escrevé-la
em termos de Wy = W(a = 1) através de

VW (2W, + 1)
VW - WE T

Cy (4.60)

Assim, novamente temos o fator de escala a expresso em termos de W, Wy e I' e com
isso é possivel obter W = W (a, Wy,I') e conseqiientemente p., = p. (a, Wy,I'). Essas
expressoes foram obtidas com o auxilio do aplicativo Mathematica e também nao serao
reproduzidas, devido ao seu grande tamanho.

Analogamente ao Caso 1, obtemos a seguinte aproximagao para a densidade de enegia

no limite em que a — 0 (ou W — W,0z)

Cov/V/1+4T — 1 3a3 ( 3
= - 14+ VIT 4F> , 4.61
o NG WoTeh (4.61)

onde Cy é dado pela equagao (4.60). Novamente, em primeira ordem p’ escalona com a

da mesma forma que a matéria escura. Segundo o procedimento descrito para o Caso 1,

a aproximagcao acima somente ¢ valida para a < a;, onde a; é dado por

o=

4C2%¢
ay = (3 (_1+m)> , (4.62)
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Figura 4.4: A curva sélida representa p' exato e as curvas tracejadas representam os

limites para a — 0 e a — 0o para o caso em que [' =3 e Wy = 1.

Em nossos célculos usamos € = 107°, que resulta em um Ap’ ~ 1073,
Ja no limite a — oo (ou W — W) temos que

2T

/
=vI
pa—>0 \/_ + 2@6 9

(4.63)

que é valido somente para a > a, onde ay; é dado por
%:(£>5 (4.64)
2¢
Usando € = 10™* encontramos que Ap’ ~ 107%. Os valores exatos de Ap’ dependem de T
e W[).

Na Figura 4.4 mostramos as curvas p'(a), p,_ . (a) e p,_,(a). O comportamento da
curva completa e dos limites é semelhante ao do caso anterior. Verificamos novamente
que para valores de a muito pequenos, a curva completa se afasta do limite correto e
apresenta muito ruido, devido aos problemas numéricos mencionados anteriormente. Por
causa disto e para otimizar o tempo de cdlculo, usaremos neste trabalho as aproximagoes
ph_ola) para a < a; e pl,_ (a) para a > a;. Para a; < a < ay, usaremos a expressao
completa para p'(a).

O parametro de Hubble sera dado neste caso por

H(a) = Hov/Qeso f(a, T, Wo) + Qo a=3 + Qpo a2, (4.65)
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onde

Fla, T, W) = p— (4.66)

es0

Obviamente, esta funcao é diferente da fungdo g do caso anterior, devido ao fato de pl,
ser diferente.

Novamente, a equacdo (4.65) pode ser escrita em fungao do desvio para o vermelho
z usando (4.9). Substituindo H(z) em (4.24) encontramos a distancia de luminosidade

tedrica para o Caso 2 do modelo.

4.6 Limites de Supernovas do tipo Ia no modelo de

Born-Infeld Estendido

Para obter os limites observacionais de Snla sobre os parametros do nosso modelo
usamos o tltimo conjunto de dados da amostra Gold compilado por Riess et al em [65].
Esta amostra contém 182 Snla, com z > 0.0233.

Uma vez que as observagoes das anisotropias da radiacao cosmica de fundo em mi-
croondas indicam que o Universo é aproximadamente plano [66, 67], na anélise a seguir
consideraremos o caso com curvatura nula, ou seja, {2y = 0.

A fragdo de barions €2, pode ser determinada a partir da abundancia observada de
elementos leves combinada com calculos da nucleossintese primordial [68], o que fornece
um valor da combinacao k2. Estudos atuais resultam em Qh? = 0,0214 £ 0,0018

1eé

[69, 70]. Este resultado é independente dos modelos de matéria e energia escuras
compativel com os dados da radiacao césmica de fundo e da estrutura em grandes escalas.
Combinando isto com o resultado obtido pelo Hubble Space Telescope key project [71],
h = 0,72 + 0,08, obtém-se que €, = 0,04. Note que o impacto de €, em H(a) ja é
muito pequeno (~ 4% da densidade de energia total) e, portanto, pequenas variagoes

desse valor nao causarao diferencas perceptiveis nos limites de Snla. Portanto, na nossa

analise, fixaremos €2, no valor citado acima.

4Desde que a energia escura e a matéria escura sejam despreziveis frente & radiacio no Universo

primordial, o que é bastante natural.
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Dessa forma, os tinicos parametros do modelo de Born-Infeld Estendido que restaram
apoés estas consideragoes sao Hy, I' e Wy. Entretanto, nao estamos interessados em obter
limites para o parametro Hy. De acordo com a discussao da secao 4.4, devemos entao
marginalizar sobre este parametro, o que sera feito a seguir. Assim, nos concentraremos

somente nos parametros I' e W,

4.6.1 Marginalizacao analitica em H,

Nesta secao apresentaremos o método para marginalizar sobre o parametro Hj, mos-
trando que esta marginalizacao pode ser feita de forma analitica.

Partindo da distancia de luminosidade escrita na forma

C
- "D 1.
dy D (4.67)

e podemos reescrever o médulo de distancia, dado pela equagao (4.35), como

h*
pe = py + 5log (3) , (4.68)
onde
h
w; = 5log Dy + 5log (F) + 42,384 (4.69)

e h := Hy/(100kms *Mpc™!). As quantidades denotadas por (*) indicam que foram
calculadas para um dado h fixo. No nosso trabalho usamos h* = 0,65. Entretanto,
com a marginalizagao no parametro de Hubble todos os resultados obtidos se tornam
independentes da escolha de h*.

Substituindo (4.68) na definigao de x* dada por (4.38), obtemos [72]
X2 = XZ —2Cx + 025132, (470)

onde x = 5log(h/h*) e

, o (1675 = Hobs,i)” = (41— Hobssi) o 1
NP=) S Op=)y S =) 5 (4.71)
' ' i=1 °
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A fungao densidade de probabilidade marginalizada p(0) dada pela equagao (4.43),
para o caso da marginalizacdo no parametro h, é escrita (a menos de termos constantes

provenientes da normaliza¢ao) como

> X2 o 1 h h
p(0) x / exp (—7> dh = / exp {—5 [Xf — 101log (ﬁ) C + 251og? (E) CQ] } dh
- - (4.72)

Esta integracao pode ser feita analiticamente, reduzindo o tempo de calculo. Como

resultado, obtemos para p(6) uma fungdo com a mesma forma funcional de p(0), ou seja

5(8) o exp (-X;) , (4.73)

onde x? é dado por

N 4 2
252 = “In10 ). 4.74
X =X: 02(01+5n0> (4.74)

De acordo com a expressao (4.39), p(@) é proporcional a fungdo verossimilhanca.
Assim, conforme a discussao da secao 4.4, para determinar o melhor ajuste para os
parametros Wy e I' e as regioes de confianga no espago desses parametros é necessario

maximizar esta funcao. Isto é equivalente a minimizar y2.

4.6.2 Confrontamento do modelo de Born-Infeld Estendido com

dados de Snla

Vamos agora utilizar o método discutido acima e nas segoes 4.2 e 4.4, juntamente
com os resultados obtidos na secao 4.5 para o modelo de Born-Infeld Estendido, para
verificar se este modelo é consistente com os dados de Snla e para impor limites nos seus
parametros.

Para comecar devemos minimizar o Y2, processo este que pode ser um tanto demorado,
uma vez que envolve somatorios e integrais. Para otimizar o tempo de processamento,
calculamos uma grade com os valores de Y2, ou seja, um conjunto de valores de Y? para
um certo intervalo de de Wy e I'. Apds, interpolamos os valores de ¥? e minimizamos

para encontrar o x2. . Calculamos esta grade por dois métodos distintos: no primeiro
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utilizamos um codigo desenvolvido em Fortran e no segundo utilizamos o aplicativo Mathe-
matica. Comparamos os resultados dos dois métodos e verificamos que eles coincidem. A
interpolagao e a minimizagao foram feitas usando o aplicativo Mathematica.

Efetuando a minimizagao obtemos, para o Caso 1, que X3 .. = 157,6, de modo que
X3 win/m1 = 0,875. Para o Caso 2, obtemos X3, = 156,9 e X3,/ = 0,871. Conclui-
mos, portanto, que os dois casos do modelo sao compativeis com os dados de Snla.

Ao minimizarmos o Y2, verificamos que Y2, é degenerado, ou seja, uma combinagao de
valores de I' e W, fornece valores muito semelhantes para essa quantidade. Isso significa
qua a funcao verossimilhanca e, conseqiientemente, a funcao densidade de probabilidade
nao possuem um pico bem definido, se estendendo e nao se anulando para grandes valores
dos parametros. Desta maneira nao é possivel normalizé-las e relacioné-las rigorosamente
com probabilidades.

Para construir as regioes de confianga, seguimos o procedimento apresentado na secao
4.4 e fixamos alguns valores de Ax?. Entretanto, ndo podemos relacionar o Ax? com
probabilidades da mesma forma que no caso gaussiano, representado na Tabela 4.1. Isso
porque a funcdo densidade de probabilidade p(@) para o nosso modelo, que apds as consi-
deragoes acima se reduz a p(I", W), ndo é gaussiana nos parametros I' e Wy, para ambos
os casos 1 e 2, como pode ser inferido pela auséncia de um pico bem definido. Entao, se
quiséssemos determinar a probabilidade associada a uma dada regiao de confianga (para
um nivel de confianga C') seria preciso integrar a fungao p(I', Wj) para encontrar os limites
do intervalo para cada parametro, de tal forma que eles fornecam a probabilidade dese-
jada. Para isso, de acordo com (4.39), a fungao verossimilhanga deve ser normalizével.
No entanto, como dito acima, p(I', W) nao pode ser normalizada. Como estamos interes-
sados em saber como os dados de Snla da amostra considerada limitam os parametros do
nosso modelo, fixaremos valores de Ax? para determinar regioes de confianca, mesmo que
estas nao estejam estritamente relacionadas com as probabilidades e os niveis de confianca
conhecidos.

Para construir as regides de confianca usamos o aplicativo Mathematica. Nas Figuras
4.5 e 4.6, apresentamos os resultados obtidos para o Caso 1 e 2, respectivamente. A regiao

interna corresponde a Ax? = 2, 3 e a externa Ay? = 6, 17. No caso gaussiano esses valores
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Figura 4.5: Contorno de confianca para Ax? = 2, 3 (interna) e Ay? = 6, 17 (externa) para

o Caso 1.

correspondem aos niveis 1o e 20. Como esperado, vemos claramente que os contornos de
confianga ndo sao elipses e nem sao limitados, ou seja, p(I', Wy) nao é gaussiana. A forma
dos contornos reflete a degenerescéncia em I' e ;. Além disso, o intervalo permitido para
Wy aumenta com I'. Portanto, Wy é melhor determinado quanto menor for o I'. Quase
todo o intervalo de I' é permitido e apenas valores assintoticamente proximos do minimo
(I'=—1/4 eI =0, para os casos 1 e 2, respectivamente) sao excluidos.

Caso introduzissemos outros observaveis, poderiamos quebrar a degenerescéncia e limi-
tar mais a funcao verossimilhanca de tal forma que a normalizacao fosse possivel. Assim,
poderiamos fazer uma andlise estatistica mais rigorosa e limitar melhor os parametros do

modelo.
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Figura 4.6: Contorno de confianca para Ax* = 2, 3 (interna) e Ay? = 6,17 (externa) para

o Caso 2.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas futuras

Motivados pela busca de um modelo vidvel de unificagao da matéria e energia escuras,
neste trabalho fizemos um estudo detalhado de um modelo baseado em uma extensao
da Lagrangiana de Born-Infeld para um campo escalar. Este modelo, apresenta pro-
priedades interessantes e pode evitar alguns problemas presentes em outros modelos de
quartesséencia.

Dividimos o estudo em duas partes de acordo com as duas classes da Lagrangiana de
Born-Infeld estendida. Mostramos que, em ambos os casos, o modelo pode ser descrito
em termos de um fluido perfeito. Obtivemos a sua equacao de estado e estudamos o com-
portamento da velocidade som em relacao a diversos parametros do modelo. Verificamos
que ela é muito pequena no regime no qual a quartesséncia se comporta como matéria
escura. No estado com configuracao de constante cosmoldgica, a velocidade do som é
nula para o primeiro caso e igual a velocidade da luz para o segundo. Esta propriedade
representa uma desvantagem da segunda classe em relagao a primeira, pois a velocidade
do som poderia ser alta no Universo atual causando problemas com a formacao de estru-
turas. Para verificar o impacto da velocidade do som no Universo tardio, relacionamos o
momento em que a velocidade do som atinge o seu valor maximo com o momento no qual
a expansao comeca a acelerar. Para a primeira classe, verificamos que a velocidade do
som pode atingir o seu maximo antes ou depois da aceleragao da expansao, dependendo

do valor do parametro I'. Além disso, quanto mais cedo a velocidade do som atingir o
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seu maximo, menor serd esse valor. A maior velocidade do som possivel para essa classe é
c2 =1/3 e ocorre para I' — co. Para a segunda classe verificamos que a expansao comega
a acelerar sempre antes de a velocidade do som atingir seu valor méaximo.

Para ambas as classes investigamos a dinamica das solugoes espacialmente homogéneas,
através da determinacao dos pontos estacionarios e da construcao de diagramas de fase.
Verificamos que o estado no qual a quartesséncia se comporta como constante cosmolégica
é um atrator para as solugoes em expansao, em um Universo com pequena curvatura.

Finalmente confrontamos as previsoes teodricas deste modelo para o caso de um Uni-
verso plano com dados observacionais recentes de Supernovas do tipo la. Para isso, obti-
vemos o parametro de Hubble e a distancia de luminosidade para o modelo de Born-Infeld
Estendido. Verificamos que as duas classes sao compativeis com os dados observacionais,
porém estes nao permitem limitar significativamente os parametros do modelo. A inclusao
de novos observaveis, como a escala actstica medida na radiacao césmica de fundo e na
estrutura em grande escala, permitirda obter limites mais fortes sobre estes parametros.
Isto sera realizado como uma continuacao deste trabalho.

Outro aspecto fundamental que deve ser estudado é o comportamento desse modelo
em relacao a formagao de estruturas. Isto permitird investigar se ele apresenta os mesmos
problemas encontrados em outros modelos de quartesséncia adiabatica. Sé entao podere-
mos verificar se este modelo constitui uma possibilidade competitiva para implementar a

unificagao entre matéria e energia escuras.
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Apeéendice A

Decomposicao 1+3 covariante da

Relatividade Geral

Neste apéndice revisaremos o formalismo 1 + 3 covariante da Relatividade Geral e
apresentaremos algumas equacoes importantes que serao usadas nesta dissertacao. Em
especial, na secao A.1.2 discutiremos o caso particular de um Universo homogéneo e
isotrépico e apresentaremos as relagoes relevantes que serao utilizadas quando considerar-

mos tal caso.

A.1 O tensor energia-momentum e as equacoes de

movimento

Um modelo cosmoldgico é definido através da especificagao de:

e uma geometria do espago-tempo representada pela métrica g,s(z*) e que deve ter
propriedades compativeis com os resultados das observacoes astronomicas do Uni-

Verso;

e um conteudo material e seu comportamento fisico, representados pelo tensor de
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energia-momentum, equacao de estado do fluido ou Lagrangiana associada as com-

ponentes de matéria e

e interacao da geometria e da matéria, ou seja, como a matéria determina a geometria,
que, por sua vez, determina o movimento da matéria. Supomos isso através das

equacoes de Einstein !:

1
Gaﬁ = Rag — §R9a5 = 871§ Taﬁ, (Al)

onde T,z ¢ o tensor de energia-momentum e R,3 := R7,,3 e R := R%, sao, respectiva-
mente, o tensor e o escalar de Ricci, obtidos através de contragoes do tensor de curvatura
de Riemann R,s,5. Como serd visto adiante, as identidades de Bianchi garantem a con-
servacao local da energia-momentum total, isto é, de todas as componentes materiais
combinadas?®

G’s=0 —  Tz=0. (A.2)

As escolhas mais usuais para a descricao da matéria em um modelo cosmoldgico en-

volvem a combinacao de
e um fluido com uma equacao de estado motivada fisicamente;
e uma mistura de fluidos, geralmente com 4-velocidades diferentes;
e um conjunto de particulas representada por uma descri¢ao a partir da teoria cinética;
e um campo escalar ¢, com um dado potencial V' (9);
e um campo eletromagnético descrito pela acao de Maxwell.

As consideracoes acima juntas determinam a evolucao dinamica do modelo. Esta
descrigao deve ser suficiente para determinar as relagoes observacionais previstas pelo
modelo, que podem ser comparadas com observacoes astronomicas. Isto determina as
solugoes que podem ser consideradas como modelos cosmoldgicos viaveis para descrever

o Universo real.

!Neste trabalho, a menos que seja indicado, usaremos ¢ = 1.
20 ponto e virgula ; denota a derivada covariante.
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O principal objetivo desta secao é introduzir as relagoes gerais validas que serao usadas
nesse trabalho, decompor o tensor de energia-momento em termos de seus componentes

irredutiveis e obter as equacoes de evolucao dos parametros cinematicos de interesse.

A.1.1 Decomposicao 1+3 covariante da Relatividade Geral

Um espaco-tempo pode ser descrito por varios formalismos distintos. O formalismo
mais usual é aquele em que o espago-tempo ¢ descrito por uma métrica g,s(z*) em um
dado sistema de coordenadas, com suas propriedades diferenciais dadas pelos simbolos
de Christoffel. Neste trabalho usaremos outro formalismo, que foi introduzido por Eh-
lers, Hawking e Ellis [73, 74, 75] e que resultou em uma descrigao covariante dos campos
gravitacionais e de matéria, onde a métrica nao aparece explicitamente. Com este for-
malismo, o espago-tempo é descrito por um conjunto de varidveis definidas a partir de
uma decomposicao espaco-temporal covariante, chamado decomposicao 1 + 3 covariante
da Relatividade Geral.

Nesse formalismo, as equacoes de Einstein sao separadas em equacoes de evolucao
e equagoes de vinculo envolvendo apenas derivadas espaciais [76]. Essas equagoes sao
provenientes das identidades de Ricci e de Bianchi, com as equagoes de Einstein sendo
incorporadas algebricamente pela substituicao do tensor de Einstein pelo tensor energia-
momentum. Em vez de equagoes para a métrica, temos equacoes para os parametros
cinemadticos (aceleragio, expansao, cisalhamento e vorticidade) e dinamicos (densidade,
pressdo, tensdo anisotrépica e fluxo de energia), e para as partes elétrica e magnética do
tensor de Weyl.

Uma das vantagens desta descrigao é que todas as quantidades tém uma interpretacao
fisica ou geométrica direta, o que permite ter uma intuigao maior sobre a dinamica do
sistema e facilita a analogia com a fisica newtoniana. Entre suas varias aplicagoes cos-
moldgicas estao a teoria de perturbagao linear, incluindo a andlise das anisotropias da
radiagao césmica de fundo (como usado no cédigo CAMB [77]), o estudo de ondas gravi-
tacionais [78], a andlise de limites na anisotropia e heterogeneidade do Universo [79, 80, 81]

e o estudo da formagao de estruturas no regime nao linear das perturbacoes de densidade

83



(82, 83, 84, 85].

Nesta secao seguiremos os passos das referéncias [76, 75, 86, 87].

A seguir vamos definir a 4-velocidade média da matéria e o tensor de projegao, que
serao necessarios para a decomposicao covariante e conseqiiente obtengao das quantidades

cinematicas.

4-velocidade média da matéria e o tensor de projecao

Em um espaco-tempo, dado um observador, definimos seu campo de velocidades como

«
o dx

ut = uqu® =1, (A.3)

onde 7 é o tempo préprio medido ao longo das linhas de universo. Em cada ponto x®
deste espaco-tempo, u® determina um sub-espaco tri-dimensional constituido de vetores
ortogonais a ele.

Portanto, para um determinado observador, definido pelo seu campo de velocidades,
todas as quantidades fisicas podem ser decompostas em escalares e tensores projetados.
O sub-espaco H, também chamado espaco de repouso, é determinado pelo conjunto de ve-
tores ortogonais a u® e constitui um referencial inercial para o observador correspondente.
A componente de um tensor no espaco de repouso instantaneo de u® é obtida através do
tensor de projecao [76]

hap = Gap — UaUgs. (A.4)

E facil verificar que ele possui propriedades de um projetor no triespago ortogonal a u®:
R W75 =h%, h% =3, hagu’ =0. (A.5)

Este tensor é efetivamente a métrica espacial para observadores se movendo com 4-
velocidade u®. Mais precisamente, a equacdo (A.4) nos permite escrever o elemento

infinitesimal de linha como:
ds? = gapdr®da’ = hapdr®ds’ + ugupsdr®da”. (A.6)

Isso mostra como um observador se movendo com u® em um ponto x® designa para o

ponto 2% + dr® uma separacio espacial dl = (hogdz®dz” )1/ 2 ¢ uma separacao temporal
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dt = un,dz® em relacdo a ele. Assim, qualquer tensor pode ser decomposto em suas
partes espaciais e temporais utilizando as suas projecoes sobre u® e hog. Quando u® ¢
escolhido como a velocidade média de um elemento de fluido no Universo, esta separacao
adquire um carater invariante. Ou seja, a existéncia de uma 4-velocidade unica em cada
ponto significa que todas as quantidades fisicas podem ser separadas univocamente em
componentes espaciais e temporais.

Antes de obter os parametros cinematicos, vamos definir algumas quantidades impor-
tantes na decomposicao 1 4+ 3. Uma delas é o tensor de Levi-Civita projetado, definido a

partir do tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civita €543, através de

Capy = V ~YEsapy u’, (A7)

que define o elemento de tri-volume das superficies ortogonais a u® e tem um papel
analogo ao simbolo de Levi-Civita no espaco euclidiano tridimensional. Em A.7, g é o
determinante da métrica.

Outra quantidade relevante é a derivada temporal covariante ao longo das linhas de

universo fundamentais

T8 5 =T 5., u°. (A.8)

Também podemos definir a divergéncia e o rotacional espaciais covariantes de um vetor

divV =V hP, =V, + Vou, (A.9)

(I“Ot V)a ‘= EaBy Vv;(g héﬁ = —Eapy VBW (AlO)

e de um tensor de segunda ordem

(div S)* := S 5 h’5 h™, (A.11)
(I‘Ot S)aﬁ = Exd(a S]g)ém h*7 = —SM’W(S Evs(a hg) (A12)
onde usou-se a notacao
1
X(ap) = 5 (Xap + Xpa) (A.13)

para denotar a parte simétrica de um tensor. De maneira anédloga, usamos

1
Xiag) = 5 (Xag = Xga) (A.14)
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para denotar a parte anti-simétrica de um tensor.
Usamos () para denotar projegoes ortogonais de vetores e partes de tensores sem traco

e simétricas projetadas ortogonalmente
1
ol = hg0f, XD = |l pP; ghaﬂ hays| X7°. (A.15)

Portanto, qualquer tensor X (*? é simétrico, sem traco e pertence ao espaco de repouso,
ou seja,

Teh) = s pley =0, TPy, = 0. (A.16)

Quantidades Cinematicas

A decomposicao ortogonal da derivada covariante de u, é dada por
Uag = Vap + AaUg (A.17)

onde Vos = h7o B2 5 ty5 € ag = 11y = uP Uy (veja a definigao A.8).

O vetor a, é o chamado vetor de aceleracao e representa os efeitos de forgas nao
gravitacionais, ou seja, se anula quando uma particula se move somente sob a influéncia
de forgas inerciais e gravitacionais (veja a equagao de FEuler A.71).

O tensor v,43 ¢ a parte espacial do gradiente de velocidade e representa as velocidades
relativas as particulas vizinhas.

Podemos agora separar o tensor v,3 acima em suas partes irredutiveis, definidas por
suas propriedades de simetria. Este tensor pode ser decomposto em suas partes simétrica

e anti-simétrica da seguinte forma:
Vag = Oaﬁ + Wagp <A18)

onde os = V(ap), Wap = Vjag), fapu’ =0 e wagu’ = 0. O tensor w,g é chamado tensor de
vorticidade e descreve a rotagao da matéria em relagao a um referencial nao rotacional.
Podemos separar ,5 em uma parte isotrépica (proporcional a matriz identidade) e outra

parte sem traco através de
1

30 hap (A.19)

Gaﬁ = 0agp +

86



onde o traco 6 = u®,, é a taxa de expansao (volumétrica) do fluido e o3 = 0(ap) = Ujap) ¢
a parte simétrica e sem trago, chamada de tensor de cisalhamento (0.5 = 0(ap), aaguﬁ =0,
0% = 0) e descreve a taxa de distor¢ao do fluxo de matéria.

O significado destas quantidades pode ficar mais claro a partir da equacao de evolucao

para um vetor de posicao relativo

nt = h%m’, (A.20)

onde 7, € o vetor de desvio da familia de linhas de universo fundamentais, ou seja, obedece
a relagao

N pu’ =u 5. (A.21)
Escrevendo
nT =0le®,  ene® =1, (A.22)

onde e representa uma dada dire¢do e substituindo em (A.21), encontramos que a

distancia relativa 6/ obedece a equacao

o)y 1
que é conhecida como lei de Hubble generalizada e é valida mesmo que a expansao seja

anisotropica. Ja o vetor de direcao relativa obedece a equagao
elo) — (Uag - (075 e’ 66) hag + waﬁ) eﬂ, (A.24)

que da a taxa observada na mudanca da posicao no céu de galaxias distantes.

A partir de (A.23) e (A.24), vemos que o efeito de 6 sozinho é mudar o volume de um
elemento fluido sem alterar a orientacao, isto é, representa expansao pura sem rotacao
ou distor¢ao. Podemos definir uma escala média de comprimento [ ao longo da linha de
universo de uma particula através de

[ 1
1= 59 (A.25)
Assim, como 6 esta relacionado com a variacao relativa do volume V /V, entédo, de (A.25)

vemos que o volume do elemento de fluido varia com 3. A partir disso podemos definir o

parametro de Hubble H como

_1, (A.26)



O efeito do tensor de cisalhamento é causar distorcoes, deixando, porém, o volume

invariante (ja que 0%, = 0). A magnitude o de 0,5 é

1
o2 = §aaﬁ Oap =0, (A.27)

e ¢ positiva definida ja que 0,5 é simétrico e sem trago.
Ja o efeito do tensor de vorticidade é mudar a orientacao, preservando o volume e a

forma. O vetor vorticidade w® é definido por

1
W = 55045’7 Wy N W = By Wy (AQS)

e obedece a w, u® =0 e wapw® = 0. A magnitude w da vorticidade é dada por

1
W = ww, = §w°‘ﬁ Wap = 0. (A.29)

Os escalares w e ¢ se anulam se e somente se, respectivamente, o vetor vorticidade ou o
tensor de cisalhamento forem nulos.

Com isso, introduzimos os parametros cinematicos de interesse, o, w e 6.

O tensor de energia-momentum

O tensor de energia-momentum 7,3, assim como qualquer tensor simétrico de segunda

ordem, pode ser decomposto em relagao a u® na seguinte forma

Top = pUats = Phas + qo s + 45 Ua + Tag (A.30)

onde, por definicao
qo u® = 07 ’/Taa = Oa TaB = T(aB); Tap Uﬁ =0 <A31)

e
p = T.gu™uP, (A.32)
1

p o= —3Taph™, (A.33)
¢ = Tz, u’h?, (A.34)
MTag = T7° ha,y hg(s + phag = T(a,@)- <A35)
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Nesse caso, p representa a densidade de energia (relativistica) total em relagao a u®, p
¢ a pressao isotrdpica, ¢ é o fluxo de energia relativa a u® e representa processos como
conducao de calor e difusao e m,3 € a pressao anisotrépica. Estes parametros sao chamados
parametros dinamicos.
Além disso, é necessario, no caso de uma descrigao termodinamica em que p, p e
a entropia s sao as variaveis fundamentais, uma equacao de estado que relacione estas
quantidades. Particular énfase sera dada a “fluidos perfeitos”, caracterizados por ter
somente pressao isotropica (m,s = 0) e ndo apresentar fluxo de calor (¢* = 0), ou seja,
quando pudermos escrever
Top = pugug — phag (A.36)

4

Se supormos que p = 0, temos o caso mais simples que é chamado “poeira” ou “matéria
escura fria”. Em outros casos, temos que especificar uma equagao de estado que determina

p a partir de p e outras varidveis termodinamicas, como a entropia s.

O tensor de curvatura de Weyl

Na Relatividade Geral, a curvatura do espaco-tempo € representada pelo tensor de curva-
tura de Riemann R, que, devido a suas propriedades de simetria, pode ser decomposto
em termos do tensor de Ricci R,3, do escalar de Ricci R e do tensor de Weyl Cig,5, que

é definido por

1
Capys = Rapys — (gahRfﬂﬁ - gﬁ[“/Rtﬂa) + gRgahgtﬂﬁ’ (A.37)

O tensor de Weyl U35 pode ser decomposto em relagao a u® nos tensores

1
E.g = Coppputu”, H.p = §naMPUC’pUBI,u“u”. (A.38)

que sao simétricos e sem traco (Haghffhff = H,, = Hyw), Hap w=0e Eaﬁhfjhf =FE, =
E(uwy, Eap u® = 0) e contém toda a informacao do tensor de Weyl.

Os tensores E,3 e H,3 sao chamados, respectivamente, de parte elétrica e magnética
do tensor de Weyl, devido a analogia entre a sua definicao e a definicao covariante dos

campos elétricos e magnéticos a partir do tensor F),, [86].
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O tensor de Ricci R,p ¢ a parte do tensor de curvatura que ¢ determinada localmente
pelo contetdo de matéria, através da equagao de Einstein (A.1). J& o tensor de Weyl
nao ¢ determinado localmente, pois devido as suas simetrias, ele nao contribui para R,z
e portanto nao aparece explicitamente nas equagoes de Einstein. Dessa forma, o tensor
de Weyl representa o campo gravitacional livre, ou seja, a parte do tensor de curvatura
cujo valor em um ponto nao é determinado pela matéria nesse ponto. No vacuo, apenas

o tensor de Weyl por ser diferente de zero.

Identidades de Ricci

Agora vamos deduzir algumas equagoes tteis no formalismo 1 4 3 covariante da Relativi-
dade Geral, que resultam das equagdes de Einstein (A.1) e de identidades envolvendo o
tensor de curvatura.

O primeiro conjunto de equagoes é obtido a partir das identidades de Ricci
Uai By — Uy = —Razpyt”. (A.39)
Multiplicando estas identidades por u” e projetando no espago de repouso obtemos
R b7, (Uas)” — B, (G — Uany U75) = — Ry utu?, (A.40)

onde usou-se

Uaiyp U = Gazp — Uagy U5, (A.41)

e a relacao (A.17). Substituindo esta relagdo em (A.40) obtemos
h‘“uhﬁy Vag +ay a, — hauhﬁy Ao + Vyy V7 = —Ryepuu’. (A.42)

Esta expressao contém toda a informagao necesséaria para a obtencao da evolugao dos
parametros cinemdticos, como serd visto a seguir. Decompondo (A.42) em seu trago e
suas partes simétrica e anti-simétrica sem trago, e utilizando as equagoes de Einstein (A.1)
e a defini¢do de E,g (A.38) obtemos as equagoes de evolugao.

Contraindo a equagao (A.42) nos indices p e v e ap6s alguma manipulagao, obtemos
b4 107 1200 ) — 0% = — Ry ut o A4
+§ +2(0° —w*) —a%, = —R,, v u”. (A.43)
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Das equagoes de Einstein e da defini¢ao do tensor energia-momentum (A.30), temos
1
Ry, vt v’ = 87TG§ (p+3p). (A.44)
Assim, a equagao (A.43) pode ser escrita como

-1 1
6 + 592 +2(0% —w?) —a%, + 587TG (p+3p) =0, (A.45)

que é conhecida como equacao de Raychaudhuri.

Pegando a parte simétrica da equagao (A.42), obtemos

. 2
Glag) — % u By Qasp) + Quay + Wuw, + 0,007, + 560#,, +

1 2 1 v
+h,u,1/ (—§w2 - §O'2 + gaa;a> - % - E,ul/ = 07 <A46)

que é chamada equacao de evolucao do cisalhamento.

E, finalmente, pegando a parte anti-simétrica a equagao (A.42), obtemos

1

2
— ihc‘#hﬂ,j (Gop — Ap0) + 59 W + oy, — oy w?, =0 (A.47)

hauhﬁv (Wap)
que é a equagao de evolucao de wq3. Multiplicando por €7#” obtemos
Loy 2 v 1 as
w'” 4+ gﬁw” —of,w” + € Pags =0, (A.48)

que é a equacao da propagacao da vorticidade. Note que, se a, = 0 (que corresponde
ao caso de um fluido de matéria escura, como serd visto adiante) e a vorticidade em um
tempo ty for nula, entao a vorticidade serd nula em qualquer tempo.

As equagoes (A.45)-(A.47) sao andlogas as equagoes da dinamica Newtoniana de fluidos
[75]. A equagao de Raychaudhuri (A.45) é a equagao bésica da atragao gravitacional e
identifica (p + 3p) como a densidade de massa gravitacional “ativa’. O fato de p atuar
como fonte de campo gravitacional é um efeito relativistico que contribui para o problema
do colapso gravitacional em Relatividade Geral. A equagao (A.48) leva a conservagao da
vorticidade. A equagao (A.46) mostra como o termo de pressao anisotrépica m,g ¢ a parte
elétrica do tensor de Weyl E,3 induzem distor¢oes em um fluxo de fluido. E interessante
notar que E, possui uma analogia com as forcas de maré no caso Newtoniano [86], que
sao dadas pela parte sem trago do tensor ¢ ;

1
Eij =5 — §hij¢’k,k, (A.49)
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onde ¢ é o potencial gravitacional. Entretanto, a parte magnética do tensor de Weyl nao
tem nenhum andlogo newtoniano [75].

H4a mais um conjunto de equagoes que podem ser obtidas a partir das identidades de
Ricci (A.39). Elas sdo chamadas de equagdes de vinculo para os parametros cinematicos
e sao obtidas fazendo-se projegoes de (A.39) no espago de repouso de u®.

Contraindo os indices « e 3 nas identidades de Ricci e projetando no espaco de repouso

encontramos
h’V}\ (ua;a);,y - h’V}\ uama = —ng Uah’y)\. <A50)
Usando a equagao (A.17) obtemos
1
h7y (ua;a)w = 5970‘ h\ + h"y (Oa—y + wo‘v);a + a® (O—)\a + W)\a) . (A51)

Substituindo esta expressdo em (A.50) e usando a defini¢ao de 6 = u®,, chega-se a

2

39,a hx = (0% +w?y)

h%\x —a® (Org + Wra) = —Rey uh7 ). (A.52)

ja
Mas, da defini¢do do tensor de energia-momentum (A.30) e das equagoes de Einstein

R.,uh”\ = qu. (A.53)
Portanto, a primeira equacgao de vinculo é

2
_Qﬂ ha)\ o (JQW 4 wa’y)

3 ha)\ —a® (0)\& + UJ)\a) = —Qg). <A54)

e’
Passemos agora para a segunda relacao de vinculo. Usando as identidade de Ricci

sucessivamente

— (Raegy + Rpeya + Roycap) t° = (uap — uﬁ;‘l);'y + (Uyia — Uasy) gt (ugsy — uv;ﬁ);a =0,

)

(A.55)
vemos que
(Uass — “B;a);'y = 0. (A.56)
Usando a expressao (A.17) obtemos que
Uaif — Upia = 2Wap + Ga Ug — A3 Uq (A.57)
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Usando isso em (A.56) e multiplicando esta por n*7*uy obtemos
W + 2w a, =0 (A.58)

que ¢é a segunda equagao de vinculo.
Finalmente, vamos determinar a terceira equacao de vinculo. Multiplicando as iden-

tidades de Ricci por 1,7%u. encontramos
Qaipy €77 = —Rapupy u €, (A.59)

Usando a equagao (A.17) podemos reescrever esta expressao como

1 2 1
3058070 = 30U, + 200w, + (0as + wag)., g, = —§ng7u“ep7ﬁ. (A.60)
Simetrizando em « e p obtemos
2 8 1 VB 1 A
—30 Uy + 20wy + (95 = W), €07 =~ Royuaep ™ u (A.61)
Mas
Rgyu(a Ep)w u' =2H,, (A.62)
Entao temos
2
=30 U wp) + 2010wy + (950 = Wpta) , 50" + Hap =0, (A.63)

que ¢é a terceira equacao de vinculo.
As equagoes de propagagao para os parametros cinematicos (A.45)-(A.47) juntamente
com as equagoes de vinculo (A.54), (A.58) e (A.63) s@o totalmente equivalentes as iden-

tidades de Ricci (A.39) [75].

Identidade de Bianchi

O segundo conjunto de equagoes vem das identidades de Bianchi
Rappyse) = 0. (A.64)
Contraindo esta equacao uma segunda vez e usando a defini¢ao do tensor de Weyl, obtemos
Cod 5 = Rl égV[O‘R;ﬁ]. (A.65)
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Essas equagoes implicam nas identidades de Bianchi contraidas
o _ 1 of
R, = 3 R = GY,=0, (A.66)

que, pela equacao de Einstein, sao equivalentes a conservacao do tensor de energia-
momentum

T, =0. (A.67)

)

Projetando essa equacao paralelamente a u®, obtemos
p+(0+D)0+q%a+ ¢ ue — 10,5 =0, (A.68)

e projetando ortogonalmente a u®

4

39 hyo + 0ya + wm> =0 (A.69)

(p + p) a’y + ha’y (_p;a + QQ + 77-'804;5) + qa <

A equacao (A.68) é expressao relativistica da conservacao de energia e a equagao
(A.69) é o equivalente da equagdo de Navier-Stokes. Para um fluido perfeito (¢* = 0 e

7 =0), a equagao (A.68) se reduz a
p+(p+p)0=0, (A.70)
enquanto (A.69) leva a equacao de Euler relativistica
(p+p)a, —divp =0, (A.71)

onde div p é dado por (A.9). Isto mostra que, no caso relativistico, (p + p) é a densidade
de massa inercial. No caso de um fluido sem pressao (poeira), temos que a, = 0 e as
particulas seguem geodésicas.

A velocidade do som ¢ definida por
2 _ P
p
e deve satisfazer a seguinte relagao
0<c<, (A.73)
para manter a estabilidade local da matéria (limite inferior) e causalidade (limite superior).
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No caso adiabatico, a velocidade do som é dada por

= @. (A.74)
dp

Um terceiro conjunto de equacoes também pode ser obtido a partir das identidades
de Bianchi (A.65). Usando a decomposigao de Rugys em Ro3 € Copys € as equacoes de
Einstein, encontramos duas novas equacoes de propagacao para I, e H,s e duas equagoes
de vinculo. Essas quatro equacoes sao andlogas as equagoes de Maxwell e, por isso, sao
conhecidas como equacoes quasi-maxwellianas. Estas equacoes mostram que, assim como
no eletromagnetismo, no vacuo também existe uma dualidade entre as partes elétrica e
magnética do tensor de Weyl. Como estas equagoes nao serao utilizadas nas discussoes
desta dissertagao, nao as reproduziremos aqui. Entretanto, elas podem ser encontradas,

por exemplo, em [75].

A.1.2 O modelo de Friedmann

Historicamente, quando o modelo de Friedmann foi proposto ele pressupunha, por sim-
plicidade, que o espaco-tempo podia ser fatiado em hipersuperficies de tempo constante,
onde cada hipersuperfice possui curvatura constante. Em outras palavras, o Universo
¢ espacialmente homogéneo e isotrépico. Hoje, um vasto conjunto de observacoes com-
plementares, em uma ampla gama de comprimentos de onda, cobrindo varios processos
fisicos, indica que, de fato a métrica e o conteiido material sao homogéneos e isotrépicos.

O elemento de linha que representa este espaco-tempo, no sistema de coordenadas
comdveis (t,r, 0, ¢), é dado por

dr?

2 2 _ 2
ds® = dt* — a*(t) T

+ 72(d6? + sen®0de?) | , (A.75)

onde a(t) é o fator de escala.
Podemos definir um observador adaptado as simetrias do espaco-tempo, associando a

ele uma 4-velocidade definida a partir do vetor de Killing dessa métrica,

o = (1,0,0,0). (A.76)

95



Nesse caso, o inico parametro cinematico nao nulo é 6.

Decompondo o tensor energia-momentum 7,5 em relacao a esse campo de velocidades,
é possivel mostrar que ele é equivalente ao tensor energia-momentum de um fluido perfeito
(A.36), j4 que Tap € go s@o nulos. Dessa forma, os tinicos parametros dinamicos que nao
se anulam sao p e p.

Os parametros p, p e 8 devem ter o mesmo valor em todos os pontos, ou seja, suas

derivadas espaciais devem ser nulas
P.a hag = O, P,a hag =V, G,Q hag =0. (A??)

Como mostrado anteriormente em (A.25), podemos introduzir uma distancia entre

observadores, que de agora em diante chamaremos de a ou fator de escala
a
— = =0. A.T8
: (A78)

Dessa forma, o volume do elemento de fluido varia com a® e 8 fornece a taxa de expansao

deste volume. Escolhemos ¢ de tal forma que

T =xz,ut = O (A.79)

; - a
O tempo t é o tempo medido por um observador comovente com a expansao média e é
chamado de tempo cosmolégico. Assim, a dinamica vai ser inteiramente descrita por p(t),
p(t) e 6(2).
Para este modelo, as inicas equacgoes de evolugao que nao sao triviais sao a equagao
de Raychaudhuri (A.45)
0+ %92 + 471G (p+3p) =0 (A.80)

e a equagao da conservagao da energia, dada por (A.70). Em termos de a, estas equagoes

podem ser escritas, respectivamente, como

a 4rG

—=——(p+3p), (A.81)
(§]

p+ 3%(;) +p)=0. (A.82)
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As equagoes (A.81) e (A.82), juntamente com uma equagao de estado p = p(p), de-
terminam completamente a evolu¢ao do Universo neste modelo. Combinando estas duas

equacoes obtemos
1d

2dt

(@) = T2 ) (A.83)

Esta equacao pode ser facilmente integrada para obter a chamada equacao de Friedmann
S\ 2
H? .= (g) = %p - %, (A.84)
onde k é uma constante de integracao. Pode-se mostrar que k é a curvatura espacial
presente na métrica (A.75).
Resolvendo a equagao de Friedmann podemos obter a evolgao do fator de escala em
funcao do tempo se soubermos a dependéncia de p em relacao ao fator de escala, o que
pode ser obtido através de (A.82).

Definindo o parametro de densidade como

81G

podemos reescrever a equacao de Friedmann como
(Q—1)a’H? =k, (A.86)

o que mostra que a curvatura espacial é nula se 2 = 1.
Quando tivermos diversas componentes com densidades de energia p;, teremos

P:ZPi - QZZQ‘:%ZM (A.87)

)

Definindo a densidade de energia critica como

3H?

Perit = %; <A~88)

de modo que
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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