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Resumo

Considerando como ponto de partida a interpretacao existente na literatura que usa as
algebras deformadas como uma possivel ferramenta para se estudar particulas compos-
tas, argumentamos que uma maneira de construir uma teoria de campos que descreva
fenomenologicamente as interagoes entre particulas compostas poderia ser baseada na
modificacao das relagoes de comutacao da teoria de campos convencional. Para modificar
as relagoes de comutacao usamos a dlgebra de Heisenberg generalizada (AHG). Essa al-
gebra possui trés geradores e as relacoes de comutagao sao generalizadas com uma fungao
f(Jo), sendo Jy um dos geradores da AHG, associado ao Hamiltoniano. Se f(Jy) = ¢Jo+1,
esta algebra se transforma na algebra dos g-osciladores que, no limite ¢ — 1, recupera a
algebra de Heisenberg (AH). Quando f é uma funcdo nao linear, as relagoes algébricas
tornam-se mais gerais que a AH e a dlgebra dos g-osciladores.

Utilizando a AHG mostramos que é possivel construir uma teoria de campos que
descreva fenomenologicamente a interagao entre particulas compostas que sao criadas e/ou
aniquiladas pelos respectivos operadores de criagao/aniquilacao da AHG. Nessa teoria de
campos a contragao de Dyson-Wick nao é mais um niimero complexo e este fato introduz
algumas modificacoes no teorema de Wick. Calculamos o processo de espalhamento,
1+2— 1" +2 com um Hamiltoniano de interacao A¢?*, até a segunda ordem levando em
consideragao uma fungao caracteristica f(Jy) linear e quadratica.

Com a finalidade de dar uma descricao fenomenolégica da interacao entre o foton e
particulas escalares compostas, contruimos uma eletrodinamica escalar generalizada onde

os bdsons escalares sao criados e/ou aniquilados pelos operadores da dlgebra de Heisenberg

vil



generalizada e os fétons sao descritos de maneira semelhante a teoria convencional. Dentro
do formalismo da eletrodinamica escalar generalizada calculamos o processo Pt + v —
P'* +~" até a segunda ordem da constante de acoplamento, onde P representa uma
particula escalar composta e v o féton.

Calculamos a secao de choque para o processo 7y — 71 + 7~ mostrando um me-
lhor ajuste da eletrodinamica quantica generalizada com os dados experimentais que a
electrodinamica usual e a QCD na regiao considerada (0.5 a 0.7 Gev).

Finalmente investigamos a renormalizabilidade da teoria quantica de campos genera-
lizada com interacao do tipo A\¢* para o caso em que a funcao caracteristica é linear e

quadratica.
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Abstract

The interpretation of deformed Heisenberg algebras as describing phenomenologically
composite particles has been explored in the literature in the last 15 years. The basic
argument is that the step operators representing composite particles become different
from Heisenberg algebra due to the internal degree of freedom of the corresponding point-
like particles.

Since the standard quantum field theory (QFT) is constructed within the framework
of Heisenberg algebra (HA), where the ladder operators a and a' are interpreted as annihi-
lating and creating point particles, a possible way to generalize the quantum field theory
in order to describe a composite particle, following the above suggestion, is to construct
a field theory based on a deformed Heisenberg algebra.

A generalized Heisenberg algebra (GHA) has recently been proposed. This algebra
has a characteristic function which depends on one of its generators. When this function
is linear, gx + 1, this algebra can be mapped into the g-oscillator algebra

We show that it is possible to construct a scalar generalized quantum field theory
(GQFT) which describes at the space-time a spinless composite particle. Perturbative
computation was done considering a A\¢* interaction

We discuss the scalar quantum electrodynamics with the standard U(1) as the gauge
group and use a quantization procedure where a deformed Heisenberg algebra describes
the scalar particles and the photons are quantized in the standard way. We introduce a
parameter 7 in those terms of the interaction Hamiltonian which have derivatives. We use

this formalism to evaluate a photon-induced process of composite particles up to second
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order in the coupling constant. We also analyse the gauge and Lorentz symmetries of
the photon-induced process. The requirement of these symmetries in the photon-induced
process implies relations among the parameters of the algebra and 7, leaving only one free
parameter. We compare the cross-section for the scattering 2y — ¢-boson +¢-boson with

* are the chargerd pions, obtaining a

the experimental data for 2y — 7" + 7~, where 7
good agreement in the region 0.55-0.7 GeV. Finaly, we analyze the renormalizability of

the theory



Capitulo 1

Introducao

Em 1692, o astronomo Richer realizou em Caiena, Guiana Francesa, medidas cuidadosas
do periodo de um péndulo de segundos, observando que ele oscilava mais lentamente do
que em Paris, sendo necessario reduzir seu comprimento de uma linhaI;I e um quarto para
voltar a oscilar em um segundol[l]. Esse Resultado conflitava com observacoes anteriores
feitas por Picard, que observava exatamente o mesmo periodo para péndulos de igual
comprimento, 440 1/2 Linhas, em diferentes regides da Europa. Com a chegada da noticia
de Richer a Paris, Picard e De la Hire fizeram novas medi¢oes do comprimento do péndulo
de segundos em regides da Europa, sempre encontrando o mesmo valor de 440 1/2 linhas
francesas.

Varias sugestoes foram apontadas para explicar as diferencas de comprimentos: tem-
peratura de Caiena, variagao na densidade do ar, etc. Newton e Huygens, independen-
temente, propuseram a explicacao para o fenomeno: a redugao da atracao gravitacional

pela rotacao da Terra, que é mais sensivel proxima ao Equador terrestre. Ambos tira-

11 linha francesa = 1/12 de polegada = 0.2256 cm
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ram também como consequéncia que a terra nao é perfeitamente esférica mas sim uma
esfera deformada. Na tentativa de reproducao dos resultados observados surgira uma das
primeiras idéias de deformacao na fisica. Posteriormente, chegou-se a conclusao que a gra-
vidade varia em funcao da latitude A e é dada pela formula internacional da aceleracao

da gravidade no nivel do mar
g =9.780318(1 + asin® A — bsin®2)) (1.1)

onde a e b sao parametros relacionados com a rotacao e a deformacao da terra e valem
respectivamente, 0.005302 e 0.0000059 [2, 4]. Sem a deformagdo (¢« — 0, b — 0) a
gravidade seria constante na superficie terrestre. Essa pode ser considerada a pré histéria
de sistemas deformados na Fisica.

Préoxima da era atual, um paradoxo proveniente dos experimentos de Michelson e
Morley (1887) foi resolvido, aparentemente sem conhecimento desse experimento, em 1905
por Albert Einstein com a teoria da relatividade restrita. No limite quando a velocidade da
luz ¢ — o0, Einstein mostrou que a relatividade de Galileu é recuperada. Pode-se, entao
considerar que o grupo de Poincaré é uma deformagao do grupo geométrico de simetria
da mecanica Newtoniana sendo ¢! o parametro de deformacao, onde c é a velocidade da
luz no vacuo.

Apéds 1900, devido a impossibilidade de explicar a radiacao do corpo negro, surgiu
a necessidade de quantizacao com o postulado de Planck: A radiacdo nao € emitida
continuamente mas sim em “quanta” proporcional a sua frequéncia. Este postulado teve
embasamento tedrico apds 1905, quando Einstein elaborou a teoria do efeito fotoelétrico.

Por volta de 1925 o Principe Louis de Broglie, publicou o principio da dualidade particula-
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onda dando origem ao que ele chamou de mecanica ondulatoria. Fisicos como: Hermann,
Weyl, Werner Heisenberg, Erwin Schroedinger, Jordan, Dirac, Niels Bohr entre outros,
transformaram o formalismo de De Broglie no que chamamos hoje de Mecanica Quantica.

Intuitivamente, a mecanica quantica pode ser vista como uma deformacao da mecanica
classica em que o parametro de deformacao é a constante de planck h. A mecanica classica
é recuperada no limite em que h — 0. Essa passagem nao é tao 6bvia, uma vez que a
mecanica quantica lida com operadores e a classica com funcoes, ela é melhor entendida
no formalismo de Weyl [5] em que todo observével cléssico u(p, ¢) ( uma fungao no espago
de fase R? ) ¢é associado a um operador correspondente, 2(u) no espago de Hilbert L?(R')

pela seguinte transformacao:

wm o) = [ a(¢o Py (12)

onde u é a transformada de Fourier inversa de u, P, e (), sao operadores que satisfazem as
relagoes canonicas [Py, Qp] = ihdapg (v, 8 =1,....,1) e w uma funcdo de ponderagao. Uma
transformacao inversa, que associa um operador quantico a uma funcao, foi encontrada,
posteriormente, por Wigner [6].

Nos trés exemplos indicados, a “deformacao ” aparece como aprimoramento das teo-
rias que existiam em virtude das discrepancias com resultados experimentais. Em paralelo
com a idéia de deformacao na fisica, foi desenvolvido o formalismo matematico da defor-
magcao. E interessante notar que um dos primeiros exemplos matematicos da deformacao
apareceu com a teoria de superficie de Riemann e foi posteriormente sistematizada pelos
trabalhos importantes de Kodaira e Spencer [7] sobre deformagdes em estruturas analiti-

cas complexas, e Gerstenhaber [§] que estudou deformagoes de anéis e algebras. Segundo
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Gerstenhaber:

DEFINICAO : A deformacéo de uma algebra A sobre um campo K é uma K|[[v]]-4lgebra
A tal que A/ vA~ A. Duas deformacoes A e A’ sdo equivalentes se sao isomérficas sobre
K|[V]]-4lgebra e A ¢é trivial se esta é isomérfica a dlgebra original nao deformada. Uma
formulacao detalhada da teoria das deformagcoes de Gerstenhaber pode ser encontrada na
Ref. [9].

As 4lgebras deformadas tornaram-se importantes recentemente na fisica mediante o
estudo de modelos integraveis e das equacoes de Yang-Baxter por Kulish e Reshetikin
[T0] e, independentemente, por V. G. Drinfel’d [T1] e M. Jimbo [I2]. Do ponto de vista
matemdtico as algebras deformadas sao dlgebras de Hopf quase-triangulares [13].

Associado ao oscilador harmonico (Ver Apéndice [ATl), existe uma classe de algebra

chamada Algebm de Heisenberg-Weyl definida pelas relagoes

[a,a'] =1 (1.3)
[a, aTa] = a
[aT, aTa] = —a

onde a e a' representam os operadores de criacio e aniquilacdo . A conexao da dlgebra de
Heisenberg e algebras deformadas aparece como a necessidade da generalizacao da algebra
de Heisenberg para a construgao da algebra su,(2) através da aplicac@o das técnicas usadas

por Schwinger na composicao de dois osciladores [T4, T3] . Emergiu dessa conexao as
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algebras dos g-osciladores definidos por exemplo como (Ver Apéndice [A2):

AAT — gMPATA = N2, (1.4)
[A, ATA] = A, (1.5)
[AT, ATA] = — AT, (1.6)

Estas algebras tém sido utilizadas na modelagem fenomenoldgica de vérios sistemas
em muitas dreas da fisica. Na teoria da superfluidez foi mostrado que os fénons em *He
podem ser estudados usando uma relacao de dispersao definida pela algebra deformada
de Heisenberg [T6]. Em fisica nuclear as algebras g-deformadas encontraram varias apli-
cagdes , como o emparelhamento de nicleons [I7] e descrigao das propriedades de Kaons
produzidos em colisoes de fons pesados [I§]. Em fisica estatistica vérias aplicagoes foram
feitas, entre elas o estudo termoestatistico de bosons e fermions q-deformados [19, 29] e o
estudo das propriedades termodinamicas de um sélido cujos modos coletivos sao descri-
tos por uma algebra logistica g-deformada [30]. Vérios autores relacionaram as élgebras

deformadas com potenciais finitos, sistemas ligados e sistemas de varias particulas [31], 33].

1.1 Algebras e Teoria Quantica de Campos

Sera feito aqui uma breve descricao da importancia das dlgebras de Heisenberg na for-

mulagao da teoria quantica de campos. O desenvolvimento foi baseado nas referéncias

135, 136].
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1.1.1 Quantizagcao Canonica

A densidade Lagrangeana, £, de um campo livre escalar ¢(z) = ¢(Z,t) com massa m é

dada por:
L = (0u0)(0"9) — m*¢", (1.7)

em unidades naturais, h = ¢ = 1 onde h é a constante de Planck, ¢ a velocidade da luz no
vacuo e 0" e 0, sao as derivadas parciais em relacao a x* e x, respectivamente. Convém
ressalvar que a Lagrangeana ([L7]) descreve particulas cldssicas pontuais.

A equacao de Euler-Lagrange,

oL o or
06~ Oz, 0(01p)

leva a equacao de Klein-Gordon

(O+m*)e(x) =0 (1.9)

onde [0 = 0"9,, representa o operador Laplaciano quadridimensional. O campo conjugado

canonicamente é dado por

m(z) = —— = ¢ (1.10)

onde ¢ é a derivada temporal de ¢.

Utilizando a equacao anterior podemos escrever a densidade Hamiltoniana como sendo
. 1
H(z) = m(@)¢ — L(x) = 5 (m(@)* + (Vo(x))* + m°6(2)°) (1.11)

onde V é o operador gradiente e a Hamiltoniana é obtida integrando a densidade Hamil-

toniana

H(t) = /d%H(x) (1.12)
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Nesse formalismo a equacoes de movimento sao dadas por,

. 0H . 0H

que podem ser obtidos variando-se a Eq.(LII) em relacao ao campo

OH = 61¢ + m) + cc. — 6L = dngp — %w - 5(v¢)% (1.14)

A dltima equagao mostra que as variaveis naturais de H sao 7w, ¢, V¢. Com a ajuda da
Eq.([CI4) pode-se calcular a derivada funcional de H

SH OH OH

= -V 1.15
dp 9  I(V9) (L15)
0H _OH _ OH

o or  9(Vnm)

(1.16)

finalmente podemos introduzir o conceito de parénteses de Poisson na teoria classica de
campos. Dado dois funcionais F[¢, 7] e G[¢, 7| define-se como parénteses de Poisson a

relacao

. (OF G OF §G
{RG“B:/Qx(wuwﬂw 5ﬂw&ww) (L17)

Usando as equagoes de Hamilton (([CT3) pode-se escrever a equagao da evolugao temporal

de um funcional como:

() = S 5F—(t) T 5F(t)7'r T
o= [ e (G0 + 5apva) 1)

Usando essas definigdes pode-se calcular o parénteses de Poisson entre os campos ¢(x) e

7(x) da seguinte maneira:

/ _ 3,0 (5(;5(.T, t) (57‘((1’/, t)
(7@ ) = [ dr s

= /d?’x"é?’(x —2")8* (2" — 2"

(1.19)

= &x—1)
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A quantizagao usual é feita substituindo os campos ¢(z,t) e w(x,t) por operadores

~

¢(z,t) e w(x,t) e substituindo os parénteses de Poisson ([LIY) por comutadores

[qé(x,t),ﬁ(x',t)] = %z — ) (1.20)

~

7o, t), 7@ 1) = |d(x.1), 9/ 1)| =0
Usando o operador Hamiltoniano,
1= [ da3(r(a + (Vo) + o)) (1.21)
e as relagoes de comutagao ([L2Z0) podemos mostrar através de um calculo simples que

S(w,t) = —i [g?)(x,t),[ﬂ — #(z, 1) (1.22)

F(a,t) = —i [fr(:c,t), H} = (V2 — m?)(z, 1) (1.23)
Podemos, entao, encontrar as equagoes de movimento do campo quantizado,

Pode-se concluir que a forma da equacao anterior é igual ao caso classico. Para simplificar
a notagao representaremos um operador O simplesmente por O.

A expansao de Fourier dos campos ¢ em base plana é dada por
o) = [ EpN, (a4 afem i), (1.25)
e a expansao do m(x,t) pode ser calculada usando a relacao ™ = b,

m(x,t) = /d?’pr(—z'wp)(apei(p'x_wpt) - aLe‘i(p'”C—“Pt)), (1.26)
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Finalmente as relacoes de comutacao entre os operadores a e a' podem ser obtidas,

[p(x, t), 7(z,t)] = /d?’p/d?’p'Npr/(—iwp/) (1.27)
X ([ap, ay] e~ =P _ [a,,, aj,] et (1.28)
+ [a;, ap/} gltre—p'al) _ [a;, aH glpatpta’) (1.29)

onde N, = 1/4/2w,(27m)3. Para que essa equacdo seja igual a Eq. ([C20) os operadores

devem satisfazer as relagoes seguintes:
. al | = 8- ), (1.30)

e ainda
lay, ay] = [a,,ay] =0 (1.31)
Essas relacoes sao iguais as do oscilador harmonico e sao conhecidas como algebra de
Heisenberg. Portanto, em analogia com o oscilador harmonico podemos interpretar os
coeficientes de Fourier a' e a como sendo operadores de criacio e aniquilacao respectiva-

mente.
E importante notar, que toda a teoria quantica de campos baseia-se na analogia com
a mecanica classica e com o oscilador harmonico. Porém, a teoria classica de campos em
que se baseia descreve uma particula pontual. Sabemos ainda que a a teoria quantica de
campos que emerge desse desenvolvimento descreve quanticamente uma particula pon-
tual. Uma possibilidade para alterar esse quadro acima exposto seria alterar a relacao de
comutacao ([L30) o que levaria a um esquema de quantizacao diferente do convencional.
Isto sera analisando mais na frente no contexto de particulas compostas. Embora existam

na literatura teorias cldssicas de campos que descrevam particulas compostas [0], até



CAPITULO 1. INTRODUCAO 10

hoje parece nao existir nenhuma tentativa bem sucedida de quantizagao de tais teorias.
Podemos pensar simplesmente em alterar a relagao de comutacao dada por ([L30) e veri-
ficar se esta nova relagao conduz a uma teoria quantica de campos consistente que possa
descrever, fenomenologicamente, uma particula composta.

As algebras deformadas fornecem varias alternativas para a relacao de comutagao
entre os operadores de criacao e aniquilacdo . Além disso, existem dalguns trabalhos
relacionando as dlgebras deformadas com sistemas compostos como atomos e moléculas,
pares de férmions, etc. mostrando que estas descrevem melhor esses sistemas que as

algebras de Heisenberg.

1.2 Uma Interpretacao Fisica das Algebras deforma-

das de Heisenberg

Discutiremos, nesta secao, uma possivel interpretacao das algebras deformadas de Heisen-
berg.

A algebra de Heisenberg é uma ferramenta importante na segunda quantizacao, uma
vez que os seus geradores podem ser interpretados como criadores e aniquiladores de
particulas pontuais. Em [60] foi mostrado que pares de férmions com momento angular
zero podem ser descritos, aproximadamente, por uma algebra de g-oscilator. No modelo
de camadas do movimento coletivo nuclear, os pares de Férmions com momento angular
J = 0 sao criados pelos operadores

Bf = % SOy (1.32)

m>0
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com —j < m < j, onde f;m sao os operadores de criacao dos férmions e 22 =25+ 1¢é a
degenerescéncia da camada. Esses operadores de criagao dos pares de férmions obedecem
a algebra dada por

[B,BT| =1-—, (1.33)

Onde, Np = Zm>0(ij,mfj7m + f]t_mfj7_m), é o operador numero dos férmions. O Ha-
miltoniano do emparelhamento é dado por H = —GQB'B. Foi mostrado em [60] que
a algebra dos q-osciladores é uma aproximagao da algebra descrita pela eq. ([L33) fa-
zendo g = exp(—1/Q) e o Hamiltoniano dos g-osciladores, H = —GQ[N]z2, ¢, entao, uma
aproximacao do Hamiltoniano de emparelhamento. Por essa razao podemos assumir que
os operadores de criacao das algebras de Heisenberg deformada podem ser interpretados
como operadores que criam particulas compostas. Torna-se, entao, razoavel explorar as
consequencias de uma teoria de campos baseada nas algebras deformadas de Heisenberg

Em 2001 foi apresentada, por E. M. F. Curado e M. A. Rego-Monteiro, um tipo de
algebra deformada que sera estudada no secao subseqiiente. Essa algebra tem como caso
particular a algebra dos g-osciladores e além disso oferece uma gama maior de possibili-
dades como uma deformacao multiparamétrica. Esta algebra foi utilizada para criar uma
teoria de campos fenomenoldgica que poderia descrever no espago tempo uma particula
composta. Foi demonstrado que é possivel criar uma teoria de campos escalar consistente
onde célculos perturbativos com a interacdo A¢* e a renormalizacio foi estudado. Mos-
tramos nessa tese algumas particularidades da teoria de campos baseada na dlgebra nao
linear de Heisenberg, construimos uma eletrodinamica quantica deformada que descreve
uma particula composta carregada e aplicamos na descricao do processo de espalhamento

Pt +~ — P+, onde P representa uma particula composta e v um féton. Estudamos a
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invariancia de calibre e de Lorentz e finalmente a aplicamos na descrigao do processo de
fotoproducao de um par de pions, vy — w7, onde o pion é considerado uma particula
composta. O resultado desse tltimo célculo foi comparado com resultados experimentais,
numa regiao de energia onde a eletrodinamica convencional e a QQCD nao descrevem bem
os resultados experimentais, e achamos uma boa descricao dos dados. Por esse calculo
influenciar diretamente a producao de pares de pions na colisao periférica de ions pesados,
calculamos a correcao para a secao de choque prevista usando o modelo de equivaléncia

de {6tons.

1.3 Algebra de Heisenberg Generalizada

Foi recentemente proposto [37] uma algebra denominada dlgebra de Heisenberg Gene-
ralizada (AHG). Esta élgebra depende de um funcional f (x)g chamado de funcao ca-
racteristica da dlgebra. Para uma fungdo caracteristica linear, f(x) = gz + 1, obtemos
uma algebra de Heisenberg deformada em que ¢ é o parametro de deformacao . O caso
geral, f(z) = >.7 a;x’ representa uma algebra de Heisenberg deformada (ou nao) multi-
paramétrica. Varios sistemas ja foram estudados com auxilio da AHG como por exemplo,
o pogo de potencial infinito [38], o oscilador harménico num circulo [39] e o espectro vibra-
cional da molecula diatomica CO [33]. Em geral a AHG descreve uma classe de sistemas
quanticos em que auto-estados sucessivos possuem autovalores que obedecem a relacao
€n+1 = [(€n)

Esta dlgebra é gerada por trés operadores .Jy, A e AT, onde os dois tltimos representam

2Ao invés de um tnico parametro, como no caso do g-oscilador.
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operadores de criacao e aniquilacao, satisfazendo ds seguintes relagoes:

Jo AT = AT f(Jy), (1.34)
Ay = f(Jy) A, (1.35)
[AAT] = f(Jo) — Jo, (1.36)

onde T designa o hermitiano conjugado, (A")" = A, Jy é um operador hermitiano e f(.Jy)
¢ uma fungao real bem comportada de Jy, denominada fungao caracteristica da algebra.

Usando as relacoes anteriores é facil ver que o operador Casimir da algebra é dado por
C=ATA— Jy=AA" — f(Jy) (1.37)

Supondo a existéncia de um estado de vacuo representado por |0) e definido por:
Al0) = 0, Jo|0) = ap|0), podemos estudar as possiveis representagoes para a algebra. O

operador AT atuando sobre o estado de vdcuo |0) produz um outro estado |k):

AT10) = |k), (1.38)

Tomando o seu hermitiano conjugado , (k| = (0|A, e fazendo o produto interno com o
véacuo, |0), tem-se:

(k]0) = (0]A|0) = 0. (1.39)

Assim, o novo vetor |k) é ortogonal ao estado de vacuo |0). Representando o vetor |k)

por My|1), onde (1]1) = 1, tem-se:
AT0) = M,[1), (1.40)

A constante Mj pode ser calculada fazendo o produto interno do vetor |k) com seu

hermitiano conjugado e usando a relagdo de comutagao dada pela eq (C3ZHL3G), assim
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sendo:
< klk >=< 0|AAT|0 >=< 0|ATA + f(Jo) — Jo|0 >= MZ = f(ap) — . (1.41)
Aplicando a eq. ([L30) no vacuo |0) e usando Jy|0) = ap|0) sabendo que A|0) = 0 obtemos
A1) = M,|0), (1.42)

O autovalor de Jy pode ser determinado usando a relagao :

Af ATF( Al
gt = a0 >= g o (a0 >= (o) > (143
e portanto,
J0|1 >= 041‘1 >= (f(Oé(]))‘l > . (144)

Admitindo que a agdo do operador A" sobre vetor |1) possa ser escrita seguindo o

mesmo procedimento da Eq (C40) ou seja,
Ay = M2); (1.45)
podemos calcular o valor de M; de maneira semelhante,
M7 (2]2) = (1AATL) = (UATA+ f(Jo) — Jol1) (1.46)

e, como (2[2) = 1, tem-se:

M? = flay) — ap. (1.47)

Analogamente ao procedimento usado para calcular o autovalor de Jy aplicado ao auto-
estado |1 >, podemos encontrar o autovalor do mesmo quando aplicado ao auto-estado

|2 >, fazendo:

AY(f (o))

2> 1>
0| 07‘[1| 7‘(1

11 >= ﬁ—if(al)p = fla)|2 >, (1.48)
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Assim,
as = f(aq). (1.49)

De maneira geral pode-se chegar as seguintes relagoes [37]:

Jolm) = f™(ag)|m),m=1,2.., (1.50)
Al lm) = M, |m+1), (1.51)
Alm) = My_1|m—1), (1.52)
onde
My = " (o) — o, (1.53)

ag é o menor autovalor de Jy (autovalor do vacuo) e f™ (ag) é a m-ésima iteracio de ayg
através da funcao f. Esta algebra descreve sistemas quanticos os quais tém os autovalores

de energia dados por:
A = fm-1), (1.54)

onde o, e o,,_1 sao dois autovalores sucessivos.

Note que se f(x) = Az(1 — z) a equagao ([LH4]) representa um mapa logistico
Qi1 = A (1 — apy) (1.55)

Foi estudado em [30] um sélido baseado nessa algebra em que os modos coletivos sdo
descrito por um Hamiltoniano cujos autovalores obedecem a mesma dinamica do mapa lo-
gistico (LRH); verificou-se que dependendo dos parametros, o sélido possui comportamento
semelhante a um sistema quantico ou classico (na regiao cadtica).

Usando os conhecimentos provenientes do estudo de sistemas dinamicos pode-se veri-

ficar que a Eq ([C34]) pode apresentar pontos fixos determinados por a* = f(a*). Se esses
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pontos fixos, para os casos (a* > ag), forem estaveis, eles podem ser associados a energia
de dissociacao de um determinado sistema, como o caso de um atomo ou molécula. Outras
2
aplicagoes foram feitas como por exemplo, para o funcional f(Jy) = (x/JO + \/l_)> , onde
b=m%/2mL? sendo m e L a massa e o comprimento do pogo, respectivamente, ¢ obtida
a AHG para o poco potencial quadrado infinito unidimensional [38], com os autovalores
a,, dados por a,, +1 = bn?, com n > 1. Nas duas secoes seguintes, serao descritos os casos

em que a uma fungao é linear e um polinémio de 22 grau, consecutivamente.

1.3.1 Caso Linear

Para o caso linear, f(Jy) = qJo + s, é facil ver que

1 — g™
F(a0) = a0 + 5= _qq (1.56)
assim,
My, = " (a0) = ap = [m],M; (1.57)
sendo [m], = %, conhecido como o nimero de Gauss de m, e MZ = ap(q— 1) + s
As equagoes ([C34))-(T36) tornam-se:
[Jo, AT], = sAT; (1.58)
s
[Jo, A]q—l = _6 A; (1.59)
[A,AT] = (¢g—=1)Jo+s, (1.60)

relembrando que [a, b], = ab — q ba é o g-comutador dos operadores a e b.

Portanto, as equagoes (LO8)-(C60) descrevem a AHG estudada em [37] e podem ser
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i ;/ funcéo identidade
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Figura 1.1: Iteracoes de uma funcao linear

mapeadas na dlgebra de g-osciladores fazendo:

Jo = N+ I[N], (1.61)
At

Y 1.62
M, “a (1.62)
A N
L . 1.
My, 1 (1.63)

Quando g = 1, a algebra de Heisenberg nao deformada é recuperada. O parametro s
pode ser eliminado pela transformacao: b = A/+/s, b' = AT/\/s e N = Jy/s. O grifico da
fungao f(a) = qa+1 juntamente com f(ag) = « estd mostrada na figura[[Jl A intersecao
dos dois é identificada como o ponto fixo da equagao de recorréncia «,, = qa,,_1 + 1. Para
0<g<leag< l%q, as iteracoes sao sempre crescentes e apresentam, para esses valores,

um limite superior dado por:

af = ——. (1.64)
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Este comportamento é similar a sistemas com espectros limitados, como por exemplo o
de moléculas diatomicas. Como ja foi dito, ponto fixo a* pode ser relacionado a energia
de dissociacao do sistema: D, = a* — . Esta associagao credencia a AHG para o estudo
fenomenoldgico de sistemas com espectros limitados, tais como moléculas diatomicas. Si-
milar abordagem foi usada em trabalhos anteriores, utilizando-se g-osciladores A2, 43], os
quais podem ser obtidos como caso particular via AHG. Porém, a AHG permite a escolha
de outros tipos de funcionais que podem gerar as estruturas algébricas mais complexas
que g-osciladores.

Vamos estudar as representagoes de dimensoes finitas da AHG para o caso linear.
Para tal, partiremos do estado de vécuo |0) e aplicaremos repetidamente o operador
AT; Eventualmente, dados os parametros algébricos ¢ e o poderemos chegar a equacio
Aflm — 1) = 0, o que corresponderd a uma representacio de dimensdo m. Da eq.([H1)

vemos que, para uma representacao de dimensao m, vale:

M3, = [m], M§ =0. (1.65)
Como Mg > 0, as solucoes [m], = 0 sdo dadas por ¢ = exp(27ik/m) parak = 1,2, ..., m—

1 (k = 0 corresponde a algebra de Heisenberg, que nao estaremos considerando aqui), as
quais correspondem a raiz primitiva da unidade, ji que ¢ # 1 para 1 < [ < m com I
inteiro.

Por outro lado, podemos obter solucoes de dimensao infinita. Nestes casos, temos que

resolver a seguinte equagao

M2 >0 Vm=1,23,.., (1.66)
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que, de acordo com ([CE7), possui as seguintes solugoes

1
1 — 1.67
q>1, R (1.67)

-1 < <1 < —1 (1 68)
(87 .
q ) 0 1

que chamaremos de solugoes Tipo I e Tipo II, respectivamente. Note que para as solugoes
do Tipo I, dadas pela eq.([LE7), os autovalores de J;, que podem ser computados da
eq.(C24), tendem ao infinito quando consideramos autoestados |m) com valores de m
crescentes. Por outro lado, nas solugoes do Tipo II, dadas pela eq.([L68]), os autovalores
tendem para 1/(1 — ¢), o ponto fixo de f, a* = f(a*), quando m cresce.

A razao deste comportamento assintético dos autovalores de Jy pode ser vista de outra
maneira; das eqs.(L20) e ([CH4]) vemos que os autovalores de Jy sdo dados pelas iteragoes
funcionais de f(a) = qa+ 1 a partir de . Além disso, a estabilidade dos pontos fixos

de f(a) esté diretamente relacionada com o comportamento assintético dos autovalores

de Jy. Se o ponto fixo de f(a) é estével, i.e., [(Of/0a)ama

< 1, para —1 < ¢ < 1, ou

instavel | i.e., [(Of/0)q=ar

> 1, para ¢ > 1, os autovalores de Jy tendem para o ponto
fixo a* = 1/(1 — q) ou para infinito respectivamente, ja que sao dados pela iteracao de «y

através de f.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 20

1.3.2 Caso nao-Linear

O caso nao-linear mais simples da AHG, é obtido com a funcao quadratica do tipo pz? +

qr + s. Para este caso as equagoes ([C34HL30) se tornam:

o, Jil, = pJyJi+sy (1.69)

o, T )n = 2RI =20, (1.70)
q q

[T, J] = —plg+(1—q)Jo—s . (1.71)

Para o caso em que p = 0, a algebra deformada de Heisenberg linear é recuperada, assim
como a algebra de Heisenberg padrao parap=0,g=1e s=1.

Podemos, entao, analisar a estabilidade dos pontos-fixos da funcao caracteristica,
f(Jo), das equagoes ([LEY)-([LC7). Como no caso linear vamos representar graficamente a
fungao y = f(z) juntamente com y = x, os pontos-fixos sdo os pontos onde as duas curvas
se interceptam (r = y = f(z)). Para se determinar graficamente a evolugao de um ponto
inicial qualquer x,, diferente do ponto fixo, mediante iteracao da funcao f, procede-se da

seguinte maneira, partindo se do ponto = = zy:

1. desloca-se verticalmente até o gréfico de f(z);

2. desloca-se horizontalmente até o gréafico de y = x;

3. repete-se os passos (1) e (2) para o novo ponto z.

Este processo estd ilustrado nas figuras [L2] e[l Os pontos-fixos sao as solugoes de
f(z*) = z*. Ha trés casos a serem estudados: (I) A <0, (II) A =0 e (III) A > 0, onde

A = (q—1)*—4ps. No primeiro caso nao existem pontos-fixos e existem representacoes de
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Figura 1.2: A < 0: Nao existe pontos fixos

dimensao infinita (M2 # 0, Ym, m € ZT), que tem ag como menor valor da representagao,
somente quando p > 0. Assim, o caso (I), Fig. [[2 fornece representagoes infinitas sendo

g sempre o menor valor da representacao :

p>0 , (g—1)*—4ps<0 e ayeR (1.72)

No caso (II), Fig. 3, quando p > 0 existe um ponto-fixo dado por a* = (1 — q)/2p.
Este ponto fixo corresponde a uma representacao uni-dimensional trivial da algebra para
ap = a*, pois My = 0. Além desta representagdo, também existe, para o caso (II),
representacoes infinitas, com g sendo o menor valor para os autovalores da representacao,

quando os parametros forem tais que:

p>0, (¢—1)?—4ps=0 e ageR, ag# (1 -q)/2. (1.73)

No caso (III), Fig [L4, podem existir, no espaco dos parametros (p, q, s, o), atratores
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Figura 1.3: A = 0 existe apenas um ponto fixo que corresponde a uma representagao

trivial

de periodo 1,2,4,--- e regides cadticas. Assim, ha regides neste espago associadas as
representacoes de dimensao finita e infinita. Vamos analisar os exemplos dos atratores de

periodo 1 e 2. A andlise é feita considerando p > 0 o comportamento é similar para p < 0.

of

Relembrando que um ponto-fixo a* é estavel se |(f )azar| = | (55 | <1 e instavel se

Ba)a:a*
este for maior que um. Para o caso (III), os pontos fixos sao

1—qg+ VA

5 (1.74)

*x
ai_

O ponto fixo a7 é sempre instavel e, calculando-se f’ em a* , encontra-se que a’* ¢ estavel
para valores de (p,q, s) tais que 0 < A < 4. As regides onde os valores de «a,, > oy Vn
sao dadas por: i) a™ < ag < o quando, «, evolui para a* e ii)) —oco < ap < @™ ou
o’ < o < 00, quando oy, tende ao infinito, onde o™ ¢é dado por o™ = # e é obtido

fazendo f(a™) = . A regidao of < o < a7 nao corresponde a uma representacdo onde
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Figura 1.4: A > 0, Existem dois pontos fixos o e o

ap é o menor valor da sequéncia {«,,} e portanto deve ser descartada. Além disso, A > 0
e ap = af ou ag = oy, correspondem a uma representagao finita unidimensional trivial.

Quando o conjunto de parametros (p, q, s, ap) forem tais que a funcao f(a) = pa® +
¢ a+s tem um atrator do periodo 2, podem ser obtidas representagoes de dimensao infinita
onde o comportamento assintético dos autovalores de Jy tende a um atrator de periodo
2. Além disso, quando «g for o menor valor da representacao , existe um conjunto de
parametros (p, ¢, s) que correspondem a representagao bidimensional.

Para analisar a estabilidade dos pontos fixos vamos calcular f®(3) = f(f(53)), para
encontrar os pontos que satisfazem 3* = f®)(3*) e excluindo os casos de ciclo 1 anteriores

(atratores de periodo 1). Estes pontos sao dados por:

—1—q:|:\/A1

2p

gL = , (1.75)

onde A; = —3 —2¢+ ¢* — 4ps. Os pontos-fixos de f?), B% tém a mesma tangente,
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portanto, é suficiente analisar a regiao de estabilidade para apenas um deles. Esta regiao
é formada pelos valores (p, ¢, s) tais que 4 < A < 6. Portanto, os valores permitidos de
o 580 tais que: i) —oo < o < & ou o < ap < 00, quando os autovalores de Jy vao
ao infinito e iw) o™ < ay < §* quando os autovalores de Jy tendem a um ciclo estével de

periodo 2. Pode-se obter ainda uma representacao bidimensional para g igual a

—1-¢— VA

2p

Qy = ﬁt - ) (176)

para A > 4.

1.3.3 Caso Geral

O caso geral pode ser obtido para uma fun¢ao caracteristica polinomial geral f(Jy) =

Sor g aiJi. Assim a relagoes de comutagao sao dadas por:

o, Jelyy, = aode + Y aidiJy (1.77)
=2
QAo - a;
Jo,J_| -1 = ——J_ — —JyJ_ 1.78
[Ovj]all a1J ;CLIJO ) ( )
[J+,J_] = —ZaiJ8+(1—a1)J0—a0 . (179)
=2

E importante notar que ag deve ser sempre o menor autovalor, pois este representa o
autovalor do vacuo. Nem todas as representacoes do caso geral satisfazem essa condigao.

Uma andlise nesse caso ¢ muito complexa e ainda nao foi realizada.
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1.4 Superposicao de duas algebras de Heisenberg Ge-

neralizadas

Considere dois operadores independente A e B, ou seja,

[A,BT] = [AT, BT] = [A",B] = [A,B] =0.

e que satisfazem a AHG,
Jo AT = AT
AJ = f(JHA

(A, A7) = fJH - T3

(1.80)

(1.81)
(1.82)

(1.83)

sendo similar a relacao para o operador B. A atuacgao no espaco de Fock da superposicao

dessas duas algebras pode ser representada pelas relagéeﬂ,

J§H ima,mp) = ) (ag)|ma, mp)
AT lma,mp) = My, |ma+1,mgz),
Alma,mp) = Mp,—1|ma—1,mp),
I ma,mp) = ) (o) [ma, mp),
BT|mA,mB> = My, |ma,mp+1),
Blma,mp) = Mpygy_1|ma,mp—1),

onde my p =0,1,2,... e A|0,mp) = Blmy,0) = 0.

(1.84)
(1.85)
(1.86)
(1.87)
(1.88)

(1.89)

Essa superposicao de duas algebras sera 1util na realizacao do campo escalar complexo

discutido no capitulo

3 Assumindo que, Jg'0,0) = JZ|0,0) = ap|0,0)
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1.5 AHG e Espectro Molecular Vibracional

Utilizamos a algebra que acabamos de apresentar no estudo de vibragdes moleculares[33].
Nas proximas sub-secoes discutiremos como a algebra de Heisenberg generalizada pode

ser associada ao espectro vibracional puro de uma molécula diatomica

1.5.1 Caso Linear (g-oscilador)

Para se estudar o espectro vibracional de moléculas diatomicas através do formalismo da

AHG, vamos partir do Hamiltoniano bastante geral desenvolvido nas referéncias [61), [62]:
H = hw(ci AAT 4 cp ATA 4 ¢3), (1.90)

onde A e AT obedecem as relagoes ([[3ZHLI3H) e ¢y, ¢z e 3 sdo nimeros reais. Escolhendo

c1 =cy =1, c3 =0 e usando as equagoes (CHHLSEA) obtém-se [G1]:
H=hw(f(Jo) + Jo — 2ap) . (1.91)
Assim, para o caso linear, f(Jy) = qJo + 1 (¢ < 1), tem-se:
H=hw((g+1)Jo+1—2a). (1.92)

Aplicando o Hamiltoniano dado pelas equagoes (L32) nos auto-estados |v) de Jy, lem-
brando que Jy|v) = a,|v), onde a, 1 = f(a,) = [T (ag) obtemos H|v) = E,|v), onde

os autovalores de energia sao dados por
E, =hol(q+1)fP(ao) + 1 —2ag), (r=0,1,2,---) (1.93)
onde f)(ag) = ¢"ag + %. Apéds um pouco de algebra obtém-se:

E, = hw (My — Lyg"t'?), (1.94)
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com L, = 3% (%_q - a(]) = ;%(a*—ao) e M, = 2(1%(1—0(0) = 2(a*—ayp), onde a* =

(equagao ([CG4)).

A energia maxima (v — oo) para este sistema é dada por (¢ < 1):
Ew = hwM, = 2hw(a* — o).
A energia de dissociagao (E,, — Ey) pode, entao, ser escrita como:

D, = hw(l+ q)(a" — o). (1.95)

1.5.2 Aplicacao a molécula de CO

Motivado pela existéncia de uma grande quantidade de dados disponiveis na literatura
escolhemos a molécula de CO para aplicar o formalismo que acabamos de apresentar.
Além disso, o estudo espectroscépico desta molécula encontra aplicacdo em muitas areas
da ciéncia.

Vamos agora aplicar os resultados acima ao estudo do espectro da molécula do moné-
xido de carbono e vamos compara-lo com os dados experimentais e com o espectro obtido
usando-se o potencial de Morse. O dados experimentais foram obtidos através da base de
dados HITRANY [41]. Foram escolhidas as linhas nas quais as moléculas estao no estado
fundamental eletronico. Foram selecionadas entao as linhas cujos niimeros quanticos rota-
cionais sao zero. Assim, restam apenas as linhas espectrais que representam as primeiras
21 transi¢oes puramente vibracionais da molécula do CO. Para ajustar os parametros (g

e o) aos valores experimentais, notamos que o logaritmo da diferenca entre dois niveis

40s dados podem ser obtidos gratuitamente, mediante cadastro e a base é atualizada constantemente.
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sucessivos da equagao ([L94)), em fungao de v, é uma linha reta com inclinacao Ing:
AE, = EI/+1 -FE, = thqu+1/2 (1 - Q) (196)

Tomando-se o logaritmo da diferenga entre dois valores experimentais sucessivos, nos
obtemos o parametro ¢ calculando-se a inclinagao da reta logg por regressao linear. Os
parametros ajustados sdo mostrados na tabela ().

Pode-se observar que o espectro da AHG linear estd em bom acordo com os dados
experimentais da molécula de CO (veja a tabela ([L2)), principalmente para o caso das
primeiras transicoes experimentais. Entretanto, o valor de D calculado pela equacao

([C97) ¢ bastante diferente do valor experimental como pode ser visto na tabela (LJ). Isto

Eteon _Eepr

= ) sejam menores
exp.

significa que, embora os erros relativos do g-oscilador (AE,, =
do que os erros relativos obtidos pelo modelo de Morse para a maioria dos 20 primeiros

niveis vibracionais experimentais, a aproximacao baseada no g-oscilador nao é capaz de

ajustar niveis vibracionais altamente excitados.

1.5.3 Caso nao-linear

Como nés acabamos de ver, o AHG linear (isto é o g-oscilador) funciona bem somente
para os primeiros niveis vibracionais da molécula de CO. Para tentar ajustar os niveis
de energia e obter a energia de ionizagao correta, foi necessario usar um funcional f(x)
nao-linear na AHG dada pelas equacoes (C34)-(T30). Apods testar véarios polinémios

concluimos que o funcional que melhor descreve o espectro é o de quarta ordem:

flx)=pa*+qur+1, (1.97)
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além de ajustar bem os dados experimentais fornece a correta energia de ionizagao. Devido
ao baixo valor numérico de p, este funcional representa o funcional linear (g-oscilador) mais
um pequeno termo de quarta ordem. E importante notar que o espectro gerado por esta
AHG nao-linear, ndo tem uma expressao analitica fechada como a equacao ([L34), do caso
dos g-osciladores. Neste caso o espectro pode somente ser calculado numericamente.

Por simplicidade, partiremos do Hamiltoniano:
H = hw(ATA + ag) = hwJy, (1.98)

o qual é derivado do Hamiltoniano descrito pelas equagoes (LI0) com ¢; = 0, c; = 1 e
c3 = agp. Substituindo f(Jy) dado pela equagao ([LI7) nas relagdes dadas pelas equagoes

([C34A)-(C38) e aplicando H nos auto-estados de Jy, obtém-se:
E, = hwfY(ay), (1.99)
onde ) (ag) = o, é dado por:
i1 = [ () = pa + qay, + 1. (1.100)

Foram usados os valores gerados pela equagao (([C39) com f*(ap) dado pela equagao (([LI00)
para ajustar os parametros ¢, p e ay com os dados experimentais. A energia de dissociacao
¢ dada por:

DAHG’ = EOO — EO = hw(a* - OZQ), (1101)

onde a* é o ponto-fixo estavel da equagao de recorréncia dada pela equagao ([LIOO) e é
encontrado pela solugao da equagao: a* = p(a*)* + qa* + 1. Os parametros ajustados sao
mostrados na tabela ([LIl). O ajuste foi realizado fazendo-se, primeiro, a diferenca entre

dois niveis experimentais consecutivos (v + 1) e (v) e depois a diferenga entre os niveis
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(v +2) e (r+1). O sistema formado por estas duas diferencas é linear nos parametros p

e ¢ como mostra a equacao abaixo:

Qi1 — o, =plat —at ) +qla, — 1) (1.102)

Az = Qyyr = Py — a,) +q(as — ), (1.103)

uma vez que os «’s sao dados pelos valores experimentais. Este procedimento foi adotado
para cada um dos conjuntos de trés pontos consecutivos dos niveis experimentais, onde
por meio da solugao do sistema de equagoes lineares dado pelas equagoes ([LI02)- (CI03),
foram calculados os p’s e ¢’s para cada conjunto e finalmente foi extraida a média sobre os
conjuntos de p’s e ¢’s. A energia de dissociacdo é mostrada na tabela (C3)). Na tabela (C2)
sao comparados os niveis de energia obtidos com os diferentes modelos estudados neste
trabalho. Podemos observar que a AHG nao-linear com o funcional dados pela equagao
([COD) fornece um melhor ajuste com os dados experimentais do que o g-oscilador, o
modelo de Morse e o Morse perturbado[d4]. Além disso, a AHG nao-linear fornece a
correta energia de dissociacao, mostrando também que este pode ser um bom método
para se obter os niveis de energia mais elevados da molécula do CO.

Como o parametro p é muito pequeno (tabela ([1I)), se ap for também pequeno, as
primeiras iteragoes da equagao ([LI00) serao dominadas pelo termo linear. O termo nao-
linear torna-se relevante quando o nuimero das iteragoes aumenta. A diferenca entre dois
niveis de energia sucessivos diminui até zero na medida que a funcao dada pela equacao
(CI00) é iterada. Além do mais, o parametro p é negativo, o que faz com que a diferenca
entre dois niveis de energia sucessivos tenda a zero rapidamente. Assim, o termo nao-

linear faz a curva da energia tender a um valor constante mais rapidamente do que no
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caso linear, mas ligeiramente mais lento do que o modelo de Morse.

31
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modelo parametros valores
Morse Xe 0.0062
g-oscilador q 0.9864
(AHG linear) Qg 36.98
AHG nao-linear o 0.9235
q 0.9872

P —1.43 x 1077

Morse perturbado o 77.21317

(Huffaker) T 83769.28

by 0.036067

bs 0.017505

bg 0.014945

b; 0.010770

bs 0.008142

Tabela 1.1: valores dos parametros usados no modelo

Valores dos parametros usados em cada modelo estudado neste trabalho.

V2uD
—— €
ah

As constantes o e 7 sao dadas por o = T = %.
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transicao energia(em ™)
linha exp. Morse | AHG-nl | AHG linear | Morse perturbado
1—0 2143.24 | 2143.30 | 2144.56 2152.46 2143.27
2—-1 2116.76 | 2116.39 | 2117.10 2123.32 2116.79
3—2 |2090.34 | 2089.48 | 2089.99 2094.57 2090.37
4 — 3 |2064.00 | 2062.57 | 2063.19 2066.21 2064.02
5—4 |2037.72 | 2035.66 | 2036.68 2038.23 2037.73
6 —5 2011.51 | 2008.75 | 2010.44 2010.63 2011.51
7—6 | 1985.38 | 1981.84 | 1984.43 1983.41 1985.35
8 =7 |1959.32 | 1954.93 | 1958.62 1956.55 1959.26
9—8 |1933.33 | 1928.01 | 1932.97 1930.06 1933.24
10 —9 | 1907.43 | 1901.10 | 1907.43 1903.93 1907.29
11 — 10 | 1881.61 | 1874.19 | 1881.99 1878.15 1881.40
12 — 11 | 1855.85 | 1847.28 | 1856.58 1852.72 1855.59
13 — 12 | 1830.19 | 1820.37 | 1831.18 1827.63 1829.84
14 — 13 | 1804.61 | 1793.46 | 1805.74 1802.89 1804.16
15— 14 | 1779.11 | 1766.55 | 1780.23 1778.48 1778.55
16 — 15 | 1753.69 | 1739.64 | 1754.61 1754.39 1753.00
17— 16 | 1728.36 | 1712.73 | 1728.85 1730.64 1727.53
18 — 17 | 1703.12 | 1685.82 | 1702.90 1707.21 1702.13
19 — 18 | 1677.96 | 1658.91 | 1676.75 1684.09 1676.79
20 — 19 | 1652.88 | 1632.00 | 1650.37 1661.29 1651.53

33

Tabela 1.2: Espectro vibracional da molécula de CO. Comparacao dos dados experimen-

tais com os modelos de Morse, g-oscilador, Morse perturbados e AHG. Dados experimen-

tals da base de dados HITRAN.



CAPITULO 1. INTRODUCAO

modelo energia dissociagao (cm™1)
Experimental 89591.35
Morse 86426.44
g-oscilador 158970.48
Morse perturbado ( ref. [44]) 94476.01
Morse perturbado (ref. [45]) 95394.23
AHG nao-linear 89987.76

Tabela 1.3: Valores das energias de dissociacao calculadas para cada modelo.



Capitulo 2

Uma Teoria Quantica de Campos

Generalizada

Nesse capitulo discutiremos uma teoria de campos baseada na AHG apresentada no ca-
pitulo Ml De acordo com os argumentos ja apresentados, uma teoria quantica de campos

(TQC) baseada na AHG poderia descrever, fenomenologicamente, particulas compostas.

2.1 Realizacao Fisica da AHG

O primeiro passo é a realizacao fisica dos operadores A, A e .J; como é feito para o caso do
oscilador harmonico e para o caso do pogo de potencial quadrado em [39]. Para isso vamos
rever brevemente o formalismo do cédlculo integral e diferencial numa rede unidimensional
desenvolvido em [46] e [A7].

Considere uma rede unidimensional no espago dos momentos onde os momentos podem

35
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assumir apenas valores discretos, po, po + @, po + 2a, pg + 3a etc, sendo a > 0. O célculo

diferencial nao comutativo é baseado na expressao

[p,dp] = dpa, (2.1)
o que implica que,

f(p)dg(p) =dg(p) f(p+a), (2.2)

Para qualquer funcao f e g.

Introduzindo as derivadas parciais

d f(p)=dp (9, f)(p)= (9, f) (p)dp, (2.3)

onde as derivadas discretas esquerda e direita, (9, f) (p) e (9, f) (p) respectivamente, sio

dadas pela expressao,

f(p+a)— f(p)], (2.4)

|
QI Q|-

f(p) — f(p—a)]. (2.5)

A regra de Leibniz, para a derivada discreta esquerda, pode ser escrita como,

(G f9) () = (Bpf) (P)g (p) + [ (P + a)(Tpg) (p) - (2.6)

Para o caso da derivada discreta direita a formula é similar .

Vamos introduzir os operadores deslocamento do momento,

T = 1+ad, (2.7)

T = 1-ad,, (2.8)
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esses operadores tém a funcao de aumentar o momento de p para p + a ou diminuir de p

para p — a,

(Tf)(p) = flp+a) (2.9)
(Tf)(p) = flp—a) (2.10)

e satisfazem
TT=TT=1, (2.11)

onde 1 é a identidade.

Introduzindo, agora, o operador momento P [38] tal que

(Pf)(p)=pf(p), (2.12)

temos finalmente,
TP = (P+a)T (2.13)
TP = (P—-a)T. (2.14)

Podemos também definir a integragao nesse formalismo. Foi mostrado na referéncial46]

que a propriedade da integral indefinida,
/df = f + funcao periddica (2.15)

é suficiente para calcular a integral definida numa rede arbitraria. Pode-se demonstrar

que, para uma fungao arbitraria f

(

a S f(p — ka), sep>a

/dpf(p): 0, se0<p<a (2.16)

—a S f(p - ka), sep <0
\
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onde [p/a] é por defini¢ao o maior inteiro < p/a.
A integracao definida de uma fungao f de py a p, (py = pa+ Ma, onde M é um inteiro

positivo) é portanto,

[ ot =0 foa+ ko) (2.17)

Usando a eq. (2I1), o produto interno de duas fung¢oes complexas f e g pode ser definida

como,

(f.g) = / " F ) (). (2.18)

Pa

onde * indica o complexo conjugado da fungao f. O produto interno, (f, f), é sempre
positivo ou zero se f é identicamente nula.

O conjunto de classes de equivaléncial] de fungoes normalizéveis f (onde (f, f) é finito)
é um espaco de Hilbert.

Pode ser mostrado que [46]
(£, Tg)=(T}.g), (2.19)

tal que

T=T", (2.20)

onde T é o adjunto conjugado do operador T. Egs. (1) e (2220) mostram que 7' é um
operador unitdrio. Além disso, é ficil ver que P, definido na eq. (ZIJ), é um operador

Hermitiano e a partir de (Z20) tem-se

(i0,)" = id, . (2.21)

'Duas funcgoes estdo na mesma classe de equivaléncia se os seus valores coincidem em todos os pontos

de uma rede.
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Voltando a realizacao da algebra generalizada de Heisenberg em termos de operado-
res fisicos, podemos, agora, associar a algebra generalizada com a rede unidimensional
que acabamos de apresentar. Por hipdtese, vamos escrever o operador Jy, da algebra

generalizada, em funcao de P,

Jo = f(P/a,ap) (2.22)

Onde P ¢é dado pela eq.[ZI2) e a aplicagdo deste no auto-estado |m) resulta em
Plm)=ma|lm) ,m=0,1,---, (2.23)

onde podemos, ainda, definir o operador nimero, N = P/a sendo N|m) = m|m). Além
disso,

Tlm)=|m+1) ,m=01,---, (2.24)

onde T e T = T estdo definidos nas eqs. (EZHZTI).
Com a definicdo de Jy dada pela eq. [ZZ2) podemos ver que o, = f™(ag) é autovalor

do operador no estado |n). Podemos, entao definir em fungao do operador P, os operadores

A e AT, usando as relagoes (CEMLED), como sendo

AT = S(P)T, (2.25)

A = TS(P), (2.26)
onde,

S(P)* = Jo—ag (2.27)

sendo ag o menor autovalor do operador J.
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As relagoes (ZI3HZT4) podem ainda ser escritas como

TN = (N+1)T (2.28)

TN = (N-1T. (2.29)

E f4cil demonstrar que os operadores, A4, At e J, definidos nas eqgs. 22 p2532.27),
satisfazem a algebra generalizada de Heisenberg descrita no capitulo [ pelas relacoes

([CEMTED). Fazendo o uso dessas relagoes, considere inicialmente a relacio entre Jy e AT,

J()AT:(IN S(P)T:ATO[N+1 s (230)
onde a agao do operador ay no estado |n) é definido como:
an|n) = ay|n) = F™(ag)|n) (2.31)

Na primeira igualdade da equagao ([Z30) usamos a realizacdo e na segunda usamos a eq.

E&2Z9). Como da ([LCH4) podemos deduzir que ani1 = f(ay) = f(Jo) entdo obtemos,
Jo AT = AT f(J) , (2.32)

ou seja, eq. (CA0) para um f(x) arbitraria. Eq. (CH) é o conjugado Hermitiano da
eq. (CH0), entdao de maneira similar podemos provar a partir da eq. ([Z26) e ([Z22) esta

relacao. Usando agora
ATA = S(P?=Jy—a, (2.33)
AAT = TS(P?T = f(Jy) — o, (2.34)
para uma fungao arbitraria f(z), que tem as propriedades dadas pelas eq.([L24l), obtemos
a eq. ([Ch2) e a prova estd completa

E importante notar que a realizacio descrita pelas equacoes 23, e Z22), é

qualitativamente diferente da realizacao do oscilador harmonico convencional.
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2.2 Teoria Quantica de Campos Escalar Generalizada

Como a teoria quantica de campos generalizada que vamos descrever tem como base a
algebra generalizada de Heisenberg discutida no Capitulo anterior, podemos esperar que
tenha, como heranca, todas as propriedades dessa dlgebra. Portanto, a energia de n par-
ticulas idénticas nao é igual a n vezes o valor da energia de uma tnica particula , como no
caso da teoria de campos comum. Essa nao aditividade da energia nos permite considerar
que as algebras generalizadas podem ser interpretadas como descrevendo fenomenologica-
mente particulas compostas. Além disso, a vantagem dessa construcao reside no fato da
possibilidade de podermos fazer contato, a qualquer momento, com o caso padrao desde
que os parametros da algebra generalizada tendam a unidade ou anulem-se.

No espaco de momento, apropriado para a realizagao da algebra generalizada de Hei-

senberg, além do operador P pode-se definir, também, dois operadores auto-adjuntos

X —i (S(P)(1 —ad,) — (1 +ad,)S(P)) = —i(A — AT}, (2.35)

Q S(P)(1—ad,) + (14 ad,)S(P) = A+ A | (2.36)

onde 9, e J, sdo as derivadas esquerda e direita definidas nas eqs. (24, Z5). Podemos

demonstrar que os operadores P, y e () satisfazem a seguinte algebra :

[, P] = iaQ, (2.37)
[P,Q] = iax, (2.38)
[, Q] = 2iS(P)(S(P+a)—S(P—a)). (2.39)

Com o objetivo de construir uma teoria quantica de campos baseada nesses operadores
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vamos introduzir uma rede discreta tridimensional no k-espaco,

2ml;
b= i=1,2,3 | (2.40)
L
com [; = 0,£1,£2,--- sendo L; o comprimento dos lados de uma caixa retangular de

volume 2. Introduzimos para cada ponto desse E—espago uma cépia independente do
oscilador harmonico g-generalizada construido no ultimo capitulo de maneira que os ope-
radores relativos a pontos diferente comutem entre si. Introduzimos também uma cépia
independente da rede unidimensional de momentos descrita na secao anterior para cada
ponto da k-rede tal que PET =P, Tz, TE e S sejam os operadores definidos pelas egs.

(XY e E27), atravé da substituicao P — Fj.

Portanto temos que,

AL = ST (2:41)
Ay = T.S; (2.42)
JQ(E) = q2PE/aO[0+[PE/CL]q2, (243)

satisfazem as equagoes eqs. ([LTMHLTY) para cada ponto da k-rede e os operadores ATE, A
e Jo(lg) comutam entre si para diferentes pontos da rede.

Agora, podemos definir o operador y e () para cada ponto dessa rede tridimensional

como
Xpg = —i(T ;S _p—8:T;) = —i(A_p— Al), (2.44)
— o T
Qp = TpSp+S ;T ;=A;+ A—E , (2.45)
tal que X% = X g e QTIg = () _g, como no caso da construgao do campo de spin-0

convencional [35].
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Por intemédio do operador x; e do @ podemos definir dois campos ¢(7,t) e (7, t)

como

1 o o
G R —— (Ajge’”“"“ + A ek> , (2.46)
o/ 2Q0w(k)
w(k e .y
nwey = Y Ll (Ajge*”“"“ — A ek) , (2.47)
oA/ 2Q0w(k)

onde w(k) = V k? + m2, m sdo parametros reais e €2 é o volume de uma caixa retangular.

Existe, ainda, a possibilidade de definir um outro campo similar ao momento como
= w (E) ik.7
o(7,t) = Z S ST (2.48)
k
Com um pouco de célculo podemos mostrar que o Hamiltoniano
H= [ & (0F0 +ulo@ 0P + 60T +m)oEn) . (249)
onde u é um parametro arbitrario, pode ser escrito como

H = % Z W(F) (A;A,; + A Al u S,;(N)2)

- D) (Sg(N + 1% + (14 u) Sg(VY?) . (2.50)
k
onde
Se(N)? = ¢ g+ [Ng] o — a0 - (2.51)

Para que a energia do vacuo seja zero podemos reescrever a equagao acima como
1 -
H =2 wk) (Sg(N +1)* + (L +u) S(N)* = (¢° = Dag — 1) . (2.52)

Note que no limite em que ¢ — 1 (oy — 0), o Hamiltoniano acima é proporcional ao

operador numero. Além disso, como pode ser comprovado pelas eqs.(Z0]]) e (Z52) a
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energia desses sistemas nao é aditiva. A nao aditividade é associada a idéia de uma
particula composta, como o caso de dois férmions correlacionados[42]

Os auto-estados de H no espaco de Hilbert sao
0y, ALjo), ALAL[0) for K # K, (AD)[0), --- (2.53)

onde o estado |0) satisfaz a relacao usual A;|0) = 0 (veja eq. (Z39)) para todo ke Az,
A}% que satisfaz a algebra g-deformada de Heisenberg eqs. (LTMHLTY).
A evolucao temporal dos campos podem ser estudadas através das equacoes de Hei-

senberg para A%, Ape Sy

2.2.1 Caso Linear

Para o estudo da evolucao temporal dos operadores, A}%, Ap e S, vamos inicialmente
considerar o caso em que a fungao caracteristica da dlgebra é linear do tipo f(z) = gz +1,

considerando 0 < ¢ < 1. Podemos, entao, definir

E(Ny) = JO(E) = Mo + [N/ﬂq2 (2.54)
B(N.) = %(1 futr) (E(N;+1) - B(N;)) (2.55)

Usando as eqs. (250 ou Z52) e (CASHLEN) obtemos
[H, Aj;] = w(k) AL h(N) . (2.56)
Resolvendo essas equacgoes , para o caso g-deformado obtemos

AL(t) = AL(0) BInNDT (2.57)
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Note que para ¢ — 1 e u = 0 temos h(N;) — 1 e eq. (Z21) fornece o resultado correto
para o caso nao deformado.

Tomando o Hermitiano conjugado da eq. (Z57) temos
Ar(t) = e BN 4 (0) | (2.58)

que também no limite o caso nao deformado é recuperado. Além disso, é facil ver que os
operadores Py e Si sao independentes do tempo. O termo extra, h(N;), que aparece na
exponencial depende do operador niimero, sendo essa a diferenca principal em relacao ao
caso convencional. A expansao de Fourier eq. (Z48) pode ser escrita, com ajuda das duas

ultimas equagoes, como

(1) = a(F 1) + a7, )T (2.59)
onde
1 oo
alrit) = 30— A 260
i/ 2Qw(k)

Az na eq. (Z60) é independente do tempo e a7, t)" é o conjugado Hermitiano de (7, t).
A contragao de Dyson-Wick, D (zy,xs), definida como no caso convencional, como

sendo a contragao entre H ¢(z1) e ¢(x2), pode ser calculada usando as eqs. (CHSHLG e

ZZR9H2°60) sendo

)

DACHAIEDY

- (SE(N 4 1)2 oFiw(R) h(Ng) Atz _ SE(N)2 esz(E)h(NrnAtm)
- 2Qw(k)

(2.61)
onde Aty = t; — tg, AT1s = 7 — 7o, 0 sinal é negativo no expoente quando t; > t, e

positivo quando ¢, > ¢;. Note que quando ¢ — 1, h(Ng) — 1 e Sp(N +1)*— Sp(N)? — 1,

*x; = (73, i)
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o caso padrao é recuperado. De maneira similar ao caso convencional podemos obter a

representacao na forma integral

Dy (x) =

_ (N +1)2 ik.7F—iko h(N7) t dAk
! /Sk( tlye AR NS N—1), (262)

(2m)4 k2 + m?
onde a segunda parte do membro direito da equagao pode ser obtida do primeiro simples-
mente fazendo a substituicao N — N — 1. No limite, ¢ — 1, cai na representagao integral
do propagador de Feynman. Importante notar que nesse caso o propagador nao é mais
um nimero complexo como no convencional pois depende do operador N

Nessa quantizagdo, admitindo a expansao de Fourier ([246)-[247) e a equagao de

Heisenberg é facil demonstrar que

onde 0 é a derivada temporal e

w(k)MF - .
P oA/ 2Quw(k)
sendo,
MF = (1- h(Nk))ezw(E)h(Nk)t ' (2.65)

(2.66)

A eq. (Z83) é diferente do seu andlogo classico m = ¢. Fazendo-se a passagem para
a descricao lagrangeana, como ficara mais claro no proximo capitulo, podemos verificar
através da teoria de perturbacao que o termo adicional p nao d4 nenhuma contribuigao

adicional.



CAPITULO 2. UMA TEORIA QUANTICA DE CAMPOS GENERALIZADA 47

2.2.2 Caso Quadratico

Vamos, agora, considerar o caso de uma teoria de campos baseada na AHG com uma
funcao caracteristica quadratica.

Como podemos ver na Eq ([CA), ap é o autovalor do vacuo do operador Jy. Mostra-
remos adiante que o Hamiltoniano livre é proporcional ao operador Jy o que implica que
a energia minima do sistema, a energia do vacuo, seja proporcional a «g. Isso significa
que g deve ser o menor autovalor do operador Jy. Porém, como mostramos na Secao
nem sempre o ag € o menor autovalor. Por essa razao, algumas restrigoes devem ser
impostas aos parametros (p,q) para que ag seja o menor autovalor do espectro da algebra.
Além disso, como mostra a Fig X1 dependendo dos parametros da &algebra, p,q e aq
podemos obter varios espectros diferentes. E conveniente nos restringirmos a um tipo de
espectro em que o ag é o menor autovalor e a medida que iteramos a funcao os autovalo-
res crescem monotonamente aproximando-se de um ponto fixo. O objetivo é representar
fenomenologicamente um sistema composto que dissocia apds sucessivas excitacoes

Como ja explicamos no capitulo [, para o estudo dos pontos fixos considerando uma
fungao quadrdtica, pa2 + gap + 1, temos trés casos para analisar (veja [[32): (a) A > 0
(b)) A=0e(c) A <0, para A = (¢—1)>—4p (veja Fig. Z2). O primeiro caso (a) é
menos trivial nesse caso podemos ter atratores de periodo 1,2,4... e até regiao cadtica.
o segundo (b) tem um tnico ponto fixo dado por a* = (1 — ¢q)/2p que corresponde a
uma representacao trivial unidimensional da algebra para oy = o* uma vez que M, =
(¢ —1)ap+1=0( Eq.(Cx7). O ultimo caso (c) ndo tem nenhum ponto fixo e portanto

deve ser descartado. No entanto, vamos considerar somente valores dos parametros que
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T espectros

funcé@o quadratica quacirético linear
v

(b)

Figura 2.1: Comparagdo entre o espectro do caso linear e quadratico. Em (a) repre-
sentamos as interagoes para os dois casos e em (b) esbogamos o espectro de energia

correspondente.

resultem em um espectro que satisfaca as condicoes e caracteristicas citadas acima ou
seja ap é o menor autovalor e a medida que iteramos a funcao os autovalores crescem
monotonamente aproximando-se de um ponto fixo. Vamos entao analisar para que valores
dos parametros da algebra temos um espectro de autovalores que possa ser associado a

uma particula composta. Assumindo o caso (a) para p < 0 temos dois pontos fixos

1—¢g+VA

oy = o

(2.67)

Como mostramos no capitulo [, o ponto cuja ordenada é menor é instavel e o de maior
ordenada é estavel. Portanto, devemos tomar p < 0 uma vez que espectro deve ter um
limite superior. Para garantir a estabilidade do ponto fixo os parametros da algebra devem
satisfazer a seguinte condicao

0<A<L (2.68)
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a) b) c)

Figura 2.2: Anélise grafica do caso quadratico (a) A >0 (b) A=0e (c) A <0

A condigao (Z68) é satisfeita para certos valores dos parametros escolhidos dentro do

intervalo

1—=24/Ip| <qg<1+2+y/|p| (2.69)

A Fig X1l mostra uma comparacao entre o espectro do caso linear e quadratico. Podemos
ver que no caso linear o espacamento entre os niveis tem uma relacao simples, ou seja
quando n cresce o espagamento entre os niveis sempre decresce o que pode tornar o caso
linear menos propicio para ajustar dados experimentais como o espectro de uma molécula
diatomica[33).

Para este caso pode-se demonstrar que o Hamiltoniano livre, com ajuda das relacoes

de comutacao , pode ser dado por,

M= g;wk [PF(N.00)? + (g + 1 F(N,a0)] (2:70)
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onde f(N, ag) estd definido na eq. (22). No limite em que p — 0 e ¢ — 1, o Hamiltoniano
¢é proporcional ao operador ntumero.

A evolucao temporal, nesse caso é dada por

[H, AH = w(k) ALh(N;) (2.71)

onde,

h(N;) = %AE [(SZ(N +1) + SZ(N)) + 2pag + 1 + ¢ , (2.72)

com AE = S]%(N +1) - S%(N) . Para o uso futuro vamos calcular o valor esperado no

véacuo do operador (272
1
R(Np)I0) = 5 Mg (PMg + 2pag + g + 1)[0) (2.73)
onde M, ¢é dado pela relagao
Mg = pag + qag + 1 (2.74)

Para o caso de uma funcao arbitraria, f(«g) = E;;O aja%, temos
1 n i1 : :
M(Np) = 3AED Y [ (S2(N) + a0l Ix(Np) | + (u+1) (2.75)
j=1i=0

sendo

_ SEHN+1) +

X(N) = STV + a0 (2.76)

Resolvendo a equagao (7], nés temos

Al = AL(0)erv BN (2.77)



CAPITULO 2. UMA TEORIA QUANTICA DE CAMPOS GENERALIZADA o1

Podemos entdo como no caso linear escrever a expansao de Fourier como sendo ¢(7,t) =

a7 t) + af (7, 1), H onde

- 1 —vkitiw(k Y
ol (7 1) = Z —— ATEe Rrtiw(k) h(Ng) ¢ (2.78)
P oA/2Quw(k)
A contragao de Dyson-Wick, DY (z1, 1), entre (x; = (r;,t;)) ¢é(x1) e ¢(z2) pode ser

calculada usando (B:2Z2). Na representagao integral é dada como

Di(x) =

ﬂMg/fkw+4mam”%M%u+ -

(2m)4 k2 —m?2 + ie

+ (N—-N-1),

onde [N + 1]g representa o nimero geral de Gauss e é definido como

f(N, Oé()) —

N+ = =) —a0

(2.80)

2.3 Teoria \¢* Generalizada: Calculo Perturbativo

Podemos agora analisar, perturbativamente, um processo de espalhamento determinado
por um Hamiltoniano de interacao. Discutiremos nessa secao os céalculos para o caso de
uma teoria de campos com base na algebra generalizada de Heisenberg com uma funcao

caracteristica linear e posteriormente o caso nao linear evidenciando a diferenca entre eles.

2.3.1 Caso Linear

Vamos analisar o processo de espalhamento entre duas particulas compostas, 14+2 — 1'+2’

com estado inicial,

Al Al
1,2) = 22w (2.81)
M3

3Para simplificar A%(t =0)= A;%
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e o final
Al AT

11,2 = Mﬁ 0) , (2.82)

onde A,, e AzTn satisfazem a relagbes da &lgebra generalizada ([CASHLEW) e no contexto
esses operadores aniquilam e criam particulas compostas e MZ = (¢ — 1)ag + 1. Supondo
que esse processo é descrito pelo Hamiltoniano da particula livre (Z49) com a interagao
Mo [ o(7, )+ dPr, o primeiro termo da expansao da série perturbativa da Matriz-S é
dado por

(1,2'19]1,2) = —i)\o/d4x(1/,2/| i(x) 1 ]1,2) . (2.83)

Usando a eq. ([Z0Y) em eq. (EZ) e colocando na forma normal e levando em consideragao
que o exponencial depende do operador niimero que nao comuta com os operadores dentro

do elemento de matriz obtemos

(1,2'15)1,2) 46;220/ Z 0|A Ay AL AL A A AT AT (o)
kl k4

e*i(E1+527§37§4).F+iW(E1,EQ,EP,,EAL)t
Y

(2.84)

onde

W (ky, ko, ks, ka) = w(ky) hy(ky, ko, ks, ka) + w(ka) ho(Ky, ko, ks, ky) —

w(ks) hs(Ky, ko, ks, ka) — w(ks) hy(ky, ko, ks, ky) | (2.85)
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(&

R N A R (R T R PR

ho(ki, ko, ks, ka) = h <_51§2,123 - 51%2,124 + 51%2,51 + 51%2,52) ’

ha(ki, ko, ks, k) = h (‘1 - 51%’3,134 + 523,1?1 - 51%’3,1?2) '

ha(u BB ) = b (1488 402 ) (2.86)

O elemento de matriz na eq. ([Z84) pode ser simplificado fazendo o uso das relagdes de

comutagao (CHSHLEN). S6 entao a integral na eq. ([Z84) pode ser calculada dando

(1 21811,2) = oy +;2f(;27;24ih%§1)2;%%

AOLICES

D(Sh, 065 5 ) (Pra+ Poa = Ply— PLa))
onde,

Pi = (51w, h(0)), Poa = (72,0 h(53, 5,

Pry = (51, ws h(0)), Py = (B, wiz, (62,

Pl,c — (ﬁlawﬁlh(ég‘l,ﬁQ)),PZc — (ﬁ2awﬁzh(0))7pll,c

- 3
P g= (plawﬁlh(éﬁmﬁ

), Pl = w3

,52))7P1/,b = (p/hwﬁlh(o))?Pé,b = (P'27W172h(53*
Y w= h(6% -

W10y h(6% )

). Paa = (2 w3 h(0), Py = (71, w3 h(0)), Py = (a0 (8%,

(h(0)254(P170 + P27a - Pll,a - PZ/,a)_'_

)6 (Pry + Py — Py — Pyy) + h(0)R(62, 5,)0 (Prc+ Poe — P, — Py ) +

(2.87)

3 I (] - .
’1h(617’147’2))’ Py =(p 2,wp,2h(0)),
p/lvz;}Q));

,P2I,c = (p/2’wp72h(0));

1,02

))-

P 1P 2

(2.88)

Essa expressao simplifica sabendo que ﬁQ =+ v | # P2 # p1 e finalmente obtemos para a

primeira ordem da expansao da série perturbativa da Matriz-S

—6(27T)4iM06)\0

2 =)= D=
Q1 [ 5 Wi Wy Wi

(1,2'151,2) =

54

(PL+P,— P — Py,

(2.89)
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onde

P = (Fwp), Pl = (Fowy)

(2.90)

e @ = (14+u+¢*)/2. Quando ¢ — 1 temos My — 1, u = 0, Q — 1 e eq. (ZIJ)

transforma-se no resultado da teoria de campos convencional [35].

2.3.2 Expansao de Wick e Calculo Perturbativo de Segunda or-
dem

Para calculo do termo de segunda ordem precisamos usar o teorema de Wick. Porém,
uma vez que a contragao de Dyson-Wick nao é um nimero complexo, como no caso
convencional, esse teorema apresenta algumas modificagbes em relacao ao padrao. As
conseqiiéncias do propagador nao ser um nimero complexo pode ser vista no caso mais

simples, expansao de Wick para trés campos,

T(o(e)o(e2)d(as)) = : de)dlen)d(zs) : +: dl)dlen)dlzs) :  (291)

onde : ¢(x1)p(x2)p(x3) : é a ordenacao normal do produto de trés campos e

1

L (11)P(2)(w3) == Dy (w1, 32) (w3) | (2.92)
- B(1)B(2)B(ws) = () DY (w2, 3) (2.93)
L O(21)p(22)p(23) = Dy (21, w3)cr(ws) + (2.94)

+al (29) DN (21, 23) .
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Note que

¢(2) DY (w1, 23) # Dy (w1, 33)(32) # Dy (w1, w3)ax(w2) + o (w2) Dy (w1, w3) |

(2.95)

uma vez que o propagador nao é um numero complexo. Como sera demonstrado no
apéndice [B para o caso de quatro campos algumas diferencas adicionais aparecem.
Vamos, agora, calcular o processo de espalhamento da se¢ao precedente. Analisaremos

a contribuicao de segunda ordem em \q

/ i (_,l:)2 ! i
(021512 = TSI [ [ dtwayl A 16 6@ sty a0 (290)
onde T denota a ordenacao temporal. Para converter a ordenacao temporal em ordenacgao
normal usaremos a expansao de Wick, levando em consideracao que o propagador nao é
mais um numero complexo. Isso foi feito usando um programa de computagao simbdlica.
Proveniente da expansao de Wick de T'(: ¢*(z) :: ¢*(y) :) temos trés termos representativos

que contribuem para a segunda ordem do processo de espalhamento da eq. (Z398), sao

eles:

al(w)a! (z)a(y)aly) DF (v, y) DF (x,y) | (2.97)
af(y)al(y)a(z)a(z)DF (v, y) Dy (x,y) | (2.98)
ol (w)al(y)a(z)a(y) Dy (v, y) Dy (2, y) - (2.99)

Os outros termos que contribuem sao diferentes dos acima apenas na posicao do operador

contragao de Wick-Dyson ([ZIHZIY) ou por um deslocamento do tipo N, g — Ng +0; 7

no propagador das eqs. (ZOHZ99).
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Vamos primeiramente analisar a contribuigao do primeiro termo da eq. (Z91). Como
podemos ver na eq. (262) a contracdo de Dyson-Wick tem dois termos. Vamos inicial-
mente considerar somente o primeiro termo uma vez que, como mostraremos, o segundo
termo nao da nenhuma contribuicao . Portanto, colocando o termo representativo da eq.
(Z91) na eq. (234, e tirando do elemento de matriz as exponenciais que sdo proporcionais

ao operador nimero e os S(N), usando

(014, Ay AL AL A Ap AL AL J0) = M} (M45 S 6r 5 0r 5+

ka* P17 P2 Eap1 Ckapa “kip'y Ckapl s

MGAE 0,5 )08, 555,507, Ok, T Mo AE(0

Eap1 “kapa “kap'y Ck1pl o

Op = 0p = O0p = Op 5 +

E4ﬁ2) k3pz“kap1 "~ k1p'y kep'o

AE(6¢,5) AE (5, 565587, 05, %%) (2.100)
podemos somar em k’s provenientes das expansdo de Fourier de a(z), dado na eq. (250)

obtendo, depois da redefinigao do tempo como t — t/h(0),

(77151123 — MEA2 d*zdbyd*k d*ks
202Q2(2m)8  fwp Wpwy Wy ) (kT +m?) (k3 +m?)
S(1+ bg 5 + 65 )2 S(L+ 65 o + 65 ) eap il + ks — Py — Py).x
+i(Py+ Py — k1 — Ko)y]
(2.101)
onde
ki = (Z,hi,ok;g) =12, (2.102)
ki = (Eko) , (2.103)
hio = h ((5 +<5,;N2> /h(0) . (2.104)

Usando a propriedade [* dx f(z + 6,0,) = [ o dx f(z) podemos integrar a eq.

(I0T) sobre x, y. Finalmente, usando as propriedades convencionais da funcao delta
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podemos, também integrar sobre k; ou ky obtendo

/ / ]\48)\2
(1,2'5]1,2)5 = 00 S*(Py+P,— Py~ Py I, (2.105)

T 90202 oo om oo oo
202Q) f 5 Wpy Wy Wi

onde I é a integral divergente de um loop que aparece no caso convencional da teoria

)\_(b47
1
= | T

, (2.106)

e s = P+ P,. Como no caso usual a parte finita da integral pode ser calculada usando o
método de regularizacao dimensional [48] dando o resultado padrao.

Relembrando que o propagador (veja eq. (Z62)) tem dois termos e que nos calculos
acima consideramos somente o primeiro, vamos agora discutir as consequéncias do segundo
termo da eq. (ZG2).

Apo6s um célculo similar ao realizado considerando o primeiro termo do propagador

obtemos,

Mg S(0)*A5
20°Q* | fwpwpWy Wy

que fornece um resultado trivial uma vez que S(0)? = 0. Temos sempre esse resultado

S*(PL+P,— PPy I, (2.107)

trivial todas as vezes que o segundo termo da contragao for incluido nos calculos.

E importante notar que a principal diferenca com relacao a teoria de campos comum,
para o campo de spin-0, é devido as constantes da dlgebra, M§/Q? que tem como limite
a unidade quando ¢ — 1.

Vamos calcular a contribui¢ao proveniente do termo mostrado em (2398). Esse cdlculo
¢é analogo ao anterior e o resultado é

;o MM
(1,2719|1,2)8 = 00 (PL+P,—P Py T, (2.108)

o 20)2 N EYERDE
202Q2 | J0p Wpw, Wy
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onde I' = I(s — —s).

E finalmente discutiremos a contribui¢ao do ultimo termo (Z39). O primeira passo é
colocar o termo representativo dentro do elemento de matriz (290), em seguida seguir os

passos:
1. Tirar os exponenciais e S(N) do elemento de matriz,
2. usar eq. (Z100),
3. somar sobre os k's proveniente da expansao de Fourier dos a(x),
4. redefinir t — t/h(0),
5. usar a propriedade dada em (ZI04),
6. integrar sobre d*z e dy,

obtemos

81\2 4 4
125|125 = MEN2 A4y d ks

- 802Q? gy Wy ) (K +m?)(R3 4+ m?)

[6% (k1 + ko + Py — P'1)6%(—k1 — ko + P» — P'5)+
§*(ky 4+ ko + Py — Py)0*(—ky — ky + P, — P'y) +
6*(ky + ko + Py — P'5)0*(—ky — ky + P, — P'1) +
5 (k1 + ko + Py — P'1)6"(—ky — ko + P, — P'y)] .

(2.109)

Repare que os dois primeiros termos entre os parénteses principais correspondem a contri-

buicao no canal t enquanto que os dois 1ltimos a contribuicao do canal u. Considerando
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separadamente a contribuicao dos dois canais temos

o MIN2
(1,2'181,2)5" = 090 S*(PL+P,— Py —Py) 1", (2.110)
2802 [ Wy W Wi
o MIN2
<1’2|S|1’2>§7u_ —

B 20)2 e s W=
802(Q) [ 5 Wpy W Wi

onde I"=1(s —>t)el”=1(s—u)comt=P —Priet=P — P,

SY(PL+P,— PPy I" , (2.111)

Em conclusao, acabamos de calcular a contribui¢ao de segunda ordem do processo de
espalhamento, 1 +2 — 1’ + 2/, de duas particulas compostas, proveniente dos termos
representativos dados pelas eqs. (Z30 Z99). Os outros termos que aparecem com a
expansao generalizada de Wick de T'(: ¢*(z) :: ¢*(y) :) que contribuem diferem das eqs.
@97H299) apenas pela posigao do propagador. Além disso esses termos tém o operador
N modificado pelo deslocamento Ng; — Ng + nlé@k} + n25(m§2 + n35q:-,k§ + n45q7-,154’ onde
n; = 0,1,2,3 (j=1..4), ¢ é o momento associado com o propagador e k: o momento
associado ao campo. No entanto, como existe um numero finito de deltas nas fungoes
S(x) e h(x) é possivel, usando a propriedade descrita acima (B:689), excluir essas deltas e o
resultado final independe da posicao do propagador e dos deslocamentos de N. Portanto
o processo de espalhamento, 1+2 — 1"+ 2’ para p; # py # p, # pl, com os estado final e
inicial dados pelas eqs. (281 2-82)) respectivamente, onde A,,, ALZ, satisfazem a dlgebra de
Heisenberg generalizada com uma funcao geratriz linear e as particulas sao supostamente
descritas pelo Hamiltoniano da eq. ([Z49) com interagao dada por g [ : (7, t)* : d*r até

a segunda ordem no constante de acoplamento, \g, ¢ dado por

MM XM
Q Q?

(1,215]1,2) = (A5 + AL+ AY) (2.112)

onde Ay, A5, Al e AY sdo as mesmas contribuigoes do caso padrao A-¢* (nao-deformado)

correspondente ao nivel de arvore aos canais s, t e u em um loop respectivamente.
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A contribuicao adicional encontrada na série perturbativa é devido a estrutura da par-

ticula composta descrita fenomenologicamente pela algebra generalizada de Heisenberg.

2.3.3 Caso Quadratico

O caso quadratico difere pouco, na estrutura dos cédlculos, do caso linear uma vez que

podemos escrever de forma geral o comutador entre A e A" como sendo
[A, AT] = f(Jo) — Jo (2.113)

Embora o f(Jy) seja diferente, os cdlculos da expansao perturbativa da matiz-S podem ser
feitos de maneira similar ao caso linear e o resultado pode ser obtido do resultado anterior

apenas substituindo o h(0) pela equagao dada em obtendo-se como resultado final:

Ao M2
Sy = 020 Ay + (2.114)
(I+q+p (Mg +2a0)

g My

(14 q+p (MG +2x))?

(A5 + A5 + AY)

onde Aj, A3, AL e AY sao as contribuigoes idénticas as convencionais e Mg = pad + (q —

2.3.4 Comparagao dos Casos Linear e Quadratico

As egs (ZI14)) mostra que a matriz-S calculada para o caso em que a fungao caracteris-
tica da algebra generalizada é linear e quadratica diferem do caso convencional apenas
pelos parametros da dlgebra que sao interpretados como sendo uma maneira de descrever
fenomenologicamente a estrutura da particula composta.

Para uma teoria quantica de campos baseada numa algebra generalizada de Heisenberg
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com uma fungao linear a constante é redefinida para [3§]

Vo 2X0((q — 1) + 1)
0 1 +q

(2.115)

e no caso quadratico, como

P, 2dopagt(@—Dag+1)
1+qg+ppad+ (¢g+1)ag+ 1)

(2.116)

No caso linear se considerarmos 0 < ap < € e 0 < ¢ < 1, sendo €* = 1/(1 —¢q) o ponto

fixo podemos concluir que

20

0< N\, <
~ 0_q—|—1

(2.117)

portanto, a parte nao perturbativa dessa teoria de campos pode ocorrer a uma ordem
de magnitude superior ao caso convencional. No entanto, como pode-se ver analisando
ZI1H), A, < 0 somente se \g < 0 o que implicaria a nao existéncia de vdcuo para o
Hamiltoniano.

Considerando agora a teoria quantica de campos (TQC) baseada numa fun¢ao nao
linear. A constante é redefinida para A dada pela eq ([ZI16d).

Examinando o denominador da eq. (ZII6) podemos ver que temos uma divisdo por

zero para um determinado conjunto de parametros obedecendo a relagao

p’of+plg+1ag+q+1+p=0 (2.118)

este caso nos da um resultado nao fisico. Para excluir essa possibilidade temos duas

alternativas:

e (A) Impor a condicao (o A; da equacao de segundo grau ([ZII8) menor que zero)

P(g+ 1) —4p*(g+1+4p) <0, (2.119)
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15
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Figura 2.3: A constante redefinida versus ag para o caso quadratico. O grafico represen-
tado com a linha sélida foi obtido parap = —1/4 e ¢ = —1/4 (caso A) e a linha tracejada

parap = —1/4 e g =5 (caso B)

o que implica que a equagao (ZII8) nao tem zeros reais. Eq.(ZIT9) pode ser resol-

vida dando

1-2/1+p<qg<l1+4+2y1+p (2.120)
pode-se concluir que, escolhendo ¢ dentro do intervalo (ZI20) com —1 < p < 0
elimina o pélo da matriz-S no caso quadratico.

e (B) Evitar somente a regiao préximo ao pélo do denominador (ZII8).

A Fig 2.3 mostra o grafico A obtido segundo o caso (A), em que os parametros
satisfazem a condicdo (ZI20) e o caso (B), onde o Aj pode ser tanto negativo quanto

positivo mantendo Ay > 0. Em outras palavras se considerarmos positiva a constante
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convencional Ay, no caso quadratico, dependendo dos parametros da algebra, a constante

redefinida pode ser positiva ou negativa.



Capitulo 3

Eletrodinamica Quantica

Generalizada

Nesse capitulo estudaremos a eletrodinamica escalar generalizada [34] baseada na super-
posicao de duas algebras deformadas de Heisenberg estudadas, na Sec [L4 O objetivo
é construir um tratamento fenomenolégico para descrever as interagoes entre particulas
compostas escalares e o féton. Consideraremos somente a eletrodinamica quantica gene-
ralizada baseada na algebra de Heisenberg generalizada com uma funcao caracteristica
linear.

Vamos considerar o espaco de Fock defenido pela superposicao de duas algebras de Hei-
senberg generalizada discutida na secao [L4 Nesse espaco podemos definir os operadores
nimero N4 e Np tal que

NA|mA,mB> = mu|ma, mp), (3.1)

NB|my,mg) = mg|ma, mz), (3.2)

64
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pode se definir o operador, f(N4/B aq), de maneira que
FINYE ag)lma,mp) = f"475) (ag)|ma, mp), (33)

onde f(m4/8)(qy) é a m-ésima iteracdo da funcdo f(z). Para uma funcio caracteristica
linear, f(z) = gz+1, podemos escrever,Usando ((C84HLRY), o operador J64 /B ( previamente

defenido na se¢ao [L4] ) como:

JéA/B = f(NA/B,()é()) = [NA/B}qu —|—Oéo. (34)
onde
NA/B
q —1
[NA/B]q = ﬁ (3.5)

é o ntiimero de Gauss convencional e My = (¢—1)ap+1. Como no caso escalar, descrito no
capitulo anterior, podemos considerar uma rede unidimensional no espaco dos momentos.
Seguindo a mesma linha de raciocinio do capitulo anterior podemos, entao, definir o

operador deslocamento, T4/, com Ty /g = le /B> obedecendo as seguintes relacoes:

Talma,mg) = |ma+1,mp), (3.6)

Tylma,mg) = |ma—1,mg), (3.7)
e

TB |mA7mB> = |mAa mpg + 1)7 (38)

TB |mA7mB> = |mAa mp — 1)7 (39)

podemos, agora reescrever o operador de criacao e aniquilacao, da algebra generalizada,
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Ccomo
AT = S(NHTy, (3.10)
A = T,S(N4, (3.11)
B' = S(N®)Tp, (3.12)
B = TyS(NP), (3.13)

onde
S(NAE)? = [NVE] Mg (3.14)

Em analogia ao capitulo anterior podemos introduzir duas redes discretas tridimensi-
onais no espaco k e em cada ponto desta podemos associar uma coépia da rede unidimen-
sional que acabamos de apresentar. Seguindo o procedimento usual [35] podemos definir

OS campos complexos

o) = 3 — (Age R4 BLeRT), (3.15)
P \/2Quw(k)
1 - -
oi(mt) = > — (ALeh 74 e E ), (3.16)
i \/2Quw(k)
k - -
IUGHEEESY 1 )# (—Age b4+ BLehT), (3.17)
Foy/2Quw(k)
i L )
H(F,t) _ Z rw( )_‘ (_A;%ezk.r_i_BEefzk.r)’ (3.18)
P \/2Quw(k)

onde os coeficientes satisfazem as relagoes (CORHLED), w(k) = V k% + m? é um parametro
real e €2 o volume de uma caixa retangular. Inserindo a expansao de Fourier dos campos

no Hamiltoniano

HKC — / Br (T E T + (3.19)

DO | —

+ VoI (7 t) V(7 t) +m? ¢l (F,1) (7, 1)),
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podemos, com um pouco de algebra, chegar na expressao:

HEC = 2 S w®ME (VA + 1, + NF), + (3.20)

-

k

+ NP+ 1+ [Nl

onde [N4/B], é o nimero de Gauss. No limite em que ¢ — 1 o Hamiltoniano torna-se
proporcional ao operador nimero. A evolucao temporal pode ser estudada através da

equacao de Heisenberg, AITZ’ Ap, B;, By, cujas solucoes sao:

Al = Al (0)e BN (3.21)
Bl = Bl (0)e BN (3.22)
onde
W(NZP) = %AEMg(l +q), (3.23)
e AE =] ;/B +1],—1 ]g‘/B]q. Para uso futuro, vamos definir o valor esperado do vécuo

da equacao anterior como sendo:

h(0) =< O[R(N2#)[0 >= ¢M;, (3.24)

onde,

1
Para preservar a invariancia de Lorentz é necessario introduzir o seguinte vinculo
h(0) =1; (3.26)

é facil ver que as solugbes dessa equacao é ag = —1/(q + 1). Pode-se verificar que esta

solugao nao satisfaz a equacao ([LH7) somente a (LEY) onde —1 < ¢ < 1.
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Podemos, com ajuda das equagoes (B2ZTHZ.22), reescrever a expansao de Fourier dos

campos como: (x = (7,t))

¢(x) = a(x) + 5'(x) (3.27)
onde,
a(z) = Z 1 ot E () h(Ng)tAE@) (3.28)
P\/2Quw(k)
€
ﬁT<,§L’) _ Z 1 B;%(O)QZE'F_Zw(E) h(N;;]‘B)t . (329>
T \/2Quw(k)

O delta generalizado de Pauli-Jordan pode ser definido como o comutador entre os

operadores ¢(z, ) e ¢'(y, yo) para tempos arbitrdrios xq e yo.

ANz —y) = [p(2),¢'(y)] - (3.30)

o valor esperado no vacuo da equagao ([B30) preserva todas as propriedades da fungao
delta de Pauli-Jordan convencional, como por exemplo a propriedade fundamental da
teoria de campos,

< 0|AN(z —y)|0>=0, (3.31)

fora do cone de luz, ou seja, para distancias (z — y)> < 0. Podemos encontrar uma
expressao explicita para o operador A" (z —y) inserindo a expansao de Fourier do campo
¢ (BI3) e o seu Hermitiano conjugado (BI6) em (B30) . A expressao resultante pode ser

simplificada com auxilio das relagoes de comutagao (Ch8) e (CE0):
AN (x —y) = (£ (Jg) = JHAT +ulF(I5) = IP)AY) (3.32)
onde

d3p Lo -
N _ +1p (Z—y) Frw(k) h(N)t
A(i)(x_y)_/me 7 (#—)Frw(F) h(N) (3.33)
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e o valor esperado no véacuo é dado por:
< 0|AN (z — )]0 >= MZ < 0|A(z — »)|0 >, (3.34)

sendo A(x — y) a fungao delta de Pauli-Jordan convencional.
O préximo passo ¢ calcular a contragdo de Dyson-Wick entre (x; = (r;,t;)) ¢(x1) e

¢'(z2). Ela é dada por:

ZA;Ng i (@) = (22]\7{324 / 247D ek; liFZSOH(NE)t (3.35)
-~ (N>N-1).
sendo,
F(N;) = [NEA n 1]q9(1<:0$) + [NEB + 1L 0(—kos) (3.36)
€
H(N;) = [M(N0(koo) + R(ND)O (ko) (3.37)

onde (z) é a fungao Heaviside. Obviamente a contracao de Dyson-Wick, nesse caso, ndo

¢ um numero complexo e portanto nao comuta com ¢

(AL (2),0(z)] #0, (3.38)

como no caso convencional. O propagador é definido como o valor esperado da equagao

B.33)

M2 otk ko h(0)t
0 _ 0 4 _
M) = s / PR (3.30)

usando (B20) temos

AY(z) = MiAR(z), (3.40)
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onde Ap(x) é o propagador de Feynman.

O operador carga da teoria deve obedecer as relagoes de comutagao seguinte:

Q. ¢(2)] = —o(2), [Q,¢'(2)] = —¢'(x) , (3.41)

uma vez que ¢! deve aumentar em uma unidade a carga de um determinado estado e
igualmente ¢ deve reduzir a carga em uma unidade. Por essa razao o operador carga pode

ser definido como:

Q= /dgk(N,;“ ~NP) . (3.42)

3.1 Espalhamento de Fétons por uma Particula Com-

posta

3.1.1 Calculo Pertubativo e Covariancia de Lorentz

Usando o formalismo que acabamos de apresentar podemos, agora, analisar o processo de
espalhamento envolvendo uma particula escalar carregada e fétons. O Hamiltoniano de

interacao de uma particula carregada com fotons é dada por:

H = HES + HE™ + Hipe, (3.43)

onde HXC foi previamente discutido no capitulo M, HE™ ¢ o Hamiltoniano do campo de

Maxwell e

Hine = ied* (@) (@)CF () + ie(n* (2)d* (z) — m(2)(x))CO(x)

— 29" (2)9(2)Cp(2)C (2) + €2¢" (2)$(2)C%(2)?, (3.44)
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¢ o Hamiltoniano de interagao onde o campo eletromagnético é o convencional e repre-
sentado por C\,(x) e ¢*(x)0kp(x) = —0kd* (z) () + ¢*()Okp(2) .

Na representagao de interacao é facil ver, usando (BIZBEIY) e BZIHZZY) que

onde
. E L L
p7t) = 30— (gpagem B Blagg o) (3.46)
P oA/2Quw(k)
e
MF = (1 - Rh(N2))erw B O (3.47)
ME = (1 - Rh(NB))erw® NI, (3.48)

Note que para ¢ — 1 temos h(N) — 1, e portanto p(r,t) = 0 obtendo o resultado
padrao. Usando agora, a equacao (BZ0H34Y) o Hamiltoniano de interac¢ao, no formalismo

de interacao pode ser escrito como:

Hint = i : €61 (2)0pd(2)CF 1 —e% : () () CCH + (3.49)
+e: ¢l (2)d(2)(C0)? : +ie : (p(a)o! (x) — pl(2)o(x))C”
onde os simbolos :: significa a ordem normal. Por hipdtese a particula composta é gerada

pelos operadores da AHG enquanto que o féton é supostamente sem estrutura e neutro.

Analisaremos o seguinte processo:

Pt 4~ —P*4+4, (3.50)
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com o estado inicial

oAt

ak)\Ap
1) = |k, p) = ———=10 3.51
i) = Ik, p) = 22 ) (351)

e final

al, A,
=k, p) =22 2| 3.52
1£) = K ) = =2 o) (352)

onde A', A cria e aniquila particulas compostas, respectivamente e al.

iy @ S0 08

coeficientes da expansao de Fourier do campo do féton dado por

\/Qka —

T —ik.x
Fal e (k, e ),

Cra) =Y LS (age (k, e + (3.53)

sendo €”(k, \) o vetor de polarizagdo e My dado pela equagao (CAD) . Para simplificar
a notagao usamos o ket |k, p), onde k representa o momento do féton, p o da particula
composta e no lugar de |0,0) usamos |0), representando o vacuo.

Como explicado anteriormente, essa quantizagao implementada com auxilio da dlge-
bra generalizada pode ser utilizada para descrever, fenomenologicamente, interacoes de
particulas compostas. Além disso, devido a extensao das particulas compostas é razoavel
supor que os termos do Hamiltoniano fenomenoldgico que sao proporcionais as derivadas

diferem do convencional por um fator constante 7 satisfazendo a condigao

limn=1. (3.54)

q—)l

Por esta razao, podemos esperar que a interacao das particulas compostas e o féton seja
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descrita fenomenologicamente pelo Hamiltoniano

Hine = ien: |61 (@)0,0(x) — duo(@) o(x)| O (3.55)
— & 4M(@)9(2)CLCM : e 6T (2)p(2)(C0)?

+ e (pla)él(2) — pl(@)o(@))C0 :

Analisando (B55) pode-se achar que os dois ultimos termos da equagao anterior des-
troem a convariancia de Lorentz. Com efeito, calculando o termo de segunda ordem da
expansao da série perturbativa da matriz-S observa-se que o propagador do bdson tam-
bém contém uma parte nao covariante que cancela a contribuicao do termo proporcional
a e?. Veremos como esse mecanismo é preservado nessa teoria. Além disso uma vez que
h(0) = 1 como podemos ver através da equagao ([B.20), o dltimo termo da mesma nao
contribui.

Vamos agora considerar o elemento da matriz S}, = (f[S[i), onde S! ¢ a primeira
ordem da expansao perturbativa da matriz S, St = — f d*xH;pne, com H;ne dado pela

equagao ([B0H) e os estados |i) e |j) pelas equagoes (BRIl e (B5H2) respectivamente. Os

termos que dao valores diferente de zero de S}i sao:
S = ie* [l (]2 61 @o@)Cr)C (@) : 1
+ ET, (3.56)
onde
ET = —ie? /d4:p(f| Co(x) () (CO)? - i) . (3.57)

Para calcular o termo de primeira ordem devemos inicialmente introduzir em (BIH),

BI0) e BE3) e a expansao do campos [BIHZIIY) e os estados (BLIHELD) levando em
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consideracao a relagao
[%uﬂ%Jzaﬂ%%ﬂ,

e também

ﬁvk“l p7k2

M@%%@Mﬂmﬂk

e que [N, AT] = AT. Obtemos

- 2 2
s}i::262?§§6(k“")6(k’A)L/"d4xei@4p@wuﬂﬂw0ﬁ+(ﬁﬂ>¢x G | pp
A /WPWPIWkwk/

fazendo uso de (B2H), h(0) = 1 e integrando obtemos

1 i€2M0261 * €9

S [ p—
(]
ey [W Wy W

Yp+k—p —K)+ET,

onde:

€1 - €2 = €,(K, o) (k,\).

74

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

Existe uma contribuicao adicional para o termo em e?. Este termo vem do termo de

segunda ordem da expansao perturbativa da matriz-S dada por

(0

2 _
Sfi = 2!

/ dhx dby < FIT(Hine(@) Mo )i > |

< f| e |i > sdo dados pelas equagoes BRIl e (B52) respectivamente.

(3.63)

Inserindo o

Hamiltoniano dado por (B5H), na equagao (B63) e usando o teorema de Wick generalizado
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(ver apéndice [C]) obtemos:

2,2

S, =5 [ ety (11 (600,006 )0,50)

2!

b6 (@)0.0(0)8 (1)0,0(y) — 6 (2)0,0(2)0,B(y) B(y)

+ ST (@)0,0(2)0,8 ()6 (W) + i (2)6()e (1)Bb(y)

b0 (@)0(@)0! (1)D,b(y) + 0ud (1)6(2)0,6 (1)d(y)

N mwuwmaw@ww)wwmwwwm. (3.64)

Note que ja descartamos a contribuicao do ultimo termo do Hamiltoniano de interacao
(para mais detalhes ver o apéndice [ ), uma vez que esse termo nao fornece nenhuma
contribuicdo. Além disso, como a contracao nao é um nimero complexo, cada termo deve
ser considerado separadamente.

Para determinar explicitamente a equagao (B64]) devemos, em primeiro lugar calcular

a agao dos operadores gradiente na contracao de Dyson-Wick dos campos dos dois bésons.

1

WAL (7 —y) = ¢(2)0'(y) = [a(2), ol (y)]0(z0 — yo) + (3.65)
+ [B(y), B(2))0(yo — o) -
Portanto, a agao de um unico operador gradiente na contracao de Dyson-Wick resulta em
N N
WA (@ —y) = ¢(@)0e' (y) — 9o AN (x — y)d(x0 — yo) (3.66)

onde AV (z — y) é o delta de Pauli-Jordan generalizada definida na equacio [B30). O
ultimo termo da equacao anterior nao fornece nenhuma contribui¢ao quando inserido no

elemento de matriz-S. Por exemplo, o calculo de

d(zo — yo)(f1AN (@ — y)li) (3.67)
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onde os estados sao dados pelas equagoes (B0]]) e (B52),
§(zo — yo) AL (1 — ) = M2 (0 — yo) Az —y) =0, (3.68)

onde A(x —y) é a fungao de Pauli-Jordan usual e ke P s&20 0s momentos na representacao
integral do delta de Pauli-Jordan generalizada e o momento inicial da particula composta.

A primeira igualdade na equagao acima é obtida usando a propriedade

/_OO drf(z+ 0pz) = /OO dzf(z) (3.69)

na definigao da funcao generalizada de Pauli-Jordan equagao (B33)). No entanto quando
um segundo operador gradiente age
FRAN (e —y) = o()oksl ) + (3.70)
+ 9u0d AN (& = y)d(z0 — yo) ,

contrariamente a equacao ([B.60) o ultimo termo da equacao anterior nao se anula. Das

equagoes (B.64, B66, B.70) concluimos que:

P(2)o'(y) = AR(z—vy) (3.71)

1
P(x) (y) = OYAR (x —y) + guo AN (z — y)d(z0 — yo),

N
0ud(2)0, 9 (y) = OFOAT (x —y) — (3.72)
— g AN (z — y)d(zo — yo).

Voltando ao calculo da equagao ([B64l), como demonstrada no apéndice [0 uma vez que

as contracoes nao sao numeros complexos, o teorema de Wick tem algumas complicacoes
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adicionais e as expressoes explicitas da ordem temporal sao menos triviais neste caso.
No entanto como demonstrada no apéndice, tomando o elemento de matriz da ordenacao
temporal do produto dos campos e das suas derivadas e usando a propriedade descrita

em (B.69) recuperamos a expansao de Wick com as seguintes modifica¢oes
Ap(r—y) — Az —y) = MiAp(z —y),
ANz —y) — Az —y) = MZA(z —y), (3.73)

onde Ap(z — y) e A(x — y) representam o propagador de Feynman e a fungao de Pauli-

Jordan respectivamente. Portanto S%, torna-se
St = aetip [ dwdly (g1 [0 - )0 @0,00)
— A - y)FsT (@) - FANA (@ - y)ot @)s(y)
+ AL - y)Fist @)ow)] = CH@)C () + 1)
P [ dadly (16 - w)OAG G — )6l (2)6(0):

1 Co(z)C¥(y) - |d) - (3.74)

Uma vez que 26(xg —y) YA (z —y) = 1MZg,00*(x —y) o tltimo temo da equagao anterior

resulta em
MG [ ded'y (51 6@)oly) (Cale)* 6z = i)
— et} [ ' (7] 61 2)ot) (Culw) i (3.75)
Condicao de covariancia de Lorentz:
Podemos ver que se escolhermos,

"= (3.76)
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o ultimo termo da equagao ([B4) cancela o termo chamado ET na equagao (B57). Assim
com essa escolha mostramos que até ordem e? que o espalhamento do féton por uma
particula composta descrita em ([B50)-([B52) é invariante de Lorentz. Dos termos restantes
na equacao (B.74) resulta o termo adicional em ordem e? que se somard a equacao ([B.74).

Vamos inicialmente considerar o primeiro termo da equagao ([B74),

162>
2
Mg

T, = /d4:€ d'y O Ap(z—y){0lAy : ¢'(2)dY6(y) : A}J0)
(O awo : C*(@)C*(y) : al,|0). (3.77)
A tinica parte que difere do caso convencional é o elemento de matriz (0|4, : ¢f(x)0Yp(y) :
AT10). Usando Eqs. (BIH), (BIM), B2Z0) e B5J) podemos facilmente encontrar
014y : 61 (2)0%0(y) : A}J0) = &I )

ue M Tt RO 5 )0 (01 A, AT A, ATJ0) =

—uMp, e PP

v ks pks

(3.78)

O restante dos calculos sao similares ao caso padrao e o resultado final é:

T, =

—1e*n?(2m) Myet (K, o)e” (k, \) { pu(p+ k)
4% (p)w (p)w (k)w (') (p + k)2 — m?

pu(p' — k) ) (7 r
(p,_k)Q_mQ] SO K —p—k) . (3.79)

Procedendo da mesma maneira no célculo dos outros termos da equacao (B.74) podemos

calcular a expansao da matriz-S até a segunda ordem em e2,

ie2M2et (K, o)e” (k, )

_ o
T L (3.80)

onde

=

T, = i HY 20, 3.81
@ (p+/<:)2—m2+(p’—k)2—m2 +29u ( )
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M, = - [P, + (p+ k)] [(p + k)u +pi¢] ) (3.82)

N ==1Ipu+ @ = k) J[(P = k) +p,] - (3.83)

Onde usamos a condicdo de invariancia de Lorentz n* = 1/Mg.

3.1.2 Invariancia de Calibre

O Hamiltoniano com o parametro n (ver equagao ([BI9)) nao é invariante de calibre. E
interessante notar que a amplitude que acabamos de calcular (B80)-(B.83)) é invariante de
calibre se os parametros forem escolhidos de maneira a satisfazer a invariancia de Lorentz.
Se a amplitude nao muda quando o potencial é re-calibrado €,(k) — €,(k) + k,A(k) ou
seja

Ty k" = K*T,, =0 . (3.84)

Reescrevendo o denominador em (B&I]) como
(p+k)?—m? = pP*+2k-p+k>—m?*=2k-p,
<p/_k)2_m2 — p/2+2]€-p/—k2—m2:—2k-p/,

e calculando M, k, e N, k, obtemos facilmente que a condicao dada pela equacao ([B84)

é trivialmente satisfeita.

3.2 Processo de Espalhamento vy — 77~

No espalhamento 7y — 77~ se considerarmos que o comprimento de onda dos fétons é

muito grande para interagir com os quarks constituintes do pion, podemos usar o teorema
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de baixas energias [68-[69] para descrever aproximadamente esse espalhamento. Nesse
formalismo o pion é rigorosamente tratado como uma particula pontual que interage
com a luz via eletrodinamica quantica escalar convencional. Porém, a se¢ao de choque
prevista por esse formalismo nao reproduz os dados experimentais na faixa de energia do
centro de massa, /s > 380 Mev[75, [76] o que indica que a eletrodinamica escalar nao é
suficiente para explicar os dados. Além disso, [{0] mostraram que mesmo considerando
interacoes puramente Hadronicas, descritas por um potencial entre os pions no estado
final, a correcao obtida é praticamente desprezivel, pelo menos na faixa de energia /s < 1
Gev. Essa discrepancia permite supor que o pion, para essa faixa de energia, nao pode ser
considerado uma particula pontual porém o féton nao tem energia suficiente para interagir
com o0s quarks.

Uma outra maneira de resolver esse problema é multiplicar a amplitude do espalha-
mento, calculado com o formalismo de eletrodindmica quantica escalar (EQe), por um
fator de forma F(s)[71, [73]. Para uma particula pontual F,(0) = 1. Esse formalismo é
muito utilizado na literatura e respeita a invariancia de calibre e é renormalizavel|[74].

Nessa secao mostraremos que a eletrodinamica baseada na algebra de Heisenberg ge-
neralizada também pode ser utilizada como uma alternativa para estudar a producgao de
pares de pion na regiao de energia /s < 1 Gev, conduzindo a um resultado melhor que
o resultado obtido usando simplesmente a eletrodinamica convencional. A intencao nao é
explicar os dados experimentais mas sim testar a aplicabilidade dessa teoria e acumular ex-
periéncia para futuramente procurar uma possivel relagao entre os parametros da algebra
e a estrutura das particulas compostas ou o potencial efetivo de interagao. Nesse primeiro

contato com dados experimentais mostramos que a eletrodinamica escalar generalizada
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descreve com grande acuidade os resultados experimentais do processo vy — 7t~ na

faixa de energia /s < 1.

3.2.1 Secao de choque 2v — 7" + 7~

Motivados pelos resultados experimentais[[75] e pela insuficiéncia da eletrodinamica escalar
convencional em explicar os dados experimentais, vamos estudar o processo de producao
de pares pions

2y -t 4+ 77

onde 7~ e 7T sao pions com estrutura descritos como g-bosons estudados nas secoes
anteriores.
A secao de choque pode ser facilmente calculada dos resultados do capitulo anterior

simplesmente mudando as varidaveis de Mandelstam,

1 dp , , y
7T k() / 20(p) / Ap2(k) 3 T erpen|” (3.85)

el,e2
fixando os vetores de polarizacao €; = (0,€1,0) e €2 = (0, €2,0) como em[67] obtemos a

secao de choque paralela e transversal aos vetores de polarizacao
1
o= 5(0” +0p). (3.86)

Usando a teoria de campos baseada na &lgebra de Heisenberg generalizada com uma
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fungao caracteristica linear, estudada nas segoes anteriores e a Eq.([B70) pode se obter

_ 4 My dp o (1
V= St ] ) | W) (3.87)
2¢t

(k- p)*(K' - p)?
x 2(k-p)* (K -p)(K - p)(k-p) + (K - p)lp1

x &p—k+p - k)

+ [(k-p)+ (K- p)P(py + 1y}

AMg dp o
o = e | w0 (388)
<=kt~ K (k)

+ (K- p)pip,

onde M2 = (¢ — 1)ap + 1. Integrando [BRTHZRY), a se¢ao de choque é entdao dada por

o = %(O‘L—{—O'”): (3.89)
_ T MZo? 1+v1—z
= m072r 221 — 2z — 2%(2 - x)ln(ﬁ)]

sendo x = 4m?2 /s, s = E2,, a Variavel de Mandelstam, e m a massa do pion.

Para comparacao com dados experimentais devemos levar em consideracao que o de-
tector somente recebe particulas espalhadas dentro de um determinado angulo sélido. Por-
tanto, é necessério integrar Eq. (B:8Y) sobre um angulo sélido limitado por (|cosf| < Z)
dando

wMgozz x?
Ogc — m?r [QZI'\/ 1-— x(m + 1) (390)
1+v1—zZ

1—/1 —xz)]'

— 232 - x)In(

A eq. (BI0) pode ser comparado com os dados experimentais e os valores dos parametros

da AHG obtidos pelo método de minimos quadrados.
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Figura 3.1: Comparagao entre a secao de choque obtido com a eletrodinamica escalar
convencional (linha tracejada) e generalizada (linha sélida). Os dados experimentais sao

da referéncia [75] e o ajuste foi obtido com (2 = 0.82
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A FigBJ mostra a comparacao entre a secao de choque prevista pela eletrodinamica
quantica escalar convencional e a generalizada para o processo vy — w7~ e os dados
experimentais[[75], [(6]. Pode-se ver pela figura que a eletrodinamica escalar descreve bem
os dados experimentais para energia mais baixas uma vez que nessa faixa os pions podem
ser considerados como sendo pontuais. Aumentando a energia pode-se ver uma discre-
pancia com os dados experimentais. Calculos, usando a QCD perturbativa nessa regiao,
apresentam um ajuste insatisfatorio com os dados experimentais|[77]. Podemos entao con-
cluir que na regiao 0.55 — 0.7 Gev o pion nao deve ser considerada uma particula pontual
porém o féton nao tem energia suficiente para interagir com os quarks. Portanto, os pions

nessa faixa de energia comportam-se como particulas estendidas.

3.2.2 Analise dos Resultados

Em suma, contruimos uma eletrodinamica escalar generalizada onde os bdsons escalares
sao criados e/ou aniquilados pelos operadores da algebra de Heisenberg generalizada des-
crita no capitulo [l e os fétons sdo descritos de maneira semelhante a teoria convencional.
Seguindo a sugestao das referéncias ([60] - [62]) interpretamos os operadores de criagao e
aniquilagao dessa algebra como operadores que criam e aniquilam particulas compostas.
O Hamiltoniano de interacao é parcialmente modificado, introduzindo uma constante, 7,
nos termos que possuem derivadas. Essa constante é introduzida para descrever fenome-
nologicamente a interacao da particula nao pontual. Encontramos que o espalhamento
Pt4+~ — P+~ paran = 1/M, preserva as simetrias de Lorentz e calibre. Dentro do for-

. . A~ . . / /
malismo da eletrodinadmica escalar generalizada calculamos o processo Pt 4+~ — P+ 4~
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até a segunda ordem da constante de acoplamento com estado inicial

Tt
, ak)\Ap
i) = |k, p) = 2220 3.91
i) = k,p) = =2 |0 (3.91)

e final

aL, Al
=k, p) =222 10), 3.92
1) = K.p) = =7 0) (3.92)

onde os bésons, representado por PT e P'T, sao criados pela AHG e os fétons, denotado
por 7y sa0 0s convencionais.

Os calculos mencionados acima podem ser resumidos da seguinte maneira: Consi-
derando um parametro 7, que aparece no termo de interagao, satisfazendo a relacao
n* = 1/MZ onde M é definida na equagao (CRT) o espalhamento descrito acima é invari-
ante de Lorentz e calibre. Temos duas solugoes possiveis mas somente a solugao positiva

n™) = 1/M, satisfaz (B54). Portanto, o Hamiltoniano de interacio

How = ﬁ [0 (2)8,6(x) — Buo(x)! $(x)] C* - (3.93)

— gl (m)e() OO
pode ser usado com o teorema de Wick padrao com as seguintes modificagoes

Ad(z—y) — Ab(z—y) = M;Ap(z —y),

AV@—y) — Az—y)= MZA(r —y). (3.94)

onde Ap(z —y) e A(z — y) representam o propagador de Feynman e a fungao de Pauli-
Jordan respectivamente. Além disso convém notar que o elemento de matriz foi calculado
usando as relacoes da AHG (CHRHLHN). E importante notar, ainda, que o Hamiltoniano

classico modificado pelo parametro n nao é invariante de calibre. No entanto, mostramos
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que o processo de espalhamento PT+~ — P'*+4+/, é invariante de calibre se considerarmos
que 7 satisfaz a condi¢ao de invariancia de Lorentz n = 1/M,.

Calculamos a se¢ao de choque para o processo vy — 7+ + 7~ mostrando um melhor
acordo da eletrodinamica quantica generalizada no ajuste dos dados experimentais que
a electrodinamica usual e QCD na regiao considerada. E importante notar que este é
o primeiro ajuste com os dados experimentais mas acreditamos que poderd ser possivel
inferir a partir dos dados experimentais alguma particularidade da estrutura da particula

composta ou do potencial efetivo.



Capitulo 4

Renormalizacao da teoria de campos

Generalizada

E possivel demonstrar que as divergéncias UV em teoria quantica de campos, ou seja os in-
finitos da teoria, podem ser removidos pela renormalizac¢ao dos parametros da Lagrangeana[49,

H0]. E conveniente fazer as seguintes definigoes:

e Uma teoria quantica de campos ¢ dita renormalizavel, se for finita apds a remocao

das divergencias UV pelo ajuste dos coeficientes da Lagrangeana.

e Uma teoria ¢ dita nao renormalizavel, se nao for renormalizavel independente do

método de abordagem: métodos pertubativos ou nao pertubativos.

4.1 Divergéncias em (\¢?)

Um elemento importante no estudo da renormalizibilidade é a contagem do grau de diver-
géncia A(I") de um determinado gréfico, que consiste simplesmente em contar os expoente

87



CAPITULO 4. RENORMALIZACAO DO MODELO GENERALIZADO 88

das poténcia de um loop quando o momento vai a infinito. O loop é divergente se A(I") > 0
e convergente se A(I") < 0.

Na teoria A\¢* em quatro dimensoes é facil ver que A = 4—ntimero de linhas externas.
Por essa razao a funcao de 4 pontos é logaritmicamente divergente e a auto-energia tem
grau de divergéncia A = 2. Diferenciando o grafico de auto-energia trés vezes em relagao

ao momento externo obtemos uma integral convergente com A = —1.

4.2 Discussao Sobre os Dois Casos: Linear e Quadra-
tico

4.2.1 Caso Linear

Nessa se¢ao usaremos um procedimento anélogo a referéncia [49] para mostrar que a TQC
deformada que estudamos no capitulo £ é renormalizavel, para o caso linear e quadratico,
até a segunda ordem.

No capituloPlestudamos o processo de espalhamento de duas particulas compostas, 1+2 —
1" + 2/, usando a teoria de perturbagdo até a segunda ordem, para p; # ps # pj #
ph com estado inicial |1,2) = MLgA;f)l Al |0) e final [1',2') = M%?A:/l A;;|O), onde A, e
AzTn satisfazem as relagbes algébricas dada pelas Eqs. (Lh8) e (CG0). Estas particulas
supostamente sio descritas pelo Hamiltoniano de interagio Hy = 22 [ ¢ (7, t)*d>r.

Até a segunda ordem em )\, temos

! ! )\ ! !

p (%) [ [ @t dmei@sion.2)
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onde na equacao acima S é o elemento de matriz convencional. Uma vez que o propagador
nao é um numero complexo nés modificamos a expansao de Wick convencional e levando
em consideracao essas modificacoes, calculamos o processo 1 + 2 — 1’ + 2’ e obtemos o

seguinte resultado

MM N

1,2'18]1,2) =
<||>Qu Qr

(A5 + AL+ Ay) (4.2)

onde Q, = (1 +u+¢%)/2, Ay, A5, AL e AY sdo as mesmas contribuigoes da teoria \¢*
nao deformada que correspodem em nivel de arvore aos canais s, t e u para um loop,
respectivamente.

Por essa razao, as contribuicoes que a teoria quantica de campos deformada introduz
na série perturbativa que interpretamos como descerevendo fenomenologicamente a es-
trutura da particula composta, podem ser interpretadas do ponto de vista da teoria de
campos padrao como uma redefinicao da constante de acoplamento, A, que aparece no
Hamiltoniano para \j = MZ)\o/Q., sendo )\ a nova constante efetiva de acoplamento.

Como mencionado anteriormente A;, A5, AL e AY sao as mesmas contribuigdes que
encontramos no modelo A¢* nao deformado. E f4cil ver que na teoria de campos defor-
mada, podemos expressar a constante de acoplamento nua Ay em termos da constante de
acoplamento finita como:

3AM 1
No = Mt 1 2220
0= A (4m)2Qun —4] '

(4.3)

onde n é a dimensao do espago - tempo e p é o parametro auxiliar usado para obter a
dimensao correta para um n arbitrario.
Podemos notar que a diferenca em relacao ao caso convencional é dada pelo fator

M§ /Q,, dentro do parénteses. Vamos, agora, calcular a fun¢ao de correlagao de dois pontos
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(QUT ¢o(z)Po(y)|S2) onde |2) é o vacuo da teoria interagente. Seguindo o procedimento

padrao [51] temos:

(0] T{o(2)do(y) exp[—i [T dtH;(1)]}|0)
Q[T g Q - : 4.4
TG0 )2 = Jim, (0| T{exp[—i [, dtH;(t)]}|0) 9

Para uma teoria livre, obtemos:

- ) zk (Z—9)—1Qu M2 kO (£0—y0) d4]€
0T on(e)on)l0) = M [ (4.5
E conveniente definir
—1 T (2 2 (20—

(AT ()2 = g [ TG Gy 'k (4

e a energia-prépria 3o (k) que é relacionada como o propagador por:

1

Golk) = (4.7)

k2 +m3+ (k)

Expandindo o numerador da eq. () até a primeira ordem em ), temos para x° > y°

(OIUL(T, 2°) o () b0 (y)[0) + (Ol o () U1 (2°, y°)po(y)|0) + (Olo(w)bo(y)Un(y°, =T)|0),
(4.8)
onde U (t,to) = —i [} dt;H;(t;). Vamos analisar a ordem normal e temporal de seis
campos (1) (x2)d(x3)d(x4)d(x5)P(x6). E possivel ver que temos seis termos que tem

valor esperado no vacuo diferente de zero. Eles Sao os seguintes:

DN TORR TR (24, 2y) <DN+5'€£1 (29, 25) DN (21, x6) + DN (21, 25) DN (24, x6)> +
DN % (2, :E4)DN+513J€1 (z3, 1‘5)DN(ZL‘1, x6) + DN(xl, x4)DN+5137’52 (x3, :L‘5)DN(:L‘2, xg) +
DN (29, 24) DN (21, 75) DN (23, 26) + DN (21, 24) D™ (29, 25) DN (23, 76)

(4.9)
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N+6; - . o .
onde D "%k deve ser entendido como uma substituicao de N por N+ dz- na expressao
7
do propagador, onde k£ é o momento a ser integrado (veja Eq. (ZG2)).
Levando em consideracao a ultima equagao e descartando sé termos desconectados,

obtemos o resultado para expansao de Wick que corresponde aos primeiros trés termos

da eq (EH)

{D(o) (x — 1) [31)(0)(0) + 9D (0) D(o+5,;1+6,;2)(0)] i D(0+5zzy)(3; — )
DO (0) 4 {D(ow%)(x — ) + 2D ( — 371)] DO (0)
I [D(O)(.T — ) + DR (g — 561)} D(0+6,;1)(0)} DO 2y — ),
(4.10)
DOz —zy) [5D<°>(0) + 3D (0) + 2D%) (0) + DR (0)+

DO+, +%>(o)} DO (2, — ), (4.11)

DOz — ay) { [3D<°>(0) +2D""%) (0) 4+ DO +‘S%y)(O)] DO (2, —y) + DR (0)
DO (1, ) + [3D0(0) + DOV (0) + D) (0)] DO (1, — )}

(4.12)

respectivamente, sendo 55 = 557,51, e

S(A + 1)26iE.F7ikoh(A)t dAk
k:2 + m2

DO+ (z) = (0|DVN 2 (2)|0) = (2_7:)4/

- (A—=A-1),, (4.13)

onde A = 0,05 -, 0 - + 0p -, sendo S(z) e h(z) definidos na Eqs. (Z27) e (25H), respec-

tivamente.
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Vamos integrar sobre dx; cada termo da equacgao (EI0)-EIZ). Uma andlise das
integrais aparecendo nessas equagoes mostram que elas sao divergentes. Para contornar
esse problema usaremos o procedimento padrao descrito na regularizacao dimensional,
reduzindo a dimensao de 4 para 4 — € sendo ¢ um parametro pequeno, € > (. Fazendo

isso a integral passa a ser convergente e usando a propriedade ([B:6d) obtemos,
A
NO(z,y) = —50 / d*2,DO (z — 21)DO(0)DO (21 — ). (4.14)

Usando a eq (fH) podemos entao reescrever a equacao (LIl depois da redifini¢ao

¥ — QM2 como

N(l)(a:, y) = exp [ix1.(—k1 + k2)]

_ Z)\()]\46’L / d4l‘1d4pd4]€1d4]€2
2Qu(2m)"? J (p* + m?) (ki + m?) (k3 + m?)

exp (z'k?l.:z _ iQuMgk?x‘)) exp <—ik;.ﬁ+ z’QuMSkSyO) -

(4.15)

Integrando sobre d*z;, obtemos

N (z,y) = — (Zﬁl / d'kesp [iR.(F — ) — QMK — )| NO(h) . (4.16)
onde
NO() = _%Ag‘fg 0 +1m2)2 , (4.17)
e A(0) = —ﬁ z%'

Comparando as tltimas duas equagdes com a eq (6) e (1), obtemos a corregao de

primeira ordem para a auto-energia

1AM

=) = 570

A(0) (4.18)
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e a correcao da massa é dada por

A2 1

0. n—d (4.19)

mg =m? |1 —

Podemos, agora, calcular o termo de segunda ordem em A para a fungao de correlagao de
dois pontos. Podemos esperar que o resultado seja semelhante ao caso convencional com
as alteragoes apropriada devido aos parametros da algebra. Nao é dificil concluir que até

a segunda ordem a renormalizacao da massa é dada por

2_21_)\M§1+>\M§22+31}
T U T @erQie =1 [aep@z] (- T -] [

(4.20)
e a funcao de onda renormalizada é dada por:
bo(2) = 210(2) (4.21)
onde z; é dada pela equacao
zf:1+%{<4i])\fézrni4, (4.22)

4.2.2 Caso Quadratico

Matematicamente o caso quadratico é obtido de forma analoga ao linear. Repetindo os
calculos da secao anterior pode-se demonstrar apds a renormalizacao que a constante de
acoplamento é dada por

3AZM2 1
(4m)2(1 + q + p(M§ + 2a9)) (4 —n)

o= " A+ (4.23)

onde n é a dimensao de espago-tempo, \g € a constante de acoplamento nua e \ a constante

renormalizada. O limite n — 4 deve ser tomada de forma crescente. Portanto, quando n
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se aproxima de 4 o denominador da eq ({EZ3) zero para

_ BA(pag + (¢ — L)ag + 1)
"= A R+ g+ POV + 200)) (424)

para uma teoria quantica de campos baseada na algebra GHA quadratica. tomando p — 0

recuperamos O caso linear

n=4-— 4.25
4?1 +9) 429)
e se ainda fizermos ¢ — 1 recuperamos o caso convencional
3\
=4 - 4.26

A funcao de dois pontos pode ser calculada, também, de maneira semelhante ao caso

linear e a massa nua apos renormalizacao é dada por

2_21_>‘M§1+[>\M3]2[2+31]
B R T e A (P ER o) B [ VIR I

(4.27)



Capitulo 5

Comentarios Finais e Perspectivas

Motivado pelo fato de que a algebra dos pares de férmions com momento angular nulo pode
ser aproximado a uma algebra de g-osciladores conjecturamos que as dlgebras deformadas
podem descrever fenomenologicamente uma particula quantica composta escalar. Além
disso, varios trabalhos na literatura apontam para uma relacao entre sistemas compostos
e as dlgebras deformadas [T7]-[33]. Como exemplo, mostramos que um modelo baseado em
algebras deformadas pode ser utilizada para descrever uma molécula de CO apresentando
uma 6tima concordancia com os dados experimentais.

Tomando como ponto de partida a relagao entre as algebras deformada e os sistemas
compostos, argumentamos que uma possivel maneira de escrever uma teoria de campos
que descreve fenomenologicamente as interagoes entre particulas compostas, é modificar
as relacoes de comutacao da teoria de campos convencional.

Para modificar as relagoes de comutacao usamos a algebra de Heisenberg generalizada.
Essa algebra possui trés geradores e as relagoes de comutacao sao generalizadas com uma

fungao f(Jy), sendo Jy um dos geradores da AHG. As relagoes de comutacao padrao da
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algebra de Heisenberg sao recuperadas quando f(Jy) = Jo + 1. Esta funcdo, chamada
funcao caracteristica, permite-nos obter estruturas algébricas mais gerais. Por exemplo,
se f(Jo) = qJo + 1, esta algebra se transforma na algebra dos g-osciladores que, no
limite ¢ — 1, recuperamos a algebra de Heisenberg (AH). Quando f é uma fungao néo
linear, vimos que as relagoes algébricas tornam-se mais gerais que a AH e a algebra dos
g-osciladores. Foi mostrado que dois auto-valores sucessivos de J; estao relacionados por
en = f(en_1), sendo que €, é o auto-valor correspondente a um autoestado geral, |n), de
Jo. Como vimos, um auto-valor &, de .J, pode ser escrito como &, = f™ (ayg), onde f™(cy)
é a n-ésima iteracao da fungao f em g (auto-valor de vdcuo). Assim, as representagoes
da AHG foram estudadas analisando a estabilidade dos atratores da funcao caracteristica
f e de suas funcoes compostas. Os autovalores do operador Jy podem apresentar os mais
variados comportamentos. Portanto uma restricao nos parametros da algebra deve ser
feita para que o autovalor do vacuo seja o menor autovalor do espectro da dlgebra.

Utilizando essa &algebra mostramos que é possivel construir uma teoria de campos
consistente que cria em qualquer ponto do espaco-tempo, particulas compostas descritas
fenomenologicamente por essa algebra. Reescrevemos a expansao de Fourier dos campos,
¢(x) e m(x), em fungao dos operadores de criagao e aniquilagao que satisfazem as relagoes
de comutagao da algebra deformada de Heisenberg.

Usamos o Hamiltoniano de Klein-Gordon para descrever uma particula de spin zero
e resolvemos as equacoes de Heisenberg. Foram estudadas a contragao de Dyson-Wick
entre dois campos ¢(z1) e ¢(x2) para a teoria livre e observamos que esta depende de um
operador nimero. Nessa teoria de campos a contracao de Dyson-Wick nao é mais um

numero complexo e este fato introduz algumas modificacoes no teorema de Wick como
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explicadas nessa tese.

Calculamos o processo de espalhamento 1+2 — 1’4 2" até a segunda ordem e o resul-
tado mostra que as contribuigoes que a teoria quantica de campos deformada introduz na
série perturbativa ( que interpretamos como descrevendo fenomenologicamente os efeitos
da estrutura da particula composta ) podem ser interpretadas do ponto de vista da teoria
de campos padrao como uma redefinicao da constante de acoplamento, A\, que aparece no
Hamiltoniano para A\, = MZ\/Q., sendo )\ a nova constante efetiva de acoplamento.
As modificagoes que encontramos sao devidas ao nosso tratamento fenomenoldgico do
espalhamento de particulas compostas.

Desenvolvemos, nessa tese, uma teoria de campos escalar real para o caso em que a
funcao caracteristica da algebra de Heisenberg generalizada ¢é linear e para uma funcao
quadratica. Mostramos que em ambos casos a constante de acoplamento da teoria con-
vencional é redefinida com auxilio dos parametros da algebra. Comparacao entre os dois
casos mostra que no caso quadratico a constante de acoplamento redefinida A, pode ser
tanto negativo quanto positivo mantendo a constante convencional Ay > 0.

Com a finalidade de estudar a interacao com o féton, contruimos uma eletrodinamica
escalar deformada onde os bdsons escalares sdo criados e/ou aniquilados pelos operadores
da algebra de Heisenberg generalizada e os fétons sao descritos de maneira semelhante a
teoria convencional.

O Hamiltoniano de interacao é parcialmente modificado, introduzindo uma constante,
7, nos temos que possuem derivadas. Essa constante é introduzida para descrever feno-
menologicamente a interagao da particula nao pontual.

Dentro do formalismo da eletrodinamica escalar generalizada calculamos o processo
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Pt 4+~ — Pt 44 até a segunda ordem da constante de acoplamento com estado inicial

oAt
, ak)\Ap
i) = |k, p) = 220 5.1
i) = [k.p) = 22 ) (51)
e final
az, Al
=K ,p) =222 10), 5.2
£) =K ) =~ ) (52)

onde o béson, representado por P*, sdao criados pela AHG e os fétons, denotado por 7 sdo
os convencionais. Encontramos que o espalhamento P™ +~ — P'" ++/ paran = 1/M,
preserva as simetrias de Lorentz e calibre no nivel quantico.

E importante notar, ainda, que o Hamiltoniano modificado pelo parametro n nao é
invariante de calibre. No entanto, mostramos que o processo de espalhamento P + v —
P'* 4+, é invariante de calibre se considerarmos que 7 satisfaz a condicao de invariancia
de Lorentz n = 1/M,.

Calculamos a secao de choque para o processo vy — 7" + 7~ mostrando uma maior
acuidade da eletrodinamica quantica deformada no ajuste dos dados experimentais que
a electrodinamica usual e QCD na regiao considerada. E importante notar que este é o
primeiro contato com os dados experimentais mas acreditamos que podera ser possivel
inferir a partir dessa comparagao com a experiéncia estudada nessa tese e de outros dados
experimentais alguma particularidade da estrutura da particula composta ou do potencial
efetivo.

Finalmente investigamos a renormalizabilidade da teoria A¢* para o caso em que a
funcao caracteristica é linear e quadratica. Obtemos a correcao para a auto-energia, massa

e funcao de onda até segunda ordem na constante de acoplamento e mostramos que a teoria
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quantica de campos baseada na dlgebra de Heisenberg generalizada é renormalizavel até
essa ordem. O procedimento adotado é estritamente o do caso nao deformado uma vez
que a teoria pode ser vista como uma redefinicao da constante de acoplamento de A para
N = M\ Q..

Futuramente esperamos calcular as equacoes do grupo de renormalizacao dessa teoria
de campos generalizada, usar os resultados dessa tese para corrigir a secao de choque
de colisoes periféricas de fons pesados[(8]-[88] e interpretar fisicamente os parametros da

algebra generalizada.



Apeéendice A
A Algebra dos ¢-Osciladores

A.1 Oscilador Harmonico

Iniciaremos nossa discussao com o método do operador de Dirac, a partir do qual obtere-
mos os autovalores e autovetores do oscilador harmonico (OH) simples [89).

A hamiltoniana do oscilador harmoénico (OH) é dada por

2 mw? 2

QmjL 2

H= (A.1)

sendo w a frequéncia angular do oscilador classico; x e p sao os operadores hermitianos

momento e posicao que satisfazem a seguinte relacao de comutacao:

[z, p| = ih. (A.2)

Define-se dois operadores nao-hermitianos a e a' como,

100
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0 = /ot (A.3)
mw P
al = ”2—71@_%)' (A.4)

Usando a rela¢ao de comutagao ([A2), obtemos

la,a'] = (%)(—z [z,p] +i[p,x]) = 1. (A.5)

Definindo agora o operador ntimero,

N =adla, (A.6)

obtemos uma relacao importante entre o operador niimero e o operador Hamiltoniano:

H = ho(N +3). (A7)

Chamando um autoestado de N de |n), sendo n o autovalor associado, obtemos:
1
Hin) = (n+ 3)hwln), (A8)
e assim os autovalores de H do OH sao dados por

1
E, = (n+§)hw n=012... (A.9)

Da definicao de N podemos ver que

[N,a] = [d'a,a] (A.10)
= d'[a,a] + [a',d] a (A.11)

— (A.12)



APENDICE A. A ALGEBRA DOS Q-OSCILADORES 102

Analogamente:

[N,at] =al. (A.13)

Assim, os operadores a', a e N geram uma algebra descrita pela seguintes relacoes de

comutacao:

[N.,a] = —a (A.14)
[N,al] = d (A.15)
[a,a"] = 1, (A.16)

que ¢é conhecida como algebra de Heisenberg, ou algebra do oscilador harmonico.

Agora, procuraremos uma representacao da dlgebra descrita pelas relacoes de comu-

tagao (AI4HASTA). Da eq.([AIH) podemos ver que
Na' = a'(N +1). (A.17)
Aplicando a eq.[AJd) a um autoestado |n) de N obtemos
N(a'|n)) = a’(N + 1)|n) = (n + 1)(a'|n)). (A.18)

Podemos notar que af|n) é também um autoestado do operador N com um autovalor
acrescido de uma unidade em relagdo ao autovalor de |n). Por esse motivo o operador
a' é chamado de operador levantamento. Analogamente, o operador a é conhecido como
operador abaixamento.

Supondo que exista um autovetor de “véacuo” |0) tal que a|0) = 0, ou N|0) = 0,

podemos obter uma representacao da algebra de Heisenberg dada por
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Nln) = n|n) (A.19)
a'ln) = Vn+1n+1) (A.20)
aln)y = njn—1), (A.21)

em que n = 0,1,2,... . Podemos ver também que um autovetor |n) pode ser obtido da

seguinte maneira:

(a')"]0), (A.22)

S

para todon =0,1,2,....

Neste ponto, é interessante relembrar a associagao proposta por M. Planck entre uni-
dades de energias discretas e radiacao de osciladores que conduziu ao nascimento dos
conceitos quanticos [89]. Como mostramos, a atuagao do operador a' em um vetor |n)
faz o sistema ir de um autovetor |n) para um outro autovetor |n + 1), que possui um
autovalor de energia do operador Hamiltoniano H acrescido de uma quantidade hw em
relacdo ao autovalor de |n). Assim, podemos associar o surgimento de particulas pontuais
e independentes (fdtons), criadas nas paredes de um corpo negro em equilibrio a uma
certa temperatura e possuindo uma energia igual a Aw, com a acao do operador al em
um espaco de Fock, que seria, entao, um operador de criacao, neste caso, de particulas
pontuais. Analogamente, podemos ver que o operador a pode ser interpretado como um
operador de aniquilacdo de particulas pontuais. Podemos notar, também, que uma con-
seqiiéncia direta do fato das particulas serem independentes é que E,, = nFy, i.e., a energia

de n particulas é n vezes a energia de uma unica particula, ou seja, a energia é aditiva.
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Esta propriedade do espectro de energia do oscilador harmonico foi discutida quando es-
tudamos a Algebra de Heisenberg Generalizada (AHG), no que concerne a interpretagao

fenomenoldgica.

A.2 A algebra dos g-Osciladores

Uma vez introduzida a algebra de Heisenberg, ou algebra do oscilador harmonico, iremos
introduzir a algebra dos g-osciladores. E importante frisar que existem outras versoes de
algebras deformadas de osciladores (veja, por exemplo [90]-[91]), mas, elas sdo equivalentes
e podem ser acomodadas dentro de uma mesma classe de algebra deformada de oscilador
(2. 153)).

De um ponto de vista histérico, essa algebra foi introduzida por Arik e Coon [94].
Apesar disto, a algebra dos g-osciladores s6 se tornou bem difundida quando Macfarlane
[T5] e Biedenharn [T4], onde em um cendrio em que ja existiam &lgebras quanticas, como
por exemplo o su,(2), realizam a dlgebra do su,(2) de maneira semelhante a realizagao
da algebra do su(2), através da algebra de dois osciladores harmonicos independentes,
como feito por Jordan e Schwinger [R9]. Eles percebem que para fazer tal realizagao
é necessario uma algebra diferente (deformada) daquela apresentada pelos osciladores
harménicos. A diferenca entre a élgebra do oscilador (élgebra de Heisenberg) e a algebra
deformada introduzida por Macfarlane e Biedenharn, também chamada de g-osciladores,
é um parametro de deformacao ¢ a partir do qual podemos obter a algebra do oscilador
harmonico quando ¢ tende a unidade.

Essa algebra deformada de Heisenberg, ou algebra dos g-osciladores, é gerada por trés
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operadores b', b e N satisfazendo as seguintes relacoes de comutacao:

[N.b] = —b (A.23)
[N = b (A.24)
b6 . = ¢, (A.25)

sendo b = (b1)T; [b, bT}qi = bb' — ¢Fb'b é o (¢F)-comutador e ¢ um nimero real chamado
de parametro de deformacao. Note que quando g — 1 as relacoes de comutacao acima
recuperam as relagoes de comutacao da dlgebra de Heisenberg, eqs.([(AT4HATd). Como

uma conseqiiéncia imediata da eq.([A25), obtemos

b'b = [N], (A.26)
b = [N + 1], (A.27)
onde
_¢—q"
[z] = P (A.28)

De maneira analoga ao feito no caso da algebra de Heisenberg, procuraremos uma

representagao para a dlgebra dos g-osciladores. Da equacao ([A.24]) podemos ver que
Nbl =b(N +1). (A.29)

Aplicando a eq.[A29) a um autoestado de N obtemos

Nt nY) = b1 (N + 1)|n) = (n + 1)(b|n)). (A.30)
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Podemos notar, também, que o estado bf|n) é um autoestado do operador N com um
autovalor acrescido de uma unidade em relagio ao autovalor de |n). Assim o operador bf
é o operador levantamento da algebra dos g-osciladores. Analogamente, o operador b é o
operador abaixamento. Da eq.([A30) podemos escrever que bf|n) = c[n +1). A constante

¢ pode ser calculada impondo que os autoestados de N sejam normalizados, i.e.,

\c\2<n +1n+1) = |c|2 = (n\bb”n) (A.31)

e utilizando a eq.([A27) obtemos, para valores de ¢ positivos, ¢ = y/[n + 1]. De maneira
similar podemos deduzir como o operador b atua nos autoestados de V.
A base no espaco de Fock é definida por aplicacoes sucessivas do operador bf no vacuo,

que é aniquilado por b, b|0) = 0, da seguinte maneira:

1
n) = b1)™|0), A.32
n) Vﬁﬁ<)|> (A.32)
sendo [n]! = [n] [n — 1] ....[1] e n um ndmero inteiro.

Com isso, podemos exibir uma representacao da algebra dos g-osciladores como se

segue:

Nln) = n|n) (A.33)
biin) = /[n+1]n+1) (A.34)
bln) = /[n]jn —1) (A.35)

emquen=20,1,2,....
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Note que esta representacao difere da representacao da algebra de Heisenberg padrao
pelo fato de aparecer [n| no lugar de n. Como [n] — n quando ¢ — 1 a algebra do
g-oscilador pode ser deformada continuamente a algebra de Heisenberg.

E importante frisar que da eq.([A32)), se impusermos a condicao de nilpoténcia (b")¢ =
0 [95] para algum inteiro d, obtemos uma representacao com um nimero finito de estados.
Isto ocorre quando o parametro g for raiz da unidade ¢ = 1 j4 que neste caso teremos
[d] = 0. Este caso tem sido relacionado com sistemas de anions (anions) [96].

Partindo do Hamiltoniano para o g-oscilador,

hiw
H = 7(5% +bb'), (A.36)

os seus autovalores, usando as eqs.([A33HA3H), sdo

fw hw [n+1/2]
E,=— 1]) = ———F—, A.37
sendon = 0,1,2,.... Podemos facilmente ver que para um dado valor de ¢ real, o espectro

de energias difere daquele dado pelo oscilador harmonico em que os niveis de energia
sdo igualmente espacados. Das eqs.[(A28{A317) podemos ver que para todo ¢ > 0 o
espagamento entre os niveis de energia sempre aumenta a medida em que n cresce.

Por fim, gostariamos de frisar que muitos autores tém investigado o contetdo fisico dos
varios tipos de osciladores deformados, construindo potenciais classicos que reproduzem

espectros de energias similares aos dos g-osciladores correspondentes ([33],]97],[98]-[99)).



Apeéendice B

Expansao de Wick para quatro

campos

A expansao de Wick para quatro campos é o caso mais simples em que podemos mostrar
a diferencas em relacao a teoria de campos padrao. Para simplificar a notacao definimos
os campos ¢(z;) como nas eqs. [ZEMIEN) com k — ki, e k sendo o momento interno do
propagador.

Com essa notacao obtemos depois de manipulagoes similares ao caso convencional

1

T(p(x1)p(x2)d(23)P(24)) =: P(21)p(w2)P(23)P(74) : 4 2 P(w1)P(22)P(23)P(24) : (B.1)

[ 1

+ 1 ¢(@1)d(x2)P(23)P(74) : + : P(w1)P(22)P(w3)P(24) : + & P(21)P(22)P(23)P(24)

[ 1 [ 1

+ 1 ¢(@1)(22)P(3)P(74) : + : P(w1)P(22)P(w3)P(24) : + 2 P(21)P(w2)P(3)P(24)

|—|—|—| I 1 1 1
+ 1 ¢(@1)d(22)P(23)P(74) : + : d(w1)P(22)P(23)P(24) 1,

onde

1

rp(z1)p(z2)d(23)d(24) 1= DN (21, 22) : d(23)P(24) 1, (B.2)
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1

co(z1)p(z2)P(23)P(74) : = DN(71,73) [04(332)04(334) + OZT(M)OZ(M)] (B.3)
+ af(z9) Dy (21, 23)p(74)
: <Iﬁ(9€1)¢(9€2)¢(9ﬂ3)<7;(964) = Dy(21,24)a(z2)alzs) + ol (x2) Dy (21, z4)a(xs) +  (B.A)
+ aT(xg)DN(xl,x4)a(x2) + aT(ﬂ:Q)aTDN(xl,x4) ,
L p(x1)p(x2)p(as)d(xa) : = alw1)Dn (w2, 23)c(zs) + of (21) D (w2, 23)x(24) + (B.5)
+ aT(x4)a(x1)DN+5E7E4 (29, 23) + af (1) Dy (22, z3)a! (24) |
(B.6)
L p(w1)p(w2)p(23)d(24) : = a(w1)Dn (w2, 24)a(zs) + ol (x1) Dy (2, z4)a(w3) + (B.7)
+ ol (z3)a(x1) Dy (w2, 4) + of (x1)o(3) Dy (22, 24) |
 G(a1)0(2)d(as)olws) : = : Gla1)olwa) : Dy (s, ) (B5)
: 3(21)6(22)6(23)d(4) : = D (1, 72) D (3, 24) , (B.9)
—F— 1
@(z1)(z2)d(23)d(24) 1= Dn (21, 23) DN (22, 24) | (B.10)
 B(a1)d(r2)p(aa)d(es) : = D1, 24) Dy . (a2,23) (B.11)

com Dyys. . das eqs. ([B8) e (BII) o que significa que substituimos N 4 0z, por Ny
skg )
na expressao do propagator, sendo k o momento do propagador a ser integrado

Note que a posicao do operador nessa expansao de Wick é importante.



Apéndice C

Contribuicao do Campo p(z) para

Matriz S

Nesse apéndice vamos mostrar que o tltimo termo do Hamiltoniano de interacao dado pela
Eq. (B3RH) nao contribui para o processo de espalhamento do féton por uma particula
composta calculado até o termo de segunda ordem na constante de acoplamento. A

contribuigao S]%i do tltimo termo do Hamiltoniano de interagao

2A:(—2‘)4€2 4., g4 . T(x) = pf .
8= [ dwdly < TG (p()61 (@) — pl(2)6()) : (C.1)

H(p(W)e' (y) — T (W)d(y)) = CO)COy) 2)]i >,

onde ¢(z) é definida pela eqs. (B2ZHZ29), p(x) = pa(x) + ppi(x),

pa@) = 30— g o (€2)
P o\/2Quw(k)
iw(k -
ppi(z) = 7()4 B];M;“ ek (C.3)
P o\/2Quw(k)

com My e M} definido na Eqs. (BZTH32A]) e o estado inicial e final sdo dados pelas Egs.
BEIHER2). Nés vamos considerar a parte do elemento de matriz acima relacionado com
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a particula composta. E facil verificar que os termos que contribuem para o elemento de

matriz sao:

a) ( O[AyT (: p(x)o'(x) = p(y)o'(y) :) AJ0) = (C.4)
(0|4, (a(x)pa(x)al(y)paly) + pa(z)B(z)ppt (y)a'(y)) Apl0)
b { OA,T (: pl@)o (@) = p(y)o(y) :) ALJ0) = (C.5)
( 014y, (al@)pa(@)ph ()aly) + pa@)8(x)h ()5 (1)) 4,10)
) { 04T (: p'(2)o(2) = p(y)9'(y) ) A}0) = (C.6)
(04, (pl(fc)a(x)aT(y)pA(y) + P (2) i (y)a(w)oﬁ(y)) A]0)
d) (04T (: pl(2)(x) 3 o' (1)ly) =) ALJ0) = (C.7)
¢ 014, (ph@al@)phm)am) + ol () ()a(@)8' 1)) 4,00).
supondo que ¢, > t,. Apés uma série de calculos, obtemos para a primeira equacio
©).
( 0lAyal@)pate)al ()paty)4Ll0) = (C3)
> (1)’ wrywiy R E MO Vi (1 (5 — S p))

A
ki-ka k1 k4

—iko-F+iwky h(6),, 1 —0 v
x o thaTHiwk, (Okgp —Oky ko)t <O‘Ap’A};1Ak2AJ]23Ak4A;’0>

« eikg.g‘fiwkgh(ékgpfékgm)ty (1 _ h(5k4p))efik4-g’+iwk4h(5k4p)ty ’

sendo Z, = 1/20w(k). Mas como (0| Ay AL Ay, A} Ay, AT|0) = M6k, OpyteyOrsp Somando
sobre ki a expressao acima nés temos h(dg,yr — Ok,k,) = h(0) = 1 e portanto, o termo na,
([CY), ¢ identicamente nulo.

O segundo termo da Eq. (C4) pode ser separado, para simplificar, em duas partes
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envolvendo os operadores A, B e seus adjuntos. A parte envolvendo os operadores A e Af

podem ser escritas como

( 0[Aypa(z)al(y)Ablo) = (C.9)
Zwk?l 7@];1-f+iwklh(5k p/)tz 1 o ,
]; Zkl Zk:g ! ( h<5k1p )) X
1,

X eikQ_g,kah(éka)ty <O|AP'AK‘1 AJ/rm AL|O>

Uma vez que <O\Ap/Ak1A,T€2AL\O> = M{d,1,0k,p, ¢ facil ver que esse elemento de matriz
anula pois h(0) = 1. A parte envolvendo os operadores B e BT é nula também uma vez

que

Zw 4 71 3-x+iky- —
(O18()pin ()10) = 3 55— (1~ (0) (0], BLI0) =0, (C.10)

kska
ja que h(0) = 1. Calculamos dessa forma todos os outros termo e pela mesma razao

(h(0) = 1) se anulam.

C.1 Elemento de Matriz do Produto dos Campos na

Ordem Temporal

Nesse apéndice mostraremos que a contribuicao para o elemento de matriz de produtos de
campos e derivadas de campos ordenados temporalmente sao dados pela expansao usual

de Wick com modificagoes fornecidas pela Eq. ([BZ3)). Vamos considerar trés casos

1) Produto de campos sem derivadas
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Comecaremos considerando um termo tipico ordenado temporalmente

T (: ¢(z)p'(z) = ¢(y)di(y) :) onde ¢(z) é dada pela Egs. BZHEZD). Tomando, por

exemplo t, > t, ndés temos

af(w)al (y)a(r)aly) + ol (2) A% (v — y)aly) . (C.11)

Portanto, tomando o elemento de matriz da equacdo acima nds temos (|i) = Af|0) e
f) = ALl0))
(1T (ol @)a@)al (maw)) i) = (flot @ AN @~ ya(y)li)
N R ,
= AT @ y)(flat @aly)l) (€.12)
onde, na equagao acima, k é o momento interno de A (z —y) (veja Eq. B33)) e k, é o
momento da expansao de Fourier do campo ¢(y). Mas usando Eq. (B29) temos de forma
trivial
UIT (al@a(@al Waw) i) = Ak -y){flaf@aw))
= MgAp(z —y){flal (@)aly)li) . (C.13)
A mesma coisa acontece para os outros termos no elemento de matriz do produto or-
denado temporalmente T (: ¢(z)¢'(z) :: ¢(y)¢'(y) :) e teremos o mesmo resultado que o

caso padrao,

Ap(z—y) — Ap(zr —y) = MjAp(z —y) .
2) Produto de campos com derivadas

Considerando um termo tipico de produto de campos com derivada ordenados temporal-

mente T (: ¢(z)¢'(z) = P(y)d4¢'(y) :) onde ¢(x) é dada pelas Eqs. (EZHZZT). Tomando
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por exemplo ¢, > t, nés temos

T (al(z)a()dhal(y)aly) = o' (@)a(z)dhal (y)aly) =

af()dja! (y)a(w)aly) + ol (@) AR (z — y)aly) . (C.14)
Portanto, ([i) = Af|0) e [f) = A|0))
(1 T (el @a@diatwawm)) i) = (o' (@)94AK @ - yay)li)

= Mo Ap(z —y)(fla’(x)a(y)li) , (C.15)
pela mesma razao do caso prévio. A mesma coisa acontece com os outros termos do
elemento de matriz do produto ordenado temporalmente.

3) Dois campos com uma derivada

Considerando o termo T (: d%¢(x)¢' () == ¢(y)49'(y) :) e tomando por exemplo t, > t,

nés temos para essa expansao

T (ol @d5a@)dhal Wa(y)) = of @)d5a(@)dkal (y)aly) =

ol (@)dal () a(x)aly) + ol ()85 6(2)0Y6T (y)aly), (C.16)
mas sabemos que
0u0(2)0,0"(y) = 00NN (x —y) — (C.17)

— igu0YAN (z — y)d(zo — yo).
Portanto, tomando o elemento de matriz ([CI6), onde, como antes [i) = Af|0) e |f) =
AL,|0), usando ([CI7) e a Eq. (B29) temos
(1T (f@dpa@oral m)aw) i) = MIGEOIAR( —y)

( f lal(@)a@)i) - guoMFOL A - y){flal ()aly)li) . (C.18)

A mesma coisa acontece com os outros termos do elemento de matriz.
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Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica
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Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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