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Resumo

Nesta dissertagao noés investigamos os efeitos da interagao bosonica trilinear no processo
de producao ressonante de particulas apos a fase inflacionaria. Termos de interacao tri-
linear permitem o decaimento completo do campo de inflaton em particulas massivas, o
que ¢é necessario para a transicao para era da radiacao. Nés estudamos um modelo que
é genérico em modelos realisticos de inflagdo, motivado em particular pelo modelo de in-
flacao morna robusta, no qual um campo escalar de inflaton ¢ pode excitar um campo de
boson pesado x que entao decai em um campo de bosons leves o. Nos estudamos as con-
sequencias de dissipacao e de termos de ruido estocatico nas equacoes de movimento nat-
urais em modelos de inflagdo morna, para o fenomeno de ressonancia paramétrica durante
o pré-aquecimento. As equacoes de movimento efetivas foram obtidas onde mostrou-se a
auto-consisténcia na presenca de termos de dissipacao e ruido estocastico. Encontramos
solucoes analiticas para tais equacoes de movimento. As equagoes exibem o fenomeno de
ressonancia paramétrica usual e consequentemente o crescimento exponencial dos modos
da radiacao dentro das bandas de instabilidade. Estudamos também, numéricamente, a
influéncia das flutuacoes e de dissipacao sobre a dinamica durante o pré-aquecimento com

interacoes trilineares.



Abstract

In this work, we investigate the effects of bosonic trilinear interactions in the process
of resonant particle production after the inflationary phase. A trilinear interaction terms
allow for the complete decay of the massive inflaton particles, which is necessary for
the transition to radiation domination. We study a generic model for realistic inflation,
motivated in particular by the warm inflation model, in which a scalar inflaton field ¢ can
excite a heavy bosonic field x which then decays into a light bosonic field . We study the
consequencies of dissipation and stochastic noise terms in the field equations of motion,
typical of warm inflation models, for the phenomenon of parametric resonance during
preheating. a mechanism which is generic in realistic inflation models and which leads to
robust warm inflation. This mechanism involves the We study the consequences of noise
and dissipation for parametric resonance during preheating. The effective equations of
motion for the inflaton and the radiation field are obtained and shown to present self-
consistent noise and dissipation terms. We found analytical solutions for these equations
of motion. The equations exhibit the usual parametric resonance phenomenon, allowing
for exponential amplification of the radiation modes inside the instability bands. We also
study, numerically, the influence of fluctuations and dissipation on the dynamics during

preheating with the trilinear interactions.
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Capitulo 1

Introducao

Segundo o modelo Cosmoldgico Padrao, apds o Big Bang, o universo, inicialmente quente,
passaria a expandir-se e a esfriar. Esse esfriamento, conforme explicado pela fisica de
particulas elementares, levaria a possibilidade de quebras de simetrias com a consequente
produgao de defeitos topoldgicos como, por exemplo, monopdlos magnéticos [1]. Em 1980,
A. Guth [2], estudando sobre a abundancia destes monopélos, mostrou que esta deveria
ser bastante grande em nosso dias. No entanto, tais monopdlos nunca foram detectados.
A solucao proposta por Guth para este problema foi que, logo apds o Big Bang, o universo
teria passado por uma fase de expansao acelerada, diluindo essa reliquia indesejada. Essa
rapida expansao pode ser explicada no ambito da fisica de particulas elementares com
base na dinamica de um campo escalar hipotético chamado inflaton. Este campo escalar
teria fornecido ao universo a energia necessaria para expandir-se.

Um dos grandes méritos deste modelo foi usar uma teoria microscopica para descrever
um resultado cosmoldgico ampliando nossa visao da cosmologia. Apesar de ter sido criado
com o intuito de resolver alguns problemas do Big Bang, tais quais o problema do hori-
zonte, abundancia de monopolos magnéticos entre outros, o modeloinflacionario mostrou-
se ainda mais amplo ao fornecer uma previsao de forma satisfatoria para a formacao de
macroestruturas em larga escala, tais quais galaxias, aglomerados de galdxias e super-

aglomerados.



Segundo o modelo inflacionario quase todas as particulas que permeiam o universo
foram criadas durante o processo conhecido como reaquecimento apds a inflacao, o que
torna este processo extremamente importante. A idéia basica de reaquecimento apds a
inflagao foi proposta no primeiro trabalho sobre o novo cendrio inflacionério [3]. Neste
cenario, o reaquecimento acontece devido a producao de particulas pela oscilacao do
campo escalar ¢ conhecido como inflaton, o mesmo campo escalar que é responsavel por
gerar a inflacdo. Ao final da inflagdo, o inflaton passa a oscilar em torno do minimo de
seu potencial efetivo e produz particulas elementares. Estas particulas, entao, interagem
uma com a outra até atingirem o equilibrio térmico a uma temperatura 7,., chamada de
temperatura de reaquecimento. O processo finaliza quando toda, ou quase toda a energia
do campo escalar ¢, é transferida para as particulas criadas. Ja faz algum tempo que
entende-se [4] que em muitos modelos inflaciondrios os primeiros estagios de reaquecimento
ocorrem em um regime de ressonancia paramétrica, na qual particulas sao criadas de
forma extremamente rapida. Para distinguir esse processo de producao de particulas
do estagio posterior de reaquecimento lento e termalizagao, convencionou-se chama-lo
de pré-aquecimento. A energia transferida do inflaton para outras particulas durante o
pré-aquecimento é extremamente eficiente [5].

No entanto, como foi mostrado em [4] o reaquecimento nunca se completa no estagio
de ressonancia paramétrica. Eventualmente a ressonancia torna-se estreita e ineficiente,
de modo que os estagios finais de decaimento do inflaton e termalizaaao podem ser per-
feitamente descritos pela teoria elementar de reaquecimento, ou seja, reaquecimento per-
turbativo [3].

O curto periodo de produgao explosiva de particulas durante o pre-aquecimento pode
levar a importantes efeitos sobre os periodos posteriores de evolucao do universo. Ele
pode levar a transicoes de fase nao térmicas [6], novos mecanismos da bariogéneses [7]
e ainda alterar a temperatura final de reaquecimento. Dentro deste contexto, podemos
compreender a importancia do bom entendimento deste periodo de evolucao do universo.

A teoria de ressonancia paramétrica aplicada a producao de particulas pela oscilacao de
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um campo externo foi desenvolvida hé cerca de trinta anos como mostrado, por exemplo,
em [8].

Uma primeira tentativa de aplicar esta teoria ao reaquecimento apds inflacao foi
feita por Dolgov e Kirilova [9] e por Traschen e Brandenberger [10], para a ressonancia
paramétrica no cendrio da nova inflagao. No primeiro foi conjecturado que para um uni-
Verso em expansao, a ressonancia paramétrica nao leva a reaquecimento eficiente. No se-
gundo, os autores chegaram a importante conclusao de que, no novo cenario inflacionario,
o reaquecimento pode ser bastante eficiente. Para o caso da ressonancia paramétrica
chamada de larga, suas caracteristicas basicas foram delineadas em [4], onde a teoria do
pré-aquecimento foi desenvolvida no cenério de inflagao cadtica levando-se em conta o
backreaction das particulas criadas bem como a expansao do universo.

E bem estabelecido hoje em dia que modelos baseados em inflacao em geral apresen-
tam efeitos dissipativos durante o periodo inflacionério [11]. Estes efeitos tem duas con-
sequéncias para a dinamica inflacionaria. Em primeiro, lugar elas resultam em producao
de radiacao durante a inflagao, influenciando as flutuagoes que servem como geradoras
para estruturas em larga escala. Em segundo lugar elas levam a termos temporalmente
nao locais na equacao efetiva de evolucao do inflaton, o que pode influenciar de modo sig-
nificativo a natureza e a historia do periodo inflacionario. O entendimento desta natureza
dissipativa em modelos inflacionarios tem resultado na divisao da inflagao em duas pos-
sibilidades dinamicas referidas como inflagao fria e inflagao morna. No primeiro caso, os
efeitos de dissipacao sao desprezados. As flutuacoes criadas durante a inflacao devem-se
as flutuacoes do estado fundamental de ponto zero e a evolucao do campo de inflaton é
governada pela equacao de estado fundamental.

Em contraste, no quadro de inflacdo morna [12], a expansao inflacionéria e a produgao
de radiagao ocorrem concomitantemente. As flutuagoes criadas durante a inflagao surgem
de algum estado estatistico excitado e a evolucao do inflaton tem termos de dissipacao
decorrentes da interacao do inflaton com outros campos. Neste modelo, dependendo dos

acoplamentos entre os campos, existe a possibilidade de que nao haja necessidade de um
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periodo posterior de reaquecimento. No entanto, nos casos mais gerais, devemos também
trabalhar com a hipétese de que o inflaton possa nao ter decaido completamente durante
a inflacao, o que tornaria possivel um estagio posterior de pré-aquecimento.

Em trabalhos recentes [13], foi identificado o mecanismo chave para a existéncia de
inflacaio morna. Este meanismo envolve o campo escalar de inflaton ¢ excitando um
campo mais pesado de bdsons y que entao decai em férmions ou bésons leves 1, . Nesta
dissertacao, estamos particularmente interessados em estudar o pré-aquecimento para o
modelo baseado em inflacao morna, onde neste caso os efeitos de dissipacao e flutuacao,
inerentes ao processo de inflacao, podem ser de relevancia no estagio de pré-aquecimento,
ou ressonancia paramétrica. Pretendemos, portanto, determinar como a presenca de flu-
tuacoes e de dissipacao afetam a ressonancia paramétrica e, consequentemente a produgao
de particulas neste periodo.

Esta tese estd dividida da seguinte forma: no capitulo 2 apresentamos uma breve re-
visao sobre inflagao. Discutimos as limitacoes do modelo cosmolégico padrao que serviram
como motivacao para o modelo inflacionario. Analisamos de forma sucinta alguns mod-
elos baseados na hipdtese de inflagdo. No capitulo 3 introduzimos em maiores detalhes
a teoria de reaquecimento apds a inflacao no qual discutimos os métodos perturbativos
e os métodos nao perturbativos de producao de particulas No capitulo 4 apresentamos
uma breve introdugao aos métodos de teoria quantica de campos de temperatura finita
a tempo real os quais serao usados no restante desta dissertacao, para determinar as
equacoes de evolucao dinamicas relevantes ao nosso estudo, ou seja, em processos causais,
dependentes no tempo para campos escalares e que envolvam tanto processos dissipa-
tivos como estocasticos. No capitulo 5 apresentamos os resultados analiticos e numéricos
obtidos para as equagoes dinamicas encontradas por meio da utilizacao do formalismo
apresentado no capitulo 4. Finalmente no capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes e
comentarios finais. Um apéndice estd incluido, onde damos alguns detalhes das solucoes
de equacoes do tipo Mathieu, relevantes neste trabalho.

Ao longo de todo esse trabalho usaremos as unidades naturais, onde h = ¢ = kg = 1.



Capitulo 2

Cosmologia Inflacionaria

2.1 Modelo Cosmolégico Padrao

O modelo cosmoldgico padrao foi desenvolvido com o objetivo de fornecer uma descrigao
de como o universo veio a existir, bem como, o modo como ele desnvolveu-se desde os
seus primordios até os nossos dias.

Para esta descricao, considera-se que o universo seja um sistema isolado, isto ¢, nao
haja nada além dele. Como se trata de um problema em larga escala, a interacao de maior
interesse € a gravitacional, pois esta constitui-se em uma interacao de longo alcance. Neste
caso, a Relatividade Geral parece ser a teoria mais adequada para descrever a evolucao
do universo.

As equacoes de Einstein, que descrevem a dinamica de um espago-tempo 4-dimensional

com um certo conteido de matéria e energia sao dadas por

1
R, — iRg,ﬂ, — 0, = 87GT),, (2.1)

onde R,, e R sao o tensor e o escalar de Ricci, respectivamente, que podem ser obtidos
a partir do tensor métrico, g,,, G é a constante gravitacional, 7, é o tensor energia-
momento e A é a chamada constante cosmoldgica. Este conjunto de equacoes nao-lineares

dé-se o nome de Equacoes de Einstein. Devido ao carater simétrico do tensor métrico, g,.,

12
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o sistema de equagoes dados por (2.1) se reduz a um conjunto de 10 equagdes diferenciais
acopladas e de dificil solu¢ao. Um artificio usado para simplificar este problema consiste
em fazer uso do chamado Principio Cosmolégico, que vem a ser a equivaléncia entre todas
as posicoes e diregoes do universo, ou seja, ele afirma que o universo deve ser homogéneo
e isotropico.

Tais condigoes levam a espagos 3-dimensionais com curvatura constante. A geometria
nao-euclidiana mostra que existem apenas trés espacos deste tipo que podem ser descritos

de forma genérica pelas coordenadas 7, 6, ¢ e expressos pelo elemento de linha espacial:

dr?

="
1 — kr?

+ 1r2d6? + r* sin® 0dp* . (2.2)

Aqui o parametro k pode assumir trés valores, correpondendo as trés possibilidades de
curvatura do espaco: k = +1, para curvatura positiva, ou seja, espaco esférico; k = —1,
para curvatura negativa, ou seja espaco hiperbdlico e £ = 0, para curvatura nula, ou
espago plano.

Com isto em mente, podemos encotrar um elemento de linha que descreva um universo

homogéneo e isotropico:

ds? = dt* — dL3(t)

ds? = dt* — a(t)? [ a4 r2d0% + 2 sin? quﬁz} : (2.3)

1—kr2

ou seja, dL? = a(t)?di®>. O parametro a(t) é chamado de fator de escala e fornece a
evidéncia de que o universo pode variar sua dimensao com o tempo. Uma vez que o
universo se expande, dL(t) é chamado de elemento de linha fisico e di de elemento de
linha comédvel. A métrica dada por (2.3) é conhecida na literatura como métrica de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e sua se¢do é maximalmente simétrica. Para esta

métrica, neste sistema de coordenadas, as componentes do tensor métrico sao dadas por:
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2

a(t .
goo=1,g11 = ®) 5,922 = a(t)’r? , gs3 = a(t)*r’sin® 0 | (2.4)

1—kr
sendo todas as outras nulas. Com esta métrica, podemos calcular as conexoes, I'; e em
seguida o tensor de Riemann, R” ) € por meio de operagoes tensoriais, podemos encontrar

o tensor e o escalar de Ricci, R, e R, respectivamente, que, por sua vez, sao substituidos

em (2.1).

2.1.1 Tensor Energia-Momento de um Fluido Perfeito

Com esta base, somos agora capazes de definir uma expressao para o tensor energia-
momento que aparece nas equacoes de Einstein. Uma boa forma para descrever um
universo homogéneo e isotropico é considera-lo como um fluido perfeito. Neste caso, o

tensor energia momento simétrico é escrito como:

T = (p+p)u"v” — pg"" (2.5)

onde u* = dz*/dr representa a quadrivelocidade do fluido, p = p(z*), sua densidade
prépria e p = p(z*) a sua pressao propria. Para a métrica de Friedmann-Robertson-
Walker, que possui se¢ao maximalmente simétrica, a densidade e pressao serao apenas
fungao do tempo, ou seja, p = p(t) e p = p(t). A relacdo entre estas duas grandezas é
dada pela equagao de estado, p = p(p,T), onde T é a temperatura. Durante a evolugao
do universo, p = p(p), sempre que o equilibrio térmico for estabelecido.

Num referencial comével, as componentes espaciais (i = 1,2, 3), e temporal da quadriv-
elocidade sao dadas respectivamente por v’ = 0 e u® = 1. Assim as componentes do tensor

energia-momento podem ser escritas como:



15

T, = —dip. (2.6)

Entao T} é uma matriz diagonal na métrica FRW. As equacoes de conservacao sao ex-

pressas por: d,T" = (. Para pu = 0 temos a equacao de continuidade:

dpa®)  d(a)?
= — 2.
dt P (2.7)
ou ainda
d
CTIZ = —3H(p+p) (2.8)

onde H é conhecido como parametro de Hubble e é definido como: H = a(t)/a(t). Este
parametro nos fornece a taxa de expansao do universo com o tempo.

Tendo-se definido a métrica mais adequada para a descricao do universo e o tensor
energia-momento, retorna-se as equagoes (2.1) e constrdi-se as equagoes de Friedmann que

descreverao a evolugao do universo.

2.1.2 Equacgoes de Friedmann

As equagoes de Friedmann representam as Equacgoes de Einstein descrevendo um universo
homogéneo e isotréopico. Escrevendo-se o tensor métrico, o tensor e o escalar de Ricci,

Guvs R, R, respectivamente, em termos da métrica (2.3), temos

Ry = 3%,
a
a .a*  _k
le = _l+2(ﬁ+2 29’@] y
a o k
R 6la+a2+a2] (2.9)

Substituindo estas grandezas, bem como o tensor energia-momento dado por (2.5), na

equagao de Einstein (2.1), para u, v = 0 obtemos
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a>  k 8tGp A
oy ) ==F 4 2.10
<a2 a2> 3 * 3 (2.10)
J& para pu,v =1 temos
a a? k
2—-+ —+ — | . 2.11
< a * a? + a2> (2.11)

Subtraindo-se as duas equagoes acima, encontramos uma equagao para a aceleragao:

a e 1
—=——(3 —A. 2.12
O i)t (212)

O segundo termo corresponde a uma aceleragao positiva e, uma vez que ele domine, o
universo expandiria aceleradamente. Igualmente, se 3p 4+ p < 0, temos também um caso
de expansao acelerada para o fator de escala. Os casos em que A = 0 e em que o universo
seja dominado por uma densidade de energia de campo para a qual 3p + p < 0, refere-se
ao cendrio inflacionério, que veremos mais abaixo.

A constante cosmoldgica pode ser incorporada ao tensor energia-momento que descreve

o universo definindo a densidade p, e pressao py,

(2.13)

de modo que

PA = —PA - (2.14)

Reescrevendo (2.10), (2.11), (2.12) de modo a incorporar a densidade total de energia do

universo a densidade de matéria cosmoldgica,

s\ 2
(&) = =Cp - 2 (2.15)
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a a® k
(2(1 + ? + (I2> = —87TGpT s (216)
a 4rG
P T(SPT +pr) (2.17)

onde pr = pp + p é a pressao total e pr = pp + p é a densidade total. As equagoes (2.15)
e (2.17) sao as equagoes de Friedmann que fornecem a dinamica do universo e devem ser
capazes de reproduzir sua histéria.
A partir da equagao de Friedmann (2.15) para o fator de Hubble H, podemos deduzir
a seguinte expressao:
k Pr

= -1 2.18
H?a?>  3H?/87G ’ (2.18)

o que nos permite definir o conceito de densidade critica:

3H?
=5 (2.19)

o que corresponde a densidade de energia no universo para a qual k£ = 0.
Outra quantidade de relevancia em cosmologia que podemos definir é a abundancia

dos diferentes tipos de matéria com relacao a densidade critica:

0= (2.20)

onde 7 denota os diferentes tipos de matéria como, por exemplo, barion, neutrinos, entre
outros. A soma das diferentes abundancias resulta na abundancia total, conforme nos

mostra a relacao

Pi _ > Pi
Pe Pe

Q;

(2.21)

Isso significa que a expressao (2.18) pode ser reescrita como:
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k
H2a?

=Qr—1. (2.22)

Existe uma correspondéncia entre {27 e k, ou seja, entre a densidade de energia total e a

curvatura do universo:

k=1=Qr>1 (pr> pe)
k:0:>QT:1 (pT:,Oc)

A equagao (2.21) é valida para todos os instantes de tempo, porém, {27 e p. ndo sao

constantes. O valor estimado da densidade critica é dado por:

peo = 1.879 x 107 h2kgm™ (2.24)

o que corresponderia a 10 atomos de hidrogénio por metro ciibico. Além disso, evidéncias

apontam para uma abundancia total de :

Qr = 1.02 +0.02, (2.25)

consistente, portanto, com o universo plano (k = 0), segundo a expressao (2.23).

O modelo cosmoldgico padrao desenvolvido na década de 40 constitui-se em um dos
mais bem sucedidos em descrever e a evolugao do universo. Entre as suas mais importantes
contribuicoes destacam-se a previsao da existéncia de uma radiacao césmica de fundo e
a abundancia da matéria barionica. Conforme mostra-nos o modelo, apés o Big Bang,
0 universo passa a expandir-se e a esfriar, a partir de uma temperatura inicial superior
a 10* GeV ou préxima da escala de Planck, Mp; ~ 1.22 x 10! GeV. Quando atinge
uma temperatura de aproximadamente 0.1 MeV inicia-se um processo conhecido como
nucleossintese, onde formam-se niicleos leves como deutério (*H), tritio (*H), hélio 3

(®He), hélio 4 (*He), berilio 7 ("Be) e litio 7 ("Li). Ao atingir uma temperatura de cerca
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de 0.1 eV os elétrons, antes livres, passam a ligar-se aos nicleos formando atomos. O
processo de ionizacao deixaria de ocorrer. A partir dai, inicia-se o estagio conhecido como
recombinacao, onde a radiagao desacopla-se da matéria passando a viajar livremente pelo
espaco. Esta é a radiacao césmica de fundo cujo espectro é compativel com o de um corpo

negro com temperatura prevista para nossos dias de aproximadamente 2.7K.

2.2 Limitacoes do Modelo Padrao

A confirmacao da existéncia desta forma de radiacao veio em 1964 com sua detecgao por
A. Penzias e R. Wilson [14]. No entanto, apesar deste e de outros sucessos, o modelo
cosmolégico padrao apresentou alguns problemas. Seguem alguns deles.

O problema do horizonte:

Regioes do céu separadas por uma distancia angular superior a 1° correspondem a
regioes causalmente desconectadas na época da recombinacao do hidrogénio e portanto
do desacoplamento da radiagao (em t &~ 10'? s). Considerando o universo com curvatura
nula, isto é, com k£ = 0, e um raio de luz que viaja em nossa direcao, sabendo-se que a
trajetoria da luz segue uma geodésica nula,

dt = —a(t)dr — r — /Ut ;Z:) | (2.26)

e calculando a distancia comével para dois momentos distintos, antes e depois do de-

sacoplamento, obtém-se:

e df to df
| 2.97
J R /t o) (227)

Isto siguinifica que uma por¢ao muito maior do universo ¢é vista hoje quando comparado
com a época do desacoplamento da radicao. Naquela época, portanto, existiam muitas
regioes causalmente desconectadas. Por que entao a radiacao césmica de fundo tem as
mesmas propriedades seja qual for a direcao em que ela seja observada hoje 7

O problema da planura:
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Obsevagoes recentes [15] apontam para 7 = 1 indicando portanto k = 0. Porém este

é um ponto de instabilidade nas equagcoes de Friedmann,

(8) =5 =k — - ) = -

. 5 (2.28)

-
Para obter £ = 0, Q7 deve ser exatamente 1. Observe que uma pequena variacao de Qp
em torno de 1, acarretaria uma mudanca na curvatura do espaco. O problema é como
manter essa precisao ao longo da histéria do universo ja que H e a variam com o tempo
e a dependéncia temporal dos parametros depende das diferentes épocas pelas quais o
universo passou. Por exemplo, para o periodo de dominio da radiagao temos satisfeitas
a relacdo |1 — Qp(t)| =~ t¥3, e na época de dominio da matéria temos |1 — Qp(t)| =~ t.
Ou seja, trata-se de um problema de ajuste fino. Para que () seja exatamente 1 hoje,
é necessdrio que em t &~ 1073 s, a precisao fosse de |1 — Qr(t)| ~ 107, ou seja um
ajuste extremamente fino dos varios parametros é necessario para se chegar a tal nivel de
precisao. Uma dinamica deste tipo parece muito pouco provavel.

O problema das reliquias

Logo apds o Big Bang, a Fisica das Particulas Elementares prevé a criacao de defeitos
topoldgicos devido a quebras de simetrias decorrentes do esfriamanteo do universo [1].
Exemplos destes defeitos sao: paredes de dominio e monopdlos magnéticos. Esses defeitos
seriam diluidos mais lentamente do que a radiacao durante a expansao do universo na
fase de dominio da radiacao. Como consequéncia, essas reliquias estariam dominando a
matéria total do universo existente atualmente o que nao corresponde as observagoes.

Uma das possiveis solugoes para os problemas apresentados ¢ justamente o modelo

inflaciondrio, que sera estudado a seguir.

2.3 Inflacao

Alguns dos problemas do modelo cosmolégico padrao podem ser resolvidos supondo que

o universo tenha passado por um curto periodo de expansao primordial acelerada. De
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fato, nos ultimos 20 anos nenhum cenério alternativo tem-se mostrado tao eficiente neste
sentido quanto o cenario inflacionario. Para um instante da ordem do tempo de Planck,
isto &, tpy = 107%3 s, neste cendrio inflaciondrio o universo ¢ dominado por um campo
escalar ¢, chamado de o campo de inflaton, ou simplesmente inflaton. Supoe-se que
durante a inflacao, a principal contribuicao para o tensor energia-momento seja dada por
este campo escalar. O entendimento da dinanica do inflaton possibilita-nos determinar
algumas caracteristicas basicas do modelo inflacionario. Para isto, consideramos a seguinte

densidade de lagrangiana:

1

L£(9) = 50.00"6 = V(9) , (2.29)

onde V' (¢) é o potencial do campo ¢. Considerando que o campo escalar seja homogéneo
para um espago-tempo de Friedmann-Robertson-Walker temos que ¢ = ¢ (t) e a equagao

de movimento para o inflaton pode ser escrita na forma

b+3Hd+V'(¢) =0, (2.30)

onde V' corresponde a derivada do potencial com respeito a ¢. Podemos ainda calcular o

tensor energia-momento a ele associado e que tem a seguinte forma:

T = OF¢d” ¢ — g L (2.31)
e as componentes do tensor energia-momento sao:
gi)Q

T =% 4 V(9)

TV = —g9 (22 — V(¢)> : (2.32)

Quando tratamos de um universo homogéneo e isotréopico podemos descrevé-lo como um

fluido perfeito cujo tensor energia-momento simétrico pode ser escrito da forma
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T = (p+p)u"v”’ — pg"" (2.33)

da*

% representa a quadri-velocidade do fluido, p = p (2#), sua densidade prépria

onde u* =
e p = p(z") sua pressdo. Estas grandezas estao relacionadas pela equagao de estado
p = p(p,T) onde T é a temperatura. Durante a evolugdo do universo, sempre que se

estabelece o equilibrio térmico p = p (p), que é dada por

p=wp, (2.34)

onde w, para o caso inflacionério, é uma constante e deve ser determinada. Calculando-se

as componentes do tensor energia-momento temos

00 ¢
) 7
T = p,= & V(9), (23)
com isso temos que, pela equacao de estado,
g
Wy = o) (2.36)
5+ V(o)

Supondo-se que no inicio da inflagao o termo de potencial domina sobre o termo cinético,

ou seja, V (¢) >> (1/2) ¢* temos

ps = V()
ps = —V(¢) (2.37)
de modo que temos que w = —1. As consequéncias do resultado obtido podem ser vistas

ao se analizar as equagoes de Friedmann. Considerando a equagao
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(ﬂf)) = ) (2.39)

onde G é a constante gravitacional e a(t) é o fator de escala que nos fornece as informagoes
quanto a expansao do universo. Através desta equacao pode-se perceber que a expansao
acelerada pode ser obtida se w < —1/3, pois neste caso @ > 0. Conclui-se, entdo, que o

campo escalar pode produzir o cendario desejado, ou seja de expansao acelerada, se

1<w<-1/3. (2.39)
Sendo assim, para o valor de w = —1, encontra-se o seguinte resultado,
i —8nG —81G
— = = 1% ) 2.40
» 5P 5 V(9 (2.40)

Ja da equacao de Friedmann, temos que

a e k

2
N g %G K 2.41
(a) 3 P72 ( )

onde k corresponde ao termo de curvatura do universo. Conforme os resultados encon-

trados, a equacao (2.41) pode ser reescrita da forma

(‘i)Q _8Cy - K (2.42)

Baseado na hipdtese de que a(t) cresceria, muito neste periodo, desprezamos o termo de

curvatura do universo k e obtemos

a(t) = agexp ( 87;GV(¢)75) . (2.43)

Por fazer A, T% = 0, podemos obter a equacao de conservacao
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P+ 3H(py +ps) = 0. (2.44)

Para w = —1,

py = 0 < py = constante . (2.45)

Isto nos mostra que durante a inflagdo a densidade de energia é constante e, como p ~ V (¢)
temos que V(¢) é também constante. Conforme a discussao apresentada acima podemos

concluir que a inflagao ocorre quando as seguintes condigoes sao satisfeitas:

¢2
? )
V() > . (2.46)

V(o) >

Essas condigoes juntas sao chamadas de aproximacao de rolamento lento e garantem que
se o potencial for plano o bastante o campo ¢ rolard lentamente. Nestas condigoes, o
campo ¢ produz inflacao e por isso é chamado de inflaton.

Podemos ainda obter uma expressdo para as condigdes (2.46) em termos do poten-
cial V(¢). Para isto, devemos considerar a equacao de Friedmann dada por (2.42), de-

sprezando o termo de curvatura do universo,

8rG
H? = TV (¢) . (2.47)
A equagao de movimento (2.30) fica
3Ho ~V'(¢) . (2.48)

As equagoes (2.47) e (2.48) nos fornecem as seguintes expressoes para as condiges de

rolamento lento
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2 18H?

. , Y N 2
¢ L V'(9) T<re) (z) oy j{j}; (2.49)
E interessante destacar que o comportamento do fator de escala descrito por (2.43) pode
ser obtido através da equagao de Fiedmann (2.42) se V(¢) = 0 e a curvatura for nula.
Essa solugao foi obtida por de Sitter em 1917 [16] e por essa razao a fase inflaciondria é
muitas vezes mencionada na literatura como fase de de Sitter.

Com o modelo inflacionario, os problemas citados na secao anterior podem ser solu-
cionados. Para o problema do horizonte, o modelo inflacionario nos diz que cada regiao
causalmente conectada do universo teria sido expandida exponencialmente. No instante
da expansao o tamanho do universo seria de aproximadamente 1072* cm. A inflacao teria
expandido o universo para ~ 1072 cm.

Quanto ao problema da planura, observe que, durante a inflacao, fator de Hubble H

é constante e, portanto,

|1 — Qp| ~ exp(—2Ht) , (2.50)

indicando que no limite de ¢ grande,

Jlim [1- Q[ =0=Q—1. (2.51)

Assim, mesmo que as condic¢oes iniciais nao sejam tao precisas, o fator de densidade Q7
vai necessariamente a 1 durante o periodo inflacionario.

Com relacao as reliquias, devido a tremenda expansao, elas seriam, completamente
diluidas durante a inflacao, bem como toda a matéria e radiacao existente no universo
nesse momento, exceto no caso de inflagaio morna em que radiacao é produzida durante
o periodo inflacionario. Como veremos, matéria e radiacao podem ser produzidas depois

da inflagao por meio do reaquecimento do universo.
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2.4 Alguns Exemplos de Modelos Inflacionarios

Como vimos, o modelo apresentado pror Guth em 1981 foi muito bem sucedido em re-
solver uma série de problemas da cosmologia padrao. No entanto, este nao era ainda um
modelo plenamente consolidado no meio cientifico devido a alguns problemas apresenta-
dos. Este modelo, hoje conhecido como velha inflagao baseava-se no super-resfriamento
durante transicoes de fase de primeira ordem. Neste cenario, o universo encontra-se em
um falso vacuo com grande densidade de energia que permanece constante enquanto o
universo expande , permitindo que haja um crescimento exponencial. Durante a inflagao,
o universo, originalmente vazio, permanece vazio. Este processo finaliza quando o falso
vacuo decai em bolhas de estados normais de vacuo. As colisdes entre as paredes das
bolhas formadas supostamente tornariam o universo quente. Infelizmente este cenario em
sua forma original é bem pouco provavel. Se a probabilidade de formagao das bolhas for
suficientemente grande, elas irao colidir, e estas colisoes fazem com que o universo fique
bastante heterogéneo. Se, por outro lado, a formacao de bolhas for interrompida, entao
elas nunca colidem tendo como consequéncia um universo vazio, expandindo-se exponen-
cialmente, contendo um grande niimero de bolhas separadas causalmente e completamente
vazias. A proposta de Guth sofreu uma séria de alteracoes ao longo dos anos o que levou
ao surgimento de intimeros e diferente modelos inflacionarios tais quais inflagao hibrida,
natural, eterna entre muitas outras. Iremos considerar nesta secao de forma breve alguns
destes modelos. A determinacao do modelo utilizado é importante para sabermos como

o periodo inflacionario ira finalizar.

2.4.1 Inflacao Cadtica

Neste modelo, podemos considerar um campo escalar ¢ de massa mg com potencial
(1/2) m?¢¢2 cujo minimo se encontra no ponto ¢ = 0 ao redor do qualo campo escalar
pode efetuar oscilagoes proximas a esse minimo. Diferente dos demais modelos de inflagao

baseados em super-resfriamento e tunelamento de um minimo local[2], ou o rolamento em
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um potencial artificialmente plano [3], tal cendrio pode ser tratado por meio de uma teoria
tao simples como a de um osilador harmonico.

Partindo de um universo classico, isto é, um universo com tamanho da ordem do
comprimento de Planck e densidade de energia de Planck, a soma das densidades de
energia cinética, densidade do gradiente de energia e densidade de energia potencial é da

ordem da energia de Planck, ou seja, 105GeV:

L+ (00 4 V(6) ~ prr (252

Deve ser enfatizado que nao ha nenhum vinculo a priori sobre o valor do campo escalar
exceto o dado por 2.52, neste dominio. Assim, a inflagao inicia e mantém-se enquanto o
termo de potencial predomina sobre o termo cinético, isto é, enquanto V' (¢) > %$2+(8i¢)2

e o tamanho do universo aumenta de 10733¢m para 10~3cm num intervalo de 10739,

2.4.2 Modelo Inflacionario Hibrido

Este modelo consiste na presenca de dois campos escalares durante a inflacao na qual um
deles rola rapidamente sobre seu potencial enquanto o outro encontra-se em um regime
de rolamento lento. Este processo é conhecido por ”"waterfall”. Este modelo foi proposto
por Linde dentre outros autores em [17] como um cenério alternativo de inflagdo em que
nao se necessitava de um ajuste muito preciso dos parametros.

O potencial utilizado neste modelo é

¢2 2 gQ¢2a2 m2o2
sl 2.53
T T T (2.53)

V(p,0) = A <]\/[2 —
onde A, g2 > 0 sdo constantes adimensionais e M?,m? > 0 sdo parametros de massa. Ha
um minimo local (falso vacuo) em (¢) = £2M, (o) = 0. Para m = 0, V' tem uma dire¢ao
plana em ¢ = 0 onde V = AM* e a massa quadratica de ¢ é mi = —AM? + g%02/2.

Assim, para ¢ = 0 e |o]| > 0. = V2AM /g, nés obtemos um vale plano como minimo. Para

m = 0 o vale adquire um pico e o sistema pode inflar a medida que ¢ rola lentamente
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para este vale. A inflacdo finaliza abruptamente quando o = o.. A este segue o processo
"waterfall”, quando ela é sucedida pela fase oscilatéria sobre um minimo global. Desta
forma, o sistema pode cair em qualquer um dos minimos com igual probabilidade.

O inicio da inflacao hibrida requer que, em t ~ H !, exista uma regido com tamanho
> H~! onde ¢ e o sejam quase uniformes com energia cinética desprezivel e valores
préximos ao topo do vale do minimo [18]. Tal regido, em tp), deveria ser muito maior que
o comprimento de Planck, lpy = 1/Mpy, e é assim dificil imaginar como ele poderia ser
homogéneo. Entretanto, como foi mostrado em [19], os valores iniciais dos campos seriam
extremamente restritos de forma a obter a inflacao desejada. Intimeras solugoes possiveis

para este problema de condigdes iniciais para a inflagao hibrida foram propostas em [20].

2.4.3 Inflacao Morna

A idéia basica deste modelo consiste nos efeitos dissipativos durante o periodo infla-
ciondrio, que corresponde a producao de radiagdo concorrentemente a expansao infla-
cionaria. A equagao de movimento para um modelo simples de inflagio morna tem a

forma

¢+ (BH+T)p+ERp+ V() =0, (2.54)

onde I' é um termo de friccao devido a producao de particulas. Neste modelo as
condigoes de rolamento lento (2.46) sdao modificadas devido ao termo extra de fricgao.

Sendo assim, as condigoes (2.46) passam a serem descritas da forma

mi%l Kl 2;<1
2 \V ) (1+4r)? ’

v 1
=) ——= <1 2.
mp) ( v ) (1 + 7")2 < ) ( 55)

aqui temos que r = I'/3H. Quando o termo de fricgao I" depende dos valores do campo de

inflaton, podemos definir uma terceira condigao para o rolamento lento conforme podemos
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ver na relacao abaixo

r 740
—_— < 1. (2.56)
(1+7r)33H2T
Um dos mecanismos em que é possivel ocorrer a inflagao morna consiste no campo escalar

de inflaton ¢ excitando um campo de bosons pesados x que, por sua vez, decai em férmions

ou outros bosons leves 14, conforme representado pela esquema

¢ — X — Y- (2.57)

Mecanismos como este foram estudados nas Refs. [21] nos quais foram derivadas as
equacoes de evolucao efetivas para o inflaton. Nestas equacoes estao presentes termos
dissipativos que advem do mecanismo de interagao entre os varios campos de acordo com
o esquema (2.57). Posteriormente, iremos retomar este modelo para o estudo da dinamica

dos campos durante o pré-aquecimento.



Capitulo 3

Reaquecimento Apds a Inflacao

Conforme mostrado no capitulo 2, o modelo inflacionario prevé que o universo passou por
um periodo de rapida expansao que teria, exceto para o caso de inflacao morna, diluido a
matéria e radiagao nele existente. Vimos ainda que este fendmeno poderia ser reproduzido
através da dinamica do campo escalar chamado inflaton. No entanto, o universo que ob-
servamos hoje e os dados de radiacao césmica de fundo, requerem que em algum momento,
apos a fase inflacionaria, o universo tenha passado pelo uma fase dominada por radiacao.
Para explicar este fato, considera-se a hipdtese de que logo apds a inflacao, o universo
tenha sido repopulado por meio de um mecanismo produtor de particulas relativisticas,
e que a subsequente termalizacao delas tenha levado o universo a atingir um equilibrio
térmico. A temperatura que caracteriza este periodo é conhecida na literatura como tem-
peratura de reaquecimento. Neste capitulo serao considerados os modelos de producao
de particulas conhecidos como perturbativos e nao-perturbativos. Modelos perturbativos
constituem aqueles em que o inflaton decai em pariculas relativisticas que promovem o
reaquecimento do universo. A literatura denota este modelo simplesmente por reaqueci-
mento (reheating). Os modelos nao-perturbativos prevéem produgao de particulas sempre
que um campo classico varie temporalmente de forma a perturbar o vacuo de um campo
quantico acoplado a ele. Na chamada fase de pré-aquecimento (preheating), o inflaton

é considerado um campo classico, uma vez que durante a inflagdo, os modos quanticos

30
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associados ao inflaton sofrem o processo chamado de decoeréncia, por meio do qual se
tornam classicos e dao origem a geracao de densidades de perturbagoes. O campo de
inflaton, ao final de inflacao, ao oscilar em torno do minimo de seu potencial, excita os
modos quanticos de outros campos a ele acoplados, levando a um processo de ressonancia
conhecido como ressonancia paramétrica, processo esse que iremos detalhar mais a frente.

Este capitulo esta estruturado da seguinte forma: na secao 3.1 discute-se a dinamica do
inflaton logo apos a inflacao para o modelo mais simples de inflacao cadtica. Na secao 3.2
analiza-se de forma breve a producao perturbativa de particulas. Na secao 3.3 discute-se

em detalhes o método nao perturbativo de producao de particulas.

3.1 Dinamica do Inflaton apdés a Inflacao

A matéria existente hoje no universo pode ter sido produzida apds a inflacdo quando
o inflaton passou a oscilar em torno do ponto minimo de seu potencial efetivo. Por
simplicidade, considera-se aqui o modelo mais simples de inflacao cadtica que é o modelo
de campo escalar massivo com potencial V(¢) = %migb? A equacao de movimento que

rege a dinamica do inflaton para este potencial é dada por:

G+3Hp+my2p =0, (3.1)
COI
8rG
o= Tﬂqﬁ ) (3.2)
onde
¢* 1
po =5 +5ms'd" . (3.3)

A dinamica do campo ¢ produziria a inflacao se fossem satisfeitas as condigoes de rola-

mento lento:
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¢
2 b
V'()> ¢ . (3.4)

V(g) >

Neste caso, o termo de friccio 3H ¢ domina sobre o termo gzﬁ e o termo de potencial domina
sobre o termo cinético. Com o decréscimo do campo ¢ abaixo de Mp; o termo de friccao
3H gb torna-se cada vez menor e a inflacao finaliza quando ¢ = @ Ao atingir este valor,
0 termo ¢ volta a ser importante. A solucdo para o sistema de equages (3.1), (3.2) e (3.3)

pode ser aproximada pela expressao:

b () ~ ]‘é“w — & (t) sin(myt) (3.5)

onde ®(t) = Mp/(3myt) é a amplitude do campo ¢ que diminui com o tempo uma vez

que o universo estd em expansao. Podemos ainda escrever a equagao (3.5) em termos de

uma variavel adimensional mais conveniente,

m¢t
N=— 3.6
o (3.6)

em que N corresponde ao numero de oscilagoes do campo ¢. Assim, a solucao de (3.5)

pode ser reescrita da forma

Mp, sin(27N)

o(t) ~ 5 N = ® (N)sin(27N) , (3.7)

onde a amplitude do campo ® é dada por ®(N) = Mp;/(67N). Esta parametrizacao é
boa a partir de N = 1/4 em caso de serem realizadas simul¢oes numéricas. Para o regime
de oscilagoes rapidas no minimo de seu potencial efetivo, a densidade de energia pode ser
calculada considerando-se a média sobre um periodo de oscilagao que, nesse caso, fornece

(¢?/2) = (V(¢)). Mas, segundo a equacio (2.35) a pressio se anularia. Conclui-se que,
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na fase de oscilacoes do campo ¢ em torno do minimo de seu potencial efetivo o universo

expandiria segundo o comportamento da matéria nao relativistica [22]

a(t) o< t2/3 . (3.8)

O comportamento estudado de ¢ corresponde ao inflaton livre. Neste caso, o inflaton
seria diluido como matéria nao-relativistica o que acarretaria na nao existéncia de uma
posterior era da radiacao e consequentemente a nao-existéncia de um universo conforme o
observado hoje. Sendo assim, parece necessario que apés a inflacao, a energia concentrada
em ¢ seja transferida para outros campos de matéria e particulas relativisticas sejam
geradas, interagindo entre si até termalizarem na temperatura de reaquecimento. Logo,
a solucao natural seria acoplar o inflaton a outros campos de matéria, campos estes que
seriam despreziveis durante a inflagao e, portanto, supoe-se que nao afetariam este estagio.
Note que esta hipotese nao é a seguida pela proposta de inflagao morna, onde se leva em
conta tais interacoes do inflaton com outros campos de matéria e, dependendo dos diversos
parametros do modelo, tais interacoes podem de fato modificar a dinamica do campo de
inflaton [11, 13, 21]. Segue-se a descricao de dois mecanismos de produgao de particulas

o perturbativo e o nao-perturbativo.

3.2 Meétodo Perturbativo de Producao de Particulas

Na presente secao, discutiremos a teoria elementar de reaquecimento conforme desen-
volvida em [3]. Consideramos um modelo simples em que o campo escalar de inflaton ¢

interage com um outro campo escalar y e com um campo fermionico :

L = ;amaw—;mggb?

1 1 1
+ 500X — §mx2x2 — 592¢2x2

+ ("0 — my — ho) Y, (3.9)
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aqui g e h sao constantes de acoplamento, assumidas serem muito pequenas (< 1). A
densidade de energia para o campo de inflaton enquanto oscila proximo ao minimo de seu
potencial efetivo é ps = %¢2 + $m?¢?. A frequéncia de oscilagoes é kg = my. Devido aos

efeitos da expansao do universo, a amplitude de oscilacoes decresce como a=%/2

e a energia
do campo ¢ decresce da mesma forma que a densidade de particulas nao relativisticas de

massa m, ou seja:

1. 1 _
Po = §¢2 + §m§)gb2 ~a®. (3.10)

Um campo escalar homogéneo com frequéncia my pode ser considerado como uma onda
coerente de particulas ¢ com momento zero e com densidade de particulas ng = py/me.
Em outras palavras, ng osciladores de mesma frequéncia mg, oscilando coerentemente
com a mesma fase, podem ser descritos como uma tnica onda homogénea ¢(t). Para
um campo escalar homogéneo em um universo com constante de Hubble H a equagao de

movimento para ¢, na aproximacgao de pequena amplitude de oscilagao, ¢ dada por

6+ 3H+ [m3 +1(w)] ¢ =0, (3.11)

onde temos aqui que II(w) é o operador de polarizagao com quadrimomento k,, = (w, 0, 0, 0),
w = my. Quando, my, > 2my, l(w) adquire uma parte imagindria Imll(w), que é
um resultado tipico de fisica de particulas, mg > 2m,, indica que é cinematicamente
possivel o decaimento de ¢ em férmions ¥ e Imll(w) da a respectiva largura de de-
caimento do campo ¢ [23]. Assumindo que mi > H?, que deve ser vélido ao final
de inflacao e mi > Imll(w), vélido para o caso de acoplamentos perturbativos, temos
d(t) = Poa™?2(t) = q)oe_% JaH®, Negligenciando por simplicidade a dependéncia tem-
poral de H e Imll(w) devido a expansao do universo, obtemos a solu¢ao da equagao

(3.11)
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¢ = ¢oexp(imgyt) exp l—; <3H + W) t} . (3.12)

Expressando-se ImlIl(w) em termos da largura de decaimento para ¢, I'y [23],

podemos notar que a equagao (3.12) descreve oscilagoes amortecidas do campo préximo
do ponto ¢ = 0. Uma descri¢ao fenomenoldgica deste efeito pode ser realizada através da
adi¢ao de um termo de amortecimento I'y¢ ao invés de adicionar um termo proporcional

ao operador de polarizacgao,

$+3Hp+Tyd+m2p=0. (3.14)

A equagao (3.14) nos diz que o campo ¢ diminui nao apenas devido a expansao do universo
mas também devido a producao e transferéncia de energia para as novas particulas, por um
canal de decaimento representado pela taxa ou largura de decaimento I',. Neste modelo,
o reaquecimento finalizaria somente quando a constante de Hubble H se torna menor do
que I'y, pois de outro modo a principal porcao de energia permaneceria armazenada no
campo ¢. Uma vez satisfeita esta condigao, o universo atinge o equilibrio térmico. A idade
do universo neste momento é dada por t, = %F;l, ou em termos da densidade de energia
p temos t = \/M,//67p [3]. Estas duas condi¢oes juntas nos fornecem a densidade de

energia num tempo t,:

305 Mp)°

plty) ~ 2 (3.15)

Segundo a termodinamica de equilibrio, apds o decaimento do inflaton, a matéria adquire

uma temperatura 7)., que é definida pela equacao
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302 Mp® _ 7w2e(T)
t,) ~ ¢ = T A

(3.16)

onde ¢(T") é o numero de graus de liberdade relativisticos na temperatura 7. Em algum
modelo realistico espera-se £(T') ~ 10? — 103, que nos fornece a seguinte estimativa para

a temperatura de reaquecimento em termos de I'y:

TT ~ 0.2 FMpl s (317)

que nao depende do valor inicial de ¢ e é completamente determinada por parametros que
o modelo da fisica de particulas elementares utiliza para descrever esses decaimentos. Isso
significa que esse modelo de reaquecimento pode ser aplicado para modelos inflacionarios
com fundo de poco que possam ser aproximados por uma funcao quadratica do campo.
Segue-se agora uma descricao detalhada de outro mecanismo de producgao de particulas,
que se mostrou ser muito mais eficiente do que o método perturbativo. Esse mecanismo

¢ conhecido como reaquecimento ressonante, ou pré-aquecimento.

3.3 Pré-aquecimento

Em anos recentes, foi notado que, ao fim da inflagao, oscilagoes do inflaton em torno
do minimo de seu potencial, poderiam dar origem a um curto periodo de produc¢ao nao-
perturbativa de particulas [4, 5, 6]. O decaimento de uma particula ¢ em duas particulas
X poderia levar a uma produgao explosiva de particulas se estas forem bdsons devido
aos efeitos relacionados com a estatistica de Bose-Einstein, pela qual a probabilidade de
decaimento torna-se favoravelmente ampliada. Os autores em [4], desenvolveram este
modelo de producao ressonante de particulas para o cenario de inflagao cadtica. Por
simplicidade, considera-se neste trabalho a interacao entre o campo classico de inflaton ¢
e o campo escalar quantico x com a lagrangiana (3.9). Em mecanica quantica, um campo

escalar pode ser considerado como um operador cuja representacao de Heisenberg é
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N 1 ~ —ikx AT Ak ikx
X (t,z) = W/d?’k [aka(t)e ke al Ve (t)et® ] (3.18)

onde ay e EL}; sao operadores de criagao e de destruigao respectivamente. Para um métrica
plana de Friedmann com fator de escala a(t) a parte temporal das autofungdes com mo-

mento comovel k obedece a seguinte equagao de movimento

. a, k?

Xk + 35Xk + <a2 +my* + 92¢2> x=0. (3.19)
A equagao acima descreve um oscilador com frequéncia variavel no tempo devido a de-
pendéncia temporal de a(t) e do campo ¢. Analizaremos a equagao (3.19) em diferentes
regimes. Desprezando por enquanto a expansao do universo, isto é, fazendo a = 1, pode-

mos escrever a equagao para os modos (flutuagdes quanticas do campo y) da seguinte

forma

Xk + (K +9%0%) xi =0, (3.20)

onde k = |E| Como foi visto na secao 3.1, apés a inflagao, as oscilagoes do inflaton em
torno do minimo de seu potencial podem ser descritas como ¢(t) = ®(¢) sin(myt). Desta

forma, podemos reescrever a Eq. (3.20) como segue

Xk + (k‘2 + g2<I>2sin2(m¢t)) Xt =0. (3.21)

Esta equacio descreve um oscilador de frequéncia w?(t) = k* + g>®%sin®(myt) variando
periodicamente no tempo. Esta periodicidade leva a ressonancia paramétrica para modos

com certos valores de k. Podemos reescrever (3.21) de uma forma mais simples ao fazer

92‘1)2
4m3)

. Assim temos

a seguinte substituicao de varidveis: z = myt, Ay = TIZ—QQ +2qeq=
4

X + (A — 2qcos(22)) x, = 0 . (3.22)
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Esta é a bem conhecida equagao de Mathieu [24]. As propriedades das solugoes desta
equacao sao bem representadas por meio de seus graficos de estabilidade/instabilidade
[4, 5]. No apéndice A mostramos um método de tratamento da equagdo de Mathieu.
Uma importante caracteristica das solugoes de (3.22) é a existéncia de uma instabil-
idade exponencial x(z) o exp (i—uk(")z) dentro do conjunto de bandas de ressonancia
de frequéncias Ak™ rotulado por um indice inteiro n. Esta instabilidade corresponde

ao crescimento exponencial do nimero de ocupacao das flutuagdes quanticas ny(t) o

exp (2uk(”)m¢t) que pode ser interpretada como uma producao de particulas.
Um exemplo dessas bandas de instabilidade para os modos xj, como funcao do mo-

mento k2 e constante de acoplamento g2, é mostrada na Fig. 3.1, para o caso do potencial

V= ming/Q + mix2/2 + g*$*x?/2, com parametros escolhidos da forma my = 107%Mp,
my = 4 x 10_7MP1.
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Figura 3.1: Bandas de instabilidade (4reas escuras) para os modos x; como fungao de k? e
g°.

Para g® < my, temos o regime de ressonancia paramétrica chamada de estreita, onde
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entao ¢ < 1. Neste regime, a ressonancia ¢ mais pronunciada na primeira banda de
ressonancia, para modos com k2 ~ mi (1-2g+¢q). Os modos de x; com momentos

correspondentes ao centro da banda de ressonancia em k ~ m, crescem como e”/2 que

92<I)t2

em nosso caso ¢ igual a ef*™s! ~ exp ( Sy

) e o numero de particulas y cresce como
2542 . A~ .
e??/2 ~ etrmel ~ exp (%). Este processo pode ser interpretado como uma ressonancia

com decaimento de duas particulas ¢, de massa m,, em duas particulas xy com momento

k ~ mg. O comportamento do campo x nestes dois regimes pode ser visto nas Figs. 3.3

e 3.2

4000

2000 ~

—2000

—4000

Figura 3.2: A evolugao de y; como fungao do tempo, para o caso da ressonancia estreita.

. - . R 252
Por sua vez, para oscilacoes com grandes amplitudes @, o parametro ¢ = 4

2 pode ser

muito grande. Neste caso, a ressonancia ocorre para amplos valores de k£ e o parametro
1 torna-se grande, o que faz com que o préaquecimento aconteca de forma extremamente
eficiente. Tem-se ressonancia para modos com k?/ mi = Ay — 2q, i.e., para valores acima
da linha Ay = 2¢ no gréfico de estabilidade/instabilidade da equagao de Mathieu. A
figura 3.3 ilustra como evolui o campo x para o regime de ressonancia larga.

Durante cada oscilacao do campo de inflaton ¢, o campo y oscila muitas vezes. Sendo

assim, sua massa efetiva m,(t) = g¢(t) ¢ muito maior do que a massa do inflaton para
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Figura 3.3: A evolugao de xj como fungao do tempo, para o caso da ressonancia larga.

go(t) > my. Esta relagdo é satisfeita para a parte principal do periodo de oscilacao
do campo de inflaton ¢ no regime de ressonancia larga com ¢'/? = % > 1. Como um
resultado, a frequéncia tipica de oscilagoes wy(t) = v/k2 + g2¢? do campo x é muito maior
que a do campo ¢. O grande ntmero de oscilacoes do campo Y para cada oscilagao do
campo ¢ ¢ devido a uma variacao na adiabaticidade para a massa efetiva m, durante a
parte principal deste intervalo. Isto significa que durante a ressonancia larga a amplitude
de xx é minima no ponto em que sua sua frequéncia é méxima, isto é, em ¢(t) = P, e
aumenta substancialmente perto do ponto em que ¢ = 0. Para ¢(¢) muito pequeno a
variagao na frequéncia de oscilagao wy(t) cessa de ser adiabatica.

A condicao padrao necessaria para producao de particulas é a auséncia de adiabatici-

dade na variacao de wy(?):

— > Wy . 3.23
Esta condicao é fundamental para a ressonancia larga devido aos consideraveis efeitos

esperados durante cada oscilacao, o que nao acontece durante a resssonancia estreita.

Para determinar o intervalo de tempo tipico At, e o momento tipico k,, ou seja, quando
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e onde podem acontecer a ressonancia, lembremos que para ¢ pequeno tem-se ¢ ~ mgy®P.

Junto com a condigao (3.23) temos

B < (gom,®)" - 67 (3.24)

Esta condigao torna-se satisfeita para pequenos valores de k quando o campo ¢(t) torna-
se menor do que ,/%‘@. O intervalo maximo de momento para os quais a producao de

particulas ocorre corresponde a ¢(t) = ¢., onde

1 [my® 1.
LRy~ g 3.25
¢ 2\ p 3 q ( )

O valor maximo de momento para as particulas produzidas naquela época pode ser esti-
) o . .

mado por Kpyax = 1/ ngd’. Na parte principal do intervalo |¢| < 2¢, a faixa de momentos

permanece menor mas da mesma ordem de magnitude de k... Assim pode-se estimar o

valor tipico de momento das particulas produzidas no estdgio como k, /2, onde

ke = 1/ gme® = V2myuq'/* (3.26)

da mesma forma, cada vez que o campo ¢ aproxima-se do ponto ¢ = 0, ele leva o tempo

20, 1 .
AL~ L g (3.27)

\/gme®

no dominio |¢p| < ¢.. No tempo k, =~ m, = go., entdo wy, ~ k.. Esta estimativa de
At, diz-nos que a producao de particulas no regime de ressonancia larga ocorre dentro
de um tempo da ordem do periodo de uma oscilagdo do campo x, ou seja, At, ~ wk_*l,
de acordo com o principio de incerteza. No regime semi-cléssico, onde valem as solucoes
do tipo WKB, quando a frequéncia wy(t) esta variando adiabaticamente, n, é constante,

equivalendo a um invariante adiabatico.
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Uma comparagao entre a ressonancia larga e a ressonancia curta nos mostra que, no
primeiro caso, o campo y varia vigorosamente de modo que se calcularmos In(ny ), veremos
que este tem um comportamento aproximadamente linear. No segundo caso, as ampli-
ficacoes do campo ocorrem proximos ao ponto ¢ = 0, onde o processo nao é adiabatico.
O numero de ocupagao ng, sendo um invariante adiabatico, varia somente nestes cur-
tos intervalos onde o nimero de particulas nao é bem definido. Este comportamento da

producao de particulas para os diferentes regimes pode ser visto nas figuras 3.4 e 3.5.

124

10

Figura 3.4: A evolucao do nimero de particulas y produzidas, como fun¢ao do tempo, para

o caso da ressonancia larga.

Em outras palavras, o crescimento dos modos de xj leva ao crescimento do nimero de
ocupacao. Assim sendo, a densidade niimero de particulas pode ser calculada como a

energia dos modos, 3 | Xil? + Twi | x&|” dividido pela energia w; de cada particula:

1 . 1
ne=— = Il + al® ) — 5 (3.28)
Wi
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Figura 3.5: A evolucao do ntimero de particulas x produzidas, como funcao do tempo, para

0 caso da ressonancia estreita.



Capitulo 4

Teoria de Campos em Temperatura

Finita e o Formalismo de tempo Real

4.1 Teoria de Campos de Temperatura Finita

Discutiremos a seguir uma formulacao da teoria de campos em temperatura finita realizada

em tempo real. Neste método faz-se algumas modificagoes no propagador de Feynman

de temperatura zero, T' = 0, de modo que permancam validas as regras de Feynman sem

a necessidade do uso de continuagoes analiticas do tempo imaginario para o tempo real

(para o caso do formalismo de tempo imagindrio, ver a Ref. [25]. Nesta dissertacao sé

iremos discutir o caso do formalismo de tempo real).

Em temperatura zero, o propagador de Feynman esta relacionado com a funcao de

Green de dois pontos pela equagao

iAr(z —y) = (O[T [$(x)d(»)]]0) . (4.1)

onde o campo escalar ¢ pode ser expresso em termos dos operadores de criacao e de

aniquilagao,

44
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d(z) = /(;l:{)g% [a(k;)e—ikaraJr(k)eikf] ‘ (4.2)

Em temperatura finita, podemos expressar a média das fungoes de dois pontos como uma

média térmica, com valor esperado no vacuo substituido pelo valor esperado da estatistica

quantica. Desta forma, o propagador (4.1) pode ser reescrito como

itple =y) = (T [o@)éw)]) = 7ozt [ [olao(]] (43)

onde H é a Hamiltoniana do sistema com autovalores e autoestados H |n) = B, |n) e
Z(B) = tr {exp —BH } ¢ a funcao de particao. Em termos dos autoestados de energia,

podemos reescrever o propagador (4.3) como

iDp(e —y) = o 5 (n|T [9()o()]|n) e (1.4)

onde a soma ¢ realizada sobre todos os estados termicamente excitados com o fator de

Boltzmann dado por exp —3F,. Para o caso em que xg > 9o,

| 1 [k 1 B 1
iAr(e—y) = Z(ﬁ)/ (27)3 205 (270)3 2wp
xS e (n [[a(k)e ™™ + ot (k)™ [a(k)e ™™ + o (k)e™ 7]

n) .(4.5)

Os estados de multi-boson sao dados por se agir repetidamente com o operador de criacao

sobre o estado de vacuo de acordo com

Y = s (k) o), ) = [T el

ST |0) , (4.6)

onde os estados |n) sdo orto-normalizados. Com isto e as relagoes usuais de comutagao

para os operadores de criagao e aniquila¢ao [23] obtemos
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- 1 d3k 1 —BE, —ik T—y ik T—y
iAp(r —y) = 7203) / (27 2 de {[n(k:) + 1] e *@9) (k) e )} . (47)

n

Podemos agora usar o resultado

1 1
_ ke Pbn = — — - , 4.8
Z(ﬁ) Zn:n( )6 exp ﬁwk 1 n(wk) ( )
para encontrar uma expressao para o propagador térmico de Feynman para xqg > 1. Este
é dado por
PAR(@ = Y)lsy, = D7(2,y)
Pk 1 7 7
— = ~ik(y) ik(z—y)
= / @2n)? 91 {[n(wk) + 1] e + n(wy)e™ Y } lhomwy, - (49)
Fazendo o mesmo calculo para yy > xg temos
AR = Y) |yysey = D= (2,y) = D7 (y,2) . (4.10)

Podemos ainda expressar a transformada de Fourier do propagador de Feynman em tem-

peratura finita da seguinte forma,

4 o —
iAp(x —y) = / 'k eFEDiAp (k)

(27)"*
d*k i o
- / (27’(’)4 |:]€2 2 T e + 27m(k;0)5(k2 — m2) elk(xfy) , (411>

onde o segundo termo de (4.11) corresponde aos termos de temperatura finita. Uma das
vantagens encontradas na representagao em tempo real é a possibilidade de se escrever as
fungoes de Green de dois pontos sem ter que fazer uso de um tempo imaginario, o que
exigiria o uso de continuagoes analiticas para voltar ao tempo real. Uma outra vantagem

é que este formalismo pode ser usado como ponto de partida para o estudo da dinamica de
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sistemas fora do equilibrio. Infelizmente, ha alguns problemas com o formalismo de tempo
real. Singularidades provenientes das funcoes ¢ de Dirac sao possiveis nos diagramas
de Feynman com dois ou mais propagadores [25]. Mostramos entao a seguir, como é

estabelecido o formalismo corretamente.

4.2 A Formulacao de Teoria Quantica de Campos a
Tempo Real

Uma solugao para o problema apresentado na secao anterior pode ser obtida para as
muitas formas em que a temperatura é introduzida na teoria através de uma periodicidade
dos campos no tempo complexo. De acordo com as condi¢oes de Kubo-Martin-Schwinger
(KMS) [25], o tempo dos campos vai de um tempo inicial ¢; até um tempo final t = ¢; —i/3.
Podemos fazer uma escolha apropriada de contorno de modo a incluir o eixo de tempo real.
Dos diferentes contornos existentes no plano complexo nem todos constituem escolhas
apropriadas devido a necessidade de se preservar a analiticidade e a convergéncia das
funcoes de Green de dois pontos. Consideremos uma funcao de Green dada pela equacao

(4.3) que pode ser escrita em termos de um contorno no plano temporal complexo como

(T [6(@)d()]),, = D™ (2.9)6(2" =) + D= (2. 9)bey’ — 2°) (4.12)

onde

D> (z,y) = (¢(z)(y))

~

D> (z,y) = (¢(y)¢())

6 )

4.13
. (1.13)
considerando os estados |n) com autovalores E,, podemos calcular (4.13) no ponto & =

Y = 0 como
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D> (2% %) = 3 [(m|g(0)[n)[* B (=" +0) (4.14)

de modo que a convergéncia da soma implica que —3 < I'm(z° —y") < 0 o que requer que
0. (2% — y°) = 0 para Im(2° —y°) > 0. De (4.13) segue que uma propriedade similar para
a convergencia de D<(z°, %) é que 0 < Im(2° — ") < 3, o que requer 0. (y° — 2°) = 0
para Im (z° — y°) < 0, e a condigao final para convergéncia completa das fungoes de Green

é

—B <Im(z" —y°) < 5, (4.15)

para 6. tal que 0.(t) = 0 para Im(t) > 0. Tais condi¢bes implicam que o caminho C' deve
ser tal que um ponto movendo-se ao longo dele tenha um decréscimo monotonico ou parte

imagindaria constante.

Imt
— —>— T Ret
ti-io o < ¥ G
\{C[’ CZ ff'IU
f'—i[g

Figura 4.1: O contorno de Keldysh no plano de tempo complexo.

Entre os possiveis contornos que satisfazem as condi¢oes acima existe o chamado con-
torno de Keldysh conforme mostrado na figura 4.1. Neste contorno C' é dado pela relacao
C=CUC,UCsUCy em que Cy vai do tempo inicial ¢; até o tempo final t;, Cs percorre

o intervalo entre ty e ty —ioc com 0 < 0 < 3, Cy vai de ty —io até t; —io e Cy se encontra
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no intervalo de t; — io até t; — 3. Para o célculo das fungoes de Green é conveniente
tomar t; — —oo e ty — oo. Neste caso, [25] as contribuigoes de C5 e Cy podem ser
desprezadas. Este é o chamado contorno de Schwinger, mostrado na figura 4.2, o qual
passaremos a descrever e utilizar nas nossas deducoes das equagoes de movimento efetivas
determinadas mais adiante. Deste modo, no contorno de Schwinger, podemos determinar
dois tipos diferentes de campos, os quais identificaremos pelos indices + e -, dependendo
de os campos estarem sobre C} ou Cy respectivamente. Logo, para o propagador entre
2% e 3° hd quatro possibilidades dependendo de os campos estarem sobre C; ou Cy. Cor-
respondentemente havera quatro propagadores que serao identificados pelos indices ++,
+-, -+, —
C
/.
—
o reo

Y

Figura 4.2: O contorno de tempo fechado de Schwinger C'. Pontos no seguimento | =
—0 < t < 400 e no seguimento oposto Cy, do contorno denotam os pontos de tempo

discretizados.

O contorno de Schwinger é o contorno no plano complexo do tempo mais simples
que podemos escolher. Ele consiste em fixar um tempo inicial ¢; no passado infinito,
caminhando até o futuro infinito sem fixar nenhuma condigao final e depois voltando ao
passado infinito. Este contorno é portanto também chamado de contorno de trajetéria
temporal fechada. Podemos entao expressar o funcional gerador Z das fungoes de Green

ao longo deste contorno como segue

Z[Jy, J] = /D¢+D¢_eifd4l‘{[£[¢+}+J+¢+]—[E[¢>f]+Jf¢f}} 7 (4.16)

onde JT e J~ sdo as fontes para as partes C; e Cy do contorno temporal, respectivamente.

—

Levando-se em conta a periodicidade KMS do campo escalar, ¢(Z,t) = ¢(Z, t—if3), pode-se



50

calcular as integrais de trajetéria sobre as formas quadraticas obtendo-se como resultado
final a fungao de particao em tempo real, generalizada para levar em conta o contorno de

trajetéria temporal fechada no plano complexo,
7 [‘Lr? ,]7] — eifd4z |:Lint<%5‘7_f(z))7Lint (*%5‘1_6@))] 67%fd4xd4m’JaAab(zfx’)Jb(x’) : (417>

com a, b=+, -. Os propagadores A% que entram na integral ao longo do contorno na

equagao (4.17) sao dados por

INT (z —a') = (T} [o(x)o(2)])

iIAT(z —2) = (T_ [p(2)0(a"))]

AT (z —a) = (p(x)d(2)) ,

iAo = ') = (9(a)o()) | (4.18)
onde 7% e T_ indicam operadores de ordenagao temporal cronoldgico e anti-cronolégico.
iATT(x — 2') é o propagador fisico causal (ou de Feynman) usual da teoria quantica de

campos. Os outros trés propagadores surgem como consequéncia do contorno de tempo

fechado. Os propagadores na equacao (4.18) podem ser expressos em termos das quanti-

dades D> (z,2') e D7 (x,2’) como

At (x —2') = D7 (z,2)0(t —t') + D7 (z,2")0(t — t') ,

A " (z—2") = D7 (x,2")0(t' —t) + D~ (x,2")0(t' — t) ,

AT (x —2') = DS (z,2)

A~ (x—2a')= D> (x,2) . (4.19)
O formalismo de Schwinger em tempo real pode ser 1til para tratar de diversos problemas
que envolvam a teoria quantica de campos em temperatura finita inclusive aplicagoes a

cosmologia. Na préxima secao veremos como utiliza-lo para derivar equagoes dinamicas

para campos escalares fora do equilibrio.
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4.3 Modelo de Campos e as correspondentes Equacgoes
Efetivas de Movimento

Por simplicidade, adotaremos em nosso estudo o seguinte modelo descrito pela densidade

de Lagrangiana para os campos escalares ¢, x e o:

1 1 1 1
L= 5(0u0)° = 5me’d* + 5 (00" — 5mix* — gox®
1 1
+ 3 (0,0)° — §m0202 — hyo? (4.20)

onde g é o acoplamento trilinear entre os campos ¢ e x e h é o acoplamento entre o campo
x e 0. Neste caso ¢ é um campo escalar real oscilante, ao final de inflacao. ¢ pode decair
em um par de particulas y através do termo de interacio géx? e x por sua vez pode
decair em par de particulas o. Desejamos encontrar a acao efetiva bem como a equacao
de movimento efetiva para os campos ¢ e y. Estudaremos aqui basicamente o processo de
ressonancia paramétrica para o campo x e como as diferentes correcoes quanticas oriundas
tanto devido ao acoplamento de ¢ com Y e x com ¢ afetam o fendomeno de ressonancia.
Para isto, fazemos uso do contorno de Schwinger conforme visto na tltima secao. Com

isto temos que, no presente modelo, o funcional gerador é dado por

Z[1,0%,07] = /ng/Dx/Da exp {z/o:o dt/d% [L161, xo 0] + T264 + Pxs + J704]
i /_°° dt/d% [Llo- X o]+ TPh- + X+ Jfa_}}
= exp {iW, [J2, 7Y, J7|} (4.21)

onde J?, JX J° representam fontes externas para os campos escalares, no caminho C' de

tempo fechado, conforme mostrado na figura 4.2. Desta forma, o funcional gerador pode

ser escrito da forma simplificada

gWel 72 7%07] /D¢/DX/DaeiSC[‘z”X’”’J¢’JX’JU] (4.22)
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onde o indice ¢ indica integracoes sobre o contorno de caminho fechado C' e a agao classica

S é dada por

S (600, 0% 0%, 07] = [d'e [£4+ J(@)o(a) + P ()x(@) + 7 (@)o(@)] . (4.28)

Nesta formulagdo os campos escalares ¢, x e o sdo periddicos, por exemplo, ¢(t,T) =
¢(t — if8,Z), com o mesmo para os campos X e o, onde (3 é o inverso da temperatura,

B =1/T. A acao efetiva, por sua vez, é definida pelo funcional gerador conectado como

6] = W,[J%, JX, J°] — / d'zJ?(2)p(z) , (4.24)

onde ¢(z) = 6W.[J?, JX, J°]/6J%(z). Em termos das componentes em torno dos intervalos

positivos e negativos temos

Doy, 0] = WL I ] = [ dt [ @t @), (@) - 12()o- (@) (4.25)

com ¢y (x) = OWI[JL, J?,..]/86J%(x) e ¢_(x) = —0WI[JL,J?,..]/8J°(x). Por sua vez, as
componentes do propagador dos campos escalares na caminho de Schwinger sao definidos

por (com expressoes se aplicando para qualquer dos campos escalares)

RUL I (G++(k) G+(k>) (4.26)

Az —2') =
( ) /(27r)4 G—(k) G—(k)

onde

o
k2 —m?2 +ie
—1
G (k)= 5——F—— 2i7rnB(wk)5(k2 — m2)

k%2 —m?2 — e

G++(k> _

— 2imnp(we)d(k* — m?)

Gt (k) = —2im[0(—ko) + np(k)]6(k* — m?)

G (k) = —2ir[0(ko) + np(k))5(k* — m?) (4.27)
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comng =1/ (eﬂ“’k — 1) e wp = VK2 + m?2.

A expansao em loops perturbativos da acao efetiva pode ser obtida por transformar
¢ — ¢q onde ¢, é o campo de configuragao que extremiza a agao classica S[p, J| e ¢’
é uma pequena perturbacao em torno de ¢,. Para a ordem de dois loops, T'[¢y, ¢ ] é

constituida por meio dos graficos de Feynman como mostrados na figura 4.3.

Figura 4.3: Diagrama de Feynman de ordem mais baixa contribuindo para a agao efetiva do

campo ¢. As linhas pontilhadas referem-se ao propagador do campo Y.

Usando as expressoes para os propagadores, Eqs. (4.19) e (4.27), a contribuigao do

diagrama mostrado na Fig. 4.3 para a acao do campo ¢ ¢é dada por:

AT[6e, 6] = ig* [ dd's' (6, ()G (@ — )64 (2') — o ()G (x — ') (2)
— G (@) (26 (a) + - (2)Gy (@ — Yo (&) | (4.28)

e a agao efetiva para o campo ¢, em ordem mais baixa na expansao em loops para as

correcoes advindas do campo Y, se torna entao,

Dlor 0] = [de [5(00.) = (00,2 — 5md(62 — 62)| +ATl,,0] . (429

A agao efetiva (4.29) fica numa forma mais transparente e de facil interpretagao se ao
invés de se usarmos as vériaveis de campo ¢ e ¢_, usarmos as variaveis ¢, = (¢ +¢p_)/2
e oA = ¢+ — ¢_ e, no final, tomamos ¢pp — 0 de modo ue ¢, e ¢_ passem a coincidir.

oA € considerado na literatura um campo de resposta, pois os termos em ¢a podem
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ser associados com termos estocésticos (associados a instabilidades do sistema) como
mostraremos abaixo. O campo ¢. é associado ao campo fisico [26]. Usando as novas

varidveis ¢. e ¢a, a agao efetiva para o campo ¢, Eq. (4.29), pode ser reescrita da forma

Dgedal = [dooa(@)(@+m?)s, - [dad'a'Cylx —a')0(t = #)os(2)6.(x)

+ ;/d4xd4a:’DX(x — 2 )oa(z)pa(z’) , (4.30)

onde
Cylr —2') = 4¢°Im [G;(H'(x - :L‘/)Q} : (4.31)
D,(x —2') = 2¢°Re [G;Jr(x — x')Z] . (4.32)

O termo de valor complexo na agao efetiva, dado pelo ultimo termo em (4.30), revela a
natureza dissipativa do sistema. Desta forma nao ha como encontrar nenhuma equacao
de movimento efetiva por apenas deriva-la com respeito a variavel de campo, pois es-
tamos tratando com um campo escalar real e sua equagao deve ter igualmente de valor
real. A solugdo para problemas desta ordem foi proposta por Morikawa [27], na qual é
introduzido um campo auxiliar £(x), de propriedades estocasticas, como mostrado abaixo.

Para escrever a agao efetiva (4.30) numa forma real, usamos a indentidade funcional,

6—%fd4rd4m'¢A(m)DX(x—z’)qSA(r/) _ /D§<x>€—%fd4zd4m/§(z)D;1(r—x')§+ifd4x§(r)q5A(a:) ) (433)

Usando a Eq. (4.33), podemos entao reescrever a agao (4.30) da forma

exp (iT[¢e; 9a) = [ DEPIE]exp {iTesy[600, €]} (434)

onde
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Pepsldes 0, = Rel[6e, 6] + [ d*z(@)oa(a) (4.35)

e P[] é uma distribuicdo estatistica funcional para &£(z), que é uma gaussiana,

P[S] _ Ne—%fd4zd4m/£(z)D;1(:c—a:’)&(z’) (436)

Y

e que possue dispersao dada pela parte imaginaria da acao efetiva

(£(x)(a)) = Dy(z — '), (4.37)

e possue média nula,

{€(x)) =0 (4.38)

A equacao de movimento para o campo ¢. é obtida ao aplicar o principio variacional

4 acgao efetiva, definido por [26]

5Feff [¢cv ¢A7 5]

55 \%:0 =0, (4.39)
tal que, das Eqgs. (4.30) e (4.35), obtemos que
(O+m2) 6u(a) + /_t At [ O\ — )oule!) = £(a) (4.40)

onde o segundo termo no lado esquerdo em (4.40) pode ser mostrado carregar a natureza
dissipativa do sistema e o termo C)(z — 2’) é chamado de kernel de meméria e é tem-
poralmente nao-local. Nesta equagao &(z) é considerado como um ruido gaussiano de
propriedades como dadas anteriormente pelas Eqs. (4.37) e (4.38).

Da mesma forma, seguindo o mesmo procedimento adotado para determinar a Eq.
(4.40), podemos determinar a equagao de movimento efetiva para o campo x como sendo

dada por
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(D +m? + ggbc) Xe(T) + /_too dt’ / 7' Cy(x — ') x(2") = n(z) , (4.41)

onde C,(z — ') = 4h*Im |G (x — 2')?] e n(x) é um outro termo de ruido gaussiano
de propriedades semelhantes as de £(x) dadas anteriormente, (n(z)n(z’)) = Dy(z — ') e
média nula, (n(z)) =0, com D,(z — 2') = 2h*Re [GFT(z — 2')?].

Diferentes aproximagoes podem ser aplicadas as equagoes de movimento efetivas (4.40)
e (4.41), em especial aproximagoes locais para kernels nao-locais (dissipativos) podem
ser uteis dependendo da aplicacao especifica. Aplicagoes recentes podem ser vistas por
exemplo [11, 13, 21]. Adotaremos o procedimento mais simples, para o caso da Eq. (4.41),
de reescreve-la numa forma fenomenoldgica e local, que inclui explicitamente um termo

descrevendo o decaimento de y em o,

(O +m2 + go) xe() + Toxela) = (), (1.42)

onde I'y é o termo de largura de decaimento de y — 20, definido por [13, 21, 28]

h2 4m§ 1/2
FX - 87rmx (1 - mi ) [1 + 2nB(mx/2)] Q(mx - Qma) . (4.43)

Na préximo capitulo passamos a discutir as solugoes para as Eqs. (4.40) e (4.41) o uso
e implicacoes dos termos de dissipacao e flutuacao para o problema de pré-aquecimento,

ou ressonancia parameétrica.



Capitulo 5

Solucoes das Equacoes de Movimento
e Ressonancia Parameétrica no Modelo
de Campos com Acoplamentos

Trilineares

5.1 Solucao para a Equacao de Movimento para o
Campo de Inflaton

Podemos encontrar solucoes para as equagoes para as equagoes de movimento tanto para
o campo de inflaton ¢ quanto para as flutuagdes x. Para isso, iremos nos concentrar no
caso linear onde as equagoes de movimento sao dadas por (4.40) e (4.41).

Neste regime, é conveniente reescrever a equagao (4.40) no espaco do nimero de onda.

Definindo as transformadas de Fourier espacial do campo ¢ e do termo estocastico & como

or(t) = /d%gb(f, t)e_“;f,
u(t) = / Bt (T, )e ™ (5.1)

o7
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e para o kernel de dissipacao,

Coult — ) /d%c ek (5.2)

nds encontramos

Bult) + (2 + m2)on(t) + [ dUCalt — )onlt) = (1) (53)

onde C, ,(t—t') é uma funcao real, ja que pode ser mostrado, das relacoes dadas anterior-
mente para os propagadores no plano de tempo complexo, que C’; =) =C\ ik (t—1).
Aqui, o termo de ruido no espaco de Fourier, & (), é uma varidvel aleatéria Gaussiana

com a dispersao

(g () = [ deD\ (@t = )e 2m) 6 (F — B) = Dyslt = )28k ) (5.4)

Desta forma cada modo de Fourier é desacoplado um do outro no regime linear, mesmo
na presenca do termo de ruido.
A equagao (5.3) pode ser resolvida em termos da transformada de Fourier com respeito

ao tempo, ao definir:

&mz/ﬁ&mWH (5.5)

R

Dyp(w) = / dPaD, i (t)et | (5.6)

Notamos que éx,k(w) ¢ imagindrio puro como pode ser visto que C, x(t) satisfaz a relacao

Cyi(t) = —C\ k(—1), ou seja, o termo de kernel de dissipacao é anti-simétrico no tempo



99

e portanto tem transformada de Fourier no tempo que é puramente imaginaria. Usando

a formula

> i(w—w)rT _ o
/0 dre sz — mo(w —w'), (5.7)
nos encontramos
2 2 24 7 dw' I N T 1~ - z
(—w” + k" +my)du(w) + / ngsz,k(w )o(w) + 7O KO(w) = (W) (5.8)

Definindo as quantidades

dw'’ 1 =
Mlg = mi + kQ +/§Pmlcx7k(w/> s
. Oy
MNw) = 2722; , (5.9)

obtemos deste modo, que ¢y (t) pode ser escrito da forma,

dt

- _ — — : 5.10
21 w? — ME + iwl g (w) —o0 2m w? — ME + iwlg(w) (5.10)

or(t) =

Cfde Ew)e [ Elw)e -

Se I'x(w) satisfaz 0 < T'y(w) < My, e a parte de M), dependente de w for desprezivel, a

Eq. (5.10) tem um pélo em w = +M;, — il (M,,)/2 e pode ser resolvido como

1 1T /
or(t) = M/dt’e2r’“(M’“)(tt)sin My (t — &) . (5.11)

Considerando apenas os modos com k = 0, o que corresponde ao campo de inflaton sendo
homogéneo no espago, ¢ = ¢(t), e adicionando dois modos homogéneos indepedentes,
uma solugao geral com uma condigao inicial arbitraria de amplitude ¢x(t;) e velocidade

qﬁk(tz) em algum tempo inicial t = t;,;.01, ¢ dada por
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gbo (t) = ¢0(ti)6_%f0(M0)(t_ti) CcOS M()(t — tz)

+ ¢?\(f) ¢ 2101 i My (t — t,)
0
1 ~ ’
+ M. /dt’e‘éFO(MO)(t—t)sin My(t — t/>§0(t,) ) (5.12)
0

a qual é obtido por virtude da suposicao de que fo(Mo) < My >~ my, a qual deve ser
véalida para acoplamentos perturbativos (lembrando que T depende quadraticamente do
acoplamento g). Na Eq. (5.12) vemos que To(My) = Ty é a prépria largura de decaimento
do campo ¢, para o canal de decaimento ¢ — 2y, definido de forma andloga a Eq. (4.43),

por [13, 21, 28]

2 m2\ /2
fg(Mo) = F¢ = g (1 — i 2X> [1 + 27”LB<TTL¢/2)] 6(m¢, — QmX) . (513)

8T my
Entao usando (5.4) e (5.6), o valor esperado da amplitude quadrada absoluta em um

tempo t < t; + fa '(M,) torna-se, para o caso do campo de inflaton homogéneo,

(bo(8)?) = 21\14)3)%(?(4?\;@ 1+ F%’) sin 2Mpt | (5.14)

O segundo termo no parénteses em (5.14) se anula sempre que tomamos a média so-
bre um periodo de oscilagdo. As equagoes (5.12) e (5.14) indicam que cada modo nao
decai completamente mas que sua amplitude aproxima-se de um valor de equlibrio deter-
minada pela taxa do espectro de poténcias do ruido para fo(Mg) com escala temporal
Ty (My) = —2iM,/C,,(My). Para determinarmos estas quantidades, devemos calcular as
transformadas de Fourier do kernel de memoria C|, e a correlacao do ruido &, D, explici-
tamente usando as expressoes dadas acima. Estudaremos agora como podemos encontrar

uma solucao para a equagao de movimento das flutuagoes Y.
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5.2 Equacgao de Movimento para o Campo x(z)

Mostraremos aqui como podemos obter uma solucao para a equagao de evolugao do campo
x. Para isso, nao poderemos usar o mesmo método que usamos para o campo de inflaton
pois agora estamos tratando de um caso onde a frequéncia de oscilacoes nao é mais
constante, mas varia no tempo, como visto na Eq. (4.42), devido a dependéncia desta
com o campo de inflaton ¢.. A Eq. (4.42) é semelhante a uma equagao do tipo Mathieu
com termo de amortecimento I' e de flutuacao estocastica n. A analise desta equacao,
supondo o efeito to termo estocastico desprezivel, é possivel de se fazer analiticamente
e serd mostrado abaixo. A andlise do efeito do termo de flutuagdo na equacao 4.42 é
muito mais dificil e aqui s6 o estudaremos numéricamente. Para obtermos uma solucao
analitica para a Eq. (4.42), vamos adotar também a dependéncia temporal do campo
de inflaton que pode ser colocada simplesmente numa forma oscilatéria, ou seja: da
soluc@o obtida na segao anterior, Eq. (5.12), tomaremos simplesmente a aproximagao que
¢c(t) ~ D sin(myt), com aplitude ®(¢).

Consideraremos o caso de ressonancia paramétrica estreita, isto é, quando ®(t) <
me, 0 que nos permite tratar o caso por meio da analise perturbativa. Neste regime, a
ressonancia é mais acentuada na primeira banda. As bandas de ressonancia para o modelo
estudado com acoplamento de ¢ com x de forma trilinear, sao mostradas na Fig. 5.1.

Podemos expandir o campo y em termos dos operadores de criagao e aniquilagao como
em (3.18). Porém, como o operador hamiltoniano nao pode ser diagonalizado por meio
dos operadores de criacao e de aniquilagao na presenca de interagoes, fazemos uso das
transformacoes de Bogolyubov que nos dao a transicao dos operadores de criagao e de
aniquilacdo de campo livre para o de operadores dependentes do tempo (preservando as
relagdes de comutagao). Assim, o hamiltoniano pode ser diagonalizado. As transformagoes

de Bogolyubov sao definidas da forma

b(t) = o(t) a + 5*(t) a'
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Figura 5.1: Bandas de instabilidade (dreas escuras) para os modos yj como funcao de k% e

g%, no caso de acoplamento trilinear.
bi(t) = B(t)a+a(t)al, (5.15)

e a(t) e B(t) podem ser escritos como

(t) eif&lkdt ( o )
a(t) = ——— (D x_ +1x_) ,
2Qk EX X

ot [ Qwat

3(8) = o (- —ix-) (5.16)

2 _ 2 2 . 2 2 . o~ . . . . ~
onde Q} = wj; + 2g¢., com wj; = k* +m7 e as condigoes iniciais para a e 3 sao dadas por

la(0)[=1, B(0)=0. (5.17)

Entao, a forma da solugao para o campo x pode ser escrita como

X- = \/217/%: [X cos(wit) — Y sin(wyt)] (5.18)
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onde XY sao fungoes complexas variando lentamente com relagao ao tempo. De (5.16) e

(3.18) as condigbes iniciais para y tornam-se

IX-(0) = wix_(0),  [x_(0)] = ﬁ% (5.19)

o que nos fornece como valores iniciais para X e Y

X(0)=¢"  Y(0)=ie?, (5.20)

onde 0 é uma fase pouco importante (ja que estaremos interessados em ver o mddulo
envolvendo as quantidades X e Y') que pode ser tomada como zero. As solugbes para X

e Y sdo obtidas como sendo

ot 1o,
2 2 ¢
140, 124
v e Sl (5.21)

onde p1 = my WEPZ - A% e A = w? — mi/él. Onde podemos notar que para que haja
ressonancia é necessario que tenhamos wy ~ my/2,Com isto, podemos obter o quadrado
das amplitudes de y_ e xy_ na forma

~Tyt
|2 = 62 [cosh(2ut) — sinh(2ut) sin(2wyt)] ,
Wk

.
2= €2w w2[cosh(2ut) + sinh(2ut) sin(2wit)] . (5.22)
k

Com estes resultados, nés podemos determinar a evolucao da densidade de energia das

particulas y como modo k. Temos que

. d
pr = dt( IX-I* + Q\x |)
1d(92) 2 2 2 2

~ 99 & k
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onde usamos a Eq. (5.22) na segunda linha, e na terceira linha tomamos a média sobre um
periodo de oscilacao do campo de inflaton ¢. O primeiro termo corresponde a producao
ressonante usual devido ao decaimento do campo de inflaton, enquanto que o segundo
termo nos mostra o decréscimo de energia devido ao decaimento de particulas y. Podemos
notar que a densidade de energia das particulas x com modo k é reduzida por um fator
e Tx. Se somarmos sobre todos os k, obteremos a densidade de energia total da producao

ressonante das particulas y:

WK g, LAER)

. 2
Px 22 RS x|
Hm? 4q> P2 msl \>  myl mgly \ 2
) g - ol x ol x oL x
~ 1— — 11— —= 5.24
3272 P Hm} S ( 29P ) 2gP ( 29D ) (5:24)

onde na segunda linha, nés levamos em conta que a largura da banda de ressonancia

2
diminui devido a dissipagao: A = g® — gPy/1 — (WZ)}%) . Se Ty < g®/my(~ p), a taxa

de produgao torna-se aproximadamente

. H my\?1 4g% D2 2myl
~ (Do) U | 5.25
Px= o < 2 ) 4 P [ng; 29 (5:25)

Da expressao (5.25), nds podemos ver que a produgao ressonante de particulas x é reduzida
devido aos efeitos dissipativos, o que reduz a taxa de decaimento ressonante do campo
de inflaton ¢. H nas equacoes acima ¢é a constante de Hubble e surge ao se fazer uso da
aproximacao do deslocamento para o vermelho ("redshift”) dos nimeros de onda k [4]
wi(t) oc k o< a™t(t).

Como vimos, derivamos uma solucao analitica para a equacao de movimento efe-
tiva para o campo x considerando apenas o caso onde nao ha a presenca de flutuagoes.
Solugoes para o caso com flutuagao sao um tanto mais difieis o que nao encontra-se den-
tro dos objetivos desta dissertacao. No entanto, temos uma forte razao para acreditar
que a existéncia de termos estocdsticos nas equacoes de movimento nao afetam de forma

qualitativa as solugoes de equagoes do tipo Mathieu conforme pode ser visto em [29].
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5.3 Ressonancia para caso das Equacoes de Movi-
mento Classicas e Efetivas: Resultados Numéricos

No6s comecamos a mostrar os resultados inicialmente para o caso das equacoes classicas
de movimento. Nosso objetivo aqui é primeiramente mostrar a ressonancia paramétrica
para o caso das equagoes de movimento cldssicas e depois verificar o efeito de dissipagao
e flutuacao no caso das equacoes efetivas de movimento. Tomemos para isso, inicial-
mente, o modelo de campos descrito pela densidade de lagrangiana, diferente que o mod-
elo de acoplamentos trilineares estudado nas segoes anteriores, mas com acoplamentos

quadraticos entre os campos.

1 o 1 2
L = 5 (au¢) - §m¢2¢2 + 5 (auX) - §mx2X2 - ?¢2X2

1 2 1,5, a®,,

+ 5 (Ou0) 5o 0 S X0 (5.26)
cujas equagoes de movimento cléssicas sao dadas por:

O+ m3 + A ()| é(x) =0, (5.27)
[D +m} + N (z) + 04202(x)} x(z)=0, (5.28)
{D +m2 + a2x2(x)} o(x)=0, (5.29)

Nos voltaremos ao estudo do modelo de acoplamentos trilineares mais abaixo.

Para resolvermos o conjunto de equagoes (5.27), (5.28) e (5.29), fazemos uso do pro-
grama LATTICEEASY, descrito e disponivel em [30]. Nesse caso as Egs. (5.27), (5.28)
e (5.29) sao resolvidas discretizando o espago e as equagoes sao resolvidas numa rede.

Seguindo o procedimento descrito em [30], colocamos inicialmente o conjunto de equagoes
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em unidades adimensionais, apropriadas para o programa. Para tanto definimos as quan-

tidades adimensionais,

¢ = ¢/ ¢o
X = X/o
o =0/do
T =1my
X = megX ,
onde normalizamos todos os campos pelo valor inicial do campo ¢(t;) = ¢o.

unidades as Eqgs. (5.27), (5.28) e (5.29) se tornam:

2
la” - V% + % + @’y (x, 7')] (%, 7)=0,

. - 27 — 2 2 2
onde definimos ¢” = 87‘5, ete, V2= 2, + 8%2 +%5e

2

s 2P
A=A
é

2 2%
é

Os parametros que escolhemos sao:

(5.30)

Nessas

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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Mgy = 1075 Mp,

m, = 10" Mp,

My = 1078 Mp,

A=10"*

a=10"3

P = 0.193Mp, , (5.35)

0s quais sao para parametros tipicos de modelos adotados nos estudos sobre inflacao e
estudo de pré-aquecimento [4, 5]. Note que as massas dos campos definidas em (5.35)
estao em unidades da massa de Planck e ¢y ¢ tomado como sendo o valor do campo ¢
logo apés a fase inflaciondria [4, 5, 30]. A velocidade iniciail para ¢, éo, ¢é tomada igual
a zero enquanto que as condigoes inicias para os demais campos (x, o e suas derivadas
temeporais) sdo geradas automaticamente na rede de acordo com o algoritmo descrito em
[30].

Os resultados numéricos para a evolucao dos campos sao mostrados nas Figs. 5.2, 5.3
e 5.4, para o valor médio na rede dos campos ¢, x e o, respectivamente.

Nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4, o valor médio na rede dos campos ¢, x e o, sao definidos da

forma (e analogamente para o valor médio dos campos x e 0):

O = 55 > k), (5.36)

1,5,k=1

onde N ¢é o numero de pontos da rede. Para todas as simulacoes aqui mostradas,
utilizando-se o programa LATTICEEASY, fizemos uso dos seguintes parametros de rede:
rede cubica de N = 32 pontos, tamanho de rede L = 16 e passo no tempo A7 = 0.01 (em
unidades adimensionais).

Na figura 5.5, mostramos as densidades ntimero de particulas produzidas por res-
sonancia paramétrica para os campos, as quais também sao obtidas diretamente pelo

programa LATTICEEASY e definida de acordo com a férmula
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nit) = [ (;’;nk(w , (5.37)

onde ng(t), é dada pela Eq. (3.28), calculada para cada campo (i = ¢, x,0).

Na figura 5.5 fica claro a producao de particulas por ressonancia paramétrica. Com-
parando com a evolugao dos campos mostradas nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4, observamos que
o maximo de particulas produzidas coincidem com a méxima variacao de cada campo.
Ao final da dinamica o campo ¢ relaxa para um valor préximo de zero, enquanto que
os campos Y e o relaxam para uma amplitude ~ 0.01¢y. As densidades nimero de
particulas geradas por ressonancia paramétrica para os campos se equilibram num tempo
aproximado de teq ~ 800m(;1, os quais devem assumir ao final da equilibragao um espec-
tro térmico cldssico (espectro de Boltzmann, devido todas as evolugdes estudadas serem
classicas) [31].

A seguir consideramos o caso da inclusao de acoplamentos trilineares na densidade de

lagrangiana Eq. (5.26) e passamos a estudar o caso do modelo descrito da forma:

L = }(3 ¢)2—}m 2¢2+1(3 X)Q—lm 2X2—g¢xz—f)\2¢2><2
g Tk 2 ¢ g K 9 X 2
1 2 1 5, 2 o’ 2 2
+ 5(8#0) — 5Mme 0 — hxo — 5 X, (5.38)

onde as mesmas parametrizacoes adotadas anteriormente se aplicam, exceto que as novas
constantes de acoplamento (de dimensdo de massa) g e h, sejam escritas da forma g = gmy

eh= 7Lm¢. Os parametros que agora escolhemos sao

mg = 107 Mp,
m, = 10" Mp,
my = 1075 Mp,
Gg=10""
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A2 — 93/2
a® = 1005
o = 0.193Mp, . (5.39)

Com essa escolha de parametros, temos que os termos dominantes sao exatamente os
dos acoplamentos trilineares, e portanto, ainda esperamos que os resultados derivados na
secao anterior, em especial os resultados (4.42), (5.12) e (5.25) permanegam validos e que
utilizaremos adiante.

Os resultados da evolucao na rede obtidos para o caso do modelo descrito pela den-
sidade de lagrangiana (5.38), sem ainda levar em considera¢do os termos referentes ao
decaimento/dissipagao dos campos e correspondente termos de ruido estocasticos, como
derivados na se¢oes anterios, estao mostrados nas figuras 5.6, 5.7 e 5.8, para o a evolucao
dos campos e na figura 5.9 para as densidades ntmeros de particulas produzidas por
ressonancia paramétrica.

Comparando os resultados 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 com os anteriores, onde somente acopla-
mentos quadraticos foram considerados, vemos que ha uma grande diferenca tanto qual-
itativa quanto quantitativa. Ha um nimero maior de particulas produzidas e os campos
e distribuicoes de particulas produzidas levam um tempo muito maior para atingir um
estado estaciondrio (teq ~ 10000771(;1 comparado com teq ~ 800771;1 no caso anterior).

Vejamos agora os efeito de dissipacao e ruido estocastico na dinamica. Neste caso, as
equacoes de movimento que utilizamos, consistente com os resultados anteriores obtidos

no contexto da teoria quantica de campos, Eqs. (4.42) e (5.12), sao, para o campo ¢:

|0+ m3 + Xx%(@)] 6(2) + 9x* (@) + Ty = & , (5.40)

onde o coeficiente do termo de dissipagao, I',, é dado pela Eq. (5.13) e o termo de ruido
&4 ¢ escolhido de tal forma a satisfazer as condigoes de ter média nula e ser Gaussiano

com fungao de dois pontos satisfazendo o teorema de flutuagao e dissipagao [11, 26]:
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(€o(2)8s(a")) = 2TT40° (x — x)d(t — t') . (5.41)

Note que embora a expressao acima do teorema flutuacao-dissipacao seja uma expressao
de equilibrio na temperatura 7', aqui tomamos o ponto de vista que a dinamica do sistema,
muito embora seja fora do equilibrio térmico, possa ainda ser considerada localmente de
equilibrio, com uma temperatura 7" aproximadamente aquela da energia do sistema, de
acordo com o teorema de equiparticao de energia, e escolhida de tal modo a ser aproxi-
madamente my, a qual caracteriza em magnitude a temperatura usual de reaquecimento

do sistema de campos apods termalizacao. Na rede o termo de ruido ¢ definido da forma:

| 21T
é-i,m - F&Gz’m y (542)

onde Az = L/N é o espacamento da rede, At o passo no tempo, i e m sao indices
espaciais e temporais e G ,, € obtido de uma Gaussiana de variancia unitaria e de média
zero (gerada pelo cddigo numérico gasdev do Numerical Recepies [32]).

Do mesmo modo, para a equagao para o campo Y, de acordo com a Eq. (4.42),

€sCcrevenos,

(O +m2 + g(x) + N¢*(2) + a’0”(2)] x(x) + ho(x) + Tyk = &, (5.43)

onde I'y, é dada por (4.43) e o termo de ruido &, é escolhido de forma andloga a expressao

(5.41). Finalmente, para a equagao para ¢, tomamos simplesmente

{D +m2 + hx(x) + a2x2(m)} o(x)=0, (5.44)

sem termos de dissipacao ou ruido, uma vez que nao consideramos a possibilidade de
decaimento de o (o produto de decaimento final é constituido pelas particulas o). Os
resultados para o caso do uso das Eqgs. (5.40), (5.43) e (5.44), estdo mostrados nas

figuras 5.10, 5.11 e 5.12, para a a evolucao dos campos e na figura 5.13 para a densidade
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niumeros de particulas produzidas por ressonancia paramétrica para cada campo. Vemos
por estes resultados que o maior efeito da inclusao dos efeitos de decaimento e ruido
estocastico é o de aumentar o tempo de equilibracao das particulas produzidas. Dado que
pelos parametros utilizados os termos de decaimento sao de magnitude muito pequenas,
Ly ~ 107%my e T’y ~ 107'%ny,, igualmente os termos estocdsticos também sao muito
pequenos comparados com as flutuacoes tipicas para os campos que sao da ordem da massa
dos campos. Por essa mesma razao, o efeito predito pela Eq. (5.25), de diminuigao da taxa
de producao de particulas devido ao efeito de decaimento dos campos, é extremamente
reduzido. Uma solugao para verificar de fato tal diminuicao da taxa de producao de
particulas por ressonancia paramétrica seria de aumentar os valores dos acoplamentos
trilineares g e h. Entretanto verificamos com isso que os resultados numéricos ficam
extremamente instaveis, requerendo um cuidado muito maior na selecao do tamanho da
rede e espagamentos espacial e temporal, com um aumento significativo do tempo de CPU
necessarios para um estudo mais detalhado. Para os parametros de rede e simulagao que
aqui utilizamos, o tempo de CPU necessario foi de aproximadamente 20 horas para cada
simulacao do tipo Langevin, num PC com processador Pentium 4 de 3 GHZ e 1 Gb de

memoria.
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Figura 5.2: A evolugao do valor médio na rede para o campo ¢ (em unidades de ¢,) como

funcao de 7 = my t.
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Figura 5.3: A evolugao do valor médio na rede para o campo x (em unidades de ¢y) como

funcao de 7 = my t.
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Figura 5.4: A evolugao do valor médio na rede para o campo o (em unidades de ¢y) como

funcao de 7 = my t.
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Figura 5.5: Densidade ntiimero de particulas produzidas para os campos (curvas de cima

para baixo) ¢, x e o como funcdo de 7 = m,, t.
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Figura 5.6: A evolucao do valor médio na rede para o campo ¢ (em unidades de ¢g) como

fungao de 7 = my t no modelo de acoplamento trilineares e quadraticos.
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Figura 5.7: A evolugao do valor médio na rede para o campo x (em unidades de ¢g) como

funcao de 7 = m, ¢t no modelo de acoplamento trilineares e quadraticos.



valor medio do campo : o
0.06
0.04

0.02 -

1)

2000 4000 6000 8000 1
_002 !

-0.04 ¢

—-0.06 ¢

=)

"

Figura 5.8: A evolugao do valor médio na rede para o campo ¢ (em unidades de ¢,) como

fungao de 7 = my t no modelo de acoplamento trilineares e quadraticos.
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Figura 5.9: Densidade ntimero de particulas produzidas para os campos (curvas de cima

para baixo) ¢, x e o, como fungdo de 7 = m, ¢, no modelo de acoplamento trilineares e

quadraticos.
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Figura 5.10: A evolugao do valor médio na rede para o campo ¢ (em unidades de ¢g) como

funcao de 7 = my t no caso das equacoes efetivas de movimento.
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Figura 5.11: A evolugao do valor médio na rede para o campo y (em unidades de ¢g) como

fungao de 7 = my t no caso das equacoes efetivas de movimento.
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Figura 5.12: A evolugao do valor médio na rede para o campo o (em unidades de ¢g) como

funcao de 7 = m, t no caso das equacoes efetivas de movimento.
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Figura 5.13: Densidade ntimero de particulas produzidas para os campos ¢, x e o (curvas
de cima para baixo) para o caso do uso das equagoes de movimento efetivas (linhas pretas)

e sem os termos de dissipagao e ruido (linhas cinzas).



Capitulo 6

Conclusoes e Discussoes Finais

O estudo da dinamica de campos tem sido um assunto de grande interesse recente devido
as diferentes aplicagoes possiveis, desde o contexto de problemas em matéria condensada
até em cosmologia. Em particular, no contexto da cosmologia, o estudo da dinamica de
campos tem um papel importante no estudo de inflagao, producao de particulas e geracao
de densidade de perturbacoes.

Nesta dissertagao investigamos a dinamica associada de trés campos escalares reais
em interacao. Comecamos por deduzir as equacoes de movimento efetivas para esses
campos escalares acoplados onde, trabalhando em ordem mais baixa em teoria de per-
turbacao, no formalismo de tempo real, mostramos que a dinamica associada ¢ dissipativa
e estocastica. Dissipacao e consequente producao de entropia aqui estudados estao dire-
tamente relacionados ao processo cinematico de decaimento desses campos em particulas
mais leves.

Estudamos entao, no Cap. 5 o papel da dinamica efetiva desses campos escalares tanto
analiticamente como numericamente, para o caso da producao ressonante de particulas
ap0s inflacao, fazendo uso do método explicado no Cap. 4. Neste trabalho nao consid-
eramos o efeito de expansao da métrica, dado que apéds inflacao esse efeito é considerado
dar uma contribui¢do pequena [4]. Nossos resultados mostram que os termos de dis-

sipacao e flutuacao podem gerar efeitos importantes na dinamica de producao ressonante
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de particulas, devido ao amortecimento das oscilacoes dos campos e consequente reducao
na taxa de producao de particulas. Dos resultados numéricos obtidos, entretanto, esses
efeitos foram pequenos, devido ao valor pequeno das diversas constantes de acoplamento
adotadas, de tal modo a manter a simulacao numérica estavel tempo suficiente para se
observar os efeitos de ressonancia paramétrica.

Notemos que nos restringimos tao somente ao caso de dissipagao como advindo do
decaimento dos campos através dos termos de acoplamento trilineares. Entretanto é
mostrado em outras referéncias [11, 13, 26], que acoplamentos biquadraticos podem também
gerar outros termos de dissipacao nas equacgoes efetivas de movimento, entretanto esses
termos sao nao-locais e em geral de dificil tratamento. Futuramente, seria interessante
também investigar o efeito desses termos nao-locais no processo de ressonancia paramétrica
e, uma vez que esses termos sao em geral também nao-lineares, eles podem gerar impor-
tantes efeitos dado que, durante ressonancia, as amplitudes dos campos podem crescer
enormemente. A analise numérica mais detalhada para o caso de acoplamentos de maiores
magnitudes também seria interessante, principalmente para se resolver possiveis instabil-
idades numéricas nesses casos. Nesse trabalho, devido as restrigoes computacionais e de

tempo, nao realizamos um estudo mais detalhado nesse sentido.



Apeéendice A

A Equacao de Mathieu

Um fenomeno muito comum no estudo de sistemas dinamicos consiste na chamada res-
sonancia paramétrica, que difere da ressonancia normal devido a sua instabilidade. Tais
fenomenos costumam ser descritos por equacoes da forma

d*¢

ﬁ+wg(1+a20082wt)¢20 , (A.1)

onde a > 0, wy e w sao constantes. Esta equacao é conhecida na literatura como equacao
do tipo Mathieu. Uma vez que os coeficientes desta equacao nao sao constantes mas,
dependentes do tempo, ela nao pode ser resolvida pelos métodos usuais de solucao de
equacoes diferenciais. No entanto, é possivel resolvé-la por fazer uso do teorema de Flo-
quet. Este nos diz que em uma equacao diferencial linear ou, em um sistema de equacoes
lineares, com coeficientes periddicos, existe um conjunto de solugdes fundamentais (das
quais podemos construir todas as outras slugoes) onde todas as solugoes podem ser escritas

na forma

o) = e"P(t) | (A.2)

onde P(t) é uma funcao periddica e o expoente p é chamado de expoente de Floquet e seu
sinal determina a estabilidade de (A.1). Uma boa aproximacao para a solucao de (A.1)

pode ser obtida por meio de
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o(t) = e cos(wt +6) , (A.3)

onde w ¢ a frequéncia de oscilagao e § é uma fase qualquer. Substituindo (A.3) em (A.1)

temos

d2
Lm + w3 (1 + a® cos Zwt)] e cos(wt +60) =0, (A.4)

o que nos fornece a equacao para as constantes,

124w — w4 L —2wpt cos § 0
2 (). (A.5)
—2wp 14 wf —w?® — Swi /) \sind 0

A relagao dada por (A.5) tem solucao trivial se o determinante de

w2+ wi —w? + %w% —2wt
- 2 2 2 a2, 2] (A-6)
—2wp B+ wy —w® — Swy
for nulo. Neste caso temos
4 2 2y ,,2 2 a2 @'
det A = p* 4 2(wj + w?)p” + |(wg +w?) Y =0, (A.7)
cujas raizes sao
2 2 2, 0
ph = —(wj+w )—1—5@‘)0,
a2
P = —(wi +w?) — S < 0. (A.8)

Vemos entao que se ,ui > 0, ou seja, se % > (w%—l—wz), a Eq. (A.3) cresce exponencialmente
e indica entao o caso de instabilidade, ou ressonancia parameétrica. Isso corresponde entao
as regioes de instabilidade nas equagoes do tipo Mathieu e que levam a um crescimento
exponencial da amplitude de oscilacoes.

Um tratamento interessante, baseado no principio variacional para a equagao de Math-

ieu com termo de amortecimento, pode ser encontrado em [33].
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