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Resumo

Nesta dissertação nós investigamos os efeitos da interação bosonica trilinear no processo

de produção ressonante de part́ıculas após a fase inflacionária. Termos de interação tri-

linear permitem o decaimento completo do campo de inflaton em part́ıculas massivas, o

que é necessário para a transição para era da radiação. Nós estudamos um modelo que

é genérico em modelos reaĺısticos de inflação, motivado em particular pelo modelo de in-

flação morna robusta, no qual um campo escalar de inflaton φ pode excitar um campo de

boson pesado χ que então decai em um campo de bosons leves σ. Nós estudamos as con-

sequências de dissipação e de termos de rúıdo estocático nas equações de movimento nat-

urais em modelos de inflação morna, para o fenômeno de ressonância paramétrica durante

o pré-aquecimento. As equações de movimento efetivas foram obtidas onde mostrou-se a

auto-consistência na presença de termos de dissipação e rúıdo estocástico. Encontramos

soluções anaĺıticas para tais equações de movimento. As equações exibem o fenômeno de

ressonância paramétrica usual e consequentemente o crescimento exponencial dos modos

da radiação dentro das bandas de instabilidade. Estudamos também, numéricamente, a

influência das flutuações e de dissipação sobre a dinâmica durante o pré-aquecimento com

interações trilineares.



3

Abstract

In this work, we investigate the effects of bosonic trilinear interactions in the process

of resonant particle production after the inflationary phase. A trilinear interaction terms

allow for the complete decay of the massive inflaton particles, which is necessary for

the transition to radiation domination. We study a generic model for realistic inflation,

motivated in particular by the warm inflation model, in which a scalar inflaton field φ can

excite a heavy bosonic field χ which then decays into a light bosonic field σ. We study the

consequencies of dissipation and stochastic noise terms in the field equations of motion,

typical of warm inflation models, for the phenomenon of parametric resonance during

preheating. a mechanism which is generic in realistic inflation models and which leads to

robust warm inflation. This mechanism involves the We study the consequences of noise

and dissipation for parametric resonance during preheating. The effective equations of

motion for the inflaton and the radiation field are obtained and shown to present self-

consistent noise and dissipation terms. We found analytical solutions for these equations

of motion. The equations exhibit the usual parametric resonance phenomenon, allowing

for exponential amplification of the radiation modes inside the instability bands. We also

study, numerically, the influence of fluctuations and dissipation on the dynamics during

preheating with the trilinear interactions.
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sultados Numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

6 Conclusões e Discussões Finais 78

A A Equação de Mathieu 80



Lista de Figuras
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5.1 Bandas de instabilidade (áreas escuras) para os modos χk como função de k2

e g2, no caso de acoplamento trilinear. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.2 A evolução do valor médio na rede para o campo φ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

5.3 A evolução do valor médio na rede para o campo χ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6



7

5.4 A evolução do valor médio na rede para o campo σ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.5 Densidade número de part́ıculas produzidas para os campos (curvas de cima

para baixo) φ, χ e σ como função de τ = mφ t. . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.6 A evolução do valor médio na rede para o campo φ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no modelo de acoplamento trilineares e quadráticos. . . 74
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trilineares e quadráticos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.10 A evolução do valor médio na rede para o campo φ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no caso das equações efetivas de movimento. . . . . . . 76

5.11 A evolução do valor médio na rede para o campo χ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no caso das equações efetivas de movimento. . . . . . . 76

5.12 A evolução do valor médio na rede para o campo σ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no caso das equações efetivas de movimento. . . . . . . 77

5.13 Densidade número de part́ıculas produzidas para os campos φ, χ e σ (curvas

de cima para baixo) para o caso do uso das equações de movimento efetivas

(linhas pretas) e sem os termos de dissipação e ruido (linhas cinzas). . . . . 77



Caṕıtulo 1

Introdução

Segundo o modelo Cosmológico Padrão, após o Big Bang, o universo, inicialmente quente,

passaria a expandir-se e a esfriar. Esse esfriamento, conforme explicado pela f́ısica de

part́ıculas elementares, levaria a possibilidade de quebras de simetrias com a consequente

produção de defeitos topológicos como, por exemplo, monopólos magnéticos [1]. Em 1980,

A. Guth [2], estudando sobre a abundância destes monopólos, mostrou que esta deveria

ser bastante grande em nosso dias. No entanto, tais monopólos nunca foram detectados.

A solução proposta por Guth para este problema foi que, logo após o Big Bang, o universo

teria passado por uma fase de expansão acelerada, diluindo essa reĺıquia indesejada. Essa

rápida expansão pode ser explicada no âmbito da f́ısica de part́ıculas elementares com

base na dinâmica de um campo escalar hipotético chamado inflaton. Este campo escalar

teria fornecido ao universo a energia necessária para expandir-se.

Um dos grandes méritos deste modelo foi usar uma teoria microscópica para descrever

um resultado cosmológico ampliando nossa visão da cosmologia. Apesar de ter sido criado

com o intuito de resolver alguns problemas do Big Bang, tais quais o problema do hori-

zonte, abundância de monopolos magnéticos entre outros, o modeloinflacionário mostrou-

se ainda mais amplo ao fornecer uma previsão de forma satisfatória para a formação de

macroestruturas em larga escala, tais quais galáxias, aglomerados de galáxias e super-

aglomerados.
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Segundo o modelo inflacionário quase todas as part́ıculas que permeiam o universo

foram criadas durante o processo conhecido como reaquecimento após a inflação, o que

torna este processo extremamente importante. A idéia básica de reaquecimento após a

inflação foi proposta no primeiro trabalho sobre o novo cenário inflacionário [3]. Neste

cenário, o reaquecimento acontece devido a produção de part́ıculas pela oscilação do

campo escalar φ conhecido como inflaton, o mesmo campo escalar que é responsável por

gerar a inflação. Ao final da inflação, o inflaton passa a oscilar em torno do mı́nimo de

seu potencial efetivo e produz part́ıculas elementares. Estas part́ıculas, então, interagem

uma com a outra até atingirem o equiĺıbrio térmico a uma temperatura Tr, chamada de

temperatura de reaquecimento. O processo finaliza quando toda, ou quase toda a energia

do campo escalar φ, é transferida para as part́ıculas criadas. Já faz algum tempo que

entende-se [4] que em muitos modelos inflacionários os primeiros estágios de reaquecimento

ocorrem em um regime de ressonância paramétrica, na qual part́ıculas são criadas de

forma extremamente rápida. Para distinguir esse processo de produção de part́ıculas

do estágio posterior de reaquecimento lento e termalizaa̧ão, convencionou-se chamá-lo

de pré-aquecimento. A energia transferida do inflaton para outras part́ıculas durante o

pré-aquecimento é extremamente eficiente [5].

No entanto, como foi mostrado em [4] o reaquecimento nunca se completa no estágio

de ressonância paramétrica. Eventualmente a ressonância torna-se estreita e ineficiente,

de modo que os estágios finais de decaimento do inflaton e termalizaa̧ão podem ser per-

feitamente descritos pela teoria elementar de reaquecimento, ou seja, reaquecimento per-

turbativo [3].

O curto peŕıodo de produção explosiva de part́ıculas durante o pre-aquecimento pode

levar a importantes efeitos sobre os peŕıodos posteriores de evolução do universo. Ele

pode levar a transições de fase não térmicas [6], novos mecanismos da bariogêneses [7]

e ainda alterar a temperatura final de reaquecimento. Dentro deste contexto, podemos

compreender a importância do bom entendimento deste peŕıodo de evolução do universo.

A teoria de ressonância paramétrica aplicada a produção de part́ıculas pela oscilação de
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um campo externo foi desenvolvida há cerca de trinta anos como mostrado, por exemplo,

em [8].

Uma primeira tentativa de aplicar esta teoria ao reaquecimento após inflação foi

feita por Dolgov e Kirilova [9] e por Traschen e Brandenberger [10], para a ressonância

paramétrica no cenário da nova inflação. No primeiro foi conjecturado que para um uni-

verso em expansão, a ressonância paramétrica não leva a reaquecimento eficiente. No se-

gundo, os autores chegaram a importante conclusão de que, no novo cenário inflacionário,

o reaquecimento pode ser bastante eficiente. Para o caso da ressonância paramétrica

chamada de larga, suas caracteŕısticas básicas foram delineadas em [4], onde a teoria do

pré-aquecimento foi desenvolvida no cenário de inflação caótica levando-se em conta o

backreaction das part́ıculas criadas bem como a expansão do universo.

É bem estabelecido hoje em dia que modelos baseados em inflação em geral apresen-

tam efeitos dissipativos durante o peŕıodo inflacionário [11]. Estes efeitos tem duas con-

sequências para a dinâmica inflacionária. Em primeiro, lugar elas resultam em produção

de radiação durante a inflação, influenciando as flutuações que servem como geradoras

para estruturas em larga escala. Em segundo lugar elas levam a termos temporalmente

não locais na equação efetiva de evolução do inflaton, o que pode influenciar de modo sig-

nificativo a natureza e a história do peŕıodo inflacionário. O entendimento desta natureza

dissipativa em modelos inflacionários tem resultado na divisão da inflação em duas pos-

sibilidades dinâmicas referidas como inflação fria e inflação morna. No primeiro caso, os

efeitos de dissipação são desprezados. As flutuações criadas durante a inflação devem-se

as flutuações do estado fundamental de ponto zero e a evolução do campo de inflaton é

governada pela equação de estado fundamental.

Em contraste, no quadro de inflação morna [12], a expansão inflacionária e a produção

de radiação ocorrem concomitantemente. As flutuações criadas durante a inflação surgem

de algum estado estat́ıstico excitado e a evolução do inflaton tem termos de dissipação

decorrentes da interação do inflaton com outros campos. Neste modelo, dependendo dos

acoplamentos entre os campos, existe a possibilidade de que não haja necessidade de um
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peŕıodo posterior de reaquecimento. No entanto, nos casos mais gerais, devemos também

trabalhar com a hipótese de que o inflaton possa não ter decáıdo completamente durante

a inflação, o que tornaria posśıvel um estágio posterior de pré-aquecimento.

Em trabalhos recentes [13], foi identificado o mecanismo chave para a existência de

inflação morna. Este meanismo envolve o campo escalar de inflaton φ excitando um

campo mais pesado de bósons χ que então decai em férmions ou bósons leves ψd . Nesta

dissertação, estamos particularmente interessados em estudar o pré-aquecimento para o

modelo baseado em inflação morna, onde neste caso os efeitos de dissipação e flutuação,

inerentes ao processo de inflação, podem ser de relevância no estágio de pré-aquecimento,

ou ressonância paramétrica. Pretendemos, portanto, determinar como a presença de flu-

tuações e de dissipação afetam a ressonância paramétrica e, consequentemente a produção

de part́ıculas neste peŕıodo.

Esta tese está dividida da seguinte forma: no caṕıtulo 2 apresentamos uma breve re-

visão sobre inflação. Discutimos as limitações do modelo cosmológico padrão que serviram

como motivação para o modelo inflacionário. Analisamos de forma sucinta alguns mod-

elos baseados na hipótese de inflação. No caṕıtulo 3 introduzimos em maiores detalhes

a teoria de reaquecimento após a inflação no qual discutimos os métodos perturbativos

e os métodos não perturbativos de produção de part́ıculas No caṕıtulo 4 apresentamos

uma breve introdução aos métodos de teoria quântica de campos de temperatura finita

a tempo real os quais serão usados no restante desta dissertação, para determinar as

equações de evolução dinâmicas relevantes ao nosso estudo, ou seja, em processos causais,

dependentes no tempo para campos escalares e que envolvam tanto processos dissipa-

tivos como estocásticos. No caṕıtulo 5 apresentamos os resultados anaĺıticos e numéricos

obtidos para as equações dinâmicas encontradas por meio da utilização do formalismo

apresentado no caṕıtulo 4. Finalmente no caṕıtulo 6 apresentamos nossas conclusões e

comentários finais. Um apêndice está inclúıdo, onde damos alguns detalhes das soluções

de equações do tipo Mathieu, relevantes neste trabalho.

Ao longo de todo esse trabalho usaremos as unidades naturais, onde h̄ = c = kB = 1.



Caṕıtulo 2

Cosmologia Inflacionária

2.1 Modelo Cosmológico Padrão

O modelo cosmológico padrão foi desenvolvido com o objetivo de fornecer uma descrição

de como o universo veio a existir, bem como, o modo como ele desnvolveu-se desde os

seus primordios até os nossos dias.

Para esta descrição, considera-se que o universo seja um sistema isolado, isto é, não

haja nada além dele. Como se trata de um problema em larga escala, a interação de maior

interesse é a gravitacional, pois esta constitui-se em uma interação de longo alcance. Neste

caso, a Relatividade Geral parece ser a teoria mais adequada para descrever a evolução

do universo.

As equações de Einstein, que descrevem a dinâmica de um espaço-tempo 4-dimensional

com um certo conteúdo de matéria e energia são dadas por

Rµν −
1

2
Rgµν − δµν = 8πGTµν , (2.1)

onde Rµν e R são o tensor e o escalar de Ricci, respectivamente, que podem ser obtidos

a partir do tensor métrico, gµν , G é a constante gravitacional, Tµν é o tensor energia-

momento e Λ é a chamada constante cosmológica. Este conjunto de equações não-lineares

dá-se o nome de Equações de Einstein. Devido ao carater simétrico do tensor métrico, gµν ,

12
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o sistema de equações dados por (2.1) se reduz a um conjunto de 10 equações diferenciais

acopladas e de dif́ıcil solução. Um artif́ıcio usado para simplificar este problema consiste

em fazer uso do chamado Prinćıpio Cosmológico, que vem a ser a equivalência entre todas

as posições e direções do universo, ou seja, ele afirma que o universo deve ser homogêneo

e isotrópico.

Tais condições levam a espaços 3-dimensionais com curvatura constante. A geometria

não-euclidiana mostra que existem apenas três espaços deste tipo que podem ser descritos

de forma genérica pelas coordenadas r, θ, φ e expressos pelo elemento de linha espacial:

dl2 =
dr2

1 − kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 . (2.2)

Aqui o parâmetro k pode assumir três valores, correpondendo as três possibilidades de

curvatura do espaço: k = +1, para curvatura positiva, ou seja, espaço esférico; k = −1,

para curvatura negativa, ou seja espaço hiperbólico e k = 0, para curvatura nula, ou

espaço plano.

Com isto em mente, podemos encotrar um elemento de linha que descreva um universo

homogêneo e isotrópico:

ds2 ≡ dt2 − dL2(t)

ds2 = dt2 − a(t)2
[

dr2

1−kr2
+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

]

, (2.3)

ou seja, dL2 = a(t)2dl2. O parâmetro a(t) é chamado de fator de escala e fornece a

evidência de que o universo pode variar sua dimensão com o tempo. Uma vez que o

universo se expande, dL(t) é chamado de elemento de linha f́ısico e dl de elemento de

linha comóvel. A métrica dada por (2.3) é conhecida na literatura como métrica de

Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e sua seção é maximalmente simétrica. Para esta

métrica, neste sistema de coordenadas, as componentes do tensor métrico são dadas por:
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g00 = 1 , g11 =
a(t)2

1 − kr2
, g22 = a(t)2r2 , g33 = a(t)2r2 sin2 θ , (2.4)

sendo todas as outras nulas. Com esta métrica, podemos calcular as conexões, Γµνρ e em

seguida o tensor de Riemann, Rµ
νρλ e, por meio de operações tensoriais, podemos encontrar

o tensor e o escalar de Ricci, Rµν e R, respectivamente, que, por sua vez, são substitúıdos

em (2.1).

2.1.1 Tensor Energia-Momento de um Fluido Perfeito

Com esta base, somos agora capazes de definir uma expressão para o tensor energia-

momento que aparece nas equações de Einstein. Uma boa forma para descrever um

universo homogêneo e isotrópico é considerá-lo como um fluido perfeito. Neste caso, o

tensor energia momento simétrico é escrito como:

T µν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (2.5)

onde uµ = dxµ/dτ representa a quadrivelocidade do fluido, ρ = ρ(xµ), sua densidade

própria e p = p(xµ) a sua pressão própria. Para a métrica de Friedmann-Robertson-

Walker, que possui seção maximalmente simétrica, a densidade e pressão serão apenas

função do tempo, ou seja, ρ = ρ(t) e p = p(t). A relação entre estas duas grandezas é

dada pela equação de estado, p = p(ρ, T ), onde T é a temperatura. Durante a evolução

do universo, p = p(ρ), sempre que o equiĺıbrio térmico for estabelecido.

Num referencial comóvel, as componentes espaciais (i = 1, 2, 3), e temporal da quadriv-

elocidade são dadas respectivamente por ui = 0 e u0 = 1. Assim as componentes do tensor

energia-momento podem ser escritas como:

T 0
0 = ρ ,

T i0 = 0 ,
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T ij = −δijp . (2.6)

Então T µν é uma matriz diagonal na métrica FRW. As equações de conservação são ex-

pressas por: ∂νT
µν = 0. Para µ = 0 temos a equação de continuidade:

d(ρa3)

dt
= −pd(a)

3

dt
(2.7)

ou ainda

dρ

dt
= −3H(ρ+ p) (2.8)

onde H é conhecido como parâmetro de Hubble e é definido como: H = ȧ(t)/a(t). Este

parâmetro nos fornece a taxa de expansão do universo com o tempo.

Tendo-se definido a métrica mais adequada para a descrição do universo e o tensor

energia-momento, retorna-se às equações (2.1) e constrói-se as equações de Friedmann que

descreverão a evolução do universo.

2.1.2 Equações de Friedmann

As equações de Friedmann representam as Equações de Einstein descrevendo um universo

homogêneo e isotrópico. Escrevendo-se o tensor métrico, o tensor e o escalar de Ricci,

gµν , Rµν , R, respectivamente, em termos da métrica (2.3), temos

R00 = −3
ä

a
,

Rij = −
[

ä

a
+ 2

ȧ2

a2
+ 2

k

a2
gij

]

,

R = −6

[

ä

a
+
ȧ2

a2
+
k

a2

]

. (2.9)

Substituindo estas grandezas, bem como o tensor energia-momento dado por (2.5), na

equação de Einstein (2.1), para µ, ν = 0 obtemos
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(

ȧ2

a2
+
k

a2

)

=
8πGρ

3
+

Λ

3
, (2.10)

Já para µ, ν = i temos

(

2
ä

a
+
ȧ2

a2
+
k

a2

)

. (2.11)

Subtraindo-se as duas equações acima, encontramos uma equação para a aceleração:

ä

a
= −4πG

3
(3p+ ρ) +

1

3
Λ . (2.12)

O segundo termo corresponde a uma aceleração positiva e, uma vez que ele domine, o

universo expandiria aceleradamente. Igualmente, se 3p + ρ < 0, temos também um caso

de expansão acelerada para o fator de escala. Os casos em que Λ = 0 e em que o universo

seja dominado por uma densidade de energia de campo para a qual 3p+ ρ < 0, refere-se

ao cenário inflacionário, que veremos mais abaixo.

A constante cosmológica pode ser incorporada ao tensor energia-momento que descreve

o universo definindo a densidade ρΛ e pressão pΛ,

ρΛ ≡ Λ

8πG
, pΛ ≡ − Λ

8πG
, (2.13)

de modo que

pΛ = −ρΛ . (2.14)

Reescrevendo (2.10), (2.11), (2.12) de modo a incorporar à densidade total de energia do

universo a densidade de matéria cosmológica,

(

ȧ

a

)2

= H2 =
8πG

3
ρT − k

a2
, (2.15)
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(

2
ä

a
+
ȧ2

a2
+
k

a2

)

= −8πGpT , (2.16)

ä

a
=

4πG

3
(3pT + ρT ) , (2.17)

onde pT = pΛ + p é a pressão total e ρT = ρΛ + ρ é a densidade total. As equações (2.15)

e (2.17) são as equações de Friedmann que fornecem a dinâmica do universo e devem ser

capazes de reproduzir sua história.

A partir da equação de Friedmann (2.15) para o fator de Hubble H, podemos deduzir

a seguinte expressão:

k

H2a2
=

ρT
3H2/8πG

− 1 , (2.18)

o que nos permite definir o conceito de densidade cŕıtica:

ρc ≡
3H2

8πG
, (2.19)

o que corresponde à densidade de energia no universo para a qual k = 0.

Outra quantidade de relevância em cosmologia que podemos definir é a abundância

dos diferentes tipos de matéria com relação a densidade cŕıtica:

Ωi ≡
ρi
ρc
, (2.20)

onde i denota os diferentes tipos de matéria como, por exemplo, barion, neutrinos, entre

outros. A soma das diferentes abundâncias resulta na abundância total, conforme nos

mostra a relação

Ωi ≡
ρi
ρc

=

∑

i ρi
ρc

. (2.21)

Isso significa que a expressão (2.18) pode ser reescrita como:
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k

H2a2
= ΩT − 1 . (2.22)

Existe uma correspondência entre ΩT e k, ou seja, entre a densidade de energia total e a

curvatura do universo:

k = 1 ⇒ ΩT > 1 (ρT > ρc)

k = 0 ⇒ ΩT = 1 (ρT = ρc)

k = −1 ⇒ ΩT < 1 (ρT < ρc) . (2.23)

A equação (2.21) é válida para todos os instantes de tempo, porém, ΩT e ρc não são

constantes. O valor estimado da densidade cŕıtica é dado por:

ρc0 = 1.879 × 10−26h2
0kgm

−3 , (2.24)

o que corresponderia a 10 átomos de hidrogênio por metro cúbico. Além disso, evidências

apontam para uma abundância total de :

ΩT = 1.02 ± 0.02 , (2.25)

consistente, portanto, com o universo plano (k = 0), segundo a expressão (2.23).

O modelo cosmológico padrão desenvolvido na década de 40 constitui-se em um dos

mais bem sucedidos em descrever e a evolução do universo. Entre as suas mais importantes

contribuições destacam-se a previsão da existência de uma radiação cósmica de fundo e

a abundância da matéria bariônica. Conforme mostra-nos o modelo, após o Big Bang,

o universo passa a expandir-se e a esfriar, a partir de uma temperatura inicial superior

a 1015 GeV ou próxima da escala de Planck, MPl ≃ 1.22 × 1019 GeV. Quando atinge

uma temperatura de aproximadamente 0.1 MeV inicia-se um processo conhecido como

nucleosśıntese, onde formam-se núcleos leves como deutério (2H), tŕıtio (3H), hélio 3

(3He), hélio 4 (4He), beŕılio 7 (7Be) e ĺıtio 7 (7Li). Ao atingir uma temperatura de cerca
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de 0.1 eV os elétrons, antes livres, passam a ligar-se aos núcleos formando átomos. O

processo de ionização deixaria de ocorrer. A partir dáı, inicia-se o estágio conhecido como

recombinação, onde a radiação desacopla-se da matéria passando a viajar livremente pelo

espaço. Esta é a radiação cósmica de fundo cujo espectro é compat́ıvel com o de um corpo

negro com temperatura prevista para nossos dias de aproximadamente 2.7K.

2.2 Limitações do Modelo Padrão

A confirmação da existência desta forma de radiação veio em 1964 com sua detecção por

A. Penzias e R. Wilson [14]. No entanto, apesar deste e de outros sucessos, o modelo

cosmológico padrão apresentou alguns problemas. Seguem alguns deles.

O problema do horizonte:

Regiões do céu separadas por uma distância angular superior a 1o correspondem a

regiões causalmente desconectadas na época da recombinação do hidrogênio e portanto

do desacoplamento da radiação (em t ≈ 1012 s). Considerando o universo com curvatura

nula, isto é, com k = 0, e um raio de luz que viaja em nossa direção, sabendo-se que a

trajetória da luz segue uma geodésica nula,

dt = −a(t)dr =⇒ r =
∫ t

0

dt′

a(t′)
, (2.26)

e calculando a distância comóvel para dois momentos distintos, antes e depois do de-

sacoplamento, obtém-se:

∫ tdes

0

dt′

a(t′)
≪
∫ t0

tdes

dt′

a(t′)
. (2.27)

Isto siguinifica que uma porção muito maior do universo é vista hoje quando comparado

com a época do desacoplamento da radição. Naquela época, portanto, existiam muitas

regiões causalmente desconectadas. Por que então a radiação cósmica de fundo tem as

mesmas propriedades seja qual for a direção em que ela seja observada hoje ?

O problema da planura:
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Obsevações recentes [15] apontam para ΩT ≈ 1 indicando portanto k = 0. Porém este

é um ponto de instabilidade nas equações de Friedmann,

(

ȧ

a

)2

− 8πG

3
ρT = − k

a2
=⇒ H2(t) [1 − ΩT (t)] = − k

a2
. (2.28)

Para obter k = 0, ΩT deve ser exatamente 1. Observe que uma pequena variação de ΩT

em torno de 1, acarretaria uma mudança na curvatura do espaço. O problema é como

manter essa precisão ao longo da história do universo já que H e a variam com o tempo

e a dependência temporal dos parâmetros depende das diferentes épocas pelas quais o

universo passou. Por exemplo, para o peŕıodo de domı́nio da radiação temos satisfeitas

a relação |1 − ΩT (t)| ≈ t2/3, e na época de domı́nio da matéria temos |1 − ΩT (t)| ≈ t.

Ou seja, trata-se de um problema de ajuste fino. Para que ΩT seja exatamente 1 hoje,

é necessário que em t ≈ 10−43 s, a precisão fosse de |1 − ΩT (t)| ≈ 10−60, ou seja um

ajuste extremamente fino dos vários parâmetros é necessário para se chegar a tal ńıvel de

precisão. Uma dinâmica deste tipo parece muito pouco provável.

O problema das reĺıquias

Logo após o Big Bang, a F́ısica das Part́ıculas Elementares prevê a criação de defeitos

topológicos devido a quebras de simetrias decorrentes do esfriamanteo do universo [1].

Exemplos destes defeitos são: paredes de domı́nio e monopólos magnéticos. Esses defeitos

seriam dilúıdos mais lentamente do que a radiação durante a expansão do universo na

fase de domı́nio da radiação. Como consequência, essas reĺıquias estariam dominando a

matéria total do universo existente atualmente o que não corresponde as observações.

Uma das posśıveis soluções para os problemas apresentados é justamente o modelo

inflacionário, que será estudado a seguir.

2.3 Inflação

Alguns dos problemas do modelo cosmológico padrão podem ser resolvidos supondo que

o universo tenha passado por um curto peŕıodo de expansão primordial acelerada. De
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fato, nos últimos 20 anos nenhum cenário alternativo tem-se mostrado tão eficiente neste

sentido quanto o cenário inflacionário. Para um instante da ordem do tempo de Planck,

isto é, tPl = 10−43 s, neste cenário inflacionário o universo é dominado por um campo

escalar φ, chamado de o campo de inflaton, ou simplesmente inflaton. Supõe-se que

durante a inflação, a principal contribuição para o tensor energia-momento seja dada por

este campo escalar. O entendimento da dinânica do inflaton possibilita-nos determinar

algumas caracteŕısticas básicas do modelo inflacionário. Para isto, consideramos a seguinte

densidade de lagrangiana:

L(φ) =
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ) , (2.29)

onde V (φ) é o potencial do campo φ. Considerando que o campo escalar seja homogêneo

para um espaço-tempo de Friedmann-Robertson-Walker temos que φ = φ (t) e a equação

de movimento para o inflaton pode ser escrita na forma

φ̈+ 3Hφ̇+ V ′(φ) = 0 , (2.30)

onde V ′ corresponde a derivada do potencial com respeito a φ. Podemos ainda calcular o

tensor energia-momento a ele associado e que tem a seguinte forma:

T µν = ∂µφ∂νφ− gµνL , (2.31)

e as componentes do tensor energia-momento são:

T 00 =
φ̇2

2
+ V (φ),

T ij = −gij
(

φ̇2

2
− V (φ)

)

. (2.32)

Quando tratamos de um universo homogêneo e isotrópico podemos descrevê-lo como um

fluido perfeito cujo tensor energia-momento simétrico pode ser escrito da forma
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T µν = (ρ+ p)uµuν − pgµν , (2.33)

onde uµ = dxµ

dτ
representa a quadri-velocidade do fluido, ρ = ρ (xµ), sua densidade própria

e p = p (xµ) sua pressão. Estas grandezas estão relacionadas pela equação de estado

p = p (ρ, T ) onde T é a temperatura. Durante a evolução do universo, sempre que se

estabelece o equiĺıbrio térmico p = p (ρ), que é dada por

p = wρ , (2.34)

onde w, para o caso inflacionário, é uma constante e deve ser determinada. Calculando-se

as componentes do tensor energia-momento temos

T 00 = ρφ =
φ̇2

2
+ V (φ),

T ij = pφ =
φ̇2

2
− V (φ) , (2.35)

com isso temos que, pela equação de estado,

wφ =
φ̇2

2
− V (φ)

φ̇2

2
+ V (φ)

, (2.36)

Supondo-se que no ińıcio da inflação o termo de potencial domina sobre o termo cinético,

ou seja, V (φ) >> (1/2) φ̇2 temos

ρφ ∼= V (φ),

pφ ∼= −V (φ) (2.37)

de modo que temos que w = −1. As consequências do resultado obtido podem ser vistas

ao se analizar as equações de Friedmann. Considerando a equação
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ä (t)

a(t)
=

−4πG

3
(3p+ ρ) , (2.38)

onde G é a constante gravitacional e a(t) é o fator de escala que nos fornece as informações

quanto a expansão do universo. Através desta equação pode-se perceber que a expansão

acelerada pode ser obtida se w < −1/3, pois neste caso ä > 0. Conclui-se, então, que o

campo escalar pode produzir o cenário desejado, ou seja de expansão acelerada, se

1 ≤ w ≤ −1/3 . (2.39)

Sendo assim, para o valor de w = −1, encontra-se o seguinte resultado,

ä

a
=

−8πG

3
ρφ =

−8πG

3
V (φ) . (2.40)

Já da equação de Friedmann, temos que

(

ȧ

a

)2

= H2 =
8πG

3
ρ− k

a2
, (2.41)

onde k corresponde ao termo de curvatura do universo. Conforme os resultados encon-

trados, a equação (2.41) pode ser reescrita da forma

(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
V (φ) − k

a2
. (2.42)

Baseado na hipótese de que a(t) cresceria, muito neste peŕıodo, desprezamos o termo de

curvatura do universo k e obtemos

a(t) = a0 exp





√

8πG

3
V (φ)t



 . (2.43)

Por fazer ∆νT
0ν = 0, podemos obter a equação de conservação
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ρ̇φ + 3H(ρφ + pφ) = 0 . (2.44)

Para w = −1,

ρ̇φ = 0 ⇔ ρφ = constante . (2.45)

Isto nos mostra que durante a inflação a densidade de energia é constante e, como ρ ≈ V (φ)

temos que V (φ) é também constante. Conforme a discussão apresentada acima podemos

concluir que a inflação ocorre quando as seguintes condições são satisfeitas:

V (φ) ≫ φ̇2

2
,

V ′(φ) ≫ φ̈ . (2.46)

Essas condições juntas são chamadas de aproximação de rolamento lento e garantem que

se o potencial for plano o bastante o campo φ rolará lentamente. Nestas condições, o

campo φ produz inflação e por isso é chamado de inflaton.

Podemos ainda obter uma expressão para as condições (2.46) em termos do poten-

cial V (φ). Para isto, devemos considerar a equação de Friedmann dada por (2.42), de-

sprezando o termo de curvatura do universo,

H2 =
8πG

3
V (φ) . (2.47)

A equação de movimento (2.30) fica

3Hφ̇ ≈ V ′(φ) . (2.48)

As equações (2.47) e (2.48) nos fornecem as seguintes expressões para as condições de

rolamento lento
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φ̇2

2
∼= V ′(φ)

18H2

φ̇2

2
≪V (φ)→

(

V ′

V

)2

<<
48π

M2
Pl

. (2.49)

É interessante destacar que o comportamento do fator de escala descrito por (2.43) pode

ser obtido através da equação de Fiedmann (2.42) se V (φ) = 0 e a curvatura for nula.

Essa solução foi obtida por de Sitter em 1917 [16] e por essa razão a fase inflacionária é

muitas vezes mencionada na literatura como fase de de Sitter.

Com o modelo inflacionário, os problemas citados na seção anterior podem ser solu-

cionados. Para o problema do horizonte, o modelo inflacionário nos diz que cada região

causalmente conectada do universo teria sido expandida exponencialmente. No instante

da expansão o tamanho do universo seria de aproximadamente 10−33 cm. A inflação teria

expandido o universo para ∼ 10−3 cm.

Quanto ao problema da planura, observe que, durante a inflação, fator de Hubble H

é constante e, portanto,

|1 − ΩT | ≈ exp(−2Ht) , (2.50)

indicando que no limite de t grande,

lim
t→∞

|1 − ΩT | = 0 ⇒ Ω → 1 . (2.51)

Assim, mesmo que as condições iniciais não sejam tão precisas, o fator de densidade ΩT

vai necessariamente a 1 durante o peŕıodo inflacionário.

Com relação as reĺıquias, devido a tremenda expansão, elas seriam, completamente

dilúıdas durante a inflação, bem como toda a matéria e radiação existente no universo

nesse momento, exceto no caso de inflação morna em que radiação é produzida durante

o peŕıodo inflacionário. Como veremos, matéria e radiação podem ser produzidas depois

da inflação por meio do reaquecimento do universo.
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2.4 Alguns Exemplos de Modelos Inflacionários

Como vimos, o modelo apresentado pror Guth em 1981 foi muito bem sucedido em re-

solver uma série de problemas da cosmologia padrão. No entanto, este não era ainda um

modelo plenamente consolidado no meio cient́ıfico devido a alguns problemas apresenta-

dos. Este modelo, hoje conhecido como velha inflação baseava-se no super-resfriamento

durante transições de fase de primeira ordem. Neste cenário, o universo encontra-se em

um falso vácuo com grande densidade de energia que permanece constante enquanto o

universo expande , permitindo que haja um crescimento exponencial. Durante a inflação,

o universo, originalmente vazio, permanece vazio. Este processo finaliza quando o falso

vácuo decai em bolhas de estados normais de vácuo. As colisões entre as paredes das

bolhas formadas supostamente tornariam o universo quente. Infelizmente este cenário em

sua forma original é bem pouco provável. Se a probabilidade de formação das bolhas for

suficientemente grande, elas irão colidir, e estas colisões fazem com que o universo fique

bastante heterogêneo. Se, por outro lado, a formação de bolhas for interrompida, então

elas nunca colidem tendo como consequência um universo vazio, expandindo-se exponen-

cialmente, contendo um grande número de bolhas separadas causalmente e completamente

vazias. A proposta de Guth sofreu uma séria de alterações ao longo dos anos o que levou

ao surgimento de inúmeros e diferente modelos inflacionários tais quais inflação h́ıbrida,

natural, eterna entre muitas outras. Iremos considerar nesta seção de forma breve alguns

destes modelos. A determinação do modelo utilizado é importante para sabermos como

o peŕıodo inflacionário irá finalizar.

2.4.1 Inflação Caótica

Neste modelo, podemos considerar um campo escalar φ de massa mφ com potencial

(1/2)m2
φφ

2 cujo mı́nimo se encontra no ponto φ = 0 ao redor do qualo campo escalar

pode efetuar oscilações próximas a esse mı́nimo. Diferente dos demais modelos de inflação

baseados em super-resfriamento e tunelamento de um mı́nimo local[2], ou o rolamento em
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um potencial artificialmente plano [3], tal cenário pode ser tratado por meio de uma teoria

tão simples como a de um osilador harmônico.

Partindo de um universo clássico, isto é, um universo com tamanho da ordem do

comprimento de Planck e densidade de energia de Planck, a soma das densidades de

energia cinética, densidade do gradiente de energia e densidade de energia potencial é da

ordem da energia de Planck, ou seja, 1015GeV :

1

2
φ̇2 + (∂iφ)2 + V (φ) ∼ ρPl . (2.52)

Deve ser enfatizado que não há nenhum v́ınculo a priori sobre o valor do campo escalar

exceto o dado por 2.52, neste domı́nio. Assim, a inflação inicia e mantém-se enquanto o

termo de potencial predomina sobre o termo cinético, isto é, enquanto V (φ) ≫ 1
2
φ̇2+(∂iφ)2

e o tamanho do universo aumenta de 10−33cm para 10−3cm num intervalo de 10−30s.

2.4.2 Modelo Inflacionário Hı́brido

Este modelo consiste na presença de dois campos escalares durante a inflação na qual um

deles rola rapidamente sobre seu potencial enquanto o outro encontra-se em um regime

de rolamento lento. Este processo é conhecido por ”waterfall”. Este modelo foi proposto

por Linde dentre outros autores em [17] como um cenário alternativo de inflação em que

não se necessitava de um ajuste muito preciso dos parâmetros.

O potencial utilizado neste modelo é

V (φ, σ) = λ

(

M2 − φ2

4

)2

+
g2φ2σ2

4
+
m2σ2

2
, (2.53)

onde λ, g2 > 0 são constantes adimensionais e M2,m2 > 0 são parâmetros de massa. Há

um mı́nimo local (falso vácuo) em 〈φ〉 = ±2M , 〈σ〉 = 0. Para m = 0, V tem uma direção

plana em φ = 0 onde V = λM4 e a massa quadrática de φ é m2
φ = −λM2 + g2σ2/2.

Assim, para φ = 0 e |σ| > σc ≡
√

2λM/g, nós obtemos um vale plano como mı́nimo. Para

m = 0 o vale adquire um pico e o sistema pode inflar a medida que σ rola lentamente
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para este vale. A inflação finaliza abruptamente quando σ = σc. A este segue o processo

”waterfall”, quando ela é sucedida pela fase oscilatória sobre um mı́nimo global. Desta

forma, o sistema pode cair em qualquer um dos mı́nimos com igual probabilidade.

O ińıcio da inflação h́ıbrida requer que, em t ≈ H−1, exista uma região com tamanho

≥ H−1 onde φ e σ sejam quase uniformes com energia cinética despreźıvel e valores

próximos ao topo do vale do mı́nimo [18]. Tal região, em tPl, deveria ser muito maior que

o comprimento de Planck, lPl = 1/MPl, e é assim dif́ıcil imaginar como ele poderia ser

homogêneo. Entretanto, como foi mostrado em [19], os valores iniciais dos campos seriam

extremamente restritos de forma a obter a inflação desejada. Inúmeras soluções posśıveis

para este problema de condições iniciais para a inflação h́ıbrida foram propostas em [20].

2.4.3 Inflação Morna

A idéia básica deste modelo consiste nos efeitos dissipativos durante o peŕıodo infla-

cionário, que corresponde a produção de radiação concorrentemente a expansão infla-

cionária. A equação de movimento para um modelo simples de inflação morna tem a

forma

φ̈+ (3H + Γ)φ̇+ ξRφ+ V ′(φ) = 0 , (2.54)

onde Γ é um termo de fricção devido a produção de part́ıculas. Neste modelo as

condições de rolamento lento (2.46) são modificadas devido ao termo extra de fricção.

Sendo assim, as condições (2.46) passam a serem descritas da forma

m2
Pl

2

(

V ′

V

)2
1

(1 + r)2
< 1 ,

m2
Pl

(

V ′′

V

)2
1

(1 + r)2
< 1 , (2.55)

aqui temos que r = Γ/3H. Quando o termo de fricção Γ depende dos valores do campo de

inflaton, podemos definir uma terceira condição para o rolamento lento conforme podemos
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ver na relação abaixo

r

(1 + r)3

V ′

3H2

Γ′

Γ
< 1 . (2.56)

Um dos mecanismos em que é posśıvel ocorrer a inflação morna consiste no campo escalar

de inflaton φ excitando um campo de bósons pesados χ que, por sua vez, decai em férmions

ou outros bósons leves ψd, conforme representado pela esquema

φ→ χ→ ψd . (2.57)

Mecanismos como este foram estudados nas Refs. [21] nos quais foram derivadas as

equações de evolução efetivas para o inflaton. Nestas equações estão presentes termos

dissipativos que advem do mecanismo de interação entre os vários campos de acordo com

o esquema (2.57). Posteriormente, iremos retomar este modelo para o estudo da dinâmica

dos campos durante o pré-aquecimento.



Caṕıtulo 3

Reaquecimento Após a Inflação

Conforme mostrado no caṕıtulo 2, o modelo inflacionário prevê que o universo passou por

um peŕıodo de rápida expansão que teria, exceto para o caso de inflação morna, dilúıdo a

matéria e radiação nele existente. Vimos ainda que este fenômeno poderia ser reproduzido

através da dinâmica do campo escalar chamado inflaton. No entanto, o universo que ob-

servamos hoje e os dados de radiação cósmica de fundo, requerem que em algum momento,

após a fase inflacionária, o universo tenha passado pelo uma fase dominada por radiação.

Para explicar este fato, considera-se a hipótese de que logo após a inflação, o universo

tenha sido repopulado por meio de um mecanismo produtor de part́ıculas relativ́ısticas,

e que a subsequente termalização delas tenha levado o universo a atingir um equiĺıbrio

térmico. A temperatura que caracteriza este peŕıodo é conhecida na literatura como tem-

peratura de reaquecimento. Neste caṕıtulo serão considerados os modelos de produção

de part́ıculas conhecidos como perturbativos e não-perturbativos. Modelos perturbativos

constituem aqueles em que o inflaton decai em paŕıculas relativ́ısticas que promovem o

reaquecimento do universo. A literatura denota este modelo simplesmente por reaqueci-

mento (reheating). Os modelos não-perturbativos prevêem produção de part́ıculas sempre

que um campo clássico varie temporalmente de forma a perturbar o vácuo de um campo

quântico acoplado a ele. Na chamada fase de pré-aquecimento (preheating), o inflaton

é considerado um campo clássico, uma vez que durante a inflação, os modos quânticos

30
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associados ao inflaton sofrem o processo chamado de decoerência, por meio do qual se

tornam clássicos e dão origem a geração de densidades de perturbações. O campo de

inflaton, ao final de inflação, ao oscilar em torno do mı́nimo de seu potencial, excita os

modos quânticos de outros campos a ele acoplados, levando a um processo de ressonância

conhecido como ressonância paramétrica, processo esse que iremos detalhar mais a frente.

Este caṕıtulo está estruturado da seguinte forma: na seção 3.1 discute-se a dinâmica do

inflaton logo após a inflação para o modelo mais simples de inflação caótica. Na seção 3.2

analiza-se de forma breve a produção perturbativa de part́ıculas. Na seção 3.3 discute-se

em detalhes o método não perturbativo de produção de part́ıculas.

3.1 Dinâmica do Inflaton após a Inflação

A matéria existente hoje no universo pode ter sido produzida após a inflação quando

o inflaton passou a oscilar em torno do ponto mı́nimo de seu potencial efetivo. Por

simplicidade, considera-se aqui o modelo mais simples de inflação caótica que é o modelo

de campo escalar massivo com potencial V (φ) = 1
2
m2
φφ

2. A equação de movimento que

rege a dinâmica do inflaton para este potencial é dada por:

φ̈+ 3Hφ̇+mφ
2φ = 0 , (3.1)

com

H2 =
8πG

3
ρφ , (3.2)

onde

ρφ =
φ̇2

2
+

1

2
mφ

2φ2 . (3.3)

A dinâmica do campo φ produziria a inflação se fossem satisfeitas as condições de rola-

mento lento:
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V (φ) ≫ φ̇2

2
,

V ′(φ) ≫ φ̈ . (3.4)

Neste caso, o termo de fricção 3Hφ̇ domina sobre o termo φ̈ e o termo de potencial domina

sobre o termo cinético. Com o decréscimo do campo φ abaixo de MPl o termo de fricção

3Hφ̇ torna-se cada vez menor e a inflação finaliza quando φ ≈ MPl

2
. Ao atingir este valor,

o termo φ̈ volta a ser importante. A solução para o sistema de equa̧ões (3.1), (3.2) e (3.3)

pode ser aproximada pela expressão:

φ (t) ≈ MPl

3

sin(mφt)

mφt
= Φ (t) sin(mφt) , (3.5)

onde Φ(t) = MPl/(3mφt) é a amplitude do campo φ que diminui com o tempo uma vez

que o universo está em expansão. Podemos ainda escrever a equação (3.5) em termos de

uma variável adimensional mais conveniente,

N =
mφt

2π
, (3.6)

em que N corresponde ao número de oscilações do campo φ. Assim, a solução de (3.5)

pode ser reescrita da forma

φ (t) ≈ MPl

3

sin(2πN)

2πN
= Φ (N) sin(2πN) , (3.7)

onde a amplitude do campo Φ é dada por Φ(N) = MPl/(6πN). Esta parametrização é

boa a partir de N = 1/4 em caso de serem realizadas simulções numéricas. Para o regime

de oscilações rápidas no mı́nimo de seu potencial efetivo, a densidade de energia pode ser

calculada considerando-se a média sobre um peŕıodo de oscilação que, nesse caso, fornece

〈φ̇2/2〉 = 〈V (φ)〉. Mas, segundo a equação (2.35) a pressão se anularia. Conclui-se que,
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na fase de oscilações do campo φ em torno do mı́nimo de seu potencial efetivo o universo

expandiria segundo o comportamento da matéria não relativ́ıstica [22]

a(t) ∝ t2/3 . (3.8)

O comportamento estudado de φ corresponde ao inflaton livre. Neste caso, o inflaton

seria dilúıdo como matéria não-relativ́ıstica o que acarretaria na não existência de uma

posterior era da radiação e consequentemente a não-existência de um universo conforme o

observado hoje. Sendo assim, parece necessário que após a inflação, a energia concentrada

em φ seja transferida para outros campos de matéria e part́ıculas relativ́ısticas sejam

geradas, interagindo entre si até termalizarem na temperatura de reaquecimento. Logo,

a solução natural seria acoplar o inflaton a outros campos de matéria, campos estes que

seriam despreźıveis durante a inflação e, portanto, supoe-se que não afetariam este estágio.

Note que esta hipótese não é a seguida pela proposta de inflação morna, onde se leva em

conta tais interações do inflaton com outros campos de matéria e, dependendo dos diversos

parâmetros do modelo, tais interações podem de fato modificar a dinâmica do campo de

inflaton [11, 13, 21]. Segue-se a descrição de dois mecanismos de produção de part́ıculas

o perturbativo e o não-perturbativo.

3.2 Método Perturbativo de Produção de Part́ıculas

Na presente seção, discutiremos a teoria elementar de reaquecimento conforme desen-

volvida em [3]. Consideramos um modelo simples em que o campo escalar de inflaton φ

interage com um outro campo escalar χ e com um campo fermiônico ψ:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
mφ

2φ2

+
1

2
∂µχ∂

µχ− 1

2
mχ

2χ2 − 1

2
g2φ2χ2

+ ψ̄ (iγµ∂µ −mψ − hφ)ψ , (3.9)
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aqui g e h são constantes de acoplamento, assumidas serem muito pequenas (≪ 1). A

densidade de energia para o campo de inflaton enquanto oscila próximo ao mı́nimo de seu

potencial efetivo é ρφ = 1
2
φ̇2 + 1

2
m2φ2. A frequência de oscilações é k0 = mφ. Devido aos

efeitos da expansão do universo, a amplitude de oscilações decresce como a−3/2 e a energia

do campo φ decresce da mesma forma que a densidade de part́ıculas não relativ́ısticas de

massa m, ou seja:

ρφ =
1

2
φ̇2 +

1

2
m2
φφ

2 ≈ a−3 . (3.10)

Um campo escalar homogêneo com frequência mφ pode ser considerado como uma onda

coerente de part́ıculas φ com momento zero e com densidade de part́ıculas nφ = ρφ/mφ.

Em outras palavras, nφ osciladores de mesma frequência mφ, oscilando coerentemente

com a mesma fase, podem ser descritos como uma única onda homogênea φ(t). Para

um campo escalar homogêneo em um universo com constante de Hubble H a equação de

movimento para φ, na aproximação de pequena amplitude de oscilação, é dada por

φ̈+ 3Hφ̇+
[

m2
φ + Π(ω)

]

φ = 0 , (3.11)

onde temos aqui que Π(ω) é o operador de polarização com quadrimomento kµ = (ω, 0, 0, 0),

ω = mφ. Quando, mφ ≥ 2mψ, Π(ω) adquire uma parte imaginária ImΠ(ω), que é

um resultado tipico de f́ısica de part́ıculas, mφ ≥ 2mψ, indica que é cinematicamente

posśıvel o decaimento de φ em férmions ψ e ImΠ(ω) dá a respectiva largura de de-

caimento do campo φ [23]. Assumindo que m2
φ ≫ H2, que deve ser válido ao final

de inflação e m2
φ ≫ ImΠ(ω), válido para o caso de acoplamentos perturbativos, temos

Φ(t) = Φ0a
−3/2(t) = Φ0e

− 3
2

∫

dtH(t). Negligenciando por simplicidade a dependência tem-

poral de H e ImΠ(ω) devido a expansão do universo, obtemos a solução da equação

(3.11)
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φ ≈ φ0 exp(imφt) exp

[

−1

2

(

3H +
ImΠ(mφ)

mφ

)

t

]

. (3.12)

Expressando-se ImΠ(ω) em termos da largura de decaimento para φ, Γφ [23],

ImΠ = mφΓφ , (3.13)

podemos notar que a equação (3.12) descreve oscilações amortecidas do campo próximo

do ponto φ = 0. Uma descrição fenomenológica deste efeito pode ser realizada através da

adição de um termo de amortecimento Γφφ̇ ao invés de adicionar um termo proporcional

ao operador de polarização,

φ̈+ 3Hφ̇+ Γφφ̇+m2
φφ = 0 . (3.14)

A equação (3.14) nos diz que o campo φ diminui não apenas devido a expansão do universo

mas também devido a produção e transferência de energia para as novas part́ıculas, por um

canal de decaimento representado pela taxa ou largura de decaimento Γφ. Neste modelo,

o reaquecimento finalizaria somente quando a constante de Hubble H se torna menor do

que Γφ, pois de outro modo a principal porção de energia permaneceria armazenada no

campo φ. Uma vez satisfeita esta condição, o universo atinge o equiĺıbrio térmico. A idade

do universo neste momento é dada por tr = 2
3
Γ−1
φ , ou em termos da densidade de energia

ρ temos t =
√

Mp/
√

6πρ [3]. Estas duas condições juntas nos fornecem a densidade de

energia num tempo tr:

ρ (tr) ≈
3Γ2

φMPl
2

8π
. (3.15)

Segundo a termodinâmica de equiĺıbrio, após o decaimento do inflaton, a matéria adquire

uma temperatura Tr, que é definida pela equação
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ρ (tr) ≈
3Γ2

φMPl
2

8π
∼= π2ε(Tr)

30
Tr

4 , (3.16)

onde ε(T ) é o número de graus de liberdade relativ́ısticos na temperatura T . Em algum

modelo reaĺıstico espera-se ε(T ) ≈ 102 − 103, que nos fornece a seguinte estimativa para

a temperatura de reaquecimento em termos de Γφ:

Tr ≈ 0.2
√

ΓMPl , (3.17)

que não depende do valor inicial de φ e é completamente determinada por parâmetros que

o modelo da f́ısica de part́ıculas elementares utiliza para descrever esses decaimentos. Isso

significa que esse modelo de reaquecimento pode ser aplicado para modelos inflacionários

com fundo de poço que possam ser aproximados por uma função quadrática do campo.

Segue-se agora uma descrição detalhada de outro mecanismo de produção de part́ıculas,

que se mostrou ser muito mais eficiente do que o método perturbativo. Esse mecanismo

é conhecido como reaquecimento ressonante, ou pré-aquecimento.

3.3 Pré-aquecimento

Em anos recentes, foi notado que, ao fim da inflação, oscilações do inflaton em torno

do mı́nimo de seu potencial, poderiam dar origem a um curto peŕıodo de produção não-

perturbativa de part́ıculas [4, 5, 6]. O decaimento de uma part́ıcula φ em duas part́ıculas

χ poderia levar a uma produção explosiva de part́ıculas se estas forem bósons devido

aos efeitos relacionados com a estat́ıstica de Bose-Einstein, pela qual a probabilidade de

decaimento torna-se favoravelmente ampliada. Os autores em [4], desenvolveram este

modelo de produção ressonante de part́ıculas para o cenário de inflação caótica. Por

simplicidade, considera-se neste trabalho a interação entre o campo clássico de inflaton φ

e o campo escalar quântico χ com a lagrangiana (3.9). Em mecânica quântica, um campo

escalar pode ser considerado como um operador cuja representação de Heisenberg é
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χ̂ (t, x) =
1

(2π)3/2

∫

d3k
[

âkχk(t)e
−ikx + â†kχ̂

∗
k(t)e

ikx
]

(3.18)

onde âk e â†k são operadores de criação e de destruição respectivamente. Para um métrica

plana de Friedmann com fator de escala a(t) a parte temporal das autofunções com mo-

mento comóvel k obedece a seguinte equação de movimento

χ̈k + 3
ȧ

a
χ̇k +

(

k2

a2
+mχ

2 + g2φ2

)

χ = 0 . (3.19)

A equação acima descreve um oscilador com frequência variável no tempo devido a de-

pendência temporal de a(t) e do campo φ. Analizaremos a equação (3.19) em diferentes

regimes. Desprezando por enquanto a expansão do universo, isto é, fazendo a = 1, pode-

mos escrever a equação para os modos (flutuações quânticas do campo χ) da seguinte

forma

χ̈k +
(

k2 + g2φ2
)

χk = 0 , (3.20)

onde k = |~k|. Como foi visto na seção 3.1, após a inflação, as oscilações do inflaton em

torno do mı́nimo de seu potencial podem ser descritas como φ(t) = Φ(t) sin(mφt). Desta

forma, podemos reescrever a Eq. (3.20) como segue

χ̈k +
(

k2 + g2Φ2sin2(mφt)
)

χk = 0 . (3.21)

Esta equação descreve um oscilador de frequência ω2
k(t) = k2 + g2Φ2 sin2(mφt) variando

periodicamente no tempo. Esta periodicidade leva a ressonância paramétrica para modos

com certos valores de k. Podemos reescrever (3.21) de uma forma mais simples ao fazer

a seguinte substituição de variáveis: z = mφt, Ak = k2

m2
φ

+ 2q e q = g2Φ2

4m2
φ

. Assim temos

χ̈k + (Ak − 2q cos(2z))χk = 0 . (3.22)
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Esta é a bem conhecida equação de Mathieu [24]. As propriedades das soluções desta

equação são bem representadas por meio de seus gráficos de estabilidade/instabilidade

[4, 5]. No apêndice A mostramos um método de tratamento da equação de Mathieu.

Uma importante caracteŕıstica das soluções de (3.22) é a existência de uma instabil-

idade exponencial χ(z) ∝ exp
(

±µk(n)z
)

dentro do conjunto de bandas de ressonância

de frequências ∆k(n) rotulado por um ı́ndice inteiro n. Esta instabilidade corresponde

ao crescimento exponencial do número de ocupação das flutuações quânticas nk(t) ∝

exp
(

2µk
(n)mφt

)

que pode ser interpretada como uma produção de part́ıculas.

Um exemplo dessas bandas de instabilidade para os modos χk, como função do mo-

mento k2 e constante de acoplamento g2, é mostrada na Fig. 3.1, para o caso do potencial

V = m2
φφ

2/2 +m2
χχ

2/2 + g2φ2χ2/2, com parâmetros escolhidos da forma mφ = 10−6MPl,

mχ = 4 × 10−7MPl.

0

2

4

6

8

10

k2

50 100 150 200 250 300

g2

Figura 3.1: Bandas de instabilidade (áreas escuras) para os modos χk como função de k2 e

g2.

Para gΦ < mφ, temos o regime de ressonância paramétrica chamada de estreita, onde
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então q ≪ 1. Neste regime, a ressonância é mais pronunciada na primeira banda de

ressonância, para modos com k2 ∼ m2
φ (1 − 2q ± q). Os modos de χk com momentos

correspondentes ao centro da banda de ressonância em k ∼ mφ crescem como eqz/2, que

em nosso caso é igual a eµkmφt ∼ exp
(

g2Φt2

8mφ

)

e o número de part́ıculas χ cresce como

eqz/2 ∼ eµkmφt ∼ exp
(

g2Φ2t
4mφ

)

. Este processo pode ser interpretado como uma ressonância

com decaimento de duas part́ıculas φ, de massa mφ, em duas part́ıculas χ com momento

k ∼ mφ. O comportamento do campo χ nestes dois regimes pode ser visto nas Figs. 3.3

e 3.2
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Figura 3.2: A evolução de χk como função do tempo, para o caso da ressonância estreita.

Por sua vez, para oscilações com grandes amplitudes Φ, o parâmetro q = g2Φ2

4m2
φ

pode ser

muito grande. Neste caso, a ressonância ocorre para amplos valores de k e o parâmetro

µk torna-se grande, o que faz com que o préaquecimento aconteça de forma extremamente

eficiente. Tem-se ressonância para modos com k2/m2
φ = Ak − 2q, i.e., para valores acima

da linha Ak = 2q no gráfico de estabilidade/instabilidade da equação de Mathieu. A

figura 3.3 ilustra como evolui o campo χ para o regime de ressonância larga.

Durante cada oscilação do campo de inflaton φ, o campo χ oscila muitas vezes. Sendo

assim, sua massa efetiva mχ(t) = gφ(t) é muito maior do que a massa do inflaton para
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Figura 3.3: A evolução de χk como função do tempo, para o caso da ressonância larga.

gφ(t) ≫ mφ. Esta relação é satisfeita para a parte principal do peŕıodo de oscilação

do campo de inflaton φ no regime de ressonância larga com q1/2 = gΦ
2

≫ 1. Como um

resultado, a frequência t́ıpica de oscilações ωk(t) =
√
k2 + g2φ2 do campo χ é muito maior

que a do campo φ. O grande número de oscilações do campo χ para cada oscilação do

campo φ é devido a uma variação na adiabaticidade para a massa efetiva mχ durante a

parte principal deste intervalo. Isto significa que durante a ressonância larga a amplitude

de χk é mı́nima no ponto em que sua sua frequência é máxima, isto é, em φ(t) = Φ, e

aumenta substancialmente perto do ponto em que φ = 0. Para φ(t) muito pequeno a

variação na frequência de oscilação ωk(t) cessa de ser adiabática.

A condição padrão necessária para produção de part́ıculas é a ausência de adiabatici-

dade na variação de ωk(t):

dωk
dt

≥ ω2
k . (3.23)

Esta condição é fundamental para a ressonância larga devido aos consideráveis efeitos

esperados durante cada oscilação, o que não acontece durante a resssonância estreita.

Para determinar o intervalo de tempo t́ıpico ∆t∗ e o momento t́ıpico k∗, ou seja, quando
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e onde podem acontecer a ressonância, lembremos que para φ pequeno tem-se φ̇ ≈ mφΦ.

Junto com a condição (3.23) temos

k2 ≤
(

g2φmφΦ
)2/3 − g2φ2 . (3.24)

Esta condição torna-se satisfeita para pequenos valores de k quando o campo φ(t) torna-

se menor do que

√

mφΦ

g
. O intervalo máximo de momento para os quais a produção de

part́ıculas ocorre corresponde a φ(t) = φ∗, onde

φ∗ ≈
1

2

√

mφΦ

g
≈ 1

3
Φq−1/4 . (3.25)

O valor máximo de momento para as part́ıculas produzidas naquela época pode ser esti-

mado por kmax =
√

gmφΦ

2
. Na parte principal do intervalo |φ| ≤ 2φ∗ a faixa de momentos

permanece menor mas da mesma ordem de magnitude de kmax. Assim pode-se estimar o

valor t́ıpico de momento das part́ıculas produzidas no estágio como k∗/2, onde

k∗ =
√

gmφΦ =
√

2mφq
1/4 , (3.26)

da mesma forma, cada vez que o campo φ aproxima-se do ponto φ = 0, ele leva o tempo

∆t∗ ∼
2φ∗

φ
∼ 1
√

gmφΦ
∼ k∗

−1 , (3.27)

no domı́nio |φ| ≤ φ∗. No tempo k∗ ≈ mχ = gφ∗, então ωk ∼ k∗. Esta estimativa de

∆t∗ diz-nos que a produção de part́ıculas no regime de ressonância larga ocorre dentro

de um tempo da ordem do peŕıodo de uma oscilação do campo χ, ou seja, ∆t∗ ∼ ω−1
k∗ ,

de acordo com o prinćıpio de incerteza. No regime semi-clássico, onde valem as soluções

do tipo WKB, quando a frequência ωk(t) está variando adiabaticamente, nk é constante,

equivalendo a um invariante adiabático.
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Uma comparação entre a ressonância larga e a ressonância curta nos mostra que, no

primeiro caso, o campo χ varia vigorosamente de modo que se calcularmos ln(nk), veremos

que este tem um comportamento aproximadamente linear. No segundo caso, as ampli-

ficações do campo ocorrem próximos ao ponto φ = 0, onde o processo não é adiabático.

O número de ocupação nk, sendo um invariante adiabático, varia somente nestes cur-

tos intervalos onde o número de part́ıculas não é bem definido. Este comportamento da

produção de part́ıculas para os diferentes regimes pode ser visto nas figuras 3.4 e 3.5.
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Figura 3.4: A evolução do número de part́ıculas χ produzidas, como função do tempo, para

o caso da ressonância larga.

Em outras palavras, o crescimento dos modos de χk leva ao crescimento do número de

ocupação. Assim sendo, a densidade número de part́ıculas pode ser calculada como a

energia dos modos, 1
2
|χ̇k|2 + 1

2
ω2
k |χk|2 dividido pela energia ωk de cada part́ıcula:

nk =
ωk
2

(

1

ω2
k

|χ̇k|2 + |χk|2
)

− 1

2
. (3.28)
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Figura 3.5: A evolução do número de part́ıculas χ produzidas, como função do tempo, para

o caso da ressonância estreita.



Caṕıtulo 4

Teoria de Campos em Temperatura

Finita e o Formalismo de tempo Real

4.1 Teoria de Campos de Temperatura Finita

Discutiremos a seguir uma formulação da teoria de campos em temperatura finita realizada

em tempo real. Neste método faz-se algumas modificações no propagador de Feynman

de temperatura zero, T = 0, de modo que permançam válidas as regras de Feynman sem

a necessidade do uso de continuações anaĺıticas do tempo imaginário para o tempo real

(para o caso do formalismo de tempo imaginário, ver a Ref. [25]. Nesta dissertação só

iremos discutir o caso do formalismo de tempo real).

Em temperatura zero, o propagador de Feynman está relacionado com a função de

Green de dois pontos pela equação

i∆F (x− y) =
〈

0
∣

∣

∣T
[

φ̂(x)φ̂(y)
]∣

∣

∣ 0
〉

, (4.1)

onde o campo escalar φ pode ser expresso em termos dos operadores de criação e de

aniquilação,

44
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φ̂(x) =
∫ d3k

(2π)3

1

2ωk

[

a(k)e−i
~k~x + a+(k)ei

~k~x
]

. (4.2)

Em temperatura finita, podemos expressar a média das funções de dois pontos como uma

média térmica, com valor esperado no vácuo substitúıdo pelo valor esperado da estat́ıstica

quântica. Desta forma, o propagador (4.1) pode ser reescrito como

i∆F (x− y) →
〈

T
[

φ̂(x)φ̂(y)
]〉

=
1

Z(β)
tr
[

e−βĤ
[

ˆφ(x) ˆφ(x)
]]

, (4.3)

onde Ĥ é a Hamiltoniana do sistema com autovalores e autoestados Ĥ |n〉 = En |n〉 e

Z(β) = tr
[

exp−βĤ
]

é a função de partição. Em termos dos autoestados de energia,

podemos reescrever o propagador (4.3) como

i∆F (x− y) =
1

Z(β)

∑

n

〈

n
∣

∣

∣T
[

φ̂(x)φ̂(y)
]∣

∣

∣n
〉

e−βEn , (4.4)

onde a soma é realizada sobre todos os estados termicamente excitados com o fator de

Boltzmann dado por exp−βEn. Para o caso em que x0 > y0,

i∆F (x− y) =
1

Z(β)

∫ d3k

(2π)3

1

2ωk

d3k′

(2π)3

1

2ωk′

×
∑

n

e−βEn〈n
∣

∣

∣

[

a(k)e−i
~k~x + a+(k)ei

~k~x
] [

a(k′)e−i
~k′~y + a+(k)ei

~k′~y
]∣

∣

∣n〉 . (4.5)

Os estados de multi-boson são dados por se agir repetidamente com o operador de criação

sobre o estado de vácuo de acordo com

|n〉 = |n1(k1), n2(k2), ...〉 =
∏

i

[a+(ki)]
ni

√

ni(ki)!
|0〉 , (4.6)

onde os estados |n〉 são orto-normalizados. Com isto e as relações usuais de comutação

para os operadores de criação e aniquilação [23] obtemos
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i∆F (x− y) =
1

Z(β)

∫ d3k

(2π)3

1

2ωk

∑

n

e−βEn

{

[n(k) + 1] e−i
~k(x−y) + n(k)ei

~k(x−y)
}

. (4.7)

Podemos agora usar o resultado

1

Z(β)

∑

n

n(k)e−βEn =
1

exp βωk − 1
= n(ωk) , (4.8)

para encontrar uma expressão para o propagador térmico de Feynman para x0 > y0. Este

é dado por

i ∆F (x− y)|x0>y0
= D>(x, y)

=
∫ d3k

(2π)3

1

2ωk

{

[n(ωk) + 1] e−i
~k(y) + n(ωk)e

i~k(x−y)
}

|k0=ωk
. (4.9)

Fazendo o mesmo cálculo para y0 > x0 temos

i∆F (x− y) |y0>x0
= D<(x, y) = D>(y, x) . (4.10)

Podemos ainda expressar a transformada de Fourier do propagador de Feynman em tem-

peratura finita da seguinte forma,

i∆F (x− y) =
∫ d4k

(2π)4
ei
~k(~x−~y)i∆F (k)

=
∫ d4k

(2π)4

[

i

k2 −m2 + iǫ
+ 2πn(k0)δ(k

2 −m2)
]

ei
~k(~x−~y) , (4.11)

onde o segundo termo de (4.11) corresponde aos termos de temperatura finita. Uma das

vantagens encontradas na representação em tempo real é a possibilidade de se escrever as

funções de Green de dois pontos sem ter que fazer uso de um tempo imaginário, o que

exigiria o uso de continuações anaĺıticas para voltar ao tempo real. Uma outra vantagem

é que este formalismo pode ser usado como ponto de partida para o estudo da dinâmica de
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sistemas fora do equiĺıbrio. Infelizmente, há alguns problemas com o formalismo de tempo

real. Singularidades provenientes das funções δ de Dirac são posśıveis nos diagramas

de Feynman com dois ou mais propagadores [25]. Mostramos então a seguir, como é

estabelecido o formalismo corretamente.

4.2 A Formulação de Teoria Quântica de Campos a

Tempo Real

Uma solução para o problema apresentado na seção anterior pode ser obtida para as

muitas formas em que a temperatura é introduzida na teoria através de uma periodicidade

dos campos no tempo complexo. De acordo com as condições de Kubo-Martin-Schwinger

(KMS) [25], o tempo dos campos vai de um tempo inicial ti até um tempo final t = ti−iβ.

Podemos fazer uma escolha apropriada de contorno de modo a incluir o eixo de tempo real.

Dos diferentes contornos existentes no plano complexo nem todos constituem escolhas

apropriadas devido a necessidade de se preservar a analiticidade e a convergência das

funções de Green de dois pontos. Consideremos uma função de Green dada pela equação

(4.3) que pode ser escrita em termos de um contorno no plano temporal complexo como

〈

T
[

φ̂(x)φ̂(x)
]〉

β
= D>(x, y)θc(x

0 − y0) +D<(x, y)θc(y
0 − x0) , (4.12)

onde

D>(x, y) =
〈

ˆφ(x) ˆφ(y)
〉

β
,

D>(x, y) =
〈

ˆφ(y) ˆφ(x)
〉

β
, (4.13)

considerando os estados |n〉 com autovalores En, podemos calcular (4.13) no ponto ~x =

~y = 0 como
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D>(x0, y0) =
∑

m,n

|〈m|φ(0)|n〉|2 eiEn(x0−y0+iβ) , (4.14)

de modo que a convergência da soma implica que −β ≤ Im(x0−y0) ≤ 0 o que requer que

θc (x
0 − y0) = 0 para Im(x0 − y0) > 0. De (4.13) segue que uma propriedade similar para

a convergência de D<(x0, y0) é que 0 ≤ Im(x0 − y0) ≤ β, o que requer θc (y
0 − x0) = 0

para Im (x0 − y0) < 0, e a condição final para convergência completa das funções de Green

é

−β ≤ Im(x0 − y0) ≤ β , (4.15)

para θc tal que θc(t) = 0 para Im(t) > 0. Tais condições implicam que o caminho C deve

ser tal que um ponto movendo-se ao longo dele tenha um decréscimo monotônico ou parte

imaginária constante.

Figura 4.1: O contorno de Keldysh no plano de tempo complexo.

Entre os posśıveis contornos que satisfazem as condições acima existe o chamado con-

torno de Keldysh conforme mostrado na figura 4.1. Neste contorno C é dado pela relação

C = C1
⋃

C2
⋃

C3
⋃

C4 em que C1 vai do tempo inicial ti até o tempo final tf , C3 percorre

o intervalo entre tf e tf − iσ com 0 ≤ σ ≤ β, C2 vai de tf − iσ até ti− iσ e C4 se encontra
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no intervalo de ti − iσ até ti − iβ. Para o cálculo das funções de Green é conveniente

tomar ti → −∞ e tf → ∞. Neste caso, [25] as contribuições de C3 e C4 podem ser

desprezadas. Este é o chamado contorno de Schwinger, mostrado na figura 4.2, o qual

passaremos a descrever e utilizar nas nossas deduções das equações de movimento efetivas

determinadas mais adiante. Deste modo, no contorno de Schwinger, podemos determinar

dois tipos diferentes de campos, os quais identificaremos pelos ı́ndices + e -, dependendo

de os campos estarem sobre C1 ou C2 respectivamente. Logo, para o propagador entre

x0 e y0 há quatro possibilidades dependendo de os campos estarem sobre C1 ou C2. Cor-

respondentemente haverá quatro propagadores que serão identificados pelos ı́ndices ++,

+-, -+, –.

C

t8 8+−

Figura 4.2: O contorno de tempo fechado de Schwinger C. Pontos no seguimento C1 =

−∞ < t < +∞ e no seguimento oposto C2, do contorno denotam os pontos de tempo

discretizados.

O contorno de Schwinger é o contorno no plano complexo do tempo mais simples

que podemos escolher. Ele consiste em fixar um tempo inicial ti no passado infinito,

caminhando até o futuro infinito sem fixar nenhuma condição final e depois voltando ao

passado infinito. Este contorno é portanto também chamado de contorno de trajetória

temporal fechada. Podemos então expressar o funcional gerador Z das funções de Green

ao longo deste contorno como segue

Z [J+, J−] =
∫

Dφ+Dφ−e
i
∫

d4x{[L[φ+]+J+φ+]−[L[φ−]+J−φ−]} , (4.16)

onde J+ e J− são as fontes para as partes C1 e C2 do contorno temporal, respectivamente.

Levando-se em conta a periodicidade KMS do campo escalar, φ(~x, t) = φ(~x, t−iβ), pode-se
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calcular as integrais de trajetória sobre as formas quadráticas obtendo-se como resultado

final a função de partição em tempo real, generalizada para levar em conta o contorno de

trajetória temporal fechada no plano complexo,

Z [J+, J−] = e
i
∫

d4z

[

Lint

(

1
i

δ
δJ+(z)

)

−Lint

(

− 1
i

δ
δJ

−
(z)

)]

e−
i
2

∫

d4xd4x′Ja∆ab(x−x′)Jb(x
′) , (4.17)

com a, b=+, -. Os propagadores ∆ab que entram na integral ao longo do contorno na

equação (4.17) são dados por

i∆++(x− x′) = 〈T+ [φ(x)φ(x′)]〉 ,

i∆−−(x− x′) = 〈T− [φ(x)φ(x′)〉] ,

i∆+−(x− x′) = 〈φ(x)φ(x′)〉 ,

i∆−+(x− x′) = 〈φ(x′)φ(x)〉 , (4.18)

onde T+ e T− indicam operadores de ordenação temporal cronológico e anti-cronológico.

i∆++(x − x′) é o propagador f́ısico causal (ou de Feynman) usual da teoria quântica de

campos. Os outros três propagadores surgem como consequência do contorno de tempo

fechado. Os propagadores na equação (4.18) podem ser expressos em termos das quanti-

dades D>(x, x′) e D>(x, x′) como

∆++(x− x′) = D>(x, x′)θ(t− t′) +D>(x, x′)θ(t− t′) ,

∆−−(x− x′) = D>(x, x′)θ(t′ − t) +D>(x, x′)θ(t′ − t) ,

∆+−(x− x′) = D<(x, x′) ,

∆−+(x− x′) = D>(x, x′) . (4.19)

O formalismo de Schwinger em tempo real pode ser útil para tratar de diversos problemas

que envolvam a teoria quântica de campos em temperatura finita inclusive aplicações a

cosmologia. Na próxima seção veremos como utilizá-lo para derivar equações dinâmicas

para campos escalares fora do equiĺıbrio.
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4.3 Modelo de Campos e as correspondentes Equações

Efetivas de Movimento

Por simplicidade, adotaremos em nosso estudo o seguinte modelo descrito pela densidade

de Lagrangiana para os campos escalares φ, χ e σ:

L =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
mφ

2φ2 +
1

2
(∂µχ)2 − 1

2
mχ

2χ2 − gφχ2

+
1

2
(∂µσ)2 − 1

2
mσ

2σ2 − hχσ2 (4.20)

onde g é o acoplamento trilinear entre os campos φ e χ e h é o acoplamento entre o campo

χ e σ. Neste caso φ é um campo escalar real oscilante, ao final de inflação. φ pode decair

em um par de part́ıculas χ através do termo de interação gφχ2 e χ por sua vez pode

decair em par de part́ıculas σ. Desejamos encontrar a ação efetiva bem como a equação

de movimento efetiva para os campos φ e χ. Estudaremos aqui basicamente o processo de

ressonância paramétrica para o campo χ e como as diferentes correções quânticas oriundas

tanto devido ao acoplamento de φ com χ e χ com σ afetam o fenômeno de ressonância.

Para isto, fazemos uso do contorno de Schwinger conforme visto na última seção. Com

isto temos que, no presente modelo, o funcional gerador é dado por

Z
[

Jφ, Jχ, Jσ
]

=
∫

Dφ
∫

Dχ
∫

Dσ exp
{

i
∫ ∞

−∞
dt
∫

d3x
[

L[φ+, χ+, σ+] + Jφ+φ+ + Jχ+χ+ + Jσ+σ+

]

−i
∫ ∞

−∞
dt
∫

d3x
[

L[φ−, χ−, σ−] + Jφ−φ− + Jχ−χ− + Jσ−σ−
]

}

= exp
{

iWc

[

Jφc , J
χ
c , J

σ
c

]}

, (4.21)

onde Jφc , J
χ
c , J

σ
c representam fontes externas para os campos escalares, no caminho C de

tempo fechado, conforme mostrado na figura 4.2. Desta forma, o funcional gerador pode

ser escrito da forma simplificada

eiWc[Jφ,Jχ,Jσ] =
∫

c
Dφ

∫

c
Dχ

∫

c
DσeiSc[φ,χ,σ,Jφ,Jχ,Jσ] (4.22)
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onde o ı́ndice c indica integrações sobre o contorno de caminho fechado C e a ação clássica

S é dada por

S
[

φ, χ, σ, Jφ, Jχ, Jσ
]

=
∫

d4x
[

L + Jφ(x)φ(x) + Jχ(x)χ(x) + Jσ(x)σ(x)
]

. (4.23)

Nesta formulação os campos escalares φ, χ e σ são periódicos, por exemplo, φ(t, ~x) =

φ(t − iβ, ~x), com o mesmo para os campos χ e σ, onde β é o inverso da temperatura,

β = 1/T . A ação efetiva, por sua vez, é definida pelo funcional gerador conectado como

Γc[φ] = Wc[J
φ, Jχ, Jσ] −

∫

c
d4xJφ(x)ϕ(x) , (4.24)

onde φ(x) = δWc[J
φ, Jχ, Jσ]/δJφ(x). Em termos das componentes em torno dos intervalos

positivos e negativos temos

Γ[φ+, φ−] = W [Jφ+, J
φ
−, ...] −

∫ ∞

−∞
dt
∫

d3x[Jφ+(x)φ+(x) − Jφ−(x)φ−(x)] (4.25)

com φ+(x) = δW [Jφ+, J
φ
−, ...]/δJ

φ
+(x) e φ−(x) = −δW [Jφ+, J

φ
−, ...]/δJ

φ
−(x). Por sua vez, as

componentes do propagador dos campos escalares na caminho de Schwinger são definidos

por (com expressões se aplicando para qualquer dos campos escalares)

∆(x− x′) =
∫ d4k

(2π)4
e−ik(x−x

′)





G++(k) G+−(k)

G−+(k) G−−(k)



 (4.26)

onde

G++(k) =
1

k2 −m2 + iǫ
− 2iπnB(ωk)δ(k

2 −m2)

G−−(k) =
−1

k2 −m2 − iǫ
− 2iπnB(ωk)δ(k

2 −m2)

G+−(k) = −2iπ[θ(−k0) + nB(k)]δ(k2 −m2)

G−+(k) = −2iπ[θ(k0) + nB(k)]δ(k2 −m2) (4.27)
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com nB = 1/
(

eβωk − 1
)

e ωk =
√
k2 +m2.

A expansão em loops perturbativos da ação efetiva pode ser obtida por transformar

φ → φcl onde φcl é o campo de configuração que extremiza a ação clássica S[φ, J ] e φ′

é uma pequena perturbação em torno de φcl. Para a ordem de dois loops, Γ[φ+, φ−] é

constitúıda por meio dos gráficos de Feynman como mostrados na figura 4.3.

χ

χ
.

Figura 4.3: Diagrama de Feynman de ordem mais baixa contribuindo para a ação efetiva do

campo φ. As linhas pontilhadas referem-se ao propagador do campo χ.

Usando as expressões para os propagadores, Eqs. (4.19) e (4.27), a contribuição do

diagrama mostrado na Fig. 4.3 para a ação do campo φ é dada por:

∆Γ[φ+, φ−] = ig2
∫

d4xd4x′[φ+(x)G++
χ (x− x′)φ+(x′) − φ−(x)G−+

χ (x− x′)φ+(x′)

− φ+(x)G+−
χ (x− x′)φ−(x′) + φ−(x)G−−

χ (x− x′)φ−(x′) , (4.28)

e a ação efetiva para o campo φ, em ordem mais baixa na expansão em loops para as

correções advindas do campo χ, se torna então,

Γ[φ+, φ−] =
∫

d4x
[

1

2
(∂φ+)2 − (∂φ+)2 − 1

2
m2
φ(φ

2
+ − φ2

−)
]

+ ∆Γ[φ+, φ−] . (4.29)

A ação efetiva (4.29) fica numa forma mais transparente e de fácil interpretação se ao

invés de se usarmos as váriaveis de campo φ+ e φ−, usarmos as variáveis φc = (φ+ +φ−)/2

e φ∆ = φ+ − φ− e, no final, tomamos φ∆ → 0 de modo ue φ+ e φ− passem a coincidir.

φ∆ é considerado na literatura um campo de resposta, pois os termos em φ∆ podem
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ser associados com termos estocásticos (associados a instabilidades do sistema) como

mostraremos abaixo. O campo φc é associado ao campo f́ısico [26]. Usando as novas

variáveis φc e φ∆, a ação efetiva para o campo φ, Eq. (4.29), pode ser reescrita da forma

Γ[φc, φ∆] =
∫

d4xφ∆(x)(2 +m2)φc −
∫

d4xd4x′Cχ(x− x′)θ(t− t′)φ∆(x)φc(x)

+
i

2

∫

d4xd4x′Dχ(x− x′)φ∆(x)φ∆(x′) , (4.30)

onde

Cχ(x− x′) ≡ 4g2Im
[

G++
χ (x− x′)2

]

, (4.31)

e

Dχ(x− x′) ≡ 2g2Re
[

G++
χ (x− x′)2

]

. (4.32)

O termo de valor complexo na ação efetiva, dado pelo último termo em (4.30), revela a

natureza dissipativa do sistema. Desta forma não há como encontrar nenhuma equação

de movimento efetiva por apenas derivá-la com respeito a variável de campo, pois es-

tamos tratando com um campo escalar real e sua equação deve ter igualmente de valor

real. A solução para problemas desta ordem foi proposta por Morikawa [27], na qual é

introduzido um campo auxiliar ξ(x), de propriedades estocasticas, como mostrado abaixo.

Para escrever a ação efetiva (4.30) numa forma real, usamos a indentidade funcional,

e−
1
2

∫

d4xd4x′φ∆(x)Dχ(x−x′)φ∆(x′) =
∫

Dξ(x)e−
1
2

∫

d4xd4x′ξ(x)D−1
χ (x−x′)ξ+i

∫

d4xξ(x)φ∆(x) . (4.33)

Usando a Eq. (4.33), podemos então reescrever a ação (4.30) da forma

exp (iΓ[φc, φ∆]) =
∫

DξP [ξ] exp {iΓeff [φcφ∆, ξ]} (4.34)

onde
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Γeff [φc, φ∆, ξ] = ReΓ[φc, φ∆] +
∫

d4xξ(x)φ∆(x) , (4.35)

e P [ξ] é uma distribuição estat́ıstica funcional para ξ(x), que é uma gaussiana,

P [ξ] = Ne−
1
2

∫

d4xd4x′ξ(x)D−1
χ (x−x′)ξ(x′) , (4.36)

e que possue dispersão dada pela parte imaginária da ação efetiva

〈ξ(x)ξ(x′)〉 = Dχ(x− x′) , (4.37)

e possue média nula,

〈ξ(x)〉 = 0 . (4.38)

A equação de movimento para o campo φc é obtida ao aplicar o prinćıpio variacional

á ação efetiva, definido por [26]

δΓeff [φc, φ∆, ξ]

δφ∆

∣

∣

∣

φ∆=0
= 0 , (4.39)

tal que, das Eqs. (4.30) e (4.35), obtemos que

(

2 +m2
φ

)

φc(x) +
∫ t

−∞
dt′
∫

d3x′Cχ(x− x′)φc(x
′) = ξ(x) , (4.40)

onde o segundo termo no lado esquerdo em (4.40) pode ser mostrado carregar a natureza

dissipativa do sistema e o termo Cχ(x − x′) é chamado de kernel de memória e é tem-

poralmente não-local. Nesta equação ξ(x) é considerado como um rúıdo gaussiano de

propriedades como dadas anteriormente pelas Eqs. (4.37) e (4.38).

Da mesma forma, seguindo o mesmo procedimento adotado para determinar a Eq.

(4.40), podemos determinar a equação de movimento efetiva para o campo χ como sendo

dada por
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(

2 +m2
χ + gφc

)

χc(x) +
∫ t

−∞
dt′
∫

d3x′Cσ(x− x′)χc(x
′) = η(x) , (4.41)

onde Cσ(x − x′) ≡ 4h2Im [G++
σ (x− x′)2] e η(x) é um outro termo de rúıdo gaussiano

de propriedades semelhantes as de ξ(x) dadas anteriormente, 〈η(x)η(x′)〉 = Dσ(x− x′) e

média nula, 〈η(x)〉 = 0, com Dσ(x− x′) = 2h2Re [G++
σ (x− x′)2].

Diferentes aproximações podem ser aplicadas as equações de movimento efetivas (4.40)

e (4.41), em especial aproximações locais para kernels não-locais (dissipativos) podem

ser úteis dependendo da aplicação espećıfica. Aplicações recentes podem ser vistas por

exemplo [11, 13, 21]. Adotaremos o procedimento mais simples, para o caso da Eq. (4.41),

de reescreve-la numa forma fenomenológica e local, que inclui explicitamente um termo

descrevendo o decaimento de χ em σ,

(

2 +m2
χ + gφc

)

χc(x) + Γχχ̇c(x) = η(x) , (4.42)

onde Γχ é o termo de largura de decaimento de χ→ 2σ, definido por [13, 21, 28]

Γχ =
h2

8πmχ

(

1 − 4m2
σ

m2
χ

)1/2

[1 + 2nB(mχ/2)] θ(mχ − 2mσ) . (4.43)

Na próximo caṕıtulo passamos a discutir as soluções para as Eqs. (4.40) e (4.41) o uso

e implicações dos termos de dissipação e flutuação para o problema de pré-aquecimento,

ou ressonância paramétrica.



Caṕıtulo 5

Soluções das Equações de Movimento

e Ressonância Paramétrica no Modelo

de Campos com Acoplamentos

Trilineares

5.1 Solução para a Equação de Movimento para o

Campo de Inflaton

Podemos encontrar soluções para as equações para as equações de movimento tanto para

o campo de inflaton φ quanto para as flutuações χ. Para isso, iremos nos concentrar no

caso linear onde as equações de movimento são dadas por (4.40) e (4.41).

Neste regime, é conveniente reescrever a equação (4.40) no espaço do número de onda.

Definindo as transformadas de Fourier espacial do campo φ e do termo estocástico ξ como

φk(t) ≡
∫

d3xφ(~x, t)e−i
~k~x ,

ξk(t) ≡
∫

d3xξ(~x, t)e−i
~k~x , (5.1)
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e para o kernel de dissipação,

Cχ,k(t− t′) ≡
∫

d3xCχ(~x, t− t′)e−i
~k~x , (5.2)

nós encontramos

φ̈k(t) + (k2 +m2
φ)φk(t) +

∫ t

−∞
dt′Cχ,k(t− t′)φk(t

′) = ξk(t
′) (5.3)

onde Cχ,k(t− t′) é uma função real, já que pode ser mostrado, das relações dadas anterior-

mente para os propagadores no plano de tempo complexo, que C†
χ,k(t− t′) = Cχ,k(t− t′).

Aqui, o termo de rúıdo no espaço de Fourier, ξk(t), é uma variável aleatória Gaussiana

com a dispersão

〈ξk(t)ξ∗k′(t′)〉 =
∫

d3xDχ(~x, t− t′)e−i
~k~x(2π)3δ(~k − ~k′) ≡ Dχ,k(t− t′)(2π)3δ(~k − ~k′) (5.4)

Desta forma cada modo de Fourier é desacoplado um do outro no regime linear, mesmo

na presença do termo de rúıdo.

A equação (5.3) pode ser resolvida em termos da transformada de Fourier com respeito

ao tempo, ao definir:

φ̃(ω) ≡
∫

dt φ(t)eiωt ,

ξ̃(ω) ≡
∫

dt ξk(t)e
iωt , (5.5)

e

C̃χ,k(ω) ≡
∫

d3xCχ,k(t)e
iωt ,

D̃χ,k(ω) ≡
∫

d3xDχ,k(t)e
iωt , (5.6)

Notamos que C̃χ,k(ω) é imaginário puro como pode ser visto que Cχ,k(t) satisfaz a relação

Cχ,k(t) = −Cχ,k(−t), ou seja, o termo de kernel de dissipação é anti-simétrico no tempo
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e portanto tem transformada de Fourier no tempo que é puramente imaginária. Usando

a fórmula

∫ ∞

0
dτei(ω−ω

′)τ = iP
1

ω − ω′
+ πδ(ω − ω′) , (5.7)

nós encontramos

(−ω2 + k2 +m2
φ)φ̃k(ω) +

∫ dω′

2π
P

1

ω − ω′
iC̃χ,k(ω

′)φ̃(ω) +
1

2
C̃χ,kφ̃(ω) = ξ̃(ω) . (5.8)

Definindo as quantidades

M2
k ≡ m2

φ + k2 +
∫ dω′

2π
P

1

ω − ω′
iC̃χ,k(ω

′) ,

Γ̃(ω) ≡ i
C̃χ,k
2ω

, (5.9)

obtemos deste modo, que φk(t) pode ser escrito da forma,

φk(t) = −
∫ dω

2π

ξ̃(ω)e−iωt

ω2 −M2
k + iωΓ̃k(ω)

= −
∫ +∞

−∞
dt′
∫ dω

2π

ξ̃(ω)e−iω(t′−t)

ω2 −M2
k + iωΓ̃k(ω)

. (5.10)

Se Γ̃k(ω) satisfaz 0 < Γ̃k(ω) ≪ Mk e a parte de Mk dependente de ω for despreźıvel, a

Eq. (5.10) tem um pólo em ω ∼= ±Mk − iΓ̃k(Mk)/2 e pode ser resolvido como

φk(t) =
1

Mk

∫

dt′e−
1
2
Γ̃k(Mk)(t−t′) sinMk(t− t′)ξk(t

′) . (5.11)

Considerando apenas os modos com k = 0, o que corresponde ao campo de inflaton sendo

homogêneo no espaço, φ ≡ φ(t), e adicionando dois modos homogêneos indepedentes,

uma solução geral com uma condição inicial arbitrária de amplitude φk(ti) e velocidade

φ̇k(ti) em algum tempo inicial t = tinicial, é dada por
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φ0(t) = φ0(ti)e
− 1

2
Γ̃0(M0)(t−ti) cosM0(t− ti)

+
φ̇0(ti)

M0

e−
1
2
Γ̃0(M0)(t−ti) sinM0(t− ti)

+
1

M0

∫

dt′e−
1
2
Γ̃0(M0)(t−t′) sinM0(t− t′)ξ0(t

′) , (5.12)

a qual é obtido por virtude da suposição de que Γ̃0(M0) ≪ M0 ≃ mφ, a qual deve ser

válida para acoplamentos perturbativos (lembrando que Γ̃ depende quadraticamente do

acoplamento g). Na Eq. (5.12) vemos que Γ̃0(M0) ≡ Γφ é a própria largura de decaimento

do campo φ, para o canal de decaimento φ→ 2χ, definido de forma análoga a Eq. (4.43),

por [13, 21, 28]

Γ̃0(M0) ≡ Γφ =
g2

8πmφ

(

1 − 4m2
χ

m2
φ

)1/2

[1 + 2nB(mφ/2)] θ(mφ − 2mχ) . (5.13)

Então usando (5.4) e (5.6), o valor esperado da amplitude quadrada absoluta em um

tempo t≪ ti + Γ̃−1
0 (M0) torna-se, para o caso do campo de inflaton homogêneo,

〈|φ0(t)|2〉 =
D̃χ(M0)

2M2
0 Γ̃0(M0)

[

1 +
Γ̃(M0)

M0

sin 2M0t

]

. (5.14)

O segundo termo no parênteses em (5.14) se anula sempre que tomamos a média so-

bre um peŕıodo de oscilação. As equações (5.12) e (5.14) indicam que cada modo não

decai completamente mas que sua amplitude aproxima-se de um valor de equĺıbrio deter-

minada pela taxa do espectro de potências do rúıdo para Γ̃0(M0) com escala temporal

Γ̃−1
0 (M0) = −2iMo/C̃χ(M0). Para determinarmos estas quantidades, devemos calcular as

transformadas de Fourier do kernel de memória Cχ e a correlação do rúıdo ξ, Dχ, explici-

tamente usando as expressões dadas acima. Estudaremos agora como podemos encontrar

uma solução para a equação de movimento das flutuações χ.
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5.2 Equação de Movimento para o Campo χ(x)

Mostraremos aqui como podemos obter uma solução para a equação de evolução do campo

χ. Para isso, não poderemos usar o mesmo método que usamos para o campo de inflaton

pois agora estamos tratando de um caso onde a frequência de oscilações não é mais

constante, mas varia no tempo, como visto na Eq. (4.42), devido a dependência desta

com o campo de inflaton φc. A Eq. (4.42) é semelhante a uma equação do tipo Mathieu

com termo de amortecimento Γ e de flutuação estocástica η. A análise desta equação,

supondo o efeito to termo estocástico despreźıvel, é posśıvel de se fazer analiticamente

e será mostrado abaixo. A análise do efeito do termo de flutuação na equação 4.42 é

muito mais dif́ıcil e aqui só o estudaremos numéricamente. Para obtermos uma solução

anaĺıtica para a Eq. (4.42), vamos adotar também a dependência temporal do campo

de inflaton que pode ser colocada simplesmente numa forma oscilatória, ou seja: da

solução obtida na seção anterior, Eq. (5.12), tomaremos simplesmente a aproximação que

φc(t) ∼ Φ sin(mφt), com aplitude Φ(t).

Consideraremos o caso de ressonância paramétrica estreita, isto é, quando Φ(t) ≪

mφ, o que nos permite tratar o caso por meio da análise perturbativa. Neste regime, a

ressonância é mais acentuada na primeira banda. As bandas de ressonância para o modelo

estudado com acoplamento de φ com χ de forma trilinear, são mostradas na Fig. 5.1.

Podemos expandir o campo χ em termos dos operadores de criação e aniquilação como

em (3.18). Porém, como o operador hamiltoniano não pode ser diagonalizado por meio

dos operadores de criação e de aniquilação na presença de interações, fazemos uso das

transformações de Bogolyubov que nos dão a transição dos operadores de criação e de

aniquilação de campo livre para o de operadores dependentes do tempo (preservando as

relações de comutação). Assim, o hamiltoniano pode ser diagonalizado. As transformações

de Bogolyubov são definidas da forma

b(t) = α(t) a+ β∗(t) a† ,
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Figura 5.1: Bandas de instabilidade (áreas escuras) para os modos χk como função de k2 e

g2, no caso de acoplamento trilinear.

b†(t) = β(t) a+ α∗(t) a† , (5.15)

e α(t) e β(t) podem ser escritos como

α(t) =
ei
∫

Ωkdt

√
2Ωk

(Ωkχ− + iχ̇−) ,

β(t) =
e−i

∫

Ωkdt

√
2Ωk

(Ωkχ− − iχ̇−) . (5.16)

onde Ω2
k = ω2

k + 2gφc, com ω2
k = k2 +m2

χ e as condições iniciais para α e β são dadas por

|α(0)| = 1, β(0) = 0 . (5.17)

Então, a forma da solução para o campo χ pode ser escrita como

χ− =
1√
2ωk

[X cos(ωkt) − Y sin(ωkt)] , (5.18)
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onde X,Y são funções complexas variando lentamente com relação ao tempo. De (5.16) e

(3.18) as condições iniciais para χ tornam-se

iχ̇−(0) = ωkχ−(0), |χ−(0)| =
1√
2ωk

, (5.19)

o que nos fornece como valores iniciais para X e Y

X(0) = eiδ, Y (0) = ieiδ , (5.20)

onde δ é uma fase pouco importante (já que estaremos interessados em ver o módulo

envolvendo as quantidades X e Y ) que pode ser tomada como zero. As soluções para X

e Y são obtidas como sendo

X ∼= 1 + i

2
eµt +

1 − i

2
e−µt ,

Y ∼= 1 + i

2
eµt − 1 − i

2
e−µt (5.21)

onde µ = m−1
φ

√
g2Φ2 − ∆2 e ∆ = ω2

k − m2
φ/4. Onde podemos notar que para que haja

ressonância é necessário que tenhamos ωk ≈ mφ/2,Com isto, podemos obter o quadrado

das amplitudes de χ− e χ̇− na forma

|χ−|2 =
e−Γχt

2ωk
[cosh(2µt) − sinh(2µt) sin(2ωkt)] ,

|χ̇−|2 =
e−Γχt

2ωk
ω2
k[cosh(2µt) + sinh(2µt) sin(2ωkt)] . (5.22)

Com estes resultados, nós podemos determinar a evolução da densidade de energia das

part́ıculas χ como modo k. Temos que

ρ̇kχ =
d

dt

(

1

2
|χ̇−|2 +

1

2
Ω2
k|χ−|2

)

=
1

2

d(Ω2
k)

dt

1

2
Ω2
k|χ−|2 − Γχ

1

2
Ω2
k|χ−|2

∼= gΦ

mφ

ρkχ − Γχρ
k
χ , (5.23)
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onde usamos a Eq. (5.22) na segunda linha, e na terceira linha tomamos a média sobre um

peŕıodo de oscilação do campo de inflaton φ. O primeiro termo corresponde a produção

ressonante usual devido ao decaimento do campo de inflaton, enquanto que o segundo

termo nos mostra o decréscimo de energia devido ao decaimento de part́ıculas χ. Podemos

notar que a densidade de energia das part́ıculas χ com modo k é reduzida por um fator

e−Γχ . Se somarmos sobre todos os k, obteremos a densidade de energia total da produção

ressonante das part́ıculas χ:

ρ̇χ =
∫ ω2

k

2π2
dωk

1

2

d(Ω2
k)

dt
|χ−|2

≃ Hm2
φ

32π2
exp







4g2Φ2

Hm3
φ





sin−1

√

√

√

√1 −
(

mφΓχ
2gΦ

)2

− mφΓχ
2gΦ

√

√

√

√1 −
(

mφΓχ
2gΦ

)2










 , (5.24)

onde na segunda linha, nós levamos em conta que a largura da banda de ressonância

diminui devido a dissipação: ∆ = gΦ → gΦ

√

1 −
(

mφΓχ

2gΦ

)2
. Se Γχ < gΦ/mφ(≃ µ), a taxa

de produção torna-se aproximadamente

ρ̇χ ≃ H

2π2

(

mφ

2

)2 1

4
exp

[

4g2Φ2

Hm3
φ

(

1 − 2mφΓχ
2gΦ

)]

. (5.25)

Da expressão (5.25), nós podemos ver que a produção ressonante de part́ıculas χ é reduzida

devido aos efeitos dissipativos, o que reduz a taxa de decaimento ressonante do campo

de inflaton φ. H nas equações acima é a constante de Hubble e surge ao se fazer uso da

aproximação do deslocamento para o vermelho (”redshift”) dos números de onda k [4]

ωk(t) ∝ k ∝ a−1(t).

Como vimos, derivamos uma solução anaĺıtica para a equação de movimento efe-

tiva para o campo χ considerando apenas o caso onde não há a presença de flutuações.

Soluções para o caso com flutuação são um tanto mais dif́ıeis o que não encontra-se den-

tro dos objetivos desta dissertação. No entanto, temos uma forte razão para acreditar

que a existência de termos estocásticos nas equações de movimento não afetam de forma

qualitativa as soluções de equações do tipo Mathieu conforme pode ser visto em [29].
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5.3 Ressonância para caso das Equações de Movi-

mento Clássicas e Efetivas: Resultados Numéricos

Nós começamos a mostrar os resultados inicialmente para o caso das equações clássicas

de movimento. Nosso objetivo aqui é primeiramente mostrar a ressonância paramétrica

para o caso das equações de movimento clássicas e depois verificar o efeito de dissipação

e flutuação no caso das equações efetivas de movimento. Tomemos para isso, inicial-

mente, o modelo de campos descrito pela densidade de lagrangiana, diferente que o mod-

elo de acoplamentos trilineares estudado nas seções anteriores, mas com acoplamentos

quadráticos entre os campos.

L =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
mφ

2φ2 +
1

2
(∂µχ)2 − 1

2
mχ

2χ2 − λ2

2
φ2χ2

+
1

2
(∂µσ)2 − 1

2
mσ

2σ2 − α2

2
χ2σ2 , (5.26)

cujas equações de movimento clássicas são dadas por:

[

2 +m2
φ + λ2χ2(x)

]

φ(x) = 0 , (5.27)

[

2 +m2
χ + λ2φ2(x) + α2σ2(x)

]

χ(x) = 0 , (5.28)

[

2 +m2
σ + α2χ2(x)

]

σ(x) = 0 , (5.29)

Nós voltaremos ao estudo do modelo de acoplamentos trilineares mais abaixo.

Para resolvermos o conjunto de equações (5.27), (5.28) e (5.29), fazemos uso do pro-

grama LATTICEEASY, descrito e dispońıvel em [30]. Nesse caso as Eqs. (5.27), (5.28)

e (5.29) são resolvidas discretizando o espaço e as equações são resolvidas numa rede.

Seguindo o procedimento descrito em [30], colocamos inicialmente o conjunto de equações
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em unidades adimensionais, apropriadas para o programa. Para tanto definimos as quan-

tidades adimensionais,

φ̄ = φ/φ0

χ̄ = χ/φ0

σ̄ = σ/φ0

τ = t mφ

x̄ = mφx , (5.30)

onde normalizamos todos os campos pelo valor inicial do campo φ(ti) = φ0. Nessas

unidades as Eqs. (5.27), (5.28) e (5.29) se tornam:

[

φ̄′′ − ∇̄2φ̄+ 1 + λ̄2χ̄2(x̄, τ)
]

φ̄(x̄, τ) = 0 , (5.31)

[

χ̄′′ − ∇̄2χ̄+
m2
χ

m2
φ

+ λ̄2φ̄2(x̄, τ) + ᾱ2σ̄2(x̄, τ)

]

χ̄(x̄, τ) = 0 , (5.32)

[

σ̄′′ − ∇̄2σ̄ +
m2
σ

m2
φ

+ ᾱ2χ̄2(x̄, τ)

]

σ̄(x̄, τ) = 0 , (5.33)

onde definimos φ̄′′ = ∂2φ̄
∂τ2 , etc, ∇̄2 = ∂2

∂x̄2 + ∂2

∂ȳ2
+ ∂2

∂z̄2
e

λ̄2 = λ2 φ
2
0

m2
φ

ᾱ2 = α2 φ
2
0

m2
φ

. (5.34)

Os parâmetros que escolhemos são:
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mφ = 10−6MPl

mχ = 10−7MPl

mσ = 10−8MPl

λ = 10−4

α = 10−3

φ0 = 0.193MPl , (5.35)

os quais são para parâmetros t́ıpicos de modelos adotados nos estudos sobre inflação e

estudo de pré-aquecimento [4, 5]. Note que as massas dos campos definidas em (5.35)

estão em unidades da massa de Planck e φ0 é tomado como sendo o valor do campo φ

logo após a fase inflacionária [4, 5, 30]. A velocidade iniciail para φ, φ̇0, é tomada igual

a zero enquanto que as condições inicias para os demais campos (χ, σ e suas derivadas

temeporais) são geradas automaticamente na rede de acordo com o algoritmo descrito em

[30].

Os resultados numéricos para a evolução dos campos são mostrados nas Figs. 5.2, 5.3

e 5.4, para o valor médio na rede dos campos φ, χ e σ, respectivamente.

Nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4, o valor médio na rede dos campos φ, χ e σ, são definidos da

forma (e analogamente para o valor médio dos campos χ e σ):

〈φ̄〉(τ) =
1

N3

N
∑

i,j,k=1

φ̄(i, j, k, τ) , (5.36)

onde N é o número de pontos da rede. Para todas as simulações aqui mostradas,

utilizando-se o programa LATTICEEASY, fizemos uso dos seguintes parâmetros de rede:

rede cúbica de N = 32 pontos, tamanho de rede L = 16 e passo no tempo ∆τ = 0.01 (em

unidades adimensionais).

Na figura 5.5, mostramos as densidades número de part́ıculas produzidas por res-

sonância paramétrica para os campos, as quais também são obtidas diretamente pelo

programa LATTICEEASY e definida de acordo com a fórmula
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ni(t) =
∫ d3k

(2π)3
nk(t) , (5.37)

onde nk(t), é dada pela Eq. (3.28), calculada para cada campo (i = φ, χ, σ).

Na figura 5.5 fica claro a produção de part́ıculas por ressonância paramétrica. Com-

parando com a evolução dos campos mostradas nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4, observamos que

o máximo de part́ıculas produzidas coincidem com a máxima variação de cada campo.

Ao final da dinâmica o campo φ relaxa para um valor próximo de zero, enquanto que

os campos χ e σ relaxam para uma amplitude ∼ 0.01φ0. As densidades número de

part́ıculas geradas por ressonância paramétrica para os campos se equilibram num tempo

aproximado de teq ∼ 800m−1
φ , os quais devem assumir ao final da equilibração um espec-

tro térmico clássico (espectro de Boltzmann, devido todas as evoluções estudadas serem

clássicas) [31].

A seguir consideramos o caso da inclusão de acoplamentos trilineares na densidade de

lagrangiana Eq. (5.26) e passamos a estudar o caso do modelo descrito da forma:

L =
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
mφ

2φ2 +
1

2
(∂µχ)2 − 1

2
mχ

2χ2 − gφχ2 − λ2

2
φ2χ2

+
1

2
(∂µσ)2 − 1

2
mσ

2σ2 − hχσ2 − α2

2
χ2σ2 , (5.38)

onde as mesmas parametrizações adotadas anteriormente se aplicam, exceto que as novas

constantes de acoplamento (de dimensão de massa) g e h, sejam escritas da forma g = ḡmφ

e h = h̄mφ. Os parâmetros que agora escolhemos são

mφ = 10−6MPl

mχ = 10−7MPl

mσ = 10−8MPl

ḡ = 10−7

h̄ = 10−5
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λ2 = ḡ3/2

α2 = 100ḡ3/2

φ0 = 0.193MPl . (5.39)

Com essa escolha de parâmetros, temos que os termos dominantes são exatamente os

dos acoplamentos trilineares, e portanto, ainda esperamos que os resultados derivados na

seção anterior, em especial os resultados (4.42), (5.12) e (5.25) permaneçam válidos e que

utilizaremos adiante.

Os resultados da evolução na rede obtidos para o caso do modelo descrito pela den-

sidade de lagrangiana (5.38), sem ainda levar em consideração os termos referentes ao

decaimento/dissipação dos campos e correspondente termos de ruido estocásticos, como

derivados na seções anterios, estão mostrados nas figuras 5.6, 5.7 e 5.8, para o a evolução

dos campos e na figura 5.9 para as densidades números de part́ıculas produzidas por

ressonância paramétrica.

Comparando os resultados 5.6, 5.7, 5.8, 5.9 com os anteriores, onde somente acopla-

mentos quadráticos foram considerados, vemos que há uma grande diferença tanto qual-

itativa quanto quantitativa. Há um número maior de part́ıculas produzidas e os campos

e distribuições de part́ıculas produzidas levam um tempo muito maior para atingir um

estado estacionário (teq ∼ 10000m−1
φ comparado com teq ∼ 800m−1

φ no caso anterior).

Vejamos agora os efeito de dissipação e ruido estocástico na dinâmica. Neste caso, as

equações de movimento que utilizamos, consistente com os resultados anteriores obtidos

no contexto da teoria quântica de campos, Eqs. (4.42) e (5.12), são, para o campo φ:

[

2 +m2
φ + λ2χ2(x)

]

φ(x) + gχ2(x) + Γφφ̇ = ξφ , (5.40)

onde o coeficiente do termo de dissipação, Γφ, é dado pela Eq. (5.13) e o termo de ruido

ξφ é escolhido de tal forma a satisfazer as condições de ter média nula e ser Gaussiano

com função de dois pontos satisfazendo o teorema de flutuação e dissipação [11, 26]:
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〈ξφ(x)ξφ(x′)〉 = 2TΓφδ
3(x − x′)δ(t− t′) . (5.41)

Note que embora a expressão acima do teorema flutuação-dissipação seja uma expressão

de equiĺıbrio na temperatura T , aqui tomamos o ponto de vista que a dinâmica do sistema,

muito embora seja fora do equiĺıbrio térmico, possa ainda ser considerada localmente de

equiĺıbrio, com uma temperatura T aproximadamente àquela da energia do sistema, de

acordo com o teorema de equipartição de energia, e escolhida de tal modo a ser aproxi-

madamente mφ, a qual caracteriza em magnitude a temperatura usual de reaquecimento

do sistema de campos após termalização. Na rede o termo de ruido é definido da forma:

ξi,m =

√

2ΓφT

∆x3∆t
Gi,m , (5.42)

onde ∆x = L/N é o espaçamento da rede, ∆t o passo no tempo, i e m são ı́ndices

espaciais e temporais e Gi,m é obtido de uma Gaussiana de variância unitária e de média

zero (gerada pelo código numérico gasdev do Numerical Recepies [32]).

Do mesmo modo, para a equação para o campo χ, de acordo com a Eq. (4.42),

escrevemos,

[

2 +m2
χ + gφ(x) + λ2φ2(x) + α2σ2(x)

]

χ(x) + hσ2(x) + Γχχ̇ = ξχ , (5.43)

onde Γχ é dada por (4.43) e o termo de ruido ξχ é escolhido de forma análoga a expressão

(5.41). Finalmente, para a equação para σ, tomamos simplesmente

[

2 +m2
σ + hχ(x) + α2χ2(x)

]

σ(x) = 0 , (5.44)

sem termos de dissipação ou ruido, uma vez que não consideramos a possibilidade de

decaimento de σ (o produto de decaimento final é constituido pelas part́ıculas σ). Os

resultados para o caso do uso das Eqs. (5.40), (5.43) e (5.44), estão mostrados nas

figuras 5.10, 5.11 e 5.12, para a a evolução dos campos e na figura 5.13 para a densidade
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números de part́ıculas produzidas por ressonância paramétrica para cada campo. Vemos

por estes resultados que o maior efeito da inclusão dos efeitos de decaimento e ruido

estocástico é o de aumentar o tempo de equilibração das part́ıculas produzidas. Dado que

pelos parâmetros utilizados os termos de decaimento são de magnitude muito pequenas,

Γφ ∼ 10−15mφ e Γχ ∼ 10−10mφ, igualmente os termos estocásticos também são muito

pequenos comparados com as flutuações t́ıpicas para os campos que são da ordem da massa

dos campos. Por essa mesma razão, o efeito predito pela Eq. (5.25), de diminuição da taxa

de produção de part́ıculas devido ao efeito de decaimento dos campos, é extremamente

reduzido. Uma solução para verificar de fato tal diminuição da taxa de produção de

part́ıculas por ressonância paramétrica seria de aumentar os valores dos acoplamentos

trilineares g e h. Entretanto verificamos com isso que os resultados numéricos ficam

extremamente instáveis, requerendo um cuidado muito maior na seleção do tamanho da

rede e espaçamentos espacial e temporal, com um aumento significativo do tempo de CPU

necessários para um estudo mais detalhado. Para os parâmetros de rede e simulação que

aqui utilizamos, o tempo de CPU necessário foi de aproximadamente 20 horas para cada

simulação do tipo Langevin, num PC com processador Pentium 4 de 3 GHZ e 1 Gb de

memória.
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Figura 5.2: A evolução do valor médio na rede para o campo φ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t.
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Figura 5.3: A evolução do valor médio na rede para o campo χ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t.
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Figura 5.4: A evolução do valor médio na rede para o campo σ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t.
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Figura 5.5: Densidade número de part́ıculas produzidas para os campos (curvas de cima

para baixo) φ, χ e σ como função de τ = mφ t.
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Figura 5.6: A evolução do valor médio na rede para o campo φ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no modelo de acoplamento trilineares e quadráticos.
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Figura 5.7: A evolução do valor médio na rede para o campo χ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no modelo de acoplamento trilineares e quadráticos.
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Figura 5.8: A evolução do valor médio na rede para o campo σ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no modelo de acoplamento trilineares e quadráticos.
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Figura 5.9: Densidade número de part́ıculas produzidas para os campos (curvas de cima

para baixo) φ, χ e σ, como função de τ = mφ t, no modelo de acoplamento trilineares e

quadráticos.
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Figura 5.10: A evolução do valor médio na rede para o campo φ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no caso das equações efetivas de movimento.
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Figura 5.11: A evolução do valor médio na rede para o campo χ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no caso das equações efetivas de movimento.
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Figura 5.12: A evolução do valor médio na rede para o campo σ (em unidades de φ0) como

função de τ = mφ t no caso das equações efetivas de movimento.
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Figura 5.13: Densidade número de part́ıculas produzidas para os campos φ, χ e σ (curvas

de cima para baixo) para o caso do uso das equações de movimento efetivas (linhas pretas)

e sem os termos de dissipação e ruido (linhas cinzas).



Caṕıtulo 6

Conclusões e Discussões Finais

O estudo da dinâmica de campos tem sido um assunto de grande interesse recente devido

as diferentes aplicações posśıveis, desde o contexto de problemas em matéria condensada

até em cosmologia. Em particular, no contexto da cosmologia, o estudo da dinâmica de

campos tem um papel importante no estudo de inflação, produção de part́ıculas e geração

de densidade de perturbações.

Nesta dissertação investigamos a dinâmica associada de três campos escalares reais

em interação. Começamos por deduzir as equações de movimento efetivas para esses

campos escalares acoplados onde, trabalhando em ordem mais baixa em teoria de per-

turbação, no formalismo de tempo real, mostramos que a dinâmica associada é dissipativa

e estocástica. Dissipação e consequente produção de entropia aqui estudados estão dire-

tamente relacionados ao processo cinemático de decaimento desses campos em part́ıculas

mais leves.

Estudamos então, no Cap. 5 o papel da dinâmica efetiva desses campos escalares tanto

analiticamente como numericamente, para o caso da produção ressonante de part́ıculas

após inflação, fazendo uso do método explicado no Cap. 4. Neste trabalho não consid-

eramos o efeito de expansão da métrica, dado que após inflação esse efeito é considerado

dar uma contribuição pequena [4]. Nossos resultados mostram que os termos de dis-

sipação e flutuação podem gerar efeitos importantes na dinâmica de produção ressonante
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de part́ıculas, devido ao amortecimento das oscilações dos campos e consequente redução

na taxa de produção de part́ıculas. Dos resultados numéricos obtidos, entretanto, esses

efeitos foram pequenos, devido ao valor pequeno das diversas constantes de acoplamento

adotadas, de tal modo a manter a simulação numérica estavel tempo suficiente para se

observar os efeitos de ressonância paramétrica.

Notemos que nos restringimos tão somente ao caso de dissipação como advindo do

decaimento dos campos através dos termos de acoplamento trilineares. Entretanto é

mostrado em outras referências [11, 13, 26], que acoplamentos biquadráticos podem também

gerar outros termos de dissipação nas equações efetivas de movimento, entretanto esses

termos são não-locais e em geral de dif́ıcil tratamento. Futuramente, seria interessante

também investigar o efeito desses termos não-locais no processo de ressonância paramétrica

e, uma vez que esses termos são em geral também não-lineares, eles podem gerar impor-

tantes efeitos dado que, durante ressonância, as amplitudes dos campos podem crescer

enormemente. A análise numérica mais detalhada para o caso de acoplamentos de maiores

magnitudes também seria interessante, principalmente para se resolver posśıveis instabil-

idades numéricas nesses casos. Nesse trabalho, devido as restrições computacionais e de

tempo, não realizamos um estudo mais detalhado nesse sentido.



Apêndice A

A Equação de Mathieu

Um fenômeno muito comum no estudo de sistemas dinâmicos consiste na chamada res-

sonância paramétrica, que difere da ressonância normal devido a sua instabilidade. Tais

fenômenos costumam ser descritos por equações da forma

d2φ

dt2
+ ω2

0(1 + a2 cos 2ωt)φ = 0 , (A.1)

onde a > 0, ω0 e ω são constantes. Esta equação é conhecida na literatura como equação

do tipo Mathieu. Uma vez que os coeficientes desta equação não são constantes mas,

dependentes do tempo, ela não pode ser resolvida pelos métodos usuais de solução de

equações diferenciais. No entanto, é posśıvel resolvê-la por fazer uso do teorema de Flo-

quet. Este nos diz que em uma equação diferencial linear ou, em um sistema de equações

lineares, com coeficientes periódicos, existe um conjunto de soluções fundamentais (das

quais podemos construir todas as outras sluções) onde todas as soluções podem ser escritas

na forma

φ(t) = eµtP (t) , (A.2)

onde P (t) é uma função periódica e o expoente µ é chamado de expoente de Floquet e seu

sinal determina a estabilidade de (A.1). Uma boa aproximação para a solução de (A.1)

pode ser obtida por meio de
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φ(t) = eµt cos(ωt+ δ) , (A.3)

onde ω é a frequência de oscilação e δ é uma fase qualquer. Substituindo (A.3) em (A.1)

temos

[

d2

dt2
+ ω2

0(1 + a2 cos 2ωt)

]

eµt cos(ωt+ δ) = 0 , (A.4)

o que nos fornece a equação para as constantes,





µ2 + ω2
0 − ω2 + a2

2
ω2

0 −2ωµ

−2ωµ µ2 + ω2
0 − ω2 − a2

2
ω2

0









cos δ

sin δ



 =





0

0



 . (A.5)

A relação dada por (A.5) tem solução trivial se o determinante de

A =





µ2 + ω2
0 − ω2 + a2

2
ω2

0 −2ωµ

−2ωµ µ2 + ω2
0 − ω2 − a2

2
ω2

0



 , (A.6)

for nulo. Neste caso temos

detA = µ4 + 2(ω2
0 + ω2)µ2 +

[

(ω2
0 + ω2)2 − a4

4
ω2

0

]

= 0 , (A.7)

cujas ráızes são

µ2
+ = −(ω2

0 + ω2) +
a2

2
ω0 ,

µ2
− = −(ω2

0 + ω2) − a2

2
ω0 < 0 . (A.8)

Vemos então que se µ2
+ > 0, ou seja, se a2

2
> (ω2

0+ω
2), a Eq. (A.3) cresce exponencialmente

e indica então o caso de instabilidade, ou ressonância parameétrica. Isso corresponde então

as regiões de instabilidade nas equações do tipo Mathieu e que levam a um crescimento

exponencial da amplitude de oscilações.

Um tratamento interessante, baseado no prinćıpio variacional para a equação de Math-

ieu com termo de amortecimento, pode ser encontrado em [33].
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