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Resumo

Formacao de estruturas em larga escala é um problema em aberto em Cosmolo-
gia. H4 um consenso de que a variedade de estruturas observadas tais como galaxias
e aglomerados de galaxias tiveram origem a partir de pequenas flutuacoes do fluido
cosmico - possivelmente geradas durante a época inflacionaria - na era dominada
pela matéria. Os estagios iniciais da evolugao destas flutuagoes sao descritas pela
teoria de Jeans resultante da aproximacao linear das equacoes hidrodinamicas. Ba-
sicamente, a instabilidade devido a acao do campo gravitacional induz a existéncia
de dois tipos de modos perturbativos: os modos instaveis que crescem, e o estaveis
que oscilam como ondas sonoras. A disting¢ao entre estes modos depende se o com-
primento de onda de um determinado modo perturbativo ¢ maior ou menor que um
comprimento de onda tipico conhecido como o comprimento de Jeans. Eventual-
mente, o crescimento dos modos instaveis quebra a aproximacao e efeitos nao-lineares
tornam-se cruciais para a formacao de estruturas. Neste sentido, nosso objetivo é
estudar o problema nao-linear de formagao de estruturas em um Universo em ex-
pansao dominado pela matéria considerando uma extensao consistente da teoria
linear de Jeans. Uma aproximacgao por sistema dinamico é fornecida pelo método
de Galerkin usado para integrar as equacoes dinamicas do fluido auto-graviante.
Conseqiientemente, é exibido o comportamento dos modos perturbativos instaveis e
estaveis do fluido césmico além do regime linear anterior a formagao de estruturas.
Nos também consideramos consistentemente a influéncia da viscosidade ao invés de
introduzi-la de um modo artificial como no modelo de Adesao.

11



Abstract

The formation of large scale structure is an outstanding problem in Cosmology.
It is a consensus that the observed variety of structures such as galaxies and clusters
of galaxies have originated from small fluctuations of the cosmic fluid - possibly
generated during the inflationary epoch - in the matter dominated era. The early
stages of evolution of these fluctuations are described by the Jeans theory resulting
from the linear approximation of the hydrodynamical equations. Basically, the in-
stabilities due the action of the gravitational field induce the existence of two types
of perturbative modes: the unstable modes that grow, and the stable one that oscil-
late as sound waves. The distinction between these modes depends on whether the
wavelength of a given perturbative mode is greater or smaller than a typical wave-
length known as the Jeans length. Eventually, the growth of the unstable modes
breaks the linear approximation and nonlinear effects turn out to be crucial for the
formation of structures. In this vein, our objective here is to study the problem of
nonlinear structure formation in a matter dominated expanding universe consider-
ing a consistent extension of the linear Jeans theory. A dynamical system approach
is provided by the Galerkin method used to integrate the self-gravitating fluid dy-
namical equations. Therefore, the behavior of the unstable and stable perturbative
modes of the cosmic fluid are exhibited beyond the linear regime prior the formation
of structures. We have also considered the influence of viscosity consistently rather
than introducing it in a artificial way as in the Adhesion Model.
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Capitulo 1

Introducao

A origem e evolugao das estruturas em larga escala no Universo constitui um
problema de fundamental importancia atualmente em Cosmologia [1]. Formagcao
de estruturas, ou formacao de galdxias como algumas vezes se faz referéncia, é sem
divida, uma das mais importantes e ricas areas de investigacao possuindo varias
questoes que necessitam de solugdes mais satisfatérias [2].

Para acomodar as estruturas que observamos hoje, dentro de uma teoria mi-
nimamente consistente com a realidade, é necessario introduzir um pequeno grau
de inomogeneidade inicial na distribuicao de matéria do Universo. Isso torna-se
necessario pois no modelo padrao [3], o Universo é homogéneo e isotrépico e por-
tanto nao haveria possibilidade de haver formacao de estruturas. Ja durante a era
dominada pela matéria, pequenas inomogeneidades de matéria presentes no Uni-
verso comecaram a crescer devido a instabilidade do campo gravitacional e o pro-
cesso basico é conhecido como mecanismo de Jeans [4, 5], tendo sido proposto pelo
fisico James Jeans no inicio do século XX afim de explicar a formagao de planetas e
galdxias. Tal mecanismo baseia-se na competicao entre a forca gravitacional e forcas
de repulsao associadas a pressao do meio. O cendario padrao para a formacao das
grandes estruturas no Universo é entao baseado na instabilidade gravitacional, que
é a maneira pela qual flutuacoes de tamanho maior que uma determinada escala
de comprimento (o comprimento de Jeans) podem aumentar em razao da prépria
gravidade.

Assumiremos a priori, a existéncia de pequenas inomogeneidades em algum mo-
mento inicial do Universo primordial 6], e o modelo de Inflacdo [7, 8, 9], parece ser a
melhor op¢ao para explicar a origem das pequenas inomogeneidades [10]. De acordo
com o modelo inflacionario, inicialmente flutuagoes na densidade de matéria sao pro-
duzidas em escala microscépica menor que o horizonte [11] - regiao observéavel do
Universo limitada em extensao pela distancia que a luz percorreu durante o tempo
decorrido desde a singularidade - e entao a flutuagao evolui durante a inflacao até que
se torna tao grande que atravessa o horizonte. A partir dai, a fisica causal nao pode
ser usada e a flutuacao congela no valor que tinha quando atravessou o horizonte.



Mais tarde, a flutuacao reentra no horizonte, ja durante o periodo pds-inflacionario.
Esta situagdo pode ser sumarizada [12] na Fig. 1.1 abaixo.

Figura 1.1: A figura mostra o comportamento do raio de Hubble em cosmologia infla-
cionaria. Destacamos que é possivel para o comprimento de onda da perturbagao ser
menor do que o raio de Hubble em duas diferentes épocas.

A Cosmologia vive um periodo muito fértil, onde deixou definitivamente de ser
uma atividade quase que em sua totalidade especulativa devido a falta cronica de
dados observacionais, para entrar na era da precisao. Destacamos as mais recentes
observagoes obtidas pelo satélite COBE (COsmic Background Explorer) [13] que
confirmaram de forma inequivoca o carater de radiacao de corpo negro da radiagao
cosmica de fundo como predito pelo modelo padrao, ou comumente conhecido como
Big-Bang. Também temos medidas mais precisas das flutuagoes da radiacao de
fundo: COBE, MAXIMA [14], BOOMERANG [15], WMAP (Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe), etc, cuja origem estd em processos que ocorreram em fases pri-
mordiais da histéria do Universo.



Gragas as observagoes da Radia¢ao Césmica de Fundo [16], sabemos que o Uni-
verso era altamente homogéneo na época do desacoplamento [17], ou seja, quando
a radiacao se desacoplou da matéria, cerca de 3 x 10° anos apds o Big-Bang. Por
outro lado, em pequenas escalas, o Universo hoje se apresenta com uma distribuicao
de matéria muito irregular. Por exemplo, a densidade no interior de uma galaxia
dp é da ordem de 10° vezes a densidade média do Universo py, e no interior de um
aglomerado de galdxias da ordem de 102 a 103 vezes a densidade média do Universo

[18], ou seja:
J
(_p) ~ 107,
Po gal

(Q) ~ 10% — 10°.
Po aglom

Essa razao vai diminuindo a medida que observam-se estruturas de maiores di-
mensoes, até chegar préximo da densidade média do Universo [19]. Em largas es-
calas, digamos em escalas muito maiores do que 100 Mpc!, o Universo ¢ homogéneo
e isotrépico, como é evidenciado pela isotropia da radia¢do césmica de fundo [11] e
pela observacao da distribuicao homogénea de galdxias e radio-galaxias em largas
escalas. Os resultados obtidos pelo COBE mostraram que os desvios no espectro
da radiacao césmica de fundo sao de apenas 0,03% e que as flutuacoes de tempe-
ratura sao 67 /Ty ~ 107° em escalas de 10° a 90°. Essas flutuagoes correspondem a
pequenas heterogeneidades na distribuicao de matéria, que acabaram originando as
estruturas em larga escala.

Além da medida da anisotropia na radiagdo césmica de fundo [20], o satélite
COBE foi capaz de demonstrar que este fundo de microondas segue com absoluta
precisao uma distribuigdo de corpo negro, com desvios muito pequenos (< 0,03%),
e apresenta uma temperatura de aproximadamente 2,726 + 0,010 K [18]. A de-
scoberta deste fundo de radiacao de microondas talvez seja a peca de informacao
mais importante para confirmar que no passado o Universo era muito quente, e
que matéria e radiacao se encontravam em equilibrio termodinamico, resultando no
espectro de corpo negro como ¢ mostrado na Fig. 1.2 da proxima pagina.

1 pc (parsec) = 3,086x10° m



Figura 1.2: O espectro de fundo de microondas medido pelo satélite COBE é tao bem des-
crito pela curva de corpo negro que neste grafico, no qual estao representadas as medidas,
torna-se impossivel detectar qualquer sinal de desvio. Esses dados indicam que o fundo
de radiaciao apresenta uma temperatura de 2,726 = 0,010 K com 95% de confianca. No
eixo vertical estd representado o brilho (10~ %ergs/s/cm? /esterorradianos/cm™!). (Repro-
duzido de Mather et. al., 1990, ApJ, 354, L37.)

Uma vez que a descoberta do fundo de microondas confirma que o Universo foi
muito mais quente no passado e que matéria e radiacao coexistiam nesta fase, de-
nominamos tal fase como era da radiagao, que tem inicio no momento da aniquilagao
dos pares elétron-pésitron (e — e™). Isso ocorreu a uma temperatura de 5 x 10°
K e apds esse evento, o conteudo material do Universo era composto por fétons e
neutrinos e matéria, essencialmente constituida de protons, elétrons e nicleos de
hélio [21]. Por sua vez, os fétons estavam impossibilitados de percorrer grandes
distancias sem colidir constantemente com os elétrons livres. Esse acoplamento im-
pedia na pratica a ocorréncia de qualquer tipo de colapso gravitacional que pudesse
levar & formagao dos primeiros objetos. Portanto, nessa fase, a despeito da enorme
densidade volumétrica, os objetos astronomicos ainda nao estavam formados. Nao
existiam ainda os mecanismos para que o conteudo material do Universo pudesse
resfriar e colapsar. Um longo caminho ainda deveria ser percorrido antes que a
gravitacao pudesse induzir o colapso e conseqiientemente a formacao das primeiras
estruturas. A partir da época do desacoplamento a matéria estava finalmente livre
para colapsar e formar as primeiras estruturas, que de alguma forma geraram pos-
teriormente os objetos que observamos hoje. Por volta da mesma época do de-
sacoplamento matéria-radiacao, foram formados os primeiros atomos, num processo
chamado de recombinacao (T = 10% K, ¢t = 10" s) [18]. Dessa forma o Universo



deixou de ser um plasma e passou a ser transparente a radiacao. No entanto, inomo-
geneidades barionicas nao puderam crescer antes do desacoplamento, pois até entao,
os barions estao fortemente acoplados aos fétons. Apds o desacoplamento, quando o
Universo passa a ser dominado pela matéria e os barions estavam livres da pressao
causada pelos fétons, inomogeneidades de barions e de outros tipos de componentes
de matéria crescem como:

op a dp/po <1 (regime linear)
00 1 a (n23) dp/po 2 1 (regime nao-linear),

onde a é o fator de escala do Universo. Aproximadamente 80% da massa que se
aglomera para formar estruturas é composta pela matéria escura, que interage so-
mente através da gravitacao. Cerca de 10% correspondem a matéria barionica e o
restante é composto por neutrinos [3]. No cendrio cosmolégico padrao, a matéria
escura é a maior responsavel pela formacao das estruturas em grandes escalas (veja
secao 2.4).

Mas quais teriam sido as primeiras estruturas com possibilidades concretas de se
formarem logo no inicio da fase do desacoplamento? A tnica forca conhecida com
capacidade de aglutinar a matéria na escala de estrelas e galdxias ¢ a gravitagao.
Para que ocorra o colapso € preciso que a gravitagao consiga vencer a pressao interna
do fluido, que tende naturalmente a oferecer uma resisténcia contraria ao colapso.
Esta pressao interna, que age no sentido de expandir o fluido, pode ser expressa na
forma

p = pv3, (1.1)
onde v? representa a velocidade adiabdtica do som no meio e p a densidade de
matéria. Apds o desacoplamento temos praticamente um géas ideal composto por
particulas que interagem pouco entre si. Assim, podemos aplicar a lei dos gases

perfeitos
pV = NEkT, (1.2)

sendo k a constante dos gases perfeitos e N = m/my é o nimero de particulas para
uma massa m e volume V' do fluido, composta de hidrogénio. A onda de compressao
sonora introduz uma variacao de energia interna o (%N k:T) = %5 (pV') ao passar pelo
volume considerado. Esta variacao de energia interna deve ser compensada pelo
trabalho realizado —pdV'. Portanto concluimos que %p(SV + %V(Sp = —pdV, ou seja

dp 5p
2y 1.3
av 3p’ (1.3)
ou ainda 5 BT
e 14
US SmH’ ( )

para um gas ideal composto basicamente de hidrogénio. Mas, antes do desacopla-
mento, o suporte de pressao vem quase que exclusivamente dos fétons, ainda acopla-
dos & matéria, e nesse caso v = ¢?/3, onde c representa a velocidade da luz no vécuo.



Esta diferenca no suporte de pressao provocou uma enorme variacao nas condigoes
necessarias para a ocorréncia do colapso gravitacional quando o Universo ultrapas-
sou a barreira da era do desacoplamento. Para entender o motivo desta drastica
diferenca entre as duas fases vamos considerar uma regiao de dimensao L e densi-
dade de massa p. Para que essa regiao possa colapsar é necessario que a sua pressao
interna nao consiga resistir a pressao aglutinadora gerada pela forca gravitacional

GM?/L?

Py~ Gp*L?, (1.5)

onde 2G é a constante gravitacional e tal forca age no sentido de comprimir a massa
do fluido Fig. 1.3.

Figura 1.3: Competigao entre a pressao interna do fluido e a forga gravitacional.

Portanto, a condigao de prevaléncia da forga de aglutinacao gravitacional pode ser

expressa na forma:
Gp®L? > pv2, (1.6)

indicando que quanto maior a regiao mais importante sera a contribuicao da com-
pressao gravitacional. Em conseqiiéncia, o colapso sé pode ocorrer se a dimensao
for superior a um limite minimo critico L., dado por:

Us
VGp

Por exemplo, se a densidade do meio é 3 x 1072 g/cm? e a velocidade do som neste
meio for de 6 x 10® m/s (estas eram as condigdes no universo durante a época do
desacoplamento), entdo o comprimento critico é igual a L. = 2 x 10?2 cm. Uma
area de tais dimensoes contém uma massa aproximadamente igual a um milhao de
massas solares M3 [11].

L= (1.7)

Muitas das modernas idéias da cosmologia podem ser discutidas sem a necessi-
dade da teoria da Relatividade Geral. Assim, neste trabalho, utilizaremos a teoria

2G =6,672x 1078 cm?® g~ 1572
31 Mg = 1,989%x10%° kg



newtoniana da gravitacao para descrever a evolucao das perturbagoes, uma vez que
o tamanho destas ¢ muito menor do que o horizonte e os campos gravitacionais
envolvidos sao fracos. Sendo assim, precisamos estabelecer a escala de tempo acima
da qual quantidades fisicas mudarao num universo em expansao. Esta escala de
tempo corresponde a uma escala de comprimento dg () chamada raio de Hubble
[12] definido como

-1

dy (t) = g , (1.8)

onde ponto significa a derivada com relacao ao tempo cosmoldgico t. Este compri-
mento é tipicamente o tamanho acima do qual os processos fisicos ocorrem coerente-
mente. Esta, é também, a escala acima da qual os efeitos relativisticos tornam-se
importantes. Desta forma, para L < dp, a gravitagdo newtoniana é adequada [12].

A teoria de Jeans é essencialmente linear, ou seja, se dp é a densidade de matéria
perturbada, entdo dp/py < 1, sendo py a densidade de matéria nao-perturbada ou
de fundo. Neste sentido, nossa ferramenta basica para o estudo do mecanismo de
Jeans ¢é a teoria de perturbacao de primeira ordem, ou teoria linear de perturbagcao.
No entanto, ocorre que a medida que uma dada perturbacao cresce via instabilidade
gravitacional, dp/py ~ 1, implicando que a partir dai a teoria linear deixa de ser
vélida [2], e conseqiientemente efeitos nao-lineares na evolugdo das perturbagoes
deverao ser levados em conta. Porém, a andlise linear das perturbacoes ajuda a
compreender as primeiras fases de formacgao de estruturas cosmoldgicas. O ponto
de fundamental importancia na teoria da origem e evolucao de estruturas em larga
escala, é que as estruturas presentes hoje no Universo correspondem a uma densidade
muitas ordens de grandeza maior do que a densidade média do Universo. Enquanto
que o crescimento de flutuagoes de densidade num Universo em expansao pode ser
entendido analiticamente via teoria de perturbagao linear, caso a flutuacao seja
pequena, nao hé uma solucao exata geral para o regime nao-linear. Entretanto, nos
ultimos anos, tem havido um grande interesse por métodos analiticos para resolver
este complicado problema.

Na literatura existem varios modelos analiticos e semi-analiticos que descrevem
aproximadamente os estagios nao-lineares da evolugao das perturbagoes. Podemos
citar dois destes modelos analiticos que sao conhecidos por modelo de Zeldovich
[2, 22] e de Adesao [23, 24, 25]. O primeiro foi proposto por Zeldovich [26] em 1970,
e consiste numa extrapolagao do regime linear de instabilidade gravitacional para
o regime nao-linear. Apesar de se apresentar como uma formulacao lagrangiana
simples, ele descreve a evolucao de flutuacgoes de densidade melhor do que a apro-
ximagao euleriana. O modelo de Zeldovich [3, 26, 28, 29] foi o primeiro a apontar
para a existéncia de estruturas do tipo filamentos de galdxias envolvidas por grandes
vazios (“voids”). Mais de uma década se passou para que os primeiros resultados de
observagoes do CfA redshift survey [30] viessem a mostrar estruturas muito parecidas
com aquelas preditas pelo modelo de Zeldovich. Contudo, este modelo, fornece uma
descricao exata até revelar-se o regime quase-linear e, a partir dai, tal aproximacao



nao pode descrever o modelo apés a formagcao de regides chamadas de (“cdusticas”)
[31], ou panquecas? de Zeldovich [10], pois a densidade em tais regices se torna in-
finita [3]. No sentido de prosseguir com uma descri¢ao hidrodinamica na qual nao
ha formagao das panquecas de Zeldovich, o modelo de Adesao [24, 25] foi proposto
baseado no modelo da equacao de Burgers [32, 33, 34] usada na teoria de turbuléncia
em fluidos e cuja solugao analitica exata é conhecida [24]. Tal equacao é dada por

a—)

o, (7.?) V = V2V, (1.9)

ot
onde \_/ ¢é o campo de velocidades do fluido e v a viscosidade. No modelo de adesao
o termo de viscosidade v ¢ introduzido artificialmente na aproximacao de Zeldovich
[23]. Isso ¢ feito a fim de que a matéria se mantenha unida e para imitar os efeitos
gravitacionais nao-lineares em pequenas escalas. Ainda neste modelo, o termo de
viscosidade v é assumido como constante, o que resulta na violagao da conservagao
do momento linear das particulas, e neste sentido tal modelo nao representa nenhuma
fisica [35]. Tem-se encontrado aplicac¢oes interessantes para a equagao de Burgers em
Cosmologia [32, 33, 36|, onde ela é conhecida como a “aproximagao de Zeldovich”
[26], e por outro lado como o “modelo de Adesao” [27], conforme o caso de v =0 e
v # 0, respectivamente. Em cosmologia o modelo de adesao tem sido usado de duas
formas: uns assumem um valor pequeno porém finito do parametro de viscosidade
v e outros assumem um valor infinitesimal, v — 0 [29].

Outros modelos hidrodinamicos foram propostos tendo como ponto de partida
os modelos de Zeldovich e Adesao. Iremos aqui apenas citd-los: a aproximagcao de
Zeldovich modificada [22], do tensor de deformagao [37] e a aproximagao completa
de Zeldovich [38].

Devido a inexisténcia de solucoes exatas que descrevam a evolucao nao-linear de
estruturas, as simulagoes numéricas figuram como sendo a alternativa mais viavel, ou
talvez a tinica para uma investigagao mais detalhada dos estagios mais avangados da
formacao de estruturas. Por outro lado, as simulagoes numéricas tém suas desvanta-
gens: ocupam muito tempo de calculo, o que limita a varredura de condigoes iniciais
e a resolucao espacial. Além disso, elas nao fornecem uma compreensao fisica trans-
parente do problema, pois ser capaz de reproduzir uma propriedade particular de
uma aglomeragao de matéria nao é o mesmo que entendé-la.

Existem duas estratégias computacionais para o estudo de estagios nao-lineares
da formacao de estruturas. Citamos a simulagao de N-corpos [39, 40, 41], onde
técnicas eficientes de integracao das equacoes de movimento tém sido empregadas
nesta estratégia.

Temos por outro lado, a integracao numérica das equacoes hidrodinamicas, que
apesar de serem bem mais realistas sao muito mais complicadas. Neste contexto é
que desenvolvemos o presente trabalho. Nosso objetivo é integrar numericamente as
equagoes hidrodinamicas correspondentes a um fluido auto-gravitante num universo

4superficies planas de alta densidade formadas num colapso gravitacional genérico.
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em expansao. Para isso, utilizaremos o método de Galerkin [42], que é um dos
chamados métodos espectrais [43] utilizados para a integragao numérica de equagoes
diferenciais nao-lineares.

O presente trabalho sera dividido como mostrado a seguir. No capitulo 2 faremos
uma revisao do mecanismo de Jeans no caso de um fluido estatico e posteriormente
para um fluido em expansao. Isso significa que abordaremos somente a dinamica
linear das inomogeneidades do fluido. No capitulo 3 estabeleceremos as equacoes
hidrodinamicas que governam a evolugao nao-linear das inomogeneidades num uni-
verso em expansao. No capitulo 4 apresentaremos e implementaremos o método de
Galerkin para a integracao das equacoes do capitulo anterior. Os resultados mais
importantes serao apresentados no capitulo 5. E, por fim, no capitulo 6 apresentare-
mos as conclusoes e perspectivas para o presente trabalho.



Capitulo 2

Analise de Jeans - Uma revisao

Neste capitulo, faremos uma revisao do mecanismo de Jeans, que descreve os
estagios iniciais da formacao de estruturas via mecanismo de instabilidade gravi-
tacional. Na primeira se¢ao, apresentaremos o modelo original de Jeans com a
introdugao do comprimento de onda de Jeans (\;). Na secao 1.2 estenderemos o
tratamento de Jeans para um fluido em expansao e mostraremos que o mecanismo de
instabilidade permanece inalterado. Deve-se destacar que as equacoes deste capitulo
s6 sao validas para flutuagoes com dimensoes menores que o raio de Hubble dg.

2.1 Mecanismo de Jeans: fluido estatico

Em 1902, Jeans [4] procurando estudar o mecanismo de formagao de planetas
e galaxias, mostrou que uma distribuicdo homogénea e isotrépica de fluido pode ser
instavel sob pequenas perturbagoes. Assim, ha a possibilidade de uma crescente
atragao de matéria para a regiao onde teve inicio o crescimento. Desde que Jeans
demonstrou primeiramente a natureza desta instabilidade, ela é tida como a razao
basica pela qual a matéria no Universo nao é distribuida uniformemente. Acredita-
se que estruturas tais como planetas, estrelas, galdxias, aglomerados de galaxias,
etc, sao os produtos finais das perturbagdes que comecaram inicialmente a crescer
devido a instabilidade gravitacional.

Comegaremos introduzindo as equagoes que governam a dinamica de um fluido
nao relativista auto-gravitante a fim de reproduzir a andlise de Jeans. Tais equacoes
sao:

9 LT (oV) =0, (2.1)
ot
8‘_/) - = 1= —
— +(V.V)V +-Vp+ Ve =0, (2.2)
ot p
V2 = 47Gp, (2.3)



ou seja, a equagao da continuidade, de Euler e de Poision, respectivamente. Em tais
equagoes, p ¢ a densidade de matéria, p a pressao, V' o campo de velocidades do
fluido e ¢ o potencial gravitacional. As trés quantidades fisicas de interesse para o
entendimento de estruturas em larga escala - o campo de velocidade X_/>, a densidade
p e o potencial gravitacional ¢ - estao conectadas uma a outra no regime linear
através da equacao de Euler e de Poisson.

A solugao mais simples das Eqgs. (2.1) - (2.3) seria uma solucao estéatica, onde
a matéria estd em repouso (‘_/ = 17)0 = 0) e uniformemente distribuida no espago
(p = po = cte, p = po = 0). No entanto, devido ao fato de que ?gpo = 0, como
pode ser inferido da Eq. (2.2), fica claro que isto contradiz a equacdo de Pois-
son (2.3). Mesmo assim, Jeans estudou a evolugdo de pequenas perturbagoes em
torno da “configuragao estética” (o truque de Jeans) [45]. Tendo descrito algumas
propriedades das equacoes de evolugao que governam a expansao de um Universo
homogéneo e isotrépico, passemos a considerar pequenos desvios de homogeneidade
que eventualmente crescem e se tornam galaxias e outras estruturas césmicas. Desse
modo, podemos escrever para a densidade de matéria, para o campo de velocidades
do fluido e para o potencial gravitacional, respectivamente

Y (?7t) = Po (t) + 610 (?vw
Pot) = Vo) + 0 (T,1) (2.4)

90<?>vt> = Yo (t) + 590 (?’t)

%

onde pg, Vo e o denotam as quantidades homogéneas de fundo ou de ordem zero
e dp, U e §p sdo as correspondentes perturbacoes inomogéneas na densidade, na
velocidade e no potencial gravitacional, respectivamente.

No regime linear as quantidades perturbadas, assim como seus gradientes, sao

é

muito menores que as correspondentes delas de ordem zero, isto é, dp << pg, |V ) <<
ﬁ
‘VO )
dp ¢ ignorado. Introduzindo a decomposigao dada pela Eq. (2.4) nas Eqgs. (2.1) -
(2.3), obtemos as seguintes equagdes para as perturbagdes no regime linear:

etc. Durante esta fase, termos de ordem superior, por exemplo, o produto dp

86,0 =
=0 2.5
L4V A7) =0, (25)

ov vz
B + V(5p+ V(Sgo—O (2.6)
V2(5<p = 41 Gop, (2.7)
onde, nessas equagoes, vs ¢ a velocidade do som definida como
op

2= —, 2.8
2 =3 (28)
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Com o intuito de desacoplar as Egs. (2.5) e (2.6), podemos combiné-las numa
unica equacao diferencial de segunda ordem para dp por exemplo. Derivando a Eq.
(2.5) com relac@o a t, obtemos

o2l ov
T2 4 0¥, <_) 0, (29)

e combinando esta equagao com a divergéncia da Eq. (2.6) vem

0%6p

52 v2V25p — 4G pydp = 0, (2.10)

que envolve somente dp e suas derivadas temporais e espaciais. Essa equacao admite
uma solucao na forma de ondas planas dada por

Sp(T,1) = A exp (—i?.? + iwt) , (2.11)

H
onde A é uma constante, k é o vetor de onda e w a freqiiéncia angular de os-
cilagdo. Substituindo a expressao acima na Eq. (2.10), obtemos a seguinte relagao

de dispersao para w e k:
w? = v2k?* — 47 G py, (2.12)

onde k = ‘?‘ é o modulo do vetor de onda.

A Eq. (2.12), admite dois tipos de solugoes, de acordo com o comprimento de
onda A = 27 /k ser maior ou menor que

T
AJ = Vsy [ 5 2.1
J (%5 G,O[) ( 3)

Observemos que a expressao acima é idéntica a Eq. (1.7), a menos de uma constante,
e que foi obtida no primeiro capitulo unicamente por consideragoes termodinamicas.
Na Eq. (2.13), A\; é o comprimento de onda de Jeans [21, 46], que representa
o comprimento de onda critico acima do qual as perturbacoes tornam-se gravita-
cionalmente instdveis. Mais especificamente, se v2k?* < 47Gpy ou A > )z, implica
que a freqiiéncia angular w sera imaginaria uma vez que a relagao de dispersao pode

ser reescrita como 1o

w =+ (47Gpy)'/? [(%)2 - 1] . (2.14)
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Entao, para A > \;, a perturbacao iré crescer exponencialmente. Por outro lado,
caso A < \j, w sera real e a perturbacao ird oscilar como uma onda actstica. A Fig.
2.1 abaixo resume as duas situagoes descritas acima.

Figura 2.1: Comparacao entre os modos estdveis e instdveis na teoria linear em um
Universo estético.

H& uma explicacao fisica simples para o fato da escala A; separar os modos de
estabilidade (A < \;) gravitacional da instabilidade (A > A,) gravitacional [11]. A
escala de tempo para o colapso gravitacional ¢ dada por 7g.q, =~ (Gpo)_l/ 2, que é
justamente a escala de tempo dinamica. Por outro lado, a escala de tempo para a
“pressao de resposta” é dada pelo tamanho da perturbacao dividido pela velocidade
do som: Tpressao ~ A/Vs. S€ Tpressao €xceder ao Tyq,, 0 colapso gravitacional da per-
turbagao podera ocorrer antes que a forgca da pressao possa responder para restaurar
o equilibrio hidrostatico; Tpressao 2 Tgrav OCOITE Para A 2 v,/ (Gpo)_l/ 2N

Uma forma alternativa de especificar a escala fisica apropriada para a instabi-
lidade gravitacional é definir uma escala de massa. Por esta razao, ¢ til definir a
massa de Jeans, que consiste na massa total contida em uma esfera de raio R = \;/2
através de

OV
Desse modo a massa de Jeans, ou massa critica correspondente é reescrita como
7T5/2 U3
M; = o —pé/zé}‘?’/w (2.17)

e perturbacoes de massa menor do que M serao estaveis diante do colapso gravita-
cional, enquanto que essas de massa maior que M ; serao instaveis.

2.2 Mecanismo de Jeans: fluido em expansao

A teoria original de Jeans para a instabilidade gravitacional, formulada para
um Universo estatico, nao pode ser aplicada num modelo cosmoldgico em expansao.
O préximo passo consiste em considerar o mecanismo de Jeans para um fluido em
expansao [47], sem pressao e que representa com boa aproximagao o nosso Universo
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durante a era dominada pela matéria [12]. Nesta situagdo, nao ha a necessidade de
uma solucao de fundo ficticia, uma vez que as Egs. (2.1) - (2.3) admitem a seguinte
configuragao [11]:

po (t) = Po(to)ag ) (2.18)

Vo=-7, (2.19)
a

e
Voo = WB s (2.20)

Nas equagoes acima a(t) é o fator de escala que descreve a expansao homogénea

do Universo, a ¢ sua derivada com relacdo ao tempo cosmolégico t e ag = a (ty) é
o fator de escala num instante t, inicial. As trés equacoes acima sao as chamadas
solucoes de fundo para um fluido em expansao esfericamente simétrico, onde o fator
de escala a(t) satisfaz a equagao de Friedman [12]

a 3

-
a, 4G (2.21)

que é obtida ao substituirmos as Eqgs. (2.18) - (2.20) na Eq. (2.2) e que descreve
a evolugao dinamica do Universo. Podemos utilizar a expressao para py dada por
(2.18) e integrar a Eq. (2.21), obtendo

<g) i _ 8mGpo (to) a% _ C (2.22)

3a3 a?’

sendo C uma constante de integragdo. A equagao de Friedman (2.21) é idéntica
a obtida em Cosmologia relativista [48]. A constante C estd relacionada com a
curvatura do espago-tempo, podendo assumir os valores —1, 0 e +1, que caracterizam
universos ‘abertos’, ‘chatos’ e ‘fechados’ respectivamente. Reescrevendo a expressao
acima como

2
a +V(a)="F,
podemos interpretar os termos anteriores como a energia efetiva total ‘£’ do sistema,
2
dada por ‘E’= —C, onde a ¢ a energia cinéticae V (a) = 87Gpy (ty) a3 /3a o potencial
efetivo.
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Uma anélise da equagao (2.22) para os casos C = —1, 0 e +1, é mostrada na Fig.
2.2 a seguir:

1
-1

-3-

Figura 2.2: Gréfico de V(a) X a. Observemos que para o caso C = +1 (energia total
negativa) o Universo se expande até a = 87tGajpo (tg) /3 e apés isso recolapsa. O caso
C = 0 caracteriza um Universo que expande infinitamente, ou seja, a expansao cessa em
t — 00. Para C = —1 a energia total é positiva e assim a expansao nunca tem fim.

A Eq. (2.22) pode ser integrada facilmente no caso C = 0, o que caracterizard
o modelo de Einstein - de Sitter [9, 24|, que representa bem o comportamento do
fator de escala no inicio de formacao das estruturas, ou seja, na fase do Universo
dominada pela matéria. Desse modo temos

a(t) =ag (1 + 67er0(t0)t> 2/3, (2.23)

onde escolheremos ty = 0, que corresponde a um instante inicial da era de dominio
da matéria. Para escalas nas quais | 7| >dg , onde dy ¢é o raio de Hubble Eq.
(1.8), a velocidade | v'| excede a velocidade da luz como pode ser inferido da Eq.
(2.19). Isso implica que, na era dominada pela radiac¢do, as flutuagdes nao podem
evoluir pois estas tém uma velocidade préxima a velocidade da luz e portanto um
comprimento maior que o raio de Hubble.

Antes de obtermos as equacoes que descrevem a dinamica de pequenas per-
turbagoes em torno da solucao de Einstein-de Sitter, serd conveniente introduzirmos
a quantidade adimensional § (7°,¢) denominada campo de densidade de contraste e
definida como:

(Tt =po ) dp(T 1)
5 (7, t) = = (2.24)
po (t) po (t)
Prosseguindo, vamos substituir a decomposigao dada por (2.4) nas Egs. (2.1) - (2.3)
levando em conta a defini¢do acima, bem como as expressoes (2.18) - (2.20) para
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as quantidades que caracterizam a solugao de fundo. Apds algumas passagens, as
equacoes linearizadas da continuidade, de Euler e de Poisson ficam sendo dadas por:

0 = — a — = .
<a)?+v.v +E<T.V>5—O, (2.25)
o +97+9<?€>7+U2§’5+?5 =0 (2.26)
ot J—» a a ' * v ‘
V25p = 4G pyd, (2.27)

’ . — . . ~ . . . . .
onde o indice " nas derivadas temporais das equagoes acima indica que tais derivadas
~ . o~ — . , . . .
sao feitas numa posigao 7 fixa. Seguindo Peebles [9], serd mais conveniente intro-
duzir nas equagoes acima coordenadas comoveis com a expansao, isto €, coordenadas
cujos valores correspondentes a um objeto particular estacionario, nao sao alteradas
pela expansao do Universo. Desta forma definimos

(2.28)

como sendo a coordenada Euleriana espacial comével. Da relagao acima, segue

automaticamente que
T () =a(t)T (1),

—
e, levando em conta que a velocidade V' do fluido relativamente a origem ¢é

—>_d7
Cdt’

segue, entao:

Vi dr a_, d7x (2.20)
=ar +ta—=-1 4+a—. .
dt a dt

Note que esta expressao ¢ idéntica a decomposicao

—

V=Vo+7,

sendo ‘70 dado pela Eq. (2.19). A equagao acima é obtida naturalmente ao uti-
lizarmos coordenadas coméveis. A velocidade ¥ é conhecida como sendo o campo
de velocidades peculiar do fluido, ou seja, a velocidade medida por um observador
na posicao da particula e em @ fixo, que resulta do movimento relativamente ao
referencial comoével. Um sistema de coordenadas comdveis tem inlimeras vantagens.
Entre elas, destacamos o fato de ele permitir distinguir entre velocidades de expansao
ou de recessao e velocidades peculiares, uma vez que os movimentos peculiares de
determinado objeto podem ser detectados e medidos relativamente ao sistema de
coordenadas comoveis.
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A Fig. 2.3 abaixo, extraida de [49], ilustra as vdrias descrigdes da dinamica das
particulas do fluido num Universo em expansao.

Figura 2.3: Descricao da dinamica de particulas em um Universo em expansao. Em
algum instante ty existe um conjunto de particulas distribuidas em uma rede uniforme,
como mostrado a esquerda. Em algum instante posterior, a expansao afasta as particulas
umas das outras, mas a atracao gravitacional realca o grau de irregularidade. Este é o
ponto de vista da descricao euleriana. Alternativamente, a descricao lagrangiana utiliza
coordenadas que nao mudam com o tempo. Coordenadas coméveis sdo uma conciliagao
entre as duas descrigoes alternativas acima.

Afim de escrevermos as Eqgs. (2.25) - (2.27) em coordenadas comdveis, serd
necessario estabelecermos a taxa de variacdo temporal calculada em 7 constante
[21]. Consideremos uma funcio escalar f (7' ,t) = f (7 /a,t). Entdo, aplicando a
regra da cadeia para derivacao parcial, vem

of (0 _ (0 01 (0
Oz, B d (rja™t) L .d L ‘d
(%)= (%) ===t

() -8, 2R e

— —

’ . N . z —
onde V2 = aV ¢ calculado com respeito a coordenada espacial comével x'. A
relacao acima, portanto, relaciona as taxas de variacao temporal calculadas, respec-
tivamente, com respeito a 7" e " constantes. Cabe ainda ressaltar que os operadores

Note que

Logo

(E)? e V3 comutam assim como (E)? e V.
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Estamos agora em condigdes de reescrever as Eqs. (2.25) - (2.27) em coordenadas
coméveis, onde levaremos em conta a taxa de variagdo temporal definida por (2.30).
Apoés algumas passagens, temos

o) 1= _

(a)q PV =0, (2.31)

ETd 2, 1—
(a—“) FHT + 2V, 4+ =V,00 =0, (232)

ot )= a a
V2.0¢p = 4nGa’py (1) 6, (2.33)
onde _
a="12 (2.34)
= .

¢ o parametro de Hubble. As Eqs. (2.31) - (2.33) constituem nosso sistema de
equacoes basicas para o caso de um fluido em expansao.

Inspecionando as Eqgs. (2.31) e (2.33), podemos escrever o campo de velocidades
é
U como

— = 1
]v|o<‘Vx(5g0’+m.

A equacao acima nos mostra que o modo crescente associado ao campo de veloci-
—

. . . 7 . . — 2

dades peculiar no regime linear é potencial, ou seja, | v'| o ‘Vx&p‘ e tal fato é

utilizado com grande vantagem em aproximacoes nao-lineares para a aglomeracao
gravitacional, como por exemplo, na aproximagao de Zeldovich [22] e em métodos
de reconstrucao tais como POTENT [50, 51, 52|, que utiliza informagoes acerca
do campo de velocidades peculiar [53]. No caso de auséncia da forga gravitacional

—

V.0p = 0, a velocidade peculiar num Universo em expansao decai cinematicamente
— -1

como | V| o< a(t)” [9].

Assim como fizemos na secao anterior, nosso proximo passo serd obter uma
equacao somente para a densidade de contraste . Para tal, vamos desacoplar as
Egs. (2.31) e (2.32) combinando-as numa tnica equagao diferencial para J. A
derivada temporal da Eq. (2.31) é dada por

026 a= _, 1[/0= _,
o0 _oeg o109 _ 9.
(8152)? aQVx v a <8tvm v)? 0 (2.35)
e, substituindo a Eq. (2.31) na expressao acima, obtemos
026 ) 1 /0= _,
- H(=— —| =V, = 0. 2.
(atQ)?+ (5t)?+a(atvx U)z* ’ (2.26)

O tltimo termo do membro esquerdo dessa equacao pode ser expresso em termos de
§ (2, t) se calcularmos a divergéncia da Eq. (2.32) e levarmos em conta a prépria

18



Eq. (2.32) e a Eq. (2.33). O resultado final é:

9?6 ) v?
<@>_> +2H (E)_, - @V?ﬁ — 4wGpod = 0. (2.37)

Notemos que, tal como a Eq. (2.10), a equacdo acima envolve somente §, suas
derivadas temporais e espaciais.

A solucdo analitica para & (7, t) é expressa em termos de ondas planas, ou seja:

5(T 1) = 65 () exp (ﬁ?) . (2.38)
®
Apés introduzirmos a expressao acima na Eq. (2.37), teremos
d*5— dé—- 0?2
Er2H—E 4+ = (K —k3) 0. =0 2.39
di2? + dt + a2 ( J) & ’ ( )

onde k; é o nimero de onda de Jeans comével dado por

4dma? t
R faiiac U (2.40)

— —
e note que a dependéncia de 03 em k se da apenas em termos de k = ‘ k ‘, o que

é uma conseqiiencia de isotropia do espaco. Naturalmente, associado a k;, temos o
comprimento de onda de Jeans \; = 2m/k;. Tal comprimento de onda separa os
modos gravitacionais estaveis dos modos instaveis e define a escala para a qual temos
o balango entre o termo de gravidade (47Gpy) e de pressao (vZk?/a?). Notemos que
quando a expansao do universo nao é levada em conta, ou seja, H = 0, a Eq. (2.39)
adquire a forma:

a

d?6— 2);2
et (USQ - 47er0> 5 =0, (2.41)

onde a é agora uma constante e cuja solucao para 5? é oscilatéria caso v2k?/a® >
4mGpy e exponencial no caso contrario reproduzindo assim o mecanismo de Jeans
para o caso de um fluido estatico Eq. (2.10). A diferenga entre a amplificacao dada
por (2.39) e a dada por (2.41) estd no fato de que a expansao do Universo acaba por
amortecer o crescimento das perturbagoes devido a presenga do termo 2Hdd /dt
que funciona como espécie de “termo de friccao”, em analogia com um oscilador
harmonico amortecido. Isso implica numa reducao da velocidade de crescimento
exponencial dos modos instaveis resultando em um crescimento do tipo poténcia
como serd mostrado a frente.

A solugao da equagao (2.39) depende do modelo de fundo no qual as perturbagoes
sao definidas. Afim de obtermos a solugao analitica da Eq. (2.39), vamos substituir
o fator de escala dado pela Eq. (2.23) na Eq. (2.18) para o campo de densidade de
matéria pg (t). Desta forma, teremos

o (1) = pof0) (14 VG Cpo(0)t) . (2.42)
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e o parametro de Hubble serda dado por

o 2,/67Gpo(0) (2.43)

3 (1 + 67TG,00(0)2€> '

Vamos introduzir a quantidade temporal adimensional 7', tal que
T = /6mGpy(0)t.
Assim, a Eq. (2.39) nas varidveis adimensionais é escrita como:

2o 4 do- v2k?
+ +
dr?  3(1+7T) dt 67Gpo(0)a’

2
— = 6. =0 (244
31+T)] F (2.44)

(1+T)™*3 =

Para um comprimento de onda A\ muito grande, temos que k¥ < k;, de modo
que o termo do gradiente de pressao pode ser desprezado em (2.39) que, na versao
adimensional, se reduz a:

d25— Ao
e, 1 P2 56 =0, (2.45)
dar? - 3(1+7T) dt  3(1+T)>° *

e define o chamado modo instavel. A solucao geral da equacao acima é

—1
62 =Ap (1+T)" +Bp(1+1)?, (2.46)

onde A+ e B3 sao constantes de integragao. O modo 5% = Ay (1+ T)~' é chamado
de modo decrescente e 5% = B—(1+4 T)*? de modo crescente. Uma ilustracao da

solugdo da Eq. (2.45) e a integragdo da Eq. (2.44) é mostrada na Fig. 2.4 da
proxima pagina.
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Deve-se destacar neste ponto, que o niumero de onda de Jeans, dado pela Eq.
(2.40), nao ¢é mais constante como na Eq. (2.13), mas decresce com o tempo. Isso
implica que ao integrar a Eq. (2.39), mesmo que inicialmente o termo gravitacional
seja dominante, a medida que o Universo se expande, k; diminui e os termos de
pressao passam a dominar apds algum tempo. Assim, ainda que (5? inicialmente
cresga como uma poténcia de T, a expansao do Universo faz com acabe oscilando
como uma onda sonora com amplitudes decrescentes, confome pode ser visto na Fig.
2.4 abaixo:
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Figura 2.4: Tustragdo da solucao da Eq. (2.45) para o modo instdvel A > A; e a
integragao da Eq. (2.44). Podemos observar que inicialmente a gravitacao é a forga que
predomina e determina a dinamica das perturbacoes. Porém, a partir de algum instante,
a expansao do Universo faz com os termos de pressao sejam acionados e passem a dominar
fazendo com que a perturbacao oscile com aplitudes descrescentes ao invés de crescer como
uma poténcia de T.

Ja para um comprimento de onda A muito pequeno, k se torna grande e os termos
de pressao passam a dominar e determinar a dinamica de 0. Sendo assim, para
k> k; a Eq. (2.39) toma a forma adimensional:

d25? 4 déﬁ USk’Q

1+7) "% =0 2.47
T3 ar | erema LT 0 =0 (247)
definindo o modo estavel e cuja solucao geral é
5. _ o 5en [(3(1+T)Y%)] cos [(3(1+T)"3)] (2.48)
Kk (1+7T)1/3 k (1+T)1/3 ’ :

onde escolhemos por simplicidade vk /67Gpo(0)ag = 1 e C7 e Dy sdo constantes
de integracao.
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Vemos assim que a solugdo para a Eq. (2.39) quando k > k; é tal que o7
oscila como uma onda sonora com amplitudes decrescentes, devido a expansao do
universo, conforme ilustrado na Fig. 2.5 abaixo:
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0.0044

0.002

+0.002
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+0.006 ¢ 50 100 150 200 250 300 350

Figura 2.5: Comportamento ap6s um longo tempo do modo estédvel A < Ay, Eq. (2.47).

Num primeiro estagio, o processo de formacao de estruturas pode ser investigado
utilizando-se a teoria de perturbacao linear. As equacoes de movimento linearizadas
fornecem uma excelente descricao da instabilidade gravitacional durante os instantes
primordiais de formacao de estruturas quando as flutuacoes de densidade sao pe-
quenas 0 < 1. Entretanto, vemos que a aproximacao linear nao fornece um cendrio
satisfatorio pois, apés algum tempo, os modos de d acabam por oscilar e se disper-
sar. Sendo assim, torna-se necessaria uma investigacao além do regime linear afim de
verificarmos os efeitos que as nao-linearidades tém na evolucao de tais perturbagoes,
o que sera feito no proximo capitulo.

2.3 Escoamento Irrotacional e Vorticidade

Até este momento nada foi dito acerca da natureza do campo de velocidades
peculiar . Em nossa discussao anterior sobre a evolucio de perturbacoes, conside-
ramos implicitamente apenas a parte irrotacional do campo de velocidades. Iremos
agora fazer um estudo da evolucao dos dois modos: rotacional e irrotacional. Deve-
se destacar neste ponto, que ao tomarmos a divergéncia da equacao de Euler, a
contribui¢do do modo rotacional do vetor ¥ foi perdida.

Pelo teorema de Helmholtz [54], qualquer campo vetorial diferenciavel, pode ser
escrito como a soma de suas partes escalar e vetorial. A parte escalar recebe esse
nome pois pode ser escrita como o gradiente de um escalar ¢ (o potencial velocidade),
enquanto que a parte rotacional nao pode. Sendo assim, é 1itil decompormos o campo
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. . _ . . _ .
de velocidades peculiar ©v" do fluido em um modo rotacional v | perpendicular ao

—
. . —_— . ~ . ’
vetor de onda k£, e outro irrotacional v’ com divergencia nula e que é paralelo a
—

k-
v = 7J_(?) + 7\\(?)

O rotacional da expressao acima nos fornece

—

— — —
VyX?zV?x?l+V?xbw>:V?x7b

onde definiremos W como a quantidade denominada vorticidade comével [21], dada
por
ﬁ
W=Vgxv. (2.49)

Podemos obter uma equacéo relativamente simples para . Calculando o rota-
cional da equacao de Euler (2.32), temos que
0w
T HWJ =0, (2.50)

de modo que
woca (2.51)

onde w é o médulo do vetor W. A expressio acima nos mostra imediatamente
que os modos rotacionais nao sao acoplados as perturbacoes de densidade e que
a vorticidade comével decai com o inverso do fator de escala. Assim, se o campo
de velocidades peculiar pode inicialmente ser decomposto num modo irrotacional e
noutro rotacional, somente o modo irrotacional sera relevante na andlise da evolugao
de pequenas perturbacoes. Vemos assim que se @ = 0 inicialmente em todo o espaco,
entdo @ permanece nulo. Dessa forma, mesmo que se tenha inicialmente @ # 0, a
vorticidade nao terda nenhuma influéncia na evolucao linear, mas decaird a medida
que o Universo se expande. No entanto, no regime nao-linear, o mesmo pode nao
ocorrer, pois a vorticidade pode se acoplar a outros modos.

2.4 Matéria Escura e Barionica

Na secao precedente estudamos a densidade total de matéria e nao fizemos
nenhuma distincao entre matéria barionica e matéria escura. Nesta se¢ao trataremos
da matéria escura e barionica separadamente.

Como dissemos no capitulo 1, num Universo composto apenas por matéria
barionica, nao teria havido tempo para formar as estruturas observadas [12]. Se
A < dy, entao as perturbacoes podem ser analisadas pela teoria Newtoniana e a
Eq. (2.39) pode ser generalizada para véarias componentes de matéria. Nesse caso
o termo gravitacional contém as contribuicoes de todas as componentes de matéria.
A equagao (2.39), para a era dominada pela radiagao [55], fica sendo dada por:
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2 21.2
x| opPoa | ik 0a=47G> pb,,. (2.52)
B

e ot T

de modo que o fundo do Universo é governado pela equagao

N\ 2
al _ G (o + )
a = —3 PR T PME)

onde pr e py g representam as densidades de radiacao e matéria escura respectiva-
mente. Os indices A e B foram introduzidos para diferenciar o termo gravitacional
dos demais termos e substituimos py por p afim de simplificar a notacgao.

Um exemplo importante é o sistema matéria escura + barions, logo apds o de-
sacoplamento [36]. Para k < k; a evolugao desse sistema serd governada pelas
equagoes:

2
d*omE . oy OME

= 47G (0, + PyupdmEe)

dt? dt
(&
d?6 do, = 5
W; + 2Hd_tb =47 G (py0, + PredME)

onde d;r5 € a densidade de contraste de matéria escura e d, de matéria baridnica.
Antes do desacoplamento as flutuacoes na componente barionica nao evoluem, pois
tal componente estd interagindo fortemente com a radiacao [46]. Ja as perturbagoes
de matéria escura podem evoluir livremente na era dominada pela matéria [12]. Por
isso, logo apds o desacoplamento, temos py;pdnme > ppd,, de modo que as equagoes
acima podem ser aproximadas por:

dQ(SME d(sME —
[§]
d%é, doy, _

A Eq. (2.53) representa o crescimento de perturbagoes na componente de matéria
escura.

Como estamos utilizando o modelo de Einstein-de Sitter, onde a oc t?/3 e p oc t72,

segue que para o modo crescente da Eq. (2.53):

6ME X a = Ct2/3,
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onde C é uma constante. Substituindo a relagdo acima na Eq. (2.54) podemos

escrever 471 g PR
322 (= 2% 9 b 2
“ da (a1/2 da) L QC’

cuja solucao do modo crescente é:

onde B é uma constante. A solugdo acima mostra que 0, — dyp para a(t) >
B e que as perturbacoes na matéria barionica sao induzidas pelas flutuacoes da
matéria escura apés o desacoplamento [12]. Vemos assim que a matéria escura é a
principal responsavel pela formagao das primeiras estruturas em larga escala. Sem
ela, as flutuagoes seriam muito menores e nao haveria tempo de haver a producao
de estruturas em larga escala que sao observadas hoje.
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Capitulo 3
Regime nao-linear

Ao estudarmos o processo de formacao de estruturas, a teoria linear de per-
turbagao pode ser usada quando a densidade de contraste § é pequena [3], ou seja,
durante a fase onde 6 < 1. No entanto, a medida que as perturbagoes crescem
via instabilidade gravitacional, ocorre que em um dado momento § 2 1, implicando
que a partir dai, a teoria linear deixa de ser valida, e portanto devemos levar em
conta os efeitos nao-lineares na evolucao das perturbacoes. Neste sentido, estaremos
lancando mao de um modelo hidrodinamico para tratar o problema de formacao de
estruturas além do regime linear. Na secao 3.1 reobteremos as equacoes do capitulo 2
na versao nao-linear. O préximo passo sera estenderemos, na secao 3.2, o tratamento
nao-linear para o caso de um fluido em expansao auto-gravitante com viscosidade.

3.1 Equacoes Basicas

Nosso ponto de partida sera obter as versoes nao-lineares da equacao da con-
tinuidade (2.31) e da equagao de Euler (2.32) em coordenadas coméveis. Comegando
pela equacao da continuidade. Aplicando a relacao (2.30) na Eq. (2.1) e, levando
em conta a decomposi¢ao do campo de velocidades Eq. (2.29), teremos

ap 1= N
- +3Hp+ -V=.(pv) =0, 3.1
(%) +30+ 1 F2.07) (3.)
que é a equacao da continuidade em coordenadas em expansao. Vamos entao per-
turbar a equacao acima, em torno da solucao de Einstein - de Sitter, utilizando a
decomposicao dada por (2.4) e a expressao para a densidade de contraste (2.24).
Apés algumas passagens, a versao nao-linear da Eq. (2.31) fica sendo escrita como

o) = o 1=
- Vo T+ V= — 0. 2
(at)?—i—a 7 U+ 2. (V) =0 (3.2)

Procedendo do mesmo modo como fizemos para chegar na equagao acima, vamos
entao obter a versao nao-linear da Eq. de Euler (2.32). Desta maneira, segue que a
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Eq. (2.2) pode ser escrita como

#[(2EY 4 pe] 4 (2 +H?+<7§> >7+i$ Sp+
ot )— ot ) - 7 ap =op
4 1
W?ﬂoa? + a?;égp =0, (3.3)

onde levamos em conta a expressao para a componente de fundo do potencial gra-

vitacional (2.20) e a expressao (2.30) que relaciona a taxa de variacdo temporal

calculada, respectivamente, com respeito a 7 e x constantes. Observando que
8_H — é — H?

ot a ’

podemos entao reescrever a Eq. (3.3) da seguinte maneira:

i anG o7 1 1 !
- a 4 T Po + gv T+ HY + = (T)?y) v+ —6?5]7 + —6?580 =0.
a 3 ot ) - a ap a

O primeiro termo do membro esquerdo da expressao acima ¢é identicamente zero de
acordo com a equagao de Friedman (2.21). Entao, obtemos a equagao de Euler em
coordenadas em expansao, que é dada por

v +1(_>$ )*+H‘>+ v Vb4 1V =0 =0 (3.4)
ot ) Ta\" V)Y U Aoy FO T E '

Para a equacao de Poisson em coordenadas em expansao temos:

VL5 — dma*Gpo (t) 6 = 0. (3.5)

Nosso modelo consiste em fazer uma aproximacao adicional de segunda ordem
H
[?] em J, uma vez que é muito complicado trabalhar com o termo V=4d/(1+9).
Nossa aproximacao de segunda ordem ¢é escrita da seguinte maneira
v? (1—6)v?

s ?5%

a(l+9) a

<

Vo, (3.6)

o0 que ird basicamente modificar a equagao de Euler (3.4). A rigor, essa aproximagao
permitira estudar a influéncia nao-linear da forca oriunda do gradiente de pressao,
que é importante em estagios mais avancados de formagao de estruturas [3]. Suma-
rizando, as equacgoes basicas que iremos estudar sao:

o5\ 1
315 z a

ov - vi= 1= l/ L=\, v
(—) +Hv + =2Vzi+-Vzip+ <U.V7>U—

e a a a

<l
ol

T+ Yo (T =0, (3.7)
a
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VZ.5p — AnGa’p, (t) 6 = 0. (3.9)

Vamos agora introduzir variaveis adimensionais o que tornara mais apropriado
o tratamento numérico das equagoes (3.7) - (3.9). O campo de velocidades peculiar
. . — , .
adimensional i serd definido como

—
v

o 3.10
= (3.10)

onde vy é a velocidade do som dada pela Eq. (2.8). A varidvel temporal adimensional
T é escrita como
T = Vg kOJ t, (311)

onde kg; é o nimero de onda de Jeans calculado no instante inicial ¢ = 0 e dado
por:

koj = YV—+7—=. (3.12)
Por fim, a coordenada espacial comovel adimensional ? sera definida por:
€ =k, T (3.13)

ﬁ
Conseqiientemente, o operador V, em coordenadas comoveis adimensionais, sera
escrito como

Vi =kuVe. (3.14)

Assim as equagoes (3.7), (3.8) e (3.9), na versao adimensional, podem ser resumidas
da seguinte maneira

00 1 1
<—> + -Vl +-Ve. (78) =0, (3.15)
T)e a a
o 1l ,= ., 1= 1 = 1 =
- | Thu+ - Ve +-Ve0i+-—Veop——0Vzi=0, (3.16)
or z a 3 a ¢ av? ¢ a €
VZ6p — a2 (M50, 3.17
% po (0) ( )
onde h é o parametro de Hubble adimensional definido como
H 1d
h= e (3.18)

Faremos a hipdtese adicional, de que o campo de velocidades peculiar 7 seja
irrotacional, conforme descrito na secao 2.3. Desta forma, temos que ? X @ =0
e neste caso, ;i poderd ser expresso como o gradiente de alguma funcao escalar, ou
seja

w Vb, (3.19)
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sendo /3 o potencial adimensional do campo de velocidades 7 .
Reescrevendo a Eq. (3.15) em termos da Eq. (3.19) teremos

a0 1o 1 9 1— — B
<3—7)? +oVeht - (V?@ 0+-VgB.Vgd=0. (3.20)

Vamos agora acoplar as Egs. (3.16) e (3.17) numa unica equagao diferencial.
Para tal, calculemos a divergéncia da equagdo de Euler (3.16) e substituamos a
equagao de Poisson (3.17). Desta forma escrevemos

9 o 2 1o apo (1) = -9 —
(aTV?B)?JrhV?BJrQV?éJr T Ve (u.v5 u)
1 = —
EV?‘<5 v?5> —0. (3.21)

Neste sentido a dinamica de pequenas perturbagoes no regime nao-linear sera regida
pelas equagdes (3.20) e (3.21).

3.2 Introducao da Viscosidade: equacao de Navier-
Stokes em coordenadas comodveis

Nesta secao estenderemos o tratamento da segao anterior para o caso de um
fluido em expansao auto-gravitante que possua viscosidade. No contexto de modelos
hidrodinamicos para a formacao de estruturas, a viscosidade é introduzida no modelo
de Adesao [23] artificialmente para imitar o papel de efeitos gravitacionais nao-
lineares em pequenas escalas [35]. Nossa estratégia, por outro lado, consiste em
considerarmos a equagao de Navier-Stokes [54] para um fluido auto-gravitante, ou
seja:

X%
(V.¥)7

Plar ™

— o 1l /e e —
+Vp—n|V V+§V (V.V) +pVep =0, (3.22)

onde 7 é a viscosidade dinamica que assumiremos constante por simplicidade (aqui
nds ignoramos os segundo termo de viscosidade). A equacao de Navier-Stokes con-
serva o memento linear automaticamente mas nao possui uma solugao analitica num
caso geral [35]. Afim de obtermos a equagao correspondente para o campo de ve-

R
locidades peculiar v', vamos substituir V' = H7 + ¥ na Eq. (3.22) e introduzir
as coordenadas comodveis com a expansao da solucao de fundo. Apds algumas pas-
sagens diretas, porém trabalhosas, a exemplo do que fizemos para a equacao de
Euler, obtemos

oV - /.= — I = Ui y — 1z = —
1
“V28p = 0. (3.23)



Por uma questao de conveniéncia, podemos reescrever a equacao anterior de uma
forma mais compacta da seguinte maneira

811]- 1 = 1 aO'jk 165@
- Hv; 4+ — Vzlv,—— -—— =0 3.24
(Bt>?+ vj—l—a(v VI>UJ ap@:rk+a8:£j ’ (324)

onde o), € o tensor das tensoes [54] escrito nas coordenadas em expansao como

9v; Qv 2
Or,  Ox; 3

Ui
Ujk = —p(Sjk + 5 (

H
5jkv?.?> . (3.25)
No caso de um fluido perfeito, temos que o se reduz ao tensor das pressoes

Ok = —p(Sjk.

Seguindo o procedimento da se¢ao anterior, vamos considerar a seguinte aproximagao
adicional de segunda ordem
1 Ooji N 1 0o ji,

~~ 1—
ap Oxy  apo (t) (1-9) oxy

de modo que a Eq. (3.22) fica sendo reescrita como

0v; 1/, = 1 dojr,  196p
(W>?+HUJ+E(U.V$>UJ a_po(l 5) 8l’k —|—aa—xj—0. (326)

A forma final adimensional da equacao de Navier-Stokes acima, é obtida ao assumir-
mos a aproximacao adicional de segunda ordem

1 Jo; 1 0o

s s (1 6) S,

ap Oz, apo (t) Oz

mais as Egs. (3.10) e (3.11). Desta forma, escrevemos

o +h_>+1(1—5)§> (5+1<_>§> )‘#LV Sp—

or 7 a a 3 a p-Vg) B av? €%
v ) g _ gy lve g + 19 (62 ﬁ’) —0 (3.27)
0, - -V 7 . .

Procedendo do mesmo modo como fizemos com a equacao de Euler, levando em
conta as Eqs. (3.17) e (3.19), teremos para a divergéncia da equacao de Navier-
Stokes

0 o 9 1, apo (T) 1= = 1 = =
<87V2ﬂ>?+hv?ﬁ+av?5+ pO(O)Han‘(u-Vgu) av§.<5v 5)

vpo (0) = o 2 — 1_> > — o
angvﬁ'{(l 5){v?u+3v£(vg.u) —0, (3.28)




onde h é dado pela Eq. (3.18) e v é a viscosidade dinamica adimensional definida

como
nko.s

UsPo (0) .
Nosso sistema de equacoes basicas, no caso nao-linear viscoso, pode ser resumido na
equagao da continuidade (3.20) e de Navier-Stokes (3.28).

v

Um dos maiores obstaculos ao entendimento da evolucao de perturbacoes no
estagio nao-linear, quando tipicamente a amplitude da densidade de contrataste
torna-se maior que a densidade do meio no Universo: dp/py 2 1, é a falta de re-
sultados analiticos nesta fase. Uma das maneiras mais diretas de tratar o problema
de evolucao nao-linear é fazer uma simulagao tridimensional gravitacional de N-
corpos [3, 39, 41, 49]. A simulagdo de N-corpos recebeu grande atencgao devido a
técnicas eficientes de integragao das equacoes de movimento. Usualmente, em si-
mulacoes deste tipo, o meio consiste em particulas sem colisao, em concordancia com
a popular hipotese de que a maior parte da matéria do Universo esta sob a forma
de particulas que interagem fracamente, ou seja, matéria escura [36]. A trajetéria
de cada particula é calculada no campo gravitacional gerado por todas as outras
particulas que formam o meio. As condicoes de contorno sao assumidas como sendo
peridédicas. Existem também, alguns modelos populares hidrodinamicos e técnicas
de simulagao numérica [3] utilizados quando se leva em conta os efeitos oriundos das
forgas de pressao do fluido. Isso significa resolver a equagao de Euler (3.4). Porém,
o campo da Cosmologia hidrodinamica esta num estagio inicial de desenvolvimento
e podemos dizer que nao ha uma solucao analitica. A tunica esperanca realista de
progresso num futuro proximo reside nos métodos numéricos. Uma das técnicas
mais populares, conhecida como Smoothed-Particle Hydrodynamics (SPH) [3], tipi-
camente descreve um fluido como um conjunto de particulas da mesma maneira
como na simulacao de N-corpos. Outras aproximagoes analiticas e métodos semi-
analiticos sao discutidos por Shani e Coles num excelente artigo de revisao [29].

Entretanto, uma engenhosa aproximagao analitica formulada por Zeldovich em
1970 [26] d4 conta de alguns aspectos do processo de formagao de estruturas. Exis-
tem varios esquemas de aproximacoes para analisar diferentes aspectos da aglo-
meragao nao-linear, incluindo extensées da aproximagao de Zeldovich [29]. Entre
elas, estao as aproximagoes locais, que foram introduzidas mais recentemente, a
aproximacao de Zeldovich modificada [22], a aproximacao do tensor do deformacao
[37], aproximacao completa de Zeldovich [38] e a aproximacao do campo de maré.
O modelo de Adesao [23, 25, 28] é uma outra aproximagao, onde um termo de vis-
cosidade é introduzido artificialmente nas equacoes que governam a aproximacgao
de Zeldovich afim de que a matéria se mantenha unida. Os detalhes da fase nao-
linear de formagao de estruturas sao extremamente importantes ja que é ai onde
estd a ligacao entre as condicoes iniciais e o Universo que observamos em escalas
intermediarias.
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3.2.1 Efeitos da viscosidade na fase linear

Nesta se¢ao investigaremos o que ocorre quando levamos em conta a presenga
da viscosidade na teoria linear. A idéia é obter uma expressao idéntica a Eq. (2.37),
exceto pela adicao de um termo de viscosidade e analisar a evolucao da densidade
de contraste 0.

Vamos entao linearizar a Eq. (3.21). Desta forma, escrevemos, apés reter os
termos de primeira ordem

<8v) +H7——1{V%7+

Vo6t L 60 = 0. (3.20
ot po ?‘i‘a 70p = 0. (3.29)

3V (F27)] 4

Combinando a expressao acima com as Egs. (2.31) e (2.35), obtemos, apés algumas
passagens simples

026 00 4 n 90 v?
— 2H | — -V = — EV35—4 =0. .
(8t2>?+ <8t)? 3p0a2vx (825)? aQVx(S TGped =0 (3.30)

Introduzindo a decomposicao para d-, o parametro de Hubble - Egs. (2.38) e (2.43)

respectivamente - e a variavel temporal adimensional 7' = /67Gpg(0)t, na expressao
acima, obtemos:

+7)Y? doy vk
dT'  67Gpy(0)a?
2
o_. =0.
1+ 1)

(1

d*o 4{ 1 nk?
(

= —~
1+1) " po(0)a2

1+ T) s —
a3 (I+T)""" 0

3(

Uma ilustracao da solucao da equacao diferencial acima, para os casos k > kj e
k < k; é mostrada nas Figs 3.1 e 3.2 da préxima pégina, onde fizemos n = 1073 e
escolhemos por simplicidade v2k?/67Gpo(0)a3 = 1 e k?/po(0)ag = 1.

ok (3.31)
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Figura 3.1: Modo estavel A < A ;. Inicialmente o termo de pressao faz com que 5? oscile.
Porém, devido a presenca da viscosidade, apés algum tempo, ha um estabilizagao.
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Figura 3.2: Para o modo instavel, no caso viscoso, inicialmente o termo de gravitacao
faz com que 5? cresga como uma poténcia de T, porém devido & presenga da viscosidade
apos algum tempo, ha um estabilizacao do crescimento. No caso sem viscosidade vemos
que inicialmente (5? se comporta como uma poténcia de 1" e a expansao do Universo faz
com que acabe oscilando como uma onda sonora com amplitudes decrescentes.
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Capitulo 4

Implementando o Método de
Galerkin

Neste capitulo apresentaremos o método de Galerkin, que consiste numa técnica
matematica para a resolucao de equagoes diferenciais. Na secao 4.2 aplicaremos o
método ao problema de formacao de estruturas em Cosmologia a partir de uma abor-
dagem hidrodinamica. Apds a aplicacao do método obteremos o sistema dinamico
equivalente que podera entao ser integrado.

4.1 Breve descricao do método de Galerkin

O método de Galerkin [42] é uma técnica matemdtica poderosa que tem sido
usada para resolver problemas de escoamento de fluidos, acustica, transferéncia de
calor, colapso gravitacional [57], etc. Problemas governados por equagoes diferen-
ciais ordinarias, equacgoes diferenciais parciais lineares e nao-lineares e equagoes
integro-diferenciais tém sido investigados via método de Galerkin[58]. Essencial-
mente, qualquer problema que seja governado por equagoes diferenciais pode ser
tratado pelo método de Galerkin.

A origem do método é geralmente associada a um artigo [59] publicado pelo
préprio Galerkin (1915), um engenheiro russo, nascido em 1871. Uma das qualidades
mais notaveis do método, é fornecer um conhecimento satisfatério dos aspectos
fisicos basicos do sistema e das estruturas basicas da dinamica em consideragao com
um esforco computacional minimo e prover solucoes de significante acurécia.

Basicamente o método consiste em transformar uma equacao diferencial parcial,
ou um sistema de equacoes diferenciais parciais, num conjunto finito de equacoes
diferenciais ordinarias, ou num sistema dinamico finito. Resumidamente, podemos
ilustrar a aplicagao do método, por exemplo, com um problema em uma dimensao,
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governado pela equacao diferencial

ou ou

onde L é um operador geralmente nao-linear, que envolve a fungao u (x,t) e suas
derivadas.

As condigoes de contorno sao esquematicamente representadas por:
S(u)=0

em 0D, a fronteira do dominio espacial D (z). O método de Galerkin assume
que u (z,t) pode ser representada por uma solu¢ao aproximada (decomposi¢ao de

Galerkin)
N

ua (2,1) = ) a; (t) ¥ (2), (4.2)

Jj=0

e N é a ordem de truncagem. A medida que o numero de termos aumenta, ou seja,
se N — o0, observa-se geralmente a convergéncia dos resultados obtidos e portanto,
nos aproximamos da solugao real do problema. Na expressao acima, a; (t) sao os
diversos coeficientes modais a serem determinados e ¢; (x), j = 0,... N, sdo fungoes
analiticas conhecidas (fungoes de base). No método de Galerkin, as fungoes de base
Y, (x) devem satisfazer as condigdes de contorno, ou seja, S (¢, (z)) = 0. A rigor,
as condigoes de contorno sao o critério para a escolha das fungoes de base, além
das propriedades de convergéncia das mesmas. Nesse sentido, Boyd [43] estabeleceu
algumas regras simples e 1teis que podemos sumarizar como sendo: use sempre as
funcoes de Chebyshev a menos que as condi¢oes de contorno sejam periddicas. Neste
caso bases de Fourier (senos e co-senos) torna-se a escolha certa.

Em geral, o conjunto de fungdes de base {¢; (x)}, constitui-se em uma base
ortonormal [44] segundo a seguinte operac¢ao de produto interno

(W ;) = /D e (2) 3 () w(2) dr = by,

onde ¥ é o complexo conjugado de 1; e w(x) é a fungao peso nao-negativa cuja
expressao dependerd da escolha das fungoes de base.

Substituindo a decomposi¢ao (4.2) na equagao diferencial (4.1), obtemos uma
equagao residual:

N
Res (ag, a1 -+ ay, z, t) = Zdj (t) ¥j(x)—L (ua, %, . ) . (4.3)

Jj=1

O método de Galerkin estabelece que a projecao da equagao residual com respeito
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a todas as N + 1 funcoes de base ¢; (z) deve ser nula. Em outras palavras
N
(Res , ¢y (7)) = <Zaj (t) ¥ (z), (93)> -
j=1

<L(ua,%,...),¢k(x)>50,k‘:0,1,...,N. (4.4)

Tais operacoes eliminam a dependéncia espacial e dao origem a um conjunto finito
de equagoes diferenciais para os coeficientes modais a; (t), dadas por:

dj(t):<L <ua,%,...>,1/1j(x)>,j:0,1,...N. (4.5)

Vale mencionar mais uma vez que mesmo para uma truncagem baixa o método de
Galerkin demonstra ser preciso.

4.2 Aplicando o Método

Conforme mencionamos na segao anterior, temos de conhecer as condicoes de
contorno para o problema de formacao de estruturas governado pelas equagoes
(3.15), (3.16), (3.17) e (3.28). Consideremos um cubo de lado L > [, sendo I
0 maximo comprimento associado a um dado modo perturbativo. Podemos, entao,
imaginar o volume cibico como sendo uma boa amostra do Universo. Uma mod-
elagem fiel serd imaginar o Universo dividido em cubos de volume V = L3 com
condicoes periddicas nas fronteiras de cada cubo. Tendo em vista esta informacgao,
vamos considerar a amostra do Universo como sendo uma caixa plana ao invés de
um cubo Fig. 4.1, com condig¢oes de contorno periddicas nos lados da caixa.

L

Figura 4.1: Dominio espacial: caixa plana de lado L com condigbes de contorno periédicas
para representar um Universo infinito.

. . . ~ —
De imediato, podemos selecionar as fungoes de base 1 (Z") como sendo

2mi— —>) | (46)

1/13(@') = exp <T k.&
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e que constitui uma base de ondas planas. Utilizaremos coordenadas comoveis e

— —
as variaveis adimensionais k£ e [, onde k& ¢é o vetor de onda adimensional e [ o
comprimento adimensional da caixa plana que se relaciona com L via

Nesse sentido, a densidade de contraste, o campo de velocidades peculiar adimen-
sional e o potencial newtoniano, sao expressos respectivamente pelas seguintes de-
composicoes:

8(&,7) = cp (1) ¥p(&), (4.8)

(&) =) T (1) v(&), (4.9)
Sp(&5,7) = dop (1) ¥p(&). (4.10)

. -, . .
Como estamos assumindo que 4 é um campo irrotacional, teremos de acordo com
a Eq. (3.19), que o potencial adimensional do campo de velocidades, sera:

B(&5,7) }}e (&). (4.11)

As decomposigoes de §(&;,7), ,u(f’j,T) e 0p(&, 1), Egs. (4.8) - (4.10) respectiva-
mente, serao consideradas as pecas fundamentais da nossa estratégia para aplicar o
método de Galerkin ao problema de formacgao de estruturas, governado pelas Eqgs.
(3.15), (3.16) e (3.17), para o caso sem viscosidade.

As fungoes de base 1 e ¢7, satisfazem a seguinte relacao de ortogonalidade

<?wﬁz/%W%f?:P%? (4.12)
D

onde D é a dimensao do dominio espacial D. Na expressao acima, 1% indica o
J

complexo conjugado de ¢7 e 5?7 é tal que

- —

0,se k # j

0>— = — =
J l,se k =7

Notemos que nem todos os coeficientes modais ¢, b3 e dp- sao independentes.
Isto ocorre devido & conseqiiéncia do requerimento de que 6(§;, 7), 5(&;,7) e dp(&;, 7)
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sejam quantidades reais pois as fungoes de base w?(fj) utilizadas sao imaginarias.
Isso implica em 0 = 6%, § = * e dp = dp*. Assim teremos para 6(&;, 7)

2m— — . 2m— —
Zcz exp(Tk:.§> :ZC? exp(—Tk:.§>,
e podemos escrever
doer¥r = g v
® ®
Portanto, para que J seja real, é necessario que
c—>=c" - . (4.13)

Repetindo o procedimento para as funcoes 3(&;,7) e dp(§;,7) obtemos, de forma
analoga, respectivamente

bp=b", dpp =0p" . (4.14)

Podemos ainda decompor ¢4 , b e dp+ nas suas partes real e imagindria da seguinte
maneira
_ R | I _ 3R | al
cp = Cp Ficy by =bo +ibe (4.15)

dpp = (590% + iéw% : (4.16)

Dali, utilizando as relagbes de simetria (4.13) e (4.14), imposta aos coeficientes
modais, segue que

R _ R I R _ 1R I gl
G T T by =ty b=y
R _ < R I _ o1
e 0p% = 02, 0 = —0p” — . (4.17)

Como conseqiiéncia c% =0, bI0 =0e 530% = 0. O mesmo vale para c% =0, blg =0
e 5g0%> = 0, pois se referem a componente inomogénea da densidade de contraste 9,

do campo de velocidades peculiar adimensional 77 e do potencial gravitacional d¢,
respectivamente.

Nosso objetivo agora é projetar as equagoes da continuidade (3.20) e Euler (3.21)
em cada uma das bases ¢ (§;) o que eliminard a dependéncia espacial e dara origem
a um conjunto equagoes dinamicas para os coeficientes b3 e ¢ no caso sem viscosi-
dade. Quanto a equagao de Poisson (3.17), ela ja foi utilizada para obter a equagao
(3.21). Utilizando a decomposi¢ao dada por (4.10) e projetando a equagao de Pois-
son em cada uma das bases 1)+, obtemos a relacao entre o campo de densidade de
matéria e o potencial gravitacional, ou seja:
1%po (1) a®v?

Spm = —— LT s 4.18
P T2 (0) (4.18)
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onde dp+ vem da decomposicao de Galerkin do potencial Newtoniano. A projecao
da equacao de Navier-Stokes (3.28), em cada uma das bases ¢ (¢;), dara origem as
equagoes de evolucao dos coeficientes modais b5 no caso viscoso. Comegaremos pela
equagao da continuidade (3.20). Antes, porém, destacamos as quantidades abaixo,
que serao necessarias para efetuar a projecao da mesma:

9 9
ﬂ(s ”Zk o V2, ?5_ mZk b v, (4.19)
(] 4 9
v
VEB= =D K by ug (4.20)
%

Substituindo as relacoes dadas acima na equacao da continuidade e agrupando os
termos lineares e nao-lineares nos coeficientes modais separadamente, teremos:

de— A2 A2
} : k 2 2
(_dT B _al2k b?) ¢Z’ o _al2§ :k b? 07 w? ¢7—

* %7
47 - —
W_} k.j bp cz (Ui ¢7 = 0. (4.21)
K7

- -
Chamamos a atencao que os vetores k e j serao designados respectivamente por:

—

k= (koyky), 7 = (urdy)

para um dominio bidimensional. Desse modo, a soma » | seré:
—
k

ZZZ

ko=—N ky=—N

o mesmo valendo para a soma em 7 As fungdes de base 1+ (§;), serao dadas por:
2 _ 27
o) = cos | by )| 4 sen | Gy )]

H
onde as coordenadas &, e &, do vetor & = (&,&,) serdo, por conveniéncia, subs-
H
tituidas por & = (z,y). Aplicando a defini¢do da operagao de projecao, dada pela
Eq. (4.12), em nosso dominio bidimensional, segue que:

l l
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A projecao da equagao (4.21) em cada base 1 (§;), utilizando a expressao (4.22),
fornece os seguintes termos:

deo  Ax? dew  4m?
—k _ — 2 — — — = 2—” _ — 2 —
<Z(d7 al2k bk)wk’wn> ! dr a b

—
k

Sendo assim, combinando os resultados acima, obtemos a equacao da continuidade
projetada em cada base 5:

Procedendo de modo andlogo, o como fizemos para a equacao da continuidade,
a equagao de Euler (3.21) projetada em cada base 15 serd escrita como

dbw 7 l 1
- +C_n+hbﬁ’_ lpo (7) Cw — ZC? Cﬁ,?ﬁ- (W—?)—

4—”2sz bz k(W)W (T -F) =0, (4.24)

onde n = |7/| = Vnatniek= ‘?’ = k2 + k2

Enfim, por conveniéncia, definiremos a coordenada temporal adimensional 7
dr = adl’, (4.25)

onde I' é o tempo conforme. Tal mudanca de varidavel mostra-se 1til uma vez que
nos permite fazer uma economia no tempo de integragao das equacoes para os coe-
ficientes b e c.

Podemos facilmente obter pg (I'), combinando as Egs. (2.18) e (2.23) e aplicando
sucessivamente as relagoes (3.11) e (4.25). Procedendo como descrito, obtemos a

expressao para po (I'), ou seja

(4.26)



Introduzindo as mudangas de variaveis propostas acima nas Eqs. (4.23) e (4.24),
obtemos

dc+ 472 472 -
e e (FT)
%

db= a’l? ao -6 1 I
=t —Hbm + 5 1+%F cﬁ»+ﬁzc? D (n - k)+
*
472 — oy N\ [,
T bpba g k(W -F) W (W), (4.28)
?

onde H é definido como
H=ah=—. (4.29)

Na expressao acima, ’ significa derivada com relacao ao tempo conforme I', e o

numero de equagoes para os coeficientes b+ e c5 € definido pela ordem de truncagem
N. O numero de coeficientes modais independentes b e ¢ pode ser obtido pela
relagdo: (2N + 1)2 — 1. Por exemplo, para uma truncagem baixa, digamos N = 2,
obtemos um total de 48 equagoes diferenciais para os coeficientes modais indepen-
dentes. Sendo 24 para b3 e mais 24 para c.

Vamos proceder de forma semelhante como fizemos para a equagao de Euler para
projetar ainda a equacdo de Navier-Stokes (3.28). Sendo assim, obtemos no caso
Viscoso

db— a?l? ap .\ ° 1 N —
T :—Cﬁ—Hbﬁ—Fm 1+%F cW+ﬁZc?cﬁ_? n.(n—k)—i—

4 2
nTﬂ-lQZb? b~ + ? <W — ?) . <W — ?) +
®

B (Fe{o-a[mr e T Fen)fen). wm

onde foi omitida a apresentacao completa do tltimo termo projetado em favor de
uma notagao mais compacta. Sua projecao é dada por

S (5 10 50 5] o)
*

1672n2pg (0) v 16720 (0) v /! -
S O E T " g B et 7 F T (T F) (T -F) (T F).

—

Observemos que, se fizermos v = 0 na Eq. (4.30), obtemos a equacao de Euler
projetada (4.28).
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Uma vez conhecidos os coeficientes modais c5 e b5, seja analitica ou numerica-
mente, o comportamento da densidade de contraste e do campo de velocidades fica
completamente determinado. O préximo passo serd escolher a ordem de truncagem
N e introduzir as simetrias para os coeficientes b e c¢=. Entao, escolhendo-se
condicoes iniciais aleatérias muito pequenas, ou seja, da ordem de 10™* a 1073,
podemos realizar a integracao do sistema dinamico resultante. Por exemplo, para
uma truncagem N = 2, temos que gerar 48 condigoes iniciais aleatérias muito pe-
quenas, ou seja, 12 para cada coeficiente modal kazky, bfzky, ckRIky e cizky.

Os resultados de interesse no estudo de formacao de estruturas serao fornecidos
pela integracao do sistema dinamico Eqs. (4.27), (4.28) e (4.30) e os mostraremos
no proximo capitulo.
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Capitulo 5

Resultados numeéricos

Neste capitulo apresentaremos os resultados da integracao do sistema dinamico
que governa a evolugao dos coeficientes modais b3 e ¢ associados a densidade de
contraste e ao campo de velocidades, respectivamente. Dividimos o capitulo em trés
secoes. A primeira, diz respeito as condigoes iniciais para as inomogeneidades de
matéria, do campo de velocidades e onde tratamos de seu carater aleatério. Na secao
seguinte discutiremos como a teoria de Jeans é estendida, ou seja, apresentaremos os
resultados numéricos do colapso da componente barionica de matéria que evidenciam
a influéncia dos termos nao-lineares na dinamica dos coeficientes modais. Ainda
nessa secao, iremos mostrar quais as conseqiiencias da introducao da viscosidade
mesmo via um coeficiente v muito pequeno (v < 1). Por fim, na tltima segao,
focaremos as estruturas formadas e em algumas evidéncias de virializagao, apesar
do modelo utilizado ser bem simplificado.

5.1 Condicoes iniciais

Um dos métodos mais comuns para trabalhar com a complexa dinamica nos
estagios nao-linearres é utilizar a simulagao de N-corpos gerenado as condicoes ini-
ciais a paritir de um processo aleatério Gaussiano [63]. Iniciaremos com a escolha
das condigoes iniciais para os coeficientes modais b e cp que ird satisfazer dois
requerimentos basicos:

e Os médulos dos coeficientes ‘b?‘ e ‘cﬂ devem ser muito pequenos, ou seja,
estaremos escolhendo as amplitudes entre 10™* - 1073, de modo a caracterizar
pequenas flutuagoes na densidade de massa e no campo de velocidades peculiar.

e Serao escolhidas aleatoriamente para representar flutuagoes genéricas nos cam-
pos de matéria e de velocidade peculiar.

Nas Figs. 5.1, mostramos a distribuigao inicial de 1 + §(z,y,0) para as truncagens
N =3e N =5.
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Figura 5.1: Distribuigao inicial da densidade de contraste 1 + d(z,y,0) para os casos
N =3 e N = 5. Cada coeficiente modal |cg| ~ 107% — 1073,

Em todos os casos apresentados acima, as condicoes iniciais para os coeficientes
modais em comum, para diferentes ordens de truncagem, sao as mesmas. Uma outra
maneira de se visualizar as distribuigoes iniciais na densidade de massa e no campo
de velocidades é mostrada nas Figs. 5.2, através das curvas de nivel de 1+ d(z,y,0)
juntamente com os vetores i (x,%,0). Fica claro que ao aumentarmos a truncagem,
um numero maior de modos perturbativos é incluido e conseqiientemente, as curvas
de nivel apresentam mais detalhes.
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Figura 5.2: Distribuigao inicial das curvas de nivel de 1 + 0(z,y,0) juntamente com
os vetores ﬁ(:v,y,()), para os casos N = 3 e N = 5. E importante salientar que o
comprimento de um dado vetor velocidade esta associado com seu médulo.
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A segunda condicao, juntamente com o fato de que

d(z,y,0 Zc-> VY (2, 9), (5.1)

garante que temos um campo aleatério Gaussiano [3]. Como as flutuagoes inici-
ais sao aleatorias, torna-se necessario introduzir algumas propriedades estatisticas
que podem ser utilizadas para descrever as flutuacoes de densidade. Uma delas, a
variancia (62) do campo §, é definida por

(8%) = Z e[, (5.2)

onde (...) significa integracdo no dominio espacial. Se assumirmos que o campo de
densidade de contraste é estatisticamente homogéneo e isotrépico, ou seja, que nao

— —
ha dependéncia na direcao de k&, mas somente em k = | k ‘, obtemos:

1 o
8y = — k) k*dk )
() =5m [ PBFa (53)
onde por simplicidade fizemos
(5.4)

A quantidade P (k) é chamada de espectro de poténcia, que nos permite descrever as
magnitudes de J; em termos do niimero de onda adimensional k. Toda a informagao
estatistica do campo § estd contida em P (k) [3, 10].

Convém aqui mencionar, que uma predicao geral dos modelos inflacionarios, é
que as perturbacoes primordiais de densidade sao geradas por flutuagoes quanticas
Gaussianas do campo escalar durante a época inflacionéria [3]. Neste caso, o espec-
tro de poténcias seréd do tipo P (k) = Ak™, onde o expoente n (indice espectral) pode
assumir os valores —2, —1, 0 e 1. Caso n # 1, o espectro é chamado de “inclinado”.
Um espectro “inclinado” é chamado vermelho, se n < 1 (mais estruturas em larga
escala), e azul (mais estruturas em pequenas escalas). No entanto, hd uma pre-
feréncia, em alguns casos, pela forma de Harrison-Zeldovich [10] com n = 1, mas no
presente trabalho escolheremos n = 0. No caso de espectro de poténcias constante

P (k) = const,

dizemos que o espectro é invariante de escala, ou espectro de Harrison-Zeldovich
[60, 61]. Na Fig. 5.3, ilustramos os graficos em escala log — log do espectro de
poténcias P (k) do campo ¢ no instante inicial, para as truncagens N =3 e N =5,
onde fica evidente a escolha mencionada para n.
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Figura 5.3: Espectro de poténcias In P (k) X Ink no instante inicial para as truncagens
N = 3 e N = 5. Note que a disposicao dos pontos é aproximadamente descrita por
P (k) = const, ou, equivalentemente n = 0.

5.2 Dinamica dos coeficientes modais

Antes de apresentarmos a evolucao dos coeficientes modais, assim como suas
implicagoes para a dinamica do sistema, vamos recuperar os resultados da teoria de
Jeans e ao mesmo tempo apresentar explicitamente algumas corregoes nao-lineares
presentes no sistema dinamico dado pelas Eqs. (4.27) e (4.28). Para tal, tomemos
a derivada temporal conforme da Eq. (4.27) e combinemos com a equagao de Euler
(4.28) (por conveniéncia estamos considerando v = 0). Apds algumas passagens
obtemos:

d2 N dc— 4 2,,2 3 4 2
S le +( T —%) cw+%2c?cﬁ_zﬁ. (W—?)+...:O. (5.5)
®

dl? d [2

Como esperado, os termos lineares sao exatamente aqueles previstos pela teoria de
Jeans. Sendo as condicoes iniciais muito pequenas, da ordem de 107* - 1073, os
resultados da teoria linear sao dominantes nos estagios iniciais da dinamica dos
coeficientes modais. Caso tenhamos alguns modos perturbativos instaveis, entao
essa fase linear ird durar até que os termos nao-lineares passem a ser relevantes,
ou seja, quando {C?| ~ O(1). O que ird determinar quais destes modos serao
inicialmente instdveis é o fato de 47*n?/I?> — a2 < 0, que é obtido para um valor de [
suficientemente grande. Entao, considerando, por exemplo que ¢ seja instével, este
modo ird crescer na fase linear como I'?/3, e apds isso, como mostraremos a seguir,
os termos nao-lineares passam a atuar.

Com o objetivo de ilustrar como as nao-linearidades afetam a dinamica de um
dado modo perturbativo instavel, mostramos na Fig. 5.4 o comportamento de cf}
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descrito pelo sistema dinamico e pela teoria linear de Jeans. Ainda nesta figura,
aproveitamos para incluir os resultados referentes a varias ordens de truncagem,
mais especificamente N = 2, 3 e 5. Cabe ressaltar mais uma vez que as condigoes
iniciais para os coeficientes modais em comum, para as truncagens N = 2, 3 e 5, sao
as mesmas. Notemos que o comportamento previsto pela aproximagcao linear vale
até I' ~ 16 para as truncagens escolhidas e apds este instante os termos nao-lineares
passam a afetar a dinamica do coefiente modal cf!. Neste caso, podemos afirmar
que esse fato deve ser valido para qualquer ordem de truncagem. No entanto, o
primeiro resultado importante é que para um dado valor de [, os termos nao-lineares
tendem a prolongar o crescimento de ¢} antes que este passe para a fase oscilatéria
com amplitudes decrescentes, que nesta situacao, deve-se a expansao do Universo.

0.05

caso linear

-0.051

10 20 30 40

Figura 5.4: Comportamento do modo instéavel CoRl para diferentes ordens de truncagem
(N =2, 3, 5) e o comportamento linear. Neste caso temos [ = 41,05930. Podemos
observar que no caso linear o modo cresce um pouco menos que no caso nao-linear.

Nos experimentos numéricos fixamos ag = 1, restando [ como sendo o Unico
parametro livre. Lembrando que estamos impondo [ > A.,, onde A é 0 maximo
comprimento de onda associado a um dado modo perturbativo, temos que 472n?/[*—
a? < 0. Isso significa que inicialmente todos os modos perturbativos serao instaveis.
Os experimentos numéricos realizados com distintos conjuntos de condicoes inici-
ais, bem como diferentes ordens de truncagem N, mostraram a existéncia de trés
possiveis comportamentos dependendo da relagao entre [ e um valor critico lq.;:

e Se | < I, observamos que todos os coeficientes modais tendem a zero os-
cilatériamente apods a fase de crescimento inicial. Isso significa que a forca
oriunda do gradiente de pressao sobrepoe-se a forca de atragao gravitacional e
ao final estruturas nao sao formadas.
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e Por outro lado, se [ > .., os coeficientes modais crescem indefinidamente.
Neste caso a forga gravitacional domina a dinamica e estruturas sao formadas.
Cabe ressaltar que a integracao numérica é interrompida antes que os coefi-
cientes modais divirjam. A rigor, o colapso que resulta numa singularidade
nao ocorre na préatica, pois a medida que o colapso ocorre, outros processos
fisicos como por exemplo, a “relaxagao violenta” [12], passam a atuar fazendo
com que o estado de equilibrio virial seja atingido numa densidade finita e
portanto estruturas estaveis sejam formadas.

e Finalmente [ = [, representa uma interessante fase onde os coeficientes
modais oscilam em torno de um valor aproximadamente constante. Esse com-
portamento é oriundo da competicao nao-linear entre as forcas de pressao e
gravitacional.

Nas Figs. 5.5 e 5.6 ilustramos essas trés situagoes. As oscilagoes nao-lineares men-
cionadas para [ = l.; = 44,4188361270483 sao mostradas na Fig. 5.5 com os
coeficientes modais ¢ e £, associados com o campo de densidade de contraste. J4
na Fig. 5.6 ¢ mostrado o comportamento dos coeficientes modais b e b, associados
ao campo de velocidades peculiar. E interessante notar na Fig. 5.6 que os modos
bE e bl oscilam de modo similar durante a fase compreendida entre 50 < I' < 90

nas situagoes | < lo.y; € | >~ l.3. Em todos os casos temos uma truncagem N = 3.

0.12

0.12
0.1 0.14

0.08 0.08

1=44.4188361270483

0.06 0.06

1=44.4188361270483

0.041 0.04 1

0.02 0.02

0021 0021
2 0 60 80 100 2 0 60 80 100

Figura 5.5: Comportamento dos modos instaveis ¢ e cff, associados ao campo de den-
sidade de contraste, para diferentes valores de [ e uma truncagem N = 3. As figuras
mostram que a medida que [ cresce, mais tempo o modo permanece na fase instavel de
crescimento. Observamos ainda que o modo atinge valores cada vez maiores, crescendo
indefinidamente para [ = 44,42 > [..;;.
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0.12 0.12

04] =44.42 0] =44.42

0.08 0.08+

0.06 0.067
1=44.4188361270483

0.044 0.044

1=44.4188361270483

0.02 0.021

-0.024

-0.04 2 40 60 80 100 004 2 40 60 80 100

Figura 5.6: Comportamento dos modos instaveis b} e bf, associados ao campo de veloci-
dades peculiar para diferentes valores de [ e N = 3.

Podemos observar que de um modo geral para [ 2 [..; fica claro que a evolugao
dos coeficientes modais cp fica desconectada do efeito de expansao do universo.
Para | < l..;; temos que apds o crescimento dos modos instaveis, mesmo incluindo
a influéncia dos termos nao-lineares, os coeficientes modais tendem a oscilar com
amplitudes decrescentes devido a expansao do universo. Como mencionamos, nesse
caso, estruturas nao sao formadas. Com relagao aos coeficientes modais b, associ-
ados ao campo de velocidades, notamos de acordo com a Fig. 5.6, que para [ >~ l..;
a fase de oscilagao nao-linear é muito similar ao que ocorre para [ > ...

Uma outra maneira de visualizar a dinamica do sistema levando-se em conta
a contribuicao de todos os coeficientes modais, é exibir a evolucao das variancias
associadas a densidade de contraste e ao campo de velocidades. As expressoes

correspondentes sao:
2
() =Y lex” (5.6)
*

4 2
) =277 = 2ok x| (5.7
®
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As Figs. 5.7 mostram as variancias (§?) e (u?) em fungao do tempo I', para os
casos | = 44,41883612704 = 1. , | = 44,40 <l € | = 44,43 > ..+ respectiva-
mente. I interessante notar que em todos os casos sempre que (§2> passa por uma
fase de mdxima amplitude, (y?) assume valores minimos.

025 Vil

04

0.15 .15

0.1
0.05 .05
0 0 0
20 40 60 80 20 40 60 80 100 120 10 20 30 40
r r r
Figura 5.7: Variancias (6?) e (u?) em fungio do tempo I mnos casos [ = lgi =

44.41883612704, | = 44.40 < lopis e | = 44.43 > 1.5 para uma truncagem N = 3.

Uma vez que exibimos a evolucao dos coeficientes modais, suas implicacoes para
a dinamica do sistema e algumas propriedades estatisticas, passaremos para a des-
crigdo do comportamento do campo 1 + d(x,y,I") apds um longo tempo. Por con-
veniéncia, exibimos nas Figs. 5.8 e 5.9 o aspecto de 1 + §(z,y,T’), nos instantes
['=96 el =41, como resultado da integracao numérica do sistema dinamico (4.27)
e (4.28). Também apresentamos nas mesmas figuras, as respectivas curvas de nivel
além do campo de velocidades para [ = 44, 4188361270483 = l..;; € | = 44,43 > lopis.
Em ambos os casos, temos uma truncagem N = 3.
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Figura 5.8: Distribuigao de 1 + §(z,y,I") e das curvas de nivel juntamente com o campo
de velocidades para N = 3 no instante I' = 96 com [ = {..;; = 44.4188361270483.

50



14

XXX
o2 il
RRIORR

USRLLIARKS
X “ 9% SR>
ORRSEEESS

AR l ' ]
/ s 0
A o0 % \\‘0'0 (] "
R 7 4
:’l[l N
(]
RIS \ g’ i
52
QI ' ‘ \\ %0008
Sl ”“ o .
«

777
p S D
AT ' 5 0::%
W = R
ez O -
A ' TS
0 0‘:"“:“'0‘0"::‘ ‘ / ' \\ II

‘,':‘:‘;31‘)]/ \\ X%

2 ez
B

S 3 [;I;l
:‘“\\\“\\:‘::? I “ % 'll"
AN izl
27 \\\ "/ ' ‘ \ Nyl
s
QKL oS \\\ ’/ ' ‘ \ 2
S
»‘:‘:".,c “:,'llll III ' “ \\\"'ln»
KK ¥ 0 o
W
AR SH

30522

Q0 4

Figura 5.9: Distribuigao de 1 + §(z,y,I") e das curvas de nivel juntamente com o campo
de velocidades para N = 3 no instante I' = 41 com [ = 44.43 > [.4;.

Analisando as Figs. 5.8 ¢ 5.9, observamos que no caso | = 44,43 > l..;;, 0 campo
0 cresce mais do que no caso [ = 44, 4188361270483 = [..;; e a integracao ¢é interrom-
pida em ' = 41, ou seja, antes que os coeficientes modais cresgam indefinidamente.
No instante I' = 41, ha uma evidéncia de que estruturas sao formadas, pois ha
uma regiao determinada aproximadamente por Ty = 22, Tmax = 32, Ymin = 28
e Ymax = 38 que ficou realcada pela aglomeracao de matéria e outras regides onde
houve uma supressao de matéria. Vemos ainda que o tempo de integracao diminui
quase que pela metade, a saber, de 96 para 41, uma vez que aumentamos o valor de

[ =44,4188361270483 de para | = 44,43, ou seja, o colapso ocorre num intervalo de
tempo bem menor.

Vejamos agora qual é o efeito do aumento da ordem de truncagem para o com-
portamento do campo 1+ d(x,y,I') e para o campo de velocidades peculiar. Vamos
considerar uma truncagem N = 5 e as mesmas condigoes iniciais comuns ao caso
N = 3. Um primeiro efeito do aumento da ordem de truncagem é que o valor
de l..;+ depende de N, ou seja, a medida que aumentamos o valor de N, observa-
mos uma convergéncia do valor de [..;;, como pode ser observado a seguir. Para
uma truncagem N = 2 temos l..; = 56,3563429357864, N = 3 fornece um valor
lerip = 44,4188361270483 ¢ N = 5 um [y = 41,0593064482651.
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Nas Figs. 5.10 e 5.11 exibimos a distribuicao final de 1 + d(x,y,I"), suas respec-
tivas curvas de nivel e o campo de velocidades para os instantes I' = 50 e [' = 28.
Em ambos os casos temos uma truncagem N = 5. A Fig. 5.10 corresponde a
[ =l = 41,0593064482651 e a Fig. 5.11 al = 41,1 > l.4. O comportamento
de 1 + §(z,y,I"), para uma truncagem N = 3, (Figs. 5.8 e 5.9), é semelhante ao
comportamento para N = 5, (Figs. 5.10 e 5.11). A diferenga entre as estruturas nas
situagoes acima, estd no fato de que a estrutura formada no caso N = 5 é mais rica
em detalhes devido ao nimero de coeficientes modais ser maior no caso N = 5, ou
seja, 96 no caso N = 3 e 240 no caso N = 5.
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Figura 5.10: Distribuicao de 140 (z,y,I") , das curvas de nivel e do campo de velocidades
no instante I' = 55 para uma truncagem N =5 el = [..;; = 41.0593064482651.
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no instante I' = 28 para uma truncagem N =5 el = 41.1 > l .
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Como as condigoes iniciais para os coeficientes modais b e cp sdo escolhi-
das aleatoriamente para representar flutuagoes genéricas no campo de matéria e no
campo de velocidade peculiar, torna-se interessante verificar qual a influéncia para
a formacao de estruturas de um novo conjunto de condigdes iniciais. As Figs. 5.12
exibem a distribuicao de 1+4d(x, y,I"), das curvas de nivel e do campo de velocidades
no instante I' = 48 para um novo conjunto de condicoes iniciais distinto do utilizado
anteriormente. Neste caso, temos uma truncagem N = 3. Consideramos ainda,

uma valor [ = 46,17 > .., sendo que agora [..;; = 46, 1673296587453 para o novo
conjunto de condigoes iniciais.
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Figura 5.12: Distribui¢ao de 1+ d(x,y,I") e das curvas de nivel juntamente com o campo

de velocidades para um novo conjunto de condi¢oes iniciais e uma truncagem N = 3 no
instante I' = 48 com [ = 46.17 > l.,;.

Cabe ressaltar, que o novo conjunto de condigoes iniciais, continua a satisfazer os
dois requerimentos basicos citados no inicio deste capitulo, sendo suas amplitudes da
ordem de 107* - 1073, Destacamos ainda, que com este novo conjunto de condicdes

iniciais, o valor de [..;; sofreu uma mudanca, mostrando-nos que o mesmo depende
da escolha de condigoes iniciais particulares.
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Como ja haviamos explicado, o colapso continuado e sem fim para | > l..;, €
uma conseqiiéncia da auséncia de outros processos fisicos que estariam presentes
no colapso. Mencionamos anteriormente a “relaxagao violenta” que é o processo
pelo qual a componente de densidade de matéria sem colisao, a matéria escura,
alcanca o equilibrio virial. Mas também devemos incluir efeitos de dissipacao.
Neste caso, introduzimos a viscosidade de uma maneira consistente via equacao
de Navier-Stokes para que sua influéncia possa ser conhecida a partir das simulagoes
numéricas. Conforme citamos no capitulo 1, a viscosidade foi considerada artifi-
cialmente pela primeira vez em modelos hidrodinamicos, no modelo de Adesao [24]
afim de fazer com as estruturas formadas permanecessem “coladas”, corrigindo as-
sim uma deficiéncia da aproximacao de Zeldovich. Nosso préximo passo, portanto,
é verificar os efeitos da viscosidade na evolugao dos coeficientes modais.

Enquanto que no caso sem viscosidade, os coeficientes modais oscilam em torno
de um valor aproximadamente constante para [ = [..;;, no caso viscoso nao ha l..;.
Observamos de acordo com as Figs. 5.13 que ha apenas dois tipos de comportamen-
tos a saber, ou os modos associados ao campo de matéria divergem ou estabilizam
num valor constante apods a fase de crescimento nao-linear. Na mesma figura, ob-
servamos que apés a fase de crescimento nao-linear os modos associados ao campo
de velocidades tendem assintoticamente a zero. Um outro efeito interessante da vis-
cosidade pode ser visualizado nas Figs. 5.14, onde percebemos que uma viscosidade
v ligeiramente menor faz com que os modos associados ao campo de matéria se es-
tabilizem num patamar mais alto, enquanto que os modos associados ao campo de
velocidades tendem a zero apds algum tempo, independente do valor de v escolhido.

Figura 5.13: Evolugao de dois coeficientes modais Cﬁ e bfo, associados ao campo de
densidade de contraste e ao campo de velocidades peculiar, respectivamente. Neste caso
temos N = 2, v = 2 x 107° e diferentes valores de .
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Figura 5.14: Comportamento dos coeficientes modais cﬁ e bﬁ] no caso viscoso para
diferentes valores de v (1,5935540 x 107°, 1,5935544 x 107° e 2 x 107°) para um
mesmo valor de [ = 72 e uma truncagem N = 2.

Do mesmo modo como fizemos no caso sem viscosidade (v = 0), ¢ interessante
verificar o aspecto do campo 1 + §(z,y,[") apds algum tempo quando levamos em
conta a presenca de um termo de viscosidade v muito pequeno. Neste sentido,
apresentamos o resultado da integracao do sistema dinamico (4.27) e (4.30) através
das Figs. 5.15 para a situacao N = 3, no instante I' = 22, com um coeficiente de
viscosidade v = 0,009, e [ = 58.3. Ja nas Figs. 5.16 vemos o comportamento do
campo 146(x,y,I') no instante ' = 23, para uma truncagem N = 5, [ = 48,8 e com
um coeficiente de viscosidade v = 0,007. Cabe ressaltar que, no caso viscoso, foram
utilizadas as mesmas condicoes iniciais do caso sem viscosidade, ou seja, aquelas
usadas para gerar as Figs. (5.8, 5.9, 5.10 e 5.11).

Analisando as Figs. 5.15 e 5.16 e comparando com os resultados do caso v = 0,
Figs. (5.8, 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12), vemos que as estruturas formadas no caso viscoso,
apresentam um aspecto diferente, pois a introducao do termo de viscosidade via
equacao de Navier-Stokes, modifica o sistema dinamico, Eqs. (4.27) e (4.28), e
portanto novas estruturas sao formadas.
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Figura 5.16: Distribuicdo final da densidade de contraste 1 + d(x,y,I") no instante
[' = 23 para uma truncagem N = 5 no caso viscoso com v = 0,007, [ = 48,8 e suas
curvas de nivel.

Nas figuras 5.17 exibimos as variancias (6?) e (1?) no caso viscoso para as trunca-
gens N = 3 e N = b, respectivamente. E interessante notar que uma vez que ((52>
se estabiliza, (u?) tende a zero assintéticamente.
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Figura 5.17: Gréfico das variancias ((52> e (,uQ) em func¢ao do tempo I', no caso viscoso.

Para uma truncagem N = 3 temos [ = 58,3, v = 0,009 e uma para truncagem N = 5,

temos | = 48,8 e v = 0,007.

5.3 Formacao de estruturas e virializacao

Em modelos simplificados que tentam descrever estdgios da evolugao nao-linear
das perturbacoes, tal como o de considerar numa regiao mais densa com simetria
esférica [12, 49], costuma-se estabelecer trés estdgios para a formagao de estruturas[2].
Inicialmente, essa regiao mais densa expande-se conjuntamente com o universo, mas
a medida que o tempo passa a expansao torna-se mais lenta até parar. Nesse mo-
mento, que é conhecido por instante da volta t,,., ou “turn around”, a regiao possui
um raio maximo R,,.,. A partir dai, a regiao esférica colapsa sem parar até formar
um buraco negro. No entanto, exatamente como mencionamos anteriormente, em
um modelo mais realista, esperamos que o colapso resulte numa estrutura estavel,
ou simplesmente virialize, significando que o raio da regiao nao esta mais contraindo.
Neste caso, podem ocorrer ricocheteios (“bounces”), ou seja, a regiao pode oscilar
tendendo para um raio bem definido R,;., que caracteriza o estdgio de virializagao
conforme esquematizado na Fig. 5.18. As oscilagoes ocorrem devido a diversos
fatores tais como a presenca de processos dissipativos, momento angular, dentre
outros. As simulacoes apresentadas na secao anterior, mais especificamente as dis-
tribui¢oes da densidade de contraste mostradas nas Figs. (5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12,
5.15 e 5.16) evidenciam fortemente a agregacao de matéria em certas regioes, e por-
tanto a formacao de estruturas. Devido a simplicidade do modelo hidrodinamico,
somente as forcas oriundas do gradiente de pressao e da viscosidade poderao se con-
trapor a atracao gravitacional no regime nao-linear para a formacao de estruturas
estaveis. Na ausencia de viscosidade o estagio de “bounces” que ocorre para [ =~ l..;,
significa um equilibrio nao-linear entre as forgas gravitacional e de pressao. Caso
uma pequena viscosidade seja acrescentada, ocorre que a energia cinética cessa e
estruturas estaveis sao formadas.
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Figura 5.18: Possiveis comportamentos para R em funcao do tempo ¢t. Uma regiao mais
densa com simetria esférica ird colapsar para uma densidade infinita em 2 ¢;,,., € ird formar
um buraco negro.

Nesta secao faremos uma abordagem simplista para a caracterizacao de uma
possivel fase de virializacdo no modelo que estamos considerando. O fato é que o
estagio da virializacao é descrito pelo teorema do virial [64]. Esse teorema estabe-
lece, que num sistema auto-gravitante constituido de uma tnica particula ou de um
sistema de particulas, o estado de equilibrio dinamico sera caracterizado pela igual-
dade, em valores absolutos, da energia cinética E. com metade da energia potencial
E, do sistema. A razao dessa relacao, reside que no equilibrio dinamico do sistema
auto-gravitante, ou seja, que o momento de inércia do sistema é estaciondrio®.

A extensao do teorema do virial para fluidos é um pouco mais elaborada [66],
mas o resultado que nos interessa é que a razao entre o dobro da energia cinética e a
energia potencial, |2E./E,|, pode ser distinto da unidade devido & contribuicao dos
termos de pressao nos limites do sistema [65]. Desse modo, consideremos as energias
cinética e potencial de uma certa regiao R, que sao dadas respectivamente, por:

1
E.= / / po (14 08) *dxdy, (5.8)
R

1
B, =5 / / oo (14 6) Scodady. (5.9)
R

Tais expressoes podem ser escritas como fungao dos coeficientes modais b e cp,

la rigor [2E./E,| = 1 é tomado numa média temporal.
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através da decomposicao da densidade de contraste

d(z,y,T Zc->z/1-> z,Y), (5.10)
do campo de velocidades
2T~
7 (z,y,T) = TZ kbpyr(2,y), (5.11)
®
e do potencial gravitacional
?a?v? ag .\ °
Sl T) =~ 52 (1 + %F> Zczw?(x,y). (5.12)
%

A ultima relagao é proveniente da equagao de Poisson Eq.(3.17).

Vamos agora calcular a |2E./E,| e esperamos, de acordo com extensao do teo-
rema do virial para fluidos, encontrar [2E./E,| # 1. Consideraremos uma truncagem
N =3, v =0, assim como [ = 44,43 > l..;. Como haviamos mencionado, in-
terrompemos a integracao numeérica antes que os coeficientes modais crescam in-
definidamente. Na Fig. 5.19 a integracao para o cédlculo de |2E./E,| é feita para
a regiao onde a matéria se concentra na Fig. 5.9, ou seja, a regiao de interesse,
serd determinada por Ty = 22, Tmax = 32, Ymin = 28 € Ymax = 38, que serao os
limites de integracao utilizados para o calculo das energias cinética e potencial. As
expressoes resultantes de E. e E, em funcgao dos coeficientes modais ¢ muito extensa
e nao as exibiremos aqui. O resultado que nos interessa é entao mostrado na Fig.
5.19 com o gréfico da razao |2E,./E,| versus o tempo I'. Vemos na Fig. 5.19 que no
intervalo aproximado 16 < I' < 25, a razao |2E./E,| ~ 0,4, sendo uma indicacao
de que as estruturas virializam.
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Na Fig. 5.20, temos N = 3, v = 0 e | = 44,4188361270483 ~ [..;+. O célculo
de |2E./E,| é feito em todo o dominio espacial mostrado na Fig. 5.9. Observamos
na Fig. 5.20, que hda uma fase nao-linear oscilatoria até I' ~ 94, a partir desse
instante, até aproximadamente I' ~ 100, temos que |[2E./E,| ~ 0,4, podendo ser
uma indicacao de haver virializacao do sistema.

0.1
0.08
0.061
|2Ec/Ep|

0.041

0.02

0 5 10 5520 %5 30 %
r
Figura 5.19: Grafico de |2E./ E,| em func¢ao do tempo, no caso N = 3, para [ = 44,43 >
lerit- A razao entre as energias cinética e potencial é calculada somente para a regiao onde
a matéria se concentra na Fig. 5.9.
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Figura 5.20: Gréfico de [2E,./E,| em fun¢ao do tempo, no caso N = 3, para o intervalo
60 < I' < 100. Nesta situacao temos, [ = 44, 4188361270483 ~ [..;;. A razao entre as
energias cinética e potencial é calculada para toda a regido mostrada na Fig. 5.9.
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Uma vez que mostramos que estruturas sao formadas, vamos agora determinar
seus espectros de poténcia. Pode-se tentar construir um espectro de poténcia de
um aglomerado de galaxias como fun¢ao da escala de comprimento. Isto produz um
conjunto de funcoes de correlacao que essencialmente definem a probabilidade de
encontramos uma outra galdxia no interior de um raio X a partir de uma galéxia.
Em largas escalas, as observagoes do satélite COBE[13], mostraram que o indice
espectral n é da ordem de n = 1,1 £ 0,1, onde n = 1 é uma predicao dos modelos
inflacionarios. De acordo com as presentes observacoes da Radiacao Coésmica de
Fundo e de dados de estruturas em larga escala, a amplitude do espectro de poténcia
primordial é da ordem de P (k)1/2 ~ 5 x 107°. Mas como o espectro de poténcias é
alterado através da evolucao nao-linear? Com o intuito de responder esta questao
exibimos as Figs. 5.21, 5.22 e 5.23 que evidenciam uma aglomeracao de matéria
no regime nao-linear em algumas fases de interesse. Nas Figs. 5.21 mostramos
os graficos em escala log — log do espectro de poténcia P (k) nos casos N = 3 e
N = 5, para os instantes I' = 96 e I' = 55, [ = 44,4188361270483 = l..;y € | =
lerie = 41,0593064482651, respectivamente. Tais espectros, referem-se as estruturas
formadas, mostradas nas Figs. 5.8 e 5.10. E interessante notar com os espectros
da Fig. 5.21 sao qualitativamente muito semelhantes aos espectros obtidos pela
observacao da distribuicao de aglomerados de galaxias Fig. 5.22.

+ +

Te-21

fle-2+ n

Ae-21 +

In P(k) Ee-3 +

1 2 3 4 i 2 4 1
Ink Ink
Figura 5.21: Espectros de poténcia In P (k) X Ink nos instantes I' = 96 e I' = 55 para
as truncagens N = 3 e N = 5, com | = 44,4188361270483 = l.is € | = lopiy =
41, 0593064482651 respectivamente.
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Figura 5.22: Espectro de poténcia In P (k) x Ink da distribui¢gao dos aglomerados de
galaxias CfA 145 e CfA 100 obtido pelo LCRS redshift survey.

Ja nas Figs. 5.23 temos os espectros de poténcia P (k) em escala log — log nos
casos N = 3 e N = b5, para os instantes ' = 23 e I' = 21, | = 44,43 > .y €
[ = 41,1 > I, respectivamente. Tais espectros foram calculados nos instantes
em que verificamos haver virializagao do sistema. Particularmente, no caso N = 3,
o espectro refere-se a fase onde [2E./E,| ~ 0,4, mostrada na Fig. 5.19. Nesses
casos parece haver uma forte correlagao linear indicando um espectro do tipo lei de
poténcias.

Ainda nas figuras 5.24 vemos os espectros de poténcia no caso viscoso, para
[ =58,3 el =148,8, para as truncagens N = 3 e N = 5, respectivamente.
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Figura 5.23: Espectros de poténcia In P (k) X Ink nos instantes I' = 23 e I' = 21 para
as truncagens N =3 e N =5, com | = 44,43 > Iy e |l = 41,1 > [.;; respectivamente.
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Figura 5.24: Espectro de poténcia InP (k) X Ink no caso viscoso para as truncagens
N =3 e N =5 nos instantes [' = 22 e [' = 23, respectivamente.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho estudamos o problema de formagao de estruturas em Cosmolo-
gia newtoniana através de uma modelagem hidrodinamica. Inicialmente, revisamos
no capitulo 2, o mecanismo originalmente proposto por Jeans, ou seja, considera-
mos um fluido auto-gravitante estatico. Posteriormente, ainda no mesmo capitulo,
estendemos o tratamento de Jeans para o caso de um fluido auto-gravitante em ex-
pansao, onde introduzimos por conveniéncia as coordenadas comoveis e observamos
que a expansao do Universo, para A > \;, acaba por amortecer o crescimento das
perturbacgoes implicando numa reducao da velocidade de crescimento exponencial
da instabilidade e resultando num crescimento do tipo poténcia. Caso A < A\ , a
perturbagao oscilava como uma onda sonora com amplitudes decrescentes.

No entanto, vimos que a teoria linear nao é capaz de seguir a evolugao das per-
turbagoes, pois, a partir de um dado instante, 6 2 1, implicando que a partir dai,
a teoria linear deixava de ser valida, e efeitos nao-lineares na evolugao das per-
turbacoes passavam a ser relevantes e deveriam ser levados em conta. Desta forma,
afim de incluir os efeitos nao-lineares na evolugao das perturbagoes, no capitulo 3,
reobtivemos as equacoes do caso linear com suas correcoes nao-lineares de segunda
ordem. Ainda nesse mesmo capitulo, introduzimos a viscosidade consistentemente
via equagao de Navier-Stokes, Eq. (3.22) e finalmente obtivemos as equagoes nao-
lineares que governam a dinamica de um fluido auto-gravitante viscoso num Universo
em expansao.

Apos a obtencao das equacoes que governam a evolucao das pequenas inogenei-
dades, utilizamos no capitulo 4, o método de Galerkin para integrar as equacoes do
fluido auto-gravitante e obtivemos o sistema dinamico equivalente. Uma vez esco-
lhidas as condicoes iniciais do sistema dinamico procedemos a integracao numérica
do mesmo e apresentamos no capitulo 5 os resultados de interesse em formacao de
estruturas.

Os experimentos numéricos realizados mostraram a existéncia de trés possiveis
comportamentos dependendo da relagao entre [ e um valor critico l..;; enquanto
que no caso viscoso identificamos apenas dois comportamentos possiveis. Nossos
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resultados numéricos, mostrados nas Figs. (5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.15 e 5.16),
sugerem fortemente a formagao de estruturas nos casos [ >~ lg.i € 1 2 I

Também observamos que a introdugao de um termo de viscosidade, ainda que
muito pequeno, faz com que os coeficientes modais associados com o campo de
matéria se estabilizem num certo valor apds a fase de oscilacao nao-linear e que
o campo de velocidades tenda assintoticamente a zero independente do valor de v
escolhido, Figs. 5.13 e 5.14. Ja nas Figs. 5.17, confirmamos os resultados anteriores
do caso viscoso levando em conta a contribuicao de todos os coeficientes modais,
onde exibimos a evolucao das variancias associadas a densidade de contraste e ao
campo de velocidades.

Os graficos mostrados nas Figs. 5.19 e 5.20 sinalizam para uma possivel viria-
lizacao do sistema, onde vemos que existe um periodo tal que |2E./E,| # 1. No
caso onde calculamos a razao |2E./E,| considerando apenas a regido onde a matéria
se concentra, vemos que [2E./E,| ~ 0,04. Ainda no caso, onde levamos em conta
todo o dominio espacial, vemos que |2E./E,| ~ 0,4, sendo portanto, nos dois casos,
uma indicacao de virializagao.

Por fim, citamos alguns desdobramentos do presente trabalho:

e Uma extensao natural seria considerar o dominio espacial com trés dimensoes
em vez daquele bidimensional que utilizamos. Conseqlientemente, o ntmero
de termos na expansao de Galerkin aumentaria consideravelmente, implicando
em uma descri¢ao mais realista e precisa da evolugao do fluido auto-gravitante.

e Apesar da evolugao linear da vorticidade decair com o inverso do fator de
escala a~!, é possivel que os termos nao-lineares juntamente com a presenca
da viscosidade produzam algum comportamento interessante.

e Para um tratamento que possa incluir matéria escura juntamente com a matéria
barionica, vamos nos inspirar nas simulagoes de N-corpos e introduzir as
seguintes quantidades adimensionais:

_>
1. nova coordenada espacial ¢ :

—

§

— . , , .
onde 2" é a coordenada espacial comoével e L é o comprimento de um dos
lados da caixa;

~| =)

Y

2. nova velocidade adimensional «':

E

—
u

L?

o campo de velocidades peculiar.

| o

onde H é o parametro de Hubble, e

Dessa maneira, a velocidade do som v? aparecerd explicitamente nas equagoes e
podera ser ajustada tao pequena quanto se queira, além do termo de viscosidade v.

65



Referéncias Bibliograficas

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

Zeldovich Y. B., Novikov i. D., The Structure and Evolution of The Universe.
Relativistic Astrophysics, Chicago University Press (1983).

V. Sahni, P. Coles., Approximation Methods for Non-linear Gravitational Clus-
tering. Preprint gr-qc/9505005, v1 2 May 1995.

Coles P., Lucchin F.,; Cosmology: the Origin and Evolution of Cosmic Struc-
tures, J. Wiley and sons, Chichester, (1995).

Jeans J., Phil Trans. 199A, 49 (1902).
Jeans J.: Astronomy and Cosmology, Cambridge University Press (1928).

Guth, A. H., Pi S-Y., Fluctuations in the New Inflationary Universe. Phys.
Rev. Lett. (1982) 49, 1110-1113.

Guth, A. H., Inflationary Universe: A Possible Solution to the Horizon and
Flatness Problem. Phys. Rev. (1981) D23, 347-356.

A. D. Linde., Phys. Rev. Lett. B 108, 389 (1982).

Peebles P. J. E., The large scale structure of the Universe, Cambridge University
Press (1980).

Andrew R. Linddle, David H. Lyth. Cosmological Inflation and Large-Scale
Structure, Cambridge (2000).

Kolb E. W., Turner M. S., The FEarly Universe. Addison-Wesley, Reading, MA
(1990).

Padmanabhan T., Structure Formation in the Universe. Cambridge University
Press (1995).

G. Smoot et al., Astrophys. J. 396 (1992) L1; E. L. Wright, Astrophys. J. 396
(1992) L3; Krauss, M. White, Phys. Rev. Lett. 69 (1992) 869.

Hannay et al., Astrophys. J. Lett. 545 (2000) 5.
P. D. Mauskopft et al., Astrophys. Lett. 536 (2000), L59-162.

66



[16]

[17]

[18]
[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

Coles, Peter & Ellis, George F. R. Is the Universe Open or Closed? Cambridge
University Press (1997).

Dekel, Avshai & Ostrinker, Jeremiah P. Formation of Structure in the Universe.
Cambridge University Press (1999).

Liddle A., An introduction to Modern Cosmology. Wiley and sons.

K. S. Wu, O. Lahav & M. J. Rees, The large-scale smoothness of the Universe,
Nature, 397 (1999).

Kaiser N., Silk J., Cosmic microwave background anisotropy. Nature 324, 529—
537 (1987).

Bernard J. T. Jones, The Origin of Galazies: A review of recent theoretical
developments and their confrontation with observation.

Reisenegger, A., Miralda-Escudé, J., The Gunn-Peterson Effect forms Under-
dense Regions in a Photoionized Intergalactic Medium, ApJ, 449, 476 (1995),
preprint gr-qc/9502063.

Kofman, L., Pogosyan D., Shandarin S. F., Structure of the Universe in the
two-dimensional model of adhesion, MNRAS, 242, 200 (1990).

Gurbatov S. N., Saichev A. I., Shandarin S. F., The large-scale structure of the
Unwverse in the frame of the model equation of non-linear diffusion, Mon. Not.
R. astr. Soc (1989) 236, 385-402.

S.N. Gurbatov, A.I. Saichev and S.F. Shandarin, Sov. Phys. Dokl., 30 (1985)
921.

Zeldovich Y. B., Gravitational Instability: an approximate theory for large den-
sity perturbations, Astron. Astrophysics. 5 (1970), 84-89.

Gurbatov S. N., Saichev A. 1., Probability distribution and spectra of potential
hydrodynamics turbulence, Radiophys. Quant. Electr. 27 (1984).

Shandarin S. F., Zeldovich Ya. B., The large-scale structure of the Universe:
Turbulence, intermittency, structures in a self-gravitating medium, Reviews of
modern Physics, vol 61, No.2 (1989).

Sahni, V., Coles, P., Approzimation methods for non-linear gravitational clus-
tering, Phys. Rep., 262, 1-135 (1995).

Lapperant, V., Geller, M. J., Huchra J. P., A Slice of the Universe, ApJ, 302,
L1 (1986).

L.A. Kofman, in: K. Sato (ed), Proc. IUAP Proceedings on Nucleosynthesis in
the Universe (Kluwer, Dordrecht, 1991) 495.

67



[32] Vergassola M., Dubrulle B., Frisch U., Noullez A., Burgers’ equation, Devil’s
staircases and the mass distribution for large-scale structures, Astron. Astro-
phys. 289 (1994), 325-356.

[33] J.M. Burgers, The Non-linear Diffusion Equation (Reidel, Dordrecht, 1974).
[34] G.B. Whitham, Linear and Non-linear Waves, (Wiley, New York, 1974).

[35] Shandarin S. F., Sathyaprakash B. S., Modeling Gravitational Clustering With-
out Computing Gravitational Force, Astrophys. J., 467: L25-1.28 (1996).

[36] Peebles P. J. E., Principles of physical Cosmology, Princeton University Press
(1993).

[37] E. Audit, J-M. Alimi, Gravitational Lagrangian dynamics of cold matter
using the deformation tensor, Astron. Astrophysics., 315, 11 (1996), astro-
ph/9609156.

[38] Betancort-Rijo J., Lépez-Corredoira M., Complete Zeldovich Approzimation,
ApJ, 534, 2, L 117 (2000), astro-ph/0003482.

[39] Efstathiou G. , Frenk C.S., White S.D.M., Davis M., Mon. Not. R. Astr. Soc.,
235 (1988) 715.

[40] Efstathiou G. and Rees M.J., High redshift quasars in the CDM cosmogony.
Mon. Not. R. Astr. Soc., 230 (1988) 5P -11P.

[41] M. Gramann, Astrophys. J., 405 (1993) 449.
[42] Fletcher C. A. J., Computational Galerkin Methods, Spring-Verlag (1984).

[43] Boyd P. J., Chebyshev and Fourier Spectral Methods, Dover Publications, NC,
New York (2001).

[44] Byron F. W., Fuller R. W., Mathematics of Classical and Quantum Physics.
Dover Publications, Inc. New York (1992).

[45] Michael K., H. Kiessling, Mathematical Vindications of The “Jeans Swindle”,
preprint gr-qc/9910247 (1999).

[46] Tsagas C. G., Cosmological Perturbations. arXiv:astro-ph/0201405 v1, (2001).

[47] Lifshitz E. M., On the gravitational instability of the expanding universe. Sov.
Phys. JETP 10, 116-122 (1946).

[48] Peacock J. A.; Cosmological Physics, Cambridge University Press (1980).

[49] Peacock J. A., Inflationary cosmology and structure formation, preprint gr-
qc/9601135 (1996).

68



[50] A. Dekel, E. Bertschinger and S.M. Faber, Astrophys. J., 364 (1990) 349.

[51] A. Dekel, E. Bertschinger, A. Yahil, M.A. Strauss, M. Davis and J.P. Huchra,
IRAS galaxies vs POTENT mass—density fields, biasing and Omega. Astrophys.
J., 412) 1-21 (1993).

[52] E. Bertschinger and A. Dekel, Astrophys. J., 336 (1989) L5.
[53] A. Dekel, Ann. Rev. Astron. Astrophys., 32 (1994) 371.

[54] Batchelor G. K., An introduction to fluid dynamics, Cambridge Mathematical
library (1973).

[55] P. Mészaros, (1975), Astron. Ap., 38, 5.

[56] Peebles P.J.E., Principles of Physical Cosmology. Cambridge University Press
(1993).

[57] H. P. de Oliveira.; I. D. Soares, Galerkin Method in the Gravitational Collapse:
A Dynamical System Approach, Physical Review D, v. 65, p. 64029, 2002.

[58] P. Holmes, J. L. Lumley and G. Berkooz, Turbulence, Coherent Structures, Dy-
namical Systems and Symmetry, Cambridge Monographs in Mechanics (Cam-
bridge, 1988).

[59] Galerkin, B. G., Vestinik Inzhenerov Tech. 19, 897-908 (1915).

[60] Harrison E. R., Fluctuations at the threshold of classical cosmology. Phys. Rev.
D. 1 (1970) 2726-2730.

[61] Ya.B. Zeldovich, Mon. Not. R. astr. Soc., 160 (1972) 1P.

[62] Sergei S. F., Three-dimensional Burgers’ Equation as a Model for the Large-
Scale Structure Formation in the Universe, preprint gr-qc/9507082 (1995).

[63] Klypin, A. A., Shandarin S. F., MNRAS, 20, 891 (1981).

[64] Goldstein, H. (1959), Classical Mechanics, Addison-Wesley Pub. Co., Reading,
Mass. , pp. 69-71.

[65] Shapiro, R. P., Tliev I. T., Martel H., Alvarez M. A., The Equilibrium Structure
of CDM Halos, preprint gr-qc/0409173, v1 7 Sept 2004.

[66] Peebles, P. J. E., Previrialization, The Astrophysical Journal, 365:27-36,
(1990).

69



Livros Gratis

( http://www.livrosgratis.com.br )

Milhares de Livros para Download:

Baixar livros de Administracao

Baixar livros de Agronomia

Baixar livros de Arquitetura

Baixar livros de Artes

Baixar livros de Astronomia

Baixar livros de Biologia Geral

Baixar livros de Ciéncia da Computacao
Baixar livros de Ciéncia da Informacéo
Baixar livros de Ciéncia Politica

Baixar livros de Ciéncias da Saude
Baixar livros de Comunicacao

Baixar livros do Conselho Nacional de Educacdo - CNE
Baixar livros de Defesa civil

Baixar livros de Direito

Baixar livros de Direitos humanos
Baixar livros de Economia

Baixar livros de Economia Doméstica
Baixar livros de Educacao

Baixar livros de Educacdo - Transito
Baixar livros de Educacao Fisica

Baixar livros de Engenharia Aeroespacial
Baixar livros de Farmacia

Baixar livros de Filosofia

Baixar livros de Fisica

Baixar livros de Geociéncias

Baixar livros de Geografia

Baixar livros de Histdria

Baixar livros de Linguas



http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_1/administracao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_2/agronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_3/arquitetura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_4/artes/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_5/astronomia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_6/biologia_geral/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_8/ciencia_da_computacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_9/ciencia_da_informacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_7/ciencia_politica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_10/ciencias_da_saude/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_11/comunicacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_12/conselho_nacional_de_educacao_-_cne/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_13/defesa_civil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_14/direito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_15/direitos_humanos/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_16/economia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_17/economia_domestica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_18/educacao/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_19/educacao_-_transito/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_20/educacao_fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_21/engenharia_aeroespacial/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_22/farmacia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_23/filosofia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_24/fisica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_25/geociencias/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_26/geografia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_27/historia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_31/linguas/1

Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo



http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_28/literatura/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_30/literatura_de_cordel/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_29/literatura_infantil/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_32/matematica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_33/medicina/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_34/medicina_veterinaria/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_35/meio_ambiente/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_36/meteorologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_45/monografias_e_tcc/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_37/multidisciplinar/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_38/musica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_39/psicologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_40/quimica/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_41/saude_coletiva/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_42/servico_social/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_43/sociologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_44/teologia/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_46/trabalho/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1
http://www.livrosgratis.com.br/cat_47/turismo/1

