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Resumo
A solu¸c˜ao d e um grande n ´umero de problemas inversos, n˜ao apenas em engenharia bem
como em outras ´areas particularmente importantes tais como a astrof´ısica, oceanograﬁa f´ısica
(hidrologia ´optica), sensoriamento remoto e radia¸c˜ao atmosf´erica entre outras, parte da solu¸c˜ao
da equa¸c˜ao de transferˆencia radiativa.
Quando empregamos formula¸c˜oes impl´ıcitas para resolver os problemas inversos em transfe-
rˆencia radiativa em meios participantes unidimensionais com a aplica¸c˜ao de m´etodos de otimiza-
¸c˜ao local, procu ra-se minimizar o funcional dos res´ıduos quadrados entre os valores calculados
e as medidas exp erimentais.
Como os problemas inversos s˜ao matematicamente mal-postos devido ao ru´ıdo presente n os
dados experimentais, utiliza-se a no¸c˜ao de regulariza¸c˜ao que tem por objetivo limitar o efeito do
aumento do erro proveniente dos dados. O funcional de Tikhonov tem sido usado em diversos
trabalhos como termo de regulariza¸c˜ao.
Neste trabalho propomos resolver o problema inverso usando u ma fam´ılia de termos de
regulariza¸c˜ao utilizando o conceito de distˆancias de Bregman, constru´ıdas com um funcional
denominado q-discrepˆancia. No problema inverso em quest˜ao, estamos interessados na determi-
na¸c˜ao da espessura ´optica, do albed o de espalhamento simples e das reﬂectividades d ifusas na
parte interna das superf´ıcies de contorno do meio. S˜ao empregadas medidas experimentais da
intensidade de radia¸c˜ao que sai do meio como uma fun¸c˜ao do ˆangulo polar.
Com o foco no problema inverso, o c´alculo eﬁciente das derivadas das equa¸c˜oes que modelam
o problema direto permite determinar a sen sibilidade do modelo aos dos parˆametros que se
deseja determinar. O s coeﬁcientes de sen s ibilidade s˜ao determinados usando duas estrat´egias:
uma aproxima¸c˜ao por diferen¸cas ﬁnitas; e o c´alculo das derivadas diretamente na equa¸c˜ao de
Boltzmann, obtendo ent˜ao um conjunto de equa¸c˜oes integro-diferencial.
Palavras-chave: transferˆencia radiativa, problema inverso, m´etodo d e otimiza-
¸c˜ao determin´ıstico, distˆancias de Bregman, momentos da q-discrepˆancia.
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Abstract
The solution of inverse radiative tr ansfer problems has several relevant app lications, not only
in engineering, but in many diﬀerent areas such as astrophysics, physical oceanography (optical
hydrology), remote sensing and atmosphere/hydrosphere optics, among many others.
When formulated implicitly inverse radiative problems usually require the minimization of a
cost functional related to the squared residues between an observable quantity and the calculated
value for such quantity.
As inverse problems are usually ill-posed they are aﬀected by noise present in the experimen-
tal data. An eﬀective strategy is to replace the original inverse problem of interest by another
one that is close to the former but is less aﬀected by the experimental data noise. Such approach
was put forward by Tikhonov. In Tikhonov’s approach is developed a regularized functional.
In the present work we build a family of regularizing terms using Bregman’s distances con-
structed using moments of a q-discrepancy functional. Such approach is applied for the solution
of inverse radiative transfer problems. In these problems we are interested in the estimation
of the single scattering albedo, optical thickness and inner boundary diﬀuse reﬂectivities in a
one-dimensional participating medium. Only experimental data acquired by external detectors
is considered. As experimental data we consider the intensity of the exit radiation as a function
of the polar angle.
As our focus is on inverse problems the eﬃcient computation of derivatives of the equations
used in the mo delling of the pr ob lem of interest allows the determination of the model sensitivity
to the parameters we want to estimate.
The inﬂuence of these parameters was evaluated in the solution of the direct problem, mod-
eled using the linearized Boltzmann equation, also known as transport equation. Th e method
of discrete ordinates was used for the discretization of th e angular dependence of Boltzmann’s
equation and a ﬁnite diﬀerence approach for the spatial dependence. This study validated the
possibility to estimate parameters through an inverse problem approach.
Keywords: radiative transfer, inverse problem, deterministic optimization method,
Bregman’s distances, moments of the q- discrepancy.
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Cap´ıtulo 1
Introdu¸c˜ao
1.1 P rob lema Inverso
A express˜ao pr oblema inverso (Campos Velho, 2001) foi deﬁnida de forma bastante abrangente
por Engl et al. (1996), ”Resolver um problema inverso ´e determinar causas desconhecidas a par-
tir de efe i tos desejados ou observados”. Ou de acordo com o f´ısico russo Alifanov (1974), ”a
solu¸c˜ao de um problema inverso engloba determinar causas desconhec i das a partir da obser-
va¸c˜ao de seus efeitos”. Geralmente as observa¸c˜oes s˜ao imprecisas e incompletas. J´a os proble-
mas diretos necessitam de um conhecimento completo e preciso dos parˆametros (causas) para a
determina¸c˜ao da solu¸c˜ao (efeitos).
A Fig. 1.1 ilustra o problema direto e o correspondente problema inverso. Causas s˜ao
as condi¸c˜oes iniciais, termo fonte e as propriedades materiais. Efeitos s˜ao as propriedades
calculadas a partir do problema direto.
Para a solu¸c˜ao de qualquer problema direto, trˆes condi¸c˜oes fundamentais devem ser satis-
feitas: existˆencia, unicidade e regularidade. Hadamard (1923) deﬁniu um problema bem-posto
como sendo aquele que
1. Tem solu¸c˜ao (existˆencia);
2. A solu¸c˜ao ´e ´unica (unicidade); e
3. A solu¸c˜ao tem uma dependˆencia cont´ınua (suave) dos dados de entrada (regularidade).
Quando alguma das condi¸c˜oes de Hadamard n˜ao ´e satisfeita, o problema ´e dito mal-posto.
Os problemas inversos, segundo Tikhonov e Arsenin (1977) s˜ao matematicamente mal-postos no
sentido deﬁnido por Hadamard, isto ´e, as condi¸c˜oes n˜ao podem ser asseguradas. Isso faz com
que os problemas inver s os sejam de dif´ıcil resolu¸c˜ao.
1
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Figura 1.1: Representa ¸c˜ao esquem´atica do problema direto e do pr oblema inverso.
Resolve-se isto com a ﬂexibiliza¸c˜ao da no¸c˜ao de solu¸c˜ao, procurando-se, n˜ao uma solu¸c˜ao
interpolante, mas uma aproxima¸c˜ao (Silva Neto e Moura Neto, 1999).
Caso, no problema inverso, a segunda condi¸c˜ao n˜ao seja satisfeita, s˜ao buscadas restri¸c˜oes
adicionais que levem `a escolha de uma ´unica solu¸c˜ao.
A terceira condi¸c˜ao para os problemas inversos ´e tecnicamente a mais complexa. Podemos
falar de suavidade ou continuidade.
´
E neste contexto que entra o conceito de regulariza¸c˜ao em
que se busca um problema pr´oximo ao original, mas que seja mais bem condicionado.
1.1.1 Classiﬁca¸c˜ao de Problemas Inversos
Existem v ´arias classiﬁca¸c˜oes para os p roblemas inversos, sendo que algumas delas ser˜ao aqui
citadas.
Os problemas inversos em transferˆencia radiativa de calor, de acordo com os objetivos a
serem tratados, podem ser divididos em
1. Estimativa de propriedades,
2. Estimativa de condi¸c˜ao de contorno/termo fonte e
3. Estimativa de condi¸c˜ao inicial.
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McCormick (1992) apresentou uma classiﬁca¸c˜ao na qual revisa os tipos de problemas inversos
em transferˆencia radiativa, classiﬁcando-os em
1. Estimativa de propriedades,
2. Estimativa de espessura ´optica,
3. Estimativa de fontes internas,
4. Estimativa de condi¸c˜ao de fronteira,
5. Estimativa de ﬂuxo de calor.
Segundo McCormick (1992a) e Mobley (1994) os pr ob lemas inversos podem s er classiﬁcados
como de formula¸c˜ao e xpl´ıcita e formula¸c˜ao impl´ıcita.
No primeiro tipo de formula¸c˜ao, as in c´ognitas aparecem explicitamente ap´os a manipula¸c˜ao
das equa¸c˜oes que regem o problema, e em alguns casos n˜ao exige a solu¸c˜ao do problema direto.
Esse tipo de solu¸c˜ao ´e pouco freq
¨
uente. No segundo tipo de formula¸c˜ao s˜ao usualmente resolvidos
problemas de otimiza¸c˜ao, tanto de dimens˜ao ﬁnita quanto de dimens˜ao inﬁnita, com o emprego
de m´etodos iterativos, sendo estes divididos em dois tipos: os m´etodos determin´ısticos e os
m´etodos estoc´asticos.
´
E apresentado na Fig. 1.2 um esquema com um resum o deste tipo de
classiﬁca¸c˜ao para os problemas inversos com alguns m´etodos desenvolvidos/implementados para
a sua solu¸c˜ao (Silva Neto, 2002; Silva Neto e Soeiro, 2002).
Beck (1988) apresentou uma outra classiﬁca¸c˜ao para os problemas inversos tendo agrupado-
os em duas grandes classes:
1. Estimativa de parˆametros e
2. Estimativa de fun¸c˜oes.
Estas classes referem-se `a natureza da estimativa, respectivamente, `a estimativa de objetos
matem´aticos de dimens˜ao ﬁnita (p.ex. parˆametros) e de dimens˜ao inﬁnita (p.ex. fun¸c˜ao). Uma
outra proposi¸c˜ao de classiﬁca¸c˜ao foi feita por Silva Neto e Moura Neto (1999) na qual eram
levadas em conta n˜ao apenas a dimens˜ao dos objetos matem´aticos a serem estimados como
tamb´em a dimens˜ao do mod elo matem´atico usado na formula¸c˜ao do problema direto. Tem-se
assim uma divis˜ao dos modelos a serem considerados conforme estes sejam de d imen s˜ao ﬁnita,
como no caso de um sistema de n equa¸c˜oes a m inc´ognitas, ou de dimens˜ao inﬁnita, como no
caso de um problema modelado matematicamente por uma equa¸c˜ao diferencial parcial ou uma
equa¸c˜ao integro-diferencial. E, tamb´em, se o objeto a ser estimado ´e de dimens˜ao ﬁnita, i.e.,
n´umero ﬁnito de parˆametros ou constantes do modelo, ou de dimens˜ao inﬁnita, caso de uma
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Figura 1.2: Formula¸c˜ao expl´ıcita e impl´ıcita considerada na classiﬁca¸c˜ao de problemas inversos em
transferˆencia radiativa (Silva Neto, 2002).
fun¸c˜ao ou de um n´umero inﬁnito de parˆametros. Esta classiﬁca¸c˜ao est´a expressa na Tabela 1.1
na seguinte f orma
1. Tipo I: Estimativa de um n´umero ﬁnito de parˆametros em um modelo de dimens˜ao ﬁnita,
2. Tipo II: Estimativa de um n´umero ﬁnito de parˆametros em um modelo de dimens˜ao inﬁnita
e
3. Tipo III: Estimativa de um n´umero inﬁnito de parˆametros, ou de uma fun¸c˜ao, em um
modelo de dimens˜ao inﬁnita.
´
E comum entre aqueles de Tipo II e III (Silva Neto e Moura Neto, 1999) ter-se problemas
inversos que s˜ao mal-condicionados.
Os problemas inversos de transferˆencia radiativa aqui tratados, segundo a classiﬁca¸c˜ao de
Beck (1988), s˜ao problemas d e estimativa de parˆametros. Tamb´em de acordo com a classiﬁca¸c˜ao
de Silva Neto e Moura Neto (1999) tem-se problemas do Tipo II, onde o modelo matem´atico
que descreve os fenˆomenos envolvid os ´e de dimens˜ao inﬁnita (equa¸c˜ao integro-diferencial) e os
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objetos matem´aticos a serem estimados s˜ao de dimens˜ao ﬁnita. Para estes problemas inversos
de Tipo I I, conforme classiﬁca¸c˜ao dada na Tab ela 1.1, s˜ao usualmente empregadas formula¸c˜oes
impl´ıcitas, sendo resolvidos como problemas de otimiza¸c˜ao de dimens˜ao ﬁnita.
Tabela 1.1: Classiﬁca¸c˜ao de problemas inversos (Silva Neto e Moura Neto, 1999).
Estimativa de quantidade −→ Finita Inﬁnita
Dimens˜ao do modelo ↓
Finita Tipo I N˜ao se aplica
Inﬁnita Tipo II Tipo III
1.1.2 Aplica¸c˜oes em Transferˆencia Radiativa
Carita Montero et al. (1999; 2000; 2001) estimaram o coeﬁciente de absor¸c˜ao em um
meio heterogˆeneo bidimensional, absorvedor puro, visando aplica¸c˜oes em tomograﬁa computa-
dorizada, empregando uma parti¸c˜ao de dom´ınio consistente com f eixes divergentes de radia¸c˜ao.
Kauati et al. (1999; 2001) estimaram o coeﬁciente de extin¸c˜ao total (absor¸c˜ao + espalhamento)
em um meio unidimensional homogˆeneo e espalhador isotr´opico usando a t´ecnica fonte-detector
(Silva Neto e Roberty, 1998a; Silva Neto e Roberty, 1998b) com medidas experimentais da in-
tensidade da radia¸c˜ao que sai do meio. Kauati et al. (2000) estenderam a aplica¸c˜ao da t´ecnica
fonte-detector p ara meios espalhadores anisotr´opicos.
Li e
¨
Ozisik (1993) estimaram o termo fonte e a reﬂectividade em uma superf´ıcie de contorno
a partir da medida experimental da intensidade da radia¸c˜ao qu e sai do meio para diferentes
ˆangulos polares. Silva Neto e
¨
Ozisik (1995) estimaram o albedo de espalhamento simples, a
espessura ´optica e os coeﬁcientes da expans˜ao da fun¸c˜ao de fase de espalhamento anisotr´opico
em polinˆomios de Legendre, tamb´em usando medidas da intensidade da radia¸c˜ao emergente
com depen dˆencia no ˆangulo polar. Li e Yang (1997) resolveram este mesmo problema, com o
mesmo tipo de dado experimental, empregando um algoritmo gen´etico, enquanto Silva Neto
e
¨
Ozisik (1995) usaram o m´etodo de Levenberg-Marquardt. Pinheiro (2001) e Silva Neto e
Soeiro (2000; 2002; 2003) tamb´em empregaram um m´etodo de otimiza¸c˜ao global, o Simulated
Annealing, para a solu¸c˜ao de um problema inverso em transferˆen cia radiativa. Silva Neto e
¨
Ozisik (1993) obtiveram estimativas para a condutividade t´ermica e propriedades radiativas
em um problema de transferˆencia de calor por condu¸c˜ao e radia¸c˜ao t´ermica (modo combinado)
usando medidas experimentais sint´eticas da temperatura no interior do meio e das intensidad es
da radia¸c˜ao em fun¸c˜ao do ˆangulo polar nas superf´ıcies externas do mesmo. Em algumas apli-
ca¸c˜oes pode ser mais interessante usar medidas experimentais dos momentos da intensidade
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da radia¸c˜ao, sendo at´e mesmo poss´ıvel em alguns casos medidas no interior do meio, e.g. apli-
ca¸c˜oes em oceanograﬁa (McCormick, 1996; Sun dman et al., 1998; McCormick, 2000; McCormick
e Ka¸ska¸s, 2000), e n˜ao somente no contorno do mesmo. McC or mick (1984; 1986; 1992b) em
seus artigos revisou m´etodos de solu¸c˜ao de problemas inversos em radia¸c˜ao, para a estima¸c˜ao
de propriedades ´opticas, espessura do meio e presen¸ca de fonte intern a. Em hidrologia ´optica,
a estimativa de propriedades radiativas pod e ser efetuada usando dados coletados in situ ou
atrav´es de sensoriamento remoto. Dentre os trabalhos usando dados obtidos por sens oriamento
remoto para estima¸c˜ao de fontes internas em ´aguas naturais utilizando o m´etodo de L evenberg-
Marquardt em sua solu¸c˜ao podemos citar o trabalho de Chalhoub e Campos Velho (2002a).
Alguns trabalhos em problemas inversos foram feitos com o prop´osito de calcular as pro-
priedades ´opticas inerentes de um meio (inhere nt optical properties - IOP’s), no caso a ´agua,
atrav´es de fontes luminosas artiﬁciais introduzidas no meio (Maﬃone et al., 1993; Tao et al.,
1994; Maﬃone e Dana, 1997; Stephany et al., 2000; Chalhoub e Campos Velho, 2001; Retamoso
et al., 2002; Chalhoub e Campos Velho, 2002b; Hakim e McCormick, 2003).
Um pr oblema an´alogo ao problema inverso em ´optica atmosf´erica ´e a estima¸c˜ao de pro-
priedades por exemplo, fun¸c˜ao de espalhamento e albedo de espalhamento simples atrav´es de
medidas de radiˆancia do c´eu (Kondratyev et al., 1992; Gordon e Zhang, 1995; Zhang e Gor -
don, 1997; Casttrall, 2001).
Barichello et al. (1997) estimaram a intensidade da radia¸c˜ao incidente em um meio un i-
dimensional, com dependˆencia polar, a partir da medida da densidade da radia¸c˜ao (momento
zero) em algumas posi¸c˜oes no interior do meio. Fukshansky-Kazarinova et al. (1998) estimaram
o coeﬁciente de extin¸c˜ao total e a f un¸c˜ao de fase de espalhamento anisotr´opico usando medidas
exp erimen tais do ﬂuxo radiativo no interior do meio. A fun¸c˜ao de fase pode ser reconstru´ıda a
partir de dados observados utilizando-se o m´etodo de Monte Carlo (Antyufeev, 2002). Uma t´ec-
nica para estimar a fu n¸c˜ao de f ase em ´aguas naturais baseada no m´etodo dos m´ınimos quadrados
associada a uma fun¸c˜ao de regulariza¸c˜ao (princ´ıpio da m´axima entropia) usando dados experi-
mentais foi estudada por Chalhoub et al. (2000). A determina¸c˜ao da fun¸c˜ao de fase ´e aplicada
em oceanograﬁa e em regi˜oes com importˆancia econˆomica e ecol´ogica, tais como as regi˜oes do
Amazonas e Pantanal.
1.1.3 M´etodos de Regulariza¸c˜ao
O problema inverso ´e formulado como um problema de otimiza¸c˜ao. O m´etodo de regula-
riza¸c˜ao consiste na suaviza¸c˜ao da solu¸c˜ao compat´ıvel com os dados de observa¸c˜ao, para certo
n´ıvel de ru´ıdo. A id´eia fun damental da regulariza¸c˜ao (Tikhonov e Arsenin, 1977) ´e transfor-
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Figura 1.3: Esquematiza¸c˜ao da id´eia do m´etodo de regulariza¸c˜ao. [FONTE: adaptada de Campos
Velho, 2001].
mar o problema original mal-posto em um problema que seja bem-condicionado cuja solu¸c˜ao
se aproxime da solu¸c˜ao desejada. A busca da solu¸c˜ao mais suave (regular) ´e uma informa¸c˜ao
adicional, que transforma o problema mal-posto num problema bem-posto (ver Fig. 1.3).
Nesta abordagem ´e inclu´ıdo um termo de regulariza¸c˜ao sendo que o parˆametro de regulari-
za¸c˜ao, α, fornece um “compromisso” entre a ﬁdelidade das medidas e a continuidade da solu¸c˜ao
resultante.
Entre os m´etodos de regulariza¸c˜ao podem s er citados, entre outros, o M´etodo de Levenberg-
Marquardt e o M´etodo da Regulariza¸c˜ao Iterada.
1.1.4 M´etodos de Otimiza¸c˜ao
Existem m´etodos baseados no gradiente, tal como o m´etodo de Levenberg-Marquardt (LM),
que podem levar a um m´ınimo local e m´etodos de otimiza¸c˜ao global, tal como o Simulated
Annealing (SA) ou Algoritmo Gen´etico, que podem levar a um m´ınimo global, mas com um
grande esfor¸co computacional.
Cada m´etodo foi estudado individualmente em trabalhos anteriores (Soeiro et al., 2000;
Flores et al., 2001; Pinheiro, 2001; Pinheiro et al., 2001) assim como a combina¸c˜ao dos mesmos
visando aproveitar as caracter´ısticas positivas de cada um conforme os trabalhos de Pinheiro
(2001) e Silva Neto e Soeiro (2000; 2002; 2003).
1.2 Objetivos Espec´ıﬁcos da Tese
A motiva¸c˜ao para este trabalho foi a de resolver um problema inverso em transferˆencia
radiativa para os casos nos quais n˜ao houve solu¸c˜ao com o m´etodo de Levenberg-Marquardt.
´
E
proposto e implementado um m´etodo em que ´e usado um termo n˜ao-tradicional de regulariza¸c˜ao
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para o fun cional de Tikhonov. A originalidade desta Tese est´a no uso de um novo termo geral
de regulariza¸c˜ao usando distˆancias de Bregman que emprega o funcional de momento da q-
discrepˆan cia.
No problema inverso em quest˜ao, estamos interessados na d etermina¸c˜ao da espessura ´optica
(τ
0
), do albedo de espalhamento simples (ω) e das reﬂectividades difusas (ρ
1
e ρ
2
) na parte
interna das superf´ıcies de contorno do meio. S˜ao empr egadas medidas experimentais sint´eticas
da intensidade d e radia¸c˜ao que sai do meio como uma fun¸c˜ao do ˆangulo polar.
Para modelar matematicamente a equa¸c˜ao de transferˆencia radiativa foram usadas diferen¸cas
ﬁnitas para discretizar o dom´ınio espacial e Ordenadas Discretas (S
N
) (Chandrasekar, 1950)
para discretizar o dom´ınio angular.
Foi feita, tamb´em, an´alise do problema de sensibilidade de τ
0
, ω, ρ
1
e ρ
2
por uma aproxima-
¸c˜ao por diferen¸cas ﬁnitas para ajudar a distinguir a inﬂuˆencia destes parˆametros no fenˆomeno
estudado facilitando assim o estudo do problema inverso.
1.3 Estrutura¸c˜ao da Tese
O segundo cap´ıtulo inicia-se com a modelagem matem´atica do problema de transferˆencia ra-
diativa feita pela vers˜ao linear da equa¸c˜ao de Boltzmann e uma revis˜ao do m´etodo de ordenadas
discretas (S
N
) combinado com diferen¸cas ﬁnitas escolhido para sua solu¸c˜ao.
A busca da solu¸c˜ao que minimiza a fun¸c˜ao objetivo ´e tratada como um problema de otimiza-
¸c˜ao com meto dologia baseada nos m´etodos de Levenberg-Marquardt, Cap´ıtulo 3, e em um
m´etodo que utiliza um termo geral de regulariza¸c˜ao para o funcional de Tikhonov chamado
de q-discre pˆancia, onde ´e usado o conceito de distˆancias de Bregman, descrito no Cap´ıtulo 4.
Distˆancias de Bregman tamb´em s˜ao usadas, no Apˆendice B, tanto na constru¸c˜ao da fun¸c˜ao
objetivo quanto no termo de regulariza¸c˜ao, em um estudo preliminar.
No C ap´ıtulo 5, s˜ao apr esentados os resultados relativos `a an´alise de sensibilidade das pro-
priedades do problema em estud o e aplica¸c˜ao de um m´etodo determin´ıstico que usa conceitos
n˜ao tradicionais (distˆancia de Bregman), cujos respectivos enfoques te´oricos encontram-se no
Cap´ıtulo 3 e no Cap´ıtulo 4.




Cap´ıtulo 2
Problema Direto em Transferˆencia
Radiativa
O problema direto em transferˆencia radiativa em meios participantes, ou seja, meios ab-
sorved ores, emissores ou espalhadores, tem por objetivo o c´alculo d os valores da intensidade de
radia¸c˜ao em toda posi¸c˜ao do meio e em toda dire¸c˜ao angular, quando as propriedades do meio,
o termo fonte e as condi¸c˜oes de contorno do mesmo s˜ao conhecidos.
2.1 Modelagem da Transferˆencia Radiativa em Meios Partici-
pantes
Considere o problema de trans porte de radia¸c˜ao em um meio participante (absorvedor, emis-
sor e espalhador) unidimensional, homogˆen eo (os coeﬁcientes de ab s or¸c˜ao e de espalhamento
n˜ao dependem da posi¸c˜ao), com emiss˜ao de energia radiante (o termo de emiss˜ao ´e considerado
n˜ao-desprez´ıvel frente `a radia¸c˜ao externa incidente no meio), espalhador isotr´opico, cinza (as
propriedades radiativas d o meio independem do comprimento de onda da radia¸c˜ao) com su per-
f´ıcies reﬂetoras difusas e su jeitas `a incidˆencia de radia¸c˜ao externa em uma dessas superf´ıcies.
A situa¸c˜ao f´ısica aqui considerada est´a representada esquematicamente na Fig. 2.1, onde L ´e
a espessura f´ısica do meio e τ
0
´e a espessura ´optica do meio, caracterizando o comprimento de
penetra¸c˜ao da radia¸c˜ao no meio.
2.2 Formula¸c˜ao Matem´atica do Problema Direto
A formula¸c˜ao matem´atica do problema de transferˆen cia radiativa ´e feita com a vers˜ao linear
da equa¸c˜ao de Boltzmann, tamb´em conh ecida como equa¸c˜ao de transporte, que pode ser escrita
9
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Figura 2.1: Meio participante unidimensio nal sujeito `a incidˆencia radia¸c˜ao externa com intensidade
f
1
(µ) e f
2
(µ).
na seguinte f orma adimensional, assum indo a simetria azimutal (
¨
Ozisik, 1973),
µ
∂I(τ, µ)
∂τ
+ I(τ, µ) =
ω
2

1
−1
p(µ, µ
′
)I(τ, µ
′
)dµ
′
+ S(τ, µ) (2.1a)
onde I(τ, µ) ´e a intensidade da radia¸c˜ao, τ ∈ (0, τ
0
) ´e a vari´avel ´optica (adimensional), µ ∈ [−1, 1]
´e o cosseno do ˆangulo polar (cosseno do ˆangulo formado entre o eixo-τ positivo e a dire¸c˜ao da
intensidade de radia¸c˜ao) usado para descrever a dire¸c˜ao de prop aga¸c˜ao da radia¸c˜ao, ω ´e o albedo
de espalhamento simples que ´e a rela¸c˜ao entre o coeﬁciente de espalhamento e o coeﬁciente de
extin¸c˜ao do raio, S(τ, µ) ´e o termo fonte, e p(µ, µ
′
) ´e a fun¸c˜ao de fase.
Para os problemas diretos de transferˆencia radiativa, acrescentamos `a Eq. (2.1a) as condi¸c˜oes
(ou equa¸c˜oes) de contorno
I(0, µ) = f
1
(µ) + 2ρ
1

1
0
I(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ > 0 (2.1b)
e
I(τ
0
, µ) = f
2
(µ) + 2ρ
2

1
0
I(τ
0
, µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ < 0 (2.1c)
Para os problemas de transferˆencia radiativa ´e conveniente deﬁnir a vari´avel ´optica τ como
dτ ≡ βdy ou τ =

y
0
βdy
′
(2.2)
A espessu ra ´optica τ
0
e o albedo de espalhamento simples ω s˜ao dados por
τ
0
= βL (2.3)
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e
ω =
σ
s
β
(2.4)
com
β = k
a
+ σ
s
(2.5)
onde β ´e o coeﬁciente de extin¸c˜ao total, σ
s
´e o coeﬁciente de espalhamento e k
a
´e o coeﬁciente
de absor¸c˜ao.
Os valores f
1
(µ) e f
2
(µ) s˜ao as intensidades da radia¸c˜ao incidente, respectivamente, em
τ = 0 e τ = τ
0
e ρ
1
e ρ
2
s˜ao as refectividades difusas nas superf´ıcies τ = 0 e τ = τ
0
, na parte
interna ao meio.
Na Fig. 2.2 est˜ao repr esentados esquematicamente os dados experimentais sint´eticos e as
condi¸c˜oes de contorno do meio.
condiçãodecontorno
),(
0
mt
-
I
0=x
Lx =
),(
0
mt
+
I
),0( m
+
I
),0( m
-
I
0<m
0>m
0=m
dadoexperimental
sintético
condiçãodecontorno
dadoexperimental
sintético
Figura 2.2: Representa¸c˜ao esquem´atica dos dados exper imentais sint´eticos e das condi¸c˜oes de contorno
do meio.
A fu n¸c˜ao de fase p (µ, µ
′
) usualmente escrita como uma expans˜ao em polinˆomios de Legendre
(
¨
Ozisik, 1973) ´e escrita como
p (µ, µ
′
) ≡
M

n=0
(2n + 1)f
n
P
n
(µ)P
n
(µ
′
) (2.6)
com f
0
= 1, sendo f
n
os coeﬁcientes da expans˜ao. A fun¸c˜ao de fase representa a distribui¸c˜ao an-
gular da radia¸c˜ao espalhada e independe do ˆangulo azimutal. Como neste trabalho consideramos
o caso de espalhamento isotr´opico, i.e. M = 0, d a Eq. (2.6) resulta
p(µ, µ
′
) = P
0
(µ)P
0
(µ
′
) = 1 (2.7)
Os efeitos devidos a uma poss´ıvel diferen¸ca dos ´ındices de refra¸c˜ao do meio em estudo com
rela¸c˜ao a sua vizinh an¸ca n˜ao s˜ao levados em considera¸c˜ao.
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Sendo as condi¸c˜oes de contorno e as pr op riedades materiais conhecidas, o problema direto
(2.1) pode ser resolvido fornecendo, ent˜ao, os valores da intensidade da radia¸c˜ao em todos os
pontos do dom´ınio espacial e angular.
2.3 Solu¸c˜ao Num´erica d o Problema Direto
In´umeros m´etodos s˜ao utilizados para resolver o problema direto em transferˆencia radiativa.
O M´etodo de Ordenadas Discretas descrito por Chandrasekar (Chandrasekar, 1950) foi es-
tudado profundamente por Lathrop e Carlson nas d´ecadas de 60 e 70 (1968) e por Truelove,
Fiveland e Jamaluddin (Truelove, 1988; Fiveland, 1988; Fiveland e Jamaluddin, 1991; Jamalud-
din e Smith, 1992; Fiveland e Jessee, 1995) na d´ecada de 80.
No in´ıcio dos anos 90, foi p rop osto um m´etodo para resolver a equa¸c˜ao de transferˆencia radia-
tiva denominado m´etodo LTS
N
, cujo objetivo era o de resolver analiticamente a aproxima¸c˜ao `a
ordenadas discretas S
N
da equa¸c˜ao de transporte (Vilhena e Barichello, 1991; Barichello, 1992).
V´arias aplica¸c˜oes j´a foram suscitadas pelo m´etodo LTS
N
, como modelos de um grupo de
energia (Barichello e Vilhena, 1993), modelos multigrupo (Vilhena e Barichello, 1995), espalha-
mento isotr´opico e anisotr´opico (Oliveira, 1993), meios homogˆeneos e heterogˆen eos, c´alculo de
criticalid ad e (Batistela et al., 1997) entre outros. Uma revis˜ao completa e detalhada do m´etodo
LTS
N
´e encontrada nos trabalhos de Vilhena et al. (1998) e Segatto e Vilhena (1999).
Trˆes m´etodos nu m´ericos, ordenadas discretas (S
N
), separa¸c˜ao do operador (SO) e semi-
anal´ıtico
1
(Sa) (Moura Neto e Silva Neto, 1999; Pinheiro, Moura Neto e Silva Neto, 2000;
Pinheiro, 2001; Pinheiro et al., 2002), foram usados para a obten¸c˜ao de uma solu¸c˜ao aproximada
para equa¸c˜ao de transporte em um meio homogˆeneo unidimensional.
Na Se¸c˜ao 2.3.1 ´e d escrito o M´etodo de Ordenadas Discretas (S
N
) que ´e usado na discretiza¸c˜ao
da vari´avel angular do problema (2.1), combinado com o m´etodo de diferen¸cas ﬁnitas para a
discretiza¸c˜ao da parte espacial do problema.
2.3.1 M´etodo de Ordenadas Discretas (S
N
) Combinado com Diferen¸cas Fini-
tas
A solu¸c˜ao de uma equ a¸c˜ao integro-diferencial em uma regi˜ao implica a obten¸c˜ao dos valores
para a vari´avel dependente em cada ponto da regi˜ao. Visando ob ter uma solu¸c˜ao aproximada ´e
empregado o m´etodo de ordenadas discretas combinado com o m´etodo de diferen¸cas ﬁnitas. A
vari´avel angular ´e discretizada pois o problema original n˜ao tem solu¸c˜ao anal´ıtica, Eq. (2.1a).
A Fig. 2.3 mostra o dom´ınio cont´ınuo e a respectiva discretiza¸c˜ao que ´e usada na obten¸c˜ao
1
Denominado in icialmente de Fator Integrante (FI)
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da solu¸c˜ao do problema considerado, assim como as f ronteiras do meio onde s˜ao impostas as
condi¸c˜oes de contorno.
Figura 2.3: (a) dom´ınio cont´ınuo e (b) malha computacional.
As discretiza¸c˜oes dos dom´ınios esp acial e angular est˜ao representadas, respectivamente, nas
Figs. 2.4 e 2.5.
Figura 2.4: Discretiza¸c˜ao do dom´ınio espacial.
Para a obten¸c˜ao da solu¸c˜ao num´erica para a vers˜ao linear da equa¸c˜ao de Boltzmann com
condi¸c˜oes de contorno, Eqs. (2.1), empregamos aqui o m´etodo de ordenadas discretas (Chandrasekar,
1950; Bell e Glasstone, 1979; Liou, 1980) com quadratura Gauss-Legendre d e ordem N = 20,
i.e. S
20
, com uma aproxima¸c˜ao por diferen¸cas ﬁnitas para a discretiza¸c˜ao do dom´ınio espacial.
Considere uma discretiza¸c˜ao do dom´ınio espacial com N
x
+ 1 pontos de forma que para
um determinado n´o da malha computacion al, i, corresponda `a coordenada espacial (´optica)
τ = i∆τ (τ
0
= 0), com i = 0, 1, 2, . . . , N
x
, sendo ∆τ calculado usando ∆τ = τ
0
/N
x
.
Para resolvermos as equa¸c˜oes discretizadas d e ordenadas discretas, ´e realizada uma seq
¨
uˆencia
de marchas para a frente (da esquerda para a direita) e de marchas para tr´as (da direita para
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Figura 2.5: Discretiza¸c˜ao do dom´ınio angular com N = 20.
a esquerda) na malha computacional, capturan do primeiro a condi¸c˜ao d e contorno em τ = 0
e depois aquela em τ = τ
0
, atualizando ao longo do procedimento iterativo a aproxima¸c˜ao do
termo integral do lado direito da Eq. (2.1a) (Silva Neto e Roberty, 1998b).
Nas Figs. 2.6 e 2.7 s˜ao representados os esquemas de marchas para a frente, e para tr´as,
executadas para capturar as informa¸c˜oes fornecidas nas fronteiras do meio e atualizar o termo
de espalhamento (in-scattering).
t =0 t = t
0
m >0
condiçãodecontorno
Figura 2.6: Representa¸c˜ao esquem´atica de uma marcha para a frente.
Visando obter uma solu¸c˜ao num´erica p ara a Eq. (2.1a), s˜ao feitas primeiramente aproxi-
ma¸c˜oes por diferen¸cas ﬁnitas avan¸cadas

µ
∂I(τ, µ)
∂τ





i,m
∼
=
µ
m
I
i+1
m
− I
i
m
∆τ
, i = 0, 1, 2, . . . , N
x
− 1 , m = 1, 2, . . . ,
N
2
(2.8)
e o ter mo de espalhamento (in-scattering) ´e substitu´ıdo por uma quadratura gaussiana
q
i
=
ω
2

1
−1
I(τ, µ
′
)|
τ=i∆τ
dµ
′
∼
=
ω
2
N

j=1
a
j
I
i
j
, i = 0, 1, 2, . . . , N
x
(2.9)
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Figura 2.7: Representa¸c˜ao esquem´atica de uma marcha para tr´as.
onde I
i
m
≡ I(i∆τ, µ
m
), i representa a discretiza¸c˜ao da coordenada ´optica, m a discretiza¸c˜ao da
coordenada angular, a
j
, j = 1, 2, . . . , N o conjunto de pesos corr espondentes `a quadratura Gaus-
siana, e µ
m
os pontos de coloca¸c˜ao, que no caso da quadratura Gauss-Legendre correspondem
`as ra´ızes dos polinˆomios de L egendr e de grau N. Na Tabela 2.1 s˜ao apresentados os valores dis-
cretos especiﬁcados pela quadratura Gaussiana µ
m
e os pesos a
j
corresp on dentes (Abramowitz
e Stegun, 1970). Os pesos s˜ao calculados de forma que a quad ratura integre corretamente os
polinˆomios de Legendre at´e a ordem 2n + 1.
Tabela 2.1: Po ntos de coloca¸c˜ao e pesos para quadratura Gauss -Legendre (Abramowitz e Stegun,
1970).
µ a
µ
1
= −µ
20
= 0, 0765265211 0, 1527533871
µ
2
= −µ
19
= 0, 2277858511 0, 1491729864
µ
3
= −µ
18
= 0, 3737060887 0, 1420961093
µ
4
= −µ
17
= 0, 5108670019 0, 1316886384
µ
5
= −µ
16
= 0, 6360536807 0, 1181945319
µ
6
= −µ
15
= 0, 7463319064 0, 1019301198
µ
7
= −µ
14
= 0, 8391169718 0, 0832767415
µ
8
= −µ
13
= 0, 9122344282 0, 0626720483
µ
9
= −µ
12
= 0, 9639719272 0, 0406014298
µ
10
= −µ
11
= 0, 9931285991 0, 0176140071
Substituindo as Eqs. (2.8) e (2.9) na Eq. (2.1a),
µ
m
I
i+1
m
− I
i
m
∆τ
+ I
i
m
= S
i
m
+ q
i
(2.10)
onde a vers˜ao discretizada do termo fonte ´e escrita como S
i
m
≡ S(i∆τ, µ
m
), e obt´em-se a
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express˜ao usada na marcha para a frente
I
i+1
m
=

1 −
∆τ
µ
m

I
i
m
+
∆τ
µ
m
(S
i
m
+ q
i
),
i = 0, 1, 2, . . . , N
x
− 1, m = 1, 2, . . . ,
N
2
(µ > 0) (2.11)
onde para, i = 0, faz-se uso da cond i¸c˜ao de contorno (2.1b) reescrita na forma discretizada
I
0
m
= f
1
(µ
m
) + 2ρ
1
N

j=
N
2
+1
a
j
|µ
j
|I
0
j
, m = 1, 2, . . . ,
N
2
(2.12)
Observe que na marcha para a frente s˜ao calculadas apenas as intensidades da r adia¸c˜ao para
µ > 0.
Do mesmo modo, usando uma aproxima¸c˜ao por diferen¸cas ﬁnitas atrasadas

µ
∂I(τ, µ)
∂τ





i,m
∼
=
µ
m
I
i
m
− I
i−1
m
∆τ
, i = 1, 2, . . . , N
x
, m =
N
2
+ 1,
N
2
+ 2, . . . , N (2.13)
e substituindo as Eqs. (2.13) e (2.9) na Eq. (2.1a),
µ
m
I
i
m
− I
i−1
m
∆τ
+ I
i
m
= S
i
m
+ q
i
(2.14)
de onde se obt´em a expr ess˜ao usada na marcha para tr´as
I
i−1
m
=

1 +
∆τ
µ
m

I
i
m
−
∆τ
µ
m
(S
i
m
+ q
i
),
i = N
x
, N
x
− 1, . . . , 1, m =
N
2
+ 1,
N
2
+ 2, . . . , N (µ < 0) (2.15)
onde para i = N
x
faz-se uso da condi¸c˜ao de contorno (2.1c) reescrita na forma discretizada
I
N
x
m
= f
2
(µ
m
) + 2ρ
2
N/2

j=1
a
j
µ
j
I
N
x
j
, m =
N
2
+ 1,
N
2
+ 2, . . . , N, (2.16)
Observe que na marcha para tr´as s˜ao calculadas apenas as intensidades da radia¸c˜ao para
µ < 0.
O procedimento iterativo com os c´alculos seq
¨
uenciais das marchas para a frente e para tr´as
para o m´etodo apresentado ´e interrompido quando o desvio relativo em todo ponto da malha
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computacional ´e suﬁcientemente pequeno, ou seja,
| (I
i
m
)
k+1
− (I
i
m
)
k
|
(I
i
m
)
k
< ǫ ∀ m, i i = 1, 2, . . . , N
x
, m = 1, 2, . . . , N (2.17)
onde ǫ ´e uma tolerˆancia deﬁnida a priori, p.ex., 10
−5
e k ´e o contador de itera¸c˜oes. Em vez de
se usar o crit´erio de parada deﬁnido pela equa¸c˜ao anterior, optou-se por realizar um n´umero de
marchas para frente e para tr´as de forma a garantir a convergˆencia da solu¸c˜ao para o valor da
intensidade de radia¸c˜ao at´e o quarto d´ıgito ap´os a v´ırgula.
2.3.2 Valida¸c˜ao da Solu¸c˜ao do Problema Direto
Para a valida¸c˜ao da solu¸c˜ao aproximada obtida com o m´etodo S
N
com diferen¸cas ﬁnitas foi
feita uma compara¸c˜ao com o m´etodo P
N
(expans˜ao em harmˆonicos esf´ericos), com o m´etodo de
Galerkin e com o m´etodo de expans˜ao modo-normal para valida¸c˜ao dos resultados cf Pinheiro
(2001)
Os m´etodos SO e Sa s˜ao obtidos a p artir do mesmo sistema de equa¸c˜oes diferenciais or-
din´arias resultante da discretiza¸c˜ao da coordenada an gular (m´etodo de ordenadas discretas). As
solu¸c˜oes para os m´etodos SO e Sa baseiam-se no m´etodo de ordenadas discretas e distinguem-se
apen as na s olu¸c˜ao do sistema resultante de equ a¸c˜oes, onde ´e aqui empregado o m´etodo de dife-
ren¸cas ﬁnitas para o tratamento da dependˆencia espacial. Os m´etodos SO e Sa foram descritos
por Pinheiro (2001) e n˜ao ser˜ao apresentados aqui.
O m´etodo S
N
´e aqui implementado considerando-se adicionalmente um m´etodo de diferen¸cas
ﬁnitas para o tratamento da dependˆencia espacial, de forma a transformar o sistema de equa¸c˜oes
diferenciais ordin´arias em um sistema alg´ebrico.
As Figuras 2.8 e 2.9 mostram as tabelas com os resultados da distribui¸c˜ao da intensidade da
radia¸c˜ao obtidos com os m´etodos S
20
, SO e Sa, para meios com, respectivamente, ω = 0, 995;
τ
0
= 5, 0 e ω = 0, 995; τ
0
= 1, 0. A malha espacial foi discretizada em 4000 intervalos para
τ
0
= 1, 0 e em 8000 intervalos para τ
0
= 5, 0.
Silva Neto e Roberty (1998a) apresentaram uma compara¸c˜ao dos r esultados obtidos com o
m´etodo de ordenadas discretas com N = 10, com aqueles obtidos com o m´etodo de expans˜ao
em harmˆonicos esf´ericos de alta ordem, P
N
e com o m´etodo de Galerkin base global. Como o
m´etodo de ordenadas discretas apresentou desvios inferiores a 5% com rela¸c˜ao aos m´etodos P
N
e Galerkin para qu ase todos os casos considerados, e sua implementa¸c˜ao computacional ´e mais
simples d o que para estes ´ultimos, consideramos os valores obtidos com o m´etodo de ordenadas
discretas, com N = 20, como valores de referˆencia para compara¸c˜ao com os resultados obtidos
com os m´etodos SO e Sa.
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Figura 2.8: Tabela contendo a intensidade da radia¸c˜ao para ω = 0, 995 e τ
0
= 5, 0.




[image: alt]2.3 Solu¸c˜ao Num´erica do Problema Direto 19
Figura 2.9: Tabela contendo a intensidade da radia¸c˜ao para ω = 0, 995 e τ
0
= 1, 0.
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A concordˆancia dos resultados obtidos com os m´etodos SO e Sa com os valores da intensidade
de radia¸c˜ao obtidos com o m´eto do S
20
, ´e indicada pelos desvios percentuais
Dif
SO
=
| S
20
− SO |
S
20
× 100% e Dif
Sa
=
| S
20
− Sa |
S
20
× 100% (2.18)
Os maiores desvios percentuais foram observados para o caso da tabela representada na
Fig. 2.8, on de tem-se um meio altamente espalhador (ω = 0, 995) e opticamente espesso
(τ
0
= 5, 0). A concordˆancia ´e maior com a redu¸c˜ao do albedo de espalhamento. Para ω = 0, 1
foi observada a concordˆancia dos resultados obtidos com todos os m´etodos at´e a quarta casa
decimal para a radia¸c˜ao reﬂetida, I(0, µ) com µ < 0, e para a radia¸c˜ao transmitida, I(τ
0
, µ)
com µ > 0. A concordˆancia tamb´em ´e maior com a redu¸c˜ao da espessura ´optica.
Para validar de forma indep en dente os r esultados obtidos, foram calculadas a reﬂectividade
hemisf´erica e a transmissividade da placa, deﬁnidas em
¨
Ozisik (1973)
R =
2π

1
0
I(0, −µ)µdµ
2π

1
0
µdµ
= 2

1
0
I(0, −µ)µdµ (2.19)
e
T =
2π

1
0
I(τ
0
, µ)µdµ
2π

1
0
µdµ
= 2

1
0
I(τ
0
, µ)µdµ (2.20)
sendo feita ent˜ao uma compara¸c˜ao dos resultados obtidos com os m´etodos S
20
, SO e Sa com
aqueles obtidos por Lii e
¨
Ozisik (1973).
Nas tabelas mostradas nas Figs. 2.10 e 2.11 ´e feita uma compara¸c˜ao dos resultados aqui
obtidos com os valores da reﬂectivid ade hemisf´erica e a transmissividade de uma placa obtidas
pela t´ecnica de expans˜ao modo-normal e por uma an´alise com a aproxima¸c˜ao P
1
(Lii e
¨
Ozisik,
1973). A t´ecnica de expans˜ao modo-normal foi introduzida por Case (1960) para resolver de
forma exata os p roblemas de transporte de nˆeutrons para um meio unidimensional em um
sistema plano-paralelo.
Nas tabelas apresentadas nas Figs. 2.10 e 2.11 s˜ao comparados os valores de R e T com
aqueles obtidos pelos m´etodos S
20
, SO e Sa para meios com espessuras ´opticas, τ
0
, iguais a 0, 1
e 5, 0 e albedos de espalhamento simples, ω, variando de 0, 1 a 0, 995.
O dom´ınio espacial foi discretizado em 4000 e 8000 intervalos para meios com espessuras
´opticas τ
0
= 0, 1 e 5, 0, respectivamente, sendo que o resultado obtido com 4000 foi satisfat´orio
na resolu¸c˜ao do problema direto. Em vez de se usar os crit´erios de parada dado pela Eq. (2.17),
optou-se por realizar um n´umero de marchas para frente e para tr´as, nos trˆes m´etodos, de forma
a garantir a convergˆencia da solu¸c˜ao para o valor da intensidade de radia¸c˜ao at´e o quarto d´ıgito




[image: alt]2.3 Solu¸c˜ao Num´erica do Problema Direto 21
Figura 2.10: Tabela contendo a reﬂectividade hemisf´erica e transmissividade com τ
0
= 0, 1.
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Figura 2.11: Tabela contendo a reﬂectividade hemisf´erica e transmissividade com τ
0
= 5, 0.
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ap´os a v´ırgula.
O tempo de CPU r equ erido para a solu¸c˜ao de cada caso apresentad o nas tabelas mostradas
nas Figs. 2.10 e 2.11 usando um computador pessoal IBM compat´ıvel com pro cessador Pentium
I I 400 MHz ´e da ordem de dez segundos. Todos os m´etodos considerados apresentam, portanto,
um bom potencial para a utiliza¸c˜ao na solu¸c˜ao de problemas inversos onde ´e exigida a solu¸c˜ao do
problema direto v´arias vezes, conforme j´a mencionado anteriormente. O m´etodo semi-anal´ıtico
´e aquele que apresenta a maior demanda de tempo computacional entre os trˆes m´etodos S
20
,
SO e Sa, devido `a necessidade do c´alculo de exponenciais no ter mo de fonte de espalhamento.
Os valores da reﬂectivid ade hemisf´erica e da trans missividade d eterminados pelos m´etodos
S
20
, SO e Sa apresentam grande concordˆancia com os obtidos p ela an´alise exata. No entanto,
diferen¸cas signiﬁcativas foram observadas na compara¸c˜ao com os resultados obtidos pela apro-
xima¸c˜ao P
1
. A aproxima¸c˜ao P
1
subestima a reﬂectividade hemisf´erica, n˜ao s en do boa a precis˜ao
desta aproxima¸c˜ao principalmente para p equ en os valores de ω. Lii e
¨
Ozisik (1973) relataram
que para ω < 0, 2 foram obtidos resultados negativos, o que n˜ao tem sentido f´ısico.
Na tabela representada na Fig. 2.12 s˜ao apresentados os resultados obtidos com o m´etodo
S
20
e com o m´etodo d e Galerkin (Cengel et al., 1984) para a intensidade da radia¸c˜ao que sai
do meio. Neste caso a condi¸c˜ao de contorno da radia¸c˜ao externa incidente isotr´opica (2.1b) ´e
substitu´ıd a pela condi¸c˜ao de contorno anisotr´opica, I(0, µ) = 1 + µ.
´
E necess´ario ressaltar que na Fig. 2.12 os resultados obtidos por Cengel et al. (1984) est˜ao
baseados em ˆan gulos polares θ e os resultados aqui obtidos, com ordenadas discretas, no cosseno
do ˆangulo polar, ou seja, nos pontos de coloca¸c˜ao µ
m
. Foi inclu´ıda esta tabela para mostrar que
os resultados obtidos com os dois m´etodos s˜ao pr´oximos, mas uma compara¸c˜ao direta ponto a
ponto n˜ao pode ser feita.
Uma compara¸c˜ao mais adequada dos resultados que constam na tabela apresentada na
Fig. 2.12 ´e apresentada na Fig. 2.13.
Os valores de I(0, −µ) e I(τ
0
, µ), com µ > 0, s˜ao usados na solu¸c˜ao de p roblemas inversos
em transferˆencia radiativa empregando formula¸c˜oes impl´ıcitas, com inform a¸c˜oes experimentais
sint´eticas ob tidas exteriormente ao meio.
´
E fundamental, portanto, esta veriﬁca¸c˜ao da qualidade
dos resultados obtidos na solu¸c˜ao do problema direto.
Os trˆes m´etodos S
N
, SO e Sa f ornecem aproxima¸c˜oes para a solu¸c˜ao da equa¸c˜ao de transporte
com boa precis˜ao e requerendo um tempo computacional reduzido. Outra vantagem que torna
estes m´etodos atrativos para uso na solu¸c˜ao de problemas inversos, onde ´e necess´aria a solu¸c˜ao do
problema direto em um n´umero elevado de vezes, ´e a facilidade de implementa¸c˜ao computacional.
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Figura 2.12: Tabela com a intensidade de radia¸c˜ao que sai do meio. M´etodo Galer kin (Cengel et al.,
1984) e m´etodo de ordenadas discretas.
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Figura 2.13: Intensidade de radia¸c˜ao que sai do meio I(0, µ) para µ < 0 e I(τ
0
, µ) para µ > 0.




Cap´ıtulo 3
Formula¸c˜ao e Solu¸c˜ao do Problema
Inverso com o M´etodo de
Levenberg-Marquardt (LM)
O problema inverso em trans ferˆencia radiativa ´e aquele em que as propriedades do meio, o
termo fonte ou as condi¸c˜oes de contorno s˜ao desconhecidas, mas informa¸c˜oes sobre a intensidade
da radia¸c˜ao que sai do meio (ou de seus momentos, onde o momento zero ´e a densidade da
radia¸c˜ao e o primeiro momento ´e o ﬂuxo radiativo) est˜ao dispon´ıveis, poden do-se, ent˜ao, tentar
estimar as grandezas desconhecidas (Silva Neto e McCormick, 2002).
No problema invers o considerado, a espessura ´optica τ
0
, o albedo de espalhamento simples
ω e as reﬂectividades difusas ρ
1
e ρ
2
s˜ao desconhecidas. Os dados experimentais sint´eticos s˜ao
as pr´oprias intensidades de radia¸c˜ao que apresentam dependˆencia com o ˆan gulo polar.
Como n˜ao podemos obter estas propriedades diretamente, mede-se a intensidade de radia¸c˜ao
que sai do meio em τ = 0 e τ = τ
0
, para diferentes ˆangulos polares, e a partir desta informa¸c˜ao
busca-se a solu¸c˜ao do problema inverso.
3.1 Formula¸c˜ao Matem´atica do Problema Inverso
Como potencialmente o n´umero de dados experimentais sint´eticos dispon´ıveis N
d
´e superior
ao n´um ero de parˆametros N
i
a ser estimado, o problema inverso ´e resolvido como um problema
de otimiza¸c˜ao de dimens˜ao ﬁnita (Silva Neto e Moura Neto, 1999), onde procur a-se minimizar
a norma dada pela soma dos res´ıduos quadr ad os
26
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Q(

P ) =
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
2
=

F
T

F (3.1)
onde I
calc
i
e Y
i
s˜ao respectivamente as intensidades calculadas e medidas que saem do meio em
τ = 0 e τ = τ
0
e os elementos do vetor de res´ıd uos

F s˜ao dados por
F
i
= I
calc
i
(

P ) − Y
i
, i = 1, 2, . . . , N
d
(3.2)
Utilizando os dados medidos Y
i
, i = 1, 2, . . . , N
d
, determinam-se os elementos do vetor de
inc´ognitas

P que ´e deﬁnido como

P = {τ
0
, ω, ρ
1
, ρ
2
}
T
(3.3)
onde o superescrito T ´e indicativo da transposta.
3.2 M´etodo d e Levenberg-Marquardt (LM)
Para minimizar o funcional dos res´ıduos quadrados Q(

P ) dado pela Eq. (3.1), escreve-se a
equa¸c˜ao do ponto cr´ıtico,
∂Q
∂

P
=
∂
∂

P
(

F
T

F ) = 0 (3.4)
que tamb´em pode ser escrita coordenada a coordenada
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∂ρ
2
F
i
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(3.5)
Da Eq. (3.2), observa-se qu e as derivadas dos r es´ıduos F
i
em rela¸c˜ao ao vetor d e inc´ognitas

P podem ser escritas como
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d
(3.6)
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Substituindo as Eqs. (3.6) no sistema de Eqs. (3.5) escreve-se
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(3.7)
que em forma matricial resulta
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(3.8)
Os elementos da matriz Jacob iana J s˜ao dados por
J
ij
=
∂I
calc
i
∂p
j
, i = 1, 2, . . . , N
d
, j = 1, 2, 3, 4 (3.9)
Podemos reescrever a Eq. (3.8) usando a Jacobiana J dada p ela Eq. (3.9) como
J
T

F = 0 (3.10)
Uma expans˜ao de

F em s´erie de Taylor ´e efetuada, sendo apenas retidos os termos at´e a
primeira ordem
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(3.11)
Aplicando as Eqs. (3.6)nas Eqs. (3.11) obtemos,
F (

P
n+1
) = F (

P
n
+ ∆

P
n
)
∼
=
F (

P
n
) + J
n
∆

P
n
(3.12)
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onde ∆

P
n
=

P
n+1
−

P
n
, sendo n o contador de iter a¸c˜oes.
Substituindo a Eq. (3.12) na Eq. (3.11) obt´em-se,
J
n
T
J
n
∆

P
n
= −J
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T

F (

P
n
) (3.13)
As matrizes f ormadas por J
T
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T

F s˜ao escritas, respectivamente, como
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(3.14)
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(3.15)
A Eq. (3.13) ´e denominada Equa¸c˜ao Normal e sua solu¸c˜ao fornece corre¸c˜oes para os valores
das inc´ognitas ∆

P
n
a serem utilizadas no procedimento iterativo.
A solu¸c˜ao do sistema (3.13) ´e r ep resentada formalmente por
∆

P
n
= −

J
n
T
J
n

−1
J
n
T

F (

P
n
) (3.16)
Um procedimento iterativo pode ent˜ao ser constru´ıdo para a determina¸c˜ao do vetor de
inc´ognitas

P que minimize o funcional

Q sendo conhecidos os dados experimentais sint´eticos,
Y
i
, e valores calculados, I
calc
i
, que dependem das inc´ognitas a serem determinadas,

P .
Partindo-se de uma estimativa inicial

P
0
, s˜ao calculadas, de forma seq
¨
uencial, corre¸c˜oes
obtidas a partir da Eq. (3.16), ou em algu ns casos da solu¸c˜ao direta do sistema (3.13), e as
novas estimativas para o vetor de inc´ognitas s˜ao obtidas com

P
n+1
=

P
n
+ ∆

P
n
(3.17)
As itera¸c˜oes s˜ao interrompidas quando um crit´erio de convergˆencia deﬁnido a priori ´e satis-
feito.
Cabe aqui observar que a cada itera¸c˜ao s˜ao calculados os valores F
n
i
= F
i
(

P
n
), usando as
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estimativas para as inc´ognitas

P
n
, bem como a matriz Jacobiana J.
O procedimento iterativo descrito pelas Eqs. (3.13) ou (3.16) e (3.17) consiste no m´etodo dos
m´ınimos quadrados, e este pode apresentar diﬁculdade de convergˆencia se a estimativa inicial
para o vetor de inc´ognitas

P
0
n˜ao for adequ adamente escolhida.
Marquardt (1963) propˆos, ent˜ao, um algoritmo visando permitir a convergˆencia d o m´etodo
para uma faixa mais ampla de valores para a estimativa inicial.
Um d os revisores do trabalho de Marquardt atentou para o fato de que anteriormente Leven-
berg (1944) havia proposto uma abordagem semelhante que consistia em adicionar um termo na
diagonal da matriz J
T
J. O m´etodo passou a ser conhecido ent˜ao como m´etodo de Levenberg-
Marquardt.
O desenvolvimento do m´etodo de Levenberg-Marquardt ´e semelhante ao do m´etodo dos
m´ınimos quadrados. A diferen¸ca se faz na Eq. (3.13). Para melhorar a convergˆencia do sistema
de equa¸c˜oes a ser resolvido no algoritmo de Levenberg-Marquardt, `a diagonal da matriz J
T
J
´e adicionado um parˆametro de amortecimento λ, qu e ´e equivalente ao parˆametro de regulari-
za¸c˜ao no funcional de Tikhonov (Silva Neto e Moura Neto, 1999). O problema deﬁnido na Eq.
(3.13) que numa forma conveniente para a implementa¸c˜ao computacional em um procedimento
iterativo ´e substitu´ıdo por um outro deﬁnido como

J
n
T
J
n
+ λ
n
I

∆

P
n
= −J
n
T

F (

P
n
) (3.18)
onde n ´e o contador de itera¸c˜oes, I ´e a matriz identidade de ordem 4 (n´umero de inc´ognitas) e
os elementos da matriz Jacobiana J s˜ao aqueles expressos pela Eq. (3.9). As matrizes formadas
por J
T
J + λI e J
T

F podem ser respectivamente escritas como
J
T
J + λI =
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As corre¸c˜oes das inc´ognitas obtidas com m´etodo de Levenberg-Marquardt s˜ao calculadas,
portanto, com
∆

P
n
= −

J
n
T
J
n
+ λ
n
I

−1
J
n
T

F (

P
n
) (3.21)
Os elementos da matriz J acobiana J s˜ao calculados por uma aproxima¸c˜ao por diferen¸cas
ﬁnitas centradas.
Recapitulando, o procedimento iterativo ´e iniciado com u ma estimativa inicial para os pa-
rˆametros,

P
0
, sendo novas estimativas obtidas com

P
n+1
=

P
n
+ ∆

P
n
, sendo as corre¸c˜oes ∆

P
n
calculadas com a Eq. (3.21), at´e que um crit´erio de parada seja satisfeito.
Como o problema modiﬁcado com adi¸c˜ao do fator de amortecimento [Eq. (3.21)] ´e diferente
do problema original [Eq. (3.16)], ao longo do procedimento iterativo busca-se, portanto, reduzir
o valor do fator d e amortecimento, λ, para que ao se atingir a convergˆencia (satisfazer o crit´erio
de parada) tenha-se a solu¸c˜ao do problema original, i.e. λ = 0. N˜ao se po de esquecer que o
objetivo ´e resolver a Eq. (3.4).
A aplica¸c˜ao deste m´etodo na solu¸c˜ao de problemas inversos em transferˆencia radiativa foi
descrita em detalhes por Silva Neto e
¨
Ozisik (1995), Silva Neto e Moura Neto (1999) e Pinheiro
et al. (2000).
3.3 P rob lema de Sensibilidade e C´alculo com Aproxima¸c˜ao por
Diferen¸cas Finitas
O estudo de sen s ibilidade consiste em avaliar, numerica ou analiticamente, as derivadas
do valor calculado para a grandeza que pode ser observada (medida experimentalmente) com
rela¸c˜ao aos parˆametros que se deseja estudar. Essas derivadas s˜ao analisadas atrav´es de gr´a-
ﬁcos e correspondem `a sensibilidade do fenˆomeno a pequenas varia¸c˜oes nos parˆametros de en-
trada. Atrav´es da an´alise desses coeﬁcientes pode-se concluir se o prop´osito de estimar certos
parˆametros tem chance de ser bem sucedido (Thacker, 1992; Holl e McCormick, 1995; Chen
et al., 1999; Lugon et al., 2002).
Na solu¸c˜ao de problemas inversos formulados implicitamente baseados em pr oblemas de
otimiza¸c˜ao, onde o pr ob lema d ireto ´e resolvido v´arias vezes ao longo do procedimento iterativo,
faz-se necess´ario o uso de um algoritmo para a solu¸c˜ao do p roblema direto que tenha ao mesmo
tempo um b om desempenho computacional e forne¸ca resultados com boa precis˜ao, i.e. pelo
menos da mesma ordem de precis˜ao dos dados experimentais sint´eticos (Pinheiro, 2001).
Quando se estuda um problema direto, deseja-se que o mesmo seja pouco sens´ıvel aos pa-
rˆametros de entrada, assim caso ocorra um erro de avalia¸c˜ao nos dados, o fenˆomeno ainda ser´a
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bem representado. Na solu¸c˜ao de um problema inverso, necessita-se justamente o contr´ario,
pois a maior sensibilidade permitir´a a estimativa do parˆametro estudado (Lugon et al., 2002).
Quando se busca estimar diversos parˆametros simultaneamente os efeitos de cada um deles
na inten sidade de radia¸c˜ao devem ser diferentes, ou seja, independentes. S e os coeﬁcientes
de sensibilidade relativos a dois parˆametros diferentes tˆem a mesma forma, signiﬁca que eles
afetam a intensidade de radia¸c˜ao da mesma maneira, sendo dif´ıcil distinguir s uas inﬂuˆencias e
conseq
¨
uentemente estim´a-los.
Neste cap´ıtulo, foi abordada uma solu¸c˜ao num´erica utilizando o m´etodo de diferen¸cas ﬁnitas
(MDF) para o c´alculo dos coeﬁcientes de sensib ilidade, sendo que a an´alise de sensibilidade foi
feita relativamente aos parˆametros: espessu ra ´optica do meio, albedo de espalhamento simples
e reﬂ ectividades difusas, respectivamente, nas su perf´ıcies τ = 0 e τ = τ
0
.
3.3.1 C´alculo dos Coeﬁcientes de Sensibilidade
Os coeﬁcientes de sensibilidade s˜ao dados por
CS =
∂I(τ, µ)
∂

P
→ CS
i
=
∂I(τ, µ)
∂p
i
, i = 1, 2, . . . , N
i
(3.22)
onde, no nosso caso, a intensidade de radia¸c˜ao ´e representada por I e a espessura ´optica do meio,
o albedo de espalhamento simples e as reﬂectividades difusas, respectivamente na superf´ıcie
τ = 0 e τ = τ
0
(na parte interna das superf´ıcies de contorno do meio) s˜ao representados pelos
parˆametros p
i
(i = 1, 2, 3, 4).
As derivadas representadas na Eq. (3.22) foram calculadas por uma aproxima¸c˜ao por dife-
ren¸cas ﬁnitas (vide Fig. 3.1) na forma
∂I(τ, µ)
∂p
i
∼
=
I
+ǫ
(τ, µ) − I
−ǫ
(τ, µ)
(p
j
+ ǫ) − (p
j
− ǫ)
=
I
+ǫ
(τ, µ) − I
−ǫ
(τ, µ)
2ǫ
, i = 1, 2, . . . , N
i
(3.23)
com erro de truncamento da ordem O(ǫ
2
).
No cap´ıtulo 5, se¸c˜ao 5.1 s˜ao mostrados os resultados obtidos da an´alise de sensibilidade de
Casos Testes estudados.
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Figura 3.1: Representa¸c˜ao gr´aﬁca do c´alculo dos coeﬁcientes de sensibilidade.




Cap´ıtulo 4
Solu¸c˜ao do Problema Inverso com o
Funcional de Tikhonov
4.1 Termo Geral de Regulariza¸c˜ao para o Fu ncional de Tikho-
nov
A regulariza¸c˜ao objetiva limitar, na solu¸c˜ao do problema, o efeito do aumento do erro
proveniente dos dados, atr av´es de uma altera¸c˜ao na condi¸c˜ao do problema.
´
E aqui empregada a t´ecnica de regulariza¸c˜ao de Tikhonov, sendo proposto um termo d e
regulariza¸c˜ao b aseado em distˆancias de Bregman constru´ıdas com o funcional da q-discrepˆancia
que ´e um caso particular d a medida de Csisz´ar (1991).
Neste problema inverso em transferˆencia radiativa estamos interessados na determina¸c˜ao
da espessur a ´optica, do albedo de espalhamento simples e d as reﬂectividades difusas na parte
interna das superf´ıcies de contorno do meio.
S˜ao empregadas medidas experimentais sint´eticas da intensidade de radia¸c˜ao que sai do meio
como uma fun¸c˜ao do ˆangulo polar.
4.1.1 Distˆancia de Bregman
A deﬁni¸c˜ao apresentada a seguir foi compilada a partir de algumas das referˆencias estudadas
(Laﬀerty et al., 1997; Butnariu e Iusem, 1999; Della Pietra et al., 2001).
Deﬁni¸c˜ao 4.1.1. Seja η : △ ⊆ R
n
→ R uma fun¸c˜ao deriv´avel e estritamente convexa deﬁnida
em um conjunto convexo e fechado ∆. A distˆancia de Bregman (Bregman, 1967) entre p e p
R
34
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associada `a fu n¸c˜ao η(·) ´e deﬁnida por p, p
R
∈ △ como sendo
B
η
(p, p
R
) ˙= η(p) − η(p
R
) − ∇η(p
R
), (p − p
R
) (4.1)
onde a fun¸c˜ao η(·) ´e denominada fun¸c˜ao de Bregman. Note que, pela convexidade de η(·), a
distˆancia de Bregman ´e sempre n˜ao-negativa
B
η
(p, p
R
) ≥ 0 (4.2)
e ´e igual a zero se e somente se seus dois argumentos forem iguais,
B
η
(p, p
R
) = 0 ⇔ p = p
R
. (4.3)
A distˆancia de Bregman pode ser interpretada como uma medida da convexidade de η (·).
A representa¸c˜ao gr´aﬁca de η(·), bem como a medida da convexidade de η (·) ´e mostrada na
Fig. 4.1. No caso unidimensional, a distˆancia de Bregman ´e facilmente visualizada: desenhe
uma tangente a η passando pelo ponto p
R
, a d istˆancia de Bregman B
η
(p, p
R
) ´e a distˆancia
vertical entre a tangente e o ponto (p, η(p)) (Laﬀerty et al., 1997; Butnariu e Iusem, 1999; Della
Pietra et al., 2001),
B
η
(p, p
R
) ˙= η(p) −

η(p
R
) + ∇η(p
R
).(p − p
R
)

  
Expans˜ao de Taylor de η(p)
at´e primeira ordem com rela¸c˜ao a p
R
(4.4)
4.1.2 Momentos da q-Discrepˆancia
A func˜ao η
.
´e uma fun¸cao de Bregman e foi constru´ıda a partir da medida de Csisz´ar (Kapur
e Kesavan, 1992), que foi denominada q-discrepˆancia. O funcional do momento de m-´esima
ordem da q -discrepˆancia η
m,q
´e deﬁnido como
η
m,q
(

P ) =
N
i

i=1
p
m
i
p
q
i
− 1
q
(4.5)
onde N
i
representa o n´umero de parˆametros a ser estimado.
Este funcional representa o desvio do valor esperado de cada propriedade do meio p
i
elevado
a uma potˆencia q das informa¸c˜oes da intensidade da radia¸c˜ao dispon´ıveis no problema inverso.
O n´umero q ´e um n´umero real, vari´avel, sendo tomado como q > 0.
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Figura 4.1: Representa¸c˜ao gr´aﬁca da distˆancia de Bregman. [FONTE: adaptada de Butnariu e Iusem,
1999].
4.1.3 Termo de Regulariza¸c˜ao
Praticamente todos os m´etodos de regulariza¸c˜ao qu e calculam solu¸c˜oes est´aveis para proble-
mas inversos envolvem um compromisso entre o “tamanho” da s olu¸c˜ao regularizada e a qualidade
do ajuste fornecido aos dados. O que distingue os v´arios m´etodos de regulariza¸c˜ao ´e como eles
medem estas quantidades e como eles decidem pelo compromisso ´otimo entre as duas quan-
tidades. Dado um problema discreto de m´ınimos quadrados Eq. (3.1), o m´etodo cl´assico de
regulariza¸c˜ao desenvolvido por Tikhonov (1963) equivale - na sua forma mais geral - a resolver
o problema de minimiza¸c˜ao
Q(

P ) =
1
2
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
2
+ αT (4.6)
onde o termo d e regulariza¸c˜ao (αT) leva a um melhor condicionamento do problema inverso
reduzindo os efeitos do ru´ıdo existente nas medidas experimentais e o parˆametro de regulariza¸c˜ao
α fornece um compromisso entre a ﬁdelidade aos dad os experimentais e a suavid ad e da solu¸c˜ao
na minimiza¸c˜ao do funcional Q durante o c´alculo para a obten¸c˜ao da solu¸c˜ao esperada, n˜ao
podendo ser um valor t˜ao alto que suavize demais, nem t˜ao baixo que pouco regularize a solu¸c˜ao.
O n´umero de d ados experimentais sint´eticos dispon´ıveis ´e representado por N
d
. Em busca da
solu¸c˜ao do problema inverso, diferentes funcionais de regulariza¸c˜ao T po dem ser empregados
(Csisz´ar, 1991; Kapur e Kesavan, 1992).
O funcional de regulariza¸c˜ao, aqui empregado, constru´ıdo a partir das distˆancias de Bregman
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e d o funcional q-discrepˆancia foi apr esentado nas Se¸c˜oes 4.1.1 e 4.1.2.
O novo f uncional Q ´e dado por
Q(

P ) =
1
2
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
2
+ αD
m,q
(

P ,

P
R
) (4.7)
que de outra forma pode ser escrito como
Q(

P ) =
1
2

F
T

F + αD
m,q
(

P ,

P
R
) (4.8)
onde

P r ep resenta o vetor de inc´ognitas deﬁnido na Eq. (3.3),

P
R
representa os valores de
referˆencia para as in c´ognitas, I
calc
i
e Y
i
s˜ao respectivamente as intensidades calculadas e medidas
que saem do meio em τ = 0 e τ = τ
0
e os elementos do vetor de res´ıduos

F s˜ao dados pela
Eq. (3.2) ou ent˜ao

F =
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(4.9)
A fun¸c˜ao de Bregman η
m,q
foi desenvolvida para gerar uma express˜ao geral de regulariza¸c˜ao,
empregando o conceito de distˆancia de Bregman, no nosso caso, D
m,q
(

P ,

P
R
), entre

P e

P
R
,
reescrita na forma
B
η
(p, p
R
) = D
m,q
(

P ,

P
R
) = D
m,q
[η
m,q
(

P ), η
m,q
(

P
R
)]
= η
m,q
(

P ) − η
m,q
(

P
R
) −

∇η
m,q
(

P
R
),

P −

P
R

(4.10)
onde
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H´a uma equivalˆencia do funcional de Tikh onov e o m´etodo de Levenberg-Marquardt. Fazendo
Q(

P ) =
1
2
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
2
+ α(

P −

P
R
)
2
(4.11)
e considerando

P
R
= 0 obt´em-se uma formula¸c˜ao equivalente ao m´etodo de Levenberg-Marquardt
ao se buscar a minimiza¸c˜ao do funcional d ad o pela Eq. (4.11).
No m´etodo de Levenberg-Marquardt ´e prevista a redu¸c˜ao de α ao longo do processo iterativo,
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enquanto que na formula¸c˜ao baseada no funcional de Tikhonov isto n˜ao ´e feito.
Introduzimos, n este ponto, nota¸c˜oes que s er˜ao u sadas no decorrer do desenvolvimento das
equa¸c˜oes
D ≡ D
m,q
(

P ,

P
R
); D
p
i
≡
∂D
∂p
i
; Q ≡ Q(

P ); I
calc
i
≡ I
calc
i
(

P )
Aplicando o funcional η
m,q
(

P ), deﬁnido na Eq. (4.5), na distˆancia de Bregman deﬁnida na
Eq. (4.10), obtemos
D =
N
i

i=1
p
m
i
p
q
i
− 1
q
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i
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q
k
− 1
q

  
A
(4.12)
sendo que a express˜ao A pode ser escrita na forma
A = −
N
i

i=1
(p
i
− p
R
i
)
∂
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i
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i
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i
)

(m + q)
p
R
m+q−1
i
q
− m
p
R
m−1
i
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= −
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R
i
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i
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(4.13)
Levando a Eq. (4.13) na Eq. (4.12), podemos escr ever a forma ﬁnal da distˆancia de Bregman
como
D =
N
i

i=1
p
m
i
p
q
i
− 1
q
−
N
i
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R
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−
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R
i
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(4.14)
O funcional de Tikhonov ´e ent˜ao escrito a partir das E qs . (4.7) e (4.14) como
Q(
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1
2
N
d

i=1
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−
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(4.15)
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4.2 Minimiza¸c˜ao do Funcional de Tikhonov
Para minimizar o funcional dado pela Eq. (4.7) escreve-se a equa¸c˜ao do ponto cr´ıtico,
∂Q(

P )
∂

P
= 0 ˙..
∂Q(

P )
∂p
j
= 0, j = 1, 2, . . . , N
i
(4.16)
A derivada
∂Q
∂

P
, com rela¸c˜ao a cada inc´ognita do problema pode ser escrita na forma
∂Q
∂p
1
→
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
∂I
calc
i
(

P )
∂p
1
+ α
∂D
m,q
(

P ,

P
R
)
∂p
1
= 0 (4.17a)
∂Q
∂p
2
→
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
∂I
calc
i
(

P )
∂p
2
+ α
∂D
m,q
(

P ,

P
R
)
∂p
2
= 0 (4.17b)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
∂Q
∂p
j
→
N
d

i=1
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calc
i
(

P ) − Y
i
]
∂I
calc
i
(

P )
∂p
j
+ α
∂D
m,q
(

P ,

P
R
)
∂p
j
= 0 (4.17c)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
∂Q
∂p
N
i
→
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
∂I
calc
i
(

P )
∂p
N
i
+ α
∂D
m,q
(

P ,

P
R
)
∂p
N
i
= 0 (4.17d)
ou, na forma geral
∂Q(

P )
∂p
j
=
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
∂I
calc
i
(

P )
∂p
j
+ α
∂D
m,q
(

P ,

P
R
)
∂p
j
= 0, j = 1, 2, . . . , N
i
(4.18)
A Eq. (4.18) pode, ainda, ser r eescrita do seguinte modo
J
T

F + αD

P
= 0 (4.19)
onde os elementos da matriz Jacobiana s˜ao dados por
J
rs
=
∂I
calc
r
∂p
s
, r = 1, 2, . . . , N
d
, s = 1, 2, . . . , N
i
(4.20)
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ou seja,
J =









∂I
calc
1
∂p
1
∂I
calc
1
∂p
2
. . .
∂I
calc
1
∂p
N
i
∂I
calc
2
∂p
1
∂I
calc
2
∂p
2
. . .
∂I
calc
2
∂p
N
i
. . . . . . . . . . . .
∂I
calc
N
d
∂p
1
∂I
calc
N
d
∂p
2
. . .
∂I
calc
N
d
∂p
N
i









(4.21)
e
D

P
=








∂D
∂p
1
∂D
∂p
2
.
.
.
∂D
∂p
N
i








(4.22)
´
E feita ent˜ao uma expan s ˜ao em s´erie de Taylor do

F em torno de

P
n
, sendo apenas retidos
os termos at´e a primeira ordem

F (

P
n+1
) =

F (

P
n
) + J
n
∆

P
n
(4.23)
onde

P
n+1
=

P
n
+ ∆

P
n
(4.24)
sendo n o contador de itera¸c˜oes.
Tamb´em ´e feita uma expan s ˜ao de Taylor para o termo D

P
, onde tamb´em s˜ao mantidos
apen as os termos at´e a primeira ordem
D

P
(

P
n+1
) = D

P
(

P
n
) + J
n
D
∆

P
n
(4.25)
onde os elementos da matriz Jacobiana de

D s˜ao dados por
J
D
st
=
∂D
p
s
∂p
t
, s = 1, 2, . . . , N
i
, t = 1, 2, . . . , N
i
(4.26)
Como
D
p
s
=
∂D
∂p
s
, s = 1, 2, . . . , N
i
(4.27)
os elementos da matriz J
D
corresp on dem a
J
D
st
=
∂
∂p
t

∂D
∂p
s

, s = 1, 2, . . . , N
i
, t = 1, 2, . . . , N
i
(4.28)
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O desenvolvimento das Eqs. (4.19), (4.23), (4.26) e (4.28), se encontram no Apˆendice A.
Agora ´e necess´ario obter a derivada da distˆancia de Bregman , dada pela Eq. (4.14), com
rela¸c˜ao `as inc´ognitas do problema
∂D
m,q
(

P ,

P
R
)
∂p
j
= p
m−1
j

(m + q)p
q
j
− m
q

− p
R
m−1
j

(m + q)p
R
q
j
− m
q

(4.29)
A Eq. (4.29) pode ser reescrita como
∂D
∂p
s
=
(m + q)p
m+q−1
s
− m p
m−1
s
q
− p
R
m−1
s

(m + q)p
R
q
s
− m
q

(4.30)
Ent˜ao,
∂
∂p
t

∂D
∂p
s

=
∂
∂p
t

(m + q)p
m+q−1
s
− m p
m−1
s
q

(4.31)
logo,
∂
∂p
t

∂D
∂p
s

= p
m−2
s

(m + q)(m + q − 1)p
q
s
− m (m − 1)
q

(4.32)
tal que,
∂
∂p
t

∂D
∂p
s

=





∂
2
D
∂p
2
t
= p
m−2
t

(m+q)(m+q−1)p
q
t
−m (m−1)
q

se s = t,
0 se s = t
(4.33)
com s = 1, 2, . . . , N
i
e t = 1, 2, . . . , N
i
. Ent˜ao,
J
D
=









∂
2
D
∂p
2
1
0 . . . 0
0
∂
2
D
∂p
2
2
. . . 0
.
.
.
.
.
. . . .
.
.
.
0 0 . . .
∂
2
D
∂p
2
N
i









(4.34)
Levando as Eqs.(4.23) e (4.25) na Eq.(4.19), obtemos
J
n
T
(

F
n
+ J
n
∆

P
n
) + α (D
n

P
+ J
n
D
∆

P
n
) = 0 (4.35)
Logo,
(J
n
T
J
n
+ αJ
n
D
) ∆

P
n
= −(J
n
T

F
n
+ αD
n

P
) (4.36)
A Eq. (4.36) fornece corre¸c˜oes para os valores d as inc´ognitas a serem utilizadas no procedi-
mento iterativo.
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A solu¸c˜ao do sistema (4.36) ´e r ep resentada formalmente por
∆

P
n
= −

(J
n
T
J
n
+ αJ
n
D
)

−1
(J
n
T

F
n
+ αD
n

P
) (4.37)
Um procedimento iterativo pode ent˜ao ser constru´ıdo para a determina¸c˜ao do vetor de
inc´ognitas

P que minimize o funcional

Q sendo conhecidos os dados experimentais, Y
i
, e valores
calculados, I
calc
i
, que dependem das inc´ognitas a serem determinadas,

P .
Partindo-se de uma estimativa inicial

P
0
, s˜ao calculadas, de forma seq
¨
uencial, corre¸c˜oes
obtidas a partir da Eq. (4.37), ou em alguns casos da solu¸c˜ao d ireta do sistema (4.36), sendo
as novas estimativas para o vetor de inc´ognitas

P
n+1
=

P
n
+ ∆

P
n
obtidas, calculando-se as
corre¸c˜oes ∆

P
n
com a E q. (4.36), at´e que um crit´erio de parada





∆

P
n
i
P
i





< ǫ, i = 1, 2, . . . , N
i
(4.38)
seja satisfeito, onde ǫ ´e um n´umero pequeno, por exemplo, 10
−5
.
Ao longo do procedimento iterativo, busca-se pela convergˆencia atingir a solu¸c˜ao do problema
original.
4.2.1 Caso Particular q → 0
As equa¸c˜oes apresentadas nas Se¸c˜oes 4.1.2, 4.1.3 e 4.2 n˜ao se aplicam para o caso particular
em que q → 0.
Iniciaremos introduzindo conceitos b´asicos. Como a
x
= e
x ln a
, o que equivale escrever
ln a
x
= x ln a, e assim
p
q
i
− 1
q
=
e
ln p
q
i
− 1
q
=
e
q ln p
i
− 1
q
(4.39)
e pela f´ormula de Maclaurin a fun¸c˜ao exp onen cial tem a seguinte forma,
e
x
= 1 +
x
1!
+
x
2
2!
+
x
3
3!
+ . . . (4.40)
Aplicando, ent˜ao, (4.40) em (4.39) obtemos
e
q ln p
i
− 1
q
=
1
 q

 1−  1+  q ln p
i
+
q
2
(ln p
i
)
2
2!
+ . . .

= ln p
i
+
q(ln p
i
)
2
2!
+ . . . (4.41)
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Logo,
lim
q→0
p
q
i
− 1
q
= ln p
i
(4.42)
Aplicando, ent˜ao, o limite ao funcional do momento de m-´esima ordem da q-discrepˆancia
dado pela Eq. (4.5) obt´em-se
lim
q→0
η
m,q
(

P ) = lim
q→0
N
i

i=1
p
m
i
p
q
i
− 1
q
=
N
i

i=1
p
m
i
ln p
i
(4.43)
O funcional (4.5) para o caso particular quando q → 0 corresponde, portanto, ao funcional
de entropia
η
m,0
(

P ) =
N
i

i=1
p
m
i
ln p
i
(4.44)
A Eq. (4.44) ´e semelhante `a formula¸c˜ao de Boltzmann-Gibbs-Shannon para entropia com o
valor de q = 1 ou pela exp ress˜ao proposta por Tsallis (1988) quando o limite q → 1 (Kapur e
Kesavan, 1992; Shiguemori et al., 2002).
Aplicando a Eq. (4.44) na Eq. (4.10) quando q → 0 resulta
D
m,0
(

P ,

P
R
) = η
m,0
(

P ) − η
m,0
(

P
R
) −

∇η
m,0
(

P
R
),

P −

P
R

(4.45)
Como
∇η
m,0
(

P
R
) = m p
R
m−1
j
ln p
R
j
+ p
R
m
j
∂ ln p
R
j
∂p
R
j
(4.46)
e
∂ ln p
R
j
∂p
R
j
=
1
p
R
j
(4.47)
logo,
∇η
m,0
(

P
R
) = m p
R
m−1
j
ln p
R
j
+ p
R
m
j
1
p
R
j
= mp
R
m−1
j
ln p
R
j
+ p
R
m−1
j
= p
R
m−1
j
(1 + m ln p
R
j
) (4.48)
Usando a nota¸c˜ao D
0
(

P ,

P
R
) ≡ D
m,0
(

P ,

P
R
) e aplicando a Eq. (4.44) na Eq. (4.45) quando
q → 0 resulta
D
0
(

P ,

P
R
) =
N
i

i=1
p
m
i
ln p
i
−
N
i

i=1
p
R
m
i
ln p
R
i
−
N
i

i=1
(p
i
− p
R
i
)p
R
m−1
i
(1 + m ln p
R
i
) (4.49)
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Derivando D
0
com rela¸c˜ao `a p
j
, obt´em-se
∂D
0
(

P ,

P
R
)
∂p
j
= p
m−1
j
(1 + m ln p
j
) − p
R
m−1
j
(1 + m ln p
R
j
) (4.50)
Reescrevendo-se a equa¸c˜ao do ponto cr´ıtico,
∂Q(

P )
∂p
j
=
N
d

i=1
[I
calc
i
(

P ) − Y
i
]
∂I
calc
i
(

P )
∂p
j
+ α
∂D
0
(

P ,

P
R
)
∂p
j
= 0
j = 1, 2, . . . , N
i
(4.51)
ou na forma,
J
T

F + αD
0

P
= 0 (4.52)
onde
D
0

P
=








∂D
0
∂p
1
∂D
0
∂p
2
.
.
.
∂D
0
∂p
N
i








(4.53)
Tamb´em ´e feita uma expans˜ao de Taylor para o termo de regulariza¸c˜ao (αD
0

P
), onde tamb´em
s˜ao mantidos apenas os termos at´e a primeira ordem,
D
0

P
(

P
n+1
) = D
0

P
(

P
n
) + J
n
D
0
∆

P
n
(4.54)
onde os elementos da matriz Jacobiana de D
0
s˜ao dados por
J
D
0
st
=
∂D
0p
s
∂p
t
, s = 1, 2, . . . , N
i
, t = 1, 2, . . . , N
i
(4.55)
ent˜ao,
J
D
0
=









∂D
0p
1
∂p
1
∂D
0p
1
∂p
2
. . .
∂D
0p
1
∂p
N
i
∂D
0p
2
∂p
1
∂D
0p
2
∂p
2
. . .
∂D
0p
2
∂p
N
i
.
.
.
.
.
. . . .
.
.
.
∂D
0p
N
i
∂p
1
∂D
0p
N
i
∂p
2
. . .
∂D
0p
N
i
∂p
N
i









(4.56)
Como
D
0p
s
=
∂D
0
∂p
s
, s = 1, 2, . . . , N
i
(4.57)
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os elementos da matriz J
D
0
corresp on dem a
J
D
0
st
=
∂
∂p
t

∂D
0
∂p
s

, s = 1, 2, . . . , N
i
, t = 1, 2, . . . , N
i
(4.58)
ent˜ao,
J
D
0
=
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∂p
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0
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N
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(4.59)
Partindo da Eq. (4.50), podemos escrever que
∂
∂p
t

∂D
0
∂p
s

= p
m−2
s
[m + (m − 1)(1 + m ln p
s
)] (4.60)
tal que
∂
∂p
t

∂D
0
∂p
s

=





∂
2
D
0
∂p
2
t
= p
m−2
t
[m + (m − 1)(1 + m ln p
s
)] se s = t,
0 se s = t
(4.61)
com s = 1, 2, . . . , N
i
e t = 1, 2, . . . , N
i
. Ent˜ao,
J
D
0
=









∂
2
D
0
∂p
2
1
0 . . . 0
0
∂
2
D
0
∂p
2
2
. . . 0
.
.
.
.
.
. . . .
.
.
.
0 0 . . .
∂
2
D
0
∂p
2
N
i









(4.62)
Substituindo as Eqs. (4.23) e (4.54) na E q. (4.52), obt´em-se
J
n
T
(

F
n
+ J
n
∆

P
n
) + α(D
n
0

P
+ J
n
D
0
∆

P
n
) = 0 (4.63)
Logo,
(J
n
T
J
n
+ αJ
n
D
0
)∆

P
n
= −(J
n
T

F
n
+ αD
n
0

P
) (4.64)
A solu¸c˜ao do sistema (4.64) ´e form almente representada por
∆

P
n
= −(J
n
T
J
n
+ αJ
n
D
0
)
−1
(J
n
T

F
n
+ αD
n
0

P
) (4.65)
O procedimento iterativo constru´ıdo para a determina¸c˜ao do vetor de inc´ognitas que mini-
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mize o funcional buscando-se atingir a solu¸c˜ao original do problema ´e efetuado de forma seme-
lhante ao descrito no ﬁnal da Se¸c˜ao 4.2.
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Resultados e Discuss˜oes
5.1 C´alculo e An´alise dos Coeﬁcientes de Sensibilidade
Baseada na teoria exposta na Se¸c˜ao 3.3 do Cap´ıtulo 3 o c´alculo para an´alise de sensibilidade
foi efetuado para quatro casos, sen do que dois deles, Caso 1 e Caso 2, apresentavam termo
fonte, i.e. S(τ, µ) = 1, e dois, Caso 3 e Caso 4, sem fonte interna, i.e. S(τ, µ) = 0. Os valores
fornecidos aos parˆametros para cada caso s˜ao apresentados na Tabela 5.1.
Tabela 5.1: Pa rˆametros associados aos caso s estudados.
Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4
τ
0
1, 0 2, 0 1, 0 1, 0
ω 0, 5 0, 5 0, 5 0, 5
ρ
1
0, 95 0, 1 0, 1 0, 95
ρ
2
0, 5 0, 0 0, 95 0, 5
f
1
1, 0 1, 0 1, 0 1, 0
f
2
0, 0 0, 0 0, 0 0, 0
S 1 1 0 0
Os Casos 1 e 2 s˜ao apresentados, respectivamente, nas Figs. 5.1-5.4 e Figs. 5.5-5.8 e os Casos
3 e 4, respectivamente, nas Figs. 5.9-5.12 e Figs. 5.13-5.16.
Para cada caso da Tabela 5.1 ser´a feita uma an´alise de sensibilidade individualizada para
cada parˆametro estudado e uma an´alise simultˆanea de parˆametros a ﬁm de avaliar aqueles que
sejam relevantes na solu¸c˜ao do problema invers o.
Para esses mesmos casos, os resultados obtidos com o m´etodo de ordenadas discretas (S
20
) a
malha espacial foi discretizada em 4000 inter valos para meios com espessuras ´opticas de τ
0
= 1, 0
47
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e τ
0
= 2, 0.
5.1.1 An´alise de Sensibilidade - Caso 1
Analisando-se a Fig. 5.1, vˆe-se que para a espessura ´optica (τ
0
) a regi˜ao de maior sensibilidade
est´a situada no intervalo de µ
14
a µ
16
(µ < 0), i.e. µ ∈ [−0, 83912, −0, 63605]. Para µ > 0, a
sensibilidade ´e pequ en a.
Com rela¸c˜ao `a Fig. 5.2, pode-se observar que a sensibilidade do parˆametro ω ´e relativamente
alta entre µ
17
− µ
20
, i.e. µ ∈ [−0, 51087, −0, 076527].
Analisando a Fig. 5.3 para ρ
1
, identiﬁca-se um aumento da sensibilidade tanto para µ < 0
quanto para µ > 0 com valores crescentes de | µ |. As informa¸c˜oes contidas entre µ
18
− µ
20
e
µ
8
− µ
10
s˜ao as de maior relevˆancia.
J´a para a reﬂectividade difusa ρ
2
, Fig. 5.4, observa-se para µ > 0 a sensibilidade ´e grande.
5.1.2 An´alise de Sensibilidade - Caso 2
As ´areas de sensibilidade signiﬁcativamente altas para τ
0
est˜ao situadas onde os valores de µ
s˜ao menores (µ < 0). Conforme ´e vista na Fig. 5.5, para µ > 0, a sensibilidade ´e mu ito pequena
com o aumento de µ.
J´a para ω a sensibilidade ´e relativamente alta para µ < 0, sendo que os valores melhores de
serem usados s˜ao aqu eles entre µ
11
−µ
14
. Para µ > 0 o coeﬁciente de sensibilidade ´e praticamente
constante e desprez´ıvel para quaisquer valores de µ (vide Fig. 5.6).
No caso de ρ
1
a sen sibilidade ´e relativamente alta para valores de | µ | crescentes (µ < 0)
(vide Fig. 5.7).
Para ρ
2
os coeﬁcientes de sensibilidade s˜ao pequenos tanto para µ < 0 quanto para µ > 0
(vide Fig. 5.8).
5.1.3 An´alise de Sensibilidade - Caso 3
A maior sensibilidade para τ
0
, Fig. 5.9, ´e dada pelos menores valores de | µ | para µ < 0
(µ
19
e µ
20
) e para µ > 0 (µ
1
e µ
2
).
O mesmo acontece para ω na Fig. 5.10 no que se refere a µ < 0. J´a para µ > 0 a sensibilidade
´e muito baixa, quase que inexistente.
A ´area mais s en s´ıvel para ρ
1
apresentada na Fig. 5.11 ´e aquela cujos valores de | µ | (µ
19
e
µ
20
) s˜ao os maiores µ < 0.
J´a para ρ
2
(vide Fig. 5.12) as ´areas mais sens´ıveis para µ < 0 e µ > 0 s˜ao aquelas com os
menores valores de | µ |, respectivamente, entre (µ
11
-µ
13
) e (µ
1
-µ
3
).
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t = 0
t
0
=0
Figura 5.1: Sens ibilidade para a espessura ´optica τ
0
(Caso 1).
t
0
=0
t = 0
Figura 5.2: Sens ibilidade para o albedo de espalhamento simples ω (Cas o 1).
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t = 0
t
0
=0
Figura 5.3: Sensibilidade para a reﬂectividade difusa ρ
1
(Caso 1).
t
0
=0
t = 0
Figura 5.4: Sensibilidade para a reﬂectividade difusa ρ
2
(Caso 1).
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t = 0
t
0
=0
Figura 5.5: Sensibilidade para a espes sura ´optica τ
0
(Caso 2) .
t
0
=0
t = 0
Figura 5.6: Sens ibilidade para o albedo de espalhamento simples ω (Cas o 2).
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t = 0
t
0
=0
Figura 5.7: Sensibilidade para a reﬂectividade difusa ρ
1
(Caso 2).
t
0
=0
t = 0
Figura 5.8: Sensibilidade para a reﬂectividade difusa ρ
2
(Caso 2).
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t = 0
t
0
=0
Figura 5.9: Sensibilidade para a espes sura ´optica τ
0
(Caso 3) .
t
0
=0
t = 0
Figura 5.10: Sensibilidade para o albedo de espalhamento simples ω (Caso 3).
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t = 0
t
0
=0
Figura 5.11: Sensibilidade para a reﬂectividade difusa ρ
1
(Caso 3).
t
0
=0
t = 0
Figura 5.12: Sensibilidade para a reﬂectividade difusa ρ
2
(Caso 3).
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5.1.4 An´alise de Sensibilidade - Caso 4
Na Fig. 5.13 para τ
0
vˆe-se como ´areas de men or sensibilidade com aumento monotˆonico de
| µ | tanto para µ < 0 como para µ > 0.
Observando a Fig. 5.14, para ω ´e identiﬁcado que toda a regi˜ao ´e importante.
J´a pela Fig. 5.15 pode-se obs ervar que para µ < 0 e µ > 0, respectivamente, as ´areas de
maior sensib ilidade est˜ao entre os m aiores valores d e | µ |, µ
18
-µ
20
e µ
7
-µ
10
.
A Fig. 5.16 nos mostra que existe sensibilidade apesar de pequena nas ´areas de menores
| µ | (µ
17
-µ
20
) para µ < 0 e maior es µ (µ
8
-µ
10
) para µ > 0.
5.1.5 An´alise de Sensibilidade com Simultaneidade de Parˆametros
Pode-se observar nas Figs. 5.1-5.4, correspondentes ao Caso 1, que a sensibilidade para τ
0
e
ω s˜ao relativamente elevadas para µ < 0. A forma das curvas tamb´em ´e distinta, signiﬁcando
que dever´a ser poss´ıvel estim´a-los simultaneamente. Para µ > 0 a sensibilidade ´e baixa.
Observando-se as Figs. 5.5-5.8, relativas ao Caso 2, vˆe-se que para µ < 0 temos a sensibilidade
relativamente alta para τ
0
, ω e ρ
1
.
Para os casos sem fonte interna, Figs. 5.9-5.12, pode-se trabalhar simultaneamente com os
parˆametros τ
0
e ρ
2
para µ < 0 e µ < 0 e, Figs. 5.12-5.16, com τ
0
e ω ou τ
0
e ρ
1
para µ < 0 e
µ < 0.
5.2 Solu¸c˜ao Num´erica do Problema Inverso com o Funcional de
Tikhonov
O interesse ´e na estima¸c˜ao do vetor de inc´ognitas d ado pela Eq. (3.3) usando a formu-
la¸c˜ao impl´ıcita no qual busca-se minimizar o funcional de Tikhonov dado pela Eq. (4.8) com
o termo de regulariza¸c˜ao embasado em distˆancias de Bregman constru´ıdas como momentos da
q-discrepˆancia conforme descrito nas Se¸c˜oes 4.1 e 4.2.
Como dados reais n˜ao estavam dispon´ıveis, foram gerados dados experimentais sint´eticos da
intensidade da r adia¸c˜ao que sai do meio a partir da adi¸c˜ao de ru´ıdos aleat´orios `as intensidades
calculadas pela solu¸c˜ao do problema direto com valores exatos de τ
0
, ω, ρ
1
e ρ
2
, i.e.
Y
i
= I
calc
i
(

P
exato
) + r
i
σ, i = 1, 2, . . . , N
d
(5.1)
onde r
i
´e um n´umero aleat´orio no intervalo [−1, 1] e σ ´e o desvio padr˜ao dos erros experimentais.
´
E considerado que para cada ponto de coloca¸c˜ao empregado na quadratura Gauss-Legendre
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t = 0
t
0
=0
Figura 5.13: Sensibilidade para a espessura ´optica τ
0
(Caso 4).
t
0
=0
t = 0
Figura 5.14: Sensibilidade para o albedo de espalhamento simples ω (Cas o 4) .
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t = 0
t
0
=0
Figura 5.15: Sensibilidade para a reﬂec tividade difusa ρ
1
(Caso 4) .
t
0
=0
t = 0
Figura 5.16: Sensibilidade para a reﬂectividade difusa ρ
2
(Caso 4).
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(Abramowitz e Stegun, 1970), um dado experimental possa ser obtido de f orma que o n´umero
total de dados experimentais ´e idˆentico `a ordem da quadratura, i.e., N
d
= N, onde N = 20
(Pinheiro, 2001). Al´em disso, metade dos dados experimentais s˜ao adquiridos para τ = 0, com
µ < 0, e metade para τ = τ
0
, µ > 0.
Inicialmente foram calculados os coeﬁcientes de sensibilidade de cada parˆametro para cada
caso visando uma an´alise para o estudo do problema inverso.
As Figuras 5.17 mostram o comportamento de cada parˆametro estudado relativamente `a
intensidade radiativa, para os Casos Testes I, II e III, respectivamente. Da Figura 5.17 para o
Caso Teste I observa-se que quase n˜ao existe sensibilidade para os parˆametros estudados, τ
0
, ω,
ρ
1
e ρ
2
, para µ < 0. O mesmo acontece para µ > 0, a exce¸c˜ao de ρ
2
cuja sen sibilidade diminui
com o valores crescentes de µ. Para os Casos Testes II e III, analisando a Fig. 5.17 observa-se
o seguinte comportamento:
1. para τ
0
→ a sensibilidade aumenta para µ < 0 com valores crescentes de | µ | e permanece
constante para µ > 0 com valores crescentes de µ;
2. para ω → a sensibilidade diminui para µ < 0 com valores crescentes de | µ | e perm an ece
constante para µ > 0 com valores crescentes de µ;
3. para ρ
1
→ a sensibilidade diminui para µ < 0 com valores crescentes de | µ | e perman ece
constante para µ > 0 com valores crescentes de µ; e
4. para ρ
2
→ a sensibilidade aumenta para µ < 0 com valores crescentes de | µ | e diminui
para µ > 0 com valores crescentes de µ.
Para d emons trar a eﬁc´acia do uso da distˆancia de Bregman como termo de regulariza¸c˜ao
no funcional de Tikhonov, escolheu-se trˆes conjuntos de valores exatos e valores iniciais cujo
algoritmo n˜ao convergiu qu an do usou-se o m´etodo de Levenberg-Marquardt. Os valores exatos
e as estimativas iniciais para as propriedades r adiativas s˜ao apresentadas na Tabela 5.2. Nestes
casos considerou-se que os parˆametros de referˆencia para as inc´ognitas s˜ao iguais aos valores
exatos.
Nas Tabelas 5.3 a 5.5, p´agina 61, s˜ao mostrados os valores estimados para as inc´ognitas
ap´os algumas itera¸c˜oes escolhidas arbitrariamente com o algoritmo empregando o m´etodo de
Levenberg-Marquardt (LM) sem ru´ıdo, i.e. σ = 0.0 na Eq. (5.1). Nessas tabelas observa-se que
n˜ao se consegue recuperar os valores exatos, ou seja, o LM n˜ao convergiu para a solu¸c˜ao exata
com λ = 0, 01.
A seguir s˜ao apresentados os resultados obtidos com a distˆancia proposta nessa tese empre-
gando a regulariza¸c˜ao com momentos da q-discrepˆancia levando `a convergˆencia.
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Figura 5.17: Coeﬁcientes de sensibilidade para τ
0
, ω, ρ
1
e ρ
2
. Casos Teste I, II e III, respectivamente.
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Tabela 5.2: Valores exatos e estimativa inicial para os cas os teste.
Parˆametros exatos Estimativa inicial
Caso

P
exato
=

P
R
= {τ
0
, ω, ρ
1
, ρ
2
}
T

P
0
= {τ
0
0
, ω
0
, ρ
0
1
, ρ
0
2
}
T
I {1, 0; 0, 5; 0, 95; 0, 5} {1, 5; 0, 95; 0, 1; 0, 1}
I I {1, 0; 0, 5; 0, 1; 0, 95} {5, 0; 0, 95; 0, 95; 0, 1}
I II {0, 3; 0, 5; 0, 1; 0, 95} {1, 5; 0, 95; 0, 95; 0, 1}
Nas Tabelas 5.6 a 5.14, p´aginas 62 a 70, s˜ao m ostrados os valores estimados para as inc´ognitas

P , para os Casos Teste I, II e III, respectivamente, em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas, usando
ru´ıdos σ = 0, 0; 0, 0025 e 0, 005 e os correspondentes erros nos dados experimentais. Estas
estimativas foram obtidas com q = 1, 5, m = 1, 0 e com o parˆametro de regulariza¸c˜ao α = 0, 01.
Das Tabelas 5.6-5.14 observa-se a convergˆen cia obtida a partir das estimativas iniciais presentes
na Tabela 5.2.
Visando estudar o comportamento do problema foi realizado um exaustivo um estudo
param´etrico para (q, m, α) e os resultados s˜ao mostrados nas Tabelas 5.15-5.32, p´aginas 71-
88. Os parˆametros q, m e α foram variados nos intervalos 0 < q ≤ 2, 5, 0 ≤ m ≤ 3 e
10
−5
≤ α ≤ 10
−1
. Nas Tabelas 5.15-5.32 s˜ao mostrados os Casos Teste I, II e III, com os
respectivos valores (q, m, α), nos quais a convergˆencia foi alcan¸cada, indicada por C e aquelas
cuja convergˆencia n˜ao foi alcan¸cada, indicada por NC. As c´elulas preenchidas por cor cinza
indicam que a convergˆencia n˜ao foi alcan¸cada sem a inser¸c˜ao de ru´ıdo nos dados, i.e. σ = 0, 0
na Eq. (5.1). As ´areas hachureadas s˜ao indicativas de n˜ao-convergˆencia.
Em alguns casos houve convergˆencia para valores exatos. Neste caso foi identiﬁcado nas
tabelas como n˜ao tendo ocorrido convergˆencia. Em outras palavras convergˆencia ´e aqui consi-
derada como convergˆencia para o valor esperado.
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Tabela 5.3: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espe c´ıﬁcas usando LM. Caso
Teste I.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo)
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
Fun¸c˜ao objetivo
0 1, 5 0, 95 0, 1 0, 1 1, 2800
1 1, 8661 0, 9824 1, 0E − 04 1, 0E − 04 1, 5137
2 2, 1649 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 1, 8627
3 2, 3521 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 1, 8627
4 2, 4544 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 1, 9790
5 2, 5056 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 2, 0003
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Tabela 5.4: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espe c´ıﬁcas usando LM. Caso
Teste II.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo)
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
Fun¸c˜ao objetivo
0 5, 0 0, 95 0, 95 0, 1 10, 0174
1 5, 7602 0, 9624 7, 51E − 02 1, 0E − 04 1, 7609
2 6, 9969 0, 9952 1, 0E − 04 1, 0E − 04 2, 4828
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
20 9, 1117 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 2, 4584
Tabela 5.5: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espe c´ıﬁcas usando LM. Caso
Teste III.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo)
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
Fun¸c˜ao objetivo
0 1, 5 0, 95 0, 95 0, 1 6, 2722
1 3, 4547 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 0, 9193
2 7, 8518 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 0, 6919
3 15, 8352 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 0, 6824
4 6, 0325 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 0, 7712
5 23, 0579 0, 9950 1, 0E − 04 1, 0E − 04 0, 6855
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.




[image: alt]5.2 Solu¸c˜ao Num´erica do Problema Inverso com o Funcional de Tikhonov 62
Tabela 5.6: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com regulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5; m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste I.

P
exato
=

P
R
= {1, 0; 0, 5; 0, 95; 0, 5}.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 1, 5 0, 95 0, 1 0, 1 2, 5830
1 1, 2875 7, 179E − 01 7, 645E − 01 5, 378E − 01 7, 6250E − 02
2 1, 0060 5, 590E − 01 8, 655E − 01 4, 827E − 01 1, 0267E − 02
3 1, 0005 5, 056E − 01 9, 399E − 01 5, 006E − 01 7, 6526E − 05
4 1, 0000 5, 000E − 01 9, 498E − 01 5, 000E − 01 1, 2180E − 08
5 9, 999E − 01 5, 000E − 01 9, 499E − 01 5, 000E − 01 8, 9522E − 17
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 9, 999E − 01 5, 000E − 01 9, 499E − 01 4, 999E − 01 4, 7703E − 19
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 9, 999E − 01 5, 000E − 01 9, 499E − 01 4, 999E − 01 7, 1133E − 20
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 9, 999E − 01 5, 000E − 01 9, 499E − 01 4, 999E − 01 2, 2728E − 20
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Tabela 5.7: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com regulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5; m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste I.

P
exato
=

P
R
= {1, 0; 0, 5; 0, 95; 0, 5}.
σ = 0, 0025 (erros de at´e 5% nos dados experimentais).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 1, 5 0, 95 0, 1 0, 1 2, 5752
1 1, 2793 7, 181E − 01 7, 632E − 01 5, 424E − 01 5, 424E − 01
2 1, 0110 5, 641E − 01 8, 673E − 01 4, 884E − 01 7, 6346E − 02
3 1, 0075 5, 156E − 01 9, 403E − 01 5, 050E − 01 9, 4615E − 03
4 1, 0056 5, 105E − 01 9, 489E − 01 5, 049E − 01 1, 1951E − 04
5 1, 0054 5, 104E − 01 9, 490E − 01 5, 050E − 01 6, 1676E − 05
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 1, 0054 5, 104E − 01 9, 490E − 01 5, 050E − 01 6, 1740E − 05
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 1, 0054 5, 104E − 01 9, 490E − 01 5, 050E − 01 6, 1740E − 05
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 1, 0054 5, 104E − 01 9, 490E − 01 5, 050E − 01 6, 1740E − 05
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Tabela 5.8: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com regulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5; m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste I.

P
exato
=

P
R
= {1, 0; 0, 5; 0, 95; 0, 5}.
σ = 0, 005 (erro s de at´e 10% nos dados experimentais).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 1, 5 0, 95 0, 1 0, 1 2, 5732
1 1, 2724 7, 188E − 01 7, 688E − 01 5, 457E − 01 7, 5056E − 02
2 1, 0069 5, 683E − 01 8, 741E − 01 4, 915E − 01 9, 379E − 03
3 1, 0000 5, 212E − 01 9, 449E − 01 5, 090E − 01 5, 0508E − 04
4 9, 979E − 01 5, 165E − 01 9, 529E − 01 5, 092E − 01 4, 5312E − 04
5 9, 977E − 01 5, 164E − 01 9, 529E − 01 5, 093E − 01 4, 5310E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 9, 977E − 01 5, 164E − 01 9, 529E − 01 5, 093E − 01 4, 5310E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 9, 977E − 01 5, 164E − 01 9, 529E − 01 5, 093E − 01 4, 5310E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 9, 977E − 01 5, 164E − 01 9, 529E − 01 5, 093E − 01 4, 5310E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Tabela 5.9: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com regulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5, m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste II.

P
exato
=

P
R
= {1, 0; 0, 5; 0, 1; 0, 9 5}.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 5, 0 0, 95 0, 95 0, 1 5, 7647E − 01
1 1, 9574 8, 619E − 01 7, 805E − 01 7, 483E − 01 1, 7833E − 01
2 1, 0866 7, 775E − 01 6, 164E − 01 9, 932E − 01 1, 4217E − 02
3 9, 251E − 01 5, 427E − 01 2, 532E − 01 9, 696E − 01 1, 0304E − 03
4 9, 995E − 01 5, 050E − 01 1, 228E − 01 9, 528E − 01 2, 1233E − 05
5 9, 999E − 01 5, 001E − 01 1, 008E − 01 9, 500E − 01 2, 3721E − 08
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 1, 0000 5, 000E − 01 9, 999E − 02 9, 499E − 01 1, 5660E − 18
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 1, 0000 5, 000E − 01 9, 999E − 02 9, 499E − 01 2, 6945E − 19
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 1, 0000 5, 000E − 01 9, 999E − 02 9, 499E − 01 9, 3734E − 20
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Tabela 5.10: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com re gulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5, m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste II.

P
exato
=

P
R
= {1, 0; 0, 5; 0, 1; 0, 9 5}.
σ = 0, 0025 (erros de at´e 3% nos dados experimentais).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 5, 0 0, 95 0, 95 0, 1 5, 7853E − 01
1 1, 9570 8, 620E − 01 7, 798E − 01 7, 491E − 01 1, 7769E − 01
2 1, 0871 7, 781E − 01 6, 155E − 01 9, 930E − 01 1, 4312E − 02
3 9, 240E − 01 5, 456E − 01 2, 554E − 01 9, 691E − 01 1, 2084E − 03
4 9, 977E − 01 5, 068E − 01 1, 247E − 01 9, 525E − 01 1, 5867E − 04
5 9, 982E − 01 5, 019E − 01 1, 024E − 01 9, 496E − 01 1, 3806E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 9, 983E − 01 5, 017E − 01 1, 015E − 01 9, 496E − 01 1, 3808E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 9, 983E − 01 5, 017E − 01 1, 015E − 01 9, 496E − 01 1, 3808E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 9, 983E − 01 5, 017E − 01 1, 015E − 01 9, 496E − 01 1, 3808E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Tabela 5.11: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com re gulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5, m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste II.

P
exato
=

P
R
= {1, 0; 0, 5; 0, 1; 0, 9 5}.
σ = 0, 005 (er ros de at´e 7% nos dados experimentais).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 5,0 0,95 0,95 0,1 5,8084E-01
1 1,9574 8,599E-01 7, 802E − 01 6, 956E − 01 2, 4106E − 01
2 1, 0855 7, 595E − 01 5, 892E − 01 9, 807E − 01 1, 0037E − 02
3 9, 114E − 01 5, 297E − 01 2, 393E − 01 9, 621E − 01 8, 9792E − 04
4 9, 880E − 01 4, 934E − 01 1, 067E − 01 9, 551E − 01 3, 7918E − 04
5 9, 889E − 01 4, 886E − 01 8, 428E − 02 9, 538E − 01 3, 5190E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 9, 890E − 01 4, 884E − 01 8, 329E − 02 9, 538E − 01 3, 5159E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 9, 890E − 01 4, 884E − 01 8, 329E − 02 9, 538E − 01 3, 5159E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 9, 890E − 01 4, 884E − 01 8, 329E − 02 9, 538E − 01 3, 5159E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.




[image: alt]5.2 Solu¸c˜ao Num´erica do Problema Inverso com o Funcional de Tikhonov 68
Tabela 5.12: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com re gulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5, m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste III.

P
exato
=

P
R
= {0, 3; 0, 5; 0, 1; 0, 9 5}.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 1, 5 0, 95 0, 95 0, 1 6, 5766
1 7, 619E − 01 8, 381E − 01 4, 253E − 01 4, 233E − 01 1, 9813
2 −9, 371E − 02 6, 296E − 01 6, 465E − 02 1, 2013 2, 3962
3 1, 4720 5, 070E − 01 −4, 532E − 01 8, 843E − 01 2, 3986E − 01
4 2, 607E − 01 5, 870E − 01 5, 258E − 01 9, 852E − 01 2, 5880E − 02
5 3, 067E − 01 4, 957E − 01 1, 959E − 01 9, 607E − 01 9, 5534E − 03
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 2, 999E − 01 5, 000E − 01 9, 999E − 02 9, 499E − 01 3, 0206E − 18
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 2, 999E − 01 5, 000E − 01 9, 999E − 02 9, 499E − 01 1, 9755E − 18
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 2, 999E − 01 5, 000E − 01 9, 999E − 02 9, 499E − 01 1, 4043E − 18
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Tabela 5.13: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com re gulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5, m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste III.

P
exato
=

P
R
= {0, 3; 0, 5; 0, 1; 0, 9 5}.
σ = 0, 0025 (erros de at´e 9% nos dados experimentais).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 1, 5 0, 95 0, 95 0, 1 6, 5770
1 7, 626E − 01 8, 379E − 01 4, 260E − 01 4, 242E − 01 1, 9780
2 −9, 674E − 02 6, 286E − 01 6, 570E − 02 1, 2022 2, 4029
3 1, 4712 5, 069E − 01 −4, 516E − 01 8, 847E − 01 2, 4315E − 01
4 2, 601E − 01 5, 866E − 01 5, 359E − 01 9, 865E − 01 2, 931E − 02
5 3, 082E − 01 4, 952E − 01 2, 016E − 01 9, 619E − 01 1, 0928E − 02
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 3, 001E − 01 4, 997E − 01 1, 030E − 01 9, 507E − 01 5, 697E − 05
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 3, 001E − 01 4, 997E − 01 1, 030E − 01 9, 507E − 01 5, 697E − 05
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 3, 001E − 01 4, 997E − 01 1, 030E − 01 9, 507E − 01 5, 697E − 05
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Tabela 5.14: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com re gulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 1, 5, m = 1, 0 e α = 0, 01. Caso Teste III.

P
exato
=

P
R
= {0, 3; 0, 5; 0, 1; 0, 9 5}.
σ = 0, 005 (erro s de at´e 15% nos dados experimentais).
Fun¸c˜ao objetivo
Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
(Eq. (4.7))
0 1, 5 0, 95 0, 95 0, 1 6, 5753
1 7, 713E − 01 8, 382E − 01 4, 284E − 01 4, 300E − 01 1, 9442
2 −1, 084E − 01 6, 331E − 01 8, 767E − 02 1, 2168 2, 4197
3 1, 495E − 01 5, 073E − 01 −3, 890E − 01 8, 900E − 01 2, 4538E − 01
4 2, 632E − 01 5, 719E − 01 4, 820E − 01 9, 811E − 01 1, 8164E − 02
5 3, 000E − 01 4, 834E − 01 1, 722E − 01 9, 587E − 01 6, 0057E − 03
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
10 2, 966E − 01 4, 875E − 01 9, 353E − 02 9, 510E − 01 3, 0591E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
15 2, 966E − 01 4, 875E − 01 9, 353E − 02 9, 510E − 01 5, 059E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
18 2, 966E − 01 4, 875E − 01 9, 353E − 02 9, 510E − 01 5, 059E − 04
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Tabela 5.15: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste I.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C NC NC NC C C NC C NC C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C NC C C C C NC C C C C NC
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C NC C C C C NC C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
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Tabela 5.16: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste I.
σ = 0, 002 (erro s de at´e 5% nos dados ex perimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
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Tabela 5.17: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste I.
σ = 0, 0025 (erros de at´e 5% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
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Tabela 5.18: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste I.
σ = 0, 005 (erro s de at´e 10% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
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Tabela 5.19: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste I.
σ = 0, 015 (erro s de at´e 15% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C NC C C C C C NC NC
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
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Tabela 5.20: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste I.
σ = 0, 025 (erro s de at´e 19% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC C NC NC C NC NC NC NC NC
1, 0 C C C C C NC C C C C NC C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC C C C C C C C C C C C C C C
1, 0 NC NC C C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C C C C C C C C
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Tabela 5.21: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste II.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC NC NC NC NC NC NC NC NC C C C C C
1, 0 C NC C C C NC NC C C C C C C C C
2, 0 NC C NC NC NC C C NC NC NC NC C NC NC C
3, 0 C C NC NC NC C C C NC NC C C C NC NC
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC C C C C C C C C C C C C C
1, 0 NC C C C C NC C C C C NC C C C C
2, 0 NC C NC NC C NC C NC NC C C C C NC C
3, 0 C C C NC NC NC C C NC NC C C C NC NC
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Tabela 5.22: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste II.
σ = 0, 002 (erro s de at´e 3% nos dados ex perimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC C C C NC
1, 0 C C C C C C C NC C C C C
2, 0 NC NC C NC C
3, 0 C C NC NC C C C NC
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C NC C C C C C C C C C
1, 0 C C NC C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C
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Tabela 5.23: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste II.
σ = 0, 0025 (erros de at´e 3% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C NC NC NC NC
1, 0 NC C C C C C C NC NC C C C
2, 0 NC NC C C C
3, 0 NC C C C C C NC C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC C C C NC C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C NC C C C C C
3, 0 C C C C C C C C
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Tabela 5.24: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste II.
σ = 0, 005 (erro s de at´e 7% nos dados ex perimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C NC NC NC NC
1, 0 NC C C C C C C NC NC C C C
2, 0 NC NC C C NC
3, 0 C C C C C C C C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC C C NC NC C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C C C C C
3, 0 C C C C C C C C
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Tabela 5.25: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste II.
σ = 0, 015 (erro s de at´e 14% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC NC NC NC
1, 0 NC C C C NC C C N C NC C C C
2, 0 NC NC NC NC C
3, 0 NC NC NC NC NC NC NC C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC C C NC NC C C C N C NC NC NC C
1, 0 NC NC C C NC C C C NC NC C C
2, 0 NC C NC C NC NC NC C
3, 0 NC NC NC NC NC NC NC NC
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Tabela 5.26: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste II.
σ = 0, 025 (erro s de at´e 20% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC NC NC NC
1, 0 NC C C C NC C C N C NC NC C C
2, 0 NC NC NC NC C
3, 0 NC NC NC NC NC NC NC NC
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC C C NC NC NC C C NC NC NC NC C
1, 0 NC NC C C NC NC C C NC NC C C
2, 0 NC C NC C NC NC NC C
3, 0 NC NC NC NC NC NC NC NC
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Tabela 5.27: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste III.
σ = 0, 0 (sem ru´ıdo).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC NC NC C NC NC C NC C NC NC C C C
1, 0 C NC C C C NC C C C C NC C C C C
2, 0 NC NC NC C NC NC NC C C NC NC C NC NC NC
3, 0 NC NC C NC NC NC NC NC NC NC NC NC C NC NC
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC C C C C NC C C C NC NC NC C C
1, 0 NC NC C C C NC NC NC C C NC NC C C C
2, 0 NC NC NC NC NC NC NC NC NC NC NC NC NC NC NC
3, 0 NC NC NC C NC NC NC C C NC NC NC NC C NC
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Tabela 5.28: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste III.
σ = 0, 002 (erro s de at´e 9% nos dados ex perimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C NC NC NC
1, 0 C C C C C C C C C C C C
2, 0 C C C C
3, 0 NC NC
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C C C C C C C
1, 0 C C C C C C C C
2, 0
3, 0 C NC C C
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Tabela 5.29: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste III.
σ = 0, 0025 (erros de at´e 9% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC C NC NC NC
1, 0 C C C C C C C C C C C C
2, 0 C NC C C
3, 0 C C
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C NC C C C C C
1, 0 C C C C C C C C
2, 0
3, 0 C NC C C
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Tabela 5.30: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste III.
σ = 0, 005 (erro s de at´e 15% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC C NC NC NC
1, 0 C C C C C C C C C C C C
2, 0 C NC C C
3, 0 NC NC
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C NC C C C C C
1, 0 C C C C C N C C C
2, 0
3, 0 C NC C C
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Tabela 5.31: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste III.
σ = 0, 015 (erro s de at´e 17% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC N C NC NC NC
1, 0 NC C C C C C C C NC NC C C
2, 0 C NC C NC
3, 0 NC NC
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 C C C NC NC NC C C C
1, 0 C C C C C N C NC C
2, 0
3, 0 C NC NC NC
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Tabela 5.32: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para algoritmo com regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Caso Teste III.
σ = 0, 025 (erro s de at´e 20% nos dados experimentais).
m ↓ q → 0, 0 0, 5 1, 0
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC NC N C NC NC NC
1, 0 NC NC C C NC NC NC C NC NC NC NC
2, 0 NC NC NC NC
3, 0 NC NC
m ↓ q → 1, 5 2, 0 2, 5
α α α
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
10
−5
10
−4
10
−3
10
−2
10
−1
0, 0 NC C C NC NC NC C NC NC
1, 0 NC C C NC C NC NC C
2, 0
3, 0 NC NC NC NC
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Um pr ob lema inverso de estimativa d e parˆametros n˜ao est´a completamente solucionado
sem o c´alculo dos intervalos de conﬁan¸ca das estimativas

P
n
∗
. Ao convergir na itera¸c˜ao n
∗
os
intervalos de conﬁan¸ca para as estimativas

P
n
∗
s˜ao calculados usando o citado procedimento de
Gallant (1987). Usando a nota¸c˜ao de Huang e
¨
Ozisik (1990) o desvio padr˜ao para as estimativas
´e dado por
σ

P
= σ



diag

∂

I
T
calculado
∂

P
∂

I
calculado
∂

P
T

−1



1/2
(5.2)
O valor da probabilidade (1 − β), que no nosso caso assume o valor de 99% ´e denominado
n´ıvel de conﬁan¸ca e o valor β ´e chamado n´ı vel de signiﬁcˆancia, i.e. representa o erro que se
est´a cometendo quando se aﬁrma que a probabilidade do intervalo conter o verdadeiro valor do
parˆametro populacional ´e (1 − β). Conv´em ressaltar que quanto maior for o n´ıvel de conﬁan¸ca
(ou seja, quanto menor for o n´ıvel de signiﬁcˆancia) mais “amplo” ser´a o intervalo.
Assumindo uma distribui¸c˜ao normal para a amostra com n´ıvel de conﬁan¸ca de 99%, os
limites do intervalo de conﬁan¸ca para as estimativas P
i
, i = 1, 2, . . . , N, onde N ´e o n´umero de
inc´ognitas, i.e. N = 4, s˜ao obtidos (Flach e
¨
Ozisik, 1989)
]P
i
− 2, 576σ
P
i
, P
i
− 2, 576σ
P
i
[ , i = 1, 2, . . . , N (5.3)
Partindo das Tabelas 5.33-5.35 s˜ao constru´ıdas as Figs. 5.18-5.20. S˜ao considerados dez
exp erimentos usando diferentes conjuntos de n´umeros aleat´orios na Eq. (5.1), simulan do dez
exp erimentos diferentes. Nessas ﬁguras observa-se que boas estimativas s˜ao obtidas at´e mesmo
para dados experimentais com alto n´ıvel de ru´ıdo. Observa-se tamb´em que os maiores intervalos
de conﬁan¸ca s˜ao obtidos para as estimativas dos parˆametros τ
0
no Caso Teste I e ρ
1
nos Casos
Teste II e III. I sso ´e devido `a pequena sensibilidade destes parˆametros. Conforme pode ser visto
na Se¸c˜ao 5.2.
Em to dos os casos estudados foi considerado o meio iluminado apen as no lado esquerdo, i.e.
τ = 0, portanto f
1
= 1 e f
2
= 0 nas Eqs. (2.1b) e (2.1c) respectivamente.
´
E bom ter em mente que os casos considerados at´e o presente momento (Casos Testes I a
I II ) tˆem

P
exato
=

P
R
.
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Tabela 5.33: Parˆametros estimados e intervalos de conﬁan¸ca para o Caso Teste I usando q = 1, 5 , m = 1, 0, α = 0, 001 e σ = 0, 0 02.
intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca
τ
0
ω ρ
1
ρ
2
N ´umero
τ
0
limite l imite ω limite limite ρ
1
limite l imite ρ
2
limite l imite
de
estimado inferior superior estimado inferior superior estimado inferior superior estimado inferior superior
avalia¸c˜oes
1 1, 0146 0, 9524 1, 0769 0, 5022 0, 4764 0, 5279 0, 9509 0, 9433 0, 9585 0, 4950 0, 4709 0, 5191
2 1, 0052 0, 9434 1, 0669 0, 5018 0, 4761 0, 5276 0, 9489 0, 9414 0, 9565 0, 4992 0, 4754 0, 5230
3 0, 9666 0, 9070 1, 0263 0, 4891 0, 4630 0, 5153 0, 9470 0, 9393 0, 9547 0, 5122 0, 4892 0, 5351
4 1,0066 0,9448 1,0684 0,4992 0,4733 0,5250 0,9490 0,9413 0,9566 0,4991 0,4752 0,5229
5 1,0121 0,9497 1,0746 0,5057 0,4800 0,5313 0,9507 0,9433 0,9582 0,5006 0,4767 0,5244
6 1,0011 0,9396 1,0626 0,4984 0,4725 0,5242 0,9522 0,9447 0,9598 0,4991 0,4753 0,5229
7 0,9930 0,9320 1,0539 0,4970 0,4712 0,5229 0,9524 0,9448 0,9599 0,4992 0,4756 0,5228
8 0,9874 0,9265 1,0483 0,4967 0,4708 0,5226 0,9529 0,9454 0,9604 0,5054 0,4820 0,5289
9 0,9994 0,9381 1,0606 0,4946 0,4686 0,5206 0,9585 0,9510 0,9660 0,4964 0,4725 0,5203
10 0,9551 0,8965 1,0144 0,4820 0,4557 0,5084 0,9505 0, 9428 0,9582 0,5139 0,4911 0,5367
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Figura 5.18: Parˆametros estimados e intervalos de conﬁan¸ca para o Caso Teste I usando q = 1, 5,
m = 1, 0, α = 0, 001 e σ = 0, 002 (erros de at´e 5% nos da dos experimentais).
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Tabela 5.34: Parˆametros estimados e intervalos de conﬁan¸ca para o Caso Teste II usando q = 1, 5, m = 1, 0, α = 0, 001 e σ = 0, 00 2.
intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca
τ
0
ω ρ
1
ρ
2
N ´umero
τ
0
limite l imite ω limite limite ρ
1
limite l imite ρ
2
limite l imite
de
estimado inferior superior estimado inferior superior estimado inferior superior estimado inferior superior
avalia¸c˜oes
1 1,0001 0,9713 1,0289 0,4948 0,4579 0,5318 0,0824 0,0000 0,2132 0,9498 0,9432 0,9563
2 1,0050 0,9763 1,0337 0,4930 0,4556 0,5304 0,0694 0,0000 0,2032 0,9459 0,9390 0,9528
3 1,0132 0,9853 1,0411 0,5062 0,4694 0,5431 0,1105 0,0000 0,2110 0,9455 0,9386 0,9524
5 1,0021 0,9735 1,0308 0,4973 0,4604 0,5341 0,0908 0,0000 0,2199 0,9509 0,9444 0,9574
6 1,0033 0,9748 1,0317 0,5016 0,4648 0,5384 0,0989 0,0000 0,2263 0,9524 0,9460 0,9588
7 0,9784 0,9502 1,0067 0,5163 0,4805 0,5520 0,1661 0,0508 0,2814 0,9535 0,9474 0,9596
8 1,0089 0,9805 1,0374 0,4974 0,4604 0,5344 0,0899 0,0000 0,2191 0,9474 0,9407 0,9542
9 1,0104 0,9526 1,0400 0,5038 0,4668 0,5408 0,1040 0,0000 0,2307 0,9526 0,9462 0,9589
10 0,9880 0,9598 1,0163 0,5067 0,4707 0,5427 0,1319 0, 0114 0,2523 0,9497 0,9433 0,9561
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Figura 5.19: Parˆametros estimados e intervalos de conﬁan¸ca para o Caso Teste II usando q = 1, 5,
m = 1, 0, α = 0, 001 e σ = 0, 002 (erros de at´e 3% nos da dos experimentais).
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Tabela 5.35: Parˆametros estimados e intervalos de conﬁan¸ca para o Caso Teste III usando q = 1, 5, m = 1, 0, α = 0, 001 e σ = 0, 002.
intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca intervalo de conﬁan¸ca
τ
0
ω ρ
1
ρ
2
N ´umero
τ
0
limite l imite ω limite limite ρ
1
limite l imite ρ
2
limite l imite
de
estimado inferior superior estimado inferior superior estimado inferior superior estimado inferior superior
avalia¸c˜oes
1 0,2929 0,2775 0,3083 0,5024 0,4938 0,5109 0,1291 0,0695 0,1886 0,9520 0,9485 0,9555
2 0,3039 0,2884 0,3193 0,4935 0,5020 0,4850 0,0719 0,0089 0,1350 0,9485 0,9449 0,9522
3 0,3109 0,2952 0,3267 0,4991 0,4905 0,5077 0,0559 0,0000 0,1210 0,9485 0,9448 0,9522
4 0,2981 0,2826 0,3136 0,5015 0,4929 0,5100 0,1102 0,0492 0,1712 0,9507 0,9471 0,9542
5 0,2998 0,2844 0,3152 0,4956 0,4871 0,5042 0,0929 0,0311 0,1547 0,9486 0,9450 0,9523
6 0,2934 0,2781 0,3087 0,4970 0,4886 0,5055 0,1148 0,0548 0,1748 0,9507 0,9472 0,9542
7 0,2952 0,2798 0,3105 0,4991 0,4906 0,5076 0,1139 0,0534 0,1744 0,9494 0,9458 0,9530
8 0,2970 0,2816 0,3124 0,4970 0,4885 0,5055 0,1062 0,0454 0,1671 0,9497 0,9461 0,9533
9 0,3042 0,2887 0,3197 0,4959 0,4873 0,5044 0,0747 0,0117 0,1378 0,9492 0,9455 0,9528
10 0,2984 0,2831 0,3138 0,4943 0,4858 0,5028 0,0938 0, 0324 0,1553 0,9492 0,9456 0,9528
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Figura 5.20: Parˆametros estimados e intervalos de conﬁan¸ca para o Ca so Teste III usando q = 1, 5,
m = 1, 0, α = 0, 001 e σ = 0, 002 (erros de at´e 9% nos da dos experimentais).
Na presente Se¸c˜ao foram estudados trˆes casos em que o

P
exato
=

P
R
. A partir deste ponto
diferentes situa¸c˜oes provenientes dos Casos Teste I, II e I II s˜ao consideradas onde

P
0
=

P
R
=

P
exato
.
Os Casos Teste IV, V e VI s˜ao apresentados na Tabela 5.36.
Como mostrado na Tabela 5.37 o algoritmo converge para Caso de Teste IV, mas n˜ao ´e capaz
de ao t´er mino do primeiro ciclo de repeti¸c˜oes alcan¸car a solu¸c˜ao desejada devido `a distˆancia
do valor de referˆencia ao valor exato. Ent˜ao, o algoritmo ´e executado novamente fazendo
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P
R
2
0
ciclo
=

P
estimado
1
0
ciclo
. Neste caso, em particular, ap´os o segundo ciclo, com

P
R
3
0
ciclo
=

P
estimado
2
0
ciclo
consegue-se a solu¸c˜ao desejada.
Tabela 5.36: Valores exatos e referˆencia para os Casos Teste IV, V e VI.

P
0
=

P
R
=

P
exato
.
Parˆametros exatos Estimativa inicial
Caso

P
exato
= {τ
0
, ω, ρ
1
, ρ
2
}
T

P
0
=

P
R
= {τ
R
0
, ω
R
, ρ
R
1
, ρ
R
2
}
T
IV
(advindo do Caso Teste I)
{1, 0; 0, 5; 0, 95; 0, 5} {1, 5; 0, 95; 0, 1; 0, 1}
V
(advindo do Caso Teste II)
{1, 0; 0, 5; 0, 1; 0, 95} {5, 0; 0, 95; 0, 95 ; 0, 1}
VI
(advindo do Caso Teste III)
{0, 3; 0, 5; 0, 1; 0, 95} {1, 5; 0, 95; 0, 95 ; 0, 1}
Tabela 5.37: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com re gulariza¸c˜ao
de Tikhonov, q = 0, 5, m = 1, 0 e α = 0, 001. Caso Teste IV.

P
0
=

P
R
=

P
exato
.
σ = 0, 005 (er ros de at´e 9,0% nos dados experimentais) .
Ciclo Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
0 1, 5 0, 95 0, 1 0, 1
1 1, 6874 0, 7304 0, 8373 0, 3784
2 1, 3117 0, 6241 0, 9033 0, 4032
3 1, 2389 0, 5889 0, 9461 0, 4357
4 1, 2488 0, 5904 0, 9492 0, 4337
5 1, 2542 0, 5919 0, 9494 0, 4321
6 1, 2561 0, 5924 0, 9494 0, 4315
(1)

P
R
= {1, 5; 0, 95; 0, 1; 0, 1} 7 1, 2568 0, 5926 0, 9495 0, 4313
8 1, 2570 0, 5926 0, 9495 0, 4312
9 1, 2571 0, 5926 0, 9495 0, 4312
10 1, 2571 0, 5927 0, 9495 0, 4312
11 1, 2571 0, 5927 0, 9495 0, 4312
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
continua na pr´oxima p´agina
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Tabela 5.37: Valores estimados para as inc´ognitas em algumas itera¸c˜oes espec´ıﬁcas com regulariz a¸c˜ao,
q = 0, 5, m = 1, 0 e α = 0, 001. Caso Teste IV.

P
0
=

P
R
=

P
exato
. σ = 0, 005 (erros de
at´e 9,0% nos dados experimentais) (continua¸c˜ao).
Ciclo Itera¸c˜ao τ
0
ω ρ
1
ρ
2
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
20 1, 2571 0, 5927 0, 9495 0, 4312
0 1, 2571 0, 5927 0, 9495 0, 4312
1 1, 0873 0, 5345 0, 9572 0, 4737
2 1, 0859 0, 5269 0, 9586 0, 4753
3 1, 0862 0, 5269 0, 9586 0, 4752
(2)

P
R
= {1, 2571; 0, 5927; 0, 9572; 0, 4737}
4 1, 0862 0, 5269 0, 9.586 0, 4752
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
20 1, 0862 0, 5269 0, 9586 0, 4752
0 1, 0862 0, 5269 0, 9586 0, 4752
1 1, 0097 0, 5151 0, 9530 0, 5051
2 1, 0108 0, 5146 0, 9531 0, 5039
(3)

P
R
= {1, 0862; 0, 5269; 0, 9586; 0, 4752}
3 1, 0108 0, 5146 0, 9531 0, 5039
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
20 1, 0108 0, 5146 0, 9531 0, 5039
Do mesmo modo que foram tratados os Casos Teste I, II e III com rela¸c˜ao a convergˆencia,
foi veriﬁcada a convergˆencia para Caso Teste IV sem a inser¸c˜ao d e ru´ıdo, i.e. σ = 0, 0.
Al´em de estarem inseridos dentro do intervalo de conﬁan¸ca adotado neste trabalho, o crit´erio
de parada para determina¸c˜ao de qu al o ciclo seria o ideal foi efetuado usando-se o crit´erio do
menor erro relativo entre os valores estimados do ciclo seguinte e o anterior. Veriﬁca-se que
os menores erros relativos s˜ao encontrados no terceiro ciclo. A partir do quarto ciclo os erros
relativos come¸cam a aumentar.
Na Figura 5.21 s˜ao mostrados os intervalos de conﬁan¸ca calculados para cada inc´ognita, para
o Caso Teste IV, considerando que o algoritmo foi executado dez vezes com diferentes conjuntos
de n´umeros aleat´orios na Eq. 5.1. Estes resultados foram obtidos ao ﬁnal do terceiro ciclo de
itera¸c˜oes. As retas representam os valores exatos dos parˆametros estudados.
Como mostra a Tabela 5.38 a convergˆencia depende dos parˆametros (q, m, α) utilizados
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e quando a convergˆencia ´e encontrada pode acontecer com um diferente n´umero de ciclos de
itera¸c˜ao.




[image: alt]5.2 Solu¸c˜ao Num´erica do Problema Inverso com o Funcional de Tikhonov 99
0 2 4 6 8 10
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,0
1,5
1,0
0,5
0,0
t
0
exato
t
0
estimado
w exato
w estimado
número de "experimentos"

0 2 4 6 8 10
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
2,0
1,5
1,0
0,5
0,0
r
1
exato
r
1
estimado
r
2
exato
r
2
estimado
número de "experimentos"

Figura 5.21: Parˆametros estimados e intervalos de conﬁan¸ca para o Caso Teste IV usando q = 1, 5,
m = 1, 0, α = 0, 001 e σ = 0, 005 (erros de at´e 9% nos da dos experimentais).
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Tabela 5.38: Regi˜oes (q, m, α) de convergˆencia (C) e n˜ao-convergˆencia (NC) para o algo ritmo com
regulariza¸c˜ao de Tikhonov. Casos Teste IV, V e VI.

P
0
=

P
R
=

P
exato
.
σ = 0, 005.
Caso Teste q m α Convergˆencia N´umero de ciclos de itera¸c˜oes EDE
a
0, 0001 C 2
0, 5 1, 0 0, 001 C 3
0, 01 C 5
IV
0, 0001 C 2
< 6%
1, 0 2, 0 0, 001 C 6
0, 01 C 5
0, 0001 NC -
0, 5 1, 0 0, 001 NC -
0, 01 C 9
V
0, 0001 NC -
< 4%
1, 0 2, 0 0, 001 NC -
0, 01 NC -
0, 0001 C 1
0, 5 1, 0 0, 001 C 2
0, 01 NC -
VI
0, 0001 NC -
< 8%
1, 0 2, 0 0, 001 NC -
0, 01 NC -
a
Erro nos dados experimentais




Cap´ıtulo 6
Coment´arios Finais e Sugest˜oes
A resolu¸c˜ao da equa¸c˜ao ´ıntegro-diferencial de transferˆencia radiativa em meio participante,
unidimensional, homogˆeneo foi efetuada pelo c´odigo denominado ODMS - Ordenadas Discretas
Malha Simples, que implementa a metodologia de ordenadas discretas (S
N
) descrita na Se¸c˜ao
2.3.1 [Silva Neto e Roberty (1998b), Pinheiro et al. (2000; 2000a; 2000b; 2000c; 2001) e Pinheiro
(2001)]. O conjunto de programas que constituem os algoritmos de invers˜ao e o p rograma
ODMS foi escrito e compilado na linguagem FORTRAN e executado para os casos-teste em
um microcomputador IBM compat´ıvel com processador Pentium III, 866 MHz. O desempenho
computacional e a facilidade da implementa¸c˜ao do m´etodo de ord en ad as discretas (S
N
) qualiﬁca-
o, vide Se¸c˜ao 2.3.2, para o uso na solu¸c˜ao de problemas inversos em que se requeira o c´alculo
da solu¸c˜ao do prob lema direto de transferˆencia radiativa em meios participantes, homogˆeneos e
unidimensionais, de forma iterativa.
Os dados de entr ada do ODMS incluem, para os valores discretos especiﬁcados pela quadratura
Gaussiana considerada e seus r espectivos pesos correspondentes, a espessura ´optica, o albedo
de espalhamento simp les, as superf´ıcies de contorno reﬂ etoras difusas sujeitas a fontes de radi-
a¸c˜ao isotr´opicas externas. O modelo permite incluir fontes internas. As sa´ıd as incluem, para os
valores discretos especiﬁcados pela quadratura Gaussiana considerada e seu s respectivos pesos
corresp on dentes, os resultados da intensidade da radia¸c˜ao.
O usu´ario tamb´em pode escolher na solu¸c˜ao do problema direto ou inverso qual a divis˜ao a
ser adotada na discretiza¸c˜ao da malha espacial.
Os c´odigos ODMSINV e MOMENTOS que implementam as metodologias de invers˜ao de-
scritas, respectivamente, nos Cap´ıtulos 3 e 4, foram testados e obtidos resultados preliminares
referentes aos m´etodos.
A estima¸c˜ao dos parˆametros preestabelecidos foi efetuada para dados sint´eticos, ou seja,
simulados em computador, em substitui¸c˜ao aos dados experimentais. Os dados sint´eticos foram
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gerados pelo mesmo modelo direto utilizado na invers˜ao, implementado pelo c´odigo ODMS.
As intens idades da radia¸c˜ao foram corrompidas por ru´ıdo gaussiano, por meio de uma rotina
computacional.
Foi observado que o m´etodo de Levenberg-Marquardt, Cap´ıtulo 3, mesmo com uso do
parˆametro de regulariza¸c˜ao α, pode apresentar diﬁculdade de convergˆencia. Foi realizada, por-
tanto, uma bateria de testes visando id entiﬁcar limita¸c˜oes com rela¸c˜ao `a escolha das estimativas
iniciais. Quando foram usadas estimativas iniciais elevadas dentro do limites de varia¸c˜ao dos
parˆametros, diﬁculdades de convergˆencia ocorreram.
An´alise do problema de sensibilidade ajuda a distinguir a inﬂuˆencia d os parˆametros no
fenˆomeno estudado facilitando assim o estudo do problema inverso
Como o objetivo inicial do trabalho foi o de resolver, utilizando u m funcional de Tikhonov,
constru´ıdo a partir do conceito de distˆancia de Bregman e de fun¸c˜ao de Bregman denominada
q-discrepˆancia, os casos nos quais houve diﬁculdade de convergˆencia para a solu¸c˜ao exata com
a utiliza¸c˜ao do m´etodo d e Levenberg-Marquardt, foram analisados casos em que o m´etodo novo
funcional de Tikhonov converge para a solu¸c˜ao exata. Foi veriﬁcado qu e com o aumento da
ordem dos momentos, m = 0, m = 1 e m = 2, nos casos em que o grau de liberdade q = 1
a convergˆencia para os valores exatos com um n´umero menor que 20 itera¸c˜oes no caso em que

P
exato
=

P
R
=

P
0
. J´a para

P
0
=

P
R
=

P
exato
isso nem s empre acontece.
A escolha do valor do parˆametro de regulariza¸c˜ao n˜ao segue crit´erios exatos, podendo ser
qualiﬁcada como um pro cedimento emp´ır ico de observa¸c˜ao. De modo geral, valores muito altos
de α fornecem curvas excessivamente suaves, tendend o a perder a consistˆencia com os dados do
problema. Por outro lado, valores muito baixos de α eliminam a inﬂuˆencia da regulariza¸c˜ao,
levando a oscila¸c˜oes nos valores estimados.
Mesmo com n´ıveis de ru´ıdos altos, bons r esultados (n´ıvel de conﬁan¸ca de 99%) foram obtidos
na determina¸c˜ao da espessura ´optica, do albedo de espalhamento simples e das reﬂectividades
difusas.
Foi realizada uma grande quantidad e de testes num´ericos. A inclus˜ao de todos os testes,
onde ocorreu diﬁculd ade de convergˆencia para a solu¸c˜ao exata, demandaria espa¸co necess´ario
para in´umeras tabelas e gr´aﬁcos representando os resultados obtidos.
Bons resultados foram obtidos com a meto dologia descrita nesse trabalho e com o uso da
solu¸c˜ao impl´ıcita conseguida pelo m´etodo da q-discrepˆancia.
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6.1 Trabalhos Futuros
Desenvolver um c´odigo computacional relativo ao c´alculos das derivadas diretamente na
equa¸c˜ao de Boltzmann, conforme Apˆendice B obtendo ent˜ao um conjunto de equa¸c˜oes integro-
diferencial objetivando a redu¸c˜ao dos ru´ıdos e futuras an´alises dos coeﬁcientes de sensibilidade.
Utilizar distˆancias de Bregman ponderadas constru´ıdas com o funcional da q-discrepˆancia
como termo de regulariza¸c˜ao do funcional de T ikhonov visando obter melhores estimativas para
as inc´ognitas (Silva Neto e Cella, 2005).
Como n˜ao trabalhamos com termo fonte nos casos estudados sugerimos que seja feita a
estimativa do mesmo em trabalhos futuros.
Fazer uma veriﬁca¸c˜ao para os casos nos quais n˜ao houve convergˆencia sem a presen¸ca de
ru´ıdo (i) mudando o m´etodo de otimiza¸c˜ao; (ii) sintonizando o parˆametro de amortecimento.
Veriﬁcar se os crit´erios de estima¸c˜ao do parˆametro de regulariza¸c˜ao (curva-L, crit´erio da
discrepˆan cia, correla¸c˜ao cruzada, etc.) s˜ao v´alidos para esse novo operador de regulariza¸c˜ao.
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Desenvolvimento 1:
[J] ≡ N
d
× N
i
→ [J
T
] ≡ N
i
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d
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F ] ≡ N
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× 1
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× 1
[

D

P
] ≡ N
i
× 1
Desenvolvimento 2:
Veriﬁca¸c˜ao de J
T

F da Eq. (4.19).
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Desenvolvimento 3:
Veriﬁca¸c˜ao de J
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da Eq. (4.23).
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Desenvolvimento 4:
Veriﬁca¸c˜ao da matriz J
D
st
formada pelos elementos correspondente `a Eq. (4.26).
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Desenvolvimento 5:
Veriﬁca¸c˜ao da matriz J
D
formada pelos elementos correspondente `a Eq. (4.28).
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Desenvolvimento 6:
As matrizes f ormadas pelas partes B
′
e B
′′
da Eq. (4.36)
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B
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(vide Observa¸c˜ao 2)
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Desenvolvimento 7:
Desenvolvendo a parte A da Eq. (B.11), obt´em-se
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Apˆendice B
Solu¸c˜ao do Problema Inverso com a
Fun¸c˜ao Objetivo Constru´ıda com
Distˆancias de Bregman e Momentos
da q-Discrepˆancia
Neste apˆendice propomos a utiliza¸c˜ao de distˆan cias de Bregman tanto na constru¸c˜ao da
fun¸c˜ao objetivo quanto dos ter mo de regulariza¸c˜ao no funcional de Tikhonov.
B.1 Deﬁni¸c˜ao e Minimiza¸c˜ao do Funcional de Regulariza¸c˜ao
O funcional a ser minimizado agora ´e deﬁnido como
Q(

P ) = D
m
1
,q
1


I(

P ),

Y

+ αD
m
2
,q
2
(

P ,

P
R
) (B.1)
onde

I representa o vetor intensidade da radia¸c˜ao calculada. O parˆametro de regulariza¸c˜ao α
fornece um aju ste para a precis˜ao e a estabilidade da solu¸c˜ao. Aqui consideramos a discretiza¸c˜ao
do dom´ınio angular representada na Fig. B.1, e, portanto,

I = {I
1
, I
2
, . . . , I
N
}
T
(B.2)
O vetor

Y representa o valor medido da intensidade da radia¸c˜ao

Y = {Y
1
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2
, . . . , Y
N
d
}
T
(B.3)
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Figura B.1: Discr etiza¸c˜ao do dom´ınio angular.
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Figura B.2: Dados experimentais.
onde N
d
´e o n´umero de dados experimentais. Aqui ´e feita a equivalˆen cia N ≡ N
d
de forma que
os valores da intensidade da radia¸c˜ao s˜ao calculados para os mesmos ˆangulos polares onde s˜ao
feitas as medidas experimentais, conforme mostra a Fig. B.2.
Ainda na Eq. (B.1),

P e

P
R
representam respectivamente o vetor de inc´ognitas e o vetor
com os valores de referˆencia para estas inc´ognitas
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onde N
i
´e o n´umero de inc´ognitas do problema.
As distˆancias de Bregman [vide Se¸c˜ao 4.1.1] D
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) relativas `a
fun¸c˜ao objetivo a ser minimizada e ao termo de regulariza¸c˜ao s˜ao deﬁnidas, respectivamente,
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As fun¸c˜oes de Bregman associadas aos funcionais dos momentos da q-discrepˆancia s˜ao
deﬁnidas como
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onde q
i
, m
i
, i = 1, 2 s˜ao n´umeros reais positivos cujos valores s˜ao variados na busca da melhor
solu¸c˜ao e as distˆancias de Bregman podem ser constru´ıdas a partir das Eqs.(B.6) levando ent˜ao
a montagem do funcional de regulariza¸c˜ao (B.1).
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obt´em-se
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e analogamente `a Eq. (B.7b) obt´em-se da E q. (B.6c)
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O produto inter no das Eqs. (B.5) pode ser escrito como
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usando-se as nota¸c˜oes η
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Aplicando as Eqs. (B.8) e (B.6) em (B.5) resulta
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Para a minimiza¸c˜ao da fun¸c˜ao custo com termo de regulariza¸c˜ao (B.1) ser´a necess´ario o c´al-
culo das d erivadas
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e
∂
2
D
m
2
,q
2
∂P
j
∂P
k
, com j = 1, 2, . . . , N
i
e k = 1, 2, . . . , N
i
.
Buscando-se o m´ınimo do f uncional de regulariza¸c˜ao dado pela Eq. (B.1) escreve-se a
equa¸c˜ao do ponto cr´ıtico,
∂Q(

P )
∂

P
= 0 ˙..
∂Q(

P )
∂P
j
= 0, j = 1, 2, . . . , N
i
(B.10)
ou, na forma
∂Q(

P )
∂P
j
=
∂D
m
1
,q
1
∂P
j
  
A
+ α
∂D
m
2
,q
2
∂P
j
  
B
, j = 1, 2, . . . , N
i
(B.11)
usando as nota¸c˜oes D
m
1
,q
1
≡ D
m
1
,q
1


I(

P ),

Y

e D
m
2
,q
2
≡ D
m
2
,q
2
(

P ,

P
R
).
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Calculando a derivada de A
1
e B, obtemos, respectivamente,
∂D
m
1
,q
1
∂P
j
=
N
d

i=1

(m
1
+ q
1
)(I
m
1
+q
1
−1
i
− Y
m
1
+q
1
−1
i
) − m
1
(I
m
1
−1
i
− Y
m
1
−1
i
)
q
1

∂I
i
∂p
j
(B.12a)
∂D
m
2
,q
2
∂P
j
= P
m
2
−1
j

(q
2
+ m
2
)P
q
2
j
− m
2
q
2

− P
R
m
2
−1
j

(q
2
+ m
2
)P
R
q
2
j
− m
2
q
2

(B.12b)
Deve-se observar que na dedu¸c˜ao da Eq. (B.12a) foi usada a regra da cadeia
∂h [I
i
(P
k
)]
∂P
k
=
∂h(I
i
)
∂I
i
∂I
i
∂P
k
(B.13)
Deﬁnindo F
j
(

P ) =
∂Q(

P )
∂P
j
, podemos escrever a equa¸c˜ao do ponto cr´ıtico (B.10) na forma
F
j
(

P ) =
∂Q(

P )
∂P
j
= 0, j = 1, 2, . . . , N
i
(B.14)
Assim sendo, a Eq. (B.11) pode ser escrita na forma
F
j
(

P ) =
∂D
m
1
,q
1


I(

P ),

Y

∂P
j
+ α
∂D
m
2
,q
2
(

P ,

P
R
)
∂P
j
= 0, j = 1, 2, . . . , N
i
(B.15)
Levando as Eqs. (B.12) na Eq. (B.15) obt´em-se
F
j
(

P ) =
1
q
1
N
d

i=1

(m
1
+ q
1
)(I
m
1
+q
1
−1
i
− Y
m
1
+q
1
−1
i
) − m
1
(I
m
1
−1
i
− Y
m
1
−1
i
)

∂I
i
∂p
j
+ α
1
q
2

P
m
2
−1
j

(q
2
+ m
2
)P
q
2
j
− m
2

− P
R
m
2
−1
j

(q
2
+ m
2
)P
R
q
2
j
− m
2


(B.16)
O vetor dos res´ıduos

F ´e expandido em uma s´erie de Taylor, sendo apenas retidos os termos
at´e a primeira ordem,
F
j
(

P
n+1
) = F
j
(

P
n
) +
N
i

i=1
∂F
j
(

P )
∂P
i






P
n
∆P
n
j
= 0 (B.17)
onde ∆P
n
j
= P
n+1
j
− P
n
j
, j = 1, 2, . . . , N
i
e o ´ındice n representa uma determinada itera¸c˜ao do
procedimento iterativo.
A Eq. (B.17) pode ser reescrita na forma
F
j
(

P
n+1
) = F
j
(

P
n
) + J
n
F
∆

P
n
(B.18)
1
Vide Observa¸c˜ao 7 no A pˆendice A
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onde os elementos da matriz Jacobiana J
F
s˜ao dados por
J
F
st
=
∂F
s
∂P
t
, s = 1, 2, . . . , N
d
e t = 1, 2, . . . , N
i
(B.19)
sendo
∂F
s
∂P
t
=
∂
∂P
t

∂Q(

P )
∂P
k

, k = 1, 2, . . . , N
i
e t = 1, 2, . . . , N
i
(B.20)
de forma que
J
F
=





∂F
1
∂P
1
∂F
2
∂P
2
. . .
∂F
1
∂P
N
i
. . . . . . . . . . .
∂F
N
d
∂P
1
∂F
N
d
∂P
2
. . .
∂F
N
d
∂P
N
i





(B.21)
Das Eqs. (B.14) e (B.17) escreve-se
F
j
(

P
n+1
) = F
j
(

P
n
) +
N
i

i=1
∂
∂P
i

∂Q(

P )
∂P
k

∆P
i
(B.22)
e, ent˜ao, d as Eqs. (B.15) e (B.22) escreve-se
F
j
(

P
n+1
) = F
j
(

P
n
) +
N
i

i=1

∂
∂P
i


∂D
m
1
,q
1


I(

P ),

Y

∂P
j


+ α
∂
∂P
i

∂D
m
2
,q
2
(

P ,

P
R
)
∂P
j

∆P
i
, j = 1, 2, . . . , N
i
(B.23)
A Eq. (B.20) pode ser escrita como
∂
∂P
i

∂Q(

P )
∂P
k

=
∂
∂P
i

∂D
m
1
,q
1
∂P
j

  
C
+ α
∂
∂P
i

∂D
m
2
,q
2
∂P
j

  
D
(B.24)
Partindo das Eqs. (B.12) pode-se calcular as partes C e D da Eq. (B.24), e assim obter
respectivamente,
∂
∂P
j

∂D
m
1
,q
1
∂P
k

=
1
q
1
N
d

i=1

(m
1
+ q
1
)(I
m
1
+q
1
−1
i
− Y
m
1
+q
1
−1
i
) − m
1
(I
m
1
−1
i
− Y
m
1
−1
i
)

∂
2
I
i
∂P
j
∂P
k
+
1
q
1
N
d

i=1

(m
1
+ q
1
)(m
1
+ q
1
− 1)I
m
1
+q
1
−2
i
− m
1
(m
1
− 1)I
m
1
−2
i

∂I
i
∂P
j
∂I
i
∂P
k
,
j = 1, 2, . . . , N
i
, e k = 1, 2, . . . , N
i
(B.25a)
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∂
∂P
j

∂D
m
2
,q
2
∂P
k

=
1
q
2

(m
2
+ q
2
)(m
2
+ q
2
− 1)P
q
2
+m
2
−2
j
− m
2
(m
2
− 1)P
m
2
−2
j

onde j = 1, 2, . . . , N
i
e k = 1, 2, . . . , N
i
, e que pod e ser escrita na forma,
∂
∂P
j

∂D
m
2
,q
2
∂P
k

=





1
q
2
P
m
2
−2
i
[(m
2
+ q
2
)(m
2
+ q
2
− 1)P
q
2
i
− m
2
(m
2
− 1)] se j = k,
0 se j = k
(B.25b)
Multiplicando a Eq. (B.17) pela matriz Jacobiana transposta e resolvendo para as corre¸c˜oes
nas inc´ognitas obt´em-se
J
n
T
F
J
n
T
∆

P
n
= −J
n
T
F

F (

P
n
) (B.26)
A solu¸c˜ao do sistema (B.26) ´e representada formalmente por
∆

P
n
= −[J
n
T
F
J
n
T
]
−1
J
n
T
F

F (

P
n
) (B.27)
Partindo-se de uma estimativa inicial

P
0
, s˜ao obtidas novas estimativas para o vetor de
inc´ognitas

P
n+1
=

P
n
+ ∆

P
n
com as corre¸c˜oes ∆

P
n
sendo obtidas da solu¸c˜ao do sistema
alg´ebrico de equa¸c˜oes lineares (B.26).
O procedimento iterativo ´e interrompido quando um crit´erio de parada ´e satisfeito, tal qual





∆

P
n
i
P
i





< ǫ, i = 1, 2, . . . , N
i
(B.28)
onde ǫ ´e uma tolerˆancia, por exemplo, 10
−5
.
As derivadas
∂I
i
∂P
j
e
∂
2
I
i
∂P
j
∂P
k
, com i = 1, 2, . . . , N
d
, j = 1, 2, . . . , N
i
e k = 1, 2, . . . , N
i
, podem
ser calculadas usando solu¸c˜oes dos problemas de sensibilidade e das ”derivadas dos problemas
de sensibilidade”.
B.2 Problema de Sensibilidade e C´alculo de Derivada Segunda
Embora o foco seja o problema inverso, o c´alculo eﬁciente das derivadas das equa¸c˜oes que
est˜ao sendo modeladas torna poss´ıvel uma outra classe de problemas: determinar a sensibilidade
do modelo que est´a sendo simulado atrav´es dos parˆametros de entrad a. O m´etodo tradicional
para estudar a sensibilidade ´e realizado fornecendo pequenas varia¸c˜oes aos parˆametros de en-
trada e examinar como as mudan¸cas afetam o fenˆomeno estudado. As derivadas indicam a
sensibilidade de um dado parˆametro ou combina¸c˜ao de parˆametros, isto ´e, o quanto afetam, em
nosso caso espec´ıﬁco, a intensidade de radia¸c˜ao.
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Na Se¸c˜ao 3.3 do Cap´ıtulo 3, os coeﬁcientes de sensibilidade foram determinados usando uma
aproxima¸c˜ao por diferen¸cas ﬁnitas. No presente cap´ıtulo iremos trabalhar diretamente sobre a
equa¸c˜ao de Boltzmann, obtendo um conjunto de equa¸c˜oes integro-diferencial para o c´alculo dos
coeﬁcientes de sensibilidade.
A equa¸c˜ao de transferˆencia radiativa para um meio plano-paralelo (
¨
Ozisik, 1973) p ode ser
escrita na forma,
µ
β
∂φ(x, µ)
∂x
+ φ(x, µ) =
ω
2

1
−1
φ(x, µ
′
)dµ
′
(B.29)
Tomando as deﬁni¸c˜oes das rela¸c˜oes
β ≡ k
a
+ σ
s
(B.30)
ω ≡
σ
s
β
(B.31)
sendo β denominado coeﬁciente d e extin¸c˜ao total, p odemos reescrever, usan do as Eqs. (B.30) e
(B.31), a equa¸c˜ao linear de Boltzmann como
µ
∂φ(x, µ)
∂x
+ (k
a
+ σ
s
) φ(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ(x, µ
′
)dµ
′
(B.32a)
onde x ∈ (0, L) ´e uma vari´avel que representa a espessu ra f´ısica d o meio e µ ∈ [−1, 1] ´e o cosseno
do ˆangulo polar (cosseno do ˆangulo formado entre o eixo-τ positivo e a dire¸c˜ao da intensidade
de radia¸c˜ao). Para o problema direto de transferˆencia radiativa, normalmente complementamos
a Eq. (B.32a) com as seguintes condi¸c˜oes de contorno
φ(0, µ) = f
1
(µ) + 2ρ
1

1
0
φ(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.32b)
e
φ(L, µ) = f
2
(µ) + 2ρ
2

1
0
φ(L, µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.32c)
Os valores para f
1
(µ) e f
2
(µ) s˜ao dados.
As inc´ognitas prim´arias ser˜ao formadas pelos coeﬁcientes de absor¸c˜ao e espalhamento, re-
spectivamente, k
a
e σ
s
, e pelas r eﬂ ectividades difus as nas superf´ıcies τ = 0 e τ = τ
0
, na parte
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interna do meio, respectivamente, ρ
1
e ρ
2
. O vetor formado por estas inc´ognitas ´e escrito como

Z =








k
a
σ
s
ρ
1
ρ
2








(B.33)
Logo,
φ = φ(k
a
, σ
s
, ρ
1
, ρ
2
, x, µ) (B.34)
Derivando as Eqs. (B.32) com rela¸c˜ao a k
a
resulta
µ
∂
∂x

∂φ(x, µ)
∂k
a

+ φ(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)
∂φ(x, µ)
∂k
a
=
σ
s
2

1
−1
∂φ(x, µ
′
)
∂k
a
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.35a)
com
∂φ(x, µ)
∂k
a




x=0
= 2ρ
1

1
0
∂φ(0, −µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.35b)
e
∂φ(x, µ)
∂k
a




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ(L, µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.35c)
Deﬁnindo
φ
1
(x, µ) =
∂φ(x, µ)
∂k
a
(B.36)
as Eqs. (B.35) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
1
(x, µ)
∂x
+ φ(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)φ
1
(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ
1
(x, µ
′
) dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.37a)
com
φ
1
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
1
(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.37b)
e
φ
1
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
1
(L, µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.37c)
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Derivando as Eqs. (B.32) com rela¸c˜ao a σ
s
resulta
µ
∂
∂x

∂φ(x, µ)
∂σ
s

+ φ(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)
∂φ(x, µ)
∂σ
s
=
1
2

1
−1
φ(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
∂φ(x, µ
′
)
∂σ
s
dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.38a)
com
∂φ(x, µ)
∂σ
s




x=0
= 2ρ
1

1
0
∂φ(0, −µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.38b)
e
∂φ(x, µ)
∂σ
s




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ(L, µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.38c)
Deﬁnindo
φ
2
(x, µ) =
∂φ(x, µ)
∂σ
s
(B.39)
as Eqs. (B.38) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
2
(x, µ)
∂x
+ φ(x, µ) + (k
a
+ σ
s
) φ
2
(x, µ) =
1
2

1
−1
φ(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
φ
2
(x, µ
′
) dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.40a)
com
φ
2
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
2
(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.40b)
e
φ
2
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
2
(L, µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.40c)
Derivando as Eqs. (B.32) com rela¸c˜ao a ρ
1
resulta
µ
∂
∂x

∂φ(x, µ)
∂ρ
1

+ (k
a
+ σ
s
)
∂φ(x, µ)
∂ρ
1
=
σ
s
2

1
−1
∂φ(x, µ
′
)
∂ρ
1
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.41a)
com
∂φ(x, µ)
∂ρ
1




x=0
= 2

1
0
φ(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
∂φ(0, −µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.41b)
e
∂φ(x, µ)
∂ρ
1




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ(L, µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.41c)
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Deﬁnindo
φ
3
(x, µ) =
∂φ(x, µ)
∂ρ
1
(B.42)
as Eqs. (B.41) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
3
(x, µ)
∂x
+ (k
a
+ σ
s
) φ
3
(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ
3
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.43a)
com
φ
3
(0, µ) = 2

1
0
φ(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
φ
3
(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.43b)
e
φ
3
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
3
(L, µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.43c)
Derivando as Eqs. (B.32) com rela¸c˜ao a ρ
2
resulta
µ
∂
∂x

∂φ(x, µ)
∂ρ
2

+ (k
a
+ σ
s
)
∂φ(x, µ)
∂ρ
2
=
σ
s
2

1
−1
∂φ(x, µ
′
)
∂ρ
2
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.44a)
com
∂φ(x, µ)
∂ρ
2




x=0
= 2ρ
1

1
0
φ(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.44b)
e
∂φ(x, µ)
∂ρ
2




x=L
= 2

1
0
φ(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
2

1
0
∂φ(L, µ
′
)
∂ρ
2
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.44c)
Deﬁnindo
φ
4
(x, µ) =
∂φ(x, µ)
∂ρ
2
(B.45)
as Eqs. (B.44) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
4
(x, µ)
∂x
+ (k
a
+ σ
s
) φ
4
(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ
4
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.46a)
com
φ
4
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
4
(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.46b)
e
φ
4
(L, µ) = 2

1
0
φ(L, µ
′
)µ
′
dµ
′
+ 2ρ
2

1
0
φ
4
(L, µ
′
)µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.46c)
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Os problemas (B.37, B.40, B.43, B.46) podem ser escritos de form a compacta como
µ
∂φ
i
(x, µ)
∂x
+ (δ
i1
+ δ
i2
)φ(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)φ
i
(x, µ) =
1
2
δ
i2

1
−1
φ(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
φ
i
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.47a)
com
φ
i
(0, µ) = 2δ
i3

1
0
φ(0, −µ
′
)µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
φ
i
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.47b)
e
φ
i
(L, µ) = 2δ
i4

1
0
φ(L, µ
′
)µ
′
dµ
′
+ 2ρ
2

1
0
φ
i
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.47c)
onde
δ
ij
=





1 se i = j,
0 se i = j
com i = 1, 2, . . . , N
i
e j = 1, 2, . . . , N
i
.
Para a implementa¸c˜ao da segunda abordagem onde as distˆancias de Bregman s˜ao usadas na
constru¸c˜ao da fun¸c˜ao objetivo s˜ao necess´arias as derivadas
φ
ij
=
∂φ
i
∂z
j
=
∂
∂z
j

∂φ(x, µ)
∂z
i

, i, j = 1, . . . , 4 (B.48)
Derivando as Eqs. (B.37) com rela¸c˜ao a k
a
,
µ
∂
∂x

∂φ
1
(x, µ)
∂k
a

+
∂φ(x, µ)
∂k
a
+ φ
1
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)
∂φ
1
(x, µ)
∂k
a
=
σ
s
2

1
−1
∂φ
1
(x, µ
′
)
∂k
a
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.49a)
com
∂φ
1
(x, µ)
∂k
a




x=0
= 2ρ
1

1
0
∂φ
1
(0, −µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.49b)
e
∂φ
1
(x, µ)
∂k
a




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
1
(L, µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.49c)
Usando a Eq. (B.36) e deﬁnindo
φ
11
(x, µ) =
∂
∂k
a

∂φ(x, µ)
∂k
a

=
∂
2
φ(x, µ)
∂k
2
a
=
∂φ
1
(x, µ)
∂k
a
(B.50)
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as Eqs. (B.49) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
11
(x, µ)
∂x
+ 2φ
1
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
) φ
11
(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ
11
(x, µ
′
) dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.51a)
com
φ
11
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
11
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.51b)
e
φ
11
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
11
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.51c)
Derivando as Eqs. (B.37) com rela¸c˜ao a σ
s
,
µ
∂
∂x

∂φ
1
(x, µ)
∂σ
s

+
∂φ(x, µ)
∂σ
s
+ φ
1
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)
∂φ
1
(x, µ)
∂σ
s
=
1
2

1
−1
φ
1
(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
∂φ
1
(x, µ
′
)
∂σ
s
dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.52a)
com
∂φ
1
(x, µ)
∂σ
s




x=0
= 2ρ
1

1
0
∂φ
1
(0, −µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.52b)
e
∂φ
1
(x, µ)
∂σ
s




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
1
(L, µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.52c)
Usando as Eqs. (B.36) e (B.39), e deﬁnindo
φ
12
(x, µ) =
∂
∂σ
s

∂φ(x, µ)
∂k
a

=
∂φ
1
(x, µ)
∂σ
s
(B.53)
as Eqs. (B.52) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
12
(x, µ)
∂x
+ φ
1
(x, µ) + φ
2
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)φ
12
(x, µ)
=
1
2

1
−1
φ
1
(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
φ
12
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.54a)
com
φ
12
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
12
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.54b)
e
φ
12
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
12
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.54c)
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Derivando as Eqs. (B.37) com rela¸c˜ao a ρ
1
,
µ
∂
∂x

∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
1

+
∂φ(x, µ)
∂ρ
1
+ (k
a
+ σ
s
)
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
1
=
σ
s
2

1
−1
∂φ
1
(x, µ
′
)
∂ρ
1
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.55a)
com
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
1




x=0
= 2

1
0
φ
1
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
∂φ
1
(0, −µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.55b)
e
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
1




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
1
(L, µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.55c)
Usando as Eqs. (B.36) e (B.42), e deﬁnindo
φ
13
(x, µ) =
∂
∂ρ
1

∂φ(x, µ)
∂k
a

=
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
1
(B.56)
as Eqs. (B.55) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
13
(x, µ)
∂x
+ φ
3
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
) φ
13
(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ
13
(x, µ
′
) dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.57a)
φ
13
(0, µ) = 2

1
0
φ
1
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
φ
13
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.57b)
φ
13
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
13
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.57c)
Derivando as Eqs. (B.37) com rela¸c˜ao a ρ
2
,
µ
∂
∂x

∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
2

+
∂φ(x, µ)
∂ρ
2
+ (k
a
+ σ
s
)
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
2
=
σ
s
2

1
−1
∂φ
1
(x, µ
′
)
∂ρ
2
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.58a)
com
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
2




x=0
= 2ρ
1

1
0
∂φ
1
(0, −µ
′
)
∂ρ
2
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.58b)
e
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
2




x=L
= 2

1
0
φ
1
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
2

1
0
∂φ
1
(L, µ
′
)
∂ρ
2
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.58c)
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Usando as Eqs. (B.36) e (B.45), e deﬁnindo
φ
14
(x, µ) =
∂
∂ρ
2

∂φ(x, µ)
∂k
a

=
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
2
(B.59)
as Eqs. (B.58) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
14
(x, µ)
∂x
+ φ
4
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
) φ
14
(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ
14
(x, µ
′
) dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.60a)
com
φ
14
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
14
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.60b)
e
φ
14
(L, µ) = 2

1
0
φ
1
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
2

1
0
φ
14
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.60c)
Derivando as Eqs. (B.40) com rela¸c˜ao a k
a
,
µ
∂
∂x

∂φ
2
(x, µ)
∂k
a

+
∂φ(x, µ)
∂k
a
+ φ
2
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)
∂φ
2
(x, µ)
∂k
a
=
1
2

1
−1
∂φ(x, µ
′
)
∂k
a
dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
∂φ
2
(x, µ
′
)
∂k
a
dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.61a)
com
∂φ
2
(x, µ)
∂k
a




x=0
= 2ρ
1

1
0
∂φ
2
(0, −µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.61b)
e
∂φ
2
(x, µ)
∂k
a




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
2
(L, µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.61c)
Usando as Eqs. (B.36) e (B.39), e deﬁnindo
φ
21
(x, µ) =
∂
∂k
a

∂φ(x, µ)
∂σ
s

=
∂φ
2
(x, µ)
∂k
a
(B.62)
as Eqs. (B.61) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
21
(x, µ)
∂x
+ φ
1
(x, µ) + φ
2
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)φ
21
(x, µ)
=
1
2

1
−1
φ
1
(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
φ
21
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.63a)
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com
φ
21
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
21
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.63b)
e
φ
21
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
21
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.63c)
Derivando as Eqs. (B.40) com rela¸c˜ao a σ
s
,
µ
∂
∂x

∂φ
2
(x, µ)
∂σ
s

+
∂φ(x, µ)
∂σ
s
+ φ
2
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)
∂φ
2
(x, µ)
∂σ
s
=
1
2

1
−1
∂φ(x, µ
′
)
∂σ
s
dµ
′
+
1
2

1
−1
φ
2
(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
∂φ
2
(x, µ
′
)
∂σ
s
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.64a)
com
∂φ
2
(x, µ)
∂σ
s




x=0
= 2ρ
1

1
0
∂φ
2
(0, −µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.64b)
e
∂φ
2
(x, µ)
∂σ
s




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
2
(L, µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.64c)
Usando a Eq. (B.39), e deﬁnindo
φ
22
(x, µ) =
∂
∂σ
s

∂φ(x, µ)
∂σ
s

=
∂
2
φ(x, µ)
∂σ
2
s
=
∂φ
2
(x, µ)
∂σ
s
(B.65)
as Eqs. (B.64) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
22
(x, µ)
∂x
+ 2φ
2
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)φ
22
(x, µ)
=

1
−1
φ
2
(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
φ
22
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.66a)
com
φ
22
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
22
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.66b)
e
φ
22
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
22
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.66c)
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Derivando as Eqs. (B.40) com rela¸c˜ao a ρ
1
,
µ
∂
∂x

∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
1

+
∂φ(x, µ)
∂ρ
1
+ (k
a
+ σ
s
)
∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
1
=
1
2

1
−1
∂φ(x, µ
′
)
∂ρ
1
dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
∂φ
2
(x, µ
′
)
∂ρ
1
dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.67a)
com
∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
1




x=0
= 2

1
0
φ
2
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
∂φ
2
(0, −µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.67b)
e
∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
1




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
2
(L, µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.67c)
Usando as Eqs. (B.39) e (B.42), e deﬁnindo
φ
23
(x, µ) =
∂
∂ρ
1

∂φ(x, µ)
∂σ
s

=
∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
1
(B.68)
as Eqs. (B.67) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
23
(x, µ)
∂x
+ φ
3
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
) φ
23
(x, µ)
=
1
2

1
−1
φ
3
(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
φ
23
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.69a)
com
φ
23
(0, µ) = 2

1
0
φ
2
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
φ
23
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.69b)
e
φ
23
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
23
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.69c)
Derivando as Eqs. (B.40) com rela¸c˜ao a ρ
2
,
µ
∂
∂x

∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
2

+
∂φ(x, µ)
∂ρ
2
+ (k
a
+ σ
s
)
∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
2
=
1
2

1
−1
∂φ(x, µ
′
)
∂ρ
2
dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
∂φ
2
(x, µ
′
)
∂ρ
2
dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.70a)
com
∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
2




x=0
= 2ρ
1

1
0
∂φ
2
(0, −µ
′
)
∂ρ
2
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.70b)
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e
∂φ
1
(x, µ)
∂ρ
2




x=L
= 2

1
0
φ
2
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
2

1
0
∂φ
2
(L, µ
′
)
∂ρ
2
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.70c)
Usando as Eqs. (B.39) e (B.45), e deﬁnindo
φ
24
(x, µ) =
∂
∂ρ
2

∂φ(x, µ)
∂σ
s

=
∂φ
2
(x, µ)
∂ρ
2
(B.71)
as Eqs. (B.70) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
24
(x, µ)
∂x
+ φ
4
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)φ
24
(x, µ)
=
1
2

1
−1
φ
4
(x, µ
′
) dµ
′
+
σ
s
2

1
−1
φ
24
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.72a)
com
φ
24
(0, µ) = 2ρ
1

1
0
φ
24
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.72b)
e
φ
24
(L, µ) = 2

1
0
φ
2
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
2

1
0
φ
24
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.72c)
Derivando as Eqs. (B.43) com rela¸c˜ao a k
a
,
µ
∂
∂x

∂φ
3
(x, µ)
∂k
a

+ φ
3
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)
∂φ
3
(x, µ)
∂k
a
=
σ
s
2

1
−1
∂φ
3
(x, µ
′
)
∂k
a
dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.73a)
com
∂φ
3
(x, µ)
∂k
a




x=0
= 2

1
0
∂φ(0, −µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
∂φ
3
(0, −µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.73b)
e
∂φ
3
(x, µ)
∂k
a




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
3
(L, µ
′
)
∂k
a
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.73c)
Usando as Eqs. (B.36) e (B.42), e deﬁnindo
φ
31
(x, µ) =
∂
∂k
a

∂φ(x, µ)
∂ρ
1

=
∂φ
3
(x, µ)
∂k
a
(B.74)
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as Eqs. (B.73) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
31
(x, µ)
∂x
+ φ
3
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)φ
31
(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ
31
(x, µ
′
) dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.75a)
com
φ
31
(0, µ) = 2

1
0
φ
1
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
φ
31
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.75b)
e
φ
31
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
31
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.75c)
Derivando as Eqs. (B.43) com rela¸c˜ao a σ
s
,
µ
∂
∂x

∂φ
3
(x, µ)
∂σ
s

+ φ
3
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
)
∂φ
3
(x, µ)
∂σ
s
=
σ
s
2

1
−1
∂φ
3
(x, µ
′
)
∂σ
s
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.76a)
com
∂φ
3
(x, µ)
∂σ
s




x=0
= 2

1
0
∂φ(0, −µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
∂φ
3
(0, −µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.76b)
e
∂φ
3
(x, µ)
∂σ
s




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
3
(L, µ
′
)
∂σ
s
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.76c)
Usando as Eqs. (B.39) e (B.42), e deﬁnindo
φ
32
(x, µ) =
∂
∂σ
s

∂φ(x, µ)
∂ρ
1

=
∂φ
3
(x, µ)
∂σ
s
(B.77)
as Eqs. (B.76) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
32
(x, µ)
∂x
+ φ
3
(x, µ) + (k
a
+ σ
s
) φ
32
(x, µ) =
σ
s
2

1
−1
φ
32
(x, µ
′
) dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.78a)
com
φ
32
(0, µ) = 2

1
0
φ
2
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
φ
32
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.78b)
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e
φ
32
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
32
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.78c)
Derivando as Eqs. (B.43) com rela¸c˜ao a ρ
1
,
µ
∂
∂x

∂φ
3
(x, µ)
∂ρ
1

+ (k
a
+ σ
s
)
∂φ
3
(x, µ)
∂ρ
1
=
σ
s
2

1
−1
∂φ
3
(x, µ
′
)
∂ρ
1
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.79a)
com
∂φ
3
(x, µ)
∂ρ
1




x=0
= 2

1
0
∂φ(0, −µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
+ 2

1
0
φ
3
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
∂φ
3
(0, −µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.79b)
e
∂φ
3
(x, µ)
∂ρ
1




x=L
= 2ρ
2

1
0
∂φ
3
(L, µ
′
)
∂ρ
1
µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.79c)
Usando a Eq. (B.42), e deﬁnindo
φ
33
(x, µ) =
∂
∂ρ
1

∂φ(x, µ)
∂ρ
1

=
∂
2
φ(x, µ)
∂ρ
2
1
=
∂φ
3
(x, µ)
∂ρ
1
(B.80)
as Eqs. (B.79) s˜ao reescritas na forma
µ
∂φ
33
(x, µ)
∂x
+ (k
a
+ σ
s
) φ
33
(x, µ
′
) =
σ
s
2

1
−1
φ
33
(x, µ
′
) dµ
′
, x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.81a)
com
φ
33
(0, µ) = 4

1
0
φ
3
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
+ 2ρ
1

1
0
φ
33
(0, −µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ > 0 (B.81b)
e
φ
33
(L, µ) = 2ρ
2

1
0
φ
33
(L, µ
′
) µ
′
dµ
′
, µ < 0 (B.81c)
Derivando as Eqs. (B.43) com rela¸c˜ao a ρ
2
,
µ
∂
∂x

∂φ
3
(x, µ)
∂ρ
2

+ (k
a
+ σ
s
)
∂φ
3
(x, µ)
∂ρ
2
=
σ
s
2

1
−1
∂φ
3
(x, µ
′
)
∂ρ
2
dµ
′
,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.82a)
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Usando as Eqs. (B.42) e (B.45), e deﬁnindo
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∂
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=
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(B.83)
as Eqs. (B.82) s˜ao reescritas na forma
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,
x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.84a)
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φ
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Derivando as Eqs. (B.46) com rela¸c˜ao a k
a
,
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∂
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x ∈ (0, L), µ ∈ [−1, 1] (B.85a)
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Usando as Eqs. (B.36) e (B.45), e deﬁnindo
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as Eqs. (B.85) s˜ao reescritas na forma
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Derivando as Eqs. (B.46) com rela¸c˜ao a σ
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Usando as Eqs. (B.39) e (B.45), e deﬁnindo
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as Eqs. (B.88) s˜ao reescritas na forma
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Derivando as Eqs. (B.46) com rela¸c˜ao a ρ
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Usando as Eqs. (B.42) e (B.45), e deﬁnindo
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as Eqs. (B.91) s˜ao reescritas na forma
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Derivando as Eqs. (B.46) com rela¸c˜ao a ρ
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Usando a Eq. (B.45), e deﬁnindo
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as Eqs. (B.94) s˜ao reescritas na forma
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Como o n´umero total de derivadas, Tabela B.1, a ser usado na constru¸c˜ao da fun¸c˜ao ob-
jeto ´e muito grande, a princ´ıpio, iremos trabalhar com duas inc´ognitas a ﬁm de facilitar a
implementa¸c˜ao computacional do algoritmo.
Tabela B.1: Derivadas usadas na constru¸c˜ao da fun¸c˜ao o bjetivo.
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