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The whole problem with the world is that
fools and fanatics are always so certain
of themselves, but wiser people so full

of doubts.

Bertrand Russell
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Resumo

A natureza de uma transicao de fase depende de forma crucial da dimensionalidade
e das simetrias do sistema. Em particular, as transicoes de fase continuas em sistemas
bidimensionais possuem um grupo de simetrias de dimensao infinita chamado grupo con-
forme. O uso da simetria conforme nos permite calcular quantidades importantes do ponto
de vista fisico, como expoentes criticos e funcoes de correlagao. Recentemente, foi proposta
uma nova descricao das propriedades geométricas de sistemas bidimensionais durante uma
transicao de fase continua que nao requer o uso de uma descri¢cao na rede, a chamada Evo-
lugdo de Schramm-Loewner Estocastica (SLE). Esta nova formulagao tem atraido muito
a atencao de fisicos e matematicos, tendo sido contemplada com uma das medalhas Fields
em 2006, para W. Werner. O propdsito dessa dissertagao é apresentar os fundamentos da
teoria de campos conforme do ponto de vista algébrico, mais tradicional, assim como do
ponto de vista da evolugao estocastica. Aplicagoes dos métodos discutidos serao ilustradas

no mais simples e importante modelo da fisica estatistica: o modelo de Ising.

Abstract

The nature of a phase transition depends dramatically on the system’s dimensionality
and symmetries. In particular, the continuum phase transitions in two-dimensional sys-
tems possess an infinite dimensional symmetry group called the conformal group. Impor-
tant quantities from the physical point of view, such as critical exponents and correlation
functions, may be calculated using conformal symmetry. Recently, a new description of the
geometrical properties of two-dimensional critical systems has been proposed without an
underlying lattice realization, the so-called Stochastic Schramm-Loewner Evolution (SLE).
This new formulation has attracted the attention of many physicists and mathematicians
and has been awarded a Fields medal in 2006, given to W. Werner. The purpose of this
dissertation is to present the fundamentals of conformal field theory from the algebraic
point of view as well as from the SLE one. We illustrate these methods through their

application in the most important model in statistical physics: the Ising model.
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1

Introducao

1.1 Panorama Historico

Pode-se dizer que o sucesso obtido pela teoria quantica de campos (TQC) na descrigao
da conexao entre spin e estatistica [1], elucidando o principio da exclusao de Pauli, marcou
o inicio de sua forte relacao com a fisica estatistica. Anos mais tarde, a introducao do
formalismo funcional estabeleceu uma sélida analogia entre as areas. Nao bastasse os
tedricos de campos admirarem a beleza da mecanica estatistica, tornava-se agora possivel
usar ferramentas que ja conheciam para explorar novos aspectos das teorias ou ainda atacar
problemas sobre os quais nao costumavam pensar. Essa analogia formou a base para o
desenvolvimento do grupo de renormalizacao na década de 70, que levou ao apice a relacao
(alguns o consideram a unificagao entre as areas) e sacramentou de vez a TQC como uma
ferramenta para a solucao de problemas tipicos da mecanica estatistica, dentre os quais
podemos citar o calculo de expoentes criticos associados a uma transicao de fase continua
(também chamada de segunda ordem).

A principal idéia por tras da aplicacao de métodos de TQC no estudo de transigoes de
fase é o fato de que, na proximidade de um ponto critico, o comprimento de correlagao
entre os componentes do sistema é muito maior que o comprimento tipico do sistema (o
parametro de rede por exemplo), e por isso detalhes microscépicos tais como a geometria
da rede nao influenciam o comportamento das grandezas fisicas. Podemos assim esperar
que, tomando o limite continuo para transformar a rede em um campo, devemos ser ca-
pazes de obter o comportamento das grandezas relevantes na proximidade de um ponto
critico. Essa é a idéia de universalidade, que embora ja conhecida ha mais tempo, foi
popularizada na década de 70 por Leo Kadanoff, um dos primeiros a usar o grupo de re-

normalizacao em problemas de transigoes de fase. Um conceito importante que surge nesse
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contexto € a invariancia por transformacoes de escala: com a divergéncia do comprimento
de correlacao no ponto critico nao ha mais uma escala tipica, de modo que as grandezas
devem permanecer invariantes se submetermos a rede a uma transformacao global de es-
cala (o que equivale a multiplicar as distancias por uma constante, e portanto pela idéia
de universalidade nao deve alterar a fisica do sistema). Isso tudo levou a um grande desen-
volvimento da interface TQC-fisica estatistica, e também a um enorme avango na teoria
das transicoes de fase continuas, incluindo um prémio Nobel dado a Kenneth Wilson em
1982.

Uma nova hipétese introduzida pelo russo Alexander Polyakov [2], e posteriormente
aplicada por ele em colaboragao com os também russos A. Belavin e A. Zamolodchikov em
um artigo de 1984 [3] que se tornou cldssico, produziu resultados de forma surpreendente-
mente simples para teorias em duas dimensoes, dando origem a um método extremamente
poderoso: a invariancia conforme. Se um sistema apresenta invariancia por transforma-
¢oes de escala globais na proximidade de um ponto critico, e se as interacoes sao de curto
alcance, entao é razoavel supor que apresente a simetria ainda maior de transformacoes
de escala locais, i.e., mudancas na escala de comprimento que dependem continuamente
da posicao na rede. Essas sao as chamadas transformagoes conformes que, como veremos,
sao especialmente importantes em duas dimensoes pois nesse caso formam um grupo de
dimensao infinita. Com a hipdtese de simetria conforme é possivel calcular quantidades
luteis tais como as fungoes de correlacao de dois e trés pontos sem grande esforco e ainda
obter uma teoria elegante que relaciona de maneira clara a TQC com os diversos modelos
de mecanica estatistica identificando propriedades universais.

A partir do ano 2000, avangos no campo da matematica conhecido como geometria
estocéstica acabaram por sugerir uma nova formulacao das teorias conformes. Reciclando
idéias discutidas pelo matematico Charles Loewner na década de 20, Oded Schramm de-
finiu uma familia de curvas a um parametro x em duas dimensoes a qual denominou
Evolugao de Loewner Estocastica' (SLE) [4]. A partir daf foi capaz de provar que se um
passeio aleatério com lacos apagados? possui limite continuo, e nesse limite é invariante
conforme, entao deve ser descrito por uma SLE com k = 2, ou SLE,. Ele pode ainda fa-

zer conjecturas semelhantes relacionando percolacao critica a SLEg e varredura uniforme

LStochastic Loewner Evolution.
2 Loop-erased random walks.
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de arvores® a SLEg, conjecturas essas provadas mais tarde usando técnicas de SLE. Os
matemadticos acreditam que muitos outros modelos estatisticos tais como g-Potts e O(n)
possuem limite continuo invariante conforme descrito por SLE, para algum x. Algumas
dessas relagoes ja foram provadas e, de acordo com uma série de palestras ocorridas durante
o ano de 2006 no Kavli Institute for Theoretical Physics [5], muitos avangos tém surgido na
busca de provas para as demais. Apds o amplo reconhecimento do valor da contribuicao de
Schramm, alguns passaram a se referir a sigla SLE como sendo “Schramm-Loewner Evo-
lution” aproveitando a coincidéncia das iniciais, ou mesmo “Stochastic Schramm-Loewner
FEvolution”.

A conexao com a Teoria Conforme esta no fato de que as curvas descritas por uma
SLE sao as paredes de dominios dos diversos modelos estatisticos no limite continuo, esses
descritos por uma teoria de campos conforme. E a vantagem nao é apenas a criacao de
uma nova formulagao: além de conter informagoes que a formulagao padrao nao contém
(especialmente aspectos geométricos), os métodos de SLE possuem um rigor matematico
mais profundo que os argumentos usuais de teoria conforme. Para os fisicos tedricos, um
grande resultado da SLE é o entendimento rigoroso do limite continuo dos modelos de
fisica estatistica, i.e., quando esse limite existe, o que ele significa e se é de fato invariante
conforme.

Nessa dissertagao faremos uma introducao a teoria de campos conforme em duas di-
mensoes, discutindo aspectos tedricos relevantes e sua relacao com a fisica estatistica.
Introduziremos entao a SLE, mostrando como podemos obter novas informacgoes e como
relaciona-la com as teorias conformes. Na tentativa de explicitar o funcionamento das
idéias expostas, procuraremos fazer sempre que possivel aplicacoes no mais basico e ao

mesmo tempo mais importante modelo da fisica estatistica: o Modelo de Ising.

1.2 Feénomenos Criticos

Faremos uma breve introducgao a fisica dos fenomenos criticos que sera ttil, seguindo

essencialmente [6, 7, 8]. Um tratamento mais completo pode ser encontrado em [9].

3 Uniform spanning trees.
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1.2.1 Transicoes de Fase

Uma transicao de fase se caracteriza por uma mudanca nas caracteristicas macros-
cHpicas de um sistema estatistico quando algum parametro é variado. O exemplo mais
cotidiano é a transigao entre os estados liquido, solido e gasoso da dgua, que ocorre ao
variarmos a temperatura ou a pressao. Nesse caso observamos uma mudanca na densidade
do sistema, pois o gelo é mais denso que a 4gua que por sua vez ¢ mais densa que o vapor
d’agua. Ocorre que nem todas as transigoes sao estruturalmente semelhantes. O exemplo
gelo-agua estd entre as chamadas transicoes de fase de primeira ordem. Nessa classe de
fenomenos o sistema precisa absorver (ou liberar) calor para poder trocar de fase, e por-
tanto a energia interna sofre um salto na temperatura critica de transi¢ao. A diferencga de
energia interna do sistema exatamente antes e exatamente depois da transi¢ao ¢ o chamado
calor latente, sendo portanto o calor que precisamos dar (ou que o sistema precisa liberar)
para a mudanca de fase acontecer.

Por outro lado, as chamadas transicoes de fase continuas nao envolvem calor latente e
nem mudancas abruptas em quantidades microscopicas, porém apresentam descontinuida-
des ou mesmo divergéncias nas derivadas dessas quantidades. Um exemplo é a transicao
ferromagnética em materiais como o ferro. Conforme a temperatura diminui, a magneti-
zacdo aumenta continuamente, porém a susceptibilidade magnética (que é a derivada da
magnetizacdo com relagdo a um campo magnético externo aplicado) sofre uma desconti-
nuidade em uma dada temperatura critica?.

No primeiro sistema de classificacao sugerido por Paul Ehrenfest, uma transicao de
ordem N apresenta descontinuidade na derivada de ordem N da energia livre com relacao
a uma varidvel termodinamica. As transi¢oes sélido/liquido/gas sao de primeira ordem
pois apresentam descontinuidades na densidade, a primeira derivada da energia livre com
relacao ao potencial quimico. Na transicao ferromagnética a descontinuidade estd na
susceptibilidade magnética, a segunda derivada da energia livre com relagao ao campo
aplicado, e por isso tratava-se de uma transicao de segunda ordem. O problema dessa
classificacao é que ela nao leva em conta a divergéncia de derivadas da energia livre, o
que pode ocorrer no limite termodinamico. Na transicao ferromagnética por exemplo,

a capacidade calorifica diverge na temperatura critica. Por essa razao, a nomenclatura

4Conhecida como temperatura de Curie.
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moderna considera apenas dois tipos de transicao: a de primeira ordem, que envolve calor
latente, e a continua (as vezes chamada de segunda ordem) que nao envolve. Nossa atencao
estara voltada para as transi¢oes continuas, pois elas é que se relacionam a invariancia

conforme.

1.2.2 O Modelo de Ising

O caso cléssico de transi¢ao continua (e historicamente o primeiro descrito) é o modelo
de Ising em duas dimensoes. Trata-se de uma rede de N spins, que podem ter valores

o = #£1, descrita pelo hamiltoniano

H:—J O'iO'j—hZO'Z‘, (11)
(i5) i
no qual os indices rotulam os sitios da rede e a notacao (ij) indica que a soma é feita
somente nos primeiros vizinhos de cada sitio. O primeiro termo representa o acoplamento
entre spins vizinhos (consideraremos o caso ferromagnético, i.e., J > 0) e o segundo termo
representa a interacao de cada spin com um campo magnético externo h. Se h = 0 o estado
fundamental corresponde ao alinhamento entre todos os spins, e portanto é duplamente
degenerado (todos iguais a 1 ou-1). Mas na presenca de campo a energia é minima quando
todos os spins “se alinham” a ele (tém o mesmo sinal que h). Portanto em temperatura
zero ja podemos detectar uma transicao de primeira ordem: variando o campo de —e a
~+¢€ ocorre uma mudanca abrupta no ordenamento dos spins. O aumento da temperatura
insere desordem no sistema, de modo que em uma dada temperatura critica 7T, os spins
estao tao desordenados que a mudanca de sinal do campo pouco altera o comportamento
médio. Esse é o ponto critico, a partir do qual a transicao de fase é continua, ou seja a
magnetizacao por sitio (o valor médio de um spin) varia continuamente quando h passa de
um valor negativo para um positivo. Isso estd ilustrado nos gréficos da figura 1.1, de [6].
Acima da temperatura critica os spins exibem um comportamente predominantemente
aleatorio. Como o acoplamento é somente com o vizinho mais proximo, quanto mais
distante um spin esta do outro menor é a probabilidade de terem o mesmo valor, i.e., menor
é a correlacao entre eles. Entretanto, conforme a temperatura tende a 7T, essa correlacao
vai aumentando significativamente, ja que a interagao entre sitios vizinhos comeca a ficar

mais relevante. Isso favorece o surgimento de grandes conjuntos (clusters) de spins com
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Figura 1.1: Magnetizacao como fungao do campo externo

mesmo valor. Para medir a correlagao entre spins definimos a funcao de correlacao entre
pares:

L(r; —r;) = (oi0j) , (1.2)

que s6 depende da distancia entre os sitios em decorréncia da invariancia por translagoes.
E dado que para longas distancias os detalhes geométricos da rede perdem importancia,
invariancia rotacional é recuperada e I'(r; —r;) = I'(|r; —r;|). Uma medida da dependéncia

estatistica entre spins é dada pela funcao de correlagao conexa,

Lo(ri —15) = (0i04)c = (0i05) — (0:){0;) , (1.3)

e ¢ facil verificar, usando o peso de Boltzmann para o célculo de (o) e entao derivando com
relacao a h, que a susceptibilidade magnética no limite termodinamico pode ser escrita

como (teorema de flutuagao-dissipacao)

X =B Teld), (1.4)

onde d; é a distancia do sitio ¢ a um sitio marcado como 0 (pode ser qualquer um, por
simetria de translacdo). Longe da temperatura critica, I', cai exponencialmente para gran-
des distancias em uma escala caracteristica dependente da temperatura £(7"), denominada
comprimento de correlacao:

|ri — 7]

§T)

Mas vimos que quando 7' — T.© as correlagdes aumentam, e ocorre que em 7' = T, e

(0i0j)c ~ exp — Iry — 7| > 1. (1.5)

h = 0 o comprimento de correlagao diverge, definindo um ponto critico. Em principio

esperariamos que o tamanho tipico dos clusters fosse da ordem de £, mas na verdade todos
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os tamanhos até £ estao presentes, caso contrario I'.(d) teria um pico em d ~ £ e seria
pequeno para distancias menores, o que nao acontece pois a susceptibilidade magnética
diverge no ponto critico (cf. equagao 1.4). Concluimos assim que o sistema flutua em
todas as escalas e sao formados clusters de todos os tamanhos. A conseqiiéncia é que o
comportamento dos observaveis passa a ser independente de detalhes microscépicos do
sistema tais como a geometria especifica da rede ou a forma exata do acoplamento, ou em
outras palavras, nasce a idéia de universalidade discutida na se¢ao anterior. E ja que as
flutuagoes ocorrem em todas as escalas, podemos esperar também uma auto-similaridade,

i.€., invariancia por transformacgoes de escala.

1.2.3 Expoentes Criticos

Experimentalmente verifica-se que suficientemente proximo ao ponto critico a depen-
déncia dos observaveis com os parametros variaveis é uma lei de poténcia, o que define
os chamados expoentes criticos. Isso ocorre até mesmo com a fungao de correlagao entre
pares, pois o comprimento de correlagao excede as dimensoes do sistema fisico nao havendo
espaco para um decaimento exponencial.

Em 1944 o noruegués Lars Onsager obteve uma celebrada solugao exata do modelo
de Ising em duas dimensoes [10], calculando exatamente os expoentes do que se tornou
o primeiro modelo estatistico resolvido. A tabela 1.1 contém os expoentes criticos mais
comumente estudados, com as nomenclaturas historicamente consagradas, as definigoes,
e os valores exatos no modelo de Ising 2D. Nela, d representa a dimensao espacial. E

importante notar que o expoente (3 é definido apenas para temperaturas abaixo de 7T, uma

Expoente Definicao Ising 2D
o C~(T-T,)" 0
B M~ (T.—T)° 1/8
gl X~ (T -1~ /4
o M ~ b1/ 15
v em(T-T) 1
n T@~letr 1/

Tabela 1.1: Expoentes criticos e os valores para Ising 2D
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vez que a magnetizagao é zero para T’ > T.. O expoente o por sua vez é definidoem T' = T...
Ja para o calor especifico, para a susceptibilidade magnética e para o comprimento de
correlagao, em principio poderfamos ter expoentes diferentes nos casos T — T. e T — T,
mas é um resultado do grupo de renormaliza¢ao (comprovado experimentalmente) que essa
diferenca nao existe®. Além disso, quantidades divergentes podem apresentar termos finitos

que no entanto perdem importancia na transicao.

1.2.4 Leis de Escala

Seguindo o procedimento de transformacoes de blocos de spin sugerido por Leo Kada-
noff [11] (na forma apresentada na referéncia [7]), vamos deduzir relagoes entre os expoentes
e motivar a hipotese basica por tras da fisica dos fendmenos criticos, a hipotese de escala,

segundo a qual a densidade de energia livre f perto da transicao obedece a
Ot Ah) = A f(t,h) (L6)

para algum par de expoentes a e b, onde t = T'/T, — 1 é a temperatura reduzida e h o
campo externo.
A idéia é, partindo do modelo de Ising (1.1), agrupar spins em blocos de lado r (em

unidades de parametro de rede dos spins originais) criando assim uma nova variavel
1
E[ = E E g;, (17)

onde a soma é feita nos r? sitios do interior de um bloco I, e R é um fator de normalizacao
que garante ¥y = +1. A hipdtese crucial do procedimento é a de que as interacoes entre
as novas variaveis de blocos sao semelhantes as dos spins originais, o que ¢é razoavel pois
perto do ponto critico o comprimento de correlacao é muito maior que r. Dessa maneira,
a nova rede pode ser descrita por um hamiltoniano de mesma forma mas com parametros

diferentes:
H=-J> S8, —1) 5. (1.8)
(1.J) I

O comprimento de correlagao entre os blocos fica reescalonado para £/r, assim, de acordo

com a definicao do expoente v, a nova temperatura reduzida apos a transformacao é

t=rivt. (1.9)

®Ela existe para os coeficientes de proporcionalidade, mas nio entraremos nessa questao.
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A energia de interacao total com o campo externo nao pode ser alterada pelo simples

agrupamento de spins, portanto devemos ter
hl
— / J— .
h % o;=h % Y= = % oi s (1.10)

o que nos da ' = Rh. Pela mesma razao a energia livre total também é igual, logo a

d

energia livre por bloco é r* vezes a por sitio da rede original, além de terem a mesma

forma funcional uma vez que os hamiltonianos tém a mesma forma. Ou seja,
fA, W) =rif(t,h) = f(t,h) =r"%f(r'/"t,Rh) . (1.11)

Para obter (1.6) precisamos de R como funcao de 7, o que é feito analisando-se a fungao

de correlagao entre blocos:

Mz) = (2) — (E)(2))
_ R2 Z Z {oio;) — (oi) (o)}

i€l jeJ

= R2(rY)°T(ro),

e usando I' dado na tabela 1.1 temos

R_2T2d
! —_
F(m) o |7aa3|d72+77
R—2rd+2—n

|z|d—2+n

No entanto I'(z) também deve obedecer & tabela 1.1, isso fixa R = r(@+2-1/2 de modo que
h' = r@+2=m/2h  Fazendo-se entdo r = A4, (1.11) se transforma na hipétese de escala

(1.6) e podemos associar
a=1/(vd) e b=(d+2-—n)/(2d). (1.12)

Podemos agora associar a e b aos demais expoentes criticos. A hipdtese (1.6) implica
que a funcdo t =/ (¢, h) é invariante sob as transformacées t — A% e h — A’h e, portanto,

s6 pode depender do invariante y = h/t"?, i.e.,

gly) =tV f(t.h) = f(t.h) =t""g(y). (1.13)
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A magnetizacao espontanea é

af —b)/a
M=—2 = t1=0/ag(0) (1.14)
mostrando a relacao
g=(01-0b)/a. (1.15)

Além disso, sabemos que para t — 0 a magnetizacio vai como M ~ h'/% ou seja, nesse
limite ¢'(y) — w'/°. Substituindo em (1.14) obtemos uma expressio que depende de

t(1=b=b/9)/a & que portanto s6 é finita e ndo nula para t = 0 se
1—-b—-5b/0=0. (1.16)

Derivando f novamente chegamos na susceptibilidade magnética:

0 f o) /a
X= 552l = 12002 (0), (1.17)
mostrando que
v=—(1-2b)/a. (1.18)

A segunda derivada com relagdo a temperatura nos da o calor especifico (capacidade

calorifica por unidade de volume):

0? 1
c= —Ta—TJ; 0T —Ttl/“’2g”(0), (1.19)
mostrando a ultima relacao
a=2-1/a. (1.20)

Finalmente, usando (1.12) escrevemos a e b em fungao de v e 7, para entao substituir em

(1.15), (1.16), (1.18) e (1.20) e eliminar quatro dos seis expoentes:

a = 2—ud (1.21)
g = %y(d—2+n) (1.22)
= v2-n) (1.23)
5 = (d42—m)/d—24n). (1.24)

Além da ébvia vantagem de reduzir o trabalho, essas equagoes nos dao todos os expoentes
em funcao de dois diretamente ligados as fungoes de correlacao - exatamente os objetos

que gostamos de tratar na TQC.
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1.3 Correspondéncia TQC-Mecanica Estatistica

Na se¢ao anterior vimos que a divergéncia do comprimento de correlacao em uma tran-
sicao de fase conduz a nocao de universalidade de um sistema estatistico, i.e., as grandezas
fisicas ficam independentes de detalhes microscopicos tais como a geometria especifica da
rede. Sistemas com comportamentos criticos semelhantes sao ditos de uma mesma classe
de universalidade. Embora detalhes microscopicos nao alterem o comportamento critico,
diferencas mais profundas como a dimensionalidade ou o tipo de simetria do acoplamento
entre as varidveis dao origem a outras classes, que podem possuir por exemplo expoentes
criticos diferentes.

A idéia de classe de universalidade indica que o comportamento critico deve permanecer
inalterado quando tomamos o limite do parametro de rede indo a zero, formando um
continuo, o que justifica uma abordagem de teoria de campos. Isso é reforcado ainda pelo
importante papel desempenhado pelas flutuagoes no ponto critico, sugerindo a utilizagao
de técnicas de uma teoria com flutuagdes quanticas. A conhecida analogia entre TQC e
mecanica estatitica classica é a ferramenta que buscamos para tratar os fenomenos criticos
usando métodos e nomenclaturas usuais de TQC.

Seja um sistema estatistico, como o modelo de Ising, definido em uma rede hipercibica
de dimensao d. Rotularemos uma das d diregoes como o “tempo” 7, e as demais serao
as diregoes espaciais . Podemos descrever o sistema dando as configuragoes de todos os
spins em cada tempo, i.e., para cada hiperplano 7 = constante. As configuracoes de um
dado tempo 7 = 7 serdo representadas por {¢}(71). A matriz de transferéncia 7 relaciona

as configuracoes em dois tempos diferentes, e tem elementos

{oH )| T {o}(m2) = exp (= BR(r, 7)) (1.25)
onde H contém todas interacoes nas direcdes espaciais de cada tempo e as interacoes
entre os pares dos dois tempos distintos, e portanto decompoe o Hamiltoniano total em
H=3"_H(r,7+1). A fungiio de particio é

Zz = Zexp —0H = Z o(m)| T |o(m2)) -+ {o(tm)| T |o(11))
{o}
= trTM, (1.26)
considerando condicoes de contorno periddicas e sendo M o nimero de sitios na direcao

temporal.
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A analogia fica clara ao olharmos para o operador quantico de evolucao temporal
Ut',t) = e #"' =D  seus elementos
i

Utiyrt; = €XP (;.LS [cb]) (1.27)

e a amplitude de transi¢ao entre estados, dada pela formulacao de integrais de caminho:

z = /m) exp (%s [¢]) | (1.28)

Comparando as expressoes notamos as semelhangas formais resumidas na tabela (1.2).

Teoria Quantica Mecanica Estatistica
tempo t “tempo” T = it
constante de planck 1/h temperatura = 1/k,T
amplitude de transicao Z funcao de particao Z

operador de evolucao temporal U | matriz de transferéncia 7

acao euclideana S hamiltoniano classico 'H

Tabela 1.2: Analogia entre teoria quantica e mecanica estatatistica

E interessante destacar a relacao entre temperatura e constante de Planck, ja que
normalmente vemos a temperatura como uma medida das flutuagoes em um sistema de
mecanica estatistica, enquanto a constante de Planck representa as flutuacoes em uma
teoria quantica (pelo principio da incerteza). No limite & — 0 a trajetéria classica é a
unica a contribuir para a integral de Feynman, suprimindo as flutuagoes, o que equivale ao
limite 7" — 0 em que o sistema esta congelado, sem flutuar. Com base na correspondéncia,
podemos interpretar a matriz de transferéncia como o operador de evolucao temporal de

uma teoria euclideana

T=c¢"1, (1.29)

definindo um H andlogo ao hamiltoniano da teoria quantica, que por isso é chamado de
Hamiltoniano Quantico. Completamos assim o mapeamento de um sistema estatistico

classico com d dimensoes espaciais em um sistema quantico com (d — 1).
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Invariancia Conforme

Até agora apresentamos razoes para estabelecer que sistemas criticos apresentam in-
variancia sob o grupo de transformacoes contendo translacoes, rotagoes e transformacoes
globais de escala (i.e., transformagoes do tipo & — bx)!. A idéia seminal de Belavin,
Polyakov e Zamolodchikov (BPZ) [3] foi supor que sistemas com interacoes de curto al-
cance deveriam apresentar simetria sob o grupo maior de transformacoes conformes, que
contém o anterior como subgrupo mas inclui ainda transformagoes locais de escala, ou
seja, transformacoes do tipo @ — b(x)x. Uma vez que as interagdes sao de curto alcance,
parece razoavel supor que o sistema nao deva se comportar de maneira muito diferente
quando submetido a transformagoes de escala que variam suavemente ponto a ponto, espe-
cialmente no limite continuo. A idéia mostrou-se extremamente poderosa dando origem a
teoria de campos conforme. Nesse capitulo estudaremos propriedades das transformacoes
conformes e veremos como a hipdtese de simetria conforme pode simplificar calculos na

teoria de fenomenos criticos. As referéncias basicas sao [3, 7, 8, 12, 13, 14].

2.1 Transformacoes Conformes

Em um espago-tempo com métrica g,,,, uma transformacao conforme de coordenadas
é definida como um mapeamento invertivel € — x’ que multiplica o tensor métrico por

um fator local de escala:
9 (') = A(x) g, (T) - (2.1)

1Como estaremos interessados em espacos euclideanos o uso de negrito identificard vetores, e nio

somente a parte espacial de um vetor no espaco de Minkowski
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Geometricamente sao transformacgoes que preservam angulos entre curvas, ja que

/

T-T
cosf = W (22)
permanece invariante.
Em uma transformacao infinitesimal
ot — o =gt + M (x), (2.3)
o tensor g, se transforma covariantemente
uv = Guv — (a,u‘su + 81/€,u) ) (24)
de modo que (2.1) implica
25
ouey + 06, = f(x)g = flx)= Eaue (x), (2.5)

onde tiramos o trago no ultimo passo e d = Tr(g,,) é a dimensdo. Temos portanto a
restricao

2
Ou€y + 0ve, = 3(8 “€)Guw (2.6)

que é a equacao a ser resolvida para encontrarmos a forma das transformacoes conformes.

E simples ver que translacoes, rotacoes e dilatacoes sao solugoes, sendo as translacoes de

ordem zero e as demais de ordem um. E possivel ainda encontrar solugoes de ordem dois,
é(x) = 2(x - b)z" — v'x?, (2.7)

onde b é um vetor constante. As transformagoes finitas originadas por (2.7) sdo chamadas

transformacoes conformes especiais:

ot — bra?
ot — gt = . 2.8
- 1—2b-x+ b’x? (28)

O significado geométrico fica mais claro quando expressas na forma

ou seja, tratam-se de uma translacao por um vetor b, precedida e seguida de inversoes

Th — ah 2.
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Queremos agora saber se essas sao todas as solugbes possiveis. Partindo de (2.5)

podemos mostrar que [7]:
(2 = d)9,0,f = guw0°f, (2.10)

e contraindo com g"”

(d—1)0*f =0. (2.11)
Vemos em (2.11) que em uma dimensao nao hé restrigdes sobre f, de modo que toda
transformacao suave é conforme. Para d > 2, (2.10) e (2.11) nos dao 9,0, f = 0 e portanto
(de 2.5) 0,0,0%¢, = 0, em outras palavras, €* é no maximo quadratico em z*. Concluimos
assim que para d > 2 os casos citados esgotam as solugoes de (2.6), i.e., translagoes, rota-
¢oes, dilatagoes e transformagoes conformes especiais formam o grupo das transformacoes

conformes em dimensoes maiores que dois.

2.2 Transformacoes Conformes em Duas Dimensoes

Para d = 2 a equagao (2.10) néo se aplica e, por isso, voltaremos a (2.6). Num espago

euclideano (g,, = d,,) de duas dimensdes, ela nos da as equacoes de Cauchy-Riemann
8161 = 6262 8162 = —8261 3 (212)

sugerindo que passemos ao uso de varidaveis complexas na descricao do sistema:

0

z=a"+irt  z=2"—iz'. (2.13)

Sendo assim, o grupo de transformacgoes conformes em duas dimensoes é isomoérfico ao
grupo de transformacoes analiticas de coordenadas, cuja dimensionalidade é infinita (pre-
cisamos de infinitos parametros - os coeficientes das séries de Laurent - para defini-lo em
uma regiao). Translacoes e dilatagoes continuam com a mesma forma, uma rotagao por um
angulo « passa a ser escrita como z — 2’ = €®z, enquanto uma transformacao conforme

especial fica
;2
C14az’
para a = a; + iag, sendo a; e as os dois parametros da transformacao.

z

(2.14)

O efeito de (2.3) em um campo sem dimensao e sem spin ¢(z, z) no plano é
¢'(2,7) = ¢(2,2)
= ¢(,2) —e(2)0,0(2,2) — €2z 9(7, 2, (2.15)
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e se €(z) é analitica podemos expandir €(z) = Y% ¢,2""' dando uma variagao funcional

0¢p = —e(2)0.0(z,2) — €(2)0:0(z, 2)
= Y [entnd(z,2) + calud(=,2)] (2.16)

n

onde introduzimos os geradores da algebra de Lie
l, = —2""1o, e l, = —z""10;, (2.17)

cujas relacoes de comutagao sao

[ 0] = (n—m)lpim
[7"’ 7m} = (n - m)gn-i-m (2.18)
0. 7,] = 0.

Como ¢ e ¢ comutam, a algebra é decomposta na soma direta de duas algebras isomérficas
geradas por {¢} e {¢}. Isso ajuda a esclarecer um questdo freqiientemente confusa: como
devemos tratar as variaveis z e z7 O mais apropriado é trata-las como independentes,
o que equivale a estender 2° e z! de (2.13) ao plano complexo. Nesse caso (2.13) passa
a ser uma mera mudancga de variaveis e Z nao é o complexo conjugado de z, mas uma
variavel complexa independente. Contudo, devemos ter em mente que o espaco fisico é
a subvariedade definida por z* = Z, chamada superficie real, mas s6 levamos isso em
consideracao se precisarmos explicitamente de propriedades globais ou de analiticidade
das funcoes de correlacao.

O gerador /¢, é singular para n > 1 quando z — oo e para n < —1 quando z = 0,
conseqiientemente apenas o subconjunto ¢_1, ¢y, {1 é definido para qualquer z na esfera de
Riemman (C U {o0}) e induz transformagoes analiticas do plano complexo nele mesmo.
Essa subélgebra estd associada ao grupo conforme projetivo SL(2,C) (ou global), gerando

as transformacoes conformes projetivas?, que podem ser escritas na forma

az+b
z — wy(z) = e d (2.19)

com a, b, ¢, d complexos e obedecendo a ad — be = 1. Translacoes sdo geradas por ¢_q e {_1,

dilatacoes pela combinacao £y + £y = x#0,, rotagoes por i(fy — ly) = e"x,0,, sendo € o

2Também chamadas de globais, pois sdo definidas para qualquer z na esfera de Riemann.
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tensor totalmente anti-simétrico e, finalmente, ¢, e /; geram as transformacoes conformes
especiais.

Os operadores fisicos serdo auto-estados da subalgebra de Cartan, gerada por {/g, y},
com autovalores {h,h} chamados dimensdes (ou pesos) conformes holomérfica e anti-
holomérfica respectivamente. Uma vez que £y + fy gera as dilatacdes, a dimensdo de
escala do operador serd dada por A = h + h, e como i({y — {y) é o operador de rotacao,

seu autovalor, o spin, serd s = h — h.

2.3 Invariancia Conforme

Em um modelo estatistico definimos os chamados operadores de escala, que sao os
observaveis caracterizados pela covariancia de todas suas func¢oes de correlagao de n pontos
sob uma transformagao de escala. No modelo de Ising sao eles o operador de spin (ou
densidade de parametro de ordem) o(r) e a densidade de energia (7). Por covariancia
sob transformacoes de escala queremos dizer que o comportamento deve ser semelhante
ao da energia livre, descrito em (1.6). Seja por exemplo a fun¢ao de dois pontos conexa

associada ao observavel o(r)

Go(r1 —12) = {0(11)a(ra)) — (o (r1))(o(r2)) , (2.20)

ela deve entao, em termos das variaveis ¢t e h ja definidas, se transformar como
Gy(rit,h) = N"22Go(r/ X Nt A°h) (2.21)

onde A, é chamado de dimensao de escala de o (definimos um A, analogamente para ¢).

Com base nisso, descreveremos uma teoria conforme pelas transformagoes de seus cam-
pos (operadores de escala), mas como nem todos se transformam da mesma maneira,
classifica-los-emos segundo o tipo de transformacao.

Um campo sem spin ¢(x) sob transformagoes conformes projetivas (2.19) transforma-se

como?

—A/d

_ |97 o(x) (2.22)

0(@) = (@) = | 5o

3Em principio é possivel obter isso a partir das representacdes da dlgebra conforme, sendo porém mais

simples postuld-lo com base no comportamento de operadores de escala. Veja se¢ao 4.2 em [7].
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onde A é a dimensao de escala e |0x’/0x| é o determinante jacobiano da transformacao,
relacionado ao fator de escala de (2.1) por

ox’'

72| = Ax)~%2 . (2.23)

Um campo que se transforma dessa maneira é denominado quasi-primdrio. Em duas
dimensoes a definicao se estende a campos com spin. Definindo as dimensoes conformes
citadas na segao anterior

h:%(AJrs) E:%(A—s), (2.24)

temos sob transformagoes conformes projetivas:
dw,\ ™" (dw,\ "
/ - D D _

Wy(2), Wy(2)) = | — — 2, Z). 2.25
s = (G2) (%) et (2:25)
Campos quasi-primarios sao os mais fundamentais da teoria, no entanto formam um
conjunto infinito. Em duas dimensoes podemos tirar vantagem das propriedades especiais
da algebra conforme e impor a condi¢ao mais restritiva de covariancia sobre transformagoes

conformes arbitrarias (e nao somente projetivas), criando o subconjunto dos chamados

campos primarios:

s o) = (%) (2) " ope2) (2.26)

Todo campo primério é quasi-primario, mas a reciproca nao é verdadeira. Campos
que nao sao primarios sao ditos secunddrios. O mais importante dessa distingao é que
as propriedades dos campos secundarios podem ser deduzidas a partir das dos primarios,
os quais podem existir em nimero finito dependendo do sistema. No modelo de Ising
continuo por exemplo temos apenas dois campos primarios, os ja citados operadores de
escala densidade de parametro de ordem e densidade de energia.

Vale notar que transformacoes de operadores de escala sao procedimentos formais que
sO tém sentido no ambito de fungoes de correlacao. As fungoes de correlagao de operadores
(quasi-)primarios é que se transformam covariantemente sob transformagoes conformes

(projetivas):

(Gr(wr, 81) - a2, 0) = (d—“’) (52) otz onnm). 220
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2.4 Funcoes de Correlacao

Definidas as transformagoes dos campos, o poder da invariancia conforme comega a
aparecer. Com o que temos até entao ja é possivel fixar a forma das fungoes de correlacao
de dois e trés pontos para teorias com dimensao arbitraria d. Primeiro vamos analisar
transformacoes de funcoes de dois pontos de campos quasi-primarios sem spin, aplicando
(2.22). Para transformacoes de escala © — Az o jacobiano é simplesmente A¢ de modo
que

(p1(@1) P2 (m2)) = A2y (Azy ) o (A)) - (2.28)

Invariancia por rotagoes e translagoes colocam a restricao

(P1(z1)Pa(2)) = f(|21 — T2]) (2.29)

que combinada com (2.28) nos d4 f(Ax) = f(x)/ 21722, Portanto devemos ter

(¢1(x1)Pa(x2)) = Cro (2.30)

o |$1 — w2|A1+A2 ’

onde C'15 é um coeficiente constante ligado a normalizacao dos campos. Para impor covari-
ancia por transformagoes conformes especiais precisaremos de dois resultados: o jacobiano

da transformagao

ox' 1
= , (2.31)
Ox (1 —-2b-x+ b2x?)?
e a transformagao da distancia entre pontos
@) — )] = [z~ (2.32)

(1 —2b-a; +0%x?)1/2(1 — 2b - ; + D?ac3) /2
ambos facilmente calculdveis a partir de (2.8). A covariancia de (2.30) sob transformagoes
conformes especiais implica entao

Chz _ Cip ()i ta)/2

o= @l Ry g 25

com y; = 1 — 2b- x; + b*x?. Para que isso seja satisfeito devemos ter (y;7,)@1+42)/2 =
A A . . . ~ .
Vi e 2 Vo @y, xa, ou seja, Ay = Ay, Por conseguinte, se as dimensoes de escala de dois
campos forem diferentes, eles nao estarao correlacionados. Ficamos com
Crz
se A=A =A

(f1(1)da(m2)) = |1 — 2?3 (2.34)
0 se Ay # Ay
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e comparando com a tabela 1.1 extraimos o expoente critico n em fungao da dimensao de
escala:
n=2A+2—-d. (2.35)

Apenas com argumentos de simetria conforme fomos capazes de mostrar que a funcao
de correlagao tem o comportamento critico esperado de lei de poténcia e ainda relacionamos
o expoente critico com a dimensao de escala, propriedade caracteristica dos campos quasi-
primarios.

Em duas dimensoes essas idéias podem ainda ser estendidas a campos com spin. Nesse
caso, usando varidveis complexas, a distancia |z; — z;| é dada por [(z; — 2;)(z — Zj)]1/2 e
(2.34) se transforma em

Cha
(21 _ Zz)zh(% _ 22)25 ’

(¢1(x1)Pa(x2)) = (2.36)

com a restrigao adicional de que a soma dos spins de um correlator deve ser zero, preser-
vando assim a invariancia por rotagoes.

Uma andlise similar pode ser feita em fungoes de trés pontos e, novamente, a covariancia
conforme projetiva é capaz de fixar o tipo de dependéncia. Covariancia por translagoes,

rotagoes e dilatacoes fornece

(abe)
Clzs (2.37)

a b ,.c
L1oT93L13

(61(a1)do(a2)da(as)) = 3

abc

onde z;; = |&; — x;| e a soma em a, b, c é sujeita a condi¢do a + b+ c = Ay + Ay + As.

Impondo covariancia por transformacoes conformes especiais temos

abc abc a c
Clss) Ol (172) P (379)" 2 (nys) (2.38)
24525375 7?172&7:?3 24525375 7
que restringe
a+c= 2/ a—+b=2A, b+c=2A;5. (2.39)

Trés equacoes para trés incégnitas cujas solucoes sao:

a = A1+A2—A3
b = Ag+Az— A (2.40)
c = A3+A1—A2.
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A func@o de trés pontos é dada portanto por apenas um termo da soma de (2.37):

C(123
<¢1(m1)¢2(m2)¢3(m3)> = T AItDe—A3 AotAz—A1 DatAi—Dg (2-41)
D) T3 T3

Em duas dimensoes também podemos fazer uma extensao para campos com spin analoga
a (2.36) trocando A por h, x;; por z; e adicionando uma parte anti-holomérfica.

O proximo passo natural é tentar a mesma coisa para funcoes de quatro pontos, en-
tretanto o mesmo sucesso nao pode ser obtido por causa da existéncia de invariantes na
teoria conhecidos como razoes anarmonicas. Invariancia por rotacoes e translagoes nos da
a distancia entre dois pontos como possivel candidato a invariante da teoria. Invariancia
por transformacoes de escala restringe ainda mais os invariantes a razoes entre distancias.
Vimos na equagao (2.32) como a distancia entre pontos se transforma sob transformagoes
conformes especiais e a partir dela percebemos que sé é possivel construir invariantes com,

no minimo, quatro pontos, as razoes anarmonicas:

|1 — x| |23 — 24 |1 — x| |23 — 24

| (2.42)
|1 — 3| |22 — 24 |2 — 3| |1 — 4

As fungoes de quatro pontos podem conter fungoes arbitrarias dessas razoes pois elas nao

estragam a covariancia conforme projetiva. O maximo que podemos dizer é

(o). onan) = f (2223, D) T oo, 243

)
L1324 X23T14 i<i

4 . ~ , . . .
sendo A = > | A;. Em duas dimensdes ha uma particularidade pois os quatro pontos
devem estar sempre no mesmo plano, e isso gera uma relacao adicional que reduz o nimero

de razoes anarmonicas:

212734 N n _ 212734 (2.44)

)
213224 1—n 214723

U]

e uma expressao equivalente para um 7 envolvendo Z. Ainda assim a funcao de quatro
pontos pode conter uma funcao arbitraria f(n,7), desde que tenha resultado real. Para
campos primarios, a invariancia sob transformacoes conformes arbitrarias em duas dimen-
soes é uma condicao forte o suficiente para fixar as demais fungoes de correlagao, sendo

esse um dos grandes resultados do artigo BPZ [3].
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2.5 Tensor Energia-Momento

Realizando uma transformagao de varidveis arbitraria # — z# 4 ¢(x) em uma teoria
com agao S = [d?xL (¢(x),d,¢(x)), induzimos uma variagao 65 = S’ — S em primeira
ordem de

58 = — / d®z j" e, (2.45)

7

onde j#* é a corrente canonica de Noether que depende explicitamente da forma da trans-
formacao*. A corrente associada a translacoes espaciais é o chamado tensor energia-
momento T*. Uma transformacao infinitesimal pode ser localmente considerada uma
translagao, e assim

58S = _Sid / d®z T e, (2.46)

onde inserimos Sy, a area de uma hiperesfera unitaria, por conveniéncia. Se a teoria é

invariante de Lorentz, entao T pode ser feito simétrico, de modo que
bl )

55 = —— [ da T (B,e, + Dye) (2.47)
25,

e para transformagoes conformes podemos usar (2.6) obtendo

§S = Az THO,e” . (2.48)

" dS,

Se o trago de T" for zero entao 05 = 0 e a teoria é invariante sob transformagoes con-
formes, mas a reciproca nao ¢ verdadeira ja que J,e¢” nao é uma funcao arbitraria. Sob
condicoes bastante gerais o tensor energia-momento de uma teoria invariante de escala
pode ser construido com traco zero, e se isso for possivel, entao a invariancia conforme é
uma conseqiiéncia das invariancias de Poincaré e de escala. Embora nao haja uma prova
geral de que T" tenha traco nulo em uma teoria invariante de escala, consideraremos
isso verdadeiro uma vez que contra-exemplos nao sao encontrados. Um argumento usual
é a substituicdo €"(x) = ex” em (2.48) mostrando que a integral de T! deve ser nula. E
possivel também mostrar que o valor esperado de (T})* é zero (secao 4.3.3 de [7]). Se
por um lado a invariancia por rotagoes (Lorentz) nos diz que o tensor energia-momento
¢ simétrico e a invariancia de escala impoe trago nulo, a invariancia por transformagoes

conformes especiais por sua vez nao adiciona novas condicoes.

4Excluimos a possibilidade de existéncia de um termo do tipo | Ate,, para manter a simetria de

translacao
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Estamos interessados no caso 2d em que €(x) é analitica. De acordo com o teorema de
Liouville a funcao constante é a tinica fungao analitica limitada em todo o plano complexo,
portanto fungoes nao triviais tém alguma singularidade e € nao pode ser pequeno em todos
os pontos. Para contornar isso, consideraremos e(x) pequeno em todo espaco de modo que
a transformacao seja conforme somente no interior de uma regiao D; delimitada por uma
curva C'. Na regiao externa D, a transformacao sera diferencidvel e decrescente. Vamos
primeiramente analisar o que acontece com fungoes de correlagao (calculadas em pontos
no interior de D;) sob transformagoes conformes infinitesimais como (2.3). A variagao de

um campo primaério sob essa transformagao obtida por (2.26) é
0¢(z,2) = ((hO.€ + €0.) + (hOse + €05)) ¢(2, 2) , (2.49)

e, conseqiientemente, a funcao de n pontos tem variacao

n

O du) = Y [(hiese + €z,) + (hids @ +€0:)] (61 bu) (2.50)

i=1
E também possivel calcular essa variacao a partir da integral funcional (consideramos uma

teoria euclideana):

1
Sor-e0n) = 5 [Dodr--0n(~65)e 5
1
= 5 [ dro"e @) (Tu(@)dr ), (2.51)
7 Jp,
onde usamos (2.46) e a integral é feita somente em Dy pois em D; a transformacao é
conforme e a teoria é invariante, dando 05 = 0. Igualando (2.50) e (2.51) temos a chamada

identidade de Ward conforme:

n

; [hid..€ + €0., + 0z €+ €0:] (b1~ du) = % /D;Fx D (€) (T (E)1 - 6)
(2.52)

Integrando o lado direito por partes obtemos dois termos:

: d*z € (2)(0" Ty (T)$1 -~ bn) +ifidznuey(w)(Tw(fﬂ)%---cbn)7 (2.53)

Cor Dy 2
sendo n* ortonormal & curva C' e d¥ um elemento de linha. O lado esquerdo de (2.52)
nao pode depender da forma da transformagcao em Dy, que é arbitréria, e e(x) arbitrario

nessa regiao implica a lei de conservacao

0T, =0 (2.54)
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para que o primeiro termo de (2.53) se anule.
Sendo simétrico e com traco nulo, o tensor energia-momento® tem apenas duas com-

ponentes independentes as quais definiremos (0 e 1 referem-se as componentes de (2.13)):

1 , — 1 .
T(Z) = Tzz = — (Tgo — TH — 2ZT01) e T(Z) = ng = — (T()o — T11 + 2ZT01) .

4 4
(2.55)
A equacgao (2.54) com a condicao de trago nulo da para essas componentes as equagoes de

Cauchy-Riemann:
0:T(2) =0.T(2) =0, (2.56)

mostrando que sao fungoes respectivamente holomoérfica e anti-holomorfica, o que justifica
a separacao da dependéncia em z e Z. Isso permitird separar completamente a teoria em
um parte holomérfica e outra anti-holomoérfica. Com esse objetivo usaremos a formula de

diferenciacao de Cauchy

™ (a) = 3 ]{Cdz—f(z) (2.57)

270 (z —a)rtt’

para reescrever o lado esquerdo de (2.52):

hidsc + €0, — —— dze(z)( b1 azi), (2.58)
2mi Jeo (

z2—2)?  z—z

e uma expressao equivalente anti-holomorfica, porém com sinal trocado (teorema de Cau-
chy conjugado). Usando também (2.53), (2.52) fica

% :1 []id“(z) ((2 —hizi)Q " Z%Zz) N ?idz ) ((5 —}_Lizz‘)Z * fajzzﬂ (1)

L ae o) T()b1 - b) — fc LT ()b 6).  (250)

_27TZ C

Se €(z) representar uma transformagao conforme projetiva, entao ela é definida em todo
plano (incluindo a regiao Ds) e o lado esquerdo de (2.52), e por extensao o de (2.59), sao
nulos, pois a teoria é invariante conforme. Vimos anteriormente que os elementos ¢_1, {,
e ¢, da algebra (2.18) definidos em (2.17) sao os geradores das transformacgoes conformes
projetivas e, portanto, para essas transformacoes €(z) pode comportar-se como 1, z ou 22

Para que nesse caso o lado direito de (2.59) também se anule, uma condigao consistente é

SEm 2d T*¥ também é chamado de tensor de stress, em analogia & teoria da elasticidade.
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que T'(z) comporte-se como z~* para z grande, pois assim o integrando pode conter apenas
2z~*, 273 ou 272, dando sempre residuo zero nas integrais.
Visto que € é arbitrario, (2.59) pode ser escrita na forma conhecida como identidade

de Ward conforme local:

(T(2)¢1(21,21) - -+ In(2n, Z0)) = Z <(z _hlzl)z T _1 ZiaZi) (P1(21,21) - - - D (20, Z0))
(2.60)

mais uma expressao analoga para T'(z). Vemos assim que inserir 7' (ou T') na funcao de

i

correlagao de campos primérios equivale a aplicar um operador diferencial de dimensao
2 & funcdo de correlacdo sem T (ou T), de onde conclui-se que as dimensdes conformes
(h,h) de T e T sao respectivamente (2,0) e (0,2) e, portanto, que ambos tém dimensao
de escala A =2, T tem spin s = 2 e T tem spin s = —2.

Vale observar que (2.60) poderia conter termos regulares, pois quaisquer fungoes anali-
ticas adicionadas ao integrando de (2.58) nao alterariam o lado esquerdo, ja que a integral
de uma fungao analitica sobre uma curva fechada é nula. Expressoes como (2.60) fora
da fungao de correlagao (embora sé adquiram sentido no interior de uma) sdo chamadas
expansoes de produtos de operadores, mais conhecidas por OPES:

T(2)p(w,w) = m¢(w,w) + ﬁ@wgb(w,w) + termosregulares, (2.61)

_ h 1
T(Z)p(w,w) = md)(w, w) + ﬂ&m(w, w) + termosregulares. (2.62)
Por analiticidade das funcoes de correlacao os termos regulares devem ser nulos. Isso ocorre

porque qualquer termo proporcional a uma poténcia positiva de z nao pode ser analitico no
plano todo, pois diverge no infinito sem que haja uma razao fisica para isso (as fungdes de

correlacao divergem somente nos pélos, os pontos de insergdo dos operadores de campo).

2.6 Carga Central

Uma OPE da forma (2.61) naturalmente s6 é valida para operadores primdrios, que
se transformam como (2.26). Um exemplo de campo que nao preenche esse requisito é o

préprio tensor de stress. Por invariancia de translacio temos (T'(2)) = (T'(2)) = 0, por

6Opemt07" product expansion.
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isso se T obedecesse a (2.61) a funcdo de dois pontos seria nula (ou regular), mas nao
ha razao para isso ser verdade. Como 7' tem dimensao de escala 2, a covariancia por
transformacoes de escala z — Az permite apenas a adi¢gao de um termo proporcional a
1/(z — w)* na OPE, pois assim (T'(2)T(w)) — A\4T(2)T(w)) como esperariamos. Dessa

maneira, a OPE para o tensor de stress fica

rET) ~ D S (263)
e a funcao de dois pontos )
rETW) = L (2:64)

com expressoes analogas para a parte anti-holomérfica. A constante ¢ é denominada carga
central, e nao pode ser calculada a partir de consideragoes de simetria. Seu valor é deter-
minado pelo comportamento a curtas distancias e portanto depende da teoria especifica
em questao, estando ligada a classe de universalidade do modelo. As partes holomoérfica e
anti-holomérfica nao se acoplam e (T'T) = 0.

Voltando & identidade de Ward conforme (2.52), lembrando que o lado esquerdo contém

a variacao dos campos e que o lado direito é igual ao segundo termo de (2.53), podemos

escrever
5T (w) = % fg dz e(=)T(=)T(w). (2.65)
e substituindo (2.63) temos a variagao de T’
0T (w) = 2%” Cdz €(2) {(z (3_/1)4 + (j:i(z>)2 + 8;,?(;1;)
= (20ue(w) + e(w)dy) T(w) + 1—023536(10), (2.66)

onde aplicamos a férmula (2.57) de Cauchy novamente na solugao da integral. Essa equagao
é semelhante a variagdo de um campo primdrio dada em (2.49) com dimensoes conformes
(h,h) = (2,0) possuindo, no entanto, um termo anémalo contendo a carga central. E
interessante notar que a variagao do valor esperado do tensor de stress,

oT) = (6T) = %j[cdz’e(z')(T(z')T(z)) = %036(2), (2.67)
se anula somente quando € é no maximo quadratico, ou seja, para transformacoes conformes
projetivas. Isso acontece porque, como ja discutimos, transformagoes conformes gerais

modificam a geometria do plano. Por tras dessa idéia estd uma interessante interpretacgao
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para a carga central. Para entendé-la precisamos estender a lei de transformacao de T

dada em (2.66) para transformagoes conformes finitas, resultado expresso por

dw\ > c
T2)=|— | T —{w: 2.
@)= () 7w+ ). (268
onde introduzimos a derivada Schwarziana:
Bw 3 [0%w\>
V=2 —— [ £ ) 2.69
{w; 2} 9w 2 (@w) (2.69)

A demonstracao disso esta longe de ser simples, mas podemos verificar que reobtemos
(2.66) no limite infinitesimal, i.e., quando w(z) = z+€g(z). Nesse caso, mantendo primeira

ordem em € temos

wie) = Tl S (1 ) ), (2.70)

e podemor redefinir €g(z) = €(z). A transformacao infinitesimal se caracteriza por
T'(z+¢€(2) =T(2) +€(2)0.T'(2) . (2.71)

Podemos substituir 77(z) usando (2.68) e (2.70), observando que em primeira ordem vale
a aproximacao (Q,w) 2~ 1 —20,e(2) e 3.T'(z) = 9,T(2):

T'(2) + e(2)0.T(2) = (1 — 20.€) |T(2) — 1—02836]

= 0T = (20,e +€(2)0.) T(2) + 1—62823,6(2) , (2.72)
que ¢ a (2.66). Vamos entao calcular a variagao do tensor de stress utilizando (2.68) para

a transformagao w(z) = (L/27)In z, que mapeia o plano em uma faixa de largura L com

condigoes de contorno periédicas (a mudanga de geometria fica clara aqui):

2 c

2
Thaea (1) = (f> (Tplano(z)zz . ﬂ) . (2.73)
Tomando (Tplano) = 0, 0 valor esperado da variagao de Thixa ¢

(Thaixa(u)) = —— (2%>2 . (2.74)

Na analogia entre TCQ e mecanica estatistica vimos que a acao euclideana equivale ao

hamiltoniano do modelo estatistico. A variacao da energia média é dada pela variacao
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do logaritmo da funcao de particao, 6 In Z = §(H). Usando (2.46) e evocando a analogia
temos

1 17
dInZ = —%/d%T“ Oy (2.75)

Realizando uma dilatacao horizontal na faixa, ou seja, uma transformagao (z°,2') —

(1 +¢€)2Y, z'), podemos ver como a energia varia e calcular a energia livre por unidade de
comprimento na faixa. Temos d,€, = €d,00,0, € como T 0 — T+ T, concluimos que temos

uma diferenga de energia média

L
(SIHZ == _i/ dxl (<ﬂaixa>+<Tfaixa>)
27T 0
L _e () e (o)’
o | 24\ L 24\ L
ETTC
- 7o 2.
o (2.76)

Essa diferenca deve ser balanceada por uma mudanca de sinal oposto na energia livre
—d0In Z. Dividindo pelo comprimento esticado € temos a energia livre por unidade de
comprimento da faixa:

- (2.77)

E claro que essa expressao ¢ relativa a energia livre do plano, que foi considerada zero ao
tomarmos (Tplano) = 0. Em outras palavras, saindo do plano para uma faixa de largura
finita obtivemos uma variacdo de energia livre que depende de ¢. Aqui finalmente surge
a interpretacao que buscavamos: a situacao é muito semelhante ao efeito Casimir da
eletrodinamica [15]. A carga central pode ser vista como proporcional a uma energia de
Casimir no sentido de que mede a diferenca de energia entre geometrias distintas.

Essa equacao fornece também um método muito utilizado para se determinar compu-
tacionalmente a carga central de um modelo: simulacoes sao realizadas em uma faixa e a

energia livre é entao calculada numericamente [16].

2.7 Algebra de Virasoro

Conhecendo a regra de transformacgao de um operador podemos deduzir identidades de
Ward para ele. A OPE nos diz que T ‘age’ em outros operadores por termos singulares da

forma 1/(z — z)* para algum k. Em operadores primérios k é igual 2 ou, se a dimensao
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conforme for nula, 1. No préprio T" temos k& = 4 e outros valores sao possiveis. O operador
secundario d¢, com ¢ primario, tem k£ = 3 por exemplo. De fato, a derivada de ordem
n de um operador primario dé origem a um pélo de ordem k = n + 2, o que é facil de
demonstrar usando-se o teorema de Cauchy na regra de transformacao, semelhantemente
ao que fizemos em (2.58). Isso sugere o célculo dos coeficientes dessa expansao de Laurent,
o que formalmente equivale a uma expansao de Laurent do tensor de stress. Uma vez que
impusemos covariancia conforme ao tensor de stress, sua expansao nos dard os geradores
das transformacoes conformes. Com esse objetivo lancaremos mao de um formalismo
conhecido por quantizagao radial.

Na secao 1.3 vimos que a definicao da dimensao temporal em uma teoria euclideana
¢ arbitraria. Em uma rede, simplesmente escolhemos uma das direcoes para chamar de
“tempo” e definimos a matriz de transferéncia para ligar as configuragoes em tempos dis-
tintos. No limite continuo a distancia entre sitios vai a zero, o que nos da liberdade para
definir dire¢oes temporais e espaciais de maneiras diferentes. Em duas dimensoes usare-
mos a quantizacao radial, definindo a dimensao temporal na direcao radial e a dimensao
espacial compactificada em circulos concéntricos. Do ponto de vista de um espago de Min-
kowski, inicialmente definimos a teoria em um cilindro com o tempo indo de —oo a +00 ao
longo do eixo e a coordenada x compactificada indo de 0 a L, com condi¢oes de contorno
periédicas, i.e., os pontos (0,t) e (L,t) sao idénticos. Realizando uma continuagao para
o espaco euclideano o cilindro é descrito por uma variavel complexa & = t + iz, e entao

podemos transformé-lo em um plano pelo mapeamento
2 = e/t (2.78)

que pode ser visualizado na figura 2.1, de [7].

Figura 2.1: O mapeamento do cilindro no plano

Em TQC sempre calculamos fungoes de correlagao do ordenamento temporal de opera-
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dores, estando aqueles com maiores tempos a esquerda, pois elas sao adequadas ao trata-
mento perturbativo. No ambito da quantizacao radial o ordenamento temporal transforma-

se em um ordenamento radial, podendo ser escrito como

$1(21)2(22) se |z1] > |z
T{}1(21)p2(22) } = (2.79)

P2(22)01(21) se |z2] > |z
com um sinal negativo na expressao de baixo se a teoria for fermionica. Uma OPE como
(2.61), que s6 faz sentido no interior de uma func¢do de correlagao, deve entdo sempre

ser calculada para |z| > |w|. A partir de agora consideraremos os campos ordenados

radialmente, e com isso em mente prosseguiremos a expansao de Laurent do tensor de

stress:
+o0 L B +o0 E
T(Z) - Z 2n12 € T(Z) - Z 21112 : (280)

~ . . . . . . /
Essas relacoes podem ser facilmente invertidas multiplicando-se os dois lados por 2" ! e

integrando em um curva fechada envolvendo o ponto z = 0:

1 _ 1 _
L,=— nHlp L,=— zzvPIT(z 2.81
n 271 dzz (Z) € n Qi dzz (Z) s ( 8 )

e assim obtemos os geradores das transformacoes conformes. No produto de geradores

precisamos levar em conta o ordenamento radial dos tensores de stress, de modo que

1 2
LnLy, = (—) f dz f dw 2" w™ T (2) T (w) (2.82)
211 o Cs

fica definido somente quando |z| > |w|, ou seja, quando o contorno C; envolve o contorno
(5, que por sua vez envolve a origem. Comutando L,, e L,, o contorno C5 passa a envolver
(1. A técnica comumente adotada para calcular as relagoes de comutagao dos geradores é
considerar um valor fixo de w e analisar a diferenga entre os dois contornos da integracao
em z. Tomamos contornos circulares com raio |w| + ¢, porém deformados para evitar o
ponto z = w, e a diferenca entre eles equivale a uma pequena curva C,, que envolve w.
Isso estd bem expresso na figura 2.2, de [12].

Dessa maneira o comutador fica

(Lo, L] = (%)2 fc & 75 dw T ()T (w) (2.83)
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-C

Figura 2.2: Diferenca entre contornos

e a integral em z agora pode ser realizada pegando-se o pdlo contido no produto 7'(z)T (w)

pela OPE (2.63), e aplicando-se a férmula de diferencia¢ao de Cauchy (2.57):

il = (55) 00 e (2 2 22

_ j{ = [i(n + Dn(n — Dw™™ " +2(n + D" T (w) + w"+m+28T(w)] ’

2me L12

o segundo termo contém o gerador L, ,, e o terceiro pode ser integrado por partes:

21 1
(Lo, L] = en” =1, . 2(n + 1) Ly — — ]{ dw (n +m + 2)w"™ ™ T (w)
12 ’ 211
en(n? —1
). 80

O célculo de [L,, L,,] é idéntico, enquanto que [L,, L,,] = 0 segue diretamente da OPE
trivial T(2)T(w) ~ 0 (j& que T e T nao se acoplam). Resumindo, acabamos de encontrar

a algebra de Lie dos geradores:

2 _
[Lna Lm] = (TL - m)Ln-l—m + w&wmp
[Ln,L,] = 0 (2.85)
A _ 2_1
[Lna Lm] - (TL - m)Ln-l—m + %(»H—m,o

trata-se do produto direto de duas cépias da famosa algebra de Virasoro. Ela difere da alge-
bra (2.18) apenas pelo termo com a carga central. Sendo os coeficientes de uma espécie de
expansao em modos do tensor de stress, os operadores L,, e L,, serdo interpretados como os
geradores de transformacoes conformes no espago de Hilbert da teoria, da mesma maneira
que £, e £, de (2.18) sdo os geradores dos mapeamentos conformes no espaco das funcoes.
Notamos que quando n € igual a —1,0 ou 1 o termo contendo a carga central desaparece

e as algebras coincidem, portanto o grupo SL(2,C) no espago de Hilbert é gerado pelos
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operadores L_q, Lo, L1 e os respectivos operadores anti-holomorficos. Assim como antes,
(Lo + L) gera as dilatacdes 2 — Az, que na quantizacao radial equivalem a translacdes

temporais, significando que esse operador deve ser proporcional ao Hamiltoniano.

2.8 Espaco de Hilbert

Ao construir os elementos do espaco de Hilbert suporemos a existéncia de um estado de
vécuo |0) para entdo seguir um procedimento muito semelhante ao utilizado na teoria do
momento angular da mecanica quantica. Consideramos que no passado remoto, t — —o0
(2 — 0 na quantizacao radial), os campos sao livres e se reduzem a um tnico operador

que age em |0) criando o estado assintético chamado de entrada (in):

[pin) = lim 6(z,2)[0) - (2.86)

A conjugacao hermiteana deve ser feita com cuidado, pois no espaco de Minkowski hé a
mudanca it — —it que nao pode ser perdida na teoria euclideana. A troca do sinal no
tempo euclideano 7 — —7 equivale na quantizacao radial ao mapeamento z — 1/2* (cf.

equagao 2.78), e por isso definimos na superficie real (z = z*):
Oz, 2) = 2722 g(1/2,1/2). (2.87)

A dependéncia em z e Z que aparece na frente é necessaria para que o adjunto tenha as
propriedades tensoriais corretas sob o grupo conforme. Podemos ver que ela aparece ao
criarmos um estado assintético em ¢ — oo, ou equivalentemente z — 00, nos mesmos
moldes de |@;,). Realizando o mapeamento conforme z = 1/w na esfera de Riemann e

definindo o operador ¢(w,w) nessas coordenadas, a defini¢do natural é

(pout| = lim (0] é(w,w). (2.88)

w,w—0

Mas campos primarios se transformam como (2.26), o que relaciona b e o
(w,w) = o~ "w M ¢(1/w, 1/w), (2.89)

ou de acordo com (2.87) ¢ = ¢!, resultando consistentemente em (o] = |din)'-
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A condi¢ao de hermiticidade do tensor de stress é obtida aplicando-se (2.87) em sua

expansao (2.80):

1 1 L
T o o m
T'(z)=T (;) Filis §:Zm+2 =D e (2.90)

de onde concluimos que

Ll =L_,. (2.91)

A mesma condigao para T nos da LI, = L_,,. Impondo ainda que T'(z) |0) e T'(2) |0) sejam

bem definidos em z = 0 ganhamos a restricao

L,|0)=L,[0)=0, n>-1, (2.92)

que implica a invariancia do vdcuo com respeito ao grupo conforme projetivo SL(2,C) e
junto com (2.91) fixa em zero o valor esperado de vacuo do tensor de stress.
Definimos o estado assintético (2.86) criado por um campo primério ¢(z,z) com di-
mensdes conformes h, h por
|h,h) = ¢(0,0)|0) . (2.93)

A partir da OPE (2.61) podemos calcular o comutador de um gerador com o campo, e em

virtude do ordenamento temporal usamos novamente o truque da figura 2.2:

Ly, o(w,w)] = —]{dzz”HT w)
_ L e [hgﬁ(w ,w)  0p(w, )

2 J,, (z —w)? zZ—w
= h(n+ Dw"¢(w,w) + w"0p(w, w), paran> -1, (2.94)

com uma versao anti-holomérfica idéntica. Usando isso com (2.93) temos

mas [Lg, $(0,0)] [0) = Lo¢(0,0) [0) — $(0,0)Lg |0) = Lo |h, k), de modo que

=h }h, ﬁ> e equivalentemente L |h, l_1> =h {h, l_1> , (2.96)

o que ja haviamos adiantado no fim da secao 2.1. Em face a discussao final da secao

anterior, vemos também que }h, l_z> ¢é auto-estado do Hamiltoniano. Estados que obedecem
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a (2.96) sdo denominados estados de maior peso’, e em decorréncia de (2.92) e (2.94)
também obedecem a

Ly |h,h) =0 paran > 0. (2.97)

Aplicando no entanto operadores L_,,, --- L_,, com (n; > 0) obtemos os chamados estados

descendentes, com autovalores diferentes. De (2.85) temos [Lg, L_,,| = nL_,, e assim

Lo{L_n -+ Loy |h,h)} = (mL_p, -+ Lo, + Ly LoL_p,---L_y,) |k k)

= (m+-+nm+h){Lon Ly |hh)} (2.98)

mostrando que L_,, --- L_,, ‘h, 7L> é um estado com dimensao conforme holomérfica (n; +
-+-4mng+h). A semelhanga com a teoria quantica do momento angular fica clara: Ly fun-
ciona como a componente z do momento angular enquanto os operadores L_,, funcionam
como operadores de escada que somam n; a dimensao conforme. Porém ao contrario do
que estamos acostumados na mecanica quantica, em uma algebra de Lie infinita como a
de Virasoro a hermiticidade dos geradores nao garante a unitariedade das representacgoes
irredutiveis. Para que a teoria seja unitdria, e assim uma teoria de campos consistente,
o estado L_,, |h) (omitindo a parte anti-holomérfica®) deve ter norma positiva. Isso pode

nos dar informagoes sobre os elementos essenciais da teoria:

I Lo lh) I* = (Al LT Loy |h) = (Bl [Ln, L] h)

_ [2nh + 5 (n* =) (hlh) . (2.99)

em que usamos (2.91) e (2.97) na primeira linha e as propriedades da algebra de Virasoro
na segunda. Para n = 1 o segundo termo se anula e portanto a teoria é unitaria apenas
se as dimensoes conformes de um operador primério forem maiores ou iguais a zero. Por
outro lado, quando n > 1 o termo n?® domina e a unitariedade implica que a carga central
deve ser maior ou igual a zero.

De fato se h = h = 0 entdo L_1[0) = L_;[0) = 0, i.e., |h, h) é idéntico ao vécuo
invariante por SL(2,C). O caso ¢ = 0 permite apenas uma representagao unitaria trivial

para a algebra de Virasoro, pois em (2.99) vemos que todos os estados descendentes L_,, |0)

" Highest weight states.
80 estado fisico completo pode ser visto como o produto tensorial |h, B> =|h) ® VL>
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tém norma zero. Além disso, na referéncia [17] mostra-se que para um h qualquer a
matriz de produtos internos M;; = (i|j) na base 2 x 2 L_, |h), L? |h) tem determinante
4n3h*(4h — 5n), que é negativo para um n suficientemente grande se h # 0, tornando
a teoria nao-unitaria. Dessa forma, a tunica representacao unitaria possivel é h = 0 e

L,=0Vn.



3
O Modelo de Ising

Para ilustrar o uso das idéias discutidas analisaremos o mais simples dos modelos es-
tatisticos que apresentam uma transicao de fase continua. Essa simplicidade é que torna
o modelo de Ising, apresentado na sub-secao 1.2.2, um excelente laboratoério para o estudo
de transicoes de fase, e justamente por isso foi chamado por John Cardy de “o 4tomo de
hidrogénio da area” [6]. Mas isso nao significa que seja uma abstracao pura: sua aplicabi-
lidade em um grande nimero de sistemas fisicos o torna ainda mais atraente. Exemplos
incluem a descrigao do ferromagnetismo (inspiragao inicial do problema), a modelagem
de um gas de rede, aproximagoes para redes neurais [18] e até mesmo o entendimento de

padrdes da dinamica de terremotos [19].

3.1 Argumento de Peierls

E uma histéria muito conhecida dos fisicos que o modelo, uma rede de spins interagen-
tes segundo o hamiltoniano (1.1), foi na verdade proposto em sua versao unidimensional
por Wilhelm Lenz ao seu entao estudante de doutorado Ernst Ising em 1920. A solucao
publicada em 1924 [20] mostrou-se de certa forma decepcionante em virtude da auséncia
de uma transicao de fase, e diz-se sarcasticamente que por isso o modelo acabou levando
o nome do estudante. Independente da veracidade da histéria, hoje sao conhecidos argu-
mentos simples para mostrar que em 1d a transicao nao ocorre, geralmente baseados no
custo de energia livre para inserir desordem na fase ordenada. Suponha por exemplo uma
cadeia de Ising 1d de comprimento L ferromagnética, i.e., na qual os spins tendem a se
alinhar. No estado de mais baixa energia podemos ter todos os spins “apontando para
baixo” ou todos “apontando para cima”. A pergunta é: qual o custo de energia livre para

criar uma parede de dominio, virando todos os spins a partir de uma dada posicao? Uma
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parede criada contribui com um aumento de energia de 2J (em conseqiiéncia da interagao
dos spins na fronteira), mas ela pode ser criada em qualquer um dos L sitios da cadeia de
modo que a entropia associada a essas configuragoes é da ordem de kgln L. A diferenca
de energia livre ¢ F'= E —T'S ~ 2J — kgT'In L e no limite termodinamico (L — oo) esse
valor é negativo para qualquer temperatura acima de zero. A criacao de dominios sempre
reduz a energia livre e, portanto, nao ha uma fase ordenada estéavel.

Em duas dimensoes no entanto a situacao é diferente. Em 1936 Rudolf Peierls estendeu
o raciocinio acima, no que ficou conhecido como argumento de Peierls, e mostrou que nesse
caso deveria haver uma transi¢ao de fase [21]. Uma parede de dominio de perimetro total
L envolve agora uma energia de cerca de 2JL em decorréncia da interacao dos spins na
fronteira. Para estimar a entropia, pensamos na parede como um passeio aleatorio em
uma rede quadrada: ligamos dois sitios e no préoximo passo temos trés possiveis escolhas
de caminho, depois mais trés opcoes e assim por diante até completarmos os L passos. E
claro que nem sempre temos as trés opgoes de caminho pois a curva nao pode se cruzar e
também deve ser fechada. Esperamos dessa forma que o niimero de configuracoes possiveis
deva comportar-se aproximadamente como p*, para um p < 3, mas ainda maior que
1. A entropia associada é kglnpu”, e o custo de energia livre para a formacao de um
dominio fica F' = 2JL — kgT In u* = L(2J — kT In p). Vemos que para uma temperatura
suficientemente baixa a fase ordenada é estavel, pois o custo de energia livre para a criacao
de dominios de spins invertidos torna-se desfavoravel. Quando T estd acima de um valor
critico, da ordem de J/kp, a diferenca de energia livre é negativa, favorecendo a quebra
do sistema em varios dominios. A transicao de fase esta assim caracterizada.

O célculo exato dos expoentes criticos do modelo em duas dimensoes foi realizado
apenas em 1944 por Lars Onsager, no ja citado artigo [10]. O conhecimento prévio das
solugbes (também ja expostas aqui na tabela 1.1) permitird a comparagdo com o que

obtivermos usando os métodos de teorias conformes.

3.2 Teoria Fermionica

A solucao de Onsager, considerada um verdadeiro tour de force, envolve técnicas de
matriz de transferéncia mas ja contém idéias da relacdo do modelo com uma teoria de

férmions. Bruria Kaufman foi o responsavel pela simplificacao com a introducao de varia-
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veis fermionicas [22], porém Schultz, Mattis e Lieb [23] que aplicaram esse método em um
artigo notavel para criar uma solucao elegante e simples. A idéia foi seguir o procedimento
de rotular uma das dimensoes como “tempo”, escrever a matriz de transferéncia com o
hamiltoniano quantico definido em (1.29) e entao realizar transformacgoes adequadas. No

limite de tempos pequenos temos 7 ~ 1 — 7H com (veja [24])

H=-AY0i=> olot, (3.1

onde 0® e 0% s@o as matrizes de Pauli e A depende essencialmente de 7'/T,. (A = 1 no ponto

critico). O primeiro passo é introduzir os operadores

(073 — z'a?) e a =

; i =5 (0] +i0f) (3.2)

DN | =
N | —

a; =

com isso o; = 2a}aj — 1 e H fica quadratico, porém nao pode ser diagonalizado pois a;
e a} tém relacoes de comutacao misturadas: comutam quando ¢ # j, comportamento de
variaveis bosonicas, porém tém anticomutador igual a 1 quando ¢ = j, como variaveis

fermionicas. A solugao vem com as transformagoes de Jordan-Wigner

j—1
cj = exp(zﬁrZaLak> a; (3.3)

k=0
j—1
c} = a} exp <—i7rZa,T€ak> :
k=0
que introduz variaveis fermionicas, pois
{cj,cj} =0;; e {cj,c;} ={ci,c;} =0. (3.4)
Definimos entao os espinores reais
. —1 J —im T - —1 J T —im
UL(j) = u(c;r-e M ce™h) e wR(j)u(c}e /g ey (3.5)

V2a V2a
chamados férmions de Kaufman-Onsager (a é a distancia entre sitios). Apenas reescalo-
nando o hamiltoniano verifica-se [25] que as equagbes de movimento para essas variaveis
no limite continuo (¢ — 0, ja — x) podem ser obtidas de

o= % / da [—m(x)fyoyla%m(x)+mw<x)70\p(x) , (3.6)
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com
U(z) = [ ¥alo) ] , (3.7)
Yr(x)
A—1
= 3.8
m=""1 (33)
e as matrizes v de Dirac na representacao de Majorana na qual sao imagindrias:
0 —1 0 1
V=1 e v=] (3.9)
v 0 v 0

Vemos assim que ¥ é um férmion auto-adjunto de Majorana. No ponto critico (A =1) a
teoria é sem massa e nao possui escala (uma vez que ja fizemos a — 0 no limite continuo),

e por isso trata-se de uma teoria invariante conforme.

3.3 Férmion Livre

Para resolver o modelo de Ising com os métodos de teorias conformes analisaremos um

sistema fermionico de Majorana livre sem massa em (141) dimensoes, cuja agao é
1
S = o / d*x U010, . (3.10)
s

Em um espaco euclideano podemos reescrever S em fungao das componentes espinorias

(1,7) de ¥ como X
S = > /d% (YO + o), (3.11)

onde abreviamos 0 = 0, e 0 = 05. As equacoes classicas de movimento sdo Oy = 0 e
Onp = 0, cujas solugdes sdo quaisquer funcoes ¥(z) e ¥(Z) holomérficas e anti-holomérficas
respectivamente. Nosso objetivo principal serd calcular OPEs como (2.61) e (2.63), mas
para isso precisamos do propagador e do tensor de stress da teoria.

Com a acao escrita na forma S = % [ ¢Ap, o propagador é dado pelo inverso do
operador A. Em (3.11) temos esse formato para os campos 1 e ¢ com os operadores 0/

e J/m respectivamente, portanto o propagador Go = (1(2)¥(0)) fica definido por
1~
—0Gy = 0(%) = 0(2) . (3.12)
™

Inspirados no eletromagnetismo, escrevemos G = dH obtendo

GOH — iVQH o (7), (3.13)
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uma vez que 99 = (29 +i01) (20 — i) = (0} + 07), com 9; = 0/da". H portanto é a
funcao de Green da equagcao de Laplace em duas dimensoes, funcionando como o potencial

elétrico 2d de uma carga pontual centrada em z = 0. A solugao conhecida é
H=2In|Z|=2In [(22)1/2} =(lnz+Inz). (3.14)

De fato, para uma fungao qualquer f(Z) que vé a zero no limite x = |z| — oo, usando o

teorema de Gauss em duas dimensoes temos:
/d% V2In (2)f(7) = /d%{v [f(@VInz] - Vinz - Vf(f)}

= ds T - z ) — %d@ Oodr o0,.f(r) = %d@ r=
fasi @[ o[ aose = [ are-o
= 2nf(0)
= VZInz = 276(z). -

Fizemos também uso do resultado VInz = #/2? e de coordenadas polares para a integral

de volume. Voltando entao ao propagador:

1
(()0(0)) = OH = = (3.15)
e por simetria de translacao podemos escrever
1
= ) 3.16
WEW) = = (3.16)
Um procedimento idéntico nos leva a
- - 1
2)Y(w)) = 3.17
WE) = o (317)
enquanto ¢ e ¢ nao se acoplam:
(W(2)¥(w)) = 0. (3.18)
Derivando o propagador temos outras funcoes de dois pontos que serao teis:
1 2
0, =—— 0, Ow = ——. 3.19
O = = o PAEANW) = (319
O tensor de stress é calculado a partir da expressao da corrente conservada de Noether
" oL
— =—-n"L 0" 3.20
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sendo L a lagrangeana e ¢ um dos campos. O fator —1/27 aparece em razao da definigao
que usamos em (2.46) (o raio da hiperesfera de raio 1 em duas dimensoes é Sy = 27). Po-
demos trabalhar com coordenadas complexas z, Z no entanto é preciso expressar a métrica
em funcao delas. No espaco euclideano de coordenadas reais 2° e z' a métrica ¢ diagonal:
ds* = ndatde” = (dz®)? + (dz')?. Com a mudanga de coordenadas (2.13) temos

1
(dz — dz)* = dzdz, (3.21)

1
2 _ — \2
ds —4(dz+dz) 1

portanto para escrevermos ds? = 1, dx"dz”, em que agora z* refere-se a z ou z, a métrica

[0 12 o w02
mw—(m 0) 7 _<2 0). (3.22)

Dessa maneira, (3.20) da:

deve ser

T — _zz(nwamnzfézz) — 2080 (3.23)
T — —@w(nfza@bmﬁé&) — 2. (3.24)
Da definigao (2.55) extraimos a componente holomérfica
| 1
T(Z) =T1..= nz,unzuT/w = ZTZZ = _5 )oY (325)

que deve ter ordenamento normal para garantir que o valor esperado de vacuo seja nulo.
Com (3.16), (3.19) e (3.25) estamos prontos para o cdlculo das OPEs, que se torna um

exercicio de aplicagao do Teorema de Wick.

T)(w) = —5 BEIE): bw) = 5 (THEIE W) - D=0 (E)w):
= 5 (HEIEW): — D) + V()W) )
L) 1 ()

2z—w  2(z—w)?
~ %(zw—(lgp * i¢f?’ (3:26)

onde desconsideramos o termo com ordenamento normal uma vez que seu valor esperado
é nulo (e OPEs s6 fazem sentido no interior de uma funcao de correlagdo) e na tultima

linha expandimos 1(z) ao redor de z = w, descartando os termos regulares. Vemos
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que as dimensoes conformes de v sao (h,h) = (1/2,0) e analogamente para 1) temos
(h,h) = (0,1/2), resultado em acordo com o fato de que campos fermiénicos tém spin 1/2.
A OPE do tensor de stress consigo mesmo é calculada de forma semelhante, envolvendo

no entanto um numero maior de contracoes. Apresentamos aqui apenas o resultado:

T()T(w) = 5 6(2)00(2):0(w)du(w): (3.27)
1/4 2T (w) +8T(w)

(z—w)?* (z—w)? z—w’

(3.28)

Essa equagao mostra que a carga central de uma teoria de férmions livres é ¢ = 1/2, e pelo

que discutimos na secao anterior essa deve ser a carga central do modelo de Ising.

3.4 Modelos Minimos

Encontrados os parametros fundamentais, precisamos identificar os operadores de es-
cala da teoria. J&a dissemos anteriormente que o modelo de Ising possui dois operadores
de escala, chamados de spin ¢(Z) e densidade de energia (%), e veremos que outro é a
identidade (que se transforma com dimensao de escala zero). O chamado contetido de
operadores de uma teoria é dado por uma tabela que relaciona os possiveis operadores
e as respectivas dimensoes conformes, e sua origem estd na discussao sobre unitariedade
que iniciamos na secao 2.8. Naquela secao mostramos que uma condi¢ao necessaria para a
unitariedade é ¢ > 0, h > 0 apenas impondo positividade na norma de um estado L_,, |0).
O matemadtico russo Victor Kac sugeriu [26] uma generalizacao do argumento para um
estado qualquer relacionando os possiveis valores de ¢ e h de uma teoria conforme unita-
ria com ¢ > 0, encontrando assim uma condigao necessaria mais restritiva. Ele obteve o
determinante da matriz de produtos internos (i|j) dos estados de ordem n (criados pelos
geradores de Virasoro L_,,, L_,1L_1,..., L") que ficou conhecido como determinante de
Kac e que deve ser nao negativo em teorias unitarias:

det (c,h) = an [ [h = hrs(c)]"" (3.29)

r,s>1
rs<n

sendo a,, uma constante positiva e p(k) a particao do inteiro k& (nimero de maneiras de

escrever k como uma soma). Com a parametrizacao da carga central

c:1—ﬁ, (3.30)
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(m em principio pode ser até mesmo complexo) as raizes sao dadas por

[r(m+1) —sm]* — 1
dm(m + 1)

hys(m) = (3.31)

Somente cinco anos depois Friedan, Qiu e Shenker obtiveram as condigoes necessarias e
suficientes para a unitariedade [27]. Eles mostraram que se ¢ > 1, a teoria é unitaria para
qualquer h > 0 porém possui infinitos operadores primarios. Por outro lado, quando ¢ < 1
(0 nosso interesse), a teoria é unitéria apenas para h igual a um dos h,s de (3.31) com as
restrigoes adicionais de que m seja um ntimero natural maior que 2 (m = 2 d& a teoria
trivial c = 0), e r e s sejam taisque 1 <r <m—1e1 < s < m. Isso limita o nimero
de dimensoes conformes possiveis e por conseguinte o nimero de operadores primdrios (é
interessante notar que hys = hpy—rmi1-s, isto €, as dimensoes conformes existentes sao
contadas duas vezes). Modelos com um numero finito de operadores priméarios, unitarios
ou nao, sao ditos modelos minimos, e se obedecem a (3.30) e (3.31) com as restri¢oes acima
sao ditos modelos minimos unitarios.

A cada h,s corresponde um operador primdrio denominado ¢, (também contado duas
vezes por causa da simetra ¢s = @p_rmi1-s). Os valores possiveis de h,s para um dado

m sao organizados na chamada Tabela de Kac. As trés primeiras (m = 3,4,5) estao a

seguir:
m=3 m=4 m=2>5

5 3 7/5 2/5 0
4| 3/2 | 7/16 0

s | 1/2 0 4| 13/18 | 21/40 | 1/40 1/8
5| 3/513/80 | 1/10

2| 1/16 | 1/16 5| 2/3 1/15 | 1/15 2/3
2| 1/10 | 3/80 | 3/5

1 0 1/2 2| 1/8 1/40 | 21/40 | 13/18
1 0 7/16 | 3/2

Sy 2 . 1 0 2/5 7/5 3
T 1 2 3

T 1 2 3 4

Os modelos usuais da fisica estatistica no ponto critico sao freqiientemente realizagoes
de modelos minimos unitarios. A correspondéncia entre eles é feita comparando-se as
dimensdes (de escala) dos operadores de escala conhecidos com as dimensdes conformes
dos operadores primarios. Listamos aqui os primeiros modelos minimos unitarios nao

triviais e o modelo estatistico equivalente, identificados em [27]:

m = 3: de (3.30) vemos que a carga central é ¢ = 1/2, ou seja, trata-se do Modelo de
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Ising que estudaremos adiante.

m = 4: equivale ao Modelo de Ising Tricritico, ¢ = 7/10, uma rede semelhante a de Ising,
mas que no entanto inclui a possibilidade de sitios nao estarem ocupados, e assim o

nimero total de spins é varidvel.

m = 5: um subconjunto dos operadores dessa teoria descreve o Modelo de Potts com 3
Estados, ¢ = 4/5, uma rede em que os spins podem assumir trés valores diferentes.
Pares de spins vizinhos com mesmos valores contribuem com energia -1 e os demais

pares nao contribuem.

m = 6: descreve o Modelo de Potts com 3 Estados Tricritico, ¢ = 6/7.

3.5 Solucao

Nossa tarefa serd analisar as propriedades dos operadores existentes no modelo de Ising,
i.e., no modelo minimo unitario com m = 3. E importante notar que a se¢ao anterior versou
sobre a parte holomérfica da teoria (partindo dos geradores L, e dimensoes conformes
h), no entanto uma discussao semelhante pode ser realizada com os geradores L, e as
dimensdes h. Como o modelo de Ising possui uma componente T'(z) do tensor de stress
nao nula, nao podemos desprezar a parte anti-holomorfica, e a escolha mais simples para

seu conteudo de operadores sao os campos .5 = ¢,.5(2)d,5(Z) cujas dimensoes conformes
(h,h) sao

1 1 11
(1)171 - (1)273 . (0,0) (1)172 - (1)272 . (E, 1_6> @271 - @173 . (5, 5) . (332)

Impondo invariancia modular (invariancia por SL(2,7Z) com a teoria definida em um toro)
demonstra-se que essa ¢ a unica escolha possivel (cf. [7], capitulo 10).

O campo @, ; se transforma de maneira trivial e por isso é interpretado como o ope-
rador identidade, enquanto os outros dois devem ser identificados com os operadores de
spin e densidade de energia. Podemos até considerar esse um procedimento a posteriori,
comparando as dimensoes de escala que obtivermos, mas ha pelo menos uma razao para
interpretarmos ®,; como o operador densidade de energia. Como o campo fermionico 1

possui b = 1/2, temos ®5; = 1p. Um pouco fora do ponto critico a simetria conforme ¢
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quebrada com a introducao de um termo de massa na acao de Majorana, e isso pode ser

visto como uma perturbacao da teoria livre por um operador de energia:

m [ G@e) x (1 -1 [ o). (3.33)

Surge mais uma vez a relagao entre m e (T'—T.) que ja apareceu em (3.8), uma vez que 14
A =T/T.. Nessa relagao estd a chave para obtermos o primeiro expoente critico da teoria.
Vimos que para o campo fermionico sem massa a funcdo de correlacao é dada por (3.16),
no entanto uma caracteristica geral de campos massivos é que as fungoes de correlacao
para grandes distancias decaem exponencialmente como ~ exp(—mr), em outras palavras,

com um comprimento de correlagao igual ao inverso da massa:
1
E~v—. (3.34)
m

Portanto a relacao entre m e (T — T..) no Modelo de Ising nos da

1

£~ T-T. (3.35)

mostrando o expoente critico v = 1, em acordo com a tabela 1.1.

Tendo isso funcionado bem, prosseguimos na tentativa de identificar o operador ®; o
com o operador de spin 0. A relacdo entre o e os campos fermionicos 1,1 é nao local,
o que nao nos permite expressé-lo de forma simples. Mas como ®;5 é um campo sem
spin (uma vez que h = h) podemos usar diretamente a equacio (2.35) para encontrar o
expoente 1. A dimensao de escala de ®; 4 é calculada somando-se as duas expressoes de
(2.24)

= 1 1 1
A=hth=—t—== .
+ 16 + 68’ (3.36)
e substituindo entdo em (2.35) temos
1
n=28+2-d=2A=7, (3.37)

novamente de acordo com o valor conhecido, mostrado na tabela 1.1. Os demais expoentes
podem ser calculados a partir das relagoes (1.21), (1.22), (1.23) e (1.24).

O resultado é bastante expressivo, mas o poder da invariancia conforme nao para
por ai. O célculo dos expoentes criticos é um primeiro passo importantissimo para a

identificagao de uma teoria, todavia, para que uma classe de universalidade fique delineada
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precisamos de mais informacoes: as funcgoes de n pontos. Duas teorias criticas com os
mesmos expoentes criticos nao podem ser ditas equivalentes, mas se possuirem as mesmas
funcoes de n pontos sim porque nesse caso as fungoes de particao sao equivalentes. Uma
das realizagoes mais impressionantes do artigo BPZ foi a demonstragao de que as funcoes
de correlagao de operadores priméarios da teoria obedecem a certas equagoes diferenciais
e, portanto, podem em principio ser determinadas. Mostraremos como construir essas
equagoes no modelo de Ising. O ponto de partida é notar que alguns estados descendentes
de um estado de maior peso |h) (2.96) podem ser linearmente dependentes. Suponhamos
que isso aconteca no segundo nivel, i.e., nos estados descendentes gerados por L_o e L% .

Entao, para alguma constante a vale
L_o|h) +aLl?,|h) =0. (3.38)

O estado (L_5 + aL?,)|h) é chamado estado descendente nulo. Aplicando em (3.38)
o operador Lj, lembrando que Li|h) = 0, Lo|h) = h|h) e utilizando (2.85) podemos
escrever:
0 = L_slh)+al?|h) = ([L1, L_5] + a[Ly, L2,]) |h)
= (3L_,+2aL_ Lo +2aLoL_1)|h) = (3+2a(2h+ 1)) L1 |B) ,  (3.39)
o que implica a = —3/(4h + 2). Aplicando agora L, em (3.38) temos
0 = Loolh)+al?y|h) = ([La, L-s] +a[Ls, L2)]) [R)
- <4L0 + g + 3aL1L,1) h) = (4h + g + 6ah) |h) =0, (3.40)

dando a restri¢ao ¢ = —2h(6a + 4). A substituigdo de a como fungao de h resulta em
c=2h(5—8h)/(2h + 1), ou seja, o operador de escala ¢ de uma teoria de carga central ¢

cuja dimensao conforme h obedece a essa relacao satisfaz

(Lz — mﬁl) ¢=0. (3.41)

De (2.94) tiramos [L_1, ¢] = 0¢, e aplicando esse comutador ao vacuo temos

9¢10) = [L-1,9]]0) = L1¢|0) + ¢L_1[0) , (3.42)
mas como L_; [0) = 0 (2.92), entao! L_1¢ = 9¢ e (3.38) fica
o2
L s =—al? ¢ = —055 (2). (3.43)

1(3.41) deve ser vista como se aplicada sobre o vdcuo, pois |h) = ¢ |0)
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Para montar a equacao diferencial que buscamos precisamos escrever o operador L_5 de
uma outra maneira e com esse intuito usaremos a expansao de Laurent do tensor de stress
(2.80) porém realizada ao redor de z = w em vez de z = 0. Como L, |h) =0 paran >0

manteremos apenas os termos com n < 0:

L, L L
T(z) = Y = T 4 Lot (z—w)log ... (3.44)

= (z —w)™ 2 (z—w)?  (z—w)
Do ponto de vista operatorial, essa equagdo mostra que atuando em um campo ¢(w, w)
temos a seguinte igualdade:
. LO¢(w>w) . L—l¢(w7w)

(z — w)? z—w

— (T(z)—( h _ O )z_)wgb(w,w). (3.45)

z—w)? z—w

L s¢(w,w) = lim [T(z)gb(w,w)

Z—w

Usando (3.43) e (3.45) é possivel escrever de duas maneiras diferentes a funcao de correlagao
([L_a¢1 (w1, w1)] p2(wa, ws) -+ - ¢p(wy,wy,)) (suprimindo as dependéncias nas variaveis w;

para nao carregar a notagao):

_a%(¢1(w1) (W) = <(T(z) - e —hiul)Q — z?wiul) b1 (wy) - ¢n(wn)>
o (3.46)

Aplicando a identidade de Ward conforme local (2.60) ao primeiro termo do lado direito:

& h, O,
gy o)) = 3 "

=\ —w;)? - wy —w;

) (Butr) - ulwn)) . (347)

Construimos assim uma equagao diferencial de segunda ordem para qualquer funcao de
n-pontos que inclua um campo primario ¢; com um descendente nulo no segundo nivel,
ou seja, cujo estado associado satisfaga (3.38).

Vimos que esses campos possuem dimensao conforme h tal que ¢ = 2h(5—8h)/(2h+1).
No modelo de Ising (¢ = 1/2) isso nos d4 uma equagao de segundo grau com solugoes
h =1/2 e h = 1/16, justamente as dimensoes conformes dos operadores ®5; e @5 de
(3.32) (vale lembrar mais uma vez que o procedimento acima também se aplica & parte
anti-holomérfica da teoria). Nao se trata de uma mera coincidéncia: do determinante de
Kac é possivel mostrar que o estado com dimensao conforme h,, possui um descendente

nulo no nivel p x ¢ [12]. O importante para a nossa discussao é que os operadores de spin
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e densidade de energia no modelo de Ising possuem descendentes nulos no segundo nivel e
portanto suas fungdes de correla¢do obedecem a (3.47), com a = —3/(4h + 2). As fungoes

de correlagao do operador spin (h = 1/16) por exemplo sao determinadas a partir de

[‘_“9_ —Z< /16 1 i)] (0(21,51) - o(zn Z0)) = 0. (3.48)

3 02’12 oy (Zz — Zj)2 Zi — Zj aZj

A solugao para a fungao de quatro pontos foi encontrada ainda no artigo BPZ, e existem

variados métodos para encontrar outras solugoes fisicamente relevantes [7, 12].






4

Evolucao de Schramm-Loewner

Estocastica

Todo arcabougo tedrico construido a partir do artigo BPZ obteve grande sucesso na
descricao de aspectos algébricos da simetria conforme (embora nem sempre com argu-
mentos matematicamente rigorosos), porém propriedades geométricas nao sao claramente
identificadas nos métodos consagrados. Em 1992 John Cardy obteve um avango nesse sen-
tido, conjecturando para o problema de percolacao critica a probabilidade de existir um
cluster ligando dois segmentos na fronteira de uma regiao simplesmente conexa [28], mas
o resultado acabou aumentando a insatisfacao do matematicos com a falta de rigor desses
métodos. Na referéncia [29] (a principal referéncia deste capitulo junto a [30, 31, 32]) o
proprio Cardy aponta preocupacgoes tipicamente presentes no ponto de vista de um mate-
matico (tradugoes livres): “O que exatamente sao esses operadores locais renormalizados
cujas funcgoes de correlacao os tedricos de campos manipulam tao alegremente, seguindo
regras que as vezes parecem mais convengoes culturais do que légica rigorosa?” “O que

realmente significa simetria conforme, e que objeto é de fato invariante conforme?”

4.1 Curvas Aleatorias e Modelos Estatisticos

Para atacar esses problemas a saida foi desistir de buscar defini¢coes rigorosas para os
operadores das teorias de campos e analisar as curvas que formam as paredes de dominios
na rede, observando o comportamento de suas medidas no limite continuo. Seja por
exemplo o modelo de Ising em uma rede triangular representado na figura 4.1, de [29].
Os spins estao localizados no centro dos hexagonos da rede dual, e as paredes de dominio

separando os positivos dos negativos estao destacadas. Notamos que as curvas definidas
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+ +
+ +
- +
- +
- o+
-_ = -_— -_— -_— —_— T +
Figura 4.1: Ising triangular Figura 4.2: Contorno fixo

pelas paredes sao fechadas, mas fixando condi¢oes de contorno ¢é possivel gerar curvas
abertas. Para garantir a existéncia de uma curva ~ ligando dois pontos r; e 73 na fronteira
basta fixar todos os spins entre eles em +1 (no sentido horario, comegando em 1) e os
demais em —1, como mostrado na figura 4.2. Gerando as configuragoes dos spins restantes
podemos identificar v, e diferentes realizagoes dao origem a um ensemble de curvas. SLE
descreve o limite continuo dessas curvas.

Uma propriedade muito importante para nossos objetivos é a possibilidade de gerar ~
passo a passo em um processo de exploracao. Na parte inferior da rede fixamos os spins
a esquerda do ponto de partida em —1 (ou “para baixo”) e os a direita em +1 (ou “para
cima”). A configuragdo do sitio localizado entre a interface de contato é entdo gerada
(levando-se em consideragao a condigao de contorno), e isso fard com que a parede de
dominio vire a esquerda ou a direita. Gera-se entao a configuragao do sitio a frente da
curva repetindo-se o procedimento. O processo pode entao ser visto como um passeio pela
rede dual que vira a esquerda quando o spin em sua frente esta para cima e a direita quando
esta para baixo, resultando em uma curva cujos sitios logo a esquerda tém spin para baixo
enquanto os logo a direita tém spin para cima, como mostra a figura 4.3 também de [29].

A probabilidade de virar a esquerda ou a direita em um dado passo depende apenas do

Figura 4.3: Exploracao da rede
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valor esperado do spin em frente dada a configuracao dos spins ja determinados, ou seja,
esta completamente determinada pelo dominio e pela prépria curva tragada até entao. Isso

implica a versao discreta de uma propriedade fundamental da SLE:

Propriedade Markoviana (discreta): Seja7; uma parte do caminho total (tragado em
um dominio D) coberta apds um certo niimero de passos. A distribui¢ao da proba-
bilidade condicional para o restante da curva, dado 7;, é a mesma que a distribuigao

de probabilidade incondicional para a curva do dominio D\7; iniciando na ponta de

71

A notagao A\B representa A — B, i.e., o conjunto A exceto sua interse¢ao com B.

4.2 Evolucao de Loewner

No limite continuo a nogao de densidade de probabilidade é substituida pelo conceito
mais geral de medida. Uma curva « ligando os pontos r; e ry da fronteira de um dominio
D possui medida representada por p(vy; D, 11, 72). Estaremos interessados em curvas que

obedecem as seguintes propriedades no limite continuo:

Propriedade Markoviana: Dividindo v em duas partes, 7, de r; a 7 e 7o de 7 a ro, a

medida condicional p(ye|y1; D, r1,12) é igual a p(ve; D\V1, 7,72).

Invariancia Conforme: Seja ¢ um mapeamento conforme do dominio D em um dominio
D' que leva os pontos r; e ry em 77 e ry. A medida p das curvas em D induz uma
medida (P * 4) nas curvas imagem em D', e essa deve ser igual & medida obtida no

limite continuo de curvas em D’ ligando | e 7). Resumindo:
(@ ) (7; Dy r1,m2) = p(@(7); D'y, m5) - (4.1)

A primeira propriedade é apenas uma versao continua da apresentada no fim da secgao
anterior. A segunda responde a uma das perguntas colocadas por Cardy, esclarecendo o
que se quer dizer com invariancia conforme. Embora o rigor matematico s6 seja atingido
se forem provadas para o determinado modelo, apenas postularemos tais propriedades.
Esperamos que a primeira valha pelo menos para modelos do tipo O(n) (Ising generalizado

em que um spin é um vetor de n componentes) com n > 0 mesmo fora do ponto critico,
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enquanto a segunda, em resultado da discussao ja feita nos capitulos anteriores, deve valer
somente na criticalidade.

O teorema do mapeamento de Riemann também sera fundamental para a discussao a
seguir. Ele garante que para quaisquer dois dominios simplesmente conexos no plano D
e D' ha sempre uma funcao analitica que mapeia o interior de D no interior de D’. Esse
mapeamento nao é Unico, uma vez que pode ser composto com um mapeamento de D’
em si mesmo, e para especifica-lo unicamente devemos fixar trés parametros reais. Uma
discussao mais completa do teorema, incluindo sua prova, encontra-se em [33]

A propriedade de invariancia conforme de 7 junto com o teorema de Riemann nos
permite tratar de curvas contidas apenas no semiplano superior ({z : Imz > 0} denotado
por H) e que iniciam na reta real, o que estard implicito a partir de agora. E facil ver
que, na rede, v nao toca em si mesma e nem no eixo real, mas no limite continuo isso
pode ocorrer (embora sempre haja uma reflexao), de modo que algumas regides ficam
envolvidas e se tornam inatingiveis. A uniao dos pontos dessas regioes com a prépria
curva crescida até o tempo t é denominada hull', e representada por K; (veja a figura 4.4).
No semiplano superior, K; é uma uniao de conjuntos conectados ao eixo real. Em vez de
tentar descrever o crescimento de v, o matematico Charles Loewner teve a idéia de analisar
como se modificam os mapeamentos conformes que anulam K;, ou seja, os mapeamentos
g+ que levam H\ K; em H mostrados na figura 4.5, de [30]. A vantagem é que para z fora da
fronteira ¢;(z) muda mais suavemente. O teorema do mapeamento de Riemann garante
a existéncia de ¢g; pois H\K; é simplesmente conexo, e a unicidade fica estabelecida ao

fixarmos que assintoticamente o comportamento é predominantemente linear com termo

Figura 4.4: O hull Figura 4.5: Mapa de H\ K; em H

1O termo hull na mateméatica é usualmente traduzido como “fecho”, mas como nao hé traducio con-

sagrada no contexto das evolucoes de Loewner, manteremos a expressao inglesa.
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de ordem 2° nulo, i.e., a série de Laurent é tal que:
lim g,(2) =2+ O(1/z). (4.2)

E possivel mostrar que com o crescimento da curva o coeficiente de 1/z, chamado capaci-
dade Cy, ¢ monotonicamente crescente [29]. Como ainda nao definimos o significado exato
do tempo ¢ podemos reparametrizéa-lo de forma que ¢t = C;/2 (o fator dois é convencional),
definindo o chamado tempo de Loewner. Uma propriedade interessante da capacidade (e
portanto do tempo de Loewner) é a aditividade. Usando a expansao no limite assint6tico

vemos que
2ty 2t + 2ty

gt2(gt1(z)) ~ gt1<z) + m ~ Z 4+ .

Intuitivamente, a acao de g; pode ser vista como se o conjunto K,\H fosse deformado

(4.3)

de modo a “esmagar” K;. Com isso, a fronteira é mapeada no eixo real enquanto os pontos
do eixo real fora de K; 14 permanecem, embora deslocados. Em particular, a ponta 7
da trajetoria é mapeada em um ponto real a; que se move no eixo a medida que a curva
cresce. Como o crescimento sempre se da pela ponta, a fungao a, deve ser continua (mas
nao necessariamente diferenciavel). O exemplo mais comumente discutido é uma linha
que cresce verticalmente, para a qual, em um dado ¢, o hull K, é o intervalo (0, i¢) no eixo

imaginario. E f4cil ver que a transformacao conforme que o anula é
gi(2) = (2 + )12 (4.4)

A visualizagao é simples (veja figura 4.6): é como se fizéssemos um corte no eixo ima-
ginario até if e deformassemos o semiplano até que a ponta seja trazida a origem. Os
pontos imediatamente a esquerda da linha passam a ocupar o intervalo (—¢,0) do eixo

real, enquanto os a direita sao levados no intervalo (0, ¢). Para que haja crescimento basta

il

qr
ok

Figura 4.6: Linha vertical
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trocar ¢ pelo tempo com a parametrizacao desejada, e para obedecer C; = 2t usaremos
(? = 4t, ou seja, a ponta do trajeto fica em 7, = i2v/t. Podemos ainda generalizar um
pouco mais a situacao pensando em uma linha que cresce a partir de um ponto a do eixo

real, de modo que
g(z) =a+[(z—a)+4t]" . (4.5)

Para outros problemas com solugao exata veja [34].

Além de ilustrativo, esse exemplo é muito 1til pois nos leva a um entendimento simples
da equacao de Loewner. Suponhamos uma curva qualquer evoluida até o tempo ¢t e em
seguida por um pequeno intervalo §t. A fun¢ao g; anula o conjunto K; e portanto a imagem
de Ky sob g; deve ser uma pequena linha vertical acima do ponto a; (a imagem da ponta
da curva em t)?. Para anular essa linha recorremos entdo a (4.5). Assim, a fungiao que

anula K5 ¢ a composicao de (4.5) com g, i.e.,

Gi+st = ar + [(gt(z) — )’ + 4575}1/2 . (4.6)

Fazendo-se (gi46t — g¢)/0t no limite 6t — 0 temos a chamada Evolugao de Loewner:

dg(z) 2
) —a (4.7)

Essa equagao apareceu pela primeira vez em um trabalho de 1923 [35] que elucida aspectos
da conjectura de Bieberbach, segundo a qual para uma fun¢ao holomérfica, com expansao
dada por f(z) = 2z + >, 5, a,2", vale |a,| < n. A prova definitiva veio somente em 1984
com Louis de Branges, utilizando idéias fortemente baseadas nos métodos de Loewner.

O que (4.7) nos diz é que, dado um caminho, determinamos o hull K;, procuramos a
fungao ¢;(z) e podemos encontrar a; através dela. Em principio também podemos pensar
no problema oposto, em que dada uma fungao continua a; integramos (4.7) para encontrar
gi, e entdo g; *(a;) traca a curva, no entanto a prova de que isso funciona ndo é trivial.
Uma condigao suficiente para a; é que tenha expoente de Holder o > 1/2, onde o ¢ tal

que |ay, — ayg,| o |t1 — to]” [30].

2Para visualizar isso é ttil pensar no limite continuo da rede mostrada na figura 4.3
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Figura 4.7: A série de mapeamentos

4.3 Evolucao de Schramm-Loewner Estocastica

Mais de setenta anos depois, o israelense Oded Schramm recuperou as idéias de Loewner
para descrever curvas aleatérias cujo limite continuo acreditamos ser invariante conforme,
como as paredes de dominio de modelos estatisticos. Ele percebeu que as propriedades
markoviana e de invariancia conforme aliadas a simetria de reflexao no eixo imaginério
(r — —x) sdo suficientes para fixar a medida sobre a variavel a;, e mais importante,
mostrou que essa medida é a de um movimento browniano em uma dimensao. Para
enteder isso basta olharmos para as conseqiiéncias das propriedades mencionadas sobre
a funcao a; em um procedimento semelhante ao que fizemos na deducao da equagao de
Loewner.

Evoluimos v até um tempo t; chamando o pedaco crescido até o tempo t; < ty de
71, enquanto o restante v\y; é denominado 7,. A propriedade markoviana nos diz que
a medida de v, em H dada 7; é a mesma que a de 7, no dominio H\7;. Aplicando
o mapeamento ¢;, anulamos 7; e 72 passa a ser uma curva crescendo a partir de ay,.
A invariancia conforme garante que a medida de g, (72) permanece inalterada, apenas
deslocada por a;,. Podemos ainda pensar no mapeamento h;, = ¢, — a;, que transforma
7, em uma curva que cresce a partir da origem. Uma vez que h;, também é conforme,
a medida ¢é invariante. Para entdo anular g (7)) usamos a func¢do ¢y, dando como
imagem da ponta as,_¢,. Todos esses passos estao representados na figura 4.7, adaptada
de [32]. Vemos assim que a medida sobre a;, 4, é a mesma que a sobre a;, — a;,. Essa é
a propriedade de estacionariedade, caracteristica de um movimento browniano. Como ja
discutimos, apds a aplicacao de g, a curva 7; é mapeada no eixo real, e conseqiientemente
passa a fazer parte do contorno. Isso mostra a propriedade de independéncia, i.e., que
a medida de v, ¢ independente da medida de ~;. Estacionariedade e independéncia sao

as propriedades definitivas de um movimento browniano [32]. Em outras palavras, todos
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os incrementos A, = a;, 15 — a¢, sao variaveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas, formando um movimento browniano no eixo real, e portanto podemos escrever

a; = /KBy, (4.8)

onde k é uma constante e
(By) =0 {(Bi, — By,)?) = [ta — ta]. (4.9)

Em principio poderiamos ter também um termo de arrasto do tipo at, mas ele é descartado
para curvas cuja medida apresenta simetria de reflexao x — —z, o que é o caso em que
estamos interessados. A constante x, que de certa maneira mede a intensidade de difusao,
¢ um parametro essencial que determinard o comportamento das curvas geradas, estando
cada valor associado a um modelo diferente. A comparacao com a carga central de uma

teoria conforme é inevitavel, e como veremos, procedente.

4.4 Fases da SLE

Uma questao natural é saber como é esse comportamento das curvas para diferentes
valores de k, ao menos qualitativamente. Para x = 0 temos a linha vertical de (4.5) com
a = 0, mas a medida que ele aumenta a curva vira mais freqiientemente a esquerda ou a
direita. Esperamos que para valores maiores de k a curva deixe de ser um trago simples e
comece encostar em si mesma ou no eixo real, agregando ao hull pontos externos a ela. Esse
comportamento é claramente observado, e ocorre que os valores kK = 4 e Kk = 8 separam
fases qualitativamente diferentes. A prova rigorosa [36] estd além dos nossos objetivos,
mas o argumento pode ser simplificado e ainda ser capaz de prever o valor critico Kk = 4.
Primeiro escrevemos a equagao estocéstica obedecida pelo mapeamento h,(z) = ¢,(z) — a4,

que leva a ponta da curva na origem:

dhy(2) h%) ~ da,. (4.10)

Nao podemos escrever uma equacao diferencial ordinaria pois a; nao é necessariamente
diferenciavel. Olhamos entao o que acontece com um ponto x, do eixo real, que é mapeado
em x; = hy(zo) onde

Xy
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Esta é uma equacao de Langevin conhecida como processo de Bessel, que descreve a distan-
cia a origem R; de um movimento browniano em d dimensoes se fizermos as substituigoes
Ry = (d — 1)"22,/2 e k* = 4/(d — 1). Ao mesmo tempo em que é repelido da origem,
o ponto x; estd sujeito a uma forga de carater aleatdrio, cuja intensidade esta ligada ao
parametro k, e informagoes sobre o comportamento esperado podem ser tiradas dos ca-
sos limites. Se ignorarmos completamente a forga aleatéria temos dx; = 2/, e portanto
x? = 4t, ao passo que se ignorarmos o termo repulsivo temos (12) ~ k(B?) = xt. Assim,
se k < 4 a forga repulsiva deve prevalecer e o ponto escapa para o infinito, enquanto que
se k > 4 o ruido aleatério prevalece e o ponto x; acaba eventualmente chegando a origem,
o que invalida (4.11). A aproximacao de x; da origem representa um toque da curva no
eixo real sobre o ponto xg, pois quando a ponta 7; se aproxima de xg, g;(7;) se aproxima

de a; e, por conseguinte, x; — hy(7;) — 0.

Concluimos que para k < 4 a curva nao deve tocar a si mesma e nem o eixo real,
sendo um trago simples que liga a origem ao infinito (o argumento rigoroso mostra que
k = 4 também entra nesse caso). Por outro lado, se k > 4 a curva envolve regides que se
tornam inatingiveis e aderem ao hull (que eventualmente cobrird todo o plano superior).
Embora ainda nao possamos detectar, valores muito altos de x tornam despreziveis a forca
de repulsao a origem fazendo com que a curva visite todos os pontos de H. A diferenca
nesse caso ¢ que nao hé regioes envolvidas que se tornam inatingiveis; todos os pontos do
hull pertecem a curva, que cobre todo o semiplano superior. Verificaremos adiante que

isso ocorre para k > 8. A figura a seguir, de [37], ilustra as fases da SLE.

Te)

0« K4 4K <8 K =8

Figura 4.8: As fases da SLE
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4.5 Dimensao Fractal

Nessa secao faremos um calculo tipico de SLE, obtendo um resultado para o qual os
métodos usuais de teorias conformes nao sao adequados [29]. As curvas originadas por uma
SLE, como as paredes de dominios de uma teoria conforme, apresentam comportamento
fractal e uma pergunta relevante é: qual a dimensao fractal dessas curvas? A definicao
de dimensao fractal mais comum entre os fisicos provém da idéia de cubrir a curva com
discos de raio € e verificar como o nimero minimo de discos N (¢) escala com € no limite
e — 0. Se N(e) oc €%, entdo d; ¢ dita a dimensdo fractal. Para curvas aleatérias como
uma SLE essa definigao pode ser reformulada considerando-se a probabilidade P(z,¢€) da
curva cruzar um disco de raio € centrado em um ponto z do plano. O ntimero de discos
cobrindo uma drea A é Ny < A/e? e a probabilidade de que a curva cruze um dado disco

é essencialmente P o< N(€)/N4, de modo que
P(z,¢€) oc €279 (4.12)

Iniciamos o cédlculo de P(z,€) submetendo uma curva ja evoluida ao mapeamento hg
definido na segao anterior e que obedece a (4.10), ou seja, uma transformagao que anula
um pequeno trecho inicial da curva e resulta em uma nova que também parte da origem.
De (4.10) vemos que os pontos z = x + iy sao levados nos pontos gq(z) = w = 2’ + iy’ tal

que

2dt _ { o =z + 2xdt)(2? + y?) — \/EdB, (413

w= == — VRdB,
Y =y — 2ydt/(z* + )
O raio do disco centrado em z é definido por |z — 2’| para um z’ na borda do disco, e apds

a transformacao muda como € — € onde
¢ = |ha(2) — hai(2')| = |har(2) = [har(2) + hgy(2)(z — 2)]| = €[l - (4.14)

Lembrando que ho(z) = z e ag = 0, podemos usar (4.10) em dh = hy — hg, obtendo

2dt 2dt
= hdt h() = hdt =z ‘I— —_—. (415)
ho z

Agora podemos calcular |h/,|:
2 _ 2

Ty
(33'2 + y2)2

dt

|hly| = ‘ ~ 1 —2di : (4.16)
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e finalmente ¢ = €[1 — 2dt(x? — y?) /(2 + y?)?]

Por invariancia conforme, a medida sobre a imagem é a mesma que sobre a curva
original, e por isso podemos escrever

2xdt 2ydt 2dt(z* — y?)
P(r,y,e)=(P|lr+ ——— — VkdBy, ——,6[1——] , (417

099 < ( Ay VRiBe v s (a2 + y?)? 41
onde a média é tomada sobre as possiveis configuracoes da curva que foi anulada por hg.
O préximo passo ¢ expandir o lado direito da expressao acima até primeira ordem em dt,
lembrando que (dB;) = 0 e ((dB;)?) = dt (logo serd necessario ir até segunda ordem em
dBy). Fazendo isso construimos uma equacao diferencal parcial para P:

2¢O 2y 0 Kk O (22 —y?) O
S A 2aea To2 ety )P =0
2?2+y?0r 22+y*0y 20z (22 +y?)? Oe

(4.18)

E interessante notar que sendo P o €24 entdo edP/de = (2 — ds)P e o célculo se torna
uma equacao de autovalores, o que é bastante comum nos métodos de SLE. Porém nesse
caso em especial o ansatz P = 24y (2? + 4?)%, com a + 23 = dy — 2, resolve a equagao
e substituindo em (4.18) podemos tirar os parametros «, (3 e €.

Se r < 8 obtemos a = (k — 8)?/8k, 3 = (k — 8)/2k, € 0 que buscamos,

K

de =1
f +8

(4.19)

Se k > 8 hd a solugao o = 8 = 0 e df = 2. Vemos que a dimensao fractal aumenta de
1 até 2 quando k vai de 0 a 8, e a partir dai a curva tem dimensao 2, cobrindo todo o
espaco: todos os pontos de H pertecem a curva, confirmando o que haviamos antecipado
na secao anterior.

Esse cédlculo é um belo exemplo de como podemos usar a SLE para obter propriedades
geométricas nao-triviais e em principio intrataveis a partir dos métodos classicos de fisica
estatistica. Trata-se de uma férmula simples porém notavel que engloba diversos resultados

em um so.

4.6 SLE e Teorias Conformes

Em virtude da clara mudanca de comportamento para os diferentes x ja poderiamos

imaginar que cada valor corresponde ao limite continuo de um modelo diferente, como



62 4 Evolucao de Schramm-Loewner Estocastica

o processo de exploracao descrito na secao 4.1 que constréi uma parede de dominio de
um modelo (Ising, O(n), ¢-Potts...), ou mesmo curvas aleatdrias como self-avoiding walks,
varredura uniforme de arvores e problemas de percolacao. Calculos tais como a dimensao
fractal sacramentam essa idéia uma vez que cada uma dessas curvas possui uma dimensao
diferente, e com base nisso podemos comegar a associar uma SLE, a um dado modelo.
Da forma que definimos, a dimensao fractal do modelo de Ising por exemplo é conhecida
como sendo dy = 11/8 [38], e substituindo em (4.19) isso nos dd x = 3. Realizando esse
tipo de comparagao, bem como comparagoes com outros célculos tipicos de SLE (alguns

serao mencionados adiante) é possivel conjecturar as seguintes associagoes:

e k=28/3 «— Self-avoiding walks

e k=2 «——  Loop-erased random walks

e k=3 «—— Modelo de Ising critico

e k=14 +«—— Explorador harmonico e Potts com 4 estados
e K=06 «—— Fronteiras de clusters de percolagao

e K=28 «—— Varredura uniforme de arvores

As relagoes envolvendo loop erased random walks e varredura uniforme de arvores ja foram
provadas em [39], a que envolve o explorador harmoénico foi provada em [40] e a sobre os
clusters de percolagao em [41]. Em 2006 S. Smirnov apresentou a prova de que o modelo
de Ising, o primeiro dos modelos minimos conformes, corresponde de fato a uma SLE3 [42]
partindo de uma rede triangular.

Essas correspondéncias sugerem que o parametro x tem um papel semelhante ao da
carga central de uma teoria conforme, determinando o modelo descrito. Os franceses
Michel Bauer e Denis Bernard iniciaram a tentativa de relacionar diretamente os parame-
tros, e conseguiram conjecturar uma férmula [37, 43] valida para ¢ < 1. Com intuito de
entendé-la seguiremos a discussao contida em [29].

Ao comegar a tratar problemas relacionados a uma SLE no formalismo da teoria de
campos conforme, precisamos definir um dominio com fronteiras de modo a garantir a
existéncia de uma parede de dominio ligando a origem ao infinito, isto é, uma versao
continua da idéia exposta na figura 4.3, onde todos os spins a esquerda da origem estao
para baixo enquanto os a direita estao para cima. As técnicas apropriadas para isso fo-

ram desenvolvidas na chamada teoria conforme de fronteira [44], em que sao estudados
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os comportamentos dos observaveis de uma teoria conforme definida em um dominio com
uma condi¢do de contorno. Suponhamos um conjunto de campos {1 (r)} dados no se-
miplano superior cujas integrais de trajetéria sejam definidas com uma medida de Gibbs
e~3Wl[dy)], e seja T um semicirculo no semiplano superior, centrado na origem. No ambito
da quantizacao radial um estado é definido sobre um semicirculo e a evolugao temporal
se d4 a medida que o raio aumenta (pois a dimensao temporal é a radial), i.e., a curva I’
esta sobre um tempo atual 7. Dessa maneira, o vacuo da teoria é obtido pesando-se cada
estado [11) pela integral de trajetdria restrita ao interior de I' que obedece & condicao de

contorno ¢ = .

o) = [kl | vl (4.20)

r=Yr

Isso pode ser entendido tomando-se o produto escalar dessa expressao com um estado

qualquer (7% definido sobre I'. Chamando o lado direito de (4.20) de |¢) temos
Wile) = [ faules), (1.21)
Y=1pp

onde a integral agora é sujeita a condi¢do de contorno 1) = ¢f. sobre a fronteira de I'. A
interpretacao dessa expressao ¢ simples: estamos somando todas as trajetérias possiveis
que iniciam no vdcuo em t — —oo (centro de I') e s@o evoluidas até o estado ¢{: no tempo
atual T. Em outras palavras, esta é a amplitude de probabilidade de termos o vacuo como

estado de entrada e |¢{’) no tempo atual como estado de saida:

(Yr| @) = (¥r|0). (4.22)

Sendo 7 um estado qualquer, podemos escrever |¢) = |0). Vale notar que por invariancia
de escala (4.20) nao depende do raio de I'; a menos de fatores de normalizagao.
Nem todos os estados, porém, possibilitam a existéncia de uma curva 7; no interior de
I'. Definimos um estado que contém uma curva 7; condicionando a integral de trajetoria
as configuracoes do campo ¢ que possibilitam isso:
o= [l [ i g (4.2
br=y9Lim
A integral de trajetoria em todo o semiplano superior condicionada a existéncia de ; é
uma medida desses estados e portanto funciona como uma medida dyu(7;) sobre as curvas.

O estado equivalente a uma média dos |7;), definido por

he) = / dp(ye) 1) (4.24)
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¢ na verdade independente de t, ou melhor, |h;) = |h). A razao é que podemos realizar
o mapeamento de Loewner h;(z) = ¢¢(z) — a; que anula -, levando sua ponta a origem e
ainda deixa a medida invariante, de modo que em qualquer tempo ¢ a integral pode ser feita
sobre a condi¢ao de contorno em ¢ = (. Sob h;, a curva é sempre levada na condicao inicial
correspondente a situacao na qual os pontos a esquerda da origem tém ‘spin’ negativo e
os a direita positivo (veja figura 4.9), situagao andloga a a¢ao do mapeamento (4.5). Por
isso, o estado |h) representa na teoria conforme de fronteira o que se chama de operador

de mudanca de condigao de contorno colocado na origem.

~
s
—"|+ hr
-1+ —_—
__++
-+
————(+++++ ———— +++++
o o

Figura 4.9: O mapeamento h;

A ponte com as técnicas do capitulo 2 é feita pensando-se em uma seqiiéncia de mape-
amentos conformes infinitesimais dh; satisfazendo dh, = 2dt/h; — da; como em (4.10), mas
agora do ponto de vista da identidade de Ward conforme (2.52). Nela, o lado esquerdo
contém a variagao do campo e o lado direito pode ser integrado por partes dando (2.53),
cujo primeiro termo é nulo gracas a (2.54). A transformacao infinitesimal z# — z* 4 €(x)
é dada por 2’ = z + dh; de forma que a variacao no campo traduz-se na insercao de

% i (276” - dat) T(2)dz (4.25)
na fungao de correlagdo. Operatorialmente, de (2.81) vemos que isso é expresso por uma
variacao de 2L_odt — L_ida; do estado original. A seqiiéncia de mapeamentos portanto
equivale a aplicagao de (1 4 2L_sdt — L_;da;) diversas vezes ao estado |v), o que em um
tempo finito d4 uma exponencial ordenada temporalmente (pois cada aplicagao ocorre em
um tempo diferente). Assim, para um tempo t; < t parte da curva é anulada e o que sobra

forma o estado dado por

10 (7)) = Texp { /0 QL dt — L_ydav)| ) - (4.26)

A medida sobre ;4 é o produto da medida de ~;, com a medida de 7;\7;, condicionada

a v,. A primeira é a medida sobre ay para t’ entre 0 e t; e a segunda, por invariancia
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conforme, é igual a medida de g, (7;) sem qualquer condigao. Invertendo (4.26) podemos

entao reescrever (4.24) a partir disso:

) = [dulon60) [ dutanacc e {— / (oLt L_ldam] g0 (). (427)

A integral é realizada quebrando-se o intervalo [0,¢;] em pedagos de tamanho dt e expan-

dindo as exponenciais até primeira ordem em 0t:

t1 tit1 T
/du(at/)T exp {—/ (2L _odt’ — leat/)} = /du(at/) Hexp {—/ (2L _odt' — L_1day)
0 i ti _

1 -
= /d,u(at/) H |:1 — 2L,2(5t + L,la(;t + 5 (L,la(;t)2 .

As integrais sobre ag e a3, sdo simples médias, conhecidas de (4.8) e (4.9): (as;) = 0 e

(a3,) = kdt. Dessa forma

/ dyi(ay) T exp {— /0 tl(QL_th’ - L_ldat/)} - I [1 (2L — gLQ_ 1)&]

%

— exp [—(2L,2 - gLil)tl} . (4.28)

Como a parte de (4.27) referente a 7 foi integrada, pela propriedade markoviana o restante

equivale a |h;_¢,), i.e,
Ihy) = exp [—(QL_2 - gLQ_ l)tl] os,) - (4.29)
Entretanto ja argumentamos que |h;) ndo pode depender do tempo, o que nos dé a condigao
(2L — gLil) ) =0, (4.30)

ou seja, o estado |h) possui um descendente nulo no segundo nivel justamente como na
equagao (3.38) com a = —k/4. De acordo com a discussao final da segao 3.5 as relagoes
entre a, h e a carga central ¢ sao a = —3/(4h + 2) e ¢ = —2h(6a + 4), o que nos da
¢ = (34 2a)(3a + 2)/a. Substituindo a = —x/4 finalmente chegamos a

e Br 82)1{(6 —r). (4.31)

Embora ainda nao haja uma prova considerada matematicamente rigorosa para essa for-

mula, o resultado concorda com o que se conhece das teorias conformes e das relagoes
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entre modelos estatisticos e SLE. Para k = 3 por exemplo obtemos ¢ = 1/2, i.e., 0 modelo
de Ising como ja haviamos conjecturado. Os valores k = 6 (percolagao critica) e kK = 8/3
(self-avoiding walk) dao ¢ = 0. Isso acontece pois s@o respectivamente os limites formais
q¢ — 1 do modelo de ¢-Potts e n — 0 do modelo O(n) [45], situagdes nas quais as fungoes

de particao fatoram e se tornam triviais.

4.7 Comentarios Finais

Com essa pequena exposigao € possivel ter uma idéia da aplicabilidade dos métodos de
SLE além de ficar evidente a existéncia de uma relacao com as teorias conformes. O célculo
da dimensao fractal é interessante por si mesmo mas vale ainda como ilustragao para outros
calculos de SLE que sao muito semelhantes e dao origem a equacoes diferenciais parecidas
com (4.18). Um exemplo é a férmula de Schramm, que determina a probabilidade de uma
curva ligando dois pontos da fronteira passar a esquerda de um dado ponto (. A solucao,
embora nao aparente com os métodos tradicionais, usando-se SLE é simples: consideramos
uma curva que liga o ponto ag ao infinito (podemos fazer isso por invariancia conforme)
que é entao submetida ao mapeamento g4. A nova curva possui a mesma medida porém
iniciando de ag = ag++/kdBy, e 0 ponto ¢ é deslocado para ¢’ = g4(¢) = (+2dt/({ —ao).
O mesmo procedimento de igualar as probabilidades que fizemos na determinacao da

dimensao fractal nos leva a

P(G, Gy ag) = (P(C +2dt/(¢ — ao), ¢ + 2dt/(C — ao); ao + VkdBy)) (4.32)

onde incluimos a dependéncia em ( pois P nao é uma funcao holomoérfica. Prosseguimos
expandindo até primeira ordem em dt para obter a equacao diferencial parcial obedecida:

(22, 20 o
C—(Ioac 6-@0@5 26&%

) P(C,Ca). (4.3

Por invariancia de escala P nao pode depender da distancia entre ( e ag mas somente do
angulo entre eles, ou melhor, do angulo 6 entre ( — ag e o eixo real. Isso reduz (4.33) a
uma equagao diferencial ordindria hipergeométrica. A solugdo para k = 6 (percolagao),
encontrada por Schramm [46], é

123 0 0
—3 R (=22 —cott= t— 4.34
1(2)3727 CO 2) CO 27 ( )
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onde oFy(a,b;c;x) é a fungao hipergeométrica de Gauss®. Independente do resultado,

vemos que o procedimento é bastante semelhante ao da dimensao fractal, e isso se aplica
a outros exemplos como a ja citada formula de Cardy, conjecturada por métodos de teoria
conforme e provada por Smirnov em [41], e outros problemas de percolagao parecidos,
como a determinacao da probabilidade de um dado ponto estar conectado por um cluster
a um segmento da fronteira (para esses e outros exemplos veja [47]).

A relagdo com a teoria conforme é um ponto que ainda requer avancos. Bauer e
Bernard ja obtiveram véarios resultados de SLE por teoria conforme em uma série de artigos
(37,43, 48,49, 50, 51, 52], porém os detalhes da conexdo entre os dois formalismos ainda nao
é totalmente claro. Um dos desafios é provar as propriedades markoviana e de invariancia
conforme no limite continuo dos principais modelos, garantindo assim a aplicabilidade dos
métodos de SLE. Resultados em modelos nao tao simplificados quanto Ising também sao
desejaveis. Para g-Potts por exemplo ha uma conjectura baseada nas dimensoes fractais
(calculadas em [53]) relacionando ¢ e k por ¢ = 2 + 2cos(87/k). Similarmente, para o
modelo O(n) conjectura-se n = —2cos(4w/k) [54]. Encontrar provas rigorosas para essas
relagoes ainda é um problema em aberto para matematicos e fisicos-matemaéticos.

Vimos que as propriedades markoviana e de invariancia conforme implicam um com-
portamento browniano para a variavel a;, mas uma pergunta ainda a ser respondida é:
quais seriam as propriedades de uma evolucao de Loewner gerada por processos nao brow-
nianos? Em 2006, I. Rushkin et al. iniciaram essa discussao considerando evolugoes de
Loewner geradas por processos de Lévy [55]. O trabalho sugere a ocorréncia de uma mu-
danca de fase semelhante a descrita na secao 4.4 conforme o parametro da distribuicao
é variado e simulacOes numéricas sao realizadas para ilustrar isso. A caracterizagao de
outras propriedades dessas evolugoes é um tema de pesquisa atual,

Outros temas atuais sao as inusitadas conexdes entre SLE e assuntos em principio
distantes. Nas referéncias [56, 57] D. Bernard et al. exploram as idéias de SLE em um
problema fundamental da teoria da turbuléncia em duas dimensoes: as estruturas de
vorticidade em pequena escala, que sao invariantes de escala, possuem a simetria ainda
maior de invariancia conforme? Caracteristicas universais de um SLEg foram encontradas
nas fronteiras de clusters de vértices, indicando que a resposta pode ser positiva, o que é

bastante intrigante uma vez que as correlacoes entre vortices sao de longo alcance. Outras

3Veja http://mathworld.wolfram.com/HypergeometricFunction.html
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aplicagoes incluem ainda vidros de spin [58] e até mesmo gravidade quéntica [59].

Para terminar, voltemos a fisica estatistica. No argumento de Peierls surge uma as-
sociacao natural entre a energia livre e as paredes de dominio de um modelo, e isso ¢
rotineiramente explorado pelos fisicos estatisticos. Contudo, no formalismo da SLE nao
ha qualquer tipo de consideracao energética. Em [32], H. Fogedby coloca como grandes
questoes a serem respondidas no contexto da interface entre SLE e fisica estatistica a deter-
minagao de onde se encontra a energia livre além de como inserir e como usar consideragoes

e estimativas fisicas (de forma semelhante a feita por Peierls por exemplo).
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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