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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fazer uma investigacao sobre a cultura
de provas de alunos da Educacéo Basica, mais especificamente de 82 série e do
12 ano do Ensino Médio, no dominio da algebra.

O trabalho faz parte do projeto AprovaMe (Argumentacdo e Prova na
Matematica Escolar), desenvolvido no biénio 2005-2007, que tem como um dos
seus objetivos 0 mapeamento das concepg¢des sobre argumentacao e prova de
alunos adolescentes das escolas publicas e particulares do estado de Séao
Paulo.

O instrumento do referido projeto foi um questionario composto por cinco
questbes de geometria e cinco questdes de algebra, aplicado a 1998 alunos
adolescentes na faixa etaria entre 14 e 16 anos. Apés a tabulacdo dos dados do
grupo de 1998 alunos, extraimos uma amostra com 50 sujeitos, visando uma
analise detalhada de suas respostas e justificativas apresentadas a uma das
questdes integrantes do questionario de algebra.

Nossa analise examinou as respostas e justificativas dos alunos a essa
questdo. Fizemos uso do software estatistico e multidimensional CHIC para
analise dos dados.

As nossas conclusdes apontam para um desempenho dos alunos abaixo
do desejado, pois apenas 20,5% dos sujeitos da nossa amostra apresentaram
justificativas corretas aos itens da questéo investigada, sendo predominante o
uso da lingua natural, isto €, nenhum aluno utilizou linguagem formal em suas
justificativas. Destacamos a preferéncia pelo uso do célculo nas justificativas em
detrimento do uso das propriedades

Ressaltamos, ainda, que os alunos de 82 série tiveram desempenho
melhor que os alunos do 12 ano do Ensino Médio.

Palavras-chave: Prova; Algebra; Educacéo Basica.



ABSTRACT

This assignment has the objective to investigate the students test culture
from regular education, mainly from 8th grade and 1st year from Junior High
School on Algebra subject.

The assignment is part of the “Approve Me Project” (Argumentation and
Mathematic Test) developed on biennium basis 2005-2007, has the objective to
measure the argumentation process and to test teenagers from public and
private schools from Sdo Paulo State.

The referred assignment was done through a questionnaire composed by
5 questions of Geometry and 5 of Algebra, applied to 1998 teenagers from ages
14 to 16. After counting the 1998 student’s data, we extracted a sample of 50
individuals, aiming the detailed analysis of its answers and justification presented
to one of the algebra member.

Our analysis examined the answers and justifications to these questions.
We used the statistics and multidimensional software CHIC to analyze the data.

Our conclusions point out the below average performance, as only 20,5%
of the students from our group of sample presented correct justifications to the
investigated questions, being predominant the use of the natural language, none
of the students used a formal language on their justified answers. We detach the
preference for the use of the calculation in the justifications in detriment of the
use of the properties

We also emphasize that the students from the 8th grade had better
performance than Junior High School.

Keywords: Test, Algebra, Regular Education
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APRESENTACAO

Os Parametros Curriculares Nacionais destacam a necessidade de
elevar o nivel da educacado de toda a populagdo estudantil, pois devido ao
avanco tecnolégico, o mercado de trabalho exige niveis de formagado cada vez
mais elevados. Nesse aspecto, a matematica pode dar sua contribuicado ao
empregar metodologias que enfatizem a construgcdo de estratégias, a
comprovagao e justificativas de resultados.

Mas, como os alunos da educacdo basica elaboram suas justificativas
na aula de matemaética? Em sala de aula, os professores demonstram
teoremas ou apresentam os passos de uma demonstracao?

Com a intencdo de dar minha contribuicdo as respostas para essas
questdes, ingressei no Projeto AprovaMe (Argumentacdo e Provas na
Matematica Escolar), que teve inicio em 2005, sob a coordenacgao da Prof? Dra.
Lulu Healy e encerrou-se em 2007.

Esse projeto teve por objetivo esbocar um mapa sobre as concepcdes
de prova de alunos adolescentes em escolas do Estado de Sao Paulo.

Para este fim, foram elaborados dois questionarios, sendo um deles
composto por questées sobre algebra e o outro por questdes sobre geometria,
aplicados a 1998 alunos.

Esta dissertacdo, composta por cinco capitulos, pretende contribuir para
o0 mapa das concepcdes dos alunos sobre prova no dominio da algebra,
analisando detalhadamente uma questao de algebra do questionario.

No capitulo | apresentamos uma visdo histérica sobre o tema
demonstracdo, a posicao de alguns autores da comunidade matematica e da
Educacdo Matematica, a descricdo do Projeto APROVAME e a metodologia
utilizada neste trabalho.

No capitulo Il apresentamos os resultados da fase | do projeto AprovaMe
e também a andlise quantitativa e qualitativa dos dados obtidos referentes a
amostra de cinquienta sujeitos obtida entre os 1998 alunos que responderam o
questionario, no que diz respeito a questao de algebra.

A andlise multidimensional dos dados obtidos utilizando o software CHIC

(Classificacao Hierarquica, Implicativa e Coesitiva) compde o capitulo Ill. As



transcricdes de trechos das entrevistas e as respectivas analises constituem o
capitulo V.

Finalizando este trabalho, apresentamos no capitulo V as nossas
consideracdes finais, visando despertar nos professores o interesse por novas

pesquisas € pela inclusdo do tema prova na aula de matematica.



CAPITULO |

PROVAS EM MATEMATI,CA E EM EDUCACAO
MATEMATICA

1.1 UMA VISAO HISTORICA

Por que os angulos da base de um
tridngulo isésceles sao iguais?
Por que o diametro de um circulo divide

esse circulo ao meio?

Questdes como estas comegaram a ser formuladas pelo homem nos
ultimos séculos do 2° milénio a.C. Naquela época houve muitas mudancas
econbmicas e politicas, algumas civilizacbes desapareceram, inventou-se o
alfabeto, introduziram-se as moedas, 0 comércio cresceu e ocorreram muitas
descobertas geograficas.

Com o declinio de poder do Egito e da Babil6nia, outros povos passaram
ao primeiro plano, principalmente os gregos. Cidades prosperaram ao longo da
costa da Asia menor e mais tarde, na parte continental da Grécia, na Sicilia e
no litoral da ltalia.

Em uma atmosfera de racionalismo crescente, 0 homem comecou a
indagar como e por qué.

Pela primeira vez na matematica, como em outros campos, o0 homem
nao se contentava mais com 0s processos empiricos suficientes o bastante
para responder questdes na forma de como mas que nédo contemplavam as
indagagoes cientificas na forma de por qué.

Algumas experiéncias com o assim chamado “método demonstrativo”
foram se consubstanciando e se impondo, e o carater dedutivo da matematica
passou ao primeiro plano. O caminho que levou ao método axiomatico em
matematica ndo é, ao que tudo indica, bem conhecido, mas certamente é longo
e esta intimamente ligado ao desenvolvimento matematico na Grécia. Acredita-
se que as primeiras idéias envolvendo demonstracdes foram formuladas na

Grécia do Séc. VI a. C. Esta crenca fundamenta-se em comentarios de



matematicos gregos posteriores a essa época, tendo em vista a inexisténcia de
fontes primarias.

Segundo EVES (2002, p. 94-5) “a geometria demonstrativa iniciou-se
com Tales de Mileto, um dos sete sédbios da antiguidade, durante a primeira
metade do século VI a. C. Tales é o primeiro personagem conhecido a quem se
associam descobertas matematicas”. Atribui-se a Tales a prioridade de
formular explicitamente, pela primeira vez na histoéria, propriedades das figuras

como afirmagdes gerais. Creditam-se a ele os seguintes teoremas:

1- Os angulos da base de um tridngulo isésceles sao iguais;
2- Dois angulos opostos pelo vértice sao iguais;
3- Todo diametro bissecciona o circulo;

4- Os angulos inscritos numa semicircunferéncia sao retos.

Ainda, conforme PROCLO (apud DOMINGUES, 2002, p.57):

Tales foi o primeiro a ir para o Egito e a levar para a Grécia, na volta, o saber
[geometria] que encontrou. Ele descobriu muitas proposicdes e revelou para seus
sucessores 0s principios subjacentes a muitas outras, valendo-se de métodos gerais em

alguns casos e em outros de métodos empiricos.

A veracidade da afirmacao “angulos opostos pelo vértice séo iguais” que
hoje aparece nos textos de geometria elementar, Tales a obteve mediante
alguns raciocinios l6gicos e nao pela intuicao ou experimentalmente.

Por exemplo, para convencer alguém que tenha alguma divida de que
os angulos a e b da figura abaixo sao iguais, bastaria recortar os angulos da

fig. 1 e sobrepor um ao outro.

Figura 1: Angulos opostos pelo vértice



Tales preferiu estabelecer a igualdade dos angulos a e b por meio de um
raciocinio estruturado, acompanhado de algumas leis gerais conhecidas. Como
a conclusdo decorre dos dados, dizemos que o raciocinio & dito légico.
Descrevemos, a seguir, esse tipo de raciocinio:

A soma do angulo a com o angulo c é igual a um angulo raso; o mesmo
acontece com a soma dos angulos b e c. Como todos os angulos rasos sao
iguais, entdo o angulo a é igual ao angulo b.

Estabeleceu, assim, a igualdade dos angulos a e b por uma curta cadeia
de raciocinios dedutivos, a partir de principios mais basicos, tais como o
principio da igualdade, a transitividade e o cancelamento. Esquematizando:

a+c=180° a+c=b+c=180°.-.a=>b
b+c=180°

Comegando com os esforgos iniciais de Tales por uma geometria
demonstrativa (por volta de 600 a. C.) e culminando com o0s notaveis
Elementos de Euclides (por volta de 300 a. C.), os primeiros trés séculos da
matematica Grega constituem um periodo de realizacées extraordinarias.

Um dos grandes feitos dos matematicos gregos antigos foi a criacao do
método postulacional de raciocinio: “sequéncia de deducdes rigorosas a partir
de algumas suposi¢cdes iniciais explicitamente enunciadas” (EVES, 2002, p.
115).

Para se estabelecer uma afirmacdo num sistema dedutivo, deve-se
mostrar que essa afirmacéo é uma consequéncia loégica de algumas afirmacdes
previamente estabelecidas. Estas, por sua vez, devem ser estabelecidas a
partir de outras também estabelecidas previamente e assim por diante. Como a
cadeia ndo pode recuar indefinidamente, deve-se ao inicio, aceitar um corpo
finito de afirmacdes ndo demonstradas - que se denominam postulados ou
axiomas - e a partir delas devem decorrer todas as demais afirmagdes da
teoria.

A obra de Euclides explicitou postulados para o sistema dedutivo da
chamada Geometria Euclidiana. Desse modo, “Os Elementos se tornou um

paradigma de demonstracdo matematica rigorosa” (EVES, 2002 p. 179)



O método postulacional inspirado em Euclides influenciou quase todos
0s campos da matematica, a ponto de alguns matematicos defenderem a tese
de que nao sb o raciocinio matematico é postulacional mas como também, em
sentido inverso, o raciocinio postulacional é raciocinio matematico.

Segundo EVES (2002, p.179), uma consequéncia relativamente
moderna foi a criacgdo do método axiomatico, dedicado ao estudo das
propriedades gerais decorrentes de um conjunto de postulados e regras de

raciocinio ou de inferéncia.

1.2 O LUGAR DA DEMONSTRACAO NA COMUNIDADE
MATEMATICA

Sao diversos os termos e significados associados as palavras prova e
demonstracdo. O nosso objetivo nesta secdao ndo € o de fazer um estudo
aprofundado e sim, ilustrar essa diversidade presente entre alguns autores da
comunidade matematica.

O tema “Demonstracao” é objeto de estudo em artigos de varios
pesquisadores da comunidade matematica. Mas, como esses pesquisadores
definem o termo “demonstragao”?

Em matematica, “a demonstracdo € uma cadeia de argumentos
convincentes, rigorosos, gerais, completos e resistentes, interligados
logicamente”. (FONSECA, 2005, p. 3)

O dicionario Aurélio, da lingua portuguesa, traz os seguintes significados
para os termos demonstrar e provar:

Demonstrar v.t.d. 1. Provar mediante raciocinio concludente, comprovar. 2.
Mostrar, evidenciar.

Provar v.t.d. 1.Estabelecer a verdade, a realidade de; dar prova de.
2.Demonstrar.[...] 8.Dar a prova ou a demonstragéo.

Conforme o dicionario, os significados usuais sdo equivalentes. Porém,
na comunidade matematica, BICUDO (2002, p. 87), que usa apenas o termo
demonstrar, considera que “demonstracdo matematica tem dois significados:
Na pratica € uma coisa; em principio, outra. Os dois significados nado sao
idénticos”.



Para BICUDO (2002, p. 87) o significado pratico é informal, impreciso. “A
demonstracdo matematica pratica é o que fazemos para fazermos o outro crer
em nossos teoremas. E o argumento que convence o qualificado, mas cético
especialista.[...] Mas, o que é ela, exatamente™? (...)

Quanto ao outro significado, BICUDO (2002, p.87) considera que “a
demonstracdo teérica é formal. E a transformacdo de certas seqiiéncias de
simbolos (sentencas formais) de acordo com certas regras da logica.”

Segundo HALMOS, (apud BICUDO, 2002, p. 82) “0 maior dos passos
isolados na l6gica dos ultimos 200 anos, foi a explicacao precisa do conceito de
demonstracao”.

Ainda, na comunidade matematica, segundo SILVA (2002, p. 68) os dois

termos — demonstrar e provar — sdo usados como sinénimos.

1.3 PROVA E DEMONSTRACAO EM EDUCACAO MATEMATICA

Apesar da idéia comum expressa por SILVA (2002), os termos
demonstrar e provar nem sempre sao considerados como sindnimos para a
Educacdo Matematica, assumindo variacbes em funcdo do tempo e do
contexto.

Segundo PIETROPAOLO (2005, p. 48), temos:

Convém assinalar que em artigos sobre a Histéria da Matematica e, em particular, sobre
Educacdo Matematica, sdo usados variados termos para se referir as demonstragoes,
tais como: demonstragbes formais, demonstracdes rigorosas, provas rigorosas ou

simplesmente provas. E nem sempre essas expressoes sdo utilizadas como sinénimas

[.]

Portanto, em Educacdao Matematica, esses termos ndo séao sinébnimos. O
termo mais usual é provar e seus correlatos. No contexto da sala de aula,
Balacheff (1988), ampliou o termo prova para classificar as justificativas de
alunos ao propor trés niveis iniciais de sofisticacdo: explicacdo, prova e
demonstragcdo. A explicagdo situa-se ao nivel do individuo locutor com a
finalidade de comunicar ao outro o carater de verdade de um enunciado
matematico. A prova surge subdividida em quatro niveis (empirismo ingénuo,
experiéncia crucial, exemplo genérico e experiéncia mental), sendo a validade

dos raciocinios, em alguns dos niveis, garantida pela exibicdo de casos



particulares em que a proposicao se verifica. Ja na demonstracdo, no sentido
empregado pela comunidade matematica, a validade dos raciocinios €
garantida via dedutiva e é um tipo de prova com forma estritamente codificada
e formal. Os niveis de prova introduzidos por BALACHEFF serao detalhados na
secdao 1.4, na qual também veremos que algumas dessas justificativas de
alunos nao sao provas, no sentido empregado pela comunidade matemética.

A necessidade de pesquisas sobre o tema prova — no sentido amplo
dado pela Educacdo Matematica — foi, recentemente, foco de discussao de
dois dos principais congressos internacionais de Educacdo Matematica:
International Congress on Mathematical Education (ICME) e The International
Group for the Psycology of Mathematics Education (PME).

No 10?2 ICME, realizado em Copenhaguen, 2004, dois grupos de trabalho
dedicaram-se ao tema: “Reasoning, Proof and Proving in Mathematics
Education”.

Neste congresso, duas das questdes discutidas foram: “Como as
pesquisas em Educacdo Matematica tém tratado o problema da prova no
curriculo escolar’? “Em particular, € possivel superar as dificuldades tao
frequentemente descritas pelos professores quando introduzem provas para 0s
alunos”™?

Para PIETROPAQOLO (2005), sao questdes desse tipo que tém orientado
os trabalhos de pesquisadores em Educacdo Matematica, em especial, 0s
referentes as dificuldades dos alunos. Segundo esse pesquisador, os autores
da area de Educagdo Matematica concordam sobre a importancia em
incorporar — nos curriculos de mateméatica — um trabalho envolvendo as provas
desde as séries iniciais e, principalmente, todos parecem ser enfaticos quanto
a essa necessidade em qualquer nivel de ensino. Portanto, acreditamos que a
prova deve estar presente no ensino-aprendizagem da matematica ndo apenas
para comprovar a veracidade de uma afirmacao, mas também para que o aluno
construa conhecimentos suficientes sobre 0 assunto que esteja estudando.

Porém, pesquisas como as de Gouvea (1998), Leandro (2006) e Doro
(2007), comprovam que os alunos ndo obtém sucesso no momento de
justificarem as suas respostas, sendo seu ensino motivo de frustragdo para
muitos professores.

FONSECA (2005, p.3) afirma que:



Demonstrar € um processo que serve para validar, esclarecer, sistematizar o
conhecimento matematico, por isso tal processo deve ser utilizado com as criangas,
desde que comegam a aprender matematica. Neste sentido, a demonstragao estaria no
cerne de toda a educacdo matematica, sem que envolvesse nos primeiros anos de
escolaridade qualquer tentativa de formalismo. Para os alunos desenvolverem
apreciacdo pela demonstragdo matematica é necessario tempo, muitas e variadas
experiéncias em todos os conteldos e anos de escolaridade, orientagéo para construir
argumentos validos e para avaliar os argumentos construidos por si e pelos outros

alunos.

Entre as varias funcdes atribuidas a demonstracdo, a mais importante
sob o ponto de vista do ensino, € a de explicar ou elucidar: “Constréi-se uma
demonstracdo, ndo sé para garantir a verdade de uma afirmacédo, mas para
explicar por que razao é verdadeira”. (FONSECA, 2005, p. 3).

HANNA (apud PIETROPAOLO, 2005, p. 80) procura sintetizar a funcéao
da prova na Matematica e na Educagcdo Matematica:

Enquanto na pratica matematica a fungdo da prova é justificagdo e a verificagdo, a sua
funcédo principal na Educacdo Matematica é seguramente a de explicagdo. [...] Para
Hanna, uma demonstracdo deve incentivar a compreensao: “uma boa prova, entretanto,
ndo deveria ser somente correta e explicativa, a mesma poderia também levar em
consideracdo, especialmente em seu nivel de detalhe, o contexto da aula e a

experiéncia dos alunos”.

Segundo GRAVINA (2001, p. 69) “a explicacdo € um dos propésitos da
demonstracdo. No processo de aprendizagem, tal propdsito merece destaque
especial por evidenciar a necessidade da acao “demonstrar”.

Em nosso trabalho em sala de aula, somos questionados pelos alunos
em relacdo ao conteudo matematico: por que temos de aprender isso ? ou, por
que € necessario demonstrar essa propriedade se estou “vendo” que ela é
verdadeira? Para responder essas questdes, faz-se necessario saber que
funcdes tem a demonstracdo, que podem ser utilizadas na sala de aula para
torna-la mais significativa para os alunos.

DE VILLIERS (2001) descreve algumas fungbes importantes da
demonstracdo, discute brevemente algumas implicacées para o0 ensino da
demonstracdo e afirma que os alunos entenderiam melhor a necessidade de
demonstrar se esclarecidos sobre as diferentes fungées de uma demonstracao:

e ¢ explicagdo quando esclarece porque certa propriedade (mesmo

intuitivamente ébvia) é verdadeira;
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e ¢ convencimento quando trata-se de garantir a veracidade de uma
propriedade que nao é bébvia;

e ¢ descoberta quando o processo de demonstracdo faz emergir novas
propriedades; e é sistematizacdo quando ela organiza os resultados
obtidos.

Para DE VILLIERS (2001), em vez de enfatizar na prova apenas seu
papel de verificagdo, a funcdo mais fundamental da prova como meio de
explicacdo deve ser explorada, a fim de apresentar a prova como uma
atividade significativa para os alunos.

Assim, uma prova — no contexto escolar — ndo s6 garante a verdade de
uma afirmagéo, mas também explica por que razao é verdadeira.

Nesse sentido, os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica
para o Ensino Fundamental, destacam o seguinte:

[...] A partir da observagéo de casos particulares, as regularidades sdo desvendadas,
as conjecturas e teorias matematicas sao formuladas. Esse carater indutivo é, em geral,
pouco destacado quando se trata da comunicagdo ou do ensino do conhecimento
matematico. O exercicio da indugdo e da dedugdo em Matematica reveste-se de
importancia no desenvolvimento da capacidade de resolver problemas, de formular e
testar hipéteses, de induzir, de generalizar e de inferir dentro de determinada ldgica, o
que assegura um papel de relevo ao aprendizado dessa ciéncia em todos os niveis de
ensino (PCN, 1998, p. 26)

Segundo LIMA (1987), o matematico e educador George Polya (1887 —
1985), nos ultimos 40 anos de sua vida dedicou-se ao ensino de matematica.
Em um dos cursos ministrados a professores secundarios, elaborou dez
mandamentos a respeito das atitudes profissionais: 0 7° mandamento diz o
seqguinte: “Faca os alunos aprender a demonstrar. A matematica € uma boa
escola para o raciocinio demonstrativo. Os Professores de matematica devem
colocar os seus alunos, salvo os das classes mais elementares, em contato
com o raciocinio demonstrativo”.

Em niveis elementares, acreditamos que podem ser utilizadas prova
informal no sentido de explicar alguns aspectos gerais do tema em estudo.
Porém, o tema prova recebe pouquissima atencao dos professores, pois
‘raramente € solicitado ao aluno que prove alguma propriedade. Como
resultado, muitos aprendizes ndo sabem o que fazer quando recebem tal
tarefa”. (OLIVERO,2002), (apud VAZ, 2004, p. 23).
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Ainda, conforme OLIVERO (2002), os alunos tém preferéncias por

argumentos empiricos em detrimento aos dedutivos, inclusive por ndo saberem

como diferenciar ambos.

Essas preferéncias dos alunos citadas acima ficam evidenciadas no

trabalho de GRAVINA (2001, p. 65):

Na literatura, diversos trabalhos registram comportamento dos alunos, ja no final dos
estudos secundarios € mesmo no inicio de estudos universitarios, no qual: a) a
verificagdo empirica & considerada suficiente para garantir a veracidade de uma
propriedade; tais alunos ndo hesitam em aceitar como verdade, ap6s algumas
medigdes, que “a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180 graus” [...]

Tendo em vista essas dificuldades dos alunos, NASSER e TINOCO

(20083, p. 9) afirmam:

E necessario auxiliar o aluno a desenvolver o seu raciocinio Idgico e prepara-lo para
dominar o processo dedutivo. A habilidade de demonstrar deve ser construida ao longo
dos anos de escolaridade, através de atividades variadas como jogos, problemas
desafio, ou simplesmente exigindo-se justificativas para todas as respostas. Portanto, a
habilidade de argumentar deve ser trabalhada desde as primeiras séries para que o
aluno mais tarde seja capaz de defender um ponto de vista préprio, seja numa conversa

informal, seja numa questao de matematica.

Dependendo da experiéncia e maturidade dos alunos, essas habilidades

seriam adquiridas aos poucos e, nesse sentido, Nasser e Tinoco (2003, p. 9 -

10) relacionam algumas estratégias para desenvolver habilidades de justificar

dos alunos. Essas estratégias sao as seguintes:

Ap0s tentar resolver uma tarefa individualmente e de ouvir a explicacéo
do professor, os alunos trabalham em grupos, discutindo solugdes para
0 mesmo problema;

Os alunos avaliam justificativas apresentadas por outros;

Problemas desafio, que requerem raciocinio légico, sao sempre
propostos, independentemente do tépico que esteja sendo abordado;

O mesmo problema € proposto tanto a estudantes que ja aprenderam o
conteldo matematico correspondente, quanto aqueles que ainda nao
adquiriram esse conhecimento, a fim de evitar o uso de algoritmos ou
férmulas;

O computador € usado (geometria dindmica) para verificar se uma
afirmativa é verdadeira ou falsa; depois de convencidos da verdade (ou
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nao), os alunos sao levados a justifica-la ou a procurar um contra
exemplo;

e Atividades que ajudam a diferenciar a hipotese da tese de uma
afirmativa tém sido usadas em cursos de formacao de professores e de

especializagao.

Finalmente observamos que, segundo VELOSO (2003), é necessario a
prova estar presente na formacao dos alunos devido a sua potencialidade para
desenvolver ndo apenas o raciocinio dedutivo, mas também pela possibilidade
de mostrar ao aluno o caminho percorrido pela humanidade na evolucdo do
pensamento matematico.

Nesse trabalho, usaremos o termo prova e seus correlatos nesse sentido
amplo, adotado na area de Educagdo Matematica.

1.4 O PROJETO AprovaME

O presente trabalho faz parte do projeto de pesquisa AprovaMe
(Argumentacao e Prova na Mateméatica Escolar), (anexo 1), coordenado pela
Prof? Dra. Siobhan Victoria Healy e subvencionado pelo CNPQ. Este projeto,
composto por duas fases, teve inicio no segundo semestre de 2005 e se
encerrou no primeiro semestre de 2007. Além da equipe de 6 pesquisadores,
27 professores-alunos do curso de Mestrado Profissional em Ensino de
Matematica da PUC/SP integraram a equipe como professores-colaboradores,
participando de ambas as fases. As fases serdo descritas mais adiante.

Tendo em vista a importancia da argumentacao e prova na formacao
dos alunos e a falta de levantamentos mostrando as concepgdes dos alunos
brasileiros sobre argumentacgéo e prova, o projeto AprovaMe pretende alcancar
0s seguintes objetivos:

e Levantar um mapa das concepcbes sobre argumentacdo e prova de
alunos adolescentes em escolas do estado de Sdo Paulo.

e Formar grupos colaborativos compostos por pesquisadores e
professores para a elaboracdo de situacdes de aprendizagem, visando
envolver alunos em processo de construcdo de conjecturas e provas em

contextos integrando ambientes informatizados.
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e Criar um espago virtual de compartilhamento entre os membros da
equipe do projeto e analisar seu papel no desenvolvimento das
situacbes de aprendizagem, assim como na evolucdao de
conhecimentos pedagdgicos sobre prova em Matematica.

e Avaliar situacées de aprendizagem em termos da compreensdo dos
alunos sobre a natureza e fungdes de prova em Matematica.

e |nvestigar a implementacao destas atividades por diferentes professores
e assim identificar em que medida sua participacdo nos grupos
colaborativos fornece uma apropriacdo desta abordagem para o ensino
e aprendizagem de prova.

e Formular recomendacées relacionadas ao papel da argumentacéo e da
prova no curriculo de Matematica escolar.

e Contribuir para o debate internacional sobre o ensino e a aprendizagem

de prova em matematica.

Com duracao prevista para dois anos, o projeto AprovaMe foi organizado
em duas fases: a primeira, na qual se insere essa dissertacdo, envolveu um
levantamento de concepgdes de alunos (14 a 16 anos) sobre provas, mediante
a aplicacao de dois questionarios, sendo que o primeiro abordava questdes de
algebra (anexo 2), e 0 segundo questdes de geometria (anexo 3). Desse modo,
procurou-se fazer um levantamento de suas concepgdes e se sao capazes de
construir justificativas validas para as suas respostas no dominio da algebra e
da geometria.

Os questionarios citados acima foram aplicados por cada professor-
aluno a trés classes de 82 e/ou 12 séries do ensino médio, selecionadas
aleatoriamente, de seis classes por eles indicadas. A ordem de aplicagao
(primeiro Algebra ou Geometria) ficou a critério do professor-aluno. As turmas
tiveram 50 minutos para responder cada questionario, sendo que algumas
delas responderam no mesmo dia os dois questionarios e outras em dias
diferentes. Foi solicitado aos alunos que todas as anotacdes fossem escritas na
folha de respostas. Informou-se, ainda, que nao eram permitidas consultas e
nem o uso de calculadora. No total, 1998 alunos de escolas publicas e

particulares do Estado de Sao Paulo responderam os questionarios.
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Passamos a descrever 0s questionarios.

Com cinco questdes cada um, os questionarios diferenciam-se em
relacdo aos temas algebra e geometria, mas possuem similaridades na
apresentacdo das questdes e nas orientacbes aos alunos. Os resultados
subsidiaram a segunda fase, na qual o foco é a elaboragdo e avaliacdo de
situacdes de aprendizagem.

Os questionarios, elaborados com base em outros concebidos por Healy
e Hoyles (1998) na Inglaterra e ja utilizados em outros paises, compreendiam
itens visando avaliar: em que medida os sujeitos aceitam evidéncias empiricas
como prova; se distinguem evidéncias empiricas de argumentos
matematicamente validos; se compreendem o dominio da validade de uma
prova e se sdo capazes de justificar as suas respostas. Além disso, pretendeu-
se identificar a influéncia da forma de apresentagéo de provas (lingua natural,
lingua formal, representagdes visuais ou figurativas, etc) no desempenho dos
alunos As questdes estdo organizadas em dois blocos:

1. avaliacao de varios argumentos apresentados como prova de
uma dada afirmacao;

2. construcao de provas.

Os dados coletados foram organizados e classificados pela equipe de
professores colaboradores em uma planilha utilizando critérios inspirados nos
niveis de prova de BALACHEFF (1988) serviram como elementos de apoio
para o desenvolvimento da fase dois, descrita na sequiéncia.

A fase dois aborda dois eixos inter-relacionados de investigacao: a
aprendizagem e o ensino. No eixo da aprendizagem o objetivo é a elaboragao
e avaliacao de situacdes especificamente destinadas as areas de dificuldades
e limitacbes de compreensao de prova, identificadas na fase um.

No eixo relativo ao ensino, a atencao se voltou ao professor e sua
contribuicdo no processo de elaboracao das situacdes de aprendizagem e nas
modificagdes destas em acdo, considerando que essas situacdes devem ser
propostas pelos professores em sala de aula. No final da fase dois, foi feita
uma comparagdo entre o mapeamento realizado na fase 1 e os dados
levantados em relacdo ao eixo de aprendizagem na fase 2, visando responder
em que medida as principais dificuldades apontadas na fase 1 foram superadas
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pelos alunos participantes na fase 2 e quais caracteristicas de prova ainda
necessitaram de investimentos numa perspectiva de progressao.

Como foi mencionado anteriormente, o Projeto AprovaMe contou com a
participacdo de 27 professores-alunos cujas dissertagcdes fazem parte do
referido projeto. A seguir, descrevemos brevemente os resultados de algumas
dissertacoes ja defendidas — todas relativas a fase 1 — que utilizaram como

instrumento de pesquisa o questionario de algebra ou de geometria:

1- Autor: Amadeu Tunini Doro.

Titulo: Argumentacdo e Prova: Andlise de argumentos geométricos de
alunos da Educacado Basica (2007). Esta dissertacdo teve por objetivo
investigar as respostas e/ou justificativas apresentadas pelos alunos a duas
questdes (G4 e G5) do questionario de geometria.

Os resultados dessa pesquisa ndao foram animadores. Ap6s a analise
dos protocolos e das entrevistas, o autor identificou um conjunto de fatores
que, em sua opiniao, constituiram-se em obstaculos para melhor
aproveitamento por parte dos alunos: auséncia de conhecimentos geométricos
especificos, processos cognitivos insuficientes, em especial a ndo construcao
de configuracdes e a insuficiente utilizacdo de apreensdes figurais.

Nas entrevistas foi observada a falta de disposicdo e de
comprometimento dos alunos em realizar as atividades. Nenhum sujeito
participante da pesquisa apresentou uma prova formal em sua justificativa,
sendo predominante o uso da lingua natural e de evidéncias empiricas

tomadas como argumentos.

2- Autor: Julio César Porfirio de Almeida

Titulo: Argumentagéo e Prova na Matematica Escolar do Ensino Bésico:
A soma das Medidas dos Angulos Internos de um Triangulo. O objetivo dessa
dissertacdo foi o de analisar o desempenho dos alunos em relacdo a duas
questdes (G1 e G2) do questionario de geometria.

De acordo com as respostas dadas pelos alunos aos questionarios e
analises das entrevistas, o autor considerou ruim o desempenho dos alunos.

Entre as causas dos erros cometidos, destaca-se a insuficiéncia de
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conhecimentos da Geometria Plana, especialmente aqueles vinculados ao
Teorema de Tales, o qual ndo foi sequer citado nas entrevistas.

Nas justificativas dos alunos esta presente o empirismo ingénuo — um
dos niveis de prova de Balacheff — processo que toma para validagdo de uma
propriedade a sua verificagdo em alguns poucos casos, 0 que ¢é

reconhecidamente insuficiente.

3- Autor: Moacir Benvindo de Carvalho

Titulo: Concepcdes de Alunos Sobre Provas e Argumentos Mateméticos:
Andlise de Questionario no Contexto do Projeto AprovaMe. Essa dissertacao
teve por objetivo a analise quantitativa e qualitativa das questées A1 e A2 do
questionario de algebra.

Os resultados dessa pesquisa, segundo o autor, mostraram que os
alunos sdo muito inconsistentes em suas respostas, apresentando baixo
desempenho. A preferéncia das respostas, na sua maioria, € pelos argumentos
empiricos, que correspondem as provas pragmaticas, segundo BALACHEFF
(1988).

As analises revelaram que, em geral, os alunos ndo compreendem todo
o conteludo de um argumento e ndo sao capazes de avaliar a generalidade de
forma adequada.

Descrevemos agora sucintamente a metodologia da primeira fase, que

se relaciona diretamente com esse trabalho.

Cada professor-aluno participante do projeto indicou, na primeira fase do
mesmo, de 3 a 6 turmas de alunos de escolas publicas e particulares do estado
de Sao Paulo, na faixa etaria de 14 a 16 anos, cursando a 82 série do Ensino
Fundamental ou a 12 série do Ensino Médio

A partir dai, uma amostra de turmas foi obtida por meio de selecao
aleatéria para responder os questionarios de algebra e geometria. Esta
amostra que respondeu os questionarios contou com 81 turmas de 22 escolas
da rede estadual, de 3 escolas da rede municipal e de 6 escolas da rede
particular de ensino, situadas em 15 municipios de diferentes regides
geograficas do Estado de Sao Paulo: Capital (13), Embu Guacu, ltapecerica da
Serra, ltaquaquecetuba, ltupeva, Jacarei, Jacupiranga, Jundiai (2), Lorena,
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Osasco, Promisséo, Santos, Sdo Bernardo do Campo (3), Sdo Caetano do Sul
(2) e Sao Roque.

No total, 1998 alunos de 31 escolas, distribuidos em 34 turmas da 82
série do ensino fundamental (897 alunos) e 47 turmas do 12 ano do ensino
médio (1101 alunos), responderam os questionarios - 1604 alunos pertencem a
rede estadual, 117 alunos a rede municipal e 277 alunos a rede particular.

Apés a aplicacao dos questionarios, os professores-alunos reuniram-se
com 0s pesquisadores para classificar as respostas apresentadas pelos alunos.
Além dos encontros entre os professores e 0s pesquisadores, 0s quais
aconteceram quinzenalmente, foi disponibilizado um espaco virtual —
TELEDUC (ambiente para realizacao de cursos a distancia via internet) — para
facilitar a comunicacao entre os membros da equipe no compartilhamento das
decisbes a serem tomadas.

Em um primeiro momento, debatemos a categorizacao apresentada por
BALACHEFF (1988), que classifica as provas produzidas por alunos em duas
categorias: provas pragmaticas e provas conceituais.

As pragmaticas utilizam recursos de ag¢do, como por exemplo, desenhos,
envolvendo habilidades de observacdo de figuras em que os conhecimentos
necessarios estdo implicitos no pensamento de quem prova. As provas
conceituais nédo envolvem acbes, mas formulacdo de propriedades e as
relacdes estabelecidas entre essas propriedades. Caracterizam-se por seu
carater genérico envolvendo a linguagem, ndo como meio de comunicacao,
mas como uma ferramenta para deducdes logicas.

A ascensao de uma categoria a outra ocorre através da passagem entre
quatro diferentes niveis identificados por BALACHEFF: o empirismo ingénuo, a
experiéncia crucial, o exemplo genérico e a experiéncia mental, os quais sao
descritos, segundo GRAVINA (2001, p. 66 — 7) como:

- O empirismo ingénuo (empirism naif) toma, para validagdo de uma propriedade, a sua
verificagdo em alguns poucos casos, sem questionamentos quanto a particularidades;
este modo de validagao rudimentar, reconhecidamente insuficiente, € uma das primeiras
formas do processo de generalizagdo, e resiste ao longo do processo de

desenvolvimento do pensamento (....);

- Experiéncia crucial (expérience cruciale) é procedimento de validagcdo em que é

proposto explicitamente, o problema da generalizagdo; ele intenta verificar a
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propriedade em caso particular mas sem considera-lo téo particular, de modo a permitir,

ndo mais de forma peremptoéria, a generalizagéo;

- O exemplo genérico (exemple genérique) consiste na explicitagdo das razbes que
validam uma propriedade que encerra uma generalidade mesmo, fazendo uso de um

representante particular de objeto (...);

- Experiéncia mental (expérience mentale) é a explicagado depreendida de concretizagéo
em representante particular; a argumentagdo flui através de pensamentos que
controlam toda generalidade da situagéo, e ndo mais através de situagbes particulares,

como no exemplo genérico.

Na visdo de BALACHEFF, os dois primeiros niveis pertencem a
categoria de provas pragmaticas, enquanto que o terceiro nivel é uma fase
intermediaria, ora na categoria de prova pragmatica, ora na categoria de prova
conceitual, dependendo da natureza efetiva da acdo sobre o exemplo. Ainda,
segundo BALACHEFF, o nivel experiéncia mental marca claramente a
transicdo da prova pragmatica a de prova conceitual. Para melhor
compreensao, apresentamos a seguir o relato de uma experiéncia, extraida de
GRAVINA (2001, p. 66 — 7), que ilustra os diferentes niveis, onde o problema
proposto é identificar o nimero de diagonais de um poligono:

No empirismo ingénuo, os alunos determinam experimentalmente que o
namero de diagonais de certo pentagono € 5; modificam a forma do pentagono
e conferem novamente a constatacao inicial; dai concluem definitivamente que

um hexagono tem 6 diagonais.

Na experiéncia crucial os alunos fazem experiéncia com um poligono de
muitos vértices (uma imensa figura), buscando depreender generalizacao

empirica, buscando a validacao em outros casos particulares.

No exemplo genérico os alunos utilizam o caso particular do hexagono
para explicagdo, mas desprendem-se de particularidades, o que dé indicios de
pensamento dedutivo: “ num poligono com 6 vértices, em cada vértice temos 3
diagonais. Assim sado 18 diagonais; mas como uma diagonal une dois pontos, o
nuamero de diagonais é 9. O mesmo acontece com 7 vértices, 8, 9...”
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Finalmente, na experiéncia mental, os alunos se desprendem do caso
particular, o que transparece na argumentagao: “em cada vértice o numero de
diagonais € o mesmo de vértices menos os dois vértices vizinhos; é preciso
multiplicar isso que encontramos pelo nimero de vértices, porque em cada
vértice parte o0 mesmo numero de diagonais. Mas estamos contando cada
diagonal duas vezes; o numero de diagonais que procuramos se encontra

dividindo por 2 e obtemos uma vez cada diagonal”

Também debatemos o sistema de classificagdo utilizado por Healy &
Hoyles (1998) inspirado nos niveis de prova de Balacheff e, em acordo fechado
com os professores participantes do projeto, o adaptamos a esse trabalho,
visando além da classificacdo das respostas e justificativas dos alunos, o
tratamento dos dados para tabulacdo. Dessa forma, as respostas e
justificativas dadas pelos alunos aos questionarios de algebra e geometria

foram codificadas como:
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Respostas que recebem 0(zero)

Respostas totalmente erradas.

Respostas que recebem 1

Respostas corretas.

Respostas que recebem -1 e -2

Respostas ndo sei e em  branco,

respectivamente.

Justificativas que recebem 0
(zero)

Justificativas totalmente erradas ou que

repetem o enunciado.

Justificativas que recebem 1

Justificativas corretas com alguma informacao
pertinente, mas sem deducdo ou inferéncia.

Por exempilo, justificativas que sdao empiricas.

Justificativas que recebem 2a e
2b

Justificativas com alguma deducao/inferéncia,
explicitagdo de propriedade pertinente ou
elemento que evidenciem uma estrutura
matematica, sem contudo, trazer todos os
passos para uma prova.
Justificativa: Falta muito para chegar a prova
(mais préximo de 1) : 2a
Justificativa: Falta pouco para chegar a prova
(mais proximo de 3) : 2b

Justificativas que recebem 3c

Aquelas realizadas totalmente por meio de

calculo

Justificativas que recebem 3p

Aquelas realizadas totalmente com referéncias
a propriedades pertinentes

Antes de aplicarmos a codificacdo aos questionarios dos 1998 alunos,

definimos os critérios para codificacdo e usamos algumas das reunides

quinzenais para codificarmos os protocolos pilotos a afinarmos nossos critérios,

tarefa que nao foi facil, pois a analise dos resultados é subjetiva e fazia-se

necessario aproximar as avaliagoes.

Ainda, procurando evitar distorg¢des,

a coordenadora do projeto

apresentou, como exemplos para essas classificacoes, resolucdes feitas por

alunos quando da aplicagao do questionario piloto. A seguir, apresentamos um

exemplo para cada codificacdo, todos tirados de respostas das questdes de

algebra.
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1. CODIFICACAO 0

AS5: Sabendo que:
4! significa4 x 3 x2x 1
B!significa5x4x3x2x 1
Responda:

a) 5! ¢é um nimero par?
Justifique

VAL D S B e T S 1

Figura 2: Exemplo para codificagcédo 0

Nesta resposta, tudo indica que o aluno ndo entendeu o exemplo dado,
pois em vez de multiplicar, ele somou os termos do desenvolvimento de 5!.

Portanto, a resposta e a justificativa estao erradas.

2. CODIFICAGAO 1

a) 5!é€ um nimero par?
Justifique

¥ ﬁz patr %5‘9’159%7*‘77’”4”’"

&M‘WJ&(}L P

= LA AlLna_ ﬂf“‘@/’m’

Figura 3: Exemplo para codificacao 1

Em um primeiro momento, o aluno respondeu “nao”, porém,
reconsiderou e respondeu “sim”. Mas, ndo foi claro nos seus argumentos para

justificar a resposta. Neste caso, a codificacao atribuida foi 1.

3. CODIFICACAO 2a

d) 62! ¢ um miltiplo de 37 ? -

Justifique 5/(, m

Yorgque. hau /%Wﬁmwﬁwﬂgj

Figura 4: Exemplo para codificacao 2a
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Neste exemplo o aluno respondeu corretamente mas nao indicou como
chegou a conclusado apresentada. Conforme a nossa convencgao, faltou muito

para provar a afirmacéo.

4. CODIFICAGAO 2b

A3. A afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois nimeros impares quaisquer, o resultado é sempre par.

. - * M‘ J@{(o. m{da'
i ng:;?O dz:iﬁ::e@ n'xﬂpo(@g,, &omo- 92 SN0
fe)
fon 1
de i de codo Porce
. N O ('2—*2)1—(]4!): 6
)f(alhh‘ (By+3U)+ (1et)= %0

{96+ 86)+ ¥h- 434

2343 2+ 1)
a5+36- (B4l
97497 @6+ 1) + (96+1) =

Justifique soa resposta.
ﬁ'ﬂ"; ;rz,ﬁ";;l‘/br j + 5 ad 1&
l Fi Skr O Brdzies AF aiwvs JIIEES
de J, ¢ M o _%74‘ Slen gt ¢ Sebes
1+t 59 < § 7%
1+7 22 0
g il e sl & SeonpsE T ST e

Figura 5: Exemplo para codificacao 2b

Na resposta acima o aluno mostra alguns casos particulares e na
justificativa utiliza o mesmo numero duas vezes, porém ao desmembrar o
namero 5 em duas parcelas cuja soma é par, aproxima-se da justificativa
correta. Portanto, a codificacao é 2b.

5. CODIFICACAO 3c

¢) 8!éum miltiplo de 21 ?
Justifique
Sim. porge El=qo320  40320) 21
=/320

Figura 6: Exemplo para codificacao 3c

O aluno respondeu corretamente utilizando-se de célculos. Portanto, a
codificacao é 3c.
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6. CODIFICACAO 3p
[4)

c) 8! € um miltiplo de 21 ?
Justifique , ) o 3
Gl /PQ\/) N X"’”’) B e deto de A Q\Tk'-\‘
|

A St

~ . L

Ao =

Figura 7: Exemplo para codificacao 3p

O aluno justificou corretamente por meio de uma propriedade, isto é, no
desenvolvimento de 8! esta implicito o resultado de multiplicar 7 por 3, que é
21.

Apbés a andlise e codificacdo das respostas, os dados dos 1998
protocolos foram reunidos em uma planilha eletrébnica em que constam nome,
série, as codificacoes de todas as respostas e justificativas de cada aluno, além
do nome do aplicador. Abaixo, apresentamos uma pequena parte dessa

planilha.
A5(c)
8! Div 21 Justificativa

Aplicador | Turma Aluno Sim Nao 0 1
1 Alexandre 8C |ANDERSON 0 1 1 0
2 Alexandre | 8C |BRUNOC 1 0 1 0
3 Alexandre 8C |BRUNOF 0 1 1 0
4 Alexandre 8C |DIEGO -1 -1 -1 -1
5 Alexandre 8C EUDORO 0 1 1 0
6 Alexandre 8C |FELIPEL -1 -1 -1 -1

1.5 A QUESTAO DE PESQUISA

Os coordenadores do projeto AprovaMe decidiram que os professores-
alunos poderiam desenvolver seus trabalhos individuais de pesquisa para
dissertacao, inseridos no referido projeto. Tendo em vista essa possibilidade
apresentada pelos professores coordenadores, entre 0s quais se inclui a minha
orientadora, resolvemos nos situar na fase 1 do projeto AprovaMe e concentrar
a nossa investigacdo na questdao A5 do questionario de algebra, a qual sera
apresentada mais adiante. Utilizando como objeto de investigacdo a questao

A5 e as entrevistas realizadas com alguns alunos, pretendemos investigar:

1 - Quais foram as respostas e/ou justificativas apresentadas?
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2 - Os alunos apresentam justificativas matematicamente validas?
3 - Quais as razdes que fundamentam as respostas do tipo “ndo sei” ou

“em branco”?

A sequir, apresentamos a questao A5:

A5: Sabendo que:

4! significa4 x3x 2 x 1
5!significa5x4x3x2x 1

Responda:
a) 5!é um numero par?

Justifique

b) O que significa 8! ?

c) 8!é um multiplo de 21 ?

Justifique

d) 62!é um mdltiplo de 37 ?
Justifique

e) Pedro calculou 23!
Sem calcular, determine o dltimo algarismo do resultado encontrado por Pedro.

Justifique

Passamos agora a tratar dos procedimentos metodolégicos.

1.6 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Pelo fato de a questao A5 abordar o tema fatorial, achamos interessante

verificar como esse tema é tratado em livros didaticos.

1.6.1 O FATORIAL EM LIVROS DIDATICOS

O tema fatorial € indicado explicitamente pelo PCN+ Ensino Médio
(2002) e abordado pelos livros didaticos apenas na segunda série do Ensino
Médio. Este assunto € apresentado no capitulo que trata da analise
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combinatéria e precede o estudo de temas como arranjo simples, permutagéo,
combinacao simples e numero binomial.

Nos livros que pesquisamos, observamos que o fatorial é tratado de
forma rapida, isto é, em duas ou trés paginas, nas quais sao apresentados a
definicdo de fatorial, as propriedades, a extensdo da definicdo de fatorial,
exemplos resolvidos e exercicios basicos.

Resumimos, a seguir, a abordagem desse tema que encontramos em

PAIVA (1995, p.173 - 4), que acreditamos ilustrar bem como o tema é tratado.

Definicao:

Seja n um namero natural, n = 2. Define-se fatorial de n, que indicamos por n!,
como o produto dos nimeros naturais consecutivos n, (n—1), (n—2), ....1, isto é:
nN=nn-1)n-2).....1

Propriedade fundamental dos fatoriais
Observando aigualdade 7!=7 .6 .5.4.3.2. 1, percebemos que 7! =
7 . 6. Podemos generalizar esse resultado através da seguinte propriedade:

nl=n(n—-1)!Parane N,nz3

Extensao da definicao de fatorial
Vimos que a propriedade fundamental dos fatoriais é valida paran=3. E

se fizermos n = 2. Vejamos o0 que acontece:

2Ql=2@2-N:-21=2.11-.2.1=2.1l -1 =1!

Desse modo, para que a propriedade fundamental valha para n = 2,

definimos:

11 =1
Atribuindo o valor 1 para n na igualdade n! =n (n —1)!, temos

=1(1=1)-11=1.0! ~11=0!
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Assim sendo, para estendermos a propriedade fundamental paran =1,

definimos:

0ol=1

Com essas duas novas definicées, 1! =1 e 0! = 1, temos que

n=n(n-1),vn ne N

Em relacao aos exercicios resolvidos e basicos, apresentamos a seguir

apenas um exemplo para cada item:

Exercicios resolvidos

Calcular:
4!
a) 6! b) 3! + 2! 0)6 d) 1! + 0!
Resolucao
a) 6/=6.54.3.2.1=720
b) 31+2/=321+21=6+2=8
4! 4.3.2.
4 3.2.1 _ o4
0! 0!
d 11+0l=1+1=2
Exercicios basicos
Calcule:
0!
a) 7! b) 3!. 2! c) 4! - 2! d) 5

Conforme o0s exercicios apresentados por este livro didatico,
observamos que estes sdo questdes que abordam apenas o entendimento da
definicdo de fatorial e suas propriedades e que exigem do aluno para resolvé —
los, somente o0 conhecimento das quatro operagdes fundamentais da

matematica.
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Nao encontramos nos exercicios do livro questdes que solicitam
justificativas para as respostas ou que facam relagcbes com outros conteudos
abordados em séries anteriores, tais como o conceito de nimero par ou de
multiplo. Desta forma, acreditamos que a questdo A5, ao abordar o tema
fatorial sem utilizar diretamente a definicdo e termos como “efetue” ou “calcule”,
foge ao tratamento tradicional do tema, além de solicitar justificativas para as

respostas apresentadas.

1.6.2 NOSSA AMOSTRA

Os principais resultados sobre o desempenho dos 1998 alunos na
questdo A5 obtidos a partir da planilha, estdo apresentados na 12 secdo do
capitulo 2. Entretanto, analisar com profundidade as respostas dos 1998 alunos
se torna inviavel. Portanto, a partir da planilha com o total de dados, obteve-se
por meio de uma tabela de numeros aleatérios um grupo com 50 sujeitos,
visando uma analise mais aprofundada que também apresentamos no préximo
capitulo.

Esse grupo de 50 sujeitos tem as seguintes caracteristicas:

- 31 alunos s&o do sexo feminino e 19 s&o do sexo masculino;

- 33 alunos estudam no 12 ano do Ensino Médio e 17 alunos na 82 série;

- 39 alunos sdo da rede publica e 11 alunos da rede particular;

- a faixa etaria desses alunos situa-se entre 14 e 16 anos.

No que segue, esse grupo sera chamado de nossa amostra.
Construimos uma planilha com as codificagcbes das respostas e justificativas
apresentadas pelos 50 alunos (anexo 4) e, a partir dos dados concentrados
nessa planilha, elaboramos primeiramente uma tabela em que apresentamos a
quantidade e o indice de erros e acertos aos itens da questdo A5. Em seguida,
numeramos os sujeitos de 1 a 50 e construimos uma tabela para cada item da
questdao A5 em que cruzamos a resposta e justificativa de cada aluno. A funcao
dessas tabelas é a de orientar uma analise quantitativa aprofundada das
respostas e justificativas presentes na nossa amostra, sem perder de vista 0s
sujeitos.

Apo6s essa primeira analise, os 50 sujeitos foram divididos em dois

grupos. Para essa divisdo, consideramos os alunos que compreenderam e 0s
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gue ndao compreenderam a definicdo de fatorial, o que foi determinado a partir
do item b da questao A5. Com a formacao desses grupos, fizemos uma analise
qualitativa e apresentamos como ilustracdo alguns protocolos dos alunos
visando identificar conhecimentos e procedimentos utilizados, bem como
formular conjeturas sobre dificuldades por eles encontradas. As analises
permitiram obter elementos para a elaboragdo das entrevistas.

Para a realizacdo das entrevistas selecionamos cinco alunos. As
entrevistas, previamente agendadas, foram realizadas nas escolas de origem
dos alunos e gravadas em audio com objetivo de facilitar as transcricées. Com
as andlises anteriores e as entrevistas, procuramos determinar elementos

consistentes que fundamentassem as nossas conclusdes.

1.6.3 ANALISE A PRIORI

A questdo A5a perguntava se 5! é um numero par. Para esclarecer o
aluno sobre o termo fatorial, foram colocados, antes desta questdo, o
desenvolvimento de 4! e 5! O conhecimento basico para resolver essa questao
era o conceito de numero par. Observando o fator 2 no desenvolvimento de 5!
ou fazendo o calculo para chegar ao resultado 120, o aluno teria condi¢coes de
responder e justificar essa questao.

A questao A5b perguntava o que significa 8! Esperava-se que os alunos
ja tivessem compreendido o significado de fatorial devido aos exemplos dados
anteriormente.

A questao A5c perguntava se 8! € multiplo de 21. Além do conceito de
multiplo e de divisibilidade esperava-se que os alunos observassem os fatores
3 e 7 no desenvolvimento de 8! ou que calculassem o resultado de 8! e assim
respondessem e justificassem a pergunta.

Semelhante a questdo A5c, a questao A5d perguntava se 62! é multiplo
de 37. Nesse caso seria inviavel o aluno utilizar calculo pois além de o
resultado ser um “numero muito grande”, ndo era permitido o uso de
calculadora. O objetivo da questao era que o aluno identificasse o fator 37 no
desenvolvimento de 62! e assim justificasse a resposta.
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A questdo A5e perguntava qual é o ultimo algarismo de 23! Para
responder e justificar, o aluno deveria identificar o fator 10 no desenvolvimento
de 23!.
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CAPITULO I
ANALISE DAS QUESTOES SOBRE FATORIAL

2.1 RESULTADOS DA FASE 1 DO PROJETO AprovaMe

Conforme o que ja foi descrito na secao 1.4, a fase 1 do projeto
envolveu a aplicacdo dos questionarios a 1998 alunos por 27 professores-
alunos. Ao observar a planilha de dados, verificamos que algumas respostas
tabuladas na questao A5 por um dos professores ndo estavam de acordo com
as codificacdes estabelecidas durante as reunides com os participantes do
projeto. Como as condi¢cdes ndo eram favoraveis a correcido desses dados,
resolvemos exclui-los da planilha.

Desse modo, a amostra maior ficou limitada a 1968 alunos com as

seguintes caracteristicas:

Tabela 1: Distribuicao dos alunos por série

Série Freq. %
82 897 45,58
12 1071 54,42

Total 1968 100

Tabela 2: Distribuicdo dos alunos por rede de ensino

Escola Freq. %
Estadual 1574 79,97
Particular 277 14,08
Municipal 117 5,95

Total 1968 100

Tabela 3: Distribuicao das escolas por rede de ensino

Escola Freq. %
Estadual 22 70,97
Particular 6 19,36
Municipal 3 9,67

Total 31 100

A seqguir, apresentamos as tabelas do grupo de 1968 alunos,

subdivididos em 82 série e 12 série, com as respostas aos itens “a”, “b”, “c”, “d”,
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“e” da questao A5 do questionario de algebra. Nessas tabelas, esse grupo de
1968 alunos sera denominado como grupo maior. Mais a frente, apresentamos
a analise quantitativa e qualitativa da nossa amostra (50 sujeitos), portanto,
ressaltamos que nao pretendemos realizar uma analise aprofundada sobre o
desempenho do grupo maior. Faremos apenas um breve comentario para cada

tabela que sera apresentada.

Tabela 4: Respostas a questao A5(a)

Respostas Grupo maior 82 série 12 série
Freq. % Freq. % Freq. %
Sim 1053 53,5 528 58,8 525 49
Néo 747 37,96 329 36,7 418 39
Néo sei 76 3,86 14 1,6 62 5,8
Em branco 92 4,68 26 2,9 66 6,2
Total 1968 100 897 100 1071 100

Na tabela acima observamos que 1053 sujeitos responderam
corretamente a questdo A5(a), equivalente a 53,5% do grupo maior. Vale
destacar que esse percentual de acertos foi 0 Unico acima de 50% obtido pelos
alunos nos cinco itens da questdo AS5. Por outro lado, 46,5% dos alunos
apresentaram respostas erradas ou nao responderam a questdo.
Consideramos esse indice preocupante, pois como ja foi mencionado
anteriormente, o conhecimento necessario nessa questao era o conceito de
namero par.

Acreditamos que o indice de acertos superior a 50% se deve a
possibilidade da utilizacdo do calculo para responder a questdo A5(a), pois
conforme a préxima tabela, verificamos que 70,2% dos alunos que acertaram
utilizaram o célculo para justificarem as suas respostas, ao passo que apenas
2,75% dos sujeitos utilizaram justificativas destacando propriedades.
Observamos também na tabela acima, que os alunos da 82 série apresentaram
melhor desempenho que os alunos da 12 série, talvez pelo fato de o
conhecimento envolvido na questdo A5(a) estar mais presente nas 5% e 62

séries, isto €, mais préximos da 82 série.
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Tabela 5: Justificativas apresentadas pelos alunos que acertaram A5(a)

T Grupo maior 82 série 12 série
Justificativa
Freq. % Freq. % Freq. Y%
0 137 13,01 62 11,22 75 15
97 9,2 55 9,95 42 8,4
2a 19 1,8 8 1,45 11 2,2
2b 9 0,85 6 1,08 3 0,6
3C 739 70,2 390 70,5 349 69,8
3P 29 2,75 17 3,08 12 2,4
_ hao 23 2,19 15 2,72 8 1,6
justificou
Total 1053 100 553 100 500 100

Entre as justificativas apresentadas, observamos que 137 alunos
(13,01%), receberam codificagdo zero e apenas 23 alunos nao justificaram a
questao A5(a). Assim como na apresentacado de respostas corretas, os alunos
de 82 série levaram pequena vantagem nas justificativas, pois nas codificacdes
1, 2a, 2b, 3c e 3p, 0s percentuais dos alunos de 82 série somam 86,6%, ao
passo que os percentuais dos alunos de 12 série para as mesmas codificacoes

somam 83,4%.

Os dados do grupo maior, referentes a questdao A5(b), encontram-se na

préxima tabela.

Tabela 6: Respostas a questao A5(b)

R Grupo maior 82 série 12 série
espostas
Freq. % Freq. % Freq. %
Corretas 946 48,07 480 53,6 466 43,5
Erradas 757 38,47 326 36,4 431 40,2
Nao sei 134 6,81 46 5,1 88 8,2
Em branco 131 6,65 44 4,9 87 8,1
Total 1968 100 897 100 1071 100

Na questdo A5(b), consideramos que o percentual de respostas corretas
(48,07%) ficou abaixo do desejado pois foram apresentados exemplos de
fatorial na questao anterior. Na comparacao entre os alunos de 82 série e de 12
série temos os seguintes resultados: 46,4% dos alunos de 82 e 56,5% dos
alunos de 12 série erraram ou nao apresentaram respostas, ou seja,

percentualmente os alunos de 82 série erraram menos. Em relacdo a resposta
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correta, os alunos de 8?2 série tiveram novamente melhor desempenho que os
alunos de 12 série: 53,6% contra 43,5%.

Como a questdao A5(b) nao pediu justificativa, passemos para a tabela

da questao A5(c).
Tabela 7: Respostas a questao A5(c)
R Grupo maior 82 série 12 série
espostas
Freq. % Freq. % Freqg. %
Sim 331 16,8 170 18,9 161 15,1
Nao 1216 61,8 583 65 633 59,1
N&ao sei 240 12,2 81 9,1 159 14,8
Em branco 181 9,2 63 7,0 118 11
Total 1968 100 897 100 1071 100

Nesta questdo tivemos um grande aumento no numero de erros, pois
apenas 331 alunos (16,8%) responderam-na corretamente. As respostas
erradas e do tipo “ndo sei” ou “em branco” apresentaram um total de 1637. Em
relacdo as justificativas, podemos constatar na préxima tabela que entre os 331
alunos que acertaram a questao A5(c), 31 sujeitos (9,4%) nao justificaram a
resposta, 125 alunos (37,8%) apresentaram justificativas consideradas erradas
e a utilizacado do calculo foi o principal argumento para as justificativas de 129
alunos (38,9%). Tivemos ainda, apenas 16 justificativas (4,8%) com uso de
propriedades. Esse fraco desempenho nessa questdo é uma forte indicacao
de que as justificativas ndo devem fazer parte do dia a dia dos alunos na aula
de matematica, pois acreditamos que somente com a pratica constante de sua
elaboracao, os alunos terdao condicoes de justificar as suas respostas. Isso sera

investigado nas entrevistas.

Tabela 8: Justificativas apresentadas pelos alunos que acertaram A5(c)

. Grupo maior 82 série 12 série
Justificativas
Freq. % Freq. % Freq. %
0 125 37,8 61 34,07 64 421
26 7,9 14 7,82 12 7,9
2a 3 0,9 2 1,1 1 0,65
2b 1 0,3 1 0,55 0 0
3C 129 38,9 71 39,7 58 38,15
3P 16 4.8 11 6,15 5 3,3
. N.ao 31 9,4 19 10,61 12 7,9
justificou

Total 331 100 179 100 152 100
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Ainda, em relacao as justificativas , observamos na tabela 8 que 45,85%
dos alunos da 82 série receberam codificagdo 3C ou 3P, isto &, utilizaram
célculo ou propriedade para justificar as respostas, enquanto que o percentual

de alunos da 12 série foi de 41,45%.

Na préxima tabela, temos os dados referentes a questao A5(d)

Tabela 9: Respostas a questao A5(d)

Grupo maior 82 série 12 série
Respostas
Freq. Y% Freq. % Freq. %

Sim 215 10,9 119 13,3 96 8,9
Nao 1107 56,3 536 59,7 571 53,3
Nao sei 366 18,6 146 16,3 220 20,6
Em branco 280 14,2 96 10,7 184 17,2
Total 1968 100 897 100 1071 100

Apenas 215 alunos (10,9%) acertaram a questdo A5(d), o que
corresponde ao menor indice de acertos entre todos os itens da questdo A5.
Consideramos esse indice preocupante, pois o conhecimento necessario para
resolver essa questao diz respeito ao conceito de multiplos e divisibilidade.
Quanto ao desempenho, 119 alunos de 82 série, contra 96 alunos da 12 série
acertaram A5(d). Acreditamos que o pobre desempenho nessa questéo, deve-
se também ao fato da impossibilidade do célculo , pois ndo era permitido 0 uso
de calculadora. Em relacao as justificativas, somente 21 alunos justificaram
corretamente as suas respostas, 122 alunos apresentaram justificativas
erradas e 50 alunos nao justificaram as suas respostas, como podemos

observar na préxima tabela.

Tabela 10: Justificativas apresentadas pelos alunos que acertaram A5(d)

e Grupo maior 82 série 12 série
Justificativas
Freq. % Freq. % Freq. %

0 122 56,75 71 59,67 51 53,13

1 14 6,51 5 4,2 9 9,38

2a 5 2,33 4 3,36 1 1,04

2b 3 1,39 1 0,84 2 2,08

3 21 9,77 13 10,93 8 8,33
_ Nao 50 23,25 25 21 25 26,04
justificou

Total 215 100 119 100 96 100
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Apresentamos na préxima tabela, o desempenho dos alunos no ultimo
item da questao A5.

Tabela 11: Respostas a questao A5(e)

R Grupo maior 82 série 12 série
espostas
Freq. % Freq. % Freq. %
Corretas 297 15,1 190 21,2 107 10
Erradas 805 40,9 354 39,5 451 42,1
Nao sei 461 23,4 202 22,5 259 24,2
Em branco 405 20,6 151 16,8 254 23,7
Total 1968 100 897 100 1071 100

Na questdo A5(e), os alunos tiveram pequena melhora de desempenho
em relacdo a questao anterior. Foram 297 acertos (15,1%) e 805 respostas
consideradas erradas. Respostas “ndo sei” ou “em branco” somaram 866, o
que corresponde a 44%. Novamente observamos desempenho superior dos
alunos de 82 série, pois estes apresentaram 190 respostas corretas ao passo
que os alunos de 12 série conseguiram 107 acertos.

Entre as justificativas apresentadas pelos alunos, 47,8% receberam
codificacdo zero, isto é, estavam totalmente erradas e 96 alunos nao
justificaram a sua resposta. Na comparacao entre os alunos de 82 série e de 12
série temos: 99 alunos de 82 e 43 alunos de 12 série tiveram as justificativas
consideradas erradas, porém, percentualmente os alunos de 82 série se sairam
melhor pois estes apresentaram 47,1% de justificativas erradas contra 49,4%
dos alunos de 12 série. Nas justificativas com codificacées 1, 2a e 2b, os
percentuais dos alunos de 82 série (12,2%) foram menores que dos alunos de
12 série (12,65%) mas, como podemos observar, a diferenca em favor dos
alunos de 12 série é muito pequena. No entanto, levando em consideragcéo o
percentual de justificativas corretas (codificacdo 3), podemos dizer que, neste
item, o desempenho dos alunos de 82 série foi, novamente, superior ao dos

alunos de 12 série, como podemos observar na préxima tabela.
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Tabela 12: Justificativas apresentadas pelos alunos que acertaram A5(e)

e Grupo maior 82 série 12 série
Justificativas
Freq. % Freq. % Freq. %
0 142 47,8 99 471 43 49,4
1 20 6,7 12 5,7 8 9,2
2a 10 3,4 8 3,8 2 2,3
2b 6 2,1 5 2,4 1 1,15
3 23 7,7 19 9,1 4 4,6
Nao
L 96 32,3 67 31,9 29 33,35
justificou
Total 297 100 210 100 87 100

Apés as consideracdes sobre os resultados do grupo maior, destacamos
um baixo aproveitamento dos alunos tanto na apresentacdo de respostas
corretas como de justificativas. As questbes A5(a) e A5(b) foram as que
apresentaram o melhor desempenho dos alunos: 53,5% e 48,07% de acertos,
respectivamente. Nas demais questdes, o indice de acertos foi igual ou inferior
a 16,8%. Constatamos também melhor aproveitamento dos alunos de 82 série
em relacdo aos alunos de 12 série. Nas entrevistas que apresentaremos no
capitulo 1V, procuraremos indicios que justifiquem a superioridade dos alunos

de 82 série.

2.2 ANALISE DE NOSSA AMOSTRA

Na Tabela seguinte apresentamos os primeiros dados sobre o

desempenho do grupo de 50 sujeitos.

Tabela 13: Respostas apresentadas pelos 50 sujeitos

Respostas
Corretas Erradas N&o sei Em branco Total
Questbes Quant. % Quant. % Quant. % Quant. %

A5(a) 29 58% 19 38% 1 2% 1 2% 50
A5(b) 30 60% 17 34% 3 6% 0 0% 50
A5(c) 16 32% 27 54% 4 8% 3 6% 50
A5(d) 9 18% 31 62% 4 8% 6 12% 50
A5(e) 2 4% 2 42% 13 26% 14 28% 50
Total 85 34% 116 464% 25 10% 24 9.6% 250
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A tabela 13 mostra o baixo desempenho dos alunos. Note-se o alto
indice de respostas para as codificacées erradas, ndo sei ou em branco (66%).
Apenas 34% das respostas estdo corretas, enquanto que 46,4% estao erradas.

O grafico a seqguir exibe uma visao geral sobre os indices numéricos das
respostas apresentadas pela nossa amostra.

50
45
40
35
30
25
20
15 |
10 +
5 4 1
0

@ Corretas
B Erradas
O nao sei

O em branco

A5(a) A5 (b) A5(c) A5(d) A5(e)

Figura 8: Numero de acertos e erros nas questdes sobre fatorial

Apés a tabulacdo dos primeiros dados de nossa amostra, comparamos
esses resultados com aqueles do grupo maior, no que diz respeito apenas as
respostas corretas e erradas aos cinco itens da questdao A5. Ao organizar os
dados para essa comparacao, observamos que 0s percentuais de acertos e
erros apresentados pelo grupo maior e pela nossa amostra nem sempre se
aproximavam, como podera ser visto a partir da tabela 15. Acreditamos que a
nao aproximacado dos resultados pode ter sido causada pela diferenca na
distribuicao dos alunos por série na formacao dos dois grupos, como mostra a
proxima tabela.

Tabela 14: Distribuicdo dos alunos por série

Grupo maior  Nossa amostra

Série Freq. % Freq. %
82 897 45,58 17 34
12 1071 54,42 33 66

Total 1968 100 50 100

Na tabela 14, a diferenca entre os alunos de 82 série e de 12 série do
grupo maior € de 8,84% enquanto que essa diferenca na nossa amostra € de
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32%, portanto, uma diferenca significativa que, conforme ja ressaltamos, pode
ser um dos motivos da ndo aproximacao dos resultados do grupo maior e da
nossa amostra.
A seguir, conforme citado anteriormente, apresentamos para
comparacao a tabela 15 com as contagens de respostas corretas e erradas do

grupo maior e da nossa amostra.

Tabela 15: Respostas aos itens da questado A5

Grupo maior Nossa amostra
Questbes Corretas Erradas Corretas Erradas

Freq. % Freq. % Freq. % Freq. %
A5(a) 1053 53,5 747 38 29 58 19 38
A5(b) 946 48,07 757 37,96 30 60 17 34
A5(c) 331 16,8 1216 61,8 16 32 27 54
A5(d) 215 10,9 1107 56,3 9 18 31 62
A5(e) 297 15,1 805 40,9 2 4 21 42

Observando a tabela acima, notamos que os indices mais préximos de
acertos e erros ocorreram no item “a”. Foram 58% de respostas corretas
apresentadas pela nossa amostra contra 53,5% do grupo maior. O indice de
erros foi 0 mesmo para os dois grupos (38%). Nos itens “b” e “e” houve
aproximacao apenas no indice de respostas erradas: 34% e 42% da nossa
amostra contra 37,96% e 40,9% do grupo maior, respectivamente. A maior
diferenca entre os percentuais de acertos encontra-se no item “e”, pois
enquanto que a nossa amostra apresentou um indice de apenas 2% de
acertos, o grupo maior teve 15,1% de respostas corretas. E interessante
destacar que as melhores aproximacdes aconteceram nos indices de respostas

erradas.

2.2.1 ANALISES A POSTERIORI POR QUESTAO

Questao A5(b): O que significa 8! ?

Iniciamos nossa andlise pela questdao A5(b) (tabela 16), pois trata de
investigar a compreensdo dos alunos sobre o conceito de fatorial.

Constatamos, nesta questao, 30 respostas corretas (60%). Contudo, esperava-
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se um indice maior de respostas corretas pelo fato de a questdo A5 apresentar,
logo no inicio, exemplos do desenvolvimento fatorial de 4 e 5.

Acreditamos que os alunos que nao acertaram essa questdo néao
tenham compreendido a definicdo de fatorial, comprometendo assim o seu
desempenho nas outras questdes. Esse fato sera analisado mais adiante.

Por essa razdo, a partir desse ponto vamos nos referir aos 30 alunos
que responderam corretamente a questdo A5(b) como “os sujeitos que
compreenderam a definicido de fatorial” e aos 20 alunos que erraram ou
escreveram “ndo sei” como “os sujeitos que nao compreenderam a definicdo de
fatorial”.

Em todo o texto, os 50 sujeitos foram enumerados de 1 a 50 e estédo

escrito em negrito nas tabelas que se seguem.

Tabela 16: Respostas dos 50 sujeitos a questao A5(b)

Respostas Sujeitos Frequéncia
1,2,5,6,9,10, 11, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26,
Corretas 30
27, 30, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 41, 42, 44, 45, 48, 49
3,4,7,8,13, 16, 23, 28, 29, 31, 32, 39, 40, 43, 46,
Erradas 17
47,50
No sei 12,17,19 3

Passemos para a questao A5(a).

Questdo A5(a): 5! E um nimero par ? Justifique.

Conforme os dados apresentados na tabela 13, observamos que 58%
dos alunos acertaram essa questao, o que corresponde a 29 alunos.

Embora esse indice tenha superado 50%, julgamos que o desempenho
dos alunos poderia ter sido melhor pois apresentamos dois exemplos no inicio
da questao e também pelo fato de o conceito de nimero par ser tema ou tépico
de estudo desde as séries iniciais

Dos alunos que responderam corretamente, 25 utilizaram o célculo para
a justificativa, isto é, calcularam o resultado do desenvolvimento de 5!. Apenas
3 alunos justificaram a resposta utilizando propriedades pertinentes. Em
resumo, podemos ver na préxima tabela o desempenho por aluno na questao
A5(a), no que diz respeito as respostas e justificativas.
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Tabela 17: Respostas dos 50 sujeitos a questao A5(a)

Respostas
Em branco/
Sim N&o naosei  Freqiéncia
2,4,7,8,15, 16,
17, 18, 20, 23,
0 36 28, 30, 32, 37, 19
39, 40, 49, 50
@ 3,5,6,9,10,
2 11,13,19, 21,
© 22,24, 25, 31,
2 8C 33 34, 35,38, 25
k7] 41, 42,43, 44,
3 45, 46, 47, 48
3P 1, 26, 27 3
Em branco/ 29 12,14 3
nao sei
Freqiiéncia 29 19 2 50

Observando as Tabelas 16 e 17, notamos que dos 29 alunos que
responderam sim a questdo A5(a), 22 compreenderam a definicdo de fatorial
pois estes responderam corretamente a questdao A5(b). Entre os 21 sujeitos
que responderam ndo ou nao sei, 8 entenderam a definicdo de fatorial, pois
estes também responderam corretamente a questdo A5(b). Observando os
protocolos desses 8 sujeitos, verificamos que eles tiveram dificuldades com o

conceito de numero par.

Questio A5(c): 8! E multiplo de 21 ? Justifique

A partir desta questdo o numero de acertos foi diminuindo
consideravelmente. Apenas 16 alunos (32%) responderam-na corretamente.
Vinte e oito alunos erraram esta questdo e respostas “em branco/ndo sei”
somam 6. Entre os alunos que acertaram, 7 deles utilizaram o calculo para
justificar a resposta, (isto é, calcularam o produto de 8x7x6x5x4x3x2x1 e
dividiram o resultado por 21), dois sujeitos identificaram 3 e 7 como fatores de
8l(isto &, utilizaram propriedades). Justificativas erradas foram em numero de 5
e 8 alunos deixaram a justificativa em branco. A tabela, que sintetiza o
desempenho, por sujeito, de respostas e justificativas a questdao A5(c) € a

seguinte:
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Tabela 18: Respostas dos 50 sujeitos a questao A5(c)

Respostas
Si N3 Em branco/ Freqiénci
m ao nao sei requencia
2,4,6,7,8,13,
14,17, 18, 21, 22,
15, 20, 33, 41, 23, 25, 26, 27, 28,
" 0 48 20, 30, 32, 36,38, o/ 33
o 39, 40, 44, 45, 46,
= 49
= 5,9, 10, 24, 31
@ 5C 35, 42 !
- 3P 1, 11 2
Em branco/ 12, 16, 19,
nao sei 43, 47 3 34, 50 8
Freqiéncia 16 28 6 50

Observamos que dos 16 alunos que acertaram esta questdo, 13
compreendem a definicdo de fatorial. Entre os 34 alunos que erraram esta
questado, 17 deles compreendem a definicdo de fatorial. Conjetura-se que
esses alunos tiveram dificuldade em compreender o enunciado ou néo estao
familiarizados com a nocédo de multiplo. Por outro lado, os outros 17 alunos nao
compreendem a definicdo de fatorial e, compreensivelmente, ndo acertaram a

questao.

Questdo A5(d): 62! E multiplo de 37 ? Justifique.

Semelhantemente a questdo anterior, apenas 9 alunos acertaram essa
questao. Acreditamos que o alto indice de erros nesta questdao pode ter sido
causado pelo fato de o conceito de divisibilidade e de multiplo serem
abordados apenas nas 52 e 62 séries, conforme os livros didaticos utilizados
pelos professores. Apenas 3 alunos justificaram corretamente a resposta, isto
€, visualizaram o fator 37 no desenvolvimento de 62!. Dos 9 alunos que
responderam corretamente, 4 compreendem a definicdo de fatorial. Entre eles,
estdo os 3 sujeitos que justificaram corretamente. Mais a frente, examinaremos
algumas justificativas dos demais 6 sujeitos.

E interessante notar que, em conseqiiéncia, ha 26 sujeitos que
compreendem a definicdo de fatorial e, entretanto, estdo entre os 41 que
erraram a questdo, provavelmente devido a dificuldades com o conceito de
multiplo. Eis a tabela de desempenho por sujeito:
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Tabela 19: Respostas dos 50 sujeitos a questao A5(d)

Respostas
Emb /
Sim Nao T}éorasr;ci:o FreqUéncia
4,6,8,9, 11,13,
18, 21, 22, 23, 24,
o 20,2840, 5557303233 5,37 32
@ 35, 36, 38, 39, 41,
g 44, 45, 46, 49
S 2A 31 :
= 3p 1,26, 42 3
>
3 7,10,12, 14,
Em_branc;o/ 2,3,19, 43 15, 16, 29, 14
nao sei 34,48, 50
Freqléncia 9 29 12 S0

Questao A5(e): Pedro calculou 23! Sem calcular, determine o ultimo

algarismo encontrado por Pedro. Justifique.

Com apenas 4% de acertos, esta questao apresentou o maior indice de
erros. Considerando as respostas em branco e nao sei como erradas, tivemos
96% de respostas erradas. Esperava-se que os alunos identificassem o fator
10 no desenvolvimento de 23! e respondessem corretamente a questao. Entre
os dois alunos que acertaram esta questdo, apenas o sujeito numero 1
justificou corretamente, isto é, utilizou o fato de 5! ser igual a 120, portanto, na
multiplicacdo o ultimo algarismo € zero. Estes dois alunos que acertaram estao
entre os que compreendem a definicdo de fatorial. Os demais 28 alunos que
conhecem a definicdo de fatorial erraram a questdo por razdes que serao
investigadas na analise dos protocolos. Na préxima tabela apresentamos as

respostas dos 50 sujeitos.
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Tabela 20: Respostas dos 50 sujeitos a questao A5(e)

Respostas
Em branco N&o sei Zero 1 3 6 23 Par Outros Freq.
33, 22,31, 5,
0 35, 32,37, 6,21 4 13, 36 15
41 45 27
8,12,17,
- 18, 19,
2| -1 20, 38, 11
o 39, 47,
= 48, 50
a 2,7,9,10,
) 11, 16, 24, 3, 40,
-2 26, 30, 34, 49 25,29 14,15 23 28 46 23
42,43, 44
3P 1 1
Freq. 13 11 2 3 7 4 2 4 4 50

Os dados ja analisados mostraram um pobre desempenho dos alunos.
Para refinamento da analise, agrupamos os alunos a partir dos dados
levantados na secdo anterior. Algumas observacbes acima indicam que é
possivel agrupar os sujeitos segundo seu desempenho. Descrevemos na

préxima sec¢ao alguns grupos.

2.3 ANALISES DE PROTOCOLOS

2.3.1 O GRUPO DOS QUE NAO COMPREENDERAM A DEFINIGCAO
DE FATORIAL

A partir desse ponto, designamos por grupo N os 20 sujeitos que nao
compreenderam a nocao de fatorial, isto é, aqueles alunos que erraram a
questdao A5(b). Para investigar o desempenho deles nas outras questoes,
reagrupamos 0s sujeitos conforme a quantidade de respostas corretas e
erradas as outras questdes. Essa analise nos auxiliara também na escolha dos
individuos para entrevistas. Desse modo, subdividimos o grupo N em trés mini-

grupos:

e Grupo N;: Com 10 elementos, formado pelos sujeitos 4, 7, 8, 12, 16, 23, 29,
32, 39, 50 que apresentaram respostas e justificativas erradas a todas as

outras questoes.
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e Grupo N.: Com 7 elementos, formado pelos sujeitos 3, 13, 17, 19, 28, 40, 46
gue acertaram exatamente uma questdo. Os sujeitos 3, 13, 19, e 46 acertaram
apenas a questao A5(a) e os sujeitos 17, 28 e 40 acertaram apenas a questao
A5(d).

e Grupo N;: Com 3 elementos, formado pelos sujeitos 31, 43, 47 que
acertaram exatamente duas ou trés questées. O sujeito 43 acertou A5(a) e
A5(c) e os sujeitos 31 e 47 acertaram A5(a), A5(c) e A5(d).

Passemos a analise dos protocolos:

GRUPO N;: Observando os protocolos dos 10 sujeitos que compdem
esse grupo, encontramos muitas respostas do tipo “ndo sei” e “em branco”.
Observamos também o fato de eles confundirem a notagéo de fatorial com um
namero inteiro, isto &, interpretam 5! como 5, o que nos da indicios de que eles
nao compreenderam a definicdo de fatorial. Como exemplos, destacamos a
seqguir as respostas do sujeito 32 e a do sujeito 23:

a) S5!éum nlmero par?
Justifique
vE) Fory BE D/ urPl o hDs o oy

RO FrJe ridge PARA L foyary po Pu ki

b) O que significa 8! ?
DNVATF RO & 1 © QUARTO MIME jzp PMIS @UE Poos oy .,

OCRFTE R s 854 P yarlalDes

Figura 9: Resposta do sujeito 32

O sujeito 32 demonstra compreender o conceito de numero par,

conforme as suas respostas, porém confundiu a notacao 8! com o numero 8.

Responda:
a) 5! € um nimero par? .
Justifique s :
MNBO IV I ,,_é—_l——z——

g

Figura 10: Resposta do sujeito 23
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Fica claro no protocolo do sujeito 23 a confusdo estabelecida entre a
notacao de fatorial e um numero inteiro, pelo fato de dividir cinco por dois para
justificar sua resposta. Este aluno também evidencia possuir no¢cao de niumero

par ao destacar que a divisdo nao é exata.

GRUPO N.: Dos 7 alunos desse grupo que acertaram exatamente uma
questao, temos que 04 sujeitos acertaram a questao A5(a) e 03 acertaram a
questao A5(d). Entre os alunos que acertaram a questdao A5(a), observamos o
protocolo do sujeito niumero 46 e verificamos que ele utilizou os exemplos
dados para responder essa questao ; tudo indica que esse sujeito errou a
questdo A5(b) pelo fato de confundir a notagdo de fatorial com um numero

inteiro. Para ilustrar, temos:

Responda:

a) 5!¢€um nimero par?
Justifique

éﬁ%‘%v@ww R m’l»&)-l(:;hscndw ebmw\,g,@m don & Rend

b) O que significa 8! ?
w‘hi:%ml,%q:pg\h% ni S,LLlleugﬁ\.m.; _— w:m\&«@\z

Figura 11: Resposta do sujeito 46

Esse tipo de confusdo também aconteceu com o sujeito 17, pois este, ao
responder as questdes A5(a) e A5(c) trocou 5! por 5 e 8! por 8. A resposta
desse sujeito para a questao A5(d) foi considerada certa pelo fato de 0 mesmo
responder “sim”. No entanto, o argumento apresentado pelo aluno para
justificar a resposta estd muito longe de ser considerado uma prova.
Acreditamos que esse sujeito ndo compreendeu os exemplos dados. Abaixo,
apresentamos o protocolo do sujeito 17:
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a) 5! €& um ndmero par?
Justifique

b) O que significa 8! ?

c) 8! é um multiplo de 21 ?
Justifique

d) 62! ¢ um mualtiplo de 37 ?
Justifique

el el el

Figura 12: Respostas do sujeito 17

GRUPO N3: Conforme descrito anteriormente, o sujeito 43 acertou as questoes
A5(a) e A5(c). Analisando as respostas do protocolo desse aluno, observamos
gue este conhece o significado de numero par. A questdao A5(b) foi considerada
errada pelo fato de o mesmo ter dado como resposta o produto do
desenvolvimento de 8!. Tudo indica que o aluno ndo levou em conta os

exemplos dados. llustrando:

a) 5!é& um namero par?
Justlflque

(m NN
5{L.YW 2 il e oLQ;(Q;“d’) \_Q_,(_ogfL‘(‘>-&,
U WW .

b) O que significa 8! ?

4{. 330

Figura 13: Resposta do sujeito 4

Os sujeitos 31 e 47 acertaram as questdes A5(a), A5(c) e A5(d) porém
ao responderem a questao A5(b), também nao associaram a pergunta com os
exemplos dados. Por exemplo, o sujeito 31 ao responder o que significa 8!
respondeu apenas “8 fatorial”.

Finalmente, observamos que nenhum aluno do grupo N acertou todas
as outras questodes.

A tabela abaixo resume o desempenho desses alunos.
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Tabela 21: Alunos do grupo N que acertaram alguma das outras questoes

Questdes Sujeitos %
A5(a) 3,13, 19, 31, 43, 46, 47 35%
A5(c) 31, 43, 47 15%
A5(d) 17, 28, 31, 40, 47 25%
A5(e) Nenhum 0%

Erraram todas 4,7, 8, 12, 16, 23, 29, 32, 39, 50 50%

Apébs essa primeira andlise dos protocolos, observamos nesse grupo
uma tendéncia muito forte de os alunos em justificar as respostas utilizando-se
de célculo. Essa tendéncia se verifica nos protocolos dos sete sujeitos que
acertaram A5(a), pois os mesmos fizeram aconta5.4.3.2 .1, chegando ao
resultado 120. Desse modo, concluiram que 120 é par.

Em relacdo as respostas dos sujeitos desse grupo que acertaram
alguma das outras questdes, com excecado de A5(a), observamos justificativas
pouco claras ou justificativas que apresentam conjeturas. llustramos, a seguir,

com o protocolo do sujeito 47

c) 8!¢ um miltiplo de 21 ?
Justifique

Figura 14: Resposta do sujeito 47

2.3.2 O GRUPO DOS QUE COMPREENDERAM A DEFINICAO DE
FATORIAL

Outro grupo que se destaca, é o Grupo S, formado pelos 30 alunos que
acertaram a questao A5(b) (ver tabela 16) e que, como ja observamos,
estamos considerando que conhecem a definicdo de fatorial. Assim como
fizemos no Grupo N, criamos 6 mini grupos (ndo necessariamente disjuntos),

para investigar o que aconteceu com eles nas outras questdes.
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e Grupo Si: Com 22 elementos, formado pelos sujeitos 1, 5, 6, 9, 10, 11,
21, 22, 24, 25, 26, 27, 33, 34, 35, 36, 38, 41, 42, 44, 45 e 48 que
acertaram a questdo A5(a). Ressaltamos nesse grupo o fato de 19
sujeitos receberem codificacdo 3c, isto é, calcularam o resultado do
desenvolvimento de 5! para justificar a resposta e apenas 2 sujeitos
receberem codificacdo 3p, isto é, identificaram o fator 2 no
desenvolvimento de 5!. Os protocolos dos sujeitos 6 e 27 ilustram,

respectivamente, eSssa nossa observagéo:

a) 5! ¢é um nimero par?

Justifique .
N - AYULE
Sum s ?ﬁ%ﬁ )(Dpff{; i:[y(L)

Figura 15: Resposta do sujeito 6

a) 5!¢€ umndmero par?
Justifique ’

il fpagplrce e A wm“(**,“‘”‘“ = e et
s / " Lw/gbtcawc /"/o“'/\ U oten e
R Tecle grore  srul /)

Figura 16: Resposta do sujeito 27

e Grupo S,: Com 8 elementos, formado pelos sujeitos 2, 14, 15, 18, 20,
30, 37 e 49 que erraram a questdao A5(a), considerando nao sei e em branco
como erradas. Investigamos o que provocou o erro desses 08 sujeitos e
observamos que a maioria deles ndo compreendeu a definicdo de fatorial
apresentada, (embora tenham acertado a questdo A5b), pois encontramos
respostas como a do sujeito 14 que confundiam a notacdo de fatorial com
namero inteiro, isto é, este sujeito tomou 5! por 5. Conjeturamos também que
0s sujeitos desse grupo tiveram dificuldade com o conceito de nimero par, mas

apenas o sujeito 2, ao concluir que 120 n&o € par, confirmou a nossa conjetura.
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a) 5!¢é um ndmero par?
Justifique

— W&/W O A

Figura 17: Resposta do sujeito 14

a) 5! ¢ um ndmero par?
Justifique

O AL Dl R A

Figura 18: Resposta do sujeito 2

Grupo S;: Com 13 elementos, formado pelos sujeitos 1, 5, 9, 10, 11,15,
20, 24, 33, 35, 41, 42, e 48 que acertaram a questao A5(c) dos quais 6
receberam codificagdo 3C para as justificativas, 2 receberam codificacdo
3P e 5 alunos receberam codificacdao 0. Observa-se novamente nesse
grupo a preferéncia pelo uso do célculo para justificar as respostas,
como mostra a seguir, o protocolo do sujeito 10:

c¢) 8!¢é um midltiplo de 21.? . : HQQZ/ZK@ 128,
Justifique 39 j B Q0
. A
54”4“ , yr
OXTFrox Sx4x3x2xl 40320 0o

Figura 19: Resposta do sujeito 10

Grupo S;: Com 17 elementos, formado pelos sujeitos 2, 6, 14, 18, 21,
22, 25, 26, 27, 30, 34, 36, 37, 38, 44, 45 e 49 que erraram a questao
A5(c). Conforme as respostas desses sujeitos, observamos que eles tém
dificuldade com a definicdo de multiplo de um numero pois encontramos
respostas do tipo “8 é mudltiplo de 24”, quando o correto seria 24 é
multiplo de 8. Acreditamos que o sujeito que forneceu essa resposta
também confundiu a notagédo de fatorial com namero inteiro. llustramos

com o protocolo do sujeito 14:
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¢) 8!éum miltiplo de 21 ?
Justifique

(& 4 o~ tile da 9g [ Gornde o
1

P gt b

v Bl
0&

Figura 20: Resposta do sujeito 14

Outro protocolo que achamos interessante destacar desse grupo, € do
sujeito 30, o qual também demonstra dificuldade com a definicdo de multiplo e

com a notacdo de fatorial. Para esse sujeito, um numero “n” tem apenas um

multiplo, que é n?. llustrando:

c) 8!é um miultiplo de 21 ?
Justifique

N

.Y‘gf‘éw

'

d) 62! é um miiltiplo de 37 ? naa
Justifique

37z 7=1.36A

Figura 21: Resposta do sujeito 30

Esses protocolos mostram que a assimilagdo da notacao de fatorial nao
€ estavel. De fato, as respostas de A5(b) mostram uma compreensao que nao

permanece em A5(c).

Grupo S5 Com 4 elementos, formado pelos sujeitos 1, 20, 26 e 42 que
acertaram a questdao A5(d). Desse grupo 3 alunos receberam 3P pela
justificativa e o outro repetiu o enunciado da questao para justificar a resposta,
0 que caracterizou um ciclo vicioso, portanto, a justificativa foi considerada
errada. llustramos com o protocolo do sujeito 20:
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d) 62!éum yﬂiplo de377?
Justifiqu

S ogowe 0 Sv (rhowrl € avtkipie de 33

Figura 22: Resposta do sujeito 20

e Grupo Sg: Com 26 elementos, formado pelos sujeitos 2, 5, 6, 9, 10, 11,
14, 15, 18, 21, 22, 24, 25, 27, 30, 33, 34, 35, 36, 37, 38,41, 44,45,48 e
49, que erraram a questdao A5(d). Analisando as respostas desses
alunos, observamos novamente a dificuldade na compreensédo da
definicado de multiplo em algumas respostas. A justificativa do sujeito 36
a seguir constitui um caso semelhante ao ilustrado acima, de

instabilidade na compreenséo de fatorial:

d) 62! ¢ um mdltiplo de 37 ?
Justifique

Mwé’g ﬂ/W cruk %4’ .

Figura 23: Resposta do sujeito 36

Apenas dois alunos do Grupo S acertaram a questao A5(e) (sujeitos 1 e
49) sendo que o sujeito 1 justificou com uso de propriedade e o sujeito 49 nao
deu qualquer justificativa para a resposta. 28 alunos erraram esta questao.
Respostas em branco e ndo sei foram num total de 15. Embora esses alunos
tenham acertado a questao A5(b), tudo indica que eles nao identificaram o fator
10 no desenvolvimento de 23!. A resposta do sujeito 35, a seguir, confirma a
nossa hipétese.

e) Pedro calculou 23!
Sem calcular, determine o dltimo algarismo do resultado encontrado por Pedro.

4

Justifique
Teco )waw@l Temune om 1

Figura 24: Resposta do sujeito 35
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Na tabela abaixo, resumimos o0 desempenho dos sujeitos do Grupo S

Tabela 22: Alunos do Grupo S que acertaram alguma das outras questoes

Questoes Sujeitos %
R
A5(c) 1,5,9,10, 11, 15, 20, 24, 33, 35, 41, 42, 48 43,30%
A5(d) 1, 20, 26, 42 13,30%
A5(e) 1,49 6,60%

Erraram todas 2,14, 18, 30, 37, 49 20%

Apé6s analisarmos os protocolos dos sujeitos do Grupo S, observamos
também nesse grupo a tendéncia de os alunos justificarem as respostas
utilizando o calculo em detrimento do uso das propriedades. No total, foram 24
justificativas com o uso de célculo e apenas 9 |justificativas utilizando
propriedades, enquanto que no Grupo N somente 7 sujeitos utilizaram o
calculo para justificar a resposta. Os demais sujeitos desse grupo
apresentaram justificativas incorretas. Acreditamos que a preferéncia pelo uso
do calculo se deve ao fato de os alunos ndo conhecerem outra maneira de
resolver as questbes. Para ilustrar essa nossa observacdo, apresentamos a

seguinte tabela:

Tabela 23: Justificativas apresentadas pelos alunos do Grupo S

Justificativas/Sujeitos
Questodes Calculo Quant. %  Propriedade Quant. %

5,6,9,10, 11, 21, 22,
A5(a)  24,25,33,34,35,38, 18 60% 1,26,27 3  10%
41,42, 44, 45,48

A5(c) 5,9, 10, 24, 35, 42 6  20% 1,11 2 6,60%
A5(d) S 0 0%  1,26,42 3 10%
A5(e) . 0 0% 1 1 3,30%

Vale ressaltar que as 9 justificativas por propriedade sao de autoria de 5

alunos.
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2.3.3 COMPARACOES ENTRE OS GRUPOS

Os indices de acerto da tabela 22, mostram, como era esperado, que 0s
alunos do Grupo S (aqueles que consideramos compreender a definicao de
fatorial), tiveram desempenho melhor que os alunos do Grupo N (aqueles que
consideramos ndao compreender a definicdo de fatorial).

Comparando as tabelas 21 e 22, chamou a nossa atengdo o
desempenho dos alunos do Grupo N na questdo A5(d). Apenas 13,3% dos
sujeitos do Grupo S acertaram A5(d), ao passo que o indice de acertos dos
alunos do Grupo N nessa mesma questao chegou a 25%.

Embora os alunos do Grupo N tenham conseguido desempenho melhor
em A5(d), observamos que as justificativas desses sujeitos para essa questao
nao apresentam argumentos claros, isto €, argumentos que possam comprovar
a compreensao da definicdo de multiplo ou de fatorial, enquanto que os alunos
do Grupo S apresentaram justificativas que confirmam o entendimento sobre a
definicado de multiplo ou de fatorial. Acreditamos que a justificativa do sujeito 47
(Grupo N) e a justificativa do sujeito 1 (Grupo S) para a questdo A5(d),

ilustradas a seguir, comprovam a nossa observagao:

d) 62! ¢ um miltiplo de 37 ? ) P
Justifique ,{,&’ e Al AT ‘%‘g},\‘ —%}R&\T\) & pedieple, ¢ 82 ujrt‘.\ pre

Figura 25: Resposta do sujeito 47 — Grupo N

d) 62! ¢ um multiplo de 37 ?
Justifique

@ﬂwq-ngg,;/) NS G‘Jl ﬂm% /\m:lvg de AXS} 57././.1- J_fg}

Figura 26: Resposta do sujeito 1- Grupo S

Apés analisarmos as respostas do grupo de 50 sujeitos, constatamos
que nenhum aluno apresentou uma prova formal em suas justificativas.
Observamos a predominancia no uso da lingua natural e a utilizacdo do calculo
na maioria das justificativas. A lingua natural também foi usada quando os
alunos justificaram as suas respostas por meio de propriedades, como

podemos ver, a seguir, na resposta do sujeito 1 ao item “e” da questao A5.
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&) Pedro caloulou 23!
Sein calcular, determine o dltimo algasizme do resultado cneonizado o Padro,

Justifique T
" 3 - i P O e R
& 5"'«- II._,]:.QV?: Ak 0 e Jwgi* , j_l ﬁ’l
b Gl ain, VA Al picode  po e
I — -
e 7 TR o Tl
*.&.E} s Vv ﬁiwﬂmu.fﬂ:m e Marertladin Ty v—’-g—Lf .
L

Goales mead ﬁ.w .

Figura 27: Justificativa do sujeito 1

No proximo capitulo, apresentamos a andalise dos dados da nossa

amostra realizada pelo software multidimensional CHIC.
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CAPITULO llI
ANALISES UTILIZANDO O SOFTWARE CHIC

3.1 O SOFTWARE CHIC

O CHIC (Classificacao Hierarquica Implicativa e Coesiva) é um software
estatistico multidimensional, desenvolvido no Instituto de Recherche des
Mathématiques de Rennes (IRMAR) da Universidade de Rennes por Régis
Gras e seus colaboradores. Ele permite extrair, de um conjunto de dados,
relacdes entre sujeitos e variaveis (ou atributos) e regras de associacoes entre
variaveis. Fornece, ainda, um indice de qualidade dessa associagcao e uma
representacdo da estruturacdo das variaveis, segundo essas relagdes. A
analise se da por meio de graficos que o programa constréi a partir da
introducéo dos dados.

O nosso objetivo em utilizar o CHIC é o de verificar se ha outras
implicagdes entre os sujeitos, além das informacdes obtidas na analise anterior
e, também pelo fato de o CHIC fornecer o calculo das contribui¢des dos alunos
de 12 e 82 série na formacao das classes apresentadas. A analise dos dados se
da por meio de trés tipos de tratamento: arvore de similaridades, grafo
implicativo e arvore coesitiva. Nao pretendemos fazer uma analise completa do
funcionamento do CHIC, portanto, apresentamos a seguir, uma breve
descricao do tipo de tratamento que exploraremos :

o Arvore de similaridade: produz a andlise das proximidades das
variaveis, o0s resultados numéricos e a arvore hierarquica de
similaridades. Em ALMOULOUD (1997, p. 166), lemos: Através da
andlise hierarquica de similaridade, o pesquisador procura constituir,
sob a forma de arvore, o conjunto V das varidveis estatisticas,
colocando-as de modo ascendente, com um critério de similaridade.
Esta analise permite estudar, em termos de tipologia e semelhanca
decrescente (ou de auséncia de semelhanga), classes de variaveis, em
certos niveis da arvore de classificagdo. A anadlise hierarquica de
similaridade mostra-nos, por meio de um gréafico, quais alunos

apresentam comportamento semelhante. Exemplificamos a seguir:
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a b e d Conforme o gréafico ao lado, para as questdes ¢ e d,
houve um numero significativo de alunos com
comportamento semelhante, e para as questbes a e
b, a similaridade é mais fraca.

Figura 28: Exemplo de arvore de similaridade

Para analisarmos os dados dos 50 sujeitos, (descritos na secao 1.6.2),
com o auxilio do software CHIC, construimos uma tabela binaria em uma
planilha eletrdnica e codificamos as categorias de respostas como variaveis
(por exemplo: ARS, AJ3C, etc.), as quais foram colocadas na primeira linha da
tabela e os numeros dos sujeitos (de 1 a 50), foram colocados na primeira
coluna. Os valores (0 ou 1) foram lancados nesta tabela, indicando a presenca
ou auséncia da categoria de resposta. O exemplo a seguir mostra pequena

parte dessa tabela.

Tabela 24: Tabela binaria com as categorias de respostas codificadas

ARS ARN ANR AJO AJ1
1 1 0 0 0 0
2 0 1 0 1 0
3 1 0 0 0 0
4 0 1 0 1 0
5 1 0 0 0 0
6 1 0 0 0 0
7 0 1 0 1 0
8 0 1 0 1 0
9 1 0 0 0 0
10 1 0 0 0 0

Assim, a tabela feita em planilha eletrénica (com extensao do arquivo em
csv) correspondente as categorias de respostas e ao numero dos sujeitos, foi
carregada pelo software CHIC, gerando trés graficos relativos a cada tipo de

tratamento descrito anteriormente. A nossa analise utilizara apenas a arvore de
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similaridades, cujos coédigos e significados referentes as categorias de

respostas dos 50 sujeitos estdo apresentados a seguir.

Tabela 25: Codigos e significados das categorias de respostas dos 50 sujeitos

Cédigo

Significado

ARS

Resposta sim para a questao A

ARN

Resposta ndo para a questdo A

ANR

Nao respondeu a questao A

ANJ

N&o apresentou justificativa para a questéo A

AJO

Justificativa incorreta para a questo A

AJ3C

Utilizou célculo para justificar a questdo A

AJ3P

Utilizou propriedade para justificar a questao A

BC

Resposta correta para a questéo B

BE

Resposta incorreta para a questdo B

BNR

N&o respondeu a questédo B

CRS

Resposta sim para a questao C

CRN

Resposta ndo para a questédo C

CNR

Nao respondeu a questdo C

CNJ

Nao apresentou justificativa para a questao C

CJo

Justificativa incorreta para a questéao C

CJ3C

Utilizou célculo para justificar a questdo C

CJ3P

Utilizou propriedade para justificar a questo C

DRS

Resposta sim para a questdo D

DRN

Resposta ndo para a questéo D

DNR

N&o respondeu a questdo D

DNJ

Nao justificou a questdo D

DJO

Justificativa incorreta para a questdo D

DJ2A

Justificativa com alguma informacgéo pertinente

DJ3

Justificativa correta

ENR

Nao respondeu a questio E

EJO

Respondeu zero como ultimo algarismo de 23!

ER1

Respondeu 1 como ultimo algarismo de 23!

ERS

Respondeu 3 como ultimo algarismo de 23!

ER23

Respondeu 23 como ultimo algarismo de 23!

ERPAR

Respondeu par como ultimo algarismo de 23!

EROU

QOutros valores como ultimo algarismo de 23!

ENJ

N&o justificou a questao E

EJO

Justificativa incorreta para a questéo E

EJ3

Justificativa correta para a questéo E

O software CHIC também apresenta indices informando a contribuicao

dos sujeitos para a formacao de cada classe (anexo 5). Esses indices sao

apresentados na forma: “com um risco de...”; assim, a variavel com menor

indice € a que mais contribuiu para a formacao da classe.

A seguir, apresentamos a arvore de similaridade com sua respectiva

analise.
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3.2 A ARVORE DE SIMILARIDADES

-]
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Al B
é Clagse C
Clagze A Classe B

Observamos que a arvore de similaridade é composta por trés classes,
A, B, e C, segundo os agrupamentos feitos pelo software. A primeira delas é
formada por quatro grandes subclasses, A1, A2, AS e A4 . A classe B
apresenta duas grandes subclasses B1 e B2 e a classe C é formada pelas
subclasses C1, C2 e C3.

O inicio da analise refere-se a subclasse com maior indice de
similaridade: C2, que apresenta quatro nés significativos. Definimos como um
né significativo aquelas associagdes significativas de uma arvore de
similaridades, ou seja, as que correspondem a uma classificacdo com a melhor
compatibilidade em relacdo aos valores obtidos e a qualidade dos valores das
similaridades.(COUTURIER; BODIN; GRAS, p.1 da ajuda do software).

¢ o ¢ & & A subclasse C2 se caracteriza pela auséncia de
& & %" & erzap
respostas e justificativas aos itens a, b, ¢ e d da
questdo A5, presentes no questionario de algebra.
Desse modo, os alunos desse agrupamento nao

responderam (ANR) e ndo justificaram (ANJ) o item a;

nao responderam (CNR) e nao justificaram (CNJ) o
item c, ndo responderam (DNR) e nao justificaram
(DNJ) o item d e também nao responderam (BNR) o item b. Em outras
palavras, esses alunos responderam nao sei ou deixaram em branco as
respostas e justificativas aos itens citados acima. Os alunos da 82 série sdo os
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gue mais contribuiram para a formacdo dessa subclasse, com risco de 0,5.
Entende-se como risco a probabilidade de se cometer um erro na afirmacéao
feita. Desse modo, esses alunos sao definidos no CHIC como variavel tipica do
agrupamento. Observamos também comportamento semelhante entre os
individuos desse grupo, pois o indice de similaridade € de 0,963203. Em nossa
amostra temos dois individuos correspondentes a subclasse C2 que, como
vimos, esta caracterizada pelos alunos que responderam “néo sei” ou deixaram
em branco as questoes a, b, c, d.

Em seguida, consideremos a classe C1 formada pelos alunos que deram
como resposta o algarismo “6” (ER6) para o item e da questdo A5. Estes
alunos, em numero de dois, conforme as informagdes do CHIC, estédo
associados a classe C2 com indice de similaridade 0,881455, o que indica
grande probabilidade de comportamento semelhante entre os sujeitos que

formaram esse agrupamento.

A subclasse C3, composta por 24

‘ [ alunos, também esta caracterizada por
I respostas e justificativas do tipo “nédo sei” ou
3 ‘em branco” ao item e da questdo A5. Este
c2 1 grupo se associa a subclasse C1 formando a
e e
1 classe C, com indice de similaridade igual a

0,379991. Baixos indices de similaridade
podem ser vistos como indices de
Classe C
dissimilaridade, ou seja, a ndo semelhanca
entre os grupos C3 e C1. Neste caso, a analise feita sobre os agrupamentos da
classe C indica que o fato de ndo responder o ultimo item ndo implica mau
desempenho nos itens anteriores. Mas, ainda conforme esses agrupamentos, o
aluno que néao respondeu o item “a” teve 0 seu desempenho comprometido nos
itens “c” e “d”. A variavel tipica da classe C refere-se aos alunos da 82 série,
com risco de 0,5. Podemos levantar a hipétese de que esse grupo de alunos
nao compreendeu a definicdo de fatorial e teve dificuldades com a nocéao de
multiplos e de numero par. Passemos agora a classe A que apresenta o

segundo maior indice de similaridade.
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Analisando primeiramente a subclasse A2, constituida
v por 18 alunos, observamos como caracteristicas as respostas
corretas ao item a (ARS), ao item b (BC) e as justificativas
com uso de calculo ao item a (AJ3C). Portanto, fica
evidenciada a preferéncia pelo uso do calculo nas
justificativas, fato ja observado anteriormente nas analises de
protocolos. Com risco igual a 0,315, os alunos de 82 série

foram os que mais contribuiram para a formacdo dessa

. subclasse.

A préxima subclasse, A3, apresenta dois grupos
distintos conforme a figura ao lado. Da esquerda para a
direita temos o grupo que se caracteriza por responder
corretamente (CRS), justificar utilizando calculo (CJ3C) o

item c e por apresentar justificativa com alguma informacgéao

_,&3'_'] pertinente (DJ2A) ao item d. O outro grupo se caracteriza
' por respostas e justificativa erradas ao item e. Os dois
grupos descritos acima se relacionam formando a subclasse A3, com
similaridade 0,907158. A variavel tipica desse agrupamento refere-se a alunos
do 12 ano do Ensino Médio, com risco de 0,487.
As subclasses A2 e A3, ja descritas, se associam formando a subclasse
A1, com similaridade 0,570656. Esse indice ainda indica que existe
probabilidade de comportamento semelhante entre os sujeitos de A2 e A3. Na
subclasse A1, o software CHIC destacou 12 alunos que mais contribuiram para
a formacéao desse agrupamento, tipicos do 12 ano do Ensino Médio, com risco

de 0,394.

2 2 .
I P A A m -
T. 0 Fo &S nalisando a subclasse A4, formada por 5 sub

]

agrupamentos, observamos como caracteristica principal

as respostas e justificativas corretas aos itens “a”, “c”, “d”,

e “e” da questdo A5. E interessante notar a utilizagdo de
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propriedades para as justificativas da questao “a” (AJ3P) e para a questao “c
(CJ3P), porém, de acordo com os dados do CHIC, apenas 1 aluno, tipico de 82
série e com risco de 0,291, contribuiu para a formacao dessa subclasse. Desse
modo, conjeturamos que a falta de habito em justificar as respostas em sala de
aula, principalmente no que diz respeito ao uso de propriedades, pode ter
provocado o péssimo desempenho nos itens citados acima, o que foi
confirmado nas entrevistas

As subclasses A1 e A4 se associam formando a classe A, com indice de
0,232777, indicando efetivamente um grau de dissimilaridade entre elas, em
outras palavras, os alunos presentes nessas duas subclasses apresentaram
comportamento diferente. Enquanto os alunos de A1 utilizaram calculo nas
justificativas, o uso de propriedades foi predominante na subclasse A4. A
variavel tipica dessa dissimilaridade s&o os alunos do 12 ano do ensino medio
com risco de 0,449.

A Ultima classe a ser analisada, classe B, é formada por duas
subclasses, B1 e B2.

& 9 g\’@ $ Comecamos com a subclasse B1 que, de acordo
& o f-‘cf{L o QO . ~

| | com as informacdes do software, apresenta 21 alunos que
se caracterizam por responderem “nao” ao item ¢ (CRN) e
ao item D (DRN) e também por apresentarem justificativas

consideradas erradas aos itens ¢ e d da questdo A5. A

variavel tipica a essa subclasse, com risco de 0,383, é

aquela composta por alunos do 12 ano do ensino médio. Os

lEI’I itens citados neste agrupamento tratam da compreensao do
conceito de multiplo, contetdo abordado na 52 série, porém,

devido ao mau desempenho dos alunos dessa subclasse, conjeturamos que
para uma aprendizagem efetiva, esse conceito pode ser trabalhado ao longo do
Ensino Fundamental sob varios enfoques e, sempre que se fizer necessario,

solicitar justificativas aos alunos.
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A subclasse B2, composta por 18 alunos, se caracteriza

_I por respostas “ndo” (ARN) e justificativas erradas (AJO) ao
b item a; respostas erradas ao item b (BE) e por responderem
23 como ultimo algarismo de 23!. A variavel tipica desse
agrupamento também é formada por alunos do 1° ano do

B2 |
l associam formando a classe B, com indice de similaridade

ensino médio, com risco de 0,405. As subclasses B1 e B2 se

0,189436, o que indica a ndo semelhanga entre os grupos B1 e B2, pois o fato
de errar os trés ultimos itens da questdo A5, ndo implica em mau desempenho
nos itens “a” e “b”. A variavel tipica da classe B refere-se aos alunos do 12 ano,
com risco de 0,405. Tudo indica que o conhecimento construido por esses
alunos no ensino fundamental ndo se faz presente no ensino médio, em outras
palavras, o conhecimento é utilizado num certo momento para resolver
problemas e depois é descartado.

Apo6s analisarmos a arvore de similaridades propiciada pelo CHIC,
consideramos importante destacar que esse tratamento permite ao professor
identificar os grupos de alunos com comportamento semelhante e, ao mesmo
tempo, o niumero de sujeitos presentes em cada classe. Observando a arvore
de similaridades, vemos que a classe A apresenta o grupo de alunos que
responderam e justificaram corretamente os itens da questao A5; na classe B
os alunos que erraram os itens da questao A5 e na classe C temos o grupo de
alunos que nao responderam ou deixaram em branco os itens referidos acima.

Resumimos a seguir 0s grupos mais significativos da nossa amostra
identificados pelo software CHIC, associados as classes da arvore de
similaridades.

o Um grupo de 25 alunos (50%), tipicamente de 82 série, acertou a
questao A5(a), justificando por meio de calculo;

19 desses alunos pertencem ao Grupo S.

o Um grupo de 18 sujeitos (36%), tipicamente de 12 série, errou a questao

A5(a), apresentando justificativas erradas;

12 desses alunos pertencem ao Grupo N.
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o Um pequeno grupo de 7 alunos (14%), tipicamente de 12 série,
respondeu corretamente a questdo A5(c), justificando com uso de
calculo;

6 desses alunos pertencem ao Grupo S.

o Um grupo de 27 alunos (54%), tipicamente de 12 série respondeu ‘ndo” a
questao a5(c), acompanhadas de justificativas erradas;

12 desses alunos pertencem ao Grupo N

o Um grupo de 25 alunos (50%), com distribuicdo quase equitativa entre
alunos de 82 e 12 séries, respondeu “ndo” a questdao A5(d), com
justificativas erradas;

7 desses alunos pertencem ao Grupo N

o Um grupo de 24 alunos (48%), tipicamente de 82 série, ndo respondeu e
nao justificou A5(e);

7 desses alunos pertencem ao Grupo N

o Apenas 1 aluno (2%), tipicamente de 8?2 série, respondeu e justificou
corretamente todas as questoes.

Este aluno pertence ao Grupo S

As informacbes obtidas com a arvore de similaridades confirmaram as
nossas observacdes feitas nas tabelas anteriores: baixo indice de respostas e
de justificativas corretas; grande numero de respostas do tipo “ndo sei” ou “em
branco” e a melhor produgéo dos alunos de 82 série.
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CAPITULO IV
AS ENTREVISTAS

As entrevistas, previamente agendadas, foram realizadas com cinco
alunos em suas respectivas escolas, com tempo médio de duracdo entre 30 e
40 minutos. Os sujeitos selecionados foram os de numeros 5, 13, 21, 27 e 50,
todos estudantes de Escola Estadual situadas na cidade de Sao Paulo.

Utilizamos nas entrevistas o seguinte material: uma coépia do protocolo
do aluno; um roteiro predefinido, mas com abertura para adequacao durante a
entrevista e um gravador. A copia do protocolo serviu para que o aluno
relembrasse o que ele fez, o roteiro continha os pontos a serem esclarecidos e
o gravador foi utilizado para posterior transcricdo da entrevista.

O aluno numero 13, da 82 série, pertence ao grupo N (aqueles que nao
compreenderam a definicdo de fatorial) e o aluno 21, também da 8?2 série,
pertence ao grupo S (aqueles que compreenderam a definicao de fatorial). Os
alunos numeros 5 e 27 (grupo S) sao da 12 série e o aluno 50 (grupo N)
também é da 12 série.

Procuramos investigar com a analise das entrevistas qual é a cultura de
justificativas dos alunos em sala de aula, isto é, se os alunos sabem o que é
uma prova, se os professores provam os teoremas apresentados e se 0s
alunos sao solicitados a apresentarem justificativas em aula. Buscamos
também elementos que justificassem o desempenho dos alunos no
questionario e se eles tinham compreensao sobre os conceitos de multiplos,
nuamero par e impar. Iniciamos com a entrevista do sujeito n®. 50, o qual deixou
de responder todos os itens da questdo A5. Para a nossa analise, utilizaremos
as respostas dos alunos que julgamos serem mais relevantes. As entrevistas,
na integra, compdem o anexo 6.

Mostramos o questionario respondido pelo aluno e esperamos que ele
olhasse todas as questdes.

Professor: — Vocé ainda se lembra desse questionario?

Aluno: — Sim.
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Professor: — As Ultimas questdes desse questionario pedem para justificar as
respostas. Vocé esta acostumado a fazer atividades que solicitam justificativas?

Aluno: — As vezes.

Professor: — O professor de matematica pede para justificar as respostas?

Aluno: — As vezes pede. De vez em quando.

Professor: — Que tipo de exercicios vocé faz na aula de matematica?

Aluno: — Exercicios com célculos, que usam férmulas.

Professor: — Vocé se lembra de algum exercicio que teve de justificar a resposta? Ou
nao houve questao desse tipo?

Aluno: — Teve sim.

Professor: — Qual?

Aluno: — O professor deu uma tabela, passou o que tinha que fazer, somar todos os
nomes dos paises e depois justificar a resposta.

Professor: — E algum exercicio que utiliza férmulas, vocé se lembra de ter resolvido nos
ultimos dias e justificado a resposta?

Aluno: — Nao, nao me lembro.

Conforme as respostas do aluno, observamos que ele nao tem o habito
de justificar as respostas das atividades em sala de aula e, ainda pesa o fato
de o trabalho com provas ser raramente desenvolvido pelo professor , 0 que

podemos ver com as proximas respostas.

Professor: — O professor de matematica prova, demonstra algum teorema em sala de
aula?

Aluno: — As vezes prova.

Professor: — Entao, o professor nem sempre demonstra as férmulas utilizadas?

Aluno: — Isso mesmo.

Com as proximas perguntas, buscamos indicios que justificassem o mau

desempenho do aluno na questao A5.

Professor: — Vocé sabe o que é uma prova ou demonstragdo em matematica?

O aluno pensa por alguns segundos e nao responde. Para esclarecer,

apresentamos um exemplo de teorema e o que fazer para prova-lo.

Professor: Na questao A5, vocé entendeu o exemplo dado?

Aluno: Nao, nao entendi.
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Vocé se lembra da definigdo de multiplo de um namero?

Aluno: Nao me lembro.

Professor: Por exemplo, multiplo do nimero 3. Diga um nimero multiplo de 3.
Aluno: Nao me lembro.

Professor: E nimero par. Vocé pode dar exemplo de numero par?
Aluno: Quatro.

Professor: Vocé sabe quando um nimero € par?

Aluno: N&o, néo sei.

Professor: O nimero 11 é par?

Aluno: Pensou por alguns instantes e nao respondeu.

Professor: E os nimeros 6, 8 e 10. Sao pares?

Aluno: E

Professor: Mas, a definicdo de numero par e impar vocé néo sabe.

Aluno: Nao

Antes de iniciarmos a entrevista, explicamos para o0 aluno o0 nosso
objetivo e procuramos deixa-lo a vontade para responder as questoes. Porém,
o aluno respondeu a maioria das perguntas com frases curtas e demonstrou
sérias dificuldades em relacao ao conhecimento basico de matematica (n° par,
n°® impar e multiplos), como podemos observar nas respostas as ultimas
questbes da entrevista. Tudo indica que a falta de conhecimento matematico
do aluno foi um dos motivos para o mau desempenho dele na questao A5.

Passemos agora para a entrevista do sujeito 13, também do grupo N,
porém, estudante da 82 série. Lembramos que as analises anteriores

mostraram melhor desempenho dos alunos de 82 série.

Professor: - Vocé ainda se lembra desse questionario?

Aluno: - Mais ou menos

Professor: - Esse questionario tem algumas questdes que pedem para justificar as
respostas. Vocé esta acostumada a fazer esse tipo de atividade em sala de aula?
Aluno: - Fazemos na maioria das vezes.

Professor: - Entéo, o professor de matematica pede para justificar as respostas?

Aluno: - Sim, na maioria das atividades o professor pede justificativas.

Professor: - Vocé se lembra de algum exercicio que teve de provar a resposta?

Aluno: - Eu me lembro do tridngulo. O professor pediu para provar que a soma dos
angulos é 180 graus.

Professor: - Nas justificativas, vocé utiliza calculo ou faz de outro modo?

Aluno: - E célculo. A gente faz a conta e escreve a resposta.
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Professor: - E alguma propriedade?

Aluno: - As vezes a gente usa, mas & dificil.

Professor: - Entdo, o professor de matemética trabalha provas em sala de aula?
Aluno: - Sim e também pede para o aluno provar.

Professor: - Mas, o professor prova todos os teoremas que ele ensina?

Aluno: - Todos néo, s6 os mais complicados, aqueles que a gente nao entende.

Ao contrario do sujeito 50, esse aluno disse que estda acostumado a
justificar e se expressou com mais seguranga nas respostas, principalmente no
que diz respeito ao trabalho sobre provas em sala de aula por parte do
professor. Acreditamos que esse trabalho seja um dos motivos do melhor
desempenho dos alunos de 82 série. Ainda, conforme o aluno, o célculo é
utilizado na maioria das justificativas. Vale lembrar que 70,2% dos alunos do
grupo maior e 50% dos alunos da nossa amostra que acertaram A5(a),
justificaram-na por meio do calculo.

Em relacdo ao conhecimento matematico, o aluno ndo apresentou

dificuldades para responder as proximas questoes.

Professor: - Vocé sabe o que é uma prova em matematica? O que é provar um
teorema?

Aluno: - E para ver se esta certa a questao, para confirmar a resposta.
Professor: - E multiplos de um namero. Vocé ja aprendeu?

Aluno: - Mdltiplos a gente ja aprendeu.

Professor: - Pode dar exemplos de multiplos de 3?

Aluno: - 9, 12 todos os nimeros que multiplica por 3.

Professor: - Por que 9 é multiplo de 3?

Aluno: - Porque 3 vezes 3 da 9.

Professor: - Pode dar exemplos de niumero par?

Aluno: - 2, 4, 6, 8.

Professor: - Por que 4, 6 e 8 sao pares?

Aluno: - Porque eles podem ser divisiveis por 2.

Professor: - E exemplos de numero impar?

Aluno:-3,7e9.

Ficou claro que o aluno possui conhecimentos basicos de matematica,
porém, ele nos disse que acertou apenas o item “a” da questao A5 porque nao

entendeu os outros itens.
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Passemos agora para as entrevistas dos alunos do grupo S.

Comecamos com a entrevista do aluno n® 27, do 1° ano do ensino
médio. Para esse aluno, as atividades matematicas se concentram na
realizacdo de calculos sem a necessidade de justificativas, como podemos ver

a segquir.

Professor: - Vocé se lembra desse questionario? Em algumas questdes vocé utilizou
calculo e em outras deveria justificar as respostas. O seu professor utiliza esse tipo de
atividades?

Aluno: - Lembro do questionario. O professor ndo utiliza esse tipo de questao. Sempre
foram questdes que exigiam respostas exatas sem as justificativas.

Professor: - Entdo ele ndo pede para justificar as respostas?

Aluno: - Nao, nunca foi pedido. A gente fazia a conta, colocava a férmula meio que
decorada, colocava em pratica e resolvia o problema, nunca colocava a justificativa.

Professor: - O professor demonstra as férmulas ou teoremas em sala de aula?
Aluno: - Normalmente ndo. Eu fui descobrir o TT, porque era o 7T, no segundo colegial.

O unico lugar que trabalharam essa férmula foi no Senai, aqui n&o.

Observamos uma atitude de omissdo do professor, evidenciada pelas
respostas do aluno, no que diz respeito a cultura de provas e justificativas em
sala de aula. O aluno acredita que um bom aprendizado se realiza quando se
entende as férmulas ou teoremas utilizados em sala de aula, como se constata

no trecho abaixo.

Professor: Vocé prefere assim, aprender diretamente o teorema e a férmula prontos
para uso ou vocé gostaria de saber como é que se chegou a féormula?

Aluno: Com certeza mostrando como se chegou naquilo, porque normalmente isso ai é
que é aprendizado, vocé descobre o porqué esta utilizando aquilo....

Professor: Entdo vocé acha que ajuda a utilizar melhor a féormula ou teorema se vocé
sabe de onde vem?

Aluno: Com certeza ajuda. Eu acho que uma das coisas mais oObvias que tem na
mateméatica é uma regra de trés. Muitas pessoas tém dificuldade e a partir do momento
que vocé entende o porqué de uma regra de trés, vocé a utiliza pelo resto da vida e

nunca mais esquece...

Esse aluno errou os itens “c”, “d” e “e” da questdo A5, e, quando

questionado a respeito dos erros, ele nos disse que se equivocou na resposta e
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que teria que fazer o calculo para responder o item “c”. Essa afirmacao do
aluno destaca mais uma vez a preferéncia pelo uso do calculo, fato que ja

observamos anteriormente.

Professor: Na questao A5, item c, vocé respondeu “nao, porque 21 é impar”. O que
vocé entendeu da pergunta? Poderia explicar a sua resposta?

Aluno: Quando falou que 8 fatorial € multiplo de 21, ficou complicado determinar e eu
me equivoquei na resposta, ela estd completamente errada é sé calculando para saber

se 8 fatorial € multiplo de 21, é s6 calculando.

Lembramos que a utilizacao de propriedades foi 0 argumento utilizado
por apenas 4,8% dos alunos do grupo maior para justificar o item ¢, conforme
exposto na tabela 8.

Quanto ao item “e”, reproduzimos a seguir, a resposta do aluno 27

€) Pedro calculoy 23!
Sem ca] i 1]t i
cular, determine o dltimo algarismo do resultado encontrado por Pedro

Justifique
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Figura 29: Resposta do sujeito 27

Na tentativa de esclarecer essa resposta, perguntamos:

Professor: No item “e” da questdo A5 vocé escreveu “algum ndmero par’. O que vocé
quis dizer com “algum numero par’?

Aluno: Entre 2, 4, 6 ,8 e final zero é multiplo de 2.

Professor: Por que multiplo de 27

Aluno: Porque no fatorial nés temos, nés multiplicamos e no final é vezes dois, entao

vocé deduz que esse numero é multiplo de 2.

O aluno chegou préximo da resposta correta, porém nao conseguiu
identificar o fator 10 no desenvolvimento de 23! No entanto, ele mostrou
seguranca ao responder corretamente as questdes sobre conhecimento basico

de matematica.
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Professor: Qual o calculo que vocé faz para saber se um nimero é multiplo de outro
namero?

Aluno: Divido

Professor: Divide o qué?

Aluno: ..eu quero saber se 9 € multiplo de 3, eu divido 9 por 3 ai eu obtenho o resultado
que no caso é 3, esse resultado é inteiro entdo fica facil saber se um niumero é multiplo
de outro.

Professor: E numero par? Pode dar exemplos?

Aluno: 2, 4, 6, 8.

Professor: Por que oito é par?

Aluno: Porque quatro vezes dois € oito.

Como na entrevista anterior, o sujeito n® 5, 12 série, também nao esta
habituado a fazer atividades em que a justificativa seja necessaria, mas, em
geral, prefere que o professor faga a demonstracdo da maioria dos teoremas.
Ele nos disse que a demonstracao de todas as férmulas torna a aula cansativa,
embora concorde que sem saber como “inventaram aquilo”, o aluno fica hum
nivel mais baixo de conhecimento.

Consideramos bom o desempenho desse aluno na questdao A5, pois
acertou os itens “a”, “b” e “c”. Quanto ao item “d”, o aluno percebeu que o
desenvolvimento de 62! € um numero muito “grande” e sO poderia ser
calculado com uso de calculadora. Desse modo, observamos que o aluno nao
identificou o fator 37 contido em 62!. Durante a entrevista esse sujeito
respondeu o item “e”, porém, nao foi claro na justificativa.

No geral, a entrevista mostrou que o aluno tem consciéncia da
importadncia do trabalho que envolve provas em sala de aula e possui
conhecimentos no que diz respeito a nimeros impares e multiplos. Em um
primeiro momento, o aluno nao soube explicar a definicdo de nimero par, mas
respondeu corretamente quais sdo 0s humeros pares. A seguir, reproduzimos

o protocolo do sujeito 5 e parte da entrevista.
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Figura 30: Protocolo do sujeito 5
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Professor: Vocé se lembra desse questionario? Em algumas questdes vocé utilizou

célculo e, em outras, vocé deveria justificar as respostas. O seu professor utiliza esse

tipo de atividades?

Aluno: Tém exercicios que ele pede para justificar e tém exercicios que s6 pede a

resposta, deixar o resultado bem claro e depois o professor vem e da um visto.

Professor: Os professores demonstram os teoremas ou simplesmente apresentam as

férmulas prontas para uso?

Aluno: Eu tive vérios tipos de professores, desde aqueles que mostram o que vocés

vao ter que fazer e explica bem assim, olha, isso é o que vocés vao ter que fazer e até

aqueles que comegam desde la de tras explicando como chegou passo a passo até

aquela férmula e explica tudo bem detalhado...
Professor: No geral, vocé prefere com ou sem demonstragao?
Aluno: Com demonstragédo, com certeza.

Professor: Vocé sabe quando um namero € par?

Aluno: E quando a maiorias das vezes, quando os niimeros pares sdo somados juntos,

€ uma logica que eu tenho aqui, nUmero par somado com numero par vai dar par.

Professor: Mas para vocé numero par é isso? O nimero 243 é par ou impar?

Aluno: E impar

Professor: Por qué?
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Aluno: Porque ele termina em 3 e 3 € impar. O nimero que termina em par é par.
Professor: E quais sé@o os nimeros pares?

Aluno: 0, 2, 4, 6, 8.

Professor: Por que vocé disse no item “e” que 23! E impar? Como vocé chegou a
conclusao que o ultimo algarismo pode ser 0, 2, 6 ou 87

Aluno: Puxa vida, eu ndo me lembro, mas agora, lembrando umas aulas que eu tive
algum tempo atrés, que o nimero 23, todo nimero acima de 5, ou fatorial de 10, tipo 2

vezes 5 da 10, dai ele termina em zero, agora eu estou vendo que termina em zero.

A seguir apresentamos a ultima entrevista realizada com o sujeito 21, da
oitava série. Para esse aluno, atividades que solicitam justificativas sdo pouco

exploradas em sala de aula.

Professor: Vocé se lembra desse questionario?

Aluno: Lembro

Professor: Em algumas questdes vocé utilizou célculo e em outras vocé deveria
justificar as respostas. O seu professor utiliza esse tipo de atividades?

Aluno: Nao, ndo é muito comum. Ela explica vai passando as contas e faz junto com a
gente. Se precisar ela vai tirando as duvidas.

Professor: A professora pede para justificar as respostas?

Aluno: Geralmente néo. Ela explica e a gente vai fazendo.

Quanto a demonstracao de formulas ou teoremas por parte do professor
em sala, o aluno foi claro ao responder que esse trabalho foi mais comum na

oitava série. (Realizamos a entrevista quando o aluno cursava o 12 ano).

Professor: A professora demonstra teoremas ou férmulas em sala de aula?

Aluno: Até que esse ano foi um pouco menos. Nao foi muito costumeiro fazer isso.
Professor: Nos outros anos foi?

Aluno: Na oitava série foi.

Professor: Qual teorema que ela demonstrou?

Aluno: Ela mostrou como Pitagoras chegou a concluséo.

Professor: Entdo ela demonstra alguma coisa, mas pouco. Esse ano foi pouco?

Aluno: E. A gente aprendeu varias outras formulas. Ela foi mostrando como é que se
fazia, como € que se chegou a isso, eu achei que ndo foi tdo detalhado como no ano

passado mas deu para aprender.
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Procuramos também investigar o motivo dos erros cometidos pelo aluno

na questdao A5, porém, ele ndo foi muito claro nas respostas dizendo que nao

se lembrava muito bem e que devia ter confundido multiplo com raiz quadrada.

Abaixo, reproduzimos parte do protocolo desse aluno.
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Figura 31: Protocolo com os erros do sujeito 21

Professor: Por que vocé afirmou no item “c” que o Unico multiplo de 21 é 4417

Aluno: Nao lembro muito. Para mim eu confundi 441 que é..... ndo, 21 que é multiplo de
441, ndo me lembro bem, eu acho que eu confundi com a raiz quadrada, agora estou
vendo que 21 é raiz quadrada de 441.

Professor: No item “d” vocé disse que todo numero impar multiplicado por um numero
impar resulta em impar. Vocé saberia justificar essa resposta? Vocé fez algum célculo?
Aluno: Na verdade foi, porque eu ja aprendi que numero impar nao é divisivel por dois,
sempre vai sobrar um.

Professor: O que vocé entendeu no item da questao A5. Por que vocé respondeu
que o ultimo algarismo é 67

Aluno: Eu devo ter multiplicado, até mesmo que aqui ta falando sem calcular, eu devo
ter calculado.

Professor: O que vocé calculou?

Aluno: 23 vezes 22 vezes 21 eu devo ter arrumado alguma calculadora por ai.
Professor: Vocé fez esse célculo até o final?

Aluno: Pra falar a verdade eu ndo me lembro muito bem de como eu fiz. Por isso eu

estou falando, eu devo ter pego alguma calculadora por ai porque eu ndo me lembro
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muito bem, ou entdo porque 6 € multiplo de 3 apesar de ter varios multiplos mas eu

devo ter respondido isso.

Conforme as respostas dos sujeitos entrevistados, tudo indica que os
professores raramente trabalham provas em sala de aula, o que para nés
explica os baixos indices de justificativas apresentados pelos alunos do grupo
maior e também da nossa amostra. Nas entrevistas, apenas 1 sujeito foi
enfatico ao dizer que o professor prova os teoremas e sempre pede para o
aluno justificar as respostas.

Procuramos investigar o motivo dessa omissdo do professor frente ao
tema prova em sala de aula e, encontramos nos resultados da pesquisa de
GOUVEA (1998, p. 62), que os professores “acreditam na importancia de se
demonstrar os teoremas, mas nao parece saber como trabalhar de modo
significativo a demonstracdo em sala de aula”.

Nos, professores, sabemos que ndo € uma tarefa facil incluir o tema
“prova” nos curriculos de matematica, porém, devemos levar em consideragao
a seguinte afirmagéo de MARIOTTI (2001) (apud PIETROPAOLO, 2005, p. 73):
“ndo se pode ensinar matematica sem introduzir a demonstracao”.

Apés as andlises realizadas nos capitulos II, 1ll e as entrevistas que
compdem o presente capitulo, apresentamos a seguir, os resultados do nosso

trabalho.
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CAPITULO V
CONCLUSOES

O proposito desse trabalho foi investigar a cultura de provas e
justificativas em aulas de matematica. A escolha desse tema foi motivada pela
nossa participacdo no projeto AprovaMe e pela caréncia de pesquisas a
respeito do tema “prova” na Matematica escolar. PIETROPAOLO (2005, p. 71),
afirma que “no Brasil o numero de trabalhos nessa area é ainda bastante
reduzido.”

Com o intuito de atingir o nosso objetivo, fizemos uma analise
quantitativa e qualitativa das respostas e justificativas, de um grupo de 50
sujeitos, dadas a questdo A5 — sobre o tema fatorial — integrante do
questionario de algebra, aplicado a 1998 alunos, entre 0s quais estdo nossos
50 sujeitos. Ainda, tomamos o depoimento de cinco alunos para obter
informagdes que nos auxiliassem nas consideragdes finais.

No que diz respeito a construgdo de provas, os baixos indices de
justificativas apresentadas, tanto pela nossa amostra como do grupo maior,
podem indicar que os alunos raramente sado solicitados a justificar as suas
respostas ou provar alguma propriedade durante as atividades na aula de
matematica. De fato, lembramos que o sujeito 27 foi claro ao dizer, na
entrevista, que o professor ndo utiliza esse tipo de atividade: “sempre foram
questdes que exigiam respostas exatas sem as justificativas”.

Em relagdo ao grupo maior, os indices de auséncia de justificativas ou
de justificativas com codificagdo zero (erradas), correspondem a 85,1%,
portanto, 14,9% é o indice correspondente as justificativas com codificagéo 1,
2a, 2b, 3c ou 3p. O melhor desempenho dos alunos desse grupo foi observado
no item “a” da questao A5: foram 53,5% de respostas corretas sendo 70,2%
justificadas com o uso do célculo. Lembramos que esse indice de respostas
corretas foi o Unico acima de 50% obtido pelos alunos do grupo maior nos
cinco itens da questao A5.

Esse pobre desempenho do grupo maior também foi observado pelos
autores de outras dissertacoes inseridas no projeto AprovaMe, que utilizaram
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como instrumento de pesquisa algumas das questbes do questionario de
algebra ou de geometria.

DORO (2007), investigou, em seu trabalho, as respostas e justificativas
apresentadas pelos alunos a duas questoes (G4 e G5) do questionario de
geometria. Segundo esse autor, 50,6% dos alunos do grupo maior nao
apresentaram respostas e 50,4% nao justificaram a questdo G4. Entre as
justificativas apresentadas, 40% receberam codificacdo 0, contra 9,6% das
outras codificacdes. Na questdao G5 o desempenho do grupo maior também
ficou abaixo do desejado, pois 43,9% dos alunos nao responderam a questao
G5 e 49% nao apresentaram justificativas.

Os resultados de nossa amostra na questdo A5, ndao foram muito
diferentes dos resultados do grupo maior, nas demais questdes investigadas.
Os dados analisados e as informagdes propiciadas pelo software CHIC
apontaram para um desempenho da nossa amostra muito abaixo do desejado.

De fato, das cinco questdes respondidas pelos 50 sujeitos da nossa
amostra, quatro solicitavam justificativas para as respostas. No entanto, para
as 200 justificativas possiveis, tivemos apenas 41 respostas (20,5%)
justificadas corretamente, sendo predominante a utilizacdo do calculo em 32
respostas (16%) e somente 9 justificativas (4,5%) utilizando propriedades.

As informagdes do CHIC confirmam o pobre desempenho da nossa
amostra. Retomemos alguns dados fornecidos pelo software.

o Um pequeno grupo de 7 alunos (14%), tipicamente de 12 série,
respondeu corretamente a questdo A5(c), justificando com uso de
calculo;

o Um grupo de 27 alunos (54%), tipicamente de 12 série, respondeu
erradamente ‘ndo” a questao A5(c), com justificativas erradas;

o Um grupo de 25 alunos (50%), com distribuicdo quase equitativa entre
alunos de 82 e 12 séries, respondeu “ndo” a questao A5(d), com
justificativas erradas;

o Um grupo de 24 alunos (48%), tipicamente de 82 série, ndo respondeu e
nao justificou A5(e).

Destacamos também a melhor producdo dos alunos de 82 série em
relacdo aos alunos de 12 série. Conjeturamos nesse caso que 0s alunos

utilizam o conhecimento construido em um determinado momento, o que nos



77

leva a crer que o conteudo trabalhado em uma série, ndo € levado em
consideracao pelo aluno na série seguinte.

Passemos agora a responder as nossas questoes de pesquisa.

1- Quais foram as respostas e/ou justificativas apresentadas?

A analise dos dados mostrou um alto indice de respostas erradas. Os
sujeitos de nossa pesquisa apresentaram apenas 34% de respostas corretas,
enquanto que as respostas erradas (considerando respostas do tipo “ndo sei”
ou “em branco” como erradas), atingiram o indice de 66%. Nao tivemos em
nossa amostra provas formais apresentadas pelos alunos. Para as
justificativas, observamos a predominancia do calculo em detrimento do uso
das propriedades. Consideramos importante destacar que as questées que
tiveram o maior numero de justificativas corretas foram A5(a) e A5(c). Das 28
justificativas corretas apresentadas ao item “a”, 25 fizeram uso do célculo e
apenas 3 justificativas utilizaram propriedades. No item “c” tivemos apenas 9
justificativas consideradas corretas, das quais, apenas duas utilizaram
propriedades.

Este pobre desempenho dos alunos nos leva a crer que o trabalho com
provas envolvendo a linguagem formal da matematica € pouco ou nunca
explorado, pelos professores, em sala de aula. Levantamos essa hip6tese pelo
fato de encontrarmos no trabalho de Gouvéa (1998, p. 61) — que teve por
objetivo propor uma reflexdo didatica junto aos professores do ensino
fundamental sobre o ensino-aprendizagem da geometria com “demonstracao”,
ajudando-os a restituir a historicidade do conceito de demonstracao, de rigor
matematico — 0s seguintes comentarios de um professor participante da
pesquisa: “Ja é tao dificil fazer com que um aluno aprenda a resolver exercicios
ja comuns, imagine se eu ainda solicitar uma demonstragdo formal, o que
ocorreria”, € “ndo acho necessario solicitar uma demonstragdo formal em
exercicios”. Talvez esses professores nao dominem esse tema e dessa forma

se sintam inseguros em ensina-lo.

2- Os alunos apresentam justificativas matematicamente validas?
Embora o indice de justificativas corretas de nossa amostra tenha ficado
muito abaixo do desejado (20,5%), a analise dos protocolos mostrou que 0s
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alunos que apresentaram justificativas corretas possuem  alguns
conhecimentos sobre conceitos basicos de matematica, tais como os conceitos
de numero par, nimero impar e multiplos de um ndmero, e, dessa forma,
conseguiram validar as suas afirmacdes. No entanto, essas justificativas foram
construidas utilizando apenas a lingua natural. Como exemplo, temos que um
dos sujeitos da nossa amostra, ao justificar que 5! é par (item “a” da questao
A5) escreveu que “o produto dessa multiplicacao resulta em 120 que, por sua
vez é par’. Consideramos matematicamente valida essa justificativa pois o
aluno foi capaz de identificar um numero par. Ressaltamos que esse tipo de
justificativa foi predominante entre os sujeitos que justificaram corretamente a
questao A5(a).

Outro sujeito de nossa amostra percebeu o fator 2 no desenvolvimento
de 5! justificando a sua resposta do seguinte modo: “é multiplicado por 2.
Assim, qualquer niumero multiplicado por um namero par € consequentemente
par”. Acreditamos que essa justificativa se aproxima da experiéncia mental, um
dos niveis de BALACHEFF, pois o aluno nao utiliza apenas uma situacao
particular, como na justificativa anterior e, sim, a generalidade da situacéo ao
afirmar que todo numero multiplicado por um numero par € par. Portanto,

temos outra justificativa matematicamente valida.

3- Quais as razoes que fundamentam as respostas do tipo “nao sei”’ ou
“em branco”?

Em nossa amostra, essas respostas atingiram um indice de 19,6%.
Consideramos que esse percentual nao é assustador, porém, preocupante,
pois para responder os itens da questdo A5, os alunos necessitavam de
conceitos basicos de matematica, citados anteriormente.

As questdes que mais contribuiram para a formagdo desse percentual
foram A5(c), A5(d) e A5(e), cujas respostas exigiam o conhecimento sobre o
conceito de multiplos de um namero.

Buscamos nas entrevistas elementos para nos auxiliar a responder essa
ultima questdo de pesquisa e observamos o seguinte: a maioria dos alunos
entrevistados afirmou que nao sao solicitados a apresentar justificativas para
as suas respostas na aula de matematica e que nao é comum os professores

demonstrarem os teoremas em sala de aula; um dos sujeitos entrevistados nao
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conseguiu responder as questdes sobre niumero par e multiplos. A analise dos
protocolos revelou que os alunos confundiram a notacdo de fatorial com
namero inteiro. Portanto, conjeturamos que a falta de atividades que incluam
itens semelhantes aos da questdo A5, a omissdo dos professores frente ao
tema “prova” em aulas de matematica e a nao compreensdo da notacdo de

fatorial contribuiram para as respostas do tipo “ndo sei” ou “em branco”.

Independentemente das razées do mau desempenho da nossa amostra,
acreditamos que no ensino-aprendizagem da matematica a nogcdo de prova
deva ser incluida ao longo dos anos de escolaridade do aluno, servindo de
apoio para a compreensao dos conceitos matematicos. Nesse sentido, o papel
do professor é de fundamental importancia ao propor tarefas que auxiliem o
aluno a desenvolver o raciocinio dedutivo. Desse modo, o aluno podera se
sentir mais seguro ao validar as suas conclusdes.

Assim como NASSER e TINOCO (2003), nés também apontamos para a
necessidade de o professor auxiliar o aluno ao longo do processo de ensino-
aprendizagem da demonstracdo, exigindo justificativas para todas as
respostas.

Levando em conta as citagbes do nosso trabalho e a andlise dos
protocolos dos alunos da nossa amostra no que diz respeito as justificativas,
acreditamos que os curriculos de matematica, desde a escola basica, devam
contemplar o tema prova na formacdo do aluno. Para justificar essa nossa
posicao, citamos algumas linhas do resumo de dois estudos: BALL et al (2000)
e DREYFUS (2000), que consideram a “prova” fundamental para a Educagéao

Matematica:

Prova é fundamental para a matematica de modo que deveria ser um componente
chave da Educacdo Matematica. Esta énfase pode ser justificada ndo somente porque a
prova é o coragdo da pratica matematica, mas também porque é uma ferramenta
essencial para promover o entendimento matematico (BALL et al, 2000, Anais do ICME)
(Traducao nossa)

Prova é o coragdo da matematica e é considerada fundamental em muitos curriculos da
escola secundaria. (DREYFUS, 2000, p. 1) (Tradugéo nossa)

Acreditamos que o desempenho dos alunos possa melhorar se o tema
prova receber maior atencdo durante o ensino-aprendizagem da matematica,
pois, conforme ARSAC (1987), (Apud Gouvéa, 1998, p. 23), .... “numa situagao
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de aprendizagem, o aluno deve ser levado a aprendé-la [prova], através da
pratica constante de sua elaboracgéao.
Para finalizar, esperamos que as nossas conclusdes incentivem futuras

pesquisas a respeito da inclusdo do tema “prova” nas aulas de matematica.
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ANEXOS

Anexo 1: O projeto AprovaMe

CNPq - Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico

Argumentacao e Prova na Matematica Escolar
(AProvaME)

Siobhan Victoria Healy (coord.)

Grupo de Pesquisa Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica
(TecMEM)

Programa de Estudos P6s Graduados em Educacao Matematica

PUC/SP
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1. Caracterizacao do Problema

A prova tem um papel central na Matematica. Tradicionalmente, ela
caracteriza-se como ferramenta para distinguir essa disciplina das ciéncias
experimentais, oferecendo um método indubitavel de validar conhecimento que
contrasta com inducdo natural de processos empiricos. Prova matematica
dedutiva fornece aos seres humanos a forma mais pura de diferenciar o certo
do errado (Wu, 1995), sendo este aspecto apontado como uma caracteristica
essencial da Mateméatica no pensamento ocidental (Aleksandrov, 1963).

Em termos educacionais, conforme reconhecido pelos Parametros Curriculares
Nacionais (Brasil, 1998), o curriculo de Matematica deve necessariamente
contemplar atividades e experiéncias que possibilitem aos aprendizes o
desenvolvimento e a comunicacédo efetiva de argumentos matematicamente
validos. Entretanto, inUmeras pesquisas mostram que o0s raciocinios de
estudantes freqlentemente ndo se apresentam conforme as leis da légica e
sao influenciados por uma série de fatores além das exigéncias légicas
(Wason, 1966; Light, Girotto e Legrenzi, 1990). Estudos internacionais em
Educacdo Matematica indicam fortemente que aprendizes tendem a confundir
justificativas empiricas com raciocinios dedutivos e analisam argumentos de
acordo com aspectos de forma e nao de conteiudo (Chazan, 1993; Healy e
Hoyles, 2000).

Apesar da existéncia de consenso quanto as dificuldades associadas ao ensino
e a aprendizagem de prova em diversos paises, pode-se identificar variacoes
significativas nas concepcdes dos estudantes relacionadas ao curriculo de
cada pais. A titulo de ilustracdo, enquanto alunos da Inglaterra mostram
preferéncia para argumentos empiricos, os de Taiwan sdo mais propensos a
enfatizar argumentos apresentados formalmente, ainda que em nenhum dos
grupos 0s sujeitos demonstrem compreensao consistente desse segundo tipo
de argumento (Healy e Hoyles, 2000; Lin, 2000). Ainda que tais estudos
possam inspirar conjecturas referentes as concepcbes de prova de alunos
brasileiros, esse contexto carece de um mapeamento preciso de tais
concepcoes, necessario para subsidiar propostas e abordagens de ensino
especificamente enderecadas a realidade brasileira.
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Além de base soélida sobre as concepcgdes e dificuldades dos alunos, uma
abordagem eficiente para o ensino da prova em Matematica requer, nao
apenas situacdes de aprendizagem inovadoras no sentido de explorar novos
contextos e novas ferramentas para o acesso e construgdo de argumentos
formais, como também a aceitacdo e apropriacdo pelos professores de tais
situacdes. Nessa perspectiva, uma investigacdo na problematica do ensino e
aprendizagem da prova pode compreender dois enfoques inter-relacionados: O
primeiro refere-se a elaboracao de situagdes de aprendizagem. Neste enfoque,
pretendemos investigar as possibilidades oferecidas pelos ambientes
computacionais, nos quais os aprendizes precisam explicitar as propriedades e
relacbes na linguagem formal do sistema em particular, enquanto interagem
simultaneamente com os dados gerados pelas suas definicbes. Uma questao
qgue se coloca €, entdo, como esta experiéncia com o computador influencia na
compreensdo da prova, na distincdo entre argumentos dedutivos e evidéncias
empiricas e no desenvolvimento de habilidades para lidar com argumentos
matematicos expressos de diferentes formas. O segundo enfoque centra-se no
professor. A integracdo efetiva de uma nova abordagem na sala de aula
somente torna-se possivel mediante um processo de adaptacéo, cujo agente
principal é o professor. Uma outra questao recai entdo sobre as condigdes e
suportes que favorecem uma verdadeira apropriacdo da inovacado pelo
professor.

2. Objetivos

Os objetivos da pesquisa sao:

1. Levantar um mapa das concepcdes sobre argumentacao e prova de

alunos adolescentes em escolas do estado da Sao Paulo.

2. Formar grupos colaborativos compostos por pesquisadores e professores
para a elaboracdo de situacdes de aprendizagem, visando envolver
alunos em processos de construcdo de conjecturas e provas em

contextos integrando ambientes informatizados.
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3.  Criar um espaco virtual de compartilhamento entre os membros da equipe
do projeto e analisar seu papel no desenvolvimento das situacbes de
aprendizagem, assim como na evolucdao de conhecimentos pedagdgicos

sobre prova em Matematica.

4. Avaliar situagdes de aprendizagem, em termos da compreensdo dos

alunos sobre a natureza e fungdes de prova em Matemética.

5. Investigar a implementacédo destas atividades por diferentes professores e
assim identificar em que medida sua participagdo nos grupos
colaborativos fornece uma apropriacdo desta abordagem para o ensino e
aprendizagem de prova.

6. Formular recomendacbes relacionadas ao papel da argumentacédo e da
prova no curriculo de Matematica escolar.

7. Contribuir para o debate internacional sobre o ensino e aprendizagem de

prova em Matemética.

w

. Metodologia e Estratégia de Acao

O projeto sera organizado em duas fases, a primeira envolve um levantamento
de concepcdes de alunos (faixa etaria 14-16 anos), cujos resultados
subsidiarao a segunda fase, na qual o foco sera na elaboracao e avaliacdo de
situacdes de aprendizagem. Além da equipe de pesquisadores, 15 estudantes
do curso de Mestrado Profissional no Ensino de Matematica da PUC/SP (com
populacdo atual de 86 mestrandos) integrardo a equipe como professores-
colaboradores, devendo participar de ambas as fases.

FASE 1

Nesta fase, o instrumento principal para o mapeamento das concepg¢des dos
alunos sera um questionario a ser aplicado em um total de 45 turmas do Ensino
Fundamental ou Médio, de escolas publicas e particulares do estado da Sao
Paulo. Inicialmente, cada professor-colaborador participante tera a incumbéncia
de indicar de 6 a 10 turmas, e a partir dai, a amostra sera determinada por
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meio de uma selecdo aleatéria. Um espaco virtual sera criado para facilitar as
comunicacgdes entre os membros da equipe no compartilhamento das decisbes
e acdes no ambito do projeto, o que sera de responsabilidade de um dos
pesquisadores. Além disso, ao longo da Fase 1, serdo realizados encontros de
trabalho presencial, com freqiéncia quinzenal, reunindo pesquisadores e
professores-colaboradores.

O questionario acima citado (denominado Q1) sera elaborado com base
naquele concebido por Healy e Hoyles (1998) na Inglaterra e ja utilizado em
outros paises (Franca, Taiwan, Israel, Australia). Este questionario
compreenderia itens visando avaliar em que medida 0s sujeitos aceitam
evidéncias empiricas como prova, distinguem evidéncias empiricas de
argumentos matematicamente validos, compreendem o dominio de validade de
uma prova e sao capazes de construir argumentos validos. Além disso,
pretende-se identificar a influéncia da forma de apresentacao da prova (lingua
natural, lingua formal, representagbes visuais ou figurativas, etc.) na
compreensao dos argumentos. As questdes contemplardo dois dominios
matematicos — Geometria e Algebra — sendo organizadas em dois blocos, a
saber: 1) avaliacdo de varios argumentos apresentados como provas de uma
dada afirmacéao e, 2) construcao de provas. Cabe destacar que o modelo de
concepgdes sobre tipos de prova de Balacheff (1988) fundamenta a definicao
dos argumentos apresentados nos itens do questionario. Concomitante a
aplicagédo do questionario junto aos alunos, os professores de Matemética de
cada turma responderdo a um segundo questionario (Q2), que além dos
mesmos itens relacionados a prova em Matematica de Q1, compreendera
questdes sobre a Escola, sobre o perfil dos alunos da turma e do préprio
professor e sobre os materiais didatico-pedagdgicos utilizados no ensino de
Matematica.

Os dados coletados serdo organizados e classificados pela equipe de
professores-colaboradores, utilizando critérios inspirados em Healy e Hoyles
(ibid.). Esse conjunto de dados tera uma estrutura hierarquica — alunos em
turmas, em escolas e em regides — e serdo analisados segundo a construcao
de um modelo multi-nivel (Multi-level Modelling) para considerar a correlacao

de respostas entre os sujeitos que compartilham experiéncias comuns
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(Goldstein, 1987). Os resultados dessas analises fornecerdo um mapa das
concepgOes dos alunos e como estas variam em relagéo a fatores individuais e
escolares, baseados nos dados obtidos em Q2. Essa analise permitird uma
avaliacao das areas de compreensao de prova dos alunos, tanto aquelas que
sdo contempladas no ensino atual, quanto aquelas que merecem maior
atencdo. A identificacdo desse segundo grupo servira como base para o

trabalho na fase 2, descrito na seqiéncia.

FASE 2

Esta fase contemplara dois eixos inter-relacionados de investigacdo: a
aprendizagem e o ensino. No eixo da aprendizagem, o objetivo principal é a
elaboracdo e avaliacao de situacoes, especificamente destinadas as areas de
dificuldades e limitacbes de compreensdo de prova identificadas com o
mapeamento elaborado na fase 1. No eixo relativo ao ensino, a atencao se
voltara ao professor, e sua contribuicdo no processo de elaboragdo das
situacdes de aprendizagem e nas modificacées destas em acdo, considerando

gue essas situacoes serao propostas pelos professores em suas salas de aula.

A metodologia nesta fase carateriza-se como design-based research (Cobb et
al., 2003). Segundo esses autores, 0s experimentos de design visam contribuir
para o desenvolvimento e compreensao de "ecologias de aprendizagem"”, ou
seja, de sistemas complexos que envolvem multiplos elementos de naturezas
distintas. Os elementos de uma ecologia de aprendizagem incluem tipicamente
as tarefas e problemas aos quais os aprendizes serdo confrontados, as
ferramentas e recursos fornecidos para suas resolugdes e 0s meios praticos
pelos quais os professores podem orquestrar as relacdes entre estes
elementos em suas salas de aula. O uso da metafora relativa a ecologia
enfatiza a natureza interativa dos contextos investigados e a importancia de

analisar seus diversos elementos em conjunto e ndo separadamente.

A estratégia planejada para essa fase compreendera um desenvolvimento
colaborativo e continuo entre pesquisadores e professores-colaboradores (cf.
amostra da Fase 1). Mais precisamente, o desenvolvimento das situacdes de

aprendizagem seguira um ciclo segundo a organizacdo de 5 grupos com 3
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professores-colaboradores e, pelo menos, 2 pesquisadores. Cada grupo
devera desenvolver situagdes de aprendizagem, envolvendo ou objetos
geomeétricos representados no software Cabri-géomeétre ou o uso de planilhas
eletrénicas (como por exemplo, o Excel) para explorar problemas algébricos.
Estes dois ambientes foram selecionados por serem familiares ao grupo de
professores-colaboradores e por seus reconhecidos potenciais no ensino da
prova (Healy e Hoyles, 2001; Mariotti, 2001). Ao longo dessa fase, os grupos
estardo reunindo-se semanalmente, alternando encontros presenciais € a
distancia, esta ultima modalidade possibilitada pelo espago virtual criado na
Fase 1.

1? Etapa

Na primeira etapa do design (etapa intra-grupos), as situacées serao
elaboradas por cada grupo e, em seguida, testadas/aplicadas em uma pequena
amostra de alunos, e por fim, discutidas e reformuladas em cada grupo. Essas
discussdes e adaptacdes serao realizadas com base na andlise das interacdes
alunos/computadores, considerando quais aspectos de prova sao favorecidos,
ou ainda, a quais concepcoes estes aspectos estao relacionados. Para essa
analise, serdo coletados os seguintes dados: audio-gravacao dos dialogos
entre os sujeitos envolvidos (professores, pesquisadores e alunos) e producdes
escritas e computacionais dos alunos. Além disso, em relacdo ao eixo de
ensino, cada professor-colaborador construira seu proprio registro do processo,
documentando suas perspectivas sobre o desenvolvimento das situagdes no
grupo. Essa documentacao elaborada pelos professores fornecera os dados
referentes aos seus conhecimentos pedagdégicos do conteddo (Shulman,
1987), no caso sobre a prova em Matematica, cuja analise buscara identificar

transformacdes nesses conhecimentos.
2° Etapa

Dando sequiéncia a esse processo de elaboragdo das situacdes, em uma
segunda etapa (inter-grupos), as producbes de cada grupo seréao
disponibilizadas no ambiente virtual, de maneira que cada professor-
colaborador possa desenvolver, pelo menos, duas atividades elaboradas pelos

outros grupos (uma em Geometria e outra em Algebra), em uma de suas
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turmas. A aplicacdo dessa atividade em classe sera acompanhada e observada
pelos pesquisadores e a sessao sera video-gravada para posterior andlise.
Novamente, as produgdes (escritas e computacionais) dos alunos serao
coletadas. Além de categorizar os aspectos de prova que emergem nas
interacdes alunos/computadores durante essas aplicagdes, o video permitira
destacar as acdes do professor e, em particular, os aspectos de prova
privilegiados em suas intervencbes. Apds cada aplicacdo, professores-
colaboradores e pesquisadores serdo incumbidos de um relatério descritivo da
sessao, incluindo reflexdes sobre os resultados, os objetivos atingidos e as
dificuldades ou problemas enfrentados. Esses relatorios serdo também
disponibilizados no espaco virtual do projeto visando subsidiar um novo ciclo de
discussdes para reformulagdes, complementacbes etc. das situacdes de
aprendizagem.

3? Etapa

Na terceira e ultima etapa de design, os dados a serem coletados em relacéo
ao eixo de aprendizagem referem-se as respostas dos alunos participantes na
Fase 2 ao questionario elaborado na Fase 1 (Q1). Essas respostas serédo
organizadas e analisadas gerando um mapa, que por sua vez, sera comparado
aquele resultante da Fase 1. Para tanto, os encontros dos grupos colaborativos
nessa etapa serdo dedicados a avaliagdo das situacoes de aprendizagem
tratadas, visando responder em que medida as principais dificuldades
apontadas no mapeamento das concepc¢des (Fase 1) foram superadas pelos
alunos participantes na Fase 2; quais caracteristicas de prova que ainda

necessitam de investimentos numa perspectiva de progressao.

4. Outros Projetos Financiados Atualmente

A pesquisadora que coordenara esse projeto, assim como 0s demais
pesquisadores do grupo Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica
(TecMEM) do Programa de Estudos Pés-graduados ndao cotam, no momento,
com projetos financiados por agéncias de fomento.
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Anexo 2: Questionario de algebra

Questionario sobre Prova

[ [0)1 ¢ 1= T Masculino ou Feminino: .........
ESCOIa: cooveeeeiieeeee e Turma: ..o
Data de nascimento: ........ccocceeeiiiiienienniee. Data de hoje................

Vocé tem 50 minutos para responder estas questdes.

Na primeira questdo, vocé deve escolher uma entre as
vdrias respostas. Nas demais questdes, vocé deve
produzir suas proprias respostas. Estamos interessados
no seu raciocinio € ndo apenas na resposta. Assim,
gostariamos que vocé€ descrevesse como chegou a
resposta e nao apagasse seus rascunhos.

Na maioria das questdes, vocé deve apresentar uma
justificativa. Tente escrever da maneira mais clara que

puder.

Use uma caneta e, caso necessario, corrija uma resposta
sem apagar (nao use corretivo).

N3ao use calculadora.

Uso exclusivo do projeto

escola id:

turma id:

aluno id:

Projeto AprovaMe




Al: Artur, Beth, Duda, Franklin e Hanna estavam tentando provar que a seguinte

afirmacao € verdadeira:
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Quando vocé soma dois niimeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.

Resposta de Artur

a é um nimero inteiro qualquer

b é um nimero inteiro qualquer

2a e 2b sdo nimeros pares quaisquer
2a +2b=2 (a + b)

Entdo Artur diz que a afirmagdo é
verdadeira.

Resposta de Beth

2+2=4 4+2=6
2+4=6 4+4=8
2+6=8 4+6=10

Entdo Beth diz que a afirmagdo é
verdadeira.

Resposta de Duda

8.
vai ainda terminar em O, 2, 4, 6 ou 8.

Entdo Duda diz que a afirmagdo é
verdadeira.

Niimeros pares terminam em 0, 2, 4, 6 ou

Quando vocé soma dois destes, a resposta

Resposta de Franklin

Entdo Franklin diz que a afirmagdo é
verdadeira

8+6=14

8§=2x4
6=2x3

8+6=2x7

Resposta de Hanna

14=2x(4+3)

Entdo Hanna diz que a afirmagdo é verdadeira

Das respostas acima, escolha uma que € a mais parecida com a resposta que vocé daria

se tivesse que resolver esta questao.

Das respostas acima, escolha aquela para a qual vocé acha que seu professor daria a

melhor nota.

A afirmacao é:

Quando vocé soma dois niimeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.
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Para cada resposta abaixo, circule SIM, NAO ou NAO SEL

Mostra que a afirmacdo é | Mostra que a afirmagdo é
sempre verdadeira. verdadeira apenas para
alguns ndmeros pares.
Sim Nao Nio sei Sim Nao Nao sei
Resposta de Artur
Resposta de Beth: Sim Nio Nio sei Sim Nio Nio sei
Resposta de Duda: Sim Nio Nio sei Sim Nio Nao sei
Resposta de Franklin: Sim Nio Nio sei Sim Nio Nio sei
Resposta de Hanna:
Sim Nio Nio sei Sim Nio Nio sei

A2. Suponha que ja foi provado que:

Quando vocé soma dois niimeros pares quaisquer, o resultado é sempre par.
Z¢ pergunta o que precisa ser feito para provar que:
Quando vocé soma dois niimeros pares maiores que 100, o resultado é sempre par.

Escolha A ou B:

(A) Z¢€ ndo precisa fazer nada, pois a afirmacdo ja foi provada.

(B) Z¢ precisa construir uma nova prova.

A3. A afirmacio abaixo é verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma dois nimeros impares quaisquer, o resultado é sempre par.

Justifique sua resposta.
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A4. A afirmagao abaixo € verdadeira ou falsa?

Quando vocé soma um miltiplo de trés qualquer com um multiplo de seis
qualquer, o resultado é sempre um multiplo de trés.

Justifique sua resposta.

AS: Sabendo que:

4! significa4 x 3 x2x 1
S!significa5x4x3x2x 1
Responda:

a) S!éum ntimero par?
Justifique

b) O que significa 8! ?

c) 8! ¢éum multiplo de 21 ?
Justifique

d) 62! é um multiplo de 37 ?
Justifique

e) Pedro calculou 23!
Sem calcular, determine o utltimo algarismo do resultado encontrado por Pedro.

Justifique
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Anexo 3: Questionario de geometria

Questionario sobre Prova

[ [0)1 ¢ 1= T Masculino ou Feminino: .........
ESCOIa: cooveeeeiieeeee e Turma:....oeeeeeee e
Data de nascimento: ........ccocceeeiiiiieniennnee. Data de hoje:.......ccceveiniieiiennnn.

Vocé tem 50 minutos para responder estas questdes.

Na primeira questdo, vocé deve escolher uma entre as
vdrias respostas. Nas demais questdes, vocé deve
produzir suas proprias respostas. Estamos interessados
no seu raciocinio € ndo apenas na resposta. Assim,
gostariamos que vocé€ descrevesse como chegou a
resposta e nao apagasse seus rascunhos.

Na maioria das questdes, vocé deve apresentar uma
justificativa. Tente escrever da maneira mais clara que

puder.

Use uma caneta e, caso necessario, corrija uma resposta
sem apagar (nao use corretivo).

N3ao use calculadora.

Uso exclusivo do projeto

escola id:

turma id:

aluno id:

Projeto AprovaMe




101

G1: Amanda, Dario Hélia, Cintia e Edu estavam tentando provar que a seguinte

afirmacao € verdadeira:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um triangulo qualquer,
o resultado é sempre 180°.

Resposta de Amanda

Eu recorto os angulos e junto os trés.
=

Eu obtenho uma linha reta que é 180°.

Eu tentei para um tridngulo eqiiildtero e também
para um isésceles e a mesma coisa acontece.
Entdo Amanda diz que a afirmagdo é verdadeira.

Resposta de Dario

Eu medi cuidadosamente os angulos de alguns
triangulos e fiz uma tabela.
a b c total
110 34 36 180
95 43 42 180
35 72 73 180
10 27 143 180
Em todos eles a soma foi de 180°.
Entdo Dario diz que a afirmagdo é verdadeira

Resposta de Hélia

Eu desenhei trés retas perpendiculares a um lado
do tridangulo e medi os angulos.

(90° — 28°) +28° + 42° +(90° — 42°)=180°
Entdo Hélia diz que a afirmagdo é verdadeira

Resposta de Cintia

Eu desenhei uma reta paralela a base do tridngulo:

» &
Afirmagoes Justificativa
D= S Angulos alternos internos
entre duas paralelas sdo iguais.
G =1 i Angulos alternos internos
entre duas paralelas sdo iguais.
p+qg+r=1380°.... Angulos numa linha reta.

Logo s+t +r=180°
Entdo Cintia diz que a afirmagdo é verdadeira.

Resposta de Edu

Isso faz um total de 540°. 540° — 360° = 180°.

Entdo Edu diz que a afirmagdo é verdadeira.

Se vocé caminhar por toda volta sobre a linha do tridngulo e

terminar olhando o caminho por onde comegou, vocé deve ter girado
um total de 360°. Vocé pode ver que cada angulo externo quando
somado ao angulo interno deve dar 180° porque eles formam uma reta.

Das respostas acima, escolha uma que € a mais parecida com a resposta que vocé daria

se tivesse que resolver esta questao.

Das respostas acima, escolha aquela para a qual vocé acha que seu professor daria a

melhor nota.




A afirmacdo é:
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Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um tridngulo qualquer,

o resultado é sempre 180°

Para cada resposta abaixo, circule SIM, NAO ou NAO SEL

Mostra que a afirmacdo é
sempre verdadeira.

Mostra que a afirmacdo é
verdadeira apenas para
alguns tridngulos.

Sim
Resposta de Amanda
Resposta de Ddrio Sim
Resposta de Hélia Sim
Resposta de Cintia Sim
Resposta de Edu Sim

Nao

Nao

Nao

Nao

Naio sei

Naio sei

Naio sei

Naio sei

Naio sei

Sim

Sim

Sim

Sim

Sim

Nao

Nao

Nao

Nao

Naio sei

Naio sei

Naio sei

Naio sei

Naio sei

G2. Suponha que ja foi provado que:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um tridngulo

qualquer,
o resultado é sempre 180°.

Zeca pergunta o que precisa ser feito para provar que:

Quando vocé soma as medidas dos angulos internos de um triingulo retangulo
qualquer, o resultado é sempre 180°.

Escolha A ou B:

(A)Zeca nao precisa fazer nada, pois a afirmacao ja foi provada.

(B) Zeca precisa construir uma nova demonstracao.




ou falsa?
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G3. Um quadrilatero é um poligono de quatro lados. A afirmacao abaixo € verdadeira

Justifique sua resposta:

Quando vocé soma os angulos internos de um quadrilatero qualquer,
o resultado é sempre 360°.

G4: Dobre uma folha de papel, conforme o esquema abaixo. Obter o valor de x.

C 8
'\\ ...........
L / dobra
LL
1
ll
'1 70 A
]]
1 X
A B B
Justifique sua resposta.

centro do quadrado A.

GS5: A e B sdo dois quadrados idénticos. Um vértice do quadrado B estd localizado no

Qual fragdo da 4rea do quadrado A esta coberta pelo quadrado B?

Justifique sua resposta
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Tabela com os dados da nossa amostra

Anexo 4
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Anexo 5: CHIC — indices de similaridade e contribuicao dos individuos

Arvore de similaridade

Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:

Classificacao ao nivel:

0.999627

Classificacao ao nivel:

Classificacao ao nivel:

:0.997964

Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:

Classificacao ao nivel:

1

2:

3

10

11

12

13

14 :

15:

16 :

17 :

18 :

similaridade : 0.963023

Classificacao ao nivel:
Classificacao ao nivel:

Classificacao ao nivel:

19

20

21

: (ANR ANJ) similaridade : 1

(CJ3P EJ3) similaridade : 0.999999

: ((CJ3P EJ3) ERO) similaridade : 0.999998
: (AJ3P DJ3) similaridade : 0.999991

: (CNR CNJ) similaridade : 0.999981

: (ARN AJO0) similaridade : 0.99997

: (DNR DNJ) similaridade : 0.999854

- (AJ3P DJ3) ((CJ3P EJ3) ERO)) similaridade

: (CRS CJ3C) similaridade : 0.999265

. (((AJ3P DJ3) ((CJ3P EJ3) ER0)) DRS) similaridade

: (ARS AJ3C) similaridade : 0.997087

: ((CNR CNJ) (DNR DNJ)) similaridade : 0.997062
: (ER3 EJO) similaridade : 0.994002

((ANR ANJ) BNR) similaridade : 0.988956

(ENR ENJ) similaridade : 0.979831

((CRS CJ3C) DJ2A) similaridade : 0.97858
(CRN CJ0) similaridade : 0.976257

(((ANR ANJ) BNR) ((CNR CNJ) (DNR DNJ)))

: (ER1 (ER3 EJ0)) similaridade : 0.963012
: (BE ER23) similaridade : 0.945282

: (DRN DJO0) similaridade : 0.932523
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Classificacao ao nivel: 22 : (((CRS CJ3C) DJ2A) (ER1 (ER3 EJ0))) similaridade
:0.907158

Classificacao ao nivel: 23 : ((((ANR ANJ) BNR) ((CNR CNJ) (DNR DNJ))) ER®6)
similaridade : 0.881455

Classificacao ao nivel: 24 : ((ARN AJO) (BE ER23)) similaridade : 0.859905
Classificacao ao nivel: 25 : ((CRN CJ0) EROU) similaridade : 0.774739
Classificagao ao nivel: 26 : ((ARS AJ3C) BC) similaridade : 0.748113

Classificacao ao nivel: 27 : (((ARS AJ3C) BC) (((CRS CJ3C) DJ2A) (ER1 (ERS3
EJ0)))) similaridade : 0.570656

Classificagéo ao nivel: 28 : (((CRN CJ0) EROU) (DRN DJ0)) similaridade :
0.468322

Classificag&o ao nivel: 29 : (((((ANR ANJ) BNR) ((CNR CNJ) (DNR DNJ))) ER6)
(ENR ENJ)) similaridade : 0.415464

Classificacao ao nivel: 30 : ((((ARS AJ3C) BC) (((CRS CJ3C) DJ2A) (ER1 (ER3
EJ0)))) (((AJ3P DJ3) ((CJ3P EJ3) ERO)) DRS)) similaridade : 0.232777

Classificagao ao nivel: 31 : (((ARN AJO) (BE ER23)) (((CRN CJ0) EROU) (DRN
DJ0))) similaridade : 0.189436

Contribuicao a classe : ANR,ANJ (1)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.5
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.74

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.5

Contribuicao a classe : CJ3P,EJ3 (2)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.291
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 1

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.291

Contribuicao a classe : CJ3P,EJ3,ERO0 (2,3)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.291
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 1

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.291



Contribuicao a classe : AJ3P,DJ3 (4 )
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.5
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.74

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de :

Contribuicao a classe : CNR,CNJ ( 5)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.518
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.654

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de

Contribuicao a classe : ARN,AJO (6)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.791
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.405

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de

Contribuicao a classe : DNR,DNJ (7))
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.69
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.5

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de :

Contribuicao a classe : AJ3P,DJ3,CJ3P,EJ3,ERO ( 2,3,4,8)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.291
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 1

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de

Contribuicéo a classe : CRS,CJ3C (9)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.71
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.499

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de

0.5

:0.518

:0.405

0.5

:0.291

:0.499
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Contribuicao a classe : AJ3P,DJ3,CJ3P,EJ3,ER0,DRS ( 2,3,4,8,10)

A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.291
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 1

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de

Contribuicao a classe : ARS,AJ3C (11)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.315
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.757

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de

Contribuicao a classe : CNR,CNJ,DNR,DNJ ( 5,7,12)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.758
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.498

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de

Contribuicao a classe : ER3,EJO ( 13)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 1
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.198

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de

Contribuicao a classe : ANR,ANJ,BNR ( 1,14 )
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.291
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 1

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de

Contribuicao a classe : ENR,ENJ (15)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.128
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.878

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de

:0.291

:0.315

:0.498

:0.198

:0.291

:0.128
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Contribuicao a classe : CRS,CJ3C,DJ2A (9,16 )
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 1
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.487

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.487

Contribuicao a classe : CRN,CJ0 (17)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.793
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.408

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.408

Contribuicao a classe : ANR,ANJ,BNR,CNR,CNJ,DNR,DNJ ( 1,5,7,12,14,18 )
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.291
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 1

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.291

Contribuicao a classe : ER1,ER3,EJO ( 13,19)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.838
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.383

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.383

Contribuicéo a classe : BE,ER23 ( 20)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.5
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.74

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.5

Contribuig&o a classe : DRN,DJO ( 21)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.5
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.636

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.5



Contribuicao a classe : CRS,CJ3C,DJ2A,ER1,ER3,EJ0 ( 9,13,16,19,22)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 1
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.487

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.487

Contribuicao a classe : ANR,ANJ,BNR,CNR,CNJ,DNR,DNJ,ERG6 (
1,5,7,12,14,18,23)

A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.291

A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 1

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.291

Contribuicéo a classe : ARN,AJO,BE,ER23 ( 6,20,24 )
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.5
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.74

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.5

Contribuigéo a classe : CRN,CJ0,EROU (17,25)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 1
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.318

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.318

Contribuicao a classe : ARS,AJ3C,BC (11,26)
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.415
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.687

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.415

Contribuicao a classe : ARS,AJ3C,BC,CRS,CJ3C,DJ2A,ER1,ERS,EJO
(9,11,13,16,19,22,26,27 )

A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.812

A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.394

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.394
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Contribuicao a classe : CRN,CJ0,EROU,DRN,DJ0 (17,21,25,28 )
A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 1
A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.383

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.383

Contribuicao a classe : ANR,ANJ,BNR,CNR,CNJ,DNR,DNJ,ER6,ENR,ENJ
(1,5,7,12,14,15,18,23,29 )

A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.518

A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.654

A variavel que contribui mais a esta classe € 8 com um risco de : 0.518

Contribuicao a classe :
ARS,AJ3C,BC,CRS,CJ3C,DJ2A,ER1,ER3,EJ0,AJ3P,DJ3,CJ3P,EJ3,ERO0,DRS
(2,3,4,8,9,10,11,13,16,19,22,26,27,30 )

A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.744

A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.449

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.449

Contribuicao a classe : ARN,AJO,BE,ER23,CRN,CJ0,EROU,DRN,DJ0
(6,17,20,21,24,25,28,31)

A variavel 8 contribui a esta classe com um risco de : 0.757

A variavel 1 contribui a esta classe com um risco de : 0.444

A variavel que contribui mais a esta classe € 1 com um risco de : 0.444
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Anexo 6: Entrevistas

ENTREVISTA — SUJEITO 50 - GRUPO A — 12 SERIE

P- Vocé ainda se lembra desse questionario?

R- Sim

P- As ultimas questdes desse questionario pedem para justificar as respostas.
Vocé estd acostumado a fazer atividades que pedem para justificar as
respostas?

R- As vezes.

P- O professor de matematica pede para justificar as respostas?

R- as vezes pede. De vez em quando.

P- Vocé sabe o que é uma prova ou demonstracao em matematica?

O aluno pensa por alguns segundos e nao responde. Para esclarecer, dou um
exemplo de teorema e o que fazer para demonstra-lo e passo para a pergunta
seguinte.

P- O professor prova, demonstra algum teorema em sala de aula?

R- as vezes prova.

P- Que tipo de exercicios vocé estd acostumado a fazer na aula de
matematica?

R- Exercicios com calculos, que usam féormulas.

P- Vocé se lembra de algum exercicio que teve de justificar a resposta? Ou nao
houve exercicio desse tipo?

R- Teve sim.

P- Qual?

R- O professor deu uma tabela, passou o que tinha de fazer com a tabela,
somar todos os nomes dos paises, e depois justificar, dar a resposta.

P- Esse exercicio foi na aula sobre estatistica?

R- Sim

P- E algum exercicio que utiliza férmulas, vocé se lembra de ter resolvido nos
ultimos dias e justificado a resposta?

R-N&o, ndo me lembro.

P- e exercicios sobre geometria?

R- Também nao me lembro.
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P- Quando vocé justifica as respostas, vocé utiliza apenas céalculos ou explica
como chegou ao resultado?

R- A gente faz direto.

P- Direto como?

R- A gente faz o célculo e d& a resposta.

P- Entdo, o professor nem sempre demonstra as férmulas utilizadas?
R- Isso mesmo.

P- Vocé se lembra da definicao de multiplo de um namero?

R- Nao, ndo me lembro.

P- Por exemplo, multiplo do nimero 3. Diga um niumero multiplo de 3.
R- Nao me lembro.

P- E numero par? Vocé pode dar exemplo de niumero par?

R- Quatro.

P- Vocé sabe quando um numero é par?

R- Néao, néo sei.

P- O numero 11 é par?

O aluno pensa um pouco e nao responde.

P- E os numeros 6, 8, 10, sdo pares?

R- E.

P- Mas, a definicdo de numero par e impar vocé nao sabe?

R- Nao.

P- Na questao A5, vocé entendeu o exemplo dado?

R- Nao, nao entendi.
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ENTREVISTA — SUJEITO 13 — 82 SERIE — GRUPO N

P — Vocé ainda se lembra desse questionario?

R — Mais ou menos.

P — Esse questionario tem algumas questdes que pedem para justificar as
respostas. Vocé esta acostumada a fazer esse tipo de atividade em sala de
aula?

R — Fazemos na maioria das vezes.

P — Mas sao questdes que pedem para justificar as respostas?

R — Sim, sdo questdes desse tipo.

P — Entao, o professor pede justificativas para as respostas?

R — Sim, na maioria das atividades o professor pede para justificar as respostas
P — Vocé sabe o que é uma prova em matematica? O que € provar um
teorema?

R — E para ver se esta certa a questao, para confirmar a resposta.

P — Entao, o professor de matematica trabalha provas em sala de aula?

R — Sim e sempre pede para o aluno provar.

P — Mas, o professor prova todos os teoremas em sala de aula?

R — Todos nao, s6 os mais complicados, aqueles que a gente nao entende.

P — Vocé se lembra de algum exercicio que teve de justificar a resposta?

R — Eu me lembro do triangulo. O professor pediu para provar que a soma dos
angulos é 180 graus.

P — Quando vocé justifica as respostas, vocé utiliza calculo ou faz de outro
modo?

R — E célculo, a gente faz a conta e escreve a resposta.

P — E alguma propriedade, vocé usa para suas justificativas?

R — As vezes uso.

P — Vocé ja tinha estudado o tema fatorial na época do questionario?

R — Nao, nao estudei.

P — E neste ano, ja estudou?

R — Ainda néo.

P — E multiplos de um namero, vocé ja aprendeu?

R — Multiplos a gente ja aprendeu.

P — Vocé pode dar exemplos de multiplo de 3?
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R -9, 12, todos os numeros que multiplica por 3.

P — Por que 9 é mdltiplo de 3?

R — Porque 3 vezes 3 da nove.

P — E nimero par. Vocé sabe o que € nimero par?

R — Sim
P — Pode dar exemplos?
R-2,4,6,8

P — Por que 4, 6 e 8 sdo pares?

R — Porque eles podem ser divisiveis por 2.

P — E nimero impar. Pode dar exemplos?

R-8,7,9.

P — Vocé acertou apenas o item a da questdo A5. E os outros itens. O que
aconteceu?

R — Nao entendi os outros itens.
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ENTREVISTA — SUJEITO 27 — 12 SERIE - GRUPO B

P- Vocé se lembra desse questionario? Em algumas questdes vocé utilizou
calculo e em outras vocé deveria justificar as respostas. O seu professor utiliza
esse tipo de atividade?

R- Lembro do questionario. O professor nao utiliza esse tipo de questao.
Sempre foi questdes que exigiam respostas exatas sem as justificativas.

P- Ele pede para justificar as respostas?

R- Nao. Nunca foi pedido. A gente fazia a conta, colocava a férmula meio que
decorada, colocava em pratica e resolvia o problema, nunca colocava a
justificativa.

P- O professor demonstra as formulas ou teoremas em sala de aula?
R- Normalmente néo, eu fui descobrir o T, porque era o T, no segundo colegial.

O Unico lugar que trabalharam essa férmula foi no Senai. Aqui nao.

P- Vocé prefere assim, aprender diretamente o teorema e a formula prontos
para uso ou vocé gostaria de saber como € que se chegou a formula?

R- Com certeza mostrando como se chegou naquilo, porque normalmente isso
ai € que é aprendizado, vocé descobre o porqué vocé esta utilizando aquilo,
normalmente costuma se falar que um bom profissional é aquele que é um bom
técnico, além de competente, isso € outra coisa, mas um bom técnico ele sabe
associar tanto a parte légica quanto a pratica, entdo € por isso que as pessoas
aprendem, quando elas associam a parte légica da pratica elas aprendem, isso
€ aprendizado e nao simplesmente pegar uma coisa ja decorada e depois vocé
acaba esquecendo e fica no ar.

P- Entdo vocé acha que ajuda a utilizar melhor a férmula ou teorema se vocé
sabe de onde vem?

R- Com certeza ajuda. Eu acho que uma das coisas mais Obvias que tem na
matematica € uma regra de trés. Muitas pessoas tém dificuldade e a partir do
momento que vocé entende o porqué de uma regra de trés, vocé utiliza ela
pelo resto da vida e nunca mais esquece, utiliza até no seu cotidiano e a partir
do momento que vocé tem que decorar uma férmula ai vocé nao utiliza mais,
pois depois de fazer uma prova vocé esquece a férmula.

P- Qual o célculo que vocé faz para saber se um numero é multiplo de outro

numero?
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R- Divido.

P- divide quem por quem?

R- Divido o segundo numero pelo primeiro. E ai vocé obtém o resultado. Se
esse resultado for inteiro significa que ele é mdltiplo, por exemplo, eu quero
saber se 3 & mudltiplo de..... nao, se 9 é multiplo de 3,... ndo, era dividir o
primeiro pelo segundo, eu quero saber se 9 é multiplo de 3, eu divido 9 por 3 ai
eu obtenho o resultado que no caso € 3 , esse resultado é inteiro entado fica
facil saber se um nimero é multiplo do outro.

P- Vocé pode dar alguns exemplos dos multiplos de 3?

R-3,6,9, 12
P- Como vocé chegou a esses valores?

R- Se vocé dividir 6, 9, 12 por 3 vocé vai ter um namero inteiro.

P- Na questdo A5, item c, vocé respondeu “ndo porque 21 é impar”’. O que
vocé entendeu da pergunta? Poderia explicar a sua resposta?

R- Quando falou que 8 fatorial € multiplo de 21, ficou complicado determinar e
eu me equivoquei na resposta, ela esta completamente errada é s6 calculando
para saber se 8 fatorial € multiplo de 21, é sé calculando.

P- No item “e” da questdo A5 vocé escreveu algum numero par. O que vocé
quis dizer com algum numero par?

R- Entre 2, 4, 6, 8 e final zero é multiplo de 2.

P- Por que multiplo de 27
R- Porque no fatorial n6s temos, n6s multiplicamos e no final € vezes dois,

entdo vocé deduz que esse numero é multiplo de 2.
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ENTREVISTA — SUJEITO Ne. 5 — 12 SERIE — GRUPO B

P- Vocé se lembra desse questionario? Em algumas questdes vocé utilizou
calculo e em outras vocé deveria justificar as respostas. O seu professor utiliza
esse tipo de atividade?

R- Tém exercicios que ele pede para fazer e justificar e tém exercicios que s6
pede a resposta, deixar o resultado bem claro e depois o professor vem e da
um visto.

P- Os professores demonstram os teoremas ou simplesmente apresentam as
férmulas prontas para uso?

R- Eu tive varios tipos de professores, desde aqueles que mostram o que
vocés vao ter que fazer e explica bem assim, olha isso € o que vocés vao ter
que fazer e até aqueles que comecam desde la de tras explicando como
chegou passo a passo até aquela formula e explica tudo bem detalhado para
depois a gente fazer uso daquilo e nesses ultimos anos eu tive todo esse tipo
de professor e todos os professores conseguiram passar de um modo geral e
demonstrar o que eles queriam.

P- Vocé disse que tém professores que apresentam e aqueles que nao
apresentam demonstragdao. O que vocé prefere? Aquele professor que deduz
desde o inicio, passo a passo, até chegar a férmula ou aquele professor que
apresenta diretamente as férmulas para serem usadas?

R- Sinceramente, eu tive aulas em que eu gostei de ter desde o comecinho a
demonstracdo, mais pela curiosidade e poder interagir mais na aula e acabar
tendo mais conhecimento naquela matéria, mas tem vez também que acaba
cansando porque vir 14 de tras acaba ficando aquela aula cansativa e quando
chega um professor e fala, olha vocés vao ter que aprender isso aqui e coloca
a formula 14 e vocé vé e fala, é s6 isso, entdo fica mais facil para resolver o
problema, mas vocé acaba ficando sem um meio de conhecimento daquilo ali e
pergunta como é que inventaram aquilo, como é que chegaram naquilo e vocé
acaba ficando num nivel mais baixo de conhecimento sobre aquela matéria.

P- No geral, vocé prefere com ou sem demonstragao?

R- Com demonstracdo, com certeza.

P- Vocé sabe quando um numero é par?
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R- E quando.... a maioria das vezes, quando 0s nimeros pares sdo somados
juntos, € uma loégica que eu tenho aqui, numero par somado com numero par
vai dar par.

P- Mas para vocé numero par é isso? Se eu te der um numero agora, por
exemplo, 243, é par ou impar?

R- E impar.

P- Por qué?

R- Porque ele termina em 3 e 3 € impar. O nimero que termina em par é par.
P- E quais sdo 0s numeros pares?

R-0,2,4,6,8

P- No item a da questao A5 vocé nao justificou. Vocé saberia justificar agora?
R- Na teoria |4, comecaria multiplicando 5 vezes 4 vezes 3 vezes 2 vezes 1.

P- Entéo, essa é a justificativa?

R-E

P Qual o célculo que vocé faz para descobrir os multiplos do nimero 3?

R- Eu sinceramente colocaria, ... ia multiplicando ele,.... o nUmero 3, no multiplo
eu jogaria 3, 6, 9.

P- Por que vocé disse no item e da questdo A5 que 23! E impar? Como vocé
chegou a conclusao que o ultimo algarismo pode ser 0,2,6, ou 87?

R- Puxa vida, eu ndo me lembro..... mas agora, lembrando umas aulas que eu
tive algum tempo atrds, que o numero 23,.....todo numero acima de 5, ou
fatorial de 10, abaixo, tipo 2 vezes 5 d4 10, dai ele termina em zero, agora eu
estou vendo que termina em zero.

P- Vocé concluiu isso agora, um ano depois, pois vocé teve essas aulas esse
ano. Agora esta claro para vocé?

R- Est4, hoje esta bem mais claro.
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ENTREVISTA — SUJEITO 21 — 82 SERIE — GRUPO B

P- Vocé se lembra desse questionario?

R- lembro

P- Em algumas questbes vocé utilizou célculo e em outras vocé deveria
justificar as respostas. O seu professor utiliza esse tipo de atividade?

R- Nao, ndo é muito comum. Ela explica vai passando as contas e faz junto
com a gente. Se precisar ela vai tirando as duvidas.

P- A professora pede para justificar as respostas?

R- Geralmente nao. Ela explica e a gente vai fazendo.

P- A professora demonstra teoremas ou férmulas em sala de aula?

R- Até que esse ano foi um pouco menos. N&o foi muito costumeiro fazer isso.
P- Nos outros anos foi?

R — Na oitava série foi.

P- Qual teorema que ela demonstrou?

R- Ela mostrou como Pitdgoras chegou a concluséao.

P- Entéo ela demonstra alguma coisa, mas pouco. Esse ano foi pouco?

R- E. A gente aprendeu varias outras férmulas. Ela foi mostrando como é que
se fazia, como é que se chegou a isso, eu achei que nao foi tdo detalhado
como no ano passado mas deu para aprender.

P- Por que vocé afirmou no item ¢ da questao A5 que o Unico multiplo de 21 é
4417

R- Nao lembro muito. Para mim eu confundi. 441 que é... ndo, 21 que é
multiplo de 441. Nao me lembro bem. Eu acho que eu confundi com a raiz
quadrada, agora eu estou vendo que 21 é raiz quadrada de 441.

P- Vocé pode dar alguns exemplos dos multiplos do numero 37

R-21,9

P- E como vocé chegou a esse resultado?

R- Trés multiplicado por algum numero chega a esse resultado.

P- Vocé sabe quando um numero inteiro é par?

R- Geralmente quando ele é divisivel por 2

P- No item d da questdao A5 vocé disse que todo nimero impar multiplicado
por um numero impar resulta em impar. Vocé saberia justificar essa resposta?

Vocé fez algum calculo?
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R- Na verdade foi. E, porque eu ja aprendi que niimero impar ndo é divisivel
por dois, sempre vai sobrar 1.

P- O que vocé entendeu no item e da questdo a5? Por que vocé respondeu
que o ultimo algarismo é 67?

R- Eu devo ter multiplicado, até mesmo que aqui ta4 falando sem calcular, eu
devo ter calculado.

P- O que vocé calculou?

R- 23 vezes 22 vezes 21, eu devo ter arrumado alguma calculadora por ai.

P- Vocé fez esse calculo até o final?

R- Pra falar a verdade eu ndo me lembro muito bem de como eu fiz. Por isso
eu estou falando, eu devo ter pego alguma calculadora porque eu ndo me
lembro muito bem. Ou entdo porque 6 é multiplo de 3 apesar de ter varios
multiplos mas eu devo ter respondido isso.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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