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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessdrios para
a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

SOLUCOES APROXIMADAS PARA PROBLEMAS DE
TOMADA DE DECISAO SEQUENCIAL

André da Motta Salles Barreto
Maio/2008

Orientadores: Nelson Francisco Favilla Ebecken
Helio José Corréa Barbosa

Programa: Engenharia Civil

Os problemas de tomada de decisdo seqiiencial envolvem uma série de escolhas su-
cessivas cujos efeitos podem se estender indefinidamente pelo futuro. Trata-se de um
paradigma genérico que engloba desde tarefas simples do dia-a-dia até desafios enfrenta-
dos pela indudstria. Uma maneira de solucionar esse tipo de problema € model4-lo como
um processo de decisdo de Markov (MDP). Uma vez que um modelo formal do pro-
blema esteja disponivel, pode-se recorrer a programacao dindmica ou a aprendizagem por
refor¢o para determinar uma politica de decisdo 6tima. No entanto, essas abordagens
sofrem de uma séria questdo de escalabilidade: problemas de tomada de decisdo com
um nimero razoavelmente grande de estados podem inviabiliza-las na pratica, devido ao
seu alto custo computacional. Uma forma de contornar essa questdo € criar um modelo
compacto do MDP. A abordagem apresentada neste trabalho, chamada fatoracdo esto-
castica, € uma proposta nesse sentido. A fatoracdo estocdstica € a formalizacdo de uma
idéia bastante intuitiva: pode-se reduzir consideravelmente a dimensdao de um MDP sim-
plesmente redirecionando as suas transi¢des para “estados arquetipicos” que representem
bem a sua dindmica. Resolvendo o problema no modelo reduzido, € possivel encontrar
uma politica de decisdo em uma pequena fra¢do do tempo que levaria a solu¢dao do MDP
original. O desempenho das politicas retornadas depende unicamente da qualidade da
fatoracdo: em particular, uma fatoracao estocdstica exata leva garantidamente a uma das
solucdes 6timas do problema. Para demonstrar a efetividade desta abordagem na pratica,
os algoritmos derivados da fatorag@o estocéstica sdo comparados com outras técnicas de

programacdo dindmica e aprendizagem por reforco em problemas de controle simples.
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APPROXIMATE SOLUTIONS FOR SEQUENTIAL
DECISION-MAKING PROBLEMS

André da Motta Salles Barreto
May/2008
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In a sequential decision-making problem the consequences of a decision may last for
an arbitrarily long time. This framework is generic enough to encompass tasks ranging
from simple every-day-life decisions to complex challenges faced in industrial settings.
One way to solve this kind of problem is to use a Markov decision process (MDP) as a
model of the task. Once a formal description of the problem is available, dynamic pro-
gramming and reinforcement-learning techniques may be used to find an optimal decision
policy. However, these techniques do not scale well to large problems, since their compu-
tational cost grows fast with the number of possible states in the task. This work presents
an approach to create a compact model of an MDP. The stochastic factorization devel-
oped here formalizes a simple idea: the dimension of a Markov decision process can be
significantly reduced by simply redirecting its transitions to a small set of “archetypical
states” which represent its dynamics well. Using this compact model, it is possible to find
a decision policy within a small fraction of the time that would be required to solve the
problem with the original MDP. The performance of the resulting policies depends only
on the quality of the stochastic factorization: in particular, an exact factorization leads
to an optimal solution with probability one. In order to demonstrate the effectiveness
of the stochastic factorization in practice, the performance of the proposed algorithms is
compared to that of other dynamic programming and reinforcement-learning techniques

in simple benchmark tasks.
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Capitulo 1

Introducao

Em um artigo escrito no inicio da década de sessenta, Marvin Minsky [101] usa uma
imagem interessante para ilustrar as incertezas que rondavam a entao recém-nascida dis-
ciplina de inteligéncia artificial. De acordo com Minsky, se um ser extraterrestre visitasse
a Terra, ele ficaria confuso em relacdo ao papel dos computadores digitais na sociedade
humana. Por um lado, o visitante ouviria falar de “cérebros mecanicos” extraordinarios,
capazes de desempenhar atividades intelectuais de maneira prodigiosa a ponto de ferir o
orgulho dos seus ingénuos criadores antropocentristas. Por outro lado, ele se depararia
com maquinas subservientes, totalmente desprovidas de iniciativa e de imaginacao, con-
denadas a executar tarefas simples que nada exigem além das suas interpretagdes literais

e do seu processamento mecanico.

Passado quase meio século desde a publicagdo do artigo de Minsky, ainda ndo se tem
noticia de nenhum visitante interplanetario, mas a situagdo mudou bastante por aqui. A
inteligéncia artificial rompeu os limites dos laboratdrios para se tornar uma disciplina com
grande importincia pritica e comercial. Atualmente, algoritmos provenientes da drea sdo
usados para auxiliar na detec¢do de fraudes com cartdo de crédito, como consultores no
diagnéstico médico, como filtros de noticias e de mensagens eletronicas, como pilotos
de veiculos autdnomos, como ferramentas na andlise de seqiiéncias de DNA e como con-
troladores de robos desenvolvidos para trabalharem em ambientes indspitos, entre muitas

outras aplicagdes [102, 124, 60].



O que coloca os exemplos acima em posi¢ao de destaque € o fato de o sistema com-
putacional ndo ter sido diretamente programado, mas sucessivamente refinado com base
em algum tipo de experiéncia—dai algumas vezes esse ramo da inteligéncia artificial
ser chamado de aprendizagem de mdquina. Nos ultimos anos, prevaleceu no estudo da
aprendizagem de mdquina um paradigma conhecido como aprendizagem supervisionada.
Nesse cendrio o sistema adaptativo € apresentado a uma série de exemplos do que seria
o comportamento correto em determinadas situacdes e deve generalizar a partir dessa ex-
periéncia limitada. A aprendizagem supervisionada € ttil em situagdes em que € possivel
fornecer exemplos de entrada e saida, mas € dificil ou impossivel descrever os detalhes do
mecanismo que transforma a primeira na segunda. No caso de um sistema de reconheci-
mento facial, por exemplo, € muito simples fornecer exemplos relacionando a imagem de
uma face com a identifica¢do desejada, embora seja dificilimo descrever o processo usado

por seres humanos para estabelecer essa relacao [65].

No entanto, nem todas as aplicacdes se enquadram no cendrio estudado pela aprendi-
zagem supervisionada. Por exemplo, se o objetivo for desenvolver um sistema inteligente
para o controle de multiplos elevadores, pode ser dificil determinar o que seria a acdo
correta do sistema em determinadas situagdes. Outros exemplos seriam um sistema de
navegacgdo para um robd ou um controlador adaptativo para uma rede de irrigacdo. Todos
esses exemplos compartilham uma propriedade em comum: embora seja dificil determi-
nar qual seria a acao correta em cada situacao, € relativamente facil avaliar o desempenho
do sistema em um determinado intervalo de tempo. Formalmente, esse tipo de tarefa é

conhecida como um problema de tomada de decisdo seqiiencial.

A abordagem cléssica para solucionar problemas de tomada de decisdo seqiiencial € a
programagdo dindmica [128, 22]. O modelo tedrico adotado por essa disciplina permite
a descricdo de sistemas estocdsticos com dinamica altamente ndo-linear. Esse paradigma
€ genérico o suficiente para representar problemas provenientes de diversas dreas, como
controle, alocagdo 6tima de recursos e planejamento seqiiencial. De fato, a classe de
problemas que podem ser resolvidos pela programacao dindmica constitui, ironicamente,
uma generalizacdo dos problemas tratados pela aprendizagem supervisionada: embora
esses ultimos possam ser modelados como um processo de Markov, os problemas de

tomada de decisdo seqiiencial ndo podem ser solucionados pelas técnicas convencionais



de reconhecimento de padrdes [136, 147]. Além disso, a programacao dinamica constitui
uma abordagem confidvel para lidar com problemas de controle que dificilmente seriam
resolvidos por métodos tradicionais de engenharia, devido a sua dindmica ndo-linear e
possivelmente corrompida por ruido [128, 161]. A programac¢do dinamica é hoje uma
disciplina madura, bem fundamentada teoricamente e exaustivamente testada na pratica—

em alguns casos com um enorme impacto econdmico [128].

Uma restri¢do que limita o uso da programacgao dinamica € a necessidade de um mo-
delo exato do fendmeno estudado, ou seja, de uma descri¢do precisa das probabilidades
de transicdes entre os seus estados e do custo incorrido nessas transi¢cdes. Nos casos
em que essa informacdo ndo estd disponivel, pode-se recorrer a aprendizagem por re-
forco [161, 71]. A aprendizagem por refor¢o originou-se na drea de inteligéncia artificial
como uma solucdo para o problema em que um agente deve aprender a executar uma
tarefa interagindo diretamente com ela. Embora tenha sido desenvolvida de maneira in-
dependente da programacao dinamica, a aprendizagem por reforco € atualmente reconhe-
cida como uma abordagem estatistica para esta dltima, em que amostras de transicoes e
recompensas substituem um modelo explicito do problema de tomada de decisdo seqiien-

cial.

A programagdo dindmica e a aprendizagem por reforco com certeza causariam admi-
racdo no ET imaginado por Minsky: com essas abordagens é possivel programar agentes
artificiais através de recompensas e punicdes apenas, da mesma forma que o faria um
adestrador de animais. Trata-se de um modelo poderoso, que transfere para o sistema
autonomo o desafio de descobrir como realizar uma determinada tarefa. Engana-se quem
pensa que a utilidade desses métodos se restringe a problemas artificiais criados nos la-
boratérios das universidades. A programacdo dinamica e a aprendizagem por reforco
contam hoje com vdrias histérias de aplicagdes bem-sucedidas. Os problemas de tomada
de decisdo citados acima, por exemplo, foram todos resolvidos na pratica [35, 91, 42, 57].
Outros exemplos interessantes de aplicagdo incluem: a alocacdo dindmica de canais de
comunicacdo de telefones celulares [148], a manuten¢do da qualidade do asfalto em ma-
lhas rodovidrias [128], o agendamento de tarefas em missdes da NASA [192] e o controle
de descarregadores de navios [142], além do programa TD-Gammon de Tesauro, um sis-

tema baseado em aprendizagem por refor¢o que aprendeu a jogar gamao interagindo com



0 jogo e é atualmente um dos melhores jogadores do mundo [164].

Uma das caracteristicas mais importantes da programac¢do dindmica e da aprendiza-
gem por refor¢o € a sua garantia de convergéncia para uma politica de decisao 6tima [128,
22]. Isso significa que, respeitadas algumas condi¢Oes bésicas, hd a certeza de que as so-
lucdes encontradas por essas abordagens apresentardao o melhor desempenho possivel na
tarefa em questdo. Para se ter uma idéia do alcance desta afirmagdo, basta imaginar que
se fosse possivel aplicar essas técnicas ao jogo de xadrez, a estratégia resultante sairia
vencedora em um embate hipotético em que o russo Kasparov juntasse forcas com o sis-
tema Deep Blue [66]. Ou entdo, para um exemplo menos anedético, basta pensar que as
decisdes tomadas por um controlador de voo baseado na programacdo dindmica jamais

resultariam em um acidente aéreo.

O que impede a concretizagao dos cendrios acima € o fato da programacgao dinamica
depender de uma representacio exata do fendmeno para encontrar uma solucdo 6tima,
ou seja, cada estado do problema precisa ser armazenado separadamente na memoria do
computador. Isso € um sério obstaculo a aplicacdo dessa abordagem a problemas em que
o numero de estados € muito grande, como no jogo de xadrez, e efetivamente impede
0 seu uso no caso de espacos de estados infinitos, como € o caso de um sistema para o
controle de trafego aéreo. Evidentemente, a aprendizagem por refor¢co, como uma versao

incremental da programacao dinamica, sofre do mesmo problema de escalabilidade.

Nos casos em que o nimero de estados € muito grande ou infinito, € necessario apelar
para algum tipo de aproximagdo. A solu¢do mais direta, que seria o uso de aproximadores,
pode se mostrar problemética: como os cdlculos realizados na programacao dinamica
tém uma natureza recorrente, um erro de aproximacao pode ser facilmente reabsorvido e
potencializado pelo processo de aprendizagem, causando a divergéncia dos algoritmos ou
a sua convergéncia para solugdes muito ruins [27, 170]. Muitos dos casos de sucesso com
o0 uso de aproximadores na drea, incluindo alguns exemplos citados acima, se devem a um
grande esforco humano no ajuste de parametros e detalhes de implementacdo [163, 71].

Isso claramente desestimula a adog¢ao dessas técnicas em larga escala.

O desenvolvimento de técnicas estdveis de programacao dindmica aproximada estd no

centro das discussdes da comunidade cientifica internacional. A possibilidade de resolver



problemas de tomada de decisdo de grande porte torna-se particularmente importante a
medida que o ser humano constrdi sistemas complexos cujas dimensdes extrapolam os
seus limites de controle e compreensao absolutos. Exemplos nesse sentido sdo a inter-
net, as malhas de distribuicdo de energia e de gds, as redes de telecomunicacdes e 0s
sistemas de transporte, apenas para citar alguns [147]. O fato desses sistemas comple-
xos estarem em funcionamento nao significa que estejam operando de maneira Gtima—e
as suas falhas eventuais sdo fortes indicios de que esse ndo seja o caso. Paul Werbos,
membro da National Science Foundation americana, chega a afirmar que a programacao
dindmica aproximada € a melhor aposta para solucionar algumas das questdes fundamen-
tais para o crescimento sustentdvel da humanidade [147]. Werbos acredita também que a
compreensdo da mente e do cérebro—a “pedra filosofal” da inteligéncia artificial—passa

necessariamente por alguma forma de programacgao dindmica aproximada.

Obviamente, a abordagem proposta neste trabalho ndo solucionard as aflicdes da hu-
manidade, nem tampouco fornecerd um modelo definitivo do funcionamento cerebral. No
entanto, acredito que ela seja uma contribui¢do efetiva para o esfor¢o conjunto no sentido
de estender a aplicabilidade da programacdo dindmica e da aprendizagem por reforco. A
premissa bdsica que sustenta a proposta a ser apresentada € a de que hd uma redundancia
intrinseca a muitos problemas de tomada de decisdo. Isso significa que existem padrdes
na dindmica de um problema que se repetem em vérios estados diferentes. Quando esse é
o caso, o modelo que descreve o processo de tomada de decisdo pode ser reduzido a esta-
dos “arquetipicos” que retém toda a informacdo relevante a respeito do problema. Essa é
a idéia basica da fatoragdo estocdstica, que comeca a ser apresentada a seguir. Antes de

iniciar, porém, é conveniente fornecer uma visao geral de como a tese estd organizada.

No Capitulo 2 discuto em detalhes os problemas de tomada de decisdo seqiiencial.
Além de uma definicdo mais precisa, apresento as premissas bdsicas a respeito do pro-
blema e o modelo formal usado para estudar o processo de tomada de decis@o. Nesse
capitulo discuto também a programacdo dindmica e a aprendizagem por refor¢o. O Capi-
tulo 3 pode ser considerado o “niicleo teGrico” da tese. E nele que apresento a fatoracio
estocdstica, uma estratégia para reduzir o nimero de estados de um problema de tomada
de decisdo. A fatoracdo estocdstica é abordada inicialmente de uma maneira intuitiva,

como um processo de redirecionamento de transi¢des. A seguir, esse processo € forma-



lizado como uma proposi¢do. Ainda nesse capitulo a fatoracdo estocdstica 4 analisada
em detalhes, tanto do ponto de vista tedrico quanto através de experimentos computaci-
onais. Como ficard claro, embora essa abordagem seja bem fundamentada teoricamente,
o seu custo computacional pode ser um obstaculo na pratica. No Capitulo 4 discuto uma
possivel solugdo para essa questdo. Basicamente, a solu¢do proposta consiste em reali-
zar a fatorag@o no espacgo de estados do problema ao invés de lidar diretamente com as
varidveis descrevendo a sua dindmica. Dois algoritmos que utilizam essa estratégia sdo
introduzidos. Através de uma série de experimentos apresentados no decorrer do capitulo,
ficard demonstrado que tais métodos sdo capazes de reduzir drasticamente o custo com-
putacional envolvido na solu¢cdo de um problema de tomada de decisdo. Finalmente, no
Capitulo 5 apresento uma visao geral do trabalho, enfatizo as conclusdes mais importantes

e aponto algumas dire¢des possiveis para trabalhos futuros.

Sugiro que a leitura do trabalho seja antecedida por uma consulta ao Apéndice A, que

apresenta as principais convengdes adotadas no texto.



Capitulo 2

Problemas de Tomada de Decisao

Seqiiencial

“As for a future life, every man must judge for himself

between conflicting vague probabilities.”

Charles Darwin

Em seu livro O Homem que Confundiu sua Mulher com um Chapéu o neurologista
inglés Oliver Sacks narra, além do evento que deu titulo ao livro, varias outras histdrias
fascinantes sobre pacientes com disfun¢des neuroldgicas raras [138]. Uma delas € a his-
toria de Jimmie G., um homem de 45 anos que sofria de uma patologia conhecida como
sindrome de Korsakov. Embora Jimmie apresentasse a maioria das faculdades mentais
intactas—de acordo com Sacks, ele era “um homem esperto, observador e 16gico”™—, o
seu cérebro era incapaz de registrar qualquer acontecimento novo por mais de alguns mi-
nutos. Mesmo apds té-lo examinado vdrias vezes e ter inclusive adquirido um certo grau
de empatia com o paciente, Sacks tinha que se apresentar como se fosse um completo
desconhecido a cada nova sessdo. Em uma dessas sessoes, Sacks pediu a Jimmie que
anotasse o nome de alguns objetos em um pedaco de papel. Apds alguns minutos, o mé-
dico perguntou ao paciente se ele seria capaz de dizer o nome dos objetos anotados e, para
a sua surpresa, ele nio se lembrava nem mesmo de ter anotado alguma coisa. Essa perda

extrema de memdria recente confinava Jimmie a um ponto especifico da sua histdria; ele



estava “isolado num momento tnico da existéncia, rodeado por um fosso ou lacuna de

esquecimento...”!

De todos os aspectos extraordindrios da histéria de Jimmie G., um tem uma relevan-
cia particular para o assunto que serd tratado neste capitulo. Sacks conta que Jimmie era
muito habilidoso na solu¢do de problemas e quebra-cabecas complexos, derrotando-o fa-
cilmente em jogos como o da dama e o jogo-da-velha. No entanto, ele era incapaz de
repetir a proeza no jogo de xadrez. Por que exatamente isso acontecia? Sacks atribui a
inabilidade de Jimmie a lentiddao dos movimentos do xadrez. Como um jogo de xadrez
tipico se estende por um periodo que extrapola a sua capacidade de memorizacdo, o paci-
ente era incapaz de associar uma jogada com as suas conseqiiéncias varios passos a frente.
A habilidade de Jimmie estava restrita, portanto, aos desafios que “coubessem’ na janela

de tempo que definia a sua existéncia.

O jogo de xadrez é um exemplo tipico de um tipo de problema chamado formalmente
de problema de tomada de decisdo seqiiencial. A caracteristica fundamental dessa classe
de problemas é que as decisdes envolvidas tém um efeito cumulativo, ou seja, as con-
seqliéncias de uma determinada a¢do podem se estender por um intervalo indefinido de
tempo. Essa definicdo engloba uma grande quantidade de problemas. De fato, € dificil
imaginar uma situacdo real em que a execucdo de uma acao ndo tenha um efeito a longo
prazo (a imagem da borboleta que bate as asas causando um tornado ja é quase um cli-
ché). No entanto, neste trabalho pretendo me concentrar em um tipo especial de problema
de tomada de decisdo, a saber, aqueles que podem ser modelados como um processo de
decisdo de Markov. De uma maneira superficial, pode-se dizer que o que caracteriza um
problema desse tipo € o fato de todas as informagdes relevantes estarem disponiveis no

momento da tomada de decis@o. O xadrez, por exemplo, se enquadra nessa definicéo.

Os processos de decisao de Markov sdo apresentados formalmente na Se¢do 2.1, onde
também discuto como avaliar uma seqiiéncia de decisdes. A abordagem normalmente

adotada para lidar com esse tipo de problema é a programacdo dinamica, discutida na

10 filme Memento, dirigido por Christopher Nolan, conta de maneira brilhante a histéria de um perso-
nagem que sofre da mesma disfuncéo de Jimmie. Para dar alguma coeréncia a sua vida, o personagem se
comunica com ele mesmo através de bilhetes, tatuagens e fotos Polaroids. Nao deixa de ser curioso o fato

de o assassino procurado pelo personagem do filme se chamar “John ou James G.”
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Secdo 2.2. A programacao dindmica € uma disciplina bem fundamentada teoricamente e
muito testada na pratica. No entanto, ela apresenta um sério inconveniente: a sua apli-
cacdo depende de um modelo exato do processo de tomada de decisdo. Quando um mo-
delo ndo esta disponivel, pode-se utilizar os métodos provenientes da aprendizagem por
refor¢co. Como serd discutido na Secado 2.3, esses métodos podem ser vistos como a pro-
gramac¢do dinamica feita de forma incremental. A programacgdo dinamica € considerada
a Unica abordagem vidvel com garantias tedricas em relacdo a solu¢cdo encontrada para
um problema de tomada de decis@o. No entanto, ela sofre de um sério problema de es-
calabilidade, tanto originalmente quanto na sua versao incremental. Quando o problema
¢ grande, € necessdrio recorrer a algum tipo de aproximacdo. A Secdo 2.4 apresenta
algumas possibilidades nesse sentido. Finalmente, na Secdo 2.5 discuto rapidamente ou-
tras abordagens que podem ser usadas para resolver um problema de tomada de decisdo

seqiiencial.

2.1 Processos de Decisao de Markov

Para que seja possivel lidar com problemas de decisdo seqiienciais de uma maneira
sistematica € necessdrio estabelecer um modelo que descreva formalmente como ocorre o
processo de tomada de decisdo. No modelo adotado neste trabalho as decisdes sdo toma-
das por um agente que interage com um ambiente. Note que esses sao termos genéricos
que englobam algumas nomenclaturas bem estabelecidas como casos particulares. No
caso de problemas de controle, por exemplo, o agente seria o controlador e o ambiente
seria a planta. Quando se lida com jogos, por outro lado, o agente € um jogador e o
ambiente é o jogo em questdo. Em geral a interacdo do agente com o ambiente se dé de
maneira discreta, ou seja, o agente deve tomar as decisdes em instantes de tempo espe-
cificost = 1,2,...,T. A cada instante de tempo ¢ o0 agente se encontra em um estado s;
e deve selecionar uma acdo a de um conjunto de acdes disponiveis. A execuc¢do da acdo
a no estado s; move o agente para um novo estado s;, onde ele deve escolher novamente
uma agdo, reiniciando o ciclo. A interacao do agente com o ambiente pode ocorrer inde-
finidamente (7" = o0) ou até que ele alcance um estado terminal (7' < co). No caso em

que T' < oo, a seqiiéncia de acdes executadas pelo agente de um estado inicial qualquer
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até um estado terminal é chamada de episodio.

O conjunto formado por todos os estados possiveis do ambiente € chamado de espaco
de estados e normalmente denotado por S. Neste capitulo irei me concentrar no caso em
que o espago S € finito, embora potencialmente muito grande. No entanto, a maioria das
idéias se aplicam sem modificacdes ao caso em que esse espaco € um conjunto infinito
enumeravel [128]. No Capitulo 4 discuto espacos de estados continuos. O conjunto de
agdes disponiveis no estado s; é denotado por A(s;), aqui também uma colegdo finita de
elementos. O conjunto A = Us,cs A(s;) constitui o espaco de agdes. Para simplificar
a notagdo, vou considerar que A(s;) = A para todo s; € S. O modelo adotado pode
ser generalizado permitindo-se que S e A variem com ¢. Embora essa modificag¢ao tenha
pouco efeito sobre a teoria, ela constitui uma complicacdo desnecessdria, uma vez que

ndo traz nenhum beneficio para a maioria das aplicacdes préaticas [128].

Observe que o modelo descrito acima ndo representa de fato um processo de tomada
de decisdo, porque ndo hd um critério definido para avaliar as decisOes tomadas pelo
agente. Para que uma escolha se caracterize como uma decisdo € necessario estabelecer
uma maneira de comparar as diferentes alternativas. E af que entra o conceito de recom-
pensa. Uma recompensa € um valor escalar que serve como medida da qualidade de uma
decisdo. Quanto maior a recompensa, melhor para o agente.> No modelo adotado aqui as
recompensas sio entregues logo apds a execugdo de uma acdo, ou seja, a cada transicido
5 = s; 0 agente recebe uma recompensa r € R. O objetivo do agente € maximizar a

quantidade total de recompensas recebidas na interacdo com o ambiente.

A Figura 2.1 mostra de maneira esquematica o processo de interacao do agente com o
ambiente. Note que, apesar de simples, esse modelo absorve de maneira natural as tensdes
envolvidas em problemas de tomada de decisdo seqiiencial, em que beneficios imediatos
devem ser confrontados com as suas conseqiiéncias a longo prazo. No caso do jogo de
xadrez, por exemplo, é razodvel associar uma recompensa com a obtencao de cada peca
do adversario. Parece l6gico, no entanto, que a recompensa associada ao rei deva ser
maior do que a soma de todas as outras—afinal de contas, a captura do rei adversario

caracteriza a vitdria do jogo. Como o que importa para o agente € o total de recompensas

2Quando a recompensa tem uma conotagiio negativa, ela é as vezes chamada de custo. Obviamente, o

objetivo do agente nesse caso € minimizar o custo.
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recolhidas a longo prazo, ele seria capaz de abrir mao de uma peca valiosa se uma jogada
alternativa, mesmo que aparentemente ingénua, resultasse em uma maior probabilidade

de capturar o rei adversario.

agente

vy Vv

St+1 rt+1 at

A

ambiente

Figura 2.1: Modelo de tomada de decisao.

O modelo de tomada de decisdo mostrado na Figura 2.1 é também bastante flexivel,
podendo ser usado para descrever as mais diversas situagdes. Os estados do sistema,
por exemplo, podem ser desde a leitura direta de sensores até a descricdo simbdlica de
uma situacao abstrata. Da mesma forma, as a¢des podem se referir a controles fisicos ou
atividades estritamente “mentais.” No controle de um braco mecanico, por exemplo, os
estados podem ser vetores numéricos com informacdes a respeito da posi¢dao do braco ou,
no outro extremo, uma descri¢do simbodlica do tipo “braco esticado” ou “brago dobrado.”
De forma equivalente, as acdes poderiam ser o torque a ser aplicado em cada articulacdo
do brago mecanico ou agdes abstratas do tipo “esticar” ou “dobrar.” Estendendo um pouco
o raciocinio, pode-se facilmente imaginar uma situacdo em que uma das ac¢des disponiveis
seja “focar a atencao” em um determinado aspecto do problema. Como observam Sutton
e Barto [161], as acOes podem representar qualquer decisdo que se pretenda aprender a
tomar, e os estados qualquer informacgdo potencialmente ttil nesse processo. Por isso, al-
gumas vezes irei me referir ao processo de solu¢do de um problema de tomada de decisdo

simplesmente como aprendizagem.

E importante ressaltar que os limites entre agente ¢ ambiente ndo precisam coincidir
com os limites fisicos de um sistema, e devem ser definidos de acordo com os propdsitos
da tarefa em questdo. Em geral, tudo o que estiver fora do controle absoluto do agente
deve ser considerado como parte do ambiente. Considere que o problema de tomada de
decisao seja dirigir um automovel, por exemplo. Nesse caso o agente ndo pode intervir

diretamente no tanque de combustivel; a Unica maneira de evitar uma potencial falta de
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combustivel é executar uma a¢do (ou uma seqii€ncia de a¢des) para reabastecer. Portanto,
nesse exemplo hipotético o tanque de combustivel seria parte do ambiente tanto quanto

as ruas e os sinais de transito.

Em alguns casos € possivel desmembrar um problema em uma hierarquia de tare-
fas, de forma que as acdes disponiveis em um determinado nivel correspondam a uma
seqiiéncia de a¢des em um nivel inferior [9]. No caso do automével, por exemplo, a acdao
“virar a esquerda” poderia disparar uma série de acdes envolvendo desde a sinalizacdo
de adverténcia até o movimento do volante propriamente dito. Essa estratégia de criar
“macro-acoes’” pode simplificar de maneira significativa tarefas em que a mesma seqiién-
cia de acdes € utilizada em diferentes situagdes. Observe que se um esquema hierarquico
for adotado, o tempo de duracio de cada acao pode ser diferente, dependendo do compri-
mento da seqiiéncia de agdes executadas no nivel inferior. Isso ilustra uma flexibilidade
extra do modelo: a no¢@o de tempo do ponto de vista do agente ndo precisa coincidir com
a passagem de tempo real. Em outras palavras, o intervalo de tempo transcorrido entre os

instantes ¢ e t + 1 pode ser diferente daquele transcorrido entre t + 1 e ¢ + 2.

Embora o modelo de tomada de decisao descrito acima seja bastante genérico, existem
alguns cendrios que nao podem ser representados por ele de maneira adequada. Esse €
o0 caso, por exemplo, de problemas em que a interagdo do agente com o ambiente se da
ininterruptamente. E possivel modificar o modelo adotado para contemplar essa situagio,
mas esse assunto foge ao escopo deste trabalho. Para uma descricdo detalhada dessa
e outras generalizacdes do modelo acima, o leitor pode recorrer ao excelente livro de

Puterman [128].

2.1.1 A propriedade markoviana

A discussdo acima pode causar a falsa impressdo de que a dindmica de um ambiente
€ necessariamente deterministica, ou seja, de que a execucdo de uma determinada acdo
a em um estado s; resulta sempre no mesmo estado s;. Embora em alguns casos isso
seja de fato verdade, de uma maneira geral a evolucao de um sistema segue uma dinamica

estocdstica—o que equivale a dizer que existe um certo grau de incerteza associado a cada



2.1 Processos de Decisao de Markov 13

transicdo. E por isso que os problemas estudados neste capitulo sdo as vezes chamados
de problemas de tomada de decisdo seqiiencial envolvendo incerteza. Trata-se de uma
nomenclatura precisa, ndo hd divida, mas longa demais. Daqui para frente, fica entendido

que o termo “problema de tomada de decisdo” se refere ao caso acima.

Matematicamente, a incerteza € incorporada ao modelo de tomada de decisdo através
de uma distribui¢do de probabilidades. Isso significa que o estado s; que segue a execugdo
da acdo a no estado s; € amostrado de uma distribui¢do definida sobre o espago de estados
S. Em outras palavras, existe uma fun¢do P que atribui a cada estado s; € .S um valor
no intervalo [0, 1] representando a sua probabilidade de seguir a transi¢do. A fungdo
P ¢é chamada de funcdo de probabilidade de transicdo. No caso mais geral a fungdo
de probabilidade de transi¢do depende de toda a histéria do sistema até o instante ¢, o
que torna a descri¢cdo do modelo uma tarefa complexa do ponto de vista computacional.
Felizmente, sabe-se que em muitos casos € possivel fazer uma simplificagao substancial
que ndo acarreta qualquer perda de informacdo. Isso ocorre quando a dindmica de um
sistema apresenta a propriedade markoviana. Em um sistema markoviano a defini¢cio
do estado s; que segue a execugdo da acdo a no estado s; depende unicamente destes
dois ultimos, ou seja, a probabilidade de ocorréncia do estado s; € dada por uma fungio
P(sj|si,a). Como aqui serdo considerados apenas espagos de agdes finitos, é possivel
desmembrar a funcdo P em uma familia de funcdes P¢, uma para cada agcdo a € A.
Nesse caso,

P(sj|si) = P(sy]si,a).

Essa modificagdo ndo € essencial, mas ela simplifica consideravelmente a discussdo sub-
seqiiente. Em geral, considera-se que

S|
Z P“(s;]s;) = 1 paratodo a € A.

j=1
Embora essa restri¢cdo ndo seja estritamente necessdria [128], no que segue vou considerar

que ela seja atendida.

Em um sistema markoviano a recompensa que segue uma transicdo também inde-
pende das transicdes anteriores. Na formula¢do mais geral do modelo de tomada de

o~ . o~ a ~
decisdo a recompensa r associada com a transi¢cdo s; — s; depende nio apenas de s;
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e a, como também de s;. Nesse caso, considera-se que as recompensas sejam dadas por
uma familia de fungdes R® : S x S +— R definidas de maneira andloga as funcdes P°.
Especificamente, a recompensa resultante da transi¢do s; — s; seria dada por R%(s;, s;).
Para garantir a regularidade do modelo, normalmente exige-se que as fungdes R sejam

limitadas, 18so €,
|R*(si,57)| < Tmax < 00, paratodo s;,s; € Setodoa € A.

Observe que como ndo se pode saber de antemdo o estado resultante de uma transicao
(a ndo ser em problemas deterministicos), ndo faz muito sentido do ponto de vista do
agente distinguir as recompensas de acordo com o estado s;. Freqiientemente, o que
importa para a solucdo de problemas de tomada de decisdo seqiiencial é o valor esperado
da recompensa associada com s; e a, dado por

S|

r(s;) = ZRG(% s7)P*(s;ls:)- 2.1)

J=1
No caso de problemas de tomada de decisao episddicos, em que o agente interage com o
ambiente por um periodo finito de tempo, pode-se incluir um estado terminal s; a0 modelo

simplesmente fazendo P%(s;|s;) = 1 e r%(s;) = 0, paratodo a € A [161].

A familia de funcdes P“ e r* definem um processo de decisdo de Markov, ou simples-
mente MDP!. Os MDPs fornecem uma descricdo formal de um problema de tomada de
decisdo seqiiencial. Eles constituem o modelo fundamental que serviu de base para o de-
senvolvimento de toda a teoria da programagdo dinamica, que serd estudada na proéxima
secdo. Neste trabalho serdo considerados apenas problemas que podem ser modelados
como um MDP. Fica entendido, portanto, que o termo “problema de tomada de decisdo

seqiiencial” se refere a problemas que atendam a propriedade markoviana.

Quando o espago de estados S € um conjunto finito, € possivel representar as fungdes
P : S xS~ [0,1]er®: S +— R de forma matricial. Nesse caso, cada fungdo P*
¢ uma matriz P € RISXISI, O elemento p;; representa a probabilidade de transi¢éo do
estado s; para o estado s; quando a agdo a € executada, ou seja, pf; = P%(sj|s;). Note

que os elementos em uma linha de P* sdo ndo-negativos e t€ém soma 1. As matrizes com

tMarkov decision process (ao longo do trabalho adoto a convengio de utilizar as siglas em inglés, para
facilitar a correspondéncia com a literatura internacional. Veja o Apéndice A para detalhes).
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essa propriedade sdo chamadas de matrizes linha-estocdsticas ou simplesmente matrizes
estocdsticas. As matrizes estocdsticas irdo exercer um papel fundamental nos resultados
tedricos do Capitulo 3. No caso de um MDP, cada matriz estocdstica P* é uma matriz
de transicées. De maneira andloga, pode-se definir os vetores-recompensa r* € RISl em
que r¥ = r%(s;). Note, portanto, que um MDP finito fica definido por um conjunto de |A|

matrizes P® € RISI*I51 ¢ 0 mesmo niimero de vetores r® € R!S!,

Uma premissa bésica quando se usa os MDPs como um modelo de tomada de decisao
é que a dinAmica do sistema subjacente atenda a propriedade markoviana. E importante
que se compreenda exatamente o que significa essa suposi¢do. Considerar que um de-
terminado sistema seja markoviano equivale a dizer que os seus estados contém toda a
informacao requerida para a descri¢ao da sua dindmica. Voltando ao exemplo do automo-
vel, suponha que ao tentar dirigir um veiculo o agente tenha informacao a respeito da sua
posicdo e velocidade. Nesse caso, € possivel prever com bastante precisdo o efeito das
acoes de acelerar ou frear, por exemplo. Como em geral € impraticdvel levar em conside-
racdo todas as forgas agindo sobre o veiculo, é conveniente descrever a sua dinamica em
termos de probabilidades de transicdo. Imagine agora que o velocimetro do automével
ndo esteja funcionando. Sem a informacdo sobre a velocidade, € impossivel determinar
precisamente qual seria o efeito de acelerar ou frear o veiculo. Ou seja, os estados do

sistema deixam de ser markovianos.

Note que € possivel “construir” um estado markoviano utilizando um mecanismo de
memoria. No exemplo dado, bastaria guardar duas posicdes sucessivas do automével para
se ter uma estimativa da sua velocidade. Pode-se argumentar, portanto, que a propriedade
markoviana € uma caracteristica do modelo, e nao do sistema modelado. No entanto, € di-
ficil afirmar com certeza se nos problemas de interesse seria sempre possivel formular um
estado markoviano. Essa €, inclusive, uma questdo com implicagdes filosoficas! Voltarei

a esse assunto no Capitulo 4.
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2.1.2 Politicas de decisao

A estratégia usada pelo agente para selecionar as acdes pode ser formalizada como
uma politica de decisdo. Uma politica de decisdo é essencialmente uma funcdo 7 que
transforma informacao a respeito do ambiente em agdes. Pode-se definir diferentes cate-
gorias de politicas, de acordo com a informacao usada e o valor retornado por essa fungao.
Se a selecdo da acdo a ser executada no estado s; levar em considerag@o todas ou parte
das transi¢cdes executadas até entdo, a politica € dita dependente do histérico. Talvez ndo
muito surpreendentemente, se a decisdo de 7 for baseada unicamente em s;, a politica
¢ dita markoviana. Além disso, ™ pode ser classificada como deterministica ou estocas-
tica. No primeiro caso ela retorna uma acao a especifica em cada estado s;, enquanto no

segundo caso ela retorna uma distribuicio de probabilidades sobre o espaco de agdes A.

As politicas mais genéricas sdo as politicas estocdsticas dependentes do histérico de
transicdes. No outro extremo encontram-se as politicas deterministicas markovianas.
Note que esta dltima categoria representa um caso particular da primeira. E razodvel
supor que o melhor desempenho em um MDP s6 seja alcangado se a busca por uma poli-
tica 6tima for realizada no espaco mais genérico possivel. Felizmente, esse ndo € o caso.
E sabido que no modelo adotado neste trabalho existe uma politica markoviana determi-
nistica cujo desempenho nao pode ser superado por nenhuma outra politica [128, 22]. Na
proxima se¢do deixarei claro o critério usado para avaliar o desempenho de uma politica

de decisao.

Uma politica markoviana deterministica é uma fungdo 7 : S — A que associa cada
estado s; a uma agdo a. As probabilidades de transi¢cdo de um agente que se encontra
no estado s; e age de acordo com 7 sdo dadas por P™(*!)(-|s;), onde 7(s;) € A é a aciio
selecionada por 7 no estado s;. Seguindo raciocinio andlogo, pode-se dizer que o valor
esperado da recompensa a ser recebida nesse estado é ™) (s;). As fungdes P™ e r”
descrevendo o comportamento da politica m ddo origem a um processo de Markov. Um
processo de Markov nada mais € do que um MDP em que ndo existem decisdes a serem
tomadas. Note que as fungdes P* e r? correspondem ao processo de Markov que seria
induzido pela politica 7(s;) = a para todo s; € S. Algumas vezes refere-se as matrizes

P™ isoladamente como cadeias de Markov.
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No caso de um MDP finito, a politica 7 pode ser representada por um vetor em Al°l

em que o :-€simo elemento € a acdo a ser executada no estado s;. Além disso, pode-se

definir a matriz P™ € RI¥*IS| descrevendo as probabilidades de transi¢do da politica 7.

A i-ésima linha dessa matriz corresponderia a linha de mesma ordem da matriz Pr(si),
m(si)

ou seja, p; = p, . Da mesma maneira, os elementos do vetor r™ seriam dados por

rT=r; () A matriz P™ e o vetor r™ definem um processo de Markov finito.

(2

2.1.3 Objetivo do problema de tomada de decisao

Na secdo anterior afirmei que a busca por uma politica 6tima pode se restringir ao
espaco das politicas markovianas deterministicas. Para que seja possivel caracterizar uma
politica 6tima, no entanto, € necessario estabelecer o gué exatamente se pretende otimizar.
O objetivo de um problema de tomada de decisdo seqiiencial € encontrar a politica 7* que
maximize as recompensas recolhidas a longo prazo. Note, no entanto, que essa afirmacao
€ muito vaga para ser usada em um problema de otimizagdo. No restante desta secio

tentarei reformulé-la em termos mais rigorosos.

A defini¢ao precisa do que seria o objetivo em um problema de tomada de decisao
requer uma certa elaboragdo. Para que a tarefa de tomada de decisdo possa ser interpre-
tada como um problema de otimizacdo, é necessario definir uma fungdo-objetivo a ser
otimizada. Suponha por enquanto que o objetivo do agente seja maximizar uma funcado
das recompensas recebidas a partir de um determinado estado s;. Uma escolha 6bvia para
a funcdo-objetivo seria a soma das recompensas recolhidas por 7 a partir de s;:

R™(s;) :Tli—i-ré—l—...%—riT:er, (2.2)

t=1

onde r! é a recompensa recebida por 7 na ¢t-€sima transi¢do da sua interagdo com o am-
biente iniciada em s;. Note, porém, que a fun¢do acima pode se tornar problemdtica nos
casos em que 7' = o0, ou seja, quando a interacdo do agente com o ambiente ndo puder
ser naturalmente dividida em episddios. Nesse caso, se as recompensas forem todas posi-
tivas, por exemplo, torna-se impossivel diferenciar as politicas m—uma vez que todas elas
teriam uma avaliacdo R (s;) = oo. Mesmo no caso de tarefas episodicas a fungio (2.2)

pode causar dificuldades quando existirem politicas de decisdo que nunca atinjam um
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estado terminal [128, 22].

Pode-se impor algumas restricdes a série (2.2) de forma a garantir que ela seja limitada
mesmo quando 7" = oo. Com isso € possivel definir categorias de MDPs para os quais
essa série ¢ uma medida adequada [128]. No entanto, uma solucdo mais genérica que se
aplica a qualquer MDP € introduzir na funcio-objetivo um fator de desconto y. Com ele,

a nova versao da fun¢do a ser maximizada ficaria assim:
T
T i i 2 i T—1,i t—1, i
RY(s;) = v} + s +7°rs 4 o 7" = ) 4, (2.3)
t=1

onde 0 < v < 1. O fator de desconto vy transforma (2.2) em uma série geométrica que
tem convergéncia garantida para qualquer politica 7 [89]. E interessante notar, entretanto,
que esse parametro ndo € apenas um “truque” matemdtico. Em um problema de tomada
de decisdo financeiro, por exemplo, o parametro v cumpriria naturalmente o papel da taxa
de juros. O fator de desconto pode ser interpretado também como um recurso que permite
incorporar ao modelo uma medida da incerteza em relagdo ao futuro. Sob esse ponto de
vista, o pardmetro 7y representaria a possibilidade de a série (2.3) ser interrompida por
eventos como faléncia de uma firma em um modelo econdmico, falha do sistema em um

modelo de producdo ou morte de um animal em um modelo ecoldgico [128].

Embora a série (2.3) seja mais bem-comportada do que (2.2), ela ainda ndo constitui
uma escolha adequada como fun¢do-objetivo para o processo de otimizacao. Isso porque
essa série representa o desempenho da politica m em uma interacdo especifica com o
MDP. Lembre-se que as transicdes de um MDP ndo sdo necessariamente deterministicas,
e portanto (2.3) pode ser uma medida bastante distorcida da verdadeira qualidade de 7.
Para enxergar isso, imagine que o problema em questao seja o jogo de xadrez usado como
exemplo no inicio deste capitulo. Suponha que 7 represente a estratégia de jogo usada
pelo paciente Jimmie. Usar (2.3) como critério de avaliagdo seria 0 mesmo que julgar a
qualidade do xadrez de Jimmie baseando-se em um tnico jogo. Nao € preciso um Oliver

Sacks para perceber que se trata de uma medida inadequada.

Fica claro, portanto, que a avaliacdo de uma politica 7 deve refletir a expectativa
em relacdo ao seu desempenho no MDP. Matematicamente, isso corresponde ao valor

esperado de R, (s;) calculado em relagdo a politica . O valor esperado E™{R,(s;)} é a
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soma de todos os valores possiveis de (2.3), cada um ponderado pela sua probabilidade

de ocorréncia. Ele pode ser escrito como:

T
E™{R,(s:)} = B th“ = TE ). 24)
t=1

O valor esperado da recompensa recebida na primeira transi¢io de 7 é r™*9)(s;). Seguindo
a mesma légica usada em (2.1), pode-se calcular o valor esperado da recompensa recebida

por 7 na segunda transicao:

S|
E™{ry} =) P (s;ls:)r™0)(s,). (2.5)
j=1
Indo um passo além, pode-se escrever
IS| El
E™{r3} = Z P (s5]5:) Y PTED (sy]5)r™ W (sy,), (2.6)
k=1

que fornece o valor esperado da recompensa recebida na terceira transi¢do de m no MDP.
Prosseguindo com esse raciocinio, € possivel (pelo menos em principio) calcular a expec-
tativa em relacdo a recompensa recebida por m em cada transi¢do futura. Uma maneira
intuitiva de enxergar a expressao (2.4) € a seguinte: imagine que um agente seguindo a
politica 7 executasse um ndmero infinito de episddios, todos eles iniciados no estado s;.
Nesse caso, E™{R,(s;)} representaria o valor médio de (2.3) em todos esses epis6dios.
No caso de tarefas ndo-episoddicas, a interacdo do agente com o ambiente se reduziria a
um tnico episédio de comprimento infinito, e E7{R,(s;)} seria a soma descontada das

recompensas recebidas assintoticamente a partir de s;.

A func¢do (2.4) constitui uma medida adequada para avaliar o desempenho de uma
politica m. Do ponto de vista pratico, no entanto, o seu uso depende da solucdo de duas
questdes. A primeira delas € 6bvia: como efetivamente calcular (2.4)? Executar um
numero infinito de episédios com a politica 7 estd evidentemente fora de questdo. Além
disso, a expressao (2.4) representa o desempenho de 7 a partir de um estado especifico.
Em geral, o objetivo em um problema de tomada de decisdo € encontrar uma politica que
apresente um bom desempenho em todo o espacgo de estados S. Existiria uma politica 7*
que maximiza (2.4) para todo s; € S? Essas duas perguntas comecam a ser respondidas

na préxima secao.
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2.2 Programacio Dinamica

A programacido dinamica € amplamente reconhecida como a unica solucdo para pro-
blemas de tomada de decisdo seqiiencial que € ao mesmo tempo bem fundamentada te-
oricamente e vidvel computacionalmente [128, 161, 147]. Ela se baseia fortemente no
conceito de funcado de valor, que reflete o desempenho de uma politica de decisdo em um
horizonte de tempo potencialmente infinito. Como sera discutido, todos os algoritmos da
programacao dindmica podem ser vistos como uma coevolugdo entre uma funcao de valor
e uma politica, que competem localmente mas cooperam uma com a outra em uma escala

maior.

2.2.1 Funcao de valor

Um conceito absolutamente imprescindivel para a teoria da programagao dinamica é
aquele de uma fungdo de valor. A funcdo de valor de uma politica 7 associa a cada estado
s; do espago S o valor esperado da série de recompensas recolhidas por 7 a partir desse

estado. Mais sucintamente, pode-se escrever:

Ve S—R
V7T(si) = E™{R,(si)}-

(2.7)

E a partir do conceito de fungio de valor que Bellman estabeleceu uma relacio recursiva
entre os estados de um MDP que ficou conhecida como a equacdo de Bellman [13]. A
equacio de Bellman constitui o cerne dos algoritmos de programagio dindmica. E ela que
torna a busca pela politica 6tima de um MDP um processo computacionalmente vidvel.

No que segue mostrarei como essa equagao pode ser derivada para uma politica 7.

Equacio de Bellman

Considere que o MDP em questdo tenha um espaco de estados finito e horizonte de
interagdo infinito, ou seja, na derivagdo abaixo |S| < co e T' = oo (0s demais casos podem

ser derivados seguindo raciocinio anédlogo, desde que se faca os ajustes necessarios). A
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partir de (2.4) e (2.7) pode-se escrever

Vi(si) = E™{ri+yry+7°r5+ ..}
= E™{ri} + yE™ {r + yri + ¥ + .}

(2.8)

Observe que o termo E™ {r} + 7} + ...} é equivalente a expressdo (2.4), mas nesse caso
a seqiliéncia de recompensas € considerada a partir da segunda transi¢ao do agente. Uma
maneira de interpretar esse termo € imaginar a série (2.4) sendo iniciada em varios esta-
dos s; diferentes. A probabilidade de a seqiiéncia de transi¢Oes se iniciar no estado s;
corresponde a probabilidade de transi¢do de s; para s; quando a acdo (s;) é executada

no primeiro. Seguindo esse raciocinio, pode-se reescrever (2.8) da seguinte maneira:

V(si) = E™{ri} +7 50 P (s]s) B {r] +9rg + 77 + ...}
= B {r{} +7 0 PO (s]s0) ET{R, (5,)}-

Lembrando que E™ {ri} = r™(5i)(s;) e observando (2.7), a expressio acima se torna

V(i) = 1700(ss) 4+ T PO (s V7 (s)), (2.9)
que € a equacgdo de Bellman da politica 7.

No caso de espacos de estados finitos, a equacao de Bellman pode ser escrita de forma
vetorial:

vi =17+ yP"VvT", (2.10)

7z

onde v™ é um vetor em R/°l em que v7 = V7 (s;). A expressio (2.10) deixa evidente que a
equagdo de Bellman de uma politica 7 é na verdade um sistema linear com |S| equagdes.

Logo, a fun¢do de valor de 7 pode ser facilmente determinada como:
= (I—~P™) " 'r™, (2.11)

onde I € a matriz identidade de dimensao |S|. Os fatos de P™ ser uma matriz estocds-
ticae 0 < v < 1 garantem a existéncia e unicidade de uma solucdo para o sistema
acima [50, 22]. Note que a equacdo (2.11) soluciona uma das questdes levantadas no final
da Secdo 2.1.3: a partir dela, é possivel determinar E™{R,(s;)} para todos os estados
s; do espaco de estados. Resta saber como comparar duas politicas com base nas suas

funcdes de valor.
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Politicas 6timas de um MDP

Sejam 7 e w9 duas politicas definidas sobre 0 mesmo MDP. Como o objetivo do pro-
blema de tomada de decisdo € encontrar uma politica que maximize o valor esperado das
recompensas coletadas, pode-se usar as fungdes V™ e V™ como critério para compara-

las. Uma maneira “conservadora” de fazé-lo seria a seguinte:
T > My <= V7 (s;) > V™(s;) paratodo s; € S. (2.12)

Adicionalmente, m; > m se (2.12) se cumpre e V™ (s;) > V™ (s;) para pelo menos um
s; € S. Note que a expressdo (2.12) estabelece apenas uma rela¢do de ordem parcial no
espaco das politicas, uma vez que nem todos os pares de elementos desse conjunto podem
ser diretamente comparados [80]. Por exemplo, é possivel que V™ (s1) > V™(s;), mas
V7™ (s9) < V™ (sq). Nesse caso nada pode ser dito a respeito da ordem de 7 e 75 segundo
o critério adotado. Pode-se suspeitar, portanto, que ndo exista uma unica politica 6tima
7% que maximiza (2.4) sobre S, mas um conjunto formado por politicas que ndo podem
ser superadas em todo o espaco de estados. Se esse for o caso, afirmar que a politica 7
pertence ao conjunto das politicas Otimas significa dizer que ndo existe 7; > 7, embora
possam existir politicas que superem 7 em alguns estados do espaco de estados (i.e.,

V7™i(s;) > V7™ (s;) para alguns estados s; € S, mas ndo todos).?

Tentarei mostrar de uma maneira intuitiva por que existe pelo menos uma politica que
maximiza (2.4) em todo o espaco de estados. Suponha por um momento que isso nao
seja verdade. Entdo, existe um conjunto de politicas 6timas em que cada representante
¢, por assim dizer, “especializada” em uma regido especifica de S—ou seja, a escolha
por uma dessas politicas necessariamente sacrifica o desempenho do agente nas demais
regides do espaco de estados. Imagine agora que se conheca a regido em que cada politica
se comporta de maneira 6tima. Ora, se esse € o caso, pode-se simplesmente “trocar” de
politica de acordo com a regido em que se encontra o agente, sempre escolhendo aquela
que maximiza as recompensas coletadas. Como essa politica hibrida € ela mesma uma
politica vélida, deve existir pelo menos uma politica 6tima que maximiza as recompensas

em todo o espaco .S. Note que, caso exista um conjunto de politicas com essa propriedade,

30 critério (2.12) coincide com a nogio de domindncia usada em problemas de otimizacdo multiobje-
tivo [45]. Nesse contexto o conjunto das politicas 6timas seria chamado de fronteira de Pareto.
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todas elas compartilham a mesma func¢ao de valor V*.

2.2.2 Iteracao de politica

O raciocinio acima deixa claro que existe pelo menos uma politica 7* tal que 7* >
m;, qualquer que seja m;. A pergunta 6bvia, nesse caso, € como encontrar uma dessas
politicas. Existem |A|l®! politicas de decisdo diferentes em um MDP finito. Logo, é
facil projetar um algoritmo que retorne uma politica 6tima para esse MDP: basta gerar as
politicas uma-a-uma, calcular as suas func¢des de valor usando (2.11) e entdo comparé-las
segundo (2.12). Embora esse algoritmo encontre uma politica 7* em um nimero finito de
passos, ndo € dificil perceber que um MDP de tamanho modesto ja tornaria o seu custo
computacional proibitivo. S6 para que se tenha uma idéia, os computadores mais potentes
da atualidade, capazes de executar cerca de 10'® operagdes por segundo, demorariam
mais de dez anos para encontrar a politica 6tima de um MDP com apenas mil estados e
cinco agdes disponiveis. Os algoritmos de programagdo dindmica permitem que a mesma

operacdo seja executada em um computador caseiro em menos de um minuto!

A estratégia usada pelos algoritmos de programacio dinamica € explorar o espaco de
politicas de uma maneira mais eficiente. Ao invés de gerar as politicas candidatas uma-
a-uma, pode-se usar informagao disponivel sobre as politicas criadas anteriormente para
criar novas politicas de uma forma mais inteligente. Todos os algoritmos de programacao
dindmica tém a mesma estrutura bdsica, que consiste em executar alternadamente duas
fases: avaliacdo e melhoria de politica. A avaliagdo de politica € o cdlculo da funcdo de
valor V™ de uma politica de decisdo . Uma das maneiras de implementar essa operacao
¢ usar a expressdo (2.11), mas existem outras alternativas. A melhoria de politica, por sua
vez, consiste em usar a fungdo V'™ para gerar uma politica 7’ > 7. Abaixo mostro como

1sso pode ser feito.

Seja m uma politica qualquer. Suponha que a fun¢ao de valor de 7 tenha sido deter-
minada, possivelmente através de (2.11). E possivel com base nessa funcdo melhorar o
desempenho de 7 em um estado s; isoladamente. Como discutido,V ™ (s;) representa o

valor esperado da série de recompensas coletadas por 7 a partir de s;. Portanto, melhorar
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o desempenho de 7 em s; equivale a aumentar o valor de V™ (s;). Para tal, é necessario
avaliar o efeito de se executar cada acdo a em s; e seguir 7 dai em diante—ou seja, fixa-se
7 nos estados s; # s; e testa-se em s; cada acdo a € A. A politica 7 pode entdo ser mo-
dificada, substituindo-se 7 (s;) pela acdo que resultar no maior actimulo de recompensas.
Essa operacao pode ser realizada de uma maneira simples:

S|

7(s;) € argmax |r®(s;) + VZ P(sjlsi)V™(s5) | - (2.13)
j=1

a€A

Note que (2.13) € vidvel computacionalmente gracas ao conceito de funcdo de valor, que
torna acessivel informagdo a respeito do comportamento assintético do agente. A equagdo
de Bellman também é fundamental, porque € ela que relaciona o valor dos estados do
MDP. E possivel que mais de uma acdo a atinja o mdximo em (2.13). Nesse caso, pode-se
simplesmente escolher uma dessas acOes ao acaso. O resultado da aplicagdo de (2.13) a
uma politica 7 é uma politica 7’ que tem um desempenho tdo bom quanto, se ndo melhor,

do que aquele da politica original—ou seja, 7’ > 7 [128, 22].

Algoritmo

Com os conceitos apresentados até aqui ja é possivel definir um algoritmo de pro-
gramacio dindmica que retorna uma das politicas 6timas de um MDP. Nesse algoritmo
as fases de avaliacdo e melhoria de politica seriam respectivamente as expressoes (2.11)
e (2.13). O algoritmo iniciaria com uma politica arbitraria 7y, cuja fungdo de valor seria
calculada através de (2.11). Com base em V™, uma nova politica m; seria gerada pela
operacao (2.13)—o estado s; envolvido nessa operacdo poderia ser sorteado ao acaso. A
expressao (2.11) poderia entdo ser usada para calcular a funcio de valor de 7, e assim
por diante. Os dois passos acima, avaliacdo e melhoria de politica, seriam executados al-
ternadamente, dando origem a uma seqiiéncias de politicas mg, 71, ..., 7,. Essa seqiiéncia

seria interrompida quando ndo houvesse como melhorar o desempenho da politica atual.

Nao € dificil mostrar com base em resultados da drea que esse algoritmo bdsico con-
vergiria para uma das politicas 6timas de um MDP finito com probabilidade um [22].
Além disso, o algoritmo visitaria o espaco de politicas de uma maneira muito mais efi-

ciente do que a estratégia de gerar-e-testar descrita acima, pois na seqiiéncia de politicas
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geradas m; < ;1. No entanto, esse algoritmo pode ser modificado para tornar a busca
por uma politica 6tima ainda mais eficiente. Note que quando a avaliagdo de politica é
feita pela expressdo (2.11) ela envolve a inversdo de uma matriz |S| x |S|, e portanto
consome um nimero de operagdes aritméticas na ordem de |.S|>.* Parece um desperdicio
de esforco computacional investir um nimero de operacdes dessa magnitude para avaliar
uma politica ;1 que se diferencia de 7; em apenas um estado s; € S. Pode-se, portanto,
pensar em aplicar a operagdo (2.13) ndo apenas a um Unico estado s;, mas a todo o espaco
de estados. Essa modificacdo da estratégia acima da origem ao conhecido algoritmo de

iteragdo de politica [64], mostrado em pseudo-c6digo no Algoritmo 2.1.

Algoritmo 2.1 Iteracdo de politica
Requer P® ¢ RIS¥ISI ro ¢ RISl paracadaa € A,y € [0,1)
Retorna 7 = 7*

7'« vetor aleatério em Al°

repita
e’
V(I —4P™) ™ > Avaliag¢do de politica
para i1 até |S| faca
T —des [ar,g.);mau(ae A (r? +v Z'ji'l pf]v;rﬂ > Melhoria de politica
fim para
até T = 7’

A matriz P™ e o vetor r"™ que aparecem no Algoritmo 2.1 descrevem o processo de
Markov induzido por 7 no MDP. Eles podem ser gerados de forma trivial, como descrito
no final da Se¢do 2.1.2. Para garantir que o Algoritmo 2.1 termine em um nimero finito
de operagdes, € necessdrio estabelecer uma estratégia consistente para escolher uma acao
a € A quando mais de uma delas maximizar (2.13). Sendo, € possivel que o algoritmo de
iterac@o de politica entre em um ciclo em que as mesmas politicas fiquem se alternando
indefinidamente. Essa estratégia de “desempate” na escolha da ac¢do a é representada de
maneira genérica no Algoritmo 2.1 pela fungdo “des.” Se for possivel estabelecer uma
nocdo de ordem entre os elementos de A, pode-se por exemplo realizar a melhoria de

politica escolhendo sempre o menor a € A que maximiza (2.13). Nesse caso, des = min.

. . 7 -
“Press et al. [127] mostram que € possivel inverter uma matriz |S| x |S| em O (|S |1032) operagdes
aritméticas. Como para a argumentag@o deste trabalho essa melhoria € insignificante, vou adotar a no¢ao
usual de que essa é uma operagdo O (|S|?).
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O algoritmo de iteracdo de politica ilustra de maneira clara o mecanismo subjacente
em todos os algoritmos da programac¢do dindmica, em que as operagdes de avaliacdo e
melhoria de politica sdo sempre aplicadas de forma alternada. Como observam Sutton e
Barto [161], essas operacdes podem ser vistas como processos conflitantes. Na avalia-
¢do de politica o objetivo é encontrar uma fun¢do de valor V™ que seja consistente com
uma politica w. Por outro lado, na melhoria de politica procura-se tornar a politica 7
consistente com a informacgdo disponivel em V™. Claramente, a execucio de uma dessas
operacdes afasta a outra do seu objetivo: ao se atualizar a politica 7, a funcao de valor V'™
deixa de representa-la de maneira fiel. Da mesma forma, o cdlculo de V'™ deixa as deci-

soes em 7 incoerentes com a informacao disponivel a respeito da coleta de recompensas.

No entanto, quando se observa essa interacdo do ponto de vista do problema de to-
mada de decisdo, a avaliacdo e a melhoria de politica estdo de fato cooperando entre si
para alcancar o objetivo final, que é encontrar uma das politicas 6timas do MDP. Isso é
conseqiiéncia de um fato fundamental a respeito de um processo de decisdo de Markov:
as politicas étimas sdo as uinicas politicas de decisdo que ndo podem ser melhoradas com
base na sua funcdo de valor. Ou seja, a Unica situacao em que a melhoria de politica ndo
altera uma politica 7 € quando 7 ja é uma das politicas 6timas do MDP. Como em todos
os outros casos o resultado da melhoria de politica € uma politica 7’ > 7, a alternincia
entre essa operacdo e a avaliagdo de politica culmina necessariamente em uma politica
6tima do MDP. Uma maneira de visualizar a cooperagdo entre a avaliacdo e a melhoria
de politica é imaginar que os resultados dessas operagdes sao lugares geométricos que se
intersecionam em um Unico ponto—justamente o pontoem que 7 = 7w e V" = V*. A
Figura 2.2 ilustra essa idéia usando duas retas para representar o espago associado com

cada operacao.

No caso do algoritmo de itera¢do de politica, a avaliacdo de uma politica 7 requer
O(|S|?) operagdes aritméticas, como discutido acima. Essa operagio € representada pe-
las setas pontilhadas na Figura 2.2. A melhoria de politica, representada na figura pelas
setas continuas, € O(|S|?|A]). Sabe-se que a alternincia dessas duas opera¢des converge
garantidamente para uma das politicas 6timas de um MDP [128, 22]. No entanto, o nu-
mero de iteracOes necessarias para que essa convergéncia ocorra € ainda uma questdo em

aberto [92]. Mansour e Singh [93] derivaram uma cota superior de O(2°/|S|) para o nd-
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Figura 2.2: Tteracdo de politica. As setas pontilhadas representam a avaliacdo de politica e
as setas continuas sdo a melhoria de politica. Esta representacao do algoritmo de iteragao
de politica € praticamente uma reprodu¢do de uma das figuras que aparecem na Secao 4.6
do livro de Sutton e Barto [161].

mero de passos executados pela iteracdo de politica, mas, como notam os préprios autores,
esse limite pode estar muito superestimado. Na pratica, a politica 6tima de um MDP € em
geral encontrada em menos de |.S| iteragdes [93]. Adicionalmente, Puterman [128] mostra
que as func¢des de valor V™ das politicas geradas pela iteracdo de politica aproximam-se
da fun¢do V* a uma taxa pelo menos linear. O autor também apresenta condi¢cdes em que

essa convergéncia € quadritica.

2.2.3 Iteracao de politica generalizada

Como em geral |[A| < |S

, 0 custo computacional de cada passo do algoritmo de
iteracdo de politica € dominado pelo célculo da fungdo de valor V™. Esse custo pode ser
reduzido drasticamente se a avalia¢do de politica ndo for feita de maneira exata. Ao invés
de resolver o sistema (2.10) a cada iteragc@o, pode-se usar um método iterativo para obter
uma aproximacdo da func¢do V™. Partindo de uma fung¢do V| arbitrdria, € possivel obter
uma aproximacao tao proxima de V'™ quanto se queira, através da aplicacao sucessiva da
seguinte regra de atualizagdo:

|S]
T (s)=r™60 (s1) + 4 ) PO (s55) VT (s))- (2.14)

j=1
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Note que a expressao (2.14) é simplesmente a equacdo de Bellman convertida em uma
regra de atualizacdo. Se o valor de todos os estados do MDP for atualizado um nimero
infinito de vezes, a seqiiéncia {V{, V", ...} gerada por (2.14) converge para a verdadeira
funcio de valor V™ [128, 22].> A convergéncia da seqiiéncia acima ocorre mesmo se 0s
estados forem atualizados de maneira assincrona. Isso quer dizer que o valor do estado s;

pode ser atualizado vérias vezes entre duas atualizacGes de um outro estado s;.

Embora a seqiiéncia gerada por (2.14) convirja no limite para a verdadeira fungdo V'™,
sO faz sentido adotar essa regra no lugar de (2.11) se a avaliacdo de 7 for interrompida
apds algumas iteragdes. Como cada aplicacdo de (2.14) é O(|S]), a atualiza¢do de todo
o espago de estados consome O(|S]?) operagdes. Portanto, € possivel atualizar | S| vezes
o valor de todos os estados s; € S e ainda manter o tempo de processamento compativel
com (2.11). No entanto, é justamente a possibilidade de alocar esse esfor¢co de computa-
¢do de forma heterogénea sobre o espago S que torna (2.14) uma alternativa particular-
mente atraente [161]. Por exemplo, ao invés de atualizar o valor dos estados um-a-um,
pode-se selecionar um subconjunto de .S que seja considerado importante e atualizar o
valor dos seus estados mais freqilentemente do que o dos demais. E possivel inclusive
adotar um método adaptativo que selecione os estados a serem atualizados em tempo de
execucdo [105, 117]. Se um método eficiente for utilizado na selecio dos estados, pode-se
interromper a avaliagdo de uma politica apds algumas poucas aplicacdes de (2.14). Isso

significa uma grande economia de tempo de computacdo em relacdo a execugdo de (2.11).

Quando a avaliacao de politica € realizada por (2.11), a fun¢do V'™ resultante € exata.
Isso significa que cada aplicac@o de (2.13) a uma politica 7 resulta necessariamente em
uma politica de melhor qualidade. Como o niimero de operagdes aritméticas envolvidas
em cada execucgdo de (2.11) é fixo, faz sentido realizar a melhoria de politica em todo
o espacgo de estados antes de cada avaliagdo. Por outro lado, quando a avaliacdo de po-
litica € feita iterativamente através de (2.14), a fun¢ao de valor resultante é apenas uma

aproximacdo de V™. Nesse caso, a operacdo (2.13) deixa de ser exata. Além disso, o

>Como aqui o espago de estados € finito, dizer que a seqiiéncia { V{7, Vi, ...} converge para V™ equivale
a escrever

lim || vi —=v™ || — 0,
t—o0

onde || - || é uma norma definida em R//[80].
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nimero de operagdes executadas na avaliagdo subseqiiente varia conforme as caracteris-
ticas da politica sendo avaliada. Portanto, pode ser interessante usar (2.13) para atualizar
7 em apenas um subconjunto de .S. Assim como no caso anterior, a selecao dos estados
em que 7 serd modificada pode ser feita segundo varios critérios, inclusive levando em

consideragdo informagdo disponivel apenas em tempo de execucao.

As idéias apresentadas nesta se¢do permitem a definicdo de um algoritmo muito fle-
xivel chamado de iteracdo de politica generalizada [22, 161]. A iteracdo de politica
generalizada € descrita passo-a-passo no Algoritmo 2.2. A diferencga desse algoritmo em
relacdo a iteracdo de politica original é que as fases de avaliacdo e melhoria de politica
podem ser feitas de forma aproximada. Se assintoticamente todos os estados s; € S fo-
rem submetidos um ndmero infinito de vezes as operacdes (2.14) e (2.13), a iteracao de

politica generalizada converge garantidamente para uma politica 6tima do MDP [22].

Algoritmo 2.2 Iteracdo de politica generalizada
Requer P? ¢ RISXISI v ¢ RIS paracadaa € A,y €[0,1), n, € N}

Retorna ™ ~ 7*

7 vetor aleatério em Al

VT (I —~4P™)" 1"

repita
SV« subconjunto de {1,2, ..., |S|}
para k<1 até n faca

para i € SY faca v[ 1] + zgl prUT > Avaliacdo de politica
fim para
ST« subconjunto de {1, 2, ..., |S|}
para i € S faca m;<—des |argmax, . 4 (r? + Eﬁll pfjvj”ﬂ > Melhoria de
politica

até critério de parada satisfeito

Observe que o Algoritmo 2.2 requer um parametro a mais do que o Algoritmo 2.1. O
parametro n, indica o nimero de vezes em que a regra (2.14) serd aplicada a cada estado
selecionado para a avaliacdo. Esse pardmetro pode ser definido em tempo de execugdo,
de acordo com o andamento do processo de avaliacio de uma politica. Note também
que o critério de parada para a iteracao de politica generalizada foi colocado de maneira
genérica. Isso porque essa definicdo depende das estratégias usadas para a selecdo dos

estados onde a avaliacdo e a melhoria de politica serdo realizadas. Por exemplo, se S™ =
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& em uma iteracao, o critério de parada usado no Algoritmo 2.1 pode falhar, porque o

fato de # = 7’ ndo implica na otimalidade dessa politica de decis@o.

A iteragdo de politica generalizada confere grande flexibilidade as etapas de avalia-
¢io e melhoria de politica. E natural perguntar se existe uma maneira Gtima de realizar
essas duas operacdes. Obviamente, quanto mais acuradas sdo a avaliacio e a melhoria de
politica, maior o custo computacional de cada iteracdo do algoritmo. Em compensacdo,
isso também tende a diminuir o nimero total de iteracdes. Uma maneira de visualizar
essa questdo é comparar a Figura 2.2 com a Figura 2.3 abaixo. No primeiro caso tanto
a avaliacao quanto a melhoria de politica sdo realizadas de maneira exata. Isso reduz o
numero total de itera¢des, mas aumenta o nimero de operacdes aritméticas realizadas em
cada uma delas. A Figura 2.3 ilustra o caso em que a avalia¢do e a melhoria de politica
sdo realizadas em apenas um subconjunto de S a cada iteracdo. O resultado, como era
de se esperar, é um nimero maior de iteracdes mais curtas. E razodvel supor que exista
um compromisso entre comprimento e nimero de iteracdes que minimize o nimero total
de operacdes aritméticas realizadas pelo algoritmo. Embora isso seja verdade para um
MDP especifico, ndo parece haver uma resposta para essa questao que se aplique a todos
os casos. Em outras palavras, o algoritmo que minimiza o ndmero total de operagdes
na busca por uma politica 6tima depende das caracteristicas do processo de decisdo de

Markov [128, 22].

Figura 2.3: Iteragdo de politica generalizada.
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2.2.4 Iteracao de valor

Suponha que na iteragdo de politica generalizada a avaliacdo e a melhoria de politica
sejam sempre realizadas em todos os estados do MDP, ou seja, suponha que no Algo-
ritmo 2.2 S¥ = S™ = S em todas as iteragdes. Nesse caso, fazendo n, = oo tem-se
de volta a iteracao de politica convencional. O outro extremo, quando n, = 1, também
corresponde a um conhecido algoritmo de programacdo dindmica, chamado de iteracdo

de valor [13]. A iteracdo de valor € mostrada em pseudo-cédigo no Algoritmo 2.3.

Algoritmo 2.3 Iteragdo de valor
Requer P? ¢ RISXIS| yo ¢ RIS paracadaa € 4,7 €[0,1),c € R
Retorna v =~ v*

v/« vetor aleatério em R!S!
repita
v—v’
. Z 4 a IS|  a
para i1 até | S| faca v;— max,ca (ri + D0 piv;
até | v —v | <e

Quando as operagdes (2.14) e (2.13) sdo aplicadas uma dnica vez de forma alternada,
elas podem ser combinadas para formar uma tnica regra de atualizacdo. Nesse caso, ao
invés de realizar a melhoria de politica de maneira explicita, basta aplicar (2.14) ao que

seria o resultado da operacdo (2.13). Simbolicamente, isso significa que

Vis)er 75 pVisy), com o € argmax,e, |1t + 9 S, iV (s)

equivale a
IS

V(si)emax |1+ piV(s))

J=1
A aplicagdo da regra de atualizagdo acima a todos os estados de um MDP envolve O(|S|?| Al)
operagdes. Algumas vezes é conveniente representar essa operagdo como um mapea-

mento definido como

T: RIS— R
(2.15)
Tv = maxgeq (r* + yP%V),

em que a operagdo “max’ deve ser aplicada elemento-por-elemento. Normalmente o

mapeamento T € referenciado como o operador da programagdo dindmica. Pode-se
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mostrar que T é uma contragio em R/®! cujo ponto fixo é a fun¢io v*, o que implica

lim T"v — v*,

n—oo
qualquer que seja v [80, 22]. Ou seja, partindo de qualquer vetor v € RI®!, a aplicacio
sucessiva do operador T origina uma seqiiéncia que converge eventualmente para a funcao
de valor 6tima do MDP. Note que o resultado € valido mesmo se o vetor v ndo representar

a fun¢do de valor de uma politica 7.

A partir da discussdo acima, fica claro que a seqiiéncia {v,, v,, ...} gerada pelo al-
goritmo de iteracdo de valor converge assintoticamente para v* (ndo custa lembrar que a
partir de v* € possivel determinar todas as politicas 6timas de um MDP usando (2.13)).
Evidentemente, em uma implementacdo real ndo se pode esperar um nimero infinito de
iteracdes, e por isso € conveniente definir uma vizinhanca em torno de v* dentro da qual
uma solugdo v € satisfatéria. William e Baird [186] mostram que se o critério de parada

do Algoritmo 2.3 for definido como

(1—7)

2.16
27 & ( )

v ="l <

onde || - ||~ é a norma do médximo, a politica 7 retornada pela itera¢do de valor é e-Gtima,
ou seja,

| v—v* e <e.

Isso significa que ao seguir 7 ao invés de 7* o agente deixa de coletar, no maximo, &
unidades de recompensa, independentemente do estado onde ele iniciou a sua interacdo
com o ambiente. No entanto, sabe-se que se v estiver suficientemente préxima de v*,
a politica derivada dessa fungao € 6tima [20, 22]. Na prética, portanto, basta selecionar
¢ suficientemente pequeno para garantir que a politica retornada pela iteracdo de valor
colete o miximo possivel de recompensas no MDP. Como a regido em torno de v* que
origina politicas 6timas varia de caso para caso, pode-se combinar o Algoritmo 2.3 com
técnicas de identificacdo de agOes sub-Otimas para garantir a otimalidade da solucao en-

contrada [128].

chamada de sincrona, porque o valor de todos os estados € atualizado com base em
uma fung¢do de valor fixa. Em uma implementacdo em computador, isso significa que dois

vetores v e v’ sdo utilizados para representar duas versdes sucessivas da fungao de valor.
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E possivel usar apenas um vetor v, o que significa que valores recém-calculados estariam
imediatamente disponiveis para atualizagdes posteriores. Esta seria a versdo assincrona
do algoritmo [21]. Uma maneira de entender a diferenca entre as versdes sincrona e
assincrona da iteracdo de valor € comparar os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel para a
solucdo de sistemas lineares [127]. Assim como a iteracdo de valor original, a iteracao
de valor assincrona converge para a funcdo de valor 6tima do MDP [22]. De fato, existe
alguma evidéncia de que a atualizacdo assincrona dos estados acelera a convergéncia do

algoritmo [161].

2.2.5 O espaco da programacao dinamica

A iteragcdo de politica generalizada é um algoritmo genérico que tem a iteracdo de
valor e a iteracdo de politica como casos particulares. Embora estes tltimos sejam sem
duvida os algoritmos mais conhecidos da programacao dinamica, eles representam apenas
duas das intimeras configuracdes possiveis do Algoritmo 2.2. Uma maneira de visuali-
zar essa questdo € imaginar a iteracdo de politica generalizada definindo um espaco de
algoritmos, como mostra a Figura 2.4. Cada algoritmo € caracterizado por trés varidveis:
o numero de estados envolvidos na melhoria de politica, o nimero de estados envol-
vidos na avaliacdo de politica e o nimero n, de atualizacdes executadas nesta ultima.
Note que o caso em que n, = oo pode ser interpretado como a substituicao de (2.14)
por (2.11). Desde que todos os estados sejam selecionados um nimero infinito de vezes
para a atualizacdo, os algoritmos pertencentes ao espago mostrado na figura convergem

assintoticamente para a funcdo de valor 6tima V'* [22].

Como mostra a Figura 2.4, a iteragcdo de politica corresponde ao caso em que tanto a
funcdo V'™ quanto a politica 7 sdo atualizadas em todo o espaco de estados a cada iteracao.
Além disso, a atualizacdo de V'™ € feita de maneira exata (n,, = 00). Se os estados forem
atualizados com apenas uma aplicacdo de (2.14), ou seja, se n,, = 1, a iteracdo de politica
se transforma na iteracio de valor sincrona. A versdo assincrona desse algoritmo corres-
ponde ao caso em que apenas um estado do espago .S € atualizado a cada iteragdo. Nesse
caso, as operacoes (2.14) e (2.13) sdo aplicadas de forma alternada a cada um dos estados

s; € S. Pode-se pensar em outros algoritmos que representam configuracdes intermedia-
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Figura 2.4: Espaco dos algoritmos de programacdo dindmica. Como as trés varidveis
sdo discretas, pode-se imaginar esse espaco como uma malha tridimensional em que cada
ponto representa um algoritmo. Contanto que as restricdes tedricas sejam respeitadas,
todos os algoritmos retornam a fungao de valor 6tima de um MDP.

rias entre esses casos extremos. E possivel, por exemplo, atualizar a politica 7 em apenas
um subconjunto de S e aplicar (2.14) prioritariamente aos estados mais afetados com essa
mudanca [105, 117]. Embora o nimero de estados envolvidos na avaliacao de politica ndo
tenha que coincidir com a quantidade de estados em que 7 € atualizada, configuracdes em
que existe uma grande discrepancia entre esses dois valores fazem menos sentido (um

exemplo de um algoritmo desse tipo foi dado no inicio da Secdo 2.2.2).

Note que o critério usado para distinguir os algoritmos na Figura 2.4 € insensivel a al-
gumas de suas caracteristicas. Por exemplo, na iteracao de valor assincrona os estados sdo
submetidos um-a-um as operacgdes (2.14) e (2.13). Pode-se pensar em uma versao desse
algoritmo em que o estado a ser atualizado € amostrado de uma distribui¢do definida em
S (contanto que todos os estados tenham uma probabilidade ndo-nula de serem selecio-
nados, a convergéncia assintdtica do algoritmo nao € afetada). Na Figura 2.4 ambas as
versoes da iteracdo de valor seriam identificadas como o mesmo algoritmo. Além disso, é
totalmente plausivel pensar em mudar o nimero de estados atualizados em cada iteracdo
de um determinado algoritmo, de acordo com o andamento do processo de aprendizagem.
Nesse caso, cada iteragdo do algoritmo em questdo seria representado por um ponto na

Figura 2.4.
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Técnicas avancadas

Todos os algoritmos discutidos até aqui podem ser considerados como “métodos pa-
droes” para a solucdo de um MDP. No caso de aplicagdes reais, é aconselhdavel combina-
los com técnicas mais avangadas para diminuir o custo computacional por iteragdo ou
acelerar a convergéncia. Por exemplo, Puterman [128] mostra uma versao modificada da
iteracdo de valor que apresenta um desempenho significativamente superior ao da ver-
sdo original do algoritmo. Na iteracdo de valor relativa, o vetor v é normalizado a cada

iteracdo, da seguinte forma:

u=v-—yv,
em que v; = I_él Z‘f’:‘ 1 Vj, para todo 7. Além disso, o critério de parada (2.16) € substituido
por
1 —
sp(u—u’) < —( 7)8,
Y
onde

sp(u) = max u; — min u;.
(2 2

Puterman mostra que com essas modificacdes simples o Algoritmo 2.3 deixa de executar
uma série de iteragdes desnecessdrias, o que resulta em uma convergéncia mais rapida
para uma politica e-6tima. Dependendo das caracteristicas do MDP, a redu¢@o no nimero

de iteracdes executadas pelo algoritmo pode ser dramética [128].

Outras técnicas podem ser utilizadas para melhorar o desempenho ndao somente da ite-
racdo de valor, como também dos demais algoritmos mostrados na Figura 2.4. Por exem-
plo, existem métodos que permitem a identificacdo e eliminagdo de a¢des sub-6timas de
um problema, o que diminui consideravelmente o custo computacional da busca por uma
politica 6tima de um MDP [128]. Uma outra maneira de reduzir o nimero de operagdes
executadas na solucdo de um MDP € durante a avaliacdo de politica agregar dinamica-
mente os estados do problema com valores parecidos [18]. Finalmente, pode-se utilizar
implementagdes paralelas dos algoritmos discutidos neste capitulo, o que reduz drastica-

mente o seu tempo de execugcdo em ambientes com varios processadores [19, 21].
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2.2.6 Um paragrafo de historia

A origem da programac¢do dindmica € em geral associada com o trabalho de Bellman,
que foi quem cunhou o nome da disciplina [13, 14, 15]. No entanto, Puterman [128]
afirma que a programacdo dinadmica tem raizes mais antigas, com destaque para os tra-
balhos de Wald [171] e Massé (descrito em inglés por Gessford e Karlin [48]). Um
marco para a area foi a publicacdo do livro de Howard [64], o primeiro autor a estudar
em detalhes a formulac@o do problema com recompensas descontadas. Howard também
propds o algoritmo de iteragao de politica de forma independente de Bellman, que o cha-
mava de “aproximacdo no espago das politicas” [13]. Alguns anos mais tarde Puterman e
Shin [129] apresentaram uma versdo desse algoritmo chamada “iteragcdo de politica mo-
dificada,” que estd estreitamente relacionada com o algoritmo discutido na Secdo 2.2.3.
Atualmente a quantidade de livros disponiveis sobre a programac¢do dinamica dificulta
uma listagem exaustiva dos titulos. Dentre eles, os livros de Ross [133], Bertsekas [20]
e Puterman [128] sdo freqiientemente citados como referéncias importantes da drea. Pu-
terman apresenta a programacdo dindmica de uma maneira bastante genérica e discute
algumas aplicacdes interessantes. De acordo com ele, muitas outras aplicagdes podem ser
encontradas no trabalho de White [177, 178]. Bertsekas e Tsitsiklis [22] também apresen-
tam uma introducdo ao assunto, além de resultados tedricos importantes da area—embora

a énfase do seu livro seja o uso de aproximadores na programag¢do dinamica.

2.3 Aprendizagem por Reforc¢o

Em poucas palavras, aprendizagem por reforco é a programagdo dindmica sem um
modelo. Ou seja, a aprendizagem por refor¢o engloba todas as técnicas desenvolvidas

para encontrar a politica 6tima de um MDP quando nao se conhece as fungdes P* e r°.

A primeira idéia que vem a cabeca quando ndo se tem um modelo do problema de
tomada de decisdo € construir um. No caso da aprendizagem por refor¢o, a construgcao de
um MDP pode ser feita a partir de um conjunto de transi¢des (s;,a,r, s;), onde s; € um

dos resultados possiveis da execucdo de a em s;, e r é a recompensa associada a transi¢ao

Bertsekas e Tsitsilis [22] chamam esse algoritmo de “iteracio de politica assincrona.”
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s = s;. Suponha que exista uma amostra de transi¢des S para cada acdo a € A, isso
¢, o conjunto S* contém todas as transi¢des em que a acdo a foi executada. Com base
nessa informag¢do, pode-se facilmente construir uma aproximac¢do da fun¢do de transi¢do
P®. Seja S C S o subconjunto de S* formado por todas as transi¢des iniciadas em s;,
e seja 57; C .S{ o subconjunto deste dltimo composto pelas transi¢des terminadas em s;.
Nesse caso, a aproximacao da funcdo de transicdo seria dada por:

_ IS5

2.17)

Se os estados s; € Sf; forem amostrados segundo P(-|s;), ndo € dificil perceber que
P?(s;]s;) — P(s;j|s;) quando |S¢| — oo [85]. Raciocinio andlogo vale para a aproxi-
macao das funcdes de recompensa r*. Conclusdo: pode-se construir uma aproximagao
de um MDP tdo precisa quanto se queira, bastando para isso que cada a¢do a € A seja

tentada um nimero suficientemente grande de vezes em todos os estados s; € .S.

A abordagem acima € uma alternativa vidvel para a solu¢do de problemas de tomada
de decisdo de pequeno porte. No entanto, a medida que o ndmero de estados e agdes
do problema comega a crescer, a sua aplicacdo comeca a ficar problematica. Imagine o
caso do jogo de xadrez, que vem sendo usado como exemplo neste capitulo. Suponha
que o objetivo fosse desenvolver um programa de computador para derrotar um jogador
especifico—o russo Kasparov, por exemplo. Nesse caso, cada estado do modelo cor-
responderia a uma configuracdo diferente do tabuleiro e as acdes seriam 0os movimentos
permitidos em cada posic@o. As probabilidades de transicao entre os estados seriam deri-
vadas da estratégia de jogo de Kasparov. Uma possibilidade para modelar essa estratégia
seria apresentar ao jogador todas as configuragdes possiveis do tabuleiro e perguntar-lhe
qual seria a jogada escolhida em cada situacdo. A partir dessa informacdo seria rela-
tivamente ficil determinar a dindmica do MDP resultante usando a abordagem descrita
acima. Note, no entanto, que embora |S| e | A| sejam niimeros finitos nesse exemplo, eles
sdo grandes demais para permitir a constru¢cdo de um MDP dessa maneira. Para que se
tenha uma idéia, em seu artigo classico Shannon [146] estima que o nimero de configura-
¢des possiveis do tabuleiro de xadrez gira em torno de 10*. Mesmo que Kasparov levasse
apenas um segundo para avaliar cada posi¢do, ainda assim seriam necessarios 3.17 x 10

anos para que todos os estados fossem avaliados.
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Mas seria essa a melhor alternativa para se construir um MDP? No jogo de xadrez
alguns estados sdo claramente mais importantes do que outros, ndo apenas por represen-
tarem situagdes mais criticas, como também por ocorrerem mais freqiientemente. Um
exemplo extremo € a configuragdo inicial do tabuleiro, que ocorre necessariamente em to-
dos os jogos. Da mesma forma, existem configuracdes do tabuleiro que, embora vélidas,
representam situagdes tdo improvaveis que ignord-las completamente nao traria maiores
prejuizos. Seria natural, portanto, focar a constru¢do do modelo nos estados que t€ém uma
grande probabilidade de ocorrer em um jogo contra Kasparov. Note, no entanto, que a
identificacdo precisa de tais estados depende do conhecimento da estratégia usada pelo

jogador—exatamente aquilo que se estd tentando modelar!

O cendrio acima ilustra o paradoxo fundamental enfrentado pela aprendizagem por
refor¢o: em geral deseja-se obter informacgdo a respeito de um problema de forma inte-
ligente, mas isso depende justamente da informacdo que se pretende obter. A solugdo é

tornar a coleta de informacao parte do problema.

2.3.1 O dilema entre exploracao e perscrutacao

Suponha que o objetivo seja calcular a funcdo de valor de uma politica 7. Como
discutido na Secao 2.2.3, uma das maneiras de fazé-lo € aplicar sucessivamente a regra de
atualizacdo (2.14) a todos os estados do espago de estados. Também mencionado naquela
secdo € o fato de as atualizagdes nao precisarem ser feitas de maneira sincrona; desde que
todos os estados sejam atualizados um ndmero infinito de vezes, o processo converge para
a verdadeira funcdo de valor V™. Uma conseqiiéncia disso € que, ao invés de atualizar os
estados do MDP um-a-um, pode-se amostrd-los de uma distribui¢do de probabilidades
definida sobre o espaco S. A tnica restricdo em relagdo a distribuicdo é que todos os

estados tenham uma probabilidade ndo-nula de serem selecionados.

A escolha mais 6bvia seria amostrar os estados de uma distribui¢do uniforme em
S. No entanto, essa abordagem ndo oferece nenhum beneficio aparente em relagdo a
estratégia de simplesmente “varrer” todo o espaco de estados a cada avaliagdo de politica.

Uma possibilidade mais atraente seria atribuir a cada estado s; uma probabilidade de
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ser selecionado proporcional a sua importancia para o processo de decisao. No entanto,
como discutido acima, a importincia de cada estado ndo pode em geral ser determinada
de antemao. Uma terceira possibilidade € amostrar os estados de acordo com uma politica

de exploragao.

Uma politica de exploracdo 7. define uma distribuicao de probabilidades sobre os es-
tados de S. Formalmente essa distribui¢do corresponde a distribuicdo estaciondria da
cadeia de Markov induzida por m. no MDP [22], mas aqui basta saber o seguinte: se a po-
litica de exploragdo for tal que todos os estados possam ser alcangados pelo agente, entdo
7 pode ser usada para selecionar os estados que terdo os seus valores atualizados. Basta
iniciar o agente em um estado qualquer e aplicar (2.14) a cada transicao executada por ele
ao seguir 7, na sua interagdo com o MDP. Uma vantagem 6bvia dessa estratégia é que a
aprendizagem pode ocorrer em tempo real, ou seja, enquanto o agente interage com o am-
biente. Um exemplo de como isso pode ser feito é dado no Algoritmo 2.4. Obviamente,
esse algoritmo pode ser modificado para contemplar o caso em que a aprendizagem deve
ocorrer offline: basta guardar a trajetdria percorrida pelo agente e posteriormente apli-
car (2.14) a seqiiéncia de estados que compdem essa trajetéria. E trivial também adequar

o algoritmo a tarefas ndo-episddicas.

Algoritmo 2.4 Avaliacdo iterativa de politica
Requer P? ¢ RISXIS| v ¢ RISl paracadaa € A,y €[0,1), 7, 7, € A
Retorna v™

v™« vetor aleatério em R/°!
repita
i«<— nimero aleatério em {1, 2, ..., |S|}
repita
V1T + ZLSL pivy
transi¢ao s; o, Sj
até s; € um estado terminal

até critério de parada satisfeito

Observe a existéncia de duas politica distintas no Algoritmo 2.4: a politica 7, cuja
funcdo de valor pretende-se calcular, e 7., que € a politica de exploragdo. Embora o agente

siga esta dltima, as atualizacdes (2.14) sdo feitas de acordo com a primeira. Uma pergunta
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que surge naturalmente neste contexto € por que ndo fazer simplesmente m = 7. De fato,
isso pode ser feito, contanto que 7 resulte em uma probabilidade ndo-nula de o agente
alcancar todos os estados do MDP. Se alguns estados forem ignorados, a funcdo de valor
retornada pela avaliacdo iterativa de politica ndo refletird o verdadeiro desempenho de m—
o que pode distorcer a politica que seria derivada de V'™ através de (2.13). Como em geral
a politica m ndo apresenta as caracteristicas necessdrias a uma politica de exploragao,
costuma-se definir esta dltima como uma versao ligeiramente modificada da primeira.
Uma das estratégias mais simples € selecionar as agdes de acordo com 7 na maioria das

vezes, mas a cada transicdo escolher com probabilidade w uma ag¢do ao acaso [161, 71].

Note que se a politica de exploracdo for baseada em 7, a estratégia de amostragem
usada no Algoritmo 2.4 pode ser vista como uma maneira indireta de selecionar os es-
tados segundo a sua importancia para o problema de tomada de decisdo. Basta lembrar
que o Algoritmo 2.4 estd inserido no contexto de iteracao de politica generalizada (Algo-
ritmo 2.2). Mais especificamente, esse algoritmo implementa a avaliagdo de politica, que
serd seguida da fase de melhoria de politica. Como a politica 7 estd sendo sucessivamente
refinada, € razodvel esperar que com o passar do tempo essa politica passe a visitar apenas
as dreas mais importantes do espaco de estados. Uma maneira de visualizar essa evolugcao
¢ imaginar um aprendiz de xadrez, que aos poucos deixa de fazer jogadas improvaveis e
passa a encontrar apenas as configuragdes do tabuleiro com que normalmente se deparam

jogadores razoaveis.

Observe, no entanto, que para melhorar o seu jogo o aprendiz precisa “arriscar’ de vez
em quando. No caso da aprendizagem por reforco, isso € representado pelo parametro de
exploracdo w. Quanto menor esse parametro, mais proxima € a politica 7, de 7. Por um
lado, isso concentra a experiéncia do agente nas regides mais importantes do espaco .S,
pelos motivos discutidos acima. No entanto, isso também impede que o agente descubra
informacdes novas a respeito do problema, informacgdes essas essenciais para 0 processo
posterior de melhoria de politica. Este € o famoso dilema entre exploragdo e perscrutacdo
da aprendizagem por reforco. Infelizmente, ainda ndo hd uma solucao definitiva para esse
dilema. Embora existam métodos de explora¢do bem fundamentados teoricamente que se
aplicam a cendrios especificos, a postura mais comum € usar heuristicas simples como a

descrita acima [167, 70]
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2.3.2 Diferencas temporais

O Algoritmo 2.4 permite que a avaliacdo de uma politica seja feita on-line, ou seja,
enquanto o agente interage com o ambiente seguindo uma politica de exploracdo. No
entanto, esse algoritmo pressupde o conhecimento das funcdes P* e r“, o que viola a
premissa bdsica da aprendizagem por reforco. Felizmente, uma andlise mais cuidadosa
revela que essas fungdes ndo sdo indispensaveis. Basta lembrar que P™(+|s;) é uma dis-
tribuicao de probabilidades. Assim, ao invés de atualizar o valor de s; com base em todas
as transi¢oes possiveis a partir desse estado, pode-se fazé-lo considerando uma transi¢ao
especifica amostrada de P™(+|s;). Do ponto de vista pratico, isso significa que a transi¢do

W(Si) . . ~
s; — s; resulta na seguinte atualizagdo:

V7(s)=V™(s;) + alr +9V7(s;) — V™(s;)], (2.18)

onde o € [0,1] é a taxa de aprendizagem. A atualizagdo (2.18) pode ser vista como a
versao incremental da regra (2.14). Uma maneira de entendé-la € imaginar que a cada
atualizagdo o valor de V" (s;) € movido ligeiramente no sentido de r + V™ (s;). Como r
e s, sdo amostrados de acordo com 7, as atualizagdes convergem para E™{r + V7 (s;)},
que € justamente o lado direito da regra (2.14). Note que o valor-alvo das atualizacdes s6
¢ conhecido um instante de tempo apés a execugdo da acdo 7(s;). Por isso, convencionou-

se chamar (2.18) de método das diferencas temporais (TD') [157].

O método TD € considerado uma das maiores contribui¢des da comunidade de inteli-
géncia artificial ao estudo de problemas de tomada de decisdo seqiiencial. Ele permite que
a aprendizagem ocorra em tempo real sem a presenca de um modelo. Se todos os estados
do MDP tiverem o seu valor atualizado um nimero infinito de vezes pela regra (2.18), o

processo converge eventualmente para a verdadeira fun¢do de valor de 7 [157].

Como cada aplicacdo de (2.18) resulta em uma modificagdo pequena da funcao V'™,
em alguns casos a convergéncia do método TD pode ser muito lenta. Uma maneira de ali-
viar esse problema é usar uma atualiza¢do com rastro’. A motivacdo da atualizacdo com
rastro vem da seguinte constatacdo: quando o estado s; tem o seu valor modificado, o

valor de todos os estados que levam a s; também € alterado. Assim, ao invés de restringir

YTemporal differences
YEligibility traces
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a aplicacao de (2.18) ao pentltimo estado visitado pelo agente, pode-se estendé-la a toda
a trajetoria executada até entdo. Evidentemente, a modificacdo deve ser mais intensa nos
estados visitados mais recentemente. Uma analogia que pode ser esclarecedora € o pro-
cesso usado pelas formigas para encontrar o caminho mais curto até uma fonte de comida,
ja explorada pela comunidade cientifica para resolver problemas de otimizacgao [43]. Ape-
nas para estimular a intui¢io, imagine que ao passar por um estado o agente libere uma
substancia que imediatamente comeca a evaporar—o andlogo ao feromoénio liberado pelas
formigas. Nesse caso, a quantidade de “feromdnio” em cada estado determinaria a inten-
sidade da modificacao realizada por (2.18). Estados visitados recentemente teriam o seu
valor modificado de forma mais intensa, porque o feromdnio ainda ndo teria tido tempo
de evaporar. Com o passar do tempo, no entanto, o processo de evaporacdo tornaria o

efeito de (2.18) desprezivel, a ndo ser que o agente voltasse a visitar o estado em questao.

Do ponto de vista pratico, o feromonio pode ser representado por uma varidvel e; asso-
ciada a cada estado s; do MDP. A cada instante de tempo os valores de todas as varidveis
e; sofrem um decréscimo, cuja magnitude é definida pelo pardmetro A. Na analogia acima
esse parametro seria a “‘taxa de evaporacdo” do rastro deixado pelo agente. A varidvel cor-
respondente ao estado ocupado pelo agente tem uma unidade acrescida ao seu valor—o
que pode ser interpretado como um novo depdsito de feromonio. O Algoritmo 2.5 mos-
tra como esses conceitos podem ser organizados para formar um método de avaliacdo de

politica conhecido como TD(\).

Pode-se mostrar que o algoritmo TD()\) converge para a func¢io de valor V™ sob as
mesmas condi¢cdes do Algoritmo 2.4. Se for usada uma taxa de aprendizagem fixa, a con-
vergéncia ocorre na média [157], mas se esse parametro decrescer a uma taxa adequada a
convergéncia ocorre com probabilidade um [38, 39, 68, 168]. Note que com o algoritmo
TD()\) ndo faz muito sentido usar uma politica de exploragdo, porque isso exigiria o co-
nhecimento das fun¢des P e r* (além de dificultar a atualizacdo com rastro). Em alguns
casos € aconselhdvel calcular a fun¢do de valor de uma versao ligeiramente modificada
de 7 que visite todos os estados do MDP. Contanto que o parametro de exploragdo w seja
suficientemente pequeno, essa alteracao nao traz maiores conseqiiéncias para o processo

de iteracdo de politica generalizada [161].
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Algoritmo 2.5 TD()\)
Requer 7 € A5,y €10,1),\,a €[0,1]
Retorna v™

V™« vetor aleatério em R/
e—0 € RI¥l
repita
i«<— nimero aleatério em {1,2, ..., |S|}
repita
execute a transicdo s; — s;j e guarde a recompensa recebida r
de—r +yv] —vf
ei<—e; +1
para k<1 até |S| faca
Vp U] + adey,
ere—YAe
fim para
1]
até s; € um estado terminal

até critério de parada satisfeito

Se o agente visitar varias vezes o estado s; em um pequeno intervalo de tempo, pode
ocorrer de a varidvel e; crescer demasiadamente, potencialmente prejudicando o processo
de aprendizagem. Uma maneira de contornar esse problema é fazer e; = 1 quando o
agente passar por s; [151]. Na analogia usada acima, isso corresponderia a limitar a quan-
tidade de feromonio em cada estado. Embora seja extremamente simples, essa estratégia

pode em alguns casos acelerar de forma significativa o calculo da funcdo de valor [161].

2.3.3 O valor de uma acao

O algoritmo TD(\) permite que a avaliacao de politica seja feita sem um modelo do
MDP, mas a busca por uma politica 6tima ainda depende de uma descricao explicita do
processo de decisdao de Markov. Isso porque a etapa de melhoria de politica definida
por (2.13) exige o conhecimento da familia de fun¢gdes P* e *. Um conceito fundamen-
tal da aprendizagem por reforco que liberta a melhoria de politica da necessidade de um
modelo é o de uma funcdo de valor de acdo. A fung¢do Q7 (s, a) representa o valor espe-

rado das recompensas recebidas ao se executar a acdo a no estado s; e seguir 7 dai em
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diante. Talvez a maneira mais facil de entender essa funcdo seja verificar como ela se

enquadra na equacdo de Bellman de uma politica 7:
s a S a ™
Q™ (si;a) =71(s;) +7 ZL:H P(s;|s:)V™(s5)
a S a ™
r(si) + 1 S P (s150Q7 (5, 7(s)).

Observando (2.19) e (2.13), fica claro que o processo de melhoria de politica pode ser

(2.19)

reescrito como

7(s;) € argmax Q" (s;, a). (2.20)

a€A

Ou seja, uma vez que a fungdo ()™ de uma politica 7 seja conhecida, pode-se derivar uma

politica 7’ > 7 sem o conhecimento das fun¢des P e r®.

O célculo da fungdo Q™ pode ser feito de maneira muito parecida com o da fungdo de

valor V™. Por exemplo, o andlogo da expressdo (2.14) seria

5]
QT (si, a)=r®(s0) + 7 ) P*(s]50)Q7 (55, 7(s,)), (2.21)
j=1
e aregra (2.18) seria substituida por
Q7 (si,a)—Q(si,a) + alr +vQ(s;,m(s;)) — Q™ (s;,a)]. (2.22)

Com base nessas regras de atualizagdo pode-se definir métodos de avaliacdo de politica
andlogos aos Algoritmos 2.4 e 2.5. Da mesma forma, a iteracio de politica generalizada
pode ser reescrita com Q™ no lugar de V™. A vantagem nesse caso é que a melhoria de

politica seria implementada por (2.20) ao invés de (2.13).

Q-learning

Uma versdo particularmente importante da iteracdo de politica generalizada usando
a funcdo () € aquela em que a aplica¢do de (2.22) é imediatamente seguida de (2.20).
Assim como no caso da iteracdo de valor, essas duas operacdes podem ser combinadas

para formar uma tnica regra de atualizacdo:
Q(si,a)—Q(si,a) + o |7 +ymax Q(s;, a’) — Q(si, a)] : (2.23)

A regra acima da origem ao conhecido algoritmo Q)-learning [172, 173]. O Q-learning

permite que a politica 6tima de um MDP seja determinada enquanto o agente interage
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com o MDP seguindo uma politica de exploragdo m. qualquer. A unica restricdo em
relagdo a politica 7. € que todas as acdes a € A sejam executadas um nimero infinito de
vezes em cada estado do MDP. Se esse for o caso e se « decrescer a uma taxa adequada, a
funcdo () calculada pelo algoritmo converge assintoticamente para ()*, a fung¢do de valor
de acdo 6tima do MDP. Com base nessa fungdo, pode-se determinar todas as politicas
6timas do processo de decisdo de Markov usando (2.20). O Q-learning é mostrado de

forma esquematica no Algoritmo 2.6

Algoritmo 2.6 )-learning
Requer 7, ¢ Al v € [0,1)
Retorna Q"

Q«— matriz aleatéria em RIS/*I4l

repita

i«<— nimero aleatério em {1,2, ..., |S|}

repita
Ty
execute a transicio s; — s; e guarde a recompensa recebida r
k< coluna de Q que corresponde a aco a
Qi ik, + o [r + ymax; ¢ji — i)
1]

até s; é um estado terminal

até critério de parada satisfeito

No algoritmo ()-learning a fungio de valor evolui independentemente da politica de
exploracdo escolhida. Isso fica claro quando se observa que a regra de atualizacdo (2.23)
ndo envolve as acdes executadas pelo agente. O uso de uma politica de exploragdo tem
suas vantagens, claro, mas ele também dificulta o uso da atualizagdo com rastro ado-
tada no algoritmo TD(\). Embora existam na literatura sugestdes de como isso pode ser
feito [172, 116, 118], parece mais natural usar um rastro quando a atualizagdo € reali-
zada pelo regra (2.22)—ou seja, de acordo com as transi¢des efetivamente executadas
pelo agente. Uma possibilidade nesse sentido é abandonar a idéia de uma politica de
exploracdo e coletar os dados de acordo com a politica sendo refinada (ou uma versao li-
geiramente modificada dela, como discutido anteriormente). Em outras palavras, ao invés
de combinar as regras (2.22) e (2.20) em uma sd, pode-se aplica-las de forma alternada

a uma politica 7. Essa estratégia da origem ao algoritmo SARSA, cujo nome deriva da
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seqiiéncia {s;, a;, 7, sj, a;} que caracteriza uma transi¢ao do agente [134, 135, 160]. As-
sim como o ()-learning, o algoritmo SARSA converge para a politica 6tima de um MDP,

contanto que algumas condi¢des simples sejam atendidas [150].

2.3.4 Planejamento

A funcao de valor de acdo combinada com o método das diferengas temporais permite
que a busca por uma das politicas 6timas de um problema de tomada de decisao seja efe-
tuada sem o conhecimento explicito do MDP. Note que quando esses dois conceitos sdo
usados conjuntamente as funcdes P e r* ndo sdo nem mesmo estimadas; a funcdo 6tima
()* é calculada diretamente a partir de amostragem. Embora essa abordagem apresente
vantagens Obvias, ela sofre de um sério inconveniente. Como o processo de refinamento
da fungdo Q* precisa ser feito lentamente, é necessaria uma grande quantidade de expe-

riéncia do agente no ambiente. Em outras palavras, uma boa aproximacao da funcao de

2 c o~ . a
valor requer um grande nimero de transi¢des do tipo s; — ;.

Uma solucdo potencial para esse problema seria usar as transi¢des executadas pelo
agente para estimar as funcdes P* e r%, mas, como discutido no inicio desta secdo, ten-
tar aproximar o MDP todo de uma vez pode ndo ser uma boa estratégia em problemas
de grande porte. Uma solucdo intermedidria € construir um modelo do MDP de forma
gradativa, a medida que a informacao for se tornando disponivel. Nesse caso, ao invés de
descartar as transi¢des apds cada atualizacdo pelo método TD, pode-se usé-las para refi-
nar uma aproximacao das fungdes P¢ e r*. A vantagem em rela¢do a constru¢cdo de um
modelo antes do inicio da aprendizagem € que nesse caso a coleta de dados faz parte do
problema, ou seja, a politica de exploracdo usada para gerar as transi¢des é determinada

levando em consideracao a aproximacao corrente do MDP.

A Figura 2.5 mostra de forma esquemadtica a abordagem descrita acima. Como ocorre
na aprendizagem por reforco direta, cada transi¢do executada pelo agente pode ser usada
para atualizar a fungdo de valor, através da regra (2.22), por exemplo. A diferenca € que
nesse caso a funcdo de valor pode ser atualizada também com base em experi€ncia simu-

lada, ou seja, a partir de um modelo aproximado do MDP. Como discutido, esse modelo é
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refinado gradativamente com base na experiéncia real do agente. Note que a atualizacio
da funcdo de valor com base em um modelo € um processo completamente “interno” ao

agente. Nao € de se espantar que esse processo seja chamado de planejamento [161].

Figura 2.5: Aprendizagem por refor¢co com planejamento.

O esquema mostrado na Figura 2.5 confere grande flexibilidade ao processo de busca
por uma das politicas 6timas de um MDP. Pode-se separar nitidamente as fases de coleta
de dados e de planejamento. Nesse caso, as interacdes do agente com o ambiente sdo
intercaladas por longos periodos de processamento, em que um dos algoritmos de pro-
gramacgdo dinamica estudados na Se¢do 2.2 € usado para determinar a politica 6tima do
MDP aproximado [73, 29]. E possivel também deixar que a interacio entre aprendiza-
gem e planejamento ocorra em um nivel maior de granularidade. Uma possibilidade nesse
sentido € alternar uma aplicacdo de (2.22) baseada em uma transi¢@o real do agente com
vdrias aplicagdes de (2.21) feitas com base no MDP aproximado [158, 159]. Para tornar o
processo de aprendizagem mais eficiente, pode-se ordenar as atualiza¢des segundo algum
critério, priorizando por exemplo aquelas que promoverdo as mudangas mais drasticas na

funcao de valor [105, 117].

As vantagens e desvantagens em se usar um modelo aproximado de um MDP ¢ tema

de algum debate na comunidade de aprendizagem por reforco [4, 74]. De uma maneira
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superficial, pode-se dizer o seguinte: como no caso da aprendizagem direta a fungdo de
valor € atualizada com base em informacdo ‘“real,” extraida diretamente do ambiente, as
atualizacdes costumam ser mais efetivas—e portanto um nimero menor delas € necessdrio
para a convergéncia. Quando se usa um modelo do MDP, € possivel extrair muito mais
informacgdo de cada transi¢cao executada pelo agente, uma vez que os mesmos dados sdao
usados em vdrias atualizagdes. Pelo mesmo motivo, o efeito de cada atualizacio tende
a ser menor. Portanto, quando se usa um modelo a convergéncia ocorre em um nimero
menor de transi¢des, mas depende de um nimero maior de atualizacdes. Se a intera¢do
do agente com o ambiente € um processo “barato” (no sentido mais amplo do termo), a
aprendizagem por reforgo direta pode ser uma boa escolha. Nos casos em que os recursos
computacionais tornam o processamento mais acessivel do que a coleta direta de dados,

o uso de um modelo é aconselhavel [71].

2.3.5 Uma visao unificada

O algoritmo TD pode ser interpretado como a versao incremental da avaliagdo itera-
tiva de politica. Da mesma forma, o (Q-learning pode ser visto como uma iteragdo de
valor incremental. Ambos os casos se explicam pela diferenca entre (2.21) e (2.22). Em
se tratando da avaliacdo de politica, a primeira d4 origem ao Algoritmo 2.4, ao passo
que a segunda origina o algoritmo TD. Quando (2.21) é combinada com a melhoria de
politica (2.20), surge a iteracdo de valor. Da mesma forma, o algoritmo ()-learning é o
resultado da fusao de (2.22) com (2.20). Essa miscelanea de equacdes deixa claro que os
algoritmos de aprendizagem por refor¢co nada mais sdo do que versdes incrementais dos

algoritmos tradicionais da programac¢do dinamica.

Uma maneira de visualizar essa questdo é imaginar que o espaco representado na
Figura 2.4 tem uma quarta dimensdo, em que figura o nimero de estados sucessores de
s; envolvidos na sua atualizacdo. Nessa imagem tanto a programacao dindmica quanto a
aprendizagem por reforco representariam casos extremos: enquanto na primeira todos os
sucessores de s; sdo usados na atualiza¢io, na segunda apenas um estado s; € considerado.
Evidentemente, pode-se pensar em algoritmos intermedidrios, em que um subconjunto

dos sucessores de s; € levado em consideracdo. Esses algoritmos podem ser usados por
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exemplo em MDPs em que o fator de ramificac@o € grande, ou seja, em que a execugao
de uma a¢do em um determinado estado pode levar a muitos estados diferentes. Como
observam Sutton e Barto [161], nesses casos pode ser melhor fazer um grande nimero de
atualizacdes incompletas do que apenas uma usando (2.21). Uma outra situacdo em que
atualizacdes intermedidrias podem ser tteis € quando se tem um modelo incompleto do

MDP, em que se conhece o efeito de algumas ac¢des apenas.

Essa visdo unificada da programacdo dinamica e da aprendizagem por reforco traz
beneficios para ambas. Ao ser interpretada como uma versdo incremental da primeira, a
aprendizagem por reforco encontra ao seu dispor uma teoria madura, bem fundamentada
matematicamente e consolidada ao longo de anos de estudo e pesquisa. De fato, os re-
sultados mais importantes da drea derivam diretamente da interpretacao da aprendizagem
por reforco como uma forma aproximada de programacdo dinamica [172, 68, 168, 22].
Da mesma forma, a programacgdo dindmica se beneficia com os algoritmos desenvolvi-
dos especificamente para o cendrio considerado pela aprendizagem por reforco. Gragas
a conceitos desenvolvidos por pesquisadores da drea (muitas vezes de forma intuitiva),
atualmente € possivel lidar com um problema de tomada de decisdo seqiiencial em tempo

real e sem um modelo do MDP—algo impensavel ha alguns anos.

Neste trabalho adoto essa visdo unificada, e muitas vezes uso o termo “programacao
dinamica” de forma genérica, para me referir tanto as técnicas estudadas na Secdo 2.2
quanto a aprendizagem por reforco. Nos contextos em que a distin¢do entre as duas

disciplinas € crucial eu deixo isso claro.

2.3.6 Um paragrafo de historia

A aprendizagem por reforco € o resultado da convergéncia de dois ramos de pesquisa
que se desenvolveram de maneira independente até se encontrarem no final da década de
oitenta. Um deles, claro, é a programac¢ao dindmica—em particular os trabalhos de Bert-
sekas sobre algoritmos assincronos [19, 21] e a programacdo dindmica em tempo real,
estudada por Witten [187, 188] e Werbos [175, 176, 174]. O segundo grande ramo de

pesquisa que culminou na aprendizagem por refor¢o engloba pesquisadores de diversas
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disciplinas, mas sem duivida as contribuicdes mais importantes sdo provenientes da drea
de inteligéncia artificial. Uma idéia fundamental para o desenvolvimento da drea € a de
que a aprendizagem deve ocorrer enquanto o agente interage com o ambiente. De acordo
com Sutton e Barto [161], Klopf [77, 78, 79] foi o grande responsdvel por enfatizar a
importancia desse aspecto da aprendizagem, que estd ausente por exemplo no cendrio
estudado pela aprendizagem supervisionada. Um outro conceito que estd no cerne da
aprendizagem por reforgo € o das diferencas temporais, que aparece inicialmente no tra-
balho de Barto, Anderson e Sutton [10] e que mais tarde foi formalizado por Sutton [157].
Em geral, atribui-se a primeira aplicagao dessa idéia ao trabalho de Samuel [139, 140],
que desenvolveu um sistema capaz de jogar o jogo de damas em um nivel intermedidrio.
O “sistema classificador” de Holland [63] também usava conceitos que podem ser clara-
mente identificados com o método das diferencas temporais.” O algoritmo Q-learning,
desenvolvido por Watkins [172, 173], é outro marco da area, por dispensar o uso de um
modelo na busca pela politica 6tima de um MDP. Watkins também foi um dos primeiros
a relacionar de maneira explicita a programagao dindmica com a aprendizagem por re-
forco. Um dos grandes responséveis pela atencdo que a aprendizagem por reforco vem
recebendo desde a década de noventa € Tesauro [163, 164, 165], que criou um sistema
baseado no algoritmo TD()\) capaz de jogar gamdo no nivel dos melhores jogadores do
mundo. Existem disponiveis vdrios artigos introdutérios sobre a aprendizagem por re-
forgco [75, 71, 132, 8], além dos livros de Kaelbling [70] e Sutton e Barto [161]. Este
ultimo contém uma descricdo detalhada da histéria da drea, usada como base para esta
secdo. Embora nao seja focado exclusivamente na aprendizagem por reforco, o livro de
Bertsekas e Tsitsiklis [22] trata de muitos assuntos relevantes para a disciplina. O livro
organizado por Si et al. [147] traz uma compilacdo do trabalho de vérios autores e tam-
bém serve como uma introdugdo ao assunto. Atualmente, grande parte das publicag¢des
da 4rea se concentram no problema da instabilidade causada pelo uso de aproximadores

na aprendizagem por refor¢o. Esse assunto serd tratado na proxima secao.

"Holland ficou mais conhecido como o “pai” dos algoritmos genéticos, que eram um outro componente

do seu sistema.
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2.4 Programacao Dinamica Aproximada

Em principio, a programac¢do dindmica e a aprendizagem por reforco podem ser apli-
cadas a qualquer problema de tomada de decisdo seqiiencial que possa ser modelado como
um MDP finito. Quando a dindmica do processo de decisdo de Markov € conhecida pode-
se adotar a primeira; nos casos em que P® e r* ndo estdo disponiveis € preciso recorrer
as técnicas de aprendizagem por reforco. Embora isso seja verdade em teoria, na pratica
os algoritmos provenientes de ambas as dreas t€ém sérios problemas quando o ndmero
de estados do MDP é muito grande. Isso porque os seus requerimentos de memoria e

processamento tornam-se proibitivos a medida que |S| — oo.

A questao da escalabilidade da programacao dinamica torna-se particularmente grave
quando se considera que a cardinalidade de S cresce exponencialmente com a sua di-
mensdo, um problema que ficou conhecido como a maldig¢do da dimensionalidade de
Bellman [15]. Para entender a maldicao de Bellman, basta imaginar que cada varidvel do
espago S pode assumir um de n valores possiveis. Nesse caso, |S| = n4™(), Muitos dos
problemas de tomada de decisdo tratados pela programacio dinamica tém um espaco de
estados que envolve naturalmente um grande nimero de varidveis. Por exemplo, Powell
e Roy [147] discutem uma tarefa de alocacdo 6tima de recursos em que a dimensao de
S alcanca a casa dos milhares. Imagine os recursos computacionais necessarios para re-
solver um MDP dessa magnitude. Mesmo se a dimensdo de S estiver dentro de limites
tratdveis, pode acontecer de suas varidveis serem continuas. Esse é o caso, por exemplo,

de muitos problemas de controle [130].

Em casos como os citados acima os métodos convencionais da programac¢ao dinamica
e da aprendizagem por reforco nio se aplicam. E preciso apelar para alguma forma de
aproximacgdo. Existem basicamente duas maneiras de introduzir a aproximacao na pro-
gramacdo dindmica. Uma delas € criar um modelo aproximado do MDP, nos moldes da
estratégia discutida na Secdo 2.3.4. Em contraste com o que foi estudado, no entanto,
nesse contexto o modelo deve conter um nimero reduzido de estados em relagao ao MDP
original. Uma outra estratégia é usar um aproximador que permita a generalizacdo da
funcdo de valor sobre o espago de estados S. Nas secdes abaixo discuto cada uma dessas

estratégias em detalhes.
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2.4.1 Aproximaciao do modelo

A solucdo mais imediata no caso em que S € continuo é simplesmente discretiza-
lo e construir um MDP finito. Nesse caso, cada estado do modelo aproximado corres-
ponde a um regido do espaco original. A dindmica do MDP pode ser determinada através
de (2.17). Caso as funcdes P* e r* originais sejam Lipschitz continuas [80], entdo para
qualquer € > 0 € possivel obter uma discretizagdo do espaco de estados que resulte em
uma fungio de valor V tal que | V — V |lo < € [33]. Existem na literatura limites bem
definidos sobre qual deve ser a resolugdo da discretizacdo de forma que essa precisao na

aproximacao seja alcancada [181, 182].

Apesar das garantias tedricas, a discretizacdo do espacgo de estados apresenta um in-
conveniente. Como o particionamento de S ¢ feito antes do inicio da aprendizagem, é
dificil determinar qual seria a resolucao adequada para resolver o problema. Além disso,
na falta de informagao prévia recorre-se normalmente a uma discretizagdo uniforme de .S,
0 que em alguns casos pode representar um grande desperdicio de recursos. Seria mais in-
teligente particionar o espaco de estados de acordo com a importancia de cada regido para
o problema de tomada de decisdo. Por exemplo, Barto et al. [10] usaram conhecimento
prévio a respeito de um problema de controle para discretizar o seu espaco de estados
de maneira mais eficiente. O objetivo do problema estudado pelos autores € manter um
bastdo equilibrado pelo médximo de tempo possivel. O espaco de estados foi particionado
de forma que a resolucao da discretizacao fosse maior na regidao em que a velocidade dos
componentes do sistema € menor. O problema de equilibrar um bastio serd estudado em

detalhes na Secdo 4.4.

Baseado na constatacdo acima, Moore [104] propds que a discretizagdo fosse incor-
porada ao problema de aprendizagem, e apresentou um algoritmo capaz de particionar o
espaco de estados de forma adaptativa. Em seu artigo o autor apresenta exemplos de pro-
blemas intratdveis com técnicas de discretizacdo convencionais em que seu algoritmo €
bem-sucedido. A desvantagem da abordagem proposta € que ela se restringe a problemas
episodicos, além de exigir o conhecimento de uma trajetoria razoédvel até um estado ter-
minal. Mais tarde, Moore propos ao lado de Atkenson [103] um outro algoritmo capaz de

realizar a discretizacdo de S durante o processo de aprendizagem. Trata-se de um método
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extremamente rapido, capaz de encontrar uma politica de decisdo razodvel em espacos de
estados com até nove dimensdes em menos de um minuto. No entanto, esse algoritmo
exige que o agente tenha acesso a um ‘“‘controlador local” capaz de guid-lo até a célula

mais proxima, além de se restringir a ambientes deterministicos.

Talvez a forma mais simples de lidar com espacgos de estados grandes ou continuos
seja agregar os seus estados. A agregacdo de estados ndo € exatamente uma idéia nova,
e é possivel encontra-la em alguns dos trabalhos pioneiros da drea de programacgao dina-
mica [18] e aprendizagem por refor¢go [99]. Atualmente, existem resultados tedricos que
fornecem garantias em relacdo a convergéncia e ao desempenho dessa estratégia [169, 22].
De uma maneira geral, pode-se dizer que o sucesso da agregacao depende da existéncia de
grupos de estados com caracteristicas similares (por “caracteristicas similares” entenda-se
funcgdes de valor parecidas). No entanto, mesmo que existam tais grupos, € razodvel espe-
rar que o grau de similaridade entre eles ndo seja constante dentro de cada subconjunto.
Por exemplo, podem existir estados que se encontram no “limite” entre dois grupos, € por-
tanto ndo pertencem naturalmente a nenhum dos dois. O modelo gerado pela agregacdo de
estados € incapaz de representar niveis intermedidrios de similaridade entre estados; dois
estados ou pertencem ao mesmo grupo ou ndo. Isso pode originar grupos heterogéneos

de estados que acabam por prejudicar a aproximacao.

Para contornar essa limitacao, Singh et al. [149] propuseram uma forma de agregacao
“suave,” em que um estado estd associado com vadrios grupos através de diferentes graus
de pertinéncia. Em seu artigo os autores apresentam uma forma modificada da equacdo
de Bellman em que cada estado corresponde a um grupo no MDP original, e mostram que
o seu algoritmo converge para a solu¢cdo dessa equacdo. Obviamente, a politica derivada
do modelo aproximado ndo apresentard um desempenho 6timo no problema original, mas
em alguns casos essa estratégia permite obter solu¢gdes razodveis dentro de um custo com-
putacional aceitdvel. Na Secdo 4.2 discuto uma estratégia de atribuicao que se assemelha

as idéias de Singh et al. e que € fundamental para a proposta deste trabalho.

Gordon [55, 54] trata do problema de escalabilidade da programacgao dinamica de
uma maneira particularmente interessante. Ele considera uma classe especial de aproxi-

madores chamados averagers. Como mostra o autor, quando um averager é usado para
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aproximar a funcdo de valor, a solucdo aproximada de um MDP equivale a solucao exata
de um processo de decisdo de Markov derivado do original. Com base nessa observacao,
Gordon prova que o seu esquema de aproximacao € estavel, no sentido em que ele sempre
converge para uma solucdo. Rust [136] e Ormoneit e Sen [111] apresentam estratégias
para aproximar as fung¢des P* e r* de um MDP que podem ser consideradas extensoes das
idéias de Gordon para o caso de espacos de estados continuos. A abordagem de Ormoneit
e Sen serve como base para um dos algoritmos propostos neste trabalho, e serd analisada

em detalhes na Sec¢ao 4.3.

Uma estratégia para lidar com espacos de estados grandes que vem recebendo muita
atencao nos dltimos anos sd@o os métodos hierarquicos [9, 71, 147]. Os métodos hie-
rarquicos sdo um exemplo tipico de uma técnica conhecida na ciéncia da computacao
como divisdo-e-conquista. Nesse caso, o problema de tomada de decisdo seqiiencial é
desmembrado em uma série de sub-tarefas mais simples organizadas hierarquicamente.
Dessa forma, o agente lida com o problema em vérios graus de abstracdo diferentes (na
Secdo 2.1 foi discutido como um método hierdrquico poderia ser usado para ajudar um
agente a dirigir um automével). Embora as politicas de decisido encontradas pelos algo-
ritmos hierdrquicos sejam em geral sub-6timas, a simplificacdo da tarefa e conseqiiente
redugdo do custo computacional oferecidos por esses métodos podem tornd-los alterna-
tivas atraentes em alguns casos. Isso € particularmente verdade em problemas em que
a mesma seqiiéncia de a¢des pode ser reutilizada em vdrias situacdes. Barto e Mahade-
van [9] apresentam uma excelente revisdo sobre os métodos hierdrquicos, assim como
uma proposta para unificar a terminologia ainda em evolucdo. Outros apanhados sobre o

assunto podem ser encontrados nos artigos de Kaelbling et al. [71] e Ryan [147].

2.4.2 Aproximacao da funcio de valor

Uma outra alternativa para lidar com espacos de estados continuos ou muito grandes
¢ aproximar a fun¢do de valor. Nesse caso, o objetivo passa a ser ajustar os parametros de
um aproximador que computa um mapeamento V : S — R (ou @ : S x A — R ). Como
em geral o ndmero de pardmetros livres do aproximador é muito menor do que |S/|, ndo

€ possivel armazenar o valor de cada estado explicitamente, o que significa que o agente
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deve ser capaz de generalizar.

A generalizacdo a partir de exemplos € o cendrio estudado pela aprendizagem su-
pervisionada, ja citada no Capitulo 1 [102, 60, 144]. A aprendizagem supervisionada é
uma matéria multidisciplinar que envolve pesquisadores de diversas dreas, entre elas a
inteligéncia artificial e a estatistica. Atualmente, a quantidade de resultados tedricos acu-
mulados, sem falar nos achados empiricos, torna uma descri¢do detalhada da drea uma
tarefa herculea, que vai muito além do escopo deste trabalho. O leitor interessado no
uso de aproximadores na programacao dinamica deve se dirigir ao livro de Bertsekas e
Tsitsiklis [22], que apresentam um tratado minucioso sobre o assunto. Aqui, tentarei dar
apenas uma visao histdrica sobre os sucessos e fracassos das tentativas de se aproximar a

funcgdo de valor.

A histéria da aprendizagem supervisionada se confunde com a de muitas outras areas
do conhecimento, e a programac¢do dindmica e a aprendizagem por refor¢o ndo sio ex-
cecdes. Na implementacdo do seu jogador de damas artificial Samuel [139, 140] ja uti-
lizava esquemas de aproximagdo que podem ser claramente identificados com técnicas
modernas da aprendizagem supervisionada. Um exemplo mais atual € o sistema de Te-
sauro [164], que combinou o algoritmo TD(\) com um percéptron de miltiplas camadas
para aproximar a funcdo de valor 6tima do jogo de gamado. Nao deixa de ser surpreen-
dente que a politica de decisdo derivada desse aproximador € um dos melhores jogadores
de gamdo do mundo! Mas o sucesso de aproximadores na programac¢do dindmica nao
se restringe aos jogos de tabuleiro. Varios outros exemplos de aplicacdes bem-sucedidas
podem ser citados, entre eles: a alocacdo dinamica de canais de comunicacdo de telefo-
nes celulares [148], o agendamento de tarefas em missdes da NASA [192], o controle
de descarregadores de navios [142], o gerenciamento automatico de elevadores [35] e a
regulacdo de uma rede de irrigacdo [57]. Na robdtica, algoritmos de aprendizagem por
refor¢co combinados com aproximadores foram usados para a navegacdo [91, 42] e para

ajudar robds a andarem [16] e a jogarem futebol [155].

Apesar das historias de sucesso, existem limitagdes fundamentais no uso de aproxima-
dores com a programacao dinamica. Como visto, os calculos realizados pelos algoritmos

dessa disciplina tém uma natureza recorrente, uma vez que a atualizacdo da funcdo de
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valor em um estado s; € feita com base no valor de outros estados (cf. (2.21) e (2.22)).
Assim, um erro de aproximacdo pode ser facilmente reabsorvido e potencializado pelo
processo de aprendizagem, causando instabilidade ou até mesmo divergéncia dos algorit-

mos. Esse fenomeno foi estudado por varios autores [166, 137, 27, 169, 170].

O contraste entre os obstdculos tedricos e alguns sucessos praticos com o uso de apro-
ximadores despertou grande interesse pelo assunto. Alguns dos trabalhos iniciais apre-
sentaram resultados desencorajadores, com exemplos benignos em que algoritmos con-
vencionais da programag¢do dinamica combinados com aproximadores simples falhavam
acintosamente [27, 5, 55, 169]. Mais tarde, Sutton [160] mostrou que alguns desses fra-
cassos poderiam ser sanados se fossem adotados aproximadores lineares e um esquema
de exploracdo ativo, em que a atualizacdo da fun¢do de valor € feita segundo a politica
em processo de refinamento. Baseados nessa observacdo, Tsitsiklis e Roy [170] prova-
ram que o algoritmo TD(\) sempre converge para uma solu¢do quando usado com essa
configuracdo. Esse resultado criou uma forte tendéncia a utiliza¢do de aproximadores li-
neares na programacao dindmica [162, 131], movimento este que culminou em diversas

propostas de algoritmos aproximados estdveis [126, 143, 119].

Dentre as combinagdes estdveis de aproximadores lineares com a programacao dina-
mica, merecem destaque os algoritmos baseados no trabalho de Bradtke e Barto [28, 26,
190, 82]. Nesses algoritmos a avaliacdo de politica se reduz a um problema de ajuste li-
near, em que o objetivo € minimizar uma funcao de custo quadrética. Esse € um problema
de otimizacao bem conhecido, para o qual existem métodos de solucao estdveis e muito
eficientes [127, 50]. Comparados com o algoritmo TD(\) original, os métodos baseados
no trabalho de Bradtke e Barto fazem um uso muito mais eficiente dos dados, além de
ndo requererem a definicdo de uma taxa de aprendizagem. Na Se¢do 4.4 um desses mé-
todos € usado como referéncia na anélise de desempenho de um algoritmo proposto neste

trabalho.
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2.5 Outras Solucoes

E possivel solucionar problemas de tomada de deciséo seqiiencial usando outras abor-
dagens além da programagdo dinamica e da aprendizagem por refor¢co. Nesta secdo des-
crevo brevemente duas possibilidades e discuto por que no atual estdgio de desenvolvi-

mento tedrico a programagao dinamica ainda parece ser a melhor alternativa.

2.5.1 Programacao linear

A busca por uma das politicas 6timas de um processo de decisdo de Markov pode ser
interpretada como a procura pela solu¢cdao de um sistema de equagdes nao-lineares. Nesse

caso, o objetivo & encontrar o vetor v € RIS! cujos elementos satisfazem a relagio

S|
v; = Igleaj( ri 4y Zp?jvj , (2.24)
j=1

que € a equacdo de Bellman do MDP. Sabe-se que o unico vetor que satisfaz a equacao
de Bellman € v*, de onde podem ser derivadas todas as politicas 6timas do processo de

decisdao de Markov [128, 22].

O sistema (2.24) pode ser reformulado como um problema de programacgdo linear [40].
Assim, algoritmos como o simplex e as suas variantes podem ser usados para encontrar a
fungdo de valor 6tima de um MDP [37]. A vantagem de se usar a programacao linear em
um problema de tomada de decisdo seqiiencial é que essa disciplina conta com uma base
tedrica bem consolidada, além de diversos algoritmos implementados disponiveis para
uso. Adicionalmente, a formulacdo do problema usada pela programacao linear facilita
a inclusao de restri¢des ao sistema (2.24) [128]. No entanto, como a programacao linear
ndo explora a estrutura particular de um MDP—como o faz a programag¢do dindmica—, o
seu desempenho em problemas de tomada de decisdo é muito inferior ao dos algoritmos

apresentados neste capitulo [92, 128, 161].
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2.5.2 Busca no espaco de politicas

Os algoritmos de programacgdo dindmica fazem uma busca indireta por uma das poli-
ticas 6timas de um dado MDP, usando como suporte o conceito de fungdo de valor. Uma
alternativa a essa abordagem € realizar a busca diretamente no espago das politicas de de-
cisdo. A forma mais natural de fazé-lo € usar um modelo paramétrico para representar as
politicas candidatas, ou seja, a politica 7 € substituida por um aproximador que computa
um mapeamento 7 : S — A. O objetivo do problema passa a ser configurar os para-
metros desse aproximador de forma a maximizar as recompensas coletadas por 7. Uma
vantagem Obvia dessa abordagem € que ela pode ser naturalmente aplicada a espagos de

estados grandes ou continuos.

A configuracdo de 7 € um problema de otimizagdo nao-linear. Portanto, qualquer
algoritmo desenvolvido para resolver esse tipo de problema pode a principio ser usado
para encontrar uma politica de decis@o. Uma possibilidade € estimar o gradiente de (2.4)
e atualizar os pardmetros de 7 na dire¢do que maximiza o ganho de recompensa [185, 11,
12, 156, 147]. Grande parte dos esfor¢cos despendidos na busca por uma solucio desse
tipo estd no desenvolvimento de técnicas confidveis e computacionalmente vidveis para
se estimar o gradiente. Um dos desafios atuais € reduzir a quantidade de dados necessaria
para esse tipo de estimativa [147]. Um ponto favordvel dessa abordagem € que quando
€ possivel calcular o gradiente o algoritmo resultante converge garantidamente para uma

solu¢do. Um ponto negativo € que essa solucdo pode ser uma politica sub-6tima.

Uma alternativa para tentar contornar essa limita¢do é adotar métodos de otimizacao
global, dentre os quais os algoritmos evoluciondrios sdo provavelmente os mais conheci-
dos [49]. Os algoritmos evolucionarios ja foram usados em diversos problemas de tomada
de decisdo, com grande sucesso [96, 52]. De fato, ndo é raro encontrar na literatura relatos
de experimentos computacionais em que esses métodos superaram de forma consistente
algoritmos baseados na programacao dindmica [179, 51]. Pollack [122, 123] chega a su-
gerir que o sucesso do algoritmo de Tesauro [164], considerado um dos grandes feitos
da aprendizagem por refor¢o, estd mais relacionado com as caracteristicas do jogo de ga-
mao do que com o método de solu¢do adotado. O autor mostra um algoritmo simples

que consegue atingir rapidamente um nivel de jogo similar ao obtido por Tesauro em
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seus experimentos iniciais (embora ainda muito distante do desempenho alcangado mais

tarde).

No entanto, existem limitagdes inerentes a interpretacdo do problema de tomada de
decisdo seqiiencial como uma otimizacdo convencional. Como se sabe, os algoritmos de
otimizacao global seguem todos 0 mesmo principio bdsico, que € a geracao e a avaliacdo
de solugdes candidatas. Esse mecanismo parece ser adequado a problemas de decisdao em
que a aprendizagem se estende por um grande nimero de episddios curtos. No caso em
que a interacao do agente com o ambiente € continua ou se estende por longos periodos de
tempo, torna-se dificil para um método de otimizacdo avaliar as solugdes candidatas. Os
métodos baseados na programacgdo dinamica, em especial nas diferengas temporais, po-
dem lidar com esse tipo de problema porque sdo capazes de avaliar e refinar uma politica
de forma incremental, a cada transicdo executada. Pode-se dizer que esses algoritmos
realizam uma otimizag¢ao intra-episodio, ao passo que a otimizacao realizada por outros

métodos ocorre nos intervalos entre as interagdes do agente com o ambiente.

Existe ainda uma outra situagdo em que métodos de otimizagao “inter-episédios” po-
dem falhar. Em alguns problemas de tomada de decisao o término de um episodio de-
pende diretamente da seqii€ncia de acdes executadas pelo agente. Ou seja, a interagdo
do agente com o ambiente pode ser quebrada em episddios e estes podem ser curtos, mas
ambos os fatos dependem de um bom desempenho da politica de decis@o. Politicas de
ma qualidade ficam “presas” no MDP, potencialmente por um tempo indeterminado (uma
imagem que pode ajudar aqui €é a de um labirinto). Nesse tipo de problema um método
de otimizacdo global precisa encerrar o episédio apds um certo nimero de transi¢cdes, sob
o risco de ficar retido indefinidamente na avaliacdo de uma politica candidata. Como as
politica fracassadas t€ém todas a mesma avaliacao, o processo de otimizagao fica reduzido
a uma busca cega até que uma solugdo razodvel seja encontrada por sorte. Dependendo do
nivel de dificuldade do problema, isso pode demorar muito a acontecer. Para demonstrar
essa questdo, em um trabalho recente eu modifiquei ligeiramente uma tarefa de controle
que j4 havia sido resolvida anteriormente por um algoritmo evoluciondrio [7]. Na versdo
modificada do problema, que é um pouco mais dificil do que a original, nenhum método
evoluciondrio foi capaz de encontrar uma tnica solucdo para a tarefa em questdo. Os

métodos baseados nas diferengas temporais ndo tiveram problemas.



Capitulo 3

Fatoracao Estocastica de um Processo

de Decisao de Markov

“Todos os caminhos levam a Roma.”

Dito popular

A busca por uma das politicas 6timas de um MDP pode ser formulada como um pro-
blema de programacao linear, e portanto pode ser efetuada em tempo polinomial. Embora
essa garantia tedrica seja reconfortante, na pratica sabe-se que espacos de estados razoa-
velmente grandes inviabilizam o uso tanto da programacao linear quanto da programacao
dinamica. Como discutido no final do capitulo anterior, pode-se recorrer a duas estraté-
gias nesse caso. Uma delas € aproximar a fun¢do de valor. A outra é criar um modelo
aproximado do MDP—um modelo do modelo, por assim dizer. A proposta que apre-
sento neste capitulo se enquadra nessa segunda categoria. Especificamente, eu mostro
como gerar um modelo reduzido de um processo de Markov cuja funcdo de valor guarda
uma relacdo de equivaléncia com a fungdo do processo original. Por ora me concentro
no caso em que o espaco de estados € finito e as funcOes de transi¢do e recompensa do
MDP sdo conhecidas. No préximo capitulo mostro como a estratégia apresentada pode

ser estendida a espacos continuos e ao cendrio estudado pela aprendizagem por reforco.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na Se¢do 3.1 apresento a idéia in-
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tuitiva que deu origem a este trabalho. Como serd visto, € possivel reduzir a dimensao
de um processo de Markov simplesmente redirecionando as sua transi¢des para estados
artificiais. Na secao seguinte formalizo essa idéia, e apresento uma proposicao que cons-
titui a base tedrica de todo o trabalho. Nas Secdes 3.3 e 3.4 mostro como esse resultado
pode ser aplicado na prética, primeiro para calcular a fun¢ao de valor de um processo de
Markov e a seguir para encontrar uma das politicas 6timas de um MDP. Em ambos os
casos a discussdo € sustentada por andlises tedricas e praticas. Finalmente, na Secdo 3.5
apresento as principais conclusdes a respeito do assunto tratado neste capitulo e discuto

possibilidades de extensdes da proposta para cendrios mais realisticos.

3.1 Arquétipos

Nesta secao utilizo um exemplo bem simples para apresentar de maneira intuitiva a
idéia fundamental deste trabalho, que mais tarde formalizo e generalizo. Apenas a titulo
de ilustracdo, suponha que se queira modelar o jogo de golfe como um processo de decisdo
seqiiencial. Considere que o campo desse jogo tenha sido dividido em 4 setores: longa
distancia, média distancia, green e buraco. Para facilitar, suponha que o jogador ja tenha
definido a sua estratégia para o buraco atual, que chamarei de 7, e o objetivo nesse caso
seja simplesmente calcular a fun¢do de valor V™ correspondente. Suponha ainda que a
cadeia de Markov originada por 7 seja caracterizada pelas seguintes probabilidades de

transicao: )
0.10 0.70 0.15 0.05

0.08 0.58 0.24 0.10
0.00 0.10 0.60 0.30
0.00 0.00 0.00 1.00

P’TI'

; (3.1

onde a primeira linha se refere ao setor de longa-distancia, a segunda ao setor de média
distancia, a terceira ao green e a quarta ao buraco. Esses setores serdo identificados como
os estados s1, So, S3 € S4, respectivamente. Finalmente, considere que o jogador receba

uma recompensa de 1 quando acertar o buraco e de 0 em todas as outras tacadas. Isso
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resulta no seguinte vetor de recompensas associado a 7 (veja expressao (2.1)):

0.05
0.10
P = : (3.2)
0.30

0.00

Note que o estado s4 (“buraco”) € terminal, e por isso tem uma recompensa associada de

0. Para um fator de desconto v = 0.9, a funcao de valor de 7 seria

[ 0.62
0.66
0.78

I 0.00

Como era de se esperar, os valores dos estados crescem a medida que as suas distancias em
relacdo ao objetivo diminuem. Esse exemplo seria bastante desinteressante se ndo fosse
uma peculiaridade que em geral passa despercebida. Observe em (3.1) como a segunda
linha de P™ pode ser obtida como uma combinag¢do convexa da primeira com a terceira

linha dessa matriz. Especificamente,
p; = 0.8pT + 0.2p3, (3.3)

o que corresponde a dizer que as probabilidades de transicdo a partir do setor de média
distancia sdo valores intermedidrios entre as transi¢des relativas ao green e ao setor de
longa distancia—o que parece razodvel. Observe que 0 mesmo acontece com os elemen-
tos do vetor r™:

ry = 0.8r7 + 0.273. (3.4)

O leitor astuto nao tardard em verificar se 0 mesmo ocorre com a funcdo v”, e de fato a
relagdo se mantém:

vl = 0.807 + 0.207. (3.5)

Isso € verdade para qualquer fator de desconto 0 < v < 1. Por que isso acontece? Aqui a
relacdo recursiva entre estados descrita pela equacdo de Bellman pode ser ttil. Como se

sabe, v] pode ser escrito como

4
v =715+ phor. (3.6)
=1
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Observando as relagdes de dependéncia linear em (3.3) e (3.4), pode-se reescrever (3.6)

da seguinte maneira:

vl = 0.8 +0.2rF + >+ (0.8pT; + 0.2p5)vF
= 0.8 [r] +7 Xjmy PTvT] + 0.2 [rf + 7 2, w5
= 0.807 + 0.20].

A constatacao de que o valor do estado s; pode ser obtido como uma combinagdo dos
valores de s; e s3 sugere que o primeiro talvez ndo seja realmente necessario do ponto
de vista da aprendizagem. Lembre-se que v] nada mais € do que o total de recompensas
acumulado pelo agente ao seguir 7 a partir de s;. Imagine agora que todas as transicoes
para o estado s, fossem “desviadas” para os estados s; e s3 com probabilidades 0.8 e
0.2, respectivamente. Observando (3.4), nao € dificil perceber que o total de recompensas

coletadas pelo agente permaneceria exatamente 0 mesmo.

Pode-se, portanto, pensar em resolver o problema inicial em uma versao reduzida da
cadeia de Markov em que o estado s5 ndo esteja presente. Para tal, farei uso de uma matriz
que chamarei de matriz de desvio. A matriz de desvio D™ € uma matriz linha-estocéstica
que tem como objetivo realocar as probabilidades de transicio em P™. Em particular, a

1-ésima linha de D™ contém as “dire¢des” de redirecionamento referentes ao estado s;.

No exemplo dado, a matriz de desvio seria a seguinte:

i 1.0 0.0 0.0 0.0 ]
0.8 0.0 0.2 0.0
0.0 0.0 1.0 0.0

I 0.0 0.0 0.0 1.0 |

Dﬂ'

Note que a multiplicagdo P"D7 realoca as probabilidades de transi¢do para o estado sg
(ou seja, os elementos na segunda coluna de P™) para s; e s3, de acordo com as proporcdes
na segunda linha de D™—justamente o que era desejado. Nesse caso, a matriz resultante

seria

0.66 0.0 0.29 0.05
0.54 0.0 0.36 0.10
P™D" = . (3.7)
0.08 0.0 0.62 0.30

0.00 0.0 0.00 1.00
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A matriz P™DT™ representa a cadeia de Markov derivada da cadeia original (3.1) através
do deslocamento para s; e s3 das transi¢des terminadas em so. Como essa realocacdo de
transi¢des foi feita respeitando a dependéncia linear entre os estados, a funcao de valor
de 7 ndo se altera ao se substituir (3.1) por (3.7), pelos motivos discutidos acima. Note,
porém, que existe uma vantagem em adotar a segunda matriz no lugar da primeira: como
todos os elementos na segunda coluna de P"D7™ sdo nulos, o agente nunca fard uma
transicdo para o estado s,. Logo, os valores dos estados s, s3 € s4 ndo dependerdo de
vy, e so pode ser simplesmente descartado do cdlculo de v™—seja qual for o método
utilizado para fazé-lo. Excluir o estado s, corresponde a eliminar a segunda linha e a
segunda coluna de P"D™, bem como o segundo elemento de r™. O processo de Markov

reduzido seria dado por:

0.66 0.29 0.05 0.05
P"=|008 062 030 | e ™= {030 |, (3.8)
0.00 0.00 1.00 0.00

que € claramente mais simples do que aquele mostrado em (3.1) e (3.2).

Observe que, ao contrario da matriz de transicdes original P™, a matriz P™ ndo des-
creve necessariamente a dindmica de um sistema real. Nesse caso, por exemplo, as pro-
babilidades de transicio em P™ nio correspondem a nenhum setor do campo de golfe,
mas a estados prototipicos hipotéticos. Chamarei esses estados de arquétipos.! Assim, a
primeira, segunda e terceira linhas de P™ se referem aos arquétipos ¢, ¢ € g3, respecti-
vamente. O que torna os arquétipos especiais € a relacdo que eles mantém com os estados

originais do problema. Nesse caso, por exemplo,
of =07, vz =705, v =0;, (3.9

onde v”™ € a funcdo de valor de (3.8). Resta ainda uma tltima questdo: como calcular o
valor de s, a partir dos recém-calculados valores de q1, g2 € g3? Observando (3.5) e (3.9),
fica facil perceber que o vetor v™ referente ao problema original pode ser facilmente
obtido como

vT = Dv",

'0 termo “arquétipo” foi usado pela primeira vez por Cutler e Breinam [36], embora com um sentido
ligeiramente diferente do adotado aqui.
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onde D € definida como: ~ _
1.0 0.0 0.0

0.8 0.2 0.0
0.0 1.0 0.0
0.0 0.0 1.0

Note como a partir de uma idéia simples, que € o desvio de transi¢des, € possivel
reduzir a dimensdo de um processo de Markov sem no entanto alterar a sua solucdo.
Embora no exemplo acima apenas um estado tenha sido excluido do processo original,
ndo hd nada que impeca a generalizacio dessa idéia para um ndmero arbitrario deles. Na
proxima se¢do eu discuto formalmente quais sdo as condi¢cdes necessdrias para que isso

seja possivel.

3.2 Fatoracao Estocastica

Nesta secdo apresento uma proposi¢do que servird de base para todo o raciocinio a
ser desenvolvido neste trabalho. Em particular, € a partir desse resultado que generalizo
a idéia de reduzir a dimensdo de um processo de Markov através do redirecionamento de

transi¢cdes para estados arquetipicos.

O desvio de transi¢des pode ser visto como um tipo especial de fatoragdo da matriz
de transi¢des, que chamarei de fatoracdo estocdstica de P™. Como o nome sugere, o que
caracteriza uma fatoracdo estocdstica do tipo P™ = DK € o fato de as matrizes D e K
serem também matrizes estocdsticas, ao lado da matriz P”™. O interessante desse tipo de
fatoracdo é que a inversdao de seus termos dd origem a uma matriz de transi¢des vdlida.
Como serd visto, em alguns casos a fun¢@o de valor do processo descrito por P™ e r™ pode
ser facilmente obtida a partir da fungdo de valor de um processo de Markov com matriz
de transicoes P™ = KD. Assim, dependendo das dimensdes de P, pode-se reduzir

drasticamente o custo computacional de se calcular v”.

Para os resultados deste capitulo considerarei que se estd lidando com problemas de
tomada de decisdo seqiiencial em que o fator de desconto v < 1. Isso torna desnecessarias

suposi¢des extras que garantam a existéncia de uma solucao Unica para o sistema asso-
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ciado com um processo de Markov. E importante observar que essa nio é uma hipétese
muito restritiva, porque em geral um problema sem desconto pode ser reformulado como
um problema em que v < 1 [161]. Além disso, acredito que os resultados apresentados
aqui possam ser estendidos para o caso em que v = 1, contanto que as tecnicalidades se-
jam contornadas de maneira adequada. Dito isso, posso apresentar a proposi¢ao principal

deste capitulo.

Proposicao 3.1. Dada uma politica © definida sobre um MDP finito, sejam P™ e r™
a matriz de transicoes e o vetor de recompensas que descrevem o processo de Markov
induzido por essa politica. Sejam uma matriz ndo-negativa D, uma matriz estocdstica K
e um vetor qualquer ¥™ tais que

DK = P~ (3.10)
DF" — 17 3.11)

Entdo, P™ = KD é uma matriz de transi¢des vdlida, e a fungdo de valor V™ do processo

de Markov descrito por P™ e T atende a seguinte igualdade:
v = DvV™, (3.12)

para qualquer fator de desconto ) < v < 1.

Demonstracdo. Comeco mostrando que P™ é uma matriz de transicdes valida. Como K
¢ uma matriz estocdstica e D uma matriz ndo-negativa, a igualdade DK = P™ implica

que D também € uma matriz estocdstica. Para enxergar isso, basta notar o seguinte:

L=3" i =222 x dinky;
= >, dik Zj kj (3.13)
= Zk dik-
Como K e D sdo matrizes estocdsticas, a matriz P™ = KD obviamente também o é.
Portanto, como P™ é quadrada, ela constitui uma matriz de transicdes vélida. Essa matriz
juntamente com o vetor ¥ definem um processo de Markov cuja fun¢ao de valor € a inica
solucdo para

VT =71" 4+ PV, (3.14)

com 0 <y < 1. A existéncia e unicidade de uma solucdo para (3.14) sdo garantidas pela

propriedade estocastica de P™(veja, por exemplo, o Lema 2.3.3 de Golub e Van Loan [50]
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ou a Proposicdo 2.6 de Bertsekas e Tsitsiklis [22]). Multiplicando ambos os membros
de (3.14) por D, resulta:
Dv™ = DT" + yDP™v". (3.15)

A partir de (3.10), (3.11) e da igualdade P™ = KD, pode-se reescrever (3.15) como
DV™ =r" +~4P"DV", (3.16)

o que implica que DV™ = v”, uma vez que o vetor v” € o Unico ponto fixo da equagdo

acima [128, 22]. ]

Observe que a Proposicao 3.1 ndo faz qualquer mencao as dimensdes das matrizes D e
K. Obviamente, a condicao (3.10) determina o nimero de linhas da primeira e de colunas
da segunda, que correspondem ao niimero de estados |.S| do processo original. E a dimen-
sdo livre dessas matrizes, m, que define o nimero de estados-arquétipos do processo de
Markov derivado. Se m < |S|, a resoluc@o de (3.14) no lugar de (3.16) pode significar
uma imensa economia computacional. Em particular, se os sistemas forem resolvidos de
maneira exata, o custo cai de O(|S|?) para O(m?). E interessante ressaltar a importancia
da estocasticidade de P™ na demonstragdo da proposicdo acima. E essa propriedade que
garante a existéncia e unicidade da solugdo de (3.14). Aqui a estocasticidade de P™ é
uma conseqiiéncia direta da mesma propriedade de D e K. Fica claro, portanto, que a
fatoracdo estocdstica de P™ constitui o cerne da estratégia proposta para a reducdo de um

processo de Markov.

Note que o exemplo da secdo anterior € um caso especial da Proposi¢do 3.1, em que
K = P"er™ = r". Como discutido naquele caso, D pode ser vista como uma matriz
de desvio que define as probabilidades de transicdo dos estados originais do problema
para estados arquetipicos. De maneira andloga, os elementos da matriz K podem ser
interpretados como as probabilidades de transi¢cdo dos arquétipos de volta aos estados
originais. Por isso, K serd chamada de matriz de retorno.? Vistos sob essa perspectiva, a
matriz P™ e o vetor T™ representam, respectivamente, as probabilidades de transicdo entre

os arquétipos e as recompensas associadas a essas transicdes. Para entender isso, basta

20 uso de “K” ao invés de “R”—que seria uma referéncia mais natural ao nome adotado para a matriz—
visa evitar confusdes com a matriz de recompensas, cuja notagdo ja estd bastante estabelecida na programa-
¢a0 dinamica.
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lembrar que P™ = KD, o que significa que o elemento p;; € o produto escalar entre a

1-ésima linha de K e a j-ésima coluna de D:

Py = Z Eidy;.
P

A expressao acima pode ser lida como: a probabilidade de transi¢do do arquétipo g; para
o arquétipo ¢; € dada pela soma das probabilidades de transi¢do de ¢; para cada estado
original do problema s; multiplicadas pelas probabilidades de transicao desses ultimos de

volta ao arquétipo g;.

A Figura 3.1 traz uma representacdo grafica das transi¢des entre estados e arquétipos
para o caso em que o processo original tem trés estados que podem ser reduzidos a dois
arquétipos. As Figuras 3.1a e 3.1b mostram as transi¢cdes na matriz de desvio e de re-
torno, respectivamente. Note que, embora essas matrizes tenham o mesmo nimero de
elementos, a sua forma € diferente: no caso representado pela Figura 3.1, a matriz D seria
3 x 2 e a matriz K seria 2 x 3. E interessante notar também que essas matrizes sozinhas
ndo representam cadeias de Markov, porque elas s6 contém transi¢des em um sentido: de
estados para arquétipos em D e de arquétipos para estados em K. A Figura 3.1c mostra
as transi¢cOes resultantes da composi¢ao de D e K, que ai sim representam cadeias de
Markov validas. Para interpretar o desenho basta aplicar uma regra simples: as transi-
coes entre os estados originais sao representadas por uma seta continua seguida de uma
pontilhada, ao passo que as transicdes entre arquétipos seguem o padrdo contrario. A
composi¢do de uma seta continua com uma pontilhada corresponde a multiplicacdo de
seus valores (na figura ndo mostro probabilidades associadas a cada transi¢do para dei-
xar os desenhos mais claros). Assim, a probabilidade de transicdo de um estado para ele
mesmo, por exemplo, seria a soma de duas setas continuo-pontilhadas, cada uma delas
conectando o estado com um dos arquétipos e depois de volta para o estado original. Se-
guindo esse raciocinio simples, fica facil derivar duas cadeias de Markov—uma formada
pelos estados originais e outra composta pelos arquétipos—simplesmente combinando

todas as setas com o mesmo padrao cuja origem e destino coincidam.
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(a) Matriz de desvio D (b) Matriz de retorno K c)P"=DKeP™ =KD

Figura 3.1: Representacdo das diferentes matrizes envolvidas na fatoracio estocéstica. Os
circulos brancos correspondem aos estados originais do problema e os circulos pretos sdo
os arquétipos. As setas continuas sdo as transicoes no sentido estados — arquétipos e as
setas pontilhadas representam as transi¢des no sentido oposto. Por extensao, as transicoes
do tipo estado — estado sdo representadas pela composicdo de uma seta continua e uma
pontilhada, e as do tipo arquétipo — arquétipo seguem o padrio contrario.

3.2.1 Interpretacao geométrica

A reducdo de um processo de Markov através do desvio de transicdes baseia-se forte-
mente na fatoracdo estocastica

P™ = DK, (3.17)

com P™ € RISXISI D e RISxm ¢ K € R™*IS|, E fundamental, portanto, analisar cuida-
dosamente essa relacdo. Em primeiro lugar, € preciso dizer que a fatoracdo estocéstica de

P7™ é sempre possivel; uma solugdo trivial é fazer
D=P" e K=1, (3.18)

onde I é a matriz-identidade de dimensdo |.S| (e portanto uma matriz estocdstica). Note
que (3.17) significa que as linhas de P™ podem ser obtidas como combinacdes convexas
das linhas de K. Geometricamente, portanto, a solucdo (3.18) significa que todos os
vetores estocdsticos em R!%l estdo contidos no simplex canénico de dimenséo |S| — 1, ou
seja, no simplex cujos vértices sdo a base candnica desse espaco. Por exemplo, qualquer
vetor estocdstico tridimensional pode ser representado como uma combinacao convexa
de [0,0,1], [0,1,0] e [1,0,0], o que constitui um simplex de duas dimensdes (ou um 2-
simplex). Como os vetores na base candnica de RIS! s30 eles mesmos estocdsticos, fica
claro que o conjunto formado por todos os vetores estocasticos |.S|-dimensionais coincide

com o simplex candnico de dimensdo | S| — 1. Denotarei esse conjunto por AlSI=1
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1S|-1

Os vetores-linha de P™ pertencem a A , mas este nao é necessariamente o simplex

estocdstico de menor dimensdo que os contém. Pense no caso em que P™ ¢ uma cadeia
de Markov deterministica, por exemplo. Nesse contexto o simplex definido pelos vetores
p7 coincide com Al®I~! apenas se P™ for uma matriz de permutacio. O que determina a
dimensao do menor simplex estocdstico que contém as linhas de uma matriz de transi¢des
deterministica é o nimero de estados distintos que recebem pelo menos uma transicao,
ou o nimero de colunas ndo-nulas em P™. Nesse caso a fatoracdo estocdstica de P™ pode
ser obtida simplesmente retendo em K as linhas distintas de P™ e definindo D de acordo:
o elemento d;; € 1 se e somente se a i-ésima linha de P” corresponde a j-ésima linha
de K. Fica claro, portanto, que cadeias com uma arquitetura “em estrela”—em que um

pequeno subconjunto de .S recebe todas as transicdes—sao mais suscetiveis a reducio do

que cadeias em forma de fila ou anel.

No caso de cadeias ndo-deterministicas a fatoragdo estocdstica ndo tem uma interpre-
tacdo tdo trivial. Para ilustrar, suponha que |S| = 4. Nesse caso as linhas de P™ definem
um tetraedro circunscrito no “tetraedro candnico” A3. No entanto, se os vetores p; forem
colineares, eles pertencem a pelo menos um outro simplex estocéstico: o segmento de reta
cujos extremos sdo as interse¢des da reta que contém as linhas de P™ com as faces de A3,
Logo, os vetores-linha p] podem ser representados como a combinagdo convexa de dois
vetores estocdsticos apenas, ou seja, existem matrizes estocasticas D € R**? e K € R**4
tais que DK = P7. E tentador generalizar esse raciocinio e dizer que o que determina
o nimero m de arquétipos necessarios para a fatoragao estocéstica de P™ € o nimero de
vértices do envoltério convexo definido pelas suas linhas. Entretanto, esse nem sempre
€ o caso. Suponha que no exemplo anterior os vetores-linha de P™ ndo pertencessem a
mesma reta, mas ainda fossem coplanares. Nesse caso, se o plano que contém as linhas
de P™ separa um dos vértices de A3 dos demais, entdo a interse¢do do plano com o te-
traedro é um 2-simplex, como mostra a Figura 3.2a. Isso significa que € possivel fatorar
estocasticamente P™ com m = 3, mesmo que o envoltério convexo definido no plano
pelos seus vetores-linha seja um quadrildtero. E natural supor entdo que o que determina
m € a dimensdo do envoltdrio convexo definido pelas linhas p}. Mais uma vez isso ndo €
verdade. Considere que no cendrio anterior o plano que contém os vetores p; separe 0s

vértices de A® dois a dois, como ilustra a Figura 3.2b. Pela figura fica 6bvio que a inter-
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secdo do plano com o tetraedro ndo é um simplex, e portanto a fatoracao estocdstica de
P™ pode nao ser possivel com apenas 3 arquétipos. Para enxergar isso, basta imaginar na
Figura 3.2b que os quatro vetores-linha de P™ s@o as intersecdes do plano com as arestas

do tetraedro A3.

|
]
|

—

:

(a) A interse¢@o é um simplex de dimensao 2 (b) A interse¢do ndo € um simplex

Figura 3.2: Distribui¢io dos vetores pF no simplex A3, A figura mostra as duas situagdes
possiveis quando |S| = 4 e os vetores-linha de P™ sdo coplanares. No primeiro caso a
intersecdo do plano que contém as linhas de P™ com o tetraedro A® é um triAngulo (ou

seja, um simplex de dimensdo 2). No segundo caso a interse¢do ndo € um simplex.

O que determina o niimero minimo de arquétipos necessdrios para a fatoragdo estocés-
tica de uma matriz P™ € o nimero de vértices do menor simplex estocéstico que contém as
suas linhas. Chamarei esse niimero de posto estocdstico de P™, e o denotarei por o(P7).
No caso de matrizes deterministicas o posto estocdstico de P™ coincide com o seu posto
convencional, que corresponde ao nimero de linhas distintas dessa matriz. No caso em
que P™ é uma matriz estocdstica qualquer essa relacdo nao € tao clara. Chamando o posto
de P™ de o(P7), pode-se dizer apenas que o(P™) < o(P™) < |S|. Por defini¢do, uma

fatoragfio estocdstica de P™ usando m arquétipos s6 é possivel quando m > 6(P™).3

3A relagdo entre o(P™) e 9(P™) é uma questdo interessante, e talvez seja possivel vincular esses dois
valores mais estreitamente. Eis algumas idéias preliminares nesse sentido: se o(P™) = n, entdo existe uma
matriz A € RI°I*" ¢ uma matriz estocdstica B € R"*I5! tais que AB = P™. A partir de (3.13), pode-se
afirmar que > j @iy = 1 para todo 7. Entdo, se A ¢ uma matriz ndo-negativa, ela é também estocastica.
Portanto, uma possibilidade seria tentar obter a partir de A e B uma matriz ndo-negativa D e uma matriz
estocdstica K de forma que DK = P7. Se isso for possivel, entdo o(P™) = ¢(P7™). Infelizmente ndo
consegui demonstrar essa relacdo, e tampouco fui capaz de encontrar uma excecdo (ou seja, um exemplo
em que §(P™) > o(P™)).
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3.3 Reducao de um Processo de Markov

A fatoragdo estocdstica da matriz de transi¢des P™ com m < |S| depende de uma
distribui¢do ndo trivial dos vetores-linha dessa matriz. Mesmo que esse seja o0 caso, para
aplicar a Proposicao 3.1 € necessdrio encontrar um vetor r™ € R™ tal que D™ = r™, o
que nem sempre € possivel. Essas duas condi¢cdes sao muito restritivas, o que acaba por
limitar a aplicabilidade da fatoragcdo estocdstica a um pequeno conjunto de processos de
Markov. E natural portanto pensar em relaxa-las. Nesse caso, o problema passaria a ser

encontrar matrizes estocasticas D e K e um vetor r™ tais que
DK =~ P7, (3.19)

DF™ ~ 7. (3.20)

Note que a restricdo de estocasticidade sobre D e K continua valendo—¢€ ela que ga-
rante que KD seja uma cadeia de Markov vélida—e por isso a expressao (3.19) pode
ser chamada de fatoracdo estocdstica aproximada de P™. Na seqiiéncia do texto, usarei
indiscriminadamente o termo “fatoracdo estocdstica” para me referir tanto a versao exata
quanto a versao aproximada dessa fatoragdo. Nos casos em que a distin¢do for fundamen-

tal e ela ndo estiver clara pelo contexto usarei os termos apropriados.

O significado exato das expressdes (3.19) e (3.20) depende das func¢des de custo adota-
das como medida de dissimilaridade entre as solu¢des encontradas e o objetivo. Pode-se,
por exemplo, utilizar alguma nocdo de distancia definida nos espacos métricos correspon-
dentes [80]. Uma outra possibilidade € adotar uma medida mais especifica para o pro-
blema. Quando se compara vetores estocasticos, como em (3.19), uma escolha comum &
a divergéncia generalizada de Kullback-Leibler [81]. Qualquer que seja a funcao de custo
escolhida para avaliar a qualidade das aproximagdes, a substituicdo de (3.10) e (3.11) pe-
las expressdes acima tem uma conseqii€éncia inevitavel: a relacdo (3.12) também deixa de

ser atendida de maneira estrita, ou seja, agora

Isso ndo € necessariamente um problema. Como discutido anteriormente, na programagao

dinamica o célculo da fun¢do de valor de uma politica m ndo precisa ser exato. Contanto
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que a politica derivada da funcao de valor v™ seja a mesma gerada pela sua aproximagao

Dv7, o uso da primeira ou da segunda € irrelevante do ponto de vista da aprendizagem.

3.3.1 Analise teodrica

Exigir que a politica gerada pela aproximacdo de v”™ seja a mesma gerada pela fun-
¢do original ainda é muito restritivo. Mais interessante seria avaliar o impacto de uma
aproximacdo qualquer sobre o processo de aprendizagem. Existem diversos resultados na
literatura que permitem uma estimativa desse impacto [20, 186, 152, 22]. Na secdo 3.4
um desses resultados € discutido em detalhes, mas por enquanto basta saber que ele se
baseia em

| v =¥ ||, (3.21)

onde v = Dv". Obviamente, quando se utiliza a fatora¢do estocdstica para reduzir
um processo de Markov ndo se conhece a fun¢do v”. Portanto, para avaliar o impacto
da fatoracdo sobre a aprendizagem € necessario limitar (3.21) com base nos erros de
aproximacgdo de P™ e r". Especificamente, o que procuro nesta se¢do € encontrar uma

cota superior para (3.21) baseada em
[PT=P" o e |17 —T" [,

onde P* = DK e i™ = D¥". Para tal, farei uso do fato de v™ e v™ serem solugdes de
sistemas de equagdes lineares. Inicio apresentando um teorema de Golub e Van Loan [50]

que trata justamente dessa situagao:

Teorema 3.1. Seja A inversivel e x a solucdo de Ax = b. Seja A uma aproximacdo da
matriz de coeficientes A e b uma aproximagdo do vetor b tais que

|A-A|__ Ib-bl_
Y IS

, entdo a matriz A é inversivel e

Se ¢ < 1/cond(A), onde cond(A) = || A ||| A~!

% = A~'b atende a

| x — % || 2¢

|x|| — 1—cond(A)e

cond(A). (3.22)

Demonstragcdo. Golub e Van Loan [50], Teorema 2.7.2, p. 83. [



3.3 Reducio de um Processo de Markov 74

Note que o Teorema 3.1 vale para qualquer norma, contanto que a norma matricial

seja aquela induzida pela norma vetorial adotada. No caso de || - ||, iSso significa que
| A |lo = miaxz |ag;|. (3.23)
J

A norma acima € particularmente fécil de ser calculada para as matrizes envolvidas no
problema de redu¢ao de um processo de Markov. Isso porque todas elas t€m por defini¢ao
vetores-linha com uma soma fixa, o que torna (3.23) uma operagao trivial. A principio, o
que poderia dificultar a aplicacdo de (3.22) na pratica € a necessidade de se determinar a
inversa da matriz de coeficientes A (afinal de contas, o objetivo de se fatorar o processo de
Markov € justamente evitar essa inversao). Felizmente, quando as linhas de uma matriz A
tém todas a mesma soma ndo € preciso inverté-la para calcular o seu nimero de condi¢do

cond(A), como mostra o lema abaixo.

Lema 3.1. Se rodas as linhas de uma matriz inversivel A tém soma 3, entdo as linhas de

sua inversa A~ tém soma 1/ 3.

Demonstragdo. Para facilitar a notacdo, seja B = A~!. Sabe-se que BA = I, o que
implica que
1 o=3", 2 biva;
=> bk Zj ap; paratodo i.
Como Zj aij = (3, tem-se Y, by, = 1/5 (5 # 0 porque A ¢ inversivel). O

Note que do lema acima segue que, sob a norma || - ||, 0 nimero de condi¢do de uma
matriz cujas linhas tétm a mesma soma € 1. Essa € a melhor situacdo possivel, uma vez
que cond(A) > 1 quando se adota essa norma (e, como se sabe, quanto maior cond(A)
mais mal-condicionada € a matriz [50]). Além disso, a conclusdo acima simplifica consi-
deravelmente a expressdo (3.22) para o caso estudado aqui, o que me permite enunciar a

seguinte proposi¢ao:

Proposicio 3.2. Sejam P™ € RISXISl ¢ v™ € RIS a matriz de transicées e o vetor de re-
compensas de um processo de Markov induzido por uma politica 7. Sejam P™ e RISIXIS]
uma matriz estocdstica e ¥™ € RIS! um vetor qualquer. Defina

¢ = max (%n P — P ||, w) , (3.24)
—

17 Jloo
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com~y € [0,1). Se e < 1, entdo

| v =V ||l 2¢

(3.25)

— Y
vl 1—e
onde v™ € a funcdo de valor do processo de Markov original e V™ é a funcdo de valor do

processo definido por P™ e ¥™, ambas calculadas com um fator de desconto .

Demonstragdo. Sabe-se que
(I—~+P")vT =17,
e, como P™ é uma matriz quadrada estocdstica, sabe-se que

(I—AP™)¥" =7 (3.26)

tem uma solucdo unica para 0 < v < 1 [128, 22]. Tem-se, portanto, dois sistemas
lineares com 0 mesmo nimero de equagdes e incognitas. Para limitar a diferenca entre as

suas respectivas solugdes recorro ao Teorema 3.1. Nesse caso tem-se

™

A=(I1-~9P7), b=1r", x=vV",
~ ( 7~ : ~ (3.27)
A=I-9P), b=1", x=7".
Como P™ é uma matriz estocéstica, pode-se escrever para toda linha 7 de A:
Zj ai; =1—pj — 72#7;]9;}
=1 —pf; =71 = p)
=1-7.
Logo,
[Alow=1-7 [[A' =1 e cond(A)=1, (3.28)

1=y
em que o segundo resultado € uma aplicagcdo direta do Lema 3.1. Substituindo (3.27)
e (3.28) em (3.22), apds algumas manipulagcdes algébricas simples chega-se a expres-

sdo (3.25). ]

A expressdo (3.25) fornece uma cota superior para o erro relativo na aproximacao de
v”. Para derivar um limite para o erro absoluto a partir dessa expressdo basta encontrar
uma cota superior para || v™ ||. Na falta de informagdo adicional sobre o problema,

pode-se usar o fato de

™ |l = I— Pﬂ'—17roo<
V7 lloe = I T= P70 floo < 7—

7 oo, (3.29)
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que, substituindo em (3.25), leva a

~ 2€
| v =V |0 < )H " oo, €< 1. (3.30)

(1=e)(d -7

Note, no entanto, que (3.25) € mais justa do que (3.30).

A condi¢do € < 1 no enunciado da Proposi¢do 3.2 implica que

- 1—
| PT— P o < —,
i

0 que pode significar uma restri¢do forte quando o fator de desconto v se aproxima de
1. Por exemplo, um desconto de v = 0.9 implica que a cota (3.25) s6 pode ser usada se
Zj [pf; — Pf;l < 0.12 para todo i. Isso claramente limita o nimero de casos em que a
proposicao pode ser utilizada. Sendo assim, apresento abaixo uma maneira alternativa de
se calcular uma cota superior para || v — V™ ||, que ndo impde nenhuma restri¢do sobre

a qualidade das aproximacdes de P™ ou r”.

Proposicao 3.3. Sejam P™, r™, P™ ¢ £ como na Proposicdo 3.2. Entdo

1 ~ -
Ve o < —— (| 27 = F || + —— || PT — P7 || || T~ oo). (3.31)
H I < 12 (1 oo 72 el =

Demonstragcdo. Sejam A e A como em (3.27) e defina
AA=A—-A, Ar"=7F"—1" ¢ AV  =V" —v".

Entéo
"+ Ar" = (A +AA)(VT+ AVT)

= AvV™ + AAV™ + AAV™ + AAAVT™.

Lembrando que r™ = Av™, apds algumas manipulagdes algébricas tem-se
~ 1
AvT = A (Ar™ — AAv™),
o que implica que

~ ~—1
[vE=9" [l <A [l ArT — AAVT [|o

-1 (3.32)
<A oo (I AL floo 4[| AA ool v [loc) -
Como P™ é uma matriz estocéstica, basta usar o Lema 3.1 para concluir que
~—1 1
A o= 1= (3.33)
-7

como feito na demonstracdo da Proposic¢ao 3.2. Substituindo (3.33) e (3.29) em (3.32),
chega-se a (3.31). [
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A cota (3.31) € mais justa do que (3.30). Para enxergar isso basta lembrar a definicao

de € em (3.24) e notar o seguinte:

2| 1" oo 1
(1=e1-7) " A= -1)

Comparando o lado direito da expressdo acima com a cota superior em (3.31) fica claro

~ Y =
T =T o P — P™ ~ i o .
(1= bt 120 NI

que (3.30) € pelo menos (1 —€)~! vezes maior do que esta dltima. Isso ndo significa que a
Proposi¢do 3.2 nao tenha importancia. Quando se deseja uma estimativa do erro relativo
na aproximacao de v”, a cota (3.25) pode ser mais justa do que (3.31), dependendo do va-
lor das varidveis envolvidas nessas expressoes. Nesse caso, uma alternativa seria calcular

o valor de ambas as cotas e adotar a menor delas como teto para o erro de aproximacao.

Dadas aproximagdes P e r”, o lado direito das expressoes (3.25) e (3.31) pode ser
facilmente calculado. No caso da fatoracdo estocdstica, isso significa que basta fazer
P™ = DK e i = D" para se ter uma estimativa do erro introduzido no célculo de v”
pela reduc@o do processo de Markov, ou seja, uma cota superior para || v — DV™ || .
Como as expressoes (3.25) e (3.31) podem ser calculadas eficientemente, pode-se pen-
sar em adoté-las na pritica como um critério que garanta a qualidade da aproximacao de
v™. Por exemplo, em principio € possivel definir uma tolerancia maxima para (3.21) e
usar (3.31) como critério de parada para um algoritmo iterativo que refine sucessivamente
as aproximagdes de P™ e r” (na préxima secdo apresento um algoritmo desse tipo). E
concebivel também usar (3.25) ou (3.31) para determinar o nimero minimo de arquéti-
pos necessdrios para se alcangar um determinado grau de precisdo na aproximacao de v”.
Note, no entanto, que (3.25) e (3.31) sdo limites tedricos, que em alguns casos represen-
tam apenas uma superestimativa grosseira do erro real de aproximacdo. Na Secdo 3.3.2

eu analiso as situagdes em que esses limites constituem valores com alguma relevancia

prética.

Independentemente do seu uso na pratica, a definicdo de uma cota superior para o erro
na aproximagdo da funcdo de valor € de extrema importancia para embasar teoricamente
a fatoracdo estocdstica aproximada. Isso porque as expressdes para o cdlculo dessa cota
deixam claro quais s@o as varidveis que influenciam a qualidade da aproximacao. Além
disso, essas expressoes fornecem uma indicagdo do comportamento do erro de aproxi-

macao em relagcdo aos diferentes aspectos do problema. Por exemplo, observando (3.25)
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e (3.31) fica claro que a tendéncia do erro € crescer com um aumento do fator de desconto
~. Na proxima se¢do essa e outras questdes sdo investigadas empiricamente em uma uma

série de experimentos computacionais.

3.3.2 Analise empirica

Na secdo anterior discuti de um ponto de vista tedrico as conseqiiéncias de se usar
aproximagdes da matriz de transi¢cdes e do vetor de recompensas no cédlculo da fun¢do
de valor de um processo de Markov. Nesta secdo abordo o mesmo assunto sob uma
perspectiva mais pratica, através de uma série de experimentos computacionais em que
analiso as peculiaridades do problema de aproximacao em questdo. Em particular, avalio
como as caracteristicas da matriz de transi¢cdes P™ e do vetor-recompensa r”™ influenciam
na qualidade da aproximacgao de um processo de Markov, e como esta dltima se reflete no

calculo da funcao de valor v™.

Para a anédlise empirica desta secdo interpreto a fatoragdo estocdstica de P™ como
um tipo especial de fatoracdo de uma matriz em que todos os elementos sdo maiores ou
iguais a zero. Além de ser natural, essa formulacdo do problema torna disponivel uma
série de métodos desenvolvidos especificamente para resolvé-lo. Note portanto que a
escolha dessa abordagem é puramente uma questao de conveniéncia, € ndo significa que
eu esteja sugerindo que esta seja a melhor alternativa para lidar com o problema. Como
serd visto a frente, existem maneiras mais eficientes de se fatorar um processo de Markov.
No inicio desta secdo, porém, a ferramenta fica em segundo plano, e o foco da andlise sdo

as caracteristicas do problema de aproximacao.

Fatoracao nao-negativa de uma matriz

Vou me concentrar por um instante na fatoragdo estocdstica de P™ isoladamente.
Suponha que o objetivo seja minimizar os residuos quadrados deixados pela diferenca

P™ — DK. Entdo, o problema pode ser escrito de forma sucinta como:
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minimizar £ (P™, DK) = ||P™ — DK]||3 (3.34)

D, K>0

em relacdo a D e K sujeito a

D diy=1 parai=12,..8S], (3.35)
j=1
S|
» k=1 parai=1,2,.m, (3.36)
j=1
onde || - ||r € a norma de Frobenius [50].

A expressao (3.34) é um problema conhecido na literatura como fatoragdo ndo-nega-
tiva de uma matriz. Embora a sua versdo exata ja venha sendo estudado hd algum tempo
pela dlgebra linear [94, 32, 120], foi apenas recentemente que a versao aproximada do pro-
blema passou a ser considerada como uma abordagem para a andlise de dados [114, 87].
A vantagem da fatoracdo ndo-negativa em relagcdo a técnicas de redu¢do de dimensio-
nalidade convencionais, como a andlise de componentes principais, € a possibilidade de
interpretacdo dos vetores-base em aplicacdes em que valores negativos nao encontram
correspondéncia no mundo real. Por exemplo, ao se fatorar uma matriz representando
uma imagem em escalas de cinza, valores ndo-negativos podem ser interpretados como
as tonalidades dos pixels. Dessa forma, um objeto pode ser decomposto em suas “partes
constituintes.” Uma boa ilustracdo desse conceito € dada por Lee e Seung [87], que utili-
zam a fatora¢do nao-negativa para decompor imagens faciais em caracteres identificaveis

como olhos, bocas, efc.

A origem do estudo da fatoracdo ndo-negativa aproximada é em geral atribuida a Pa-
atero [114, 112, 113], mas Lee e Seung foram provavelmente os grandes responsaveis
pela sua popularizacao, ao interpretarem a técnica como uma forma de andlise de dados
genérica [87] e apresentarem algoritmos simples para resolver o problema [88]. Embora
seja um assunto relativamente novo, a fatoracdo nao-negativa ja € tema de uma enorme
quantidade de trabalhos, que discutem desde aspectos teéricos do problema de otimiza-
¢do [41] até aplicacdes praticas do método [87, 189], passando por questdes técnicas de
implementagdo [90, 53]. Uma tentativa de revisdo exaustiva da literatura seria portanto

uma empreitada fadada ao fracasso, e neste contexto faria pouco mais do que desviar o
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leitor da discussao principal. Assim, limito-me a citar algumas referéncias relevantes no
fluxo do texto. Para uma pesquisa mais extensiva sobre o assunto, sugiro a leitura do
trabalho de Sra e Dhillon [153], que contém uma revisao histdrica e indmeras referéncias

para trabalhos sobre o tema.

Embora o problema (3.34) seja convexo em relagdo a D e a K isoladamente, ele ndo
o € em relagcdo as duas varidveis conjuntamente [88, 90, 62]. Assim, 0 midximo que um
algoritmo de fatora¢do ndo-negativa pode garantir € um minimo local para o problema.
Os diferentes métodos existentes na literatura para a solug¢do de (3.34) variam bastante
em relacdo a técnica de otimizacdo adotada, mas em geral eles seguem a filosofia de
uma minimizacdo alternada: primeiro fixa-se K e otimiza-se D, e depois fixa-se D e
otimiza-se K. Nesta secao apresento o algoritmo de Lee e Seung [88], que é sem divida
o representante mais popular dessa categoria. E importante observar de antemdo que
existem na literatura diversas propostas de algoritmos que supostamente funcionariam
melhor do que este que serd apresentado [53, 90, 76]. No entanto, esses algoritmos sdo em
geral mais complicados e dependem da definicdo certa de seus parametros (em contraste
com o algoritmo de Lee e Seung, que ndo depende de nenhum parametro). Como a
énfase aqui ndo estd no desempenho do método de aproximacdo, o ganho eventual na
precisdo das solugdes encontradas dificilmente justificaria o trabalho extra em apresentar

e implementar esses algoritmos mais avancados.

O algoritmo de Lee e Seung pode ser visto como uma descida pelo gradiente em que
cada elemento do vetor de atualizacdo é escalado individualmente. Note que fixando D
ou K a expressao (3.34) torna-se uma minimizacao dos minimos quadrados linear, cujos

gradientes sao dados por

85 _ Tt t

D P"K' — DKK", (3.37)
23

2> _ D'P"— D'DK .
0K ’ (3-38)

onde K" é a matriz transposta de K. No algoritmo de Lee e Seung os elementos das

matrizes acima sao reescalados de maneira independente, ou seja, as equagdes de atuali-

7agao sao
23
D—D —-E x —
- oD’
K&K—Lxﬁ,

K
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em que “x” denota o produto de Hadamard (elemento-por-elemento). As matrizes E e
L sdo definidas de forma a aumentar o decréscimo da fungdo de custo ¢ a cada iteragdo,
sem no entanto violar a restricao de ndo-negatividade. Especificamente, Lee e Seung [88]

mostram que fazendo
D

E=—,
DKK

K
L= ———
D'DK

a fun¢do de custo (3.34) decresce monotonicamente a cada iteragcao (a divisao de matrizes
aqui também € elemento-por-elemento). Assim, as equacdes de atualizacao do algoritmo

ficam reduzidas a duas regras multiplicativas simples:

T t

DD x %, (3.39)
tp7w

Kok DT a0

Observe que o algoritmo acima foi desenvolvido para a versdo original do problema
de fatoracdo ndo-negativa de uma matriz. Aqui, no entanto, s6 interessa o caso em que
P™ ¢ aproximada por duas matrizes estocdsticas, como determinam as restri¢oes (3.35)
e (3.36). Uma maneira de fatorar estocasticamente P™ seria simplesmente adicionar um
termo de penalizacdo a (3.34) que forcasse a soma dos elementos em uma linha de D
e K a ser um. Essa possibilidade ja foi levantada na literatura relacionada a fatoracdo
nao-negativa de matrizes [76, 153] e aparece em outros contextos como uma solu¢do para
problemas com restri¢des de convexidade muito parecidas com (3.35) e (3.36) [36, 86].
No entanto, neste trabalho adoto uma abordagem diferente. Como notado anteriormente,
o algoritmo de Lee e Seung nada mais € do que um tipo especial de descida pelo gradi-
ente. Uma das maneiras de lidar com problemas de otimizacido com restri¢des € utilizar
o método da projecdao do gradiente, em que as solu¢des intermedidrias sdo atualizadas
da maneira convencional e depois projetadas de volta no espago factivel [17]. Aqui os
espacos factiveis referentes as linhas de D e de K sdo os simplexes A™ ! e AlSI-1 res-
pectivamente. Portanto, pode-se apds cada aplicagdo de (3.39) e (3.40) projetar as linhas
de D e K nesses espagos. Note que essa projecdo € um pouco mais complicada do que
simplesmente normalizar os vetores de maneira que os seus elementos tenham soma um.

Para fazé-lo adotei um engenhoso algoritmo apresentado por Nascimento et al. [108],
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cujos detalhes serdo omitidos em nome do fluxo da apresentacdo. Por ora basta saber
que dada uma matriz qualquer A com linhas em R”, a fun¢do ¢(A) retorna a matriz

estocéstica formada pela projecdo ortogonal dos vetores-linha de A em A"~14

O Algoritmo 3.1 traz um pseudo-cddigo descrevendo o método utilizado nesta secao
para realizar a fatoracdo estocdstica de P”. Note que o algoritmo € simplesmente o mé-
todo de Lee e Seung seguido da projecio de Nascimento e al. E importante observar,
porém, que com essa pequena alteracao o algoritmo de Lee e Seung perde a garantia de
decréscimo da fungdo de custo (3.34) a cada iteragdo. Nos casos em que um acréscimo
eventual de (3.34) ¢ intolerdvel, pode-se garantir o seu decréscimo monotdnico proje-
tando os gradientes originais (3.37) e (3.38) ao invés de suas versdes reescaladas, (3.39)
e (3.40) [17, 90, 108] . Note, porém, que essa decisdo envolve a definicdo de uma taxa de

aprendizagem adequada que garanta a monotonicidade a cada iteragdo.

Algoritmo 3.1 Fatoragdo estocdstica aproximada de uma matriz
Requer P™ ¢ RISXISI m € [1,]9]]
Retorna D € RIS ¢ K € R™*I5I estocdsticas tais que DK ~ P™

D+« matriz estocdstica | S| x m aleatéria

K<« matriz estocdstica m X |S| aleatéria

repita
D« <D X PW—Ktt) > Atualizacdo (3.39) seguida de projecdo
DKK
K—p (K X %) > Atualizacdo (3.40) seguida de projecdo
D'DK

até critério de parada satisfeito

Antes de encerrar esta se¢do, vale fazer uma observagdo. A estrutura do Algoritmo 3.1
pode dar a falsa impressdao de que existe uma solucdo trivial para o problema de otimi-
zacdo alternada: ao invés de atualizar as matrizes D e K através das equacdes (3.39)

e (3.40), por que ndo encontrar a solu¢cdo exata para cada sub-problema antes de fazer a

4Uma solucdo alternativa para lidar com a restricio de estocasticidade de D e K seria adotar como
funcdo de custo a divergéncia generalizada de Kullback-Leibler [88]. O que torna essa funcao atraente para
a aproximacdo de P™ € o fato de todos os seus pontos estaciondrios serem também matrizes estocasticas.
Além disso, dado um ponto estaciondrio P™ ~ BC, pode-se facilmente obter a partir de B e C matrizes
D e K que sdo linha-estocdsticas, como mostra o Coroldrio 2 de Ho e Dooren [62]. Embora essa seja uma
maneira elegante de lidar com as restri¢des (3.35) e (3.36), preferi me ater a fungao de custo (3.34), porque
a partir dela pode-se facilmente desenvolver heuristicas com um custo computacional muito inferior ao do
Algoritmo 3.1, como serd visto a frente.
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projecao? Nesse caso, a atualizagdo de D seria
D'y ((KK') ' KP™), (3.41)

e a atualizacdo de K poderia ser derivada de maneira andloga. Embora a principio essa
abordagem pareca mais bem fundamentada teoricamente, ocorre justamente o contrario.
O algoritmo acima usado para a fatoragdo ndo-negativa pode divergir até mesmo no caso

em que ndo se impde as restri¢des de estocasticidade sobre D e K [76].

Aproximacao da matriz de transicoes

Existem sempre dois tipos de erro envolvidos na aproximacao de uma matriz P™ que
representa as transi¢des de um processo de Markov induzido por uma politica 7. Um se
refere as caracteristicas da propria matriz, e € inerente ao processo. O outro representa
as limitag¢des do algoritmo adotado para o problema de aproximagdo. Como discutido na
Secado 3.2.1, o que determina o nimero minimo de arquétipos necessarios para a fatora-
¢do estocdstica de uma matriz P” € a dimensdo do menor simplex estocdstico que contém
as suas linhas. Se 9(P™) = n, existe um erro intrinseco na aproximag¢do DK ~ P~
com m < n que independe do método de aproximacao utilizado. Por outro lado, mesmo
que uma fatoracao exata seja possivel € provédvel que a funcao de custo (3.34) nunca seja
zerada na prética, por questdes inerentes a0 método adotado para a aproximacdo. Por
exemplo, o residuo na fun¢do de custo pode refletir o fato de a solugdo encontrada ser
apenas um minimo local para o problema. E fundamental que se distingua esses dois
tipos de erro, porque eles sdo indicativos de duas limitacdes diferentes da proposta deste
trabalho. Enquanto o primeiro representa um limite tedrico, o segundo é uma medida da
imperfeicao da ferramenta usada para implementéd-la. Nesta secio me concentro na ané-
lise do erro do primeiro tipo. As dificuldades de se resolver o problema de aproximagao

na prética sdo tratadas mais a frente.

De um ponto de vista computacional, o posto estocastico de uma matriz ndo € o inico
fator relevante para a sua fatoracdo estocdstica. Quando se adota um método como o Al-
goritmo 3.1 para fatorar estocasticamente P™, existem outras caracteristicas dessa matriz

que podem facilitar ou dificultar o problema. Suponha que o(P7T) = 4(P3) = m. O
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fato de uma fatoragdo usando m arquétipos ser possivel em ambos 0s casos nao signi-
fica que os dois problemas tenham o mesmo nivel de dificuldade. Em particular, se o
(m — 1)-simplex definido pelas linhas de PT estd contido naquele definido pelas linhas
de P7, entdo o conjunto dos simplexes que representam esta dltima de maneira exata esta
contido no conjunto dos simplexes que representam a primeira. Em outras palavras: uma
matriz K que seja uma solucdo para a fatoracdo estocéstica de P é também uma solugdo
para a fatoragdo de P7, mas a reciproca ndo € necessariamente verdadeira—P7T € “mais

fatorizdvel” do que P7.

Intuitivamente, a dificuldade em se fatorar estocasticamente uma matriz estd relaci-
onada com o hiper-volume do envoltério convexo definido pelas suas linhas. Em geral,
quanto menor esse volume mais facil € a fatoracdo. Para visualizar essa questao, supo-
nha que P” seja a matriz-identidade de dimenséo |S|. Nesse caso os vetores-linha dessa

matriz sdo coincidentes com os vértices do simplex AlSI~!

, € uma fatoracdo exata sé é
possivel quando se utiliza os proprios vértices desse simplex (o que equivale a dizer que
K = LP", onde L ¢ uma matriz de permutacdo). Imagine agora que as linhas da matriz
P™ tivessem um alto grau de estocasticidade—ou seja, que a diferenca de magnitude dos
seus elementos nao fosse muito grande. Nesse caso, os vetores-linha estariam na “regiao
central” de A¥I=1 o que resultaria em uma diminui¢io do hiper-volume definido pelo
seu envoltorio convexo. Isso claramente aumentaria as possibilidades de fatora¢do da ma-
triz P™. Especificamente, qualquer simplex em Al%I=! cujo j-ésimo vértice pertencesse a
[max; Dijs 1] seria uma solug@o exata para o problema. Estendendo um pouco o racioci-
nio, ndo € dificil imaginar situacdes em que uma representacdo exata de P™ seria possivel
utilizando-se menos de | S| arquétipos. Isso ocorre por exemplo quando uma das linhas

de P™ representa um ponto em AlSI=1

que € interno ao envoltdrio convexo formado pelas
demais. Mesmo que uma fatoragdo exata ndo seja possivel, a expectativa € que o residuo
deixado por uma fatoracdo estocdstica aproximada diminua a medida que o hiper-volume

definido pelas linhas de P™ diminui.

Para verificar essas afirmacoes, apresento nesta se¢do uma série de experimentos em
que o Algoritmo 3.1 € usado para aproximar matrizes de transi¢cdes com diferentes carac-
teristicas. Para tal, desenvolvi um método para gerar os vetores-linha de P™ que permite

configuracdes representativas dos vdrios cendrios descritos acima. A estratégia consiste
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em interpretar cada linha p] como uma distribui¢do de probabilidades paramétrica, de
forma que seja possivel controlar as suas caracteristicas através do ajuste de seus parame-
tros. A distribuic@o escolhida nesse caso foi a distribui¢do normal, que além de simples
constitui uma hipétese razodavel para modelar muitos processos reais [85]. Nesse caso,

cada elemento de P™ é dado por’

1 ( — pi)?
T R 3.42
Dij 5y P ( 552 ; (3.42)
onde i; é 0 “centro” da distribuicdo, sorteado em um subconjunto de {1,2, ..., |S|} para

cada linha p]. A cardinalidade desse subconjunto, que chamarei de 1, estd claramente
relacionada com o posto estocdstico ¢(P™) das matrizes geradas. O parimetro o é o
desvio-padrdao da curva normal, que nesse caso define o “nivel de estocasticidade” de
P”. Quanto maior esse pardmetro, mais proximas as linhas p] sdo de uma distribui¢do
uniforme em {1,2,...,|S|}. Um inconveniente de se usar a equagdo (3.42) para definir
as linhas de P™ € que se o mesmo centro . for sorteado para duas linhas p e pj, os
elementos dessas linhas serdo idénticos. Embora essa situacdo ndo seja particularmente
inverossimil, seria interessante definir um mecanismo que permitisse controlar o nivel de
similaridade entre as linhas de P™ com mesmo centro y. Assim, pode-se somar a cada
elemento pj; um pequeno ruido amostrado de uma distribui¢do uniforme em [0, 7], onde

7 € um parametro que controla o nivel de similaridade entre as linhas de P™.

Explicitamente, o processo de construcao de uma matriz P” se d4 da seguinte maneira:
primeiro, um subconjunto de {1, 2, ..., |S|} com 9 < |S| elementos € gerado ao acaso. A
seguir, o ¢-ésimo elemento desse conjunto € selecionado como o centro y; da linha py.
Os centros das |S| — ¢ linhas restantes de P™ sdo amostrados de maneira independente
e uniforme do subconjunto definido no passo anterior. Finalmente, os elementos p;; sdo
calculados através de (3.42), e um ruido em [0, 7] é adicionado a cada um deles. E este
ultimo passo que diferencia as linhas pI com mesmo centro p. Depois de todo esse
processo os elementos de cada linha p] sdo normalizados de forma a garantir que sua

soma seja 1.5

% 4

SNote uma pequena inconsisténcia na equacio (3.42): o simbolo “7” é utilizado tanto para denotar a

politica 7 quanto a dizima 3, 1416....
®Uma outra opgio para simular uma distribuicdo normal, provavelmente mais correta do ponto de vista
formal, seria definir o elemento p7; como a drea delimitada pela fungdo gaussiana sobre um intervalo em
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O procedimento de geracao de uma matriz P™ descrito acima pode ser visto como uma
amostragem de | S| vetores estocdsticos de uma distribuicdo definida em AlSI=! através
dos parametros ¢, 0 e n. Para que o leitor tenha uma idéia das caracteristicas dessa
distribui¢do, foram geradas amostras de 20 vetores em A? usando diferentes combinagdes
de valores para o e 1 (como o efeito de v € facil de entender, o valor desse parametro foi
fixado em ¥ = 3). O resultado dessa simulag¢do pode ser visto na Figura 3.3. Como fica
claro na figura, as distribui¢des apresentam 3 “focos” correspondendo aos 3 vértices do
simplex A?. O que define o foco do vetor p7 € o parAmetro i;, € portanto o que determina
o nimero de focos da distribui¢do € ¥). Note que quando 77 = 0 esse parametro define o
posto estocdstico da matriz P™. Observe também que o efeito de um aumento no desvio-
padrio o é deslocar os focos das distribui¢des das extremidades de A? para o seu centro.
Se o efeito de um aumento de o € deslocar os focos da distribuicao, o de 17 € aumentar o

Seu raio.

(@) n = 0.01 (b)yn=0.1 ©)n=03

Figura 3.3: Distribui¢do dos vetores estocdsticos gerados em AZ usando a estratégia des-
crita no texto com ¥ = 3. Foram gerados 20 vetores para cada valor do desvio-padrio o

e do ruido 7.

A estratégia descrita acima permite a geracao de matrizes P™ bastante diferentes entre
si. Antes de relatar os experimentos, porém, € preciso justificar os valores adotados para
os diferentes pardmetros, o primeiro deles sendo a dimensdo |S| das matrizes a serem
aproximadas. Apds uma bateria preliminar de experimentos, ficou claro que os resultados

do Algoritmo 3.1 seguem um padrdo que independe da cardinalidade de .S (contanto, é

torno de j. Por exemplo, p7; poderia ser calculado como a integral de (3.42) em [ —0.5,5 + 0.5]. No
entanto, como aqui estou interessado apenas na caracteristica qualitativa da curva que descreve as transigdes,

a distor¢do causada pelo uso de uma estratégia simplificada ndo tem maior importancia.
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claro, que um nimero suficientemente grande de itera¢des seja executado). Assim, um
valor de |S| = 100 me pareceu um bom compromisso entre a dificuldade do problema
e o custo computacional dos experimentos. O préximo passo foi determinar o ndmero
m de arquétipos usados nas aproximacdes. Como o objetivo aqui € estudar o efeito das
caracteristicas de P™ sobre a sua fatoragdo estocdstica, esta decisdo me pareceu menos
importante, € um valor de m = 20 foi adotado de maneira mais ou menos arbitraria (a

frente analiso detalhadamente o efeito de m sobre a qualidade das aproximacdes).

Ha que se discutir ainda os valores de v, o e 1 usados para definir as distribui¢des de
onde foram amostradas as linhas de P™. Para o parametro ¢ foram selecionados valores
representativos do conjunto de valores possiveis, que nesse caso é {1,2, ..., 100}. Especi-
ficamente, 1 assumiu nos experimentos os valores 10, 30, 50, 70 e 90. Os desvios-padrdes
o foram determinados de forma a originar matrizes de transi¢cdes com caracteristicas bem
diferentes. Para |S| = 100, valores de o no conjunto {1, 5,10, 50} resultam em matrizes
P™ que variam desde o caso em que as transi¢des de uma linha ficam concentradas em
torno de um unico elemento até o caso em que os vetores p; aproximam-se de uma dis-
tribui¢do uniforme em {1,2, ..., 100}. Finalmente, ficou constatado que um valor de 1073
para o parametro 7 descaracterizava bastante as distribui¢des originais em que n = 0.
Para dar uma idéia do efeito de um aumento gradativo desse parametro, além desses dois
extremos 7 assumiu nos experimentos o valor intermedidrio de 10~%. Todas as combina-
cOes possiveis dos valores dos parametros ¢, o e 1 deram origem a 60 distribuicdes de
vetores estocdsticos em A%, Para cada distribuicdo foram geradas 50 matrizes P™ dife-
rentes. Os resultados do Algoritmo 3.1 na aproximagdo dessas matrizes sdo mostrados na

Figura 3.4. A func@o de custo adotada é o erro médio por estado: &, = £/|S5].

A andlise dos resultados mostrados na Figura 3.4 deixa claro que a distribui¢do dos
vetores-linha de P™ em A% tem, de fato, um enorme impacto sobre a qualidade da fatora-
¢do estocastica dessa matriz. Para entender o efeito dos parametros v/, o e 1), basta analisar
a sua influéncia sobre o simplex definido por P”. Um aumento do desvio-padrdo o tende
a concentrar os vetores-linha de P™ na regido central de A*/=1, o que corresponde a uma
diminui¢do do volume do simplex definido pelas linhas dessa matriz. O efeito esperado
de um aumento de o €, portanto, uma diminui¢do no erro de aproximac¢do. Observando a

Figura 3.4 fica evidente que isso € de fato o que acontece, independentemente dos valores
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Figura 3.4: Resultado da aproximacdo de matrizes de transi¢coes P™ com diferentes ca-
racteristicas. Para cada combinacdo dos parAmetros ¥, o e n foram geradas 50 matrizes
100 x 100. Os valores acima se referem ao resultado médio do Algoritmo 3.1 nesses 50

casos apods 100 iteragdes usando m = 20 arquétipos.
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de ¥ e n (note a diferenga de escala nos eixos das ordenadas). Em contraste, o efeito do
parametro 1 depende do desvio-padrdo 0. Quando o € pequeno, um aumento de 7 tende a
deslocar os vetores para o centro de Al¥I=1, diminuindo o simplex definido pelos vetores-
linha de P™. Por outro lado, quando ¢ € grande os vetores p; j4 se encontram na regiao
central do simplex Al®l=!, e o acréscimo de um ruido 1 aumenta o volume do simplex
definido por P™ (veja a Figura 3.3). Observe como na Figura 3.4a o erro de aproximacgao
diminui com o aumento de 7, enquanto na Figura 3.4d ocorre justamente o contrario. As

outras duas figuras representam situacdes intermedidrias.

O parametro 9 também parece interagir com ¢, embora de uma maneira mais com-
plexa. O efeito dessa varidvel € facil de entender quando o € pequeno. Nesse caso, 0s
vetores p7 se concentram nas vizinhangas de alguns dos vértices de A%. O que deter-
mina o vértice de p € o seu centro j;. Quanto maior o niimero de centros f; distintos,
portanto, maior o volume do simplex que contém P”. E por isso que na Figura 3.4a o erro
de aproximacao cresce monotonicamente com o parametro ). Por outro lado, a medida
que 0 — 00, 0s vetores p7 deixam de “pertencer” a um dos vértices do simplex A%, e o
efeito de 1) passa a ser mais dificil de explicar. Em particular, na Figura 3.4c o aumento
desse parametro parece facilitar a fatoracao estocastica de P™. Aqui posso fazer pouco
mais do que especular sobre as causas desse fendmeno. A hipdtese que tenho € que o
decréscimo de &, na Figura 3.4c esta relacionado com a natureza do método usado para a
aproximacdo. Note que a diminui¢do do pardmetro ¢ tem dois efeitos contraditérios. Se
por um lado ele diminui o volume do simplex definido pelas linhas de P™, por outro ele
deixa a sua fatoracao estocdstica mais sensivel a escolha dos valores iniciais para D e K
(imagine, por exemplo, que os vetores-linha da matriz K inicial estejam “distantes” dos
vetores p7 ). Quando o € suficientemente pequeno € razodvel esperar que o primeiro efeito
seja preponderante, mas a medida que essa varidvel aumenta pode haver uma inversdo. Se
esse for mesmo o caso, os erros de aproximagdo da Figura 3.4c podem ser conseqiiéncia
da estratégia de inicializacdo adotada no Algoritmo 3.1, em que D e K sdo geradas de
maneira aleatéria. Qualquer que seja a explicacdo para esse fendmeno, € importante notar
que as diferengas nos erros de aproximagao mostrados na Figura 3.4¢ sdo muito pequenas,
quase insignificantes quando comparadas com aquelas mostradas na Figura 3.4a, que € o

cenario mais facil de entender.
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A fatoracdo estocdstica de matrizes de transi¢cdes P™ geradas com diferentes valores
de ¥, o e n d4 uma boa idéia de quais sdo as caracteristicas dessas matrizes que determi-
nam o sucesso da sua aproximacio. E evidente que se pode pensar em outras distribui-
¢des de vetores em Al®I=! que dariam origem a matrizes de transicdes com caracteristicas
diferentes. Qual seria, por exemplo, a conseqiiéncia de se adotar um desvio-padrao o; di-
ferente na gerag@o de cada linha p7 de P™? Como existe uma quantidade inesgotavel de
configuracdes possiveis da matriz P™, € importante extrair padrdes que permitam uma ge-
neralizacao para casos ndo vistos. As conclusdes desta secao sdo um passo nesse sentido.
Aparentemente, a dificuldade de se fatorar uma matriz estocastica € diretamente propor-
cional ao volume do envoltdrio convexo definido pelos seus vetores-linha. Isso significa
que a medida que a distdncia média || pf — p7 || diminui, a tendéncia € que a qualidade de
uma eventual fatoracdo estocdstica de P™ aumente. No caso em que as linhas de P™ sdo
aproximadamente uma distribui¢do normal, duas varidveis influenciam a distancia média
entre elas. Uma é o nimero de estados em torno dos quais as transi¢cdes se concentram,
ou o nimero de centros distintos ¥. Esse nimero aproxima-se de o(P™) a medida que
P™ torna-se mais deterministica. Um outro fator que influencia a qualidade da fatoragdo
estocdstica das matrizes € o seu grau de estocasticidade. Em geral, matrizes P™ em que
as linhas p] sdo proximas de uma distribui¢do uniforme sdo mais faceis de se aproximar

do que aquelas em que as probabilidades de transicdo sao muito desbalanceadas.

Adicionando recompensas as transicoes

Agora que se tem uma idéia de quais sdo as caracteristicas de P™ que facilitam ou
dificultam a sua aproximagdo, € natural perguntar qual seria o efeito de se incluir o vetor
r”™ ao problema. Existem pelo menos duas maneiras de se fatorar um processo de Markov
completo, ou seja, de se resolver (3.19) e (3.20) conjuntamente. Supondo que a fungdo
de custo usada para avaliar (3.20) seja a mesma adotada em (3.34), uma solucd@o simples
seria submeter a aproximacado de r™ a de P”. Isso €, dadas as solugdes D e K para (3.34),

o vetor T poderia ser calculado como

I = (D'D)'D'r", (3.43)
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que corresponde a projecao ortogonal de r™ no espaco alcancado pelos vetores em D.
Note, no entanto, que nesse caso a otimizacdo de D seria independente de r™, o que
limitaria a qualidade das solu¢des encontradas. Uma alternativa mais interessante é con-

catenar o vetor r™ a matriz P™ e considerar a otimizacdo de ambos conjuntamente. Ou

seja, dada i i
TPh Pla Pl
M — T3 P Py o Dy (3.44)
| Tls Plsp Plse o Plsys

o problema passa a ser encontrar um vetor ¥ e matrizes estocasticas D e K tais que
&(M™,DW) seja minimizada, onde W € a matriz formada pela concatenagdo de ™ a

esquerda de K, de maneira anédloga a (3.44).

Note que como W = [t7, K], a restri¢@o de estocasticidade de K recai sobre W, que
poderia ser chamada de “parcialmente estocédstica”—os elementos em cada uma de suas
linhas, a partir da segunda coluna, sao nao-negativos e t€ém soma 1. Uma maneira simples
de lidar com essa restri¢do € adaptar o Algoritmo 3.1 de forma a garantir que a primeira
coluna de W permaneca livre. Nesse caso, as equacdes de atualizagdo (3.39) e (3.40)
seriam idénticas, com W no lugar de K, mas a projecdo posterior de W seria ligeiramente

diferente: apenas os |S

ultimos elementos de cada linha dessa matriz seriam projetados
em AlSI=1. Embora esta solugio ad-hoc nio seja muito elegante, ela é suficiente para os

prop6sitos ilustrativos desta se¢do.’

Geometricamente, a inclusdo de r™ ao problema pode ser vista como a adi¢ao de uma
dimensdo extra ao simplex A!’I=!, que deixa de ter apenas vértices estocdsticos. Isso
pode dificultar consideravelmente a aproximagdo. Suponha, por exemplo, que as linhas
de P™ estejam confinadas em um simplex de dimensao m — 1 cujos vértices sejam as
linhas da matriz K. Nesse caso, uma fatoragdao exata P™ = DK ¢é possivel. No entanto, a
qualidade da aproximacao do processo de Markov M™ fica sujeita a existéncia de um vetor

r™ € R tal que r™ ~ Dr". Dependendo do vetor r™, a aproximacdo M"™ ~ DW pode

"Ao adotar o Algoritmo 3.1 para resolver o problema estou assumindo implicitamente que ¥ > 0.
Se esse ndo for o caso, pode-se usar (3.43) ou reformular o problema de maneira que essa restri¢do seja
atendida [161].
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ser muito ruim, mesmo que uma fatoracio exata de P™ exista. A Figura 3.5 ilustra esse
fendmeno para o caso em que m = 2. A Figura 3.5a mostra a situagdo em que apenas
a matriz P” estd sendo aproximada. Nesse caso, uma representacao exata € possivel
através da combinagdo convexa das linhas de K. A Figura 3.5b mostra um exemplo
benigno da inclusdo do vetor r™ ao problema: embora as linhas de M™ tenham uma
terceira dimensdo, ainda é possivel representa-las de maneira exata com os vetores-linha
de W. Finalmente, na Figura 3.5¢ é possivel ver uma situacdo em que a inclusdo de
r”™ dificultou consideravelmente o problema. Nesse caso, existe um erro intrinseco na
aproximacdo de M™ com apenas 2 vetores, qualquer que seja o método utilizado para

fazé-lo.

oo —00 0 01nm
(a) P™ = DK (b) M™ = DW (oM™ ~ DW

Figura 3.5: Representacdo grafica da inclusdo do vetor-recompensa r™ ao problema de
aproximag@o para o caso em que |S| = 6 e m = 2. Os quadrados representam os vetores-
linha da matriz K e os tridngulos as linhas de W. Na primeira figura os circulos sao as

linhas de P™ e nas demais eles representam as linhas de M™.

Neste ponto deve estar claro que sé faz sentido falar em dificuldade de aproximacao
de r™ se a matriz P™ correspondente for levada em consideracdo. Em principio, seria
concebivel desenvolver uma estratégia para gerar os vetores r"™ que levasse em conta as
caracteristicas de P™, de forma que fosse possivel controlar o nivel de dificuldade de fa-
toracdo de M nos experimentos. No entanto, adotei aqui uma postura bem mais simples:
a cada processo de Markov gerado, os elementos de r™ foram sorteados de maneira in-
dependente em uma distribui¢do uniforme em [0, 1]. Assim, é possivel ter uma idéia da
dificuldade adicional de se incluir r™ ao problema sem que nenhuma forma particular de

P™ seja favorecida.

A Figura 3.6 mostra a contribui¢do de P™ e r™ para o erro total de aproximacdo de
MT. Note que a inclusdo de r™ ao problema resulta em um aumento do erro médio de

aproximacgdo de P™ em relacdo aos valores mostrados na Figura 3.4. Isso nao chega a ser
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uma surpresa, um vez que aqui a otimizagao de D leva também em consideracio o vetor
r”". A otimizacdo conjunta de " e K explica também porque 1) e ¢ t€ém um impacto sobre
os erros de aproximacao de r”, cujos elementos sdo gerados de maneira completamente
independente desses parametros. Note como em geral os pardmetros ¢ e o t€ém efeitos
sobre a funcdo de custo &, (r™, DT™) que reproduzem os padrdes detectados na sec¢do
anterior para a aproximag¢do de P™ sozinha. No entanto, o desvio-padrio o parece ter um
impacto mais forte sobre esta tltima do que sobre a aproximacao de r”™. Isso fica claro
quando se observa que &,,(r™, DT™) > £,,(P™, DK) quando ¢ > 5, independentemente
do valor de ¥J. Esse fendmeno é um forte indicio de que em algumas situacdes a interacao
do vetor r"™ com a matriz P™ tem um impacto maior sobre a fatoracdo do processo de

Markov do que as caracteristicas de P™ isoladamente.

E interessante notar, porém, que em um certo sentido a estratégia adotada aqui para
gerar os vetores r”™ representa o pior cendrio. Em aplicacdes reais, ¢ comum que todos os
elementos de r™ tenham o mesmo valor ou valores parecidos. Esse € o caso, por exemplo,
de problemas de menor caminho, em que em geral apenas as recompensas associadas com
o objetivo final sdo diferentes das demais. Nesses casos a aproximagdo de M™ ficaria
reduzida a fatoracdo estocdstica de P™. De qualquer forma, o importante nessa se¢ao é
que se tenha uma idéia de como as caracteristicas da matriz de transicdes P™ e do vetor
de recompensas r”™ influenciam a fatoracdo estocdstica de um processo de Markov M™.
Na préxima se¢do discuto o impacto dos erros de aproximagdo de M™ no cdlculo de sua

funcgdo de valor v™.

Impacto sobre a funcio de valor

Do ponto de vista da programacdo dinamica, a unica relevancia da qualidade das
aproximacgdes de P™e r™ € o seu impacto sobre o cdlculo da funcio de valor do pro-
cesso de Markov. Colocado de uma maneira simples, pode-se dizer que a “verdadeira”
medida de qualidade de uma aproximacao M ¢ a similaridade entre ¥™ ¢ v™. Em parti-
cular, dadas duas aproximagdes 1\~/I71r e 1\715 de um processo de Markov M7, pode-se dizer

que a primeira é melhor do que a segunda se | v© — V] || < || v — V] ||, mesmo que

| M™ — M7 || > || M™ — M3 || (aqui || - || é uma norma qualquer). Torna-se portanto
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Figura 3.6: Contribuigdo de &,,(P™, DK) e &,,,(r™, DT™) para o erro total de aproximagio

Em(MT™, DW), para vérios valores dos pardmetros 9 e 0. As matrizes P™ foram geradas

com 7 = 0. Os elementos dos vetores-recompensa r”™ foram sorteados de uma distribui¢do

uniforme em [0, 1]. Os processos de Markov sdo a concatenagdo de r™ e P™, ou seja,

M~ =

casos gerados de maneira independente, apos 100 iteragdes, usando m = 20.

[r™, P7]. Os valores se referem aos resultados médios do Algoritmo 3.1 em 50
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fundamental verificar se esse tipo de inversao € possivel, o que equivaleria a dizer que o

efeito de um erro de aproximagdo ndo € determinado unicamente pela sua magnitude.

Intuitivamente, parece provavel que erros com a mesma magnitude possam ter efeitos
diferentes sobre o cdlculo de v™. Um erro na aproximagdo de um elemento de P™, por
exemplo, tende a ser mais danoso se a recompensa associada for grande. Para ilustrar
esse fendOmeno na pratica, eu mostro na Figura 3.7 os erros no célculo da fun¢do de valor
como uma funcao do erro de aproximagao de M™. Nesse caso, se o erro no calculo de v”
fosse totalmente determinado por || M™ — M ||, os pontos da Figura 3.7 formariam uma
curva monotonicamente crescente em relacdo a essa diferenca. Confirmando as suspeitas,
isso ndo € o que ocorre. Observe como erros de aproximagao de M™ com aproximada-
mente a mesma magnitude podem resultar em funcdes de valor de diferentes qualidades.
Esse fendmeno tende a se agravar com o aumento do fator de desconto ~y, provavelmente
porque os residuos deixados pelas aproximagdes de P™ e r™ acumulam com maior peso

no calculo de v™.

Em(V", V7)
0.04

Em(V", V7)

Em(V", V)

0.00

0.00 0.02 0.04 0.00 0.02 0.04 0.00 0.02 0.04
Em(M™, M") Em(M™, M") Em(M™, M")
(@~y=0.50=0.99 ®)y=0.7(r =0.98) ©v=09@ =0.64

Figura 3.7: Correlagdo entre o erro de aproximacdo de um processo de Markov e o erro
no cdlculo de sua funcdo de valor. As func¢des de valor v™ foram calculadas a partir das
aproximacgoes M~ do experimento mostrado na Figura 3.6, para o caso em que ¥ = 50,
o = 10en = 0. Cada um dos 50 pontos nas figuras acima corresponde a uma execugao
do Algoritmo 3.1 por 100 iteragdes usando m = 20 arquétipos. A varidvel r mostrada
entre parénteses € o coeficiente de correlacdo de Pearson [47].

Note que os dados da Figura 3.7 estdo de acordo com as expressdes que fornecem
as cotas para o erro de aproximagdo de v™ derivadas na Se¢do 3.3.1. Como o aumento

de v torna o impacto de um erro de aproximac¢ao mais imprevisivel, é natural que a cota
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Figura 3.8: Comparagdo entre a cota superior prevista pela expressao (3.31) e o erro
| vi — v || efetivamente encontrado nas aproximagdes. A reta z = y representa o que
seria uma cota perfeita. Os processos sdo os mesmos usados no experimento mostrado
na Figura 3.7. Cada um dos 50 pontos nas figuras acima corresponde a uma execugao do

Algoritmo 3.1 por 100 iteracdes usando m = 20 arquétipos.

superior para || v — V™ ||« cresca a medida que v — 1. Além disso, como a derivacao
de um limite tedrico leva em considerag@o o pior caso, a expectativa é que a sua relevancia
na prética diminua com o aumento do fator de desconto. Para mostrar que isso € de fato
0 que ocorre, comparo na Figura 3.8 os erros de aproximacao da figura anterior, agora
medidos com a norma do mdximo, com a cota superior determinada pela expressao (3.31).
Observe na Figura 3.8a como a cota € relativamente justa quando v = 0.1. No entanto,
a medida que esse parametro cresce os limites previstos pela expressao (3.31) tornam-se
superestimativas com pouca ou nenhuma utilidade prética. No caso da expressao (3.25)
esse fendmeno manifesta-se de uma maneira diferente: com um aumento de v, a condi¢ao
e < 1 deixa de ser atendida, e portanto a cota deixa de ser vilida. E importante ressaltar
que a causa da degeneragio desses limites tedricos, que é a presenga do termo (1 — )1
nas expressoes para calculd-los, é uma constante em resultados semelhantes na drea [22,
55], e reflete uma dificuldade inerente ao tipo de problema estudado pela programacao

dinamica.

Como o erro de aproximacdo de um processo de Markov pode ter um efeito bastante
imprevisivel sobre o cdlculo da sua fungdo de valor, € natural a pergunta sobre qual se-
ria a qualidade das funcdes v™ geradas a partir das aproximagdes M"™ obtidas na secdo

anterior. Para responder a esta pergunta, calculei a fun¢do v™ de cada processo M"™ ge-
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rado no experimento anterior e comparei os resultados com as fungdes originais v”. Esse
procedimento foi repetido para diferentes valores do fator de desconto . Um resumo
dessa experiéncia pode ser visto na Figura 3.9. Observe que o efeito de ) e o sobre a
aproximacgdo de v”™ reproduz o impacto desses parametros sobre a fatoracdo de P™—o
que sugere que as caracteristicas dessa matriz sdo um fator determinante da qualidade da
aproximacdo da fun¢do de valor de um processo de Markov. A varidvel nova aqui € o fator
de desconto 7, cujo aumento tende a degenerar a aproximacao v”. Isso estd de acordo

tanto com a Figura 3.7 quanto com as expressoes (3.25) e (3.31).

E tentador fazer algum comentario a respeito da magnitude dos erros de aproximacio
mostrados na Figura 3.9. Note, no entanto, que no contexto da programacgao dinamica
€ dificil definir o que seria um erro tolerdvel na aproximac¢do da funcdo de valor. Assim
como um pequeno residuo na aproximacgao de M™ pode ter efeitos catastréficos no calculo
de v”, um pequeno erro na aproximacao desta dltima também pode ter efeitos inesperados
sobre a politica derivada dessa fun¢do. Como em geral a andlise desses efeitos € dificil,
adota-se || v™ — V™ || como critério para avaliar a qualidade de uma aproximac¢ao. Em
dltima andlise, no entanto, o que determina o sucesso de uma aproximagao no contexto
da programagao dinamica € a qualidade da politica encontrada para o problema de tomada

de decisdo seqiiencial. Essa questdo € investigada em detalhes na Sec¢do 3.4.

3.3.3 Solucoes alternativas

Como mencionado anteriormente, o algoritmo de Lee e Seung ndo € a tinica alternativa
para se realizar a fatoracao estocdstica de um processo de Markov. Além de vérios outros
algoritmos desenvolvidos para a fatoragdo ndo-negativa de uma matriz [53, 90, 76]—que
a principio podem também ser adaptados para a fatoracdo estocastica—, € possivel ado-
tar abordagens com filosofias completamente diferentes. Uma idéia nesse sentido seria
tentar identificar o envoltério convexo formado pelos vetores p7. Embora em geral esse
envoltdrio ndo coincida com o menor simplex estocdstico que contém as linhas de P™
(Figura 3.2), ele certamente € uma solucdo para o problema. Nesse caso, bastaria definir
as linhas de W como os vértices do envoltério e a matriz D poderia ser obtida de ma-

neira andloga a expressdo (3.41). Note que com essa estratégia o nimero de arquétipos
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Figura 3.9: Erro médio no célculo da fun¢do de valor v™ para vérios fatores de desconto
v. As funcdes v™ foram calculadas a partir das aproximagdes obtidas no experimento
mostrado na Figura 3.6, e portanto os valores se referem a uma média de 50 casos.
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m seria definido de maneira automética. No entanto, mesmo quando m ¢ fixado a pri-
ori, o envoltorio convexo formado pelos vetores p7 pode ser util: Cutler e Breinam [36]
mostram que para m > 1 existe um conjunto de m arquétipos na “superficie” desse envol-
tério que minimiza (3.34). Existem na literatura diversos algoritmos para se determinar
o envoltério convexo formado por um conjunto de pontos em um espaco de alta dimen-
sionalidade [31, 145, 6, 34]. No caso em que se deseja apenas uma fatoragcdo estocastica
aproximada de M™, pode-se pensar em alterar esse algoritmos de forma que um deter-
minado ponto sé seja acrescentado ao envoltério se a sua distancia a face mais proxima
estiver acima de um limiar pré-estabelecido. No entanto, tanto a versdo exata quanto a

versdo aproximada dessa abordagem ainda precisam ser avaliadas na prética.

Uma outra maneira de realizar a fatoracdo estocdstica seria interpretd-la como um
problema de otimiza¢do combinatdria. Nesse caso o objetivo seria encontrar um subcon-
junto de m linhas de M"™ para compor a matriz W que minimizassem uma funcdo de
custo adequada. Como essa formulacdo do problema é mais especifica do que a original,
€ razoavel supor que ela possa ser resolvida mais eficientemente. Uma outra idéia nessa
mesma linha seria restringir o espacgo factivel de D. Note que se as linhas dessa matriz
estiverem restritas aos vértices de A™~!, a fatoracdo estocdstica fica reduzida ao conhe-
cido problema de agrupamento ou clusteriza¢do, amplamente estudado na drea de andlise
estatistica de dados [58, 95, 72]. A unica diferenca em relacdo a formulacdo original do
problema de clusterizacdo € a restri¢do de “semi-estocasticidade” sobre os centros dos
clusters, que nesse caso sao as linhas da matriz W. Note entretanto que o uso de (3.34)
como func¢do de custo equivale a minimizacdo da distancia euclidiana no agrupamento
de dados, e portanto quando esse € o critério de dissimilaridade adotado a restricdao de
estocasticidade € naturalmente atendida por qualquer minimo local do problema (ja que
0s centros sao internos ao envoltorio convexo formado pelos pontos). Existem intime-
ros algoritmos disponiveis na literatura para lidar com o problema de clusterizagcdo. Para
ilustrar o potencial dessa abordagem, eu implementei o que talvez seja o mais conhecido
deles, o algoritmo k-means [59]. Usando esse método e o Algoritmo 3.1, repeti as experi-
éncias das secdes anteriores, agora variando o parametro m. A comparacio dos dois pode

ser vista na Figura 3.10.

A primeira observagdo em relacdo a Figura 3.10 se refere a uma andlise que ainda
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Figura 3.10: Erro médio na aproximacdo de P”™, M™ e v™ pelos algoritmos de Lee e
Seung (Algoritmo 3.1) e k-means para vdrios valores do pardmetro m. Os processos de
Markov sdo os mesmos usados nos experimentos anteriores com ¢ = 50, 0 = 1 en = 0.
As fungdes de valor v™ foram calculadas com v = 0.9. Os resultados do algoritmo de
Lee e Seung foram obtidos apds 100 iteragdes. O algoritmo k-means foi executado por

10 iteragcOes apenas. Os valores se referem a uma média de 50 casos.
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nao havia sido feita até aqui. Note como tanto o algoritmo de Lee e Seung quanto o al-
goritmo k-means se comportam de acordo com o esperado quando se altera o pardmetro
m. Em particular, um acréscimo no nimero de arquétipos sempre resulta em uma dimi-
nui¢do do erro de aproximacao, seja da matriz P"ou do processo de Markov M™. Mais
surpreendente talvez seja a constatagao de que o algoritmo k-means, embora executando
apenas 10% do ndmero de iteracdes do Algoritmo 3.1, obteve resultados melhores do
que este dltimo, tanto em relagdo ao erro médio de aproximacdo quanto em relacdo ao
desvio-padrao dos resultados nas 50 execucdes (ndo mostrados na figura). Na aproxima-
cdo da matriz de transi¢des P™ a diferenca nos residuos deixados pelos dois algoritmos é
pequena, mas o acréscimo do vetor r™ ao problema parece favorecer ligeiramente o algo-
ritmo de clusterizacdio—e essa vantagem se reflete na fung¢do de valor v™. Uma possivel
explicacdo para isso € a natureza das atualizagdes realizadas pelos dois métodos: como
no algoritmo k-means a atualizacido de uma coluna da matriz W nao influencia a atuali-
zacdo das demais, esse algoritmo tende a ser menos sensivel a diferenca de magnitude das
colunas de P™ em relacdo a r". Uma questdo interessante que fica em aberto € se a clus-
terizacdo de dados seria competitiva com um método mais geral, como o Algoritmo 3.1,
caso outras métricas fossem adotadas no lugar de (3.34). Nos casos em que isso for ver-
dade, o uso de algoritmos de agrupamento pode significar uma reducdo significativa no
tempo de processamento. Vale observar que se um algoritmo hierdrquico for adotado
para a clusterizagdo, € possivel determinar de forma automadtica o nimero de arquétipos

m necessdrios para uma boa fatoracdo estocéstica de M™ [72].

3.3.4 A maldicao do crescimento superficial

A motivacdo para se reduzir as dimensdes de um processo de Markov € obter alguma
economia de recursos computacionais, seja em termos de memoria (no ndmero de bits ne-
cessdrios para armazenar uma descricao do processo) ou em termos de tempo de execugao
(no nimero de operagdes aritméticas necessdrias para calcular a sua fungdo de valor). A
economia no espaco de armazenamento obtida com a reducao de um processo de Markov
é evidente. A memoria requerida para armazenar P™ e r™é O(|S|?), e portanto uma dimi-

nuicdo do nimero de estados do processo pode ter um grande impacto sobre a quantidade
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de bits necessarios para descrevé-lo. S6 para se ter uma idéia, o uso de m = 20 arquéti-
pos nos experimentos da secdo anterior resulta em uma diminui¢do de aproximadamente
92.5% no uso de memoéria. Quando se estd lidando com processos de Markov grandes,
em que o nimero de estados alcanca a casa dos milhdes ou dos bilhdes, essa economia
pode se tornar significativa. Um exemplo interessante nesse sentido é¢ dado por Ho e Do-
oren [62]. Grande parte do sucesso do Google, a mais bem-sucedida ferramenta de busca
na internet da atualidade, se deve a estratégia usada por esse servico para determinar a
relevancia de uma pégina da rede, o chamado page-rank [30]. Basicamente, o algoritmo
responsavel por essa classificagdo representa a estrutura da internet como uma enorme
cadeia de Markov, em que cada uma das bilhdes de pdginas existentes corresponde a
um estado. A importancia das paginas fica determinada pela distribuicao estacionaria da
cadeia, o que, intuitivamente, corresponde a medir a relevancia de uma pagina como a
probabilidade de uma pessoa seguindo links ao acaso acabar por visitd-la [30]. Imagine o

ganho potencial de uma fatoracdo estocdstica bem-sucedida nesse caso.

No entanto, neste trabalho estou interessado na solu¢do de processos de Markov no
contexto da programagdo dinamica, e portanto faz mais sentido falar em redugdo do tempo
de processamento do que em economia de armazenamento. Infelizmente, nesse quesito a
fatoragdo estocdstica de um processo de Markov ndo tem muito a oferecer. De acordo com
Lin [90], o custo computacional de uma iteragio do algoritmo de Lee € Seung é O(|S|?*m).
Portanto, se o nimero de iteracdes necessdrias para a fatorac@o estocdstica de um processo
MT™ crescer pelo menos linearmente com |S| (0 que parece bastante provdvel), o custo
computacional do Algoritmo 3.1 pode se tornar superior ao custo de se resolver o sistema
original diretamente. Além disso, ndo se pode esquecer que apds a fatoracdo estocdstica
de M™ é necessdrio calcular a matriz P™, o que envolve O(|S|m?) operagdes aritméticas,

e resolver o processo de Markov reduzido, o que toma um tempo na ordem de m?>.

Infelizmente, o uso do algoritmo k-means para efetuar a fatoragdo estocdstica nao é
garantia de solucdo do problema. Como o custo por iteracdo desse algoritmo também
¢ da ordem de |S|?m, assintoticamente ele s6 significaria uma economia de tempo de
processamento em relacdo a solugdo direta do sistema linear se o nimero de iteragdes
executadas por ele crescesse sub-linearmente com |.S|. Embora exista alguma evidéncia

empirica na literatura de que isso € de fato o que ocorre em alguns casos [46], Arthur
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e Vassilvitskii [3] mostraram recentemente que para algumas distribuicdes de dados o

algoritmo k-means requer um tempo super-polinomial para convergir.®

Por que exatamente ocorre essa explosdo do custo computacional em ambos 0s casos
acima? Esse fendmeno é uma conseqiiéncia do fato de M™ crescer “nas duas dimensdes”
quando |S| tende ao infinito, ou seja, um aumento no nimero de linhas de M™ vem
necessariamente acompanhado de um aumento equivalente no seu ndmero de colunas.
Chamarei esse fendmeno de crescimento superficial, em referéncia ao aumento quadratico
da 4drea de uma superficie em relacio ao aumento linear das suas duas dimensdes.” Em
problemas convencionais de andlise de dados o crescimento superficial ndo acontece: em
geral, o nimero de varidveis (colunas) permanece fixo mesmo quando o nimero de pontos
(linhas) aumenta. Isso explica a boa escalabilidade de algoritmos como o k-means e
derivados nesse tipo de problema [72, 109]. Se a dimensdo do espagco aumenta a cada
inclusdo de um novo ponto, hd um crescimento do custo computacional que € intrinseco ao
problema, independentemente do algoritmo adotado para resolvé-lo. Em termos simples:
um aumento no nimero de pontos a serem manipulados acarreta um aumento do custo
computacional dessa manipulagdo. Em uma referéncia a Bellman [15], chamarei esse

fendmeno de maldigcdo do crescimento superficial.

Em principio é possivel imaginar maneiras de contornar os problemas causados pelo
crescimento superficial. Um caminho seria tentar desenvolver algoritmos para a fatora-
¢do estocdstica com uma taxa de convergéncia superlinear. Uma outra alternativa seria
usar heuristicas para diminuir a complexidade computacional de cada iteracao da apro-
ximagdo. Por exemplo, existem na literatura algoritmos de clusterizagdo desenvolvidos
especialmente para problemas em espagos de alta dimensionalidade cujo custo computa-
cional cresce com |S|? [100, 115]. Embora esta questdo merega uma investigagdo mais
aprofundada, acredito ser muito dificil encontrar um algoritmo com uma baixa complexi-
dade computacional que nao resulte em uma degeneracdo da qualidade da fatoracdo. Do
ponto de vista do custo computacional, portanto, a fatoracao estocéstica ndo parece ser

uma alternativa vidvel para se solucionar um processo de Markov.

8 Além disso, pode nio fazer muito sentido realizar a clusterizacio em um espaco de alta dimensionali-
dade [23, 60].
9Para uma discussio semelhante, embora em um contexto bastante diferente, sugiro a leitura do interes-

santissimo ensaio de Stephen Jay Gould [56] intitulado “Tamanho e Forma.”
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3.4 Reducao de um Processo de Decisao de Markov

Se a fatoracd@o estocdstica ndo constitui uma estratégia muito atraente para solucionar
um processo de Markov, a idéia de incorpora-la a solu¢do de um MDP parece pouco pro-
missora. Surpreendentemente, no entanto, existem situacdes em que isso pode significar
de fato uma reduc¢do de custo computacional. Em contraste com o problema de se calcular
a funcdo de valor de um processo de Markov, cuja solu¢do pode ser encontrada dentro de
limites de computacdo bem conhecidos, a complexidade computacional dos algoritmos
para solucionar um MDP ainda é uma questdo em aberto [92]. Sabe-se que a busca por
uma politica 6tima de um MDP pode ser formulada como um problema de programacao
linear, e portanto pode ser teoricamente efetuada em tempo polinomial [128, 22]. No
entanto, o grau desse polindmio ainda ndo € conhecido, e sabe-se que ele é grande o sufi-
ciente para tornar os algoritmos de programacdo linear muito ineficientes na pratica [92].
Da mesma forma, os métodos de programacdo dindmica desenvolvidos especificamente
para resolver um MDP requerem em alguns casos um ndmero de iteragdes proibitiva-
mente grande para convergir. Littman et al. [92] mostram um exemplo de MDP em que
o numero de iteracOes executadas pelo algoritmo de iteragdo de valor para encontrar a
politica 6tima 7* cresce mais rdpido do que (1 — v)~!. Um exemplo parecido € apre-
sentado por Melekopoglou e Condon [97] para uma variedade especifica do algoritmo
de iteracdo de politica. Os autores mostram uma familia de MDPs em que esse algoritmo
avalia 2/°1/272 politicas de decisdo antes de chegar em 7*. Como discutido na Se¢io 2.2.2,
Mansour e Singh [93] apresentaram uma cota superior de O(2/°!/|S|) para o ndmero de

passos executados pelo algoritmo de itera¢do de politica convencional.

Os exemplos acima deixam claro que o nimero de iteracdes executadas pelos algorit-
mos de programacao dinamica pode inviabilizar a sua aplica¢do na prética. O processo
de avaliagdo de uma politica é O(]S|*) e a sua melhoria pode ser efetuada em O(|S|?|A|)
operagdes aritméticas. Como discutido no Capitulo 2, os detalhes de como esses dois
passos sdo implementados define um espectro de algoritmos que tem a iteracdo de poli-
tica em um extremo e a iteracdo de valor no outro. A medida que se move do primeiro
em direcdo ao segundo o custo por iteracdo cai, mas o seu nimero tende a aumentar.

Se a multiplicacdo do ndmero de iteracdes pelo seu custo for suficientemente grande, o
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uso de m << |S| arquétipos no lugar dos estados originais do problema pode gerar uma
economia de tempo de computagdo que justifique o custo extra para se determinar esses
arquétipos. Obviamente, isso sé € possivel se existir um conjunto de arquétipos a partir
dos quais seja possivel recuperar um processo de Markov M™ derivado de qualquer poli-
tica w definida no MDP. Assim, ao invés de realizar uma fatoracdo estocdstica para cada
processo M™ que surgir na iteragdo de politica generalizada, pode-se fatorar estocastica-

mente o préprio MDP.

Sejam P e r%, com a € A, as matrizes de transi¢des e os vetores-recompensa de
um MDP. Entdo, concatenando esses elementos como feito em (3.44) pode-se falar em
processos de Markov M* associados com cada acdo do MDP em questdo. O interessante
€ que a partir desses processos € possivel obter qualquer processo de Markov M™ induzido
por uma politica 7 definida no MDP. Em particular, a i-ésima linha de M™ corresponde a

1-ésima linha do processo M~ ou seja,

m? = m?* com 7(s;) € A,

onde 7(s;) é a a¢do selecionada por 7 no estado s;. Suponha agora que haja uma matriz
W e matrizes D¢ tais que M* = D*W para todo a. Nao é dificil perceber que o pro-
cesso de Markov M™ associado com uma politica 7 poderia ser representado a partir de
W. Se a matriz W for “semi-estocastica” e todas as matrizes D® forem estocasticas, a

Proposi¢do 3.1 € diretamente aplicavel a M.

Resta saber como calcular W e D®. Para tal, defina a matriz M de dimensdes |S||A| x

|S| + 1 “empilhando” todas as matrizes M® (veja (3.44)):

ooPh P2 P%|S|
| Plsp Plsp  Plsgs
M= : : S : . (3.45)
Al AL JAL A
't P Pr2 Dyig
Al AL AL A
L "is Pisip Plsiz Pisjs|

Entdo, as matrizes W e D® podem ser obtidas a partir de qualquer fatoracdo estocastica
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M = DW em que m < |S|. Em particular, a i-ésima linha de D* é dada por

d¢ =d;_ g (3.46)

onde j é a ordem em que M* foi empilhado em M, ou seja, j € a linha que o vetor m{

ocupa na matriz M.

Uma vez de posse de W e D¢, pode-se usa-las no calculo da funcio de valor de cada
politica que eventualmente surja no processo de iteracdo de politica generalizada. Dada
uma politica 7 qualquer, D™ € definida de forma andloga a M™, simplesmente escolhendo
como a i-ésima linha dessa matriz a linha correspondente de D), A matriz P™ pode
entdo ser obtida a partir da multiplicacdo KD7”, onde K € a matriz W sem a primeira
coluna. Chamando esta primeira coluna de r, pode-se definir um processo de Markov
com m estados, exatamente como na Se¢do 3.2. Aplicando a Proposi¢ao 3.1 € possivel
obter a funcdo de valor do processo original simplesmente fazendo v = D™v™, onde v™
é a fungdio do processo descrito por P™ e T. A partir de v™ & possivel derivar uma nova
politica, cuja fun¢@o de valor pode ser calculada usando-se os mesmos m arquétipos, e
assim por diante. O Algoritmo 3.2 traz uma descricao resumida desse processo. Por
motivos Obvios irei me referir a esse algoritmo como iteragdo de politica baseada na

fatoracdo estocdstica (PISFY).

E interessante notar que a funcdo ¥™ nio precisa ser calculada de maneira exata no
Algoritmo 3.2. A principio, a avaliagdo de politica poderia ser realizada de maneira apro-
ximada, como acontece no Algoritmo 2.2. No entanto, € justamente no computo indireto
de v™ através da funcdo v" que o algoritmo PISF obtém uma grande economia compu-
tacional, com uma redugdo do custo de O(|S|?) para O(m?). Como em principio quanto
mais preciso o célculo de v™ mais efetiva é a melhoria de politica subseqiiente, o custo
extra de se calcular v de maneira exata tende a ser compensado pela redu¢ao do nimero

total de iteragdes.

tPolicy iteration with stochastic factorization
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Algoritmo 3.2 Iteracdo de politica baseada na fatoracao estocéstica (PISF)
Requer P® ¢ RISXISI ro ¢ RISI paracadaa € A, v € [0,1),m € [1,]S]], e € Rf
Retorna 7 ~ 7*

Obtenha M “empilhando” as matrizes M® = [r* P?] (cf. (3.45))

Encontre uma fatoragdo estocdstica do tipo M ~ DW com m arquétipos

Defina ¥ como a primeira coluna de W e K como as demais
Obtenha as matrizes D?, para todo a € A, usando (3.46)
7« vetor aleatério em Al
repita

e

parai—1.2, ... |S| faca dT«d "

P™—KD"

V" (1 —P™)" 7

v —D"v"

para i—1,2, ... |S| faca m(s;)«—des [argmaxa (rf +7>2 pfjv;r)]
até || m—7' || <e

3.4.1 Analise teorica

No algoritmo PISF exige-se apenas que M ~ DW. No entanto, caso uma fatora-
¢do estocastica exata de M seja encontrada, tem-se a garantia de convergéncia para a
politica otima 7*. Isso é uma caracteristica muito desejavel do Algoritmo 3.2 que se-
gue diretamente da Proposi¢do 3.1. Uma questao pertinente nesse caso € se o algoritmo
PISF é bem-comportado de uma maneira geral, ou seja, se a politica 7 retornada por ele
aproxima-se de 7* a medida que || M — DW || — 0. Para comegar a responder a esta
pergunta, apresento uma proposicao de Bertsekas e Tsitsiklis [22] que fornece uma cota
superior para a diferenca entre v* e a fun¢ido v” retornada por um algoritmo de iteracao

de politica aproximado genérico:

Proposicao 3.4. Seja my, o, ..., T, a seqiiéncia de politicas geradas por um algoritmo de

iteragdo de politica aproximado e suponha que

| 77— v

o J € paratodoi =1,2,....n (3.47)

| Yo — Tv™

o L€ paratodoi =1,2,....n.

Entdo
€9 + 2761

. 3.48
n—o0 (1—7)? (5:48)

lim sup || V7" — v* ||oo <
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Demonstracdo. Bertsekas e Tsitsiklis [22], Proposi¢do 6.2, p. 276. [

Note que a proposi¢ao acima cobre o caso em que a melhoria de politica ndo € feita de
maneira exata, ou seja, em que utiliza-se um operador aproximado T no lugar de T (veja
equagdo 2.15). Ao contrério da iteragdo de politica original, a versao aproximada desse
algoritmo ndo tem garantia de convergéncia para uma politica especifica. Lembrando que
v* representa as recompensas acumuladas ao se seguir a politica 7", a Proposi¢do 3.4
anuncia que um algoritmo de itera¢do de politica aproximado eventualmente produzird
politicas 7; cujos desempenhos estdo a no maximo uma constante do melhor desempenho
possivel no MDP. O que determina a magnitude dessa constante sdo as varidveis €; €
€2, que indicam a precisdo com que sdo executadas as fases de avaliacdo e melhoria de
politica. Resta saber como o algoritmo PISF se enquadra neste contexto. Essa questdo é

esclarecida pelo corolario abaixo:

Corolario 3.1. Suponha que m,ms, ..., 7, Seja a seqiiéncia de politicas geradas pelo

algoritmo de iteracdo de politica baseada na fatoracdo estocdstica. Entdo

2
lim sup || 97 — v* [|oo < —— 1 (3.49)

n—o0 T (A=)

onde

v = max || t* — DF || + %max | P¢ — DK | o max || % || .
a — a a

Demonstragdo. O resultado acima € uma composi¢ao das Proposicdes 3.3 € 3.4. Como no
algoritmo PISF a melhoria de politica é feita de maneira exata, tem-se e, = 0 em (3.48).
Além disso, para qualquer politica 7 sabe-se que
| 7 — DT || < max || r* — DT ||
|| P*"— DK ||oo < max || P*— DK ||

7 floo < max | r* flc.

6= —— (mgx | 1% — DF o + ﬁ max | P* — DK || max | Hoo)
(3.50)
sabe-se a partir de (3.31) que (3.47) € verdadeira. Substituindo (3.50) em (3.48) tem-
se (3.49). ]
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Considerando os experimentos da Secdo 3.3.2, a relevancia pratica da cota (3.49)
pode ser questionada. Mesmo assim, a existéncia de uma cota superior para a diferenca
| v — v* ||o é de uma importancia fundamental. Basicamente, ela significa que o de-
sempenho da politica gerada pelo algoritmo PISF depende unicamente da qualidade da
fatoragao do MDP. Isso € uma garantia de que um erro na aproximacao de M nao resul-
tard em uma divergéncia da seqiiéncia {v™,v™, ...} em relagdo ao vetor v*. Em outras
palavras, a magnitude do erro de aproximagao de M define uma regido em torno de v* na

qual a seqiiéncia acima eventualmente estara confinada.

Esse tipo de garantia ilustra uma vantagem em se aproximar o MDP ao invés da funcao
de valor (veja discussao na Secdo 2.4). Quando a fung¢do V™ € aproximada diretamente, é
possivel que um erro na estimativa dessa funcio seja reincorporado ao processo de apren-
dizagem, criando um ciclo de realimentacdo que acabe por ocasionar a divergéncia da
seqiiéncia {v™,v™ ...}. Mesmo nos casos em que essa seqiiéncia converge garantida-
mente, € muito dificil estabelecer qualquer garantia em relagio a regido de convergéncia,
porque em geral ndo se conhece de antemao uma cota superior para o erro de aproximagao

de v™.

Com o algoritmo PISF € possivel obter uma politica 7 tdo proxima de 7* quanto se
queira, bastando para isso melhorar a fatoracdo aproximada DW ~ M. Sabe-se que
existe uma tolerancia e tal que se | V7 — v™ ||, < € a politica gerada com base em V" é
a mesma que seria gerada a partir de v”(veja por exemplo a Proposicao 6.1 de Bertsekas
e Tsitsiklis [22]). Portanto, se o valor da varidvel €; em (3.50) for suficientemente pe-
queno, o algoritmo PISF converge para 7* mesmo com DW # M. Obviamente, o valor
de €; que garante um desempenho 6timo em geral ndo € conhecido. Na proxima secdo
avalio empiricamente o efeito de um erro de aproximagao arbitrario sobre a qualidade das

politicas geradas pelo algoritmo PISF.

3.4.2 Analise empirica

Na Secdo 3.3.2 eu mostrei como as caracteristicas da matriz de transicdes P™ e do

vetor de recompensas r”™ influenciam a fatoragdo estocdstica do processo de Markov M7,
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e como esta ultima tem um impacto sobre o cdlculo da fun¢ao de valor aproximada v7.
Nesta secdo dou um passo adiante, e discuto as conseqii€éncias de se usar aproximagdes
da funcao de valor no processo de iteracdo de politica generalizada. Em particular, estou
interessado em avaliar o impacto de se adotar v™ no lugar de v™ sobre a qualidade da
politica de decisdao m, encontrada ao final do processo. Para tal, € conveniente definir
uma medida formal da qualidade de uma politica 7. Uma escolha 6bvia nesse caso € a
seguinte:

S|

OJ i) = * i
Xl = g1 2 26 m(s:)), onde § = se 7(s;) = 7 (s4)

1, caso contrario.

Varios fatores influenciam a dificuldade de se fatorar estocasticamente um MDP, como
o numero m de arquétipos usados na fatoracdo, o fator de desconto y e as caracteristicas
das matrizes de transicdes P* e dos vetores-recompensa r*. Como a busca por uma po-
litica 6tima de um MDP pode ser vista como a solu¢cdo de uma sucessdo de processos de
Markov, a expectativa € que esses parametros tenham sobre o primeiro o mesmo impacto
que tém sobre os ultimos, ja estudados na Secdo 3.3.2. Porém, quando se lida com um
processo de decisdo de Markov existe uma dimensdo extra no problema: a cardinalidade
|A| do conjunto de a¢des possiveis (para facilitar, considerarei que as mesmas agdes estao
disponiveis em todos os estados, como no Capitulo 2). A expectativa € que o valor da
fun¢do x,, aumente quando |A| — oo. Para enxergar isso, basta notar que a chance de

acertar ao acaso a agdo 6tima no estado s; é 1/|A|.

Nos experimentos desta se¢do foram gerados MDPs com diferentes valores para o pa-
rametro |A|. Para tal, adotei a mesma estratégia da Secdo 3.3.2 para obter |A| matrizes
P“ e vetores r* a cada MDP gerado. Note que o pardmetro v} tem um efeito um pouco
diferente na constru¢do de um MDP: como cada matriz P* é gerada de maneira indepen-
dente, é muito pouco provavel que as suas linhas estejam na vizinhancas dos mesmos v
vértices de Al®I=1, Isso dificulta consideravelmente o problema em relagdo & aproxima-
¢ao de um processo de Markov isolado. A Figura 3.11 mostra o desempenho do algoritmo
PISF combinado com o k-means na aproximacdo de um conjunto de MDPs. Note que o
efeito de | A|, v e m sobre x,,, corresponde as expectativas. Em particular, y,, parece ser

uma fungdo linear de |A| cuja inclinagdo é determinada (ou pelo menos influenciada) pelo
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fator de desconto : quanto maior esse parametro, maior o coeficiente angular da reta. Ao
contrério dos casos estudados anteriormente, aqui faz sentido comentar a respeito da mag-
nitude da fun¢do de custo. Observe que no pior caso, que corresponde a m = 10, v = 0.9
e |A| = 10 (Figura 3.11d), o nimero médio de estados em que uma agdo sub-6tima é
escolhida gira em torno de 7.5. O desvio-padrao associado com esse resultado € de apro-
ximadamente 3.28, indicando uma variagdo de pouco mais de 3 estados para mais ou para
menos. Considerando todas as configuracdes de parametros testadas nos experimentos, o

pior resultado encontrado nas 50 execugdes do algoritmo PISF foi x,,, = 0.19.

Uma questao pertinente que pode ser levantada se refere a validade da fun¢do de custo
Xm como critério para a avaliagdo das politicas geradas pelo algoritmo PISF. Isso porque
os “‘erros” cometidos por uma politica ™ podem ter pesos diferentes dependendo do estado
s; onde eles ocorreram: como um exemplo extremo, imagine o caso em que o MDP seja
um problema de menor caminho e 7 selecione a acdo 6tima em todos os estados, com
excecao justamente daqueles que levam para o estado terminal. Nesse caso 7 teria uma
avaliacdo idéntica a de uma politica que cometesse 0 mesmo nimero de erros em regioes
menos importantes do espago de estados S. Uma medida de custo mais informativa seria
a diferen¢a média no total de recompensas acumuladas por 7 e 7*, ou seja, &, (v*, v™).
Como nos MDPs gerados para os experimentos desta secao as recompensas sao mais ou
menos uniformes, a fungdo &,,(v*, v™) apresenta um comportamento parecido com o de
Xm (7", ), € portanto faria pouco sentido discuti-la em detalhes. Apenas para se ter uma
idéia, nos experimentos mostrados na Figura 3.11 &,,(v*,v™) < 107° para v < 0.7. Para
ocasoemque m = 10,y = 0.9 e | A| = 10 essa diferenca € de aproximadamente 2x 1074,

e o pior resultado encontrado nas 50 execugdes foi &, (v, v™) & 2.56 x 1073,

A avaliagdo da qualidade dos resultados obtidos pelo algoritmo PISF depende do feno-
meno modelado pelo MDP. Se o processo de decisdo em questdo fosse o jogo de golfe,
como no exemplo do comeco deste capitulo, as politicas encontradas pela iteracao de poli-
tica baseada na fatoracdo estocdstica provavelmente seriam competitivas. Por outro lado,
em outros cendrios o desempenho dessas politicas poderia ndo ser satisfatério. Quando se
fala em um sistema controlador de v6o ou em um robo-cirurgido, por exemplo, é pouco
provavel que uma taxa de erro de 7, 5% seja aceitdvel. E bom lembrar que a proposta de

reducdo de um MDP apresentada aqui se destina aos casos em que o custo computacional
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Figura 3.11: Diferenca entre a politica 6tima 7* e a politica encontrada pelo algoritmo
PISF (cf. Algoritmo 3.2). A fatoracdo estocdstica dos processos de Markov foi feita pelo
algoritmo k-means. As matrizes de transicdes P* foram geradas com ¢ = 50, 0 = 5 e
n = 0 e os vetores-recompensa r® foram obtidos como nos experimentos anteriores. Os

valores se referem a uma média de 50 execugdes do algoritmo PISF.
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de se resolver o problema diretamente € proibitivo, ou seja, em que o desempenho 6timo
ndo € alcangdvel com os recursos computacionais disponiveis. Sendo assim, a compara-
¢do com uma politica 6tima talvez ndo seja adequada; melhor seria contrastar o desempe-
nho do algoritmo PISF com o de outras técnicas de programacdo dindmica aproximada.

Isso sera feito no Capitulo 4.

O leitor atento terd notado uma diferenca neste ultimo experimento em relacdo aos
anteriores. Trata-se do desvio-padrdo usado na geracdo das matrizes de transi¢cdes, que
vinha sendo fixado em ¢ = 1 e aqui assumiu o valor de 0 = 5. A razdo para isso é que
um estranho fendmeno ocorre com os resultados do algoritmo PISF quando 0 = 1. Ao
contrério do esperado, nesse caso a fun¢ao de custo y,, ndo decresce monotonicamente
com o aumento de m. Como mostra a Figura 3.12b, o valor dessa fun¢do aumenta quando
m muda de 10 para 30, e no caso em que v = 0.9 essa tendéncia continua até m = 50.
Em todos os casos o minimo € atingido com m = 10. Comportamentos parecidos podem
ser observados para todos os valores de |A| € {2,...,9}. O que torna esse fendmeno
particularmente intrigante € o fato de a fungao &,,,(IM, DW ) se comportar de acordo com
a expectativa, como mostra a Figura 3.12a. Isso significa que um erro de aproximacao de
M tende a ser menos danoso quando m ~ 10. Essa tendéncia foi observada de forma
consistente em varios experimentos realizados com o = 1. Acredito que a investigacao
das causas desse fenomeno possa revelar novos aspectos da fatoragdo estocastica como
estratégia de reducao de um MDP. Intuitivamente me parece que a explicacao estd relacio-
nada com a natureza da aproximacao realizada pelo algoritmo k-means, mas esse assunto
precisa ser analisado com mais cuidado. Vale lembrar que quando ¢ > 5 tanto a fungdo

& quanto x,, se comportam exatamente como esperado.

Antes de encerrar, ndo posso deixar de fazer um comentério a respeito dos experi-
mentos desta secdo. Como discutido, a iteracdo de politica baseada na fatoragc@o estocds-
tica significa um ganho computacional em relacdo a versao original do algoritmo apenas
quando o ndmero de iteracdes executadas por este ultimo € muito grande. Esse ndo € o
caso dos MDPs gerados aqui. Em geral a politica 6tima desses MDPs foram encontra-
das em um pequeno nimero de iteragdes, nunca mais do que 20. Isso significa que nos
exemplos mostrados o uso da fatoracdo estocdstica ndo resultou em nenhuma economia

de tempo de processamento. Ironicamente, como observam Mansour e Singh [93], € difi-
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Figura 3.12: Ilustracdo do comportamento do algoritmo PISF combinado com o algoritmo
k-means quando 0 = 1. Com exce¢do do desvio-padrdo o, os MDPs foram gerados
exatamente como descrito na Figura 3.11, com |A| = 10. Os valores se referem a uma

média de 50 execucdes do algoritmo PISF.

cil na pratica construir MDPs em que a iteragdo de politica leve mais do que | S| iteragdes
para encontrar 7*. Isso levanta a pergunta se a questdo do custo computacional ocasio-
nado pela explosao do niimero de itera¢des nao € mais tedrica do que pratica. Se de fato
existirem MDPs de interesse cuja solucdo requeira um nimero grande de iteragdes, entio
€ necessario criar métodos para identificid-los. Caso contrdrio o uso do Algoritmo 3.2

ficaria condicionado ao resultado de um processo de tentativa-e-erro.

3.5 Resumo

Neste capitulo eu apresentei uma estratégia para a reducao de um processo de decisao
de Markov baseada na intuicdo de que as transi¢des dos estados originais do problema
podem ser redirecionadas para estados ficticios, chamados de arquétipos, que represen-
tam bem a dindmica do MDP. Como discutido, esse redirecionamento de transi¢des pode
ser formalizado como a fatoracdo de uma matriz de transicdes P™ em duas matrizes es-

tocdsticas D e K. O apelo da fatoracdo estocastica € que a multiplicagdo KD d4 origem
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a uma matriz de transi¢des valida, e portanto a um processo de Markov potencialmente
muito menor do que o original. Dependendo do vetor-recompensa desse processo redu-
zido, é possivel recuperar a partir da sua fung¢do de valor a funcdo do processo original, o
que pode significar uma imensa economia de tempo de processamento. Como mostrado
nas andlises deste capitulo, a reducao de um MDP baseada na fatoragdo estocdstica € um
processo bem fundamentado teoricamente, tanto na sua versao exata quanto na sua versao
aproximada. Isso significa que ao se fatorar estocasticamente um MDP tem-se a garantia
de que a fun¢do de valor encontrada para o problema reduzido estard na vizinhanca da
fun¢do 6tima do problema original. O raio dessa vizinhanga € determinado unicamente

pela magnitude do erro de fatoragdo.

As observagdes acima deixam claro que pelo menos em principio a fatoragdo estocds-
tica seria uma alternativa vidvel para reduzir as dimensdes de um MDP—ou seja, para
diminuir o tempo de processamento necessdrio para encontrar uma politica razodvel para
o problema. O unico obstaculo para a sua aplicacdo na prética € que o processo de fatora-
¢do estocdstica de uma matriz tem ele mesmo um alto custo computacional, tdo alto que
muitas vezes a economia de computacdo posterior nao se justifica. No caso de um pro-
cesso de Markov isolado, a fatoracdo estocdstica dificilmente pode ser considerada como
uma alternativa vidvel para o cdlculo da funcio de valor. Ja no caso de MDPs, existem
situacdes em que ela pode significar de fato uma reducao do custo computacional. Isso
ocorre quando o ndmero de iteragdes executadas pelos algoritmos de programacgao dina-
mica é muito grande. Embora seja possivel encontrar na literatura exemplos de MDPs
artificiais cuja solucdo requer um niimero exponencial de iteracdes por parte de alguns

algoritmos, a importancia desse fendmeno na prética ainda precisa ser verificada.

Existem duas possibilidades de extensdo do assunto desenvolvido neste capitulo. Uma
delas € tentar identificar quais as caracteristicas de um MDP que acarretam uma explosao
do nimero de iteracdes necessadrias para resolvé-lo. Se esta empreitada for bem sucedida,
tem-se ndo somente como avaliar a freqii€ncia com que esse fendmeno ocorre na pratica,
como também uma forma de identificar MDPs suscetiveis a fatoragdo estocdstica. Uma
outra alternativa, mais promissora na minha opinido, seria tentar acelerar os algoritmos
usados para fatorar estocasticamente um processo de Markov. Como discutido, a causa

principal do alto custo computacional desses algoritmos € o que chamei de maldi¢do do
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crescimento superficial. Seria possivel “quebrar” essa maldicdo? Esse é o assunto do

préximo capitulo.



Capitulo 4

Fatoracao Estocastica no Espaco de

Estados

“You can never solve a problem on the level on which it

was created.”

Albert Einstein

O filésofo Platdao apresenta no livro VII de sua obra Repiiblica uma pardbola que
ficou conhecida como “a alegoria da caverna.” Imagine um grupo de homens presos em
uma caverna desde o seu nascimento, de tal maneira que eles mal possam mover os seus
pescocos para olhar ao redor. Esses homens estdo de costas para uma fresta por onde
atravessa um feixe de luz. Tudo o que véem, portanto, sdo as sombras daquilo que se
passa 14 fora projetadas sobre a parede a sua frente. Em particular, esse homens jamais
contemplaram a si mesmos ou a outro ser humano. Para eles, o bruxuleio fantasmagorico

das sombras sdo a Unica realidade que existe.

Platdo usou a pardbola acima como uma metédfora para o conhecimento humano: de
acordo com ele, o mundo sensorial seria a caverna de todos os homens, e a esséncia
da realidade seria descoberta através da luz da dialética, apenas. Assim como um mesmo
objeto pode gerar sombras das mais variadas formas e tamanhos, a variabilidade das coisas
seria o efeito de uma percepgao distorcida de um mundo ideal. Existiria na programacao

dinamica o equivalente a esse espago platdonico?
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A programacdo dindmica trata da resolucdo de processos de decisdo de Markov, mas
a solugdo de um problema de tomada de decisdo seqiiencial inicia-se em uma etapa an-
terior, que € a formulacdo do préprio MDP. Embora isso ndo seja evidente a principio,
um processo de decisdo de Markov traz embutida uma série de suposi¢des a respeito
do fendmeno que pretende modelar. Uma delas tem um cardter intrinsecamente subje-
tivo: o esquema de recompensas que descreve as expectativas do projetista em relacdo
ao problema a ser resolvido. Em um nivel mais elementar, o MDP carrega em si uma
categorizagao do fenomeno em questdo. Isso porque a determinagdo das probabilidades
de transicdes entre estados depende inexoravelmente do conceito do que seria um estado

do problema.

A definicdo da informacdo que ird compor cada estado do modelo € um passo funda-
mental na formaliza¢do de um problema de tomada de decisdo. E a partir da caracteriza-
¢ao de um estado que as matrizes de transi¢cdes de um MDP sdo determinadas, e sdo estas
ultimas que definem a “estrutura” do sistema de recompensas que reflete os objetivos do
problema. Esta afirma¢do me parece bem 6bvia. O que talvez ndo seja tdo evidente € que
do ponto de vista da programacdo dindmica a determinacio das transi¢des e das recom-
pensas € o tnico aspecto relevante na formalizacdo de um problema de tomada de decisdo
seqiiencial. Isso significa que toda a informagdo relevante a respeito de um determinado
problema fica retida na descricio do MDP. Assim, dois conceitos de estado diferentes
que originem o mesmo processo de decisdo de Markov sdo, sob a perspectiva da apren-
dizagem, totalmente equivalentes. Seriam, portanto, versdes distorcidas de um modelo

ideal—as “sombras’’ de um MDP.

Em geral, ap6s a definicdo de um MDP a informagao que lhe deu origem pode ser sim-
plesmente descartada. No entanto, em alguns casos pode ser vantajoso do ponto de vista
computacional manipular diretamente uma descri¢do dos estados do sistema. Isso porque
a dimensao do espago de estados ndo estd sujeita a “maldi¢ao do crescimento superficial”
discutida no final do capitulo anterior. Essa pode, portanto, ser uma alternativa para con-
tornar a explosdo do custo computacional que ocorre quando se trabalha diretamente com
probabilidades de transi¢des e recompensas. Neste capitulo discuto em detalhes como

1sso € possivel.
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Inicio o capitulo descrevendo o processo de modelagem envolvido na programacao
dindmica. Em particular, descrevo como um problema de tomada de decisdo seqiiencial
pode ser convertido em um MDP. Um passo fundamental desse processo € a identifica-
cdo e formalizagdo do espaco de estados S. Como serd discutido, se S for munido com
uma meétrica que atenda a certas condicoes, € possivel manipular o MDP a partir desse
espaco—o que do ponto de vista prético se traduz em uma grande economia de tempo de
processamento. A partir desta constatacdo, apresento na Secdo 4.2 uma formulacdo do
algoritmo PISF em que a fatoracao estocdstica é realizada no espago de estados. Como
serd visto, essa versao do algoritmo ndo estd sujeita ao crescimento superficial. Seguindo
a mesma linha de raciocinio, na Se¢do 4.3 discuto uma técnica de fatoracdo estocdstica
que pode ser aplicada a partir de um conjunto de amostras de transicdes. Isso dd origem
a um poderoso algoritmo, que eu chamo de fatoracdo estocdstica baseada em kernels.
Assim como no capitulo anterior, as discussoes deste capitulo sdo embasadas por experi-
mentos computacionais simples. Para que se tenha uma idéia melhor da efetividade das
abordagens propostas, na Secdo 4.4 discuto a sua aplicagdo a um problema mais desa-
fiador. Nessa secao os algoritmos apresentados sdo comparados com outras técnicas de
aprendizagem por reforco em um problema em que o objetivo € manter equilibrado um
ou dois bastdes. A Sec¢do 4.5 traz uma breve revisdo e algumas conclusdes a respeito do

assunto tratado neste capitulo.

4.1 A Modelagem na Programacao Dinamica

No contexto da programacao dindmica, modelagem se refere a formulacdo de um
MDP que descreva o fenomeno de interesse. Esse processo tem inicio com a defini¢do
da informagdo que ird compor um estado do modelo. A partir da formulacio dos estados
do sistema € possivel determinar as probabilidades de transi¢Oes entre eles. Essa etapa
do processo de modelagem é, pelo menos a principio, totalmente objetiva: as matrizes
de transicdes seguem automaticamente da dindmica do problema. O ultimo passo na
formulacao de um MDP € justamente aquele que incorpora a maior carga de subjetividade.
E a partir da defini¢io dos vetores-recompensa do MDP que o projetista traduz os seus

objetivos em relagcdo ao problema.
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4.1.1 O conceito de estado

A defini¢do da informagdo que ird compor um estado do MDP reflete o grau de abstra-
¢do com que se quer (ou se pode) lidar com um problema. Embora em geral essa questio
nao seja discutida na literatura sobre programacao dindmica e aprendizagem por reforgo,
ela constitui um passo fundamental no processo de solu¢do de um problema de tomada
de decisdo seqiiencial. Na programagdo dinamica, uma certa quantidade de informacgdo
constitui um estado vdlido se ela permite a determinacdo das probabilidades de transi¢ao
para outros estados, bem como das recompensas associadas a essas transicoes. Menos
informacao do que isso acarreta a existéncia de estados ocultos (ou seja, o processo de

decisdo deixa de ser markoviano). Mais informac¢@o pode tornar o MDP deterministico.

Talvez esta discussio fique mais clara com um exemplo ilustrativo. Para tal, convido o
leitor de volta ao campo de golfe do inicio do capitulo anterior. Como se sabe, o objetivo
do golfe € tentar levar a bolinha ao buraco no menor nimero de tacadas possivel. Imagine
um cendrio em que a unica decisdo relevante a cada jogada seja a escolha do taco a ser
usado: dados a posi¢do da bolinha e o taco escolhido, suponha que seja possivel determi-
nar com bastante precisao a probabilidade de a bolinha terminar em cada setor do campo.
A dificuldade do jogo nesse caso decorre da escolha entre uma tacada mais conservadora
€ uma mais arriscada, que no entanto deixe a bolinha mais préxima do buraco. Considere
que o objetivo do jogo seja simplesmente minimizar o nimero total de tacadas, indepen-
dentemente do adversario. No entanto, para tornar o desafio mais interessante, suponha
que o jogador receba um bonus caso o numero de tacadas executadas esteja abaixo do

esperado—ou seja, abaixo do par do buraco.

Existem vdrias definicdes possiveis do que seria cada estado do modelo nesse caso,
e cada uma delas leva a uma formulacdo diferente do problema. Se um jogador sabe a
sua posicao no campo, o nimero de tacadas executadas até chegar ali e o par do buraco
atual, entdo tem-se um processo de decisdo de Markov, em que a escolha de uma acdo em
um determinado estado resulta em uma distribui¢do de probabilidades sobre recompensas
e estados futuros. Se, por outro lado, o jogador ndo souber o par do buraco, entdo o
problema ndo € mais markoviano: a mesma tacada na mesma posi¢cado do campo pode

levar a probabilidades diferentes de se conseguir o bonus, dependendo da informacgao
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oculta no estado. Essa falta de informacdo claramente prejudica a decisdo do jogador
sobre quando arriscar ou ndo. Finalmente, se além do par o jogador tem consciéncia de
todas as varidveis que influenciam uma tacada—como condi¢des do vento, do campo,

etc.—entdo o processo se torna um MDP deterministico.

Seria possivel, em qualquer situagdo, criar um modelo deterministico com a quanti-
dade certa de informacao? Isso é uma questdo que ocupa fil6sofos e pensadores desde
os tempos de Laplace, que imaginou a existéncia de um intelecto (mais tarde identifi-
cado com um “demonio”) capaz de prever o futuro com perfei¢ao [84]. Felizmente, os
requisitos formais impostos pela programaciao dindmica ndo dependem de uma solucao
para essa questdo filoséfica. Os processos de decisao de Markov sdo uma versdo amena
do paradigma de Laplace: enquanto neste ultimo o conhecimento de um estado revela o
proximo estado do sistema com exatidao, um MDP requer apenas uma distribuicdo de

probabilidades sobre possiveis estados futuros.

Diante desta discussdo, surge a pergunta se existiriam regras gerais para orientar o
processo de definicio de um estado na solu¢do de um problema de tomada de decisdo
seqliencial. Uma sistematizacdo do processo de formulacdo de um estado € desejavel,
mas muito dificil, uma vez que essa questdo depende em grande medida do dominio da
aplicacdo. O que se pode colocar como regra geral € que a informagdo que ird constituir
cada estado do modelo deve ser definida de forma a minimizar a incerteza associada com
transi¢des e recompensas, ou seja, tal que o MDP seja tdo “laplaciano” quanto possivel.
A razdo para isso € simples: estratégias de decisdo baseadas em modelos mais precisos

do mundo tendem a apresentar um desempenho melhor na tarefa real.

4.1.2 Um exemplo de derivacdo de um MDP

Até este ponto discuti a questdo da modelagem na programacao dindmica de uma
maneira bastante genérica. Para que a discuss@o ndo se perca em abstracdes e exemplos
anedoticos, nesta se¢ao eu mostro como o processo de modelagem ocorre concretamente.
Para tal apresento um problema que serd usado neste capitulo para ilustrar diversos con-

ceitos. Imagine um carro em um vale, como mostra a Figura 4.1. O objetivo do problema
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¢ dirigir o carro para fora do vale. No entanto, o motor do veiculo nao € forte o suficiente
para levé-lo diretamente até o topo da montanha a sua frente, e a tinica maneira de con-
seguir chegar ao objetivo € usar a outra encosta do vale para ganhar alguma velocidade.
Trata-se portanto de um problema em que € necessario primeiramente afastar-se do obje-
tivo para sé entdo ser possivel alcanca-lo. Isso cria dificuldades para algumas técnicas de
controle convencionais, que muitas vezes precisam da ajuda explicita de um ser humano

para resolver o problema [161].

A cada instante de tempo ¢ existem trés acdes a; possiveis no problema do carro preso
no vale: acelerar a frente, dar marcha-a-ré ou permanecer em ponto-morto. Essas acdes
correspondem aos valores 1, —1 e 0 na equagdo que descreve a variacdo da velocidade x

do automovel:
t;1 = max(min(&; + 0.001a; — 0.0025 cos(3z;),0.07), —0.07), 4.1)

onde z; é a posicao do carro no instante ¢, calculada como z; = x; 1 + ;1. Note que
—0.07 < & < 0.07. Para tornar o desafio mais interessante, a cada aplicacdo de (4.1)
foi acrescentado a varidvel a; um ruido advindo de uma distribui¢do normal com média
zero e desvio-padrdo o. Essa estratégia permite o controle do “nivel de estocasticidade”
do problema: em particular, quando ¢ = 0 o problema torna-se deterministico, como em
sua versao original. Seguindo Sutton e Barto [161], a posi¢ao do carro ficou restrita ao
intervalo [—1.2,0.5]. A tarefa foi considerada um sucesso quando = > 0.5; todas as vezes

em que r < —1.2, o veiculo foi reposicionado em = = —1.2 com velocidade zero.

Figura 4.1: O problema do carro preso no vale.

Como discutido, o primeiro passo para aplicar a programacao dindmica a um problema
de tomada de decisdo seqiiencial é definir a informag¢do que ird constituir um estado do
modelo. No exemplo acima a abordagem mais direta € considerar que um estado é com-

posto pela posicao e pela velocidade do carro. Isso dd origem a um espago de estados
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continuo bidimensional. Note que essa € uma situagcdo especifica, em que se sabe exa-
tamente quais sdo as varidveis envolvidas nas equagdes de movimento. Isso permite a
formulacao do que pode ser considerado um estado “ideal.” Por um lado, se uma das va-
riaveis x ou % for descartada, o modelo deixa de ser markoviano. Por outro, o acréscimo
de uma nova varidvel ao modelo ndo traria nenhum beneficio para a derivacdo de uma
politica de decisdo. E importante notar que nem sempre a modelagem ¢ feita em circuns-
tancias tdo favordveis assim. Em situacdes reais, ¢ comum que nio se tenha acesso as
equagdes de movimento. Além disso, mesmo se esse for o caso, é possivel que as varid-
veis em si ndo estejam acessiveis. Um exemplo dessa situagdo € dada por Gordon [55],
que apresenta uma versao do problema do carro preso no vale em que cada estado s; é

uma imagem mostrando duas posi¢des sucessivas do veiculo.

Uma vez definidos os estados do MDP, o préximo passo €é determinar as probabilida-
des de transicdes entre eles. Como nesse caso o espaco de estados original é continuo, a
determinac¢do das matrizes de transi¢Oes requer uma discretizagdo. Um espaco de estados
continuo pode ser discretizado de varias maneiras [33]. Sem perda de generalidade, su-
ponha que os intervalos de x e & tenham sido divididos em ¢ subintervalos com 0 mesmo
comprimento e que cada particdo da malha resultante represente um estado s;. Isso da
origem a um espago de estados S finito com cardinalidade |S| = %. Teoricamente, a de-
finicdo de .S mais a dindmica do problema determinariam as probabilidades de transi¢cdo
de maneira inequivoca. Quando se conhece as equag¢des de movimento do sistema, em
alguns casos é possivel de fato definir analiticamente as matrizes P®. Uma outra maneira
de determinar as matrizes de transi¢des que ndo depende de um modelo analitico do pro-
blema € usar amostras de transi¢des para estimar as probabilidades reais, como discutido
na Sec¢do 2.3. Nesse caso, as aproximacdes tornam-se arbitrariamente precisas a medida

que o nimero de amostras tende ao infinito [111].

O ultimo passo no processo de modelagem € definir as recompensas descrevendo os
objetivos do problema. Quando a interacdo do agente com o ambiente pode ser natural-
mente dividida em episédios, como € o caso do carro preso no vale, pode-se optar por usar
recompensas descontadas ou ndo. Normalmente, no primeiro caso o agente recebe uma
recompensa quando atinge um estado terminal, e no segundo uma recompensa € entregue

em todos os passos da interagdo. Esta ultima estratégia tende a facilitar a definicdo de
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técnicas de exploracdo, porque o agente coleta informacao a respeito do ambiente a cada
execucdo de uma agdo. Por outro lado, um sistema de recompensas ndo descontado ori-
gina um MDP mais suscetivel a instabilidades [55, 22], ao passo que um fator de desconto
v < 1 garante a existéncia e unicidade de uma solugdo para o problema, como discutido
no capitulo anterior. Como aqui a estabilidade dos MDPs originados da fatoragao estocds-
tica € fundamental, todos os problemas deste capitulo foram formulados como problemas
descontados em que a recompensa final é 7 = 41. E importante notar que quando se mo-
dela um problema como um MDP descontado o fator de desconto ~y deve estar de acordo
com o numero de passos necessarios para resolvé-lo. Caso contrario, corre-se o risco de

descaracterizar completamente o problema.

A Figura 4.2 mostra a funcdo de custo do problema do carro preso no vale modelado

como descrito nesta secao.

Figura 4.2: Funcao de custo (—V*) do problema do carro preso no vale para vy = 0.995 e

o = 0. Calculada a partir de uma discretiza¢do usando ¢ = 250 intervalos.
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4.2 Fatoracao Estocastica com Atribuicao Proporcional

Encerrei o Capitulo 3 afirmando que o maior obsticulo para a aplicagdo da fatoracao
estocdstica na redugdo de um processo de decisao de Markov € o seu custo computacional.
Nesta se¢@o eu apresento uma solucdo para esse problema para o caso em que S é um
espaco métrico finito cuja topologia atende a algumas propriedades. Nesse contexto,

pode-se realizar a fatoracdo em S, que ndo estd sujeito ao crescimento superficial.

4.2.1 A relacao topoldgica entre o espaco de estados e o espaco mar-

koviano

A derivacdo de um processo de decisdo de Markov finito pode ser vista como um

mapeamento entre dois conjuntos:

' S M!S
paratodo a € A, 4.2)

©*(s;) = mf

onde m{ € a i-ésima linha da matriz M* que descreve o processo de Markov associado
com a acdo a (veja (3.44)). Como discutido no Capitulo 3, os vetores-linha m¢ pertencem
ao simplex Al®I=1 acrescido de uma dimensio livre. Chamarei esse conjunto de espaco

markoviano e denota-lo-ei por M5!,

Uma vez definidas as matrizes P e os vetores r?, a estrutura original de S torna-
se irrelevante: o que determina a politica de decis@o final sdo os processos de Markov
M? definidos em (4.2). Note que € possivel estabelecer uma correspondéncia entre duas
formulacdes distintas de um mesmo problema: no exemplo do carro preso no vale, pode-
se criar uma discretizacdo dos intervalos de z e = que origine as mesmas matrizes de
transicdes do MDP derivado das figuras de Gordon [55]. E nesse sentido que o espaco

markoviano M| pode ser comparado com o espago ideal de Platio.

Em geral, toda a informacao relevante para a derivacao de uma politica de decisao esta
contida na descricao do MDP. Portanto, na solu¢cdo de um problema de tomada de decisdo
seqiiencial os estados s; € S servem apenas para definir o mapeamento (4.2), ou seja,

apenas como um mecanismo de identificagdo—por isso ndo seria absurdo comparar S a
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um espaco sensorial. No entanto, em algumas situa¢des pode ser vantajoso do ponto de
vista computacional trabalhar no espago S' ao invés de manipular o MDP. Isso ocorre por
exemplo quando a dimensdo dim(S) desse espago é muito menor do que a sua cardinali-
dade |S|. Para que seja possivel trabalhar no espago S diretamente, porém, é necessario
estabelecer uma correspondéncia entre a sua topologia e a do espaco M| que contém as

linhas das matrizes M*“.

Sabe-se que M!°I c RIS+ Como discutido, a fatoragio estocastica em M de-
pende da definicdo de uma métrica que caracterize a qualidade de uma aproximagdo. Por
exemplo, quando se usa a norma de Frobenius como fun¢do de custo, como em (3.34),
assume-se implicitamente que a nocdo de distancia adotada seja aquela induzida pela
norma euclidiana. Formalmente, uma distdncia ou métrica € uma fungao real p M(m?,m?)

definida para todo m¢, m? € M9 tal que [80]:

i. py(m§, m$) > 0 (ndo-negatividade),
ii. pyr(my, m?) =0 <= mj = mj (identidade dos elementos indistinguiveis),

iii. py(m§, m$) = ppr(m$, mf) (simetria),

iv. py(m§, m$) < py(m§, mf) + pps(mg, m$) (desigualdade triangular).
Note que o conjunto M3 mais a distdncia pj; constituem um espago métrico, o que jus-
tifica a nomenclatura adotada para M!S/, Observe também que a propriedade de simetria
ndo é essencial aqui. Quando a funcdo a ser minimizada na fatoracdo estocdstica € a

divergéncia de Kullback-Leibler [81], por exemplo, essa propriedade ndo se cumpre.

Considere que S também seja um espago métrico com distancia pg. A forma exata
da fun¢do ps ndo é importante, contanto que ela atenda as propriedades listadas acima.
Se for possivel estabelecer uma correspondéncia entre as distincias definidas nos espacos
M!Sl e S, em alguns casos torna-se indiferente trabalhar no primeiro ou no segundo.
Suponha por exemplo que o objetivo seja fatorar estocasticamente um processo de Markov
MT™ induzido por uma politica 7 (cf. (3.44)). Pode-se a partir de (4.2) definir a fun¢do

©™ 1 7 (s;) = ") (s;), que fornece os vetores m7 associados com cada estado s; € S.
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Suponha que a fung@o ¢™ preserve a distancia definida no espaco de estados, ou seja:
ps(sis85) = par(™(s:), " (s5)) = paur(m], m7) para todos s;, s; € S. (4.3)

Nesse caso, qualquer operacdo que dependa exclusivamente da distancia entre os ele-
mentos de um conjunto pode ser efetuada tanto no espaco S quando no espago M3, O
resultado de uma operagdo desse tipo no espago S seria um conjunto de elementos que se

relacionam através do mapeamento " com a solugio que seria encontrada em A5,

Para tornar esta discussdo mais concreta, imagine que a fatoracdo estocdstica de M™
esteja sendo realizada pelo algoritmo k-medoids [72], que € a variante do k-means que
restringe os centros dos agrupamentos aos pontos dados (ou seja, nesse caso cada linha
da matriz D teria apenas um elemento nao-nulo e as linhas de W seriam um subconjunto
das linhas de M™). No algoritmo k-medoids a clusterizacio é baseada em uma matriz de
distancias calculada no inicio do processo. Nao € dificil perceber que, caso a relagdo (4.3)
se cumpra, o resultado de uma clusteriza¢do em .S serd idéntico ao agrupamento realizado
diretamente no espaco M!%l—ou seja, os estados s; selecionados como centros dos clus-
ters correspondem aos vetores m] que seriam selecionados na clusterizacdo de M"™. No
entanto, dependendo da dimensdo de S, executar o agrupamento nesse espago pode sig-
nificar uma grande economia de tempo de computacao. Tome como exemplo o problema
do carro preso no vale. Quando se trabalha diretamente no espago M5!, o célculo da
matriz de distincias usada pelo algoritmo k-medoids envolve um nidmero de operagdes
na ordem de (5, onde ¢ é o nimero de intervalos usado para discretizar cada dimensdo do
problema. No entanto, como o célculo da distancia pg independe da cardinalidade de S,

a determinagio da matriz de distancias nesse espago seria O(1*) apenas.

A relacdo (4.3), embora util, é muito dificil de garantir, principalmente quando se
considera que no contexto da programacao dinamica ela teria que ser atendida para todas
as politicas de decisdo que surgissem no processo de iteracdo de politica generalizada.!

Uma condi¢@o mais fraca € exigir que as distancias pg e p,; atendam a seguinte relaco,

'A relagio (4.3) é automaticamente atendida para toda politica 7 se

ps(8i,85) = pM(m?"‘,m;”) para todos s;, s; € S e todos ay, a; € A.
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dada uma politica 7:

™

ps(si;85) < ps(si, sk) = pu(mf, m7) < py(m7, my) para todos s;, 55, 51, € S.

4.4)
Quando a condic¢d@o acima € atendida, o mapeamento @™ preserva as distdncias relativas
entre os elementos de .S. No caso da fatoracdo estocdstica, ao se substituir (4.3) por (4.4)
perde-se a garantia de que os arquétipos selecionados em S serdo os mesmos que seriam
selecionados em M 1!, No entanto, dependendo da estratégia adotada para realizar a atri-
buicdo de estados a arquétipos, o resultado dessa operacdo serd o mesmo em ambos 0s
espacos. Por exemplo, se cada estado s; for associado ao arquétipo ¢; mais proximo,
como ocorre nos algoritmos k-means e k-medoids, a matriz D determinada a partir dos
elementos s; € S serd idéntica a que seria calculada com base nos vetores m7 € M5!
(considerando, € claro, o mesmo conjunto de arquétipos). Mesmo no caso em que D
contém mais de uma entrada ndo-nula por linha, é facil perceber que a ordem de mag-
nitude dos elementos d;; em cada linha d, seria preservada ao se deslocar o processo de

5]

atribuicao de M para S.

As expressoes (4.3) e (4.4) sao dois exemplos de correspondéncia topoldgica entre
os espacos M!Sl e S. Elas ilustram bem uma tendéncia geral: quanto mais restritivas
as condi¢Oes impostas sobre 0 mapeamento ¢”, mais forte a relacdo entre as topologias
de M!S e S, e portanto maiores as garantias em relagdo a uma fatoragio realizada no
espaco de estados. Assim sendo, é aconselhdvel durante o processo de modelagem levar
em consideracdo o efeito que as varidveis selecionadas para descrever os estados s; terdo

sobre as funcgdes ¢“.

Inconsisténcias topologicas

Em geral, € desejdvel definir o espago S de forma a existir uma correspondéncia to-
poldgica entre esse espaco e o espaco markoviano derivado através de (4.2). No entanto,
mesmo quando isso € possivel, podem ocorrer inconsisténcias pontuais entre as topologias
de S e M!S, Em outras palavras, mesmo no caso em que condi¢des como as mostradas
nas expressoes (4.3) e (4.4) sdo atendidas na maioria das vezes, pode acontecer de elas

serem violadas esporadicamente. Observe por exemplo a func¢do de valor do problema
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do carro preso no vale, mostrada na Figura 4.2. A partir da figura e da descricdo da ta-
refa, é correto dizer que a condicdo (4.4) é normalmente atendida nessa formulacdo do
problema. No entanto, a descontinuidade da fun¢do V' *—mostrada como uma “escarpa”
na Figura 4.2—indica claramente que essa condicao € violada em alguns casos. Como
mostra a Figura 4.3, pode-se identificar na funcdo de valor uma “fronteira” separando os
estados a partir dos quais € possivel aproximar-se do objetivo final do problema daqueles
em que isso € impossivel—ou seja, daqueles em que a velocidade do carro € insufici-
ente para leva-lo diretamente ao topo da montanha. Em um certo sentido essa fronteira
representa uma ruptura da topologia de M| em relacdo a topologia de S: é razodvel
considerar que estados s; e s; que sejam vizinhos neste tltimo e que estejam em lados
opostos da fronteira nio sejam vizinhos em M|, dada a diferenga entre os vetores m7 e

m7 correspondentes.

0.06

0.02

-0.02

-0.06

-1.0 -0.5 0.0 0.5

Figura 4.3: Func¢do de valor do problema do carro preso no vale representada como um
mapa em escalas de cinza. Quanto mais clara uma regifo, maior o valor de V'*. Valores
calculados com v = 0.995, 0 = 0 e ¢ = 250. O quadrado e o circulo representam dois

estados s; € s; que, embora vizinhos em .S, sdo muito diferentes em M 151,

Supor que a relagdo (4.4) se cumpre quando esse nao € o caso pode ter conseqiiéncias
desastrosas. Imagine por exemplo que o estado s; mostrado como um circulo na Fi-

gura 4.3 tenha sido selecionado como um dos arquétipos da fatoragc@o estocastica. Nesse
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caso, € possivel que o estado s;, representado na figura por um quadrado, seja atribuido
a esse arquétipo. Isso significa que na fatoracdo estocdstica de M™ o vetor-linha m}T*
seria representado pelo vetor m7 . Ou seja, todas as transi¢des de s; seriam redireciona-
das para s;, que tem caracteristicas completamente diferentes: enquanto a partir de s; €
possivel atingir o topo da montanha apenas acelerando o carro, no estado s; € necessario
dar marcha-a-ré para ganhar velocidade na encosta oposta do vale. Nao é prudente criar
qualquer expectativa em relagdo a uma politica de decisdo derivada de um modelo em que

esses estados sdo indistinguiveis.

4.2.2 Atribuicao proporcional de estados a arquétipos

A existéncia de uma correspondéncia topolégica entre M!S e S permite, pelo menos
em principio, que a fatoragdo estocdstica seja transposta do primeiro espaco para o se-
gundo, o que pode resultar em uma grande economia de tempo de processamento. Na
prética, porém, é muito dificil garantir que condi¢des como (4.3) e (4.4) sejam atendidas,
€ mesmo no caso em que isso € possivel violagdes esporddicas podem ocorrer. Uma pos-
sibilidade para lidar com essa situagdo € tentar durante o processo de modelagem definir
o espaco S de maneira a induzir, ainda que artificialmente, uma correspondéncia entre as
topologias do espacgo de estados e do espaco markoviano. Uma outra idéia é desenvolver
uma estratégia robusta para realizar a fatorac¢do estocdstica em S, que funcione mesmo no

caso em que a correspondéncia topolégica entre S e M1°! seja apenas parcial.

Uma maneira de contornar eventuais inconsisténcias topoldgicas € adotar uma atribui-
¢do proporcional de estados a arquétipos. Esse tipo de atribuicdo implica em uma matriz
de desvio D com vdrias entradas ndo-nulas por linha. A magnitude de cada elemento d;;
deve ser inversamente proporcional a distancia pg(s;, s;), que em geral é uma boa estima-
tiva da dissimilaridade entre m; e m;?, com a € A. Quando se interpreta os elementos de
D como probabilidades de realocacio das transi¢des originais, a atribui¢do proporcional
corresponde a desviar as transicdes para varios arquétipos ao invés de concentra-las em
apenas um. A expectativa é que o efeito de eventuais inconsisténcias entre as topologias
de S e M'® sejam compensados pelos casos em que as condi¢des impostas sobre ¢ se

cumprem normalmente.
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A Figura 4.4 ilustra essa situacdo. Na Figura 4.4a o estado em destaque € atribuido a
um tnico arquétipo, como ocorre por exemplo na versao original do algoritmo k-medoids.
Nesse contexto cada arquétipo pode ser identificado com um conjunto convencional ou
crisp. Como nesse caso o elemento m7 fica representado por apenas um estado arque-
tipico, uma atribui¢do equivocada como aquela mostrada na figura pode ter efeitos ca-
tastroficos, pelas razdes discutidas acima. Por outro lado, se a associacio entre estados
e arquétipos for feita de maneira proporcional, respeitando o grau de similaridade entre
eles, é razodvel esperar que os efeitos indesejaveis de uma atribui¢do erronea sejam ame-
nizados pelas associagdes corretas. Essa situagdo € mostrada na Figura 4.4b. Note como
nessa figura o estado em destaque € associado a quatro arquétipos diferentes, como ocorre
na teoria dos conjuntos fuzzy [191]. Dos quatro arquétipos, apenas um encontra-se do lado
oposto da fronteira, enquanto os demais apresentam um padrao de transicdo bem préximo
daquele do estado em questdo. Isso implica em uma representagdo sensivelmente superior

aquela mostrada na Figura 4.4a.

© ©
S~ e [ ] [ ] [ ] [ ] o~ e [ ] [ ] [ ] [ ]
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[aV] [aV]
S - S -
o o
x x
[aV] [aV]
S | S |
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[{e} [{e]
S | S |
o o
I |
X X

(a) Atribuic@o simples ou crisp: cada estado s; € (b) Atribui¢do proporcional ou fuzzy: o estado s;
associado a um dnico arquétipo estd associado com vdrios arquétipos através de

diferentes graus de pertinéncia

Figura 4.4: Duas maneiras possiveis de se fazer a associac@o entre estados e arquétipos.
Os circulos representam os arquétipos selecionados por um algoritmo qualquer e o qua-
drado o estado cuja atribuicdo estd sendo analisada. A linha continua representa uma

atribuicd@o simples; as linhas pontilhadas s@o atribui¢cdes proporcionais.

Uma analogia que ajuda a entender a diferenca entre uma matriz de desvio crisp e
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uma fuzzy € a aprendizagem baseada em instancias, cujo representante mais conhecido é
o algoritmo dos k vizinhos mais préximos (k-NNT) [102, 60]. Como se sabe, o algoritmo
k-NN pode ser usado para aproximar uma fungdo f : R"™ +— R™. Nesse caso, o valor
de f em um ponto x; é a soma ponderada do valor dessa fun¢do nos k& vizinhos mais
proximos de z;, selecionados de um conjunto de pontos previamente armazenado pelo
algoritmo. Em geral, os pesos usados na aproximacao sdo inversamente proporcionais a
distancia entre os pontos. No caso da fatoracdo estocdstica, a funcdo f a ser aproximada
seria 0 mapeamento ¢, e as instancias armazenadas seriam os arquétipos. Uma matriz
D com apenas um elemento ndo-nulo por linha corresponderia ao caso em que k = 1, ou
seja, em que apenas o vizinho mais préximo € usado na aproximacao. Essa configuracao
representa a situacdo em que o aproximador tem o maior nimero de graus de liberdade,
o que em geral aumenta a varidncia da funcdo de aproximacdo [60]. A medida que k —
m, a aproximacao realizada pelo k-NN se torna mais suave, e portanto mais robusta a
variagdes da funcdo ¢™. O pardmetro k£ pode ser visto como uma maneira de lidar com o
famoso dilema entre o bias e a variancia de uma aproximagao [61, 60], e o seu valor 6timo
depende da fung¢do a ser aproximada. Pode-se esperar, portanto, que o mesmo fendmeno

ocorra na determina¢do dos elementos da matriz D. Voltarei a este assunto a frente.

Note que embora a técnica de atribuicao proporcional seja mais robusta do que a atri-
buicdo simples, ela ainda pressupde uma correspondéncia entre as topologias de S e M9,
Estabelecer condi¢des para que a aplicacdo dessa estratégia seja bem-sucedida ndo € tri-
vial, e além disso esse tipo de tecnicalidade € raramente verificdvel na prética. Freqiien-
temente, porém, € possivel estabelecer a partir da descri¢do do problema se as no¢des de
similaridade em S e M5! estdo relacionadas. Basta verificar se em geral quanto menor
a distancia ps(s;, s;) menor a distincia correspondente py/(m§, m$), para qualquer agdo
a € A. Ou seja, basta checar se a proximidade entre dois estados implica em probabilida-
des de transi¢des e recompensas semelhantes. Se esse for o caso, espera-se que o efeito de
eventuais violacdes dessa tendéncia seja amenizado a medida que se aumenta o ndmero de
arquétipos usados na fatoracdo estocdstica. O nimero m de arquétipos necessdrios para
uma boa fatorag@o em S depende do dominio da aplicacdo. O ideal € que a densidade da

fatoracdo estocdstica seja tal que todo estado s; seja representado majoritariamente por

T k-nearest neighbors
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arquétipos com padrdes de transi¢des similares ao seu (aqui, pode-se recorrer mais uma

vez a analogia com o algoritmo k-NN para se ter uma ilustragcdo desta afirmacao).

Kernels

Uma questao pertinente se refere a implementacao da atribui¢do proporcional. Como

discutido, uma matriz D vélida deve respeitar os seguintes critérios:

1. Como se trata de uma matriz estocastica, os elementos em cada uma de suas linhas

devem ser ndo-negativos e ter soma 1, ou seja,

di; >0 parai =1,2,...,|S|ej=1,2,...m
Y diy=1 parai=12,..]S|.

4.5)

2. O elemento d;; representa a pertinéncia do estado s; ao arquétipo g;, e portanto a
sua magnitude deve ser inversamente proporcional a distancia pg(s;, ¢;). Ou, de

maneira mais precisa:

ps(si,q;) < ps(Si, qr) = dij > di. (4.6)

Uma das maneiras de definir uma matriz de desvio que atenda aos requisitos acima € usar
os coeficientes da regressdo local de Nadaraya-Watson [60]. Nesse caso, os elementos da

matriz D seriam dados por:

¢ (QS(Szvqj)>

=
S (ps(;i,qw)

A funcdo de pertinéncia x € normalmente chamada de kernel [111, 60]. Note que por

dij = li(Si, q]) = (47)

definicdo a pertinéncia de um estado s; a dois arquétipos eqiiidistantes € sempre a mesma,
embora dois estados que estejam a igual distancia de um arquétipo ¢; possam ter diferentes
graus de pertinéncia a esse arquétipo. A func¢do ¢ € um mapeamento R* +— R limitado

superiormente e que atende a seguinte condi¢do:
1 < Tog —> (b(xl) > ¢<£L'2), com 2z, Ty € R*. 4.8)

Como ¢ define a “forma” do kernel k, irei me referir a essa fungao como fungdo-niicleo.

A partir da defini¢do da fun¢do-nicleo fica claro que os elementos d;; determinados pela
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expressao (4.7) atendem as condicgdes (4.5) e (4.6) listadas no inicio desta secao. O para-
metro 7 em (4.7) controla a velocidade de decaimento de ¢(x) em fungdo de z: quanto
maior esse parametro, mais lento é o decréscimo do valor da fun¢do. Eis alguns exemplos

de fun¢des candidatas ao papel de funcdo-nicleo:

Funcao uniforme

sex <1
¢(z) =

1
29
0, caso contrério

Funcio linear

¢(r) = max (1 — z,0)

Funcio gaussiana

Funcio de Epanechnikov
3 2
¢(xr) = max Z[l—x},O :

E interessante observar que quando o argumento da fungdo ¢ é uma distancia calcu-
lada em S, como em (4.7), ela pode ser interpretada como uma funcdo de base radial
(RBF") definida nesse espago [125]. Sob esta perspectiva, os arquétipos ¢; seriam os
centros das RBFs e o parametro 7 corresponderia a sua largura. A Figura 4.5a mostra
as RBFs correspondentes as fungdes acima para o caso hipotético em que S = R. Vale
ressaltar que qualquer fungdo-nicleo ¢ que atenda a condicdo (4.8) e seja constante em
apenas um intervalo fechado de R origina naturalmente uma funcdo de base radial local
ndo-negativa em S. A Figura 4.5b ilustra o uso da func¢do gaussiana como fun¢io de per-
tinéncia dos arquétipos mostrados na Figura 4.4. Observe como os centros das fungdes

radiais coincidem com os arquétipos mostrados na figura anterior.

E importante ressaltar que a expressdo (4.7) ndo é de forma alguma a tnica maneira
de se implementar a atribuicdo proporcional de estados a arquétipos. Qualquer estratégia

que resulte em elementos d;; que atendam as restri¢des (4.5) e (4.6) € a principio uma

"Radial basis function
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(a) Exemplos de RBFs em R. Todas as fungdes (b) Uso da fung@o gaussiana como fung¢do de per-
tém centro na origem e largura 7 = 1. A distancia tinéncia dos arquétipos mostrados na Figura 4.4.
adotada € aquela derivada da norma euclidiana. A fim de compensar a diferenca de escala das va-

ridveis foi adotada uma norma ponderada como

métrica.

Figura 4.5: O uso de func¢des de base radiais para implementar a atribui¢do proporcional.

alternativa valida. Por exemplo, uma opcdo seria tomar emprestado de Bezdek a sua

estratégia de atribuicdo do algoritmo fuzzy k-means [24],

1
- (s08) | 71
m PS(si,85 -1

2 k=1 (ps<si,si>>

que também resultaria em uma matriz D vélida. Na expressdo acima o parametro 7 tem

d;j , 4.9)

uma interpretacdo andloga a que tem no caso das fungdes de base radiais.

Um ponto fundamental que precisa ser enfatizado € que, tanto em (4.7) quanto em (4.9),
o0 tnico requerimento para a aplicacdo do kernel k : S x S — R ¢é que o espago S seja
um espagco métrico. Isso garante a generalidade da abordagem proposta aqui. Especi-
ficamente, isso significa que a fatoracdo estocdstica pode a principio ser realizada em
qualquer conjunto de elementos S em que seja possivel definir uma nocdo de dissimila-
ridade pg. Esta defini¢do é genérica o suficiente para incluir espagos de estados pouco
convencionais, como por exemplo espacos heterogéneos em que algumas das varidveis
pertencem a um alfabeto finito. A possibilidade de se trabalhar em espacos estruturados

genéricos € freqiientemente citada como um dos atrativos da aprendizagem com kernels,
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uma das areas de pesquisa em aprendizagem de maquina mais ativas na atualidade [144].
Nao custa lembrar que neste contexto s6 faz sentido aplicar a fatoragdo estocdstica em S

se a métrica deste espaco estiver relacionada com a nogio de distancia adotada em A/!5!,

4.2.3 Algoritmo

Uma vez definidos os arquétipos da fatoracdo estocdastica, pode-se usar uma das estra-
tégias descritas na dltima secdo para determinar a matriz D. Falta ainda descrever como a
matriz W seria construida nesse caso. Os vetores-linha de W podem ser facilmente obti-
dos a partir dos arquétipos selecionados em S e do mapeamento (4.2). Note portanto que
a técnica escolhida para a fatoracio estocdstica deve necessariamente restringir a selecao
dos arquétipos ao conjunto .S, de maneira que seja possivel estabelecer uma correspon-
déncia posterior com o espago M °!. Isso descarta por exemplo o uso da versdo original

do algoritmo fuzzy k-means [44, 24], que de outra forma seria perfeito para esse propdsito.

Adicionalmente, € preciso contornar uma disparidade estrutural entre os espagos S e
M5!, Como cada elemento s; € S possui |A| elementos correspondentes em M 5I, ¢ ne-
cessdrio estabelecer uma estratégia para selecionar as linhas de W no espaco markoviano.
Uma possibilidade seria adicionar a matriz W o vetor m{ que melhor representasse os
outros |A| — 1 elementos associados com um arquétipo ¢;. Note, entretanto, que em geral
os elementos m{ referentes a agdes a diferentes sdo muito dissimilares entre si. Basta
pensar no exemplo do carro preso no vale, em que as acdes de marcha-a-ré e acelerar t€ém
efeitos opostos. Portanto, uma estratégia simples e que soluciona o problema consiste em
simplesmente adicionar 8 W todos os | A| elementos m¢ associados com o arquétipo g;.

Note, no entanto, que essa abordagem multiplica o nimero de arquétipos por |A|.

O Algoritmo 4.1 mostra uma maneira de implementar a fatoracdo estocdstica em S
com a atribui¢io proporcional representada por um kernel, como na expressao (4.7). Com
essa técnica é possivel calcular as matrizes D e W a um custo computacional razodvel.
O namero exato de operagdes necessarias para fazé-lo depende da estratégia adotada para
selecionar os arquétipos no espago de estados. O célculo da matriz com as distancias

entre todos os elementos de S é O(|S]?). Para o caso em que se deseja agrupar esses
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elementos, existem variantes do algoritmo k-medoids cujo custo por iteracdo € aproxima-
damente linear em | S| [109]. Note no entanto que se o espago de estados S for o resultado
de uma discretizacdo regular, como no exemplo do carro preso no vale, os arquétipos po-
dem ser determinados de maneira muito eficiente: basta selecionar m pontos igualmente
espacados na malha resultante da discretizacdo. Nesse caso, o custo total da fatoracdo
estocdstica seria O(|S|m), que é o niimero de operagdes necessarias para se calcular as

distancias dos estados aos arquétipos usadas na constru¢cdo da matriz D.

Algoritmo 4.1 Fatoragao estocdstica em .S com atribuicdo baseada em kernels
Requer S, M € RISIAXISIHL iy [11S]], 7 € RS
Retorna D € RISIAX™m ¢ W ¢ R™*IS1+1 tais que DW ~ M

ma«—|m/|A||, onde | z] retorna a parte inteira de x

m—msy X |A|
Selecione my arquétipos ¢; € S usando um algoritmo qualquer
Inicialize a matriz D com zeros apenas
para a < 1 até |A| faca
para j < 1 até m, faca
c—(a—1)xmg+j
parai < 1 até |S| faca
l—(a—1)x|S|+1

dic—£(si, qj) > Determinacéo dos elementos da matriz D
fim para
k<« linha de M correspondente ao arquétipo ¢; e a agdo a
W Iy > Determinagdo dos vetores-linha da matriz W
fim para
fim para

Dependendo do valor de m, um custo na ordem de |S|m pode tornar a fatoragio
estocdstica uma alternativa atraente para o cdlculo da funcio de valor de um processo de
Markov induzido por uma politica 7. No entanto, € combinada com o algoritmo PISF
que a fatoracdo estocdstica em S oferece os maiores ganhos em termos de tempo de
computacdo, como serd visto nos experimentos a frente. Note que da forma como esta
apresentado o Algoritmo 4.1 pode ser prontamente utilizado para fatorar estocasticamente
um processo de decisdo de Markov. E importante ressaltar que os resultados teéricos do
Capitulo 3 ainda sdo validos nesse caso, assim como no caso em que o Algoritmo 4.1 é

usado para fatorar um processo de Markov M™.
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4.2.4 Analise empirica

Nesta secdo o problema do carro preso no vale € usado para avaliar a efetividade da
fatoracdo estocdstica realizada tanto no espago M!Sl quanto no espago S. Para tal, este
ultimo foi discretizado como descrito na Secdo 4.1.2, com ¢+ = 30. As matrizes de tran-
sicdes e os vetores-recompensa foram calculados a partir de 100 transi¢des iniciadas em
cada um dos 900 estados com cada uma das 3 a¢des do problema. Ambos os espagos
foram munidos com a medida de distancia induzida pela norma euclidiana (no caso do
espago S, a dissimilaridade entre dois estados s; € s; foi definida como a distancia entre
os pontos médios das respectivas particdes). O algoritmo PISF foi usado para determinar
a politica de decis@o nos dois casos. O método adotado para realizar a fatoracio esto-
castica em M°! foi o algoritmo k-means. No caso do espaco S, os arquétipos foram
selecionados como pontos igualmente espacados na malha bidimensional e a atribui¢do
proporcional foi calculada pelo Algoritmo 4.1 usando a fun¢do gaussiana com 7 = 0.1.
O valor de 7 foi selecionado do conjunto {10, 1,0.1,0.01} a partir de uma bateria preli-
minar de experimentos. Com exce¢do de 7 = 0.01, todas as larguras do kernel gaussiano

resultaram em um desempenho razodvel do algoritmo.

Em todos os experimentos deste capitulo os diferentes algoritmos sdo avaliados se-
gundo o desempenho das politicas de decisdo encontradas por eles. No caso do carro preso
no vale, as politicas foram avaliadas através de um conjunto de teste composto por uma
série de estados a partir dos quais o agente deveria escapar. Os estados foram selecionados
como 25 pontos distribuidos de maneira regular no conjunto [—1.0,0.15] x [—0.07,0.02].
Essa selecdo foi feita de forma a evitar estados triviais a partir dos quais o carro atin-
giria o topo da montanha independentemente das acdes selecionadas. Especificamente,
na versao deterministica do problema o nimero minimo de passos necessarios para atin-
gir o objetivo a partir de qualquer estado selecionado do produto cartesiano acima € 33.
O nimero maximo correspondente é 109.2 Por isso, nos experimentos desta secio se 0
agente nao atingisse o objetivo em 200 passos o episddio era considerado um fracasso e
interrompido. Como foi adotada uma versao nao-deterministica do problema, com o = 1,

em alguns casos os agentes foram capazes de atingir o topo da montanha em um ndmero

Valores calculados a partir de uma discretizagio regular do problema com ¢ = 250.
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de passos inferior a 33. Para amenizar o efeito da estocasticidade na aplicacao das agdes,
a avaliacdo das politicas foi repetida 20 vezes a partir de cada um dos 25 estados do

conjunto de teste.

A Figura 4.6 mostra o conjunto de teste sobreposto a fun¢@o de valor do problema do
carro preso no vale. Também nesta figura € possivel ver os resultados médios obtidos a
partir de cada estado desse conjunto pela politica de decisdo derivada da discretizacao do
espaco de estados original do problema. Observe como os resultados estio relacionados
com o valor de V¥, como era de se esperar. Em particular, note como o nimero de
passos necessdrios para alcangar o topo da montanha cresce quando se cruza a fronteira
no sentido de crescimento de z. Além disso, € interessante chamar a atencao para o fato
de o nimero maximo de 109 passos ter sido superado em quatro estados do conjunto de
teste. Isso sugere que uma maior resolucio na discretizacdo do espago S poderia trazer
algum beneficio. Por outro lado, das 20 tentativas de alcancar o objetivo feitas pelo agente
a partir dos 25 pontos do conjunto de teste, apenas trés terminaram em falhas, o que indica
uma boa qualidade da politica de decisdo derivada da discretizacdo. Coincidentemente,
em 3 ocasides o nimero de passos esteve abaixo do minimo de 33 necessdrios para escapar
do vale na versdo deterministica do problema. O nimero médio de passos executados pelo
agente considerando todo o conjunto de teste foi 74.01, com um desvio-padrio de 33.00

passos.

Note que os vetores m{ que surgem da discretizagdo de um problema deterministico
sdo justamente aqueles que causam os maiores problemas para a fatoracdo estocéastica.
Como discutido extensivamente no capitulo anterior, isso ocorre porque os vetores de
transicdes p¢ estdo localizados nos vértices do simplex A*/=1, No caso do carro preso no
vale, o acréscimo de um ruido as acdes executadas pelo agente tende a aliviar o problema,
mas infelizmente ndo chega a resolvé-lo. Como mostra a Figura 4.7, os resultados do
algoritmo PISF combinado com a fatoragiio estocdstica em M!S deixam a desejar. Com
m = 400 arquétipos usados na aproximacao, a politica derivada falha reiteradamente em
praticamente todos os pontos do conjunto de teste. Embora o acréscimo no nimero de
arquétipos melhore os resultados do algoritmo, um desempenho razodvel s6 € alcancado
quando m = 700, o que resulta em uma economia de tempo de computagdo modesta em

relacdo a versdo original do problema, em que |S| = 900. Pode-se dizer, portanto, que
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Figura 4.6: Conjunto de teste com os resultados médios obtidos pelo algoritmo de itera-
cdo de politica no problema do carro preso no vale. O MDP foi construido a partir da

discretizacdo do espago de estados com ¢ = 30e o = 1.

nesse problema o uso da fatorag@o estocdstica nio € aconselhavel, pelo menos quando ela

S|

¢ realizada no espaco M ! pelo algoritmo k-means.

Seria possivel que uma fatoragao estocastica em S resultasse em politicas de decisdo
de melhor qualidade? Surpreendentemente, a resposta é sim. Observe na Figura 4.8a
como o algoritmo PISF usando essa configuracdo € capaz de obter resultados bem me-
lhores do que os anteriores, mesmo utilizando um nimero muito menor de arquétipos
na aproximacao. O fato de a figura estar um pouco confusa é bom sinal: ele indica que
os resultados do algoritmo PISF aproximam-se daqueles encontrados pelo algoritmo de
iteracdo de politica na sua versdo original. A Figura 4.8b compara o desempenho das
politicas encontradas por esses algoritmos no bloco formado por todo o conjunto de teste.
Note que quando m > 120 os resultados do algoritmo PISF-S sdo praticamente idénticos

aos do algoritmo PI. As diferengas nesse caso, tanto em um sentido quanto em outro, sao
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Figura 4.7: Resultados obtidos pelo algoritmo PISF no problema do carro preso no vale
com a fatoracdo estocdstica realizada em M!Sl pelo algoritmo k-means. Cada ponto cor-
responde a uma média de 20 execugdes desse algoritmo. Em cada execucdo a politica
encontrada foi testada 20 vezes em cada estado do conjunto de teste. O eixo das abscissas
corresponde aos 25 pontos desse conjunto. Os valores entre parénteses apds os nomes
dos algoritmos sdo a dimensdao do MDP original e o nimero m de arquétipos usados na
fatoragao, respectivamente. A sigla “PI” se refere ao algoritmo de iteracao de politica sem

a fatoracdo estocdstica, cujos resultados sdo mostrados aqui como referéncia.
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provavelmente uma conseqiiéncia do cardter estocastico do problema (ja que o = 1).
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junto de teste dos do conjunto de teste. Os resultados do algo-
ritmo PI independem do valor de m, e sua média

€ mostrada aqui apenas como referéncia.

Figura 4.8: Resultados obtidos pelo algoritmo PISF no problema do carro preso no vale
com a fatorag@o estocdstica realizada em S. Os arquétipos foram selecionados unifor-
memente na malha bidimensional e a atribuicdo proporcional foi calculada pelo Algo-
ritmo 4.1 usando a funcdo gaussiana e 7 = 0.1. As politicas de decis@o foram avaliadas

20 vezes a partir de cada estado do conjunto de teste.

A Tabela 4.1 mostra os resultados dos algoritmos PISF-M e PISF-S de forma deta-
lhada. Além do desempenho dos algoritmos no conjunto de teste, esta tabela traz também
o numero médio de passos executados pelas politicas correspondentes a partir da posi-
¢do de repouso s = [0, 0], que tem interesse particular por representar uma situagéo mais
provavel. Observe como de fato os resultados do algoritmo PISF-M ndo sdo muito anima-
dores. Com m = 700 arquétipos usados na fatoracio estocdstica, as politicas encontradas
por esse algoritmo precisaram de em média 129.04 passos para escapar dos estados do
conjunto de teste, um nimero 74.36% superior aquele requerido pelo algoritmo PI para
realizar a mesma tarefa. Quando se considera apenas o estado de repouso, a discrepan-
cia nos resultados é ainda maior: embora usando 77.78% dos vetores m{ na fatoragio,
os agentes do PISF-1/ (900, 700) precisaram de em média 145.66 passos para escapar do

vale, mais do que o dobro do nimero de passos executados pela politica encontrada pelo
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algoritmo de iterac@o de politica convencional.

Algoritmo Conjunto de teste Posicao de repouso
Média Madax. Min. | Média Mix. Min. DP
PI(900) 74.01 200 31| 71.20 75 67 253

PISF-M1 (900, 400

( 19496 200 3919575 200 77 19.87
PISF-M (900, 500
(

186.96 200 38 | 19291 200 80 23.61
PISF-M 900 600) | 170.39 200 33 | 17829 200 74 40.53
PISF-M(900,700) | 129.04 200 31 | 145.66 200 67 52.86
PISF-5(900, 30) 194.17 200 56 | 200.00 200 200 0.00
PISF-5(900, 60) 12040 200 25| 186.05 200 85 27.19
PISF-5(900, 90) 128.72 200 34 | 198.05 200 177 6.11
PISF-5(900, 120) 78.39 200 19 | 84.30 95 78  3.56
PISF-5(900, 150) 74.46 200 17 | 79.15 87 75 341
PISF-5(900, 180) 77.18 200 24| 81.40 86 76 3.45
PISF-S(900, 210) 70.86 200 24| 76.35 89 71 426

( )

( )

)
)
)
)

PISF-5(900, 240
PISF-5(900, 270

7446 200 21| 77.85 89 75 3.62
69.73 169 22| 76.25 83 71 3.58

Tabela 4.1: Resultados obtidos pelos algoritmos PI, PISF-M e PISF-S no problema do
carro preso no vale. Os valores correspondem ao nimero de passos usados pelas res-
pectivas politicas de decisdo para alcancarem o objetivo do problema. Os detalhes das
configuracdes usadas pelos dois tltimos podem ser encontrados nas legendas das Figu-
ras 4.7 e 4.8. A sigla “DP” € usada para denotar o desvio-padrao dos resultados.

Em contraste, note como a partir de m = 120 arquétipos o desempenho do algoritmo
PISF-S praticamente se iguala ao do algoritmo PI, confirmando a tendéncia mostrada na
Figura 4.8. Particularmente, quando m = 270 o nimero maximo de passos executados
pelas politicas do algoritmo PISF-S no conjunto de teste foi 169, o que indica sucesso
em todas as 10.000 tentativas de escapar do vale (20 execugdes x 25 estados no conjunto
de teste x 20 tentativas a partir de cada estado). Esse resultado ndo foi alcangado pelo
algoritmo PI usando uma discretizagao com 900 estados. Quando se analisa o desempe-
nho das politicas de decisdo partindo da posi¢do de repouso, os resultados do algoritmo
PISF-S ndo chegam a se igualar aos do algoritmo PI, mas também nao chegam a decep-
cionar. Note que com 120 ou mais arquétipos usados na fatoracao, as politicas geradas

pelo PISF-S nao falham uma tinica vez ao tentarem atingir o topo da montanha a partir da
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posi¢do s = [0, 0].

Quando analisados assim, de forma superficial, os resultados do algoritmo PISF-S
talvez ndo recebam o crédito merecido. Para que se tenha uma idéia do alcance desses
resultados, observe que uma redugdo do nimero de estados de |.S| = 900 para m = 120
acarreta uma economia de aproximadamente 99.76% no tempo de computagio necessario
para avaliar uma politica de decisdo. Isso significa que se a avaliacdo de uma politica pelo
algoritmo PI levasse um dia em uma determinada plataforma computacional, a avaliacdo
correspondente feita pelo algoritmo PISF-5(900, 120) consumiria apenas 3.4 minutos na
mesma configuracdo! Note que no caso em que S é uma malha regular essa reducdo
drastica no tempo de execucdo vem a um custo relativamente baixo, que sao as operagdes
gastas para se calcular as distincias entre estados e arquétipos. No exemplo hipotético

acima, isso poderia ser feito em aproximadamente 25.6 segundos.’

Discussao

Os resultados do algoritmo PISF-S tornam-se particularmente impressionantes quando
contrastados com aqueles obtidos pelo algoritmo PISF-M. Como a estratégia usada por
este ultimo para definir a matriz W € mais robusta do que a usada pelo primeiro (ja que
os vetores w, nao ficam restritos as linhas de M), € natural supor que a diferenca no
desempenho dos dois algoritmos esteja na determina¢do da matriz D—o que equivale a
dizer que o sucesso do PISF-S € mérito principalmente da atribui¢@o proporcional. Uma
maneira de verificar se isso de fato € verdade seria implementar a atribui¢do proporcional
em M5!, Note entretanto que quando os vetores m¢ sio deterministicos ou quase, como
no caso estudado aqui, a atribui¢ao proporcional fica praticamente reduzida a atribui¢ao
simples. Uma maneira alternativa de verificar a importancia da atribuicdo proporcional
¢ realizd-la no espago S com os arquétipos selecionados pelo algoritmo k-medoids em
MS!. Usando essa configuragiio e m = 120 arquétipos, o algoritmo PISF obteve uma
média de 110.95 passos no conjunto de teste, uma melhoria consideravel em relacdao aos

resultados do algoritmo PISF-A/ mostrados na Tabela 4.1.

Por que isso acontece? Como discutido, a atribui¢do proporcional caracteriza uma es-

3Considerando que a dimensio do espago S seja dim(.S) = 2, que é o caso no problema estudado.
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tratégia de associacdo entre estados e arquétipos mais robusta do que a atribuicao simples.
Ela pode ser vista como uma maneira de incorporar um certo nivel de estocasticidade ao
modelo. Imagine por exemplo que os vetores p¢ do MDP original sejam todos determinis-
ticos; caso a atribuicdo proporcional seja adotada, as aproximacdes D*K dardo origem
a matrizes de transi¢oes P ndo-deterministicas, ja que suas linhas serdo combinagdes
convexas dos vetores k;. Por mais paradoxal que isso possa parecer, a adicdo de um certo
nivel de ruido ao modelo pode acabar por tornd-lo uma descricdo mais fiel do fendmeno
original. Isso porque o acréscimo de uma componente aleatéria ao processo de modela-
gem tende a amenizar os efeitos da perda de informac@o inerente a esse processo. Por
exemplo, quando se reduz o nimero de estados de um MDP perde-se informagdo a res-
peito das transicdes e recompensas associadas com cada estado original. Essa questdo
torna-se particularmente grave quando um conjunto de estados muito heterogéneo passa
a ser reconhecido como um tnico estado s; no modelo reduzido. A atribuicdo propor-
cional ameniza esse problema “diluindo” uma atribui¢c@o crisp em vdrias pertinéncias no

intervalo [0, 1].

Evidentemente, existe uma tensdo entre o nivel de ruido acrescentado ao modelo e
a sua fidelidade ao processo original. Um nivel de ruido excessivo pode descaracterizar
completamente a dindmica do problema, tornando o modelo uma representacio distorcida
sem nenhuma utilidade prética. Por outro lado, uma modelagem puramente crisp tende a
ser menos robusta em relacdo a perda de informagdo. No caso em que a atribui¢do pro-
porcional é implementada por um kernel, como em (4.7), a largura dessa fun¢do define o
grau de estocasticidade acrescentado ao modelo. Assim como o pardmetro k do algoritmo
k-NN, a largura 7 pode ser vista como um mecanismo para controlar a tensdo entre o bias

e a variancia da aproximacao.

Note, no entanto, que mesmo com a atribuicdo proporcional os resultados do algo-
ritmo PISF-M nio se igualam ao do seu concorrente PISF-S. Isso ocorre provavelmente
por dois motivos. Em primeiro lugar, pode ndo fazer muito sentido agrupar dados em
espacos de alta dimensionalidade, porque o conceito de vizinhanga se esmaece [23, 60].
Além disso, o quase-determinismo dos vetores p{ afeta o funcionamento do algoritmo
k-medoids, ou seja, a selecdo dos arquétipos usados na aproximacao. Portanto, além da

matriz D, faz sentido determinar W no espacgo de estados. A transposi¢do da fatoracdo
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estocastica de M!°! para S, além de ser uma solucdo para a o crescimento superficial, é
também uma maneira de contornar a dificuldade de se fatorar estocasticamente matrizes

de transi¢Oes deterministicas.

4.2.5 Aplicabilidade

Estas sdo as duas condi¢Oes que devem ser atendidas quando se pretende usar o algo-

ritmo PISF-S para resolver um problema de tomada de decisdo seqiiencial:

1. E possivel representar o espaco de estados S com um ntmero reduzido de varia-
veis. Isso significa que existe um pequeno grupo de varidveis que originam um
conjunto S finito a partir do qual é possivel determinar o mapeamento (4.2). O
nimero de varidveis usadas para descrever o problema € considerado “pequeno” se
dim(S) < |S]. O conjunto S pode ser o resultado de uma discretizagio, como
no caso do carro preso no vale, ou ser naturalmente finito, como no caso em que
o MDP representa um jogo de tabuleiro, por exemplo. Obviamente, 0 MDP resul-
tante do mapeamento (4.2) s6 é considerado vélido se ele descrever o fendmeno de
interesse com um grau de precisdo tal que as politicas resultantes apresentem um

bom desempenho no sistema real.

2. E possivel definir uma métrica em S que esteja relacionada com a no¢do de dis-
tancia adotada em M!°l. Esse requisito é atendido quando os estados s; puderem
ser organizados em um espago de dimensdo dim(S) de tal forma que uma maior
proximidade entre dois estados implique em uma maior semelhanca entre as suas
probabilidades de transi¢des e recompensas. Na verdade, o que estd implicito nessa
condicdo é que os vetores m¢ pertengam a um hiper-plano de dimensdo dim(.5).
A principio, pode-se pensar em verificar essa condi¢do diretamente, mas o obje-
tivo aqui € justamente evitar a manipulagdo dos vetores m;, que acarreta um alto
custo computacional. Além disso, como discutido, mesmo que a condi¢do acima
seja violada esporadicamente, ainda é possivel aplicar a fatoracdo estocdstica em S

usando a atribuicao proporcional.
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Resta saber quao realistica € a expectativa de que as condi¢des acima sejam atendi-
das. Quando a dindmica do sistema € descrita por um conjunto de equacdes, como € o
caso em muitos problemas de controle, é razodvel supor que seja possivel trabalhar em
S diretamente. Como as equagdes de movimento sdo normalmente continuas, existe uma
relacdo topoldgica natural entre o espaco de estados e o espaco markoviano (veja discus-
sd0 na proxima secao). Por outro lado, em algumas situagdes a dimensdo do espaco de
estados pode ser muito alta (imagine um robd com intimeros sensores), ou S pode ser
desprovido de uma métrica natural (como no caso em que cada estado do sistema repre-
senta uma etapa no andamento de um projeto, por exemplo). O que pode ser dito aqui
€ que quando as condi¢des acima sdo atendidas e o problema é grande demais para ser
resolvido com os recursos computacionais disponiveis, o algoritmo PISF-S pode ser uma

alternativa interessante.

4.3 Fatoracao Estocastica Baseada em Kernels

Nesta sec¢do discutirei em maiores detalhes o caso em que o espago de estados do
fendmeno de interesse € originalmente continuo. Como serd visto, nesse contexto a fato-
racdo estocdstica pode ser usada ndo apenas na resolu¢do de um MDP, como também na
sua propria definicdo. Para evitar confusdo com o espago S, que € finito, vou me referir
ao espaco de estados continuo como X, e os estados correspondentes serdo denotados por
x;. No caso em que X C R", a dinAmica de um sistema € descrita por uma familia de
fungdes P* : X x X +— [0, 1] correspondendo as a¢des a € A. Para todo estado z; € X,
a fungdo de densidade P“(-|x;) define as probabilidades de transicéo a partir de x; quando
a acdo a é executada. As recompensas sdo determinadas por uma fun¢do limitada e conti-
nua R* : X x X — R, em que R*(z;,x;) é arecompensa recebida na transigéo z; 2 xj.

Na presente discussdo considerarei que as funcdes P e R sdo desconhecidas.

De maneira andloga ao caso discreto, cada estado x; pode ser associado a | A| elemen-

tos m¢ = [R*(x;, ), P%(+|z;)]. Isso origina um espa¢o markoviano de dimensio infinita,
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que pode ser denotado por M *°. Note que a continuidade das fun¢des P® e R* implica que
| P (wp|:) — P*(ak|z;)| — 0 quando px(zs,2;) — 0,
|R* (i, xp) — R*(xj, zx)| — 0
para todo x;, € X etodo a € A. Ou seja, existe uma correspondéncia topoldgica entre os
espacos X e M que é naturalmente induzida pela continuidade das funcdes de transicao
e recompensa. E comum que se imponha condigdes mais restritivas sobre as fungdes P* e
R“ de forma a garantir a regularidade do MDP [33, 136, 111], o que em geral resulta em
uma relacao ainda mais forte entre os espacos X e M. Se essas fun¢des forem Lipschitz
continuas, por exemplo, pode-se escrever
[P (anlas) = P(anla;)| < K7 px(ai ),
| R (i, ) — Rz, )| < Kfpx (w3, 2;),

(4.10)

onde K, K® ¢ R*. Niao serei muito rigoroso em relacio as condi¢cdes de suavidade
das funcdes de transi¢io e recompensa. O importante aqui € notar que, em geral, quando
se trabalha em espacos de estados continuos, a suposicao de que existe uma regularidade

topoldgica de X em relagdo a M estd implicita na formulagdo do problema.

Como discutido no Capitulo 2, uma das maneiras de resolver um problema de tomada
de decisdo seqiiencial com espaco de estados continuo € discretizar X e resolver o MDP
resultante. Caso a solu¢ao do MDP requeira recursos computacionais além daqueles dis-
poniveis, pode-se pensar em utilizar o algoritmo PISF-S para reduzir o tempo de compu-
tacdo. No entanto, nesta se¢do discuto uma técnica alternativa para resolver um problema
cujo espago de estados seja continuo. Essa técnica utiliza a regressao baseada em kernels
para aproximar as funcdes P* e R* a partir de uma amostra de transi¢des. Como sera
discutido, tal abordagem pode ser vista como a derivacdo de um MDP finito que descreve
o fendmeno original. Entretanto, em contraste com a discretizagdo convencional, em que
a defini¢cdo da malha € feita a priori, na aprendizagem baseada em kernels os estados do
MDP sdo definidos a partir das amostras de transicdes. Uma das vantagens dessa pos-
tura é que ela pode ser muito naturalmente combinada com a fatoracdo estocdstica, cuja
contribui¢do para o processo de aprendizagem nio fica restrita a um estagio posterior a
definicdo do MDP. Como serd visto, a fusdo das duas técnicas permite a incorporacdo de
uma grande quantidade de informac¢do a um modelo de tamanho fixo, o que acaba por

originar uma descri¢do compacta do fendmeno em questao.
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4.3.1 Aprendizagem por reforco baseada em kernels

A aprendizagem baseada em kernels foi originalmente proposta por Rust [136] no
contexto da programac¢do dindmica e mais tarde estendida por Ormoneit e Sen [111] para
o cendrio estudado pela aprendizagem por reforco. Foram estes dltimos autores que cu-
nharam o termo aprendizagem por reforco baseada em kernels (KBRLT). O KBRL per-
mite criar um modelo aproximado de um MDP com espago de estados continuo. A sua
idéia fundamental consiste em usar um esquema de aproximagdo nio-paramétrico para
representar as funcdes P? e R* do MDP. Isso significa que a arquitetura do aproxima-
dor ndo € definida de antemao, e depende inerentemente do conjunto de dados usado na

aprendizagem (nesse caso, amostras de transi¢oes).

O KBRL apresenta duas propriedades que o colocam em posi¢do de destaque em
relacdo a outros esquemas de aproximacio. Em primeiro lugar, ele sempre converge para
uma solugdo. Isso contrasta com o comportamento de algumas técnicas de aproximagao
paramétrica, incluindo escolhas populares como as redes neurais ndo-lineares, que podem
divergir quando usadas para aproximar a fun¢do de valor [166, 137, 27, 169, 170]. Além
disso, o KBRL ¢ um dos poucos esquemas de aproximag¢ao em aprendizagem por refor¢o
que sao consistentes no sentido estatistico, ou seja, em que um aumento no tamanho do
conjunto de treinamento sempre resulta em uma melhoria na qualidade da aproximacdo.*
Isso significa que, assintoticamente, a politica retornada pela aprendizagem baseada em

kernels apresentard um desempenho 6timo no problema em questao.

A proposta de Ormoneit e Sen se baseia na cisao do operador basico da programacao
dinamica, T, em dois operadores mais simples. O operador ['* “extrai”” a funcdo de valor

de agdo Q(x,a) de V (z):
Q(x,a) =T*"V(z) = E[R*(x,2") + vV (2)], 4.11)

em que o valor esperado E[-] é calculado em relagdo a fungdo de transi¢io P®. Dada a

funcdo de valor (), o operador €2 faz a operacdo inversa, através da maximizagao do valor

Kernel-based reinforcement learning
“4Para uma abordagem semelhante que também apresenta a propriedade de consisténcia veja o trabalho
de Munos e Moore [107].
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de x em relacdo as acdes a:
V(z) =QQ(x,a) = max Q(z,a). (4.12)
ac

Fazendo ) = I'V, fica claro que a funcdo de valor 6tima de um problema corresponde
ao ponto fixo da equacdo V = QI'V, ou seja, T = QI'. A expressdo (4.12) pode ser
facilmente calculada para qualquer z; € X. Infelizmente, o mesmo ndo pode ser dito
a respeito de (4.11), cujo cdlculo depende das funcdes P® e R* (que supostamente nao
sdao conhecidas aqui). A proposta do KBRL € substituir o operador I'* por uma versao

aproximada re, que pode ser calculada a partir de um conjunto de transicoes.

A aprendizagem por refor¢co baseada em kernels parte de uma premissa simples: para

cada acdo a € A, existe disponivel um conjunto de transigdes
X ={(z¢,r8,yM)]i =1,2,....,n.},

em que y; € um estado resultante da aplica¢do da ac¢do a em z{ e r{ € a recompensa
associada. As transi¢cdes em X podem ser coletadas através de amostragem ou por uma
politica de exploracdo adequada (note que o nimero de transi¢cdes n, referentes a cada
acdo a pode ser diferente) [111, 110]. Com base nas amostras de transi¢des, pode-se

definir o operador I'* da seguinte maneira:
LV (z) =Y w(z,af) [rf + 4V ()], (4.13)
=1

onde o kernel k%(x, x¢) é definido de forma andloga a (4.7):

o (—p . )
— (pX (x’x?)). (4.14)
j=1 Ta

Intuitivamente, a integral implicita em (4.11) é aproximada em (4.13) por uma soma finita

Rz, x8) =

em que a parcela correspondendo a transi¢@o iniciada em z{ recebe um peso inversamente
proporcional a distincia px (z, x%). Essa interpretacdo deixa claro que, da mesma forma
que o algoritmo PISF-S, o KBRL explora a correspondéncia topoldgica entre os espacgos

X e M.

A partir de (4.12) e (4.13) € possivel definir o operador de programagdo dinamica

aproximado Y = QI. Pode-se mostrar facilmente que, assim como Y, o operador Y
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possui apenas um ponto fixo para 0 < v < 1 [111]. Mas, ao contrario do primeiro,
este ultimo ndo depende do conhecimento de P e R, e pode ser prontamente aplicado a
qualquer funcdo V' a partir das amostras de transi¢des X“. Além disso, T apresenta uma
grande vantagem do ponto de vista computacional: como o seu cdlculo depende apenas
dos valores V' (y¢), qualquer algoritmo iterativo derivado desse operador pode representar
a fungdo V' armazenando apenas o seu valor nos estados ¥{'. Segue abaixo um exemplo

de como isso pode ser feito.

Apenas por uma questdao de comodidade, suponha que as amostras de transi¢des te-
nham sido coletadas executando-se todas as a¢des a € A em um conjunto fixo de n

estados x;, ou seja, suponha que
n,=mn e x! =uz; paratodo a € A. (4.15)

Seja V¥ uma matriz em R™4! com os valores V (y%), isso é, v¥, = V(y2). Defina uma
. . L, . . X |A[x
matriz RY € R™*!4| de maneira andloga. Finalmente, seja U um tensor em R’ AP™ ]

que u;q; = k*(yf, z;). Entdo, a iteragdo de valor baseada em kernels consiste em executar
Vi < I[U (RY +~VY))] (4.16)

até que || V{,; — V/ || < e. Na expressdo acima, o operador II aceita como argumento

um tensor Q¥ € R™*14¥I4l ¢ retorna uma matriz V¥ € R4l em que

y
vy, = max ¢ .
Y a=12,..A Y

e b AR

Uma vez encontrada a solucdo de (4.16), pode-se determinar o valor de qualquer estado

x; € X apartir da expressao (4.13), ou seja,

Q(x,a) = Z Kz, 2) [rd + yol]. 4.17)
i=1

Note que, quando se adota uma funcdo-nicleo ¢ diferencidvel, a aproximacao (4.17) rea-

lizada pelo KBRL € uma funcao suave. Em geral esse tipo de aproximacao gera melhores

resultados do que uma fungdo Q continua por partes, que € o tipo de fungdo de valor

originada de uma discretizacdao convencional de X [111].

A aprendizagem por reforco baseada em kernels transforma um problema continuo

em uma iteracdo matricial que converge para uma solucdo com probabilidade um. Uma
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pergunta que surge naturalmente neste contexto se refere a qualidade das solu¢des encon-
tradas pela iteracdo (4.16). O leitor provavelmente ndo ficard surpreso ao ser informado
de que isso depende diretamente das amostras de transi¢cdes X *. De acordo com Ormoneit
e Sen [111],se n, — oo paratodo a € A e alargura dos kernels 7, diminui a uma taxa de
decrescimento “adequada,” entdo a fungdo de valor encontrada pelo KBRL converge em

probabilidade para a funcdo 6tima do problema, ou seja,
|V =Vl =0,

onde V = TV.> Além disso, os autores mostram que a probabilidade de se escolher
uma agdo sub-6tima baseando-se em () = 'V converge para zero nas condi¢des acima.
Ormoneit et al. caracterizam formalmente o que seria uma taxa admissivel para o decres-

cimento de 7, para vdrias escolhas de funcdo ¢ [111, 110].

4.3.2 Derivacao de um MDP finito

A aprendizagem por refor¢o baseada em kernels € uma abordagem poderosa para lidar
com problemas de tomada de decisdo seqiiencial em que o espagos de estados é continuo.
No entanto, esse potencial vem a um custo—nesse caso, um custo computacional. O cél-
culo de cada iteragdo (4.16) envolve O(|A|n?) operagdes aritméticas, uma complexidade
computacional inaceitdvel para muitas aplicacdes praticas. Se a fungdo-nicleo ¢(x) for
nao-nula apenas na vizinhanga de =, pode-se reduzir esse custo significativamente explo-
rando a esparsidade do tensor U resultante. Por exemplo, um kernel do tipo k£-NN redu-
ziria o nimero de operagdes em cada execugdo de (4.16) para O(|A|kn) [111]. Embora
esse custo seja mais razodvel, a sua dependéncia em relagdo ao tamanho n das amostras de
transi¢des pode tornd-lo proibitivo na prética. Isso porque, dependendo da complexidade
do problema em questdo, o nimero de transi¢des requeridas para representar a sua dina-
mica satisfatoriamente pode ser muito grande. Além disso, a dependéncia em relagdo a n
torna o KBRL impraticdvel para aplicacdes on-line—em que o agente coleta as transi¢des

enquanto interage com o ambiente—, porque o desempenho do algoritmo degeneraria a

SAlém do decrescimento da largura 7,, Ormoneit e Sen [111] impdem algumas condi¢des sobre a
fungdo-nucleo usada para definir o kernel, sobre as fungdes R* e P® e sobre a estratégia de amostragem
adotada para coletar transi¢des. Nenhuma dessas condi¢des € muito restritiva.
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cada iteragdo.

Nesta secdo discuto como a fatoragdo estocdstica pode ser usada para tornar o custo
computacional do KBRL independente do tamanho da amostra de dados. As idéias que
serdo apresentadas aqui estdo de tal maneira relacionadas com o exemplo dado na Se-
¢do 3.1 que a sua releitura seria aconselhdavel neste ponto. Como discutido naquela se-
¢do, o numero de estados de um processo de Markov pode ser reduzido simplesmente
redirecionando-se as suas transi¢des para um subconjunto de S. Feito isso, a funcio de
valor de todos os estados do processo passam a depender apenas do valor dos estados
pertencentes a esse subconjunto—ou seja, do valor dos arquétipos. A expressao (4.17)
deixa claro que quando se adota o operador T no lugar de T obtém-se um efeito seme-
lhante em um MDP continuo, pois Q(x, a) passa a depender apenas do subconjunto finito
formado pelos estados ¥{*. Assim como feito na Secdo 3.1, pode-se pensar em definir um
modelo compacto em que figurem apenas as transi¢cdes e recompensas entre os arquétipos

selecionados.

O redirecionamento de transi¢des para os estados y; pode ser formalizado a partir da
defini¢do de funcdes de probabilidade e recompensa auxiliares. Seja P® uma funcio de

transic¢ao dada por [110, 69]:

_ K (x;,x%), se x; = yy
Pa($j|l'i) — ( 1) k) J yk7 (418)
0, caso contrario .

A funcio de transicio P® pode ser interpretada de uma maneira bastante intuitiva: a
probabilidade de transi¢do para o estado y; ao se executar a a¢do a no estado x; aumenta
a medida que diminui a distancia deste ultimo para z§, de onde, sabe-se, ja ocorreu essa
transi¢do. Note que, por definigdo, Y ;* | P*(y%|z;) = 1 para todo z; € X. De maneira

andloga a (4.18), pode-se definir a fungdo de recompensa R%:

_ Th, S€ T; = yi
R(zs,z) =4 T (4.19)
0, caso contrdrio .

Como todas as transicdes definidas pela fungio P? terminam no subconjunto de X for-
mado pelos estados y¢ e, de acordo com R%, apenas nessas transicdes podem ocorrer
recompensas ndo-nulas, € possivel derivar um MDP finito composto somente pelos esta-

dos y{. Nesse caso, as matrizes de transi¢cdes P“ e os vetores-recompensa T podem ser
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facilmente determinados através das expressoes (4.18) e (4.19). O cdlculo da fungdo de
valor v desse modelo reduzido pode ser feito a partir de qualquer algoritmo de programa-
¢do dinamica convencional. O algoritmo de iteragcdo de valor, por exemplo, corresponde
a expressao (4.16). Uma vez calculada a funcdo v, os valores dos estados originais do

problema podem ser determinados através de (4.17).

Fixando o tamanho do modelo

Suponha que o nimero de amostras de transicdes nos conjuntos X* seja tal que o
MDP resultante ndo possa ser resolvido com os recursos computacionais disponiveis.
Uma op¢do nesse caso € simplesmente descartar algumas das transicdes segundo um cri-
tério razodavel, de forma que o modelo originado seja pequeno o suficiente para ser aco-
modado na arquitetura computacional em questdo. A desvantagem dessa postura é que,
por melhor que seja o critério adotado para eliminar transi¢des, existe sempre uma perda
de informacao ao se descartar dados do problema. Uma outra alternativa para reduzir o
custo computacional de se resolver o MDP seria usar o algoritmo PISF-S discutido na
ultima secdo. Nesse caso a fatoragdo estocastica poderia ser efetuada pelo Algoritmo 4.1,
ou seja, alguns dos estados ;' seriam selecionados como arquétipos e a matriz de desvio
D seria determinada pela atribuic@o proporcional. Note, no entanto, que como as funcoes
P® e R® permitem o célculo das probabilidades de transicdo e das recompensas a partir

de qualquer estado z; € X, ndo hd motivo para restringir os arquétipos aos pontos y'.

Considere que um conjunto de m arquétipos ¢; € X tenha sido determinado segundo
um critério qualquer. Por exemplo, os arquétipos podem estar uniformemente espalhados
pelo espago X ou serem o resultado de uma clusterizacdo dos estados y¢. Uma outra
op¢ao seria adotar como arquétipos um subconjunto dos estados coletados por uma poli-
tica de exploracdo que visitasse dreas importantes do espaco X. A maneira exata de se
selecionar os arquétipos nao importa. Uma vez que isso tenha sido feito, no entanto, a
concretizacdo da fatoracdo estocdstica depende da determinacdo das matrizes de desvio
D“—cujos elementos representam as probabilidades de transi¢cdes dos estados ;" para os
arquétipos g;—e das matrizes de retorno K, que guardam as probabilidades de transi¢ao

no sentido contrdrio. A matriz K pode ser facilmente obtida através da expressao (4.18).
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A matriz D¢, por sua vez, pode ser determinada pela atribui¢do proporcional, dada a cor-
respondéncia topoldgica entre os espacos X e M °°. As probabilidades de transi¢des entre
os arquétipos ficam definidas pelas matrizes P* = K*D?, com a € A (veja Figura 3.1).
Falta ainda determinar as recompensas associadas a essas transicdes. Por definicdo, a j-
ésima componente de T € o valor esperado da recompensa recebida ao se executar a acao

a no arquétipo ¢;. Logo, esse elemento pode ser calculado como

Na
T @
T = E kjirs,
i=1

0 que conclui a defini¢do do novo MDP.

O Algoritmo 4.2 traz uma descri¢c@o passo-a-passo do procedimento discutido acima.
A unica novidade em relacdo a discussdo do ultimo paragrafo diz respeito a definicao de
dois kernels distintos, k? e k*. Os superescritos se referem ao conjunto de estados usado
no cdlculo de cada kernel. No caso de x* sdo considerados os estados nos conjuntos
X®, como mostra a expressao (4.14). O cadlculo de x? é feito em relagdo aos arquétipos,
como em (4.7). Note que, como os conjuntos de pontos usados no cédlculo das fungdes
k? e k* sdo diferentes, as larguras dos kernels podem também ser diferentes. Chamarei o

Algoritmo 4.2 de fatoracdo estocdstica baseada em kernels, ou simplesmente KBSFT.

Algoritmo 4.2 Fatoracado estocdstica baseada em kernels (KBSF)

Requer X“ coma € A, m € [1,min, n,|, 7,, 7, € R
Retorna P® ¢ R™*™ e t® € R™, paratodo a € A
Selecione m arquétipos ¢; € X usando um algoritmo qualquer
para a1 até | A| faca
r“«—0 e R™
para i1 até n, faca
para j<—1 até m faca

d—r1(yf, qj) > Determinagao dos elementos da matriz D*
kS —r(qj, 27) > Determinagdo dos elementos da matriz K¢
TeTy + kg > Determinacao dos elementos do vetor r*
fim para
fim para
P*—K*D*

fim para

tKernel-based stochastic factorization
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Ao contrario do Algoritmo 4.1—que retorna uma fatoracdo estocastica do MDP que
deve ser resolvida pelo algoritmo PISF—, o Algoritmo 4.2 origina um modelo completo,
cujas politicas de decisdo 6timas podem ser encontradas por qualquer algoritmo de pro-
gramacao dinamica convencional. A partir da funcio de valor do MDP reduzido € possivel

calcular o valor de qualquer estado ' € X“, como feito na Proposi¢ao 3.1:

m

V(ye) = (d)' v = w(ys, ¢)v;. (4.20)
j=1

Note que como os elementos da matriz de desvio D® sdo calculados a partir do kernel

k9, ndo hd motivo para restringir a expressdo (4.20) aos pontos y;. Assim, € possivel

generalizar a idéia de uma matriz de desvio para uma “funcdo de desvio” que fornece o

valor de qualquer um dos estados z; € X:
Vi(z) = Z k(xi, q;)0;. (4.21)
j=1

O esquema de aproximacao acima pode ser interpretado como uma rede de fungdes de
base radiais [121]. Nesse caso, os centros das RBFs coincidiriam com os arquétipos e os

pesos da camada de saida corresponderiam ao vetor V.

O custo computacional do algoritmo KBSF é dominado pelo cédlculo das matrizes
P, que é O(m>*nyax|A|), onde 1y = max,ca nq. A definigio do MDP realizada pelo
KBRL, por outro lado, requer O(n? | A|) operagdes aritméticas para o clculo da expres-
sdo (4.18) para cada estado y{' € X* e cada acdo a € A. A diferenca fundamental € que o
nimero de estados no modelo gerado pelo KBRL também cresce com 7,5, 20 passo que
o Algoritmo 4.2 gera um modelo de tamanho fixo, com m arquétipos, independentemente

do nimero de transicdes nas amostras X *.

A fatoragdo estocdstica baseada em kernels permite que uma quantidade arbitraria de
informacgdo seja incorporada ao MDP sem que haja um aumento exorbitante do custo
computacional de se resolvé-lo. Intuitivamente, pode-se dizer que a medida que n, — oo
para todo a € A, as probabilidades de transi¢des e as recompensas entre 0s arquétipos
q; tornam-se cada vez mais préximas dos seus valores no MDP original, continuo. Isso,
€ claro, se as larguras dos kernels k* e k% forem ajustadas de acordo, nos moldes do
que ocorre com o KBRL. Evidentemente, se os arquétipos ndo forem representativos da

dindmica do problema original, o resultado da aproximagdo (4.21) serd insatisfatdrio,
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por maior que seja o nimero de amostras de transi¢cdes disponiveis. Por outro lado, um
conjunto de arquétipos bem escolhido pode resultar em uma aproximagdo pobre se 0s

exemplos de transi¢des nao forem suficientes para caracterizar a dindmica entre eles.

Fica claro, portanto, que no algoritmo KBSF os arquétipos e as amostras de transi¢des
cumprem papéis diferentes, porém complementares. Enquanto os primeiros sdo responsa-
veis por criar um modelo compacto do MDP continuo, as amostras de transicdes servem
para incorporar informagdo a esse modelo, tornando-o cada vez mais fiel ao problema
original. Pode-se dizer que os arquétipos determinam a estrutura do MDP reduzido, ao
passo que os exemplos de transi¢des ficam responsdveis pela definicdo da sua dinamica.
No KBRL as duas fun¢des sao exercidas pelo mesmo conjunto de estados. Ao desacoplar
“forma” e “conteudo,” a fatoragdo estocdstica baseada em kernels permite que se lide com
o problema de aproximacdo de uma maneira mais racional, jd que a estrutura do aproxi-
mador torna-se independente da definicdo dos seus pardmetros. Em um certo sentido,
essa estratégia pode ser vista como uma maneira de atribuir ao KBRL as caracteristicas
desejdveis de uma aproximagdo paramétrica. Note, no entanto, que em contraste com esta

ultima, a técnica de aproximagdo descrita nesta se¢do sempre converge para uma solucao.

4.3.3 Analise empirica

Nesta secdo os algoritmos KBRL e KBSF sdo comparados. O problema escolhido
para avaliar os dois métodos foi o carro preso no vale com o = 1. Isso permite com-
paracdes diretas com os resultados mostrados na sec¢do anterior. No caso do KBRL, o
algoritmo de aprendizagem se reduz a aplicagdo da iteracdo (4.16) aos estados y'. J4 no
caso da fatorac@o estocdstica baseada em kernels, o Algoritmo 4.2 foi usado para gerar
um MDP composto pelos arquétipos ¢;, que foi posteriormente submetido ao algoritmo
de iteracdo de valor convencional. Tanto no KBRL quanto no KBSF o processo iterativo
foi interrompido com base em (2.16), usando ¢ = 0.01 e v = 0.995. Também em ambos
os casos a fun¢do gaussiana cumpriu o papel de fung¢do-nicleo, e a métrica adotada foi

aquela induzida pela norma euclidiana em X.

As mesmas amostras de transi¢des foram compartilhadas por ambos os algoritmos.
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Os conjuntos X“ foram gerados de acordo com (4.15), com os estados z{ amostrados
de uma distribui¢@o uniforme em [—1.2,0.5] x [—0.07,0.07]. Para cada valor de n em
{100, 200, 300, 400,500} foram geradas 20 amostras X diferentes, com a € A. Os
resultados do algoritmo KBRL correspondem a uma média sobre esses 20 conjuntos. O
algoritmo KBSF foi executado 3 vezes em cada conjunto de amostras X ¢, cada uma com
um valor diferente para o parametro m. Em particular, dado um n fixo, foram utilizados
valores de m correspondendo a 50%, 30% e 10% do nimero de transicdes em X . Os
arquétipos foram posicionados de maneira uniforme no espago de estados bidimensional.
Mais precisamente, my = |/m] arquétipos foram organizados em uma malha e os m —

ms3 restantes foram distribuidos de maneira aleat6ria em X .

Como o tamanho n das amostras X“ variou ao longo dos experimentos, foi neces-
sario desenvolver uma estratégia para determinar a largura dos kernels de acordo com a
distribui¢do dos pontos z¢. Isso foi feito de forma a garantir alguma sobreposi¢do das
fungdes gaussianas no espaco X . Especificamente, a largura 7, foi definida para cada X“
da seguinte maneira: primeiro, foi calculada a distincia média de todos os estados x{ aos
seus 3 vizinhos mais préximos no conjunto X* (note que 3 = dim(S) + 1). Chamando
essa distancia de p, a largura 7, foi determinada de forma que x*(z¢, ;) = w, quando
ps(x,x;) = p, em que w, ¢ um parametro dado. Essa estratégia permite que 0 mesmo
nivel de sobreposi¢cdo dos kernels seja usado independentemente do nimero e da distri-
bui¢do dos estados no conjunto X“. O parametro 7, foi determinado de maneira analoga,
utilizando os arquétipos ¢; no lugar dos pontos z; € @, no lugar de w,. Foram testados
valores de w, e @, no conjunto {0.01,0.1,0.3}. Apds alguns experimentos preliminares,
ficou constatado que os algoritmos apresentam o melhor desempenho quando @, = 0.3 e
w, = 0.01. E importante frisar, no entanto, que resultados razodveis foram obtidos com

todas as combinacdes de valores de w, € w, no conjunto acima.

A Tabela 4.2 mostra os resultados obtidos pelos algoritmos KBRL e KBSF no pro-
blema do carro preso no vale. Vdrias observacoes interessantes podem ser feitas a respeito
desta tabela. Inicio com as triviais. Note como o desempenho do algoritmo KBRL(7n) me-
lhora com o aumento do nimero n de transicdes nos conjuntos X“. Isso estd de acordo
com a afirmacdo anterior de que esse algoritmo € consistente no sentido estatistico. O

algoritmo KBSF(n, m) também apresenta um comportamento bastante estavel. Ao se fi-
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xar a propor¢do m/n, os resultados desse algoritmo melhoram monotonicamente com o
aumento de n. Da mesma forma, dado um n fixo, um aumento de m resulta em geral em

uma melhoria do desempenho do KBSF (com apenas duas excecoes).

No entanto, o que salta aos olhos na Tabela 4.2 é o fato de em alguns casos os re-
sultados do KBSF serem melhores do que os do KBRL. Em particular, dado um n fixo,
isso é sempre verdade quando m = 0.5n ou m = 0.3n. Esse fendmeno é de certa ma-
neira surpreendente, uma vez que ambos os algoritmos utilizaram os mesmos conjuntos
de dados e os MDPs gerados pelo KBSF sdo bem menores do que aqueles construidos
pelo KBRL. O que parece estar acontecendo aqui é que os modelos gerados pelo KBSF
sdo mais bem estruturados do que os do KBRL original. Note que os arquétipos ¢; foram
distribuidos de maneira regular sobre o espaco de estados X, ao passo que os pontos x¢
estdo distribuidos de maneira aleatéria.® Como discutido, tanto os estados x¢ quanto os
arquétipos ¢; servem como “pontos de referéncia,” para o calculo de V' (z;), para todo
x; € X (veja equagdes (4.17) e (4.21)). Aparentemente, em alguns casos € vantajoso
sacrificar alguns desses pontos de referéncia em nome de uma melhor distribuicao dos
remanescentes. Além disso, uma melhor distribuicao dos estados do modelo facilita a

defini¢do da largura dos kernels.

Como observa Gordon [54] em um contexto ligeiramente diferente, existe uma tensao
na definicdo da largura dos kernels usados na aproximacdo que depende da distribui-
¢do dos estados do modelo reduzido. Larguras maiores tendem a originar aproximagdes
mais suaves, mas distorcem mais a dindmica do processo original, uma vez que h uma
probabilidade razodvel de transi¢cdes ocorrerem entre qualquer par de estados (veja ex-
pressdao (4.18)). Por outro lado, larguras pequenas tendem a aumentar a variancia da
aproximacdo, além de originarem MDPs com estados auto-recorrentes. Quando os esta-
dos do modelo estdo separados por uma distincia regular, como no caso dos arquétipos
q;, € razodvel esperar que exista um valor para o pardmetro 7, que ofere¢ca um bom com-
promisso entre as duas situagcdes acima. Entretanto, quando os estados estdo posicionados

de maneira ndo-uniforme, como € o caso dos estados x{, a escolha de um valor especifico

®Observe a diferenga entre “estados distribuidos de maneira regular” e “estados amostrados de uma
distribuicdo uniforme.” Enquanto no primeiro caso os estados encontram-se a uma distancia regular um
do outro, no segundo caso eles foram amostrados de uma distribui¢do em que todo x; € X tem a mesma
probabilidade de ser selecionado.
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Algoritmo Conjunto de teste Posicao de repouso
Média Max. Min. | Média Miax. Min. DP
KBRL(100) 107.67 200 18 | 153.29 200 70 53.81

KBSF(100,10) | 113.99 200 18 | 192.87 200 83 23.68
KBSF(100,30) | 104.40 200 18 | 166.43 200 76 48.99
KBSF(100,50) | 112.69 200 18 | 183.95 200 70 3741
KBRL(200) 100.77 200 18 | 118.57 200 67 53.62
KBSF(200,20) | 110.22 200 18 | 17824 200 79 4197
KBSF(200, 60) 91.79 200 18 | 121.98 200 68 54.61
KBSF(200,100) | 85.24 200 18| 99.19 200 70 39.80
KBRL(300) 82.38 200 18| 8592 200 66 29.04
KBSF(300, 30) 99.17 200 15| 156.85 200 71 54.03
KBSF(300, 60) 77.64 200 18| 87.26 200 65 28.56
KBSF(300,150) | 74.61 200 19| 7823 189 66 13.44
KBRL(400) 79.83 200 16 | 83.57 200 67 27.09
KBSF(400, 40) 87.65 200 17 | 123.17 200 67 5241
KBSF(400,120) | 74.07 200 18 | 77.50 191 67 10.38
KBSF(400,200) | 72.75 200 16 | 76.04 200 67 8.62
KBRL(500) 76.46 200 17| 7738 175 68 8.70
KBSF(500, 50) 84.74 200 17 | 107.80 200 66 46.90
KBSF(500,150) | 70.33 200 17 | 75.08 91 66 4.32
KBSF(500,250) | 72.48 200 18| 7538 152 66 5.83

Tabela 4.2: Resultados obtidos pelos algoritmos KBRL e KBSF no problema do carro
preso no vale. Os valores correspondem ao nimero de passos usados pelas respectivas
politicas de decisdo para alcancarem o objetivo do problema. O primeiro valor entre
parénteses apos o nome dos algoritmos representa o nimero n de transi¢cdes em cada
conjunto X“. O segundo nimero € m, a quantidade de arquétipos usados na aproximacao.
Para cada combinacdo de valores de n e m foram realizadas 20 execuc¢des independentes
dos algoritmos. Apds cada execugdo, a politica encontrada foi testada 20 vezes em cada
estado do conjunto de teste.
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para 7, terd implicacdes diferentes sobre cada um deles, o que pode acabar por prejudi-
car a aproximag¢do. Pode-se evidentemente pensar em usar um kernel diferente para cada
ponto x{, mas a determina¢do de uma largura adequada para cada um deles complica de

maneira significativa a definicdo do modelo.

Para verificar se a distribui¢do dos estados é mesmo a explicacdo para os melhores
resultados do KBSF em relagdo ao algoritmo KBRL, o experimento anterior foi repetido,
agora com os estados z{ € X* posicionados de maneira uniforme. De fato, nesse caso
os resultados do KBRL foram sempre superiores aos do KBSE.” Note, no entanto, que
nem sempre € possivel gerar estados x¢ distribuidos de maneira regular pelo espaco de
estados. Isso ocorre, por exemplo, quando nao se tem um modelo do sistema e os estados
tém que ser coletados diretamente por uma politica de exploracao. Nessa situacdo, pode-
se esperar que o uso do algoritmo KBSF resulte ndo apenas em uma economia de tempo
de computagdo, como também em uma melhoria no desempenho das politicas de decisdo

encontradas.

Uma pergunta natural quando se adota o KBSF em lugar do KBRL € quéao longe pode
ir a reducdo do modelo sem que o desempenho da politica resultante seja comprometido.
Essa questdo claramente depende do dominio da aplicacdo e da distribui¢do dos dados.
No caso do carro preso no vale com transi¢des amostradas de uma distribui¢do uniforme,
um nimero de arquétipos correspondendo a 30% do tamanho da amostra ndo ocasiona
qualquer degeneragdo dos resultados, como pode ser verificado na Tabela 4.2. Note que
isso resulta em um algoritmo aproximadamente 11 vezes mais rapido do que o original.
No entanto, quando o nimero de arquétipos m é reduzido para 10% do valor de n, ha
uma queda nitida de desempenho. A partir desse ponto existe uma tensao entre economia
de tempo de computacdo e qualidade dos resultados obtidos. A expectativa é que essa

questdo surja mais cedo ou mais tarde, qualquer que seja o dominio da aplicacao.

Embora a forma como os resultados do algoritmo KBSF foram apresentados seja ins-
trutiva, ela ndo reproduz com fidelidade o que ocorreria em um cendrio real. Em uma
situacdo real, s6 faz sentido pensar em reduzir o MDP gerado pelo KBRL se o tamanho

das amostras X tornar proibitiva a sua solucdo direta. Portanto, seria mais realistico

"Nido mostro os resultados deste experimento para evitar uma proliferacio de valores que acabe por
dificultar a andlise.



4.3 Fatoracao Estocastica Baseada em Kernels 162

supor que os resultados do KBRL(n) nao sdo alcancaveis. Para reproduzir este cendrio
apresento um experimento que ilustra de maneira mais clara a contribui¢do potencial do
algoritmo KBSF. Suponha que os recursos computacionais disponiveis limitem o tama-
nho do modelo a no méximo n = 100 estados. Caso os estados ¥ sejam amostrados de
uma distribui¢ao uniforme, o melhor desempenho que se pode esperar das politicas ge-
radas pelo algoritmo KBRL(100) no problema do carro preso no vale é aquele mostrado
na Tabela 4.2. No entanto, se for possivel gerar amostras extras de transi¢des, pode-se
melhorar substancialmente esses resultados mantendo o tamanho do MDP fixo em 100

estados. Isso € feito, obviamente, utilizando-se o algoritmo KBSF.

A Figura 4.9 mostra os resultados do algoritmo KBSF(-, 100) no problema do carro
preso no vale utilizando amostras X de tamanhos crescentes. Note como o desempe-
nho das politicas de decisdo encontradas melhora significativamente com o aumento de
n. Em particular, quando n = 500 e m = 100, o nlimero médio de passos executa-
dos por essas politicas € 72.23, um resultado melhor do que aquele que seria encontrado
pelo KBRL(500) de acordo com a Tabela 4.2. S6 para que se tenha uma idéia da eco-
nomia computacional alcancada aqui, o nimero de operagdes executadas pelo algoritmo
KBSF(500, 100) a cada iteragio corresponde a apenas 4% das operagdes executadas pelo
KBRL(500). Além disso, como o modelo gerado pelo primeiro € substancialmente me-
nor, é razodvel esperar que a convergéncia desse algoritmo ocorra em um nimero inferior

de iteracdes [92].

Discussao

A aprendizagem por reforco baseada em kernels pode ser vista como uma técnica
de discretizagdao suave de um MDP continuo. Em contraste com a discretizagdo con-
vencional, em que normalmente a defini¢do dos estados determina a coleta posterior de
transicdes, no KBRL as transicoes € que definem os estados do MDP discreto. A lar-
gura do kernel usado pelo KBRL estd claramente relacionada com a area de cada célula
usada na discretizacao convencional. No entanto, a regido associada com cada arquétipo
ndo tem necessariamente limites bem definidos, o que equivale a dizer que um estado x;

pode ser representado por vdérios estados y;'. A analogia com a atribui¢do proporcional é
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Figura 4.9: Resultados do algoritmo KBSF no problema do carro preso no vale usando
um conjunto fixo de 100 arquétipos e um numero crescente de transi¢des. Cada ponto
corresponde ao nimero médio de passos usados pelas politicas de decis@o para escapar
dos 25 estados do conjunto de teste. As politicas foram testadas 20 vezes a partir de
cada um desses estados. Os pontos correspondem a uma média obtida em 20 execugdes

independentes do algoritmo.

inevitdvel. Como discutido na se¢do anterior, o acréscimo de um certo grau de estocas-
ticidade ao processo de modelagem pode servir como um fator atenuante dos efeitos de
uma eventual perda de informacdo. Isso permite a definicdo de modelos mais compactos.
De fato, quando se observa os resultados do algoritmo PI(900), mostrados na Tabela 4.1,
percebe-se que eles representam uma melhoria modesta em relacdo ao KBRL(500), cuja

discretizagdo foi feita com pouco mais do que a metade da resolucao.

Da mesma forma que o KBRL esta relacionado com a discretizacdo convencional,
existe um nitido paralelo entre o algoritmo KBSF e o algoritmo PISF. Em particular,
ambos utilizam a fatoracdo estocdstica para gerar um modelo compacto do fendmeno
de interesse. A diferenca fundamental é que o PISF trabalha sobre uma discretizacdo

pré-existente, enquanto que o KBSF gera uma discretizagdo original. Considerando a
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discussdo do ultimo pardgrafo, seria concebivel aplicar o algoritmo PISF a discretiza-
cdo efetuada pelo KBRL. A vantagem dessa abordagem seria que os resultados tedricos
do Capitulo 3 forneceriam uma cota superior para a diferenca entre as solu¢des encon-
tradas pelo PISF e aquelas que seriam retornadas pelo KBRL usando todas as transi-
¢oOes disponiveis—garantia essa inexistente para o algoritmo KBSF. Note, no entanto, que
empiricamente este ultimo parece gerar resultados melhores do que o proprio KBRL, o
que torna a op¢ao pelo algoritmo PISF um tanto questiondvel. De fato, quando se com-
para os valores mostrados nas Tabelas 4.1 e 4.2, percebe-se por exemplo que o algoritmo
KBSF(300,60) apresenta um desempenho similar ao do algoritmo PISF(900,120), mesmo

usando a metade dos arquétipos sobre uma discretiza¢do de qualidade inferior.

4.3.4 Aplicabilidade

Ao longo desta secdo considerei que o espaco de estados em questdo era continuo.
Essa é uma restri¢do imposta pela aprendizagem por refor¢o baseada em kernels, que
serviu de inspiragdo para o algoritmo KBSF. Portanto, se existe qualquer expectativa de
estender os resultados tedricos de Ormoneit e Sen [111] para os modelos gerados pela
fatoracdo estocdstica, seria prudente ater-se a esse cendrio. Pragmaticamente falando, no
entanto, a continuidade do espacgo de estados ndo € crucial: uma anélise do Algoritmo 4.2
revela que a dnica restricdo em relac@o ao uso do KBSF € que seja possivel calcular uma
medida de dissimilaridade entre estados e arquétipos (veja equacdes (4.7) e (4.14)). Isso
aumenta consideravelmente o nimero de casos em que o KBSF pode ser aplicado. Por
exemplo, esse algoritmo pode ser usado quando S é um espagco métrico e os arquétipos
representam um subconjunto desse espaco. Ou, mais genericamente, quando os arquéti-
pos sdo selecionados de um espago S’ O S com uma métrica bem definida. Nao custa

lembrar que nesses casos as observacdes feitas na Secao 4.2.5 também se aplicam.
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4.4 Experimentos Computacionais

Uma brincadeira comum entre criangas consiste em tentar equilibrar uma vassoura de
cabeca para baixo sobre uma das maos espalmada. Em geral, a brincadeira se desenvolve
da mesma maneira: apds algumas tentativas iniciais totalmente frustradas, o aspirante
a equilibrista melhora sucessivamente o seu desempenho até o ponto em que consegue
manter a vassoura no ar pelo tempo que desejar. O problema estudado nesta se¢do € uma
reproducdo grosseira desse cendrio, com a vassoura substituida por um bastio e a crianga

por uma politica de decisao.

4.4.1 Equilibrando um bastao

A tarefa de equilibrar um bastdo € mostrada de forma esquemadtica na Figura 4.10.
Como pode ser visto, nessa formulacdo do problema o bastao encontra-se afixado a um
carro que se move sobre trilhos. Em geral, considera-se que o bastio esteja preso em uma
polia que permite que ele se movimente em um plano paralelo aos trilhos. O objetivo é
manter o bastio equilibrado pelo maximo de tempo possivel sem deixar o carro atingir 0s
limites laterais. A cada instante de tempo existem trés acdes possiveis: empurrar o carro
para a esquerda com uma forca de 10N, empurra-lo para a direita com a mesma for¢a ou
ndo aplicar forca nenhuma. O espaco de estados do problema € constituido por quatro
varidveis continuas representando a posi¢do x e a velocidade & do carro, o dngulo 6 entre
o0 bastdo e o carro e a velocidade angular 0 do bastio. Aqui a tarefa foi modelada como
um problema descontado: a recompensa em todos os passos € nula, a ndo ser quando
|z| > 2.4m ou |#| > 36°, quando uma recompensa de —1 é entregue e o episddio é
interrompido. O fator de desconto adotado foi v = 0.99. Para os experimentos desta
secdo e da proxima foi utilizado um simulador realistico que inclui a fric¢do exercida
pelos componentes do sistema uns nos outros. Os detalhes da implementacdo podem ser

encontrados no Apéndice B.

Embora tenha uma formulaciao extremamente simples, a tarefa de equilibrar um bas-
tao apresenta uma dindmica altamente ndo-linear, o que constitui um obstaculo para mui-

tas técnicas tradicionais de controle. Além disso, trata-se de um sistema inerentemente



4.4 Experimentos Computacionais 166

N
N
N

N
AN

Figura 4.10: O problema de equilibrar um bastio sobre um carro.

instavel que € representativo de uma grande classe de problemas. Por esses motivos a
tarefa de equilibrar um bastdo vem despertando o interesse de pesquisadores de diversas
areas por mais de 40 anos [183, 130]. Atualmente, a quantidade acumulada de traba-
lhos tratando das mais diferentes versdes desse problema € extensa demais para ser citada
de uma maneira exaustiva. Para o leitor interessado no assunto, um bom comecgo é o
artigo de Wieland [184], que traz um breve histdrico e diversas referéncias para outros
trabalhos. Em se tratando da aprendizagem por reforco especificamente, o problema de
equilibrar um bastdo sobre um carro foi estudado em trabalhos que hoje ja podem ser
considerados cldssicos da area [99, 10, 1, 2]. A versdo on-line do problema também
foi abordada recentemente com técnicas de aprendizagem por reforco [161, 7]. Além
disso, € interessante mencionar que o problema de equilibrar um bastdo € um dos fa-
voritos entre os pesquisadores que estudam o uso de algoritmos evoluciondrios para o
projeto de controladores, que hoje acumulam uma grande quantidade de trabalhos sobre

o assunto [184, 179, 141, 106, 154, 67, 51, 180].

O cenério que proponho para os experimentos desta secdo € o mais geral possivel:
eu considero que a tnica informacgdo disponivel sobre o problema seja um conjunto de
transi¢des coletadas por uma politica de exploracao .. Note que essa estratégia pressupde
apenas a possibilidade de interagdo com o problema ou com um simulador. Nesse caso
especificamente os dados foram gerados a partir de 1000 tentativas de equilibrar o bastdo
feitas por uma politica 7. que seleciona cada uma das trés acdes disponiveis com a mesma

probabilidade. Cada tentativa foi iniciada em um estado sorteado uniformemente de:
r € [-1.8,1.8)m € [-1.8,1.8)m/s
i (4.22)
0 € [-37/20,37/20] rad 6 € [—37/20,37/20] rad/s.

Os limites dos intervalos acima correspondem a 75% dos valores extremos permitidos

para as varidveis x e . Os detalhes da amostra de transi¢des usada nos experimentos



4.4 Experimentos Computacionais 167

s@o mostrados na Tabela 4.3. Como pode ser observado, o nimero médio de passos
executados por 7, foi 94.79, que no simulador usado corresponde a aproximadamente 2
segundos de tempo simulado (veja detalhes no Apéndice B). Ficou determinado entdao
que o objetivo do problema seria equilibrar o bastao por um minuto, ou 3000 passos. Para
avaliar as politicas de decisdo encontradas foi usado um conjunto de teste formado por 81
estados distribuidos de maneira regular sobre o espaco definido pelos intervalos (4.22).
Através de simulagdes ficou constatado que € possivel equilibrar o bastdo a partir de todos

os estados desse conjunto.

Numero de episédios 1000
Numero de transi¢oes 94787
Nimero médio de transi¢des por episddio 94.79
Nimero maximo de transi¢des por episddio 476
Numero minimo de transi¢des por episddio 19
Desvio-padrao do nimero de transi¢des por episddio 65.67
Transi¢des em que a acdo —10/V foi executada 33.19%
Transi¢des em que a acdo 0/V foi executada 33.55%
Transi¢cdes em que a acdo +10N foi executada 33.26%

Tabela 4.3: Informacdes sobre a amostra de transi¢cdes usada no problema de equilibrar
um bastao.

Discretizacdo convencional

A primeira tentativa de resolver o problema foi discretizar o espaco de estados de
maneira uniforme. Aqui considerei ndo haver qualquer informacao a respeito do problema
além das amostras de transicoes, o que impede discretizagdes mais inteligentes como por
exemplo a usada por Barto et al. [10]. As probabilidades de transi¢des entre as particoes

e o valor esperado das recompensas foram calculadas como em (2.17), ou seja:
Priss) = 2l o Gagey = Losn e
X VX e
onde o conjunto X contém as transicoes em X* iniciadas na regido de X correspon-
dendo ao estado s; e X;; € o subconjunto de X;* formado pelas transi¢des terminadas na

parti¢do s;.
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Foram realizados experimentos com discretiza¢des de diversas resolu¢cdes. Uma vez
definidos os MDPs, o algoritmo de iteracao de politica foi utilizado para encontrar uma
politica de decisdo. Esse algoritmo foi adotado em todos os experimentos desta secdo, e
em todos os casos ele foi executado por um nimero maximo de 15 iteracdes. A Tabela 4.4
mostra o desempenho das politicas de decisdo correspondentes a diferentes discretizagdes
do espaco de estados X. Note que os valores entre parénteses correspondem ao ndmero
de estados resultante de discretizacdes uniformes usando ¢ = 3,4, 5,6, 7 intervalos em

cada dimensao de X.

Algoritmo Ep. (%) Média Max. Min. DP
PI(81) 0.00 16.64 46 13 3.63
PI(256) 76.54 2316.58 3000 56 1242.34
PI(625) 13.58 1275.88 3000 20 1027.60
PI(1296) 79.01 2383.14 3000 15 1204.47
PI(2401) 18.52 1389.58 3000 17 1049.52

Tabela 4.4: Resultados obtidos no problema de equilibrar um bastdao pelas politicas de-
rivadas de diferentes discretizacdes do espaco de estados. Os valores correspondem ao
nimero de passos executados no conjunto de teste. A coluna “Ep.” se refere a proporcao
de episddios em que o bastdo foi equilibrado por 3000 passos.

O que mais chama a atencdo na Tabela 4.4 € o fato de o desempenho das politicas
ndo melhorar monotonicamente com o aumento do nimero n de estados dos MDPs. No
entanto, uma andlise mais cuidadosa mostra que neste contexto isso ndo € absurdo: como a
mesma amostra de transi¢des foi usada em todos os casos, um aumento de n nao significa
incorporagdo de mais informac¢do ao modelo. Nesse caso o padrdo usado na discretizagdo
pode ser mais importante do que o nimero de parti¢des utilizadas para fazé-lo. Os dados
mostrados na Tabela 4.4 indicam que discretizagcdes em que o nimero ¢ de intervalos
usados € par tendem a gerar melhores resultados no problema de equilibrar um bastao.
Isso sugere que a capacidade de distinguir estados fronteiricos aos eixos de X é uma

caracteristica importante para derivar uma boa estratégia de controle.

Um outro fendmeno interessante quando se usa uma amostra de transi¢cdes fixa € a
ocorréncia de particdes sem nenhuma informacao associada. Quando n = 2401, por

exemplo, cerca de 69.76% das parti¢cdes em que foi dividido o espago X sdo “vazias” (ou



4.4 Experimentos Computacionais 169

seja, nenhum dos estados x; que ocorrem nas 94787 transi¢des da amostra pertencem a
regido de X correspondente a essas parti¢coes). Isso resulta em “estados-fantasmas,” em
que a probabilidade de transi¢do para qualquer outro estado € zero, independentemente
da acdo executada. Embora esse problema seja mais grave quando se usa uma resolucao
alta na discretizagdo, ele ocorre mesmo quando o nimero de intervalos usados € pequeno:
quando n = 81, os estados-fantasmas ainda representam cerca de 37.04% dos estados do

modelo.

A presenca de estados-fantasmas claramente distorce a dinamica do MDP, e € ra-
zoavel supor que ela também prejudique a qualidade da politica resultante. Note que
simplesmente eliminar os estados-fantasmas do modelo pode ndo ser uma boa solugao,
porque embora ndo existam transi¢cdes “saindo” desses estados, provavelmente existem
transi¢des terminando em muitos deles. Além disso, caso os estados-fantasmas sejam ex-
cluidos, surge uma divida em relag@o a acdo que deve ser executada nas regides do espaco
de estado correspondentes as parti¢cdes eliminadas. A fatoragdo estocdstica oferece uma

solugdo simples e elegante para essa questao.

Nos exemplos anteriores deste capitulo a selecdo dos arquétipos para a fatoragdo esto-
céstica foi feita sempre segundo um critério espacial. Nesta secdo eu mostro que existem
outras possibilidades, através de um exemplo em que o critério de selecdo € a “confia-
bilidade” dos estados do modelo original. A idéia € a seguinte: quanto maior o nimero
de transi¢des associadas com cada parti¢do s;, mais confidveis sdo os vetores p{ corres-
pondentes, € o mesmo pode ser dito em relacdo as recompensas 7;'. Portanto, faz sentido
priorizar a presenca desses estados no modelo reduzido. Assim, pode-se usar uma versao
do algoritmo PISF em que a selecdo de m arquétipos se reduz a identificagdo dos m esta-
dos s; que apresentem mais transi¢des associadas. Note que essa estratégia concentra os
recursos do aproximador nas regides mais visitadas do espacgo de estados, excluindo na-
turalmente os estados-fantasmas do modelo. Observe também que nesse caso a acao a ser
executada em cada estado excluido pode ser facilmente determinada ao final do processo,

através da aplicagdo direta da Proposi¢do 3.1.

Embora nesse caso a selecdo dos arquétipos seja feita independentemente do espaco

de estados .9, a atribuicdo proporcional ainda ocorre nesse espago, e portanto parece ra-
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zoavel referenciar o algoritmo como PISF-S. Nos experimentos desta secdo a fungio
gaussiana foi utilizada como funcao-nucleo. A largura dos kernels foi determinada como
descrito na Secdo 4.3.3, com w, = 0.01 e 5 vizinhos usados no célculo de 7,. Os re-
sultados obtidos pelo algoritmo PISF-S(n,m) sobre algumas das discretizag¢des anteriores
podem ser vistos na Tabela 4.5. Para cada valor de n, foram gerados modelos em que

m = 0.8n,0.6n,0.4n, 0.2n.

Algoritmo Ep.(%) Média Max. Min. DP
PISF-5(256,51) 0.00 105.62 1280 16 180.34
PISF-5(256,102) 71.60 2200.19 3000 46 1279.13
PISF-5(256,154) 92.59 2785.43 3000 46  763.46
PISF-5(256,205) 80.25 2439.04 3000 46 1138.26
PISF-5(625,125) 0.00 31.56 92 14 14.72
PISF-5(625,250) 0.00 35.95 158 15 24.45
PISF-5(625,375) 76.54 2381.17 3000 18 1150.25
PISF-5(625,500) 96.30 2889.74 3000 20  565.72
PISF-5(1296,259) 0.00 28.19 97 13 17.72
PISF-5(1296,518) 66.67 2022.09 3000 15 1392.16
PISF-5(1296,778) 81.48 2452.80 3000 16 1155.06
PISF-5(1296,1037) 100.00 3000.00 3000 3000 0.00
PISF-5(2401,480) 0.00 60.01 358 13 74.3
PISF-5(2401,960) 49.38 1582.31 3000 16 1445.94
PISF-5(2401,1441)  90.12 2705.49 3000 15 895.18
PISF-5(2401,1921)  91.36 2742.22 3000 15 843.35

Tabela 4.5: Resultados obtidos pelo algoritmo PISF-S(n,m) no problema de equilibrar
um bastdo. O parametro n se refere ao niimero de estados da discretizacdo original e m
¢ o nimero de arquétipos do modelo reduzido. Os valores correspondem ao nimero de
passos executados no conjunto de teste.

Nos casos em que m = 0.2n os resultados do algoritmo PISF degeneram completa-
mente, com as politicas resultantes sendo incapazes de equilibrar o bastdo a partir de um
unico estado do conjunto de teste. Por outro lado, quando m > 0.6n o desempenho do
algoritmo PISF-S(n,m) € melhor do que o do algoritmo PI(n) original, para todos os va-
lores de n. Em alguns casos essa melhoria € significativa, como por exemplo o aumento

no nimero médio de passos de 1275.88 para 2889.74 quando se compara o algoritmo
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PISF-5(625,500) com o PI(625). Embora tenha reduzido o tamanho dos MDPs, a fatora-
¢do estocastica com m > 0.6n elevou a taxa de sucesso da discretizacdo para um patamar
acima de 75%. Isso significa que fodas as politicas de decisdo geradas pelo algoritmo
PISF-S foram capazes de equilibrar o bastdo em pelo menos 60 dos 81 estados do con-
junto de teste. Em especial, quando n = 1296 e m = 1037 esse algoritmo atingiu o
melhor desempenho possivel, ndo deixando o bastdo cair uma tnica vez. Nao custa lem-
brar que alguns dos estados do conjunto de teste representam situagdes-limite, em que o
bastao encontra-se em uma inclinagao razodvel e com aceleracao no sentido do angulo de

inclinacdo. Nesses casos um pequeno erro pode levar a queda do bastao.

Como a avaliagdo de uma politica é O(|S|?), uma redu¢do no nimero de estados
do problema resulta em uma economia de tempo de computagdo também dessa ordem.
Por exemplo, uma reducdo de 60% no tamanho do MDP equivale a uma economia de
cerca de 93.6% no nimero de operagdes aritméticas executadas a cada avaliagdo. Nao
se pode esquecer, entretanto, que a reducdo do modelo em si consome um certo nu-
mero de operagdes—¢ dai que surge o problema do crescimento superficial, discutido
na Secio 3.3.4. E razodvel portanto questionar a respeito do ganho efetivo de processa-
mento quando se leva em conta todas as etapas do processo de reducao do MDP. Note que
essa andlise depende das caracteristicas particulares dos algoritmos em questdo, como o
nimero de iteragdes executadas e a técnica adotada para a fatoracdo. No caso especi-
fico estudado aqui, € possivel fazer uma estimativa baseada no fato de que tanto o al-
goritmo PI como o algoritmo PISF foram executados por 15 iteracdes. A Figura 4.11
mostra o nimero aproximado de operagdes executadas pelos algoritmos PI(1296) e PISF-
S(1296,778), que apresentaram desempenhos semelhantes no problema de equilibrar um

bastdo.

O nimero total de operacdes executadas pelos algoritmos corresponde a soma das
operacdes consumidas na defini¢do do modelo com aquelas utilizadas na sua solucao.
Como mostra a Figura 4.11b, tanto no algoritmo PI quanto no PISF o primeiro nimero
¢ desprezivel em relacdo ao segundo (veja a Figura 4.12b para entender melhor a ilustra-
¢d0). A Figura 4.11 evidencia também a estratégia utilizada pelo algoritmo PISF: gastar
mais tempo na definicio do MDP para obter uma economia posterior na determinacao

da politica de decis@o. No caso mostrado na figura essa estratégia gera uma reducdo em
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Figura 4.11: Numero aproximado de operacdes aritméticas executadas pelos algoritmos
PI(1296) e PISF-S(1296,778) no problema de equilibrar um bastdo. Os valores foram
calculados com base no custo computacional de cada fase dos algoritmos.

torno de 60% no tempo total de processamento. Note que a politica encontrada pelo al-
goritmo PISF-S5(1296,778) apresenta um desempenho superior ao daquela retornada pelo
algoritmo PI(1296). Em algumas situacdes reais pode ser desejavel sacrificar um pouco
a qualidade da politica encontrada para obter uma economia ainda maior no tempo de

computac¢ao.

Discretizacao baseada em kernels

Nesta secao descrevo a experiéncia de aplicar os algoritmos KBRL e KBSF ao pro-
blema de equilibrar um bastdo. Note que a situacdo descrita acima, em que hd um con-

junto de transi¢des descrevendo a dindmica de um sistema, € exatamente o cendrio para
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que foi projetado o algoritmo KBRL. No entanto, ao tentar usar esse algoritmo deparei-
me com um obstdculo: o nimero de transi¢des na amostra de dados do problema daria
origem a um MDP grande demais para ser resolvido com o0s recursos computacionais
disponiveis. Além disso, um modelo com 94787 estados parece um imenso desperdicio
quando se sabe que o problema pode ser resolvido de maneira exata com apenas 1037.
Foi necessario, portanto, estabelecer uma estratégia para selecionar um subconjunto das
transicdes do problema a serem usadas na aproximacgao. O algoritmo k-medoids foi ado-
tado para clusterizar os estados iniciais das transicdes.® A idéia era encontrar os estados
mais representativos da amostra de dados. O tunico cuidado que teve que ser tomado diz
respeito a inclusdo de transi¢des terminais, em que o angulo formado pelo bastio superou
os 36° permitidos, porque essas sdo justamente as transicdes em que a recompensa ndo
€ nula—e portanto contém informacdo valiosa. Assim, 10% das transi¢cdes usadas pelo
KBRL foram selecionadas de maneira uniforme entre as 1000 em que r # 0, e as de-
mais foram determinadas pelo algoritmo k-medoids. A Tabela 4.6 mostra os resultados
obtidos pelo algoritmo KBRL utilizando um kernel gaussiano cuja largura foi definida
com w, = 0.3. Os valores referem-se ao desempenho das politicas encontradas em 15

iteragdes do algoritmo de iteracdo de politica sobre 0o MDP definido pelo KBRL.

Algoritmo Ep.(%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
KBRL(600) 26.36  1069.61 3000 13 1243.83 5
KBRL(900) 62.28 1931.43 3000 13 1380.41 10
KBRL(1200)  74.57 2360.12 3000 17 1145.55 30
KBRL(1500)  55.19 1866.84 3000 26 1319.84 5

Tabela 4.6: Resultados obtidos pelo algoritmo KBRL(n) no problema de equilibrar um
bastdo. O parametro n se refere ao nimero de transi¢cdes usadas na aproximacgao. Os
valores correspondem ao nimero médio de passos executados no conjunto de teste pelas
politicas de decisdo retornadas em 20 execucdes independentes do algoritmo. A coluna
“Exec.” indica a porcentagem das execugdes 100% bem-sucedidas, ou seja, a propor¢do
de execugdes em que o bastdo foi equilibrado por 3000 passos a partir de todos os estados

do conjunto de teste.

Como o resultado do algoritmo k-medoids pode variar a cada execugdo, os experi-

8Mais especificamente, foi utilizado o algoritmo CLARA, que é uma variante mais rapida do algoritmo
k-medoids [72].
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mentos com o KBRL(n) foram repetidos 20 vezes para cada valor de n. Note pelo alto
desvio-padrao dos resultados mostrados na Tabela 4.6 como a qualidade da politica retor-
nada pelo KBRL varia bastante, dependendo dos dados selecionados para a aproximacao.
Observe também que a taxa média de sucesso desse algoritmo € relativamente baixa. Os
melhores resultados foram obtidos com n = 1200, possivelmente porque o valor de @,
usado para definir a largura dos kernels é mais compativel com essa quantidade de da-
dos. Mesmo nesse caso a proporcéo de episédios bem-sucedidos € de apenas 74.57%, um
resultado ruim quando se considera que € possivel atingir uma taxa de 100% utilizando
um modelo com aproximadamente a mesma dimensao (Tabela 4.5). A coluna “Exec.” da
Tabela 4.6 mostra a propor¢cdo de execucdes bem-sucedidas do algoritmo KBRL. Uma
execucdo € considerada um sucesso quando a politica resultante é capaz de equilibrar o
bastdo a partir de todos os estados do conjunto de teste. Note que segundo esse critério
o desempenho do KBRL ¢ ainda pior, com uma expectativa de sucesso de apenas 5%

quando n = 1500.

Por que os resultados do algoritmo KBRL sdo tao inferiores aos encontrados ante-
riormente com aproximadamente os mesmos recursos? A resposta para esta pergunta
€ simples: porque, efetivamente falando, esse algoritmo ndo estd utilizando os mesmos
recursos dos algoritmos descritos na se¢ao anterior. Observe que, em contraste com o
que ocorre com o algoritmo PI(n), no algoritmo KBRL(n) o parametro n é de fato uma
medida da quantidade de informacao incorporada ao modelo. A politica encontrada pelo
algoritmo PI1(1296), por exemplo, utilizou todas as transi¢des da amostra de dados, em-
bora tenha sido derivada de um MDP com apenas 1296 estados. Em contraste, as politicas
encontradas pelo algoritmo KBRL(1200) usaram apenas 1200 transicdes, ou aproximada-
mente 1.27% da informagéo utilizada pelo algoritmo anterior. Sob esta perspectiva, 0s

resultados do KBRL ndo sdo tdo ruins assim.

Obviamente, a qualidade das politicas retornadas pelo algoritmo KBRL pode ser me-
lhorada aumentando-se o nimero n de transi¢cdes usadas na aproximacao. Infelizmente,
no caso desse algoritmo isso significa um aumento considerdvel do custo computacional
do processo. Isso € uma conseqiiéncia direta de uma questao ja discutida anteriormente:
como no algoritmo KBRL o mesmo conjunto de transicdes € utilizado para definir a es-

trutura e a dindmica do MDP, um aumento do poder descritivo deste tltimo vem neces-
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sariamente acompanhado da sua complexificacdo. A fatoracdo estocdstica baseada em
kernels, apresentada na Secdo 4.3.2, é uma proposta para resolver essa questdo. Segue

uma descri¢do da sua aplicacdo ao problema de equilibrar um bastao.

Em contraste com o que acontece no algoritmo KBRL, no algoritmo KBSF ha total
liberdade para definir os arquétipos usados na aproximacdo. Para que uma compara-
¢do mais direta dos dois métodos fosse possivel, no entanto, foi utilizada aqui a mesma
estratégia do caso anterior—ou seja, os arquétipos foram determinados pelo algoritmo
k-medoids. As demais configuragdes usadas com o KBRL também foram mantidas. A
unica diferenca no caso do algoritmo KBSF € a determinacido de um kernel extra, como
discutido na Se¢ao 4.3.2. Mais uma vez foi adotada uma fung¢ao-nicleo gaussiana, e a lar-
gura do kernel resultante foi definida com w, = 0.01. Os resultados do algoritmo KBSF

podem ser vistos na Tabela 4.7.

Algoritmo Ep.(%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
KBSF(94787, 25) 92.59 2779.15 3000 17 781.07 0
KBSF(94787, 50) 99.20 2976.09 3000 21 265.87 35
KBSF(94787,75)  100.00 3000.00 3000 3000 0.00 100
KBSF(94787,100) 100.00 3000.00 3000 3000 0.00 100

Tabela 4.7: Resultados obtidos pelo algoritmo KBSF(n,m) no problema de equilibrar
um bastdo. Os parametros n e m se referem respectivamente ao nimero de transicoes e
arquétipos usados na aproximacao. Os valores correspondem ao niimero médio de passos
executados no conjunto de teste pelas politicas de decisdo retornadas em 20 execugdes

independentes do algoritmo.

Observe como a possibilidade de incorporar informa¢ao a um modelo de tamanho fixo
permite ao KBSF gerar politicas de decisdo sensivelmente superiores aquelas encontradas
pelo seu antecessor. A discrepancia entre os resultados chega a ser impressionante: o
desempenho do algoritmo KBSF(94787,25), por exemplo, € melhor do que o do algoritmo
KBRL(1500), mesmo usando um MDP 60 vezes menor. Observe também como a taxa de
sucesso do algoritmo KBSF(n,m) cresce rapidamente com o aumento de m, atingindo o
melhor desempenho possivel quando m = 75 apenas. Nao custa lembrar que nesse caso
as politicas geradas pelo algoritmo KBSF foram capazes de atingir o objetivo a partir dos

81 estados do conjunto de teste em todas as 20 execugdes, totalizando 1620 tentativas
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bem-sucedidas de equilibrar o bastdo. A julgar por este experimento, a expectativa de

sucesso do algoritmo KBSF(94787,m) com m > 75 é algo bem préximo de 100%.

Como ambos se baseiam na fatoragdo estocdstica, a filosofia do algoritmo KBSF € a
mesma do algoritmo PISF: investir um grande nimero de operagdes aritméticas na defi-
ni¢cdo do MDP para posteriormente economizar um nimero ainda maior de operacdes na
sua solucdo. Em relacdo ao algoritmo KBRL, o custo extra na definicio do modelo por
parte do KBSF se refere basicamente a multiplicacao das matrizes D e K“, como mostra
o Algoritmo 4.2. No caso estudado aqui, no entanto, esse custo € muito pequeno em rela-
¢d0 ao custo computacional do algoritmo k-medoids. Como o nimero de clusters usados
pelo KBSF é muito menor do que o usado pelo KBRL, o primeiro algoritmo é mais rapido
mesmo na definicdo do MDP, como ilustra a Figura 4.12a. Quando se trata da solu¢do do
processo de decisdo de Markov, a diferenca no tempo de computagdo dos dois algoritmos
¢ ainda maior. No caso mostrado na Figura 4.12, a cada operacdo executada pelo algo-
ritmo KBSF na solucao do MDP o algoritmo KBRL executou aproximadamente 10000

operagdes. A economia no tempo total de processamento foi algo em torno de 97%.

A Figura 4.12b deixa claro que os métodos baseados em kernels gastam um nimero
de operacdes na definicio do MDP que representa uma fatia significativa do tempo total
de computacdo. Note, no entanto, que aqui o inchaco desse nimero € uma conseqiién-
cia da estratégia adotada para definir as transicdes usadas na aproximagao. Se técnicas
mais simples do que o agrupamento de dados fossem usadas para determinar a estrutura
do aproximador, provavelmente se veria um padrdo mais proximo daquele visto na Fi-
gura 4.11. Nesse caso o custo extra requerido pelo KBSF poderia tornd-lo mais lento do
que o KBRL na defini¢cio do MDP. E interessante notar, no entanto, que a liberdade na
defini¢do dos arquétipos oferecida pelo KBSF pode ser explorada para tornar a constru-
¢do do MDP muito eficiente. Pode-se, por exemplo, usar arquétipos distribuidos de forma
regular no espago de estados, como feito na Secdo 4.3.3. Nesse caso, o tempo de com-
putacdo gasto com a definicdo do modelo tornaria-se desprezivel em relacdo aquele gasto
com a sua solucao. De fato, essa alternativa foi tentada, com resultados animadores: com
apenas 256 arquétipos distribuidos regularmente sobre o espaco X, a politica de decisao
encontrada pelo algoritmo KBSF foi capaz de equilibrar o bastdo a partir de 80 dos 81

estados do conjunto de teste.
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Figura 4.12: Numero aproximado de operacdes aritméticas executadas pelos algoritmos
KBRL(1500) e KBSF(94787,75) no problema de equilibrar um bastdo. Valores calculados
considerando 20 iteracdes do algoritmo k-medoids.

O leitor atento terd notado que evitei fazer comparacdes diretas entre os métodos ba-
seados em kernels, KBRL e KBSF, e aqueles estudados na ultima secdo (PI e PISF). Isso
porque esse tipo de andlise € muito influenciado por peculiaridades que representam mais
decisdes de projeto do que caracteristicas inerentes aos métodos. Um ponto que ficou
evidente nos experimentos € a superioridade dos algoritmos baseados na fatoragdo esto-
céstica sobre os demais, tanto em relacdo ao tempo de computacdo quanto em relacdo
a qualidade das solucdes encontradas. Quando se compara os algoritmos PISF e KBSF
diretamente, os experimentos desta se¢do e aqueles das secdes 4.2.4 e 4.3.3 parecem in-
dicar uma pequena vantagem em favor do segundo. Uma possivel explicagdo para isso é
o fato do algoritmo KBSF trabalhar sobre uma discretizacdo suave do espaco de estados,

em contraste com o algoritmo PISF, que opera sobre uma discretiza¢do convencional.
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4.4.2 Equilibrando dois bastoes simultaneamente

A tarefa estudada na secdo anterior torna-se consideravelmente mais dificil quando
se anexa um segundo bastdo ao carro, agora com 1/10 do comprimento do bastdo origi-
nal (veja detalhes no Apéndice B). Como o bastdo menor ganha velocidade mais facil-
mente do que o maior, nessa configuracao do problema o controlador deve ser capaz de
fazer manobras contra-intuitivas, como por exemplo aumentar a velocidade angular do
segundo para compensar a inclinacdo do primeiro no sentido oposto [184]. S6 para que se
tenha uma idéia da dificuldade dessa versdao do problema, em uma série de experimentos
realizados recentemente por Gomez et al. [51], apenas um algoritmo de aprendizagem
por refor¢o foi capaz de executar a tarefa, € mesmo assim de maneira insatisfatéria. O
problema de equilibrar dois bastdes € usado nesta secdo para comparar o desempenho
do algoritmo KBSF com o do algoritmo de iteracdo de politica baseado nos minimos

quadrados, daqui pra frente referenciado simplesmente como LSPI [82].

O LSPI € uma iteragdo de politica aproximada que deve a sua origem ao algoritmo das
diferencas temporais baseado nos minimos quadrados (LSTD') [28]. Como 0s nomes su-
gerem, a idéia dos dois algoritmos € encontrar uma aproximacao da fun¢do de valor que
minimize a soma de uma medida quadratica de erro. Em ambos os casos a avaliagao de
uma politica fica reduzida a solu¢cdo de um problema dos minimos quadrados linear. A
diferenca entre os dois é que o algoritmo LSTD aproxima a funcdo de valor V™, e por-
tanto depende de um modelo completo para ser incorporado ao esquema da programagao
dindmica. O LSPI, por outro lado, produz uma aproximac¢ao da funcao de valor de acdo

(Q™—o que permite a definicdo de um poderoso algoritmo de itera¢do de politica.

Nao seria exagero dizer que o LSPI constitui uma das escolhas mais sensatas para
lidar com problemas de aprendizagem por refor¢co na atualidade. Em primeiro lugar,
esse algoritmo faz um uso muito eficiente dos dados, que podem ser coletados a partir
de qualquer distribuicao razodvel [82]. Além disso, o LSPI ndo depende da defini¢do
de nenhum parametro; a tnica decisdo de projeto se refere a determinacdo da estrutura

do aproximador. Como se ndo bastasse, o algoritmo LSPI oferece garantias tedricas de

T Least squares policy iteration

tLeast-squares temporal-difference learning
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desempenho [82] e j4 foi bastante testado na pratica [83]. Os detalhes do funcionamento
do algoritmo LSPI fogem ao escopo deste trabalho. O leitor interessado deve se dirigir ao
artigo original de Lagoudakis e Parr [82], que descreve o algoritmo com extrema clareza

e € bastante auto-contido.

Nos experimentos relatados nesta se¢ado a tarefa dos algoritmos LSPI e KBSF era equi-
librar os dois bastdes a partir de um conjunto de teste formado por 81 estados distribuidos

de forma regular em

x € [—0.72,0.72]m & € [-0.72,0.72]m/s
0 € [-31/50,37/50] rad 6 € [—37/50, 37/50] rad/s (4.23)
0y = Orad Oy = Orad/s.

Um episddio foi considerado bem-sucedido quando os bastdes puderam ser equilibrados
por 3000 passos. Note que os limites para os intervalos de x e 6 correspondem a 30%
dos valores extremos dessas varidveis, em contraste com a secao anterior, em que esses
intervalos representavam 75% dos valores factiveis. Essa redugdo da regido de inicia-
lizagcdo foi necessdria para compensar o grau de dificuldade acrescentado ao problema.
Observe também que o bastao mais curto foi inicializado sempre na posi¢ao vertical com
aceleracdo angular nula. Isso porque uma pequena variagdo do angulo 6, pode colocar
o sistema em um estado irrecuperdvel. Para se ter uma idéia, mesmo sendo iniciado na
posicao de repouso o bastdo mais curto foi o responsavel pelo término da grande maioria

dos episodios, como serd discutido a frente.

Assim como o KBSF, o algoritmo LSPI opera sobre um conjunto de transi¢des do
tipo (z;, a;, r;, y;). Portanto, os experimentos desta se¢do foram configurados como os da
secdo anterior, com uma politica de exploragdo 7. coletando os dados usados nas apro-
ximagdes. Foram usadas transi¢cdes coletadas a partir de 1000 tentativas de equilibrar
os bastdes. Os estados iniciais de cada tentativa foram amostrados de uma distribuicao
uniforme sobre o conjunto definido em (4.23). Os detalhes da amostra de dados usada
no experimento podem ser vistos na Tabela 4.8. Comparando os dados desta tabela com
aqueles mostrados na Tabela 4.3, percebe-se uma queda significativa do nimero médio
de transi¢Oes executadas pela politica 7., de 94.79 para 17.32. Isso da uma idéia da di-
ficuldade acrescentada ao problema com a inclusdo de um novo bastdo. Um outro dado

importante que fica evidente na Tabela 4.8 € a exclusdo da acdo a = ON do problema.
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Além de simplificar a tarefa, essa modifica¢do reduz o tempo de processamento do algo-
ritmo LSPI, cujo custo computacional cresce rapidamente com | A|. O custo do LSPI serd

discuto em detalhes a frente.

Numero de episédios 1000
Numero de transi¢oes 17319
Numero médio de transi¢des por episddio 17.32
Nimero maximo de transi¢des por episddio 106
Nuimero minimo de transi¢des por episédio )
Desvio-padrao do nimero de transi¢des por episddio 12.19
Transi¢des em que a agdo —10/N foi executada 50.07%
Transi¢des em que a acdo +10/V foi executada 49.93%

Tabela 4.8: Informacdes sobre a amostra de transi¢cdes usada no problema de equilibrar

dois bastdes simultaneamente.

Os experimentos desta se¢do foram realizados da seguinte maneira. Primeiramente, os
dados foram agrupados pelo algoritmo k-means, de forma a determinar as coordenadas de
m arquétipos. Esses arquétipos foram usados como os centros das fungdes gaussianas uti-
lizadas na aproximag¢do. Os mesmos aproximadores foram usados pelos algoritmos LSPI
e KBSF para aproximar a fun¢do de valor (veja a equagdo (4.21)). No caso deste dltimo, a
largura dos kernels foi definida como descrito na Se¢do 4.3.3, com @, = 0.3, @, = 0.01
e 7 vizinhos usados no célculo de 7, e 7,. Nao foram tentadas outras combinacdes de va-
lores para esses parametros. A defini¢do da largura do kernel usado pelo algoritmo LSPI

exigiu um pouco mais de cuidado. Foram testados valores de w, no conjunto
w, € {0.1,0.2,...,0.9} U {0.01,0.95,0.99}. (4.24)

Para cada valor de w, no conjunto acima o experimento com o algoritmo LSPI foi repe-
tido 5 vezes (o Apéndice C traz os resultados dessa bateria preliminar de experimentos).
Os valores 0.95 e 0.99 foram acrescentados a (4.24) a partir da constata¢do de que valores
mais altos para w, geravam politicas de decisdo de melhor qualidade. De fato, as melho-
res médias obtidas pelo algoritmo LSPI correspondem ao caso em que w, = 0.95. Esses

sdo os resultados relatados aqui.

A Tabela 4.9 mostra os resultados obtidos pelos algoritmos LSPI e KBSF no problema
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de equilibrar dois bastdes simultaneamente. Esses resultados representam o desempenho
das politicas de decisdo encontradas apds 15 iteragcdes do algoritmo de iteragdo de poli-
tica. Note que, apesar do esfor¢o investido na defini¢do dos seus aproximadores, o LSPI
gerou resultados no minimo insatisfatérios. Na sua versdo mais bem-sucedida, quando
m = 150, esse algoritmo foi capaz de equilibrar os dois bastdes em apenas 146 das 1620
tentativas de fazé-lo (20 execucdes x 81 estados no conjunto de teste). No entanto, o que
torna os resultados do LSPI particularmente preocupantes € o fato de o desempenho desse
algoritmo nao melhorar com o aumento do nimero m de arquétipos usados na aproxima-
cdo. Se esse fosse o caso, o problema se reduziria a uma questdo computacional: dados
recursos de armazenamento e processamento suficientes, as politicas de decisdo retorna-
das pelo LSPI atingiriam eventualmente o nivel de qualidade desejado. Infelizmente, a

julgar pela Tabela 4.9, um aumento de m ndo € garantia de melhoria do desempenho do

algoritmo LSPI.
Algoritmo Ep.(%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
LSPI(17319,50) 0.86 168.91 3000 371.82

5
LSPI(17319,100) 444  296.93 3000 5
LSPI(17319,150) 9.01 396.77 3000 6 841.03
LSPI(17319,200) 0.00 71.01 1075 5 79.91
LSPI(17319,250) .11 120.59 3000 5 359.44

5

5

6

5

6

0

646.01 0

5

0

0

KBSF(17319,50) 2099  996.29 3000 1149.71 0
0

0

0

0

KBSF(17319,100)  42.47 1568.57 3000 1321.06
KBSF(17319,150)  61.98 2128.85 3000 1246.90
KBSF(17319,200)  71.23 2348.42 3000 1140.52
KBSF(17319,250)  75.06 2381.21 3000 1161.26

Tabela 4.9: Resultados obtidos pelos algoritmos LSPI(n,m) e KBSF(n,m) no problema
de equilibrar simultaneamente dois bastdes. Os parametros n € m referem-se respectiva-
mente ao nimero de transi¢des e arquétipos usados na aproximagao. Os valores corres-
pondem ao nimero médio de passos executados no conjunto de teste pelas politicas de

decisdo retornadas em 20 execucdes independentes dos algoritmos.

Em contraste, os resultados do algoritmo KBSF melhoram monotonicamente com o
aumento do nimero de arquétipos usados da aproximacao. Note que isso é verdade ndo

apenas em relacdo ao nimero de episddios bem-sucedidos, como também em relagcdo
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ao numero médio de passos executados por episddio. Esse comportamento previsivel é
extremamente bem-vindo, pelas razdes discutidas acima. Note que, no caso em que m =
250, o algoritmo KBSF foi capaz de equilibrar os bastdes em 1216 das 1620 tentativas

realizadas, uma proeza considerdvel dada a dificuldade do problema.

Apesar do bom desempenho do algoritmo KBSF na tarefa de equilibrar simultanea-
mente dois bastdes, pode-se destacar um ponto negativo em relacao aos valores mostrados
na Tabela 4.9. Observe como o desvio-padrdo dos resultados desse algoritmo ndo exibe
uma tendéncia de queda com o aumento de m, como era de se esperar. Em um primeiro
momento pode-se interpretar esse fato como um indicio de instabilidade do algoritmo,
mas uma andlise mais cuidadosa mostra que esse nao € o caso. Note que a variagao dos
resultados mostrados na Tabela 4.9 tem duas causas possiveis. Uma delas é a mudanga no
desempenho do algoritmo KBSF a cada execu¢do, em decorréncia da diferenca no posi-
cionamento dos arquétipos definido pelo algoritmo k-means. A outra causa possivel para
o alto desvio-padrao dos resultados € a heterogeneidade do conjunto de teste, que contém

estados com diferentes niveis de dificuldade de se equilibrar os bastdes.

A Figura 4.13 mostra uma comparag¢do entre os dois tipos de desvio-padrao presentes
nos resultados da Tabela 4.9 referentes ao algoritmo KBSF. O desvio “inter-execugao” se
refere ao desvio-padrdo da seqii€ncia de comprimento 20 em que cada elemento € a média
de passos executados pelo KBSF em todo o conjunto de teste. Ou seja, cada elemento
dessa seqiiéncia sintetiza o desempenho do algoritmo KBSF em uma execucdo. O desvio
“intra-execuc¢do,” por outro lado, € o desvio-padrdo da seqiiéncia de comprimento 81
em que cada elemento é a média obtida pelo algoritmo KBSF em um estado especifico
do conjunto de teste. Uma maneira simples de entender a diferenca entre os dois tipos
de desvio-padrdo é imaginar os resultados organizados de forma tabular em uma matriz
20 x 81, em que cada linha corresponde a uma execu¢do do algoritmo e cada coluna
representa um estado do conjunto de teste. Nesse caso, a primeira medida seria o desvio-
padrdo dos valores médios por coluna e a segunda seria a mesma estatistica calculada em

relacdo as linhas da matriz.

Observe na Figura 4.13 como o algoritmo KBSF se comporta exatamente como es-

perado: quando o nimero de arquétipos m € pequeno, a aproximacao realizada por esse
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Figura 4.13: Desvio-padrao dos resultados do algoritmo KBSF no problema de equilibrar
simultaneamente dois bastdes. Os valores se referem aos resultados mostrados na Ta-
bela 4.9. O desvio-padrdo “intra-execucao” corresponde a variacdo do nimero de passos
executados pelo algoritmo no conjunto de teste. O desvio “inter-execucdo” ¢ uma medida

da variacao decorrente do posicionamento dos arquétipos em cada execugao.

algoritmo é mais sensivel ao posicionamento deles, o que resulta em uma grande vari-
acdo dos resultados de uma execucdo para a outra. Além disso, como as politicas de
decisdo encontradas sdo incapazes de equilibrar os bastdes por muito tempo, o desvio
intra-execucdo € relativamente pequeno. A expectativa em relagdo a um algoritmo bem-
comportado € que um aumento no nimero de arquétipos tenha efeitos contririos sobre os
dois fendmenos acima. Quando se observa a Figura 4.13, nota-se que isso € justamente
0 que ocorre com o algoritmo KBSF, como indica a inversdo das curvas representando
os dois tipos de desvio-padrio. Isso explica porque a variacdo dos resultados mostrados
na Tabela 4.9 permanece alta mesmo com o aumento de m. Note que este raciocinio sé
faz sentido quando se considera um nimero fixo de transi¢des usadas na aproximacao.
Como € possivel equilibrar o bastdo a partir de todos os estados do conjunto de teste, a
expectativa € que ambos os tipos de desvio-padrdo desaparecam quando n — oo. Esse

assunto sera retomado em breve.

Antes, porém, € interessante analisar com mais cuidado os resultados obtidos pelos
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algoritmos LSPI e KBSF no problema de equilibrar dois bastdes ao mesmo tempo. Como
mostra a Tabela 4.9, o algoritmo KBSF supera de maneira significativa o LSPI nessa
tarefa. A diferenca no desempenho dos dois algoritmos torna-se ainda mais expressiva
quando se leva em consideracdo o custo computacional de cada um. A avaliacdo de
politica no algoritmo LSPI envolve a atualizacdo e a solu¢do de um sistema linear, que
requerem respectivamente O(nm?) e O(m?| A|*) operagdes aritméticas.” Isso sem contar
a melhoria de politica, que exige a determinacdo da acdo 6tima em cada estado vy da
amostra de transicoes. O algoritmo KBSF, em comparacdo, executa na avaliacdo de
politica um nimero de operagdes na ordem de m?, enquanto a melhoria de politica é
O(m?|A|) apenas. Fica claro, portanto, que quando se usa 0s mesmos aproximadores
e as mesma amostras de transicdes para ambos os algoritmos, como nos experimentos
desta secdo, o numero de operagdes realizadas pelo algoritmo KBSF representa apenas
uma pequena fracdo das operacdes executadas pelo LSPI. Para que se tenha uma idéia da
magnitude da diferenca no tempo de processamento dos algoritmos, quando n = 17319 ,
m = 100 e |A| = 2, como em um dos experimentos desta secdo, o nimero de opera¢des

realizadas em uma iteragdo do KBSF representa menos de 1% das operac¢des envolvidas

em uma iteracdo do LSPL.

Pode-se argumentar que o desempenho ruim do LSPI é conseqiiéncia das decisdes
de projeto tomadas aqui. De fato, existem muitas possibilidades para tentar melhorar os
resultados desse algoritmo. E possivel que valores para w, fora do conjunto (4.24) gerem
politicas de decisdao de melhor qualidade. Pode-se pensar também em usar uma largura es-
pecifica para cada funcdo de base radial. Indo um pouco mais além, é razoavel supor que
outras escolhas de fun¢do-nicleo—que no caso do LSPI ndo precisa ser local—resultem
em um desempenho melhor do algoritmo. Ha de se admitir, no entanto, que um esfor¢o
razodavel foi investido aqui para encontrar bons resultados com o algoritmo LSPI. Além
dos diversos valores usados para o parametro w,, foram testados outros mecanismos de
coleta de dados, como serd discutido a seguir. Infelizmente, no problema de equilibrar

dois bastdes nenhuma dessas tentativas resultou em uma melhoria significativa do desem-

Foi adotada a implementacio do LSPI em que o mesmo bloco de fungdes radiais é repetido para
cada agio do problema, como sugerido por Lagoudakis e Parr [82]. O custo de O(nm?) para atualizar
o sistema representa uma otimiza¢ao em relagdo a versdo do algoritmo apresentada pelos autores, na qual
esse processo requer um nimero de operagdes na ordem de nm?|A|?.
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penho mostrado na Tabela 4.9.

Finalmente, é importante destacar que os resultados obtidos pelo KBSF ndo devem
ser interpretados como o melhor desempenho possivel desse algoritmo, uma vez que nao
houve um ajuste dos seus parametros para cada problema estudado. A decisdo de usar
os mesmos valores para w, € w, em todos os experimentos tem como objetivo mos-
trar a robustez do KBSF, além de evitar uma super-especializa¢do do algoritmo a cada
problema—o que causaria uma expectativa distorcida em relagdo a um cendrio real. Nao
¢ absurdo supor, no entanto, que em algumas aplicagdes reais seja possivel fazer um pe-
queno ajuste preliminar de pardmetros, e nesse caso os resultados desta secao seriam uma

previsao conservadora do desempenho alcang¢avel com o algoritmo KBSF.

A questao da amostragem de dados

E trangiiilizador saber que o desempenho do algoritmo KBSF(n,m) melhora a me-
dida que m — n. No entanto, para que esse algoritmo se caracterize de fato como um
método bem-comportado, € necessdrio que o mesmo ocorra quando se aumenta o nu-
mero n de transi¢cdes usadas na aproximagdo. Para verificar se isso realmente acontece,
repeti o experimento da secao anterior, agora mantendo o nimero de arquétipos fixo em
m = 100 e variando o numero de transi¢Oes na amostra de dados. As transi¢des extras
foram geradas como descrito na se¢do anterior e sucessivamente acrescentadas a amostra
original. A Figura 4.14 mostra os resultados encontrados nesse experimento. Observe
como os comportamentos dos algoritmos LSPI e KBSF seguem o mesmo padrdo. Apds
uma melhoria inicial quando o nimero de episédios usados na aproximacao cresce de
1000 para 2000, o desempenho de ambos comega a degradar com o acréscimo posterior
de transicoes. Embora a taxa de degradacao dos resultados seja relativamente lenta, esse
fendmeno € preocupante, especialmente quando se considera que o movimento contrario

seria o esperado.

O fato de os algoritmos LSPI e KBSF se comportarem de maneira tdo parecida sugere
que o problema pode estar na estratégia usada para a coleta de informacdo. Lembre-se
que nos experimentos descritos acima os dados usados na aproximagao foram obtidos por

uma politica de exploragdo. O grande atrativo dessa estratégia de amostragem € a sua



4.4 Experimentos Computacionais 186

o

S

ITe]

Y

o

o |

o

N

o
8 3
2 - —— KBSF
© -=- |LSPI
o

o

S |

)

—

P - __
0 Phe
_-
[ &

T T T T T T
1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
NUmero de episddios

Figura 4.14: Resultados obtidos pelos algoritmos LSPI e KBSF no problema de equili-
brar simultaneamente dois bastdes utilizando amostras de dados de diferentes tamanhos.
Cada amostra de dados corresponde a amostra anterior acrescida das transigdes coletadas
em 1000 episddios pela politica de exploracdo m.. Os resultados s@o uma média de 20
execucoes dos algoritmos utilizando m = 100 arquétipos na aproximacao.

generalidade, mas ela também apresenta algumas desvantagens. Note que mesmo que
a politica de exploracdo 7. seja estritamente “justa,” escolhendo cada acdo do problema
com a mesma probabilidade, a distribuicao dos estados resultantes da sua interacdo com
o ambiente serd em geral bastante tendenciosa. Quando se tenta equilibrar dois bastdes
simultaneamente, por exemplo, os episodios tendem a terminar com a queda do bastdao
mais curto, uma vez que as forcas exercidas sobre o carro t€tm um efeito muito maior
sobre ele do que sobre o outro bastdo. Isso concentra os dados em uma regido especifica
do espaco de estados, deixando outras regides completamente inexploradas. Para que se
tenha uma idéia da gravidade do problema, na amostra de dados detalhada na Tabela 4.8
apenas uma das 1000 tentativas de equilibrar os bastdes nao foi encerrada pela queda do
bastdo mais curto—quando o carro atingiu o limite esquerdo da pista. E correto afirmar,
portanto, que os resultados mostrados na Tabela 4.9 foram obtidos por politicas de decisdo

que simplesmente ignoravam o bastao mais longo.

Diante disso, € natural a pergunta se os resultados dos algoritmos LSPI e KBSF po-
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deriam ser melhorados utilizando-se outras estratégias de amostragem de dados. De fato,
um dos pressupostos de Ormoneit e Sen [111] em relacdo ao algoritmo KBRL € que as
transi¢des usadas na aproximac¢do sejam amostradas de maneira uniforme no espaco de
estados.!” Para verificar se essa estratégia resultaria em politicas de decisdo de melhor
qualidade, reproduzi o experimento acima utilizando conjuntos de dados gerados da se-
guinte maneira: primeiramente, os estados iniciais das transicdes foram amostrados de
uma distribuicdo uniforme definida no espaco de estados X. Como as aceleracdes do
carro e dos bastdes ndo sdo naturalmente limitadas, utilizei como limite para esses in-
tervalos os valores extremos que apareceram na amostra anterior (Tabela 4.8). Uma vez
definidos os estados iniciais, uma das duas a¢des do problema foi sorteada para ser execu-
tada em cada um deles. Cada dupla (x;, a;) foi armazenada juntamente com a recompensa
r; € o estado y; resultantes da execucao de a; em s;. Assim como no caso anterior, as dife-
rentes amostras foram geradas com o acréscimo sucessivo de novas transi¢cdes a amostra

original.

Note que com essa nova estratégia de amostragem os estados iniciais das transi¢des
tendem a estar mais “espalhados” pelo espaco X, o que resulta em um aumento exponen-
cial do volume do envoltério convexo definido pelos dados [60]. O efeito desse fendmeno
sobre o algoritmo KBSF € uma diminuicdo excessiva da sobreposi¢do das fungdes gaus-
sianas, o que degrada completamente os seus resultados. Utilizando w, = 0.01, como
nos experimentos anteriores, esse algoritmo foi incapaz de encontrar uma politica que pu-
desse equilibrar os bastdes por mais de 50 passos. Para compensar esse efeito, a largura
do kernel k? usado pelo KBSF foi redefinida utilizando-se a mesma estratégia adotada na
secdo anterior para determinar a largura do kernel correspondente do algoritmo LSPI. Fi-
cou constatado a partir de uma série preliminar de experimentos que a largura que gerava
os melhores resultados era aquela derivada de @, = 0.6. O parametro w, nao foi alte-
rado. Para ser “justo” com o algoritmo LSPI, uma segunda bateria de experimentos foi
realizada para verificar se a largura usada no experimento anterior permanecia a melhor
escolha com essa nova estratégia de amostragem. Nesse caso, a escolha por @, = 0.95

foi confirmada. Os experimentos usados para definir a largura dos kernels dos algoritmos

10Essa restri¢do foi posteriormente removida em um trabalho relacionado de um dos autores, em que o

critério de otimalidade adotado € a recompensa média acumulada [110].
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KBSF e LSPI sao descritos em detalhes no Apéndice C.

Os resultados dos algoritmos KBSF e LSPI utilizando transi¢des amostradas de ma-
neira uniforme em X podem ser vistos na Figura 4.15. Os valores se referem ao desempe-
nho dos algoritmos no mesmo conjunto de teste usado no experimento anterior. Observe
que nesse caso o eixo das abscissas corresponde ao nimero de transi¢des usadas na apro-
ximac¢do, uma vez que nesse esquema de amostragem a interacdo com o problema ndo
se da em episddios. Comparando os resultados dos algoritmos quando o nimero de tran-
sicdes € 20000 com aqueles mostrados na Figura 4.14 obtidos com 1000 episddios (ou
17319 transi¢des), nota-se uma queda considerdvel do desempenho tanto do LSPI quanto
do KBSF. Esse fendomeno é provavelmente uma conseqiiéncia do aumento exponencial
do volume do hipercubo definido pelos dados, como discutido acima. Em contraste com
0 experimento anterior, em que as amostras de transicdes estavam concentradas em uma
regido critica do espago de estados, no experimento mostrado na Figura 4.15 os dados
encontravam-se espalhados por todo o espago X. Nesse caso, é necessario um nimero
muito maior de transi¢des para “preencher” de maneira adequada o espacgo de estados de
seis dimensdes. Se por um lado essa estratégia de amostragem resulta em um uso me-
nos eficiente dos dados, por outro lado ela também resulta em um comportamento mais
previsivel dos algoritmos. Note como as curvas da Figura 4.15 indicam claramente uma
tendéncia de melhora no desempenho do KBSF e do LSPI com o aumento do nimero
de transicOes usadas na aproximagdo. Pode-se inferir que com um nimero suficiente-
mente grande de transi¢cdes na amostra ambos os algoritmos superariam o desempenho

apresentado no experimento anterior.

Seria interessante verificar se a suspeita acima se confirma aumentando sucessiva-
mente o nimero n de exemplos de transi¢des usados nas aproximacdes. No entanto,
os requisitos de memoria e processamento desse experimento tornam a sua realizacio
proibitiva com os recursos computacionais disponiveis. Essa questao ilustra uma tensao
envolvida na escolha da estratégia de amostragem. Em geral, uma cobertura mais locali-
zada do espaco de estados resulta em um desempenho satisfatério com um niimero menor
de transi¢des, mas limita assintoticamente a qualidade das politicas de decisao que podem

ser encontradas.
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Figura 4.15: Resultados obtidos pelos algoritmos LSPI e KBSF no problema de equilibrar
dois bastdes utilizando transi¢cdes amostradas de maneira uniforme no espaco de estados.
Cada amostra de dados corresponde a amostra anterior acrescida de 1000 transi¢oes. Os
resultados s@o uma média de 20 execugdes dos algoritmos utilizando m = 100 arquétipos
na aproximacao. Para esse experimento exclusivamente a largura do kernel x? usado pelo

algoritmo KBSF foi determinada com w, = 0.6.

A coleta de dados € uma questao antiga na aprendizagem por reforco, e constitui uma
das suas principais diferencas em relacdo a aprendizagem supervisionada—em que a dis-
tribuicdo de onde sdo amostrados os dados € em geral definida a priori [147]. Existe na
literatura alguma evidéncia de que uma boa estratégia de amostragem € coletar as tran-
sicdes segundo a politica em avaliacdo [160, 170]. Essa abordagem pode a principio ser
adotada tanto com o algoritmo LSPI quanto com o algoritmo KBSF, desde que haja uma
nova coleta de dados a cada politica de decisdo gerada. O desenvolvimento de técnicas
eficientes de amostragem de dados constitui na minha opinido um dos passos mais im-
portantes para o processo de consolidacdo dos algoritmos modernos de aprendizagem por

reforgo.



4.5 Resumo 190

4.5 Resumo

As idéias apresentadas neste capitulo baseiam-se fortemente na distin¢gdo entre dois
espacos métricos envolvidos na programacdo dinamica. O primeiro deles € o espaco mar-
koviano M5!, cujos elementos sdo vetores compostos por recompensas e probabilidades
de transi¢des. Embora em geral ndo seja explicitamente identificado como tal, o conjunto
M5! constitui o verdadeiro espaco da programacio dinimica. De fato, M ! contém toda
a informacao relevante para esta ultima, ja que € nele que ocorre a definicdo de um pro-

cesso de decisdo de Markov.

Se o espagco markoviano fornece a representacdo de um MDP, € o espaco de estados S
que lhe confere uma interpretagdo. No espago S cada estado s; € uma descri¢do de uma
situacdo do mundo real. Pode-se dizer portanto que € esse espaco que associa 0s vetores
do espagco M!Sl com o fendmeno de interesse. Note que o espaco S é uma necessidade

l6gica, e a premissa da sua existéncia ndo impde nenhum tipo de restri¢ao.

A distin¢@o entre o espaco markoviano e o espaco de estados pode ajudar a enten-
der as diferencas entre a programagdo dinamica e a aprendizagem por refor¢co: enquanto
a primeira se preocupa exclusivamente com o espaco M °!, a segunda estuda as propri-
edades dos estados de S que sdo impostas implicitamente pelos elementos do espago
markoviano. Entretanto, entender as relagdes entre A/!5 e S tem também conseqiiéncias
de cardter mais pratico. Como existe uma associa¢ao natural entre os elementos desses
espacos, pode-se em alguns casos escolher em qual dos dois trabalhar, de acordo com a
conveniéncia. No caso especifico estudado neste trabalho, foi explorado o fato de que, em
geral,

dim(S) < dim(M!!) = |9].

Como discutido, se existir uma relacdo topoldgica entre os dois espagos acima—ou seja,
se existir uma correspondéncia entre as métricas adotadas em cada um—, € possivel des-
locar as operacdes baseadas na relacio espacial entre os elementos de M!°! para o espaco
de estados S. Essa propriedade pode ser explorada para contornar o crescimento superfi-

cial associado com o espago markoviano.

Neste capitulo eu apresentei duas alternativas para se realizar a fatoracdo estocdstica
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no espaco S. A primeira delas € o algoritmo PISF-S, que nada mais é do que a extensdo
do algoritmo PISF para o caso em que a fatoragdo ocorre no espaco de estados. Um
ponto positivo do algoritmo PISF-S é que ele pode a principio ser aplicado a qualquer
processo de decisdo de Markov, desde que ele possua um espago de estados que atenda
as condicoes descritas na Secdo 4.2.5. Uma outra vantagem desse algoritmo € que ele
conta com fortes garantias tedricas, como discutido no capitulo anterior. Isso significa
que o desempenho da politica de decisdo encontrada depende unicamente da qualidade
da fatorag@o estocdstica. Em particular, no caso em que a fatoracdo € exata tem-se a

garantia de convergéncia para a politica de decis@o 6tima, como anuncia o Corolario 3.1.

Uma outra maneira de realizar a fatora¢do estocdstica no espaco de estados é usar o
algoritmo KBSF. O algoritmo KBSF ndo conta com as mesmas garantias tedricas do PISE,
mas empiricamente esse algoritmo parece gerar politicas de decisdo de melhor qualidade,
como pdde ser visto nos experimentos das secoes 4.2.4, 4.3.3 e 4.4.1 em particular. Além
disso, como mostrado na Se¢do 4.4.2, os resultados do KBSF no problema de equilibrar
simultaneamente dois bastdes sdo muito superiores aos do algoritmo LSPI, um dos mais

importantes algoritmos de aprendizagem por refor¢co modernos.

E importante ressaltar que os algoritmos PISF e KBSF nio devem ser interpretados
como projetos acabados, mas como ‘“‘arcaboucos tedricos” a serem explorados. Tentei
deixar isso claro neste capitulo mostrando diferentes maneiras de utilizé-los e citando na
seqiiéncia do texto vérias possibilidades de modificagdes. Na Secdo 4.4.2, por exemplo,
levantei a possibilidade de uma versdo do KBSF em que a coleta de dados ocorresse a
cada iteracdo. Essa mesma idéia se aplica ao algoritmo PISF no caso em que ele € usado
com amostras de transicoes. Pode-se pensar também em versdes on-line desse algorit-
mos, como serd discutido no Capitulo 5. Uma outra idéia seria desenvolver algoritmos
“hibridos” que combinassem conceitos do PISF e do KBSF. As possibilidades sao mui-
tas, enfim. Mais importante do que enumera-las uma-a-uma € enfatizar a interpretacdo
dos algoritmos PISF e KBSF como concretizacdes especificas de uma abordagem mais
genérica, que € a fatoracdo estocdstica no espaco de estados. A partir dessa perspectiva

surgem naturalmente idéias como as citadas acima.

Encerro este capitulo com a observagdo de que a fatorag@o estocdstica em S ndo ¢é de
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forma alguma a tnica solu¢do para o problema da maldi¢do do crescimento superficial.
Um exemplo de estratégia alternativa foi dado na Secdo 4.4.1, em que os arquétipos fo-
ram selecionados segundo a “confiabilidade” dos estados do MDP construido a partir de
amostras de transi¢des. Além disso, é plenamente possivel, pelo menos em principio, de-
senvolver técnicas de fatoracdo estocdstica em M| cujo custo computacional justifique
a economia posterior no tempo de computagdo. A vantagem da fatoracio estocdstica no
espaco markoviano é que ao se trabalhar diretamente com recompensas e probabilidades
de transicdes é possivel identificar padrdes que vao além das relacdes espaciais entre 0s

estados do MDP. Esse assunto constitui um tema interessante para pesquisas futuras.



Capitulo 5

Conclusao

“Publicamos nuestro libros para librarnos de ellos, para no

pasar el resto de nuestras vidas corrigiendo borradores.”

Jorge Luis Borges

E um tanto redundante descrever as minhas intencdes em um capitulo intitulado “Con-
clusdo.” Parto, portanto, diretamente aos comentdrios a respeito do conteido de cada
secdo. Inicio com uma breve recapitulagdo de toda a tese, que tem como objetivo for-
necer uma visdo global do trabalho apresentado. Isso € feito na Segdo 5.1. A seguir,
nas Segdes 5.2 e 5.3, discuto os dois temas que considero as contribui¢des mais impor-
tantes desta pesquisa: a fatorag@o estocdstica e a interpretagdo da derivacdo de um MDP
como um mapeamento. Em ambas as se¢des o objetivo é o mesmo: enfatizar os pontos
mais importantes a respeito de cada assunto e generalizar as idéias para além do cendrio
considerado neste trabalho. Na Secao 5.4 discuto algumas possibilidades de trabalhos
futuros. Encerro o capitulo e a tese na Secao 5.5, onde apresento meus comentérios finais

a respeito da pesquisa realizada.
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5.1 Duzentas Paginas em Quatro

E dificil imaginar qual seria a reacdo de Garry Kasparov, considerado o maior enxa-
drista da histdria, se lhe dissessem que a sua habilidade extraordinéria pode ser modelada
como um processo de decisao de Markov. Se essa afirmagao causasse alguma frustragao
de inicio, o mal-entendido poderia ser esclarecido com a informagdo de que isso nada tem
de desabonador: muitos problemas importantissimos da atualidade podem ser descritos
por um prosaico MDP. Os processos de decisdo de Markov, embora simples, sdo modelos
poderosos porque conseguem absorver uma questdo inerente a muitos problemas reais:
a tensdo existente entre beneficios imediatos e aqueles de longo prazo. Em outras pala-
vras, esses modelos permitem um tratamento rigoroso de problemas de tomada de decisdo

seqliencial.

A busca por uma das politicas 6timas de um MDP € o problema estudado pela pro-
gramacao dinamica e a sua versao incremental, a aprendizagem por reforco. A promessa
dessas abordagens € sedutora: a programacao de agentes “inteligentes” através de recom-
pensas apenas. Assim, se a idéia fosse desenvolver um rob6 capaz de evitar obstaculos,
por exemplo, bastaria lhe fornecer uma recompensa negativa—uma “puni¢do”—toda vez
que ele se chocasse com algum objeto. O robd ficaria responsavel por descobrir como
executar a tarefa, deixando o projetista com a defini¢do dos objetivos apenas. No entanto,
para que o cendrio acima se torne realidade, a programacdo dinamica também tem seus
obstdculos a superar: embora ela funcione bem em problemas pequenos, a sua aplicacdo

a problemas de grande porte depende da solu¢do de uma séria questdo de escalabilidade.

Em problemas com espacos de estados grandes ou continuos, € necessdrio aplicar a
programac¢do dinamica de maneira aproximada. Existem duas formas de fazé-lo. A pri-
meira delas € aproximar a funcio de valor. Além de ser simples e direta, essa abordagem
se beneficia da imensa massa tedrica proveniente da aprendizagem supervisionada. No
entanto, ela apresenta uma séria desvantagem: como as operacgdes realizadas na progra-
macao dindmica t€ém uma natureza recorrente, o uso de aproximadores pode facilmente
levar a instabilidades e a divergéncia. Uma outra maneira de lidar com o problema de
escalabilidade da programacdo dindmica € criar um modelo aproximado do processo de

decisdao de Markov. Essa estratégia apenas estende, um passo além, o raciocinio subja-
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cente a modelagem de um problema de tomada de decisdo: se é possivel representar o
problema usando um MDP, talvez seja possivel representar este tltimo com um modelo
reduzido. O objetivo nesse caso passa a ser encontrar um modelo compacto que retenha
o maximo de informacdo a respeito do modelo original. A abordagem proposta neste

trabalho visa alcancgar este objetivo.

A fatoragdo estocdstica nasceu de uma idéia simples: se for possivel encontrar um
pequeno conjunto de estados arquetipicos que representem bem a dindmica de um MDP,
pode-se reduzir o espaco de estados deste ultimo simplesmente redirecionando as suas
transi¢cdes para esse conjunto. Como o nome sugere, essa estratégia de redirecionamento
pode ser formalizada como a fatoracdo de uma matriz. Uma das maneiras de lidar com
o modelo resultante do redirecionamento de transi¢des € usar o algoritmo de iteracao de
politica baseado na fatoragdo estocdstica, ou simplesmente PISF. O PISF é um algoritmo
bem-comportado, no sentido que o desempenho das politicas de decisdo encontradas por
ele depende unicamente da qualidade da fatoracdo estocastica do MDP. Em particular,
uma fatorac@o exata leva necessariamente a uma das politicas 6timas do problema de

tomada de decisao.

H4 no entanto uma ironia nesta histéria: embora seja bem fundamentada teoricamente,
a fatoracdo estocdstica sofre do mesmo mal que ela pretende combater. Isso significa que
os algoritmos capazes de fatorar estocasticamente um MDP também ndo escalam bem
para espacos de estados grandes. Surge entdo uma situacao curiosa: dada uma fatoracio
estocdstica de um MDP, sabe-se que € possivel derivar uma politica de decisdo em um
numero relativamente pequeno de operacdes aritméticas. No entanto, o processo de fato-
racdo envolve ele mesmo um grande nimero de operagdes, de forma que dificilmente se

justifica a economia computacional posterior no cdlculo da politica de decisdo.

Felizmente, existe uma solucao para este dilema. Ela se baseia na constatacdo de que
os processos de decisdo de Markov nao sdo entidades abstratas sem qualquer ligacdo com
o mundo real. Muito pelo contrdrio: todo MDP descreve a dindmica de um processo
de tomada de decisdo. Assim, € correto afirmar que cada estado do modelo pode ser
descrito por um conjunto de varidveis representando as suas caracteristicas no fendmeno

real. Formalmente, cada uma dessas varidveis corresponde a uma dimensdo do espaco
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de estados. Na programacao dinamica, esse espaco costuma ser negligenciado porque a
descricdo de um estado € irrelevante; uma vez que o processo de decisdo de Markov tenha

sido definido, toda a informacao que lhe deu origem pode ser simplesmente descartada.

No entanto, em alguns casos o espago de estados pode cumprir um papel importante.
Quando se aproxima a fun¢do de valor, por exemplo, as entradas do aproximador costu-
mam ser as varidveis desse espaco. No caso da fatoracio estocdstica, interessam espagos
de estados que atendam a duas condicdes. A primeira delas € quase trivial: a dimensao
desse espacgo deve ser menor do que a sua cardinalidade (ou seja, devem existir mais esta-
dos do que varidveis). A segunda condi¢do € um pouco mais restritiva, mas na pratica ela
¢ freqiientemente atendida: deve existir uma certa coeréncia entre o espaco de estados e
a dindmica do MDP. Em outras palavras, estados com caracteristicas semelhantes devem

ter associadas recompensas e probabilidades de transicdes parecidas.

Se a primeira condi¢do for atendida e a segunda for violada apenas esporadicamente,
pode-se realizar a fatoragcdo estocdstica no espaco de estados. Nesse caso, a determinacao
dos estados arquetipicos € feita segundo um critério espacial. Para contornar eventuais
violagdes da segunda condi¢do acima, € aconselhdvel redirecionar as transi¢oes de um es-
tado para vdrios arquétipos, respeitando o grau de similaridade entre eles. A transposi¢ao
da fatoracao estocdstica para o espacgo de estados costuma gerar uma redugdo dréstica no
numero de operagdes envolvidas no processo. Uma vez fatorado o MDP, pode-se adotar
o algoritmo PISF para encontrar uma politica de decisdo em apenas uma fracao do tempo

que tomaria a solu¢dao do modelo original.

Essa estratégia pode ser estendida a espacgos de estados continuos. Como nesse caso
a cardinalidade do espaco € infinita, a primeira condi¢do acima € trivialmente atendida.
Embora a segunda condi¢@o ndo seja garantida, ela costuma ser induzida pela continui-
dade das fung¢des que descrevem a dindmica do problema. Quando esse € o caso, pode-se
utilizar a fatoragdo estocastica baseada em kernels, ou KBSF. O algoritmo KBSF permite
a derivacdo de um MDP finito que descreve a dindmica de um problema de decisdo com
espaco de estados continuo. No atual estdgio de desenvolvimento teérico o KBSF ndo
conta com as mesmas garantias de desempenho do algoritmo PISF, mas nos experimentos

computacionais realizados esse algoritmo gerou resultados promissores. Uma avaliacdo
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mais detalhada desse algoritmo € necessdria antes de se chegar a uma conclusao definitiva

a seu respeito.

5.2 Fatoracao Estocastica Revisitada

A principal contribui¢do desta tese para a comunidade cientifica € sem duvida a fatora-
¢do estocdstica, uma abordagem simples, genérica e flexivel para a reducido da dimensao
de um processo de decisdo de Markov. Uma caracteristica particularmente desejavel dessa
abordagem € a sua possibilidade de ser interpretada como um redirecionamento de tran-
sigdes, 0 que permite que se pense em problemas complexos de uma maneira intuitiva.
Embora neste trabalho a fatorac@o estocdstica tenha sido encarada como uma estratégia
para lidar com o problema de escalabilidade da programacgao dinamica, € possivel tratar
do assunto em um grau maior de generalidade. Nesta secao apresento uma formulacdo
mais genérica da fatoracdo estocdstica e discuto algumas aplicacdes potenciais. Apro-
veito para enfatizar pontos importantes mencionados no trabalho e analisar umas poucas

questdes que nao puderam ser discutidas no fluxo do texto.

Sejam A € R™P, B € R™*P e D € R™™, com D estocéstica, tais que
DB ~ A. (5.1)

Pode-se distinguir pelo menos quatro situagdes em que a relacdo acima tem algum inte-

resse pratico:

1. A matriz A é uma cadeia de Markov, ou seja, ela € quadrada e estocdstica (n =
p). As cadeias de Markov sdo modelos matematicos genéricos com um enorme
potencial de aplicacdes em dreas como a biologia, a astronomia e a estatistica—
além, € claro, da pesquisa operacional [25, 98]. Nesse caso, a relagdo (5.1) pode
ser usada para reduzir a dimensdo da cadeia. Como discutido, se B € uma matriz
estocastica, entio BD também € uma cadeia de Markov. Quando m < n, essa
cadeia pode ser interpretada como uma versdo compacta da primeira. Ela pode ser
usada por exemplo para calcular uma aproximacgdo da distribui¢do estaciondria da

cadeia A, um problema importante que surge em muitas aplica¢des de interesse.
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2. A matriz A € um processo de Markov isolado, isso €, uma cadeia de Markov com re-
compensas (ou custos) associados as transicdes (n = p — 1). Como discutido, nesse
caso arelacao (5.1) pode ser explorada para se calcular uma aproximacao da funcao
de valor do processo a um custo computacional reduzido. Neste trabalho os proces-
sos de Markov foram usados para descrever o comportamento de uma politica de
decisdo no contexto da iteracao de politica generalizada, mas € possivel imaginar
outras aplicacdes para esses modelos. Qualquer sistema dinamico que apresente a
propriedade markoviana e que tenha um custo associado com cada transicdo pode
a principio ser descrito por um processo de Markov. Pode-se por exemplo usar esse
modelo para descrever a série temporal representando as acdes de mercado de uma
determinada companhia. Como nesse caso ndo é possivel intervir na dindmica do

sistema, a funcao de valor serviria principalmente como uma ferramenta de anélise.

3. Existem varios processos de Markov A;, todos construidos a partir da mesma ca-
deia. Este cendrio ilustra como a fatoragdo estocdstica pode ser util também na de-
finigdo de um modelo. Por exemplo, ao se modelar um sistema dindmico como um
processo de Markov, pode ser necessdrio avaliar varios sistemas de recompensas di-
ferentes. Se esse for o caso, o cdlculo da fun¢ao de valor de cada sistema candidato
envolveria O(n?) operagdes aritméticas. Uma alternativa seria fatorar a cadeia de
Markov como descrito no item 1 acima e a seguir projetar cada vetor-recompensa
no espaco alcangado pelos vetores-linha de D, como em (3.43). Dependendo da
qualidade da fatoracdo e das proje¢des, as func¢des de valor dos modelos reduzidos

poderiam ser usadas como estimativas das fun¢des reais.

4. A matriz A é um processo de decisdo de Markov (n = (p— 1) x |A]). Nesse caso, a

fatoragdo estocdstica resulta em uma reducdo do modelo se e somente se m < p—1.

Neste trabalho eu me concentrei no item 4, ou seja, no uso da fatoragio estocdstica
para a reducdo de um processo de decisdo de Markov. A fatoracdo estocdstica de um
MDP pode se concretizar de duas maneiras: pode-se fatorar separadamente 0s processos
de Markov associados com cada a¢do do problema, o que remete ao item 2 acima, ou
pode-se fatord-los conjuntamente, como visto na Sec¢ao 3.4. No primeiro caso o resultado

¢ um novo MDP de tamanho reduzido, que pode ser resolvido por qualquer algoritmo de
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programacdo dindmica convencional. O segundo caso resulta em um modelo que precisa
de um tratamento especial. Na se¢do abaixo discuto os pros e contras de cada uma dessas

alternativas, usando os algoritmos PISF e KBSF como ilustracao.

5.2.1 Duas maneiras de se fatorar um MDP

Existe uma diferenca “filoséfica” entre os algoritmos PISF e KBSF. Enquanto este
ultimo gera um MDP de tamanho reduzido, o algoritmo PISF manipula um modelo com

uma estrutura particular. E natural questionar os motivos dessa complica¢do adicional.

No algoritmo PISF os processos M* do MDP sao fatorados em conjunto, ou seja,

nesse caso a expressao (5.1) seria:
DW ~ M,

onde M € uma matriz | S||A| x |S|+ 1 descrevendo o processo de decisdao de Markov (ve-
ja (3.45)). Quando se estd trabalhando no espaco M!S, como no Capitulo 3, faz sentido
realizar a fatoracdo estocastica dos processos M® conjuntamente, porque o algoritmo que
determinard as linhas de W € capaz de “enxergar” todo o MDP. De fato, uma vez que
os processos M* tenham sido combinados para formar um MDP M, como em (3.45),
nao hd razdo para fazer qualquer distingdo em relacio a acdo associada com cada linha
m,; no modelo original. Além disso, € a fatoracdo conjunta dos processos M* que torna
possivel, pelo menos em tese, contornar o crescimento superficial de M!°!, como discutido

na Sec¢do 3.4.

No entanto, quando a fatoracdo estocdstica ocorre no espago S, a situagdo muda,
porque o algoritmo escolhido para fatorar o MDP ndo manipulard os vetores-linha m,;
diretamente (veja por exemplo o Algoritmo 4.1). Nesse caso, cada estado s; representa
|A| vetores m¢, e ndo hd nenhuma vantagem aparente em se fatorar os processos M*
conjuntamente. Pode-se pensar portanto em adotar uma estratégia bem mais simples no
algoritmo PISF-S: ao invés de manter uma matriz W global, é possivel realizar a fa-
toracdo dos processos de Markov M“ isoladamente. Isso daria origem a |A| matrizes
de transi¢des P? ~ K*D® e ao mesmo niimero de vetores %, que poderiam entdo ser

submetidos a algoritmos convencionais da programac¢do dindmica. Além do ganho em
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“portabilidade”—ja que ndo seria mais necessario um algoritmo especializado para lidar
com o modelo resultante—, haveria um ganho em tempo de computac¢do, uma vez que 0s
modelos gerados seriam mais compactos (lembre-se que a cada arquétipo ¢; selecionado
no algoritmo PISF-S sdo adicionadas | A| linhas & matriz W). Como se ndo bastasse, essa
nova versao do algoritmo convergiria garantidamente para uma funcao de valor especifica,

ao passo que a versao atual pode ficar indefinidamente visitando as proximidades de v*.

Existiria alguma vantagem em se realizar a fatoragdo estocdstica conjunta dos proces-
sos M“*? Do ponto de vista tedrico, sim. Note que no algoritmo PISF, embora a avaliacio
das politicas se dé¢ em um modelo reduzido, a definicdo de uma politica ainda ocorre nos
estados originais do problema. Isso torna relativamente simples determinar o erro incor-
porado ao processo de aprendizagem nas etapas de avaliagdo e melhoria de politica (neste
dltimo caso, zero). E a possibilidade de mensurar precisamente o erro envolvido em cada
fase do algoritmo o que torna possivel a derivacdo da cota superior apresentada no Coro-
lario 3.1—que se traduz em uma garantia de desempenho em relacdo ao MDP original.
Em particular, quando a fatoragdo estocdstica € exata, tem-se a garantia de convergéncia
do algoritmo PISF para uma das politicas 6timas do problema. Quando os processos IM*
sdo fatorados isoladamente, as politicas de decisdo sao definidas nos arquétipos, € nao nos
estados do modelo original. Nesse caso, nao € tao claro como calcular o erro introduzido
pela avaliacdo e melhoria de politica realizadas no modelo reduzido—e portanto fica di-
ficil estabelecer limites tedricos baseados na Proposic¢do 3.4. Esta €, na minha opinido, a

grande lacuna tedrica a ser preenchida neste trabalho, como sera discutido a frente.

Se a estratégia de fatoracdo conjunta dos processos M® oferece melhores garantias
tedricas, € natural inverter o raciocinio e perguntar se ela ndo poderia ser adotada no algo-
ritmo KBSF. A resposta aqui € mais uma vez afirmativa: para fazé-lo, bastaria “empilhar”
as matrizes K retornadas pelo Algoritmo 4.2 e definir as matrizes D como feito no Al-
goritmo 4.1. Nesse caso, o nimero de arquétipos usados pelo KBSF seria multiplicado
por | A|, mas por outro lado ter-se-ia o Corolério 3.1 como uma garantia teérica em relagéo

ao MDP que seria definido pelo algoritmo KBRL original.

Fica claro, portanto, que a estratégia usada para realizar a fatoracdo estocéstica é uma

decisdo de projeto, e ndo uma caracteristica indissocidvel dos algoritmos PISF e KBSF.
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Em particular, pode-se pensar em uma versao do primeiro em que os processos M® sdo
fatorados isoladamente ou uma versao do segundo em que eles o sdo de maneira conjunta.
A escolha sobre qual estratégia adotar envolve no atual estdgio de desenvolvimento te6-
rico a seguinte tensdo: uma fatoracdo isolada gera modelos mais portateis e compactos,
enquanto a fatoracdo conjunta oferece garantias de desempenho em relacdo ao modelo

original.

5.2.2 As dimensoes da fatoracao estocastica

No inicio desta sec¢do discuti diferentes versoes da fatoracdo estocdstica que sio ca-
racterizadas pelas propriedades da matriz A na expressdo (5.1). E possivel identificar
outras dimensdes de variacao do problema, de acordo com as restricdes impostas sobre as

matrizes de desvio e de retorno:

Matriz de desvio : No caso mais geral, a Unica condi¢do que se impde sobre a matriz
D € que ela seja uma matriz estocdstica. No entanto, € possivel restringir o nu-
mero de elementos nao-nulos por linha, o que equivale a determinar o nimero % de
arquétipos usados para representar cada estado. No caso extremo, em que k£ = 1,
a fatoracdo se reduz a um problema de alocacdo de estados a arquétipos. Como
discutido no texto, o parametro k£ pode ser visto como uma estratégia para controlar
a tensdo entre o bias e a variancia na aproximacao do MDP. Valores maiores para
esse parametro tendem a gerar aproximagdes mais suaves, mas também distorcem

mais a dindmica do MDP original.

Matriz de retorno : As linhas da matriz B na expressao (5.1) podem ser livres ou repre-
sentar um subconjunto dos vetores-linha de A. Neste tltimo caso, a defini¢ao dos
arquétipos se reduz a um problema de otimiza¢cdo combinatdria. Se por um lado
essa simplificacdo tende a facilitar a fatoracdo, por outro lado ela também limita o

poder de expressao do modelo.

Portanto, a versdo mais restrita do problema € aquela em que D é uma matriz deter-

ministica e as linhas de B sdo um subconjunto das linhas de A. O algoritmo k-medoids,
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por exemplo, encontra uma fatoragdo desse tipo. No outro extremo, tem-se apenas a res-
tricio de estocasticidade sobre as matrizes D e B.! Esse € o tipo de fatoracdo retornada
pelo método adaptado de Lee e Seung [87], mostrado no Algoritmo 3.1. Existem entre
esses dois extremos vdrias versdes intermedidrias do problema. O algoritmo k-means,
por exemplo, retorna uma matriz D deterministica, mas nao restringe as linhas de B aos

vetores-linha de A.

Note que nos exemplos de algoritmos dados acima as matrizes D e B sdo determina-
das conjuntamente. E possivel desacoplar o problema em duas fases distintas: determi-
nacdo dos arquétipos—ou definicdo da matriz B—e redirecionamento de transicdes, ou
determina¢@o da matriz D. Esse tipo de abordagem permite que se concentre nos aspec-
tos particulares de cada etapa da fatoracio estocdstica. Por exemplo, pode-se definir de
forma independente quais serdo as restrigdes impostas sobre D e B ou se é conveniente

deslocar uma ou as duas etapas da fatoragc@o para o espago de estados.

5.3 A Modelagem Vista como um Mapeamento

Além da fatoracdo estocdstica e dos algoritmos derivados, uma outra contribuicao
importante deste trabalho € a interpretacdo da modelagem como um mapeamento entre
o espaco de estados e um outro conjunto, que chamei de espaco markoviano. Embora a
relagdo entre S e M9l esteja presente tacitamente em muitos textos da drea, acredito que
a visdo da derivacdo de um MDP como um mapeamento explicito, como em (4.2), seja
uma novidade. Alids, a propria interpretacio de M como um espagco métrico nio me

parece ainda ter sido explorada.

Como discutido na Se¢do 4.2, na programacdo dinamica o espago de estados serve
apenas para definir o MDP; uma vez que isso tenha sido feito, as varidveis do problema
podem ser desconsideradas. De fato, ndo € raro encontrar textos da drea que se referem
aos estados apenas pela posicao que eles ocupam no MDP (ou seja, o estado s; € .5, que

pode ser um vetor multidimensional, se torna o indice + € N) [22]. Na aprendizagem por

"No caso em que A é um processo de Markov ou um MDP, a restri¢io de estocasticidade sobre B é
apenas parcial, como discutido na Se¢do 3.3.2.
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reforco, a necessidade de se aproximar a fungdo de valor traz o espago S para o centro da

discussio, mas nesse caso o espaco markoviano é que costuma ser negligenciado.

A distin¢do entre os espagos S e M!Sl e o estudo das suas relacdes podem trazer
beneficios praticos, como discutido extensivamente no Capitulo 4. Mais importante do
que isso, no entanto, € a possibilidade de analisar as caracteristicas de um problema de
tomada de decisdo seqiiencial. Um exemplo nesse sentido € a identificagdo de problemas
em que existe uma certa “localidade” nos mapeamentos ©® : S +— Ml com a € A.
Neste trabalho essa propriedade foi explorada para realizar em S operagdes baseadas
em relacdes espaciais entre os elementos de /%], Isso faz sentido porque a dimensio do
primeiro costuma ser bem menor do que a do segundo, isso é, dim(.S) < |S|. No entanto,
a relagdo topoldgica entre os espacos S e M|l pode ser explorada de outras formas. Por
exemplo, é razoavel supor que quando A é um conjunto continuo a localidade das fungoes
©® induz a mesma propriedade no mapeamento 7* : S +— A. Ou seja: estados parecidos,
acoOes parecidas. Isso claramente levanta a possibilidade de desenvolvimento de técnicas

especificas para esse cendrio.

Entretanto, a relacdo entre os espacos S e M!°l ndo se restringe 2 sua topologia.
Mesmo no caso em que esses espacos ndo sao dotados de uma métrica, a andlise das
funcgdes ¢* pode ser esclarecedora. A seguir mostro um exemplo de como o estudo des-
sas fungdes pode ajudar a entender aspectos fundamentais de um problema de tomada de

decisdo seqiiencial.

5.3.1 A dimensao intrinseca de um problema de tomada de decisao

Uma questao freqiientemente citada como uma limitacao fundamental da programa-
¢ao dinamica € a chamada maldi¢cao da dimensionalidade de Bellman [15], discutida na
Secdo 2.4. Superficialmente, a maldicdo de Bellman diz que o nimero de estados de um
problema cresce exponencialmente com a dimensao do seu espaco de estados. Isso li-
mitaria a aplicacdo da programac¢do dindmica a problemas com um pequeno numero de

variaveis.

A maldi¢ao de Bellman é de fato um obsticulo a ser enfrentado pela programacgao
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dinamica. Note, no entanto, que hd uma sutileza no seu enunciado. Quando se usa o
numero de varidveis para caracterizar o nivel de dificuldade de um problema, supde-se
implicitamente que a modelagem do MDP tenha sido feita de forma 6tima. A maneira
mais facil de entender essa questdo € observar um contra-exemplo, ou seja, um caso em
que a modelagem tenha sido feita de forma inadequada. Suponha que na modelagem
do problema do carro preso no vale, discutida na Se¢do 4.1.2, decida-se por incluir na
descricdo dos estados a informacdo sobre a temperatura corrente. Ou seja, cada estado
do modelo seria agora um vetor s; = [x,%,t], onde ¢ é a temperatura ambiente medida
em uma unidade qualquer. Obviamente, a informacdo contida na varidvel ¢ é totalmente
irrelevante para a solu¢do do problema. No entanto, ela causaria inevitavelmente um
“inchaco” do espaco de estados. No caso de uma discretizacdo com ¢ intervalos, por

exemplo, o nimero | S| de estados cresceria de ¢* para (3.

Por ser muito improvével, o exemplo acima pode causar a impressao de que uma re-
dundancia na defini¢do das varidveis € sempre conseqii€ncia de um erro crasso de mode-
lagem. Infelizmente, esse ndo € o caso. Em muitos problemas reais, existe uma descri¢ao
“natural” dos estados que pode ndo ser a mais economica. Além disso, mesmo que se te-
nha consciéncia da redundancia nas varidveis, pode ser dificil identificd-la ou impossivel
remové-la. Pense no caso de um robd com varios sensores, por exemplo. Podem haver
dependéncias entre as varidveis que ndo sdo evidentes a principio. Mesmo no caso em
que essa dependéncia € identificada, pode nao ser vidvel do ponto de vista tecnolégico

construir um sensor que removeria a dependéncia de outros dois.

Fica 6bvio, portanto, que a verdadeira dimensdo de um problema ndo € necessaria-
mente uma funcao exponencial do seu niimero de varidveis. O estudo da relacdo entre .S
e M5! permite uma andlise mais clara dessa questio. Observe que se existir alguma re-
dundancia na definicdo de 9, ela ird inevitavelmente se manifestar nos mapeamentos °.
No caso do carro preso no vale, por exemplo, todos os estados s; que concordam no valor
das varidveis x e # dao origem aos mesmos vetores m;, independentemente de ¢. Isso
indica claramente que hd uma dependéncia entre as varidveis do problema. Obviamente,
a redundancia na definicdo de .S ndo se manifestard sempre de uma maneira tdo evidente.
Suponha que o robd do exemplo acima tenha sido equipado com trés sensores, que po-

dem ser representados pelas varidveis x1, x5 € x3. Imagine que exista uma dependéncia
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entre as varidveis x; e xy; mais precisamente, suponha que seja possivel substitui-las por
x' = x1 + x5 sem perda para a descri¢cdo do problema. Nesse caso, a redundincia na de-
finicdo de S se manifestaria de maneira diferente nos mapeamentos ¢*: todos os estados

s; com 0 mesmo valor para x3 e para a soma v, + ¥ originariam os mesmos vetores m.

A partir destas idéias, pode-se definir a dimensdo intrinseca de um problema como
o menor nimero de varidveis necessario para determinar os mapeamentos ¢“. Essa de-
finicdo pode ser util de varias maneiras. Em primeiro lugar, ela constitui um critério
bem definido para classificar problemas de tomada de decisdo seqiiencial markovianos. A
partir dela fica mais facil também compreender a maldi¢do de Bellman, que faz mais sen-
tido quando enunciada com essa medida. Finalmente, o conceito de dimensao intrinseca
ajuda a entender a propria fatoracio estocastica, que pode ser vista como uma tentativa de

reduzir um MDP a sua verdadeira dimensao.

5.4 Trabalhos Futuros

A fim de maximizar o alcance das idéias apresentadas, procurei neste trabalho manter
a discussao no nivel mais alto de generalidade possivel. Uma conseqiiéncia disso é que
a pesquisa pode ser especializada em inumeras dire¢des. Dentre as possibilidades de tra-
balhos futuros, duas me parecem particularmente promissoras: a derivacdo de garantias
tedricas em relagdo a fatoracao de processos de Markov em separado e a incorporacdo da
fatoracdo estocdstica ao processo de aprendizagem. Essas duas idéias sdo abordadas em
detalhes nas Secoes 5.4.1 € 5.4.2. Na Secdo 5.4.3 discuto brevemente outras possibilida-

des de extensdo da pesquisa.

5.4.1 Garantias tedricas para a fatoracao isolada de um MDP

Em varias passagens deste trabalho eu enfatizei a importancia do Corolério 3.1 como
uma garantia tedrica de desempenho para o algoritmo PISF. Como discutido, a qualidade
das politicas retornadas por esse algoritmo depende unicamente da qualidade da fatoracdo

estocdstica do MDP. Na Sec¢do 5.2.1 afirmei que essa garantia € perdida quando os proces-
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sos de Markov de um MDP sao fatorados isoladamente, como ocorre no algoritmo KBSF.
Isso acontece porque nesse caso as politicas de decisdo sdo definidas nos arquétipos, o
que dificulta uma comparacdo direta com o processo de aprendizagem que ocorreria no

MDP original.

Como nos experimentos realizados neste trabalho o algoritmo KBSF se comportou
melhor do que o PISF, pode-se pensar que essa seja uma questao menos importante. No
entanto, uma andlise mais criteriosa revela que isso ndo € verdade. Quando um algo-
ritmo € bem entendido como o PISF, € possivel estabelecer condi¢des sob as quais ele
se comportaria de maneira 6tima. Uma vez que a configuracdo 6tima seja conhecida,
fica facil identificar e mensurar desvios em relacdo a esse cendrio ideal—e portanto tentar
minimiza-los. No caso do algoritmo PISF, a configuracio ideal corresponde a uma fatora-
¢do estocdstica exata. Assim, o erro de fatora¢do serve como uma medida da “distancia”
em relac@o a configuragao 6tima do algoritmo. Quando os processos M sdo fatorados in-
dividualmente isso ndo ocorre, porque uma fatoracdo exata ndo € garantia de convergéncia

para uma das politicas 6timas de um MDP.

Para ilustrar esta questao, eu realizei uma bateria de experimentos em que 0S processos
de Markov podiam ser fatorados de maneira exata. Para tal, inverti o procedimento que
vinha sendo adotado até aqui: ao invés de determinar as matrizes de desvio e de retorno
a partir de um MDP, obtive este dltimo a partir das duas primeiras. Especificamente, em
cada experimento foram geradas uma matriz de retorno K € R™*I%l e | A| matrizes de
desvio D € RISI*™ A estratégia usada para gerar as matrizes K foi a mesma utilizada
na Se¢do 3.3.2 para construir as matrizes P®. As matrizes de desvio foram geradas de
maneira aleatdria, respeitando, claro, a restri¢do de estocasticidade. Ao lado de cada
matriz K foi gerado um vetor r € R™, também usando a mesma estratégia adotada
na Secdo 3.3.2. A partir desses elementos, fica facil definir os processos de Markov
simplesmente fazendo P* = D?K e r* = D“r para todo a € A. A versao reduzida dos
MDPs foi obtida segundo uma estratégia que ja ndo deve causar surpresas neste ponto do
trabalho: P* = KD® e ¥ = r. A Figura 5.1 mostra a diferenca entre as politicas 7* e 7*

calculadas pelo algoritmo de iteracdo de politica.?

2Note que a falta de correlagio entre Y., e |A| é provavelmente uma conseqiiéncia da estratégia usada
para construir os MDPs, em que uma mesma matriz K e um mesmo vetor r foram usados para gerar todos
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Figura 5.1: Erro na politica de decisdo obtida a partir da fatoracio estocastica de um MDP
em que cada processo de Markov € fatorado isoladamente. Os MDPs foram construidos
como explicado no texto, com |.S| = 100 e m = 20. As matrizes K foram geradas com
¥ = 20,0 = 1en = 0. Os valores se referem a uma média de 50 execucdes do algoritmo
de iteracdo de politica.

Como no cendrio descrito acima a fatoracdo estocastica € exata, o algoritmo PISF con-
vergiria garantidamente para uma das politicas 6timas dos MDPs. Infelizmente, o mesmo
nao ocorre quando os processos IM* sdo fatorados em separado, como fica claro na Fi-
gura 5.1. Nesse caso especificamente a diferenca entre as politica 7" e 7" € pequena, mas
¢ dificil estimar qual seria essa diferenca em MDPs com outras caracteristicas, uma vez
que a fonte do erro ndo € conhecida. Este exemplo mostra a importancia de se estabelecer
limites tedricos que fornecam alguma garantia em relagdo a fatoracao isolada dos proces-
sos M, nos moldes da cota em (3.49). Mesmo se esses limites tivessem pouca utilidade
como uma estimativa de desempenho real, eles pelo menos deixariam claro quais sdo as
varidveis que determinam a qualidade das politicas derivadas dos MDPs reduzidos. Na
minha opinido, a derivagdo de garantias tedricas para a fatoracio isolada de um MDP

constitui um dos passos mais importantes a serem dados na continuidade deste trabalho.

os processos de Markov M“.
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5.4.2 Fatoracao estocastica em tempo real

Para facilitar a andlise tedrica e a avaliacdo empirica da fatoracdo estocdstica, neste
trabalho eu me concentrei no cendrio em que a constru¢do de um modelo reduzido do
MDP ocorre offline, isso é, antes de se iniciar a busca por uma politica de decisdo. Na
pratica, no entanto, pode ser interessante incorporar a fatoragdo ao processo de aprendi-
zagem. Nesse caso a construcdo do modelo ocorreria paralelamente a coleta de dados,
como no esquema mostrado na Figura 2.5. A possibilidade de intervencao mutua entre
esses dois processos € lucrativa para ambos, como discutido na Se¢ao 2.3.4. Por um lado,
a exploracdo do ambiente pode ser feita de uma maneira mais inteligente, com base no
modelo aproximado do MDP; por outro, a prépria constru¢do do modelo se beneficia da

qualidade dos dados que ajudou a gerar.

Esse uso mais eficiente da informagao estenderia as possibilidades de aplicacao da fa-
toragdo estocdstica a problemas de tomada de decisdo de dimensdes maiores. Além disso,
o esquema de aprendizagem descrito acima tornaria possivel que a fatoracio ocorresse em
tempo real, enquanto o agente interagisse com o ambiente. Nesse caso, o desafio seria fi-
xar as dimensdes das matrizes D e K“. Uma id€ia seria utilizar um esquema semelhante
a atribui¢do proporcional para atualizar todas as linhas dessas matrizes a cada transi¢ao.
As multiplicagdes K*D“ poderiam ser calculadas dentro de um cronograma pré-definido
ou disparadas por alguma informacao disponivel em tempo de execucdo. Como nesse
caso o modelo do MDP ¢é sucessivamente refinado, a definicdo dos arquétipos poderia
ser reavaliada esporadicamente, com os recursos sendo gradativamente concentrados nas

regides mais importantes do espaco de estados.

5.4.3 Outras possibilidades de extensao da pesquisa

A pesquisa descrita nesta tese pode ser estendida em vérias outras direcdes além da-
quelas discutidas acima. Abaixo listo cinco possibilidades. Como seré visto, algumas das
idéias levantadas constituem extensdes genuinas do estudo realizado, ao passo que outras

serviriam para preencher lacunas deixadas por este trabalho.
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Posto estocastico: Na Secdo 3.2.1 introduzi o conceito de posto estocdstico de uma ma-
triz, que corresponde ao menor nimero de arquétipos necessdrios para a sua fatora-
cdo exata. No entanto, ndo apresentei uma maneira de se determinar esse nimero.
Da mesma forma que € possivel encontrar uma base vetorial para uma matriz qual-
quer, seria extremamente Util um método para determinar uma “base estocdastica”
de uma matriz, ou seja, um conjunto minimo de arquétipos capaz de representa-la
de forma exata. Note que utilizando esse método um MDP poderia ser facilmente

reduzido a sua dimensao intrinseca (Secdo 5.3.1).

Fatoracio estocastica no espaco markoviano: Existem pelo menos duas vantagens em
realizar a fatoracdio (exata ou aproximada) diretamente em M °l. Em primeiro lu-
gar, a necessidade de uma correspondéncia topoldgica desse espago com o espaco
de estados € removida. Além disso, quando se fatora o MDP em M 151 ¢ possivel
identificar relacdes entre os vetores m; que independem da sua distribui¢io espa-
cial. No entanto, como discutido na Sec¢do 3.3.4, o crescimento superficial do es-
paco M5! torna a fatoragio estocdstica computacionalmente invidvel nesse espago.
Isso €, pelo menos quando se considera os algoritmos que seriam os candidatos na-
turais para a tarefa. O desenvolvimento de métodos especificos ou a modificacao
de algoritmos genéricos que permitissem que a fatoragdo estocdstica fosse realizada

diretamente no espago M| seria uma extensio importante deste trabalho.

Correspondéncia topoldégica: Na Secido 4.2.1 apresentei as relacdes (4.3) e (4.4) como
exemplos de correspondéncias topoldgicas fortes entre os espagos M %l e S. Logo a
seguir, no entanto, afirmei que essas condi¢des raramente se cumprem na pratica, e
a partir daf adotei a no¢ao vaga de uma correspondéncia “razodvel” entre esses dois
espacos. Este assunto claramente requer uma investigacao mais aprofundada. Para
que a fatoracdo estocdstica (e potencialmente outras operacdes) possam ser reali-
zadas de maneira confidvel no espaco de estados, € importante estabelecer no¢des
mais precisas do que seria uma correspondéncia topolégica entre M!°l e S. Uma
outra questdo que merece ser analisada com mais cuidado € o papel da atribuicao
proporcional como um recurso para contornar eventuais inconsisténcias topologicas

entre o espaco de estados e o espago markoviano.
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Definicao dos arquétipos: Neste trabalho eu me concentrei no caso em que os arquéti-
pos sio determinados segundo a sua posi¢do no espaco, seja esse M!Sl ou S. Duas
excecdes sao o algoritmo de Lee e Seung, apresentado na Secdo 3.3.2, e o crité-
rio de “confiabilidade” dos estados, usado na Secdo 4.4.1. E possivel pensar em
outras estratégias para definir os arquétipos a serem usados na fatoracdo estocds-
tica. Uma possibilidade é desenvolver heuristicas baseadas em intui¢do a respeito
do problema. Por exemplo, quando se est4 trabalhando no espaco M %!, pode-se se-
lecionar como arquétipos as linhas das matrizes P* que mais se aproximam de um
vetor deterministico. A idéia € que esses vetores estdo mais proximos dos vértices
do simplex que contém as matrizes P (veja discussdao na Se¢do 3.2.1). Uma outra
idéia é usar conhecimento prévio a respeito de um problema para identificar estados
que sejam representativos da sua dindmica. Por exemplo, em um sistema para o ge-
renciamento de multiplos elevadores, € razodvel esperar que configuracdes em que
todas as unidades encontram-se em andares intermedidrios sejam mais representa-
tivas do que aquelas nas quais um subconjunto dos elevadores estd no primeiro ou

no ultimo andar.

Aplicacao real: Embora eu tenha tentado sempre que possivel embasar as discussdes
com experimentos computacionais, algumas das idéias apresentadas neste trabalho
ndo foram suficientemente testadas, e outras nem mesmo chegaram a ser tentadas na
pratica. Um exemplo neste tltimo grupo que me parece particularmente promissor
€ a aplicacdo do algoritmo PISF a discretizacdo suave realizada pelo KBRL. Uma
investigagdo empirica detalhada significaria um avanco no sentido de entender a
relevancia dos algoritmos propostos na pratica. Particularmente importante seria a
aplicacao da fatoracdo estocdstica a um problema de tomada de decisdo real. Esse
tipo de experiéncia serviria ndo apenas para avaliar o desempenho dos algoritmos
em um cendrio real, como também para destacar deficiéncias que nao aparecem em

experimentos com problemas artificiais de pequeno porte.
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5.5 Consideracoes Finais

Esta tese se aproxima mais de um diério de bordo de uma viagem em curso do que de
um relatério de uma jornada encerrada. Assim sendo, ela traz todas as imperfei¢des ine-
rentes a uma descricdo de uma pesquisa ainda em andamento. Em primeiro lugar, como
uma grande quantidade de assuntos foi discutida, nem todos receberam a atencdo mere-
cida, seja na apresentagdo, seja na pesquisa propriamente dita. Suspeito, inclusive, que
algumas das questdes levantadas podem se tratar de problemas ja abordados na literatura.
Um exemplo: ndo seria de todo surpreendente se, apds o encerramento deste trabalho,
eu encontrasse nas paginas de um livro de algebra linear um algoritmo para determinar o
posto estocdstico de uma matriz. Tampouco seria uma grande surpresa me deparar com
algum resultado da 4rea que permitisse a derivacdo de garantias tedricas para uma fa-
toracdo isolada. Acredito, no entanto, que esses lapsos eventuais ndo afetem de forma

significativa o contetido do trabalho.

Um outro problema em escrever de dentro do trem é que apenas na ultima estacdo
€ que se conhece toda a viagem. Ao tentar organizar idéias e conceitos de uma forma
coerente, adquiri uma visao global da pesquisa que ndo tinha antes da redacdo deste tra-
balho. Se pudesse comecar tudo de novo, faria muita coisa diferente. Mas isso nao chega
a ser um grande problema: encerro com a convic¢do de que esta € uma descri¢do imper-
feita de uma contribuicdo pequena, mas efetiva, para a programac¢do dindmica e para a

aprendizagem por reforco.
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Apéndice A

Convencoes adotadas

Neste apéndice eu descrevo brevemente algumas convencdes usadas no trabalho.

Discurso: Normalmente em textos cientificos opta-se por um discurso impessoal, com
0 uso da terceira pessoa, ou por uma autoria coletiva, quando se adota a primeira
pessoa do plural. Como uma tese de doutorado é, por definicao, um trabalho cien-
tifico de carater mais pessoal, acredito que nesse caso o uso da primeira pessoa do
singular também seja admissivel. Penso inclusive que esse tipo de discurso oferece
algumas vantagens, como por exemplo a possibilidade de diferenciar claramente
hipéteses bem estabelecidas de opinides e andlises pessoais do autor. Ironicamente,
este paragrafo € um bom exemplo nesse sentido. Cumpre enfatizar que a escolha
por essa forma de exposi¢ao ndo significa, de maneira alguma, subestimar a enorme
contribui¢do daqueles que estiveram envolvidos direta ou indiretamente na pesquisa

que culminou neste trabalho.

Lingua estrangeira: Procurei evitar estrangeirismos ao maximo. Em algumas situagoes,
porém, o uso de expressdes em lingua estrangeira me pareceu inevitavel. Um exem-
plo sdo os casos em que nao ha um termo especifico em portugués que traduza uma
idéia de maneira precisa. Nessas situacdes, o uso exclusivo do portugués prejudi-
caria o fluxo do texto. Além disso, optei por conservar as siglas em inglés, a fim de
facilitar a correspondéncia com a literatura internacional. Quando uma nova sigla é

introduzida, a expressdo que lhe deu origem € apresentada em uma nota de rodapé
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identificada pelo simbolo “{”. Os significados das siglas podem ser consultados

sempre que desejado no Indice Remissivo no final do trabalho (pagina 239).

Matematica: Em relagio as expressdes matemadticas, adotei as convengdes normalmente
utilizadas na literatura. Talvez a unica observacdo que se faca necessaria diz res-
peito ao uso de letras em negrito para diferenciar matrizes e vetores de valores
escalares. Especificamente, as matrizes sdo identificadas por letras maidsculas do
alfabeto latino e os vetores por letras mindsculas do mesmo alfabeto. A nao ser
quando especificado o contrdrio, os vetores correspondem as linhas das matrizes.
Assim, dada a matriz P”, o vetor p] € a i-ésima linha dessa matriz, e p;; corres-
ponde ao j-ésimo elemento desse vetor. Os principais simbolos utilizados nesta

tese podem ser encontrados na Lista de Simbolos constante na pagina xviii.



Apéndice B

Simulador do Problema de Equilibrar

Bastoes

O simulador do problema de equilibrar bastdes envolve uma séria de varidveis. A
Tabela B.1 traz uma descri¢ao de cada uma delas, bem como os respectivos valores usados
nos experimentos da Secdo 4.4. Esses valores foram extraidos da tese de Gomez [52], e

correspondem a configuragdo “padrao” do problema.

Nos experimentos com dois bastdes a acdo F' = ON foi excluida do problema, pelos
motivos discutidos no texto. A partir das varidveis mostradas na Tabela B.1 pode-se

definir as equagdes de movimento para b bastdes equilibrados simultaneamente [184, 52]:

5 F = pesen(i) + 350, F
M + Z?:l m;

(B.1)

Y

, 3 241:0;
0, = —— (m cos; + gsentl; + 2 > : (B.2)

onde sgn(z) retorna o sinal de = ou zero caso essa varidvel seja nula. Note que adotei a
[IPS)

notacdo “z” para representar a taxa de variacdo de x. A varidvel F;na equacgdo (B.1) é a

forga efetivamente aplicada no carro pelo -€simo bastao, dada por:

. 1 . 3 2iib;
Fy = —myl;6? sin 0; + ~m; cos 0; Hr + gsent; | .
2 4 mgl;
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Simbolo Descri¢ao Valor
x Posicdo do carro na pista [—2.4,2.4]m
0 Angulo entre o primeiro bastio e o carro [—%, E]rad
) Angulo entre o segundo bastio e o carro [—%, §]rad
a Forga aplicada pelo agente no carro {-10,0,10}N
Iy Comprimento do primeiro bastdao 1m
lo Comprimento do segundo bastdao 0.1m
M Massa do carro 1kg
myq Massa do primeiro bastio 0.1kg
Mo Massa do segundo bastao 0.01kg
e Coeficiente de fric¢do do carro na pista 5x 1074
Hp1 Coeficiente de fric¢do da polia do primeiro bastdo 2 x 1076
Hp2 Coeficiente de fric¢do da polia do segundo bastdio 2 x 1076
g Aceleracdo devido a gravidade 9.8m/s

Tabela B.1: Pardmetros usados no problema de equilibrar bastdes.

De forma similar, 1m; representa a massa efetiva do i-€simo bastao:

3
mi =m; (1 — ZCOSQ 01> .

A integracdo das equacdes (B.1) e (B.2) foi feita pelo método de Runge-Kutta de quarta

ordem com intervalo de 0.02s.



Apéndice C

Experimentos Computacionais Extras

Este apéndice traz o resultado de uma série de experimentos preliminares usados para
determinar a largura dos kernels usados pelos algoritmos no problema de equilibrar si-
multaneamente dois bastdes (Sec¢do 4.4.2). Em todos os casos, a largura 7, foi definida
a partir dos valores de w, mostrados na tabela, como explicado no texto. Sete vizinhos
foram usados como referéncia para determinar a sobreposicdo das fungdes. As Tabe-
las C.1 a C.4 mostram os resultados utilizados para determinar a largura do kernel usado
pelo LSPI nos experimentos em que as transi¢Oes foram coletadas por uma politica de
exploracdo m.. As Tabelas C.5 e C.6 trazem os resultados usados para definir a largura
dos kernels nos experimentos em que as transicdes foram amostradas uniformemente no

espaco de estados X.
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Algoritmo w, Ep.%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
LSPI(17319,50) 0.01 0.00 49.06 448 5 74.08 0
LSPI(17319,50) 0.10 0.00 61.34 308 5 53.10 0
LSPI(17319,50) 0.20 6.17  224.64 3000 5 71527 0
LSPI(17319,50) 0.30  21.73  752.71 3000 5 1237.32 0
LSPI(17319,50) 0.40 7.90 304.54 3000 5 811.86 0
LSPI(17319,50) 0.50 0.00 1948 118 5 19.25 0
LSPI(17319,50) 0.60 0.74 81.27 3000 5 354.07 0
LSPI(17319,50) 0.70 0.00 30.64 287 5 40.84 0
LSPI(17319,50) 0.80  11.11  531.52 3000 S 979.77 0
LSPI(17319,50) 0.90 40.00 1562.37 3000 27 1323.84 20
LSPI(17319,50) 0.95 0.25 218.46 3000 12 293.42 0
LSPI(17319,50) 0.99 0.00 6.59 35 5 4.44 0

Tabela C.1: Resultados obtidos pelo algoritmo LSPI(17319,50) no problema de equilibrar
dois bastdes simultaneamente usando diferentes larguras para o kernel gaussiano. Os
valores correspondem ao nimero médio de passos executados no conjunto de teste pelas

politicas de decisao retornadas em 5 execucdes independentes do algoritmo.

Algoritmo w, Ep.%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
LSPI(17319,100) 0.01 0.00 18.41 1046 5 56.10 0
LSPI(17319,100) 0.10 0.74 118.27 3000 5  336.34 0
LSPI(17319,100) 0.20 0.00 22.75 168 5 24.49 0
LSPI(17319,100) 0.30 0.00 27.74 441 5 44.70 0
LSPI(17319,100) 0.40 0.00 24.60 908 5 54.46 0
LSPI(17319,100) 0.50 0.00  20.97 93 5 19.32 0
LSPI(17319,100) 0.60 0.00 36.90 2341 5 127.28 0
5 0
5 0
9 0
5 0
5 0

LSPI(17319,100) 0.70 0.00 60.56 2543 180.60
LSPI(17319,100) 0.80 0.25 125.93 3000 282.37
LSPI(17319,100) 0.90 0.00 128.14 402 73.80
LSPI(17319,100) 0.95 19.75 714.97 3000 1144.89
LSPI(17319,100) 0.99 0.00 16.23 102 28.36

Tabela C.2: Resultados obtidos pelo algoritmo LSPI(17319,100) no problema de equili-
brar dois bastdes simultaneamente usando diferentes larguras para o kernel gaussiano. Os
valores correspondem ao nimero médio de passos executados no conjunto de teste pelas

politicas de decisao retornadas em 5 execucdes independentes do algoritmo.
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Algoritmo w, Ep.%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
LSPI(17319,150) 0.01 0.00 5137 325 5 73.22 0
LSPI(17319,150) 0.10 0.00 4839 703 5 70.62 0
LSPI(17319,150) 0.20 0.00 27.28 216 5 30.93 0
LSPI(17319,150) 0.30 247 9722 3000 5 463.19 0
LSPI(17319,150) 0.40 0.74 66.62 3000 5  318.02 0
LSPI(17319,150) 0.50 6.67 224.02 3000 5 74345 0
LSPI(17319,150) 0.60 0.00 18.03 95 5 19.87 0
LSPI(17319,150) 0.70 0.00 41.13 144 5 32.71 0
LSPI(17319,150) 0.80 0.00 4277 213 5 45.26 0
LSPI(17319,150) 0.90 0.00 50.20 365 5 64.25 0
LSPI(17319,150) 0.95 18.77 885.64 3000 72 1104.88 0
LSPI(17319,150) 0.99 0.00 5.35 6 5 0.48 0

Tabela C.3: Resultados obtidos pelo algoritmo LSPI(17319,150) no problema de equili-
brar dois bastdes simultaneamente usando diferentes larguras para o kernel gaussiano. Os
valores correspondem ao nimero médio de passos executados no conjunto de teste pelas

politicas de decisdo retornadas em 5 execucdes independentes do algoritmo.

Algoritmo w, Ep.%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
LSPI(17319,200) 0.01 0.00 19.68 187 5 24.05 0
LSPI(17319,200) 0.10 2.47 100.19 3000 5 463.65 0
LSPI(17319,200) 0.20 0.00 4242 505 5 5554 0
LSPI(17319,200) 0.30 0.00 17.85 161 5 18.06 0
LSPI(17319,200) 0.40 0.00 28.93 778 5 51.46 0
LSPI(17319,200) 0.50 0.00 20.06 201 5 2587 0
LSPI(17319,200) 0.60 0.00 40.00 417 5 59.25 0
LSPI(17319,200) 0.70 0.00 37.72 332 5 41.71 0
LSPI(17319,200) 0.80 0.25 46.21 3000 S5 154.57 0
LSPI(17319,200) 0.90 0.00 36.75 146 5 3523 0
LSPI(17319,200) 0.95 0.00 97.15 333 5 74.03 0
LSPI(17319,200) 0.99 0.00 15.49 154 5 2147 0

Tabela C.4: Resultados obtidos pelo algoritmo LSPI(17319,200) no problema de equili-
brar dois bastdes simultaneamente usando diferentes larguras para o kernel gaussiano. Os
valores correspondem ao nimero médio de passos executados no conjunto de teste pelas

politicas de decisao retornadas em 5 execucdes independentes do algoritmo.
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Algoritmo w, Ep.%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
LSPI(20000,100) 0.01 0.00 12.94 40 5 9.15 0
LSPI(20000,100) 0.10 0.00 15.19 115 5 12.88 0
LSPI(20000,100) 0.20 0.00 16.20 90 5 1421 0
LSPI(20000,100) 0.30 0.00 20.11 96 5 1412 0
LSPI(20000,100) 0.40 0.00 11.80 85 5 9.91 0
LSPI(20000,100) 0.50 0.00 21.06 98 5 1644 0
LSPI(20000,100) 0.60 0.00 1741 96 5 16.50 0
5 0
7 0
5 0
5 0
6 0
5 0

LSPI(20000,100) 0.70 0.00 3942 337 34.66
LSPI(20000,100) 0.80 0.00 3591 570 50.28
LSPI(20000,100) 0.90 0.00 9.38 32 8.35
LSPI(20000,100) 0.90 0.00 9.38 32 8.35
LSPI(20000,100) 0.95 1.98 160.59 3000 480.47
LSPI(20000,100) 0.99 0.25 114.20 3000 155.09

Tabela C.5: Resultados obtidos pelo algoritmo LSPI(20000,100) no problema de equili-
brar dois bastdes usando transi¢des amostradas uniformemente no espaco de estados. Os
valores correspondem ao nimero médio de passos executados no conjunto de teste pelas

politicas de decisdo retornadas em 5 execugdes independentes do algoritmo.
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Algoritmo w, Ep.(%) Média Max. Min. DP Exec.(%)
KBSF(20000,100) 0.01 0.00 1154 171 5 16.03
KBSF(20000,100) 0.10 0.00 9.59 43 5 7.29
KBSF(20000,100) 0.20 0.00 24.48 1605 5 87.39
KBSF(20000,100) 0.30 0.00 949 111 5 9.57
5
5
5
5

0
0
0
0
KBSF(20000,100) 0.40 0.00 1552 134 16.19 0
KBSF(20000,100) 0.50 0.00 21.73 267 35.67 0
KBSF(20000,100) 0.60 0.74  83.18 3000 307.05 0
KBSF(20000,100) 0.70 0.25 75.57 3000 158.11 0
KBSF(20000,100) 0.80 0.00 130.02 1048 74 59.09 0
KBSF(20000,100) 0.90 0.00 10237 152 66  20.00 0
KBSF(20000,100) 0.90 0.00 102.37 152 66  20.00 0
KBSF(20000,100) 0.95 0.00 8732 352 41  34.49 0
KBSF(20000,100) 0.99 0.00 34.81 158 9 4289 0

Tabela C.6: Resultados obtidos pelo algoritmo KBSF(20000,100) no problema de equili-
brar dois bastdes usando transi¢des amostradas uniformemente no espaco de estados. Os
valores correspondem ao nimero médio de passos executados no conjunto de teste pelas
politicas de decisdo retornadas em 5 execugdes independentes do algoritmo. O valor de

7% foi calculado com w, = 0.3.
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