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Resumo

Neste trabalho sao apresentadas algumas propostas e aplicacoes, dentro da drea da mecdnica
computacional, no que diz respeito a problemas que envolvem grandes deformagoes de espumas
poliméricas. Entende-se por espumas como um termo genérico que caracteriza diferentes tipos
de sélidos celulares tridimensionais. Quando se trata de materiais celulares, principalmente as
espumas absorvedoras de impacto, ou crushable foams, aparecem em aplicagbes de engenharia
como excelentes absorvedores de energia e possuem uma enorme drea de aplicagao. Outro fator
que desperta o interesse nesse tipo de material é a capacidade de aliar boa resisténcia mecéanica
com baixa densidade podendo essa caracteristica ser explorada em aplicacoes onde a reducao de
peso é uma necessidade.

Assim, é proposto um modelo constitutivo para esse tipo de material, considerando um com-
portamento elastoplastico. A fase eldstica é dada por um modelo de Hencky modificado de
tal forma que o efeito da densidade relativa seja incorporado. Tal medida torna-se importante
devido a grande redugao de volume experimentada nesse tipo de material sob processos com-
pressivos. Ja a fase pldstica ¢ dada por um modelo de plasticidade von Mises nao associativo
modificado, com uma lei de encruamento volumétrica nao-linear onde a evolugao da superficie
de escoamento é controlada pela deformacgao pldstica volumétrica sofrida pelo material.

A formulacao adotada considera uma descri¢do Lagrangeana total, a decomposicdo multi-
plicativa do gradiente de deformacao e que as equagOes constitutivas serdo dadas em termos
da medida logaritmica de deformacao e a tensdo rotacionada de Kirchhoff. O uso deste par
conjugado, definido na chamada configuracao nao tencionada, torna possivel a utilizacao do
mapeamento exponencial que, por sua vez, proporciona o uso dos algoritmos de mapeamento
de retorno para a integracao das equagoes evolutivas no mesmo formato que os utilizados para
pequenas deformagoes.

Este trabalho apresentada uma investigacao da aplicacao do método de elementos finitos
(MEF) e do método de Galerkin livre de elementos (EFG), ambos sob deformagoes finitas, na
simulacao do processo de compactacao de espumas. No escopo do método de Galerkin livre
de elementos a imposi¢ao das condigoes de contorno essenciais como também as condigoes de
contato unilateral com atrito sao feitas aplicando o método do Lagrangeano aumentado.

Alguns resultados numéricos sao apresentados sob a condicao axissimétrica e de estado plano

de deformagoes, de maneira a se avaliar a performance do esquema numérico proposto.

Xiv



Abstract

In this work some propositions and applications in computational mechanics relative to poly-
meric foams are presented, within a finite deformation scope. Here, polymeric foam is a generic
term to describe de behavior of a tridimensional cellular solid. These materials are also named as
crushable foams and are typically used in energy absorption structures, involving a large range of
applications. Other characteristic of these materials is its good mechanical strength associated
with a low density, which can be explored in the development of light weight structures.

A constitutive model is proposed for modelling crushable foam materials assuming an elasto-
plastic behaviour. The elastic response of the material is modelled by Hencky’s model, which
is modified in order to include the dependency of relative density of the polymeric foam, moti-
vated by the large volume reductions experienced by these materials in a compression loading
process. The plastic behaviour of the material is modelled by a modified non associative von
Mises plasticity model that incorporates the influence of the hydrostatic pressure and accounts
for a non-linear isotropic and kinematic hardening law that governs the evolution of the yield
surface.

The problem is formulated within the framework of a total Lagrange description, where
a multiplicative decomposition of the deformation gradient is assumed and the constitutive
relations is gived in terms of the rotated Kirchhoff stress and the logarithm strain measurement.
The advantage of choosing this conjugate stress-strain pair in the formulation of the constitutive
relation, is that it leads to a return mapping whose form is the same as the one derived in the
small deformation plasticity problem.

This work investigates the application of both the Finite element method (FEA) and also the
element-free Galerkin (EFG) method to the simulation of crushable foams compaction processes.
In the element-free Galerkin scope, the imposition of the essential boundary condition and also
of the unilateral contact with friction condition are made by the application of the Augmented
Lagrangian method.

Some numerical results are presented, under axisymmetric and plane strain assumption, in

order to attest the performance of the proposed numerical scheme.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objetivo

Neste trabalho sao propostos modelos constitutivos e métodos computacionais para a andlise de
problemas de grandes deformagoes envolvendo espumas poliméricas. Entende-se por espumas
como um termo genérico que caracteriza diferentes tipos de sélidos celulares tridimensionais.
As espumas poliméricas, ou crushable foams, sdo amplamente utilizadas na engenharia como
absorvedores de energia em problemas de impacto e absorvedores de ruido em problemas de
acustica. Outro fator que desperta o interesse nesse tipo de material é a capacidade de aliar
boa resisténcia mecénica com baixa densidade podendo essa caracteristica ser explorada em
aplicagoes onde a redugao de peso é uma prioridade.

O modelo constitutivo proposto modela a espuma como tendo um comportamento elasto-
plastico o qual ¢ dependente da pressao hidrostdtica. A resposta eldstica é baseada no modelo
de Hencky, o qual é modificado de tal forma a incorporar o efeito da densidade relativa na re-
sposta do corpo. Esta dependéncia da densidade relativa é amplamente comprovada em ensaios
experimentais, em testes de compressao hidrostatica. A resposta pldstica considera um modelo
nao associativo baseado no modelo de plasticidade de von Mises em que ¢é incorporado o efeito
da pressao hidrostatica na resposta do material. O modelo considera uma lei de encruamento
nao-linear tanto isotrépico quanto cinemético em que a evolucao da superficie de escoamento é
controlada pela deformacao pldstica volumétrica sofrida pelo material.

O objetivo do trabalho consiste também em propor um método numérico capaz de simular
problemas de deformacées finitas de espumas poliméricas sujeito as condigoes de contato uni-
lateral com atrito. Neste contexto sao aplicados o método dos elementos finitos e o método
de Galerkin livre de elementos (Element free Galerkin). mais especificamente, o procedimento

considera:

e Uma descrigao Lagrangeana total, para o problema de deformacao finita sujeito a condigoes

de contato unilateral com atrito;

e Uma decomposicao multiplicativa do gradiente da deformacao, em uma parte eldstica e

uma pléstica;
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e Uma relagdo constitutiva em termos da deformagao logaritmica e do tensor de Kirchhoff
rotacionado. O modelo elastoplastico é nao associativo e incorpora a influéncia da pressao

hidrostética;

e Um modelo de contato unilateral com atrito baseado nas hipéteses de Signorini e que

utiliza uma regularizacao da lei de friccao de Coulomb;

e A imposicao das condigoes de contorno essenciais e das condigoes de contato com atrito, no
caso do método de Galerkin livre de elementos, pela aplicagdo do método do Lagrangeano

aumentado.

e A solugao de alguns problemas bésicos visando a validagao dos procedimentos e modelos

propostos neste trabalho.

A fim de orientar o leitor e contextualizar este trabalho de uma forma mais ampla, é apre-
sentado um breve resumo de cada um dos capitulos.

O Capitulo 2 trata-se de uma revisao bibliogrifica da mecénica e termodinadmica dos meios
continuos. Nele, questoes fundamentais sao revisadas de modo a se ter uma base conceitual para
se atacar os problemas propostos no decorrer do trabalho. Dentre eles pode-se citar a cinemética
da deformacao dos corpos onde o entendimento de deformagoes ndo-homogénas e homogéneas
é abordado; os tipos de decomposicao da deformagao, i.e., aditiva e multiplicativa; as leis de
conservacao do momento linear e da energia, algumas medidas de deformacao, o conceito de pares
conjugados tensao deformagao, o problema de valor no contorno em diferentes configuragoes; e
por fim o método do estado local.

O Capitulo 3 trata de maneira generalizada o enfoque de grandes deformagoes. A formu-
lacao apresentada considera uma descricao Lagrangena total, a decomposi¢cao multiplicativa do
gradiente de deformacdo em uma parte pldstica e uma parte eldstica. Ainda, utilizando-se o
conceito de par conjugado, utiliza-se a medida logaritmica de deformacao, também denominada
medida de Hencky, e a tensao rotacionada de Kirchhoff. O uso deste par conjugado torna pos-
sivel a utilizagao do chamado mapeamento exponencial que, por sua vez, proporciona o uso dos
algoritmos de mapeamento de retorno no mesmo formato do que os encontrados na literatura
para problemas de pequenas deformagoes. Ainda, alguns aspectos computacionais sdo abordados
ao final deste capitulo.

O Capitulo 4 se apresenta dentro da mesma formulagao do Capitulo 3, ou seja, descrigao
Lagrangena total, a decomposicao multiplicativa do gradiente de deformacao e o uso do mesmo
par conjugado de modo a se utilizar o mesmo mapeamento do tipo exponencial. Porém o
material tratado nesse capitulo trata-se dos sélidos celulares, o qual se apresenta em diferentes
configuracoes quanto se trata da disposicao geométrica de suas estruturas. Propoe-se entao
um modelo elastopldstico o qual também considera uma fase eldstica, hipereldstica, e outra
pléstica do tipo Jo. Porém a lei constitutiva hipereldstica leva em consideragao a dependéncia
da densidade relativa, acrescentando dessa forma mais uma nao-linearidade a ser considerada. O
modelo para esse tipo de material, também adota uma lei de encruamento volumétrico, motivada
nos estudos de estruturas em espuma, as quais apresentam respostas diferentes para compressao

e tracdo. Alguns exemplos utilizando o método de elementos finitos (MEF) sao apresentados.
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O método de Galerkin livre de elementos (EFG) é apresentado no Capitulo 5, sendo explo-
rado principalmente a construcao das funcées de forma a partir do método de minimos quadrados
moveis (MLSA). Também neste capitulo é abordada a definigdo das fung¢des peso bem como a
definicao de como se apresentam os novos espagos de aproximacao quando se utiliza o EFG.
Ainda é apresentada a maneira adotada para se impor as condigoes de contorno essenciais do
problema de valor no contorno.

Por fim no Capitulo 6 é apresentada a formulagao de contato e atrito. Tal formulagao é
implementada visando a simulag@o de processos onde o obstaculo seja um corpo indeformével,
i.e., hipétese de Signorini, sendo este ainda composto apenas pela uniao de segmentos de reta. A
implementacao do contato é feita dentro do enfoque de deformagdes finitas apresentado no Capi-
tulo 3 e os exemplos levam em consideragao o modelo para espumas poliméricas j& apresentado
no Capitulo 4, resolvidos pelo método de Galerkin livre de elementos.

Alguns detalhes referentes a implementacgao e algumas caracteristicas do modelo constitutivo

sao encontrados nos apéndices.

1.2 Materiais celulares

Quando se trata de materiais celulares, principalmente as espumas absorvedoras de impacto,
ou crushable foams, aparecem em aplicagOes de engenharia como excelentes absorvedores de
energia e possuem uma enorme area de aplicagdo, podendo-se citar entre outras dreas a industria
automotiva, induistria de componentes aeroespaciais, indistria de embalagens e a de construcao
civil. Em todas essas dreas, critérios de seguranca a cada dia mais rigorosos devem ser atendidos.
Nas industrias de embalagens e transporte nota-se um permanente esfor¢o na reducao dos custos
de producao, isso inclui custos e cuidados com a embalagem e o transporte, porém mantendo-se
sempre a integridade do produto. Um outro fator que desperta o interesse nesse tipo de material
é a capacidade de aliar boa resisténcia mecénica com baixa densidade podendo essa caracteristica

ser explorada em aplicagoes onde a redugao de peso é uma necessidade.

1.2.1 O sdlido celular

Um sélido celular trata-se de um material constituido por uma rede interconectada de suportes
sélidos os quais formam as bordas e placas que constituem as paredes das células. Tipicamente
esse tipo de material pode ser classificado em trés configuragoes quanto a disposicao geométrica
de sua estrutura. A configuragio mais simples é composta por uma disposi¢ao bidimensional de
poligonos de modo a se preencher uma drea plana, como exemplo células hexagonais similares
as produzidas pelas abelhas. Por essa razao esse tipo de configuracdo é comumente chamada

1 nas quais células

de honeycombs, ver Fig. 1.1. A configuracdo mais comum sdo as espumas
poliédricas preenchem um espago tridimensional. Entende-se espuma como um termo genérico
para qualquer tipo de material que apresenta essa configuracao independentemente da origem

do material. As espumas podem ser tanto de origem natural, como madeiras, corticas e corais;

'Do inglés foam.
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como as de origem manufaturada como espumas poliméricas, espumas metélicas, espumas em
ceramica ou vidro.

Se o sélido da qual a espuma ¢é feita for composto apenas por bordas conectadas entre si, isto
é, sem faces, a espuma é dita como sendo de célula aberta como exemplo os materiais mostrados
nas Figs. 1.2, 1.4, 1.5, 1.7, 1.8 e 1.9. Caso contrério, se as faces também forem sélidas, a espuma
¢é dita como sendo de célula fechada, como materiais mostrados nas Figs. 1.3 e 1.6. Ainda,
algumas espumas sao compostas parcialmente por células abertas e parcialmente por células
fechadas. Dessa forma a geometria e as caracteristicas das células sao de grande importancia na
andlise desse tipo de material.

O teor de células fechadas afeta diversas propriedades fisicas importantes como a condutivi-
dade térmica, permeabilidade ao vapor d’dgua e absorcdo de dgua. A estrutura celular, bem
como a formagao de células transversas, tamanho das células e distribuicao de tamanhos, in-
fluencia significativamente as propriedades das espumas. Uma estimativa do nimero de células
por unidade de comprimento pode ser feita com o uso de um microscépio. Para a caracteriza-
cao da anisotropia da espuma sao medidos os valores paralelos e perpendiculares ao sentido da
espumagao. Uma melhor visao do interior da estrutura celular é obtida com o emprego da micro-
scopia de varredura eletrénica que reproduz as relacoes tridimensionais das células transversas

e membranas celulares.

e
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Figura 1.1: Materiais celulares bidimensionais: (a) colméia em aluminio; (b) colméia em papel
com resina fendlica; (c¢) colméia cerdmica com células quadradas; (d) colméia cerdmica com
células triangulares. GIBSON & ASHBY (1997).
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Figura 1.2: Espuma em poliuretano com células abertas. (© DoITPoMS Micrograph Library,
University of Cambridge).

Figura 1.3: Espuma em aluminio com células fechadas. (© DoITPoMS Micrograph Library,
University of Cambridge).

1.2.2 A densidade relativa

Os materiais celulares sao caracterizados pela sua densidade relativa p* = p/p,, e pelas suas
propriedades. O termo densidade relativa, ou aparente, é usado para os materiais celulares
devido ao fato de sua densidade ser calculada com o volume do material expandido e ndo somente
o volume do polimero sélido (ASTM D 792). Assim p é a densidade do material celular e p,,
a densidade do sélido da qual as paredes da célula sao feitas. Espumas especiais de baixissima

densidade relativa podem ser produzidas, com valores da ordem de 0,001. Espumas poliméricas
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convencionais, como exemplo as utilizadas em revestimentos e embalagens, possuem densidade
relativas na ordem de 0,05 a 0,20; corticas em torno de 0,14 e madeira na ordem de 0,15
4 0,40. A medida que a densidade relativa cresce as paredes da célula aumentam e o espaco
poroso diminui. O valor de densidade relativa 0, 3 é considerado um valor de transigdo. Materiais
celulares sao considerados tais que seu valor de densidade relativa seja inferior a 0, 3. Materiais

com valores superiores a 0,3 sao considerados como sélidos contendo poros isolados.

1.2.3 Tipos de espumas

Quase todo material pode ser produzido na forma de espuma, porém os polimeros sao os mais
utilizados. Contudo, metais, cerdmicas, vidros e alguns compdsitos podem ser fabricados de

forma celular.

Espumas Poliméricas

Espumas poliméricas tratam-se de espumas sélidas, podendo ser flexiveis ou rigidas, produzidas
a partir de materiais poliméricos. Como ja dito, tém aplica¢oes industriais como na embalagem
de produtos frageis, onde sao utilizadas como material absorvedor de impacto. Podem ainda
serem aplicadas como isolante térmico e/ou acustico, e no caso de polimero rigido podem ser
utilizadas em sistemas de filtracdo. As desvantagens das espumas poliméricas estao relacionadas

a baixa estabilidade térmica e quimica, o que limita as dreas de aplicacao desses materiais.

160 um

Figura 1.4: Espuma em Poliuretano com células abertas. (© DoITPoMS Micrograph Library,
University of Cambridge).

Espumas Metalicas

As primeiras espumas metédlicas foram fabricadas a mais de quarenta anos e atualmente sdo
utilizados trés processos bdsicos para sua producao: fusao, sinterizacao de pés metédlicos e de-
posicao de vapores metdlicos. Uma das técnicas mais utilizadas ¢é a dissolugao de géds hidrogénio

em metal fundido, onde a micro estrutura é controlada a partir do processo de resfriamento
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e solidificacao do material. Os materiais mais utilizados na produgao de espumas metdlicas
sao aluminio, cobre, estanho, ferro, niquel, titdnio e zinco. Sao utilizadas em absorvedores de

impacto, em processos de filtragdo como catalisadores e ainda em dissipadores de calor.

Figura 1.5: Espuma em aluminio com células abertas. ((© DolITPoMS Micrograph Library,
University of Cambridge).

Figura 1.6: Espuma em aluminio com células fechadas e abertas, produzida por injecao de gés.
(© DoITPoMS Micrograph Library, University of Cambridge).
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Figura 1.7: Espuma em aluminio com células abertas, produzida por sal sinterizado infiltrado.
(© DoITPoMS Micrograph Library, University of Cambridge).

Espumas Ceramicas

Pode-se definir espumas cerdmicas como sendo o material sélido cerdmico, contendo cavidades
de ar dispersas em suas estruturas possuindo uma elevada porosidade. Esses materiais pos-
suem como caracteristicas bdsicas a baixa densidade, como também uma baixa condutividade
térmica e acustica inferiores aos materiais ceramicos convencionais. Sao produzidas utilizando-
se uma grande variedade de materiais ceramicos, porém 6xidos e nao-oxidos sao considerados
os grandes potenciais em aplicacbes. As estruturas normalmente encontradas nesse tipo de
espuma, apresentam células abertas, interconectadas com células vizinhas através de grandes
canais. Atualmente tem crescido o interesse pelas aplicagbes desse tipo de espumas em isola-
mentos térmicos, assim como em filtros refratdarios para purificacdo de metais fundidos, filtros

catalisadores e em componentes de aplicacao biomédica.

1.2.4 Propriedades fisicas

Os sdlidos celulares possuem propriedades fisicas, mecénicas e térmicas as quais sao mensu-
radas seguindo os mesmos métodos utilizados para os sélidos completamente densos. A Fig.
1.10 mostra algumas faixas de trés propriedades: mdédulo de Young, densidade e esforgo em

compressao.
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Figura 1.8: Espuma cerdmica em Alumina. (© IPTME - Loughborough University)

-l
100 um

Figura 1.9: Espuma em Carbono. ROY & CAMPING (2003).
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(a) MODULO DE YOUNG

(b) DENSIDADE
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Figura 1.10: Algumas propriedades dos sélidos celulares.

1.2.5 Propriedades mecéanicas

Em uma fase de desenvolvimento de produto onde o comportamento desses materiais é simu-
lado, diversas analises numéricas sao realizadas, porém muitas vezes os modelos constitutivos
utilizados em programas comerciais nao respondem de maneira adequada em aplicagbes onde a
espuma esta sujeita & grandes deformacoes. A sensibilidade a taxa de deformacdo é observada
em SONG et al. (2004) e implica na necessidade de um modelo material sensivel a taxa de de-
formagao. GILCHRIS & MILLS (2001) em seus estudos constataram que os resultados obtidos
utilizando-se modelos materiais de programas comerciais para o poliestireno de baixa densidade,
diferem dos dados experimentais, especialmente quando as amostras foram sujeitas & grandes
deformagdes, principalmente para carregamentos de tragao e cisalhamento. HANSSEN et al.
(2001) formularam um programa de validagdo de nove modelos constitutivos para espumas em
aluminio, incluindo modelos implementados em softwares comercias, e quando comparados com
os resultados experimentais, nenhum dos modelos foi capaz de ser representativo de maneira a se
ter uma precisao convincente para todos os casos de carregamento. Uma razao muito provéavel
para isto é que nenhum deles considera os mecanismos de falha local e/ou global simultanea-
mente.

Curvas experimentais tipicas para uma espuma polimérica sob compressao sao apresentadas
na Fig. 1.11, de maneira esquemadtica. Trés regimes de comportamento podem ser identificados.
Em um primeiro instante um regime elédstico linear, com niveis de tensao relativamente baixos,
devido a flexao das paredes celulares, seguido por um longo platod de colapso e por fim um regime

de encruamento devido a um processo de densificagao do material, onde o nivel de tensoes cresce
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bruscamente.
T
Espuma Elastomérica | Espuma Elastomérica
Compresséo ! Tragédo
|
o) | o)
o Densificagéo i o
lg } lg
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O -———- i
Platé (Flambagem Elastica) i E*
|
Elasticidade Linear (Flexzo) i Elasticidade Linear (Flexao)
|
Deformagao, & &o Deformagéo, &
Espuma Elasto-plastica 1 Espuma Elasto-plastica
Compress&o ! Tragdo
e} i o
o Densificaggo ! o
AT ! (0]
2] | 7] Alinhamento das
(ICJ i ‘G:J paredes celulares
[ ! [
Op - i Cn - .
Platd (Escoamento Plastico) ! Escoamento Pléstico
1 E'
Elasticidade Linear (Flex&o) i Elasticidade Linear (Flex&o)
Deformagao, & &o Deformagao, &
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|
b | b
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Gor|————— ! S Fratura
Platd (Colapso Fragil) ! E*
|
Elasticidade Linear (Flexao) i Elasticidade Linear (Flexao)
Deformacéo, ¢ €0 Deformagéo, ¢

Figura 1.11: Representagao esquemdtica para o comportamento de espumas sujeitas a carrega-
mentos de compressao e tragao.

Os mecanismos associados ao platd de colapso sao diferentes visto que sao dependentes das
propriedades das paredes das células do material. Para espumas flexiveis esse plato é atribuido a
flambagem eldstica das paredes celulares. Para espumas rigidas e frégeis, o escoamento pldstico
e a fratura fragil sao os principais mecanismos de falha, respectivamente. Por outro lado, sob
tragao, o comportamento das espumas, logo apés o regime eldstico é controlado pelo alinhamento
das células na direcao do carregamento e a curva tensao-deformacao é finalmente truncada pela
fratura ductil ou fragil, conforme mostrado na Fig. 1.11.

A sensibilidade a taxa de deformacao, & pressdo hidrostdtica e aos efeitos de variagdo de
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temperatura sdo importantes aspectos a serem considerados nas aplicacées de espumas. As
caracteristicas da microestrutura como exemplo a configuragao celular, o tamanho da célula e a
espessura das paredes entre outras, conduzem a uma maior complexidade na caracterizacao das
propriedades materiais das espumas, GIBSON & ASHBY (1988).

|
s

I LA
7
A
open cell face
e L#

X,. 0,

G

cell edge

D

P,

Figura 1.12: Modelo mecénico tridimensional de uma célula aberta cibica sob um estado de
tensoes triaxial, GIBSON & ASHBY (1988).

i) (a)

i

Figura 1.13: Modelo mecanico de um célula fechada. (a) configuracao inicial; (b) configuragao
deformada. DI LANDRO et al. (2001).



Capitulo 2

Mecanica e Termodinamica dos

Meilos Continuos

2.1 Introducao

Este capitulo tem como objetivo apresentar conceitos bdsicos das teorias utilizadas para modelar
os fenomenos de deformacao e de ruptura de um meio continuo. Para tal modelamento faz-se uso
de simulagoes numéricas, as quais exigem um conhecimento minimo de modelos matematicos e
métodos numéricos envolvidos no processo de resolugao. Assim, a mecanica dos meios continuos
trata-se da base conceitual para a modelagem do comportamento de sélidos submetidos a solic-
itacOes mecanicas, resultando em um conjunto de equagoes diferenciais cuja solugao, em geral,
é obtida numericamente. O texto deste capitulo estd baseado principalmente nos trabalhos de
MALVERN (1969), LUBLINER(1990) e LEMAITRE(1992).

Nesse capitulo é também apresentado o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Idealizado
por D’Alembert (1750), o PTV obteve utilizacao sistemdtica somente a partir de 1970 devido
ao desenvolvimento dos métodos variacionais e da anslise funcional. Através do PTV e da
escolha de um conjunto de movimentos virtuais compativeis com o corpo em andlise obtém-se
uma defini¢do coerente das deformacées, das equacoes de equilibrio de forgas e das condicoes de
contorno apropriadas.

A fim de introduzir as varidveis utilizadas na caracterizacao dos fendmenos estudados, utiliza-
se o enfoque da termodinadmica dos processos irreversiveis. A escolha de Potenciais Termod-
mdmicos e a utilizagdo do Método do Estado Local permite a definicdo das varidveis associadas
a partir das varidveis de estado, observdveis e internas, escolhidas em func¢do dos fenémenos
que se deseja modelar, conduzindo naturalmente as equagoes de estado. O pseudo potencial de
dissipacao fornece as leis complementares ou leis de evolug@o necessédrias para a descricdo dos

processos irreversiveis considerados.

13
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2.2 Cinemédtica da deformacao de particulas

A cinemdtica trata-se do estudo do movimento, sem considerar as forgas que o produz. Com
intuito de se estudar a cinemstica de deformacao de um corpo’ pode-se estudar individualmente
o movimento de uma particula pertencente a este corpo, visto que as deformacoes dependem da

relagao de vizinhanca entre cada particula do corpo.

2.2.1 Corpos e suas configuracoes

Um corpo pode ser considerado como sendo um conjunto de particulas, e que pode ser visualizado
através de sua configuracao, ou seja, a regiao ocupada em M3 pelas particulas no instante
considerado.

Seja 2B o corpo considerado, onde {2, denota o dominio do corpo, i.e., a regiao ocupada pelo
corpo em t = 0 e ) a regido ocupada em um instante ¢ qualquer, conforme mostrado na Fig.
2.1. Note que o corpo consiste sempre das mesmas particulas, sua configuracao é que varia com

o tempo.

2 u(X,t)

Q, Q

Pd
B

Figura 2.1: Configuracao do Corpo *B.

Seja P uma particula de 8. Para se determinar o movimento deste corpo é necessério
acompanhar a trajetéria de cada uma de suas particulas. Com objetivo de identificar cada
particula P de ‘B, define-se uma configuragao de referéncia que associa a cada particula a sua

posi¢ao ocupada nessa configuragao, como mostra a Fig. 2.2.

B

Figura 2.2: Configuracao de Referéncia.

"Daqui em diante considera-se que toda vez que citada a palavra corpo, este trata-se de um corpo continuo.
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2.2.2 Movimento e Deformagao do corpo B

O movimento do corpo B é descrito pelo vetor posicao & = ¢ ()Z ,t) do ponto, ocupado por

cada particula P de ‘B, a cada instante de tempo t.
i=p(Xt)=¢ (X). (2.1)

Uma vez que essa funcao vetorial descreve como o corpo 8 muda ou deforma de uma con-
figuracao para outra, ela entdo é denotada como funcdao deformacao.

Considerando um dado instante t fixo, se a posigao X de uma particula P na configuragao
de referéncia €, é especificada, entdao Eq.(2.1) fornece a posi¢ao & de P em ;. Assim, tem-se

que

Q=9 (Qm t) = Py (Qo) : (2'2)

Sendo P uma particula de B que ocupa a posigao X em Q, (fixa), a trajetéria da particula
P a0 longo do tempo é dada pela Eq.(2.1), onde & representa o lugar geométrico ocupado pela
particula P no instante t.

Assim surgem duas formas clédssicas de descricao do movimento de um corpo. A descrigao
material ou Lagrangeana e a descricao espacial ou Euleriana. A descrigdo material trata do
movimento/deformagao na qual a posi¢ao X de uma particula P em €2, é uma varigvel indepen-
dente. Assume-se que o mapeamento T = ¢, <)? ), para cada ¢, é um para um, i.e., para cada t,

o mapeamento inverso existe e é denotado por ¢, ! (). Assim,

—

X =g (@. (2.3)

J4 na descri¢@o espacial do movimento/deformagao a posigao &, de uma particula P em 2,

é que é uma variavel independente. Desta forma
7 (&,t) :17(% (X')t) :V()?,t> (2.4)

% (X't) =V (o, (&) ,8) =T (&1). (2.5)

Apés descrito a cinemédtica do movimento do corpo € necessario ainda estabelecer sua cin-

emética de deformagao.

2.2.3 Cinemsdtica da deformagao de um corpo

"Diz-se que um corpo sofre um deslocamento de corpo rigido, se a distdncia entre todas as suas
particulas nao sofre mudanga, do contrério o corpo ¢ dito deformado.", LUBLINER (1990). O
mecanismo de deformacao pode ocorrer de vérias formas, podendo ser dada por deformacao ho-
mogénea ou nao-homégenea. A Fig. 2.3 abaixo mostra como se d4 o mapeamento de deformagao
nao-homgénea, entretanto para deformacao homogénea pode-se fazer o mesmo por analogia, mas

somente o mapeamento do ponto P.
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QO - \\ %
dx Q,
P
P
X z de
X+dX Q
z+dzx

Figura 2.3: Cinemética genérica para a deformagao de um corpo 5.

Deformacao Nao Homogénea

Considere um movimento genérico, conforme ilustrado na Fig. 2.3, e um conjunto de particulas
P e @ do corpo B onde X e X + dX sio os vetores posicao de P e () respectivamente, na
configuracao de referéncia. Na configuracdo atual, P e ) ocupam as posi¢coes & e & + d&

respectivamente. Agora para as particulas P e @, tem-se a partir da Eq.(2.2) que

E+ da?ch(ff+d)?,t>. (2.6)

Assumindo que, para cada t, o mapeamento ¢, (-) é suave, pode-se entao expandir a Eq.(2.2)

em uma série de Taylor e obter-se

x; +dx; = @, <X,t> + WCLX]‘ +0 (dXJZ) (2.7)
J
no qual
@ =0. (2.8)

im

Subtraindo-se a Eq.(2.7) da Eq.(2.1), e negligenciando os termos de ordem superior, obtém-se

i = ———2dX,, 2.
dx 5 dX; (2.9)
que pode ser escrito na forma compacta
d7 = F (X‘t) X, (2.10)
em que
F <X, t) N 2.11
ij 0X; ( )
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ou
F (X‘t) =V, (X') , (2.12)
O determinante do gradiente da deformacao, det(F'), também conhecido como Jacobiano da

deformacao J, representa localmente, a relacao entre o volume atual V; e o volume inicial V,

ie.,

J = det(F) = % (2.13)

Quando o Jacobiano da deformacao é igual a 1, a deformagao é denominada isocdérica, indi-
cando que ocorreu deformacéo & volume constante.

Deformagao Homogénea

Um corpo é sujeito a uma deformagao homogénea se o mapeamento da deformagao tem a seguinte

forma:

—

i =pX,t)=[F@t)X (2.14)

Note que o mapeamento da deformacgao neste caso é dado por uma fungao linear. O tensor
[F(t)] ¢ uma funcao somente de ¢t. Na forma de componentes, pode-se escrever o mapeamento

na forma,

Como a relagao do mapeamento da deformagao é bijetiva e sobrejetiva, admite inversa. Entao
a equagao linear Eq.(2.16) tem solucado
X =[F()] 'z (2.16)

Assim, [F(¢)] nao é singular e tem-se que o determinante de F ¢ diferente de zero, i.e., det [F(t)] #

Decomposicao da Deformacgao

A deformagao pode ser decomposta como sendo a composi¢cao de uma deformagao pura seguida
de uma rotacao pura. A rotacdo pura ocorre quando cada linha de um elemento do corpo néao
sofre alteragdo em seu tamanho, somente uma alteragao na sua orientacao, como mostra a Fig.
2.4.
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s
C

~
L

<
<

Figura 2.4: Rotagao pura.

O movimento/deformagao representando uma rotagao pura tem a seguinte forma:
7= [R(t)]X (2.17)
ou
€Tr; — Rinj s (2.18)

onde R = R(¢) ndo depende de X e é tal que
[RI"[R] = [RI[R]" = [I. (2.19)

Note que det|R] = +1, quando det[R] = 1 a rotagao é dita ser prépria. No caso em que
det[R] = —1 temos uma reflexao, i.e., a deformacdo nao representa uma rotagao pura.

Ja a deformacao pura, ocorre quando existem linhas de elemento do corpo que sofrem alter-
agao em seu tamanho, sem que ocorra uma alteracao em sua orientagdo, como mostra a Fig.
2.5.

yan
W

Figura 2.5: Deformagao pura.

Um movimento/deformacao homogénea é pura quando tem a seguinte forma.

Z=[U@)]X (2.20)
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€Tr; = Ul'ij s (2.21)

em que U = U(t) ndo depende de X, e é tal que :
U] =[um’. (2.22)

Note que, como U é simétrico, U ¢é diagonalizdvel e, como det[F] > 0, det(U) > 0. Esta forma
de mapeamento da deformacao tem a propriedade de que se existe uma linha de elementos D em

Q, a qual é estirada mas nao rotacionada dentro do estado d na configuracao atual €2, tem-se

d=[U]D = AD (2.23)
[UJD = AID (2.24)
0 = ([Ul-A1)D

sendo D é o vetor préprio e A o valor préprio. Logo, os elementos da linha D na direcao de um

vetor préprio sao estendidos de A e nao sofrem rotagao.

Decomposicao Polar da Deformacao

Uma deformagao genérica pode ser decomposta por uma deformagao/estiramento puro seguida
de uma rotagdo pura,
F=RU (2.25)

ou uma rotagao pura seguida de uma deformagao/estiramento puro
F=VR (2.26)

na qual R é o tensor rotacao; U e V sdo os tensores elongacoes (estiramentos) direito e esquerdo
respectivamente.

A nocao de superposicao de uma rotagdo e um estiramento como usado em elasticidade linear
nao é usada em problemas de grandes deformagoes. Em pequenas deformagoes, as deformagoes
sao combinadas por adicdo, i.e., tem-se uma decomposicao aditiva. Em grandes deformacoes,
duas deformactes devem ser combinadas seqiiencialmente por composicao, i.e., tem-se uma de-
composicao multiplicativa.

Do teorema da decomposicao polar no qual os tensores U e V sao calculados a partir dos

tensores C e B chamados tensores deformacao de Cauchy-Green direito e esquerdo, tem-se:

C = U’=FTF (2.27)
B = V2=FF"
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Entretanto, ja que ¢, () é invertivel e suave, pode-se escrever
dX =F(z,t) " dz,

em que

ou na forma compacta

Nota-se que

Entretanto, para cada t,

U(Z+dE,t) = U(Zt)+ Vv (,t)dT+ O (dz?)
= T(&,t)+dv(Z1).

Negligenciando os termos de ordem superior, O, tem-se

Define-se entao a funcao L (Z, t)
L (Z,t) = VzU (Z,1),

pode-se entao escrever
dv = LdZ.

Igualando as Eqs.(2.35) e (2.31) e usando a Eq.(2.28), deriva-se
di = Ld7 = FF d#

i.e.
[L - FF_l] dz = 0.

Sabendo que a Eq.(2.37) deve ser respeitada para todo dZ, finalmente obtém-se

ou a forma equivalente,

20

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

na qual F é a taza de variacao do gradiente da deformacao e L o gradiente espacial do campo

de velocidades.
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2.3 Leis de conservagao

2.3.1 Conservagao da massa

A massa do corpo B ¢é dada, na configuracao inicial, como

Mo = /Q o, (X’) A2, (2.40)

e, na configuracao atual como sendo

my = / o (7,1) . (2.41)
Q

Admitindo que a massa ¢é conservada pode-se escrever que m, = My, i.e.,

/Q Lo (X') dQ, = /Q p(Z,t) d. (2.42)

Todavia, do calculo integral, para uma mudanca de varidvel, da forma, ¥ = ¢, ()Z' ), e seguindo
a Eq.(2.13), obtém-se
Ay = J (X’t) dQ,. (2.43)

Como resultado, da Eq.(2.41), deriva-se

/Qt p(Z,t)dQYy = /QO p (Lpt (X) ,t) J ()?,t) dQp. (2.44)

Substituindo a Eq.(2.44) na Eq.(2.42), e isolando os termos, obtém-se

/Q Py (X’) —p (gpt ()Z) ,t) J (X’t) dQ, = 0. (2.45)

Como {2, ¢é arbitrario
Po <X> =p <<pt (X) ,t) J <)?,t> , VX € Q, e tempo ¢. (2.46)

2.3.2 Conservagao do Momento Linear

A resultante das forgas atuando num corpo B num instante de tempo ¢ é igual a taxa de
variagdo do momento linear no mesmo instante. O mesmo se estende para os momentos atuantes
com relacdo & conservagdo do momento angular. Ante, a descricao das leis de conservagdo do
momento, cabe atentar para a definicdo de tensdo devido ao fato de que as forcas internas de
um corpo serem apresentadas em funcao da tensao.

Sabe-se intuitivamente que forgas aplicadas na superficie de um meio sao transmitidas de
alguma maneira através desse meio. A questdo é de que maneira essas forgas sdo transmitidas.
Usando o conceito de tensao esta acao pode ser perfeitamente entendida. Deste modo, se a

distribuicao de tensao em um meio é conhecida, pode-se perfeitamente descrever a maneira pela



CAPITULO 2. MECANICA E TERMODINAMICA DOS MEIOS CONTINUOS 22

qual a forga é transmitida através do meio. Assim, a tensao em um ponto é definida por

dF
o= lim — 2.47
sA—0dA ( )
em que dA é um elemento de drea, entorno de um ponto P, sobre a qual atua a forca dF como
indicado na Fig. 2.6. Como P estd definido na configuracao atual, o é o tensor tensao de

Cauchy.
dF

t(z,t)

]

b(z,t)

Figura 2.6: Superficie de tragao e forcas em ‘B.

Agora assim pode-se entao descrever as forgas atuantes no corpo. Tem-se entao as for¢as de

corpo, b (Z,t), expressas por unidade de massa,
/ o (7. 0) T (2 4) A (2.48)
Q¢

e as forcas de superficie, t (¥,t,7), provenientes de tragoes prescritas no contorno e das reagoes

nos apoios, assim tem-se

t(Z,t,7) = o (Z,t) 7 (Z,t) (2.49)
com
/ F(@ 1) dA, = / o (7,8) 71 (#.4) dA,. (2.50)
aﬂt aﬂt
Com as defini¢bes acima, a conservagao do momento linear pode ser escrita como
N SN d .
/ p (Z,t)b(Z,t)dQy +/ o (Z,t)n(Zt)dAr = — | p(@,t) Z(Z,t)d. (2.51)
o o9 dt Jo,

Todavia, fazendo uso do Teorema da Divergéncia, deriva-se:

/ o (7,4) 7 (,8) dA, / div o (7,1)] d. (2.52)
o0 Q

Agora, substituindo a Eq.(2.52) na Eq.(2.51), obtém-se

/ p(F,1) B(@1) dy + / div o (7,8)] dy — & / p(7,8) T (1) d. (2.53)
Q Q dt Jo,
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Porém,

d ; d ; d ;
— rdQy = — tJdQ, = — rdQ),
7 /Qt PLTdSY it Jo, pxJd 7 /Qo Poxd

= /po.%'dQO:/ p..f'th.
Qo Q

Como conseqiiéncia,

/ [p l_)’—i—dz'v[a]—pi."} dQy = 0.
Q¢

Agora, sabendo que €); é arbitrario, finalmente obtém-se a equagdo de movimento:

div [o] + pb = pf para VZ € {}; e tempo t.

2.3.3 Primeiro e Segundo tensor de Piola-Kirchhoff

23

(2.54)

(2.55)

(2.56)

A equacao de equilibrio de movimento, Eq.(2.56), é definida na configuragao de atual, i.e., em €.

Esta equacao de equilibrio pode ser descrita de maneira andloga na configuracao de referéncia,

usando o primeiro e o segundo tensor de Piola-Kirchhoff.

Considere dF como sendo a forca que atua no elemento de drea deformado dA; no tempo t,

ou seja na configuragao atual. O primeiro tensor tensao de Piola- Kirchhoff, P, expressa a forca

dF porém por unidade de drea nao deformada dA,, sendo expresso em termos da normal N de

dA, em X, ou seja, na configuragao de referéncia, conforme mostra a Fig. 2.7.

Assim,

A dF
dF
‘ N
dA,
n
dA¢
X L
L Q,

Figura 2.7: Representagao da mesma forga dF nas diferentes configuracoes.

dF = P N dA, = o i dA;.

—

(2.57)

O segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff, S, denota a forca dF relacionada com a forca

dF da mesma maneira que o vetor material dX em X é relacionado pela deformagao de modo
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a ser correspondente ao vetor espacial dZ em z, i.e.,

- -
dF = F71dF. (2.58)
Assim,
- -
S N dA, = dF. (2.59)
Contudo,
SN dA,=F 'dF =F'P N dA, (2.60)
i.e.
[S—F'P| N dA, =0, (2.61)

o qual deve se conservar para qualquer direcao N dA,. Entao

S=F'p (2.62)
ou

P =FS. (2.63)

Utilizando a relagao entre os vetores normais, nas configuracoes atual e de referéncia, dada
pela relagao de dreas
it dA; = det [F] F~TN dA,, (2.64)

pode-se entao relacionar o primeiro e o segundo tensor tensao de Piola-Kirchhoff com o tensor
tensao de Cauchy, assim
S N dA, = det [F] F'oF TN dA, (2.65)

i.e.

[S —det [F] F'oF | N dA, =0. (2.66)

Sabendo que o resultado acima deve se conservar para qualquer dire¢ao IV, pode-se entao concluir

que
S =det[F] FloF T (2.67)
ou 1
= F S FT. 2.
o= 7 S (2.68)

Por outro lado, dF = P N dA, = o 1 dA;. Entao
P N dA, = det[F] oF 7N dA, (2.69)

l.e.

[P — det [F] oF 7] N dA, =0 (2.70)

0 que implica em

P = det[F] oF T (2.71)
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ou
1

oL PF’. (2.72)

o =

2.3.4 A Equagao de equilibrio na configuracao de referéncia

A equagdo do movimento definida na configuracdo de referéncia é derivada da condicio de que o
vetor soma das forcas externas atuando no material em €2, o qual inicialmente ocupava 2, em

t =0, é igual & taxa de variacao do momento. Contudo, na configuracao atual, {2;, tem-se que

/pngt—F/ FdAt:/ pZEd, (2.73)
Q4 o0 Qq

onde t = o171 é a tragdo de superficie aplicada na fronteira 9€2;, capaz de descrever as superficies

tracionadas e as reagoes nos apoios. Note que,

o (Z,t) 7 (T,t) dA, = ©(Z,t)dA, (2.74)
= P(X,t)N(X,t)dA,
= t_:)(Xa t) dAo
€
p(Z,1) A = po(X)dS,. (2.75)

Contudo, a forca de corpo por unidade de massa, pode ser expressa, na configuragao de referéncia,

como sendo
b(Z,t) = g(got (X) ,t) —b, (Xt) . (2.76)
O campo de deslocamento, como mostrado na Fig. 2.1, é definido como

@ (Xt) —7-X =g (X') ~X. (2.77)

O gradiente do campo de deslocamentos é dado por

Veti=Ved—VeX (2.78)

ie.
Vei=F -1 (2.79)

ou
F=Vgi+l (2.80)

A descricao espacial do campo de deslocamentos ¢ dada por
@ (1) = T4 <¢t (X') ,t> = (X' t) (2.81)

a (X’ t) =i (o7 " (3) 1) = 10y (&,1). (2.82)
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Considerando a mudanga de varidvel, & = ¢, (X ), a equacao do momento pode ser escrita na

configuracao de referéncia como sendo

/ pobo A% + / PN dA, = / PoZdQe, (2.83)
Qp Qo Qo

Agora, aplicando o teorema da divergéncia, em que

/ PN dA, = / div [P] dQ,, (2.84)
0y

o

tem-se

/ {pol?o + div[P] — poéz"} dQ, = 0. (2.85)
Qo

Sabendo que o resultado deve se conservar para qualquer parte do corpo, obtém-se entdo
a equacao de equilibrio do movimento referente & configuragao inicial, escrita em fungao do

primeiro tensor tensao de Piola-Kirchhoff:
div [P] + p,bo = po@, VX € Q, e tempo t, (2.86)
Sabendo que P = F'S, e & = 4, pode-se ainda reescrever a equacao acima como sendo

div [FS] + p,bo = poq.i.f, VX € Q, e tempo t. (2.87)

Nesse ponto ¢ importante notar que como o tensor tensiao de Cauchy é simétrico, i.e., o0 = o',

veja Eq.(2.67), o segundo tensor de Piola-Kirchhoff também o ¢ (S = ST). Contudo, o primeiro
tensor de Piola-Kirchhoff nio ¢ simétrico (P # PT).

2.4 Medidas de deformacio E(X,t) e E* (Z,1)

O gradiente da deformacdo F ou F~! contém todas as informacdes a respeito da deformacio em
uma vizinhanca de P. E, como o teorema da decomposicao polar mostra que as informagoes de
uma rotacao e de uma deformacao pura de um corpo podem ser separadas, pode-se entao tomar
como medida da deformacao os estiramentos U ou V da deformagao.

Porém, U é de dificil determinacao, mas é facil verificar que os autovetores de U sao idénticos

aos de C e que os autovalores de U sao obtidos dos autovalores de C por
AV = V)C, (2.88)

Desta forma, o tensor C fornece as mesmas informagoes geométricas relativas & deformacao
quanto a U. Logo, C representa uma medida de deformagao pura do corpo, e é de facil deter-
minacao.

Introduz-se agora, E(X' ,t) como sendo a medida de deformacao de Green-Lagrange, definida
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em ), e E* (Z,t) a medida de deformacao de Almansi, definida em €, as quais sdo dadas por

ds? —ds? = 2 BdX - dX (2.89)

ds® — ds? = 2 B*di - d, (2.90)
em que ds? = dZ - dZ e ds? = dX - dX.
Sabendo que o comprimento de arco ds é dado por
ds? = dZ-di =FdX - -FdX (2.91)
= dX -F'FdX = CdX -dX
Entao,
ds? = dX -dX = dX - 1dX (2.92)

onde I ¢ a matriz identidade. Das relacdes acima, pode-se entdo obter ds? — ds? o que implica

em
[C—1)dX - dX = 2 EdX - dX, (2.93)
o qual deve se conservar para qualquer dX , assim tem-se que

E = % (C—T1). (2.94)

Agora, expandindo a relagdo acima tem-se

E = F'F -1} (2.95)
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Entretanto,

ds? = dX-dX =F 4z -F ldz (2.96)
= dz-F TF 4z = dz7- B ldz

Como resultado,

ds® —ds? = 2 E* (i) dZ-dx (2.97)
= d7-df¥ —d7-B ldz

i.e

2E* -~ (I-B")]dz-dZ=0 (2.98)
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o qual deve se conservar para todo dZ, o que implica em

E*=-(I-B). (2.99)

N =

Fazendo uso do gradiente com respeito a &, obtém-se

i.e

Vel =1-F! (2.100)
F!=1-Vgi (2.101)
1
E* = _(I-FTF! 2.102
5 ( ) (2.102)
1 7 y
- 2 {I - [I — (Vi) ] - qu]} (2.103)
1 _ - _, "
= 5 {Vei+ (Vo) = (Vi) Vzit|

2.4.1 Linearizagao: deslocamentos e deformacgoes infinitesimais

O campo de deslocamento das particulas de B relativas & configuragao de referéncia €2, sao

representadas por 4 e dado pela equacao abaixo.

—

=X +ad(X,1) (2.104)

Da descricao do gradiente da deformacao tem-se

ou

Denotando,

p_ 50X on

=—=— = =1+Vgu 2.105
0X 090X oX X (2.105)

F‘i]‘ - 8X] - BXJ + BXJ - 57,] +uz,] . (2106)
H-2 _yog (2.107)

“ax Y

pode-se reescrever o tensor deformacao F da seguinte forma,

F=I+H (2.108)

No caso de deformagoes infinitesimais, assume-se que mazx ||V x| < 1.
v

XeQ,

Entao, escrevendo C em funcao de I e H, chega-se a,

C
C

FI'F={I1+H {1+ H} (2.109)
I+H+H' +H'H=1+H+H" + 0 {H?}

1
[C]z = [T+ H+H” + 0 {H2}]?
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Fazendo por analogia com a equagao de segundo grau, (1+$)% = 1—|—%£L‘—|—O(|l‘|2), |z| < 1,tem-se:
1
U=T+g{H+H'}+0{H"} (2.110)
porém, {1 +w}_% =1-32+0 {\x!Q}, assim,
1
U'l=I--{H+H" H? 2.111
L ET) 0 (1) .111)
Como R = FU ™! obtém-se:
1
R=1I+-{H-H" H? 2.112
oy coqmy (2.119)
Finalmente, definindo os tensores € e w abaixo

e = %{H—FHT}:%{VXTH—V){JT} (2.113)
1 1 R ,
w = S{H-H"} = {Vgi-Vgi'}

ou em coordenadas

. 1 811,1 8uj
sij = 3 {an + 8X,-} (2.114)

o 1 811,1 _8uj
Yii T 9\ox;  ox;

onde € denota uma deformagao infinitesimal pura e w uma rotagao infinitesimal pura, determina-

se:
F=I+e+w+O{H}. (2.115)

A partir deste resultado, pode-se verificar que a hipétese de deformacdo infinitesimal, leva a
decomposicao aditiva da deformagao, i.e., a deformacao infinitesimal pode ser decomposta em

uma superposicao linear de uma deformacao infinitesimal e de uma rotacao infinitesimal.

2.5 O problema de valor de contorno

O cléssico problema de valor de contorno na mecéanica dos sélidos, aqui descrito na configuracao
atual, é formulado como: encontrar os campos deslocamento i e tensdo o sobre o dominio 2
tal que esses campos sejam consistentes com relacao as forcas de copo bem Q e as condicoes
de contorno em 0f). Pode-se dividir Q) em duas partes, uma em que a tracao ¢ prescrita I'! e

outra na qual o deslocamento é prescrito I'* Assim,

oi = t emI" (2.116)
@« = u emI™ (2.117)
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As condigoes entao podem ser divididas como mostrado, porém essa divisao pode se sobrepor
em pontos onde possa existir uma tragao prescrita em uma direcao e um deslocamento prescrito
em outra.

As forgas de corpo be as tragoes # sdo denominadas como sendo as cargas, enquanto que
geralmente as tracoes de superficies ¢ desconhecidas sdo denominadas como rea¢des em T
Quando todo deslocamento é prescrito o corpo é dito estar sujeito a uma restricdo externa®.
Pode ainda existir uma restricdo interna, no caso de uma restricao no interior de {2 como
exemplo uma imposicao de incompressibilidade.

Um campo de deslocamento é cinematicamente admissivel, se matematicamente ele for sufi-
cientemente regular e satisfazer as condig¢oes de contorno essenciais.

O problema de valor de contorno ¢é dito estdtico quando apresenta-se independente do tempo
e as aceleragOes sao assumidas como nulas. O problema ainda pode ser quasi-estdtico se os
termos de aceleracao forem negligenciados, entretanto existe a dependéncia do pseudo-tempo
(parametro de carregamento). Assim nos problemas estéticos e quasi-estdticos, a equagao de
movimento, Eq.(2.56), é substituida pela equagao de equilibrio: para todo ¢ € [0,ty], determinar

@ (t) cinematicamente admissivel tal que
div o (@)] + pb =0, VZ € Q. (2.118)

2.5.1 Deslocamentos Virtuais

O campo de deslocamentos virtuais éu é definido como sendo a diferenga entre dois campos
deslocamentos cinematicamente admissiveis. Em outras palavras, vetor du é tal que, se U é
cinematicamente admissivel entao @ + du também serd. Como o objetivo é utilizar uma medida
de deformagao logaritmica, F = In (U), definem-se os espagos dos deslocamentos admissiveis K
e virtuais V, como

K= {ilu€ W} (©), i=1uemI"} (2.119)

V = {6ii| bu; € W, (©), 6 =0em I'"}. (2.120)

em que W}f (©) é o espaco de Sobolev para p suficientemente grande.
Seja um conjunto aberto ©® C R™, entao para 1 < p < 0o, 0 espago de Sobolev W]ﬁ“ (©), é
definido como

Wk (©) = {u € L, (0)|0°u € L, (©),]a| < k}.

No espaco Wlf (©) a norma ¢é dada por

3 =

lllwsey = | S 107l o) | - (2.121)

o <k

’Do inglés external constraints.
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para 1 < p < oo, e com norma

lullwe o) = max 10%ull} (@) (2.122)

em que L, denota o espago das funcoes integraveis com norma

lull 0 = ( /| ru<x>|pda:)%. (2.123)

2.5.2 Principio dos Trabalhos Virtuais

Dado um conjunto de forcas e um campo de deslocamento virtual du, pode-se entao definir o

trabalho virtual das for¢as externas como

Wt — / pb & dV + / £ 5ii dA. (2.124)
Q o0

O trabalho virtual das forcas internas € definido como
SWint — / o de dV. (2.125)
Q

Sendo 0;; = 0j; tem-se que 0;;0e;; = 0450u; j, dessa forma obtém-se 0;;0e;5 = (04;0u;) j —0450u;.
Utilizando o teorema da divergéncia, obtém-se a seguinte forma para o trabalho virtual das forgas

internas:

(5Wmt —/ n; 0ij 5uz dA+/ Oij (5'LLZ dv. (2'126)
o0N Q

Sabendo que du; = 0, em I'* a integral de superficie fica restrita a I'!. Assim segue que
(5W6mt - (5Wmt == / (O’l‘]‘ + pbi) 5ul 1% +/ (n]‘ 0i5 — Ez) (511,, dA. (2.127)
Q It

Todo o lado direito da Eq.(2.127) desaparece para todo campo d4 se e somente se as quan-
tidades multiplicadas por du; em ambas as integrais tenderem a desaparecer de forma idéntica,
ou seja, isso ocorre se e somente se as condigoes de equilibrio, Eq.(2.118), e a condigao de tracao
prescrita na fronteira, Eq.(2.116), forem ambas satisfeitas. Dessa forma, pode-se entao dizer
que um corpo estd em equilibrio sob forgas aplicadas se e somente se o principio dos trabalhos

virtuais, mais especificamente,

SWert = syt (2.128)

for satisfeito.
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2.6 Termodindmica dos Meios Continuos

2.6.1 Conservacao da Energia

Uma das leis fundamentais da natureza é o principio da conservagdo da energia. Afirma-se
simplesmente que durante uma interagao, a energia pode mudar de uma forma para outra,
contudo, a quantidade de energia mantém-se constante. A Primeira Lei da Termodinamica
é simplesmente uma expressao do principio da conservagao da energia, i.e., a energia é uma
propriedade termodinamica. A segunda Lei da Termodindmica estabelece que a energia tem
qualidade bem como quantidade, e os processos existentes ocorrem na direcao de decréscimo da
energia. Em um sistema termomecanico, um corpo B pode armazenar energia de duas formas:
Energia Cinética, C, e Energia Interna, U.

Assim, a taxa de variacao da energia total de uma parte da {2 de um corpo B ¢é igual a soma
da taxa de trabalho das forcas externas, W, e do fluxo de energia, Q, térmica entrando no

sistema.

2.6.2 Primeira Lei
CHU=W"1Q (2.129)

Sabendo que a energia cinética é dada por
1 L4
C:—/ptx-xdv, (2.130)
Q

e a energia interna dada por

U= / py e dv, (2.131)
Q

em que e € a energia interna especifica. Ainda a taxa de trabalho das forcas externas é dada por
W@zt:/ptz?-fdv+/ p, T 7 dA, (2.132)
Q o0
e o fluxo de energia térmica entrando no sistema é dado por
Q= / prdV + / q()dA (2.133)
Q o0

onde r é a densidade por unidade de volume da producao interna de calor e ¢ é o fluxo de calor
que entra ou sai por dA.
Substituindo as Egs.(2.130), (2.131), (2.132) e (2.133) na Eq.(2.129) tem-se:

</ptf-édv>+ /ptédv :(/ptz?-fdwr/ pt£~:}3dA>+</ptrdv+/ q(ﬁ)dA)
Q 5 Q 0N Q oN

(2.134)
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Sabendo que

/ Fo7dA= /a(ﬁ)aé’dA - /dw(aT-éc') dvV = /div(aT) Z+o-grad(@) AV (2.135)
o0 0N Q Q

e que o gradiente espacial de velocidades pode se decomposto da seguinte forma grad(z) =
L =D+ W, assim

/f[ptf—g'f—div(a:r)} dV—i—/,ot edv = /U-L dV+/pt7“ dV—/q(ﬁ) dA  (2.136)
Q Q Q Q

onN

sabendo que o é simétrico e W antissimétrico tem-se ainda que o primeiro termo da Eq.(2.136)
desaparece visto que o momento linear se conserva. Assim tem-se entdo a Primeira Lei na forma

integral

/pt édV:/U-D dV+/ptr dV—/dz’U(cD av. (2.137)
Q Q Q Q

2.6.3 Segunda Lei e a desigualdade de Clausius-Duhem

A segunda lei da termodindmica é expressa por uma desigualdade que relaciona duas novas

varidveis, a temperatura absoluta 6 e a entropia S que é definida como sendo

d

S==
dt
Q

ps dV (2.138)

onde s é a entropia especifica.
Esta desigualdade é tal que a taxa de producao de entropia é sempre superior, ou no caso

extremo igual, a taxa de calor ) recebida por €2, dividida pela temperatura absoluta 6. Assim,

d r q(n)
— > [ p=dv - [ 2 .
o | P dV//pH av / 7 dA , (2.139)
Q Q o0
ainda aplicando o teorema da divergéncia obtém-se
s > pg — div <%> . (2.140)

Usando a relacao
(a1 . 1
div (0) = edw(q_’) + ¢ grad <9> (2.141)

e ao se substituir a Eq.(2.141) na Eq.(2.140) obtém-se

ps0 = pr — div (q) — %(j' grad(0) (2.142)
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Com base na primeira lei, onde pé — o - D = pr — div(q), obtém-se:

1z grad(6).

p(é@—é)+a’-D>5q

Introduzindo o potencial livre de Helmholtz,

P =e—sb,

e a sua derivada no tempo

) =é— 30 — b,
obtém-se entao a desigualdade de Clausius-Duhem:

) .1
U-D—p(w—i—sH)—é(j'-VfQ}O

34

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)



Capitulo 3

Analise elastoplastica em grandes

deformacoes

Neste capitulo serao apresentados aspectos genéricos da formulacao adotada para resolver prob-
lemas de elastoplasticidade em grandes deformagoes. Mais especificamente, a formulagao ap-
resentada ird considerar: uma descricao Lagrangena Total, a decomposicao multiplicativa do
gradiente da deformacao em uma parte pldstica e uma parte eldstica e, por fim, que as equagoes
constitutivas serao dadas em termos da medida logaritmica de deformacao e a tensao rota-
cionada de Kirchhoff. O uso deste par conjugado, cuja medida de tensao é definida na chamada
configuracao nao tencionada, torna possivel a utilizacao do mapeamento exponencial que, por
sua vez, proporciona o uso dos algoritmos de mapeamento de retorno no mesmo formato que os
utilizados para pequenas deformagoes.

Uma justificativa para a escolha de uma descricao Lagrangeana Total € que a conservagao da
massa pode ser estabelecida localmente de forma fechada sem aumentar o nimero de equagoes
a serem resolvidas em cada ponto. Ja no caso de uma descricao Fuleriana a conservacao da
massa deve ser imposta pela equagao da continuidade, a qual deve ser resolvida para cada ponto
juntamente com o conjunto de equacoes nao lineares.

O uso da medida de tensao rotacionada de Kirchhoff e da medida de deformacao logarftmica,
In (U), foi primeiro descrita por ETEROVIC & BATHE (1990) e WEBER & ANAND (1990).
Nestes trabalhos os autores fizeram uso da medida logaritmica da deformag&o juntamente com o
mapeamento exponencial para obter o algoritmo de mapeamento de retorno de forma bastante
similar aos encontrados em problemas de pequenas deformacées. Tal configuragao foi também
estudada e implementada por ROSSI (2005).

3.1 Introducgao a plasticidade

O objetivo da teoria da plasticidade é prover uma teoria capaz de descrever o comportamento
de materiais que apresentam uma resposta elastopldstica quando submetidos a carregamentos.
Todo corpo quando submetido a um carregamento externo apresenta uma resposta/deformagao,

que pode ser: FEldstica, quando o corpo é submetido a um carregamento no qual, depois de

35



CAPITULO 3. ANALISE ELASTOPLASTICA EM GRANDES DEFORMACOES 36

cessada a carga, a configuracao deformada retorna a configuragao de referéncia sem apresentar
nenhuma deformacao residual. Diz-se entdo que o material apresentou uma resposta eldstica
(reversivel); ou Pldstica, quando um corpo apresenta uma resposta/deformacao que mesmo
quando cessado o carregamento a deformacdo nao se desfaz sendo, portanto irreversivel ou
permanente, OWEN&HINTON (1980), DESAT (1984), CHEN & HAN (1988) ¢ LEMAITRE
& CHABOCHE (1994).

Assim, no estudo da plasticidade cabe alguns conceitos de deformacgoes, tais como:

e Deformagoes Reversiveis/Eldsticas: Ocorrem a nivel atomico, seus efeitos sdo observéveis
numa escala macroscopica, e sao resultantes da variacao do espago interatémico necessario

para balancear as cargas externas.

e Deformagoes Irreversiveis/Permanentes: Podem ser deformagoes plasticas ou viscosas,
ocorrem a nivel cristalino em adigao a parcela de deformacao eldstica. Correspondem ao

deslocamento atoémico relativo que permanece alterado apds a remocao da carga.

Mesmo apds definir as diferencas entre deformacao eldstica e pldstica, necessita-se formular
um modelo material de comportamento elastoplédstico de deformacao, e para tal sao requeridas

as seguintes especificagoes:

e Um critério de escoamento indicando em qual nivel de tensao o fluxo pldstico se inicia;

e Uma relagdo entre tensao e deformagdao que descreva o comportamento material sob

condicoes eldsticas, i.e., antes de iniciar a deformacao pléstica;

e Uma relagdo entre tensao e deformagdo para o comportamento pldstico, i.e. , a definigao
das regras de encruamento do material e das leis de evolugdo da deformagao pléstica,

também denominadas de regras do fluxo pléstico.

3.1.1 Aspecto Fenomenolégico Elastopléastico

Algumas propriedades importantes comuns podem ser identificadas neste tipo de comporta-
mento. Primeiramente a existéncia de um dominio eldstico, i.e., uma regiao dentro da qual o
material se comporta como sendo puramente eldstico, sem a evolucao de deformagoes perma-
nentes. O dominio eldstico é delimitado por uma funcao de escoamento, e pela tensao limite
de escoamento do material. No caso de alguns materiais, a fungéo de escoamento pode ser
composta por uma ou mais superficies de falha, o que torna o tratamento destes materiais
mais complexo. Em seguida, a ocorréncia de deformagodes ineldsticas cuja evolucao pode ser
descrita por uma regra de escoamento. Adicionalmente & regra de escoamento, sdo descritas as
condigdes de carregamento e descarregamento de modo a possibilitar a diferenciagao da resposta
do material nestas duas situacoes. E por fim, a ocorréncia de encruamento do material, i.e., a
possibilidade de haver um endurecimento ou um amolecimento do material, acompanhando a
evolucao da deformacao plastica. Este encruamento é dividido em geral como sendo isotrépico

ou cinemético. No caso do encruamento isotrépico a tensao de escoamento muda em funcao
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da deformacao pldstica acumulada. No caso do encruamento cinematico, ocorre uma translagao
da funcdo de escoamento com relacdo ao espago das tensoes, SOUZA NETO et al. (2002) e
LUBLINER(1990).

3.1.2 Critérios e Superficies de Escoamento

Quando os problemas analisados envolvem mais de uma dimensao, como em problemas planos
ou tridimensionais, a definicdo de um critério de escoamento torna-se dependente de vérias
varidveis, i.e., das componentes de tensao entre outras. Vérios critérios foram propostos na
literatura, conforme a classe de materiais a serem analisadas, sendo os mais comuns o de Tresca,
von Mises, Mohr Coulomb, Drucker-Prager e Cap-Model.

Todo critério de escoamento determina o nivel de tensdo no qual a deformagao pléstica inicia

e pode ser escrito da seguinte forma

Flo,Xr)=0 (3.1)

em que F é uma funcao de escoamento escalar, fungao de uma medida de tensao o e de um

conjunto de varidveis termodindmicas Y.

3.1.3 Leis de Encruamento

O encruamento é caracterizado pelo fato de que para muitos materiais reais, a tensao limite de
escoamento do material ¢ dependente da deformacao pldstica acumulada. Assim, a superficie
de escoamento pode variar em cada estdgio do processo, pois é dependente da histéria da defor-
magao. Algumas formas de modelos propostos para captar tal fendmeno podem ser formuladas,

como exemplo

F(o,p),k) = f(op) — k*(p)) =0 (3.2)

em que k2 representa o tamanho da superficie de escoamento, p) uma medida da deformacio
plastica acumulada, e a func¢do f(o,p) define a forma da superficie.

Um modelo de plasticidade sem encruamento é chamado de modelo de “plasticidade per-
feita”, este assume que a tensao limite de escoamento do material é mantida constante no decor-
rer do carregamento. Quando se admite a possibilidade da variagdo da tensao de escoamento
em funcao de deformagoes ineldsticas, o problema é dito ser de plasticidade com encruamento.

De acordo com o nivel de carregamento a que o material é submetido e pela ocorréncia de
carregamento/descarregamento, é possivel que o limite eldstico, ou seja, o limite de escoamento
ou o critério de escoamento, possa variar: aumentando no caso de encruamento (ou consolidagao)
ou diminuindo para o caso de um amolecimento.

Dentro deste contexto, surgem varios modelos para tratarem destes comportamentos, repre-

sentados por uma superficie de escoamento, sendo os principais mostrados na Fig. 3.1.
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Figura 3.1: Leis de encruamento

3.2 Modelos constitutivos elastoplasticos

3.2.1 Decomposicao multiplicativa do tensor gradiente de deformacgao

A principal hipétese adotada na formulacao elastopldstica de grandes deformacgoes aqui apresen-
tada trata-se da decomposicao multiplicativa do gradiente de deformagao, F, em duas parcelas,

sendo uma de contribuigao pldstica e outra de contribuicao eldstica, ou seja,
F =F°F? (3.3)

em que F°¢ a parte eldstica e FP a parte pléstica.
Essa hipdtese supoe a existéncia de um estado local nao tencionado, ou seja, livre de tensoes
definido por FP. A Fig. 3.2 mostra esse estado, referenciado pelo indice £. Ainda na Fig. 3.2

), representa a configuracao de referéncia e €2; a configuragao atual.
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Figura 3.2: Modelo cinemético de deformagao.

A funcao movimento ¢ que leva um ponto X € Q, para um ponto & € ; é definida como

sendo

—

a_c':cp()z,t) =ty ()?) = tp° (tgb'p <X>> = 1€ o tpP (3.4)
onde
¢ (X't) —F=X+1 (3.5)

Ja o gradiente de deformacao, conforme visto no Cap. 2, é dado por

. or

F=V, (X,t):—ﬁ 3.6
x¥ X (3.6)

Ao se adotar a decomposi¢ao multiplicativa do gradiente da deformacéo, F', alguns resultados

importantes decorrem a respeito da cinematica de deformacao do corpo. Sabendo que o gradiente

espacial de velocidade ¢é escrito como

L(Z,t) = V47 (Z,t) =D+ W = FF '

na qual ¥ (Z,t) = % é a descricao espacial da velocidade, D o tensor taxa de deformacao que
corresponde & parte simétrica do gradiente da velocidade, D = sym (L), e W o tensor rotagao
que por sua vez corresponde & parte antissimétrica do gradiente de velocidade, W = skew(L).
O tensor gradiente de velocidade pode ainda ser decomposto em uma parte eldstica e outra

plédstica da seguinte forma
L(@’(X’,t),t):F(}?,t)F*l (X’,t>:Le+Lp (3.7)

com L¢ = F¢ (F¢) "' e LP = Fe¥P (FP) "1 (Fe)~ L.
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O tensor taxa de deformacao D pode entao ser decomposto na forma
D = sym (L) + sym (L”) = D¢ 4+ DP. (3.8)

Sabendo det (F) :j—“//o, uma condi¢do imposta sobre as deformagoes é que det (F) > 0, o que
implica em det (FP) > 0 e det (F¢) > 0. Deste modo, cada um dos termos do gradiente da

deformacao admite decomposicao polar, assim tem-se que

F¥ = RPU? (3.9)
F¢ = RU° (3.10)

onde RP e R° sao tensores ortogonais préprios e UP e U® sao tensores simétricos positivos
definidos, i.e, seus autovalores sao maiores que zero.

Pode-se ainda escrever que

U® =VCe (3.11)

na qual C¢ é o tensor de Cauchy-Green & direita dado por C¢= F° Fe.
Como dito inicialmente, a medida de deformagdo adotada neste trabalho é a medida de
deformacao logaritmica, também conhecida como medida de deformagao de Hencky, neste caso,

dada por

0

E® = In (UY). (3.12)

E possivel ainda definir a chamada familia Lagrangeana de deformacoes dada por

e _ % (Uem — I) para m # 0
In (U*) para m =0

~ ~ , . 0
De modo a nao sobrecarregar a notagao serd desprezado o sobrescrito E¢ optando apenas por
E¢€, quando se fizer referéncia a deformagao logaritmica Lagrangeana .
3.2.2 Pares conjugados de tensao e deformacao

O tensor tensao de Kirchhoff é dado por
T=Jo (3.13)
em que o é o tensor tensao de Cauchy, com

J = det(F) = 2o (3.14)
p
na qual p, e p sao as densidades de massa da configuracao de referéncia e corrente respectiva-
mente.

Entretanto, como colocado por HILL (1978), os pares de tensao-deformagao devem ser tais
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que a taxa de trabalho por unidade de massa W seja invariante, ou seja,

1 1 1. . 1 A
W=-¢-D=—7-D=—-P.F=_—S.C=—7-E, (3.15)
P Po Po 2p, Po

onde P ¢é o primeiro tensor tensdo de Piola-Kirchhoff (PK1), S ¢ o segundo tensor tensao de
Piola-Kirchhoff (PK2) e T ¢ o tensor tensao rotacionado de Kirchhoff, dado por

7 =R)T rRC. (3.16)

O tensor C¢, simétrico, admite decomposigao espectral (Teorema da Decomposi¢ao Espec-

tral), ou seja,
3

c =Y\ (l? ® lZ-) : (3.17)

onde A; sao os autovalores e l; sao os autovetores de C°. Isto implica que U® possui os mesmos

autovalores de C¢, isto é,
3
Uezz\/A_i(l:-@JE). (3.18)
i=1

Como In (U€) é uma fungao tensorial isotrépica, ROSSI(2005), pode-se entao reescrever a medida

de deformagao logaritmica na forma espectral

3.2.3 Potencial de energia livre e dissipagao

Dentro do enfoque da termodinamica dos processos irreversiveis, o potencial de energia livre 1

é construido de forma a ter a seguinte forma geral

Y =19 (E ), (3.19)
tendo como taxa oy o0
Y = SE° E° + @ - ¢y, (3.20)

em que ¢ é o conjunto de varidveis internas associadas com os mecanismos dissipativos envolvidos
no processo irreversivel.

A inequagao fundamental de Clausius-Duhem, conforme descrita no Cap. 2 é dada por:

a-D—p(¢+s€)—q*%vfe>o (3.21)

na qual s é a entropia especifica, 6 é a temperatura absoluta e ¢ é o vetor fluxo de calor. Agora,
considerando Eq.(3.8)

) ) 1
a-(D@+Dp)—p(¢+89) — -5V 20 (3.22)
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e multiplicando esta tltima equagao por J, Eq.(3.14), obtém-se entao

7 (D4 DP) — p, ({p + sé) —Jq %vﬁe >0 (3.23)
e pela imposicao de Hill da conservacao da taxa de trabalho eldstica,
r.D¢=7.E°
pode-se entao reescrever a Eq. 3.23 na forma

‘T'-Ee—i—T-Dp—po({ﬂ—i—sé)—J@-%Vaﬁ}& (3.24)

Tomando agora a taxa i/), Eq.(3.20), juntamente com a consideragao de que o processo seja

isotérmico, a Eq.(3.24) fica

. oy .. o .
. Re .DP — B I, >0,
T +T Po <8Ee + D ¢k> 0
e colocando os termos em evidéncia
~ o\ oy -
— -E° -DP—p —— . > 0. 2

Contudo, sabendo que a Eq.(3.25) deve ser satisfeita para todos os processos reais resulta entao

que
_ o
T = Poppe- (3.26)
Definindo 8
Yy = Po o, (3.27)

em que Y sao as chamadas forcas termodinamicas, i.e., o conjunto de pares associados as

varidveis internas ¢;,, podemos escrever a Eq.(3.25) como
7-DP =Y} - ¢y > 0. (3.28)

3.2.4 Relacao constitutiva hiperelastica

A equagéo constitutiva hipereldstica é dada por
7 = DE° (3.29)

em que

D = 2l + <K _ §M> Io1) (3.30)

na qual I é o tensor relacao constitutiva hipereldstica de quarta ordem, I é o tensor identidade

de quarta ordem, I é o tensor identidade de segunda ordem, K é o médulo volumétrico e p é
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um dos coeficiente de Lamé ou médulo de cisalhamento, = G. Sendo, I e (I ® I) dados por
1
Lijw = 5 (0ikdj1 + 010 (3.31)

I D)5 = 6ij0k- (3.32)

Contudo a, Eq.(3.29) pode ser reescrita na forma:
_ 2
T = [Z;AH— (K— §M) I®I] E°
e 2 e
= 2uE°®+ K—g,u tr (E€) 1.
Assim, a ultima equacdo pode entdo ser escrita na forma

T =2GE’ + ktr (E°) L. (3.33)

onde Kk = (K — % ,u) representa outro coeficiente de Lamé.

3.2.5 Taxa de deformacao plastica modificada

E conveniente introduzir a contribuicdo pldstica modificada, ou taxa de distor¢io pldstica de
Mendel , LUBLINER/(1990), para o gradiente da velocidade como

L? = (F°) ' LPF® = F? (F?)~ !, (3.34)

L? ¢ obtida pelo transporte de L? para a configuracao local nio tencionada, da seguinte forma:

L = FF (3.35)

- (Fer n Fer> (FP) L (Fe) !

= FF? (FP)" L (FO) ' + FFP (FP) 1 (F°) !

= F°(F)' + FFP (FP) 1 (F°) !

— Fe (Fe)fl + Feip (Fe)fl

= L°+17 (3.36)

Pode-se ainda decompor LP em sua parte simétrica DP, associada ao estiramento pldstico, e

antissimétrica WP, associada a rotacio plastica, isto é,
L? = sym (L?) + skew (L) = D? + WP, (3.37)

Considerado que o sélido elastopléstico é isotrépico em cada configuragao local ndo tencionada,
o termo de rotagao pldstica ¢ tomado como nulo, WEBER & ANAND (1992) e SOUZA NETO
et al. (2002), isto é&,

WP = 0. (3.38)
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Desta forma, a Eq.(3.28) pode ser reescrita como
T - FDP(F) ™ =Xy, >0 (3.39)

ou ainda
(F)T 7 (F)T . DP — Y-y, > 0. (3.40)

e fazendo uso da decomposicao polar

RUHT +(RU) T . DP—Yp-¢p, > 0 (3.41)
U (RO TR (US) L. DP - Yy -9, > 0 (3.42)
UF(US) ™ H.DP—Yy -, > 0 (3.43)

Agora, como a relagao constitutiva, Eq.(3.30), é isotrépica, e os tensores simétricos U¢ e T

comutam, a inequagao fundamental de Clausius-Duhem reduz-se a
7 -DP -y ¢ >0. (3.44)

3.2.6 Funcao de escoamento

O dominio eldstico, nos modelos constitutivos propostos neste trabalho, é definido por uma
funcao de escoamento do tipo

que expressa a dependéncia da funcdo de escoamento em termos da tens@o rotacionada de
Kirchhoff (T) e das forgas termodinamicas (Yj). Assim pode-se entao definir o conjunto das

tensoes admissiveis £, como sendo
E={7|F (7, X)) <0}. (3.46)

3.2.7 Potencial de dissipagao e leis de evolucao

Uma vez considerado que o processo seja isotérmico, a dissipacao associada ao problema pura-
mente mecénico é dada por
D=7-D' - Yy ¢, >0. (3.47)

Nesse momento é postulado a existéncia de um potencial de dissipagao (, ou pseudo-potencial

de dissipacao, a fim de se definir as leis complementares de evolugao do processo dissipativo,

C=C(T, X E, ¢y (3.48)

em que ¢ é uma funcao escalar, convexa e nula na origem, com relagao as varidveis (7, T). Pela
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aplicagao da hipétese de dissipagao normal obtem-se

_ B oC
D= 2 (3.49)
. B ¢

No caso do modelo de plasticidade ser considerado associativo, o potencial de dissipagao é tomado
como sendo a fung¢ao indicadora do conjunto convexo £. Neste caso, como resultado da aplicagao
da hipétese de dissipagao normal, obtem-se (]_Dp , ¢k:) € 9(, ie., (Dp , (,bk) pertence ao conjunto
dos subgradientes de ¢ em (T, X; ¢). A determinacao deste subgradiente permite determinar

que a evolucao da taxa de deformacdo plastica modificada DP é dada por

_ . OF
P\
D7 = A (3.51)

e que a evolugao das forgas termodindmicas podem ser determinadas por

oOF

na qual A\, denominado por multiplicador pléstico, satisfaz as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT)
F<0  A>=0 AF=0, (3.53)

e a condigao de consisténcia AF =0em F =0.

3.3 Problema de valor de contorno global

Uma vez definido o modelo constitutivo e a estratégia de atualizacao das varidveis em t,11, 0
que define o chamado problema local, é possivel agora resolver o problema cldssico de valor de
contorno global associado ao deslocamento u, porém formulado em termos da configuragao de
referéncia.

A configuragao adotada neste trabalho é a chamada Lagrangeana Total. Dentro deste enfoque
o problema de valor de contorno, formulag¢do forte, e a sua equivalente formulagao integral,

formulacdo fraca, serao discretizados a seguir.

3.3.1 Formulacao forte: Configuracao de referéncia.

O problema chamado de formulagdo forte pode ser enunciado como:

e Paracadat € [t,,ty], determine @ ()? , t> solucao do seguinte problema de valor de contorno

div P (X’t) +p, (X') §<X,t) - 0 em (3.54)
P (Xt) N (X't) - f(}?,t) em It (3.55)
a (X't) - i (}Z’) em 'Y, (3.56)
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em que N é a normal externa na configuracao de referéncia, conforme mostrado na Fig.

3.3.

Y
N
o
12
\
/_6
IS

IS

8
o

Figura 3.3: Vetores tracao e normais em €2, e €.

3.3.2 Formulacao fraca: Configuracao de referéncia

A formulacgdo fraca do problema pode ser enunciado como:

e Determine @ ()Z, t) € K, para cada t € [t,,t¢], tal que

/P.vfaadszo—/ pog-5ﬁd90+/ f.6udA, YoueV. (3.57)

t
o

Aqui K é o espaco dos deslocamentos admissiveis dado por
lCz{fL'|uZ-GWpl(®), i=uaem Ty}, (3.58)
para p suficientemente grande, e V é o espaco dos deslocamentos virtuais, dado por
V = {§iil bu; € W, (©), dii=0em Iy}, (3.59)

no qual W' (0©) ¢ o espaco de Sobolev.
P

Ou denotando, para cada t € [t,,ty],
F (u;6u) = / P -V gou dS, —/ polz;- 0w dQ, —/ -6t dA, (3.60)
Qo Qo T't,

o problema pode ser reescrito como: Determine ()2 , t) € K tal que, para cada t € [to, tf],

F(@:60) =0 Y éaeV. (3.61)
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3.4 Formulacao incremental

A formulacao incremental entre o instante ¢, e t,11, ilustrado na Fig. 3.4, considera que a
configuracao e as varidveis de estado sejam conhecidas em €, e as equagoes de equilibrio sejam

escritas em £2,41.Assim, o campo de deslocamentos serd representado por

T = 4@ ()Z‘tn> =7, — X (3.62)
Upp1 = U (X,th) = Tpy1 — X (3.63)

e deste modo pode-se entao escrever o gradiente de deformagoes para os instantes ¢, e t,+1 como

F, = I+Vgi, (3.64)
Fn+1 - I + V)Zﬂ'nﬂ. (365)

?,

Y

Figura 3.4: Descrigao incremental.

Desta forma, em t,11, a forma fraca do problema pode ser expressa como:
e Encontre ,; € K tal que

F (tip1;68) =0 Y ogeV, (3.66)

em que

= =

F (tg1;00) = / P (ilps1) - V 600 d — / Pobni - 6 dQ — / It - 00 dA,.
r

t
o o )

Como o problema acima é nao linear com relagdo a 41, ¢ proposto o método de Newton

para a sua solucao.
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3.4.1 Linearizacao e método de Newton

Seja
@y =iy, k=0 (3.67)

em que k denota a iteracao no processo de Newton e i, o valor convergido obtido em t,. Deste

modo, para a k-ésima iteragao, no instante t,,1, temos

—k+1 —k —k
unil = Up+1 + Aun—s—l' (368)
Com o objetivo de determinar A@¥ ,; ¢ imposta a condicdo

F (*ﬁi}, 5u) —0 VeV, (3.69)

i.e,

F (o) = F (@ + AT :00) =0 Veie V. (3.70)

Considerando f (-,-) como sendo suficientemente regular, e expandindo F ( w1t Ak 11; 00)

em uma série de Taylor em uﬁ 11, obtemos, para uma aproximagao de primeira ordem,

F( it —l—AunH,du) - ( n+1,(5u) +DF< n+1,(5u> {Aﬁ’;;ﬂ]. (3.71)

Agora, pela Eq.(3.70) é possivel escrever

Dr (i@h407) [Adh | = -1 (h,:07) (3.72)

com

DF( n+1,(5u) [MQH} - /Q [A (ﬁﬁﬂ)} Ve (Aﬁﬁ+1) LV 01 d9, (3.73)

em que [A] ¢ um tensor de quarta ordem representando o médulo tangente global, o qual ¢ dado

{A (_)fl+1>}ijkl - g?:;

3.4.2 Notas sobre a determinagao de A

por

_ OTip _
=3 Fki Ft =iyl F (3.74)
un 1

O computo de A requer a determinacao da derivada da tensao de Kirchhoff com relagao ao
gradiente da deformacao. Porém, é possivel escrever 7 como fungao da tensao rotacionada de
Kirchhoff, T.

7=(R")"7R*

entao

T =RF(R9)"
Assim a derivada da tensao de Kirchhoff com relagao ao gradiente da deformagao é dada por

or  OR°_ . L OF o OR)T
F R 7 (R9)T (R)aF(R) + (R T F
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podendo ser escrita na forma indicial

oty 0
OFy  OFy

_ or _ ORj
TmsRps + RS, 3 1«::; Ry, + Rfmrmsﬁ.

= e\ _ ORg,
(Rimests) = OF

Desta forma serd necessdrio determinar a derivada de ¥ com relacao a F,,+1. Porém como
A teste
= __ = e
Tn+l = Tntl ( n+1 ’(')n> )

aplicando a regra da cadeia, temos

teste eteste

D= = : 3.75
8Fn+1 aEthjsfe 8C$Ltjslte aFn+1 ( )
Denotando o7
i Tn+l
D :8Eet:;te (3'76)
n+1
8E%t63te
= =g (3.77)
n—+1
€ 8ceteste
H=—t 3.78
8Fn—f—l ( )
pode-se reescrever a Eq.(3.75) como
D = DGH, (3.79)
a qual em componentes é dada por
Dijkl = DijrsGrquHqul- (380)

Determinacao de G

eteste

aE 8 este 1 8 este
G = aczt—tslte = 8C€teste ]‘n ( ’Zt+1t ) = iw ln ( ’Z:’lt ) ° (381)
n+1 n+1 n+1

Perceba que a determinagao de G requer uma derivada do tipo 81(191%1' Este tipo de derivada
¢ uma derivada de uma funcgao isotrépica. Esta classe de derivadas foi investigada em detalhes
por SOUZA NETO et al. (1998) e ORTIZ et al. (2001). Neste trabalho foi implementada a
proposta apresentada por ORTIZ et al. (2001).

Determinagao de D

A determinacio do tensor de quarta ordem D ¢ a tnica contribuicdo oriunda da relagio con-
stitutiva do material, no médulo tangente consistente A. As demais contribui¢oes sao todas
relacionadas & parte geométrica.

De fato, D depende se o estado ¢ eldstico ou elastopldstico. Se F < 0, D é assumido como o
médulo elastico D, e se F > 0 entdo D é o médulo tangente consistente elastopléstico D, que

deve ser determinado pela solugao do sistema de equagoes Eq.(4.71).
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3.5 O problema de valor inicial elastoplastico - Aproximacao

pela metodologia operator split

Na formulagao incremental, utilizada para a integracao das leis de evolugao, considera-se que
as varidveis de estado s@o conhecidas no instante t,. O problema de valor inicial constitutivo
consiste entao na determinacao das varidveis de estado em t,,1, em que a histéria do gradiente
de deformagao, F (t), t € [tn,tn+1] € conhecida.

No presente contexto, as varidveis desconhecidas do problema de valor inicial elastoplastico
sao o gradiente da deformacao plastica FP e o conjunto de varidveis internas ¢.

Assim, tem-se como condigdes iniciais:

FP (t,) = F?

n’

(3.82)

O problema de valor inicial constitutivo consiste entdo na determinacao de FP e ¢ tais que as
equagoes constitutivas dadas pelas Eq.(3.29), (3.51), (3.52) e Eq.(3.53) sejam satisfeitas para
todo t € [tn, tnt1]-

O uso da metodologia de aproximagcao baseada na decomposicao de operadores, resulta em

um algoritmo que consiste em duas etapas bésicas:

1. Predigao eldstica: o problema é assumido como puramente eldstico entre ¢, e t,y1.

2. Correcao pldstica: solucao de um sistema de equagoes discretizadas nao lineares, en-

globando:

e a lei da elasticidade;
e 0o fluxo pléstico;
e a evolucao das varidveis internas;

e o critério de carregamento/descarregamento;

tendo esta etapa como condig¢bes iniciais os resultados obtidos na solugao do problema de

predicao eldstico.

3.5.1 Predigao elastica

Neste estdgio assume-se que

FF = 0 (3.83)
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Inicialmente, supoe-se que a solugao seja puramente eldstica. Tal consideragao é conhecida como

sendo o estado eldstico teste', dado por

teste

F., = F (3.85)
it = by (3.86)
O gradiente da deformagao eldstica teste, F%tj:lt °, correspondente & solucio acima, é determinado
por
teste —1
ni1 = Fnpr (F7) 70 (3.87)

Uma vez que a lei eldstica é dada em termos da deformacao logaritmica E€, torna-se preciso
calcular .

eteste o eteste eteste

= () ER (3.88)

~ ~ . . teste
para entao se calcular a deformagao logaritmica teste Ef,,; , como

eteste 1 eteste
n+1 — 5 ln ( n+1 ) . (389)

teste , , , . ~ . .
Uma vez que E;, | ¢é calculado, é possivel determinar a tensao rotacionada de Kirchhoff teste

?ffjﬁe, pela lei hipereldstica expressa pela Eq.(3.29), ou seja

este 2 teste
Fleste — 9B + (K - §u> tr (E5) T (3.90)

3.5.2 A correcgao pléastica

O procedimento adotado para a correcao pldstica corresponde a classe dos chamados algoritmos
de mapeamento de retorno®, ja extensivamente utilizados por muitos autores. Para uma visdo
mais atualizada veja SIMO & HUGHES (1998) e SOUZA NETO et al. (2002).

Entretanto, diferentemente dos trabalhos que envolvem pequenas deformagoes nos quais é
comumente adotado o método implicito de Euler ("backward Euler method") para a solugao do
problema elastopldstico inicial, aqui é utilizado a aproximacao "backward” exponencial. Pela
hipétese da decomposicao multiplicativa do gradiente da deformacao, do uso da medida de defor-
macao logaritmica juntamente com o uso da aproximagao "backward” exponencial, o algoritmo
de mapeamento de retorno resulta em um procedimento equivalente ao utilizado em pequenas

deformacoes.

Verificagao do critério de escoamento

: = = : : =tleste
Uma vez que o estado teste proporcione uma tensao que nao perten(;a ao conJunto 5, 1.e., Tn+1

£, em outras palavras se o estado violar o critério de escoamento

—teste teste

Ydo ingles trail elastic state.
2do inglés returning mapping.



CAPITULO 3. ANALISE ELASTOPLASTICA EM GRANDES DEFORMACOES 52
o procedimento de correcao pléstica deve ser efetuada.

Correcao plastica - Algoritmo de mapeamento de retorno exponencial

Nesta etapa do algoritmo, a regra de fluxo plédstico e as leis de evolugao das varidveis internas

sao discretizadas. Para discretizar a regra de fluxo pléstico,
FP = DPF?, (3.91)

é utilizada uma abordagem conveniente, proposta por ETEROVIC & BATHE (1990) e WEBER
& ANAND (1990), que consiste no emprego de uma aproximacao backward exponencial.

Com F% como condicao inicial, a discretizacao resultante é dada por

oOF
Ffz—i—l = exp (A)\ 8_7_'

) F?. (3.92)
n+1

O uso da aproximagao "backward"exponencial, segundo ROSSI (2005), propicia uma precisao
de primeira ordem e preserva a incompressibilidade pléstica, no caso do uso de modelos do tipo
Jo.

A discretizacao das leis de evolugao das varidveis internas ¢ feita pelo método clédssico de

Euler implicito. Assim,

OF

= AN —— .
By =B+ M | (3.93)

e o incremento pldstico A\ deve ser estritamente positivo, i.e., AX > 0.

Mapeamento pela integracao exponencial

O procedimento de atualizagdo pode ser escrito no mesmo formato que no caso dos algoritmos
cldssicos de mapeamento de retorno aplicados a problemas elastopldsticos em pequenas defor-
magoes. Para tanto, partindo da Eq.(3.92) e apés uma manipulacdo algébrica extensa pode-se

chegar & seguinte regra de evolugao escrita em termos da deformagao logaritmica, assim

e eteste 8F
B =Enn —AA 2 . (3.94)
n—+

Sistema de equacgoes locais

O algoritmo de mapeamento de retorno consiste entao na solugao do seguinte sistema de equagoes

nao lineares,

teste 8]:
E 1 —Ery A 7 In+1 0
OF
Prpyr — Pr, — AN a_Tk‘nH =10 (3.95)
F (7_'n+17¢k:n+1) 0

para A\ > 0.
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Ainda como resultado da manipulacio algébrica é possivel imostrar que

eteste

ni1 =Ry - (3.96)

A Fig. 3.5 mostra com mais detalhes as configuragées de deformacéao entre o incremento t,,

e tp+1. Ainda na Fig. 3.5,

F,=F,  F (3.97)
Como
F, =F F> (3.98)
tem-se entao que
eteste e
n+1 = Fan
= Fo.uF,'F;
= Fo (F5) ' (F5) ' Fy,
= Fo (F2)!, (3.99)

o que, de fato, reproduz a Eq.(3.87).

Configuracao
conhecida em t,

Configuragao
conhecida em

Configuragao
inicial em t,

Configuracaonao
tensionada em t,

Figura 3.5: Configuracoes de deformagoes entre o incremento t,, € t,,41.
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3.6 Aspectos computacionais

Considerando o tensor gradiente da deformagado escrito de maneira completa onde nenhuma

hipétese geométrica é imposta, tém-se que
F=1+V X’l_[

em que
Ou  dw  du

0X1 0Xo 0X3

7] — 6uz aug 8’(1,2

V3U=| 957 9% 0%

Ouz  Ouz  Oug

0X1 0Xo 0X3

Para cada ponto de integragdo da forma fraca discretizada, precisam ser feitas uma série
de célculos antes de verificar se este ponto pertence ou nao ao dominio eldstico. Esses cédlculos
requeridos para cada ponto de integracao estao descritos na tabela de procedimentos 3.1.

O campo de deslocamento é aproximado por

7 (%) =3 @ (%)
I=1

s ()Z') — zn: ®; (X') 5ii;.
I=1

no qual o indice h denota discretizagao.
Pode-se entao escrever a forma discreta do problema pela introducao das funcoes de forma

associadas ao MEF. Assim, o problema fica reescrito como:
—h, h
e Encontre ,;,; € K" tal que

F (ﬁﬁm; Mh) =0 VeV, (3.100)

em que

=

F (aﬁﬂ;aﬁ) - /Q P (ﬁzﬂ) LV 60l A — /Q Pobni1 - 6T dSdy — /F g - 6 dA,,

o o

Porém a forma discreta oriunda deste problema recai na manipulacao de tensores de quarta
e segunda ordem. Porém tal forma nao se demonstra atraente para a implementagao numérica.
A fim de manipular somente com vetores e tensores de segunda utiliza-se um mapeamento.
Com base neste mapeamento, defini-se entao os vetores forca interna e externa, os quais serao
utilizados na iteracao de Newton do problema global.

O gradiente de @" em componentes, dada a sua discretizacio espacial, é escrito como



CAPITULO 3. ANALISE ELASTOPLASTICA EM GRANDES DEFORMACOES 55

Tabela 3.1: Computos requeridos em cada ponto de integracao

(i) Dado 41 compute:

Fri =1+ Vi
(ii) Determine Ff;ffe por

Fo =Fup (FR) 7.

teste

(iii) Determine Cf,_; .

eteste _ Feteste TFeteste
n+l1 n+1 n+1

(iv) Realize a decomposicao espectral de Cf:ffe

oS (e t).

eteste

(v) Compute Uy,

1 1
eteste eteste \ 2 3 _’ _‘
ntl = ( n+1 ) _Z)‘i <ZZ®ZZ>
(vi) Compute as deformagoes logaritmicas
eteste_ eteste
En—|—1 _ln( n+1 >
e . teste
(vii) Tome a inversa de ( ni1 )

(viii) Compute

-1
6teste _ eteste eteste
n+l = Fn+1 (Un+1 ) :
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h h h
ou? Ouf ouy 0d; 9d; 9

ZXJ ZX: ng n | ax UL Px, ULl X, ULl
Ll — Ug Uy Uy — 92 0%, 0%

Vi = X, 0X» 0Xs; | E : ox; w2l Px, U2l gxs Ul
h h h I=1 | 0% 0%, 8Py

8u3 8u3 8’&3 09X, usy OX2 usy 0X5 usy

0X1 0Xo 0X3

56

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

Utilizando o mapeamento entre a forma matricial de V Xﬂh em forma vetorial, pode-se entao
escrever )
_ Cohy T - 0®; -
(VX u )11 ox; U 0
_ih 2%
(Vg )12 oxs U 0
Lith 2%,
(VX u )13 X3 0 0
_ —h, 8@[
(Vg )21 n 0 ax; O u1r
_h — 0%
(VXu )22 = 0 X 0 Uof
. —h I=1 6‘1’[
(V") 0 7%, aO usr
Ll 1
(Vgi")g, 0 0 o)
L ih 35
(VXU )32 0 0 ng
_ith 2%,
[ (V") | L 0 0 x5 |
Denotando agora
20 0% 9%p
T 0X1 0X2 0X3 5 80 80 0 0 0
_ b, 8P, 0P
G = 0 0 0 7%t 3% % O 0 0
92 021 9%p
0 0 0 0 0 0 = % 7%
e
Mm=l100010001]|,
é possivel escrever o vetor gradiente de deformagao como
Fh=T4+Gh
com
n
. .
G, = Z Gy
I=1
ou ainda
G9=[G1|Ga| - |Gn].
Gh = GI?
com 49 dado por
u Uy U2 U3, Uy, U2y, U3, o ‘ U, U2, U3,

GI=[G1[Ga|--|Gn].

(3.108)
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A forma linearizada do vetor gradiente de deformagoes é tal que
SF (*h) = 61 + 6G" = 6G" = G9sI. (3.109)
Da mesma forma ird se escrever o vetor PK1 como
P = [ P Pio Pi3 P P2 P3 Py Pyo Pss |- (3.110)

3.6.1 Forgas internas e externas

O principio do trabalho virtual, conforme descrito no Cap. 2, na auséncia de forgas inerciais,

estabelece que

SWint = syeet, (3.111)

Deste resultado é possivel determinar os vetores de forga interna e externa. O vetor de esforgos

internos f'* ¢

5Wint _ f_int . 5itd
= / P §F dQ,

= / P - G959 dS),
Qo

= /(Gg)Tﬁdﬂo'éﬁg.
Qo

Assim,

fi"t:/ (G P dQ,. (3.112)

o

De maneira similar, o vetor de forcas externas f¢** é dado por

6Wemt _ f_"e:rt 59

/ Eo-aﬁd90+/ P .61 dA,
T

/ bo - BIST dQY, + / L. ®9579 dA,
T

[/ )T By 2, /F (@977, dA,

Assim,
(3.113)

\
@u
b
Q
+

—
C
=
~
St
o
N
Q

A Eq.(3.111) implica em
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3.7 A equacao de equilibrio

O problema nao linear global serd agora descrito em termos da equagao de equilibrio residual.
Tal equagao referéncia as forgas internas e externas do problema, Eq.(3.112) e Eq.(3.113). Nos
problemas estudados ao longo deste trabalho serd considerado que as forgas externas nao sejam
dependentes da configuracao. O problema discreto em termos da equacao de equilibrio residual

pode ser posto da seguinte forma: Encontre ﬁz 41 que satisfaga a equagao de equilibrio residual

f’( n+l> fint < n+1) et — (3.114)

no qual

Frt () = [ @7 F () doy

= [ @ a0+ [ (@077, A,
o FO

3.7.1 Linearizacao e método de Newton
Seja

*fH =ad, k=0 (3.115)

em que k denota a iteracao do processo de Newton. Para a k-ésima iteragao

_gk+1 k

k
U, =+ A (3.116)

k
Para determinar Au? 41 ¢ necessdrio impor

k+1

o Lpk+1 - _pkt1 .
7’( ZH) -0 . i =evl) (3.117)

Considerando 7 suficientemente regular, expandindo 7 ( iy 1 + Aty +1> em uma série de Taylor

h A . ~ . .
em 4, ,, obtém-se, para a aproximagao de primeira ordem,

Pt ally) =7 (i) + D () [aith] (3.118)

0 que implica em
DF(ﬂZL) [AﬁZ:l] = —F(AZL) (3.119)
em que
DF (ﬁ’;ﬂ) [MQH} - /Q (G9)T AGIA,, dD,
_ /Q (@) AGY a, AT

k
_ =g
- KAunJrl
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Tabela 3.2: Método de Newton para o problema global

(i) Inicie o contador: k « 0

(ii) Inicialize @, = @n41

(iii) Compute as informagoes da tabela 3.1

(iv) Compute o residuo 7 = F(ﬁfﬁrl) por 70 = fint (?7211> - :"ffl
e o erro por erro = |||

(v) Faga enquanto (||| > tol ou k < kpaz)

e Monte a matriz de rigidez K = K <ﬁ2i1>

~ — k
e Resolva o sistema de equagoes para Au? 11
Sk pe—1k
Aty =K

e Atualize os deslocamentos ﬁfli%

k+1 k k
—gF Tl g =g
Up gy = Upyq + Al 4

e Compute os novos valores da tabela 3.1

Rl

e Compute

e entdo erro = H’FkHH

o Atualize 7 — #tl e b — L+ 1
fim

onde k4, ¢ 0 nimero méaximo de iteragoes permitidas.

com
K = / (GHT AGY dQ, (3.120)
Qo

na qual A é a forma matricial do tensor de quarta ordem do médulo tangente consistente A
definido na Eq.(4.97).

Baseado neste resultado o sistema de equacoes da Eq.(3.119) pode ser escrito como
—»gk — —,hk
KAG, | = —7 (unﬂ) (3.121)

e deve ser resolvido para Aﬁfﬁl.
O algoritmo global do método de Newton é descrito na tabela de procedimentos 3.2.

A tabela 3.3 mostra uma seqiiéncia de procedimentos para a determinagao do médulo tan-
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gente A.

Tabela 3.3: Determinacao do médulo tangente global A

(i) Compute G pela Eq.(3.81)
(ii) Compute H pela Eq.(3.78)

(iii) Compute D

o Se F (Fleste kleste) < 0 entédo

D=D
® Senao

D7

S
|

e fim
(v) Compute D pela Eq.(3.80)
(vi) Compute A pela Eq.(3.74)

(vii) Identificar A

forma matricial
A P —

A

60



Capitulo 4

O modelo elastoplastico para

espumas poliméricas

4.1 Modelo elastoplastico baseados na formulagao hipereldstica

4.1.1 Definicao da superficie de escoamento

O modelo elastopldstico para espumas, aqui proposto, é baseado em uma lei de encruamento
volumétrico. Tal embasamento tem como motivagao a observagao experimental da deformagao
de estruturas em espuma, as quais apresentam respostas diferentes para compressao e tracao.
Em compressao a capacidade do material de se deformar volumétricamente é ampliada pelo
processo de flambagem das paredes celulares, como descrito por GIBSON & ASHBY (1982),
e MAITTI et al. (1984). Assume-se que o processo de recuperacao das deformagoes nas células
nao ocorre de maneira instantdnea e, portanto, pode ser considerado pldstico para um evento
de curta duragao. Por outro lado, como visto, sob tracao, as paredes celulares entram em
colapso rapidadamente, como resultado a capacidade de suportar cargas trativas para esse tipo
de material é menor quando comparada & capacidade de carga a compressao.

O encruamento volumétrico assume um comportamento pléstico ideal/perfeito sob tragao
hidrostética e a evolucao da superficie de escoamento, em situagoes de carregamento complexo,
é controlada pela deformacao pldstica volumétrica sofrida pelo material.

Diferentes leis de encruamento sdo propostas na literatura. Como exemplo, DESHPANDE
& FLECK (2000) propuseram uma lei de encruamento isotrépica, para modelos originalmente
desenvolvidos para espumas metdlicas, que assume um comportamento simétrico entre tensao e
compressao, sendo a evolucao da superficie de escoamento governada por uma deformagao plés-
tica equivalente, a qual possui contribuigoes da deformacao plastica volumétrica e da deformagao
plastica deviatérica.

De modo a se definir entao a superficie de escoamento para o modelo elastopldstico proposto,
faz-se necessdria a revisao de alguns conceitos introdutérios. Primeiramente, introduz-se a tensao

deviatérica rotacionada de Kirchhoff, dada por

p tr (7)1 (4.1)

e

61
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Em seguida, a tensao de von Mises efetiva, escrita em termos do tensor de Kirchhoff rotacionado

q= ,/%7‘-0 7D, (4.2)

Por fim a parcela hidrostética da tensao dada por
r
p=-3 tr (7). (4.3)

Dessa forma, das Egs.(4.1) e (4.3), pode-se entdo expressar o tensor tensao rotacionada de
Kirchhoff como
=70 pL (4.4)

Neste trabalho define-se a funcao de escoamento para espumas em termos da tensao rota-

cionada de Kirchhoff sendo dada pela expressao

F(a.0) = /@ +a(6) (0 —po () — B(y). (4.5)

na qual @ = a(¢;) e po = po (¢},) sdo fungdes das varidveis internas ¢;, e do potencial de fluxo

G(q,p) =\ ¢* + B°p*. (4.6)

E importante observar que, nas andlises experimentais desenvolvidas por BILKHU (1987) e
BILKHU et al. (1993) citados por ZHANG, J. et al. (1998), o carregamento em qualquer

direcao principal causa deformacéoes insignificantes em outras diregoes. Como resultado o fluxo

dado por

plastico é nao associativo.

A funcdo de escoamento F e o potencial de fluxo G podem ser representados como elipses
no plano p — ¢ como mostra a Fig. 4.1, em que « (¢;) e [ representam as formas da elipse da
fungao de escoamento e do potencial de fluxo, respectivamente; p, (¢) € o centro da elipse de
escoamento e B é o comprimento vertical da mesma. Ainda, o potencial de fluxo trata-se de

uma elipse centrada na origem.

Poténcial de

Fluxo \ -
7

Superficie de
Escoamento

Figura 4.1: Funcao de escoamento e potencial de fluxo representados no plano p — q.
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Superficie

Original Superficie de

Figura 4.2: Encruamento volumétrico.

Os parametros p, e B sao relacionados aos esfor¢os que desencadeiam o processo de escoa-

mento p. € p; na compressao e tragao hidrostdtica, respectivamente, dados por

Pc — Pt

Do = D) (47)
€

B=aA (4.8)
com

AZQ%& (4.9)

em que p. € p; 840 nimeros positivos e A é o comprimento horizontal da elipse de escoamento
com relacao ao eixo p.

A evolugio da superficie de escoamento é controlada pelas varidveis internas ¢; = &b e ¢, =
eh. A primeira medida de deformacao pléstica, €5, é conhecida com sendo a deformacdo pldstica
volumétrica, definida como

eb = —1In(JP) (4.10)

na qual J? = det (FP), utilizada no modelo de encruamento volumétrico. A segunda medida, &b,

é a deformacao pldstica azxial, que pode ser obtida através de um ensaio de compressao uniaxial,

P
el = —1In (L_> , (4.11)

sendo LP o comprimento da amostra apds a deformacao ter sido aplicada, porém jd com o

dada por

carregamento cessado, e L, o comprimento inicial da amostra na configuracao de referéncia. Ver
detalhes no Apéndice B.

A caracterizagao do encruamento do material requer a realizacdo de alguns testes experi-
mentais, sendo esses: o teste de compressao uniaxial e o teste de compressao hidrostdtica. Desta
forma, é necessario o levantamento experimental destas curvas de encruamento para a completa

identificacao da resposta de encruamento do material.
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Na situagao de carregamento monoténico proporcional, pode-se considerar que a tracao
hidrostédtica de escoamento, p;, varie proporcionalmente com a compressao hidrostdtica de es-

coamento, p., ou seja

Pt = 0 Pe; (4.12)

sendo p a constante de proporcionalidade. Entretanto, assume-se que a compressao hidrostética
de escoamento, p., seja proveniente do resultado da compactagao (aumento da densidade) ou

dilatagdo (reducao da densidade) do material, ou seja

Pec = Pc (5:5) . (4'13)

O parametro «, em (4.8), é considerado como sendo dependente da deformagao pldstica

volumétrica de compactacio, €5, e da deformacao plastica axial, €, i.e.,
a=a(Eh ). (4.14)

Logo, para um dado p, os parametros p. (b)) e « (e, eh) sao suficientes para definir o centro
e os comprimentos dos eixos maior A e menor B da elipse de escoamento. Esses parametros
sdo fungoes da deformacao pldstica volumétrica de compactacao b, que descreve o fenémeno de
consolidagao e da deformagdo pldstica axial efetiva €, como mostra ZHANG, J. et al. (1998).
Consequentemente, a elipse de escoamento nao sé translada sobre o eixo p como também se
extende no plano p — ¢, & medida que os espagos vazios vao se consolidando sob compressao.
Dessa forma, as varidveis a e p., s@o denominadas como varidveis de consolidacdo, as quais
sao parametros materiais determinados pelos testes experimentais de compressao uniaxial e
compressao hidrostética.
Como resultado, pode-se escrever a funcao de escoamento em termos dos pardmetros mate-
riais « e pe, i.e.
F =F(a,pe). (4.15)

Alguns exemplos dos testes experimentais sao mostrados nas Figs. 4.3, 4.4 e 4.5 para com-

pressao uniaxial e Figs. 4.6 e 4.7, para compressao hidrostética, veja ZHANG, J. et al. (1998).
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Figura 4.3: Resposta tensao-deformacao sob compressao uniaxial

kg/m3.
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Figura 4.4: Resposta tensao-deformagao sob compressao uniaxial. Espuma em polipropileno

4,9 kg/m3.
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Figura 4.5: Resposta tensao-deformagao sob compressao uniaxial. Espuma em poliestireno 1,6

kg/m3.
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Figura 4.6: Resposta tensao-deformacao sob compressao hidrostatica. Espuma em poliuretano
6,9 kg/m3.
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Figura 4.7: Resposta tensao-deformacgao sob compressao hidrostdtica. Espuma polipropileno 4,9
kg/m3.

b,eh) requer a realizacdo de dois

E importante notar que a determinacio de p. (¢h) e a (e
testes experimentais independentes. Do teste de compressao hidrostitica pode-se computar

diretamente a lei de encruamento associada ao problema, de tal forma que
Pe = po + Hp (€)) (4.16)

sendo p? a compressao hidrostdtica de escoamento inicial e H,, (¢}) a lei de encruamento volumétrico
associada a p., dada em termos de €}, como mostrado nas Figs. 4.6 e 4.7.

De maneira a se computar o parametro « (e}, h) necessita-se de um outro teste experimental
independente. Neste trabalho considerou-se o teste de compressao uniaxial como conhecido,
conforme mostrado nas Figs. 4.3, 4.4 e 4.5, para diferentes materiais. Entretanto, outros testes

podem ser considerados, como ilustrado nas Figs. 4.8 e 4.9.
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Figura 4.8: Resposta tensao-deformacao sob trac¢ao uniaxial. Espuma em poliuretano 6,9 kg/m3.
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Figura 4.9: Resposta tensao-deformagao sob cisalhamento puro. Espuma em poliestireno 1,6
kg/m3.

Note que se o corpo a ser analisado estiver sujeito a esforcos de tracao entdo, para uma
melhor representagao da resposta sob de tracdo, serd recomendada a utilizacao do ensaio de
tragao uniaxial. Por outro lado, se os esforcos aplicados forem de origem cisalhante tende-se
a obter uma melhor representatividade dos resultados, utilizando-se as informagoes obtidas em
um teste de cisalhamento, conforme mostrado na Fig. 4.9, de maneira a se computar a lei de
encruamento visando a determinagiao do parametro « (g, €h).

Sabendo que os problemas estruturais envolvendo espumas tém predominantemente um
dominio de esforgos de compressao (problemas de impacto), espera-se que o uso dos dados obti-
dos do ensaio uniaxial de compressao possa produzir o melhor resultado para a determinacao
do parametro material a (€5, €5).

Do ensaio de compressao uniaxial, pode-se obter

Ty (eh) =7y + H(eh), (4.17)

sendo Ty a tensao de escoamento inicial em compressao e H (eh) a fungao de encruamento axial,

dada em termos da deformacao pléstica axial efetiva eh.
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A tensao de escoamento 7, , medida de tensao rotacionada de Kirchhoff, ¢ relacionada,
no ensaio de compressao uniaxial com a tensao dada em termos do primeiro tensor tensao de
Piola-Kirchhoff (PK1). Para maiores detalhes ver Apéndice B.

4.1.2 Descricao do modelo

Utilizando os conceitos apresentados no Cap. 3, em que foi abordado de maneira detalhada
a descrigdo do modelo elastoplédstico, e a definicdo da funcao de escoamento e dos parametros
materiais necessdrios para a caracterizacao da resposta de espumas, pode-se descrever comple-
tamente o modelo elastopldstico para espumas.

Novamente, o gradiente de deformacao pode ser decomposto na forma multiplicativa como

F = F°F? (4.18)
em que
F¢ =R°U°. (4.19)
Relagao constitutiva hipereldstica
Dada a relagao constitutiva hipereldstica
7 = DE° (4.20)

na qual a medida de deformacao logaritmica, ou de Hencky, é utilizada e dada por
1
E°=1n(U°) = 3 In (C9), (4.21)
sendo T o tensor tensao rotacionada de Kirchhoff dado por
7] = R]" [7] [R] (4.22)
em que T representa o tensor tensao de Kirchhoff
T =Jo, (4.23)
expresso em termos do tensor tensao de Cauchy, o, e de J = det [F].

Efeito da densidade relativa

Dados experimentais mostram ser expressiva a dependéncia da resposta do material com re-
lacao a densidade relativa do material. Desta forma, sao efetuadas modificacoes nas relagoes
constitutivas acima visando a inclusao do efeito da densidade relativa na resposta do material.

De fato, isto se torna importante devido a grande redugdao de volume experimentada em
processos de deformagao por impacto.

Assim, retorna-se entao a equacao da continuidade
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p, = det [F]p (4.24)

em que p, = p, (X ) denota a densidade inicial, definida na configuracao de referéncia, e p =

p <X , t) denota a densidade atual, definida na configuragao de referéncia. Dividindo a equagao

da continuidade pela densidade do material denso p,,, tem-se que
py = det [F] p* (4.25)

naqualp(t:pp—"ep*:;&.
m m

Dessa forma pode-se entao se reescrever a lei hipereldstica, agora expressando a dependéncia
da densidade relativa
7=D(p") E° (4.26)

em que

D(p") = 2u (") T + (K (")~ 21 <p*>) Tel (4.27)

na qual D é o tensor de elasticidade de quarta ordem, I é o tensor identidade de quarta ordem, I
é o tensor identidade de segunda ordem, & (p*) é o médulo volumétrico e p (p*) (constante de

Lamé) é o médulo de cisalhamento, u (p*) = G (p*). Os tensores I e (I ® I) sao dados por
1
Lijw = 5 (0ikdj1 + 010 k) (4.28)
A1)k = 6ij0k1- (4.29)
Analogamente, a Eq.(4.26) pode ser escrita como
T=2G(p")E°+ £k (p*)tr (E°) L. (4.30)

Baseado nas observagoes experimentais de ZHANG, J. et al. (1998), considera-se, neste

trabalho, que o coeficiente de Poisson, v, seja independente da densidade relativa, i.e.,
v(p*) ~ v = cte. (4.31)

Entretanto o médulo de Young FE, é observado como sendo fortemente dependente da densi-
dade relativa, como mostra o grafico da Fig. 4.10. Desta forma, é proposto neste trabalho uma

relagao constitutiva para F (p*) dada por
E(o) = c (57) Ear, (432)

sendo Ej! o médulo de Young do material completamente denso. Assim, v, ¢, Ey e 7 sdo

parametros materiais os quais devem ser identificados experimentalmente.

g — KM phpy
M= ———.
3k + oy
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Figura 4.10: Dependéncia do médulo de Young, E (p*) = E/Es, com respeito a densidade
relativa, p* = p/p,. GIBSON & ASHBY(1997).

Devido a descricao Lagrangeana Total adotada, ndo hd maiores mudancas a serem feitas no
algoritmo de mapeamento de retorno, além do computo da densidade relativa p* juntamente com
os demais valores nos pontos de integragao. Isso acorre devido ao fato de que o mapeamento de
retorno acontece para um « fixo e, portanto, para um gradiente de deformagao F fixo em cada
ponto.

Porém, o mesmo nao acontece quando na determinacao dos médulos tangentes consistentes
do problema. Aqui, a dependéncia da densidade relativa deverd ser levada em consideragao de
modo a preservar a taxa de convergéncia do algoritmo resultante da aplicagao do método de
Newton. A derivagdo dos médulos tangentes serd abordada em uma secao especifica, em que
serd descrito o procedimento de maneira que efeito de dependéncia da densidade relativa seja

considerado.

Definicao da fungao de escoamento

Como ja visto, a funcao escoamento é dada por

2
F(g,p) =|¢® +a? (p— []%D —a [#] <0 (4.33)
em que
1
p=—ztrlr], (4.34)
3
q=/5TP TP (4.35)



CAPITULO 4. O MODELO ELASTOPLASTICO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 71

PL=0DPc (4.36)

Ty

o= - (4.37)

{ppe = 37y (Dt — pc) — 7217
Ainda, 7, = 7, (ch) ¢ a tensdo de escoamento obtida no ensaio uniaxial e p. = p.(g}) € a
tensao de escoamento obtida no ensaio de compressao hidrostdtica. Entretanto, p; é a tensao de
escoamento que deveria ser obtida em um ensaio de tensao hidrostatica, porém aqui é considerada
como sendo proporcional & p..

Tal consideragao se faz pertinente uma vez que o tipo de material tratado é raramente
ensaiado sob tragéo. A escolha do valor de ¢ ndo deve propiciar forte influéncia nos resultados
numeéricos, a menos que o carregamento seja de tracao hidrostdtica. Uma aproximagao comum
para py, trata-se de algo em torno de 5% a 10% do valor da tens@ao de compressao hidrostética

Pe, ver HANSSEN et al. (2001) e HALLQUIST(1998).

Potencial de dissipagao

No caso do modelo de plasticidade ser nao associativo, a determinacao da evolucao da taxa de

deformacao plastica modificada DP é dada por

_ . 0G
DP = \— 4.38
or ( )
em que o multiplicador pléstico \, satisfaz as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
F<LO  Az0  AF=0, (4.39)

e a condicao de consisténcia AF =0em F =0. Ainda, de acordo com a consideracao de que o
tensor rotagao é nulo, uma vez que se considera a compatibilidade com a plasticidade isotrépica,
tem-se que

WP =0, (4.40)

resultando em uma evolucao da deformacao pléstica dada por
FP = DPF?. (4.41)

O potencial de fluxo pldstico, com ja dito, é dado por

G (q,p) = \/¢®+ B*p?, (4.42)

em que 3 ¢ ralacionado com o coeficiente de Poisson pldstico v, sendo esta ralacao, descrita

com detalhes no Apéndice B, dada por

3 1—2v
8= 7 / 1+Vpp, (4.43)
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Baseado nos trabalhos de GIBSON & ASHBY(1997) e GILCHRIST & MILLS(2001) o
poisson plédstico, que é o coeficiente que relaciona a deformacao pldstica longitudinal com a
transversal sob compressao uniaxial, pode, dependendo do material, variar entre —1 a 0,5,
ie., v, € [-1;0,5]. O limite superior, v, = 0,5, corresponde ao fluxo plastico incompressivel.

Usualmente para espumas poliméricas considera-se v, = 0 o que reduz a Eq.(4.43) a

B = et (4.44)

Tal hipdtese para o coeficiente de poisson pldstico para espumas poliméricas é considerada

razodvel como mostra os ensaios nas Figs. 4.11 e 4.12.

Figura 4.11: Ensaio de compressao uniaxial. ZHANG, J. et al. (1998).
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Figura 4.12: Ensaio de compressao uniaxial. GONG & KYRIAKIDES (2004).

4.1.3 Leis de evolugao

A lei de encruamento axial é dada por

Ty =Ty + H () (4.45)

P
52 = —1In (L—O> s (446)

sendo 7y a tensao inicial de escoamento e H (¢}) uma fungao escalar de encruamento. Ambas sao

com

obtidas do teste de compressao uniaxial. Note que para um caso de carregamento tridimensional,
nao se faz possivel a identificacdo de €h, j4 que nao se pode computar £, i.e., ndo se consegue
obter uma relagao entre o comprimento inicial L, e o comprimento final na configuracao nao
tencionada LP. Contudo, a medida de deformagao pldstica axial pode ser dada em termos
da deformacao volumétrica, no caso de um ensaio de compressao uniaxial, como mostrado no

Apéndice B, por

b

P 4.4
L= T (4.47)
Apesar desta relacdo ser vdlida apenas em um ensaio uniaxial de compressao, utiliza-se esta
relagdo de forma a incorporar a influéncia do encruamento axial em uma situagao de carrega-
mento multiaxial. Desta forma, visando a inclusdo do encruamento uniaxial de compressao, na

resposta do material é proposta a seguinte modificagao



CAPITULO 4. O MODELO ELASTOPLASTICO PARA ESPUMAS POLIMERICAS 74

Por fim, a lei de encruamento volumétrico é dada por
Pe = pi + Hy (€7) (4.49)

com

eb = —1In (JP) (4.50)

sendo p? a tensdo de escoamento inicial obtida em um teste de compressao hidrostatica e H, (e})

a funca@o escalar de encruamento obtida neste mesmo teste. Ainda, J? = det [FP].

4.2 O problema de valor inicial elastoplastico - Aproximacao

pela metodologia operator split

No contexto desta se¢do, a varidvel desconhecida do problema de valor inicial elastoplédstico é
somente o gradiente da deformacao plastica FP. Em um procedimento de tempo incremental,
com t € [t,,tnt1], a condigao inicial é dada por

FP (t,) = F?

n

(4.51)

em que o problema estd sujeito a histéria prescrita do gradiente da deformagao, F (t), t €
[tn,tnt1]. O problema constitutivo de valor inicial consiste em encontrar F? tal que satisfaga as
equagoes constitutivas e as relagoes acima, dadas pelas Eqgs.(4.26), (4.38), e (4.39), para todo
t € [tn, tnsa]-

Como ja visto, o uso da metodologia de aproximagao baseada na decomposicao de operadores
resulta em um algoritmo que consiste em duas etapas bésicas: predicao eldstica e correcao

pléstica.

4.2.1 Predigao elastica

Neste estdgio, considera-se que
FP =0 (4.52)

0 que equivale & suposicao de que a solucao seja puramente eldstica. Esta hipétese inicial
possibilita a determinagao do estado eldstico teste, dado por

teste

— FP
n+1 =F

.
. ~ . . teste N ~ . , .

O gradiente da deformagao eldstica teste, Fy,_ | , correspondente & solucao acima, é determinado

por

eteste

¢ =Fu (F)! (4.53)

e a densidade relativa, py_ |, ¢ dada por

. Po
= ——. 4.54
Pr+1 det [FnJrl] ( )
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Uma vez que a lei eldstica é dada em termos da deformacao logaritmica E€, torna-se preciso

calcular .

eteste . eteste eteste

nl = ( n+1 ) | (4.55)
para entao se calcular a deformacao logaritmica teste En +1 , COMO

teste 1 teste
1l = 511“( 1 ) : (4.56)

Uma vez que Ef, He ¢é calculado, é possivel determinar a tensao rotacionada de Kirchhoff

teste Tﬁfjﬁe, pela lei hipereldstica expressa pela Eq.(4.26), ou seja

— * teste * 2 * teste
i = 2nh) B+ (K - St ) o (BE) 1

Aplicando o operador trago na expressao acima, e com algumas manipulacoes algébricas determina-

se ainda
P = ~K(ph) tr B (4.57)
Agora, sabendo que
Tt =T Pl (4.58)
e
S =B e (B 1 (4.59)
pode-se entao determinar
Dteste * Dteste
Tor1 = 2p(pny1) Eny (4.60)
e consequentemente
e (161

Por fim, a determinacao da funcao de escoamento dentro do teste eldstico, é computado por

pteste D 2 pteste + e
et st + otz (st - [P o [2E52] a
em que
pteste o _1 theste 4 63
v = T\ Jnpr ) (4.63)
T = det [F1] = det [P (4.60)
teste
Tteste _ 7_ + H 85"+1 (4 65)
Yt (1=2vp) )" ‘

te@te
preste = p2+ Hy (b)), (4.66)
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7—.teste

a%ejtle _ Ynt1 . (467)

2
teste _ l—teste _ pteste) _ 1 [ =teste
pt pc’n+1 3Tyn+1 (pt anJrl) 9 (Ty'rl+1) }

N

4.2.2 A correcgao plastica

O procedimento adotado para a corregao pléstica corresponde ao algoritmo de mapeamento de
retorno, utilizando-se a aproximacao backward exponencial para a solugdo do problema elasto-
pldstico inicial. Assim, pela hipétese da decomposicao multiplicativa do gradiente da defor-
macao, do uso da medida de deformagao logaritmica juntamente com o uso da aproximagao
backward exponencial, o algoritmo de mapeamento de retorno resulta em expressoes idénticas

as obtidas pelo mesmo modelo constitutivo obtidas no escopo de deformacoes infinitesimais.

Verificagao do critério de escoamento

Caso o estado de tensao eldstico teste viole o critério de escoamento, i.e.,
—teste
f (Tn+1 ) > 0,

entdo a hipétese de deformacao inicial é violada. Neste caso é requerido a efetuacao da correcao

pléstica.

Correcgao plastica - Algoritmo de mapeamento de retorno exponencial

Nesta etapa do algoritimo, a regra de fluxo plastico
FP = DPF?,

¢ discretizada utilizando-se a aproximacao "backward exponencial", com F% como condiciao

inicial, resultando em

og
FZ—H = exp (A/\ s

> F? (4.68)
n+1

em que o incremento pldstico AX deve ser estritamente positivo, i.e., AX > 0.

A equacao dicretizada acima é complementada pelo requisito de consisténcia pléstica, i.e.,
F (ﬁm, 5€n+1> = 0. (4.69)

Mapeamento pela integragcao exponencial

Partindo da Eq.(4.68), pode-se chegar & regra de evolugdo escrita em termos da deformagao

logaritmica,

teste 8g
E . =E, —AN—

5= (4.70)

n+1
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Sistema de equacgoes locais

O algoritmo de mapeamento de retorno consiste entao na solugao do seguinte sistema de equagoes

nao-lineares,
eteste

e oG
El o —E o AN L _ |0 (4.71)
‘7:(7_'n+1,€€n+1) 0

para A\ > 0.
Porém é conveniente reescrever as equagoes do sistema acima em termos de ¢ny1, Ppi1, €
A). Substituindo-se a relagao constitutiva hipereldstica, dada pela Eq.(4.26), na Eq.(4.70) e

apds uma extensa manipulagao algébrica pode-se obter

B2AN test
L+ Gonngny| Port =P [0
_3& _ teste — . ‘
1+ Gpntranin) | Intl — dntl 0 (4.72)

f(qn+17pn+1>A)\)
Como resultado dessa mesma manipulagao obtém-se também que

_Dteste _
o = It | T 4.73
e G (Pn+1, qnt1) i ( )
€
E’Un+1 = €Un + Gn+15 Pn+1- (474)

eteste

Tendo em mente as Eqs.(4.73) e (4.58) e sabendo que Ry, ., = Ry | e que a Eq.(4.22) pode ser

escrita no estado n + 1 como
_ T
Tnt1 = R [Frr] [RS4] (4.75)
pode-se computar a tensao de Cauchy, o1, cOMO

Tn+1
= 4.
On+1 det (Fn+1) ( 76)

Algoritmo do mapeamento de retorno

Sabendo que
Fpy1 =1+ Vgt

em que
Oug u; Ouy
0X1 0Xo 0X3
a7 _ 811,2 aug 8uz

Vitnt1 = | 5% 9% 0% ’

Jus dus Ous
0X1 0Xao 0X3 n+1

o algoritmo de mapeamento de retorno pode entao ser sumarizado como mostra a Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Algoritmo de mapeamento de retorno

. . p .
n Y °
(i) Dado F,.41, leia F;, compute

este —1
FO = Fop [Fh

eteste o Feteste T Feteste
n+l n+1 n+1

teste

teste
EL . = 1)

In( n+1
= Po
ntl det [Fn+1]

N

teste
b =eb, — In[det(Fh)]
teste
pffﬂe = —“(PZH)“" (E%H >

teste

=D teste __ * e
Tt =20 (phi) Boy

teste __ §7—.D teste 7—.D teste
1 = 9 n+1 n+1
(i) Teste do estado eldstico teste:
test ~
o Se F <q;6jtf, pleste &b 5 e) < 0 entao

passo eldstico: atualize (-), ; = ()fff_ﬁe

trial

P _ g _ o
Foo=F =F

= __ =trial
Tn+l = Tyl
e caso contrario

passo elastopldstico: resolva o seguinte sistema de equagoes para ¢ni1, Pni1 € AN

_ RBPAN teste

1 + g(pn+1,qn+1) pn+1 - pn+1 0
—3#A)\— _ teste =
L+ Gnttanrr) | Il — dnpl

F (qn+1,Pnst1, AN)

Atualize as varidveis
D _ g P
F,, 1 =exp (A)\ 5= n+1> Fr

e fim
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4.3 Problema de valor de contorno global

Analogamente, como mostrado no Cap. 3, uma vez definido o modelo constitutivo e a estratégia
de atualizacao das varidveis em t,41, o que define o chamado problema local, é possivel agora
resolver o cldssico problema de valor de contorno global associado ao deslocamento , porém
formulado em termos da configuracao de referéncia.

Novamente a configuragao adotada é a Lagrangeana Total. Assim, neste enfoque, o problema
de valor de contorno (formulagdo forte), e a sua equivalente formulacao integral (formulagao

fraca), sdo discretizados.

4.3.1 Formulagao forte: Configuracao de referéncia.

Seja © C ]2 um dominio limitado de contorno Lipschitz 052, sujeito a uma forca de corpo b
prescrita em (), a uma tracgao prescrita # definida em 'Y e a um deslocamento prescrito 4 definido

em I'?. O problema de valor de contorno pode ser enunciado como:

e Problema 3.1: Para cada t € [t,,tf], determine @ ()Z , t), solucao do seguinte problema

de valor de contorno:

div P (Xt) +p, (X') E(X,t) -~ 0 emQ, (4.77)
P ()Z't) N ( ﬂt) - F()Z’,t) em I't (4.78)
@ ()? t) - ()Z) em I, (4.79)

em que N ¢é a normal externa a configuragao de referéncia.

4.3.2 Formulagao fraca: Configuracao de referéncia

e Problema 3.2: Determine 4 <)Z, t) € K, para cada t € [t,,ty], tal que

/ P-Vféﬁdfloz/ pol;-ciz‘[dQOJr/ f— ou dA, Voue. (4.80)
Qo Qo r

t
o

Aqui K é o espago dos deslocamentos admissiveis dado por
K={iluic Wy (Q), i=temI4}, (4.81)
para p suficientemente grande, e V é o espago dos deslocamentos virtuais, dado por
V = {ou| ou; € I/Vp1 (Q), du=0em Ty}, (4.82)
Ou denotando, para cada t € [t,,t¢],

F(ﬂ,’;éﬁ):/ P-Vidﬁon—/Q poz‘?-aﬁdgo—/F £.5d dA, (4.83)
o o to
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o problema pode ser reescrito como: Determine (X , t) € K tal que, para cada t € [to, ty],

F(@:6d@) =0 Y éaeV. (4.84)

4.4 Formulacao incremental

A formulagdo incremental entre o instante t,, e t,41 considera que a configuragdo e as varidveis
de estado sejam conhecidas em (), e que as equacoes de equilibrio sejam impostas em 1.

Assim, o campo de deslocamentos serd representado por

—

T = 4@ (X',tn) =7, — X (4.85)

—

Tnp1 = @ (X,th) = Fp1 — X (4.86)
e deste modo pode-se entao escrever o gradiente de deformacoes para os instantes ¢, e t,11 como

F, = I+VX'ﬁn (4.87)
Foy = I+V)gﬁn+1. (4.88)

Assim, em t,41, a forma fraca do problema pode ser escrita como:

e Problema 3.3: Encontre u,11 € K tal que
F (Up41;0u) =0 VoéueV, (4.89)

sendo

=

P (@p41) - V ¢80 dy — / Pobng1 - 6 dS2 — / Frp1 - 6d0 dA,.
Qo It

I (ily; 610) = /

Qo

Como o problema acima é nao linear com relagdo a 11, € proposto o método de Newton

para a sua solucao.

4.4.1 Linearizacao e método de Newton

Seja
W@,y =y, k=0 (4.90)

na qual k£ denota a iteragao no processo de Newton. Deste modo, para a k-ésima iteracao temos
k41 —f —k
unil = Up+1 + Aun—s—l' (491)
Com o objetivo de determinar A, ¢ imposta a condicdo

r(athen) =0 veaev, (4.92)
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i.e,

r(@tsoa) =1 (@ + Adl,;00) =0 Vode V. (4.93)

Considerando F (-,-) como sendo suficientemente regular, e expandindo F ( AR A I 6u)

em uma série de Taylor em ufl 11, obtém-se, para uma aproximagao de primeira ordem,

r (af;H + AT 5@) —r ( o 5u) +DF ( 0 6u> [Aﬁfm] . (4.94)
Agora, pela Eq.(4.93) é possivel escrever
Dr ( i H,éu) [Aﬁg +1] ——F (ﬁ,’g H;éﬁ) . (4.95)
com

Dr (aﬁg +1;5a) [Mﬁ; H} - /Q A(ﬁfg +1> Vg (Mﬁ +1) LV 611 dQ, (4.96)

o

sendo A o médulo tangente global, o qual é dado por

{A (_)fH_l)ijl - g?:;

4.4.2 Notas sobre a determinacao de A

OTip 11 101
B v T (4.97)
un 1

Conforme descrito no Cap. 3 o computo de A requer a determinacao da derivada da tensao de
Kirchhoff com relagao ao gradiente da deformagao. Porém, é possivel escrever T como fungao
da tensao rotacionada de Kirchhoff, T. Sabe-se entao que a derivada da tensdo de Kirchhoff

com relacao ao gradiente da deformacao é dada por

or _OR°_ Lo o OF 0 o (RO
e que
87ims _ ep M
8Fkl — “mskl T D.

Conforme visto, existe uma dependéncia do mdédulo de elasticidade com relagdo a densidade
relativa o que embute mais uma nao-linearidade da lei hipereldstica de tal forma que torna-se
necessdrio levar em consideracao o efeito da variacao do tensor relacao constitutiva hipereldstica
de quarta ordem D, com relacao ao gradiente de deformacao. Para tal, pode-se separar D em duas
parcelas. A primeira refere-se a variagdao dos pardmetros materiais com relagdo ao gradiente de
deformacao. Na segunda os parametros materiais sao conservados fixos com relagao ao gradiente

de deformagdes. Assim,

5 0T (OD(p") e o OEL 1
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em que

oD (p*
8Ee aT L 8E teste 8C teste _
D (p*) =t r ol _—ndl _ DGH. 4.100
< (p ) 8Fn+1> 8Efltj—sfe 8ceteete aFn+1 ( )

Dessa forma a parcela onde os parametros materiais sao conservados fixos com relagao ao

gradiente de deformacoes, ou seja, DGH pode ser determinada da mesma forma como mostra o

Cap. 3, bem como o termo%F Assim requer-se entao apenas a determinacio da parcela B.

Determinacao de B

Sabendo que

D7) =20 (o) 1+ (K () = 30 (s7)) (10D

e
= e * 2 * e
T2 B+ [K () = 300)| tr (B)
pode-se entao operar a derivada gg( £°) , e se reescrever a Eq.(4.99)
I (p*) GO (") [9E (p") 20u(p")
B = e I - = I®I . 4.101
B 0 T POy [ OFrr 3 0Fg ) D B (4.108)
Apos se determinar os termos
Op(p*) _ Eum

7 (o) [FL] (4.102)

OF,1  2(1+v)

OK(p) __ Em
OF,.1  3(1—2v

- (4.103)

)7 (p*)" [F;’;H]

pode-se finalmente escrever que

WO (0) pe ]y L [OK(07) 200 (p)] L
B_[ oF E}Hmkl‘i‘[ aF,, 3 o, EG AT,

ou na forma indicial

OK (p*)  20p(p*
8F¢j 3 8Fij

9
B — [ A0 )Eg] (Gudjt + Sudjp) + [

)| ge
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4.5 Procedimento de Solucao

4.5.1 Problema local

Como visto, a solugdo do passo elastoplédstico consite na soluc¢do, para (¢n+1,Pn+1,AN), do

conjunto de equagoes nao-lineares, dado por

Ri (Gn41:Pnt1, AN) = F (Gns1:Pns1, AN) =0 (4.104)
kBZAN
R , AN = |1+ =——7——— — ffStE:O
2 (qn+1 Pn+1 ) [ G (pn+1,qn+1)] Pn+1 — Pnia
uAN ] test
R3 (gni1,Pni1, AN) = |1+ ———1 i1 — g5 =0
3 (Gnt1, Pnt1 ) [ g(pn+17Qn+1) Gn+1 n—+1

A préxima etapa consiste entdo em linearizar o problema, ou seja, resolver o sistema de
equagoes nao-lineares utilizando-se o método de Newton identificando o operador tangente K,
de maneira consistente. Para que haja solugao K nao pode ser singular. Uma condicao suficiente
para existéncia e unicidade de solucao é K ser positiva-definida. Porém esta condicao nao é dita
necessdria, ja que o sistema pode ter infinitas solugoes. O que se tem interesse é nao ter nen-
hum autovalor nulo, i.e., K pode ser indefinido no seguinte sentido: autovalores exclusivamente
positivos ou negativos, ou seja, nenhum nulo. Isso garante que o operando representado por K
seja bijetivo resultando na existéncia de um operador inverso o qual serd tnico, resultando na
unicidade da solugao.

IR, Ry IR,
Oqn+1  Opnt1 OAX
2

o _ R OR OR
[K (qN+1)] - 8(171431 apnil O0A

OR3 OR3 OR3
Oqn+1 Opn+1 AN

(4.105)

O algoritmo do método de Newton, para o problema local, estd esquematicamente mostrado na

tabela abaixo.
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Tabela 4.2: Algoritmo de Newton aplicado ao sistema de equacGes locais

(i) Inicialize o contador de iteragao: k < 0
(ii) Inicialize q,%, = GiFFYF, ou seja,
i = (0 AX) = (i iz 0

(iii) Compute o residuo R° = R (1), erro= Hﬁo

(v) Faga enquanto (erro > tol ou k < kmaz)
e Determine a matriz tangente K = K (cj’nﬁl)

e Resolva o sistema linear para ch'n]il

(K (ah )] {AGh 1} = — R (3%41)
e Atualize cj’n]fil

qfﬂt% = Jnﬁ—l + A(Tnlf!—l
e Compute erro = HE k+1”

oAtualizeR‘kHR‘kHeka—Fl

fim

onde e k4, mdximo nimero de iteragoes permitido.
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4.6 Exemplos

Nesta secao serao apresentados alguns resultados numeéricos a fim de avaliar os aspectos referentes
a performance da implementagao do modelo constitutivo para espumas utilizando o MEF em

grandes deformagcoes. Entre os tépicos que serdo avaliados estao os seguintes:

e performance da estratégia de solugao através da formulagao de grandes deformacgoes pro-
posta e também do algoritmo elastopldstico quanto & sua robustez, ou seja, da avaliagao

da sua estabilidade ao longo das simulacoes;
e dependéncia de malha;

e condigoes da resposta limite e da localizacao da deformacao.

A fim de proporcionar uma base comparativa foram selecionados alguns exemplos na lit-
eratura da drea para a verificagdo dos aspectos relacionados acima. Utilizou-se um elemento
triangular de 6 nés, chamado comumente de Tri6?, quadrético e isoparamétrico. Este elemento

foi escolhido por nao apresentar o efeito de travamento volumétrico.
¢ Exemplo 3.1 - Compressao Uniaxial

Uma anélise simples de compressao unidimensional é realizada agora de forma a verificar
a relagao tensao deformagado com resposta hipereldstica nao linear dependente da densidade
relativa. A Fig. 4.13 mostra as dimensoes do corpo de prova o qual possui 50mm de altura
com uma &rea inicial de 2500mm?. Ainda na mesma figura, o modelo axissimétrico, construido

utilizando-se dois elementos, onde um deslocamento & = —30mm é prescrito.

Uy=u

@56,42

50

A.

Figura 4.13: Corpo de prova para compressao uniaxial.

Na Fig. 4.14 é mostrado o comparativo entre a tensdao obtida experimentalmente por
ZHANG, J. et al. (1998) e o resultado numérico da analise realizada com 500 passos de carrega-

mento e com tolerancia de convergéncia global de 1076, Os parametros ¢ e v foram adotados

2A extrapolacdo, dos pontos de integracio para os nés dos elementos, é feita considerando apenas os nds
dos vértices no que diz respeito a visualizagao dos resultados, devido a uma limitacdo do programa de pés-
processamento.
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baseados nos estudos de ROBERTS & GARBOCZI (2000). Neste grafico é plotada a tensao de

Cauchy versus a deformagao logaritmica com os seguintes pardmetros materiais:

= 0,082034 Mpa
P2 = 0,040470 MPa
0o = 0,10

E, = 928,09288 MPa
pt = 0,049000

vp = 0,00
v = 0,25
v = 1,64
c = 0,30.
0,84 o
—2—FEM o
0,6 o Experimental

Tensao de Cauchy (MPa)

0,6

Figura 4.14: Resposta tensdo-deformacio, experimental (8,0.1072 1/s) e numérica (FEM), sob
compressdo uniaxial. Espuma em polipropileno 49,0 Kg/m3.
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¥-Displacement
0
l -3.3334
-6.6667
--10
- =13.333

' -16.667
-20

-23.334
-26.667
=30

X-Displacement
1.8921
l 1.6819
1.4717
1.2614
- 1.0512

- 0.84094
- 0.6207

0.42046
0.21022
0

evp
0.65661
lo.esaa1
& 0.65661
- 0.65661

- 0.65661

L 0.65661
0.65661
0.65661
0.65661
0.65661

Figura 4.15: Visualizacao, para o caso uniaxial, dos deslocamentos nas dire¢oes x, y e da defor-
magao pléstica volumétrica &b.

A Fig.4.14 mostra a curva tensao-deformacao para o problema de compressao uniaxial. A
resposta produzida utilizando-se o MEF, para o modelo de espumas celulares com encruamento
volumétrico apresenta boa concordancia com os valores experimentais obtidos por ZHANG, J. et
al. (1998) para a espuma em polipropileno com densidade nominal de 49,0 Kg/m?. A Fig.4.15
mostra os deslocamentos nas diregoes x e y, bem como a deformagao pldstica volumétrica no
caso limite, ou seja, quando o processo de deformacao do material ultrapassa o platdé de colapso
e atinge o regime de densificacdo, onde o nivel de tensoes cresce bruscamente. Pode-se notar
que nessa etapa a deformacao volumétrica mantém-se constante em todo o dominio, como era

de se esperar, para o caso de compressao uniaxial pura.
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e Exemplo 3.2 - Caso multiaxial

E proposto agora a andlise de um corpo de prova em forma de um tronco de cone onde

deseja-se verificar a evolugao da deformacao plédstica como também problemas relacionados com a

dependéncia de malha. Para tanto, é considerado o problema ilustrado na Fig. 4.16 que consiste

em um modelo axissimétrico cujas dimensoes sao indicadas na figura. O modelo discretizado

utiliza 60 elementos do tipo Tri6, e é submetido a um deslocamento prescrito 4 = —80mm.

Tal carregamento é obtido por uma rampa de carregamento linear onde 4000 incrementos sao

considerados. Os parametros materiais adotados sao os mesmos utilizados na andlise do caso

uniaxial.

100

Figura 4.16: Tronco de cone axissimétrico e modelo com 60 elementos Tri6.

Figura 4.17: Deslocamento na diregao x.

*-Displacement

4.8273
4.243
3.6393
3.0756
Z.45913
1.89082
-1.3245
-0.74072
-0.156398
--0.42674
--1.0103

--1.5942
-Z2.1773
-2.7616
-3.3452

--3.529
-4.5127
-5.0964
-5.6801
-A.ZA3E
-6, 8475
-7.4312
-8.0143
-B.5986
-9.18232
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“-Oisplacement

o
-2.5476
-5.0984
-7.6492
-10.2
-12.751
--15.302
--17.853
--20.404
--22.955
--25.506
--28.057
l——au.sus
L-33.153
--35.71
-38.261
--40.812
-43.363
-45.914
-48.465
-51.016
-53.567
-56.118
-58. 4669
-61.22

Figura 4.18: Deslocamento na direcao y.

Sl
0.95943
0.37654
-0.20814
-0.79282
-1.3775
-1.9622
--2.5469
--3.1314
--3.7163
--4.301
--4.8857
—-5.4704

I—E.DSSl
- 6.6398
--7.2245
--7.80%2
—-g.3939
-8.9786
-9.5633
-10.148
-10.733
-11.318
-11.903
-1z.488
-13.073

Figura 4.19: Tensao de Cauchy na direcao x.

Syy
0.31334
-0.77122
-1.8534
-2.935¢
-4.0178
-5.1

--6.1822
--7.2644
--8.346¢
--9.4288

.511

.593

673

757

.839

921

.003

.08s

167

.249

L3331

.413

.495

.577

.659

Figura 4.20: Tensao de Cauchy na direcao y.
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Szz

0.43849
-0.10554
-0.e4202
-1.1%905
-1.733
-Z.2735
--Z.818
--3.3e05
-=3.503
-—-4.4455
-—-4.388
--5.5305
-A.073
-6.6130
--7.158
--7.7005
-B8.242
-8.7855
-9.3z8
-9.8705
-10.412
-10.955
-11.437
-1z.029
-1z.581

Figura 4.21: Tensao de Cauchy na diregao z.

Sry
4.4023
4.061
3.719z2
3.3774
3.03356
2.6338

-2.352
-2.0102
-1.6684
-1.3Z6g
-0.58482

-0.64305
0.301z28
-0.04048%

--0.3BZZ&

--0.72403
-1.0A58
-1.4076
-1.7434
-Z2.0912
-Z2.433
—-Z2.7748
-3.11¢66
-3.4584
-3.8002

Figura 4.22: Tensao cisalhante no plano xy.

Os campos de deformagao e deslocamento demonstram como a resposta do material varia con-
forme a geometria do corpo, bem como, pode-se ter uma avaliagdo qualitativa das distribui¢oes
de tensoes em seu interior. Nota-se a existéncia de uma forte concentracdao de tensao no canto
superior do tronco de cone devido principalmente a tensées compressivas e cisalhantes, conforme
mostrado nas Figs 4.19, 4.20, 4.22. Tal concentracao move-se para baixo a medida que todo
o material sofre uma redugao. A Fig. 4.18 mostra que deslocamento méximo atingido foi de
61, 22mm na direcao y, i.e., mais de 75% do valor inicialmente prescrito, o que confere um carater
extremamente robusto ao algoritmo de solu¢ao dentro do contexto de grandes deformacgoes, as-
segurando uma tolerancia de convergéncia de 107°. Apés esse limite ocorre um forte gradiente
de deformacao na regiao de concentracao de tensoes acarretando em um mau condicionamento
numérico fazendo com que o algoritmo seja interrompido. Uma melhora do resultado poeria ser
obtido com a implementacao de uma estratégia de refino adaptativo.

A Fig. 4.23 mostra a evolugao da deformagao plastica volumétrica no interior do corpo, que

como intuitivamente era esperado, se desenvolve como na forma de um bulbo pelo interior do
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Figura 4.23: Evolucao da deformacao pldstica volumétrica, 5.



Capitulo 5

O método de Galerkin livre de

elementos

5.1 Introducao

Nas tltimas décadas, o método dos elementos finitos (MEF), bem como o método das diferengas
finitas (MDF), tém se mostrado como uma das principais ferramentas utilizadas na mecanica
computacional na solu¢ao dos mais diversos tipos de fendmenos fisicos que recaem na solucao
de sistemas diferenciais, ou parcialmente diferenciais, complexos que governam boa parte dos
problemas modelados na engenharia. Pode-se citar com sendo uma das principais vantagens do
MEF a simplicidade na construgao das fungoes de forma, base do processo de discretizacao das
varidveis de estado, através de uma divisao do dominio do problema em subdominios, i.e., em
elementos formando uma malha de discretizagao. Por outro lado esta estrutura inerente ao MEF
é também uma das principais fontes de dificuldades no seu emprego, quando se trata da simulagao
da evolugao temporal da geometria ou de condi¢oes de contorno méveis. Exemplos tipicos destes
problemas envolvem, entre outros, grandes deformacdes, propagacao de trincas na mecanica da
fratura, escoamentos bifédsicos, e ainda a transferéncia de calor em meios sujeitos & mudanca de
fase. Nestes casos, o acompanhamento das modificacoes de geometria, dos deslocamentos nas
interfaces e da presenca de grandes gradientes a serem representadas pela malha de elementos
finitos implica em modificacbes da discretizacao inicial para cada passo da andlise. Isso requer
o emprego de procedimentos de adaptacao ou de reconstrugao da malha os quais constituem
um importante percentual no esfor¢o computacional total requerido na andlise numérica além
de envolverem perda de precisao de resultados.

Um caminho adotado para a construcao de discretizacoes sem malha é o uso da aproximacao
por minimos quadrados méveis (AMQM), moving least square approximation (MLSA), LAN-
CASTER & SALKAUSKAS (1981), que é a base de muitos métodos livres de malha para o
ajuste de curvas a partir dos valores da varidvel de estado associados a um conjunto de nds
irregularmente distribuidos no dominio. NAYROLES et al. (1992) foram os primeiros a utilizar
esta técnica (MLSA), para a formula¢ao de um método, denominado método dos elementos difu-
sos, diffuse elements method (DEM). Posteriormente BELYTSCHKO et al. (1994) empregaram

92
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esta mesma técnica no contexto de método sem malha, formulando o método de galerkin livre de
elementos (MGLE), element-free Galerkin (EFG). Outros métodos denominados sem malha sao
propostos na literatura como exemplo meshless local Petrov-Galerkin (MLPG), point interpola-
tion method (PIM), point assembly method (PAM), hp-clouds, smooth particle hydrodynamics
(SPH), entre vérios outros. Devido ao fato da metodologia se encontrar em um rapido estagio
de desenvolvimento, dessa forma novos nomes sao constantemente propostos, ver LIU (2002).

As principais caracteristicas do EFG séo:

e A construcao das fungoes base, utilizadas na construcdo do espaco de aproximagao, a partir

do método de minimos quadrados méveis (MLSA);
e Auséncia da conectividade nodal pré-definida associada ao emprego de elementos;

e A utilizacao da formulacao fraca de Galerkin, na discretizagao do sistema de equacgoes

diferenciais;

e A integragdo numeérica realizada com o emprego de uma estrutura de células ou de uma

malha de fundo.

A malha de fundo é uma malha tipica de elementos finitos usada apenas durante o pro-
cedimento da integracdo numérica, nao contribuindo na definicao dos graus de liberdade de
discretizacao, assim, diz-se apenas que a malha de fundo representa o dominio, porém nao o
discretiza. O EFG é um dos métodos sem malha de emprego mais freqiiente na literatura. Esta
vasta gama de aplicagOes é uma conseqiiéncia do enorme potencial que o método oferece para
a anslise de problemas mecéanicos. As principais vantagens estdo associadas & simplicidade na
definicao da discretizacao e a flexibilidade para modificagoes desta discretizagao, dispensando
o uso de estratégias sofisticadas de geracao de malha. As desvantagens do seu emprego sao

principalmente:

e A necessidade do uso de uma integracao numeérica apropriada, i.e., de uma quadratura de
pontos de integragao que seja suficiente de modo a se garantir uma integragao precisa com
baixo custo computacional. Este é um problema ainda nao adequadamente resolvido na

literatura;

e Desenvolvimento de uma estrutura de dados efetiva e também de procedimentos numeéricos
para a reducao do custo computacional uma vez que hd uma demanda significativa no que

diz respeito ao esforco computacional para a construcao das funcoes de forma;

e A necessidade do uso de procedimentos especiais para a imposi¢ao das condi¢bes de con-

torno essenciais.

A necessidade de procedimentos especiais para a imposicao das condigoes de contorno essen-
ciais surge do fato que, geralmente, as fungoes de forma finais oriundas dos métodos livres de

malha nao representam uma interpolacao do campo desejado, mas sim uma aproximagao. Deste



CAPITULO 5. O METODO DE GALERKIN LIVRE DE ELEMENTOS 94

modo, as fungoes de forma resultantes nao satisfazem a propriedade de delta de kronecker, pro-
priedade esta vastamente explorada no caso do MEF. Na literatura, virias sao as abordagens
implementadas para superar este problema. Dentre elas pode-se citar o uso de: Multiplicadores
de Lagrange, Métodos de colocagao, Principios variacionais modificados, Combinagao com o
MEF, Funcoes de peso singulares e ainda o Método de penalidade. Cada um destes métodos
apresenta vantagens e obviamente desvantagens conforme apontado por ROSSI (2005).

Por simplicidade, optou-se nesta dissertacao a utilizacao de malha de integragao composta
por células/elementos de integracao triangulares do tipo Tri3. Esta malha é entao utilizada para
a realizagao da integracao, bem como, para definir o suporte para as funcoes de peso de modo

a satisfazer as condicoes de estabilidade e cobertura do MELG, a ser explicado.

5.2 Aproximacao por Minimos Quadrados Mdveis

O método EFG consiste basicamente na construgao de um conjunto de fungoes de forma globais,
que definem o espago de aproximacao, que sao posteriormente empregadas em um procedimento
de aproximacao de Galerkin. Tais funcoes de forma sdo construidas através do MLSA.

O MLSA trata-se de um método de construcao de aproximagoes, o qual, inicialmente foi uti-
lizado por LANCASTER & SALKAUSKAS (1981) na construcao de superficies suaves. Através
dele procura-se encontrar uma fungao que melhor se ajuste a um conjunto de dados, associa-
dos aos pontos nodais. O MLSA tornou-se popular devido ao fato da fungdo aproximagao ser
continua e suave em todo o domifnio do problema e ainda, a capacidade de se produzir uma
aproximacao com a ordem de consisténcia desejada.

Para melhor entendermos o MLSA, vamos inicialmente descrever o procedimento cldssico
do método dos minimos quadrados MMQ. Assim, no caso do MMQ, dado um conjunto de
dados discretos é possivel construir uma funcio de aproximacio u” que se ajusta, no sentido dos
minimos quadrados.

Mais especificamente, dado um conjunto de dados discretos {ur, I =1,2,..,nr}, onde ny é

o niimero total de nés, em um dominio . A funcio de aproximacao u” (Z) é definida como
m
ho = _. S
u"(@) =) py(T)aj = (7,d) (5.1)
j=1

em que p'(Z) representa a base intrinseca empregada no MMQ e @ é o conjunto de coeficientes a
ser determinado de modo a se caracterizar completamente a funcio de aproximacao u”. Entre-
tanto, para se determinar esse conjunto de coeficientes quando se utiliza uma aproximacao por
minimos quadrados uma medida de erro J (@*) deve ser introduzida de forma que a determinagao
de @ seja tal que minimize essa medida. Assim, sabendo que a medida de erro é minima, os

coeficientes devem satisfazer a condicdo necessdria de otimalidade. Tem-se entao que

7@ =3 {uten) ) = 4G ) 6:2)

I=1
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A determinagao de @ é obtida pela imposigao de que J (@) < J (a*) Va*e R™. Assim tem-se

entao o seguinte problema de minimo:

a=argmin{J (@")}. (5.3)
Va*eR™

Agora, da condigao necessaria de otimalidade como critério de minimo de @, tem-se entao

9 (f,f ' Zo, k=t1.m (5.4)
Oay, g
i.e.
o d(p,a*
2> {(pa) —ur} <a . ) =0, k=1..m. (5.5)
I=1 k
Entretanto,
o0 (p,a* 0 " . i
<§ > - = 4 Y pia; =Y pj (wr) 65 = pi (1) (5.6)
ay, day, — —

Substituindo a Eq.(5.6) na Eq.(5.5), tem-se entao que

Z{ G —urypy (1) =0, k=1.m. (5.7)

Consequentemente,

> pj(en)pr (wr)a; —ur pp(z1) p =0,  k=1...m, (5.8)
= =

0 que permite se escrever a forma compacta

n

S @) @p@n))a=>  urp(zr). (5.9)

I=1 I=1
Denotando,
n
= [pler) @p(xr)) (5.10)
=1
e
br = p(xr), (5.11)

obtém-se entao o sistema, substituindo as Eq.(5.10) e (5.11) na Eq.(5.9). Assim
n
q= ubr. (5.12)
I=1
Note que, a fim de se obter uma solugao tnica para @, a matriz [A], denominada matriz

momento, deve ser nao-singular, i.e., det [A] # 0. Assim, uma vez conhecido os coeficientes @

pode-se entdo determinar a funcdo de aproximacio u"(x) que nio necessariamente passa pelos
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valores nodais, ou seja, u” (x) nao se trata de uma funcao de interpolacao. Os coeficientes a; sdo
influenciados por todos os valores de uy, I = 1,...n, conhecidos para os n pontos discretos. Dessa
forma a aproximacio u”(z) em um dado ponto z ¢ afetada pelo valor de u(z) nos pontos x; que
podem estar afastados de z. Esta aproximacao pode ser melhorada fazendo-se uma particao do
dominio em subdominios. Particionando o dominio em subdominios [z, zx11], K = 1, ...q, onde

q ¢ o nimero total de particoes, pode-se entao se reescrever a aproximacao como sendo

m

ully(2) = pj (@) all, k=1,..q (5.13)
j=1

Dessa forma pontos fora do intervalo [z, xg11] ndo irao afetar a determinagao dos coeficientes

a; para um dado x pertencente ao intervalo [z, Tj41], como mostra a Fig. 5.1.

u(z)

Figura 5.1: Particao do dominio em subdominios

Porém, em geral, as fungoes uf}g] (x) podem nao ser continuas nos limites de cada intervalo.
Assim para se obter a aproximacao global ao longo de todo o dominio u"(x), = € Q, deve-se
entao impor condicoes de contorno para cada subdominio de maneira a se obter continuidade.

Como exemplo, sendo Q@ =[0,L] e k = 3:

o ul'(z) € C°0, L)

uﬁ](azg) = uf%](xg) (5.14)
uy(ws) = ufy(xs)
e ul(x) € CH0, L]
uli(zo) = uly(ze) e iuh (a:):iuh (x2) (5.15)
(112 2112 dp NP2 T g P2 :
d d
uf%](xg) = u&}(a:g) e ﬂuﬁ](a:g) = %ZLE]({L'E;)

O principal problema na utilizagdo do MMQ, mesmo utilizando-se uma partigdo em interva-
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los, é a grande dificuldade de implementagao do método para se obter aproximagoes com ordem
C*[0, L] com k arbitrario e o fato da ordem de aproximacdo nio ser homogéneo em todo o

dominio.

5.2.1 Meétodo dos Minimos Quadrados Méveis

Para obter-se uma aproximacao com ordem de aproximac¢ao homogénea em todo o dominio,
que seja fécil de ser implementado para aproximagoes com regularidade arbitraria, o MLSA faz
uso de uma base p'(Z) e de uma fungao peso w (Z), a qual determina a influéncia de quantas
particulas serao consideradas na determinagao de @ (Z). O critério utilizado para a determinagao

de @ (%) é a minimizagao de seguinte norma ponderada

n

J(@) =) w(@— ) [(F(r),d (7)) - ul’ (5.16)

I=1
em que n é o numero de particulas na vizinhanca de Z para os quais a funcdo peso w; =
w (Z — &) = 0 VZe Q, ou seja, ¢ o nimero de particulas pertencentes ao suporte da fungao
peso, e uy é o dado discreto em ¥ = Z7. Por construgao, a fungao peso possui valores nao nulos
positivos apenas no subdominio €2; definido para cada i-ésimo né, também chamado dominio

de influéncia.

u,w “

Figura 5.2: Método dos minimos quadrados méveis.

Cada subdominio identifica o suporte da funcao peso sendo referenciado ainda como o
dominio de influéncia de cada né. Este pode, no caso de uma andlise bidimensional, e de
acordo com a conveniéncia, ter formas circulares ou retangulares, conforme mostrado na Fig.

5.3. E, no caso tridimensional, pode ainda ser definido por esferas ou cubos.
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Figura 5.3: Dominios de influéncia retangulares e circulares.

Novamente, da condi¢do necessdria de otimalidade de modo que @ (z) seja minimo, tem-se
entao como resultado da minimizagao de J (@) que

(A (@) = > w(a—ar) [Flar) @ 7 ()] (5.17)
I=1
by = w(x —z7) p(zr), (5.18)
A ()] d(z) = ubr (5.19)
I=1
@(z)=[A(z)" { ujl_)}} : (5.20)
I=1
Contudo,
u(@) = (7 (2), @ (@) = Y ur (F(2), [A @) br) = D s (@) (5:21)
I=1 I=1
na qual
@ (2) = (F(2), [A @) br) =5 (@) - A(2) " b (). (5.22)

®; (Z) é denominada funcao de forma global e A (Z) como j& visto é comumente chamada de

matriz de momento, que deve ser computada, bem como sua inversa, de modo a se determinar
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a(¥). J4 as derivadas parciais de ®; (Z) com relagao as componentes de & sdo dadas por

I L o
P _ D A@ 0@+ r@) Db @ @ aw D sas)
sendo
OA(@) Y L OA@D),
o =A@ G A@ T (5.24)

5.2.2 A ordem de consisténcia

A ordem de consisténcia de uma aproximacio, C¥, é definida como a ordem arbitréria polino-
mial que pode ser representada exatamente pelo processo de ajuste ou aproximacao. Uma das
propriedades importantes do MLSA é a de que o método é capaz de representar exatamente
combinagoes das fungoes da base intrinseca p(¥), ou seja, a consisténcia da aproximagcao de-
pende da ordem monomial utilizada para definir p'(Z). Se a ordem completa for k, a fungao
aproximacao gerada tera consisténcia C*. Assim, é possivel alcancar uma consisténcia de ordem

k através do uso de

ST k

P (%) = {1,x,y,$2,:cy,y2,...,a:k,...acy _1,yk . (5.25)

Deste modo, para satisfazer a consisténcia linear é necessario apenas utilizar p7 (Z) = [1,z, ],

onde m = 3. Neste caso sao obtidas as seguintes relagoes

Zan(f) - 1 (5.26)
=1
ifbj(f)x[ = (5.27)
=1
Y@y = v (5.28)
=1

De acordo com a Eq.(5.26) o conjunto {®; (Z), I =1,2,...,nr} define uma particao da unidade.
Como comentado em BELYTSCHKO et al. (1994), as fungoes de forma oriundas do EFG,
®; (Z), nao satisfazem, em geral, a condigao de delta de kronecker, isto & ®;(Z;) # d17. Isto
infelizmente complica a imposicdo das condi¢Ges de contorno essenciais ja que estas condigoes
nao podem ser impostas diretamente pela prescricao dos valores nodais.
Note que a Eq.(5.16) é positiva definida, uma vez que as fungoes peso séo escolhidas positivas.

Como resultado tal minimo é nao-negativo. Considere um campo dado por

w(@) = p; (&) ey (@), k<m. (5.29)

Considerando que a;; = 0 para k < j, pode-se entao reescrever o campo dado como sendo

m

w(@) = p; (&) (F). (5.30)

Jj=1
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Entao fazendo a; () = o (£), a norma J tende a zero o que é necessariamente um minimo, o

que leva a

k
u (F) =Y pj (&) oy (&) =u(d). (5.31)

j=1
Isso prova que qualquer campo dado pela Eq.(5.29) ird ser exatamente representado ou repro-
duzido pelo MLSA. A prova acima ainda implica em dizer que qualquer fungao pertencente &
base é reproduzida de maneira exata. Em outras palavras, sabendo que o MLSA busca um
conjunto de coeficientes @ () o qual possa produzir uma fungio u (%) = 7", p; (¥) o (¥) com
uma minima distancia normalizada com relagao a funcao atual. Se a fungao atual pertencer a
base de p(¥), a aproximacao obtida pelo MLSA simplesmente serd a base porque a distancia
normalizada é zero, o qual é claramente um minimo. A prova de consisténcia é valida para provar
outra caracteristica importante: se uma funcao aparece na base ela é reproduzida de maneira
exata. Uma vez mostrada a consisténcia linear, tudo que se tem a fazer é incluir constantes e
mondmios lineares na base de forma a se obter fungoes capazes de representar singularidades,
como ¢ apresentado nos trabalhos de LIU(2002) e BELYTSCHKO & FLEMING(1999). En-
tretanto, deve-se ater para que matriz momento continue invertivel, quando esses tipos fungoes

base sao incluidos.

5.3 Definicao e distribuicao da funcao peso

A definicao adequada da funcao peso é de extrema importancia de modo a se obter uma boa

performance do método. Ela deve ser construida de tal forma que:
e seja positiva;
e gere uma tUnica solugdo para a (¥);

e ser grade para um ponto xy préoximo de x e ser relativamente pequena para o x; mais
distante de z, i.e., ela deve apresentar um decréscimo em sua magnitude a medida que a

distancia de x com relacao z; aumenta.

Serd considerado apenas fungoes peso as quais dependam apenas da disténcia, i.e. o raio r,

entre dois pontos, como segue:
w (¥ —Zr) =wr (r) =w(ry) (5.32)

em que
r = |7 — . (5.33)

Mais especificamente, fun¢oes peso na forma:

wr (1 (2)) = wr (r@k) (:E)) (5.34)
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onde wy (7“(%) (:E)) é assumido ser continuo juntamente com as m — derivadas com relagao a
r. Considera-se entao condigoes que o termo k deve satisfazer de maneira a garantir que as
primeiras n — ésimas derivadas de wy (r(2k)) com relagao a x;, ¢ = 1,...2, existam para cada

ponto z. Dessa forma

aw] .

Oowy Or ow
el § (2k—1) YT — = _ =2y, (26=2) 70T
oz, 2k (F—2r); r (5.35)

2kr — =
or Ox; or’
onde (& — Zy); = ((Z — 1) , ¢;), sendo €; o j — ésimo vetor base cartesiana.
(f_fl)]‘

T

Note que o limite de , quando ¥ — &7, ndo existe. Todavia as derivadas acima

existirao apenas se k > % Ainda, analisando a segunda derivada,

O wy
Ox2

J

= 2k (2k—2) (¥—azp)] r % + (5.36)

49 | p(2h-2) % 4R (f_ff)i - (4k—4) 3;121,
apenas se k > 1. Calculando a n — ésima derivada da fungdo peso wy (7“(2’“)) com relacao a
x; para o caso de problemas bidimensionais, pode-se dizer que: se k ¢ um inteiro positivo, a
derivada de funcao peso wy (7“(2’“)) com relacao a x; existird até a m — ésima ordem, m = 2k.
Caso k nao seja um inteiro positivo, porém k > 5, a derivada de fungao peso wy (r(2k)) com
relacao a x; existird até a n — ésima ordem.

Assim a escolha adequada das fungoes peso é mais ou menos arbitrdria a medida que a
fungéo seja positiva e continua, juntamente com suas derivadas até o grau desejado. A escolha
do tamanho do suporte da fungéo peso deve garantir que a matriz momento A (Z), definida na
Eq.(5.17), seja invertivel. De acordo com as referéncias LIU et al. (1996), BEISSEL & BE-
LYTSCHKO (1996) e HUERTA & MENDEZ (2000) a distribuicao de particulas deve satisfazer
uma condicao de estabilidade para que exista a inversa de A (¥). Esta condicao de estabilidade
pode ser enunciada como

card { Z;| ®; (Z) # 0} > dim [A (Z)] . (5.37)

Para um dominio de maior influéncia em Z; , requer-se entdo um maior nimero de nés
inclusos e, portanto, maior quantidade de informagao disponivel para o processo de MLSA. Por
exemplo, para Q € R? e p7 (%) = [1,z,y] a distribuicdo de particulas deve ser tal que para todo
# €  deva existir o suporte de pelo menos trés particulas com um wvalor diferente de zero em
Z, i.e., ¥ deve estar incluido no suporte efetivo (ndo nulo) de pelo menos trés particulas. Ainda,
em problemas 2D nao basta apenas observar a cardinalidade de pa\rticulas cujo suporte efetivo
contenha Z, mas também se estas particulas formam um tridngulo com drea nao nula.

Como exemplo, na Fig. 5.4, note que a vizinhanca para os computos no ponto Z, inclui os
nos 1, 2 e 3 uma vez que seus dominios de influéncia, i.e., suporte efetivo, contém o ponto . O

no 4 foi excluido da vizinhanca de T ja que seu suporte efetivo ndao comtém o ponto Z.
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A% v
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Figura 5.4: Tlustragao dos dominios de influéncia nodal 2D e a malha de fundo.

Assim, considere uma particula genérica tal que Zy € {2 da malha de integragdo, como

ilustrado na Fig. 5.5.

-
- S~

-

Seca=="

~
.......

Figura 5.5: Raio da fungao de peso w.

O raio, 77, que define o suporte da funcao w centrada em ', utilizado nesta dissertacao, é
determinado por
TT =8 Tl (5.38)

onde s > 1, com s € R, e r7,,, ¢ a maxima distancia dentre as particulas que compodem a lista

de nés adjacentes, Ly, associada & Zy, i.e.,
Pl = max |7 — 2, i€ L. (5.39)

Viérias sao as funcoes peso utilizadas na literatura. Como exemplos de funcoes peso mais

utilizadas pode-se citar as seguintes:
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e Funcao peso spline cubica

% — 4p2 4 493 para r < 0.5
wr) =4 4 dr a2 43 para 0.5 <7 <1 ; (5.40)
0 parar > 1

e Funcao peso spline quértica

1—67r2+8r3 — 31t arar <1
w(r) = para = (5.41)
0 para r > 1
e Funcao peso gaussiana
S(mmy? o (r)?
e(c)ff (QC) parar <1
w(r) = 1—e (%)
0 para r > 1
Nas equagodes acima
p= L Iz = 2] (5.42)
rr S TImax

sendo o raio parametrizado, entre [0, 1], da fungao peso w.

Portanto, quanto maior a dimensao na escolha da base g7 (Z), maior serd a quantidade de
particulas/nés cujo suporte efetivo contenha todos os pontos do dominio. Note que a condigao
de cardinalidade em 5.37 deve ser vilida em todos os pontos do dominio. Ainda os nés inclusos
no dominio de influéncia, em problemas bidimensionais, nao se faz suficiente apenas observar
a quantidade de ndés em uma tnica diregao pois também esses nao devem ser colineares. Por
serem muitas as possiveis configuragoes para uma distribuicdo nodal arbitrdria é necessério
ter-se cuidado no critério a utilizar para a escolha do fator de influéncia s e uma forma de

—

implementagao mais robusta pode contemplar testes de condicionamento da matriz A ()

5.4 Imposicao das condigoes essenciais

Como citado, hd uma extensa discussao de como se impor as condigoes essenciais propostas por
varios autores, nao s6 utilizadas para o EFG mas também para a maioria dos métodos livres de
malha.

Multiplicadores de Lagrange, geralmente usados em procedimentos numeéricos, sao um modo
efetivo para impor restrigoes em problemas de otimizagao e tém sua implementagao considerada
de baixa complexidade. O método obriga que as imposigoes se verifiquem de forma exata,
através dos multiplicadores de lagrange. Entretanto, como mencionado em BELYTSCHKO et al.
(1995), principios variacionais modificados nao impdem, de forma geral, as condigdes de contorno
essenciais com um alto grau de precisao. O método ainda apresenta algumas desvantagens,
como exemplo, o aumento no nimero de incégnitas, conseqiientemente levando a um aumento

no tamanho do problema e ainda um mau condicionamento da matriz de rigidez associada aos
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multiplicadores de Lagrange devido ao aparecimento de zeros na diagonal principal.

O método de penalidade impoe que as condigoes de contorno se verifiquem de forma aprox-
imada, por meio de um fator de penalizacao. O uso do fator de penalizagdo nao acarreta em
um aumento do nimero de graus de liberdade, contudo pode levar a um mau condicionamento
do sistema de equagoes algébrico resultante, caso a penalidade escolhida ser muito elevada. Por
outro lado, caso a penalidade escolhida seja fraca, ocorrera uma violacao indesejada da condigao
de contorno essencial que se quer impor. Do ponto de vista pragmético, o problema fundamental
do método de penalidade estd na escolha de um fator de penalizagao adequado.

Neste trabalho as condigoes de contorno essenciais sao impostas através do método do La-
grangeano aumentado o qual se trata de uma combinacao natural dos métodos dos multipli-
cadores de Lagrange e da penalidade exterior como observou ROSSI (2005). Assim, este método
trata de um compromisso entre a representagao exata da condicao imposta e a facilidade oca-
sionada pelos termos de penalidade ao processo de iteragao.

A imposicao das condigoes de contorno essenciais via o método do Lagrangeano aumentado

implica em que

g (ﬁ, €u, Xu) =— {XU + el (@ — u)} em IV (5.43)

onde Xu ¢ o multiplicador de Lagrange para e ¢, é o parametro de penalidade. Ainda, o trabalho
virtual das forcas Cj“ referentes & imposicao das condigoes de contorno essenciais do problema é

dado por

FU(a@, 61) = — / gv (ﬁ €u, XU> 611 dA,. (5.44)
Iy

A implementacao das condi¢oes de contorno essenciais dentro do processo iterativo bem como
sua discretizacao serao mostradas no capitulo seguinte, onde um novo problema é formulado

contemplado ainda contato unilateral.



Capitulo 6

Contato Unilateral

Neste capitulo sao abordados aspectos gerais no que diz respeito ao problema de contato uni-
lateral, dentro do escopo de grandes deformagoes. Mais especificamente o problema de contato
aqui abortado é descrito sob a hipétese de Signorini, ou seja, que o obstaculo, ou corpo alvo, seja
indeformédvel. Os problemas dessa natureza, envolvendo contato e atrito, sdo de considerdvel
complexidade e tém grande importancia dentro da mecénica do continuo. Atualmente uma vasta
literatura apresenta-se disponivel sobre esta drea de conhecimento, vide os trabalhos de SIMO
& LAURSEN (1992), LAURSEN (2002) e WRIGGERS (2002).

No caso de espumas poliméricas, estas sao comumente sujeitas & problemas de contato e
atrito sob grandes deformacoes, principalmente em aplicagoes que envolvem absorcao de impacto.
Assim, freqiientes testes sao realizados de modo a se caracterizar o comportamento desse tipo
de material sob tais condigoes. Como exemplo o teste de indentacao, que consiste basicamente
no uso de um objeto (indentador) forcado contra a superficie de uma amostra.

Neste capitulo utiliza-se o método livre de malha (EFG) para a solugdo de problemas rela-
cionados com contato em espumas poliméricas, utilizando-se o modelo constitutivo para sélidos
celulares, proposto no Cap. 4. O uso do EFG para se atacar esse tipo de problema deve-se
principalmente ao fato do EFG ser mais robusto que o FEM quando na solugao de problemas

com grandes deformacoes e gradientes. Veja a Fig. 6.1.
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MESHFREE FEM

Forma original

50% de compressio

65% de compressio

o

“ s R o
e LY

Figura 6.1: Comparacao entre os métodos EFG e Elementos Finitos. LI & LIU 2002.

Adicionalmente, como os métodos mais robustos para a incorporacao da condi¢ao de contato
unilateral com atrito sao o método da penalidade ou ainda o método do Lagrangeano aumentado,
pode-se utilizar estes métodos para simultaneamente impor as condi¢oes de contorno essenciais.
Dessa forma a imposi¢do das condigoes de contorno essenciais do problema pode ser imposta
juntamente com as condigoes de contato com atrito, aproveitando o mesmo processo iterativo.

Alguns exemplos numéricos, considerando a hipdtese axissimétrica e de estado plano de de-
formacoes, serao também apresentados nesta secao visando avaliar o desempenho da metodologia

proposta.

6.1 Definicao do problema

6.1.1 Formulagao forte

Seja , a configuragdo do corpo no instante inicial, com contorno 95),, sujeita a uma forca de
corpo gdeﬁnida em (),, a uma tragao r prescrita em I't| ao deslocamento prescrito u definido
em I'} e a uma condicao de contato com atrito definida em I';. Seja ainda o contorno dado por
0 =TLUTYUTS com T NTY =g, TENTS =2 e TYNTS = @. A forma forte do problema

de contato com atrito quase-estdtico em grandes deformagoes pode ser enunciada como:
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e Problema 6.1: Encontre u, para cada t, tal que

divP+pO§=0 em £, (6.1)

com
Pi =1 em I (6.2)
“« = u em I'¥ (6.3)

satisfazendo as condigoes de Kuhn-Tucker

Q5>0,9,<0 e Q9,=0 (6.4)

sendo

e m T¢ (6.5)

Ge. - { —er1Qul gy se || @ > el
0, caso contrario

Aqui, @C = P é o vetor tragao na superficie de I'S e ¢ ¢ a fungao vetorial folga ("gap”) a

qual ainda serd definida na préxima secao. Os termos Q¢ e ¢ sdo decompostos aditivamente

da seguinte forma:
Q=05 +Qiv (6.6)
na qual a parcela normal e tangencial sdo dadas respectivamente por!
Q = Q-
Qs = -7 Q- (6.8)

KU
—~
o
N |

De maneira analoga ao vetor tragao a fungéo vetorial "gap” também é decomposta aditi-

vamente como sendo

g=gr+gv (6.9)

sendo
g = G-V (6.10)
gr = [I-7®]g. (6.11)

Nas equagtes acima ¥ é a normal externa ao obstdculo no ponto de contato, como mostra a
Fig. 6.2, e a Eq.(6.5) representa a lei de atrito de Coulomb cldssica descrita com mais detalhes

adiante.

—

! Andloga a defini¢io do deslizamento tangencial @r. Para & € TS, tr ¢ dado por: iz (%) = (&) — (4(Z) - D)P =
I -7 vu(L).
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6.1.2 Definicao da fungao gap

Supde-se que para cada ponto T = & (X ,t), X e I'S, possa ser identificado um ponto corre-

spondente Y € 'y, definido como sendo a projecio mais préxima de I'yps para & € R2. Ao se
parametrizar a fronteira I'yps pelo comprimento de arco [, [ € [0, 1], pode-se entao formular um
problema de minimo, o qual deve ser global, de maneira a se encontrar a projecao ortogonal.

Dessa forma:

e Problema 6.2: Encontre [* tal que

I* = argmin||@ (X,t) - ?(Z)H (6.12)
1€[0,1]

= argmin X—i—ﬁ()?,t —?(Z)H (6.13)
1€[0,1]

sendo a menor distancia dada por 1:/: <X , t) = }:/: (l* (X , )) Supoe-se aqui a existéncia de

uma correspondéncia bijetiva entre os pontos X € TS e Y € I'yps. Assim, em cada instante

t, e para todo X e I'¢ é necessério determinar a projecio mais préxima Y ()_f ,t) =

Y (l* ()?,t)) e a normal U (X,t) para I'gps em Y <X,t>.

Com estes resultados torna-se possivel definir a funcao vetorial "gap"” como sendo

=

G=— [X’+ﬁ()?,t) —Y(X',t)} (6.14)
com a componente normal, g, (X , t) : ' — R, dada por
gV:—[XJrU(X,t)—?(X’,t)}.ﬁ()?,t) (6.15)

A Fig. 6.2 mostra, de forma esquematica, o problema de contato com relacao a um obstéculo
fixo, indeformaével, Q. de fronteira I'yps a qual estd parametrizada pelo comprimento de arco
[, 1 €[0,1]. A fronteira I'yps separa o espago em uma regiao admissivel onde g, < 0, em uma
regiao de contato para a qual g, = 0 e, por fim, em uma regiao inadmissivel onde g, > 0 uma

vez que nao se considera penetragao entre os corpos.
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9,<0
regiao admissivel

=1

\ I, -g9=0

regiao de contato

Qobs - gv>0
regiao inadmissivel

Figura 6.2: Modelo de contato em grandes deformagdes - problema de Signorini.

6.1.3 Formulagao fraca

Utilizando-se a descricao Lagrangeana Total na forma incremental, e aplicando o método do
Lagrangeano Aumentado, o problema de contato com atrito de Signorini pode ser determinado

pela resolucao do seguinte conjunto de problemas:

0

e Problema 6.3: Dado ¢, > 0, X €, >0e N\ encontre 1,1 tal que

Un+17 Vn+1
- .k
Upy1 = lim 1,
k—o0
em que @¥ ., ¢ a solugdo de: Encontre @* ; € K tal que

P (ﬁgﬂ, (m) —0 Véiev, (6.16)

onde
F (i, 00) = F (@0, 00) + 7 (@, 00) + 7 (., 00) (6.17)

na qual

F (ﬁﬁ+1,5ﬁ) - /Q P(a’;ﬂ)-vxaﬁ 0, — /Q Pobrst - 0T Sy — ; Brir 00 dA,, (6.18)

o

- —k
Fu <ﬁﬁ+1,5ﬁ> . /F Qv (ﬁﬁﬂ,eu,xw) 6T dA, (6.19)

re (ﬁfiﬂ»éﬁ) == /F ) Qi (ﬁii+1, €v, A’;nﬂ) -0 dA,, (6.20)
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sendo
Q.1 = Poam  em TY (6.21)
Qs = ooV QT er  em Tg. (6.22)

Os multiplicadores de Lagrange sao atualizados no mesmo processo iterativo, através das

seguintes relacoes:

k1 ~k 1 /. .
Unt1 |:)‘un+1 + a (uﬁJrl - un+l>:| (623)
1 ﬁ
Ml = <A'§n+1 +—g <U5i+1>> : (6.24)
14

Note que na Eq.(6.23), Xu e €, sao respectivamente o multiplicador de Lagrange e a penalidade
exterior associados & imposi¢do da condicao de contorno essencial, da mesma forma que na
Eq.(6.24)%, A, e €, sdo as mesmas entidades, porém associadas & imposicio do contato normal.

Ao observar o Problema 6.3 pode-se notar duas novas parcelas adicionadas ao trabalho
virtual do problema de grandes deformacées, f. Essas novas parcelas sao, respectivamente, o
trabalho das forcas referentes & imposicao das condigoes de contorno essenciais do problema, F*
dada pela Eq.(6.19), e o trabalho das forgas de contato, F ¢ dada pela Eq.(6.20).

A parcela @5, ¢ referente a contribuicao normal do contato e Q% é referente & contribuicao
tangencial, i.e., do atrito a qual dependerd da formulacao de atrito adotada, a ser discutida com

maiores detalhes ainda neste capitulo. A Fig. 6.3 mostra as forgas que surgem no contato.

e,‘2

€

Figura 6.3: Forca normal Cjﬁ e tangencial @CT que surgem no contato.

Ao se incluir parcelas F" e F ¢, novas nao linearidades s&o incorporadas ao problema, o que

recai no uso de métodos numeéricos apropriados para a busca de sua solugao.

*Aqui, (-) é o operador de Macauley, definido por (z) = 3 (z + |z|), o qual retorna a parte positiva do argumento
z.
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6.1.4 Método de Newton

A fim de determinar a solugao ﬁth da Eq. (6.16) é utilizado o método de Newton. Dada a
©0) _

1~...1_,k i i d t luca id ¢ t ti t ke
solucao 1micCla. Un+1 = Up, Up de€nota a solugao convergida €m iy, €ncontre a estimativa U, 1,

—k . k(i
Upy1 = lim s (6.25)

_k(i) . ~ .
na qual un(i)l é calculado, da iteracao anterior, por

7, =+ AT 020

. _k(i—1) . . .
O incremento Aun(f_l ) & determinado impondo-se a condicao

F(a0s0m) = F (o) + anoa) =0 veie . (6.27)

Novamente, considerando F (-,-) como sendo suficientemente regular, e expandindo a Eq.(6.27)

k(i)

em uma série de Taylor em 1, 1, obtém-se, para uma aproximagao de primeira ordem,

pf (@Y, 0a) [aa V) = - (@ V0a)  vezev. (6.28)
(-1)

Dessa forma Aﬁﬁ 41~ ¢ determinado pela solugao do problema linear acima, na qual DF pode

ser encontrada através da derivada de Gateaux

DF (Y, o1) [aa V] = % F () +eadtV, o) (6.29)

e=0

6.2 Imposigao das condicoes de contorno essenciais

A imposicao das condicbes de contorno essenciais via o método do Lagrangeano aumentado,

vista no Cap. 4, pode ser reescrita de acordo com o processo iterativo na forma

. k(i >k -k 1 /_ ki o
Z-i—l (ui(—&z-)h €u;s )‘un+1> = |:)\Un+1 + 6_ (“2(41—)1 - un+1>:| em Fg (6'30)
U

k

em que A ¢ o multiplicador de Lagrange para a k-ésima itero, em t,41, € €, ¢ 0 pardmetro

Un+1

de penalidade referente a @“ A derivada de Gateaux de F* é dada por

D) oo k(i 1 k(i) oo
D" <17,’Z(+)1,5u) [Auffﬁl} == /F A - g dr, (6.31)

€u

6.2.1 Procedimento de discretizagao via EFG

Considerando a aproximagao por fungdes do tipo EFG ¢é possivel escrever a Eq.(6.30) da seguinte

maneira . 1
= ch k(7) =
u —h, u
Y= — [/\unJrl + - (unﬂ — un+1>] em I'y, (6.32)
U
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em que
_pk(i) gk (@)
Uy = 99U (6.33)

S = ®ISuI. (6.34)

Nas Eq.(6.33) ¢ Eq.(6.34) ®9 ¢ a matriz global das fun¢oes de forma provenientes do método

k

<h

EFG. J4 o termo de aproximacao associado ao multiplicador de Lagrange, A é computado

Un+17

supondo uma interpolacao linear, isto é,

_hk Lok
NN (6.35)

Un+1 Un+1"

Substituindo as Eqs.(6.33), (6.34) e (6.35) na Eq.(6.32) e esta em Eq.(6.19) produz a seguinte

expressao, para o trabalho das forgas referentes & imposicao das condigoes de contorno essenciais,

() = - | @Y eit ary
= fz\;’ja- s + [ - ou (6.36)
na qual as forcas sao dadas pelas seguintes expressoes:
o= [ @)l (637
purt é [ (@)@ (agsy — ) are. (6.38)

Ainda, ao substituir as Egs.(6.33) e (6.34) na Eq.(6.31) produz

pre (@, o) [adlil] = ki) A,y - oa (6.39)
em que
ORI T ag ru
ntl = —— (®9)" @Y dT'y. (6.40)
€u ry

6.3 Imposicao dos termos de contato e atrito

C

vniro © contato

Os termos de imposicao de contato, ijl 11, sao divididos em contato normal, @
tangencial ou de atrito, Q%LH, conforme ilustrado na Fig. 6.3 e sdo decompostos aditivamente
como mostrado na Eq.(6.22). Analogamente, a fim de simplificar a derivacao de cada termo ¢

feita uma decomposicao aditiva do trabalho das forcas de contato, i.e.,

[ (s, 0T) = FS (ﬁffﬁl, 571) s (ﬁf;(j)l, 571) (6.41)
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em que
FV <un+17 5“’) - /Fg Qun+1 (un+17 €v, )\I/»,H_l) Vn+1 X dFo (6‘42)
C —»k 7 — c —»k? ) c —k ) — C
Fr <un(+)1, 5u> = — /FC Q7 (uni)l, S 6T> eTSlJ)rl -6u dl' (6.43)

sao, respectivamente, o trabalho das forcas de contato normal e o trabalho das forcas de atrito.

6.3.1 Contato Normal - condicao de impenetrabilidade

Uma das grandes dificuldades associadas aos métodos numeéricos que tentam descrever o prob-
lema de contato encontra-se na discretizacao espacial da interacao de contato. De maneira
geral a interacao de contato entre dois corpos envolve a transmissao de forgas entre malhas nao
exatamente conformes com a geometria destas interfaces.

No caso da imposicao dos termos de contato normal a escolha do fator de penalidade dever ser
suficientemente grande de forma a garantir um bom condicionamento da matriz rigidez para um
dado nimero de condi¢ao. Por outro lado fatores pouco elevados podem levar a uma penetragao
inaceitdvel de um sélido no outro.

Neste trabalho adota-se a hipétese das paredes do obstdculo serem compostas apenas por

segmentos de retas, o que implica em dizer que:
e 0 problema da minima distancia entre o corpo e o obstdculo fica simplificado;

e 0s termos referentes a curvatura, que aparecem na lineariza¢do do problema, tornam-se

nulos.

Seguindo a proposta apresentada inicialmente em SIMO & LAURSEN (1992) e implemen-
tada em ROSSI(2005), a qual apresenta uma metodologia baseada no método do Lagrangeano

aumentado, o termo de contato normal referente ao processo iterativo é escrito como
k(i) k AN L/ k(i)
lcln+1 (un+17 €v,s >‘un+1> - <>‘un+1 + ;g (un+1>> (6.44)

ke e, sdo, respectivamente, o multiplicador de Lagrange e a penalidade referentes a

VUn+1
k-ésima iteragao, para o instante t,41.

em que \

A derivada de Gateaux de F ¢ ¢ dada por

pry (@, 01) [aad | = Gi /F H(Qo) (A 2 70 Aai, 6w ars.  (6.45)
v Jrg
Na Eq.(6.45) H (-) é a funcao de Heaviside, a qual é 1 quando o argumento é positivo e 0 caso
contrario.
A Fig. 6.4 ilustra de maneira esquematica a aproximacao das condigdes da Eq.(6.4). A linha
continua representa as combinagoes da forca de contato versus "gap” para uma aproximacgao pelo
método dos multiplicadores de Lagrange, enquanto que a linha tracejada representa a mesma

aproximacao pelo método de penalidade.
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T e

Figura 6.4: Representacao esquemadtica das condigoes de Kuhun-Tucker.

Procedimento de discretizagao via EFG

Considerando a aproximagao por fungoes do tipo EFG, é possivel escrever a Eq.(6.44) da seguinte
o) )\hk 1 _,hk(z) 6.46
l/n+1 - Vn41 gg n+1 ( . )

Mantendo as Eq.(6.33), Eq.(6.34) em mente e também que o multiplicador de Lagrange, )\’}anﬂ,

é computado supondo uma interpolacao linear, de modo idéntico ao feito anteriormente, temos

maneira

ME N9 (6.47)
n+1 - Nn+1 : :

Agora, substituindo as Eq.(6.46), Eq.(6.33), Eq.(6.34) e Eq.(6.47) na Eq.(6.42) produz

c [ AhF@ cop ck (@ —»k? (2) —h c
Fy (unH,(Su ) / @y, 1 Vpr - 0u dL'g
rek(@) -
oy O (6.48)
com
—‘k(z k 1 k(i)
e == [ (e 2o (@) y@nr A ars (6.49)
Ainda, ao substituir as Eq.(6.33) e Eq.(6.34) na Eq.(6.45) produz
ﬂ ﬂ ﬁ D A gD
prg (@ oa) [adh) | = ko aall - g (6.50)
na qual
k@ _ 1 ki ) 0] gre
Kl/n+1 - g e H( l/n+1> [((I)g) n—l—l} [(q)g) n—&z-l} dro' (651)

6.3.2 Contato Tangencial

A completa determinacéo do termo de contato tangencial, atrito ou ainda fricgdo, depende do
modelo ou lei utilizada. Vérias regras tém sido empregadas para descrever estes efeitos. Dentre
as quais pode-se citar as seguintes, BELYTSCHKO et al. (2000):
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e modelos baseados na lei de atrito de Coulomb, os quais sao baseados nas leis cldssicas de

atrito;

e modelos baseados em equacOes constitutivas de interface, nas quais as forcas tangenciais

sao derivadas de uma relagao constitutiva semelhante as usadas para materiais ineldsticos;

e modelos rugozidade-lubrificagao, os quais consideram o comportamento fisico da interface

e sao geralmente postos na microescala.

Neste trabalho serd utilizado um modelo de atrito de Coulomb regularizado. Este tipo de
modelo incorpora caracteristicas das duas primeiras regras apresentadas anteriormente e tem

sido amplamente utilizado na literatura.

Lei de atrito de Coulomb regularizada - Regularizagcao com uso de penalidade

A lei de Coulomb cléssica pode ser enunciada pela introducao do coeficiente de friccao cy e das
seguintes condi¢bes com relacao ao deslizamneto tangencial 47, em acordo com as condicoes de

Kuhn-Tucker sumarizadas na Eq.(6.4), assim
@5 < e @iv (6.52)

A=0, se C_j% <cy QU

~ |l .. em I (6.53)
A2>0,se ||QF| =cr QLU

Ur = A Cj%, em que

A Eq.(6.52) implica em dizer que a magnitude da for¢a tangencial nao excede o limite de
Coulomb, ou seja, tantas vezes o valor do coeficiente de friccao aplicado a forga de contato. Pode-
se ainda inferir que o valor do deslizamento tangencial é colinear com relacao a forca de friccao
exercida por um ponto Z em oposi¢ao & superficie em I' 55 € zero para valores menores que o limite
de Coulomb. A linha cheia da Fig. 6.5, representa este conceito para um caso unidimensional.
Ainda na mesma figura pode ser feita uma analogia a um modelo material rigido-plastico perfeito
onde a tensao de escoamento seria andlogo ao limite de Coulomb, ¢y Q5 7.

A fim de superar as dificuldades numeéricas associadas & natureza multivalor da lei de
Coulomb apresentada na Eq.(6.5) é proposto o uso de uma lei de atrito de Coulomb regu-
larizada. Esta pode ser obtida através da introducao de um parametro de penalidade ep, veja
LAURSEN (2002), o qual nao é necessariamente igual ao parametro ¢, introduzido anterior-
mente na discussao do contato normal, na lei de Coulomb cléssica de forma a ter a sua evolucao

governada pelo seguinte conjunto de equagoes simultaneas

k(i)

k(4) k(4) k(4)
T < 5-'n-i-l ? Qlc/n+1) - ’Q%n-&-l - Csz/n+1 (654)
1 k(@)
s Ck(l) _ _ . k‘(l) . Un+1
Qr, ., = il L + vi’Qck o (6.55)
Un+1
vy =2 0 (6.56)

AT = 0 (6.57)
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na qual T é denominada funcdo de escorregamento® que faz o papel andlogo & funcio de escoa-

mento no caso de plasticidade, c; ¢ o coeficiente de friccao e 7 é a velocidade tangencial dada,

no caso bidimensional, por
k(i “k(i) k(i
UTSL = un(ﬁl . GTSJ)A' (6.58)
Uma idéia do modelo de Coulomb regularizado é apresentada na Fig. 6.5.
~Qr
A

-c,Qy

L CfQ:

Figura 6.5: Regularizagao do modelo de Coulomb via penalidade. A linha tracejada representa
a regularizacao enquanto que as linha continua refere a representacao clédssica.

Note que, diferentemente da Eq.(6.53), agora a colinearidade entre o deslizamento tangencial
ur e a forca de friccao C_j% ¢ escrita na forma de taxa, dando um cardter evolutivo para a
determinagao da forcga de fricgao, i.e., sua determinacao depende de maneira incremental da taxa
de variacao de ur requisitando uma integracdo da histéria com relacao ao tempo. A analogia
com o modelo de plasticidade fica ainda mais evidenciado ao perceber no modelo regularizado

que a funcao de escorregamento Y separa o efeito do atrito em duas fases, que sao:

e condic¢ao de adesao, que acontece para T < 0. Neste caso ndo existe movimento relativo

da regiao de contato do corpo com relagao ao obstéculo;

e condigao de escorregamento, que acontece para T > 0. Neste caso hd movimento relativo

da regiao de contato do corpo com relagao ao obstéculo.

Assim, a integracao da Eq.(6.54) produz um estado teste seguido de um mapeamento de
retorno. Na Tabela 6.1 sao apresentados os aspectos gerais do algoritmo utilizado para o modelo

de Coulomb regularizado apresentado nesta secao.
Uma vez definido o modelo de atrito a ser adotado, pode-se partir para a identificacao dos

termos do funcional /9 quanto a sua discretizacao e linearizacao.

3do ingles slip function
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Tabela 6.1: Algoritmo para o modelo de Coulomb regularizado

(1) Dado QCT , ,C,I;(:l, ur, € ui}() compute:
teste k(2
Qi = Qg - & (), — ur,)
(2) Teste do estado:
ck(i

este ( ) ~
eSe Y <Q7f :1 7nyﬂq) < 0 entao

condicao de adesao:

testek(z)

QTn+1 QTn+1
e caso contrario

condicao de escorregamento:

Ctestek(i)
k@) k) QT
Tn+1 f Vn+1 Ctestek(i)
Tn+1
e fim

6.3.3 Procedimento de discretizagao via EFG

Novamente, através da discretizagao por fungoes de forma (EFG), pode-se escrever

ri (o) = - [ QRN @ em g
= fE,, o (6.59)

em que as forcas de contato referentes ao atrito sdo dadas por
rek(d) T k(2
[y = / Q5 (@7 &) are, (6.60)

A linearizacdo do termo referente a imposi¢do do contato tangencial é dada pela derivada de

Gateaux de F 5,

prs (@) oa") [adiy] = % ri (T +eadly oat)| (6.61)
De acordo com o algoritmo, apresentado na de Tabela 6.1, esta linearizagao considera:
e A condigao de adesao:
prg (it o) [aal)] = kgt ) - s (6.62)
com
it = o [ @ e e @) ] ars (66
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e A condigao de escorregamento:
_p k() _h _p k() cEs k(i) gk(l) —g
D (@il o) |aaly| = ke, adl - oa (6.64)

com

testek(z)

cEsP) Cf H Ck(l) QT
n+1 -

V"+1 Qcteste n+1
Tn+l

7@ e @) | ars (669)

6.4 Algoritmo geral

Na Tabela 6.2 estao apresentados os aspectos gerais do algoritmo utilizado para resolver o
problema da imposicao das condi¢oes de contorno essenciais bem com o problema de contato e
atrito descritos nesta segao.

Neste algoritmo é apresentada apenas as iteraces externas n e k. A iteracdo i é realizada

ao resolver o problema de valor de contorno nao linear.
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Tabela 6.2: Algoritmo geral

(1) Dado o incremento de carregamento para t,41, inicialize k = 0 e €,, €7 € €;
(2) Inicialize os multiplicadores e o deslocamento com os valores convergidos da tltima iteragao:

k
_\9 Y9 _ Y9 ~g
)‘Nn’ )\un+1 = )\un e un_H Up;

)\9

Npy1

=

ﬁZil — QZHH > toly ou H<g (ﬁgil>>H > tolg) vV ely,el,
(3.1) Obtenha a solugao Ugil € K" do seguinte problema nao linear V¥ §i"* € V"
o P (#52) - gt o, -
= Jo, o1 07" A + fry Tnir - 07" dA + fr, Gty 07" dA,+ [, Gilyy - 0T dA,

Este problema nao linear é resolvido iterativamente, para a k-ésima iteracao,
de modo a fornecer estimas para a configura¢do do corpo em be +1- Note que,

k
Suk |y L(ahk _an ck hk
n+l = — |:>\’LLn+1 t o \Unppr —Upg1 ) |» @u,py = AN Npr T2 9 n+1

teste o 1 hk _ h
€ QTn-{»l QTn €T (uTn+1 uTn)

(3) Faga enquanto <’

teste teste
Q. se T (QT - »QV,LH) <0
k k
C _ teste
sendo QTn+1 Q Q% 1 T Q teste ck >0
C‘f Vntl | | testek s€ Thy1 ) ¥Vnt1
QTn+1
teste teste
com (QT +1 ’Qlfn+1) ‘QTnJrl o CfQVnH’

(3.2) Uma vez obtida a solucao ﬂ'n 41 bara o problema em (a) atualize as varidveis:

+1 k 1 (=h*
Multiplicadores de Lagrange: )\ Nosr = < 2\ +9\u ( n+1>>

Nn+1 €
ng+1 _ ng: + i —’hk _'h
Upt1 Un 41 €u n+1 n+1
k+1 k
: St g
Deslocamento global: Uy = Uy
Atualiza a iteracao k: k—k+1;

(4) Uma vez que a condigao para o passo (3) foi satisfeita atualize todas as varidveis internas
referentes ao problema elastopldstico juntamente com

=, =k k k
U u c c c c
Qn+1 - Qn+1 QTn+1 - QTn+1 VUn+1 A VUn+1

e c = c > —h, —hk
QnJrl = Ql/n+1y + QTnJrleT Upg1 < Upgq

(5) Realize as operagoes para pds-processamento;

(6) Atualize a iteragao n: n <« n+ 1;

(7) Proceda ao novo incremento de carregamento e reinicie o algoritmo em (i).
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6.5 Exemplos

A fim de validar a formulacdo proposta para o problema de deformagoes finitas em espumas
poliméricas sujeitas & condi¢ao de contato unilateral com atrito, considerando o modelo con-
stitutivo do material apresentado no Cap. 4, s@o resolvidos alguns exemplos bdsicos. Estes
exemplos serviram também para verificar a robustez dos algoritmos propostos, baseados no
método de Galerkin livre de elementos (EFG).

Os problemas considerados estao sujeitos a um estado plano de deformacées ou sao axis-
simétricos e utilizam uma malha de fundo composta por células de integragao triangulares tipo
Tri3, com um suporte de influéncia de s = 1,5. Foram utilizados o seguintes parametros mate-

riais:

= 0,082034 Mpa
p° = 0,040470 MPa

o = 0,50
E, = 928,09288 M Pa
p, = 0,049
vp = 0,00
v = 0,25
v = 1,64
c = 0,30

bem como as tolerancias tol; = 1079 e toly = 1075.
e Exemplo 6.1 - Compressao Uniaxial

A mesma andlise de compressao unidimensional, mostrada no Exemplo 4.1, é realizada
agora de forma a verificar a relagao tensao/deformagao, porém utilizando o método EFG. A Fig.
6.6 mostra as dimensoes do corpo de prova e o modelo axissimétrico, construido utilizando-se
uma malha de integracao contendo 4 células. De modo a se preservar o mesmo nuimero de graus
de liberdade do exemplo do Cap. 4, utilizou-se uma malha com 9 particulas EFG. Novamente o
deslocamento prescrito é de & = —30mm. A anilise é realizada utilizando 100 passos de carrega-
mento com uma regra de integracao de Gauss-Legendre de 7 pontos de integracao. Utilizou-se

€4 = 107% como penalidade exterior associada & imposicao das condicdes de contorno essenciais.
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50

Figura 6.6: Corpo de prova compressao uniaxial. Dimensoes em mm.

Nota-se uma boa concordancia entre os valores obtidos experimentalmente, ZHANG, J. et
al. (1998), e os valores obtidos pela solu¢ao numérica via EFG bem como a solug¢do obtida por
elementos finitos, conforme mostra a Fig. 6.7. Para valores de deformagao logaritmica superiores
a 0,50 nota-se uma tendéncia para a perda de concordancia entre os valores experimentais e
os valores numeéricos obtidos por ambos os métodos. Isso se justifica pelo fato das curvas de
encruamento, da compressao uniaxial e da compressao hidrostatica, serem aproximadas por
polindmios. Assim para valores superiores a 0,60 o processo de deformacao é descrito por uma
extrapolacao numérica das grandezas envolvida nas leis de encruamento. Ainda tem-se nessa
regiao uma forte densificagdo do material fazendo com que o nivel de tensoes cresca bruscamente,

como mostra a Fig. 6.8.

0,8+ | /
a
—_ —2—FEM O D/
é " —o—EFG /
= o Experimental p
>
: /
3 I
Jut
) 0.4+ ;
°
l§ ,QQ/Q/Q/
Yook
c
(]
i " ’O’O’QQ/Q’Q/Q
QOO'O'O-O'O'O—Q-O—Q
ﬁa
0’0_‘;‘0 | I I T T 1
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 05 o
In (L/L,)

Figura 6.7: Resposta tensdo-deformacio, experimental (8,0.1072 1/s) e numérica (FEM e EFG),
sob compressdo uniaxial. Espuma em polipropileno 49,0 Kg/m?.
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Figura 6.8: Processo de densificagao

e Exemplo 6.2 - Tronco de cone

Novamente efetua-se a andlise de um corpo de prova em forma de um tronco com as mesmas
caracteristicas geométricas do Exemplo 4.2 .Considera-se novamente o modelo axissimétrico da
Fig. 6.9, utilizando-se uma malha de integragdo contendo 240 células com 143 particulas EFG,
submetido a um carregamento de deslocamento de & = —80mm. Tal carregamento é obtido
por uma rampa de carregamento linear onde 1000 passos de carregamento sao considerados,

utilizando-se 7 pontos de integracio e com €, = 1076,

100

Figura 6.9: Tronco de cone axissimétrico. Dimensoes em mm.

As Figs. 6.10 e 6.11 mostram respectivamente os deslocamentos na dire¢do = e y. Nota-se
que a base do corpo, i.e., a regidao do raio maior inferior, ndo possui deslocamento zero absoluto,
como mostrado no Exemplo 4.2 uma vez que as condi¢oes de contorno essenciais sao impostas
pelo método do Lagrangeano aumentado, contudo um valor da ordem de 10719 foi obtido. Ainda

na Fig. 6.11 nota-se que o deslocamento méaximo atingido foi de 71,28mm na direcao y, i.e.,
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mais de 89% do valor inicialmente prescrito e cerca de 14% a mais do que o mesmo problema

quando resolvido por MEF com o mesmo nimero de graus de liberdade.
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Figura 6.10: Deslocamento na diregao x.
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Figura 6.11: Deslocamento na diregao y.

Nota-se na Fig. 6.12 que os valores da deformacao pléstica volumétrica b, calculada pelo
EFG mantém-se em concordéancia com os valores calculados pelo MEF como mostra também o
conjunto de curvas A da Fig. 6.13 as quais mostram a variacdo de ) para os incrementos de
carregamento u, para o né localizado no centro do raio menor superior. Contudo nota-se uma

grande concentragao de tensoes ao longo de todo o perimetro computado sob este mesmo raio.
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Nesta regiao, representada pelo conjunto de curvas B da Fig. 6.13, pode-se observar que além
de se alcancar um maior avanc¢o no que diz respeito ao nivel de carga aplicada, nota-se também
que os valores de ¢} diferem entre um método e outro. Isso deve-se ao fato de que a malha de
elementos, utilizada no procedimento de integragao numérica no EFG, nao contribui na defini¢ao
dos graus de liberdade de discretizacao fazendo com que as fungoes base, de certa forma, sejam
mais adequadas para representar elevados gradientes do campo aproximado. Este mesmo tipo
de comportamento pode ser observado no cédlculo das tensoes, como mostra as Figs. 6.14, 6.15
e 6.16. Pode-se notar que ao utilizar a aproximacao via EFG, obtem-se uma melhor capacidade

de se capturar elevados gradientes, como no caso em questao, concentragoes de tensao.
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Figura 6.12: Deformacao plastica volumétrica 5.
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Figura 6.13: Deformagao pléstica volumétrica e} em fungéo do deslocamento vertical u,.
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Figura 6.14: Tensao de Cauchy na diregao xz. (MPa)
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Figura 6.15: Tensao de Cauchy na diregao y. (MPa)
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Figura 6.16: Tensao de Cauchy na diregao z. (MPa)
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Figura 6.17: Tensao cisalhante de Cauchy no plano xy. (MPa)
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Uma vez que se conseguiu atingir elevados valores de deformagao, obteve-se naturalmente

elevados valores da densidade relativa uma vez que esta cresce bruscamente a partir de valores

superiores a 60% de deformacao, como mostram as Figs. 6.18 e 6.19.
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Figura 6.18: Densidade relativa p*.
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Figura 6.19: Variagdo da densidade relativa p* com relagao a deformagao plédstica volumétrica

el no ponto critico.

¢ Exemplo 6.3 - Bucha

Neste exemplo é apresentado o esmagamento de uma bucha anelada. O modelo é considerado
axissimétrico e possui as dimensoes mostradas na Figura 6.20. Neste caso, nao hd qualquer
imposicao de condicao de contorno essencial sendo todo o contorno do dominio sujeito a condicao
de contato com atrito, ou seja, nao hd imposicao de condicées de contorno essenciais por meio
do termo dado pela Eq.(6.19). Dessa forma a parte superior do corpo indeformdvel move-se

na dire¢ao negativa da coordenada y com @ = —0,9mm. A malha de integragdo contém 196
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células triangulares e 120 particulas, com 13 pontos de integracao. O carregamento é efetuado
utilizando-se 200 passos. Os parametros utilizados na formulacao do problema de contato e
atrito, foram:

;=015 6 =10° =102

R1 0,5

Y
A
Y

Figura 6.20: Bucha axissimétrica. Dimensoes em mm.

As Figs. 6.21 e 6.22 mostram os campos de deslocamento nas diregoes x e y respectivamente.
O maéximo deslocamento atingido na direcao y foi de —0,837mm, i.e., 93% do valor prescrito.
Uma vez que o coeficiente de Poisson pldstico v, = 0, e sendo o regime eldstico muito curto
no histérico de carregamento no tempo, nota-se que tanto na parede superior quanto na parede
inferior hd um escorregamento na dire¢do x bem menor do que quando comparado com as

paredes laterais.
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Figura 6.21: Deslocamento na diregao x.
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Figura 6.22: Deslocamento na diregao y.

A deformagao plastica volumétrica mostrada na Fig. 6.23 tende a ser praticamente a mesma
em todo o corpo devido & natureza da deformagcado. Nota-se que no inicio do processo de defor-

macao a parede do anel tende a uma leve flambagem caracterizada por uma leve concavidade
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da parede com relagdo ao centro de giro do anel. Por fim, apds tocar as paredes o material
sofre uma forte compactacdo contra todas as paredes do corpo indeformével, tendendo a uma
distribuicao de densidade relativa constante ao longo de todo o dominio como mostra a Fig.
6.24.
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Figura 6.23: Deformacao plastica volumétrica 5.

031111
0.30813
0.30363
0.z233913

-0, 23463
0.z23013

0.Z28563

|
0.z28113
0.Z7663
027213
0. 26763

Figura 6.24: Densidade relativa p*.

e Exemplo 6.4 - Indentacao

Neste exemplo é apresentada a simulacao de um teste de indentacdo sob a hipdtese de
estado plano de deformacoes. As dimensoes iniciais do corpo de prova bem como as dimensoes
do indentador estdo mostradas na Fig. 6.25. A simulagdo consiste no movimento do indentador
de © = —15 mm em 1000 passos. As superficies superior e inferior estao sujeitas as condigoes
de contato com atrito. Ainda, de forma a se evitar movimentos de corpo rigido na direcao =,
impede-se o movimento apenas nas células centrais que tocam a base inferior. O dominio é
representado por 108 células com 76 particulas EFG, utilizando-se 7 pontos de integragao. Os

dados utilizados nesta anédlise sao:

;=010 6 =10"* =102 ¢,=10"°
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Figura 6.25: Modelo de indentagao. Dimensoes em mm.

Uma vez considerada a hipdtese de que as paredes do obstaculo sao compostas apenas por
segmentos de retas, utilizou-se fatores de penalidade maiores que nos exemplos anteriores visto

que a geometria da interface de contato entre o corpo de prova e o indentador é segmentada.
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Figura 6.26: Magnitude dos deslocamentos.
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Figura 6.27: Deformacao plastica volumétrica 5.
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Figura 6.28: Densidade relativa p*.
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von Mizes
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Figura 6.29: Tensao equivalente de von Mises.



Conclusao

No presente trabalho, foi estudado um modelo elastoplastico baseado em duas leis de encrua-
mento, uma volumétrica e outra de compressao axial, ambas expressas em funcao da deformacao
plastica volumétrica. Tal procedimento mostrou-se adequado em descrever a evolugao das var-
idveis internas utilizadas para a modelagem do comportamento elastopldstico de sélidos celulares,
mais especificamente as espumas poliméricas. O modelo constitutivo demonstrou-se capaz de
refletir a dependéncia do processo de deformacao com relacao a densidade relativa, ao longo de
todo o carregamento. Nota-se em alguns exemplos que a condicao limite da densidade relativa,
p* < 1, é violada uma vez que essa condigao nao foi imposta como uma restrigdo na formulagao
do problema.

O uso de uma descri¢ao Lagrangeana total juntamente com, o par conjugado (tensdo rota-
cionada de Kirchoff e a medida de deformacao logaritmica) e do mapeamento exponencial pro-
duziu algoritmos relativamente fdceis de se implementar numericamente além de apresentarem
boa robustez.

O método de Galerkin livre de elementos (EFG) foi utilizado na analise de grandes defor-
macoes, na qual o modelo constitutivo para espumas poliméricas foi considerado. A discretizacao
EFG efetuou a imposicao das condigoes de contorno essenciais pelo método do Lagrangeano Au-
mentado. O obstaculo foi assumido como sendo rigido, hipétese de Signorini, e formado apenas
por segmentos de retas. Uma formulacao de contato com atrito foi implementada na qual a
condigdo de contato normal foi também imposto pelo método do Lagrangeano Aumentado. J&
o termo de atrito considerou uma lei de Coulomb regularizada. De um modo geral nao hou-
veram maiores problemas na resolucao dos problemas apresentados senao aqueles ja conhecidos
da literatura, relacionados a utilizacao do método do Lagrangeano Aumentado ou da Penalidade
exterior referentes a escolha dos valores das penalidades adequadas. O algoritmo apresentado
mostrou-se bastante robusto para uma regiao bastante ampla sujeita a uma condi¢ao de contato
unilateral com atrito.

Foi efetuado um ajuste de pardmetros materiais, para o caso de compressao uniaxial, visando
calibrar a solu¢ao numérica com resultados experimentais. A solu¢do numérica, obtida com o
ajuste de parametros, mostrou uma boa concordancia com os resultados experimentais, tanto
qualitativa quanto quantitativa. As propriedades materiais identificadas a partir dessa calibracao
foram utilizadas nos demais exemplos.

Em geral a literatura aponta os métodos livre de malha como sendo mais caros computa-
cionalmente quando comparados ao MEF. Visando averiguar tal apontamento efetuou-se uma

comparacao entre as solucoes obtidas pelo EFG e o MEF no Exemplo 6.2. Nesse mesmo exemplo
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obteve-se uma solucao estdvel utilizando-se 0 EFG com um tamanho de incremento cerca de dez
vezes maior quando comparado ao incremento utilizado no MEF. Assim o custo computacional
superior atribuido ao EFG pode ser questionado. Outro ponto que confere o EFG como sendo
um método eficiente para a solucdo de problemas nao-lineares envolvendo a andlise em grandes
deformacoes é o fato de se conseguir conduzir a andlise a um nivel maior de deformagao, como

mostra os exemplos.
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Sugestoes para trabalhos futuros

e Uma estratégia de passo varidvel para os processos iterativos, como exemplo a implemen-

tagao de algoritmos utilizando comprimento de arco;

e Proposicao do um modelo viscopldstico para espumas de modo a incorporar o efeito da

taxa de deformacao na resposta do material;

e Descrigao do obstaculo através de splines, pela inclusao dos termos de curvatura no prob-

lema de contato;

e Entende-se que além destas sugestoes podem existir outros fendémenos que podem ser
considerados, enriquecendo o modelo constitutivo e tornando-o ainda mais representativo,
porém mais complexo. Como exemplo disso sdo os efeitos de temperatura, dindmicos e

microestruturais.
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Apéndice A
Considercoes a respeito de EDOs

Este anexo trata de algumas consideragoes a respeito de solugoes para Equagoes Diferenciais
Ordindrias (EDOs).

e Problema 1:

1(t) = a(t)y(t
i) = a(ytt) Al
y(to) =n
Solugao 1:
y(t) _ ,r’ea(t)fa(to) — nea(t)ea(to); <A2)
e Problema 2:
{ i) = A (A3)
ylto) =1
Solugao 2:
y1(t)
S Ya(t
aw = [ (Ad)
Yn(t)
g(t) = ® ()T (1) = eAlle=Alo)f — exp(A(t — to))7T  (A.5)
método da variacao dos parametros
onde ¥ ¢é a matriz fundamental do sistema. Somente é possivel escrever eAeB = eA1B ge
A e B comutarem, i.e., AB = BA. Ainda
n 2
Al _ N (A®)" (A1)
e =% =T AN+ (A.6)

n

e Problema 3:
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VYt € Q[to, too) ; (A7)

FP(t) = DP(t)FP(t)
FP(to) =

lineariazando para o intervalo [t,,t,11] e sabendo que DP(t,+1) = DP(t,) o problema, pode

ser rescrito da seguinte forma

{ FP(t) = DP (b )EP(1) Ol ] (A.8)

Fp(tn) =1

a solugdo é andloga a Solugao 2, para cada coluna de F em Q, assim, a Solugao 3:

FP(t) = exp(DP(tnp1)(t—tn))7 vt € Qltn, tns]; (A.9)
FP(tn 1) exp(DP(tn41) (tns1 — tn))f (A.10)
FZH EXP(I_)ZH At)h (A.11)
Como o6
D?P = \ 2 A.12
Aoz (A.12)
_ _ :0G AN 0G
P = P = _— — —
D =DL =3 =%; 3= . (A.13)
Assim
. o9
F, | =exp AN = F? (A.14)
oT a1
D'
//—-
_In):_lf)H»I /,
te bos b .
At

Figura A.1: Representacao esquemética do processo evolutivo.



Apéndice B

Consideracoes sobre o modelo para

espuias

B.1 Computo do parametro (3

Considerando a definicao do Poisson pléstico, dada por

e a evolucdo da taxa de deformacdo pldstica modificada D? dada por

_ag
P _— \_—
b /\87‘-

G (q.p) =/ a*+ B*p?.

pode-se entao reescrever a Eq. B.1 como

onde

oG

_ _ OTss
Vp = 9G
oT11

Assumindo com S nao depende das componentes de tensao pode-se entao escrever

0G(q,p) 0 2, n2.213
87_'1']' a 87‘-1-3-{(] +Bp}
_ l{q2+52p2}7%i{q2+52p2}
1 0q 9 Op
= ——qr—+ o2
G(q,p) {anij b paTij
Tendo em mente que
Op _ 10Tw _ 1o o 1
oF;  307; 3 M T3
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b

(B.1)

(B.4)

(B.5)
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0q oq 072

o7, 0D oty

pOde—Se entao expandir os termos de forma a se escrever
l
a‘T_D - 8 D lm lm
rs

3 23 __
= 2{27'112”7'112”} 297D 510 ms

[

2
3
= 2 Tlm(;lr(sms
3
€
orL 0 1
_ e — STkl
87__“ 8’7’@' Trs 3Tkk: rs

Gridsj — 5 0kidjirs
5ri53j - %51']'51"3

Substituindo as Egs. B.8 e B.9 na Eq. B.7 obtem-se entao

0 3 _ 1 3 _
ai_qij = 2_ng <5ri53j - 561]57“5) = 2_ng )

o que permite reescrever a Eq. B.5

0G(¢p) _ _ 1 {3/3
0T G(g,p) |2

50}
Agora, escrevendo as componetes na direcao 11 e 33 da Eq. B.11

906 _1f3_p 1
87"11_9{27-11 351’}
99 _1[3.p 14

a7_'33_9{27-33 3ﬁp},

pode-se entao escrever o Poisson pldstico como sendo

{3*?’5’3 35°p}
27'11 35273}

Vp:
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(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)
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Considerando um teste de compressao uniaxial com onde 'T'% =7 e

onde 711 < 0, e desde que, 7"?8 =Trs — %'T'kkém, ou seja

2F1 0 0
=1 0 -ir; 0 :
0 0 —37n
assim
— 1_
p=—=tr(T) = —37Tu

Dessa forma pode-se entao escrever

I/p =

12
_ {5+
{1+587}
ie.,
1 1 1
14 -2 —— 4+ -p% =0
ol [a s o
que produz
1 1 2 1
5[1+Vp]52 5 9T 5[1 2vy]
Consequentemente,
3 1-2v
/3 { p]

\/_ [L+vp]

Entretanto, sabendo que [ deve ser positivo para G ser convexo, finalmente se obtem

3 [ =2y

=B\ Trm

B.2 O teste de compressao uniaxial

145

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

De modo a se determinar o parametro « (gh,25) faz-se necessdrio o entendimento do teste de
)

compressao uniaxial dentro do contexto de grande deformacgées.

Considere a Figura B.1,



APENDICE B. CONSIDERACOES SOBRE O MODELO PARA ESPUMAS 146

F F

A X €T, L X

A

A
Lo I
Q, I L’
Q
Y P Qt Y | g y |
e X3 (& Ly X

XZ/ dU w/ d X—Q

\/

FP
Figura B.1: Esquema ilustrativo do ensaio de compressao uniaxial.

a deformacao do corpo pode ser expressa como sendo
i (1) = A () X, (B.23)

onde \; é conhecido como a taxa elongamento’, dado em cada direcio x;. A taxa de eleongamento
¢ a medida de deformacao fundamental no escopo de deformacoes finitas.
Considerando o material isotrépico tem-se que A2 (t) = A3 (t), assim a fungao de deformagao

homogénea pode ser escrita como
T=[F@)X (B.24)

onde

F®]=| 0 Xx@ 0 /. (B.25)
0 0 A (d)

Aplicando a deformacao homogénea na amostra da Figura B.1 , obtem-se

L

)\1 - L—O (B26)
d

)\2 — d_o

Ay = —.
€o

Ydo inglés stretching ratio.
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Como visto no Cap.3 a deformagao pode ser decomposta em uma parte eldstica e em uma

outra parte pldstica,
[F ()] = [F* ()] [FP t)], (B.27)

assim para o caso particular do ensaio uniaxial pode-se entao escrever

X (H) 0
[Fe(t)] = 0 M@ 0 (B.28)
0 0 AS(t)
AP @) 0 0
[FP (1) = 0 XN 0 |,
[ 0 0 ()

asssim como resultado pode-se entao escrever que

M) = AN (@) (B.29)
X (t) = A1) (). (B.30)

Defini-se entao a deformacao logaritmica axial e a deformagao volumértirca, como sendo, re-

spectivamente
L
Eq¢ = —In[— B.31
g n < Lo) (B.31)
gy, = —In(J), (B.32)

onde J = det [F] = A; (A2)? . Tais deformacoes podem ter suas equacoes reescritas em funcio de

i, utilizando-se as Egs. B.29 e B.30, assim
Zo=—[In(A)) +1n (\])] (B.33)

go=—{In(A}) +In (A]) +2 [In(A$) + In (AD)]}. (B.34)

Ainda do ensaio uniaxial, sabendo que 7 = Jo, €

00
r=| 0 0 0 (B.35)
00

D

com T4 > 0. A pressao hidrostdtica p e o tensor tesdo deviatérica 7~ sdo dados por

p:—%ﬂﬂ:—m (B.36)
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—%Ta 0
P = T+pl = 0 %Ta 0 . (B.37)
0 0 47a
Contudo, )
‘= /%TD 2D — {; [%Tg + %Tg + 373} }2 _— (B.38)
entao
(P,q) = Ta (é 1) (B.39)

o que descreve a direcao da carga no ensaoi de compressao uniaxial , no gréfico p — ¢, como
mostrado pela Figura 4.2, onde 7, € [0, 7,].

Sabendo que

[Fe)]=1] 0 A5(t) 0 (B.40)

pode-se entao computar a decomposi¢ao

[F° (8)] = [R* ()] [U° (1)] - (B.41)

Dessa forma, sabendo que a decomposicao ¢é tinica e desde que [F° (t)] ¢ diagonal, pode-se entao
concluir que
(R (¢)] = [1], (B.42)

consequentemente

[U° ()] = [F )] (B.43)

Como resultado,

Uewl=1 0 A1) 0 (B.44)

e sabendo que a medida logaritmica de deformacao ¢ dada por E¢ = In (U€), pode-se entao

escrever I ()\T (t)) 0 0
E° = 0 In (XS () 0 : (B.45)
0 0 In (X (£))

Baseando-se na definicdo assima, pode-se entao escrever o tensor de deformacio pldstica

como

EP = 0 In (A5 (1)) 0 : (B.46)
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o qual deriva a forma em taxa dada por

A
N
EP = %0 (B.47)
2
A
0 0 3
De fato, se considerado a definicio D? = FP (F?) ™! tem-se que
Yoo 0] 000
DP=| 0 A o0 0 A—lg 0 (B.48)
0 0 A 0 0 &
2
i.e. .
¥ 00
DP=1 0o % 0, (B.49)
Ay
0 0 3

o que permite verificar que de fato D? pode ser definido como a taxa de defomaca pléstica.

A relacao entre Z, e &)

O coeficiente de Poisson pldstico, em um ensaio de compressao uniaxial, e para material isotrépico
pode ser definido como sendo

P D 34 P
_ Ey _E22 . Dy, In (\5)

—22 _ 22 22 B.50
Ell)l EI1J1 Djlol In ()‘11)) ( )

Vp =

e a deformacao pldstica volumetrica e a deformacao plastica axial, definidas apartir da parte

plastica das Eqs.B.34 e B.33, sao dadas respectivamente por
el = —{In(\)) +2In (\)} (B.51)

g2 =—In(A]). (B.52)

Substituindo-se as Eqgs.B.51 e B.52 no termo final da Eq. B.50, pode-se entao obter a relagao

entre a deformacao plastica axial e a deformagao plastica volumétrica, dada por

b

=
©(1-21)

Como resultado, a lei de encruamento uniaxial pode ser escrita em funcao da deformacao pléstica

volumétrica e do coeficiente de Poisson pléstico




APENDICE B. CONSIDERACOES SOBRE O MODELO PARA ESPUMAS 150

Relacao entre as tensoes de escoamento

No ensaio de compressao uniaxial, sabendo que [R€ (t)] = [I], tem-se entdo que
T=T
0 mesmo segue para a tensao de escoamento inicial de compressao, assim

o__ _o
y = Ty

ml

Entretanto, da relacao entre o tensor tesao de Cauchy e o tensor tesao de Kirchhoff , T = Jo,

pode ser reescrita em termos da geometria da amostra, i.e,

B B o L A
T =det(F)o = A1 (\2) U—LOAOO'
onde LA
JE— _— 2———
J =det (F) =\ ()\2) = . A,

e A ¢é a drea da seg@o deformada e A, é a drea na configuragao de referéncia. Como resultado,

., LA
T, =

Yy L_OA_OUy'

Agora, sabendo que P = JoF~7T | tem-se entdo para o ensaio uniaxial que

n %1 0 0
[P]:AOLO[O-] O )\_12 O
00 %

2

assim, obtem-se a relacdo entre as tensoes de escoamento

1o} o A —0 LO
Py = O'y <A_o> = Ty <f) (B53)

Determinagao do parametro o (g5,2h)

De modo a se determinar o pardmetro material « , assume-se que o material escoa sob compressao

uniaxial, isso implica dizer que

F(q,p) = \/q2 +a2(p—po)° —B=0. (B.54)

Entretando, sabendo que B = aA, p, = E5t e A = pc—;pt, manipulando-se algebricamente a

expressao dada pela Eq.B.54, coletando os termos e sabendo que o > 0, obtem-se

Ty

o= i (B.55)
=212

{ptpc - %7_-;1; (pt - pc) - %Ty
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