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Este trabalho tem por finalidade propor uma nova metodologia de identificacdo
de estruturas em regime normal de operacdo que proporcione estimativas dos
parametros modais e seus respectivos intervalos de confianca a partir exclusivamente
das suas respostas dinamicas.

Vérias técnicas de analise modal que prescindem do conhecimento das forgas
excitadoras sdo revistas e implementadas de forma a proporcionarem estatisticas de
dispersdo. Filtros recursivos e técnicas de fusdo de informacéo sdo entdo aplicados de
forma a inferirem estimativas hibridas das frequéncias naturais e taxas de
amortecimento e seus respectivos intervalos de confianga.

A metodologia é progressivamente validada através de simulagdes numéricas e
entdo aplicada na identificacdo de uma passarela de pedestres submetida ao caminhar de
pessoas. Os resultados obtidos encorajam o emprego da metodologia por sua robustez e

confiabilidade.
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This work aims to propose a new methodology for the identification of
structures under normal operation, which provides estimates of the modal parameters
and their confidence intervals without knowing the input exciting the system.

Five techniques of modal analysis for which the knowledge of forces are not
necessary are reviewed and implemented in order to provide statistics of their
uncertainties. Recursive filters and techniques of fusion of information are then applied
in order to acquire good hybrid estimates of natural frequencies and damping rates and
their confidence intervals.

The methodology is progressively validated through numerical simulations and
then applied in the identification of a footbridge under pedestrian loading. Obtained

results encourage the use of the methodology for its robustness and reliability.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

1.1 - Introducéo e Motivagéo

A identificacdo de sistemas pode ser entendida como o processo do
desenvolvimento ou aprimoramento da representacdo tedrica de um sistema fisico
através da observacdo das suas entradas e respostas. E um conceito amplo e abrange
varios campos do conhecimento humano, remontando inclusive ao processo classico de
diagnostico de enfermidades da medicina clinica.

No campo da andlise estrutural, a identificagdo de sistemas consiste no
tratamento do problema inverso, oposto ao problema direto (do dimensionamento), o
qual estima as saidas do sistema conhecido com base nas entradas a ele impostas.

O estudo do problema inverso se justifica pela permanente necessidade de se
obter informacgdes sobre os parametros fisicos que compbdem o0s sistemas estruturais,
sejam para validar o modelo utilizado para o dimensionamento de uma obra civil, um
veiculo ou uma estacdo orbital, sejam para verificar sua integridade ap6s longos anos de
uso, permitindo o planejamento de sua manutencgéo, reparo ou substituigéo.

Em 15 de dezembro de 1967, o colapso da Silver Bridge em pleno horério de
rush, sobre o Rio Ohio, nos Estados Unidos, levou 46 pessoas a morte, num dos
acidentes estruturais mais tragicos da historia. Apds esse desastre, o Federal Highway
Administration (FHWA) estabeleceu o programa nacional de inspecédo de pontes, que
exige que cada ponte com mais de 20 pés de vao seja inspecionada pelo menos uma vez
a cada dois anos. Quarenta anos depois, em 1° de agosto de 2007, a ponte 1-35W com
581 metros de comprimento total, 139 metros de vdo principal e oito faixas de
rolamento cai sobre o Rio Mississipi, em Minneapolis, matando 13 pessoas e deixando
outras cem feridas. Desta vez, a ponte havia sido inspecionada ha apenas trés meses
antes de seu colapso. Entretanto, as inspe¢des ndo sdo regularmente conduzidas por
engenheiros, e baseiam-se essencialmente na inspecéo visual (REID, 2008).

“Nesta e em outras falhas sera importante se estabelecer se 0s inspetores

falharam, ou se as inspe¢Oes séo limitadas no que podem detectar. Talvez devam ser



utilizados equipamentos mais sensiveis para se detectar os problemas ocultos” (NYT -
EDITORIAL, 2008).

De acordo com o Bureau of Transportation Statistics (BTS), uma divisdo do
U.S Department of Transportation (DOT), em boletim datado de doze dias apds o
acidente de Minnesota, os Estados Unidos possui 600.022 pontes de auto-estrada, sendo
que 72.274 delas, ou seja, 12%, apresentam deficiéncias estruturais (DOT, 2007).

No mesmo dia em que o boletim do BTS fora divulgado, uma ponte sobre o
Rio Tue, na China, as vésperas de sua inauguracdo, entra em colapso matando 34 e
deixando 22 feridos. No dia seguinte, a imprensa chinesa ja reportava existirem 6.300
pontes naquele pais com sérios problemas estruturais (CNN, 2007).

O Brasil, com dimensdes continentais proximas as dos dois paises
supracitados, possui 3.513 pontes e viadutos cadastrados s6 em sua malha rodoviaria
federal de maior trafego, sendo 428 deles em trechos sob concessdo privada (DNIT,
2008).

O problema da identificacdo estrutural ndo se restringe a obras-de-arte-
especiais (pontes, viadutos e passarelas) com problemas estruturais ou em construcao,
mas essa demanda justifica por si s6 o desenvolvimento de estudos nessa area.

A andlise modal vem sendo aplicada para a identificacdo de sistemas
estruturais desde antes da metade do século passado, fornecendo parametros globais do
comportamento estrutural em oposicdo as usuais técnicas locais de inspecdo. Deve-se
ressaltar também que a computacdo digital e o desenvolvimento de novos materiais
mais resistentes tém tornado as estruturas maiores e mais esbeltas, ampliando sua
suscetibilidade as forcas de inércia e a devida analise estrutural dindmica.

O custo e a impossibilidade pratica de se proceder um ensaio controlado nos
mais diversos tipos de sistemas inspirou a busca da sua identificacdo a partir do
conhecimento exclusivo das respostas, muito ampliada na Gltima década, e com base
teorica ja bastante desenvolvida. Um aparato capaz de identificar um sistema apenas a
partir das suas respostas permite ainda monitoracdo continua de sua integridade, com
aplicacOes imediatas na industria de veiculos e aeronaves, em plataformas de operacéo e
producéo de petroleo, pontes, viadutos, passarelas, barragens, torres, edificios, e outros.
InUmeros projetos de pesquisa e desenvolvimento que tratam da monitoracdo da
integridade estrutural na Europa, Estados Unidos e Asia, sdo descritos na revisio de
VAN DER AUWERAER e PEETERS (2003).



As publicacGes de analise modal a partir exclusivamente das respostas das
estruturas surgem formalmente na década de 70, sendo inicialmente desenvolvidas no
dominio do tempo e partindo sempre da suposi¢do de se dispor dos sinais de vibracéo
livre dos sistemas. Hoje sdo inUmeras as técnicas denominadas “‘output-only” e se
estendem a analise de sinais obtidos através da excitacdo da estrutura por fatores
ambientais e por decorréncia da sua operacdo, admitindo-se geralmente que um
carregamento aleatério fracamente correlacionado é aplicado em todo o dominio do
sistema.

BITTANTI e LOVERA (2000), VANDERMEULEN et al. (2000) e
KIJEWSKI e KAREEM (2002), YAN et al. (2006) apresentam solucdes para a
obtencdo de incertezas nos parametros modais a partir da aplicacdo do método bootstrap
de inferéncia estatistica em técnicas output-only, preocupando-se essencialmente na
verificagdo da qualidade das estimativas obtidas.

BASSEVILLE et al. (2006) alertam que apesar dos avancos nas tecnicas de
analise modal, é indispensavel o conhecimento das incertezas dos parametros modais na
monitorizagdo de estruturas. Ou seja, como comparar identificagbes sucessivas para a
verificacdo da integridade estrutural, ou como estabelecer patamares a partir de onde se
passa a admitir a existéncia de danos, ou como entender que um modelo numeérico esta
bem ajustado, ou ainda, como avaliar a influéncia de perturbaces como a variacdo da
temperatura e os ruidos de medicdo, se ndo houver inferéncia sobre as incertezas dos
parametros? Prosseguem o artigo comentando algumas solucGes, essencialmente para
métodos por subespacos, e afirmam ainda serem validas estimativas bootstrap, apesar
de implicarem em elevado custo computacional.

Por outro lado, LJUNG e GLOVER (1981) no artigo intitulado “Frequency
Domain Versus Time Domain Methods in System Identification” ja defendiam desde
entdo que as técnicas de estimacdo no dominio do tempo e da frequéncia ndo deviam
competir entre si, mas sim compor uma estrutura complementar de estimacdo. Essa
associacao permitiria aliar a visdo global fornecida pela anélise espectral a preciséo
instantanea fornecida por uma analise temporal.

Uma vez obtida uma visdo global da estrutura, e inferidas as incertezas dos
parametros, diferentes estimagfes obtidas ao longo do tempo podem ser combinadas
através de estimadores seqiienciais. O método sequencial dos minimos quadrados
proposto por Wiener e o sua evolugdo para o Filtro de Kalman (SORENSON, 1980)

merecem atencgdo especial, visto que constituem estimadores amplamente utilizados na



Teoria de Controle, com resultados destacados na estimacdo multi-sensores tipica dos
problemas de navegacao inercial (TITTERTON e WESTON, 1997).

Dentro das premissas colocadas acima, hoje, uma metodologia eficiente de
identificacdo de estruturas deve: prescindir da disponibilidade dos sinais da excitagéo,
inferir as incertezas de suas estimativas, lancar mao de técnicas no dominio do tempo e
da freqliéncia - ou dentro do escopo output-only - utilizar técnicas baseadas em
diferentes estatisticas, e de preferéncia, organizar a informacdo sequencialmente (ou
recursivamente) para a verificacdo da estabilidade da estimagdo ou mesmo para poder se
abandonar dados passados, abrandando seu custo computacional.

Identificada a estrutura de forma continua, podem-se utilizar técnicas diretas de
avaliacdo da integridade estrutural, ou alternativamente empregar rotinas da
confiabilidade estrutural, definindo-se as funcdes e critérios de falha, e obtendo-se a
probabilidade de falha.

1.2 — Escopo e Estrutura do Trabalho

Este trabalho tem por finalidade propor uma metodologia que estime as
freqliéncias naturais e amortecimentos de estruturas em regime normal de operacdo a
partir da fusdo das informacdes proporcionadas por diferentes técnicas de analise modal,
inferindo ainda as incertezas dos parametros estimados.

Para finalmente propor uma metodologia para a solugdo ao paradigma acima
descrito, buscou-se preliminarmente a ambientacdo aos variados aspectos que tratam do
tema. Inicialmente, no decorrer do capitulo Il deste texto, & proposto um passeio a
terminologia e aos fundamentos da teoria de identificacdo de sistemas. Em seguida,
apresenta-se uma revisao cronoldgica das técnicas de analise modal mais encontradas na
literatura geral e especifica. No capitulo IV sdo apresentadas implementacdes dos
algoritmos das técnicas output-only selecionadas, e a identificacdo modal de uma
estrutura didatica simples a partir de experimentos simulados € realizada.

O capitulo V discorre sobre o procedimento necessario para a obtencdo das
incertezas dos parametros para cada técnica e apresenta a base tedrica e o0
equacionamento necessarios para a implementacdo computacional da recursividade e da
fusdo da informacdo. No capitulo seguinte, a metodologia é verificada passo-a-passo
através de simulagdes numéricas com uma viga biapoiada, e os resultados obtidos séo

discutidos.



Formalizada a metodologia, no capitulo VII ela é aplicada na identificacdo de
uma passarela de pedestres com 11,50 metros de vdo, submetida ao caminhar de
pessoas. Finalmente no Gltimo capitulo, conclui-se sobre as contribui¢des do trabalho e
apresentam-se propostas para estudos futuros.



CAPITULO Il

FUNDAMENTOS DA TEORIA DE IDENTIFICACAO
DE SISTEMAS

11.1 - Introducéo

Este capitulo tem como principal objetivo consolidar as representacdes tedricas
de sistemas dindmicos e processos estocasticos mais utilizadas na literatura a fim de
estabelecer uma nomenclatura que permita, sem margem a ambigiidades, a posterior
apresentacdo das metodologias de anélise modal abordadas neste trabalho.

Um registro descrito quantitativamente, obtido em funcdo de uma Unica
variavel independente, constitui um sinal unidimensional. A magnitude do sinal em um
valor especifico da varidvel independente é chamada de amplitude. Em um sinal
unidimensional, a variavel independente geralmente é o tempo de anélise do fenémeno.
O processo de amostragem digital das saidas dos sensores implica na transformacao do
tempo em uma varidvel discreta, com passo constante e igual ao periodo de aquisicao.
Desta forma, o sinal unidimensional também se torna discreto no tempo, apresentando
amostras representativas do fendmeno real continuo no tempo, definidas em instantes
discretos, caracterizando uma segiiéncia ou série temporal de nUMeros.

Ha fendmenos fisicos que podem ter seus valores futuros pré-determinados
com boa exatiddo, a partir de um processo bem definido como, por exemplo, regras ou
expressOes matematicas. Esses fendbmenos e 0s seus sinais representativos sdo chamados
de deterministicos. Por outro lado, muitos outros fendmenos de interesse apresentam
registros gerados de forma unica, ndo se podendo repeti-los nem predizer seu
comportamento futuro. Tais dados e os fendmenos que eles representam sdo
denominados de aleatorios (BENDAT e PIERSOL, 1980).

Na Engenharia, um sistema pode ser descrito como um dispositivo fisico ou
representacdo matematica que responde a uma ou mais excitacdes impostas, descritas
segundo varidveis de entrada, realizando um evento cujos registros compreendem a

geracdo de novos sinais, denominados respostas ou saidas (vide Fig. I1.1).



Alternativamente, esta relacdo pode ser expressa dizendo-se que hd um filtro operando
entre a sequéncia de entrada e a sequiéncia de saida (OTNES e ENOCHSON, 1978).

O conjunto de variaveis independentes internas do sistema, que caracterizam
seu comportamento, € denominado de estado. Um sistema dindmico, por sua vez, pode
ser entendido como um sistema em que sua saida depende nao s6 da entrada presente,
mas também de alguns valores da entrada passada (SCHWARZ e FRIEDLAND, 1972).

entrada resposta
— Sistema —

Figura I1.1 — Desenho esquematico tipico de um sistema.

Um sistema é dito /inear quando nele se aplica o principio da superposicéo,
isto é, a resposta a soma de Vvarios sinais é idéntica a soma das respostas de cada um dos
sinais aplicados individualmente.

Um sistema é deterministico quando seu estado assume sempre valores bem
definidos. Um sistema € dito estocdstico, quando seu estado € uma variavel aleatoria,
sendo por isso descrito por funcbes de probabilidade. Sistemas monitorados por
sensores suscetiveis a uma quantidade consideravel de ruido nas medigdes, ou que
sofrem outras perturbagdes durante as medigdes, podem ser tratados como sistemas
estocasticos.

Um sistema pode ser classificado também como invariante no tempo ou
estacionario quando suas relacGes de entrada e saida ndo se modificam com o tempo, ou
seja, a forma da resposta a uma entrada aplicada em qualquer instante depende somente
da forma da entrada, e ndo do instante da aplicacdo (SCHWARZ e FRIEDLAND,
1972).

Sistemas discretos no tempo que satisfazem simultaneamente as propriedades
de linearidade e invariancia no tempo sao denominados na literatura de processamento
de sinais como sistemas LTI (Linear Time-Invariant) constituindo a mais importante
classe de sistemas aplicados na Engenharia (MITRA, 1998).

Um sistema mecénico massa-mola-amortecedor de um grau de liberdade,
conforme ilustrado na Fig. 1.2, por exemplo, é ndo-linear se forem consideradas todas
as complexidades e iteracdes dos materiais. Entretanto, para eventos controlados numa

determinada faixa de deslocamento e velocidade, pode-se atribuir-lhe um



comportamento linear, através, por exemplo, da expressdo do equilibrio dindmico de

d’Alembert entre a acdo externa, a forca elastica, a forca de dissipacdo de energia e a

forga de inércia da massa:

" ";yz(’) ve dflgf) k(0= F()

onde  F(¢) é aago externa aplicada no corpo;
y(t) é o deslocamento do corpo;

m é a massa do corpo;
¢ € a constante do amortecimento, admitido como Vviscoso;
k € a constante elastica da mola.

F—— (1) K

i 1]
S ONION

Figura 11.2 — Sistema mecénico de um grau de liberdade.

A mesma equacao pode ser colocada na seguinte forma:

%Z(t) + 20, dZ—EZ) + o y(t)= ple)

onde w, =,/— eafrequéncia circular natural do sistema;
m

c . .
E= 5 é a taxa de amortecimento;

(I1.1)

(11.2)

(11.3)

(11.4)

(I1.5)

O sistema mecanico apresentado €, portanto, descrito por uma equacgdo

diferencial linear ordinaria de 22 ordem a coeficientes constantes, sendo desta forma um

sistema LTI. Pode também ser classificado como SISO (Single Input Single Output),

pois apresenta apenas uma entrada, a forca externa, e uma resposta, que corresponde ao

deslocamento observado.



O processo de determinacdo dos parametros modais (freqliéncias naturais,
taxas de amortecimento e formas modais) de um sistema mecanico linear e invariante
no tempo por meios experimentais € denominado de Analise Modal (ALLEMANG,
1999). Este capitulo visa abordar fundamentalmente as representacGes matematicas
mais utilizadas de sistemas LTI a fim de permitir a apresentacdo posterior de diferentes

métodos de Analise Modal em relacdo a uma mesma base tedrica.

11.2 — Funcéo de Resposta a Impulso

Uma sequéncia finita arbitraria pode ser expressa como uma combinacdo
ponderada de sequiéncias de impulsos unitarios defasados, ou seja, uma adicdo de
impulsos escalonados com atrasos (ou avangos) no tempo (MITRA, 1998). Por

exemplo, seja a seqliéncia x(n) com 9 amostras, definida para — 4 <n <4 apresentada a

sequir:

x(n)=1{05 00 00 15 -10 00 10 00 075} (11.6)

A mesma seqliéncia pode ser representada como:

x(n)=05-6(n+4)+15-6(n+1)-6(n)+6(n—2)+075-5(n—4) (11.7)

ILn=0 |, X . .
onde &(n)= {0 " , &8 funcdo discreta de impulso unitario (pulso).
e

A resposta de um sistema dindmico ou filtro digital a uma fung¢éo impulso 5(n)
é conhecida na teoria de processamento de sinais como funcdo resposta a impulso

(impulse response function — IRF) sendo geralmente representada por h(n)

x(n) = 6(n)= y(n)= h(n) (1.8)

Seja a entrada aplicada em um sistema linear definida pela seqléncia x(n)
apresentada na Eq. 11.6. A resposta y(n) do sistema pode ser entdo determinada a partir

de uma combinacdo linear de IRFs defasadas entre si:



y(n)=0,5-h(n+4)+15-h(n+1)—h(n)+h(n—2)+0,75-h(n—4) (1.9)

Generalizando-se, a resposta y(n) de um sistema linear discreto no tempo a

entrada x(n) pode ser dada por:

y(n)= Zx(k)-h(n—k) (11.10)

Um sistema linear e invariante no tempo pode ser, portanto, completamente
definido por sua IRF. A operacdo de soma apresentada acima é comutativa, sendo
denominada de soma de convolugdo, e também é comumente apresentada na seguinte

forma:

y(n) = x(n)* h(n) = h(n)* x(n) (1.11)

Um sinal é definido como causal quando as mudangas nas amostras de saida
do sistema ndo precedem mudancas nas amostras de entrada (MITRA, 1998). Em
sistemas lineares discretos e invariantes no tempo (LTI), a casualidade esta diretamente

relacionada a limitacdo da sequéncia da IRF a esquerda:

h(k)=0 para k <0 (11.12)

Em sequéncias causais e estaveis (com IRF somavel absolutamente), a
convolucdo apresenta ainda as propriedades associativa e distributiva. Quando a IRF,
por sua vez, é finita, o sistema discreto é denominado FIR (Finite Impulse Response), e
a soma de convolucéo pode ser calculada diretamente, pois se reduz a:

y(n)= %ﬂk)-h(n—k) (11.13)

Se o sistema for FIR e causal, N; =0 e N, >0. Uma visdo geométrica da

convolucéo de sinais discretos causais consiste na soma acumulada dos pontos da curva
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discreta obtida pelo produto das seqliéncias ponto a ponto, conforme a IRF desliza
através da seqiiéncia das amostras de entrada x(r).

Em dinamica estrutural, a IRF de um sistema de um grau de liberdade pode ser
entendida como a solucéo da equacéo diferencial do movimento para um carregamento
impulsivo unitario de curta duracdo (em relacdo ao periodo fundamental da estrutura),
ou seja, uma forca extremamente alta atuando durante um momento infinitesimalmente
pequeno, implicando num impulso total unitario (MAYMON, 1998).

A funcdo impulso unitario, ilustada na Fig. 11.3, € geralmente representada por

5(¢ -1, ) e pode ser matematicamente descrita por:

0 | parat<t,
S(t—t,)=11/At , para t, <t<t, +At (11.14)
0 |, para t>t, +At

A ._-Jm}.-_

5 t, taot

Figura 11.3 — Funcdo impulso unitario (JUANG, 1994).

Para o0 caso de sistemas estruturais com amortecimento viscoso (sub-critico), a
IRF pode ser representada por (MEIROVITCH, 1986, CLOUGH e PENZIEN, 1993):

h(t):ﬁe{w”t sen( 1-¢&7 a)nt) (11.15)

A resposta de um sistema estrutural elastico-linear invariante no tempo a um
carregamento qualquer pode entdo ser obtida através do somatorio de respostas
impulsivas defasadas, devidas a pulsos de carregamento p(#) justapostos no tempo,
constituindo uma equacdo de convolucdo continua, conhecida como integral de
Duhamel (CLOUGH e PENZIEN, 1993):

y(t)sz(r)h(t—r)dr (11.16)
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11.3 — Transformada de Fourier, de Laplace, e Transformada-z
11.3.1 — Transformada de Fourier

Uma funcgdo escalar f(¢) periédica, com um namero finito de méximos,

minimos e descontinuidades, e nenhuma descontinuidade infinita no intervalo
(condicbes de Dirichlet), pode ser colocada na forma de uma série infinita e convergente
de funcdes harmdnicas, a Série de Fourier. Quando a funcdo tem seu periodo assumido
como infinito (77— o), 0s harménicos da série passam a constituir uma base ortogonal
infinita, com frequéncias definidas em todo o dominio dos Reais (Aw — 0), e a série de

Fourier no tempo se torna a Integral de Fourier:

fle)= = Flo) e “'dw (11.17)

Qualquer funcdo arbitraria f(t) pode entdo ser descrita por uma integral
representando contribuicbes de componentes harmdnicos, apresentando um espectro

continuo de frequéncia, de —o a +o. A quantidade F(a))da) pode ser entendida
como a contribui¢do a fungéo f(t) dos harmonicos no intervalo de frequéncia de » a
(0 +dw).

A expressdo F(w) descrita na Eq. 11.18 consiste na Transformada de Fourier

(FT) da funcéo f(t), e a Eq. 11.17 é a Inversa da Transformada de Fourier.

F(@)= [ f(e)-e"dr (11.18)

A Transformada de Fourier de sequéncias discretas no tempo, por sua vez, é

definida por:
. +(X> .
X(e’w)z Zx(n)e_mm (11.19)
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A Transformada de Fourier de seqliéncias discretas no tempo consiste na
representacdo da sequiéncia x(n) em termos da seqliéncia exponencial complexa ¢ ™"
onde w é a variavel de frequéncia real, sendo, portanto, uma funcéo complexa continua
da variavel real w.

A Transformada de Fourier de uma sequiéncia também é chamada de espectro

(de Fourier) da seqliéncia, ou representacdo no dominio da freqliéncia, sendo as
quantidades ‘X (ei“’)‘ e Q:arg{X (ei“’)} denominadas de magnitude e fase (argumento)

do espectro, respectivamente.

A sequiéncia no dominio do tempo x(n) pode ser calculada a partir de seu

espectro de Fourier pela aplicacdo da Transformada Inversa:

x(n)=— X(ei'a))- ¢’ dw (11.20)

A seqiiéncia finita X(k) obtida pela amostragem uniforme em frequiéncia do

espectro continuo X(ei“’) no dominio 0 < < 27z, segundo 0s pontos w; =27 kIl N,

0 <k <N -1, da-se o nome de Transformada Discreta de Fourier (DFT):

-1

N
X (k)= X(ei”)‘w_z v > x(n)e 2RV (11.22)
_2x —

N

Pode-se perceber, portanto, que se a seqléncia x(n) possuir n amostras no
dominio do tempo, sua transformada X (k) terd também » amostras no dominio da

freqliéncia, com intervalo entre amostras Af" igual a:

Af = f,/n=1/(n-At)=1/T, (11.22)

onde  f, éafrequéncia de amostragem;
At € o intervalo de aquisicéo;
T, é o tempo total de amostragem;

Af é aresolucdo em frequéncia.
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A Inversa da Transformada Discreta de Fourier (IDFT) é dada por:

x(n)=

%gX(k)eu”k n/N (11.23)

A obtencdo da DFT e IDFT pode ser realizada alternativamente por técnicas
numéricas eficientes, diminuindo-se substancialmente o custo computacional envolvido
no célculo. Esses algoritmos sdo denominados de Transformadas Répidas de Fourier
(FFT) e constituem geralmente funcbes pré-definidas na maioria dos programas de

processamento de sinais.

11.3.2 — Transformada de Laplace

Outra transformada com ampla utilizacdo em sistemas dindmicos é a
Transformada de Laplace, a qual permite solu¢cdes metodicas de equacdes diferenciais.

Para uma funcéo f(t) continua, definida no dominio do tempo, a transformada é

denotada por:

0

Z[f @)= Fls)= [ £(0)-ar (11.24)

0

onde s é uma variavel complexa. Ela leva, portanto, sinais continuos no dominio do
tempo para o chamado dominio-s, ou da freqliéncia complexa, na perspectiva de
sistemas dinamicos.

Apresenta uma série de propriedades, geralmente representadas
simplificadamente na literatura na forma de tabelas (KREIDER et al., 1972), as quais
permitem a conversao de equacdes diferenciais lineares com coeficientes constantes em
equac0es algébricas simples.

A Transformada de Laplace aplicada na equagdo do movimento do sistema
mecanico de um grau de liberdade (Eqg. 11.1) fornece, para movimento com

deslocamento e velocidade iniciais nulos, a seguinte expressao:
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IL[m 3(t)+ ¢ 3(t)+ k- y(e)] = Z[F ()] (11.25)

:>I7’ZS2Y(S)+CSY(S)+]€ Y(S)=F(S) (11.26)
A resposta do sistema no dominio-s fica, portanto:

1

Y —
(S) +cs+k

ms

> F(s) (11.27)

11.3.3 — Transformada-z

A Transformada-z, de forma analoga a Transformada de Laplace, conduz sinais

discretos no dominio do tempo para o dominio da frequéncia complexa:

G(z)=2{g(n)} = ig(n)f” (11.28)

n=—00

onde z =re'®, é variavel complexa, na forma de Euler.

Uma funcdo continua f(t) representativa de um fenémeno qualquer pode ser
amostrada por uma série de pulsos, fornecendo uma sequliéncia ou série temporal, cujo
n-ésimo elemento x(n), referindo-se ao instante 7 =n-A¢, sendo Ar o intervalo de

aquisicdo, é dado pela expresséo:

x(n)= f(nAt)= £(0)-5(n)+ f(Ar)-8(n—1)+...+ f(mAt)-S(n—m)  (11.29)

onde (m+ 1) é o nimero de amostras e 0 <n<m. A série x(n) pode ser representada

também em funcgdo do tempo, pela seguinte funcédo discreta:

x(t)=£(0)-6(t)+ f(A1)-8(t = At)+...+ f(mAr)- 5(¢ —mAt) (11.30)

Operando-se a Transformada de Laplace na funcéo x(t) tem-se:
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G(s)= J.g(t)e_”dt = Zx(n)e_”sm (11.31)

Fazendo-se z =e*™ , obtém-se:

Gls)=>Y x(n)z™ (11.32)
n=0
que é a Transformada-z da seqiéncia x(z), ou melhor, da fungdo causal f(t)

discretizada:

X(2)=Z{x(n)} = Zx(n)z_" = Zx(n)z_” (11.33)

Desta forma, a Transformada de Laplace para sinais discretos no tempo pode

se obtida pelo calculo da sua Transformada-z, fazendo-se z =¢** . O conjunto de
valores de z para os quais suas Transformadas-z convergem é chamado de Regido de
Convergéncia (ROC).

A Transformada de Fourier, por sua vez, pode entdo ser entendida como a
componente puramente imaginaria da Transformada de Laplace, sendo obtida

analiticamente a partir do dominio-s pela substitui¢éo (s:ia)). Da mesma forma, no

dominio discreto, a Transformada de Fourier pode ser obtida pela Transformada-z
admitindo-se z = ¢’ com médulo unitario (= 7). Segue entdo que a Transformada

de Fourier de uma seqiiéncia x(n) converge uniformemente se e somente se a ROC da

Transformada-z da seqliéncia inclui o circulo unitario no plano de Argand.

11.4 — Representacdes de Sistemas Dindmicos

Conforme ja foi apresentado, no exemplo do sistema mecanico de um grau de
liberdade, a entrada e a saida do sistema ficam relacionadas através da equacao

diferencial linear a coeficientes constantes:
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mddtyz(t)+cdflgt)+k-y(z)=F(r) (11.34)

Colocando a equagdo do equilibrio acima segundo uma representacdo de
operadores diferenciais lineares aplicados a entrada x(¢) e a saida y(¢) do sistema, tem-

Se:

DU [y(e)]= D [x(¢)] (11.35)

w_|, d  d . @ _
=D = md—2+cz+k =D =] (“36)
t

Pela teoria classica de equacdes diferenciais lineares, a solucdo da equacgéo
homogénea né&o-trivial, correspondente a uma vibragdo livre amortecida do sistema,

pode ser admitida como sendo da forma:
y(t)=Y e (11.37)

onde s € uma constante complexa a ser determinada. Substituindo-a na equacéao

diferencial homogénea, obtém-se a equacao caracteristica:

ms’ +cs+k=0 (11.38)
2
Sy=— 4 ﬁ—(LJ (11.39)
2m m 2m

As raizes da equacdo caracteristica podem ser colocadas também na forma:

S WA ==¢-0, tioN]-E =ctin, (11.40)

onde o € o fator de amortecimento, parte real da raiz da equacdo caracteristica;

@, € afreqiiéncia natural amortecida.
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A solucdo geral do movimento livre amortecido fica entéo:

(-0, +ia 1}

(—gwn—iwn 1—§2)-z

= )(1)=Y, e +Y;-e (11.41)

—io,

n 1_4:2 't
) e Ont (11.42)

io

167 )1

:>y(t)= Yl~e( +Y2~e(

A seguir serdo apresentadas outras formas de se representar um sistema
dindmico que visam permitir um tratamento numérico mais eficiente para a estimacéo

de seus parametros.

11.4.1 — Equac0es de Diferencas

Na maioria dos casos praticos de interesse na Engenharia, um sistema LTI pode
ser caracterizado por uma equacdo linear de diferencas com coeficientes reais e

constantes (MITRA, 1998). Na equacéo de diferencas representada na Eq. 11.43, x(n) e

y(n) sdo respectivamente a entrada e a resposta do sistema, e {a,} e {b,} sdo

constantes.
N M
Zaky(n—k):Zbkx(n—k) (11.43)
k=0 k=0

Se o sistema for causal, a Eg. 11.43 pode ser reescrita para expressar y(n)

explicitamente como uma fungéo de x(n):

N oa M p
y(n)=—z —ky(n—k)+ Z—kx(n—k) (11.44)
k=1 %o k=0 %o

A Eq. 11.44 pode ser utilizada para calcular a funcdo de resposta a impulso,

aplicando-se a seqliéncia pulso unitario 5(n) como entrada do sistema.
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O diagrama de blocos de uma implementacéo de um filtro pode ser produzido

diretamente da Eq. 11.43, conforme apresentado na Fig. 11.4 . Os atrasos unitarios nas

seqiiéncias sdo representados pelo correspondente operador z ™/, onde z ™/ corresponde

ao atraso unitario 5(n—1) no dominio-z, e os coeficientes constantes a, e b, S&o

mostrados como fatores de ganho (JACKSON, 1996).

bo
X(n) | : :“\_\’_K _:Gr\ Y(”):
[ i
z 'I z"!
b] -3‘
x(n-1) o—D—-(? (?4 Q y(n-1)
4 z-1j
x(n-2) y(n-2)

x(n-M) y(n-N)

Figura 11.4 — Diagrama de blocos de uma equacéo de diferencas
(JACKSON, 1996).

Seja um sistema onde a resposta presente y(n) depende apenas das entradas
x(k), ou seja, sua equacdo de diferencas € caracterizada por apresentar seus coeficientes

a; nulos (k > 0), e coeficientes b, ndo nulos (vide Eq. 11.45).

y(n)= i b, x(n—k) (11.45)

Se os coeficientes b, forem constantes, iguais a /(¢ + 1), por exemplo, ent&o

a resposta € a média das (q+1) entradas - a presente e as g passadas - e esse valor
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médio muda conforme o valor de » avanca. Em funcéo desta caracteristica, este filtro é
denominado de média-movel (moving average), e representado pelo acrograma MA(g),
onde ¢ € o numero de entradas passadas, ou ordem do sistema.

A equacdo de diferengas deste filtro pode ser colocada na forma de soma de

convolugédo de sinais discretos, admitindo-se b(n) como a sequéncia formada pelos

coeficientes b, , (0 < k < M), conforme indica a Eq. 11.46.

y(n)zg box(n— k) = b(n)* x(n) (11.46)

A resposta a impulso do filtro M4 é, portanto, finita, e caracterizada com sendo

idéntica a sequiéncia b(n):

by, 0<k<M

. (1.47)
0, caso contrario

h(n)z{

Agora, por outro lado, seja o filtro denotado pela equacdo de diferencas
apresentada na Eq. 11.43, tendo sua resposta presente y(n) colocada como funcéo
(linear) da entrada presente e das respostas passadas. Devido a essa relagdo regressiva
da saida presente com saidas passadas, este filtro € denominado autoregressivo, sendo

comumente representado pelo acrograma AR(p), onde p é a sua ordem.

¥(n)=byx(n) - é apy(n—k) (11.48)

O filtro AR(1), por exemplo, com apenas um polo, tem funcéo de resposta a

impulso de comprimento infinito, dada pela Eq. 11.49:
h(n)=b, a u(n) (11.49)

Para muitas séries encontradas na pratica, se 0 modelo a ser identificado estiver
relacionado a um ndmero ndo muito grande de parametros, a inclusdo de termos

autoregressivos e de médias moveis é a solu¢do adequada (MORETTIN e TOLOI,
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2004). Tal sistema tem sua equacéo de diferencas idéntica a forma geral, apresentada na
Eq. 11.43, e sdo denominados de ARMA(p,q), onde p e ¢ sdo respectivamente a ordem do

operador auto-regressivo e a ordem do operador média movel.

11.4.2 — Fungéo de Transferéncia

Conforme foi visto no item 11.2 deste capitulo, a Transformada de Laplace da
equacdo diferencial de equilibrio de um sistema mecanico de um grau de liberdade

assume a forma (Eqg. 11.50):

y(s)zmp(s) (11.50)

A razdo entre a saida e a entrada de um sistema linear, ambas no dominio de
Laplace, é definida como funcdo de transferéncia do sistema e geralmente denotada por

H(s). No caso do sistema massa-mola-amortecedor, a fungéo de transferéncia pode ser

colocada como:

His)=L (s) _ (11.51)

Logo, a funcdo de transferéncia pode ser considerada como um operador
algébrico que atua na transformada da excitacdo para originar a transformada da
resposta (MEIROVITCH, 1986):

Y(s)=H(s)F(s) (11.52)

= y(t)= Z7'[1(s)] (11.53)
O célculo da transformada inversa de Laplace em geral envolve uma integral

de linha no campo dos complexos (KREIDER et al., 1972). Entretanto, para o sistema

de 1GL em andlise, pode ser facilmente calculada a partir da decomposicédo de Y(s) em
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fracOes parciais e a decorrente representacdo em funcdes cujas transformadas inversas

sdo bem conhecidas.

() 1 1
H(s)= = -
(S) F(S) ms’ +es+k m(82+2§wns+w,f) (11.54)

1 1 1

Qi 1-E2m\ s+, —iw,\1-E2 s+ Ew, +iw,\1-E?

(11.55)

Para o0 caso da entrada do sistema, ou seja, da forca de excitacdo F(t)

corresponder a um impulso unitario, tem-se:

F(s)=x[s(t)]=1 (11.56)
O O R e o senl{1-& w,e) (157
= L' [H(s)]=h(z) (11.58)

Logo, a funcédo de resposta a impulso h(t) é igual a inversa da transformada de
Laplace da funcio de transferéncia H(s) . Juntas constituem, portanto, um par

transformado de Laplace, contendo cada uma delas todas as informacGes sobre as
caracteristicas dindmicas do sistema. A Fig. 11.5 resume as relacfes de transferéncia no

dominio do tempo e da fregtiéncia.

Dominio do Tempo

x(t) —»| h(t) F—> y(t) = h(tykx(t)

| | f
-1
.4’ aplace .4’ aplace .4 aplace

} ' |

X(s) —»| H(s) —> Y(s) = H(s)-X(s)

Dominio da frequéncia

Figura 11.5 — Relagdes de transferéncia no dominio do tempo e
no dominio da frequéncia.
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De forma anéloga, a transformada-z de uma IRF (finita), representada por
H(z), pode ser colocada também como a razéo entre as transformadas-z da seqiiéncia

de saida e da sequiéncia de entrada, sendo denominada como func¢do de transferéncia do
filtro (Eq. 11.59):

H()= S )

n=Ny

(11.59)

A funcdo de transferéncia corresponde a generalizacdo do conceito de resposta
em frequéncia também em sistemas discretos, e permite uma caracterizacdo mais habil
de um filtro. Por exemplo, a funcdo de transferéncia de um sistema LTI representado

por uma equacdo de diferencas pode ser obtida rapidamente por uma razédo de

polindmios em z 7

(S0t hr)-{ S thato 150

M
Sy
NI

X
N
~
Il
~
—
N
I
bl
Il
S

(11.61)

1=
)
~
N
a

=
Il
S

Uma maneira alternativa de se expressar H(z) consiste na forma fatorada dos

polindbmios:

(11.62)
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onde as raizes do polinémio do numerador y;,7,,..., 7, que conduzem a H(;/k):o

sdo denominadas zeros da funcdo de transferéncia, e as raizes do polinémio do

denominador 1,,,,...,Ay que levam H(4,) tender ao infinito, sdo, por sua vez,

denominadas pélos da fungédo de transferéncia.

11.4.3 — Funcédo de Resposta em Frequéncia

Se a entrada x(n) de um sistema puder ser colocada na forma de uma

exponencial complexa discreta:

x(n)=e"", —w<n<oo, (11.63)

a saida pode ser obtida, por definigcdo, pela aplicacdo da convolucdo da entrada com a

IRF do filtro, conforme ja foi apresentado:

yn)= S hlk)e ) (11.64)
k=—o0

- y<n>=( ih(k)e—m]

f=—0

#(e)

(11.65)

O termo H (eia’) corresponde & transformada de Fourier da IRF discreta do
filtro, e é chamada de reposta em freqiéncia do sistema LTI discreto no tempo,
fornecendo uma descri¢do no dominio da frequéncia do sistema (MITRA, 1998). A Eq.
I1.65 mostra que para uma entrada exponencial complexa de frequéncia angular » (Eq.
11.63), a resposta do filtro também consiste em uma exponencial complexa com a
mesma frequiéncia, mas ponderada pela amplitude complexa H(e”").

Aplicando a transformada discreta de Fourier na Eg. 11.65, admitindo-se a
entrada x(n) definida na Eqg. 11.63, e operando-se convenientemente as funcgdes

somatorio , obtém-se a expressao:
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Y(e"“’)z H(e"‘”)X(e"“’) (11.66)

= Hle)- %i_z)) (11.67)

Desta forma, percebe-se mais uma vez que a resposta em frequéncia do sistema
H (ei“’), ou simplesmente H (co) pode ser dada pela raz&o entre as transformadas (de

Fourier) da seqiiéncia de saida e da sequiéncia de entrada. Ao valor absoluto da resposta
em freqliéncia de um sistema e ao seu argumento d&o-se as denominagdes de ganho e

fase do filtro, respectivamente:

fase=0(w)=arg[H(w)]= arctan{ -

Im[# ()]
[ } (11.68)

Re[H (o))

A Funcéo de Resposta em Frequiéncia (FRF) pode ser definida simplesmente
como a transformada de Fourier da fungdo resposta a impulso. A FRF é um caso
especial da Funcdo de Transferéncia sem perda de informacdo util, ou seja, as
caracteristicas dinamicas de um sistema LTI estdvel podem ser suficientemente
descritas pela FRF (JUANG, 1994).

A transformada de Fourier da equacéo diferencial do mesmo sistema mecanico

de 1GL pode ser obtida, por sua defini¢cdo, como:
~o’ Y(0)+ 2%w,io Y(0)+ o] Y(o)=p(o) (11.69)

De forma anéloga a funcdo de transferéncia, a FRF do conjunto massa-mola-
amortecedor pode ser obtida pela relacdo entre a resposta e a entrada do sistema, agora

no dominio da freqléncia:

Y () 1 I/m
H(w)= = = 11.70
(a)) F(a)) —mw’ rcio+k -’ +2ifo,0+o0; ( )
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Conforme ja havia sido mencionado para o caso geral das transformadas de
Fourier e Laplace, pode-se perceber que a funcdo de resposta em freqliéncia se torna
igual a funcdo de transferéncia quando somente a parte imaginaria da variavel s de

Laplace é considerada:

. Y(S:ia)) 1
Hls = = = 1.71
(s=ic) F(s=io) -maw’+cio+k (7

Analogamente para o0 caso discreto, uma vez determinada a funcdo de

transferéncia discreta do filtro, sua resposta em freqiiéncia pode ser obtida a partir do
céalculo de H(z) no circulo unitério no plano de Argand, ou seja, | z|=|e'” |=1.

A FRF apresentada na Eg. I1.71 corresponde a representacdo da saida do
sistema a partir do espectro do seu deslocamento, sendo denominada de receptancia
(ALLEMANG, 1999, HE e FU, 2001), e comumente representada por a(w). Essa

expressao, conhecida como Modelo Polinomial da FRF, pode ser fatorada e colocada

segundo o Modelo de Fra¢bes Parciais:

*

P ) [ — (11.72)

Ciw-1 iw-A

onde A= polodosistema =—ém, ++/1-Ew, i;

A = residuo da receptancia junto ao polo 4.

Os residuos podem ser entendidos de uma forma mais ampla como sendo 0s
coeficientes (numeradores) dos termos da fungdo de transferéncia do sistema quando
expressa em fracdes parciais. Essa denominacdo vem da terminologia da solugédo
analitica de equacdes diferenciais ordinarias, estando diretamente relacionados a
amplitude da funcdo resposta a impulso (IRF). Para o sistema de 1GL com
deslocamento inicial nulo, a IRF pode ser colocada como:

Wi)=Ae' + A4 e (11.73)
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Em geral, o residuo 4 é uma variavel complexa. Entretanto, para sistemas de
1GL pela aplicacdo da transformada de Laplace para a solucdo da equacdo diferencial

do movimento pode-se demonstrar que o mesmo admite um valor imaginario puro:

1 1

A: =
Jiw\1-Em  2iogm

(11.74)

Substituindo-o na Eq. 11.73 obtém-se mais uma vez a expressao da IRF de um

sistema de 1GL amortecido (viscoso sub-critico):

W)= ((osomsiart _ g-tom-ieut) L ot sen(a, ) (11.75)

2iw,m mao,

A aplicacdo real da analise modal comeca a partir da descrigdo de estruturas
continuas e ndo-homogéneas como sistemas com multiplos graus de liberdade. A
solucédo da FRF de um sistema com varios GL pode ser desenvolvida de forma anéloga
ao caso do sistema de 1GL, conforme sera apresentado adiante.

A discretizacdo de uma estrutura em nos e elementos implica na geracao de um
sistema de equacOes diferenciais cujos coeficientes sdo agrupados nas matrizes de

massa [M |, rigidez [K |e amortecimento [C]do sistema:

[M]5(e)+[Cl3e)+[K] p(e) = F(2) (11.76)

Para a solucdo do sistema de equac@es diferenciais do sistema com maultiplos
GL busca-se 0 desacoplamento dessas equacOes atraves da solucdo do problema de
autovalor generalizado da equacdo dindmica do movimento livre ndo-amortecido
(CRAIG, 1981). Assim obtém-se a matriz modal da estrutura [Y’] correspondente aos
autovetores da equacdo do movimento, sendo constituida pelas formas modais com seus
coeficientes dispostos em colunas, e as freqliéncias naturais e, de cada um dos modos,
relativas aos respectivos autovalores.

Admitindo a matriz de amortecimento como proporcional & matriz de massa e

de rigidez, permite-se o desacoplamento também dos termos da primeira derivada da

resposta y(¢). Ortonormalizando-se a matriz modal [#] em relagdo & matriz de massa,
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obtém-se a matriz modal ortonormalizada [¢] a qual pré-multiplicada aos termos da

Eq. (11.76) previamente transformados pela relagéo y(t):[di]u(t) fornece:
] M][@]i(e)+[@][Cll@]a()+ @] [K][@]ulc)= @] F() (1.77)
= [1i(1)+[22,0,m ] ide)+ o | o) =[1/m J @) F(0) (178

As solucdes do sistema de equacdes diferenciais desacoplado, relativas a cada

uma das formas modais calculadas podem ser admitidas também como exponenciais
complexas do tipo u(t)=¢, e*', com pélos 1., 1. =&, +iJ1-E o, e forma de
vibrar ¢, .

Em um sistema linear com multiplos graus de liberdade, cada par formado por
um GL onde é registrada a resposta (indice p) e um GL de monitoracdo da entrada
(indice ¢g) admite a estimagdo de uma FRF, que pode ser representada como uma

superposicao linear dos modelos de 1GL apresentados anteriormente (EWINS, 1984):

N
apq(a))ZZ- H— (11.79)

onde N é o numero de freqiiéncias modais positivas.
O residuo 4, pode ser colocado como o produto entre as deformadas modais

na entrada ¢ e a resposta p, multiplicado pelo fator de escala modal. Desta forma, o
produto destes trés fatores é Unico, mas cada um deles ndo é Unico, permitindo assim a

obtenc¢éo da forma modal de cada um dos modos analisados.

Ay =0V, W, =Ly, (11.80)

={4,} =L, v} (11.81)

onde Q. é o fator de escala modal;
v, € coeficiente da forma modal do GL p no modo 7;
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L, =0y, €ofator de participacdo modal.

O fator de escala modal refere-se do ponto de vista analitico a relacdo existente
entre a forma modal normalizada e a ortonormalizacdo pela matriz de massa do modo
de vibragdo. Pode ser entendido como a quantidade de massa do sistema que esta
participando em cada modo de vibracao.

Para sistemas ndo amortecidos ou com amortecimento proporcional (EWINS,

1984), o fator de escala modal pode ser definido como:

0 I (11.82)

r .
2iw;m,

onde m, € a massa modal do modo r.

A relacdo da Eq. 11.80 permite que todos os residuos de diferentes FRFs sejam
expressos como funcdo de um GL de referéncia através do fator de participacdo modal
(ALLEMANG, 1998):

L
A —mr_ A — Qr er

=7 e =0, O W g = OV bV (11.83)

_ L
L =tmw Y (11.84)

Ly Y

onde  p,q,m sdo GL de referéncia,;
r € 0 modo de vibracdo em anélise;

L, € o fator de participacdo modal do GL m normalizado em relagdo ao GL ¢
no modo r.

O modelo modal de uma estrutura com Vvarios graus de liberdade pode assim
ser representado simplesmente pelas freqliéncias naturais, taxas de amortecimento e
formas modais (ou residuos) de cada um dos modos de vibracao avaliados.

Quando a resposta do sistema € obtida em funcéo de sua velocidade de saida,
obtém-se a FRF denominada de mobilidade (ALLEMANG, 1999, HE e FU, 2001),

representada a seguir como ¥pq(a)). Como a resposta em termos de deslocamento tem
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sido admitida analiticamente como uma exponencial complexa, a velocidade, sendo

derivada do deslocamento tera sua expressdo igual & posicao y(t) multiplicada por iw,

implicando numa defasagem (90° no plano de Argand) existente entre a posi¢do e a

velocidade no movimento dinamico. A expressdo da mobilidade pode assim ser obtida a

partir da receptancia:

y(t)=iw y(t) (11.85)

=¥, (0)=iva, (o) (11.86)
u A r . A* r .

=¥, (o) =VZ=; ia)iq/lr 'Zmiwiqzj i (11.87)

ﬁ: o (11.88)

~ o +21§a)a) + !

O numerador C,,. do modelo polinomial é denominado de constante modal

(MAIA e SILVA, 2001), assumindo para modos normais (amortecimento Vviscoso

proporcional) com pélos conjugados a seguinte expressao:

onde

l//pr!//qr

m}"

Copr =00y = (11.89)

@, 9, sao as formas modais ortonormalizadas em relacdo a matriz de massa,
relativas respectivamente aos GL p e ¢ no modo 7,

De forma analoga, a acelerancia (ou inertancia) 4, (a)) FRF obtida pela razéo

entre o espectro da resposta em termos de aceleragéo e o espectro da forca de entrada,

pode ser obtida multiplicando-se a mobilidade por iw :

= qu(a)):ico¥pq(a)) (11.90)
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Na vizinhanca da ressonancia (polos), a magnitude da FRF é influenciada
principalmente por um dos termos do somatorio dos diversos modos, aquele relativo ao

modo cuja ressonancia esta sendo observada:

C,  -iw N C,-iw
¥ (0) = Par io+ PAE iw 11.91
() — o’ +2iéoo, + o] SZ_,: — o’ +2iéoo, + o] (11-93)
S#r
C -iw
= - io+B,, (11.92)

— @’ +2i Sow, + a)f

onde B, consiste na contribuicdo dos demais modos sobre o r-ésimo.

Quando os demais modos de vibragcdo podem ser desconsiderados na anélise de
um unico modo de vibracéo (r), ou seja, quando 0os modos apresentam-se bem separados

entre si e com baixos valores de amortecimento, o valor de B,, torna-se

aproximadamente constante na vizinhanga da regido de ressonancia. Nessas
circunstancias os métodos de 1GL podem ser aplicados na estimacdo de parametros de
estruturas com multiplos GL, obtendo-se resultados bastante satisfatorios. Caso
contrario, algoritmos que levam em conta a contribuicdo simultanea de todos os modos

devem ser aplicados.

11.4.4 — Espaco de Estados

A érea da Teoria de Controle vem se dedicando desde a década de 60 ao
desenvolvimento de modelos matematicos computacionalmente eficientes para a
identificacdo de sistemas no dominio do tempo. Esses modelos baseiam-se na
representacdo de sistemas dindmicos segundo as denominadas equacgédes de estado
(GELB, 1974).

Nessa representacdo, um modelo matematico descrito por uma equacdo
diferencial de ordem n é substituido por um sistema de n equagdes diferenciais de
primeira ordem. Se o modelo matematico tiver varios graus de liberdade, sendo descrito

por m equacdes diferenciais de ordem #, ele sera substituido por um sistema de (m X n)

equac0es diferenciais de primeira ordem (SILVA , 2004, SCHWARZ e FRIEDLAND,
1972).
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Desta forma, para um sistema mecanico de 1GL, a partir da equacéo diferencial
de 2% ordem, obtém-se duas novas equacdes diferenciais de 1* ordem a partir do

estabelecimento de duas varidveis de estado, s, € s,:

m (t)+c y(t)+ k y(t)= F(r) (11.93)

N {Sf - (11.94)
S, =)

:{Sﬁ:y _ (11.95)
ms,+cy+ky=F
s, =8,

= S2=_£S2_5S1+LF (11.96)

m m m

O conhecimento das variaveis de estado no instante # =¢,, juntamente com o
conhecimento da entrada x(t) para ¢ >t, determina completamente o comportamento
do sistema para ¢ > ¢,. O conjunto das variaveis de estado constitui 0 vetor de estado, e
0 seu valor num determinado instante ¢ > ¢, € denominado de estado do sistema em ¢.

O vetor de estado tem o efeito de condensar em um conjunto de numeros a

historia de um processo em todo tempo anterior a ¢,. Seu conhecimento é equivalente

ao de todo passado do processo, possibilitando, junto com o conhecimento da entrada
presente e futura, a determinacdo do seu comportamento. O nimero de varidveis de
estado independentes constitui a ordem do sistema.

O numero de variaveis de estado deve ser no minimo igual a ordem da equacao
diferencial, ou seja, do nimero de condi¢bes de contorno necessarias a solucdo do
problema. No caso do sistema mecanico simples exemplificado, as variaveis de estado
correspondem ao deslocamento s, = y(¢) e & velocidade s, = y(¢). Esse vetor de estado
constitui uma base do espago de estados conhecida como physical displacement-velocity
model (ALVIN, 1993).

As expresGes obtidas na Eg. 11.96, colocadas em fungdo das variaveis de
estado, sdo denominadas de equacdes de estado, podendo ser colocadas na forma
matricial, conforme apresenta a Eg. 11.97:
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H {— ko/m —l/m} H*{z/om}F (11.97)

A equacdo que fornece por fim a resposta do sistema € conhecida por equagdo

de saida, e pode ser escrita como funcdo das variaveis de estado:

=l 0]{”} (11.98)

Generalizando-se, a representagdo em varidveis de estado de um sistema de

1GL linear, continuo e invariante no tempo pode ser colocada como:

s=A.s+B
;—CCSS+D;x (11.99)

A
onde  s= vetor de estado ={ ’};
Sy
A, = matriz de estado do sistema continuo;
B_ = matriz de entrada do sistema continuo;

C =matriz de observacao ou saida;

D =matriz de transmissao direta.
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Para o dispositivo massa-mola-amortecedor, as matrizes do sistema continuo

no tempo assumem 0s seguintes valores:

0 1

* { /m —c/m}

i)

Cc=[1 0]

D =[0]

(11.100)

(11.101)

(11.102)

(11.103)

Entretanto, deve-se ressaltar que existe um numero infinito de representagdes

em estado de espacos que produzem a mesma descricdo entrada/saida. A solucdo geral

da equagdo de estado tendo como condig&o inicial s(z,), com ¢ > ¢, pode ser colocada

como:

s(t)= eAC(H”)s(tO )+ J-t eAC(t_T)BCx(T)dr
0

(11.104)

A Eq. 11.104 descreve a variavel de estado s no tempo em relacdo & condigao

inicial s(z,) e a entrada x(¢). A representacdo de s como uma seqiiéncia discreta

amostrada segundo um periodo de aquisi¢do constante Az fica igual a:

sk + 1)at]= e s(kAt) + UOA[ eAC’Bcdz'}x(kAt)

Exprimindo a equacdo acima na forma compacta, obtém-se:

s(k+1)= As(k)+ B x(k),

onde A =e*M
B = J-AteACTBCdT :
o
s(k+ 1) = s[(k + 1)A¢]
x(k) = x(kAt)

k=0,1,2,...

(11.105)

(11.106)

(11.107)

(11.108)

(11.109)
(11.110)



A matriz de estado discreta no tempo 4 pode ser calculada a partir de 4. por

expansao em série da fungdo exponencial:

A=e™™ =T+ ANt +é(AcAt)2 +i|(AcAt)3 +... (11.111)

A matriz B do sistema discreto, analogamente, pode ser obtida a partir da
substituicdo da equacao acima na expansdo em série da Eq. 11.111:

B=[A-1I]|4.'B, (11.112)

A matriz de saida C e a matriz de transmissdo direta D, entretanto, sdo
identicamente iguais nos casos continuo e discreto. Para um sistema inicialmente

relaxado (s(0)=0), a solugéo da saida y(k) é entdo dada por:

y(k) = D x(k)+ CB x(k — 1)+ CAB x(k — 2)+ ...+ CA*"' B x(0) (11.113)

=3 ¥ (ki) (11.114)

onde Y(i) € a matriz funcdo resposta a impulso discreta, conhecida também como

pardmetros de Markov, definidos como:

Y(0)=D

Y(i)=CA™'B i=1,...,0 (11.115)

Os parametros de Markov caracterizam de forma Unica a relacdo entrada/saida
do sistema no impulso unitario. Qualquer realizacdo equivalente do sistema deve assim
preservar 0s parametros de Markov.

A abordagem por variaveis de estado pode, desta forma, ser entendida como
uma generalizacdo da representacdo da equacdo de diferencas para filtros causais,
incluindo a descricdo do estado interno e relagBes entre a entrada e saida do sistema
(JACKSON, 1996).
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1.5 — RepresentacGes de Modelos Estocasticos
11.5.1 — Processos Estocésticos

Quando nédo é possivel estabelecer um modelo deterministico que permita o
calculo exato do comportamento de um fenémeno, pode-se, por outro lado, buscar-se a
obtencdo de um modelo que possa ser calculado para a probabilidade de um valor se
dispor entre dois limites especificados. A caracterizacdo de um fendmeno por este
principio geral constitui a adocdo de um modelo probabilistico, ou modelo estocdastico.

As técnicas baseadas em modelos estocasticos aparecem na literatura sob
diferentes formas, dependendo de como sdo apresentadas as informacdes de entrada e
saida do sistema, da caracterizagdo do erro, e do numero de eventos observados.

Em um modelo estocéstico do fendmeno, o registro temporal (time history) de
um dado experimento representa uma Unica realizagdo fisica das inUmeras que poderiam
ter ocorrido. Para se compreender os dados, entretanto, deve-se conceitualmente pensar-
se em termos de todos os registros que poderiam ter ocorrido (BENDAT e PIERSOL,
1980). Esta familia de registros possiveis é chamada de ensemble e define um processo

estocdstico (ou aleatdrio) que descreve o fendmeno (Fig. 11.6).

X,

SN I ——

v

Figura 11.6 — Ensemble de registros temporais definindo um
processo estocastico (BENDAT e PIERSOL, 1980).
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Uma série temporal x,(z) com N observacdes sucessivas pode ser definida

como um evento amostral de uma populacdo de infinitas séries temporais, as quais
teriam sido geradas pelo processo estocastico (BOX e JENKINS, 1970). Ou seja, 0
mecanismo gerador da série é denominado processo estocastico, e a série temporal
observada, uma de suas realizacbes possiveis. Logo, 0s conceitos de processos
estocésticos e série temporal sdo andlogos, respectivamente, aos conceitos de populacéo
e amostra na Estatistica elementar (PEREIRA et al., 1986). Desta forma, 0 processo

estocastico pode ser entendido como uma familia { x,(¢), x,(¢),...,xy(¢)} tal que cada
série x,(¢t), k ={1,2,..., N}, é uma variavel aleatoria (vide Fig. I1.6).

Um processo € denominado estacionario se ele se desenvolve no tempo de
modo que a escolha de uma origem dos tempos ndo é importante (MORETTIN e
TOLOI, 2004). Ja a hipétese de ergodicidade em um processo permite que funcdes de
uma familia de varidveis aleatorias sejam substituidas por fungdes de uma Unica
variavel aleatoria, ou seja, uma amostra passa a ser representativa de todo o processo
(OTNES e ENOCHSON, 1978). Todo processo ergddico € estacionario, mas nem todo
processo estacionario é ergadico.

Nem todas as series temporais sdo realizacbes de processos estacionarios e
ergodicos. O que se faz geralmente é uma tentativa de se transformar a série e utilizar a
teoria desses processos para a série transformada. Quando a analise modal € realizada
em campo e em estruturas reais de grande magnitude, véarios fatores incontrolaveis do
ambiente, da medicdo ou constitutivos da estrutura acabam por afetar a resposta do
sistema. Essa influéncia indesejavel e geralmente inevitdvel pode ser caracterizada
como ruido presente no sinal de resposta. Sistemas contaminados por ruido podem ser
tratados segundo modelos estocasticos.

Neste contexto, o ruido em um sistema LTI pode ser dividido em duas
categorias: ruido do processo e ruido da medicdo (ANDERSEN, 1997, JUANG, 1994).
O ruido do processo inclui as incertezas acerca do sistema, a modelagem impropria da
estrutura em seu ambiente como um sistema linear e invariante no tempo (LTI), bem
como interferéncias na excitacdo. A Fig. I1.7 ilustra a contaminacdo do sinal de entrada

x(¢) pelo ruido mf(z).
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m(t)
x(t)ﬂé—b H(p) L

Figura 11.7 — Ruido passando pelo sistema
(BENDAT e PIERSOL, 1980).

Entre as causas mais 6bvias do ruido ocasionado pela medicdo citam-se 0s
erros gerados pelos sensores e 0s erros de truncamento na conversdo analdgico-digital.

A Fig. 11.8 mostra os sinais reais de entrada u(t) e saida v(¢)sendo contaminados pelos

termos de ruido m(z) e n(z).

m(t)

e Hp %)—» v

n(y)

x(1)

Figura 1.8 — Ruido na medicdo da entrada e saida do sistema
(BENDAT e PIERSOL, 1980).

Na Fig. 11.9 é apresentado um outro tipo de sistema historicamente marcado
pela revisdo tutorial de MAKHOUL (1975). Nele, o sinal y(t) é considerado a saida de

um sistema onde a entrada é desconhecida. A resposta € admitida como uma fungéo
linear das entradas presente e passadas e de respostas passadas. O sinal de saida € desta
forma uma “predicdo linear” de entradas e saidas passadas. O trabalho de Makhoul
consistiu assim num marco da aplicacdo da teoria das séries temporais na engenharia.

O sistema da Fig. 11.9 ¢ amplamente tratado na literatura de processamento de
sinais, sendo comumente denominado filtro sintetizador de voz. Dado um sinal de voz
particular (entrada desconhecida) o objetivo é determinar o tipo geral de voz, mas
mantendo a identidade do som, e entdo proceder a geralmente necessaria compressao do

sinal.
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Ay —{ 5

Figura 11.9 — Sistema submetido a um sinal desconhecido
(BENDAT e PIERSOL, 1980).

Uma analogia pode entéo ser feita entre o sistema da Fig. 11.9 com o processo
de identificacdo de estruturas por analise modal. Os sistemas seriam as pontes, edificios,
plataformas offshore, excitados por forcas de dificil medicdo, dispondo-se apenas de
suas respostas dindmicas, geralmente obtidas por acelerémetros. Nesta abordagem, o
conhecimento da entrada do sistema é substituido pela hipotese de que a excitacdo é

uma realizag¢do de um processo estocastico.

11.5.2 — Funcdes de Probabilidade de Variaveis Aleatdrias

Conforme ja foi mencionado, um registro temporal individual de um processo
estocastico constitui uma funcdo (evento) amostral e é denominado variavel aleatoria.
Sendo o processo estocastico admitido como ergodico, essa varidvel aleatoria, sozinha,
pode caracterizar todo o fenbmeno. Por outro lado, uma variavel aleatéria podera ser
sempre aproximadamente caracterizada através de uma tendéncia central e pela
dispersdo de seus dados.

A fungdo de distribuicdo (fd) de uma variavel aleatoria x,(z) pode, por
exemplo, ser calculada pela soma dos intervalos de ocorréncia A¢; em que x;(¢)< X,

conforme apresenta a Fig. 11.10.

Py (0): ;)= Probl (1)< X, ]= lim 3, (1116

E muito comum descrever-se uma variavel aleatoria em termos da curvatura da
funcéo de distribuicdo de probabilidade, ou seja, da sua derivada, denominada de fun¢do
densidade de probabilidade:

plx)= (11.117)
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Figura 11.10 — Registro temporal da variavel aleatoria x; (t) com
destaque para os intervalos onde x,(r)<X; (MEIROVITCH,
1986).

A funcdo densidade de probabilidade representa, por definicdo, a taxa da

mudanca da probabilidade versus a amplitude. Logo, a area sob sua curva (vide Fig.

I1.11-b) fornece diretamente a probabilidade de se achar uma amplitude numa faixa

definida:

X
Prob[x] <x< xZ]: fp(x)-dx

(11.118)
RY
P(x)
T AR
|
/ |
__ | :
0 X x+ Ax (a)
plx)
|
|
! X
1
x, x X2
x+Ax (b)

Figura 11.11 - Funcéo distribuicdo de probabilidade (a) e funcéo
densidade de probabilidade (b) de uma variavel aleatéria com
média nula (MEIROVITCH, 1986).
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O valor esperado de uma varidvel aleatoria discreta consiste na média dos »
valores possiveis x; ponderados pelas respectivas probabilidades de ocorréncia P(xl.):

E=Yx-P(x) (11.119)

Se a variavel aleatoria for descrita por uma fungdo amostral definida num
dominio continuo, e sua distribuicdo de probabilidade admitir uma funcdo densidade de

probabilidade, entdo o valor esperado, no limite de dx — 0, pode ser calculado por:

E[x(t)]: Tx-p(x)dx (11.120)

A expressdo anterior (Eq. 11.120) compreende ainda, por definicdo, 0 valor
médio do evento aleatério, sendo denominada ainda primeiro momento de x(¢). De uma

forma geral, 0 momento de ordem n de uma variavel aleatéria pode ser definido

algebricamente como:

E[x” (t)]: zx” - p(x)dx (1.121)

O momento de segunda ordem da varidvel aleatéria x(¢), por exemplo,
consiste, por defini¢do, no seu valor médio quadrético, e sua raiz quadrada positiva no

valor rms (root mean square - ') de x(t):

E[xz(t)]: sz plx)dx =y’

—00

valor médio quadratico (1.122)

Para a analise em ordens iguais ou superiores a dois, entretanto, € mais comum
o célculo dos momentos em relacdo ao valor médio do evento, definindo-se assim 0s
denominados momentos centrais. O momento central de segunda ordem de uma

variavel aleatoria x(¢) define sua varidncia:

E[(x - ,u)z]: T;(x - ,u)z p(x) dx = o” =variancia de x(t) (11.123)
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A raiz quadrada positiva da variancia, por sua vez, € denominada de desvio
padrdo (o) da funcdo amostral. Nota-se que quando o valor médio da variavel aleatdria
é nulo, seu valor rms coincide com o desvio padrdo. Quando isto ndo ocorre, obtém-se a

seguinte relacéo:

02=E[(x—,u)2] =E[x2] —ZﬂE[x]-I-,LlZ:l//Z—,UZ (11.124)
Syl=0"+u’ (11.125)

O Teorema Central do Limite na Estatistica (BENDAT e PIERSOL, 1980)
demonstra que a funcdo densidade de probabilidade da média de qualquer conjunto de
variaveis aleatérias com qualquer distribuicdo, possuindo média e variancia finitas,
tende a expressdo enunciada na Eq. 11.126 quando o numero de varidveis aleatdrias

consideradas tende ao infinito. Essa funcdo obtida é denominada Normal ou Gaussiana:

I (x— p2)”
exp| — —24— 11.126
o217 P 207 ( )

plx)=

Como a maioria dos fendémenos fisicos aleatdrios é resultado da soma de um
grande numero de variaveis aleatorias independentes, nenhuma das quais contribuindo
significativamente para a distribuicdo final, é geralmente eficaz a adequagdo de tais
processos a distribuicdo Normal.

Do ponto de vista pratico, é bastante interessante assumir que determinados
dados estdo distribuidos normalmente. Primeiro porque a distribuicdo pode ser
completamente determinada a partir do conhecimento do valor médio e da variancia da
variavel aleatoria (conforme se pode observar na Eq. 11.126). Além disso, todos
operadores lineares aplicados em uma variavel aleatéria normalmente distribuida
produzem outra variavel aleatéria também normalmente distribuida.

Além da determinacgdo de uma tendéncia central e da disperséo de uma variavel
aleatoria, um outro conceito estatistico muito importante é aquele que quantifica a
correlacéo existente entre duas variaveis aleatérias. Um indicador do grau com que uma

variavel aleatoria se relaciona com outra € fornecido pela covaridncia (o), a qual
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pode ser definida algebricamente como o valor esperado do produto dos desvios de duas

variaveis aleatorias em relagdo aos seus respectivos valores médios:

o, = cov[x(t) y(0)]= El(x - . Ny - 1, )| = Elxy] - E[x]E]Y] (11.127)

Dividindo-se a covariancia pelos desvios padrdo de x(z) e y(z), obtém-se a
expressdo do coeficiente de correlagdo ( p,,), uma medida normalizada do grau de
dependéncia linear entre as duas variaveis aleatérias:

__ Covlx,y) oy —1<p, <1 (11.128)

Py
Jvar(x)var(y) o0,

Se as variaveis aleatorias forem independentes, pode-se mostrar que o valor

esperado do produto das varidveis torna-se igual ao produto dos valores esperados, e

desta forma, a covariancia e o coeficiente de correlagéo das fungGes se anulam.

11.5.3 — Fungdes de Probabilidade de Processos Estocasticos

Um processo estocastico estara especificado se forem conhecidas as
ocorréncias das variaveis aleatorias que o compdem em relacao a valores de amplitude,

ou seja, se forem conhecidas suas distribuicGes finito-dimensionais:
P(x,(t),....,x,(t); X,,.... X,) = Prob|x,(t) < X,,....x,(t) < X, ] (11.129)

Em geral, se uma distribuicdo envolve mais de uma variavel independente ela é
denominada de multivariada. Pode-se demonstrar (Teorema de Kolmogorov) que
qualquer distribuicdo multivariada que satisfaca duas condi¢fes apresentadas a seguir
define um processo estocastico (MORETTIN e TOLOI, 2004, PEREIRA et al., 1986):

e Condigéo de simetria:

P(x,(¢),....x,(¢); X,,.... X,)=P(x,(t),...,x,(); X,,.... X,) (11.130)

(para qualquer permutacéo dos indices)
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e Condicéo de compatibilidade (ou convergéncia):
lim, ., P, (t)...ox, (@) x,(6); X0 X, X ) =

X, —>o

= P(x,(t),....x,(t); X,,.... X, ), para m < n (11.131)

Em termos préaticos, porém, ndo se conhecem todas as distribuicdes que
comp&em um processo X = {x,(¢), x,(¢)....,x,(¢)}. O que se faz entdo é se restringir a
analise dos momentos de baixa ordem da distribuicdo multivariada. Logo, os pardmetros
importantes a considerar na especificacdo de um processo estocastico consistem no seu
valor médio e na sua funcdo de autocovariancia (MORETTIN e TOLOI, 2004).

A partir de uma familia de registros temporais que descrevem um determinado

fendmeno, pode-se prontamente calcular a fung¢do valor médio yx(t,) e a fungdo valor

médio quadratico z//ﬁ (t]) do processo estocastico em um instante especifico ¢; (vide

Fig. 11.6) ao longo dos membros da familia (ensemble), através das expressoes:

()= ELx ()] =tim L3 5,(0,) (11.132)
no® T
w2(6)=ElX7()] = tim L3 x2(,) (11.133)

A fungdo de varidncia do processo X € calculada de forma analoga a
variancia no caso da distribuicdo univariada, entretanto é expressa para um Unico

instante ¢, e em funcéo de todas as distribuicdes do processo:

o2 (e)=varlX ()] = E[(X(t,) - .(1,))] (11.134)
=tim =34 ()= 0 (11.135)
= E[x°(,)] - E7[X(0,)] (11.136)

A fun¢do de autocovaridncia (facv) € um indicador da relagdo existente entre o
comportamento do processo segundo dois diferentes instantes de tempo, podendo ser
calculada pelas expressdes (MORETTIN e TOLOI, 2004, BENDAT e PIERSOL, 1980,
MARPLE, 1987):
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yotnt,) = E[(X(t,) = 2o, () (X(2,) = p2,(2,))] (11.137)

= E[X()Xx(0.)] - E[X(,)] E[X(:,)] (11.138)
= lim %;[xk ()= (0]l 1) = 2,(2,)] (11.139)

Quando a facv é calculada para ¢, =¢,, obtem-se, como se pode verificar, a
expressdo da (funcdo) varidncia do processo estocastico no instante r=¢, =t¢, .

Observando-se a Fig. 11.12-a, verifica-se que para cada instante ¢, pode-se ajustar uma
- - - o~ 7 - -A - 2
distribuicdo pelo seu valor médio ,ux(tj) e variancia o; (tj).

p(xy)

X} = {x(1), .., X,(1)}

(@)
x(1)y

2 " (b)
Figura 11.12 - Processo estocastico interpretado como uma familia de
varidveis aleatérias, e as fungbes densidade de probabilidade no
tempo, calculadas para cada instante de tempo ao longo dos membros
da familia (a), e o valor médio do processo no tempo (b), segundo
gréficos apresentados por MORETTIN e TOLOI (2004).

45



Uma vez especificado o processo estocastico, pode-se proceder a sua
classificacdo em relacdo a sua invariancia no tempo. Quando seu valor médio e sua
variancia no instante ¢ forem as mesmas do instante ¢+, para todo 7, 0 processo é
denominado estritamente estaciondrio (ou estacionario-forte). Isto significa que todas as
distribui¢des unidimensionais sdo invariantes sob translagdes no tempo (vide Fig. 11.12-
a).

Por outro lado, um processo estocastico X(¢)={x(z)} diz-se fracamente
estacionario (ou estacionario de segunda ordem, ou em sentido amplo: wide sense

staionary - WSS ') se e somente se:

i) E[X(¢)]= p,(t)= u=cte; (11.140)
ity E[X°(r)] <oo; (11.141)
iii) 7.(¢,,t,) éumafunciode r =¢, — ¢,. (11.142)

Buscando-se a larga aplicabilidade das distribuicbes Gaussianas, pode-se,
quando possivel, admitir o processo estocastico como Gaussiano (ou normal) desde que
para qualquer conjunto 7,,7,,...,t, as variaveis aleatérias X(z,), X(z,),..., X(z, ) tenham
também distribuicdo normal (n-variada). Pode-se demonstrar ainda que se um processo
Gaussiano for fracamente estacionario, entdo ele também serd um processo
estacionario-forte (MORETTIN e TOLOI, 2004).

Considerando agora que um sistema LTI estd relacionado a dois processos

estocasticos {x(¢)} e {y(¢)} os quais sdo admitidos como estacionarios e ergddicos.
Pode-se definir para esse sistema a funcdo de covaridncia (cruzada) entre {x(¢)} e {y(¢)}

para um atraso no tempo 7 da seguinte forma:

C,(0) = Ellx)- w0} Ple+0)-n, (11.143)
= lim %E{x(t)—ﬂx}{J’(t+T)—,uy}dt (11.144)

A fungdo de correlagdo (cruzada) entre {x(z)} e {y(¢)} , por sua vez, pode ser

definida como o valor esperado do produto de variaveis aleatérias:
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R,(r) =E[{x()} {v(e+7)] (11.145)

= lim %J:x(z)y(tw)dz (11.146)

Na literatura multidisciplinar que trata dos processos estocasticos, 0s termos
“covariancia” e *“correlagdo” muitas vezes sdo tratados sem distin¢do, entretanto,
formalmente as funcGes sé se igualam em processos com valor médio nulo, conforme se

observa na expresséao (facilmente demonstravel) apresentada a seguir:
C,(e)=R,(2)-p.n, (11.147)

A funcdo de correlagdo cruzada apresentada anteriormente € aplicada para a
andlise de dois processos distintos com um atraso relativo 7 . De forma anéloga, para a
avaliacdo das mudancas ou periodicidade ocorridas em um Unico processo (ou variavel

aleatoria) pode-se aplicar a funcdo de autocorrelagio R, (z):

R, () = E[x(O)}x(t + 7)]] (11.148)

= lim %‘!x(t)x(t+z')dt (11.149)

Assim como acontece entre as funcdes de covariancia cruzada e correlacédo
cruzada, a funcdo de autocorrelacdo se iguala a funcdo de autocovariancia para

processos com valor médio nulo. Em processos estacionarios tem-se:
y.(t.t+7)=C_(c)=R_(z)— 1] (11.150)

A literatura das aplicacOes estatisticas reserva a terminologia “autocorrelacdo”
para valores normalizados da (auto) covariancia, inclusive na andlise de processos
estocasticos. Seguindo a nomenclatura adotada por BENDAT e PIERSOL (1980), neste

texto esta quantidade sera tratada como fungdo coeficiente de correlagdo p,(r), que

para processos estacionarios (WSS) fica:
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C.(r)_C.() (11.151)

Nas aplicagOes de engenharia, principalmente no processamento de sinais

digitais, a funcdo de autocorrelacdo € definida da seguinte forma (JACKSON, 1996):

r (m) = E[x(n + m)x*(n)] (11.152)

XX

=S x(n+m)x’(n) (11.153)

onde x"(n) é o complexo conjugado de x().

A fungdo de autocorrelacdo (fac) desempenha um papel fundamental na
identificacdo no dominio do tempo de sistemas descritos por processos estocasticos,
representando a aleatoriedade dos processoas através indicacdo da correlacdo existente
entre varidveis aleatorias no tempo. Em aplicagcfes praticas ela constitui, junto com o
valor médio, as Unicas informacdes retidas de um processo, sendo a partir dela possivel
se verificar de que forma o processo apresenta mudancas no tempo e se possui
componentes periodicas.

A fun¢do densidade espectral entre dois registros temporais x(t) e y()
representando processos estacionarios ergédicos {x(¢)} e {y(¢)} pode ser definida como
a transformada de Fourier da funcdo de correlacdo entre tais registros (BENDAT e
PIERSOL, 1980). Para o caso geral onde x(z) e y(r) representam informagdes
diferentes, a fungdo é denominada funcdo densidade do espectro cruzado, sendo

apresentada a seguir como S, (f):

S,(@)= [R,(c)e " dr (11.154)

48



Quando a transformada é aplicada na funcdo de autocorrelacdo, ou seja,

y(t)=x(z) , define-se a funcdo densidade de autoespectro ou simplesmente

autoespectro de x(t), ou ainda espectro densidade de poténcia (power spectral density

function-PSD):
S.(0)= [R,(c)e " dr (11.155)

Por outro lado, a funcdo de autocorrelacdo pode ser obtida pela transformada

de Fourier inversa:
R (r)=— S, (0)e " do (11.156)

O par transformado formado pelas Eg. 11.155 e 11.156 é conhecido como
relacdo de Wiener-Khintchine. A partir da Eq. 11.156, a fac para um intervalo 7 =0

pode ser colocada como:
R (0)=El¢]=07 =[5, (0)do (11.157)

Se a série x(¢) representar deslocamento, R_(0) denota energia média, e fica
claro pela equagdo acima que Sxx(a)) representa a densidade de energia associada a
freqliéncia w, ou seja, Sm(a)) indica a distribuicdo da energia do sistema no espectro
(RAO, 1995). Se x(¢) é corrente elétrica, R_(0) é poténcia, razdo da terminologia PSD
para S_ ().

As fungdes de densidade espectral sdo definidas analiticamente sobre todas
freqliéncias, negativas e positivas. Na prética, entretanto, € mais conveniente trabalhar

como o espectro definido somente nas freqliéncias nao-negativas. Desta forma torna-se

interessante a definigao das fungGes de densidade espectral unilaterais G, (@) e G, (),

definidas apenas para freqiiéncias positivas, mas contendo a mesma energia total:

49



2 >
G, ()= { Sy (@) paraco>0 (11.158)
0, para @ < 0
2 >
G. ()= { S.o(@) paraw0 (11.159)
0, para @ < 0

Os processos aleatérios sao frequentemente identificados pela forma das suas
funcbes PSD. A caracterizacdo qualitativa mais geral dos processos consiste na
classificacdo entre processos de banda larga e de banda estreita. Um processo de banda
estreita é caracterizado por uma PSD com picos bem definidos, apresentando valores
significativos apenas na vizinhanga da freqiiéncia onde ocorre o pico. Nos processos de
banda larga, por outro lado, a PSD possui valores significativos ao longo de uma larga
faixa de frequéncia, com largura da mesma ordem de magnitude da freqiiéncia central
da banda (MEIROVITCH, 1986).

Nos extremos desta classificagdo tem-se a PSD de uma funcdo periddica
deterministica com a forma de uma funcao impulso (banda estreita, vide Fig. 11.13-a), e
a PSD correspondente a uma funcdo aleatéria na qual todas as frequéncias estdo
igualmente representadas (banda larga, vide Fig. 11.13-d). Esta Gltima é conhecida como
ruido branco por analogia a luz branca, a qual possui um espectro aplainado na faixa de
freqiiéncia de luz vizivel.

A fac de um processo de ruido branco ideal (Fig. I11.13-d), a partir da Eq.
(11.148), fica igual a:

R(c) = Elx(ele + 7)) = ijs ¢ do = S, 5() (11.160)

onde 5(r) é a funcdo delta de Dirac. Pela definicdo da fungdo de autocorrelagdo, pode-

se colocar que, no dominio do tempo, o ruido branco se caracteriza por ndo apresentar

correlacdo consigo mesmo para todos intervalos de analise, exceto para z =0, quando

se iguala a variancia o do processo.
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Figura 11.13 - Funcdo de autocorrelacdo e autoespectro de um
sinal senoidal (a), de ruido branco ideal (d) e casos
intermediarios em (b) e (c), MEIROVITCH (1986).

11.5.4 — Representagdes Estocasticas no Dominio do Tempo

As funcdes de autocovariancia e autocorrelacdo constituem o momento
estatistico de segunda ordem do processo estocastico (ergddico), caracterizando-o no
dominio do tempo. Como ja foi salientado, na prética ndo se dispde das infinitas
amostras dos sinais dos sistemas necessarias para se definir essas funcées. O que se faz
entdo € estima-las a partir de uma quantidade finita de pontos discretos.

Dado um registro y(n) n=0,1,...,N-1no campo dos reais, e assumindo-o

como um processo ergdédico, um estimador nao-tendencioso (ndo-viesado, unbiased) da
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funcdo de autocorrelacdo (MARPLE, 1987, JACKSON, 1996, MARI e STOICA 2000)

consiste em:

Fplm) =—— " y(k) y(k +m) (11.161)
N-m 5
)i N-1

=—— > (k) y(k—m) (11.162)
N—m k=m

Quando m se aproxima de N, a variancia de fyy(m) se torna grande porque o

nimero (N —m) de amostras calculadas se torna pequeno. Nesses casos, 0 estimador

tendencioso apresentado a seguir é empregado:

N-m—1

% k y(k) y(k +m) (11.163)

Il
S

=

% (k) y(k —m) (11.164)

||M

Considerando y uma variavel aleatoria real multivariada de média nula, a

matriz de (auto) covaridncia pode ser definida como:
R, (m)= E{ [yk_m : y,f] } , (11.165)
e um estimador (PEETERS, 2000) seria:
1 r
:Wg Vi vl (11.166)

Através da funcdo de autocorrelacdo e/ou seus desdobramentos, processos
estocésticos podem ser estimados no dominio do tempo e aplicados segundo diferentes
modelos. A seguir apresentam-se 0s modelos mais correntes de representagdo de

sistemas submetidos a processos estocasticos.
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11.5.4.1 — Modelos no Espago de Estados

Para a analise do sistema com ruido de medicdo e de processo, 0 modelo em

espaco de estados admite uma forma combinada deterministico-estocastica:

{s(k +1)= As(k)+ B x(k) {s(k +1)=As(k)+ B x(k)+ w(k)
y(k)=C s(k)+ D x(k) y(k)=C s(k)+ D x(k)+v(k)

onde w(k) é o ruido do processo e v(k) ¢ o ruido de medigdo. Ambos s&o

desconhecidos, sendo geralmente assumidos como ruido branco gaussiano de média
nula.

Para um sistema mecanico em operacdo, onde a Unica informacao disponivel
consiste na sua vibracdo em resposta a excitacdes desconhecidas, ndo se pode mais
discernir entre o sinal de entrada e as componentes de ruido. Este modelo puramente

estocastico passa a apresentar as seguintes equacdes de estado e de saida:

(11.167)

{s(k +1)= A s(k)+w(k)

y(k)=C s(k)+v(k)

Desta forma, a entrada do sistema é também admitida como um ruido branco.
Caso a ele se somem excitagfes com alguma freqiiéncia dominante, estas componentes
ndo poderdo ser separadas das frequéncias proprias do sistema, aparecendo como pélos
adicionais ao algoritmo (PEETERS, 2000, ALLEMANG, 1999).

A Fig. 11.14 apresenta a representacdo grafica de um sistema estacionario

puramente estocastico , com saidas y, = y(k) e estados s, =s(k), descrito pelas

matrizes A e C.

Wi Vi

Sk+1 Sk
7! » C Vi

A [e—

Figura 11.14 — Representacdo grafica de um sistema puramente
estocéastico (PEETERS et al., 1995, VAN OVERSCHEE, 1995).
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Logo, em sistemas puramentes estocasticos, as matrizes 4 e C mais as matrizes

de covariancias de w, = w(k) e v, = v(k) representam completamente o sistema, em
substitui¢do ao conjunto de matrizes {A, B, C,D} da representacdo deterministica.
As matrizes de covariancia dos vetores w, e v, , admitidos como processos

tipo ruido branco (ndo-correlacionados no tempo), podem ser definidas através da
seguinte relacdo (PEETERS, 2000):

Wy, 0 S
EHW J(wf v )]{ST R}%z (11.168)

1

onde Eé o operador valor esperado, ¢, e ¢,580 dois diferentes instantes de tempo e & é

o delta de Kronecker.

11.5.4.2 — Modelos em Séries Temporais

O modelo de séries temporais representando uma observacdo discreta dos
sinais de entrada x(n) e saida y(n) de um sistema SISO, LTI e estocéstico pode ser

generalizado pela seguinte equacdo escalar de diferencas:

ng np ne

y(n)zz aky(n—k)—i-z bkx(n—k)+z c,&(n—k) (11.169)

k=1 k=0 k=0

onde os escalares a, ponderam os valores passados do vetor de saida contaminado com
ruido, representando os coeficientes autoregressivos (AR) do modelo, os valores b,
ponderam o sinal de entrada do sistema trazendo as caracteristicas da excitacdo para o
modelo, sendo denominados de componente exdgena (X), e os escalares ¢, constituem
os coeficientes da média movel (MA) que se aplicam ao ruido de processo g(n)

admitido como ruido branco de média nula, ndo correlacionado aos demais sinais do
sistema.

O modelo apresentado na Eqg. 11.169 é denominado de ARMAX, por considerar
as componentes AR, MA e X apresentadas acima, onde n,, n, € n. S40 respectivamente
suas ordens (FASSOIS, 2001).
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Quando a ordem da componente MA é nula, ou seja, ndo hd memdria sobre o

ruido &(n), obtém-se 0 modelo ARX ou AR, dependendo da disponibilidade ou ndo do

sinal de entrada do sistema:

ARX: y(n): Z aky(n —k)+ Z bkx(n —k)+ g(n) (11.170)
AR:  y(n)= 3 a,y(n—k)+&(n) (11.171)

Na vasta e multidisciplinar literatura que trata das séries temporais, € comum
encontrar outras representagdes do modelo ARMAX e derivados. Nas aplicacdes de
estatisticos e economistas, por exemplo, a representacdo mais comum é aquela

apresentada a seguir:
y(n)= A(B)y(n)+ B(B)x(n)+ C(B)s(n) (11.172)

onde  A(B)=a,B+a,B’+...+a, B";
B(B)=b,+bB+b,B’ +...+b, B";
C(B)=c, +c¢,B+c,B’ +...+c, B";

e B é 0 operador atraso: By(n)= y(n—1).

Os polindmios A(B), B(B)e C(B) sio polindmios atraso, consistindo nos
operadores autoregressivo, exogeno e de média maével, respectivamente. O modelo de
séries temporais pode também ser representado na forma de espaco de estados forcando-

se n, =n, =n, , entretanto sem o conhecimento explicito de seu estado inicial

(PEETERS, 2000).

11.6 — Estimacdo Espectral na Pratica da Anélise Modal

A caracterizagdo do conteddo espectral de um processo aleatorio baseado em
um conjunto finito de observacbes consiste no problema geral da estimacgdo espectral

(KAY, 1988). A estimacao espectral é uma ferramenta preliminar de anélise de dados,
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podendo ser utilizada para responder perguntas especificas sobre os dados disponiveis e
sugerir hipoteses dentro de uma abordagem estatistica.

O problema da estimacdo espectral envolve a estimacdo de uma funcdo de
frequéncia. O desempenho do estimador é julgado em termos de como o espectro
estimado se aproxima do espectro conhecido de um determinado sinal numa faixa de
freqgliéncia continua (MARPLE, 1987).

Se o problema de interesse € tdo bem definido que as incognitas se restringem a
um conjunto finito de pardmetros, entdo as técnicas de estimacdo de parametros devem
ser empregadas. Estes estimadores, por outro lado, geralmente sdo avaliados pelo seu
desempenho em regides de freqliéncias especificas.

Assim, a estimacdo espectral e a estimacdo de parametros buscam elementos
distintos na caracterizagdo de um sistema, 0 que ndo impede que muitas vezes se

sobreponham.

11.6.1 — Funcdo Densidade de Autoespectro (PSD)

O par transformado (de Fourier) da funcdo de autocorrelacdo, conforme ja foi
apresentado, consiste na funcdo densidade de autoespectro (PSD), que na forma
discreta, pode ser apresentada como:

S, (@)= "r, (k)e "™ (11.173)

onde At é o periodo de amostragem do sinal.

Mais uma vez, em funcéo da indisponibilidade pratica do calculo em intervalos
infinitos, € preciso se realizar uma estimagéo da funcao a partir de dados finitos, ou seja,
uma estimacdo espectral. Estimativas da PSD baseadas na transformagdo direta dos
dados para o dominio da freqiiéncia sdo denominadas de periodogramas, e estimativas
baseadas na estimativa prévia da funcdo de autocorrelacdo para posterior transformacao,
sdo denominadas de correlogramas.

Dentre os métodos classicos mais robustos e utilizados para a estimacéo da
PSD destaca-se, na abrangente literatura de estimacdo espectral, 0 periodograma de
Welch (MARPLE, 1987, STOICA e MOSES, 2005, PEETERS, 2000). O método de
Welch introduz mudangas na estimagdo geralmente inconsistente fornecida pelo
periodograma, dividindo o sinal em segmentos sobrepostos (50%), tornando-os
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periddicos pela aplicacdo da janela de Hanning, calculando seus periodogramas e entdo
realizando uma média. Desta forma, o leakage da DFT é reduzido pelo enjanelamento
ndo-retangular (MARPLE, 1987), a hipotese de ergodicidade do sinal é numericamente
aproximada pelas médias, e a variancia da estimacao € significativamente reduzida pelo
aumento do numero de segmentos computados em funcdo da sobreposi¢do imposta.
Além disso, Welch sugeriu um eficiente algoritmo para o célculo, amplamente
difundido na literatura de métodos numéricos e estimacdo espectral, e facilmente
aplicavel no ambiente Matlab® através da execugéo do codigo fonte pwelch.

A formulacédo bésica é apresentada a seguir. Inicialmente é calculada a DFT do
sinal janelado (Eq. 11.174), apds o que pode ser estimada a PSD através do célculo do
periodograma pelo produto da transfomada do sinal janelado por sua transposta
conjugada, e posteriomente aplicacdo do fator de correcdo da energia da janela (Eqg.
11.175).

N-1
Y ()= wye (11.174)
k=0
.S, (0)= Ei Y (0)Y () (11.175)
N-I 5
E, =Y |w] (11.176)
k=0
A ] <& -
S, (0)= ZZ .S, (@) (1.177)

onde w, éa funcéo de enjanelamento no tempo;
S, (@) éaPSD estimada;
N € 0 nimero de amostras por segmento;
L é o nimero total de segmentos (com sobrepasse de 50%);
(L+1)-N/2 éonamero total de amostras (pontos) do sinal.

A resolucdo em frequéncia obtida para a PSD, para sinais segmentados em N
amostras, sendo N poténcia de 2 para a implementacédo eficiente da FFT, fica igual a

Aw=27/N At.
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11.6.2 — Estimadores da FRF

Conforme ja foi apresentado, a resposta de um sistema LTI pode ser dada

através de uma integral da convolucgéo:

y(t)= Tx(t—r)h(r)dr (11.178)

Admitindo que a excitagdo x(t) ao sistema LTI consiste num processo
estocastico estacionario (ergddico), a resposta y(t) também consistira num processo

estacionario. A partir da Eq. 11.178, da hipdtese de estacionaridade, da definicdo de
funcdo de autocorrelacdo, do teorema da convolucdo no dominio da freqliéncia, e apos
algum algebrismo (BENDAT e PIERSOL, 1980, MITRA, 1998), obtém-se:

S, (@)=H(@) S (@) (11.179)
Sy (0)=H(0)S, (o) (11.180)
S, (@)= H(®)S, (o) (11.181)

Logo, para um sistema sem ruidos de medicdo, a respectiva FRF pode ser

calculada pela razédo das estimacdes das funcdes de densidade de espectro:

®) (11.182)

Admitindo agora a existéncia de ruido somente na medi¢do da resposta do

sistema, pela analise da Fig. 1.7, pode-se escrever:

y(e) =)+ nle) (11.183)
= Y(w)=V(0)+ N(w) (11.184)
= Y(0)= H(0)X(0)+ N(w) (11.185)
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A partir da Eq. 11.185, seja pela minimizacdo da variancia do espectro do ruido,
seja pela aplicagdo de desdobramentos da relacdo de Wiener-Khinchin, obtém-se o
seguinte estimador para a FRF:

_S,(0) G, (o)
H ()= 510G (11.186)
onde S (0)=S$, (o) =%ZL“ELX () (11.187)

Considerando agora ruido somente na entrada do sistema, pode-se obter, de

forma equivalente ao caso anterior, a expresséo do estimador H,:

H.(0)= (11.188)

H,(0)=H,(0)= H(o) (11.189)

Uma medida direta da razdo do autoespectro do ruido em relacdo ao

autoespectro do sinal corrompido € fornecida pela funcdo de coeréncia 7/jy. Quando o

ruido é inexistente, a funcdo de coeréncia é igual a unidade, diminuindo em direcdo a
nulidade conforme aumenta a influéncia do ruido na medicdo, representando assim um
indicador da qualidade da estimacdo da FRF. As funcBes de coeréncia dos estimadores

H, e H, podem ser calculadas a partir das seguintes expressoes:

2 _ va (C()) _7_ Gmm (CO) _ GXJ/ (wxz

7510 "6 (@) TG w) Gu@)G, (@) (11190)
(o Gulo) Gl [6,)

Y = =] = G (a)) Gy‘ (a)) (II.191)
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Outros estimadores da FRF que buscam a minimizacdo simultanea do ruido na
medicdo da entrada e na medicao da saida do sistema sdo encontrados na literatura: H;,
H, H, H, e outros (HE e FU, 2001), apresentando, na pratica, valores intermediarios
entre H; e H, seja pela aplicacdo de médias entre elas (aritméticas ou geométricas), seja
pela realizagao de outros tipos de minimizacao de erro.

Os estimadores da FRF diferem entre si principalmente nas regides de
ressonancia ou anti-ressonancia, com o estimador H;, por exemplo, apresentando
geralmente uma subestimacdo dos valores na ressonancia, enquanto que H, tende a
superestimar os valores na ressonancia. E bom salientar que os estimadores apresentam
diferencas entre si apenas na magnitude das FRF, ndo tendo efeito nas caracteristicas da
fase (ALLEMANG, 1999).

A apresentacdo detalhada desses estimadores foge ao propdsito deste trabalho,

remetendo-se as referéncias indicadas para maiores esclarecimentos do assunto.

11.6.3 — Forma Pdélo-Residuo da PSD

Considerando sem perda de generalidade o modelo com multiplas entradas e
maltiplas saidas (MIMO) onde o numero de registros de entrada é igual ao nimero de
registros de saida, BENDAT e PIERSOL (1986) apresentam uma metodologia de
estimacdo das FRF a partir exclusivamente dos auto-espectros da entrada e saida (sem
espectros cruzados), desde que sejam satisfetas algumas hipdteses acerca do sistema e
da excitagéo.

Definindo X como vetor-coluna que contém as transformadas de Fourier dos

registros de entrada X, = X, (@), k=1,2,....m , e ¥ como vetor-coluna com as

transformadas dos registros de saida ¥, =Y, (0), k=12,...,m:

X Y,
X Y

xX=|"7?; v=|"? (11.192)
Xm Ym

As matrizes das Eqg. 11.148, 11.155 e [1.159, as matrizes das funcdes de

densidade espectral unilaterais podem entéo ser expressas como:
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G, = %E X X! ]: matriz densidade espectral da entrada (11.193)

xy

G = %E X Y ’]: matriz densidade espectral cruzada entrada/saida (11.194)

G, = EE Y*Y’]: matriz densidade espectral da saida (11.195)
T L

onde T é o periodo da amostragem, teoricamente tendendo a infinito.

Abrindo-se as expressdes das matrizes espectrais, pode-se observar facilmente
que G, e G, sdo matrizes Hermetianas, ou seja, [G], =[G]}; paratodo i e;.

A matriz do sistema que relaciona a entrada X e a saida ¥ pode ser

representada por H =ny(a)), com a entrada precedendo a saida. Representando 0s

elementosde H,, por H,, =H, , ,tem-se:
H1y1 H1y2 HIJ’m
H,=| 77 7 (11.196)
Hmyz H"Wz H”Wm
N(oA4, A4,
H,, =H, =)+ 2" (1.197)
”r —\io—4, io-21,
T
>H,, =|H,] (11.198)

Nota-se que a matriz H  apresentada na Eg. (11.196) é transposta a matriz das

FRF, H , comumente encontradas na literatura de analise modal (vide Eq. 11.79 e Eq.

rq’

11.88).
Pode-se observar pela Eqg. 11.197 que um modelo MIMO de H,, pode ser

representado em termos das matrizes residuo [4,] e seus respectivos pélos A.. Para

nexng

0 caso com numero de registro de entrada », igual ao numero de saidas n,, tem-se:
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H(w)=§,(. ST 4, J (11.199)

T R Vi (1:200)
sendo {4}, = L, ),

qur = Qrwprl//qr = Lqrwpr ;
p representa o GL da saida do sistema com /< p <n,;

g representa o GL da entrada do sistemacom /<g<mn,.

A partir do desmembramento da matriz residuo, a FRF pode ser representada

em termos dos vetores modais e das matrizes de participacdo modal:

*

ia)—/lr ia)—/ir

H() _%[Qr v vl +Qf{v/}r{w}iJ (11.20)

ZN(Qr i vl

J ,» com ﬂ“r-ﬂ—N :ﬁt € Qr+N =Q: (“202)

" t

ny = [H]nexnx = [L]nex2N|: . :| [l//]ZanX (I |203)

io—A4, .
- d2Nx2N
, co
ny = Hpq = [l//]n_yx2N|: la)—ﬂ, . :| [L]tZang (“204)
7 -Jd2Nx2N
onde { ! } é a matriz diagonal com os pélos;
la)_/l" o 2Nx2N
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[w] .., éamatriz modal ndo normalizada;

[L],...y éamatriz de participagdo modal.

A representacao da Eq. (11.203) consiste na formulacdo matematica no dominio
da freqiiéncia de sistemas MIMO desenvolvida dentro de um conjunto de expressdes
que visam permitir a unificacdo dos conceitos apresentados nas diferentes técnicas de
analise modal (Unified Matrix Polynomial Approach - UMPA), apresentada inicial-
mente por ALLEMANG et al. (1994).

Cada espectro da saida Y, pode desta forma ser relacionado com o vetor das

entradas X ; através das funcdes de resposta em frequéncia H i, conforme descrevem

as equac0es a seguir e verifica-se no desenho esquematico na Fig. (11.15).

ppem—— -

Figura 11.145 — Relag&o entre o vetor de entradas e o vetor das
saidas através da matriz das FRF (Bendat e Piersol, 1986).

q

=Y =Y H, X, ,k=12..q (11.205)
j=1

=Y=H, X (11.206)

Aplicando uma série de operacGes algebricas a Eq. (11.206) e admitindo que

todas as matrizes sdo inversiveis, chega-se a:
Y'Y = (H;y) X X'H, (11.207)
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Calculando o valor esperado de ambos os lados da Eq. (11.207) e

multiplicando-os por (2/T'), obtém-se:

G, = (H;y) G.H, (11.208)
-H t
G,=H,G,H,, (11.209)

Desta forma BENDAT e PIERSOL (1986) mostram que a fungéo densidade de
auto-espectro da saida admite uma representacdo em funcdo da FRF e da funcéo
densidade do auto-espectro de entrada. Em um sistema com multiplas entradas e uma
Unica saida, tem-se:

Hy,

H,

* * * y
ny=[Hly Hy, ... qu]c;xx 2 (11.210)

qu

Supondo que a entrada no sistema € ruido branco, a matriz densidade espectral

se torna uma matriz constante, ou seja, G, = C . Desmembrando ainda a matriz H,, na

forma de fragdes parciais, tem-se a partir da Eq. 11.209:

N[ 4 A, A A,
ny=22[. k- k*Jc[m_rﬂ+ - j (1.211)

onde ( )H representa a transposta conjugada da matriz.
BRINKER et al. (2000) desenvolvem a expressao fatorada da Eq. 11.211 em
fracbes parciais, e apresentam a matriz do auto-espectro segundo o modelo

polo/residuo:

N R R* B B*
B X X k k
G, = kZ] + +

: o — . (11.212)
la)—ﬂk l‘a)—/lk —la)—/lk —ia)—ﬂk
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Onde R, e denominada de matriz residuo do auto-espectro de saida, sendo
dominante para sistema com baixo amortecimento, e B, € o residuo ndo dominante da

expressao. Na regido de ressonancia em sistemas com baixo amortecimento e modos
reais (normais), o residuo do auto-espectro da resposta no modo & pode ser calculado
por:

A, cAl

—M:dk{l/f}k{‘/f};f (11.213)

k

onde d; € um escalar.

Desta forma BRINKER e al. (2000) apresentam finalmente a expressdo da
matriz funcdo densidade de auto-espectro da resposta com aspecto similar a FRF, uma

vez atendidas todas as hipbteses estabelecidas nas passagens descritas:

o 3 [Bbhbh dl
o k|ay eviz(w) l.a)_ﬂ”k iw—ﬂz

(11.214)

O modelo apresentado na Eg. 11.214 constitui a fundamentacao basica para a
estimacdo no dominio da frequéncia dos parametros modais de um sistema estrutural a

partir exclusivamente da analise dos seus sinais de resposta.
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CAPITULO 111

TECNICAS DE ESTIMACAO DE PARAMETROS MODAIS

I11.1 — Introducao

Neste capitulo serdo abordadas as técnicas de estimacdo de parametros modais
mais encontradas na literatura. Essas técnicas podem ser classificadas como
deterministicas ou estocasticas no que se refere ao tratamento estatistico da estimacéo,
desenvolvidas no dominio do tempo ou da freqiiéncia dependendo da variavel
independente da representacao tedrico-experimental utilizada, de respostas no tempo em
decaimento ou em vibragéo forgada conforme o tipo de entrada imposta ou admitida ao
sistema, e como de entrada-e-saida (input-output) ou somente-saida (output-only)
dependendo da disponibilidade ou ndo dos sinais da excitacdo aplicada ao sistema.
Neste trabalho adotou-se o critério dos dominios (do tempo ou frequéncia) para a
classificacdo geral das técnicas abordadas.

Dentre as técnicas de estimacdo de pardmetros no dominio da frequéncia
destacam-se aquelas que utilizam-se das Funcdes Resposta em Frequéncia estimadas a
partir de um ensaio dinamico controlado. Muitas informacGes sobre o sistema podem
ser deduzidas pela simples observacéo das FRF’s, razéo pela qual continua sendo muito
utilizada pelos profissionais da area de analise modal, apesar de ndo prescindir do exato
conhecimento da excitagdo imposta a estrutura.

Sistemas estruturais excitados por for¢cas com um espectro de poténcia
constante, aproximando-se de um processo tipo ruido branco, pelo menos na faixa de
freqliéncia de interesse da resposta da estrutura, podem ter seus parametros modais
estimados diretamente pela analise espectral da resposta, a qual passa a assumir forma
analoga as respectivas FRF’s do sistema, admitindo técnicas de estimagdo de
parametros também bastante similares.

Edificios altos excitados pela acdo dos ventos (KIJEWSKI, 2003), edificios
submetidos a acdo do caminhar de pessoas e vento (DE ROECK et al., 2000), pontes
em vibragdo induzida pelo trafego (PEETERS E VENTURA, 2003), além de aeronaves
em pleno voo (GOETHALS et al., 2004) e estruturas offshore submetidas a acdo das

ondas e ventos (KAREEM et al., 1999) sdo exemplos de sistemas cuja entrada pode
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admitir uma modelagem estocastica. As aplicacdes que fazem uso dessa hipdtese
constituem a Analise Modal denominada “output-only” ou “em operagdo” que apresenta
a destacada vantagem da prescindir do conhecimento do sinal de entrada do sistema,
permitindo, entre outras varias conveniéncias, a monitorizacdo de sistemas em operacao
e de forma continuada.

A anélise modal “output-only” pode ser realizada também no dominio do
tempo, seja pela analise de sinais transientes de decaimento, seja pela aproximacéo
admitida entre o comportamento da fungdo de autocovariancia da resposta e a funcéo
resposta a impulso (IRF) do sistema.

II1.2 — Técnicas no Dominio da Freqiiéncia
I11.2.1 — Método do Circulo Ajustado

Dentre as técnicas de estimacdo de sistemas de 1GL destacam-se aquelas que
se utilizam das propriedades geometricas do grafico da FRF no plano de Argand. A
FRF de mobilidade de um sistema de 1GL, como foi visto no capitulo anterior, pode ser

colocada como:

¥o) - iw/m
(a),f - 0)2) +2ifw,0
i 2ew,@ /m N ia)(a)jz— w’ )/ m (11.1)
(0] -0’ +45%0]0" (0] -0) +4¢°0}0’
= Ref(o)] = 250 (11.2)

2
(a),f - a)z) +4&%w &’

2 2 /m
= Im[¥(w)] = o ‘_"(;";’)2 :04352602602 (111.3)

:{Re[¥(a))]— ! }:{ Im[¥(o)] }2 ={ ! }2 (111.4)

Idmw, & imw, &

n

A partir da Eq. Il1,4, percebe-se que a mobilidade do sistema de 1GL com

amortecimento viscoso descreve um circulo no plano de Argand, com raio R = /,,,, - €
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com centro (%mwg 0), conhecido como circulo de Nyquist ou circulo modal (Fig.

11.1).

L.

M Im(Y)

o,
» Re(Y)

Figura 111.1 — Circulo de Nyquist para FRF de mobilidade de
sistema com amortecimento viscoso proporcional.

Em 1947, KENNEDY e PANCU destacaram o fato da FRF representada no
plano de Argand descrever uma forma circular para valores de frequiéncia proximos as
ressonancias, e um circulo exato em sistemas de 1GL. Mostraram que além de indicar a
regido de ressonancia, o circulo permitia o céalculo das demais propriedades dos modos
de vibracdo. Esta técnica foi inicialmente apresentada a partir da expressdo da FRF de
receptancia e para sistemas como amortecimento histerético, tendo incorporado ao
longo dos anos varios aprimoramentos (EWINS, 1984, ALLEMANG, 1999, HE e FU,
2001), constituindo por fim a técnica hoje conhecida como “método do circulo
ajustado” (circle-fitting method). Até a década de 70, o método do circulo ajustado
constituiu a principal contribuicdo ao desafio da identificacdo dos parametros modais.

O primeiro passo do método consiste no ajuste pelo método dos minimos
quadrados de um circulo a partir dos pontos disponiveis da FRF préximos a regido de
ressonancia. Matematicamente pode ser mostrado também que a frequéncia natural esta
localizada no intervalo de freqliéncia relacionado ao méximo arco de circunferéncia
descrito pela FRF na regido de ressonancia (angulo & na Fig. I11.2-a). Assim, pode-se
estimar a frequéncia fundamental do sistema por métodos numéricos de derivacdo dos

valores dos arcos.
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2
5
'

Im(Y)

@ (b)

Figura 111.2 — Angulo central € no circulo ajustado e sua relagdo
com o argumento da FRF (a), e referente a dois pontos da FRF
(b), em um sistema de 1GL ideal.

Uma vez estimada a freqiiéncia natural do sistema, o amortecimento pode ser

entdo calculado pela relagdo entre o valor imaginario e o valor real da mobilidade:

a
0) Im(®) _ olk-o’m) (w}
tan(;j_tan[arg(il)]_ RelE) = w'c o (111.5)
,
o’ -’
B 200, tan(8/2) (1.0

Teoricamente, todos os pontos da mobilidade na regido da ressonancia
deveriam implicar na obtengdo do mesmo valor da taxa de amortecimento, a partir da
simples aplicagdo da Eq. I11.6. Entretanto, devido a existéncia de ruidos nas medicdes e
incompatibilidades entre 0 modelo tedrico e o real, o valor do amortecimento sofre
variacdo entre os pontos calculados a partir da FRF. Em funcdo disto, uma boa
estimacdo do amortecimento consiste no calculo da média entre as taxas de
amortecimento calculadas a partir de pares de pontos da FRF tomados antes e depois da
posicdo referente a freqiiéncia natural, a partir da combinacdo das expressdes do

amortecimento de cada um desses pontos (vide Eq. 111.7).
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1-(0,lw,)

[

QD

=)
/N
N |:}CD
~

Il

28-0,lo, B (a)j—a)}f)
(9,,} I-(o, /o) == 20,(0, -tan(6, /2)+ w, -tan(d, /2)) (11.7)
—tanl o | = LT\ D)
2 26-0,lo,

Por fim, conhecidas a freqliéncia natural e a taxa de amortecimento do sistema,
realiza-se a estimacdo da constante modal por simples substituicdo desses valores na

expressao do diametro do circulo modal previamente ajustado:
D=Re[¥(w,)]=2R= 1, (111.8)

C=2w,D=1Y, (111.9)
onde D é o diametro do circulo modal e C é a constante modal do sistema de 1GL.

Satisfeita a hipdtese dos demais modos ndo influirem na regido de ressonancia
de um determinado modo de um sistema com multiplos GL, a curvatura circular do
grafico de Nyquist ndo muda, ocorrendo apenas a translacdo da origem do circulo de

uma constante complexa B, ., conforme pode-se observar na Fig. 111.3.

pqr?

Im(Y)

Re(Y)

par

Figura 111.3 — Deslocamento do circulo pela existéncia de mais
modos no sinal da FRF, sem, neste caso, comprometer sua
curvatura.
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Sistemas com varios GL que guardam essas caracteristicas podem ter sua

forma modal estimada a partir do calculo das constantes modais C,,, relativas ao ajuste

7

em cada um dos modos (r) das mobilidades ¥, (o):

C,py = 20,E,D,, = L2 (111.10)
mr
v
Cpy =20,6,D,, =22 (1.11)

Uma descricdo detalhada do método do circulo ajustado, bem como a
apresentacdo de um eficiente tratamento numérico ao problema, podem ser encontradas
no trabalho de ROSA (1991).

I11.2.2 — Método Peak Picking

O método peak picking (PP) é certamente a forma mais simples de se estimar
parametros modais de uma estrutura. E uma técnica expedita valida somente para
sistemas de 1GL, e extensivel como primeira aproximagdo em sistemas com varios GL
com modos espacados e baixo amortecimento (PEETERS, 2000, HE e FU, 2001,
ALLEMANG, 1999).

O primeiro passo do método consiste na identificacdo do pico da FRF na
regido de ressonancia do modo de vibragédo analisado, observando-se o respectivo valor
da freqliéncia, procedimento elementar que dd nome ao método. Desta forma, percebe-
se imediatamente como desvantagem do método o fato da estimagdo estar sempre
restrita a resolucdo em frequéncia da FRF, e ser irremediavelmente prejudicada para
FRF onde o pico da ressonancia ndo se apresenta bem evidente.

Para a estimacao da taxa de amortecimento e forma modal, 0 método PP pode
ser entendido como uma simplificacdo do método do circulo ajustado, fazendo uso das
propriedades elementares do circulo de Nyquist.

Para a estimacdo do amortecimento, por exemplo, aplica-se a expressao da Eq.

I11.7 para o caso particular de €, =6, = 90°, conhecido como Método da Meia Poténcia
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(Half-Power Method) para a determinacdo do amortecimento, obtendo-se a expresséo
da Eq. 111.12.

= &= (9,-o,) (111.12)
2w,
Ou =0y =90° lado do quadrad
ado do quadrado
= |¥(a)a )| = |¥(a),,) = inscritono = M (11.13)
circulo modal \/3

Ou seja, a partir do pico da FRF, determinam-se os dois pontos (um anterior e
outro posterior a freqiéncia natural) onde a FRF assume 1/\/5 de seu valor de pico,

obtendo-se os respectivos valores de freqiiéncia @, e @, (vide Fig. 111.4).

—_— P (1)
@, ®, (x)l

a

y

Figura 11l.4 — Frequéncias utilizadas no céalculo do
amortecimento pelo método da meia poténcia.

A estimacgdo do amortecimento obtida desta forma é reconhecida na literatura
como precaria, ndo raramente indicando valores inverossimeis.

Uma vez estimados a freqliéncia natural e o amortecimento, as formas modais
podem ser obtidas pelos valores que a FRF assume nos picos referentes a cada um dos

modos, teoricamente iguais aos valores dos didmetros dos circulos modais:

_ ‘//p}"‘//ql"

m,

Cpqr = 2a)ré:r

¥, (o, (111.14)

A grande vantagem do método PP consiste na sua aplicabilidade na andlise
modal “output-only”. Nessa abordagem as FRFs do sistema ndo podem ser estimadas
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em fungdo de ndo se dispor do registro da forca de entrada. Entretanto, no PP a
informacao disponibilizada pela fase dos espectros cruzados entre a entrada e a saida
ndo é utilizada diretamente, o que aliado a hipdtese de que a forca excitadora é um
processo de ruido branco permite a substituicdo da FRF pelo auto-espectro da saida.
Aproveitando essa similaridade, 0 método Peak-Picking admite a identificacdo

dos parametros modais a partir de G, (a)) , de forma anéloga ao que descrito a partir da

disponibilidade da FRF (vide Eq. 11.214 do capitulo anterior).

A violacdo das hipdteses basicas de baixo amortecimento e baixa densidade
modal leva a resultados muito ruins. Alem disso, como qualquer outro método “output-
only”, 0 PP estima as formas modais de operacdo (operational deflections shapes —
ODS) ao invés das formas modais exatas, e no caso de sistemas com modos de vibracao
proximos, tal ODS consistira na superposicdo de varios modos (PEETERS e
VENTURA, 2003).

111.2.3 — Frequency Domain Decomposition (FDD)

O método Frequency Domain Decomposition (FDD), apresentado inicialmente
por BRINCKER et al. (2000), propde a decomposicdo espectral da matriz do auto-
espectro de saida em um conjunto de funcGes densidade do auto-espectro (PSD), cada
uma correspondendo a um Unico grau de liberdade e seu respectivo modo.

Se A é uma matriz real mxn, entdo existem matrizes ortogonais U e V tal
que (GOLUB e VAN LOAN, 1996):

Si
U'av = s =diagls;,....s,)=| . (111.15)

onde U =[u,...,u,|cR™";
V=[,..,v,|eIR™,
p:min(m,n) X

s S0 os valores singulares de 4, com s; 25, >...25, 20.

73



A decomposicdo descrita na Eq. 111.15 é denominada de decomposicdo em

valores singulares (SVD), podendo ainda ser apresentada como:

A=USV' (111.16)
Al b=s; {ug s k=1,...,min(m,n) (111.17)
A {uy y=s; v b, k=1,...,min(m,n) (111.18)

A decomposicdo em valores singulares de uma matriz revela-se um importante
instrumento na identificacdo de sua estrutura, podendo fornecer seu posto pelo nimero
de valores singulares ndo nulos, o quadrado da sua norma (de Frobenius) pela soma dos
quadrados dos valores singulares, além de possibilitar sua expressao através da

expansdo em valores singulares (SVD expansion):

A:f}k@ghg’ (111.19)

k=1
onde r é 0 posto de A.

Quando a matriz 4 em analise € complexa, a decomposicdo em valores

singulares toma a seguinte forma:
A=U"SV (111.20)

onde U e V passam a ser matrizes unitarias, ( )H representa a transposta conjugada da

matriz, e § permanece sendo uma matriz diagonal composta por valores singulares
reais ndo negativos. Uma matriz Q<™ ¢ denominada unitaria quando

070=00" =1,, onde I, é a matriz identidade nxn (GOLUB e VAN LOAN,
1996).

Quando a matriz 4 a ser decomposta é hermitiana, portanto quadrada e

idéntica a sua transposta conjugada, o problema da decomposicdo em valores singulares
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se resume ao problema de autovalores de matrizes complexas hermetianas, cuja

expressdo fatorada (eigendecomposition, spectral factorization) €:
A=USU" (111.21)

onde U é a matriz unitria dos autovetores, completa (nx n), e S é a matriz diagonal

dos autovalores.

Realizando-se a decomposicdo da matriz (hermetiana) estimada do auto-

espectro da saida (;’yy (vide Eq. 11.214) na freqliéncia discreta o = @, , obtém-se:

N

G, (0)=US, U (111.22)

Quando houver apenas um modo dominante no espectro na vizinhanga de w,
(k-ésimo modo), o primeiro vetor singular da matriz U, (vetor-coluna) consistira em

uma estimacdo daquela forma modal de vibragéo:
W =lul (111.23)

onde {7}, éaformamodal estimada do k-ésimo modo de vibragao;

{u},ﬂ € o vetor singular correspondente a primeira coluna da matriz U, .

O valor singular correspondente ao vetor singular {u};, tomado no primeiro
elemento da diagonal principal da matriz §,, constitui valor da funcéo densidade do

auto-espectro de um sistema de 1GL referente a contribuicdo daquele modo, em

o =, , na forma apresentada na Eq. 111.23.
A funcdo densidade do auto-espectro na vizinhanga do pico do k-ésimo modo
pode ser calculada iterativamente, através da decomposic¢ao da matriz éyy neste trecho

e da identificagdo dos valores singulares cujos respectivos vetores singulares
apresentem a melhor correspondéncia com a forma modal inicialmente estimada para o

modo {i7},, indicada pelo valor MAC — Modal Assurance Criteria (ALLEMANG e
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BROWN, 1982). O valor MAC descreve quantitativamente entre zero e 7,0 o grau de

correlacdo entre duas formas modais:

) |}y
el hiuy] SEeer— (111.24)
|} ] [

Dentro do algoritmo de identificacdo pode-se estabelecer um valor minimo do
MAC (nivel de rejeicdo) a partir do qual a contribuicdo do modo é levada em conta,
estabelecendo-se assim uma faixa em freqiiéncia na qual a funcdo densidade de auto-
espectro do modo em questdo € definida. Quanto menor for o nivel de rejei¢do do valor
MAC, mais abrangente serd a definicdo do auto-espectro desacoplado, grafando a
denominada “funcdo sino” (bell function) do sistema de 1GL. As demais faixas de
freqliéncia do auto-espectro (a esquerda e a direita do “sino”) ndo identificadas na
decomposicgéo espectral sdo atribuidos o valor nulo (BRINKER et al., 2001).

Uma outra estimacgdo da forma modal pode ser obtida pela média dos vetores
singulares utilizados na definicdo do auto-espectro de 1GL, ponderados pelos
respectivos valores singulares (MACMILLAN E BATEL, 2004).

A partir da PSD de 1GL identificada parcialmente, a freqiiéncia natural e a taxa
de amortecimento podem ser finalmente calculadas no dominio do tempo pelo célculo
da IFT, obtendo-se, por definicdo, a funcdo de autocorrelacéo (fac) do sistema de 1GL,
que neste caso corresponde a uma estimativa do decaimento da IRF daquele modo de
vibragdo da estrutura.

BRINKER et al. (2000, 2001) sugerem que a freqiiéncia natural seja estimada
simplesmente pela observacdo do nimero de ciclos que ocorrem no intervalo de tempo
util da fac, seja pela identificagdo dos picos por interpolacdo quadratica, seja pelos zeros
(crossing times) por interpolacéo linear.

O amortecimento, por sua vez, pode ser calculado pelo calculo classico do
decremento logaritmico (CLOUGH e PENZIEN, 1993) na analise do decaimento
fornecido pela fac. BRINKER et al. (2001) recomendam uma forma mais elaborada na
qual todos 0os maximos e minimos (picos e vales) do decaimento sejam identificados,
calculando-se progressivamente do primeiro até o k-ésimo extremo a expressao do

decremento logaritmico para semi-ciclos (Eq. 111.25), obtendo-se assim uma série de
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valores 6, . O decremento logaritmico é entdo estimado como o coeficiente angular da

reta ajustada por minimos quadrados (regressdao linear) aos pares ordenados

[k, 2 InQrk|)] conforme sugere a Eq. 111.26.

2 7"0
S="In L 111.25
; ”[mJ (129

=2In(r )= &k +2In(r) (111.26)
T
y ax

onde k=1,2,...,n°de extremos locais (picos e vales);
r, € o valor inicial da fac;

7, € 0 k-ésimo extremo.

Em seguida, a taxa de amortecimento pode ser estimada pela sua relagdo com o
decremento logaritmico (CLOUGH e PENZIEN, 1993), na hipbtese de amortecimento

VisSCOoso:

gzL (111.27)

Var? +68°

BRINKER e al. (2001) sugerem ainda que a estimacdo da freqiiéncia natural
seja realizada também por regressdo linear, de forma analoga ao descrito anteriormente
para o amortecimento. Deve-se salientar que esta forma de se estimar 0 amortecimento
e a frequéncia natural permite também a facil obtencdo do desvio padrdo dos valores
estimados.

Ainda em BRINKER ez al. (2001), ¢é verificado o desempenho da técnica FDD
para o0 caso da andlise de um sistema com excitacdo levemente correlacionada, com
ruidos na medicao, com modos préximos ou ainda com modos ndo ortogonais, tendo-se
obtido bons resultados. Especificamente para o caso de modos proximos, verificou-se
que a simples diminuicdo do nivel de rejeicdo do valor do MAC permitiu uma boa

identificacdo do amortecimento.
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Um algoritmo baseado na decomposicdo em valores singulares da matriz FRF

H ,, ja havia sido apresentado na década de 80, tendo sido denominado de Complex

Mode Identification Function (CMIF), e inicialmente desenvolvido apenas para a
identificacdo do nimero de modos reais ou complexos existentes em uma determinada
faixa de frequéncia, principalmente em sistemas com alta densidade modal
(ALLEMANG, 1999, PEETERS, 2000).

Os autovalores da matriz obtida pela pre-multiplicacdo da matriz FRF por sua
Hermitiana, ou alternativamente o quadrado dos valores singulares da matriz FRF, para
cada valor de frequéncia, constituem a funcdo CMIF, conforme apontam as expressoes

a sequir:

H(o)H" (0)=V(0) Al0)V " (0) (111.28)
H(0)=U(w)S(0)V" (w) (111.29)
CMIF, (0)= 4, (0)=s;(®) , k=1,...,n (111.30)

onde  H(w) éamatriz FRF;

V(
A(
A €0 k-6simo autovalor de A(w);

®) é a matriz dos autovetores (vetores singulares) de H(w)H" (w);
) é a matriz diagonal com os autovalores de H(o)H" (0);

U(w) é a matriz unitéaria dos vetores singulares a esquerda de H(w);
S(w) é a matriz diagonal com os valores singulares de H(o);

s, € 0 k-ésimo valor singular de S();

CMIF, () é o k-ésimo valor CMIF, fungéo da freqiiéncia;

n € 0 numero de modos que contribuem a resposta da estrutura naquela
frequéncia particular;

Os picos que surgem nos gréficos das funcdes CMIF, da mesma forma que na
técnica FDD, indicam a existéncia de modos de vibracdo, e as correspondentes
freqliéncias onde ocorrem esses picos correspondem as frequéncias naturais

amortecidas de cada modo. Na aplicacdo original da técnica CMIF, a quantidade de
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modos identificados nas funcdes corresponde ao numero de GL necessarios a
representacdo minima do sistema para uma dada faixa de freqiiéncia. Na pratica, 0s
algoritmos de identificacdo acabam por utilizar uma ordem maior (de GL) para que
possam lidar numericamente com nao-linearidades e ruidos intrinsecos aos ensaios
reais.

Se 0 nimero de modos efetivos for menor ou igual a menor dimensdo da
matriz FRF, pode-se admitir que as matrizes da decomposicdo SVD tendem a fornecer
aproximacdes das formas modais e dos fatores de participagdo modal, na forma da Eq.
I11.31 (vide apresentacdo da Eq. 11.202 do capitulo anterior). Para um dado modo,
quanto mais perto da frequéncia natural se realizar a decomposicao espectral, maior sera
o valor singular encontrado. Se modos diferentes forem comparados, quanto mais forte
for a contribuicdo modal, maior serd o respectivo valor singular encontrado
(ALLEMANG, 1999).

w) bl | L | b -u)sn o i)

Desta forma, o0 método FDD pode ser entendido cronologicamente como uma
aplicacdo output-only da técnica CMIF, ou ainda como uma extensdo por SVD da
técnica PP (Peeters e De Roeck, 2001).

I11.2.4 — Rational Fraction Polynomial (RFP)

O método RFP é uma das técnicas mais utilizadas pelos profissionais da area
de identificacdo de sistemas estruturais, consistindo na formulacdo basica de um grande
namero de aplicativos comerciais de analise modal ainda hoje.

Baseia-se essencialmente na solucdo de um problema de ajuste de curva,
buscando a minimizag&o do erro entre a FRF medida e seu modelo teorico representado
na forma de razdo de polindmios, ao longo de uma determinada faixa de freqiiéncia.

Conforme apresentado no capitulo anterior (vide Eqg. 11.54), a Funcdo de
Transferéncia no dominio s de Laplace, admite a representacdo na forma de razéo de

polinbmios:
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M
k
S e

Y(S) _ CO+C]S+...+CMSM =

X(s) dy+d;s+...+dys" _ZN:dkSk
k=0

H(s)= (111.32)

A matriz Fung8o de Transferéncia para um sistema de dois GL ndo amortecido,
por exemplo, apds a aplicacdo do operador de Laplace nos dois lados da equacéo de
equilibrio dindmico fica igual a:

M 52+ K] ¥(s)= X(s) (111.33)
Y(s -
= H(s)= X((S)) [ s? k] (111.34)
myys” + ks, —(m12s2 +k12)
. H(s)= —(m2132 +hyy ) mys? vk, (111.35)

(m“sz +k”Xm2252 +k22)—(m2152 +kﬂXmHS2 +k12)

onde m e k correspondem aos coeficientes da matriz de massa e rigidez do sistema,
respectivamente.
A partir da Eq. 111.32 pode-se obter a representacdo polinomial da FRF pela

avaliacdo da Funcdo de Transferéncia segundo o eixo imaginario, ou seja, fazendo-se

>
H(o)=*—— (111.36)
2

A funcao erro sugerida por RICHARDSON e FORMENTI (1982) evita a nao-

linearidade dos polinémios racionais, inerente ao erro simples calculado diretamente

entre a FRF medida H(w) e a tedrica:

£(0) = [H(0)- H(0)) i d, (io) (111.37)

- ick (i) - ﬁ(a)){ NZ‘jdk (i) + (z’a))N} (111.38)



No algoritmo original um vetor erro € montado a partir do calculo para cada
valor discreto da frequéncia, obtendo-se finalmente o erro quadratico (real, néo
negativo) pela multiplicagdo desse vetor pelo seu transposto conjugado. Calculando-se

os gradientes da expresséo do erro em relagéo aos coeficientes ¢, e d,, e igualando-os

a zero, obtém-se um sistema de (N+M+1) equacdes lineares, cujo conjunto solugédo de

¢, e d, minimiza a fungdo erro (por minimos quadrados):

Piw

PP —RdPHTﬂ{C}_{Re

_Relr”P) 1T ||D|”

} (11.39)

T= (111.40)
ITI(C‘)/) (lwf)ﬁ(w/) (la)é) Iﬁ(a)é)
1 (l 0)1) (l o, )Zi
pP= 1 (’a)z) (lwz:) (111.42)
1 (la)e ) (ia’e )M_]
(iwl )ijlil(ah)
(io,)" H(w,)
Cp d
c=17l b= @ (111.43)
Cy dy_s

onde ¢ éonumero de valores discretos em frequéncia utilizados no ajuste;
®,,...», Sa0 as frequéncias discretas consecutivas utilizadas;

dy=1;
M é o nUmero de zeros da FRF;
N é o nimero de pélos da FRF.
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Uma vez conhecidos os coeficientes dos polindmios do denominador e
numerador e suas respectivas raizes complexas, a FRF é colocada na forma de fragdes
parciais, de onde se pode extrair a freqiiéncia natural, 0 amortecimento e os residuos do
sistema (Eq. 11.72, Eq. 11.79 e Eq. 11.197).

O sistema montado na solugéo, entretanto, por ter os elementos de sua matriz
principal em poténcias de frequéncia se torna numericamente mal-condicionado
conforme se amplia a faixa de frequéncia de analise ou a ordem do sistema a analisar
(ALLEMANG, 1999). Uma alternativa que potencializa o método consiste na
substituicdo dos polinémios simples inicialmente utilizados na representagédo da FRF
por uma série de polinémios ortogonais. RICHARDSON e FORMENTI (1982)
sugerem a utilizacdo dos polinbmios de Forsythe. A matriz principal obtida dessa forma
é geralmente estavel além de desacoplar a solugdo dos coeficientes dos polinémios do
denominador da solugdo do numerador. Uma vez determinados tais coeficientes da série
de polindmios ortogonais, eles sdo finalmente convertidos nos coeficientes dos
polindmios de poténcia originais, de onde se podem extrair os parametros modais. A
técnica RFP aprimorada pela utilizacdo de polinémios ortogonais da-se usualmente o
nome de Orthogonal Polynomials Method (OP).

II1.3— Técnicas no Dominio do Tempo

A expressdo da resposta no tempo a partir do vetor de entradas x (forcas) e da
funcdo resposta a impulso 4 para sistemas de 1GL apresentada na Eq. 11.16 do capitulo
anterior pode ser generalizada para sistemas MIMO. Admitindo-se o sistema em
repouso em ¢ =0, um sistema com varios GL pode entdo ter sua resposta segundo a

coordenada de referéncia p expressa por:

Yp(O)= [y (0)x, (t=7)dr (111.44)

onde x, consiste na Unica excitagdo a que a estrutura é submetida, imposta segundo o
GL g, e hy, € a funcéo resposta impulso (IRF) que relaciona a resposta em p a entrada
na coordenada g.

A partir da solucdo da equacdo diferencial do movimento livre amortecido de

um sistema mecénico de 1GL, assumindo-se que as condicdes iniciais sdo nulas e que a
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forca aplicada corresponde a um impulso unitario, a IRF de um sistema LTI com
multiplos graus de liberdade ocorre em pares complexos conjugados de iguais

amplitudes, podendo ser modelada como:
By ()= Z[qur M+ A -eﬂ (111.45)

onde N éondmero de graus de liberdade do sistema;
P, q sao respectivamente o GL da resposta e 0 GL da entrada;

A, €0 residuo no modo rde A, (¢);
A, =0, +im, S&0 0S polos do sistema;

o, =—&,m, €0 fator (coeficiente) de amortecimento (rad/s);

w, =A1-&7 o, , €afieqiiéncia natural amortecida do modo r;
o, , € a freqiiéncia natural do modo r;

&, é ataxa de amortecimento do modo r.

A expressao da Eq.(111.45) pode ser obtida também pela transformada inversa
de Fourier da FRF, mantendo-se as mesmas defini¢bes de polos e residuos. Na pratica, a
IRF de um sistema € geralmente obtida a partir da transformada inversa de Fourier da
funcéo de resposta em frequéncia (FRF) estimada em um ensaio controlado.

Técnicas no dominio do tempo que fazem uso da funcdo de resposta a impulso
(IRF) ou de respostas de decaimento com condig¢des iniciais bem conhecidas foram
introduzidas inicialmente ainda na década de 70, a partir da adaptacdo de algoritmos de
processamento de sinais de sonares. Ainda hoje sdo amplamente utilizadas, fornecendo
geralmente estimacdes deterministicas dos parametros modais (ALLEMANG, 1999).

De uma forma geral, a analise modal paramétrica no dominio do tempo de
sistemas estruturais consiste no desenvolvimento de modelos matematicos de tais
estruturas descritos no tempo com um numero finito de parametros, a partir de sinais
medidos das respostas e/ou das excitacdes (PETSOUNIS e FASSOIS, 2001).

Métodos baseados em modelos estocasticos tém sido aplicados no dominio no
tempo com a finalidade de aumentar a eficacia na identificacdo de sinais com forte
presenca de ruido. Geralmente se baseiam em estimativas das fungdes de autocorrelacao

dos sinais de saida.
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Técnicas de identificacdo de sistemas no dominio do tempo originarias da
Teoria de Controle tém sido introduzidas no campo da analise modal desde o meado da
década de 80, destacando-se o algoritmo ERA proposto por JUANG inicialmente em
1985. Recentemente, com a busca de técnicas eficientes para a estimacgdo de parametros
de estruturas em operacdo, as excitacbes tém sido caracterizadas como processos
estocasticos, e as abordagens derivadas da Teoria de Controle tém se destacado pelos

bons resultados que vém apresentando.

II1.3.1 — Técnicas baseadas no Método de Prony

O método de ajuste idealizado por Gaspard Riche, Bardo de Prony, no final do
século XVIII, foi proposto inicialmente para modelar a propagacédo dos gases atraves de
funcdes exponenciais, tendo sua inventividade estendida para o ajuste (exato) de dados
transientes ou harmonicos a exponenciais complexas. O método representa uma
sequéncia de 4N observaces realizadas em intervalos de tempo iguais por uma
combinacéo linear de 2N fungbes exponenciais. Um polindmio (de colocacdo) de ordem
2N ¢ utilizado, tem seus coeficientes determinados, e suas raizes inferem 0s expoentes
(pblos) das fungdes exponenciais ajustadas. As amplitudes (residuos) das fungdes séo
determinadas posteriormente atraves da solucdo de outro sistema linear, montado a
partir da hipdtese de intervalos de tempo constantes entre as amostras (MARPLE, 1987,
BROWN et al., 1980).

A partir da expressdo da IRF da Eq. 111.45, pode-se colocar:

N
hpq(tk) - Z [qur '(xr)k + Apyr '(xr)k} (111.46)
r=0
2N 2N
= g (t) =2qur (x, ) =Zy/pqur (x, ) (111.47)
r=1 r=1

onde x, =™, 1, =k-Ar;

A, S80 0S polos do sistema.
L, € o fator de participacdo modal da referéncia ¢ no modo r;
w,» € a escala da forma modal » no GL p;
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Vale lembrar que o residuo 4, esta associado a amplitude do modo » na
coordenada p a partir de uma excitacdo na referéncia ¢, e que o fator de participacao

modal L, esta relacionado em qudo um determinado modo » pode ser excitado a partir
da referéncia g.

O metodo de Prony introduz um novo conjunto de (2N+]) incognitas reais

{a, }, coeficientes dos termos da equagéo polinomial (de colocagéo):

N . 2N
H](x—xr)(x—x,): Zakxk =0 (111.48)
r= k=0

Multiplicando a Eq. I11.47 pelos coeficientes a;, , k =0,...,2N , e somando-se

as equac0es obtidas, tem-se:

2N N 2N
> aih(t,.;)=Re ZArx;”(ZZakfo =0 (111.49)
k=0 r=I k=0
%/_J
—0

Na forma matricial ter-se-ia:
_hpq (t2N—1) hpq (tZN) hpq (t4N—1 )_ I ay ] —0_
hogton_z) hplton—y) -+ hpltan)| | a; 0

: : E 1 Pl (111.50)

hpq (tl) hpq (tZ) hpq (t2N+I) arN-1 0

L hpq (tO) hpq(tl) hpq(tZN) 1 LN | _0_

Admitindo pela Eq. (111.50) que h& somente 2N (ou N, no caso complexo)
valores linearmente independentes na resposta a impulso amostrada, e

normalizandoa,y =1, tem-se:

2N-1

Zakhpq(tm+k):_hpq(tm+2N) (|||51)
k=0
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Ny

_hpq (tZN—I) hpq (tZN) rq (t4N—2 )_ ag hpq (t4N—1 )_
h g (t25-2) h,, (tony) - h g (tyv_3) aj h g (tyn_2)
h h

pq(tZN—3) hpq(tZN—Z) hpq(t4N—4) a == pq(t4N—3) (”|52)

hpq(tO) hpq(tl) hpq(tZN—l) | 42N-1 | _hpq(tZN)

A matriz principal do sistema de equacGes lineares da Eq. 111.52 consiste em
uma matriz de Toeplitz (elementos diagonais idénticos) de dimensdo 2N x 2N formada
por 4N valores da IRF igualmente espacados no tempo. Uma vez calculados os

coeficientes {ak}, as raizes do polinbmio da Eq. 111.48 podem ser determinadas, e a

partir delas os 2N polos das fun¢des exponenciais complexas ajustadas.

=0, = Re(ln(xr )j rad/s (11.53)
At
In(x,)
" (s,
nix,
=0, = Im[A—tJ rad/s (11.54)

Desta forma, ao se obterem as freqliéncias naturais e o amortecimento da
estrutura se conclui o denominado primeiro “estagio” da estimativa dos parametros
modais pela abordagem matricial geral da estimagdo de pardmetros modais — Unified
Matrix Polynomial Approach (ALLEMANG et al., 1994). No segundo e ultimo
“estagio” se propbe finalmente a estimativa das formas modais de vibracao.

Uma vez obtidos os polos, os respectivos residuos podem ser calculados pela

simples substituicdo de ¢, =k-At, k=0,1,..., N—1 na Eq. 111.47, formando-se um

sistema de N equacgdes com sua matriz principal na forma de Van der Monde:

1 1 1 I [ Apgr 1 [ pylty) ]
X X2 x3 o xy || Apg2 hpgt1)
x7 X3 x3 x5 Apys | = hpq(lz) (111.55)
AN I N [ Apan ] g (en-)
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onde  (x, ) =™ "

Amplitude do modo » = ‘A

pqr

Im(4,,, )] |

Rel4

Fase inicial = 6, = arctg[
par

Assim se completa a determinacdo exata das exponenciais complexas pelo
método de Prony. Este algoritmo, associado a solucdo das raizes polinomiais por
solucdo de problema de autovalor e aplicado na andlise modal de estruturas, é
geralmente denominado de Complex Exponential Method (CE).

Um dos maiores problemas desta técnica consiste na determinacdo do nimero
de modos de vibracdo existente nos dados. O algoritmo mostra-se também muito
sensivel a presenca de ruidos, sendo necessaria a utilizacdo de varios GL adicionais no
algoritmo para compensar a presenca de distor¢des nos dados, criando os chamados
“modos computacionais”.

As técnicas no dominio do tempo encontram-se por vezes classificadas na
literatura como de ordem inferior (primeira e segunda ordens) e de ordem superior
(ALLEMANG, 1999), dependendo do nimero de parametros de Markov utilizados, ou
seja, do nimero de valores temporais (tamanho da memoria) utilizados da IRF. Nessa
classificacdo, portanto, a técnica CE se enquadra como de ordem superior por utilizar
simultaneamente varios valores consecutivos da IRF.

A extensdo da técnica CE para o Least-Squares Complex Exponential Method

(LSCE) ¢é direta. Os coeficientes {a, } do polinémio caracteristico sio quantidades

globais, invariaveis no tempo, devendo ser 0s mesmos para qualquer trecho ou tamanho
utilizado da IRF. Desta forma, a partir de um nimero maior de valores da IRF, o
sistema da Eq. 111.52 passa a ser sobredeterminado, e a solucéo encontrada (pelo calculo
da pseudo-inversa) é aquela que minimiza o erro quadratico médio da Eq. 111.51. O
mesmo procedimento pode ser feito para o calculo dos residuos.

A técnica LSCE apresenta em relagdo a CE uma melhora significativa no que
se refere a estimagdo de parametros na presenca de ruidos, utilizando-se um mesmo
namero de modos (pares conjugados de pélos). Entretanto, a determinacdo do nimero
de modos existentes (e identificacdo dos modos computacionais) continua sendo um

problema.
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Num sistema com mdltiplas respostas e uma Unica referéncia (SIMO) se obtéem
pelo ajuste de Prony ndo apenas um conjunto de coeficientes polinomiais, mas N,
conjuntos de coeficientes polinomiais, onde N, é o numero de saidas observadas. O
conjunto solucdo dos polos € definido agora ndo por um polinémio de colocagdo, mas

por uma matriz polinomial, cuja equacéo caracteristica pode ser apresentada na forma:

XNt [aZN—l]NuxNO XN+ [ao ]NOXN” =0 (111.56)

Cada conjunto de coeficientes deve ser obtido a partir de cada IRF, para um
mesmo numero de pélos admitidos, individualmente ou em bloco (HE e FU, 2001).
Uma vez obtidos, trata-se o problema de obtencédo de raizes da matriz polinomial como
um problema de autovalor (GOHBERG et al., 1982) através da montagem da

denominada matriz companheira (companion matrix, first companion form):

- [azzv—z] _[aZN—Z] —[az] —[ao]_
/] o] o] [o]
[c]- [0] [1 ] ) [0]

(11.57)

onde [C]X,}=x, [I]{X,} sendo {X,} oautovetor associado ao autovalor x, .

O novo problema de autovalor-autovetor, tem em cada autovalor x, uma raiz
da matriz polinomial (que por sua vez corresponde a um polo A, do sistema), com
multiplicidade algébrica teoricamente igual ao nimero de saidas monitoradas N,

(ordem das matrizes dos coeficientes). Admitindo-se a matriz companheira como nao-

defectiva, o autovetor {X,} associado a cada autovalor ¢ de comprimento igual a
2N-N, (ordem do modelo vezes ordem da matriz de coeficientes). Assim, pode-se

mostrar que no ensaio SIMO a porc¢éo de interesse no autovetor é de comprimento igual

a N, e é repetida 2N vezes em {X,}, multiplicada por poténcias do respectivo

autovalor (LEURIDAN e VOLD, 1984):
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)= : (111.58)

{‘//r } 2NN,

onde {y, } é a forma de vibragao do r-ésimo modo.

Uma vez obtidos os polos (e as formas modais) do sistema SIMO, os residuos
(e os fatores de participacdo modal) podem ser calculados pela solu¢do do erro
quadratico minimo da Eq. 111.55, GL por GL, para cada uma das IRF estimadas, na
forma da Eq. 1l1.55 de sistemas de 1GL, entretanto utilizando-se matrizes
sobredeterminadas.

A obtencdo em bloco das solugdes caracteristicas da matriz polinomial confere
a esta abordagem um carater global na estimativa dos pdlos (frequéncia natural e
amortecimento), entretanto local na obtencdo individualizada dos residuos
(LEURIDAN et al., 1986).

A fim de melhorar os resultados da técnica LSCE, BROWN et al. (1980)
sugerem a aplicagdo da transformada “zoom” (ALLEMANG, 1999) na FRF
experimental, concentrando seus valores numa faixa de freqliéncia definida junto as
ressonancias a analisar, e s6 entdo aplicar a transformada de Fourier inversa para a
obtencéo da IRF.

A versdo MIMO da técnica LSCE foi apresentada inicialmente por VOLD e
ROCKLIN (1982), sendo geralmente reconhecida por Polyreference Time Domain
Method (PTD), consistindo num dos algoritmos de identificacdo mais utilizados até
hoje.

O algoritmo de Prony é também encontrado na literatura de filtros digitais
(JACKSON, 1996) como um dos métodos mais simples utilizados para a modelagem de
filtros de funcdo resposta a impulso infinita (IIR). A partir da aplicacdo da
transformada-z sobre a representacdo polinomial da Funcéo de Transferéncia (vide Eq.
11.61), tem-se:
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M
- - bz
Y(z) :bo +hz7 .4z A; B ; _ B(Z) (111.59)

- N
Z aszk A(Z)
k=0

X(z) ay+a;z"+.. . +ayz

= H(z)= B(z) _ > ()" (111.60)
byt bz bt by M = (Z h(n)z™" J(ao vaz !+ +ayz V) (11161)
n=0
Onde M é o nimero de zeros, € N 0 numero de pdlos. No dominio do tempo, tem-se:
b(n): h(n)*a(n) (11.62)
Dispondo matricialmente a Eq. 111.61, a formulacgdo fica entdo parecida com a
primeira fase da técnica LSCE, entretanto com as linhas da matriz principal dispostas na

ordem inversa. Para quatro zeros (M = 4), trés pélos (N = 3), (L+1) amostras da IRF, e

ap=1, por exemplo, obter-se-ia a Eq. 111.63:

no) o 0 0 b,

h(1)  h(0) 0 0 b,

n2)  h(1) h(0) 0 ; b,

n3)  h2) (1) h(0) b,

n4) WG K2) () Gy, (111.63)
UHG)Y R TG @) | o]

ne) () w4)  K() Glva |

(L) WL-1) n(L-2) H(L-3) 0],

Buscando-se inicialmente os valores dos coeficientes autoregressivos {a; },

resolve-se o sistema de equacgdes abaixo da linha pontilha da expressdo da Eq. 111.63

obtendo-se:
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N n6) n(s)  a4)  K(3) a | |0
ML) WE-1) ME=2) HE-))y o ol o
W4) K3 Q) h(s)
_ h(:5) h(:4) h(:j) Z . h(:6) (1160
ML=1) WL-3) ML=2)|, o 0 [A(L)
r™ T
=g, = [Tref }1{%} (111.65)

(para T™" quadrada com L= M+N)

:{ak}z[(TrefYTrEfT(Tref)f{ck} (111.66)

ref

(para T™=" retangular com L > M+N)

Sendo um método classico da area de processamento de sinais, o pacote DSP
(Digital Signal Processing) do Matlab® traz o codigo fonte prony.m que realiza os

passos descritos acima para o calculo dos coeficientes {a; } e {b;}. Um algoritmo

simples de estimacdo de parametros pela técnica LSCE, para sistemas SISO, escrito
para 0 Matlab®, encontra-se apresentado na Fig. I11.5.

InGmeros trabalhos ja foram desenvolvidos nos mais diversos campos da
ciéncia com o fim de aprimorar o desempenho das técnicas baseadas no método de
Prony, principalmente no que diz respeito a sensibilidade ao ruido e determinacédo da
ordem do modelo. Dentre esses inimeros trabalhos, podem-se destacar as publicacfes
de OSBORNE e SMITH (1991, 1995), que propdem modificagdes no algoritmo
tornando-o (assintoticamente) mais estavel na presenca de ruidos, e de KURKA e
BAZAN (1994), que descrevem a aplicacdo na IRF de um algoritmo de reducéo de

ordem de modelos baseado no método dos momentos (estatisticos), buscando a
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identificacdo dos parametros reais corretos entre os muitos fornecidos pelo ajuste de

Prony em sistemas sobredeterminados.

% Dados do sinal

% IRF=h(k), k=1,2,...,®

% dt=intervalo de tempo entre amostras

Tt= input(“Tempo total de analise:”);

N= input(“No. de po6los estimado:’);

L= input(“No. de valores utilizados da IFR >=2N-17);
M=N-1; %utiliza desde o primeiro valor da IRF
k=Fix((Tt/(L-1))/dt);

h_ref=h(1:k:1+(L-1)*k) % seleciona ptos da IRF
[b,a]=prony(h_ref,M,N); % calcula os coef do polinémio

S

xr=roots(a); % calcula as raizes do pol.
lambda= log(xr)/dt; % calcula os polos
wr=imag(lambda) % calcula as freq. nat. amort.
sr=real (lambda) . /wr % calcula as taxas de amort.

V=exp((0:k*dt: (N-1)*k*dt;)"*lambda.");
% calc. matriz de Van der Monde
A= V\h_ref(1:N)"; % calcula os residuos
t=0:k*dt: (L-1)*k*dt; % calcula os valores no tempo
plot(t,h_ref,t,real(exp(t™"*lambda. ")*A));
% apresenta o grafico do ajuste

Figura I11.5 — Algoritmo LSCE em Matlab®.

I11.3.2 — Técnicas baseadas em Modelos de Séries Temporais ARMA

Sinais de resposta em sistemas (filtros) lineares submetidos a valores de
entrada aleatdrios e desconhecidos podem ser interpretados como processos estocasticos
gerados por ruido branco, e serem parametrizados através de modelos de séries
temporais. Neste item serdo abordadas as técnicas de identificacdo de sistemas da classe
ARMA, fundamentadas essencialmente na teoria de séries temporais.

Conforme foi visto no capitulo 11, a representacdo ARMA de um sistema pode

ser dada pela equacdo de diferencas apresentada a seguir, onde y(n) é a série de saida e

x(n) corresponde & entrada (desconhecida).

y(n)=Y aky(n—k)+§: b, x(n—k) (111.67)

k=1 k=0
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Assim, como se pode observar pela Eq. (111.67), nos modelos ARMA a
resposta € assumida como uma funcgdo linear das entradas presente e passadas e de
respostas passadas, sendo desta forma uma “predicdo linear” de entradas e saidas
passadas (MAKHOUL, 1975). Aplicando-se a transformada-z a equacéo de diferencas
do modelo ARMA, e isolando em um de seus membros a relacdo entre a resposta e a
entrada do sistema, obtém-se expressdo idéntica a Eq. 111.59 obtida na formulacdo do
filtro Prony:

M
u Zbkz_k

Y(z) _bytbz 4. 4byz" 5 _ B(2)

N N -
Z a, Sk A(Z )
k=0

(111.68)

X(z) ay+a;z+.. . +ayz

O modelo paramétrico ARMA possui, portanto, polos e zeros em sua funcéo de
transferéncia, sendo por isso comumente relacionado a filtros pélo-zero de uma forma
geral na literatura de processamento de sinais. Na teoria de séries temporais, 0 modelo
ARMA da Eq. I11.67 esta sempre relacionado a hipotese da entrada como sendo um
processo de ruido branco.

Abrindo-se a Eq. I11.67 para N polos e M zeros, tem-se:
onde  y, €0 k-ésimo valor da sequéncia de saida;

x, € 0 k-ésimo valor da seqiiéncia de entrada (ruido branco);
a, =1 e by=1,sem perda de generalidade.

Multiplicando ambos os membros da Eq. 111.69 por y,_, e o operador valor

esperado, obtém-se:

N M
r(p)==>a,r, (p=k)+> by, (p—k) (111.70)
k=1 k=0
onde r, (p) é a funcdo de autocorrelacéo (fac) da saida y, com atraso p;

Py (p) é a fungdo de correlaco cruzada entre a entrada e a saida, com atraso p.
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X H(z)= itg Vi

ruido branco

v

Figura 111.6 — Filtro linear, com entrada, saida e funcdo de
transferéncia.

Sendo a entrada do sistema admitida como ruido branco, pode-se mostrar que
(MARPLE, 1987):

re(p) parap <0
N M .
rxx(p): —Zaerx(p—k)+ O'Jf Zbkh (k—p) ,para0 <p<M (1n.71)
k=1 k=p
N
_Zaerx(p_k) ’parap>M
k=1

onde  x(k) ¢ aseqiiéncia de entrada (ruido branco);
h(k) é a IRF do sistema, uma vez que r,, (k)= r. (k)*h (k);
o2 é avariancia do ruido branco, com r,, (k)= o25(k);
5(k) é a fungéo delta de Dirac.

Pela observacdo da Eq. 111.71 percebe-se que a partir da fac do sinal de saida,

os coeficientes autoregressivos {a,} podem ser calculados separadamente dos
coeficientes de média mével {b, } para indices de atraso superiores ao nimero de zeros

do modelo (p >M +1). Por outro lado, os parametros MA néo podem ser obtidos, pois

se encontram convoluidos com a IRF, resultando numa relacdo ndo-linear indesejavel
com a fac.

A néo linearidade trazida pelos parametros MA tem sido evitada nas aplicagdes
gerais da area de identificacdo de sistemas em funcdo do mau desempenho
computacional dos algoritmos aplicados e pelos resultados geralmente pouco confiaveis
obtidos (MATHIAS, 1998, STOICA et al. 2000-a, PEETERS, 2000). STOICA et al.
(2000-a), entretanto, apresentam uma nova solugdo a estimacao dos coeficientes MA,
obtendo bons resultados.
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Removendo-se os coeficientes de médias moveis do modelo ARMA, obtém-se

um processo autoregressivo (AR) puro, representado pela equacéo linear:

Ve ta, vy +...tayy_y =X, (1n.72)

Retirando-se os coeficientes MA também da expressdo da fac (Eq. 111.71),
obtém-se, pela disposicdo matricial, o sistema de equacdes de Yule-Walker AR (BOX e
JENKINS, 1970, MARPLE, 1987):

ral0) =D BN ][ 1] o]
rxx:(]) rxx:(()) Fxx(—:N”) _ a:1 _ 0 (11.73)
raWV) re(N=1) g (0) ] lan] |0

Vale ressaltar que a matriz de autocorrelacdo da Eg. 111.73 é Hermitiana, uma
vez que é quadrada e r, (—k)=r.(k), além de seguir o padrio de Toeplitz, o que
potencializa o desempenho computacional da solucdo do sistema.

A equacdo de Yule-Walker permite que os coeficientes AR e a variancia do
ruido branco de entrada sejam calculados a partir das fungdes de autocorrelacao,
estimadas diretamente a partir dos sinais de saida do sistema. A matriz de Toeplitz
simétrica da representacdo de Yule-Walker pode ser estimada como um produto de
matrizes constituidas pelos valores temporais da saida y(k) dispostos segundo

diagonais (JACKSON, 1996):

re0) () e e (N)
R= [y]T[y]z ”xxs(l) rxxg(O) ”xx(]\sf_]) (111.74)
ra(N) roWN=1) - 1 (0) (N+1)(N+1)

onde R é amatriz de autocorrelacdo estimada a partir da sequéncia de saida;
[y] ¢ a matriz de dados na forma de Toeplitz (respostas no tempo).
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Dependendo de como as saidas sdo dispostas na matriz de dados, diferentes
desdobramentos da representacdo de Yule-Walker sdo obtidos, cada um deles
constituindo um método de identificacéo diferente.

Para a matriz de dados na forma de Toeplitz apresentada na Eq. I11.75, por

exemplo, a qual equivale a aplicacdo de uma janela retangular de tamanho (L + ]) a IRF
infinita (k) , obtém-se a matriz de autocorrelagio referente a0 Método da

Autocorrelagdo (JACKSON, 1996), ou Método de Predicdo Linear (MAKHOUL,

1975). Neste método pode-se admitir que y(k) corresponde a resposta de um sistema

causal inicialmente em repouso e submetido a uma forga aplicada num instante zero.

Yo 0 - 0
Yio Yo 0
e =|v0 v = v (111.75)
0 Vi Vi
L0 0 - YL (orsiy(L+1)

Estimando-se a matriz de autocorrelacdo da Eq. 111.74 por matrizes de dados
ndo janelados, ou seja, completas, obtém-se as expressdes do Método da Covariancia
(de predicdo linear) as quais sdo idénticas aquelas obtidas pelo método de Prony com
minimos quadrados (MARPLE, 1987). Uma descri¢do de varios métodos de estimacéo
dos parametros AR baseados em modificacdes a equacdo de Yule-Walker pode ser
encontrada na publicacdo de LJUNG (1997).

Os coeficientes autoregressivos (AR) obtidos na Eqg. I11.73 definem o
polindbmio no denominador da funcdo de transferéncia. Uma vez estimados, as
freqliéncias naturais, as taxas de amortecimento e as formas modais podem ser
calculadas pela mesma abordagem matricial geral da estimacdo de pardmetros modais
descrita na apresentagdo da técnica LSCE.

Os coeficientes MA, entretanto, sdo indispensaveis na composi¢do do modelo
ARMA, este sim consistindo numa boa representacdo de uma estrutura deformavel em
vibracdo. Pode-se mostrar, por outro lado, que um processo AR com ordem
teoricamente infinita é equivalente a um modelo ARMA de ordem finita, 0 que tem
motivado o uso do algoritmo AR na identificacdo de sistemas estruturais. A hipdtese de
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ordem infinita é substituida, na prética, pela introducdo de um grande nimero de pélos
excedentes no calculo, o que acaba por dificultar a separacdo dos modos reais dos
“computacionais” (PEETERS, 2000, MARPLE, 1987). Discussfes sobre critérios da
definicdo da ordem real dos modelos AR obtidos podem ser encontrados nos trabalhos
de KAY (1988), LARDIES (1996), e MATHIAS (1998).

FRIEDLANDER (1983) mostra que a técnica modificada de Yule-Walker de
estimacdo ARMA ¢ um caso especial do Método da Variavel Instrumental (IV) de
identificacdo de sistemas. O método IV foi introduzido inicialmente por Olav Reiersol
em 1941 para a solugdo de problemas da area de Ciéncias Econdmicas. Pode ser

utilizado para estimar um conjunto de N parametros a partir de uma série de (L > N)

equacdes algébricas envolvendo esses parametros, um conjunto de observacdes, e um
conjunto de termos de ruido ndo observaveis. Pré-multiplicando-se a matriz dos
coeficientes das equagdes por uma outra matriz retangular arbitraria, obtém-se uma
matriz quadrada forgcosamente inversivel, a partir da qual resolve-se o novo sistema de
equacdes obtido. Os elementos que compdem essa matriz arbitraria sdo chamados de
variaveis instrumentais € Sa0 correlacionados com as observagdes. O método IV conduz
invariavelmente a boas estimacgOes, entretanto, a taxa de convergéncia aos valores reais
dos parédmetros depende da escolha das variaveis instrumentais, as quais devem, por
isso, serem escolhidas segundo algum critério de otimizacdo (WONG e POLAK, 1967).
STOICA e SODERSTROM (1983) provam que as estimagdes obtidas apresentam
assintoticamente uma distribuicdo gaussiana, permitindo que a covariancia dessa

distribuicdo seja usada como medida da qualidade da estimacao.

I11.3.3 — Técnicas de Identificacdo no Espaco de Estados

Uma série de técnicas no dominio do tempo se caracteriza pela aplicagdo da
decomposicdo em valores singulares sobre matrizes compostas por valores da IRF ou
por estimacOes das covariancias dos sistemas a analisar. A partir desta abordagem,
pode-se obter a realizacdo minima, que € uma representacdo em espaco de estados (SS)
de ordem minima que consegue reproduzir o vetor de saida para o vetor de entrada
usado num determinado ensaio.

A representacdo em espaco de estados de um sistema discreto no dominio do
tempo, conforme ja apresentado no capitulo Il (vide Eq. 11.93), pode ser colocada da

seguinte forma:
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s(k+1)= As(k)+ B x(k)

onde s

x(k
ylk

ylk
(k

)=C
)
)

s(k)+ D x(k)

é 0 vetor de estado nx 1 no tempo k;
€ 0 vetor das entradas px/ no tempo k;
) é o vetor de saida ¢x/ notempok, k=12,....¢;

A € amatriz de estado do sistema;
B ¢é amatriz de entrada;

C é amatriz de observacéo ou saida;
D ¢é a matriz de transmissao direta.

(111.76)

A Eq. (111.76) pode ser reescrita para varios passos de tempo, obtendo-se:

{dﬂ s(3)

y1) »2)

y(sﬁ({)l )} ) E ﬂ LSC

Se os vetores s(k),

i
]} (111.77)

x(k) e y(k) fossem todos conhecidos, entdo as matrizes

A, B, C e D poderiam ser calculadas a partir da solugdo da expressédo acima por

minimos quadrados. Entretanto, o vetor de estado é geralmente desconhecido, e deve

ser previamente estimado ou medido, se possivel.

matematicas pode-se colocar a Eq. (111.77) na forma abaixo:

(k)
y(k + ])
y(k.+ 2)

_y(k +.a — 1)_

cA
cA’

CA.“‘J

D 0 0
CB D 0

CAB CB

| CA°’B CA*’B CcA“'B

O o o =

_x(k +.a -1)

Apbs algumas manipulacdes

x(k) ]
x(k+1)
x(k+2)

(111.78)

Substituindo-se o vetor de entradas pela funcéo pulso unitario (segundo todos

o0s graus de liberdade) e admitindo-se o sistema como relaxado (s(O):O), obtém-se,

similarmente ao apresentado na Eq. 11.115, a expressdo de matrizes compostas de p

respostas a ¢ impulsos para cada passo de tempo, denominadas parametros de Markov.
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Y(0)=D, Y(I)=CB, Y(2)=CA4B,..., ¥Y(k)=CA*'B

(k) hyp(k) o (k)
v(k) h”:(k) hz{(k) - hzﬁ@ (111.79)

k) k) - g (6)

onde  7;(k) € o k-ésimo termo da IRF segundo o GL i devida ao pulso em j;

¥ (k) é o k-ésimo parametro de Markov.

Dentro deste contexto, realizacdo € o calculo das matrizes 4, B e C da
representacdo em espaco de estados de um sistema a partir do conhecimento dos
parametros de Markov (vide Eq. 11.115 no capitulo anterior). Como existem infinitas
representacfes de espaco de estado (realizagbes) que conseguem reproduzir uma
resposta impulsional para um mesmo conjunto de entradas e saidas, a identificacdo do
sistema pode ser atingida através da obtencdo realizacdo que implique nas menores
dimens@es das equacdes de espaco de estado possiveis, ou seja, a realiza¢do minima.
Todas as realizagbes minimas possuem o mesmo conjunto de autovalores, 0s quais tém
correspondéncia direta com os parametros modais do sistema.

Compondo os parametros de Markov segundo matrizes de Hankel (com
valores iguais nas anti-diagonais), e fazendo uso das expressdes da Eq. 111.79, obtém-se

a seguinte decomposicao:

Yk Yk+1 Yk—1+ﬁ
Hk-1),, = " 0 (111.80)
Yk—]+a Yk+a Yk—2+a+ﬂ paxqf
[ C
cA
_| c4? |4 [B 4B 4’B .. 4"'B] (111.81)
=0,4'r, (111.82)
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onde H é a matriz dos parametros de Markov na forma de Hankel, ou ainda
“Matriz ERA de dados em bloco”, na denominagdo de Juang (1994);
0, e denominada matriz observalidade;

I’ ; € denominada matriz controlabilidade;
a e f sao inteiros escolhidos com valores maiores que a ordem do sistema.

Pode ser demonstrado que os autovalores da matriz de estado no dominio

continuo do tempo (Ac) correspondem aos polos das exponenciais complexas que

compdem a resposta impulsiva do sistema (RAO e ARUN, 1992). A decomposi¢do em
autovalores e autovetores da matriz de estado discreta de ordem » pode ser colocada

como:
A=Ay’ (111.83)

onde ¥ corresponde a matriz dos autovetores da descricdo em espaco de estados;
A € a matriz diagonal contendo os autovalores discretos (;Ld] veor Ay ).

Os autovalores discretos estéo relacionados com os autovalores (4, ) da matriz

de estado continua A, pela relagdo:

A =Ait|n(zdl.) (111.84)

onde At é o intervalo de amostragem. Os autovalores continuos ocorrem em pares
complexos, sendo que os fatores de amortecimento e as frequéncias naturais
amortecidas de cada modo do sistema correspondem respectivamente as partes reais e
imaginarias dos poélos A;. As formas modais @ descritas segundo as referéncias de
saida podem ser obtidas do sistema de autovetores ¥ e a partir da equacdo de

observacao:
D=C¥ (111.85)

Os métodos de identificacdo no espaco de estados podem ser caracterizados

pela estimacdo comum do modelo modal pela decomposicdo da matriz de estado
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discreta 4, diferindo-se principalmente na forma como a referida matriz de estado é
definida.

IBRAHIM e MIKULCIK (1973) apresentam de forma pioneira um método que
faz uso do vetor de estado fisico posicdo-velocidade (vide Eq. 11.94), obtendo
inicialmente a matriz de estado continua do sistema em vibracéo livre pela integracédo
do sinal fornecido pelos acelerémetros. Posteriormente apresentam nova abordagem
(IBRAHIM e MIKULCIK, 1977), obtendo a matriz de estado discreta pela solucdo por
minimos quadrados da equacdo de estado montada a partir de amostras defasadas dos
sinais de decaimento da aceleracdo (ou velocidade, ou deslocamento):

H(0)=AH(I) (111.86)

O método ficou conhecido na literatura por Ibrahim Time Domain (ITD) tendo
recebido também a denominagéo de Least-squares Regression Technique no trabalho de
Juang, (JUANG, 1994) que propGem uma reclassificacdo de todas as técnicas de analise
modal no dominio do tempo através de uma perspectiva generalista representada no
espaco de estados.

A matriz de estado obtida pelo ITD ndo corresponde geralmente a uma
realizagdo minima, implicando no aparecimento de uma série de “modos
computacionais” na solucdo do algoritmo. Este fato motivou a elabora¢do do Modal
Confidence Factor (MCF), técnica para distincdo dos “modelos estruturais reais” entre
os demais (IBRAHIM, 1978).

O método ERA (Eigensystem Realization Algorithm) apresentado em 1985 por
Juang e Pappa e amplamente desdobrado em JUANG (1994) tem como primeiro passo
a obtencdo dos parametros de Markov a partir dos sinais de entrada e saida do sistema.

O préximo passo consiste no célculo das matrizes de Hankel H(0) e H(I) .
Decompondo em valores singulares a matriz H(O) e igualando-a a expressdo da Eq.

111.82, pode-se obter uma solucdo para as expressdes das matrizes de observabilidade

0, e controlabilidade I

H(O) =RZX S’ (111.87)
H(0)=0,T, (111.88)
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=0,=Rx"? (111.89)

=>rI,=x"s (111.90)

onde R e S séo as matrizes ortogonais da SVD;

X' é amatriz diagonal com os valores singulares.

Substituindo as expressdes admitidas para O,, e I'; na expressao da matriz de

Hankel H(7), obtém-se finalmente a expressio da matriz de estado discreta A
H()=0,AT',=R, X}’ AZ]’S} (111.92)
= A= R H(1)S, Z."? (11.92)

onde X, éamatriz formada pelas & primeiras linhas e colunas de X';

R, e S, sdo matrizes formadas pelas £ primeiras colunas de R e S, ou seja,
contém os vetores singulares correspondentes aos k£ maiores valores singulares.

Em 1960, no trabalho intitulado “Contributions to the theory of optimal
control”, apresentado numa conferéncia cujos anais foram publicados numa
desconhecida revista mexicana, Rudolf Emil Kalman cunhou os conceitos de
observabilidade e controlabilidade, hoje elementos basilares da teoria de controle 6timo
de sistemas definidos segundo variaveis de estado. Controlabilidade de um sistema
refere-se a influéncia do vetor de entrada no vetor de estado. Assim, um sistema é dito
controlavel se pode ser obtido a partir de qualquer estado inicial do sistema, num
intervalo de tempo finito por algum vetor de entrada. Observabilidade, por sua vez, esta
relacionada com a influéncia do vetor de estado no vetor de saida. O estado de um
sistema num dado tempo € observavel se pode ser determinado conhecendo-se os
vetores de entrada e saida num intervalo finito de tempo (JUANG, 1994). A realizacdo
minima deve sempre representar um sistema observavel e controlavel.

Ao longo do tempo varios aperfeicoamentos foram introduzidos no método
ERA a fim de se minimizar o efeito do ruido. Destaca-se a variacdo ERA-DC (Data

Correlation), que utiliza estimativas da matriz (funcdo) de autocorrelacdo dos
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pardmetros de Markov para compor a matriz (k) de correlagdo em blocos, na forma

de Hankel (JUANG, 1994):

Aﬁhh(k) gihh(k'l'r) A'f{hh(k+br)
H (k)= th(f“ff) th(k:+2f) th(k'f‘:(b-l-])f)

’f{hh(k+ar) ’.’ihh(k—i-(a-i-])r) ﬁhh(k—i-(a-i-b)r) (a+1) px(b+ 1) g

(11.93)
R, (k) =H(k)HT (0) (111.94)
I Y. Y., Y, .3 o Yy |
] Yk+2 Yk+3 Yk+4 Yk+N+1
H(k)zﬁ Y, .3 Y.y Yis = Yy (111.95)
_Yk+m+1 Yk+m+2 Yk+m+3 Yk+N+m_(m+])pr

N

onde ’Ryy(k) € a matriz de autocorrelagdo (covariancia) cheia, de Toeplitz, com

atrasos de (k-m) a (k+m);
R, (k) é a autocorrelagéo do vetor de saida para um atraso igual a £;

H (k) é a matriz dos parametros de Markov, na forma de Hankel.

Alternativamente as expressdes das Eq. 111.94 e 111.95, pode-se colocar, por

definicdo:
ARyy(k) RyAy(k—]) RyyA(k—m)
R, (k) = Ryy({H]) Ry{(k) Ry{(l) (111.96)
_I}yy(k+m) ﬁyy(k+m—1) I}yy(k) o
~ Ji ’
UNOESAED A AR (11.97)
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As técnicas no dominio do tempo de identificacdo de sistemas de varios graus
de liberdade se caracterizam pela decomposicdo, parametrizada ou ndo, de matrizes
compostas pelos valores da IRF (ou respostas impulsivas) ou por estimacdes das
funcbes de autocorrelacdo dos sinais. Dentro da perspectiva da Teoria de Controle,
Juang publicou inicialmente em 1986, em relatorio da NASA, artigo apresentando a
correspondéncia matematica existente entre alguns métodos de analise modal e a Teoria
da Realizacdo Minima (JUANG, 1994).

Destaca-se nessa correspondéncia estabelecida por Juang o algoritmo
denominado Canonical-Form Realization, sSimilar, se ndo idéntico, a técnica de andlise
modal Polyreference Time Domain (VOLD e ROCKLIN, 1982). Pré e pos-
multiplicando a equacao da decomposicao observabilidade-controlabilidade (Eqg. 111.88)

pelas matrizes ortogonais R e S da decomposicio de H(0), e fazendo-se uso da

propriedade de ortogonalidade, obtém-se:

R'H(0)S =R'0, TS { . 0} (111.98)

RO T RO, T 2,0
:{kOa S RO, ﬂSO}Z{ k } (111.99)

onde R, éasub-matrizde R, obtida ao se excluirem as suas k primeiras colunas;
S, é asub-matriz de S, obtida ao se excluirem as suas & primeiras colunas.

Admitindo-se que o sistema é observavel e controlavel, e que as matrizes R, ,

0,, I';, e S, possuem posto k, implica, pela observagao da Eg. 111.99, nas igualdades:

R, 0,=0 (111.100)
ry;s,=0 (111.101)

Substituindo a expressdo algébrica da matriz de observabilidade (Eq. 111.80 a

111.82) na Eq. 111.100 acima, obtém-se:
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= CA“ = —Oi [I_Q(ﬁa }]Egi cA™' =

onde R, éai-ésimacolunade R,;

i=1

C
CA
R, Rj - R{,a]- CA’

a—-1 _ ]
-> R CcA™
i=1

(11.102)

(111.103)

R,; é a sub-matriz quadrada de R,, com ordem igual ao nimero de saidas p;

Eol' = [EOQ T]I_eoti :

As Eq. 111.102 e 111.103 podem ser rearranjadas para se obter a forma de matriz

companheira (companion form) de sistemas em espaco de estados (SCHIMEL e

GRANTHAM, 1995), obtendo-se por fim (JUANG, 1994):

)

o I, 0
o 0 I,
0 0 0

- Eél o ié(t)z o E(l)3

p

_jé(g(

a—l)_

(111.104)

A realizacdo delineada acima € denominada “realizacdo forma-candnica

observavel”, sem, entretanto, nada poder se garantir sobre sua controlabilidade, ou seja,

ndo se trata geralmente de uma realizacdo minima. A partir da definicdo da matriz

transmissibilidade das Eq. 111.80 a 111.82 aplicada na Eq. 111.101, pode-se obter

analogamente a “realizacdo forma-canénica controlavel” (JUANG, 1994).

Abordagens na identificagdo no espaco de estados de sistemas estocasticos tém

sido amplamente apresentadas, devendo-se ressaltar a técnica Covariance-driven
Stochastic Subspace Identification — SSI/COV (PEETERS, 2000). Admitindo-se que o

sistema estd submetido a processos estocasticos gaussianos ndo correlacionados em

suas entradas e saidas, 0 modelo em espaco de estados assume a representacao

puramente estocastica (vide Eq. 11.167 no capitulo anterior):

105



s(k+1)=As(k)+w(k)

y(k)=C s(kc)+v(k) (I11. 105)

onde  w(k) € o ruido do processo px I no tempo k;
v(k) é o ruido de medig&o ¢ 1 no tempo k;

Esta técnica se assemelha com o0 ERA/DC, com as matrizes dos parametros de
Markov sendo substituidas por matrizes de correlacdo dos sinais de saida na forma de
Toeplitz, onde cada elemento da matriz constitui um estimador da funcdo de

autocorrelagdo, como por exemplo:

A

Ryy(k)=%[yku-'~yk+N]'[.v1~-.vN]’ (111.106)

onde  y, eo vetor de saidas no instante k- A¢;
N € o0 namero de elementos da seqliéncia de autocorrelagéo.

PEETERS (2000) sugere que a matriz de covariancia seja calculada somente
entre um conjunto limitado de saidas de referéncia com as demais, ao invés de realizar o
calculo entre todas elas. As respostas de referéncia seriam escolhidas entre as
“melhores”, ou seja, nos GL onde se percebe a influéncia de um maior nimero de
modos. O critério de selecdo desses GL recomenda simplesmente a escolha das mesmas
posicdes onde se estabeleceria a excitacdo da estrutura num ensaio controlado (inputs).
Para isso, propde inicialmente uma reordenacdo do vetor de dados de saida (num

instante discreto k), onde as respostas de referéncia sdo dispostas anteriormente:

[ ref

yk rxl1

v =)}, = (111.107)
I:y/:ref lp—r)x]

v =Ly =[I, 0]y, (111.108)

onde  y, € o0 vetor das respostas no instante &;
yi¥ & o vetor das saidas de referéncia, extraido a partir de y, ;
y;:"/ & o vetor com as demais saidas;
L ¢ o operador linear de selegdo das saidas de referéncia;
r € 0 numero de saidas de referéncia selecionadas;
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p €0 numero total de saidas.

Dentro dessa abordagem, a matriz de fungdes de correlacdo em blocos fica

igual a:

A~

R, (k)= H()H (0)] (111.109)

Y.

Ou alternativamente, no calculo elemento a elemento (vide Eq. 111.96), tem-se:

A

] : :
Ryy(k)=N[yk+1"'yk+N]'[y};ef '--yfff} (111.110)

I11.3.4 — Técnicas de Identificacdo Direta pelos Sinais no Tempo

Teécnicas de identificagdo baseadas diretamente nas informagdes de saida dos
sistemas (Data-driven Techniques) tém sido cada vez mais utilizadas. O principal
objetivo dos métodos de identificacdo direta pelos sinais no tempo consiste na busca da
identificacdo de modelos sem fazer uso de estimativas preliminares de espectros,
funcOes de autocorrelagdo, ou parametrizagdes. Uma visdo geral das metodologias e
possibilidades dessas técnicas pode ser obtida a partir do exemplar especial 4/(3) da
revista Automdtica (2005), Data-Based Modelling and System Identification, além do
trabalho de PEETERS (2000).

Admitindo-se que as saidas y de um sistema sdo monitoradas em diferentes
posicBes por um determinado periodo, enquanto a excitagdo que produz no sistema tais
respostas é desconhecida, deseja-se identificar o sistema a partir do seguinte modelo

puramente estocastico, linear, estacionario, e discreto no espaco de estados:

Sear = ASeH Wy (111.111)
Ve =Cs;,+v, '

onde y, €0 vetor com as p saidas no tempo £;
s, €0 vetor de estado (estocastico) no tempo k, de dimenséo #;

w, € 0 ruido do processo nx/ no tempo k;
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v, €0 ruido de medicdo pxI no tempo k.
Os vetores w, e v, sdo também desconhecidos, entretanto admitidos como
processos gaussianos de ruido branco, com suas matrizes de covariancia obedecendo a

seguinte relacéo:

w S
EHVZJ(wg vg)} = LQT R}@,q (111.112)

A Fig. I11.7 ilustra um sistema puramente estocéstico, estacionario, com saidas
yi. € estados s, descrito pelas matrizes 4 e C (e pelas matrizes de covariancia Q, S, e R).
Neste problema, apenas as respostas séo conhecidas, e os estados sdo determinados

como passo intermediario da identificacao.

Wy Vi
Y Sies s %
any o 1 k >
N Z » C Vi
A
A |«

Figura I11.7 — Representacdo grafica de um sistema puramente
estocastico, estacionario, com saidas y; e estados s, (VAN
OVERSCHEE, 1995).

Aplicacdes da técnica denominada Stochastic Subspace Identification — SSI —
tém se destacado na literatura de Analise Modal desde a publicacdo do livro de VAN
OVERSCHEE e DE MOOR (1996), baseado fundamentalmente na Tese de Doutorado
do primeiro autor pelo Departamento de Engenharia Elétrica da Universidade Catolica
de Leuven defendida no ano anterior. Bart Peeters, naquela ocasido fazendo seu
doutorado no Departamento de Engenharia Civil da mesma universidade, publicou
ainda em 1995 junto com seu orientador e outros dois autores, o primeiro artigo
apresentando objetivamente a técnica SSI para a identificacdo estrutural via analise
modal (PEETERS et al., 1995).

Mesmo sem apresentarem um entendimento apropriado dos algoritmos
disponibilizados nas publicacdes supracitadas, diversos artigos foram desde entdo

publicados exibindo geralmente excelentes resultados na identificacdo em operacéo
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(output-only) dos mais diversos sistemas estruturais. S6 num segundo e tardio
movimento, entretanto, pode-se perceber uma maior preocupacdo no entendimento
fisico e analitico da técnica SSI nas aplicagdes de identificacdo de sistemas mecanicos e
estruturais (DE COCK et al., 2002, BRINCKER e ANDERSON, 2006).

Os algoritmos de identificacdo por subespagos podem ser entendidos por
generalizacBes “entradas-estados-saidas” da teoria classica da Realizacdo, na
identificacdo de modelos no espaco de estados a partir de respostas impulsivas. VAN
OVERSCHEE (1995) apresenta um diagrama, ilustrado aqui na Fig. 111.8, que sumariza
0 processo de construgdo de modelos no espaco de estados pelo método dos subespacos
e por algumas abordagens classicas. Enquanto boa parte dos métodos de identificacdo
obtém inicialmente um modelo de elevada ordem e entdo procedem a técnicas de
reducdo, a abordagem por subespacos destaca-se por primeiramente obter uma
sequéncia de estados reduzida, identificando em seguida diretamente 0 modelo de baixa

ordem.

Dados de entrada
e saida xi, yy

identificacdo identificacdo
por subespacos classica

A 4

seqiiéncia de Y
estados de ordem Modelo de
reduzida ordem elevada
minimos reducgdo
v quadrados do modelo
Modelo de Modelo de
ordem reduzida ordem reduzida

Figura I11.8 — Sistemas de identificacdo na busca da obtencéo de
modelos no espaco de estados, destacando-se a abordagem dos
métodos dos subespacos da abordagem classica (VAN
OVERSCHEE, 1995).

O grande éxito do algoritmo de identificacdo por subespacos de Van
Overschee consiste na aplicacdo da formulacdo do filtro de Kalman (GELB, 1974) na
demonstracdo de como se podem estimar os estados diretamente a partir dos dados de
saida utilizando-se apenas ferramentas da algebra linear, sem o conhecimento do

modelo matematico do sistema.
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As fases principais dos métodos dos subespacos podem ser observadas na
Tabela I11.1. Inicialmente, de forma inovadora, determina-se a seqliéncia do vetor de
estados do sistema dinamico diretamente a partir dos dados de entrada e saida (ou
apenas saida) sem se conhecer 0 modelo matematico (matrizes do sistema) fazendo-se
uso de ferramentas de algebra linear (decomposicdo QR e decomposicdo em valores
singulares). Uma vez conhecidos os estados, podem-se obter em seguida as matrizes do

sistema por minimos quadrados.

Tabela 111.1 — Tabela sintese dos algoritmos de identificacdo por
subespacos (VAN OVERSCHEE, 1995).

Fase da Identificacio | Interpretacio geométrica Algoritmo aplicado

Seqliéncia de estados | Projecéo .
. Decomposicao QR
(ordem elevada) (ortogonal ou obliqua)

Sequéncia de estados | Determinagdo de subespago | Decomposicdo em valores
(baixa ordem) de dimenséo finita singulares (SVD)

Matrizes do sistema Relagdes lineares Minimos quadrados

De forma analoga a outros métodos no espaco de estados ja apresentados, o
método SSI trata das saidas do sistema de forma agrupada em uma matriz de dados na
forma de Hankel, com 2i blocos de linhas e j colunas. Dividindo-se essa matriz em
“passado” e “futuro” tem-se, utilizando-se a notagdo de VAN OVERSCHEE (1995):

7 Yi-i |
Vi YVier 0 Yiwj-s
Hy, - Yiet Vi Vivjo _ H0|i—1 _ Hpassado (111.113)
12~ Ji Yier yi+j*1 Hi|2i—1 Hfuturo
Yiv:  Vie2 Vit j
[ Yaier Yo 0 Vaivjo2 |y

onde os termos subscritos das matrizes de dados denotam o primeiro e o ultimo

elemento da primeira das j colunas, e as matrizes H,, , e H,,_,, respectivamente
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denominadas de matrizes de dados “passados” e “futuros”, s@o obtidas pela divisdo em

partes iguais (de mesmo numero de linhas) da matriz H,, ;.

O numero de linhas da matriz de dados deve ser maior que a ordem do sistema
a identificar, lembrando-se que a dimensdo maxima do espaco de estados corresponde
ao numero maximo de autovalores que podem ser identificados. A fim de se utilizar
todas as s amostras de dados o namero de colunas deve ser igual a s—2i+1, ndo
devendo ser menor que 2i—1 (DE COCK et al., 2002).

Outra definicdo importante nos métodos dos subespacgos consiste na (matriz)
projecdo do espaco-linha das saidas “futuras” no espaco-linha das saidas “passadas”,
onde espaco-linha é o subespaco formado pelas linhas da matriz (de Hankel) das saidas,

considerada como um conjunto de vetores:

P =H,/H, (111.114)
T
-H, H'(H 0] H, (111.115)
RZI T
_ 111116
e (n.116)

onde 7 ¢€aprojecdode H, em H ,;
H , € a matriz de dados “futuros”;
H , é a matriz de dados “passados”;

( )Jr € 0 operador da pseudo-inversa de Moore-Penrose;

R,,, R;, e Q] sdo blocos da decomposicio QR da matriz de dados Hy, , na
forma da Eq. (111.117).

pi p pil)
R = R “~

pt$ R]] 0 0 ]T
Hy ;= pT|Ry Ry 0 |[0F

pi-DT |R;; Ry, Rys||0F (11.117)
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VAN OVERSCHEE (1995) demonstra que a matriz projecdo 2. descrita

acima pode ser fatorada em termos da matriz observabilidade O; e a sequéncia de

estados preditos S‘,.:

c
cA
A |5 Sy - Si,u]=08, (111.118)

3
[

cAi-!

Nas palavras de PEETERS (2000), esta projecao busca “reter a informacao nas
saidas passadas que podem ser uteis para se predizer futuro”. Sua interpretacdo
geométrica pode ser vista na Fig. 111.9 abaixo. BRINCKER e ANDERSEN (2006)
atentam que para processos estocasticos Gaussianos, a operacdo de projecao

corresponde algebricamente a uma funcéo das covariancias das saidas.

Iif

(.

>
P.

1

> H,

Figura I11.9 — llustragcdo da projecdo ortogonal do espaco-linha
das saidas futuras no espaco-linha das saidas passadas
(PEETERS, 2000).

A fim de se obterem estimativas das matrizes O, e S, bem como a ordem do

modelo, procede-se a decomposicdo em valores singulares da expressdo da matriz

projecédo P. obtida na Eq. I11.116:

0 0

R31

n o, vl "H

T
Eﬂ or (111.119)
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O numero de autovalores ndo nulos (tomados a partir de um threshold adotado

numericamente como zero) que compdem a matriz X', indica a ordem do sistema, e as

matrizes de observabilidade e a seqiiéncia de estados podem ser admitidas como:

0,=U,z!? (111.120)
S, =zl ol (111.121)
-0/ P (111.122)

Uma vez obtidas as estimativas dos estados, pode-se proceder a identificacdo

das matrizes do sistema a partir da formulagéo do espaco de estados:

F”’} - {A}Sy +[”W} (111.123)
Hy c Py

onde H,, é a matriz de dados com apenas um bloco de linhas e p,, e p, sdo 0s

ili
residuos.
A sequéncia de estados S’i” pode ser obtida analogamente a Eq. 111.122 pela

redefini¢do da divisdo da matriz de dados, ou seja, pela adicdo de um bloco de linhas de
dados as matrizes de dados “passados”, ao mesmo tempo em que se retira 0 primeiro
bloco de linhas das matrizes de dados “futuros”. VAN OVERSCHEE e DE MOOR

(1996) mostram que isso corresponde algebricamente a:

8., =0}, P, (111.124)
o H o/

P ,=H;/H,=[R; R;] 0! (111.125)

0, ,=0;(1:p(i-1),:) nanotagio do MATLAB (111.126)

ou seja, a matriz Z_; pode ser calculada diretamente pelos blocos da decomposi¢do QR

apresentada na Eq. I11.117, e O,_, pode ser obtida deletando-se as p Ultimas linhas da
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expressdo de O; , conforme apresentado na Eq. 111.126 na notagéo do MatLab, sendo p

0 nimero de respostas do sistema.

Uma vez que os residuos p,, e p, sdo admitidos como ndo-correlacionados

com os estados, estimativas assintoticamente ndo-tendenciosas para as matrizes 4 e C

podem ser finalmente obtidas por minimos quadrados:

onde ( )T € 0 operador da pseudo-inversa de Moore-Penrose.

RZ]

[ n] e

(111.127-a)

(111.128-b)

Existem diversas variantes do algoritmo sucintamente apresentado acima.
Pode-se demonstrar (VAN OVERSCHEE, 1995) que essas diferencas podem ser

colocadas simplesmente como a adogédo de ponderagdes distintas a esquerda (W;) e a

direita (W, ) das projecdes P.

1

antes de se proceder a decomposicdo em valores

singulares. A tabela I11.2 apresenta trés diferentes algoritmos segundo abreviacdes e

nomenclaturas de ARUN e KUN (1990) e as respectivas matrizes peso, onde cov[ ] é o

operador de covariancia entre matrizes

Tabela 111.2 — Relacdo entre algoritmos de identificacdo de
sistemas estocésticos e pesos das matrizes de projecdo (VAN

OVERSCHEE, 1995).

Sigla | Referéncia do algoritmo W, W,
UPC Unweighted Principal I I
Component
. . . -112
CVA | Canonical Variate Analysis (COV[H H f] ) 1
PC | Principal Component 1 H; (COV[HP H, ]}”2 H,
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PEETERS (2000) propde ainda uma alteracdo ao algoritmo de forma a se
utilizar somente alguns GL de referéncia na matriz Hankel de saidas “passadas” a fim
de se diminuir a quantidade de dados utilizados, e com isso diminuir o esfor¢o
computacional e o tempo de processamento. A técnica desdobrada por essa alteragio
deu a denominacdo de SSI-DATA.

I1.3.5 — Técnicas de Estimacao de Funcoes de Decaimento

Na extensa bibliografia que trata da teoria de analise modal podem ser
encontradas ainda varias outras técnicas e variacdes além das transcritas neste texto.
Dentre tantas outras abordagens existentes e ndo classificadas nos itens anteriores deste
capitulo, pode-se destacar a Random Decrement Technique (RDT). A técnica RDT tem
como premissa basica converter respostas aleatorias devidas a estimulos desconhecidos
aleatorios na funcédo de resposta a impulso (IRF) do sistema. Uma vez estimada a IRF,
0s parametros modais podem ser obtidos a partir de qualquer uma das técnicas do
dominio do tempo.

A técnica RDT foi desenvolvida essencialmente por Henry Cole no final da
década de 60 e inicio dos anos 70, na NASA, com a anéalise da resposta dinamica de
estruturas espaciais submetidas a carregamentos do ambiente de operacdo. Desde entdo
ja se buscava a identificacdo “em servigco” das caracteristicas dinamicas das estruturas e
a deteccdo de eventuais danos. Cole procurava especificamente uma forma de melhorar
as estimativas do amortecimento, e a técnica RD foi desenvolvida na tentativa de se
obter, a partir de uma série temporal aleatéria (random), a expressao do decaimento
(decrement) de vibracdo livre da estrutura (ASMUSSEN, 1997).

A técnica baseia-se na hipdtese de que a resposta aleatéria da estrutura no

momento ¢, +: € composta de trés partes: a resposta aos deslocamentos iniciais no
momento ¢, a resposta devida a velocidade inicial também em ¢, , e a parcela aleatéria
devida ao carregamento aplicado a estrutura no periodo #, a ¢, +¢. Operando-se a média

de segmentos do sinal aleatério da resposta tomados toda a vez que o deslocamento
assume um determinado valor arbitrado (triggering points), admitindo-se ainda que o
sinal da velocidade varia aleatoriamente no tempo, poderia se verificar que ao se
aumentar o numero de médias, a Unica das trés parcelas da resposta que restaria seria a

resposta de vibragdo livre ao deslocamento inicial arbitrario.
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A Fig. 111.10 extraida da Tese de ASMUSSEN (1997) ilustra bem o processo
de célculo da funcdo RD: a partir de uma sequéncia de dados identificam-se
inicialmente doze pontos de triggering (“level crossing”); em seguida somam-se
sucessivamente segmentos da sequéncia de tamanho fixo tomados a partir desses
pontos; grafico a grafico e possivel observar-se a funcdo RD resultante (linha cheia) e o

segmento do sinal corrente em linha pontilhada.

Tempo (s)
] ] T T T T 21 T
o 12 38 5,8 TE [V 1z
- A “35 £ 2 '“ £, -‘“'r il"! I("-. ™ »
AN AT A A AN S A N AN AN A T RN AW AN A
* 0 th &K.; ] 'r ;' \xf : W J‘ § __e‘t "K .‘r k\/ “t [ }' V! ‘\_s‘ "v_::\».v‘l
-2 W u Y v ‘.a" "1.! i
1 1 1 1 1 1 1 1
-40 0.5 1 1.8 2 25 3 3.5 4
21 N=1 _{'\ 2| N=2 - o1 N=3
>4 r\\" fr T'\‘ ;f -k»' ﬂ\ r/ \‘.
é 0 ‘E\ ;l! “i I.‘t a -}”& I.."‘t .-'Ix'([ 1] B ;f 5 //
‘%H / i" ;r .'_""\Q/ L &R\ /fl‘ '\\ /f V'\‘ A
2 A - -2
0 Q2 0.4 Q @2 2.4 @ 0.2 0.4
2p M7 Co 2 N1 2L N-12
AN A A DA
=Y W4 \of \J \o/ NS
=7 L - - =2
1] a2 04 0 02 0.4 o 0.2 0.4
T T T

Figura 111.10 — Conceito da técnica RD, apresentando-se no primeiro
grafico o sinal aleatorio da resposta de um sistema e os doze pontos de
triggering (“level crossing™), e nos graficos sucessivos a funcdo RD
resultante (linha cheia) e o segmento do sinal corrente em linha pontilhada
(ASMUSSEN, 1997).

Uma expresséo da estimativa da funcdo RD (auto-RD) pode entéo ser colocada

como:
Ji N
(r)==>x(t; +7)|[x(t;) = a] (111.129)
Nt:J

onde  D,, éuma estimativa da funcio RD;
¢ é avariavel temporal dentro de Dyy ; e
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N € 0 nimero de pontos de triggering.

A funcdo RD cruzada, dentro da perspectiva da analise modal de sistemas com

varios GL (e varias respostas), pode ser colocada como:

By ()= 2 ole, + ) [xle,)=al (11.130)

onde o primeiro indice refere-se ao GL onde a média esta sendo calculada, e o segundo
indice refere-se a resposta do GL onde a condicédo de triggering esta sendo imposta.
Ainda na década de 70, publicacbes do grupo de trabalho de Cole
recomendavam o calculo de médias com aproximadamente 2000 segmentos para se
obter estimativas satisfatorias de amortecimento e frequéncia natural. Investigavam
também desde entdo outras formas de triggering, como por exemplo, a condigdo de
“cruzamento pelo zero com tangente positiva” na analise da resposta de deslocamento,
0 que acreditava-se permitir a obtencdo da funcdo resposta a impulso (IRF) da estrutura.
ASMUSSEN (1997) consolida o formalismo tedrico envolvendo as estimativas
das funcbes RD iniciado na década de 80. Define a técnica RD como um método que

transforma processos estocasticos X, (t) em funcgdes RD, que por sua vez sao definidas

como o valor médio de um processo estocastico na condi¢cdo de um outro processo

estocastico:

DXqu(z'):E[Xp(t+r) | qu] (11.131)

Onde Ty, é a condicao de triggering generalizada envolvendo o processo

estocastico x (), podendo ser colocada como:

T, =la,<X,<a, b<X, <b,| (111.132)

q

Admitindo-se 0s processos estocasticos como estacionarios e gaussianos de
média nula, podem-se exprimir as fungdes RD como proporcionais as funcGes de

autocorrelacdo e suas derivadas através da expressao:
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RX X ~ RIX X -~
Dy, (7)= Pq(r)wl+ pf(rxb (111.133)

2
Pq O-X GX
q

q

onde Ry (r) éafuncgdo autocorrelagdo (ou correlagdo cruzada quando p#q);
o2 € avariancia do processo X ;

a e b sdo os niveis das condicBes de triggering, funcdes das extremidades
(a1€ ay, by € by) € das fungOes densidade de probabilidade do processo x, .

Essa proporcionalidade foi demonstrada inicialmente em 1982 por
VANDIVER et al. para a condicdo de triggering de cruzamento por um ponto e, a partir
desse momento, a técnica RD passou a ser explorada mais como uma metodologia
numericamente eficiente de se estimar a funcdo de autocorrelagdo (ou correlacéo
cruzada) de um processo estocastico, permitindo que outras técnicas de identificacdo de
estruturas no dominio do tempo a partir de respostas impulsivas proporcionem
estimativas consistentes dos parametros modais (BRINCKER et al., 1991, IBRAHIM et
al., 1996).

O fator decisivo para uma boa estimativa da funcdo RD € o nimero de médias
realizadas, ou seja, numero de pontos de triggering, que por sua vez sdo funcdo das
faixas de triggering adotadas. ASMUSSEN (1997), ap0s varios testes, recomenda 0 uso
da condicéo de triggering de “ponto positivo”, ou seja:

Ty ={ a,<X(t)<a, —w<X()<wf a,>0 (111.134)

A condicdo acima pode ser considerada como a generalizagdo da condicéo de
“passagem por nivel” (level crossing) na analise de respostas discretas amostradas no
tempo. Quando os sinais forem longos o bastante, podem-se utilizar outras condicGes de
triggering, como 0 “méximo local” ou o “level crossing”. Entretanto, é recomendado
ndo se utilizar a condicdo “passagem pelo zero” (zero crossing), pois proximo ao zero o
ruido apresenta uma maior influéncia no sinal, podendo-se induzir ao entendimento da
existéncia de falsos pontos de triggering.

Em se utilizando a condicdo de “ponto positivo”, deve-se determinar os niveis
de triggering. ASMUSSEN (1997) sugere que se escolha dentre todos os sinais de
resposta um Unico como referéncia, preferencialmente aquele com maior desvio padréo,

e se proceda testes de sensibilidade para diferentes faixas, como por exemplo:
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[0,5 ; 1,0]
la,  a,]=4[10 ; 15] o©,,a,>0 (111.135)
[],5 ; oo]

Ap6s a definicdo de diferentes faixas, pode-se verificar a qualidade das
estimativas obtidas a partir da observacdo da invariancia na forma das fungdes RD (por
simples observacdo ou atraves de funcBes semelhantes a MAC - Modal Assurance
Criterion). Por fim, seleciona-se a faixa mais conveniente levando-se em conta o
esforco computacional versus a qualidade das estimativas. Outra forma para se validar
as estimativas consiste na verificacdo da simetria das funcGes de autocorrelacdo de
processos estacionarios gaussianos. Isto pode ser avaliado ao se obter a média entre 0s
valores encontrados das funcbes RD obtidos a partir do sinal tomado com passos
positivos no tempo e também com “passos negativos” (rnegative time lags), ou seja, “de
tras pra frente”.

O numero de pontos a ser utilizado nas estimativas das fun¢bes RD deve ser
avaliado a partir da andlise da consisténcia obtida para as estimativas da fungédo de
autocorrelacdo, tendo-se em mente que o erro nos valores das estimativas costuma
aumentar conforme a resposta se afasta dos pontos de triggering. KIJEWSKI (2003)
relata serem apenas os primeiros ciclos das fungbes RD capazes de fornecer boas
estimativas do amortecimento, aspecto sempre dependente do ndmero de médias

viabilizadas.

I11.4 — Técnicas no Dominio Tempo-Frequéncia

A Transformada de Fourier de sinais aquisitados a partir da monitorizacéo de
sistemas estruturais tem sido historicamente uma fundamental ferramenta na
identificacdo de estruturas por meio de suas caracteristicas dinamicas (EWINS, 1984).
Entretanto, essa transformada fornece uma representacdo do contetdo em frequéncia de
um sinal assumido infinito, sem informacdo sobre a localizacdo no tempo de suas
componentes, e sem permitir a identificacdo (e retirada) de perturbacdes transitorias de

altas freqliéncias, dificultando o tratamento de sinais com ruido:

F(o)= [ f(e)e™ dr (111.136)
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A localizacdo no tempo na Transformada de Fourier pode ser obtida pelo
enjanelamento do sinal, cortando-se “fatias” da funcdo bem localizadas no tempo e
entdo procedendo ao célculo das transformadas. A transformada obtida é conhecida por
Windowed Fourier Transform — WFT (DAUBECHIES, 1992) ou Short Time Fourier
Transform- STFT (VAIDYANATHAN, 1993).

Muitas fungbes de enjanelamento g foram utilizadas, a maioria apresentando
suporte compacto e razodvel suavidade (DAUBECHIES, 1992), em geral bem

“concentradas” no tempo e em freqliéncia:
FSTFT(a)vt)zIf(S)g(S_t)e_imdS (11.137)

Para sinais discretos (digitais), onde ¢ e w sdo representados por multiplos

igualmente espagados, t=n-t, € ® =m-®,, tem-se:

Fyer (m,n) = [ £(s)g(s =ty e ds (111.138)

A Transformada de Gabor (GABOR, 1946) é essencialmente uma STFT (Short
Time Fourier Transform) com uma janela gaussiana modulada. As janelas s&o definidas

por uma familia de funcdes y, , indexadas por dois parametros (a)b) denominadas de

funcBes de Gabor:

we(t)= exp(— a’t’ )exp(icot) (111.139)

ou conforme mais comumente encontrada hoje (TODOROVSKA, 2001, BOLTEZAR e
SLAVIC, 2002):

2

t//G(t)=k-exp[— ! Zj-exp(ia)t) (111.140)
20

V 6(on) (1) = (= b)-explio(t - b)] (111.142)
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onde g € a funcdo de enjanelamento (gaussiana), b é o atraso no tempo, w é a freqliéncia
de modulacdo da funcdo de enjanelamento, « é o inverso da dispersdo (arbitraria) da
funcdo no tempo, o € a dispersdo da funcdo em termos do desvio padrdo e £ € uma
constante normalizadora.

A transformada de Gabor pode ser definida como o produto interno entre a funcéo

em analise e a familia de funcdes v, ), recebendo analiticamente as representagdes da

w,b

Eq. 111.141:

FGapor (a),b) = <f!l//g(w,b)> = If(t)l//;(a),b)(t)dt
= [ £0)g5 )
= [ 10 (t=b)e ™ ar (111.142)

A transformada de Fourier da funcdo de Gabor tem a forma:

¥ 0 (@) =exp(=i@b)- ¥, (o)
=k~exp(—i5b)-\/Z-a-exp[—é(a)—c?)zazj (111.143)

As funcbes g, consistem da mesma funcdo de enjanelamento (ou

“envelopamento”) g , transladadas para as localizagcbes no tempo de interesse, e

“preenchidas” com oscilacGes em alta frequéncia, todas possuindo a mesma “largura”
no tempo. Esta “largura” ou resolucdo no tempo mostra-se determinante para a
observacao da localizacdo temporal de diferentes componentes do sinal: janelas maiores
implicam na obtencdo de melhor resolucdo em freqliéncia, enquanto janelas menores
induzem a melhor localizagdo no tempo (BUCHER, 2001). A Fig. 111.11 apresenta duas
funcOes de enjanelamento gaussianas, para diferentes modulacGes em frequéncia,

apresentando a mesma definic¢do (“resolu¢éo”) no tempo.
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Figura 111.11 — Funcbes de enjanelamento gaussianas, para
diferentes modulacdes em frequéncia, apresentando a mesma
definicéo (“resolucdo”) no tempo;

As funcbes de Gabor séo, portanto, definidas pelos seguintes pardmetros:

fo : freqiiéncia média (ou central);

T=1/fy : periodo médio da funcéo;

At : duracdo (resolucdo) no dominio do tempo;

A banda (resolugdo) em frequiéncia.

As resolugbes Ar e Aw , analisadas de uma forma mais ampla, medem,
respectivamente, a habilidade da funcdo de distinguir sucessivas informagdes no
dominio do tempo e da frequéncia.

MORLET et al. (1982), estudando aplicacGes geofisicas das transformadas
tempo-frequéncia (Gabor/STFT), e desejando analisar sinais sismicos com diferentes
desdobramentos no tempo e na frequiéncia, geralmente caracterizados por componentes
de alta frequiéncia com menor duragdo no tempo, introduziu importantes alteracées nas
funcdes das transformadas.

Desejando obter bons resultados através da aplicacdo de apenas uma
transformada, sem ter que arbitrar tamanhos de enjanelamento (na STFT), estabeleceu
fungdes da transformada de uma forma diferente: a partir de uma funcdo exponencial
complexa (ou uma funcdo cosseno, numa analise no campo dos reais), submeteu-a a
uma janela gaussiana, por vezes comprimida, por vezes distendida no tempo. Permitiu-
se ainda a estas fungdes que se transladassem no tempo.

Surgia uma nova transformada com uma grande diferenca da STFT. As

funcGes propostas por Morlet possuem “larguras” no tempo adaptadas as suas
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freqiiéncias: funcdes de alta frequéncia sdo mais estreitas enquanto funcdes de baixa
freqliéncia sdo mais abrangentes (vide Fig. 111.12 e 111.13).

Morlet batizou as funcdes de sua transformada de “wavelets of constant shape
ratio” como forma de diferencia-las das funcbGes de Gabor, por apresentarem, no
dominio da freqiéncia, a banda proporcional a freqiéncia central, conforme aponta a
Eq. 111.144.

ﬁ:k; e %:k;, logo AtzT-k'Zzi-k;:Z—”~k'2 (111.144)

Jo Jo @y

onde k; e k, sd0 constantes arbitrarias e , é a frequéncia média (central) em

radianos.

As resolugdes Ar e Aw podem receber valores arbitrarios, como, por exemplo,
o intervalo limitado pelos pontos onde a gaussiana (no tempo) assume metade do seu
valor maximo - full width at half maximum (FWHM). No caso da gaussiana, esse valor

é 20+/2In2 no dominio do tempo, onde o € o desvio padrdo. Logo:

2
At=202In2 =67 = 8Alt . (111.145)
n

A familia de funcbes de Morlet é, portanto, montada a partir das fungdes de
Gabor, entretanto, apresentando modulagdes varidveis, dependendo da representacao da
sua banda em freqiiéncia, e normalizacdo para amplitude méaxima unitaria no dominio
do tempo (MORLET et al., 1982, BOULAHBAL et al., 1999, TODOROVSKA, 2001):

2
v, () = exp(ia)(,t— ; Zj (111.146)
O

onde: A¢ _i (para k, igual a 2);
@y

i 2

W, = - ~ 5.3364..., para o = 1 ; (DAUBECHIES, 1992
" od2inz A2 P ( )
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Figura 111.12 - Wavelet de Morlet, para At=20ms e
f, =50Hz , com seus valores reais em linha continua, e 0s

complexos em linha pontilhada, envolvida pela gaussiana.

A vasta utilizacdo da wavelet de Morlet se deve principalmente ao fato da
mesma ser descrita por meio de uma funcdo analitica, bem como sua transformada de

Fourier:

TM(w):maexp(_My} (111.147)

Calculando-se a resolucdo em frequéncia da wavelet a partir do FWHM de sua
transformada de Fourier (MORLET et al., 1982), obtém-se:

24/2In2 > 8In2
= —> 0 =

Aw
o Aw’

(111.148)

A wavelet apresentada acima estd “normalizada” para apresentar valor unitario

em seu pico maximo (no dominio do tempo), para o tempo central ¢, =0 ; Outras

normalizagdes e valores de resolugio no tempo (o) sdo encontradas na literatura, como

as apresentadas a seguir:
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2
vy (t)= exp[ia)(,t - %] , STASZEWSKI (1997); (111.149)

1 , t?
W (t):%exp(za)ot—7j , FARGE (1992); (111.150)
Wy (t)= ! exp ia)ot—i , TEOLIS (1998). (111.151)
AN To 0'2

Poucos anos ap6s a exposicdo de Morlet, as funcdes da sua transformada
deixaram o circulo dos geofisicos, passando a ser chamadas somente por wavelets. O
caminho evolutivo da transformada desde esse momento até os dias de hoje, bem como
a ligacdo a antigas idéias e procedimentos de diferentes campos da engenharia, fisica,
computacdo e matematica encontram-se descritos de forma bastante interessante em
DAUBECHIES (1996).

111.4.1 — A Tranformada Wavelet Continua

As tranformada wavelet de um sinal pode ser generalizada (DAUBECHIES,
1992) como:

Fyr(a,b)= % | f(t)t//*(%jdt (111.152)

Esta forma integral da transformada recebe o nome de Transformada Wavelet
Continua (CWT), e pode ser entendida, assim como a Transformada de Gabor, como o
produto interno de uma funcdo f com uma familia de funcdes indexada por dois
parametros:

goplt)=e"g(t=b),

Vb (t) = ét//(%) , wavelet, sendo w a wavelet-mée. (111.153)
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Onde 1/\/5 ¢ o fator de normalizacdo da wavelet, fazendo com que todas

possuam a mesma norma no espaco integral quadratico L’ :

W e dt = [w(e) de (111.154)

Vas (t]‘ = j<%,b(t)’ ‘//a,b(t»dt - .[

Conforme o parametro a (escala) muda, a wavelet cobre diferentes faixas de
freqliéncia: valores altos de a correspondem a frequiéncias baixas (escala “grosseira™),
enguanto valores baixos implicam em frequéncias altas (escala “refinada”). Mudando-se

0 parametro b, move-se o centro da localizacdo no tempo da funcdo: cada l//a,b(t) se

localiza em torno de =b (Fig. 111.13). A CWT pode ser definida também como uma
integral de convolugdo do sinal em anélise com versdes escalonadas e transladadas da
wavelet-mae (STASZEWSKI, 1997).

O parametro a apresentado na definicdo da CWT surge entdo como o fator de

escala entre as resolugdes no tempo e em freqiiéncia das wavelets escalonadas Az, e

Af, eas resolucdes Ar e Af da wavelet-mée de Morlet:

A1 (111.155)

sendo ¢ e f'as variaveis independentes de tempo e freqliéncia do sinal a analisar. Logo, a
wavelet de Morlet escalonada e transladada pode ser colocada na forma:

Vit (a) ) = %WM (%) = %exp[— (t;bjz /202 } exp[ia)(, (%ﬂ (111.156)

E sua transformada de Fourier:

¥ 1t (o) (@) = EXP(=ib)- ¥, (a) (111.157)
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A Fig. 111.13 apresenta trés wavelets de Morlet ¥, ,, para diferentes valores

de translacdo b e escala a, sendo representados em linha cheia os valores reais e em

linha pontilhada os valores imaginarios das fungoes.
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Figura 111.13 — Trés wavelets de Morlet para diferentes valores
de translacdo b e escala a.

A partir da expressdo da transformada de Fourier da wavelet de Morlet,

percebe-se que o seu valor maximo se da para @ = @,. Logo, torna-se interessante

escalonar a variavel independente da frequéncia como sub-multiplos de o,

(STASZEWSKI et al., 1994):

a):&:a:% (111.158)

a

A obtencdo do valor do parametro de escala a podera ser procedida
diretamente pela expressao acima somente quando a frequéncia de amostragem de uma
wavelet for igual a freqliéncia de amostragem do sinal a analisar (STASZEWSKI et al.,
1994).
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Para sinais discretos no tempo, a maxima freqiiéncia que a CWT (bem como
qualquer outra transformada) poderd representar € limitada pela freqiéncia de

digitalizagdo f;, e é a frequéncia de Nyquist (MITRA, 1998):

fmax < fNyquiSt = % (I “159)

Desta forma, pode-se obter um elemento (valor de par ordenado) da CWT para
um dado valor de frequéncia (fator de escala) e resolucdo em freqiiéncia. A diferenca
principal entre a CWT e a STFT consiste na forma das fungGes de analise g, , e v, .

Como resultado desta diferente representacdo no tempo, a transformada
introduzida por Morlet (e as tranformadas wavelet, em geral) apresenta-se mais eficiente
na identificacdo de freqliéncias altas de curta duracdo, e por isso, consegue trabalhar
melhor com sinais contaminados por ruidos. Desta forma, conclui-se que a CWT
consiste numa poderosa ferramenta que corta sinais em diferentes componentes em
freqgiiéncia, e entdo estuda cada componente com a resolugédo ajustada para sua escala,
enquanto que a STFT apresenta diferentes resultados, em fungdo do tamanho da janela
definido (e constante).

O sinal original analisado pode ainda ser reconstruido a partir de sua
transformada wavelet (DAUBECHIES, 1992):

r)=-L [ L (@ b)y, () da db (111.160)

C,/, 0 J-og

A constante C, depende somente de y , devendo ser finita para que a

expressao acima faca sentido (Eq. 111.161).
b 4
C =27zj||(—a’)|dw<oo (111.161)

Se a wavelet y for definida em L', entdo sua transformada Fourier ¥ é
continua, e C, € finito somente se ¥(0)=0. A condigdo de DC nulo indica que as

wavelets  apresentam um espectro em frequéncia do tipo passa-faixa
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(VAIDYANATHAN, 1993, BURRUS et al., 1998). Significa também que a wavelet

deve apresentar média nula no dominio do tempo:
j w(t)dt =0 (111.162)

Esta restricdo representa a propriedade mais importante das wavelets: a
admissibilidade; sendo ela que da a estas fungdes seus aspectos geométricos de
transitoriedade e suavidade (wavelet, “pequena onda”, ondelette em francés).

Apesar de possuir infinite support (DAUBECHIES, 1992), a wavelet-mae de
Morlet apresenta valores cada vez menos significativos conforme se afasta de seu tempo
central, tendo a condicdo de admissibilidade praticamente satisfeita para valores de

@, >5 (com o =1),com DC na ordem de grandeza de 10°® para w, =5,3364.

A Transformada Wavelet Continua apresenta seus pardmetros de dilacdo e
translagdo (a,b) variando continuamente no conjunto dos nimeros reais (a #0). A

discretizacdo destes parametros, e a consequente retirada da redundancia da
transformada continua (que mapeia um sinal unidimensional numa funcdo bi-
dimensional) tém sido objeto de estudo de varios pesquisadores, constituindo a base da
formulacéo da Transformada Wavelet Discreta - DWT (DAUBECHIES, 1992).

LIN e QU (2000) concluem em seus trabalhos, entretanto, que para a analise de
problemas relacionados a estimacdo de propriedades de um sinal, a transformada
wavelet continua com fungdes complexas se apresenta como melhor alternativa quando

comparada a transformada continua real ou a transformada discreta.

I11.4.2 — Representagdes no Plano Tempo-Frequéncia

Uma wavelet com parametro de escala a >1, tem « vezes menor frequéncia que
sua wavelet-mae, sendo melhor localizada em freqliiéncia, em detrimento de sua
localizacdo no tempo. O paradigma acima é bem conhecido na mecénica quéantica como
0 principio da incerteza de Heisenberg, que afirma ser impossivel a determinacao
simultanea do tempo e da freqiiéncia de um determinado fenémeno.

A localizacdo tempo-frequéncia de uma wavelet, ou seja, sua posi¢do central e
desdobramento no tempo e na freqiiéncia, pode ser caracterizada através de retangulos

similares a caixa de Heisenberg (MALLAT, 1999), dispostos em funcdo da média e
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resolucdo (por exemplo, desvio-padrdo) da expressdo de v, (t) no tempo e de ‘I’b(a))

em frequéncia. Logo, uma melhor localizagédo no tempo de um sinal somente pode ser
alcancada a custa de uma pior localizacdo em frequéncia.

A propriedade de localizacdo no tempo da Transformada de Gabor depende da
largura (fixa) da janela Gaussiana escolhida. Como seu suporte no tempo é constante
em todas as frequiéncias, pela aplicacdo do principio da incerteza de Heisenberg, a
resolucdo em freqliéncia também serd constante, dividindo o plano tempo-frequéncia
em retangulos idénticos, conforme ilustrado na Fig. 111.14-a.

J& a CWT baseada na wavelet de Morlet divide o plano tempo-frequéncia
segundo retdngulos de mesma &rea, entretanto com formas diferentes (Fig. 111.14-b).
Para a definicdo inicial de resolucdo no tempo e na frequéncia de Morlet, o valor da

area do retangulo é:

_8In2
T

At-Af =0,8825... (111.163)

A precisdo em frequéncia na Transformada de Gabor (e também na STFT)
depende somente da incerteza da gaussiana em fregliéncia, ou seja, aumentando-se 0
valor de o na expresséo de ://(t), aumenta-se a definicdo em frequéncia. J& na CWT de
Morlet a precisdo relativa em frequéncia é constante, ou seja, quanto menor a
freqliéncia em analise, maior sua precisdo. Para se aumentar esta precisdo, aumenta-se o
valor de o (espalhamento no tempo) ou diminui-se a frequéncia de analise (em termos

relativos).
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Figura 111.14 — Plano apresentado por MALLAT (1999):

(a) retangulos tempo-frequéncia representando a distribuicdo da
energia de dois pares ordenados da transformada de Gabor, onde
o, € a resolucdo (incerteza) da funcdo de Gabor no tempo, e

o, € aresolucdo da fungéo no dominio da frequiéncia;

(b) retangulos tempo-frequéncia representando a distribuicdo da
energia de duas wavelets, v, € v, , * quando a escala a

diminui (e a frequéncia aumenta), o suporte no tempo é
reduzido, mas a banda em frequéncia aumenta, e vice-versa.

I11.4.3 — Estimacao da Freqiiéncia Natural e Amortecimento

A CWT é uma convolucdo da seqiiéncia de dados (resposta a impulso) com
uma versdo transladada e escalonada da wavelet-mde. Esta convolucdo pode ser
calculada no dominio de tempo ou no dominio da frequéncia. Na CWT, para cada valor
de escala utilizado, a correlacdo entre a respectiva wavelet e a funcdo a analisar é
calculada. A menos que se deseje a reconstru¢do do sinal original, ndo ha restricbes
guanto ao numero de escalas utilizadas nem ao intervalo estabelecido entre elas. O
espectro gerado pode utilizar escala linear ou logaritmica, podendo-se ainda, no
algoritmo da convolugdo no tempo, obter-se uma faixa restrita de frequéncia (“zoom”).

A CWT mapeia a funcdo em andlise (discretizada em N pontos) em uma
funcdo bi-dimensional, ou seja, com N valores espectrais para cada escala utilizada,
cada uma delas exigindo uma transformada de Fourier inversa. O custo computacional
do processo apresenta-se como um fator limitante. O beneficio desta redundancia no
calculo da CWT ¢é o acurado espectro tempo-frequéncia obtido. A avaliacdo de diversos

algoritmos de célculo da CWT pode ser encontrada em RIOUL et al. (1992).
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O calculo da CWT no dominio da freqiiéncia, ou seja, para cada linha de
freqliéncia, faz uso de duas operacGes bem conhecidas no processamento de sinais
digitais: Teorema da convolucdo (no dominio da frequéncia) e a Transformada de
Fourier inversa:

Forr@b)={fwns) =] 1wl (eh == jf<z>w*(ﬂjdr
= %jF(a))‘I’L (aw)e™’dw

—Ja IFT[F(a)) v, (aa))] (111.164)

A equacado acima refere-se ao calculo de uma linha de frequéncia, e ndo de todo
o plano tempo-frequéncia, logo também pode ser aplicada de forma analoga para o
calculo da STFT. Seguem abaixo dois scripts de MATLAB. O primeiro trecho
corresponde a obtencdo das escalas a partir de um intervalo de espectro de interesse. Em
seguida, cada uma das linhas da CWT (representacdes no tempo) € obtida, compondo

finalmente a matriz final.

df = 0.1;
Freq = df:df:fs/2;
wO = 5.4;

sO0 = wo/(2*pi)/(fs/2);
conversion = 2*pi/w0;

scales = 1./(Freqgq*conversion);

onde df é o passo linear em frequéncia em que é calculada a CWT;
Freq € o conjunto de valores de fregiiéncia selecionados;
df ¢ aresolucdo em frequéncia;
wo € a frequéncia média da wavelet-mae;
s0 € a escala correspondente a freqliéncia de Nyquist do sinal,
conversion € 0 fator de converséo;
scales € 0 vetor contendo as escalas referentes as freqliéncias selecionadas.
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m = length(scales);

cwt = zeros(m,N);

for linhas = 1:m
s = scales(linhas);
mother = (W>0).*sqrt(2*pi).*exp(-(s*w - w0)."2./2);
cwt(linhas,:) = sqrt(s)*ifft(Xk.*mother®)";

end

onde w é o vetor das freqiiéncias em rad/s;

Xk € a transformada de Fourier do sinal a analisar;

mother é a transformada de Fourier da wavelet-mae de Morlet ;

(w>0) corresponde a funcdo de Heaviside, utilizada a fim de se considerar
apenas os valores ndo negativos de freqiiéncia na transformada de Fourier da
wavelet-mae;

cwt € a tranformada wavelet continua tempoxfreqiiéncia (colunasxlinhas).

Para um sistema estrutural com varios graus de liberdade, a transformada

wavelet proporciona o desacoplamento dos modos de vibracdo de um sinal de

decaimento ou em regime permanente, possibilitando a identificacdo da frequéncia

natural instantanea de cada um dos modos separadamente (vide Fig. 111.15).
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o ; -
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Figura 111.15 — Amplitude da Transformada Wavelet Continua
na analise de vibracdo livre de um sistema de dois GL
(ARAGAO FILHO, MAGLUTA e ROITMAN, 2003).

As transformadas tempo-freqiiéncia funcionam como filtros passa-faixas,

desacoplando as componentes dos sinais e dessa forma permitindo a identificacdo em

separado de cada uma de suas componentes (modos). Esse desacoplamento em
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freqiiéncia pode ser tdo refinado quanto se queira, bastando para isso ajustar-se
arbitrariamente a frequéncia central da wavelet-mée (de Morlet). KIJEWSKI (2003)
sugere para a frequéncia central um valor que implique numa resolugdo em freqiiéncia
na transformada ndo inferior a um décimo de periodo fundamental do sinal analisado,
ndo devendo ainda ser menor que 5,34 rad/seg (DAUBECHIES, 1992). Na Fig. 111.16

apresentam-se transformadas CWT de um mesmo sinal para diferentes valores de «,.
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Figura I11.16 — Transfomada CWT de determinada IRF estimada
a partir de ensaio de vibragéo forcada para w, =5,34 rad / seg (a)
e para e, =18,85rad | seg = 3Hz (C) e respectivos cortes trans-

versais (b) e (d) identificando sucessivamente os trés primeiros
modos de vibracdo do sistema, para 0 passo no tempo
dt =0,0033seg € precisio em freqiiéncia df = 01Hz (ARAGAO
FILHO, MAGLUTA e ROITMAN, 2006).

A simples observagdo das sec¢Bes transversais do mdédulo da CWT no sentido

do eixo da freqUéncia permite a identificagdo aproximada das freqiiéncias naturais
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amortecidas, dentro da banda em freqliéncia da wavelet utilizada. As linhas de crista da
superficie definida sobre o plano tempo-freqiiéncia pela transformada CWT indicam a
concentracdo de energia em torno de determinadas faixas de freqliéncia.

A cada uma dessas curvas em cuja vizinhanca se estabelecem os valores
méaximos da CWT no tempo, da-se o nome de ridge (CARMONA et al., 1997). A
analise dessas curvas pode proporcionar informacdes sobre a frequéncia instantanea do
sistema monitorado bem como verificar eventuais comportamentos dependentes da
fregliéncia.

O ridge pode ser definido formalmente como o conjunto de pontos (b,a) no
dominio da transformada onde a fase do produto interno entre o sinal e a wavelet
escalonada é estaciondria (TODOROVSKA, 2001), sendo a escala a diretamente

relacionada com a freqiiéncia instantanea do sinal observado (CARMONA et al. 1997):

a,(t)=- (111.165)

onde a,(r) é a escala (freqiiéncia) da CWT no ridge e 4,(r) é a derivada da fase do

sinal.
Na curva descrita pelo ridge, a frequéncia das fungdes wavelet escalonadas

coincide com a freqiiéncia do sinal naquele momento fazendo com que os valores da
transformada se tornem maiores naquela parte do plano tempo-freqiiéncia, formando
assim a forma geométrica de um cume.

Os dois métodos mais referenciados na literatura para a detec¢do do ridge sdo
0 método Carmona, desdobrado a partir do mddulo da transformada e o método
“Marseille”, que usa a informacdo de fase da CWT (TODOROVSKA, 2001). Muito
citado também, o método simplificado (“Simple method”), desenvolve a deteccdo do
ridge pela simples localizagdo da escala a correspondente a maior amplitude da
transformada para cada valor temporal b.

Tendo-se identificado a linha de crista referente a um determinado modo de
vibragdo, podem-se obter os respectivos valores dos coeficientes da CWT, permitindo-
se pela expressdo da transformada inversa a reconstrucdo da componente do sinal no
tempo que atua naquela faixa de freqiiéncia, denominada de skeleton. A fungéo skeleton

corresponde ao decaimento desacloplado daquele modo de vibragdo e a partir dela
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pode-se estimar a frequéncia natural e o amortecimento do sistema em vibracdo livre
por técnicas simplificadas de 1GL (STASZEWSKI, 1997).
CARMONA et al. (1997) apresentam uma aproximacdo da CWT de Morlet de

sinais que possam ser representados como uma soma de func¢des co-seno com amplitude

A(t) e argumento ¢(z).

elementos de

Feyr(a,b)~ A(b) ¥, [ag (b)] explig(b))+ (111.166)

ordem inferior

O moddulo da CWT, desprezando-se as parcelas de ordem inferior, é dado por:
|Fer(a,b) ~ Ab) ‘ ¥ lag (b)) ‘ (111.167)
Na freqiiéncia natural (o, = a,m, ), feitas as substituicées, obtém-se:

¥ (a()a)n W) ‘
v, (0,0, 1-2)

|FCWT (a(),b)| ~ A, o Sonb

= In|Fy;(a,,b) ~ -éo,b+ In[Ao

} (111.168)

A partir da equacao 111.164 e 111.166 pode-se verificar, respectivamente, que a
freqliéncia natural de uma componente modal pode ser estimada a partir da derivada da
fase da transformada, e a respectiva taxa de amortecimento pode ser obtida a partir do
coeficiente angular da reta apresentada pela amplitude da secéo transversal da CWT
tomada ao longo do tempo em escala logaritmica (STASZEWSKI, 1996), para 0s
coeficientes da transformada sobre o ridge do respectivo modo de vibragao.

LAMARQUE er al. (2000), chegam a uma formulacdo similar comparando
dois picos da secéo transversal de uma CWT generalizada (no tempo):

I |FewrlanT)

| 111.169
(m—n)T ‘FCWT(a,mT)‘ (111.169)

w, &=

BUCHER (2001) desenvolve outra formulacdo para a estimagdo do

amortecimento a partir da STFT com janela gaussiana (transformada de Gabor):

136



1 0
5:—2—%-5In(|FSTFT(a)n,t)|Z) (111.170)

BOLTEZAR e SLAVIC (2002) apresentam uma expressao similar a partir da

transformada de Gabor, obtendo:

2|Fgr(@,b)

Inl 22L& A
" (47[0'252)”4

~-Ew,b +In[4,], (111.171)

onde a constante da funcéo de Gabor adotada (parametro k) é I :
(6272')”4

Uma vez identificados a freqliéncia natural e o amortecimento de cada um dos
modos, as formas modais podem ser obtidas como segunda fase da estimagéo a partir de
qualquer uma das alternativas apresentadas nos métodos no dominio do tempo.

A partir da comparacdo direta dos valores das transformadas de sinais de
diferentes GL de um sistema em vibracdo livre amortecida, pode-se, para um mesmo
modo de vibragdo e a qualquer instante de tempo, obterem-se componentes da forma
modal complexa do sistema analisado. PIOMBO er al. (2000) apresentam uma
expressao para a estimativa por minimos quadrados das formas modais aproveitando-se

trechos continuos das transformadas:

v %I{RG[FCWTP (bk’ar )] Re[FCWTq (bk7ar )]} (11.172)

> {Re[FCWTq (bk \a, )] Re[FCWTq (bk 'y )]} |

k=1

onde y,, é a k-ésima coordenada (GL) do modo normal de vibragéo r, (b,,,) é 0

intervalo utilizado para a estimagéo, a, € a escala relativa a frequéncia natural do modo

r, Foyy, € @ transformada CWT do sinal do GL p e F,, € a transformada CWT do

sinal do GL ¢ de referéncia.

I11.4.4 — Estimacao a partir de Sinais Aleatorios

Na aplicacdo das transformadas wavelet continuas ao paradigma da
identificacdo de estruturas em operacdo (sem o conhecimento das forcas dindmicas
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excitadoras) o algoritmo de identificacdo muda apenas na forma de se obterem as
funcbes de decaimento dos GL. Ao invés das estimativas prévias das IRF, utilizam-se
sinais de respostas a impulsos/impactos sucessivos, ou aplica-se a técnica Random
Decrement Technique — RDT para se obter o transiente (decaimento) a partir de sinais
estocasticos (KIJEWSKI, 2003).

As transformadas CWT de sinais de respostas a excitacdes ndo impulsivas
geralmente conduzem a decomposi¢fes no plano tempo-freqiiéncia sem identificacdo
imediata dos ridges de ressondncia. Na Fig. 111.17 pode-se observar a CWT das

respostas de uma estrutura submetida a excitagdo tipo ruido branco.

escala (linear)

0 1000 2000 3000 4000 5000 E000
tempo (dt)

Figura 111.17 — Transformada CWT da resposta de determinado
GL de sistema estrutural a uma excitacdo tipo ruido branco.

Calculando-se médias dos valores espectrais (escala em freqiéncia)
apresentados pelas secOes transversais tomados ao longo do eixo do tempo, obtém-se os
gréficos apresentados na Fig. 111.18. Pode-se perceber que conforme passamos a avaliar
um maior periodo do sinal, as fregiiéncias de ressonancia vao se tornando evidentes.

Na Fig. 111.19 apresentam-se comparativamente no mesmo grafico a
transformada CWT média de 20 segundos, e o autoespectro do sinal de 20 seg,
estimado pelo periodograma de Welch a partir de 8 e 32 médias.
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Figura 111.18 — Média no tempo das Transformadas CWT da
resposta de determinado GL de sistema estrutural a uma
excitacdo tipo ruido branco para (a) 1 segundo de analise e (b)
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Figura 111.19 — Média no tempo das secOes transversais da
Transformadas CWT da resposta de determinado GL de sistema
estrutural @ uma excita¢do tipo ruido branco para 20 seg, e
autoespectro do sinal para 0 mesmo periodo, com 8 e 32 médias,
na escala logaritmica das amplitudes.

Os picos obtidos pela média das secOes transversais em freqliéncia servem
apenas como primeira aproximacdo para a determinacdo do numero de poélos do
sistema, e das escalas onde se desdobram os ridges da transformada. Para a estimagao
das frequéncias naturais, das taxas de amortecimento e das formas modais, recomenda-

se a estimacao prévia das IRF ou fac dos GL monitorados.
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CAPITULO IV

IMPLEMENTACAO

IV.1 - Introducéo

Este capitulo tem por finalidade apresentar objetivamente os algoritmos das
principais técnicas apresentadas no capitulo anterior com vistas a analise modal de
estruturas em operacdo. Foram implementadas para o desenvolvimento deste estudo trés
técnicas no dominio do tempo, uma no dominio da freqliéncia ¢ uma em tempo-
freqiiéncia.

Cabe ressaltar que neste estudo ndo foram implementadas solugdes para a
estima¢ao das formas modais de vibragdo, e em decorréncia, também nao foram
analisados os desdobramentos da multiplicidade geométrica de polos (repeated roots
e/ou pseudo repeated roots).

A Tabela IV.1 apresenta o acrograma de cada técnica implementada, descreve
o modelo estocastico que utiliza, a forma como a identificacdo dos polos foi realizada, e
finalmente o procedimento para estimagdo das freqii€ncias naturais e taxas de
amortecimento. Este trabalho ndo aborda especificamente o esfor¢o de estimacdo das

formas modais.

Tabela IV.1 — Descricao dos algoritmos das técnicas de analise
modal output-only implementadas.

Estimacdo Estimacdo das
Tecnica | Dominio estocdstica Identificagdo dos polos | freqiiéncias naturais e
preliminar taxas de amortecimento
AR-Prony Fungodes RD Ajuste de Prony
Matrizes de Diagrama de
SSM tempo autocorrelagdo estabilizacdo Decomposigdo da matriz
SSI _ de estado [A]
IFT e
FDD freqiiéncia | Autoespectros | Decomposigdo espectral | Transformada Hilbert
(dominio do tempo)
— Média das segdes Ajustes nas amplitudes e
CWT fre iigncia Fungdes RD | transversais em fases da CWT nos ridges
d freqiiéncia das CWT das fungoes RD
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Para exemplificar algumas etapas das implementacdes foram realizadas
simulagdes numéricas em um modelo de elementos finitos de viga biapoiada, composto
de elementos lineares planos com dois GL por nd (translacdo vertical e rotacdo). As
caracteristicas fisicas e os parametros modais dos trés primeiros modos do sistema estao
apresentados nas Tab. (IV.2) e Tab. (IV.3) respectivamente. Para essas demonstragcdes
foram calculadas para diferentes excitacdes respostas em trés diferentes pontos: no meio

(GL 13), no primeiro quarto (GL 7) e no ultimo ter¢o do vao da viga (GL 17).

Tabela IV.2 — Propriedades fisicas da viga bi-apoiada.

Vao principal 1,470 m
Moédulo de Elasticidade (E) 2,05 10° MPa
Massa especifica 7,85 10° Kg/m?
Area da Secéo Transversal 6,048 107 m?
Momento de Inércia 3,175 10° m*

Tabela IV.3 — Parametros dos trés primeiros modos de vibracao
do modelo da viga bi-apoiada.

1° modo 2° modo 3° modo
R Y p - ) e 2% a, . |
\\E\\ //J/ 4/ \N ’ ¢ B F °
\&\sw/e/z/ ’ a i ’ ’ T .
f,= 8,546 Hz fo= 34,186 Hz f,= 76,935 Hz
E=1,00% E=025% E=011%

Os algoritmos foram todos implementados em ambiente MATLAB
(MATHWORKS, 2008) visando proporcionar transparéncia para o seu aproveitamento
em trabalhos futuros. Os parametros e os textos indicadores do sistema desenvolvido
encontram-se identificados em inglés para evitar ambigiliidades decorrentes do
aportuguesamento imprudente de terminologias consagradas pela literatura

internacional da analise modal.
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V.2 — Fungbes RD

As fungdes RD, conforme apresentado no Cap. III, proporcionam estimativas
estocasticas das func¢des de autocorrelagdo de sistemas submetidos a carregamentos
aleatorios. Potencializam desta forma a utilizacdo dentro do contexto “output-only” de
técnicas que foram desenvolvidas inicialmente para a analise modal a partir de fungdes
de resposta a impulso (IRF), como por exemplo a técnica baseada na CWT e o método
de Prony com minimos quadrados (ou equivalentemente a técnica AR com matriz nao-
janelada). Pode também ser utilizada como estimador preliminar de outras técnicas
essencialmente estocasticas como a FDD e a SSI, conforme sugerido por RODRIGUES,
BRINKER ¢ ANDERSEN (2004), e RODRIGUES e BRINKER (2005).

Neste trabalho, a partir das sugestdes de ASMUSSEN (1997) e dos resultados
de KIJEWSKI (2003), optou-se pela da condigdo de triggering de “ponto positivo” com
sobreposi¢ao livre, ou seja, seqiiéncias (de tamanho arbitrario) do sinal analisado que se
iniciem dentro de uma faixa de valores s@o somadas ponto a ponto, obtendo-se, apos a
divisdo pelo ntimero total de parcelas acumuladas, a respectiva fun¢do RD. A partir dos
resultados de KIJEWSKI (2003), pode-se concluir que o tamanho das seqiiéncias para
fins de estimagdo da taxa de amortecimento deve conferir no minimo 04 ciclos ao
harmoénico de maior periodo fundamental.

Na implementacao realizada optou-se por deixar livre a defini¢cdo do intervalo
de “ponto positivo” (em fun¢do do desvio padrao do sinal completo), o nimero de
pontos das fungdes RD e a utilizagdo ou ndo do sinal “de tras para frente”.

A Fig. IV.1 ilustra a obtencdo da fun¢dao RD segundo o GL 05 (primeiro quarto
do vao: output#01) da viga anteriormente definida, submetida a um carregamento
aleatorio de 30 minutos ininterruptos, tendo-se definido como GL de referéncia (onde

ocorre o triggering) também o GL 05.
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Conforme pode-se observar na Fig. IV.1, a funcdo RD foi calculada tendo-se
como condi¢do de ponto positivo o intervalo [c, 2], o tamanho da seqiiéncia sendo 300
pontos (a 250Hz) e aproveitando-se os segmentos tomados na analise do sinal de “trés
para frente”.

E importante selecionar como canal de referéncia aquele relativo a um GL que
tenha sensibilidade para o maior nimero possivel de modos de vibragdo. O tamanho da
funcdo e os limites do intervalo de “ponto positivo” devem ser escolhidos apos analise
de sensibilidade para cada sistema estrutural especifico. A utiliza¢do do sinal também
no sentido inverso do tempo geralmente contribui para a obtencdo de melhores

resultados, e menores variancias.

J} Figure 2: Random Decrement Function
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Figura IV.1 — Fun¢do RD estimada pela média de 124.048 segmentos.
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Finalmente, pode-se sugerir o seguinte pseudocodigo como algoritmo de

estimacao das funcdes RD:

Inicio:
x(n) < obter sinal de referéncia para o triggering
y(n) < obter sinal onde serdo extraidos os segmentos e sera calculada a média
[XinsXsup] < limites do intervalo de ponto positivo
N « tamanho do sinal y(n)
Np « tamanho dos segmentos (e da fungdo RD)
booleano <« verdadeiro // analise no sentido inverso//
Rd(1:np)<—0 //inicia fungao RD//
nmedias<—(0 //inicia variavel que conta o numero de segmentos//
Para i de I até (N—Np) executar

Se Xinr < x(i)<'xg, entdo

 Rd(I:Np)< Rd(1:Np) + y(i:i+Np~1I)

nmedias<— nmedias+1

. Fim (Se)
Fim (i)
Se booleano verdadeiro entdo

Para i de N at€¢ Np executar

Se Xjnr <x(i)<' Xy, entdo
| Rd(1:Np)<— Rd(1:Np) + y(i: —=1:i-Np+1)
nmedias<— nmedias+1
Fim (Se)
| Fim (i)
| Fim (Se)
' Rd(n) < Rd(n) / nmedias
Escrever Rd(n)
Fim

Na apresentacdo do pseudocodigo optou-se por apresentar a manipulagdo de
elementos de vetores e matrizes de forma idéntica a sintaxe exigida pela plataforma
Matlab, ou seja, representando com o sinal de dois pontos a abrangéncia dos elementos

selecionados em uma mesma dimensao.
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IVV.3 — Técnica AR-Prony

Conforme foi apresentado no capitulo anterior, o método AR apresenta
multiplos desdobramentos, principalmente em fun¢do dos estimadores que utiliza para a
matriz de autocorrelagdo. Neste trabalho optou-se pela implementacdo da técnica da
autocovariancia, que equivale a técnica de Prony com minimos quadrados.

Sabendo-se que as técnicas autoregressivas constituem simplesmente um
preditor linear baseado em respostas passadas ponderadas por um nimero p de
coeficientes, quanto maior o numero p (de polos) da memoria utilizada, melhor serd a
predicao do valor presente, ou seja, melhor sera o ajuste a seqiiéncia.

BROWN et al. (1980) sugerem que sejam utilizados pelo menos uma vez e
meia o numero de pdlos esperado para o sistema estrutural (/,5N) para que se obtenha
um bom ajuste e uma decorrente boa estimagdo dos parametros modais. Cada podlo
identificado pela técnica implicara, portanto, na necessidade de se avalia-lo quanto a
existéncia real, ou apenas funcionalidade numérica. MATHIAS (1998) e ALLEMANG
(1999) apresentam varias técnicas encontradas na literatura que realizam
apropriadamente essa identificagao.

Este trabalho propde a utilizacdo de diagramas de estabilizagdo como técnica
unificada para se identificar os polos reais de sistemas estruturais entre todos os pdlos
obtidos pelos diferentes métodos implementados.

Neste trabalho restringiu-se a utilizagdo do método AR como estimador dos
parametros modais associados ao decaimento proporcionado pelas fungdes RD pré-
estimadas. A Fig. IV.2 apresenta uma visualizacdo da implementacgdo realizada para o
algoritmo denominado de AR-Prony. Os pardmetros a serem definidos sdo o niimero
minimo de polos a pesquisar € o nimero de pontos utilizados no ajuste, além dos
critérios do diagrama de estabilizagao.

Uma vez que a técnica de selecdo de pdlos utilizada ¢ o diagrama de
estabilizacdo, cujos detalhes serdo apresentados adiante, sugere-se que se coloque como
nimero minimo de poélos o numero de modos de vibragdo que realmente se admite
existir no sinal disponibilizado. Para nimero de pontos, geralmente utilizam-se todos os

pontos disponiveis do decaimento.
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J Figure 3: AR / Prony
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Figura IV.2 — Ajuste de Prony efetuado para o decaimento
(deslocamento em mm) do GL 07 da viga exemplo, utilizando-
se 200 pontos (1 segundo) e admitindo-se 6 pares de polos
conjugados (o dobro do existente).

EEX

Apresenta-se a seguir pseudocodigo do algoritmo AR-Prony, inspirado no

codigo em MATLAB ja apresentado no Cap. I11:

Inicio:

y(n) <« fungdo de decaimento

N <« nimero minimo de pdlos

dt < intervalo de amostragem

T < matriz de Toeplitz 2Nx2N dos dados y(n) /' Eq. I1.52 //
R=T".T // estimador da matriz de autocorrelacédo //

{a }: RIT’ {y(n)} /Icalculam-se coeficientes autoregressivos//

[C ] «— {ak} //monta-se a matriz companheira: Eq. II1.57 //

A <« autovalores de [C ] //obtém-se os polos do sistema//

0, & «— A //obtém-se parametros modais Eq. I11.53 e I11.54 //
Fim
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IVV.4 — Diagrama de Estabilizacdo

Na andlise modal ndo se busca apenas o ajuste de modelos numéricos aos
dados experimentais, mas principalmente buscam-se os parametros modais associados a
esses modelos. A experiéncia pratica em aplicacdes de modelos paramétricos na analise
modal indica ser mais eficiente sobredeterminar a ordem do modelo e posteriormente se
proceder a eliminagdo dos polos numéricos “ndo-fisicos” excedentes. Dentro deste
contexto, o diagrama de estabilizacdo se apresenta como uma ferramenta simples e
eficiente (PEETERS, 2000, ALLEMANG, 1999).

Baseia-se na comparagdo entre os polos obtidos a partir de um modelo com
uma determinada ordem, e os p6los do modelo com ordem imediatamente inferior. Se
os valores encontrados para os parametros modais se assemelharem dentro de uma
tolerancia pré-deteminada, o respectivo pdlo ¢ identificado como estavel. Por outro
lado, os polos numéricos espurios em geral ndo se estabilizam e podem ser
sucessivamente descartados.

Os diagramas de estabilizacdo devem ser construidos de forma a evitarem
calculos repetitivos ao estimarem os polos de modelos de diferentes ordens. Podem
identificar a estabilidade dos polos através da proximidade de estimativas da freqiiéncia
natural, da freqiiéncia e do amortecimento, da freqiiéncia e da forma modal, e
preferencialmente, a partir da aproximacado de todos os pardmetros de um mesmo modo.

Neste trabalho optou-se pela implementagdo de um diagrama que verifica a
estabilidade dos polos a partir da verificacao de tolerancias entre freqiiéncias naturais e
taxas de amortecimento. O numero de polos do modelo varia desde um valor maximo
(par) determinado pelo usudrio, até¢ o dobro do ntimero de modos esperado, também
determinado pelo usudrio, diminuindo-se a ordem em dois a cada iteragdo. Deve-se
atentar, entretanto, que o modelo de maior ordem nao pode ultrapassar a dimensao
proporcionada pelo estimador especifico da técnica utilizada.

Apresenta-se a seguir um algoritmo geral para a obtencdo de diagramas de
estabilizacdo. Em seguida, na Figura IV.3, ¢ exibido um diagrama de estabilizag¢do
como critério de identificacdo e verificagdo de estabilidade dos polos estimados

segundo a técnica AR-Prony.
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Inicio:

npolos <— numero de pdlos estimado (par)

nmax <— nimero maximo de polos

tol_freq < tolerancia de estabilizagdo do pdlo em freqiiéncia

tol_amrt < tolerancia de estabilizagdo do pélo em amortecimento
nlinhas < (nmax — npolos +1) // n® de iteragdes //

i<« 1 // contador do n® de iteragdes //
Para ordem de 2-nmax até 2-npolos passo -2 executar

freq(1:ordem) <— estimativa de freqii€ncia natural

~amri(1:ordem) <— estimativa do amortecimento

matriz_freq(i, 1:ordem) <— freq(1:ordem)

matriz_amrt(i,1:ordem) <— amrt(1:ordem)

i—i+1

Fim (ordem)
contador < 1 // contador do n°® de polos estabilizados //
matriz_freq_est(1,:) <— matriz_freq(l,:)

matriz_amrt_est(1,:) <— matriz_amrt(1,:)

Para i de 2 até nlinhas executar

Para j de 1 até 2-nmax executar
|| ke
Enquanto k < 2-nmax executar

_ matriz _ freq(i, j)— matriz _ freq(i -1, k)
dif_freq < matriz _ freq(z' -1, k)

matriz _ amrt(i, j) —matriz _ amrt(i -1, k)

dif_amrt < matriz _ amrt(i -1, k)

Se dif freq<tol freq € dif amrt<tol amrt entdao

matriz_freq_est(i,contador) <— matriz_freq(i,j)

matriz_amrt_est(i,contador) <— matriz_amrt(i,j)
contador < contador +1
k < 2-nmax +1
Fim (Se)
- Fim (Enquanto)
Fim ()
Fim (7)
Exibir diagrama de estabilizacdo a partir da matriz_freq estab

Calcular @,& pela média dos valores encontrados nos pélos estabilizados

Fim
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) Figure 3: AR / Prony
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Figura IV.3 — Diagrama de estabiliza¢do aplicado na técnica
AR-Prony ilustrado sobre funcdes densidade do autoespectro
dos sinais de saida, utilizando-se critério de estabilizagdo de
polos as tolerancias de 2,5% para a proximidade minima entre
freqiiéncias e 15% para o erro maximo entre estimativas de
amortecimento.

IVV.5 — Técnica SSM

Conforme apresentado no capitulo anterior, as técnicas de estimacdo de
parametros modais desdobradas a partir da representagdo de sistemas dindmicos no
espaco de estados caracterizam-se pela busca de estimativas da matriz de estado A, a
partir de onde se podem obter os polos do sistema pelo calculo dos respectivos
autovalores.

Para se estimar a matriz de estado, os métodos desenvolvidos no espago de
estados — “State Space Methods” (SSM) na terminologia de LIU (1996) — utilizam
essencialmente os parametros de Markov dispostos na forma da matriz de Hankel. Em
problemas de andlise modal de estruturas em operagdo (“output-only”), onde ndo se
dispdem em geral da resposta impulsiva, pode-se substituir a referida matriz por

matrizes de correlagdo (covariancia) dos sinais de saida dispostas também na forma de
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Hankel, e de forma analoga a solugdo deterministica, obter uma estimativa para a matriz
de estado A.

A partir da conceituagdo apresentada por JUANG (1994) para a técnica ERA-
DC e da formulagdao explicitada por PEETERS (2000) para a técnica SSI-COV,
implementou-se neste trabalho um algoritmo de estimacdo de parametros modais,
doravante denominado de SSM.

O primeiro passo do algoritmo consiste na estimacdo das Matrizes de

autocorrelacdo (covariancias) Qi‘ na forma das Eq. 111.96 e Eq. II1.106. Para tal, ¢

preciso se determinar inicialmente quantas fungdes de autocorrelagao R, (k) comporao

a matriz (na forma de Toeplitz), ou seja, quais serdo os valores admitidos para o atraso
k. A partir do numero de funcgdes de autocorrelagdo, pode-se em seguida determinar-se o
nimero (maximo) de pontos utilizados nas estimativas de Iiyy (k) como sendo o niimero
de pontos das seqiiéncias menos o numero total de fungdes a estimar. A seguir ¢

apresentado codigo em MATLAB para a estimagdo de matrizes de autocorrelagdo no

dominio do tempo com elementos diagonais sem atraso, € com atraso unitario.

% yd = seqléncias de saida (GL monitorados)
% nout = numero de sequéncias de saida
% np = n° de pontos das sequiéncias de safda
% k_ssi = ordem da matriz de autocorrelacdo (quadrada)
% N_ssi = n° de pontos para calculo das funcdes de autocorrelacéo
% RkO = matriz de autocorrelacdo com elementos da diagonal sem atraso
% Rkl = matriz de autocorrelacdo com atraso unitario
N_ssi=np-2*k_ssi*nout-1;
for i=1:k_ssi
for j=1:k_ssi
RkO((i-1)*nout+l:i*nout, (J-1)*nout +1:j*nout)=1/sqrt(N_ssi)*...
yd(:,k_ssi+i:k_ssi+N_ssi+i)* yd(:,J:N_ssi+j)";
Rk1((i-1)*p+l:i*nout,(J-1)*nout +1:j*nout)=1/sqrt(N_ssi)>...
yd(:,k_ssi+i+l:k_ssi+N_ssi+i+1)* yd(:,J:N_ssi+j)";
end

end

O numero de (24-1) de fungdes de autocorrelagdo estimadas compdem uma
matriz de autocorrelacdo quadrada com dimensdo igual a 4/, onde / é o nimero de
seqliéncias de saida. Logo, o nimero maximo de polos que podera ser obtido a partir da

matriz sera também k-/. PEETERS (2000) propde uma matriz de autocorrelacao
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re, . ~ r a e A . .
retangular T1|kf , com dimensdes /kxrk, onde r € o nimero de saidas de referéncia (vide

equacdes II1.107 a II1.110). Neste trabalho serd utilizada a matriz de autocorrelagdo
quadrada (completa).

Uma vez estimadas as matrizes de autocorrelagdo, aplica-se a formulacao da
técnica ERA apresentada no capitulo III, fundamentalmente as decomposi¢des definidas

nas equagdes I11.87 & I11.91, substituindo-se as matrizes de Hankel H(0) ¢ H(Z) pelas

matrizes de autocorrelacdo estimadas (na forma de Toeplitz), adaptando-se assim a
abordagem “output-only”. A matriz de estado A pode entdo ser finalmente obtida pela
aplicacdo direta da equacao I11.92.

Para inicialmente se inferir a ordem do sistema, poderia-se, teoricamente,

apenas verificar o niimero de valores singulares ndo-nulos da matriz H(0). Entretanto, a

existéncia de ruido nas medicdes e efeitos decorrentes da digitalizagdo e decimacdo
(com aplicagdo de filtros digitais passa-baixas) dos sinais, acabam por fazer com que os
valores singulares obtidos sejam todos diferentes de zero. Na pratica, a ordem do
sistema pode ser estimada a partir da disposi¢ao dos valores singulares em ordem
decrescente e respectiva representacdo grafica em escala logaritmica. Desta forma
torna-se possivel observar a variagao existente da ordem de grandeza entre dois valores
singulares adjacentes. O primeiro valor singular onde ocorre o maior degrau (no sentido
da direita para esquerda) indica geralmente a ordem do modelo (PEETERS, 2000). A
figura IV.4 apresenta a implementacdo efetuada dessa técnica de verificacdo da ordem

do modelo para a simulagdo numérica da viga biapoiada.
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Figura IV.4 — Valores singulares da matriz de covaridncia na
forma de Toeplitz. Nele pode-se perceber que os seis primeiros
valores singulares (referentes a trés pares de polos complexos
conjugados) apresentam valores de maior magnitude, inferindo
antecipadamente a ordem do sistema.

Tendo-se ja uma primeira estimativa da ordem do sistema, empreende-se
complementarmente a identificagdo dos podlos pela composicdo do diagrama de
estabilizagdo. No algoritmo SSM pode-se construi-lo realizando-se a decomposi¢do em
valores singulares da matriz de autocorrelagdo apenas uma vez. Para isso basta que a
matriz seja montada com dimensdao maior ou igual ao nimero de pdlos admitidos ao
modelo de ordem méxima do diagrama de estabilizagdo. Partindo-se dos valores
singulares do modelo de ordem méxima, e utilizando-se sucessivamente um numero
menor de valores singulares ndo nulos (de maior magnitude), obtém-se o diagrama de
estabilizacdo na forma ja descrita neste capitulo. A Figura IV.5 ilustra o diagrama de

estabilizacao obtido a partir da analise de sinais de decaimento simulados.
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) Figure 4: State Space Methods
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Figura IV.5 — Diagrama de estabilizacdo obtido a partir do
algoritmo SSM, utilizando-se critério de estabilizagdo de polos
as tolerancias de 2% para a proximidade minima entre
freqiiéncias e 15% para o erro maximo entre estimativas de
amortecimento. A ordem admitida ao modelo partiu de 48 polos
chegando-se a seis polos. As freqliéncias e amortecimentos
médios obtidos encontram-se também apresentados.

O pseudocodigo resumido da técnica SSM implementada neste trabalho ¢

apresentado a seguir.

Inicio:

k < atraso maximo das fung¢Oes de autocorrelacdo

— Estimativa das fun¢des de autocorrelagdo

— Montagem da matriz de autocorrelacdo na forma de Toeplitz

— Decomposi¢do em valores singulares da matriz de autocorrelagao
— Estimativa da matriz de estado A // Eq. I1.87 a 111.92 //

— Estimativa dos polos 4 // Eq. 111.83 //

,& «— A // Eq. 111.84 //

— Montagem do diagrama de estabilizagdo

Fim
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IVV.6 — Técnica SSI

A técnica SSI tem sido sem duvida a técnica mais empregada na literatura
recente de identificacdo estrutural, sendo amplamente explorada nos novos pacotes
comerciais de analise modal. Conforme apresentado no capitulo anterior, as publicagdes
de Van Overschee e De Moor em meados da década de 90 sdo certamente as principais
responsaveis pela ampla exposi¢do da técnica ao apresentarem algoritmos elegantes pela
simplicidade para a solu¢do do problema estocéastico e do problema deterministico-
estocastico, inicialmente focados para aplicacdes da Engenharia de Controle e
Identifica¢do de Sistemas.

Neste trabalho foi implementada a solugdo estocéstica publicada inicialmente
por VAN OVERSCHEE e DE MOOR (1993) amparada pelos algoritmos
disponibilizados em VAN OVERSCHEE e DE MOOR (1996) ja na plataforma

MATLAB. A seguir apresenta-se o pseudocdodigo basico da técnica implementada:

Inicio:

n < namero de amostras do vetor de saidas (dados)
i <« namero de blocos de linhas na matriz de dados
j < n—2i+1 //n°de blocos de colunas //

— Montagem da matriz de dados H 021 // Eq. TIL.113 //
— Decomposicao QR de H »;_, // Eq. IL.117 //
— Calculo das proje¢des P e P_; // Eq. 1116 e 111.125//

1

— Decomposi¢do em valores singulares de P, // Eq. 1I1.119 //

— Calculo das seqiiéncias de estado éi e éi 4] // Eq. I1.121 e 111.124//
— Estimativa da matriz de estado A por minimos quadrados  // Eq. I11.127 //
— Estimativa dos polos 4 // Eq. 111.83 //
,& «— A // Eq. 111.84 //

— Montagem do diagrama de estabilizacao
Fim

Conforme se pode perceber pela observagdo do pseudocddigo, o parametro
fundamental da técnica consiste no nimero i de blocos de linhas em que sera montada a
matriz de dados. DE COCK e DE MOOR (2003) sugerem que esse numero seja ho
minimo igual 2 maxima ordem (numero de p6los) inicialmente admitida ao sistema que
se deseja identificar. Note-se que uma vez que cada bloco de linhas contém m saidas, a

matriz de dados tera 2mi linhas.
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As Figuras IV.6 e IV.7 ilustram respectivamente a ordem do sistema pela

analise direta dos valores singulares de 2., e os parametros modais apontados pelo

diagrama de estabilizagao.
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Figura IV.6 — Valores singulares da matriz de projecdo. Nele
pode-se perceber que os seis primeiros valores singulares
(referentes a trés pares de podlos complexos conjugados)
apresentam  valores de maior magnitude, inferindo
antecipadamente a ordem do sistema.

Uma limitagdo encontrada no algoritmo implementado na plataforma
MATLAB consiste na restricdo do numero de linhas de matrizes de dados com um

nimero acentuado de amostras a serem submetidas a decomposicao QR.
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) Figure 7: Stochastic Subspace Identification
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Figura IV.7 — Diagrama de estabilizagdo obtido a partir do
algoritmo SSI, utilizando-se critério de estabilizacdo de polos as
tolerancias de 2% para a proximidade minima entre freqiiéncias
e 15% para o erro maximo entre estimativas de amortecimento.
A ordem admitida ao modelo partiu de 48 pdlos chegando-se a
seis polos. As freqiiéncias e amortecimentos médios obtidos
encontram-se também apresentados.

IVV.7 — Técnica FDD

A técnica FDD baseia-se essencialmente na decomposi¢do em valores

singulares da matriz formada pelas fungdes densidade espectral (PSD) dos sinais de

saida, representada por [G yy]. Logo, o primeiro passo da técnica consiste na estimativa

dos auto-espectros e espectros cruzados que compdem essa matriz para cada valor de

freqiiéncia.

As duas defini¢des equivalentes da PSD podem ser bem percebidas pelo

diagrama em triangulo proposto por MARPLE (1987) e apresentado na Figura IV.8,

onde sdo dispostos 0 método indireto e direto de obtengdo da fungao.
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Figura IV.8 — Defini¢des equivalentes da func¢do densidade
espectral (PSD) para sistemas ergdodigos (MARPLE,1987).

Um estimador direto da PSD foi apresentado nas Eq. 11.174 a 11.177, obtido
pela média entre auto-espectros (ou espectros cruzados) dos sinais, estimados a partir de
L registros (disjuntos do sinal) de mesmo periodo. Conforme também ja sinalizado no
capitulo II, numericamente essa estimativa preliminar pode ser -eficientemente

implementada pelo periodograma de Welch.

Ao se montar as estimativas da matriz [ny] a partir de seqiiéncias temporais
de vérios GL, devem-se inicialmente escolher o nimero de janelas utilizadas para a
obtencdo das FFT. Quanto maior for o nimero de janelas, menor sera a varidncia do
estimador, mas por outro lado, menor serd a resolugdo em freqiiéncia da PSD. Quanto
menor for a resolucdo em freqiiéncia, maior serd o erro de bias causado por leakage
(BENDAT e PIERSOL, 1986).

TAMURA et al. (2002) avaliaram a convergéncia das estimativas de
amortecimento pela técnica FDD para diferentes tamanhos de janelas, chegando a
conclusdo de que para identificar o amortecimento (de todos os nove primeiros modos
analisados, de freqiiéncias naturais de 0,76Hz a 4,47Hz) eram necessarios pelo menos
4096 pontos para as janelas, 2048 linhas de freqiiéncia, implicando em uma resolug¢ao
de 0,00488Hz para as PSD.

A Tabela IV.4 apresenta valores de resolucdo em freqiiéncia adotados em

diferentes identifica¢des estruturais onde foi aplicada a técnica FDD.
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Tabela IV.4 — Valores de resolucao em freqiiéncia adotados em
diferentes referéncias.

Resolugdo em Menor freqiéncia Relacéo
Referéncia frequéncia da PSD natural (1)
(7) (2) [B)
TAMURA et al., 2002 0,00488 Hz 0,76 Hz 0,64%
RODRIGUES et al., 0,031 Hz 2,96 Hz 1,05%
2005
BAPTISTA et al., 2004 0,0244 Hz 1,05 Hz 2,3%

Para a composi¢ao de cada PSD da matriz espectral [ny] pode-se utilizar o

seguinte pseudocddigo:

Inicio:

np < numero de amostras por seqiiéncia

nj < numero de janelas

nw < 2"nt(logy(int(3*np/(nj+2)))) // mamero de pontos por janela//
noverlap < int(2/3*nw) // n°® de pontos de sobreposi¢ao//

Para i de 1 até nj executar

Vp < i-ésima seqiiéncia janelada da saida p, nw elementos, noverlap sobrepostos
- ¥y < i-€sima sequiéncia janelada da saida g, nw elementos, noverlap sobrepostos
| Y, < FFT(y,)
Y, < FFT(y,)
iSpg <= Y% - ¥,
Fim (i)
S,q < média (;:S,,)
Sip < S'pg
Fim

A implementa¢do no ambiente MATLAB poderia ser simplificada utilizando-
se as fungdes pré-definidas “pwelch” e “cpsd” da foolbox de processamento de sinais
(Signal Processing Toolbox), que calculam respectivamente a PSD do autoespectro e a

PSD cruzada pelo periodograma de Welch, conforme pode ser observado a seguir.
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% yd = sequéncias de saida (GL monitorados);
% nout = numero de sequéncias de saida;
% nfft = n° de pontos utilizados na FFT (=nw);

% fa = frequéncia de amostragem (apds decimacao);

for i=l:nout
for j=1:i-1
[Gyy(i,j,:),Ffl = cpsd(yd(i,:),yd(d,:),nw,noverlap,nfft,fa, "onesided®);
Gyy(d.i,:) = conj(Gyy(i.j.:));
end
[Gyy(i,i,:),fl=pwelch(yd(i,:),nw,noverlap,nfft,fa, "onesided");

end

O algoritmo implementado neste trabalho inicia apresentando o espectro das
respostas através da “Avareged Normalised Power Spectral Densitiy Function”
(ANPSD) da forma como o proprio nome diz: pela média dos autoespectros das saidas
normalizados. Essa primeira visualiza¢ao prové uma visao geral do sinal em freqiiéncia,
inclusive apontando preliminarmente o niimero de polos do sistema a partir do nimero

de picos que se destacam. A Figura IV.9 ilustra a apresentagdo inicial do algoritmo

implementado.
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Figura 1IV.9 — Fungdo ANPSD calculada a partir dos
autoespectros das saidas dos trés GL monitorados da viga
exemplo.
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Realizando-se a decomposi¢do em valores singulares da matriz espectral [G yy]
para cada linha de freqiiéncia e extraindo-se os respectivos (maiores) valores singulares,
obtém-se o grafico ilustrado na Figura IV.10.

Os picos podem entdo ser identificados a partir de qualquer algoritmo de
obtengdo de maximos locais. A partir de verificagdo da correspondéncia entre os
autovetores do pico com os da sua vizinhanga através do nimero MAC, conforme
descrito no capitulo III, procede-se a “decomposi¢do modal” do espectro, segundo

também ilustrado na Figura IV.10.
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Figura IV.10 — Espectro formado pelos valores singulares da
matriz espectral, apresentando ainda as regides de decomposigao
modal por andlise das matrizes dos autovetores.

Uma vez identificadas as contribuigdes de cada modo no espectro, pode-se
obter uma estimativa das respectivas fungdes de autocorrelagdo (“normalizadas”) pela
transformada inversa de Fourier (IFT). Neste trabalho optou-se pela estimacdo da
freqiiéncia natural e taxa de amortecimento a partir da Transformada Hilbert da fungdo
de autocorrelacdo (LEE e PARK, 1994). Ajustando-se uma reta a fase da transformada
obtém-se uma estimativa da freqiiéncia natural, e ajustando-se uma reta ao decremento

logaritmico da amplitude, obtém-se a taxa de amortecimento. A Figura IV.11 ilustra a
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estimagao da freqiiéncia natural e taxa de amortecimento do primeiro modo da viga-

exemplo a partir do algoritmo descrito.

) Figure 8: Frequency Domain Decomposition
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Figura IV.11 — Estimagdo da freqiiéncia natural e taxa de
amortecimento do primeiro modo de vibracao da viga-exemplo
a partir de ajustes respectivamente a fase e ao decremento
logaritimico da amplitude da Transformada Hilbert da funcao de
autocorrelagao obtida pela técnica FDD.

IV.8 — Técnica CWT

A Técnica CWT implementada neste trabalho consiste essencialmente na
aplicacdo de transformadas continuas de Morlet as fungdes RD previamente calculadas
sobre os sinais de resposta das estruturas, ou diretamente a sinais de decaimento, na
forma apresentada pelas equacdes e algoritmos ja apresentados no item II1.4.3 deste
texto. Neste capitulo acrescenta-se somente uma nova técnica essencialmente visual de
identificacao dos ridges da CWT de sinais de decaimento.

A Figura V.12 apresenta a Transformada Wavelet Continua (CWT) do sinal de
decaimento do GL 13 (meio da viga) na faixa de 3 a 13Hz na forma de curvas de nivel,

tendo-se utilizado a wavelet-mae de Morlet com freqiiéncia central de 2Hz. As linhas
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tracejadas identificam o ponto de maior amplitude da transformada e definem duas

secdes transversais: uma ao longo do tempo e outra na dimensdo da freqiiéncia.
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Figura IV.12 — Tranformada CWT apresentada por curvas de
nivel de sua amplitude, destacando o primeiro modo de vibragao
da viga-exemplo. Para o desenho foi utilizada a wavelet-mae de
Morlet de 2Hz, e uma resolugao de 100 linhas em freqiiéncia.

O algoritmo implementado utiliza imediatamente a se¢do transversal ao longo
do tempo, admitindo-a preliminarmente como sendo o ridge daquele modo, ¢ estima a
freqii€éncia natural e a taxa de amortecimento respectivamente pelo ajuste linear da fase
e do decremento logaritmico da amplitude da transformada no trecho selecionado (pelas
linhas pretas transversais). As Figuras IV.13 e IV.14 ilustram respectivamente a se¢ao
ao longo da freqiliéncia e a se¢do ao longo do tempo da CWT do sinal de decaimento do
GL 13 da viga-exemplo. Na Figura IV.14 podem-se verificar os ajustes obtidos para a
taxa de amortecimento ao utilizarem-se diferentes freqiiéncias centrais para a wavelet-
mae de Morlet. Para se realizar uma boa estimativa, a experiéncia recomenda a selecdo
de uma wavelet-mae que proporcione o maior trecho retilineo, aproveitando dessa forma
melhor o sinal disponibilizado. Paralelamente, a freqiiéncia natural ¢ obtida pelo ajuste
da fase com a aplicacdo da mesma wavelet-mae ao mesmo trecho selecionado para a

estimacao do amortecimento.
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Quando a presenca de ruido puder prejudicar a estimativa do ridge pelo
“método simples”, outras técnicas podem ser aplicadas para sua identificagdo.
ARAGAO FILHO et al. (2006) propdem uma nova técnica de identificacdo do ridge da
CWT. Consiste na construc¢ao de linhas auxiliares a partir de pares ordenados formados
por valores de freqiiéncia de secoes da CWT e as respectivas estimativas obtidas para as
freqiiéncias naturais pelo ajuste da fase naquela linha. Calculando-se essas linhas para
wavelet-maes de diferentes freqiiéncias centrais, obtém-se o grafico ilustrado na Figura
IV.15. Como era razoavel de se admitir, hd um valor de freqiiéncia da CWT onde todas
as linhas se cruzam, independentemente da wavelet-mae utilizada. Esse ponto

representaria o valor da freqiiéncia do ridge (admitido linear) que deveria ser utilizado

na estima¢ao dos pardmetros modais.
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Figura IV.15 — Estimagdo da freqiiéncia natural e taxa de
amortecimento do primeiro modo de vibracdo da viga-exemplo,
a partir de uma funcdo RD obtida a partir de sinal aleatorio de
resposta a excitagao tipo ruido branco.
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CAPITULO V

INFERENCIA ESTATISTICA E ESTIMADORES

V.1 - Introducéo

Uma vez apresentado o problema geral da identificacdo de sistemas estruturais
e estimacdo de parametros modais, busca-se neste momento a proposicdo de uma
abordagem prética eficiente ao problema da identificacdo estrutural.

E desejavel que um sistema de identificacio e monitoracdo da integridade de
estruturas contenha, entre outras, as seguintes propriedades:

e Estimar os parametros modais sem a disponibilidade dos sinais da

excitacdo dindmica imposta a estrutura em operacao;

e Basear-se em mais de uma técnica de estimagdo de parametros e obter

estatisticas das estimacdes;

e Permitir potencialmente a realizacdo da identificacdo em tempo “quase-
real” (near-real-time), admitindo a percepcdo de eventuais mudancas no

comportamento da estrutura, e avaliando sua integridade estrutural.

Por tempo “quase-real” entende-se aqui 0 tempo necessario em se obter uma
determinada informacéo, a menos do tempo levado para 0 armazenamento dos sinais
digitalizados e estimacao de parametros por algoritmos semi-automatizados. Admite-se
ainda esse atraso como pequeno quando comparado ao periodo transcorrido para a
ocorréncia de uma alteracéo significativa que interfira na resposta dindmica da estrutura.

Para se estabelecer uma metodologia que compreenda essas caracteristicas,
entende-se ser necessario fazer uso de técnicas que se baseiem em diferentes estatisticas
das respostas aleatdrias e se desdobrem cada uma em diferentes dominios, ou seja, no
tempo, em freqiiéncia, e também tempo-freqiiéncia, conferindo credibilidade e robustez

as estimativas.
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A heterogeneidade desejada para as técnicas de estimacdo e a cobicada
obtencdo de estimativas em tempo “quase-real” deflagra, por outro lado, um problema:
como obter as desejadas variancias ou intervalos de confianca dos parametros dispondo-
se de dados limitados e utilizando-se técnicas desdobradas segundo modelos
estocasticos diferentes?

Para responder a essa pergunta, buscaram-se na literatura aplicacGes de
técnicas de obtencdo das incertezas de parametros modais que tivessem sido aplicadas
com éxito em diferentes abordagens de analise modal. Verificou-se assim a vasta
aplicabilidade da técnica bootstrap de inferéncia estatistica em problemas dessa
natureza.

Uma vez obtidas diferentes estimativas e suas respectivas incertezas, torna-se
necessaria a aplicacdo de um estimador que a partir de toda essa informacgédo apresente
um valor final 6timo para o pardmetro e seu respectivo intervalo de confianca. Entende-
se necessario, portanto, a aplicagédo de técnicas de “fusdo de dados”, admitindo-se ainda
informacBes prestadas por estimacfes anteriores. O método seqiiencial dos minimos
quadrados proposto por Wiener e a sua evolucdo para o filtro de Kalman merecem
atencdo especial, visto que constituem estimadores amplamente utilizados com
resultados destacados na estimacdo multi-sensores tipica dos problemas de navegacéo
inercial e tracking.

Com a deteccdo de mudangas nas estimacdes dos parametros modais, diversos
algoritmos de identificacdo de danos podem ser aplicados. Aliados ao desenvolvimento
um modelo matematico em elementos finitos, e a instituicdo de uma funcéo erro (fungéo
objetivo) relacionando os parametros modais numéricos e experimentais, o problema da
identificacdo de danos se equivale ao do ajuste de modelos. Tanto a identificagédo de
danos quanto o ajuste de modelos consistem em desdobramentos desejaveis a um
sistema completo de identificacdo estrutural, entretanto ndo serdo abordados neste
estudo.

Neste capitulo sdo revisados aspectos gerais da técnica de inferéncia estatistica
bootstrap, de estimadores recursivos destacando-se o Filtro de Kalman, e de
procedimentos para a fusdo de informacdes, a fim de se possibilitar a proposi¢cdo de um
algoritmo de identificacdo com as caracteristicas identificadas acima, sugestivamente

denominado a partir de agora como hibrido-recursivo.
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V.2 — Cenarios de Testes Experimentais

Antes de prosseguir na analise tedrica dos elementos constitutivos de um
algoritmo hibrido-recursivo, entende-se necessdria a caracterizacdo dos possiveis
cenarios de testes experimentais onde se aplicaria uma metodologia hibrida-recursiva de
identificagdo de estruturas em operacao.

A Tabela (V.1) apresenta um pequeno conjunto amostral de testes de anélise
modal de estruturas em operacdo encontrados na literatura. Nela descrevem-se as
estruturas onde foram aplicados os testes e as respectivas cargas de operacao, as
técnicas de estimacdo de parametros adotadas e o periodo total de excitacdo em que
foram obtidos os sinais.

Pela anélise da Tab. (V.1), percebe-se que o tempo demandado para se efetuar
a analise modal de estruturas em operagdo segundo abordagens deterministicas é em
geral bastante significativo, baseando-se geralmente em aquisi¢cGes continuas de sinais
por periodos longos.

E razoavel admitir, entretanto, que haja estruturas que nem sempre receberdo
periodos tdo longos de excitacdo ininterrupta, ou ainda que existam séries temporais de
respostas curtas, entretanto com grande consisténcia de informacdes dinamicas devido a
uma maior presenca de grandezas transientes. O ndo aproveitamento de sinais curtos é
prejudicial tanto no cenéario tipico de avaliacdo da integridade estrutural, onde uma
informacdo atualizada ndo deve deixar de ser observada, quanto para o cenario das
aplicacdes de ajuste de modelos, onde a transitoriedade do aparato exige a obtencao de
estimativas no menor tempo possivel.

Por outro lado, sob a perspectiva da invariancia dos parametros modais, 0s
testes experimentais usualmente conduzidos para a identificacdo de estruturas poderiam
ser divididos em dois diferentes cenarios conforme apresentado na Tabela (V.2).

O cenério | pode caracterizar as situagBes onde ha disponibilidade das
respostas no tempo sem restricbes quanto ao ndmero e tamanho das amostras,
permitindo-se a estimacdo de parametros de forma deterministica para cada conjunto de
dados, podendo-se, quando desejado, inferir-se da incerteza das estimativas apds a
anélise de um determinado conjunto de dados independentes. Entretanto, havendo
interesse na monitoracdo continuada da integridade estrutural, passa a ser importante
obterem-se inferéncias céleres para se prover sensibilidade as variacbes nas

caracteristicas modais da estrutura.
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Tabela V.1 — Exemplos de testes experimentais de identificacao
de estruturas em operacao.

A Estrutura / Carga de . Periodo de
Referéncia ~ Técnica S
operacao aquisicao
Ponte de alvenaria de
COSTA et al., 2005 pedra em arcos sob PP e FDD 8x300 seg
trafego de veiculos
Edificio submetido a
DE ROECK etal., carregamento de vento e SSlePP 327 segundos
2000 o
atividade humana
Ponte em concreto
PEETERS e . : FDD, ITD, e .
VENTURA, 2003 protendido supmetlda a S| 10 min 55 seg
vento e trafego
Ponte metalica em arco
REN et al., 2004 estaiado sob trafego de SSlePP 15 minutos
veiculos
Edificio submetido a
TAMURA et al., 2002 | carregamento de vento e FDD 30 minutos
atividade humana
Pértico espacial de 4
RODRIGUES et al., pavimentos em escala RD-EDD 30 minutos
2004 reduzida sobre mesa
vibratoria
Edificio submetido ao
BAPTISTA etal., 2004 |  VeNto: circulagao de SSle FDD | 30 minutos
pessoas e trafego
adjacente
Navio submetido a
ROSENOW et al., 2005 | carregamento de ventos FDD 50 minutos
ondas e maquinario
KIJEWSKI, 2003 Torre submetida a tufao RD-CWT 1,5 horas
e 4 horas
Estéadio de futebol em SSI e pacote e 40 min
PEETERS et al., 2004 oleno jogo PolyMAX . 8192 seg
o 204,8 seg
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Tabela V.2 — Cenarios de testes experimentais tipicos para
identificacdo estrutural.

Hipdtese acerca | Dispositivo
Cenario | dos parametros | de aquisicéo Exemplos de aplicacdes e estruturas

modais de dados
potencialmente Monitoracéo da integridade estrutural
I variantes no permanente | (SHM) em pontes, edificios, barragens,
tempo sistemas petroliferos, aeronaves, etc;

. . Ajuste de modelos numéricos (model
invariantes no - ; .
I provisorio | updating) de estruturas integras ou
tempo - _
danificadas;

O cenario Il, por sua vez, busca representar as analises experimentais de
sistemas estruturais em operacdo onde, por uma variedade de motivos, ha restricdes
quanto a disponibilidade de sinais de resposta. Em funcdo dessa restricdo, além das
estimativas dos parametros exige-se de imediato alguma informacdo sobre suas
incertezas.

Entre as possiveis aplicagdes onde incide a disponibilidade limitada de dados,
citam-se as identificacbes onde ndo se dispde de carregamento continuado sobre a
estrutura, os testes onde ha limitacdes quanto ao aparato de aquisicdo, € no emprego
onde o tempo excessivo na obtencdo dos sinais torna-se um problema por necessitar-se
de informacéo atualizada em breves intervalos de tempo. Entre as limitagcdes do aparato,
mencionam-se, por exemplo, a indisponibilidade de meios de registro dos dados, a falta
de rede de energia elétrica no local, ou ainda a presenca de condi¢bes climaticas
inadequadas.

O ajuste de modelos numéricos a estruturas reais atraves de equipamentos de
aquisicdo instalados provisoriamente, se configura como uma aplicacdo do cenario 1.
Nesse caso, o intervalo de confianca do parametro modal estimado serviria de indicador
para a possibilidade de finalizagdo do teste.

A Fig. (V.1) apresenta esquematicamente o desdobramento de testes

representativos tanto do cenario | quanto do cenario II.
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Figura V.1 — Resposta y obtida no tempo t, estimacdo de
parametros 0 e inferéncia dos intervalos de confianca para cada
conjunto de dados adquirido.

Ambos os cenarios de identificacdo estrutural exigem, portanto, aplicacdo de
metodologias para inferir a qualidade das estimacgdes. A seguir, neste capitulo, serdo
revistas técnicas de inferéncia estatistica e estimagdo recursiva para dar um melhor
entendimento do algoritmo hibrido-recursivo de identificacdo de estruturas em operacéao

desenvolvido neste trabalho.

V.3 — Técnica Bootstrap de Inferéncia Estatistica

Estatisticas relacionadas as caracteristicas especificas das diferentes técnicas de
estimacdo sdo geralmente discutidas isoladamente dentro da analise das suas aplicacdes.
As variancias dos parametros obtidos sdo calculadas simplesmente a partir das varias
estimativas obtidas de diferentes conjuntos de dados observados. Para a identificacdo
estrutural dentro dos Cenarios | e Il de aplicages, entretanto, esse procedimento nédo é
aplicavel, sendo necessario lancar-se mao de técnicas de inferéncia estatistica.

Inferéncia estatistica consiste na aplicacdo de métodos para se tomar decisGes
ou obter conclusGes sobre uma populacao utilizando-se a informagéo contida em uma
amostra da populacdo. Pode ser dividida em duas grandes &reas: estimacdo de
parametros e testes de hipotese (MONTGOMERY e RUNGER, 1999). Técnicas de
inferéncia para a obtengdo de incertezas em estimativas de parametros modais tém sido
h& muito tempo objeto de interesse na literatura de analise modal, podendo-se citar a
abordagem Bayesiana discutida nos trabalhos de PETERKA (1981) e KATAFYGIOTIS
et al. (2001), e mais recentemente os trabalhos de BASSEVILLE et al. (2006),
pesquisadores da INRIA/IRISA (Institut National de Recherche en Informatique et en
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Automatique, Franca), mais especificamente da equipe SISTHEM - Statistical Inference
for Structural Health Monitoring.

A técnica de inferéncia a ser implementada neste estudo tem por objetivo
permitir a associacdo das informacdes de diferentes técnicas de estimacdo de parametros
modais. Logo ¢é desejavel que a mesma se integre naturalmente dentro dos algoritmos de
cada uma das técnicas implementadas.

Bradley Efron apresentou no final da década de 70 uma técnica de inferéncia
estatistica consistindo essencialmente em um procedimento computacional de
reamostragem capaz de estimar parametros e obter o intervalo de confianca de variaveis
aleatdrias de distribuicdo de probabilidade desconhecida a partir de uma disponibilidade
limitada de dados (EFRON, 1973). Fez na ocasido uma brincadeira ao atribuir o nome
bootstrap a sua proposta de inferéncia “auto-suficiente”, capaz de inferir a estimativa e
sua incerteza a partir de um mesmo conjunto limitado de dados, ou seja, “pull itself by
its own bootstraps™. Anos mais tarde, a caracteristica de um sistema operacional de um
computador pessoal se auto-iniciar, deu-se similarmente o nome de “bootstrapping”,
termo posteriormente simplificado para “boot”.

Seja x = (X, X5,..., X;;) um conjunto de amostras de uma variavel aleatéria de
distribuigdo F, e 6(F) um parametro de interesse. Considerando-se F a distribuigio

empirica baseada em x, e supondo é(F) um estimador de @(F ), entdo, para uma classe
suficientemente grande de 6, o método bootstrap constitui uma forma robusta de
verificar as caracteristicas de desempenho de é(F) unicamente a partir da

reamostragem aleatdria da amostra observada x (RADHAKRISHNA et al., 1997).
“Durante os ultimos 25 anos uma enorme quantidade de pesquisa em
Estatistica tem investigado a validade da abordagem bootstrap. Para a maioria dos
modelos de distribuicio F e maioria das estatisticas 6(F ), sabe-se que o desvio padrio
bootstrap € um bom estimador para o verdadeiro valor do desvio padrdo, bem como
outras medicdes de exatiddo” (EFRON, 2003).
O diagrama da Fig. (V.2) descreve uma aplicac¢do bootstrap tipica: um modelo

de probabilidade F tendo fornecido um vetor de dados x. A partir de x calcula-se uma

estatistica é(x) a fim de se estimar um parametro 6(F) de importancia. Deseja-se saber

a exatiddo de (x) ao estimar 6(F) em termos de variancia, intervalos de confianca ou

outras medi¢des. A metade a direita do diagrama descreve o “mundo bootstrap”, onde x
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¢ uma amostra de F a partir da qual se obtém vetores de dados reamostrados x , e entdo

as estimativas bootstrap (éf , 67; ég)

Mundo Real Mundo Bootstrap
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Figura V.2 — Diagrama bootstrap tipico apresentando o conjunto
amostral x, da distribuicdo F, as reamostras x* e as estimativas

bootstraps 6~ (EFRON, 2003).

Uma vez que x é conhecido, podem-se gerar tantos 0" quanto se queira ou

guanto o custo computacional permita, e a partir dessas estimativas, obter-se a

variabilidade observada a fim de se acessar a exatid&o de 6.
Desta forma, as estimativas bootstrap do valor médio e do desvio-padrdo

podem ser obtidas respectivamente pelas expressoes:
0" = 125* (V.1)
B&~ ¥ '
1
B
s 1 ("* 7*) 2
Sg=|—— > 6. -0 V.2
0 {8_12 } (V2)

onde B é o numero de reamostras bootstrap.

VANDERMEULEN et al. (2000) apresentam diferentes abordagens do método
bootstrap ao problema da estimacdo do amortecimento a partir da técnica da meia
poténcia, ou seja, a partir de estimativas de autoespectros de sinais de resposta. Apds o
teste de varias implementacdes, sugerem que para a estimativa de uma reamostra
bootstrap, divida-se inicialmente o sinal no tempo disponibilizado em n blocos de
dados, e se calcule o autoespectro de cada um deles. Compde-se em seguida B
seqliéncias bootstrap X; pela reamostragem aleatoria (com repeti¢do) dos n blocos de
dados. O espectro dessa reamostra € entdo obtido pelo calculo da média dos espectros
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de cada bloco de dados e a partir dele obtém-se uma estimativa de amortecimento éi*.

Com as B estimativas de amortecimento computadas, obtém-se finalmente as
estimativas bootstrap do valor médio e do desvio padrdo do amortecimento. Como
experiéncia retratam o fato de 50 réplicas bootstraps terem sido suficientes para boas
estimativas de desvio-padrdo, e verificaram ainda que a aplicacdo da técnica antecipou
significativamente a obtencdo de boas estimativas do amortecimento.

Destacam ainda a decisdo a ser tomada na estimativa de cada autoespectro em
se definir entre o tamanho (tempo) necessario para cada bloco de dados versus o nimero
médias obtidas, ou seja, optar-se entre reducdo do erro de bias com uma melhor
resolucdo em freqliéncia e a reducdo da variancia, inversamente proporcional a raiz
guadrada do nimero de médias realizadas.

De forma andloga, KIJEWSKI e KAREEM (2002) apresentam uma
metodologia para se obter estimativas bootstrap de fun¢ées RD (decremento aleatério),
também baseada no célculo da média de funcdes RD de cada bloco de dados que
compde uma reamostra. Concluem afirmando que as melhores estimativas de
amortecimento obtidas através da técnica do decremento logaritmico aplicada as
funcbes RD bootstrap foram conseguidas na andlise de 5 ciclos de fun¢bes RD tipo
méaximo local calculadas com a média de pelo menos 200 segmentos.

A Figura (V.3) apresentada por YAN et al. (2006) resumem seu trabalho
apresentando sucessivamente as fases da estimacao proposta por eles: (a) segmentacédo
do sinal original em S amostras para composigdo de fungdes RD a partir de triggering
arbitrario (vide item 111.3.5); (b) obtencdo de B reamostras bootstrap pela combinacédo
dos segmentos; (c) calculo das fungbes RD para cada reamostra; (d) aplicacdo da
transformada wavelet continua de Morlet para separacdo dos modos; (e) determinacdo
dos parametros para cada reamostra; e (f) calculo dos estimadores bootstrap do valor

médio e variancia das frequéncias naturais e amortecimento.
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Figura V.3 — Esquema bootstrap de identificagdo modal por
transformadas wavelet continuas a partir de sinal aleatorio

(YAN, MIYAMOTO e BRUHWILER, 2006).

A partir dos exemplos observados dos trabalhos citados acima, e admitindo-se
algumas alteracGes a fim de minorar o custo computacional a ser empreendido, propde-

se a seguir a generalizacdo da aplicacdo da inferéncia bootstrap nas técnicas de analise

modal output-only:

1. Segmentacdo dos sinais aleatorios em blocos de dados;

2. Calculo de fungdes estatisticas (representacfes estocasticas) para cada um

desses blocos;

3. Montagem de B reamostras bootstrap pela combinacdo aleatéria (com

reposigdo) dessas funcdes estatisticas;

4. Obtencdo da estatistica final de cada reamostra pela média (simples ou

ponderada) das estatisticas de cada bloco de dados que a compde;
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5. Determinacdo dos parametros modais associados a cada estatistica de
reamostra;
6. Estimativa dos parametros modais e respectivas incertezas através do

calculo do valor médio e variancia dos B conjuntos de parametros obtidos.

Conforme foi visto no item 111.3.5 deste trabalho, admitindo-se 0s processos
estocasticos como estacionarios e gaussianos de média nula, podem-se exprimir as
fungbes RD como proporcionais as funcgdes de autocorrelagdo e sua derivada. Logo, a
media (simples ou ponderada) entre as fungdes RD calculadas para diferentes
segmentos do sinal constitui ainda uma estatistica representativa do processo,
representando ainda um meio de compactacdo de dados. De forma analoga, a partir da
definicdo dos estimadores numericos para as funcfes de autocorrelagdo (técnicas SSM)
e dos auto-espectros e espectros-cruzados (técnica FDD), percebe-se que as médias
dessas estimativas ndo-paramétricas constituem estatisticas representativas do processo.

A Figura V.4 ilustra, por exemplo, a implementacdo adotada para a inferéncia
bootstrap da técnica SSM. O sinal € segmentado em S pedacos (com ou sem
sobreposicao), para cada segmento a estatistica R € calculada (matriz de covariancia) e
armazenada, calculam-se B amostras bootstrap sdo obtidas pela combinacdo das
estatisticas de N segmentos,e por fim estima-se a média e a variancia de cada um dos

parametros calculados.

y(®)
4 1
Ri=y (R3+Ry+ ... +Rs+R;)
I i el Y | :_____l_____l 1
IHTATEER WL
! M| ':r" “_.i_.-“"-:rm_“---i-m_.“ :r- E_t> : reamostras .
L L e o 1 L LI | 1 1
'~ Y L R = (Re*Re+ ... #Ri+R;)
Ri R: R; Rs1 Rs

Figura V.4 — Esquema representando o processo de obtencao
das reamostras bootstrap para a técnica SSM, onde R; € a matriz
de covariancia do i-ésimo segmento do sinal.

A Tabela (V.3) apresenta as representacdes estocasticas utilizadas por cada
técnica de analise modal output-only implementada neste trabalho e que consistiria na

estatistica a ser obtida por bloco e por fim fornecida para cada reamostra aleatoria.
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Tabela V.3 — Estatisticas utilizadas em cada técnica de
analise modal que viabilizam o processo de inferéncia
bootstrap pelo calculo de sua média.

Técnica Estatistica

RD-AR Fungdes RD

RD-CWT Fungbes RD

FDD Matriz espectral

SSM Matriz de autocorrelacéo

A técnica SSI, como ndo se baseia na estimativa prévia de uma funcdo
estocastica sendo aplicada diretamente aos sinais, ndo pode receber a implementacédo
bootstrap sugerida nos passos triviais apresentados acima. BITTANTI e LOVERA
(2000) discutem formas de se obter estimativas bootstrap na aplicacdo da técnica SSI.
Uma das técnicas se destaca pela simplicidade: “moving block method”. Consiste
simplesmente na particdio do sinal medido em B amostras (seqlienciais) com
superposicao. Os parametros sdo entdo estimados a partir de cada amostra, obtendo-se
por fim o seu valor médio e respectiva variancia como as estimativas bootstrap e
respectivas incertezas. Entretanto, essa reamostragem bootstrap ndo se apresentou
muito eficiente nas simulacdes realizadas neste trabalho, uma vez que diminui
consideravelmente o nimero de pontos utilizado em cada estimativa, o que em analise
modal de estruturas em operacdo constitui fator reconhecidamente comprometedor na
obtencgéo de bons resultados.

Uma vez que o algoritmo da técnica se baseia fundamentalmente na
decomposicdo QR da matriz de Hankel das respostas, um procedimento coerente para
reamostragem consistiria na utilizacdo de matrizes de Hankel equivalentes as
combinacBes de decomposicdes QR de diferentes segmentos do sinal. Uma forma ébvia
de realizar essa combinacao consiste na aplicacao do estimador de minimos quadrados.

Sabendo-se que a matriz Q da decomposicao é ortonormal, pode-se transformar

facilmente a equagéo da decomposi¢do numa equagao normal:

H' =0R =Q0"H'" =R (V.3)
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A obtencdo da matriz H equivalente, por minimos quadrados, para um
conjunto arbitrario de seis combinacfes das matrizes Q e R (aos pares) tomaria a

seguinte forma inicial:

_Q3T_ _R3_
0/ R,
Q6T T — R6 V.4
o7 H., R, (V.4)
Q; R,
10, | R,

_Q3T_ _R3_

0/ R,

T

=|0; 0; O 04 0, Q4]' Q67 HeTq :[Qs 0, 05 95 0, Q4]' Ky

O R,

Q; R,

105 | R,
=6-[1] HL =(0,R,+Q,R, +Q;R, +Q;R, + O, R, +O,R,) (V.5)

A partir da propriedade de ortonormalidade das matrizes Q, verifica-se que a

matriz qu que satisfaz a Eq. V.4, com erro quadratico minimo, € igual a:
H{, =%(H§ +H] +H; +H{ +H) +HI) (V.6)

Logo, apesar das matrizes de Hankel das respostas por si s6 ndo constituirem
uma estatistica do processo, a decomposicdo QR de seu valor médio mantém uma

coeréncia algébrica com o algoritmo da técnica SSI.
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V.4 — Estimadores

A érea da inferéncia estatistica, assim como a da identificacdo de sistemas e
estimacdo de parametros, trata do problema de extrair informacbes a partir de
observacdes que por si so seriam pouco UGteis. A funcio que resolva esse problema da-se
0 nome de estimador, e ao resultado obtido pela aplicacdo de um determinado conjunto
de observacdes a essa funcéo, estimativa.

Antes de prosseguir na introducdo sobre estimadores, cabe validar a utilizagédo
da terminologia “estimacdo” neste trabalho. Até pouco tempo, nos dicionarios nacionais
de maior penetracdo o vocadbulo “estimacdo” estava exclusivamente relacionado a
predilecdo ou sentido de estima, sem qualquer ligacdo a ato ou efeito de se obter
estimativas. Entretanto, em publicacdes recentes, inclusive na edicdo de 2005 do
dicionario Houaiss, em livros de renomados autores brasileiros de estatistica e titulos de
dissertacbes de mestrado e teses de doutorado de diferentes instituicbes educacionais
brasileiras, o termo “estimacdo” aparece invariavelmente com o sentido geral de
“obtencdo de estimativas”, provavelmente associado etimologicamente a um
empréstimo linglistico do difundido termo inglés estimation. Pela necessidade legitima
de se admitir uma traducéo direta de estimation, além de evitar repeticdes monotonas de
variacdes passivas do vocabulo “estimativa”, a palavra estimacdo tem sido utilizada
neste texto.

Para reduzir o efeito das discrepancias, ou erros, existentes nas diferentes
observacdes de uma mesma quantidade, deve-se buscar um estimador que conduza a
estimativas apropriadas, dentro de uma perspectiva arbitrada a partir das hipoteses
admitidas a esses erros, tidos como aleatorios.

Geralmente, ha muitos estimadores com caracteristicas desejaveis que podem
ser aplicados a um determinado conjunto de observacGes, sendo por isso natural que se
busque por um que seja 6timo. Entretanto, a escolha do critério de otimizacdo acaba por
ser arbitréria, destacando-se na literatura os estimadores obtidos por aplicacdo dos
minimos quadrados, do critério do minimo erro quadratico médio, da méaxima
verossimilhanca, e do maximo a posteriori.

SORENSON (1980) apresenta cronologicamente a interessante cadeia de
publicagdes célebres que permitiram a consolidacdo do que mais tarde viria a chamar de
Teoria da Estimacgdo. A partir desta abordagem, pode-se inicialmente destacar na teia
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dos conceitos basilares sobre estimadores, a publicacdo (postuma) da regra de Thomas

Bayes da probabilidade condicional, em 1763:

p(A| B)=% (V.7)

onde A e B sdo eventos mutuamente dependentes;
p(A| B) é a funcdo densidade de probabilidade (condicional) do evento A
ocorrer ja tendo ocorrido B, denominada de probabilidade a posteriori;

p(A) é a funcdo densidade de probabilidade do evento A, a priori;
p(B|A) é a fungio densidade de probabilidade do evento B ocorrer ja tendo

ocorrido A;

p(B) é a fungéo densidade de probabilidade do evento B;

Ou seja, dado um conjunto de medicOes B, determina-se a funcéo densidade a
posteriori de pardmetros desconhecidos A que caracteriza a distribuicdo de
probabilidade a partir da qual os dados foram obtidos. A aplicabilidade da regra de
Bayes, entretanto, depende da disponibilidade das distribuicbes a priori, que
teoricamente sdo sempre admitidas como existentes.

No inicio do século XIX, na busca da identificacdo da trajetéria de corpos
celestes, Legendre e Gauss desenvolvem independentemente o que viria a se chamar de
“método dos minimos quadrados”. Gauss pioneiramente fala em modelos, nimero de
observacdes necessarias, redundancia de dados para diminuir a influéncia dos erros,
residuos, antecipando possibilidades de abordagens a problemas atuais de estimacao.

Ainda acompanhando o estudo de SORENSON (1970), um novo salto na teoria
da estimacdo teria sido dado pelos trabalhos de Fisher publicados a partir da segunda
década do seculo XX, tendo introduzido os conceitos de Estatistica Suficiente,
Estimativas Consistentes, e desenvolvido o “método da méxima verossimilhanca”.

Wiener e Kolmogorov estabelecem a partir da década de 40 uma ponte entre
estatisticos e engenheiros de comunicagdes, compondo os fundamentos da teoria
“classica” de controle, com énfase na andlise (e sintese) de sistemas em termos de suas
caracteristicas de entrada-saida (1/O) e utilizando fundamentalmente as transformadas

de Laplace e Fourier. Desenvolvimentos posteriores exploram ao limite a formulagédo
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em espaco de estados de equacdes diferenciais e/ou de diferencas, passando-se a se a
analisar os sistemas a partir de suas “saidas observadas”, reaproximando-se desta forma
a abordagem de Gauss. O Filtro de Kalman surge neste contexto como uma solugédo
recursiva que fornece uma estimativa que é equivalente a obtida ao se analisar todos 0s
dados simultaneamente, entretanto, com excelente desempenho computacional e com
grande utilidade no trato de problemas ndo-lineares.

Entretanto, deve-se observar que quando tratamos de varidveis (processos)
aleatorias gaussianas em sistemas lineares, resultados idénticos sdo obtidos pelos
estimadores baseados nos diferentes métodos mencionados acima, uma vez que as

hipdteses passam a ser as mesmas para todos os casos (GELB, 1974).

V.4.1 — Minimos Quadrados

Admitindo-se que um conjunto de m medicGes z pode ser expresso como
combinacédo linear de n elementos de um vetor constante x mais um erro aleatorio v,

descreve-se o0 seguinte modelo de regresséo linear:
z=Hx+v (V.8)

onde H é o operador que caracteriza 0 modelo (matriz de medi¢Ges, ou matriz das
observacdes), de dimensdes mxn.

Para m > n o conjunto de medicdes possui informacédo redundante. Na estimativa
por minimos quadrados busca-se a estimativa x que minimize a soma dos quadrados
dos desvios z; —Z,, ou seja, minimize a quantidade:

m

1= (g - %f =(z- Hx) (z - H) (V.9)

i=1

onde &' ¢ ai-ésima linha da matriz H.

A estimativa por minimos quadrados é, portanto obtida fazendo-se 8J/ox =0,

sendo uma funcdo linear das medigdes z:

H'Hx=H'; (V.10)
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x=(HH)'H; (V.11)

Ja 0 erro nas estimativas (X = x—x) e o residuo (z — Hx) podem ser colocados

como funcdes lineares dos ruidos das medigdes:
= (x-%)=—(H"H)'H"v (V.12)

= (z- H%)= [I—H(HTH)’lHT] v (V.13)
Pode-se facilmente perceber que quando x é um escalar, a matriz H reduz-se a

um vetor unidade e o estimador por minimos quadrados € a média aritmética das

medicoes z;:
. -1 1 1
k=(n"n) HTz=a[1]Inx1z=E§zi (V.14)

Conforme se pdde observar pela revisdo acima, a estimativa por minimos
quadrados € deterministica, ndo tendo sido considerados até agora aspectos
probabilisticos. Entretanto, algumas hipoteses podem ser adotadas em relacdo ao ruido
aleatorio v, como por exemplo, ser conhecida sua estatistica de 2% ordem (média e

matriz de covariancia):

E[v]=0 (V.15)

covlv,v]=covlyv"| =cov[v]=R (V.16)

A partir dessas hipdteses pode-se mostrar que o estimador (minimos
quadrados) € ndo-tendencioso (ndo-viesado, unbiased), ou seja, 0 valor esperado do erro
(x—x) é nulo (SORENSON, 1980):

E[x-x]=0 (V.17)
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Podem-se ainda obter as matrizes de covariancia do erro nas estimativas e dos

residuos:
cov[(x-%)|=P=E|(x-x)x-2] | = (" H)' B RH(H"H)" (V.18)

cov[(z - HR))= [1 —HHH)'H ] R [1 —HHH)'H ] (V.19)

Se 0 ruido v for admitido ainda como nao-correlacionado e possuindo
variancias idénticas o® (homoscedastico) tem-se para as matrizes de covariancia dos

erros (x = x —x) e dos residuos (z — Hx) as expressoes:
R=0%1 (V.20)
= cov[(x—%)]=c*(H"H]" (V.21)

Pela equacéo (V.21) pode-se perceber que a matriz de covariancia do erro nas
estimativas ndo depende das medices z, 0 que permite que o desempenho do estimador
seja avaliado mesmo antes de se obter qualquer valor de medicao.

Voltando-se novamente a analise da estimativa de um escalar a partir de varias
medicBes, e admitindo que os ruidos das medi¢cdes possuam média nula, sejam nédo-

correlacionados e distribuidos com variancia o =1, a expressdo do desvio padrdo do

erro das estimativas se torna igual a 1/\/m , onde m é o numero de medigdes.

Generalizando-se a funcdo objetivo de minimos quadrados (Eq. V.10) pela
introdugdo de uma matriz peso simétrica e positivo-definida W, buscando-se a

possibilidade da ponderacéo diferenciada das medicdes, tem-se:

J=(z— Hx) W(z- Hx) (V.22)
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Com a admissdo da matriz peso, as expressdes da estimativa x e das matrizes

de covariancia dos erros (X = x — x) e dos residuos (z — Hx) ficam:
x=(a"wH) H W; (V.23)
cov[¥]=P=(a"wH ) H'WRWH(H'WH)" (V.24)

covl(s— H2)|= 1~ m(ewa Y mw | R -wa(awe) H] (v25)

Pode-se perceber diretamente que ao se realizar a substituicdo W =o°I, ou
seja, ao se atribuir peso igual a todas as medic¢des, as expressdes das Eq.(V.23) a (V.25)
ficam idénticas as apresentadas inicialmente nas Eq. (V.11), (V.18) e (V.19).

A matriz de covariancia dos erros P corresponde a variancia dos erros no caso
multivariado, sendo por isso utilizada para o entendimento do comportamento do
estimador, proporcionando uma medida estatistica da incerteza nas estimativas. E
simplesmente uma matriz cujos elementos sdo 0s momentos estatisticos de segunda
ordem das variaveis aleatérias que compdem o vetor x . Para x correspondendo a um

sistema de duas variaveis, tem-se:

et SR e

1

Pode-se perceber pela Eq. (V.26) que a matriz P é simétrica, com 0s elementos
de sua diagonal principal correspondendo ao erro quadratico médio (EQM, ou MSE) de
cada uma das variaveis, e com os demais elementos relativos a correlacdo cruzada entre
os elementos de x . Uma estimativa que a minimize poderia, portanto, ser considerada

Otima sob essa perspectiva.
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V.4.2 — Filtro de Kalman

Admitindo-se que uma colecdo de dados medidos z; , zp ,..., Zx esteja
disponivel e a partir dela deseja-se estimar os pardmetros x. Os dados z; por sua vez

podem ser considerados como sendo medicOes de diferentes sensores, ou respostas de

um mesmo sensor em diferentes instantes de tempo. Cada z; pode ser relacionado com

x através do modelo de regressao da Eq.(V.7):
zj = Hix +v; (V.27)

Admitindo-se agora que o0 parametro x pode variar no tempo, a equacdo

assume a forma:
3= Hixi + Vi (V28)

Se no passo i da expressdo acima o numero de medi¢bes for menor que o
namero de parametros, o problema se torna indeterminado mesmo na auséncia dos erros

v; . Para contornar esse problema pode-se acrescentar uma relacdo entre parametros

passados e presentes através de uma equacao a diferencas:
X =Py X1 (V.29)

Os parametros desconhecidos xj, denominados “estados”, podem ser
diretamente estimados pela expressdo acima desde que se conhecam as matrizes (de

transicdo) de estado @, , ; e o estado inicial x; .

Admitindo-se entdo a existéncia de informacéo a priori sobre o parametro x,

como sua média u e covariancia M = cov(x)= E[(x—,u)(x—,u)t] , & 0S vetores v,
como sequéncias de ruido branco de média nula e com covariancia R, a matriz de
covariancia do erro P, pode ser escrita recursivamente (SORENSON, 1980):

1
P =P_,-P_,H} (HkPk_le( +RJ H P, (V.30)
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O estimador de minimos quadrados (ponderado pelo inverso das covariancias)

pode ser também reescrito na forma recursiva (ou seqtencial):
Xy = xk_1+Kk Tk —Hkxk_l (V31)
Ls - - - ;7 =
onde K, é amatriz ganho do estimador recursivo de minimos quadrados ponderados:

k' =P H(H P H AR V.32
k = Bl \H P Hy + Ry (V.32)

Esta abordagem fornece uma estimativa que é equivalente a estimativa obtida
pelo processamento de todos os dados simultaneamente (“batch”), entretanto torna mais
eficiente a manipulacdo de dados por prescindir de todas as medi¢Ges passadas para o
propdsito de computar estimativas presentes.

Quando as condicBes iniciais e as excitagdes do sistema dindmico forem
supostamente aleatorias, 0 estado ndo se propagard sem incertezas. Fazendo-se entdo
com que a equacao da evolucdo dos estados (V.29) admita erros aleatorios, obtém-se a

seguinte equacao de diferencas estocastica:

Xj =Dj i 1Xi_1+ W (V.33)

onde os vetores w; sdo tidos como sequéncias de ruido branco de média nula e
covariancia Q.

Para o tratamento do ruido nos estados, torna-se necessaria a consideragdo de um
novo conjunto de equacdes que descreva a evolugdo de estimativas preditas do estado
através da combinacéo linear das medicGes (equacdes preditoras). A estimativa étima do
estado no passo k pode entdo ser tomada a partir de uma estimativa prévia mais uma

medicao (ou residuo):

"}k\k = 'Qk\k—l + Ky (Zk —kack\k_l) (V.34)

185



onde K, pode ser escolhida como a matriz-peso variavel no tempo que implica na

minimizagdo do erro quadratico medio (EQM) entre as estimativas preditas "Ack\k e 0s

estados x .

As equacdes a seguir completam a formulagdo do estimador recursivo linear
Otimo quanto a minimizacdo do erro quadratico, definindo o sistema de equacdes
preditor-corretor denominado Filtro de Kalman (GELB, 1974):

1
Ky = Py Hy (HkPkk_le( + RJ (V.35)
t
Pk-1= Pgk-1Pc-1k-1Pujk-1 + Qi1 (V.36)
Pk = Pk-1 — K Hy By (V.37)

onde K, éamatriz ganho do Filtro de Kalman;
P,y € a covariancia do erro no estado predito;

P €acovariancia do erro no estado corrigido;
Py 1 € a matriz de transicdo de estados;

R, éacovariancia do ruido das medicoes v, ;
0O,_, éacovariancia do ruido do estadowy_; .

O Filtro de Kalman estima um processo usando um algoritmo preditor-corretor,
com um conjunto de equacdes fazendo alternadamente a atualizacdo no tempo e o ajuste
das medic¢des (WELCH e BISHOP, 2004). O ajuste do tempo é responsavel por projetar
a frente o estado e a covariancia do erro nas estimativas a fim de predizerem estimativas
a priori para o proximo passo no tempo. O ajuste das medicGes € responsavel pela retro-
alimentacdo do estimador, ou seja, pela incorporacdo de uma nova medi¢cdo numa
estimativa a priori a fim de se obter uma estimativa a posteriori corrigida. As Fig. V.5 e

V.6 apresentam duas diferentes representacGes esquematicas do Filtro de Kalman.
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Ajuste das medicGes (corretor):

Ajuste do tempo (preditor):

(3) Calcula o ganho K

(1) Projeta o estado a frente t ( ¢ Tl
~ _ - K =P, H\H P, H +R
Xilk-1 = djk\k—lxk—l\k—l k = Tkjk-1k \Hk Fklk-1Mk ™k

(2) Projeta a covariancia do erro a frente (4) Ajusta a estimativa com a nova medi¢ao

_ : R = %opr + Kielae - Hiegy
Pu-1= Pu-1P-1k-1Pijk-1 + Q- Kl = i1 ™ Rk T k-

[N

(5) Ajusta a covariancia do erro
P = Pe-1 — KieHi Py

/

Estimativas iniciais de:

Xygk-1 © Pk—l\k—l

Figura V.5 — Diagrama apresentando o algoritmo preditor-corretor e equagoes
do Filtro de Kalman discreto (adaptado de WELCH e BISHOP, 2004).

ajuste do tempo (extrapolacéo)

Hy , R¢a Hy , Ry
A A
A A A\ A
Xk-1 k-2 [ Xk-1]k-1 Xkk-1 | Xklk
D1, Ok D, O«
Pk | Peajka Pk | Py
t
bt K tempo

Qo

ajuste da medicao

Figura V.6 — Diagrama no tempo do Filtro de Kalman (adaptado de GELB, 1974).

Pela analise das equacdes do diagrama da Fig. (V.5) pode-se observar que se a

variancia do ruido das medigdes R, e alta, entdo o respectivo ganho K, € pequeno, isto
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é, esta sendo conferida pouca confiangca & medi¢cdo com muito ruido, e por isso atribuir-
se-a pouco peso a ela. No limite, quando a variancia do ruido tende a infinito, o ganho

se aproxima de zero, e a estimativa corrigida 'Qk\k se iguala a predita '%k\k—l , OU seja,

uma medic¢édo infinitamente ruidosa é totalmente ignorada pelo estimador (MAYBECK,
1979).

Por outro lado, se o ruido do sistema dinamico P _y_, for alto, entdo sua
projecdo futura P tambem sera alta, assim como o ganho K, . Neste caso, ndo se

tem muita confianca nas saidas preditas do filtro e por isso pondera-se fortemente a

medicdo. No limite, a estimativa corrigida ’A‘k\k se iguala a nova medicdo. Logo, no

limite de ndo se ter absolutamente nenhuma confianca nas saidas do modelo, a melhor
politica é ignorar a predicdo do filtro e utilizar-se da nova medicdo como o estado
otimo.

Pode-se verificar ainda que o ganho K, se anula quando a projecdo futura do

ruido do sistema Pk“(_1 se iguala a zero, ou seja, quando se esta absolutamente certo da

estimativa predita antes mesmo de uma nova medicdo tornar-se disponivel, podendo-se
por isso desconsiderar-se essa medicao.

Resumindo-se, pode-se afirmar que a matriz ganho é “proporcional” a
incerteza na estimativa (prévia) e “inversamente proporcional” ao ruido da medicdo
(GELB, 1974).

Na implementacéo pratica do filtro, o ruido da medicdo, ou melhor, a matriz
covariancia do ruido da medicdo R, pode geralmente ser considerada constante e
estimada anteriormente & aplicacdo do filtro pela analise prévia de algumas amostras
“off-line”. Entretanto, a determinacdo da matriz covariancia do ruido do processo Q é
geralmente mais dificil, uma vez que geralmente ndo é possivel observar-se diretamente
0 processo que se estd estimando. Algumas vezes, um filtro mais elementar (menos
completo, com menos estados que outro modelo do mesmo sistema) pode inferir bons

resultados simplesmente pela admissdo de um pouco de imprecisdo através de Q

(WELCH e BISHOP, 2004).

Quando Q e R sdo de fato constantes, a covariancia do ruido (erro) das

estimativas Pk‘k e 0 ganho K, se estabilizardo rapidamente e entdo permaneceréo

constantes. Neste caso, esses parametros podem ser pré-computados “rodando-se” o
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filtro off-line, ou ainda determinando-se analiticamente os seus valores em regime
permanente (steady-state).
Quando o sistema modelado admite alteracfes nos ruidos das medicdes e do

processo, as matrizes de covariancia se tornam R, e Q,, variaveis no tempo. Neste
caso, o ruido do processo @, deve ser escolhido levando-se em conta tanto a incerteza

do modelo quanto a incerteza acerca das inten¢@es do usuario.

V.5 — Estimacéao por Fuséo de Dados

Estimacao por Fusdo (Estimation Fusion), ou Fusdo de Dados para Estimacao,
consiste no problema de como se melhor utilizar informacdo 0til contida em um
conjunto de dados com o objetivo de se estimar uma quantidade desconhecida: um
pardmetro ou um processo (LI et al., 2003). De uma forma geral, técnicas de fusdo de
dados combinam dados de multiplos sensores e informacGes relacionadas a suas bases
de dados a fim de obter inferéncias com maior exatiddo do que se obteria pelo uso de
um Unico sensor (HALL e LLINAS, 1997).

O Filtro de Kalman tem sido utilizado em inGmeras aplicacdes no
processamento da fusdo de dados de sistemas dinamicos. Seu enfoque computacional
recursivo € particularmente eficiente para sistemas multisensores operando no dominio
do tempo. Esses sensores sdo admitidos como sendo dispositivos de diferentes
mecanismos, cada um fornecendo sua propria seqiiéncia de dados.

Em uma aplicacdo tipica do Filtro de Kalman em sistemas multisensores, 0s
dados ndo-processados dos sensores alimentam um unico filtro onde todas as medicgdes
sdo entdo utilizadas centralizadamente para fornecer uma solugdo. A essa aplicacdo da-
se 0 nome de “Filtragem Centralizada”. Ao se aplicar o filtro de Kalman diretamente as
diferentes medicbes, aumenta-se, entretanto a complexidade na especificacdo dos

parametros do modelo dindmico (&, H) , nas estatisticas do ruido (Q,P) e

principalmente na ordem do vetor de estado Sck‘k_l.

Alternativamente, pode-se dividir essa arquitetura por um esquema em paralelo
de filtros dedicados a sensores especificos, e suas solugdes (estados) sendo fundidas
periodicamente por um “Filtro Mestre”. De uma forma geral esse arranjo permite um
melhor desempenho computacional da estimagdo, uma vez que se pode diminuir o

namero de estados no modelo do filtro central, e os resultados finais se apresentam
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melhores na presenca de dados espdrios, implicando eventualmente em resultados
“localmente” ruins, entretanto “globalmente” bons. Mesmo quando uma informacéo
adicionada em paralelo as demais se apresenta como sendo de qualidade muito inferior
as demais, sua incorporacdo é desejada, pois ela acaba proporcionando maior
redundancia e confiabilidade a estimacdo (GAO et al., 1993). A Fig. V.7 apresenta uma

possibilidade de arquitetura de um filtro descentralizado.

H
XR Master Filter
Reference >
Sensor » Prediction
A

L »
Local Filter 1~
—P >
Sensor #2 Local Filter 2224 »

==

. Update
2 Tocal Filter op P s ©

Figura V.7 — Arquitetura de um filtro descentralizado (GAO et al., 1993)

Um filtro descentralizado consiste, portanto, em uma técnica de processamento
de dados de dois estagios: filtro local e filtro mestre. No primeiro estagio os filtros
locais processam seus préprios dados em paralelo, fornecendo as melhores estimativas
locais possiveis. No segundo estagio, o filtro mestre funde as estimativas locais
fornecendo finalmente a melhor estimativa global.

Na arquitetura descentralizada apresentada na Fig. V.7, o sensor de referéncia
assume o papel de sensor fundamental do sistema de identificacdo e seus dados
consistem na medicdo de entrada do filtro mestre (estado a priori). Os demais sensores,
apos processamento local, alimentam o filtro mestre na etapa de ajuste das medigdes. O
filtro mestre, portanto, usa as saidas dos filtros locais como medicGes para ajustar o
vetor de estado global sequencialmente.

Pode-se utilizar a arquitetura de um filtro descentralizado como modelo para
fusdo de estimativas de parametros modais procedentes de diferentes técnicas de analise
modal ou de diferentes sequéncias de dados. Para tal, pode-se entender cada filtro local

como uma técnica de estimacdo de parametros, recebendo medi¢Ges de um conjunto
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arbitrario de sensores, e estimando parametros e inferindo incertezas que passaréo a ser
dados para ajuste do filtro mestre. O sensor de referéncia da Figura V.7 pode na verdade
ser um conjunto de sinais de maior relevancia (em funcdo do posicionamento, por
exemplo), que além de serem compartilhados com os demais filtros locais, permitem,
através da aplicacdo de uma das técnicas de analise modal, fornecer as estimativas
iniciais do filtro mestre.

HASHEMIPOUR et al. (1988) apresentam a paralelizacdo das equacdes do
Filtro de Kalman. As Eq. V.38 e V.39 transcritas neste texto constituem o ajuste das

medicBes, processando de uma sé vez todas as novas estimativas sincronas i5€k\k e

matrizes de covariancias ; P, fornecidas pelos filtros locais:

B

M

Xyl = kk[Pklilekk1+Z:(ipk|iL k=i P ixkkl)] (V.38)
i-1

Pk_\kl =B 1+Z( k\k iy 1) (V.39)

Para se efetuar o avango no tempo das estimativas dos estados no filtro de
Kalman descentralizado é necessario primeiramente determinar-se o modelo estatistico
apropriado para os estados e para as “medi¢Oes”. Para o problema de se fundir
estimativas de parametros modais obtidas por diferentes técnicas através de amostras de

dados sincronos ou coincidentes, admitem-se as seguintes proposicades:

e Os estados dos filtros locais e do filtro descentralizado sdo as frequéncias

naturais e taxas de amortecimento a serem inferidas;

e Admitindo-se que os sinais analisados constituem um processo estocastico
estaciondrio, o estado permanece constante ao longo das medicbes, 0 que
implica que as matrizes de transicdo de estados ¢k\k—1 tanto dos filtros

locais quanto do filtro descentralizado sdo matrizes identidade;
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e A matriz de covariancia do ruido do estado @k-1 do filtro descentralizado
pode ser arbitrada com valores ndo nulos para se admitir ao modelo
variabilidade nos estados de forma a acolher incertezas tanto dos modelos
das diferentes técnicas de estimacdo quanto devidas a descontinuidade do

procedimento de aquisicdo de dados.

No préximo capitulo, apos a analise de uma série de simulagdes numéricas de
uma estrutura submetida a carregamento aleatério, serd apresentada uma metodologia

de estimacéo hibrida por fusdo descentralizada de dados.
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CAPITULO VI

ELABORACAO DE ALGORITMO HIBRIDO E
RECURSIVO

V1.1 - Introducéo

Este capitulo busca fornecer subsidios para a proposi¢do de uma metodologia
de identificacdo estrutural hibrida e recursiva. Com esse propdsito, sdo realizadas
simula¢des numéricas em um modelo ideal submetido a carregamento aleatorio a fim de
se verificarem as limitagbes de cada uma das técnicas implementadas e avaliar as
possibilidades de se estimar as incertezas. Em seguida, baseando-se nos resultados
preliminares encontrados, propde-se uma metodologia para analise modal de estruturas
em operacdo atraves de algoritmo hibrido e recursivo. Por fim, as implementacdes sdo
testadas com os sinais simulados e os resultados obtidos sdo comentados.

Assim como nos exemplos utilizados para a apresentacdo da implementacgéo
dos métodos no capitulo IV, para estas simulagdes foi adotado também o didatico
modelo de viga plana biapoiada através de seus trés primeiros modos de vibracdo bem
espacados e definidos, desenvolvido segundo elementos lineares planos com dois graus
de liberdade por nd (deslocamento vertical e angular). As respostas do modelo foram
obtidas por integracdo numérica de Runge-Kutta de 4 ordem implementada em Fortran,
com passo de integracdo de 10° do segundo. Nas aplicacbes deste capitulo foram
utilizadas as respostas de apenas trés graus de liberdade verticais: no primeiro quarto do
vao (GL 07), no primeiro terco do védo (GL 09), e no meio do vao (GL 13).

V1.2 — SimulagGes Numeéricas

Todas as simulacBes numericas partiram de respostas da viga biapoiada de
anélise submetida a excitagdo por sequéncias de ruido branco gaussiano néo
correlacionadas filtradas digitalmente até o valor de corte em 100Hz segundo todos 0s

graus de liberdade verticais do modelo. As respostas foram obtidas humericamente com
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freqliéncia de aquisicdo de 200Hz, por duas horas, totalizando 1.440.000 pontos de
saida obtidos segundo todos os graus de liberdade verticais discretizados.

A Fig. VI.1 apresenta estimativas dos autoespectros dos sinais dos trés graus de
liberdade selecionados, estimados pelo periodograma de Welch através da média de 127
segmentos com 66% de sobreposicdo, submetidos a janela de Hamming, obtendo-se

janelas com 32768 pontos e resolucdo em freqiiéncia aproximada de 0,006Hz.

———6L07 |
| GL 03
st . GL13 |4

log(Syy)
“

al | /'II IIH‘
\mw
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'1 1 C 1 1 | 1 | | | L
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frequéncia (Hz)

Figura VI.1 — Estimativas dos autoespectros dos sinais de
resposta da viga biapoiada submetida a carregamento tipo ruido
branco por duas horas segundo seus GL.

A seguir serdo apresentadas uma série de analises efetuadas a fim de se testar
os algoritmos implementados para o0 caso da excitacdo aleatoria, para se obter
sensibilidade em relacdo as caracteristicas de desempenho de cada uma das técnicas de
estimacdo, e para verificar a aplicabilidade das possibilidades do algoritmo hibrido-
recursivo. A Tabela V1.1 apresenta uma descri¢ao esquematica de cada uma das analises

realizadas preliminarmente.
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Tabela VI.1 — Andlises realizadas com os sinais simulados
numericamente para teste dos algoritmos e inferéncia de
intervalos de confianca.

Dados Estimacéao
Andlise . x
Periodo | Ruido Tipo Recurs| Fusdo de
vidade estimativas
1A 2 horas nao
deterministica
1B 2 horas 10%
2A nao ..
média e intervalo de
10x30min" confianca entre ndo néo
10x12min amostras
2B | ogiomin® | 10%
20x6min
58x6min" ) reamostragem
3A 40%3min Nao | bootstrap e estimativa
118x3min® de média e intervalo
confianca para cada
3B 10% novo conjunto de
amostras

(1) segmentos obtidos com superposicao de 2/3, ou seja, 66% sobre amostra anterior.

VI1.2.1 — Anélise 1A

Inicialmente foi realizada a verificagdo da consisténcia dos algoritmos de

estimacao de parametros para o caso de sinais aleatorios. Com esse objetivo, desdobrou-

se a identificacdo deterministica do sistema estrutural simulado sem acréscimo de ruido

por cada um dos algoritmos implementados.

Utilizando-se os pardmetros de aplicacdo das técnicas segundo sugestdes do

Cap. IV, todos os métodos implementados identificaram com boa exatidao a frequéncia

natural e as taxas de amortecimento idealizados. llustrativamente, a Fig. V1.2 apresenta

o diagrama de estabilizacdo e as estimativas dos parametros modais obtidos pela técnica

combinada RD-AR, utilizando-se 350 pontos (1,4 segundos) das estimativas das

fungdes de autocorrelagdo calculadas.
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A Tab. VI.2 apresenta os parametros dos algoritmos identificacdo adotados
para cada uma das estimativas obtidas. A Tab. VI.3 apresenta as estimativas das

freqiéncias naturais e amortecimentos dos sinais simulados.

) Figure 3: AR / Prony E”E|E|
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SO0 OO0 OO0 OGO o0 Q0 O & OO diD oo d
451 Do O o] oo o o] je] o0 o0 @ S T (3) stabilization disgram
g 8 g Q 8 Q g g 8 g @ © () time series
401 &c o & o a o] o] b h A~
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Figura V1.2 — Diagrama de estabilizacdo e estimativas dos
parametros modais pela técnica combinada RD-AR, utilizando-
se 350 pontos (1,75 segundos) das estimativas das funcbes de
autocorrelacdo calculadas.
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Tabela V1.2 — Pardmetros utilizados em cada umas das técnicas
para as identificagdes realizadas nas simulacdes 1A e 1B.

Técnica

Parametros utilizados

RD-AR

e Funcdes RD tipo “ponto positivo” entre um e dois desvios, com 350
pontos (1,75 segundos, 14 ciclos da primeira freqliéncia), com
sobreposicdo, avaliando-se 391.175 amostras na média, incluindo-se
estimativas de “passo negativo”;

e Diagrama de estabilizacdo com ordem méxima igual a 48 e aceitacdo
de variabilidade de 2,5% na freqliéncia, e 15% no amortecimento.

RD-CWT

e Funcdes RD tipo “ponto positivo” entre um e dois desvios, com 1000
pontos (5,0 segundos, 42 ciclos da primeira freqiiéncia), com
sobreposicdo, somando-se 391.501 amostras na média, incluindo-se
estimativas de “passo negativo”;

o Wavelet-maes com freqiiéncias centrais de 5,4rad/s, 6Hz e 10Hz para
respectivamente o 1° 2° e 3° modo analisados, a partir do sinal
compreendido de 0,5 a 1,5 segundos.

FDD

e 514 segmentos na média, resolucdo de 0,0241Hz, janelas com 8192
pontos, freqiiéncia de digitalizacdo de 200Hz;

e Ajuste linear da transformada Hilbert entre o primeiro e o décimo ciclo
da menor frequéncia natural;

¢ Tolerancia admitida ao valor MAC entre os vetores singulares = 0,98;

SSM

o Matriz de covariancia com ordem igual a 32;

¢ Diagrama de estabilizacdo com ordem méaxima igual a 32 e aceitagdo
de variabilidade de 2,5% na freqliéncia, e 15% no amortecimento.

SSI

¢ NUmero de blocos de linha da matriz de dados igual a 10;

e Diagrama de estabilizacdo com ordem maxima igual a 24 e aceitacdo
de variabilidade de 2,5% na freqiiéncia, e 15% no amortecimento;

¢ O tamanho do sinal foi restringido aos seus ultimos 40 minutos em
funcdo das limitacbes de memoria que apresentou o algoritmo
implementado no ambiente MATLAB.
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Tabela V1.3 — Valores das frequéncias naturais e taxas de amortecimento
segundo cada uma das técnicas de estimagdo abordadas para o sinal

simulado sem adicdo de ruido.

Estimativa deterministica das freqliéncias naturais amortecidas
Valor exato respostas de trés GL, 2 horas, sem ruido
RD-AR | RD-CWT FDD SSM ssI®
10

.g /I,;,\ modo 8,546 8,543 8,546 8,544 8,546 8,549
C ~—~
S= 2° 34,186 34,185 34,188 34,181 34,186 34,190
=3 § modo
w2 % | 76935 | 7693 | 7693 | 76922 | 76933 | 76931
o 1°
£ modo 1,000 0,995 1,000 1,004 0,992 1,000
£
s o 20
8 S | modo 0,250 0,246 0,249 0,255 0,249 0,250
o
S 3°
< modo 0,111 0,109 0,109 0,111 0,111 0,114

(1) — Valores obtidos a partir dos Gltimos 40 minutos do sinal.

V1.2.2 — Anélise 1B

Ao sinal de resposta obtido numericamente adicionou-se seqliéncias de ruido
branco uniformemente distribuido de 10% do seu valor rms. Deve-se acrescentar que
uma integracdo numérica efetuada para um periodo tdo longo, mesmo tendo-se utilizado
passos de integracdo muito pequenos, pode implicar no aparecimento de algumas
distorcdes que acabam por se somar ao ruido arbitrado. Os valores obtidos para as

freqiiéncias naturais e taxas de amortecimento apresentam-se na Tab. V1.4.
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Tabela VI.4 — Valores das freqiiéncias naturais e taxas de
amortecimento segundo cada uma das técnicas de estimacéo
abordadas para o sinal simulado com adigéo de ruido.

Estimativa deterministica das frequéncias naturais amortecidas
(respostas de trés GL, 2 horas, com ruido)

Valor exato
RD-AR  RD-CWT FDD SSM SsI®

10
92 modo 8,546 8,543 8,544 8,544 8,546 8,549
C ~
L= 2° 34,186 34,185 34,192 34,182 34,187 34,189
g 5  modo
- = 0
w2 mf)do 76,935 76,933 76,931 76,924 76,932 76,929
o 10
E’ modo 1,000 0,996 1,002 1,001 0,993 1,003
= 20
gé modo 0,250 0,247 0,249 0,254 0,250 0,249
g ¥ 011 0,109 0,109 0,113 0,111 0,1143

(1) — Valores obtidos a partir dos Gltimos 40 minutos do sinal.

Analisando-se os resultados obtidos com as analises numéricas 1A e 1B, pode-
se concluir parcialmente que para longos periodos como o sinal de 2 horas simulado, o

erro aleatorio passa praticamente despercebido para todas as técnicas de estimagcéo.

V1.2.3 — Analise 2A

A fim de se obter fundamentalmente uma relagao entre a duracdo dos sinais e a
exatidao das estimativas dos parametros modais encontradas para cada uma das técnicas
“output-only” implementadas, foi elaborado este conjunto da analises denominado de
Anédlise 2A. Através de seus resultados buscar-se-a a ratificagdo das experiéncias
colhidas na literatura e ja apresentadas na Tab. (IV.1) sobre o tempo necessario de
aquisicdo para se obter boas estimativas, ampliando-se essa verificacdo para uma
perspectiva comparativa.

Para cumprir esse objetivo, o sinal de duas horas numericamente simulado
(sem a adicdo de ruido) foi repartido em periodos de 30, 12, 6 e 3 minutos, com e sem
sobreposicao, aplicando-se sobre esses segmentos de dados cada uma das técnicas de
estimacao.

A Figura V1.3 apresenta a exatiddo obtida nos valores das frequiéncias naturais

utilizando-se a técnica RD-AR. Nesta figura, a cor azul representa os segmentos de
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dados a partir de onde se obtiveram estimativas com erro inferior a 0,5% do exato, com
cor amarela os trechos com erro entre 0,5% e 1,0%, e em vermelho, resultados com
desvio superior a 1,0%. A figura foi montada a partir da representacdo de cada amostra
de um minuto como um retangulo. Assim, periodos de 12, 6 e 3 minutos tomados sem
sobreposicao correspondem respectivamente a 12, 6 e 3 retangulos segundo o eixo das
abscissas (tempo), enquanto periodos de 30, 12, 6 e 3 minutos tomados com

sobreposicao de 66% correspondem a 10, 4, 2 e 1 retangulos.

Simulagdes 2A-Técnica RD-AR (frequéncia 1° modo)

10 % 30rin 71.5%

103 12min
28 12min
20 Bmin
58 Bmin
A0 3min
118 3min

1.0%

0.5%

20 40 B0 80 100 1 0%

tempo (s)
(a)

Simulagbes 2A-Técnica RD-AR (frequéncia 2° modo)

10 x 30min 7o

10 T2min

28 12min
20 Bmin
58 Bmin
403 3min

118 % 3min

1.0%

0.5%

0,
20 40 &0 a0 100 120 0%

tempo (s)
(b)

Simulagbes 2A-Técnica RD-AR (frequéncia 3° modo)

10 x 30min 71o%

10 12min

28x12min
20 Bmin
58 0 8min
405 3min

118 x 3min

1.0%

0.5%

0%

20 40 &0 a0 100 120
tempo (s)

(©
Figura V1.3 — Erro encontrado nas estimativas de fregiiéncia
natural a partir da aplicacdo da técnica RD-AR sobre cada
segmentacdo de dados adotada, para o 1° 2° e 3° modos de
vibracao.
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De forma anéloga, as Figuras V1.4 e VI.5 apresentam a exatiddo encontrada
para as estimativas das frequéncias naturais dos trés primeiros modos de vibracdo da

viga simulada segundo as técnicas SSI e SSM, respectivamente.

Simulagbes 2A-Técnica S3I (frequéncia 1° modo)

10% 30min 71.8%

103 12min
28x12min
20 % Bmin
58 x Bmin
A0 % 3min
118 % 3min

1.0%

0.5%

0,
20 40 B0 an 100 120 0%

tempo (s)
()

Simulagdes 2A-Técnica S3I (frequéncia 2° modo)

. >1.5%

103 30rmin

100 12min

28 12min
200 Brmin
58 Bmin
403 3min

118 % 3min

1.0%

0.5%

o,
20 40 &0 an 100 120 0%

tempo (s)
(b)

Simulagbes 2A-Técnica S5l (frequéncia 3 modo)

: =1.5%

10 30min

10 12min

28 12min
20y Bmin
58 Bmin
405 3min

118 % 3min

1.0%

0.5%

0%

20 40 &0 a0 100 120
tempo (s)

(©
Figura V1.4 — Erro encontrado nas estimativas de fregiiéncia a

partir da aplicacéo da técnica SSI sobre cada um dos segmentos
de dados.

As técnicas FDD e RD-CWT apresentaram todas as suas estimativas de
freqliéncia com erro inferior a 0,5%, ou seja todos os graficos ficaram completamente

“azuis”, dispensando-se por isso suas apresentagoes.
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Simulagdes 2A-Técnica SSM (frequéncia 1° modo) .

103 30min
10 12min
28 ¥ 12min 1.0%
200 8min
58 8min 0 5%
A0 3min
118 3min

0%
tempo (s)

(@

Simulacdes 2A-Tecnica SSM (frequéncia 2° modo) o

1.0%
0.5%

0%

10% 20min
10 12min
28 12min
20 x Bmin
58 ¥ Bmin
40 3min
118 3min

tempo (s)

(b)

Simulacdes 2A-Tecnica SSM (frequéncia 3° modo) oo

103 30min
10% 12min
28 x 12min 1.0%
20 % Bmin
53 x Bmin 0.5%
A0 3min
118 3min

0%
tempo (s)

(©
Figura V1.5 — Erro encontrado nas estimativas de freqiiéncia a
partir da aplicacdo da técnica SSM sobre cada um dos
segmentos de dados.

Para a estimagéo dos pardmetros modais a partir de cada um dos 284 diferentes
segmentos de dados foram estabelecidos critérios de parametrizacdo para a
automatizacdo da execucdo das técnicas de estimacdo. Esses critérios, similares aos

utilizados para a analise do sinal completo, estdo apresentados na Tab. VI.5.

203



Tabela V1.5 — Critérios para automatizagdo das técnicas de
estimacédo de parametros.

Técnica

Critérios e parametros de automatizacao

RD-AR

e FuncBes RD tipo “ponto positivo” entre um e dois desvios, com 350
pontos (1,75 segundos ou 14 ciclos da primeira freqliéncia), incluindo-
se estimativas de “passo negativo”;

e Diagrama de estabilizacdo com ordem méxima igual a 48 e aceitagdo
de variabilidade de 2,5% na freqliéncia, e 15% no amortecimento.

RD-CWT

e FuncBes RD tipo “ponto positivo” entre um e dois desvios, com 1000
pontos (5,0 segundos ou 42 ciclos da primeira freqiiéncia), incluindo-se
estimativas de “passo negativo”;

e Freqliéncias centrais das wavelet-maes e periodo linear do decaimento
selecionados a partir da observacédo prévia do sinal (ou parte dele) para
cada modo de vibracéo;

e Valores das frequéncias dos ridges selecionados da seguinte forma:

o0 Estimativa inicial a partir do céalculo da média dos
espectros de cada linha do tempo da transformada wavelet
continua dos primeiros 10 segundos do segmento do sinal
utilizando-se a wavelet-mae de maior freqliéncia central
aplicada no item anterior;

o0 Ajuste fino a partir da identificacdo do valor maximo da
média da faixa de espectro de 1Hz de banda, centrada na
estimativa inicial da freqiiéncia obtida no item anterior,
utilizando-se transformadas wavelet continuas da funcéo
RD e wavelet-mae pré-selecionadas para cada modo.

FDD

e Estimacdo da matriz espectral para cada segmento de dados analisado,
e subseqliente identificacdo dos picos do grafico dos valores singulares
na freqliéncia;

e Tolerncia admitida ao valor MAC entre os vetores singulares, e
periodo do decaimento para ajuste dos pardmetros selecionados a partir
da observacdo prévia do sinal (ou parte dele).

SSM

e Matriz de covariancia com ordem igual a 32;

¢ Diagrama de estabilizacdo com ordem maxima igual a 32 e aceitacdo
de variabilidade de 2,5% na freqliéncia, e 15% no amortecimento.

SSI

¢ NUmero de blocos de linhas da matriz de dados igual a 10;

e Diagrama de estabilizacdo com ordem maxima igual a 24 e aceitacdo
de variabilidade de 2,5% na freqliéncia, e 15% no amortecimento.

Pela analise dos resultados das estimativas de frequéncia natural, pode-se

concluir que todos os métodos apresentaram excelentes resultados, destacando-se as

técnicas FDD e RD-CWT, ambas baseadas na estimativa espectral preliminar. Verifica-

se ainda que na maioria das vezes o fato de ndo se identificar uma das freqliéncias a
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partir de um sinal ndo impossibilita a estimacdo das frequéncias dos demais modos de

vibracdo a partir dos dados daquele mesmo trecho.

Apresentam-se a seguir as estimativas obtidas para as taxas de amortecimento

segundo cada uma das técnicas de estimacdo, representando-se, analogamente as

freqliéncias naturais, na cor azul os segmentos de dados a partir de onde se obtiveram

estimativas com erro inferior a 10% do exato, com a cor amarela, erros entre 10% e

20%, e em vermelho, erros superiores a 20%. As Figuras V1.6 a VI.10 apresentam o

nivel de exatiddo obtido para os valores de amortecimento a partir da técnica RD-AR,
RD-CWT, FDD, SSM e SSI, respectivamente.
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Figura V1.6 — Erro encontrado nas estimativas de taxa de
amortecimento a partir da aplicacdo da técnica RD-AR sobre
cada um dos segmentos de dados.
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Simulagdes 2A-Técnica RD-CWT (amortecimento 1° modo)
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Figura V1.7 — Erro encontrado nas estimativas de taxa de amortecimento a partir da
aplicacdo da técnica RD-CWT sobre cada um dos segmentos de dados.
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Figura V1.8 — Erro encontrado nas estimativas de taxa de amortecimento a partir da
aplicacdo da técnica FDD sobre cada um dos segmentos de dados.
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Simulagdes 2A-Técnica SSM (amortecimento 1° modo)
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Figura V1.9 — Erro encontrado nas estimativas de taxa de amortecimento a partir da
aplicacdo da técnica SSM sobre cada um dos segmentos de dados.
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Figura VI1.10 — Erro encontrado nas estimativas de taxa de amortecimento a partir
da aplicacédo da técnica SSI sobre cada um dos segmentos de dados.
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A partir da analise qualitativa das estimativas das frequéncias naturais e das
taxas de amortecimento, podem-se ratificar as seguintes conclusdes parciais ja

presumiveis dentro do escopo geral da analise modal:

e Conforme o periodo disponibilizado do sinal é reduzido, piores se
tornam as estimativas;

e O fato de ndo ser possivel estimar com boa precisdo a freqiéncia
natural e o amortecimento de um determinado modo ndo impossibilita a
estimacdo desses parametros nos demais modos;

e As técnicas de estimacdo apresentaram desempenho diferenciado ao
longo de cada segmento do sinal, ndo havendo em geral trechos do sinal
onde nenhuma das técnicas fosse capaz de identificar um determinado

parametro modal.

O Apéndice A apresenta quantitativamente as estimativas finais dos pardmetros
modais obtidos a partir das simulacfes apresentadas neste capitulo. A Tabela A.4
apresenta os valores médios e intervalos de confianca das estimativas obtidas nesta
simulacdo 2A por técnica e por tipo de segmentacdo. Para o calculo dos intervalos de
confianca foi adotada a hipdtese de distribuicdo normal das amostras e nivel de
confianca de 95%, ou seja, utilizou-se o valor de duas vezes o desvio-padréo (como
aproximacao do escore 1,96). Para essa inferéncia aproveitaram-se apenas amostras com
estimativas simultaneamente “ndo-vermelhas” da freqiiéncia natural e da taxa de
amortecimento de um determinado modo de vibracdo (em relacdo ao critério
estabelecido para os graficos das figuras VI.3 a VI.10). A Tab. A5 resume
quantitativamente a disponibilidade de amostras para o calculo das estimativas, por
técnica e por tipo de segmentacao.

A Fig. VI.11 exemplifica graficamente os valores médios e os intervalos de
confianga inferidos pela aplicagdo da técnica RD-AR nos sinais das diferentes
segmentacdes. Nesta figura, como era de se esperar, percebe-se que estimativas
efetuadas com sinais mais longos apresentaram, de uma forma geral, menor disperséo
em torno do valor exato. Verifica-se também que, para a estimacdo de pardmetros a
partir de segmentos de um mesmo tamanho, analises com mais amostras implicam em

menores variancias.
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Figura VI.11 — Intervalos de confianga das frequéncias naturais e taxas de
amortecimento obtidas pela técnica RD-AR, alcancadas a partir do calculo
do desvio padrdo das estimativas deterministicas extraidas das amostras do
sinal obtidas pelas diferentes segmentacdes propostas.

V1.2.4 — Analise 2B

A analise 2B consiste na repeticdo do mesmo procedimento de segmentacdo
efetuado na simulacdo 2A, entretanto acrescendo-se aos sinais seqiéncias aleatorias
uniformemente distribuidas com amplitudes de 10% do valor rms dos sinais de resposta
da viga. Tem por fim verificar a suscetibilidade das técnicas de estimagdo
simultaneamente a presenca de ruidos e a reducdo do tamanho das seqliéncias das
respostas.

A Figura VI1.12 apresenta a exatiddo obtida nos valores das freqiiéncias naturais
a partir da técnica SSI, representando-se pela cor azul os segmentos de dados a partir de
onde se obtiveram estimativas com erros inferiores a 0,5% do exato, com cor amarela

erros entre 0,5% e 1,0%, e em vermelho erros superiores a 1,0%.
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Figura V1.12 — Erro encontrado nas estimativas de frequéncia a
partir da aplicag@o da técnica SSI sobre cada um dos segmentos
de dados com ruido.

Apresentam-se na Fig. V1.13 os valores obtidos para as taxas de amortecimento
segundo a técnica SSI, representando-se pela cor azul os segmentos de dados a partir de
onde se obtiveram estimativas com erro inferior a 10% do exato, com cor amarela erros

entre 10% e 20%, e em vermelho erros superiores a 20%.
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Simulagdes 2B-Tecnica S31 (amortecimento 1° modo)
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Figura VI1.13 — Erro encontrado nas estimativas de amorteci-
mento a partir da aplicacdo da técnica SSI sobre cada um dos
segmentos de dados com ruido.

Comparando-se as Fig. VI1.12 e V1.13 com as Fig. V1.4 e V1.9 percebe-se que a
adicdo do ruido implicou em acentuada degradacdo na exatiddo das estimativas da
técnica SSI. As demais técnicas implementadas, entretanto, ndo apresentaram nas
simulagdes 2B mudangas qualitativamente significativas na exatiddo de suas
estimativas, fato que desobrigou a apresentacao das suas respectivas figuras.

Quantitativamente, podem-se verificar os resultados encontrados para as cinco
técnicas a partir da Tabela A.6 do Apéndice A. Enquanto as técnicas RD-AR, RD-CWT
e FDD mantiveram as suas estimativas e variancias, as técnicas SSM e principalmente
SSI perceberam significativa alteracdo nos intervalos de confianga encontrados.

Para avaliar a suscetibilidade da técnica SSI ao ruido imposto, apresentam-se
na Fig. VI1.14 os graficos de avaliacdo da exatiddo das estimativas de amortecimento do
3° modo para o caso de sinais sem ruido (simulacdo 2A), para uma adi¢do de 10% de
ruido (simulacao 2B), e por fim para sinais com 20% de ruido (rms).

Os graficos da Fig. VI.14 confirmam a expressiva sensibilidade da

implementacdo da técnica SSI a presenca de ruidos nas medicgoes.
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Figura VI1.14 — Erro encontrado nas estimativas de amorteci-
mento a partir da aplicacdo da técnica SSI sobre cada um dos
segmentos de dados sem ruido (a), com 10% de ruido (b) e com
20% de ruido (c).

V1.2.5 — Analise 3A

A andlise 3A tem por objetivo prover estimativas dos parametros modais e
intervalos de confianga a partir da técnica de reamostragem bootstrap do sinal simulado
de 2 horas, a fim de se comparar com as inferéncias obtidas pela simulacdo 2A. Para
isso, efetuou-se a segmentacdo dos dados proposta na simulacdo 2A, procedendo-se em
seguida a recomposicao do sinal de duas horas por reamostragem dos blocos.

A partir da andlise das referéncias apresentadas no capitulo anterior, foram
implementadas para esta simulacéo rotinas de reamostragem de dados que sustentassem
coeréncia com as funcbes estocasticas utilizadas teoricamente por cada técnica de
estimacao.

A tabela V1.7 apresenta os critérios utilizados para a obtencdo de reamostras e
respectivas estimativas de parametros modais, para cada técnica implementada. A Tab.

V1.8 descreve as simulacOes efetuadas para diferentes composicdes de blocos para a
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obtencéo de 50, 200 e 400 reamostras de duas horas cada, a partir das quais obtiveram-

se novas estatisticas.

Tabela VI.7 — Critérios para automatizacao da técnica bootstrap
inferéncia estatistica.

Técnica Critérios e parametros para a obtencdo das reamostras bootstrap
e Estimacdo das funcBes RD tipo “ponto positivo” de cada segmento (bloco) de
FUncs dados sdo previamente calculadas e armazenadas;
uncdes
RQD e Para cada nova reamostra bootstrap, novas fun¢fes RD sdo obtidas pela
média ponderada (pelo nimero de médias) das fungdes RD de cada bloco de
dados utilizado.
RD-AR e Utilizacdo das médias ponderadas das Fungdes RD;
¢ Utilizacdo das médias ponderadas das Funcdes RD;
¢ Os valores das freqiiéncias dos ridges de cada um dos modos de vibragdo séo
RD-CWT estimados uma Unica vez, sendo aproveitados para todas reamostras. Essa
simplificacdo torna o algoritmo muito rapido, e implica em mudancas
insignificantes nas estimativas.
¢ Para cada nova reamostra bootstrap, matrizes espectrais sdo obtidas por média
simples das matrizes de cada bloco de dados utilizado.

FDD e Os picos de cada um dos modos de vibracdo sao estimados a cada reamostra,
bem como a selecdo da banda em frequéncia representativa daquele modo, a
inversdo da Transformada de Fourier e os ajustes nas Transformadas de
Hilbert.

SSM ¢ Para cada nova reamostra bootstrap, matrizes de autocovariancia sao obtidas
por média simples das matrizes de cada bloco de dados utilizado.

ss| e Para cada nova reamostra bootstrap, matrizes de Hankel séo obtidas por
média simples das matrizes de cada bloco de dados utilizado.

Tabela VI.8 — Descricdo das simulagbes efetuadas para
diferentes composic@es de blocos para 50, 200 e 400 reamostras,
para cada uma das técnicas de estimacao.
Simulacio Periodo dos Numero de Numero de blocos rl\(le:nrslf)rs?rii
¢ segmentos (blocos) | blocos obtidos | na reamostragem
Bootstrap
3A1 30min 10® 4
3A2 12 min 10 10
3A3 12 min 28 10
3A4 6 min 20 20 50, 200 e 400
3A5 6 min 58 20
3A6 3 min 40 40
3A7 3 min 118® 40

W) obtidos com sobreposicao de 66%
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As Tabelas (A.7) a (A.11) do Apéndice apresentam as estimativas obtidas para
as técnicas RD-AR, RD-CWT, FDD, SSM e SSI. A Tabela (A.7) apresenta estimativas
para todas as segmentacdes efetuadas na simulagdo 2A. As demais, entretanto, para
evitar excesso de informacdo desnecessaria, apresentam apenas as estimativas bootstrap
a partir das segmentacfes 10x30min, 10x12min e 118x3min. A fim de ilustrar em parte
o procedimento efetuado, a Figura V1.15 apresenta o histograma da distribuicéo das 400

reamostras bootstrap pela técnica SSM da analise 3A na segmentacgdo de 118x3min.

Freguency Histogram Darnping Histogram

1st mode
OCCUrrEnCEes

Tst mode
OCCUTENCES

]
0542 8543 8544 8545 0546 8547 8.548 5549 BESS 5551 8552

2Znd mode
Occurrences
2nd mode
OCCUrtENCES

1) 0
3418 34182 34184 34186 34188 3419 34182 34194 0.235 024 0.245 025 0.255 0.26 0.265

3rd mode
OCCuUrrences

3rd made
OCCUrrENCES

0 .
76.928 76.93 78532 76534 FBY3E 7B.938 75.94 76.942 0.104 0.106 0.108 o 01z 0114 018 0.118
frequency estimate (Hz) Damping estimate (%)

Figura VI.15 — Distribuicdo das reamostras bootstrap pela
técnica SSM da andlise 3A na segmentacdo de 118x3min,
apresentando-se ainda a correspondente Gaussiana, o valor
médio e o intervalo de confianca em linhas tracejadas e o valor
exato em linha cheia.

Ao longo da implementacdo dessa andlise foi verificado que no processo de
obtencdo das reamostras bootstrap eventualmente chega-se a estatisticas imprecisas que
acabam por implicar em estimativas acentuadamente inexatas, principalmente quando
0s blocos de dados se tornam menores.

A fim de eliminar essas estimativas espurias, foi implementado um algoritmo
que consistiu na retirada progressiva de amostras de maior desvio em relacdo aos
valores médios de frequéncia natural e amortecimento, alternadamente, até o limite de

25% do total de pares de amostras, ou até que as todas as estimativas apresentem um
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desvio maximo de 10% em relacdo ao amortecimento médio e 1% na frequéncia.
Quando as amostras remanescentes, ou seja, 75% da quantidade inicial, ndo
apresentarem dispersdo menor que 50% em relacdo ao amortecimento médio e 5% na
freqiiéncia, descartam-se todo o conjunto de estimativas. Para essa simulagéo, verifica-
se que apos a retirada de algumas poucas amostras, o critério de parada de desvio de
10% em relacdo ao amortecimento médio € atingido, e o descarte de amostras
interrompido.

Pela observacgdo dos resultados encontrados por ocasido da anélise 3A, podem-

se extrair as seguintes conclusdes parciais:

e As estimativas bootstrap apresentaram em geral valores médios melhores
do que aqueles encontrados na andlise 2A e com intervalos de confianca
significativamente menores;

e O numero de 50 reamostras bootstrap se mostrou suficiente para se obter
bons intervalos de confianga para as estimativas, ndo se percebendo

vantagem expressiva na utilizacdo de um numero maior de reamostras.

V1.2.6 — Analise 3B

A analise 3B consiste na repeticdo do mesmo procedimento de verificacdo da
reamostragem bootstrap efetuado na simulacdo 3A, entretanto acrescendo-se aos sinais
sequéncias aleatorias uniformemente distribuidas com amplitudes de 10% do valor rms
dos sinais de resposta da viga.

De forma anédloga a simulacdo 3A, as Tabelas A.12 a A.16 do Apéndice
apresentam as estimativas obtidas para as técnicas RD-AR, RD-CWT, FDD, SSM e
SSI. Pela observacdo dos resultados encontrados pode-se afirmar que em geral 0s
valores médios obtidos sdo um pouco melhores do que aqueles encontrados na analise
2B e, assim como na andlise 3A, os intervalos de confianca se mostraram coerentes e

menaores.

V1.3 —Algoritmo Hibrido Recursivo Implementado

A partir das conclusdes parciais obtidas pelas analises apresentadas até entdo

pode-se concluir que:
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e Nenhuma técnica é infalivel, e as técnicas apresentam rendimentos
distintos para diferentes trechos do sinal simulado, principalmente ao se
diminuir o tamanho das sequéncias;

e A técnica de inferéncia bootstrap apresentou-se eficiente na
identificacdo dos intervalos de confianca pelas estimativas das
variancias;

e Eventualmente, algumas técnicas apresentam estimativas precisas mas
inexatas, ou seja, o valor correto do parametro modal ndo pertence ao

intervalo de confianca inferido.

A partir das evidéncias levantadas, foi desenvolvida uma metodologia que
contorne os problemas especificos de cada técnica de estimacgdo através da utilizacdo
concomitante de todas elas.

Uma vez que a técnica bootstrap apresentou-se eficiente na identificacdo dos
intervalos de confianga, prople-se entdo utilizi-la para estimar a varidncia das
estimativas para cada passo de tempo, desenvolvendo-se assim um algoritmo recursivo.

A Tabela VI.8 apresenta novas analises cujo desdobramento se mostra

necessario a fim de verificar a aplicabilidade de uma abordagem hibrida e/ou recursiva

eficiente.
Tabela V1.8 — Analises hibridas e recursivas realizadas por
simulagBes numéricas.
Dados Estimagéo
Analise Fusdo de
Periodo Ruido Tipo Recursividade S
estimativas
Média
. reamostragem amostras ponderada pelo
4 10x12min bootstrap: cumulativas inverso das
10% | estimativa de média e variancias
toomin | [vrindepancais | s Finoe
> 20x6min amostrasJ e Filtro de Kalman
40x3min Kalman descentralizado
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V1.3.1 — Anélise 4

Conforme se pdde perceber pelas analises 2A e 2B, todas as técnicas de
estimacdo apresentaram-se mais eficientes no tratamento de sequiéncias de periodo mais
longo. Logo, € natural que uma metodologia de obtengdo de estimativas considere 0s
dados das aquisi¢Ges anteriores, acumulando-os com novas aquisi¢des, estendendo-se
assim o tamanho dos arquivos em analise (Cenario II).

Nessa abordagem, o numero dos blocos para a reamostragem permanece
inalterado, entretanto o tamanho de cada bloco aumenta a cada nova aquisi¢do
adicionada. A Figura VI1.17 apresenta esquematicamente o tratamento dado aos sinais

obtidos na Analise 4.

aquisicao #1 aquisicao #2

estimativa #1:

estimativa #2:

Figura VI.17 — Estimativas obtidas pela aquisicdo de novos
dados através da acumulacdo dos sinais disponibilizados
mantendo-se constante o nimero de blocos para reamostragem.

A Figura VI.18 apresenta a evolucdo das estimativas bootstrap da técnica RD-
AR dos sinais simulados com ruido obtida sucessivamente com a opcdo de
recursividade da analise 4. A primeira estimativa e o seu intervalo de confianca (obtido
pela multiplicacdo do desvio padrdo pelo escore 2,0) foram obtidos a partir de um
segmento de dados de 12 minutos, repartido em 6 blocos de 120 segundos, a partir de
onde se obtiveram 50 reamostras. Sucessivamente outras inferéncias foram realizadas
para segmentos de 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, e 120 minutos. De forma analoga a
Figura VI1.18, as Figuras VI.19 a VI1.22 apresentam respectivamente as estimativas

bootstrap obtidas sequencialmente pelas técnicas RD-CWT, FDD, SSM e SSI.
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Figura V1.18 — Inferéncia bootstrap na analise 4 obtida pela
técnica RD-AR.
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Figura V1.22 — Inferéncia bootstrap na Analise 4 obtida pela
técnica SSI.

Uma vez que todas as estimativas foram realizadas com aproximadamente 50
reamostras (retirando-se apenas as espurias, conforme mencionado anteriormente), a
reducdo da variancia conforme se aumenta o tamanho das sequéncias de dados
analisados se deve exclusivamente a melhoria progressiva na qualidade das estimacdes.

O método de fusdo das estimativas que foi aplicado nessa analise consiste
simplesmente na obtencéo do valor médio das estimativas através do calculo da media
ponderada pelo inverso da variancia (LUO e KAY, 1990), sendo efetuada para cada

bloco de tempo acumulado. As estimativas X, € as covariancias P, podem desta forma

ser obtidas a partir da aplicagéo das equaces a seguir:

Xy = Pk(i(i Pk_l X )J (VLI

Pl= i(, P! (VI.2)

220



onde

ol 0 0 |
0 2. ...

P=| . T . (V1.3)
0 0 ory

i X, € aestimativa (média) obtida pela aplicacéo da técnica “i” no tempo t;
i P, € a matriz covariancia (diagonal) obtida a partir da reamostragem bootstrap;
M é o numero de técnicas de analise modal empregadas.

A Figura VI1.23 apresenta as estimativas obtidas pela fusdo dos resultados a

partir inicialmente do segmento de dados de 12 minutos e depois para 0s segmentos
acumulados de 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, e 120 minutos. Comparando-se o gréafico

da Figura VI.23 com os graficos obtidos pelas teécnicas de estimacdo aplicadas

separadamente (ilustrados nas Fig. VI.18 a V.22) verifica-se que o algoritmo

implementado nesta analise tornou a estimacdo dos parametros mais consistente,

percebendo-se objetivamente:
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e menores erros das estimativas em relagéo aos valores exatos;
e menor variabilidade dos intervalos de confianca;

e estabilizacdo da estimacdo, permitindo a interrupcdo da andlise

antecipadamente com seguranca.
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Figura V1.23 - Estimacéo hibrida-recursiva proposta na Analise 4.
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V1.3.2 — Andlise 5

Nesta analise se propde a aplicacdo da fusdo das estimativas na forma
apresentada no capitulo V. Nela as estimativas obtidas pelas diferentes técnicas para
cada bloco de tempo sdo processadas localmente por filtros de Kalman e entéo
“fundidas” pelo Filtro de Kalman descentralizado. A Figura VI1.24 ilustra

esquematicamente a fusdo proposta para esta analise.

Filtro Mestre

X v
00 .
P » Predicéo
00
~ y
. SSI 1%k
L _| -
(18 i + P L
sequiéncias de bootstrap | 1P
dados, 3 GL i
| RD-AR 2 Ry -
g bootstrap 2P i _
Ajuste
RD-CWT 3 Xk |

v

> )A(kuu Pk|k
+ bootstrap 3P

FDD R
+ bootstrap 4 Py

A\ 4

SSM 5 )’Zk\k
+ bootstrap s Pk

A 4

Figura VI1.24 - Representacdo esquematica da fusdo das
estimativas aplicada na anélise 5.

Localmente, a aplicacdo de cada técnica de analise modal implica no emprego
de um Filtro de Kalman, onde as estimativas obtidas para cada passo de tempo s&o
tratadas como “medi¢Bes” contaminadas por ruido, e o estado coincide com o0s
parametros modais “exatos” a estimar.

Desta forma, o estado pode ser representado por uma “medi¢do” z, mais um
ruido multivariado ndo correlacionado v, com variancias compondo a matriz R, .
Substituindo-se essa relagdo na Eq. V.34, verifica-se que a matriz das medi¢des H, se

torna unitéaria:
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A partir das hipoteses admitidas acima, pode-se verificar ainda que a equacao

de propagacéo temporal da matriz P (de covariancia do erro no estado) se torna:

Pak-1= Pegper + Qi (V1.5)

onde Q € a matriz covariancia do ruido do processo.

A equacéo de correcdo da matriz P, por sua vez, fica igual a:
P = P, (P R )‘1P V1.6
Kk = k-1~ Tifk-1\"fk-2 T ™) Pt (V1.6)

onde R, € a matriz covariancia do ruido das “medi¢des” a cada instante discreto k.
Para a implementacdo dos filtros de cada uma das técnicas de analise modal,
podem-se obter para diferentes momentos o valor da matriz R, , montando-a a partir dos

valores das varidncias bootstraps calculadas para cada novo grupo de dados
incorporados.

Conforme mencionado no capitulo V, a matriz Q conferird variabilidade ao
processo, permitindo ainda uma maior independéncia das novas estimativas em relagédo
as passadas. Nesta simulagéo optou-se por matrizes Q, igual a 0,1 R,_, (nas técnicas no
dominio do tempo com seqliéncias de dados maiores que 30 minutos) ou igual a
1,0 R,_; (demais casos).

Ja na implementacéo do filtro correspondente a técnica SSI, uma vez que neste
trabalho ndo foi explorada a estimacdo da sua variancia, € recomendavel manter-se o
valor da matriz R, constante, tomando-se seus valores arbitrariamente. Uma medida
simples seria adota-la igual a média das variancias das demais técnicas para o primeiro

bloco de dados, sugestivamente tambeém igual a matriz inicial Py, do filtro

descentralizado:

sst R= Po\o = {i (i Po_l)} (VL7)

i=1
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Estimativas hibridas e recursivas dos parametros modais e 0s respectivos
intervalos de confiangca podem entéo ser extraidos a partir das Equacdes V1.5 a VI.7 em
adicdo as equacdes do capitulo V e a mecanizagdo apresentada na Fig. V1.24.

As Fig. VI.25 a VI.27 apresentam respectivamente as estimativas obtidas
recursivamente pela aplicacdo de Filtros de Kalman locais para os resultados das
técnicas SSI, RDT-AR e SSM, para dados em segmentos de 12, 06 e 03 minutos,
respectivamente.
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Figura VI1.25 — Inferéncia recursiva da técnica SSI obtida a partir
da aplicagdo de um Filtro de Kalman local nas estimativas
provenientes de sequéncias de dados mdltiplas de 12 minutos.
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Estimativas das frequéncias naturais
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Figura V1.26 — Inferéncia recursiva da técnica RDT-AR obtida a
partir da aplicacdo de um Filtro de Kalman local nas estimativas
provenientes de sequéncias de dados multiplas de 6 minutos.
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Figura VI1.27 — Inferéncia recursiva da técnica SSM obtida a
partir da aplicacdo de um Filtro de Kalman local nas estimativas
provenientes de sequéncias de dados maltiplas de 3 minutos.

225



As Figuras VI1.28 a VI1.30 apresentam as estimativas obtidas pela fuséo dos
resultados obtidos a partir dos segmentos de dados multiplos respectivamente de 12, 06

e 03 minutos.
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Figura V1.28 - Estimacdo hibrida-recursiva proposta na Analise 5
realizada para as sequiéncias de dados multiplas de 12 minutos.
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Figura VI1.30 - Estimacdo hibrida-recursiva proposta na Analise 5
realizada para as seqliéncias de dados multiplas de 03 minutos.

Comparando-se os graficos das Fig. VI.28 a VI1.30 com os da Fig. VI.23,

verifica-se que o algoritmo implementado nesta anélise apresenta objetivamente:

e menores dispersdes das estimativas em relacdo as estimativas medias;
e menor variabilidade no tempo dos intervalos de confianca;
e estabilizacdo da estimacao;

¢ independéncia em relacdo ao tamanho das sequéncias utilizadas.

A partir dos resultados encontrados nas simula¢fes numéricas apresentadas e
das conclusdes parciais formadas ao longo deste capitulo, enumeram-se a seguir 0s

elementos reunidos a metodologia proposta:

e Escolha dos parametros de automatizacao das técnicas de analise modal de
forma anéloga ao estabelecido na Tab. VI1.5;

e Segmentacdo dos dados e reamostragem dentro de cada segmento para a
inferéncia de intervalos de confianga. Os segmentos de dados devem
apresentar tamanhos tdo curtos quanto a técnica bootstrap permita, obtendo-
se um numero minimo satisfatério de reamostras com boa qualidade (que

ndo conduzam a estimativas “espurias” em relacdo aos valores médios);
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e Utilizacdo dos segmentos de dados de forma cumulativa, na forma da Fig.

VI1.17;
e Aplicacdo de Filtros de Kalman locais para condensar recursivamente as

estimativas de cada técnica;
e Aplicacéo do Filtro de Kalman descentralizado para a fusdo das estimativas

ao longo do tempo.

O algoritmo assim definido se mostrou bastante satisfatorio e serd aferido no

préximo capitulo com a utilizagdo de resultados experimentais.
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CAPITULO VII

APLICACOES

VI1.1 - Introducéo

Este capitulo tem por objetivo verificar a aplicabilidade em ensaios
experimentais da metodologia proposta no capitulo anterior. Para tal, uma passarela em
estrutura mista composta de vigas de aco e tabuleiro em concreto, biapoiada, com 12
metros de comprimento foi utilizada.

Inicialmente foi realizada sua identificagéo estrutural deterministica a partir de
excitacdes impulsivas impostas em seu primeiro quarto de vdo. Em seguida, dispondo-
se apenas dos sinais de resposta da estrutura, a metodologia foi aplicada na tentativa de
identifica-la sem o conhecimento da excitacdo imposta para diferentes carregamentos.

As respostas utilizadas nessas aplicagbes foram todas obtidas através de
ensaios experimentais conduzidos no Laboratorio de Estruturas do Programa de

Engenharia Civil da COPPE, especificamente para este trabalho.

VI1.2 — Descricao da estrutura e do sistema de aquisicédo de sinais

A estrutura utilizada foi projetada e construida inicialmente para os trabalhos
da tese de doutorado de FAISCA (2003), intitulada “Caracterizacdo de Cargas
Dinamicas Geradas por Atividades Humanas”. Constitui uma estrutura mista, com vigas
metalicas em perfil | para as longarinas e transversinas e um tabuleiro em concreto
armado com dimensdes 12.20 m x 2.20 m x 0.10 m. A estrutura foi projetada para
suportar uma carga de 7,4 kN/mz2, o que equivale aproximadamente ao seu peso proprio
somado a carga acidental de 4,9 kN/m2. Os apoios sdo moveis e podem ser considerados
como sendo essencialmente do 1° género. Detalhes do dimensionamento e fabricacdo da
estrutura podem ser obtidos na referéncia supracitada.

Sobre o pavimento de concreto, foram fixados 26 médulos de células de carga
fabricadas a partir de placas de MDF de 90x90cm interpostas por nove aneis de aco

instrumentados com extensdmetros elétricos de resisténcia interligados em série, e
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finalmente ligados em %2 ponte de Wheatstone, medindo-se desta forma apenas as acdes
transversais impostas a placa. Maiores detalhes da fabricacdo dessas células podem ser
vistos em FAISCA (2003).

As Figuras VII.1 e VI1.2 apresentam uma vista geral e um detalhe da passarela
e do tablado composto de 26 mddulos de células de cargas independentes. Os anéis
foram dimensionados considerando-se duas situagfes extremas: ter sensibilidade para
permitir a medicdo das cargas geradas por um Unico individuo, e ter capacidade de
resistir a uma carga dindmica gerada por um grupo até trés pessoas sobre cada conjunto
(FAISCA, 2003).

Figura VI1.1 - Vista geral da passarela, podendo-se observar as vigas, o
tabuleiro, os apoios e as células de carga (FAISCA, 2003).

3

Figura VII.2 - Extremidade da pasarela, podendo-se observar em
detalhe o apoio e as células de carga.
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Para 0s ensaios conduzidos neste trabalho, os apoios da estrutura foram
dispostos de forma a estabelecerem um vao tedrico de 11,50 metros. Para a monitoracéo
das respostas da passarela, foram instalados trés acelerémetros resistivos de 1g e dois de
29, posicionados segundo os pontos representados nas Figuras VI1.3 e VII.4, buscando-
se assim obter boa sensibilidade aos cinco primeiros modos de vibracdo, cujas formas

modais provaveis encontram-se ilustradas na Figura VII.5.

Ac05 ® 0 Ac04
1apoio i X apoio !
Ac01? Aco2 Ac03 |
35cm 1/4 do vao 35cm
3/8 do véo
1/2 do véo
1150 cm

Figura VI1.3 —Disposigdo em planta dos acelerdmetros na passarela.

Figura VIlI.4 - Disposidos acelerdmetros Ac01, Ac02 e Ac03,
aproximadamente no primeiro quarto, a 3/8, e na metade do véo,
respectivamente.
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M
2.

1° modo de vibragéo 2° modo de vibracéo 3° modo de vibracéo
(1° de flexao) (1° de torcéo) (2° de flex&o)

4° modo de vibracéo 5° modo de vibracéo
(2° de torgéo) (3° de flexdo)

Figura VIL.5 — Formas modais dos cinco primeiros modos de
vibracdo, obtidas a partir do sistema SAP 2000 (CSlI, 2008).

O conjunto de 26 células de cargas e 5 acelerdmetros foram entdo conectados
ao sistema de aquisi¢do de dados ADS2000 e o software AgDados, ambos de fabricacéo
da Lynx Tecnologia Eletronica Ltda. O sistema calibra, condiciona, filtra e digitaliza os
sinais resistivos. A Figura V1.6 apresenta uma imagem do dispositivo instalado.

Figura V11.6 — Dispositivo de aquisicdo de dados.
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VI11.3 — Ensaio controlado

Inicialmente buscou-se a aplicacdo da analise modal cléssica, com excitacdo
controlada e monitorizada, para a estimativa dos par@metros modais da estrutura. Desta
forma foram executados impulsos simples pelos calcanhares de um Unico individuo
(“heel drop”), aplicados aproximadamente no primeiro quarto e no meio do véo e
monitorados a partir de células de carga (P07 e P13, respectivamente).

No total foram executados doze ensaios, com seis diferentes individuos
exercendo os heel drops. A Figura VII.7 apresenta imagem de um ensaio de heel drop a
Y, do vao, e a Figura VI1.8 ilustra os respectivos gréaficos da célula de carga P07 e do
acelerébmetro Ac01 nos primeiros segundos aquisitados. As caracteristicas dos ensaios

encontram-se descritas na Tabela VII.1.

Figura VI1.7 — Ensaio de heeldrop a ¥ de vao.
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Figura VIIL.8 — Sinais da célula de carga P07 (a) e do
acelerémetro Ac01 (b) do ensaio #1.1 de heeldrop a ¥ de vao.
Tabela VI11.1 — Caracteristicas dos ensaios de heel drop.
. Individuos Posicdo do | Frequéncia | Tempo total Filtro
Ensaio L N e -
peso calcado individuo | de aquisicdo | aquisitado anti-alias
(kg)
#1.1 87 sapato 500 Hz 300s
#1.2 88 sapato 500 Hz 300 s
#1.3 88 sapato v, do vio 200 Hz 300s
#1.4 70 | ténis ’ 200 Hz 180s
#1.5 60 sapato 200 Hz 180 s
#1.6 82 | sapato 200 Hz 300 30Hz
#1.7 87 sapato 500 Hz 300s
#1.8 88 sapato 500 Hz 300 s
#1.9 88 sapato 15 do vio 200 Hz 300s
#1.10 70 ténis 2 200 Hz 180 s
#1.11 60 sapato 200 Hz 180s
#1.12 82 sapato 200 Hz 300s
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Nos testes de heel drop estabelece-se um sistema SIMO, podendo-se obter as
respectivas estimativas das Funcdes Resposta em Frequéncia (FRF) referentes aos GL
monitorados pelos acelerdometros. As FRF foram calculadas pela razao entre o espectro
cruzado da resposta com o sinal da forga excitadora e 0 autoespectro da forca excitadora
(estimador H;), ambos computados a partir do periodograma de Welch. Para cada teste,
foram estimadas cinco FRF, uma para cada sensor de resposta. A Figura VI1.9 apresenta

as FRF obtidas a partir dos sinais dos acelerometros Ac01, Ac02 e Ac03 do teste #1.2.

|FRF|

Figura VIL.9 — Estimativas das FRF de aceleracdo (acelerancia) do
teste #1.2, excitacdo tipo “heel drop” (1 pessoa) em célula de carga
localizada aproximadamente no primeiro quarto do vdo, 5 minutos
aquisitados, freqiiéncia de amostragem decimada para 100Hz, janelas
com 2048 pontos, 66% de sobreposicéo, resolucdo final em frequéncia
de 0,0488 Hz.

Observando-se a magnitude dos picos das FRF apresentadas na Figura VII.9 e
a posicao dos acelerdmetros a que elas se referem, percebe-se que 0 Ac03 (meio do vao)
é pouco sensivel ao 3° e 4° modos, e 0 Ac02 é pouco sensivel ao 5° modo de vibracao,
ou seja, as formas modais (globais) de vibracdo de fato seguem a ordem numericamente
obtida e apresentada na Figura VII.5.

Dispondo-se dos sinais de entrada e saida do sistema, foram utilizadas duas

técnicas classicas e deterministicas de analise modal, o LSCE (Least Squares Complex
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Exponential) e o ERA (Eigensystem Realization Algorithm). Para tal, funcdes de
resposta a impulso (IRF) de cada grau de liberdade (GL) de resposta monitorado foram
estimadas a partir das transformadas inversas de Fourier das respectivas FRF.

Neste trabalho, as técnicas LSCE e ERA foram implementadas diretamente a
partir das técnicas RD-AR e SSM dos casos estocasticos, substituindo-se
respectivamente as fungbes RD e a matriz de autocorrelacdo pelas sequéncias das IRF
(parametros de Markov) previamente estimadas.

A Tabela VII.2 dispde as estimativas deterministicas encontradas para as
freqUéncias naturais e taxas de amortecimento por ambas as técnicas para cada um dos
testes realizados. Como 0 meio do vao constitui no dos 2° modo de flex&o e 2° modo de
torcdo, os respectivos parametros ndo foram estimados a partir dos sinais dos ensaios #7
a#l2.

A partir dos valores dispostos na Tabela VII.2, podem-se obter os valores
médios e os limites do intervalo de ocorréncia dos valores de cada parametro,

consolidados na Tabela VII.3.
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Tabela VII.2 — Frequéncias naturais amortecidas e taxas de amortecimento

estimadas a partir da técnica LSCE e ERA para cada ensaio heel drop.

Intervalos das estimativas

Excitacdo \'\//ilgga%gg Ensaio | Freqliéncia natural (Hz) Amortecimento (%)
LSCE ERA LSCE ERA
#1 3,23 3,23 0,95 0,93
#2 3,21 3,21 0,91 0,89
1° de #3 3,20 3,20 1,19 1,15
flexdo #4 3,21 3,21 1,16 1,03
#5 3,20 3,20 1,15 1,02
#6 3,23 3,23 1,11 1,07
#1 9,82 9,86 1,56 1,24
#2 9,80 9,80 1,25 0,93
1°de #3 9,78 9,78 1,22 1,00
torcao #4 9,84 9,82 1,40 1,27
#5 9,79 9,77 1,44 1,15
#6 9,88 9,92 1,16 1,12
#1 12,11 12,12 1,54 1,50
l% #2 12,07 12,07 1,62 1,53
> 2°de #3 12,06 12,05 1,69 1,57
3 flexdo #4 12,09 12,10 1,79 1,77
3 #5 12,09 12,09 1,79 1,70
. #6 12,08 12,10 1,55 1,55
#1 23,42 23,41 0,68 0,62
#2 23,31 23,31 0,80 0,72
2°de #3 23,27 23,27 0,84 0,78
torcéo #4 23,33 23,34 0,73 0,69
#5 23,27 23,27 0,80 0,76
#6 23,39 23,38 0,64 0,59
#1 24,86 24,85 0,67 0,68
#2 24,74 24,73 0,80 0,75
3°de #3 24,69 24,69 0,83 0,79
flexdo #4 24,77 24,77 0,68 0,72
#5 24,70 24,70 0,73 0,75
#6 24,83 24,83 0,67 0,65
#7 3,23 3,23 0,94 0,94
#8 3,21 3,21 0,87 0,89
1°de #9 3,20 3,20 1,23 1,21
flexdo #10 3,23 3,23 1,13 1,10
#11 3,21 3,21 1,19 1,18
#12 3,23 3,23 1,03 1,05
#7 9,88 9,88 1,09 1,10
=2 #3 9,80 9,80 1,23 1,23
> 1°de #9 9,76 9,76 1,21 1,19
S torcdo | #10 9,86 9,86 1,41 1,16
« #11 9,79 9,79 1,30 1,24
- #12 9,86 9,85 1,11 1,18
#7 24,88 24,88 0,69 0,68
#8 24,77 24,77 0,80 0,81
3 de #9 24,67 24,68 0,85 0,85
flexdo #10 24,82 24,82 0,74 0,74
#11 24,72 24,72 0,81 0,80
#12 24,82 24,82 0,70 0,68
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Tabela VII.3 — Intervalos obtidos para as frequéncias naturais
amortecidas e taxas de amortecimento estimadas a partir das
técnicas LSCE e ERA para 0s ensaios de heel drop.

Modo de Frequéncia natural (Hz) Amortecimento (%)

vibragédo min média méx min médio méx
1° de flexdo 3,20 3,22 3,23 0,87 1,06 1,23
1° de torcdo 9,76 9,82 9,92 0,93 1,22 1,56
2° de flexdo 12,05 12,09 12,12 1,50 1,63 1,79
2° de torcéo 23,27 23,33 23,42 0,59 0,72 0,84
3° de flexdo 24,67 24,77 24,88 0,65 0,74 0,85

VI1.4 — Avaliacdo da metodologia desenvolvida

Para a avaliacdo da eficiéncia da metodologia desenvolvida frente a sinais
experimentais reais, foi realizada a identificacdo estrutural da passarela. Para este estudo
foram utilizados os mesmos 26 minutos de dados, com repetices de heel drop a ¥ do
vao empregados na estimacdo deterministica classica dos parametros modais. Para tal,
o0s sinais de resposta foram divididos em 26 passos continuos de 60 segundos. Cada
passo recebeu ainda uma segmentagédo apropriada, com sobreposi¢éo, para néo se impor
descontinuidades ao sinal.

A fim de se aumentar o numero de blocos disponiveis para a reamostragem
bootstrap, estabeleceu-se uma sobreposicdo de 66% entre os segmentos do sinal,
permitindo assim um ndmero maior de combinagdes entre eles. As Figuras VI1.10 e
VII1.11 apresentam a divisdo do sinal realizada para as sete primeiras inferéncias pela
metodologia hibrida desenvolvida neste trabalho. Cabe ressaltar que também foi
realizada uma série de andlises sem a superposi¢cdo dos segmentos conduzindo a
resultados bem semelhantes aos aqui apresentados.

Para cada minuto de dados acrescido, procede-se uma nova divisdo do sinal
acumulado, reamostragem (com repeticdo) para obtencdo de 50 novas amostras, e
estimacdo dos pardmetros. Este procedimento € compativel para uma aplicagdo da
metodologia em campo, em tempo “quase-real”, onde para cada nova aquisicdo de
dados, seja em tempo continuo, seja por triggering, obtém-se uma nova inferéncia.

Apbs definida a segmentacdo e o numero de inferéncias, cada técnica output-
only utilizada deve ter seus parametros de estimagdo definidos para permitir a
automatizacdo da metodologia. A Tabela V1.4 apresenta os parametros determinados

para cada técnica.
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Figura VII.10 — Reamostragens obtidas para as 4 primeiras
inferéncias a partir de sinais acumulados por aquisi¢Oes
sucessivas, com tempo total acumulado T, variando-se 0 nimero
de segmentacdes (ns), 0 nimero de blocos por reamostra (ny), €
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namero de segmentacdes (ns), 0 nimero de blocos por reamostra (n,), € 0 tamanho (periodo) de cada reamostra (t;).
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Tabela VI1.4 — Critérios para automatizacao das técnicas de

estimacéo de parametros.

Técnica

Critérios e parametros de automatizacao

RD-AR

e Funcbes RD tipo “ponto positivo” entre um e dois desvios, com 2,5
segundos, sem estimativas de “passo negativo”;

e Diagrama de estabilizacdo com ordem maxima igual a 48 e aceitacdo
de variabilidade de 2% na freqliéncia, e 10% no amortecimento.

RD-CWT

e FuncBes RD tipo “ponto positivo” entre um e dois desvios, com 6,0
segundos, sem estimativas de “passo negativo”;

e Sensores, freqliéncias centrais das wavelet-maes e periodo linear do
decaimento de cada modo de vibracdo selecionados a partir da
observacao prévia dos primeiros 60 segundos do sinal:

1° modo: Ac03; f,=4Hz; 3,55
2° modo: Ac03; f,=12Hz; 3,55
3°modo: Ac01; f,=12Hz; 2,55
4° modo: Ac02; f,=20Hz; 2,55
5° modo: Ac01; f,=32Hz; 2,55

FDD

e Tolerancia admitida ao valor MAC de 0,9, periodo do decaimento para
identificacdo dos parametros igual a 30 ciclos da respectiva freqliéncia.

SSM

e Matriz de covariancia com ordem igual a 20;

¢ Diagrama de estabilizacdo com ordem maxima igual a 36 e aceitacdo
de variabilidade de 2% na freqliéncia, e 10% no amortecimento.

SSI

e Numero de blocos de linhas da matriz de dados igual a 18;

¢ Diagrama de estabilizacdo com ordem maxima igual a 36 e aceitacdo
de variabilidade de 2% na freqliéncia, e 10% no amortecimento.

Conforme verificado nas simulagc@es numéricas, ao se utilizar a técnica bootstrap

de inferéncia, torna-se necessario descartar as estimativas espurias para se obterem boas

distribuicbes dos resultados. Para o tratamento dos dados experimentais optou-se por

proceder esse descarte a partir da verificacdo do afastamento de cada estimativa em relacédo

a valores de referéncia calculados para cada passo de tempo.

Considerando-se todos os valores obtidos pelo conjunto das técnicas aplicadas,

podem-se estimar médias e variancias para as frequéncias naturais e amortecimento de

cada um dos modos analisados. Utilizando-se essas médias como valores de referéncia,

admite-se como espdrias as estimativas que se apresentem afastadas delas em mais de 4o,

onde o ? é a variancia global. A média de cada técnica para cada passo no tempo pode

entdo ser calculada a partir das respectivas estimativas validas remanescentes.
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A figura VI1.12 apresenta a evolucao temporal dos valores médios de freqliéncia e
amortecimento do primeiro modo de vibracdo, para cada uma das cinco técnicas
implementadas, além do numero de amostras validas disponiveis. Verifica-se nesta figura
que somente a técnica SSI ndo apresentou um numero elevado de estimativas validas, e
que todas as técnicas obtiveram valores proximos para a frequéncia natural, e
aparentemente estaveis a partir do passo 20.

A partir aproximadamente do mesmo passo 20, percebe-se na Figura VII.12 um
afastamento entre as estimativas das taxas de amortecimento. Apesar de gradativamente
ocupar a faixa dos valores obtidos deterministicamente pelas técnicas LSCE e ERA

(apresentados em vermelho), as estimativas de amortecimento ndo apresentam sinais claros
de estabilizacéo.

freqiiéncia (Hz)

vl
= N A

amortecimento (%)

o o
o ®

N
S

estimativas validas
N
o

o

nimero de blocos de dados

‘ —— RDAR RD-CWT FDD SSM —e— SS| sanus Média‘

Figura VI1.12 — Estimativas médias da freqliéncia natural (a) e taxa
de amortecimento (b) do 1° modo de flexdo obtidas pelas técnicas
implementadas a partir das reamostragens validas (c) em cada
passo de tempo. Limites e média das estimativas deterministicas
em vermelho.
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A evolucdo temporal das estimativas médias de freqiiéncia natural e taxa de
amortecimento do 2° modo de vibracdo encontra-se na Figura VI1.13. Para esse modo, as
técnicas apresentaram regularidade e proximidade entre os pardmetros estimados,

oscilando levemente sobre os valores estimados deterministicamente (em vermelho).
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Figura VI1.13 — Estimativas médias da freqliéncia natural (a) e taxa
de amortecimento (b) do 2° modo de vibragao (1° de tor¢éo) obtidas
pelas técnicas implementadas a partir das reamostragens validas (c)

em cada passo de tempo. Limites e média das estimativas
deterministicas em vermelho.
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A Figura VI1.14 apresenta a evolugdo das estimativas médias de cada técnica dos
parametros de 3° modo de vibracdo. Nela pode-se verificar principalmente uma dispersao
significativa entre as estimativas de taxa de amortecimento a partir do passo 15.

Apesar das ressalvas feitas anteriormente, em todas as estimativas efetuadas para
os sinais de heel drop no primeiro quarto de véo, todas as cinco técnicas implementadas

foram capazes de proporcionar estimativas aparentemente validas para o cdmputo geral.

[
NG
N

121

12

freqiiéncia (Hz)

amortecimento (%)

estimativas validas

5 10 15 20 25
(C) nimero de blocos de dados

‘ —— RD-AR RD-CWT FDD SSM —e— SS| sanus Média‘

Figura VI1.14 — Estimativas médias da frequéncia natural (a) e taxa
de amortecimento (b) do 3° modo de vibracdo (2° de flexdo) obtidas
pelas técnicas implementadas a partir das reamostragens validas (c)

em cada passo de tempo. Limites e média das estimativas
deterministicas em vermelho.

O processo hibrido-recursivo implementado é alimentado a cada passo no tempo
pelas médias e variancias das estimacdes de cada técnica. No processo de fusao, em termos
gerais, pode-se afirmar que a influéncia de cada técnica no computo da estimativa hibrida
final é funcdo inversa de sua respectiva variancia. Ou seja, técnicas que apresentem

estimativas com menores intervalos de confianga recebem um peso maior na fuséo.
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Os estimadores numéricos de variancia conduzem, na analise de espécimes de
uma mesma populacdo, a valores decrescentes conforme se aumenta 0 nimero de amostras
utilizadas, até se aproximar do valor limite. Dentro desse escopo, a variancia pode ser
entendida simplesmente como a média dos quadrados dos desvios (das amostras em
relacdo a média). Desta forma, quando uma técnica de analise modal implica em poucas
amostras validas, ela naturalmente apresenta valores maiores de variancia, sendo por isso
minorada a sua influéncia na fuséo das estimativas.

Em relacdo a convergéncia, a metodologia permite ainda a media¢do do usuario a

partir de dois elementos:

e Ajuste do ganho dado as novas medicGes nos filtros a partir da admisséo do
ruido do processo;

e Penalizacdo dos resultados de uma determinada técnica a partir da atribuicdo
de elevados valores de variancia para uma determinada medi¢do que tenha se

mostrado ineficiente a partir de indicadores pré-estabelecidos.

Os resultados da aplicacdo da metodologia hibrida aos sinais de heel drop a ¥ do
vao encontram-se na Figura VI1.15. Nela pode-se observar que a metodologia hibrida foi
capaz de identificar bem os pardmetros dos 2°, 4° e 5° modos de vibracdo, apresentando
valores estaveis e dentro do intervalo de incertezas obtido deterministicamente.

As estimativas finais dos parametros do 1° modo apresentaram-se dentro da
vizinhanca dos resultados deterministicos, entretanto sem apresentar estabilizacdo, uma
vez que nenhuma das técnicas se estabilizou dentro dos 26 minutos de aquisicdo, para
diferentes valores de ganho impostos.

Os parametros encontrados para 0 3° modo também ndo foram conclusivos uma
vez que nao convergiram, apresentando sucessivos aumentos nos intervalos de confianca,
funcdo da dispersédo ocorrida entre os resultados oferecidos pelas técnicas individualmente.

O mérito da metodologia implementada na identificacdo do 1° e 3° modo para 0s
sinais dos ensaios de heel drop consiste justamente em permitir a partir da observacéo de
um unico grafico, uma analise precisa da “identificabilidade” daqueles modos a partir de

técnicas output-only.
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VI1.5 — Ensaios com duas pessoas caminhando

Uma vez comparados o0s resultados da metodologia desenvolvida com os valores
obtidos atraves de técnicas classicas de analise modal no ensaio controlado, busca-se em
seguida a identificacdo da passarela a partir de suas cargas tipicas de operacdo: o caminhar
de pessoas.

Desta forma foram conduzidos 12 ensaios com o “caminhar” de pessoas em
duplas. Esses ensaios compreenderam trés formas distintas de caminhar: lado a lado, em
linha e em sentido contrario. As Figuras VI1.16 e VI1.17 apresentam duas destas formas de

caminhar.

Figura VI1.16 — Vista do caminhar “lado-a-lado” de duas pessoas.

Ao todo foram 42 minutos de dados deste tipo de carregamento, apresentando-se
na Tabela VI1.5 a descri¢do de cada um dos ensaios.
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Figura VI1.17 — Vista do caminhar “em linha” de duas pessoas.

Tabela V1.5 — Caracteristicas dos ensaios do caminhar de duas pessoas.

Peso dos Tempo Frequéncia de Filtro
Ensaio | individuos Tipo de caminhar -mp guenci I
(kg) aquisitado aquisicao anti-alias
#2.1 105+60 em linha
#2.2 105+60 em dupla 300s
#2.3 105+60 sentido contrério
#2.4 67+70 em linha
#2.5 67+70 em dupla
#2.6 67+70 sentido contrario
- 200 Hz 30Hz
#2.7 65+69 em linha
#2.8 65+69 em dupla 180's
#2.9 65+69 sentido contrario
#2.10 87+65 em linha
#2.11 87+65 em dupla
#2.12 87+65 sentido contrario
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A literatura aponta a frequéncia do caminhar de pessoas como sendo em torno dos
2 Hz, com desvio padrdo de 0,175 Hz, ou seja, admitindo uma distribuicdo normal, 95%
das pessoas caminham numa frequéncia entre 1,65 e 2,35 Hz (BACHMANN et al, 1995).

Logo, o natural é entender que passarelas de pedestres sejam excitadas
essencialmente na banda de frequéncia que compreende essas freqliéncias e seus primeiros
superharmonicos. Entretanto, devido a variabilidade da posicdo geométrica dessa
excitacdo, mesmo um unico individuo é capaz de induzir a excitacdo de modos com
freqliéncias bem afastadas daquelas do caminhar. A Figura VI1.18 apresenta a excitacdo
compassada do caminhar através dos sinais de células de carga adjacentes do ensaio #2.1, e
o0 sinal obtido nos acelerdmetros Ac0l1 e Ac03 (dispostos a 1/4 e no meio do véo). As
células de carga adjacentes P5, P7 e P9, numeradas do apoio para 0 meio do vao, apontam
o caminhar em linha dos individuos. A célula P7 encontra-se disposta sobre o primeiro
quarto do vao, aproximadamente sobre o AcO1.

= : : : : : individuo de
2100 | : | : } 105kg
g n ! :[ ) nohidue de
°s 14 T 16 17 18 19
(a) tempo (s) —— P05 — P07 —— P09
02| ]
_ 01} -
% il | A
E, OV\W]U\WW\“ MJ WWWMMNWW\WM }f %J\ ’ m«/ hfv m ) \ /V'U\/%'“‘*“W
g0 _
02} |
3 14 15 16 17 18 is
(b) tempo (s) | A0 Ac03

Figura VI1.18 — Sinais das células de carga adjacentes P05, PO7 e
P09 apresentando 0s passos sucessivos de duas pessoas
caminhando em linha com periodo em torno de meio segundo (a) e
sinais dos acelerémetro Ac01 e Ac03 (b) do ensaio #2.1.
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Pela analise dos sinais dos acelerdmetros na Figura V11.18 é possivel observar que
enguanto os primeiros modos sao excitados no periodo de 14 a 16 segundos, no periodo de
18 a 19 segundos a energia se distribui nos modos de frequéncia mais elevada. Analisando-
se GL por GL, o carregamento imposto se constitui de impulsos intermitentes e defasados,
0 gque conduz a um carregamento de banda bem mais larga do que em principio se pensaria
da excitacdo do “caminhar”.

A Figura VI1.19 apresenta os autoespectros das respostas dos acelerdmetros Ac01,
Ac02 e Ac03 obtidos pelos sinais do ensaio #2.1. A partir dos espectros é possivel observar
0s cinco primeiros modos de vibracdo ja apontados na FRF da Figura VIL.9, além da
freqiiéncia do caminhar (aproximadamente a 2Hz) e seus quatro primeiros
superharmdnicos. Pode-se observar também que o primeiro superharménico se sobrepde

ao pico da primeira freqiiéncia natural (de aproximadamente 3,2Hz).

W\ i HMW i

M” 1\\

Figura VII.19 — Estimativas dos autoespectros das saidas de
aceleracdo, caminhar de dois individuos em linha, ensaio #2.1, 5
minutos aquisitados, frequéncia de amostragem de 200Hz decimada
para 66,7Hz (freqiéncia de corte de 26,7Hz), janelas com 4096
pontos, 66% de sobreposicdo, resolucdo final em freqliéncia de
0,0244Hz.

A figura VI11.20 apresenta a evolucao temporal dos valores médios de freqliéncia e

amortecimento do primeiro modo de vibracdo, para cada uma das cinco técnicas
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implementadas, além do numero de amostras validas disponiveis por técnica. Verifica-se
que para esse modo, as técnicas SSM e SSI falharam e ndo apresentaram numero suficiente
de estimativas validas. Quando uma determinada técnica ndo possui nenhuma estimativa
vélida, o algoritmo implementado atribui ao seu valor médio o valor medio do passo
anterior, e & sua variancia um valor alto (s*= 1), propagando a incerteza de sua estimativa

no Filtro de Kalman Local e diminuindo significativamente sua contribui¢cdo no processo

de fusdo.
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Figura VI1.20 — Estimativas médias da frequéncia natural (a) e taxa
de amortecimento (b) do 1° modo de vibracdo do ensaio do
caminhar de duas pessoas, obtidas pelas técnicas implementadas a
partir das reamostragens validas (c) em cada passo de tempo.
Limites e média das estimativas deterministicas em vermelho.

A Figura VI1.21 apresenta a evolugdo das estimativas médias de cada técnica dos
parametros do 2° modo de vibracdo. Nela pode-se verificar que a técnica SSI apresentou
pouquissimas estimativas validas, e as técnicas SSM e RD-CWT apresentaram
significativa oscilacdo na obtencdo dessas amostras adequadas. Pode-se verificar também
gue as médias se estabilizaram com uma dispersdo significativa entre si, aumentando a

incerteza dos parametros.
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Figura VI11.21 — Estimativas médias da frequéncia natural (a), taxa
de amortecimento e (b) reamostragens validas (c) em cada passo de
tempo do 2° modo de vibracdo do ensaio do caminhar de duas
pessoas

A Figura VI1.22 ilustra, analogamente, a estimagdo efetuada para o 4° modo de
vibracdo. Para este modo, todas as técnicas apresentaram numero elevado de estimativas, e
0s parametros se estabilizaram sobre valores muito aproximados, prendncio de uma boa
estimacao.

Os resultados da aplicacdo da metodologia hibrida aos sinais do “caminhar” de
duas pessoas sdo apresentados na Figura VI11.23. Nela pode-se observar que a metodologia

hibrida foi capaz de identificar bem os parametros de todos os modos de vibracdo, com
excecdo do primeiro.
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associado ao fato de tanto a técnica SSI quanto a técnica SSM ndo conseguirem estimar
parametros para o primeiro modo de vibracdo, sendo ambas paramétricas, do dominio do
tempo, sdo fortes indicios de que ha interferéncia de outros fatores no processo.

Este fato em si, indicar falha na estimativa dos parametros modais, j& demonstra
uma caracteristica positiva da metodologia implementada, uma vez que permite ao usuario
ter um maior controle do processo, conferindo assim uma maior confiabilidade nos
resultados obtidos.

Analisando-se mais detalhadamente as componentes dos espectros apresentados
na Fig. VII.19, observa-se que o primeiro superharmonico do carregamento acaba por
coincidir com a 12 freqiiéncia natural, perturbando assim o processo de identificacdo dos
parametros, principalmente o amortecimento.

Para a identificacdo do primeiro modo, tem-se, obrigatoriamente, que se adotar
uma estratégia especifica. Forgcosamente, é necessario que se selecione um carregamento
ndo coincidente com a frequéncia natural. Neste caso da passarela, uma boa alternativa
seria a utilizacdo de sinais oriundos de pessoas correndo. A frequéncia de “correr”, assim
como a de “pular”, varia entre 2 e 3Hz, logo, desta forma, afastar-se-ia da coincidéncia
entre o primeiro modo de vibracdo e o primeiro superharmdnico do caminhar. A Figura
VI1.24 apresenta o espectro do sinal de uma pessoa correndo na passarela.

1

10

fréqUé‘ncia‘

10-1ﬂs“”3£“?£o’"f§§f’ds‘
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o NN R
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RER AL u At R LR
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Figura VI1.24 — Estimativas dos autoespectros das saidas de aceleracdo, correr de um
individuo, 5 minutos aquisitados, freqiiéncia de amostragem de 200Hz decimada
para 66,7Hz (frequéncia de corte de 26,7Hz), janelas com 4096 pontos, 66% de
sobreposicao, resolucdo final em freqtiéncia de 0,016Hz.
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Na Figura VI11.24 percebe-se que o sinal do “correr” ficou proximo da primeira
freqliéncia natural, mas ndo coincidente. A partir do algoritmo RD-CWT implementado é
possivel se separar 0s dois picos, e se estimar exclusivamente o decaimento da energia do
pico referente ao primeiro modo de vibracdo. A Figura VI1.25 ilustra a tela de identificagédo
do primeiro modo a partir do Ac01 (output#l), separando os picos com a aplicacao ao sinal

de uma wavelet-mde de Morlet com freqliéncia central de 4Hz.
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Figura VI1.25 — Separacdo de componentes em freqiiéncia a partir da
transformada wavelet sobre a funcdo RD do acelerdmetro central (Ac03).
Wavelet-mée de Morlet com freqiiéncia central de 4Hz.

A taxa de amortecimento do primeiro modo de vibrar pode ser conferida no grafico
mono-log da Figura VI1.26, a partir do ajuste de uma reta ao trecho selecionado do
decaimento.

Dividindo o arquivo do ensaio de “correr” em 13 segmentos de 60 segundos (com
66% de sobreposicdo), e calculando-se 50 reamostras a partir da combinacdo de cinco
blocos de segmentos cada, pode-se obter uma inferéncia bootstrap simples para os
parametros modais: 3,20+0,01Hz para a freqiéncia natural e 0,91+0,35% para a taxa de
amortecimento. Comparando-se estes resultados com os obtidos deterministicamente

verifica-se que consistem numa boa aproximacdo, reforcando mais uma vez a importancia
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de se possuir uma metodologia robusta para a identificacdo de pardmetros que apresente
ndo sé as estimativas, mas também que permita inferir precisbes e a tendéncia desses

reultados. A Figura VI11.27 apresenta os parametros obtidos a partir das reamostras.
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Figura VI1.26 — Identificagdo da taxa de amortecimento do 1° modo de
vibracdo a partir da CWT da funcdo RD do acelerémetro Ac03 utilizando-se a
wavelet-mae de Morlet com fregiiéncia central de 4Hz.
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A partir dos resultados obtidos neste capitulo, pode-se afirmar que a metodologia
implementada conferiu objetividade e credibilidade as estimativas dos parametros modais
proporcionadas pelas técnicas output-only, e suas dispersdes conferiram niimeros para suas
provaveis variabilidades. Quando ndo implicou em estimativas estaveis, constituiu

indicador da ocorréncia de fendmenos complicadores da modelagem do processo.
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CAPITULO VIII

CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve por objetivo desenvolver uma metodologia de identificacdo
estrutural a partir da estimacdo das freqiiéncias naturais amortecidas e taxas de
amortecimento e seus respectivos intervalos de confianga, dispondo-se exclusivamente
dos sinais de resposta da estrutura em operacéo.

Para se obter de forma consistente e robusta os pardmetros modais e suas
incertezas, entendeu-se necessaria a aplicacdo concomitante de varias técnicas de
analise modal output-only baseadas em diferentes estatisticas. Firmada a conceituacéo
basica do problema estocastico da vibracdo de estruturas e suas representacdes,
apresentou-se um estudo cronolégico das contribuicBes entendidas como mais
relevantes sobre o tema de analise modal “em operacdo”. Por fim, foram selecionadas
cinco técnicas: trés no dominio do tempo, uma no dominio da freqliéncia e uma no
dominio tempo-frequéncia.

Apos a exposicdo da implementacdo computacional das técnicas escolhidas,
buscou-se novamente argumentacdo tedrica para se obter dentro de uma mesma
estruturacdo de dados, inferéncias sobre os intervalos de confianca dos parametros
modais proporcionados por essas técnicas. A técnica de reamostragem bootstrap foi
entdo apresentada e modelos para a sua adequacdo a cada uma das técnicas foram
especificados.

A partir da verificacdo de que o tempo disponivel de dados é um dos
parametros mais importantes para se obterem boas estimativas pelas técnicas output-
only, foram apresentados os fundamentos de estimadores recursivos e estimadores por
fusdo de informagdes.

Utilizando-se respostas numericamente simuladas de uma estrutura em operacéo,
foram discutidos os resultados encontrados ao se testarem as técnicas individualmente,
compararam-se 0s intervalos obtidos pela técnica de inferéncia adotada com aqueles
obtidos pela estatistica convencional, apresentaram-se algumas alternativas de

implementacgdo da recursividade e fuséo de estimativas, e finalmente prop0s-se uma
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metodologia hibrida e recursiva de analise modal “em operacdo”. A metodologia foi
entdo numericamente testada e suas vantagens apresentadas.

Por fim, foram conduzidos testes controlados em uma passarela de pedestres
com 11,5 metros de véo, e testes onde a excitacdo imposta restringiu-se a sua carga
tipica de operacdo: o caminhar de pessoas.

Os resultados e contribuicdes obtidos pelo presente trabalho foram
apresentados gradualmente ao longo deste texto. A seguir enumeram-se novamente 0s

mais relevantes.

e Apresentacdo das técnicas de andlise modal de estruturas “em operag&o”
mais encontradas na literatura sob uma mesma base conceitual estocastica,
detalhando-se seus algoritmos e propondo opcdes de implementagédo

computacional;

e Apresentacdo, implementacdo e validacdo de algoritmos para a inferéncia
de intervalos de confianca para as técnicas RD-CWT, RD-AR, e FDD, e de
novas propostas para as técnicas SSI e SSM (SSI-COV), tudo a partir de
reamostragens bootstrap. Os valores inferidos nas simulagdes numéricas se
apresentaram compativeis com os obtidos pela amostragem convencional, e na
avaliacdo com sinais experimentais, as dispersdes finais se mostraram

coerentes com o espalhamento dos resultados deterministicos;

e Implementacdo do Filtro de Kalman sobre as estimativas obtidas
sucessivamente por uma determinada técnica, permitindo que a recursividade
substitua a utilizacdo batch de longas sequéncias de dados na anélise modal,
tornando a estimagdo mais célere, e sugerindo uma solugéo para a estimacédo de
parametros em tempo “quase-real”. O ajuste do ganho do Filtro de Kalman
permitiu ainda que se verificasse a estabilizacdo da estimacdo com mais

clareza, e tornasse cada técnica menos suscetivel as ineficiéncias transitorias;
e Verificagdo numérica e pratica de que as técnicas de analise modal “em

operagdo” apresentam desempenhos diferentes por se basearem em diferentes

funcbes estocasticas. Este fato permite que, ao serem utilizadas
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concomitantemente, aprovisionem uma massa de estimativas que ora ratifica a
exatiddo na obtencdo de um pardmetro modal, ora indica a dispersdo ou

instabilidade na estimagéo.

e Proposi¢do, implementacdo e validagdo de uma metodologia hibrida de
fusdo de estimativas baseada em algoritmos ja consolidados nas aplicacGes de
navegacao inercial, que torna a estimacdo modal mais robusta por sempre
prover informacdo, e mais consistente por condicionar a estimativa do

parametro a estabilizacdo dos resultados de diferentes técnicas;

A conclusdo central deste trabalho consiste na constatacdo de que a inexoravel
variabilidade das estimativas dos parametros modais exige a inferéncia do seu intervalo
de confianga, antes do que se torna sem efeito qualquer iniciativa de ajuste de modelos
numéricos ou verificacdo da integridade estrutural, principalmente ao se utilizarem
técnicas output-only.

A partir das consideracdes apresentadas acima, podem-se fazer algumas

sugestdes para estudos futuros:

e Extensdo do algoritmo para inferir as formas modais de operacdo de forma
analoga ao que foi desenvolvido neste trabalho para as freqliéncias naturais

amortecidas e para as taxas de amortecimento;

e Complementacdo do algoritmo hibrido com ferramentas mais robustas de
penalizacdo ou exclusdo de inferéncias julgadas improprias. Citam-se como
alternativas a implementacdo do Filtro Federado, proposto por CARLSON
(1990) que se baseia no principio do compartilhamento da informacéo, ou
ainda a aplicacdo de estatisticas de verificacdo da pertinéncia de grupos de

amostras a uma mesma populacao, como a analise de variancia (ANOVA);
e Aplicagdo da metodologia proposta em outros sistemas estruturais a fim de

se verificar a extensdo da sua aplicabilidade, bem como se observar a

sensibilidade de cada uma das técnicas implementadas, principalmente em
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situacBes onde nao se observa 0 amortecimento viscoso e proporcional, ou

ainda, onde a excitacdo de operacao apresenta distribuicdes correlacionadas.

e Desenvolvimento de um sistema que permita a estimacdo dos parametros
modais em tempo “quase real”, processando os dados enquanto novas
aquisicdes sdo feitas, de forma sucessiva, permitindo que testes de campo
sejam mais breves e eficientes, e eventuais dificuldades na identificacdo

estrutural sejam contornadas oportunamente;

e Desenvolvimento de sistema de identificacdo de danos estruturais associado
a metodologia hibrida-recursiva desenvolvida neste trabalho, o qual buscaria a
interpretacdo oportuna de mudangas reais dos parametros modais, sem
entretanto prescindir das estimativas deterministicas proporcionadas por cada

técnica, essas Ultimas provavelmente mais sensiveis a essas mudancas;
e Desenvolvimento de algoritmo auto-adaptativo que ajuste as variaveis de

identificacdo de cada técnica de analise modal adequadamente, dispensando a
andlise prévia de parte do sinal para fins de parametrizagdo dos modelos.
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APENDICE A

RESULTADOS DA SIMULACAO NUMERICA

Tabela A.1 — Andlises realizadas por simula¢bes numéricas
cujos resultados estdo apresentados neste Apéndice.

Dados Estimacdo
Anadlise i 3
Periodo Ruido Tipo Re_cur5| FL.JS&O _de
vidade estimativas
1A 2 horas nao .
deterministica
1B 2 horas 10%
2A néo e
média e intervalo de
confianca entre
amostras
2B | 10x30min” | 10%
10x12min néo
. D
égxézn_"n reamostragem
xomin 3
3A 58x6min"” nao bootstrap e estimativa
40x3min o de média e intervalo
118x3min confianca para cada
3B 10% novo conjunto de
amostras

(1) segmentos obtidos com superposicdo de 2/3, ou seja, 66% sobre amostra anterior.
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Tabela A.2 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de
amortecimento segundo cada uma das técnicas de estimacao
abordadas para o sinal simulado sem adicdo de ruido -
SimulagGes 1A.

(respostas de trés GL, 2 horas, sem ruido)

Estimativa deterministica das frequéncias naturais amortecidas

Valor exato
RD-AR  RD-CWT FDD SSM SSI®
10
= § modo 8,546 8,543 8,546 8,544 8,546 8,549
[ e — 0
L= 2 34,186 34,184 34,188 34,181 34,186 34,190
g5 modo
- = 0
L2 mf,do 76,935 | 76,936 76,936 76.922 76,933 76,931
o 1°
E’ modo 1,000 0,995 1,000 1,004 0,992 1,000
= 20
gé modo 0,250 0,246 0,249 0,255 0,249 0,250
5 mi‘;o 0,111 0,109 0,109 0,111 0,111 0,114

(1) — Valores obtidos a partir dos tltimos 40 minutos do sinal.
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Tabela A.3 — Valores das freqiiéncias naturais e taxas de
amortecimento segundo cada uma das técnicas de estimacao
abordadas para o sinal simulado com adicdo de ruido -

Simulacdo 1B.
Estimativa deterministica das frequéncias naturais amortecidas
Valor exato (respostas de trés GL, 2 horas, com ruido)
RD-AR  RD-CWT FDD SSM ssI®
10

£ 'ff\ modo 8,546 8,543 8,544 8,544 8,546 8,549
C ~ 0
S 2 34,186 34,185 34,192 34,182 34,187 34,189
g5 modo
o = 0
LE % 76935 | 76933 76931 76924 76932 76,929
o 1°
E’ modo 1,000 0,996 1,002 1,001 0,993 1,003
= 20
% S modo 0,250 0,247 0,249 0,254 0,250 0,249
5 mi‘;o 0,111 0,109 0,109 0,113 0,111 0,1143

(1) — Valores obtidos a partir dos tltimos 40 minutos do sinal.
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Tabela A.4 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de

amortecimento estimados na simulagéo 2A.

2 Estimativas das frequiéncias naturais amortecidas e taxas de
& amortecimento
é Valor exato
&%)’ RD-AR | RD-CWT FDD SSM SSI
- I 8.546 8,544 8,543 8,542 8,546 8,547
I modo ’ (+0,009)  (£0,014) (+0,008) (+£0,008)  (+0,007)
g 2° 34186 34,184 34,184 34,177 34,186 34,186
< modo ’ (+0,024)  (£0,030) (+0,015) (+£0,012) (+0,013)
g g 3° 76.935 76,935 76,935 76,912 76,933 76,935
S modo ’ (x0,013)  (£0,020) (+0,013) (£0,010)  (+0,010)
X 1° 1,000 0,996 1,006 1,045 0,985 0,981
S| g modo ’ (+0,083) (£0,104) (+0,087) (+£0,061) (+0,056)
PE 0.250 0,246 0,250 0,265 0,250 0,251
g modo ' (+0,013)  (£0,026) (+0,019) (+£0,015) (+0,012)
< 3 0111 0,112 0,109 0,116 0,112 0,113
modo ’ (x0,031) (£0019) (+0,012) (£0,010) (+0,010)
- I 8.546 8,543 8,543 8,542 8,546 8,549
L  modo ' (+0,015)  (£0,023) (+0,018) (£0,019) (+0,019)
g 2° 34 186 34,184 34,186 34,176 34,186 34,186
< modo ’ (+0,032)  (£0,045) (£0,023) (£0,017) (+0,019)
é g 3° 76.935 76,936 76,933 76,912 76,940 76,935
N modo ’ (£0,026)  (£0,044) (£0,028) (£0,079)  (+0,019)
X 1° 1,000 0,989 0,997 1,041 0,987 0,989
S| s modo ' (+0,209)  (£0,250) (+0,218) (+£0,119) (+0,126)
PEL 0.250 0,244 0,246 0,265 0,249 0,251
g modo ' (£0,043)  (£0,077) (£0,043) (£0,040) (+0,036)
< 0111 0,109 0,110 0,115 0,111 0,112
modo ’ (x0,033) (£0,041) (£0,033) (£0,023) (+0,023)
- 8.546 8,543 8,542 8,542 8,547 8,547
L modo ’ (£0,019) (£0,026) (+0,019) (£0,017) (£0,015)
g5 2° 34.186 34,184 34,185 34,176 34,186 34,185
< modo ’ (£0,019) (£0,026) (+0,020) (+£0,014) (£0,014)
E g 3° 76.935 76,936 76,934 76,913 76,936 76,935
~ modo ’ (+0,016)  (£0,030) (+0,011) (£0,060)  (+0,010)
% 1° 1,000 0,995 1,001 1,046 0,992 0,990
& | modo ’ (£0,202) (£0,252) (+0,217) (£0,116) (*+0,126)
P 0.250 0,246 0,249 0,266 0,249 0,251
g modo ’ (£0,042) (£0,069) (£0,030) (+£0,026) (+0,026)
< 3 0111 0,109 0,108 0,116 0,112 0,113
modo ’ (£0,021)  (£0,031) (£0,023) (£0017) (£0,017)
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Tabela A.4 — Valores das freqliiéncias naturais e taxas de

amortecimento estimadas na simulacdo 2A (continuagéo).

2 Estimativas das frequiéncias naturais amortecidas e taxas de
g amortecimento
é Valor exato
g)'} RD-AR | RD-CWT FDD SSM Ssl
- I 8.546 8,546 8,543 8,543 8,546 8,547
T  modo ’ (+0,028) (£0,035) (+x0,029) (£0,024) (+0,022)
g5 2 34186 34,185 34,186 34,177 34,186 34,186
i modo ’ (+0,025)  (£0,037) (x0,023) (£0,021) (x0,021)
é £ ¥ 76.935 76,936 76,933 76,913 76,933 76,934
- modo ’ (+0,024) (£0038)  (+0,021) (+0,018  (+0,018)
b 1° 1,000 0,976 0,963 1,025 0,994 0,993
S | g modo ' (+0,217)  (£0,198)  (+0,215)  (£0,237)  (+0,225)
PE 0.250 0,242 0,243 0,263 0,249 0,251
S modo ’ (+0,088) (£0,096) (+x0,070) (£0,042) (+0,034)
< 3 0111 0,110 0,109 0,115 0,111 0,113
modo ’ (+0,044) (£0030) (+0,038)  (£0,025  (+0,025)
-~ I 8546 8,543 8,543 8,542 8,547 8,547
L modo ' (+0,023) (£0,026) (+0,017) (£0,016) (+0,016)
g5 2 34186 34,184 34,187 34,176 34,186 34,186
< modo ’ (+0,014)  (£0,019) (+0,010) (£0,012)  (+0,008)
E g 3° 76.935 76,935 76,936 76,932 76,933 76,935
° modo ’ (0,015  (£0010) (+0,012) (+0,018)  (+0,012)
X 1° 1,000 0,991 0,991 1,028 0,993 0,993
> | @ modo ' (+0,252)  (£0,244) (+0,194) (£0,175)  (%0,225)
= 2 0.250 0,245 0,244 0,262 0,249 0,252
g modo ’ (+0,069) (£0,058)  (+0,050) (£0,037)  (+0,036)
< 3 0111 0,110 0,110 0,114 0,111 0,113
modo ’ (+0,028) (£0013) (0,025 (£0,025)  (+0,021)
- I 8,546 8,545 8,542 8,543 8,546 8,546
L modo ’ (+0,032) (£0,037) (+0,030) (£0,028)  (+0,026)
g 2 34186 34,186 34,189 34,179 34,187 34,186
< modo ’ (+0,027)  (£0,020) (+0,015) (£0,019) (+0,017)
E g 3° 76.935 76,935 76,936 76,933 76,933 76,935
- modo ’ (0,015  (£0010) (+0,021) (£0,021) (+£0,019)
X 1° 1.000 1,001 0,987 1,006 0,988 0,986
< | g modo ' (+0,232) (£0,263) (+0,240) (£0,244) (+0,215)
PERL 0.250 0,246 0,244 0,260 0,252 0,252
g modo ' (+0,073)  (£0,054) (+0,042) (£0,047)  (+0,047)
< 3 0.111 0,110 0,105 0,113 0,111 0,112
modo ’ (+0,028) (£0016) (+0,028) (+0,031)  (+0,027)
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Tabela A.4 — Valores das freqliiéncias naturais e taxas de

amortecimento estimadas na simulacdo 2A (continuagéo).

2 Estimativas das freqtiéncias naturais amortecidas e taxas de
& amortecimento
é Valor exato
5,‘)’ RD-AR | RD-CWT FDD SSM SSI
- I 8.546 8,544 8,543 8,543 8,547 8,546
I modo ’ (+0,028)  (£0,034) (+0,029) (+£0,020) (+0,020)
§; 20 34.186 34,184 34,188 34,178 34,187 34,186
. modo ’ (+0,022)  (£0,030) (+0,010) (£0,011) (+0,013)
E g 3° 76.935 76,935 76,936 76,913 76,933 76,935
™ modo ’ (+0,014)  (£0,006) (+0,012) (+0,014) (+0,014)
- 1° 1,000 0,999 0,995 1,014 0,993 0,986
o | modo ’ (+0,190)  (£0,154)  (+0,219) (£0,199) (+0,215)
= 2 0.250 0,245 0,244 0,258 0,252 0,252
S modo ' (+0,047)  (£0,029) (+0,050) (+£0,046)  (+0,045)
< 0.111 0,107 0,108 0,112 0,111 0,112
modo ’ (x0,017) (£0,016) (+0,013) (£0,023)  (+0,025)
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Tabela A5 — NUmero de amostras aproveitadas para a
estimagdo dos valores médios e intervalos de confianca das
frequéncias naturais e taxas de amortecimento — Simulacgéo 2A.

Aproveitamento das estimativas da amostras
Segmentacao
RD-AR RD-CWT FDD SSM SsI®
E 1°modo | 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
% 22modo | 10(100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
S 32omodo [ 08 (80%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
E 1°modo | 09 (90%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
% 20modo | 10(100%)  10(100%)  10(100%) 10 (100%) 10 (100%)
S 3°modo | 08 (80%) 09 (90%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
E 1°modo | 27 (96%) 28 (100%) 28 (100%) 28 (100%) 28 (100%)
% 20modo | 28 (100%) 27 (96%) 28 (100%) 28 (100%) 28 (100%)
R modo | 25 (89%) 27 (96%) 28 (100%) 28 (100%) 28 (100%)
E 1°modo | 19 (95%) 18 (90%) 19 (95%) 20 (100%) 19 (95%)
© 2°modo | 19 (95%) 16 (80%) 19 (95%) 20 (100%) 10 (100%)
8 30 modo 15 (75%) 16 (80%) 19 (95%) 20 (100%) 19 (95%)
E 1°modo | 55 (95%) 49 (85%) 55 (95%) 58 (100%) 57 (98%)
©  20modo | 55 (95%) 49 (85%) 52 (90%) 58 (100%) 57 (98%)
B 30 modo 44 (76%) 48 (83%) 53 (91%) 57 (98%) 57 (98%)
g v modo | 32 (80%) 33 (83%) 35 (88%) 37 (93%) 37 (93%)
©  2omodo | 32 (80%) 22 (55%) 32 (80%) 38 (95%) 39 (98%)
S 3 modo 26 (65%) 17 (43%) 33 (83%) 38 (95%) 38 (95%)
£ 1°modo | 101 (86%) 93 (79%) 107 (91%) 110 (93%) 111 (94%)
E 20modo | 91 (77%) 78 (66%) 92 (78%) 110 (93%) 112 (95%)
S 3omodo | 76 (64%) 63 (53%) 93 (79%) 106 (90%) 109 (92%)
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Tabela A5 — Valores das freqiiéncias naturais e taxas de

amortecimento estimados na simulagéo 2B.

2 Estimativas das frequiéncias naturais amortecidas e taxas de
g amortecimento
é Valor exato
§ RD-AR RD-CWT FDD SSM SSI
= 1° 8546 8,544 8,543 8,542 8,547 8,547
I modo ’ (£0,010) (£0,014) (£0,008) (£0,010) (+0,019)
2 20 34186 34,184 34,185 34,177 34,186 34,187
< modo ! (£0,022)  (+£0,031) (+0,015) (+0,012)  (+0,010)
é g 3 76.935 76,933 76,935 76,912 76,933 76,936
S modo ! (£0,015)  (£0,020) (£0,013) (£0,010) (+0,015)
X 1° 1.000 0,996 1,008 1,045 0,991 0,992
S| modo ’ (£0,080) (+£0,104)  (£0,087) (£0,061)  (+0,208)
PEL 0.250 0,247 0,250 0,265 0,249 0,253
S modo ’ (£0,015)  (£0,025) (£0,019) (£0,012) (+0,043)
< 3° 0.111 0,113 0,108 0,116 0,111 0,111
modo ’ (£0,029) (£0,019) (£0,012) (£0,011) (+0,017)
- 1° 8546 8,544 8,543 8,542 8,546 8,549
T  modo ’ (£0,018)  (+0,023) (+0,018) (£0,020) (#0,019)
= 20 34186 34,185 34,186 34,176 34,187 34,186
< modo ! (£0,029)  (£0,045) (£0,023) (£0,017)  (£0,019)
E g 3° 26.935 76,934 76,933 76,912 76,933 76,935
S modo ! (£0,025) (+0,045) (£0,029) (+0,018) (+0,019)
% oo | 099 0,999 1,041 0,987 0,989
S| s modo ’ (£0,202) (£0,255) (£0,219) (£0,119)  (£0,126)
; 20 0.250 0,246 0,246 0,264 0,249 0,251
g modo ’ (£0,041) (0,075 (£0,043) (£0,037) (+0,036)
< 30 0.111 0,110 0,109 0,115 0,111 0,112
modo ’ (£0,036) (+0,040) (+£0,033) (£0,024) (#0,023)
- 1° 8546 8,544 8,542 8,542 8,542 8,547
£ modo ’ (£0,020)  (+0,027) (£0,019) (+0,019) (+0,015)
= 20 34186 34,184 34,185 34,176 34,176 34,185
< modo ! (£0,018)  (+£0,027)  (+0,020)  (+0,020)  (+0,014)
g g 3° 76.935 76,934 76,935 76,913 76,913 76,935
~ modo ! (£0,016) (+£0,031) (+0,011) (+0,011) (#0,010)
X 1° 1.000 0,996 1,003 1,046 1,046 0,990
| e modo ’ (£0,200)  (+0,251) (£0,217) (+0,217) (+0,126)
T:-’ 20 0.250 0,248 0,249 0,265 0,265 0,251
S modo ’ (£0,038)  (+0,069) (£0,030) (+0,030) (+0,026)
< 30 0.111 0,112 0,108 0,116 0,116 0,113
modo ’ (£0,025) (£0,031) (+£0,022) (+0,022) (#0,017)
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Tabela A5 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de

amortecimento estimados na simulacdo 2B (continuacgéo).

2 Estimativas das frequiéncias naturais amortecidas e taxas de
g amortecimento
é Valor exato
g)'} RD-AR | RD-CWT FDD SSM Ssl
- I 8.546 8,544 8,543 8,543 8,547 8,547
T  modo ’ (+0,020) (£0,035) (+0,029) (£0,024) (+0,007)
g5 2 34186 34,184 34,187 34,177 34,186 34,186
< modo ’ (+0,018)  (£0,035) (x0,023) (£0,022) (+0,012)
£ g 3° 76.935 76,934 76,935 76,913 76,933 76,935
E modo ’ (+0,016) (0,043 (00200 (£0,019)  (x0,012)
b 1° 1,000 0,996 0,964 1,025 0,993 0,981
S | g modo ' (+0,200) (£0,202) (+0,216) (£0,227) (+0,054)
PE 0.250 0,248 0,245 0,263 0,250 0,250
S modo ’ (+0,038) (£0,080) (+0,069) (£0,039) (+0,011)
< 3 0111 0,112 0,111 0,115 0,111 0,112
modo ’ (0,025  (£0029) (0,038  (£0,025 (0,014
-~ I 8546 8,543 8,543 8,542 8,547 8,547
L  modo ' (+0,025) (£0,026) (+0,017) (£0,018) (+0,014)
g5 2 34186 34,185 34,187 34,176 34,187 34,186
< modo ’ (+0,015)  (£0,020) (+0,011) (£0,010)  (+0,008)
E g 3° 76.935 76,934 76,934 76,932 76,933 76,936
° modo ’ (+0,014) (£0011) (+0,012) (£0,013) (+£0,012)
X 1° 1,000 0,998 0,988 1,028 0,995 0,987
> | @ modo ' (+0,271) (£0,242) (x0,195) (£0,177)  (*0,153)
= 2 0.250 0,247 0,244 0,262 0,250 0,252
g modo ’ (+0,071)  (£0,058)  (+0,049) (£0,038)  (+0,035)
< 3 0111 0,111 0,110 0,114 0,111 0,112
modo ’ (0,037) (£0020) (0,025 (+0,024)  (+0,021)
- I 8,546 8,543 8,543 8,542 8,547 8,547
L  modo ’ (+0,032) (£0,037) (+0,017) (£0,018)  (+0,025)
o 2° 34186 34,186 34,189 34,176 34,187 34,187
< modo ’ (+0,028)  (£0,020) (+0,011) (£0,010) (+0,015)
E g 3° 76.935 76,933 76,937 76,932 76,933 76,935
- modo ’ (+0,030) (£0006) (+0,012) (+0,013)  (+0,026)
X 1° 1.000 1,002 0,988 1,028 0,995 0,997
< | g modo ' (+0,270)  (£0,260) (+0,195) (£0,177)  (*0,228)
PERL 0.250 0,245 0,246 0,262 0,250 0,252
g modo ' (+0,084)  (£0,040) (+0,049) (£0,038) (+0,037)
< 3 0.111 0,111 0,111 0,114 0,111 0,110
modo ’ (+0,026) (£0016) (+0,025)  (+0,024)  (+0,024)
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Tabela A5 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de

amortecimento estimados na simulacdo 2B (continuacgéo).

2 Estimativas das frequiéncias naturais amortecidas e taxas de

g amortecimento

é Valor exato

g)'} RD-AR | RD-CWT FDD SSM Ssl
- I 8.546 8,544 8,543 8,543 8,546 8,547
L  modo ' (+0,025)  (£0,034) (+0,029) (£0,020) (+0,019)
g 2° 34186 34,185 34,188 34,178 34,187 34,187
< modo ’ (+0,054) (£0,029) (+0,011) (£0,014) (+0,010)

E E 3° 76.935 76,933 76,934 76,913 76,933 76,936

™ modo ’ (£0,020)  (£0,013) (+0,012) (£0,015  (+0,015)

- 1° 1,000 0,997 0,996 1,014 0,991 0,992

S| modo ' (+0,194)  (£0,156) (+0,219) (£0,197)  (+0,208)
PE 0.250 0,247 0,244 0,257 0,252 0,253
g modo ’ (+0,023)  (£0,006) (+0,050) (£0,054) (+0,043)
< 3° 0111 0,109 0,109 0,112 0,111 0,111

modo ’ (£0,024)  (£0,020) (+0,018)  (£0,025  (£0,017)
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Tabela A.6 — NUmero de amostras aproveitadas para a
estimagdo dos valores médios e intervalos de confianca das

frequéncias naturais e taxas de amortecimento — Simulacéo 2B.

Segmentacéo

Aproveitamento das estimativas da amostras

RD-AR RD-CWT FDD SSM SSI®
£ 1°modo | 10(100%)  10(100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
% 20modo | 10(100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
S modo | 10(100%)  10(100%)  10(100%) 10 (100%) 10 (100%)
g v modo | 10(100%)  10(100%)  10(100%) 10 (100%) 10 (100%)
L;.‘ 2omodo | 10(100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
S 3°modo | 09 (90%) 09 (90%) 10 (100%) 10 (100%) 10 (100%)
£ lomodo | 28(100%)  28(100%)  28(100%)  28(100%) 28 (100%)
‘5 20modo | 28 (100%) 27 (96%) 28 (100%) 28 (100%) 28 (100%)
& zomodo | 27 (96%) 27 (96%) 28 (100%) 28 (100%) 25 (89%)
g v modo | 19 (95%) 18 (90%) 19 (95%) 20 (100%) 19 (95%)
© 2°modo | 19 (95%) 15 (75%) 19 (95%) 20 (100%) 19 (95%)
S omodo | 16 (80%) 15 (75%) 19 (95%) 20 (100%) 18 (90%)
g v modo | 55 (95%) 50 (86%) 55 (95%) 57 (98%) 57 (98%)
© 2°modo | 56 (97%) 48 (83%) 53 (91%) 58 (100%) 57 (98%)
B modo | 49 (84%) 46 (79%) 53 (91%) 58 (100%) 50 (86%)
£ 1°modo | 34 (85%) 33 (83%) 35 (88%) 36 (90%) 33 (83%)
© 2°modo | 36 (90%) 21 (53%) 32 (80%) 39 (98%) 35 (88%)
S modo | 2 (73%) 17 (43%) 32 (80%) 39 (98%) 28 (70%)
£ lomodo | 104 (88%) 93 (79%) 107 (91%) 112 (95%) 101 (86%)
z 20modo | 101 (86%) 78 (66%) 92 (78%) 115 (97%) 102 (86%)
S modo | 87 (73%) 63 (53%) 91 (77%) 108 (92%) 78 (66%)
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Tabela A.7 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica RD-AR na simulagdo

3A.
. Estimativas das frequéncias naturais amortecidas e taxas de
§ Valor exato amortecimento — Simulacdo 3A — Técnica RD-AR
- B=50 B=200 B=400
- 10 8546 8,544 8,544 8,544
T  modo ’ (+0,002) (+0,002) (£0,002)
§ 20 34.186 34,183 34,183 34,183
- modo ’ (£ 0,006) (+0,006) (+0,006)
E g 30 76,035 76,936 76,935 76,936
S modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (+0,004)
% 10 1.000 0,999 0,999 0,999
S| g modo ’ (£0,023) (+0,024) (+0,023)
j:f 20 0.250 0,246 0,246 0,246
S modo ’ (+0,004) (+0,004) (£ 0,004)
< 30 0111 0,112 0,112 0,112
modo ’ (£ 0,008) (+ 0,008) (+0,008)
o~ 1° 8.546 8,544 8,544 8,544
T modo ’ (+0,003) (+0,003) (£ 0,003)
= 20 34186 34,184 34,184 34,184
Z  modo ’ (+0,005) (+0,005) (£ 0,005)
= 3 76,935 76,935 76,935
E1Y modo 7693 (+ 0,006) (+ 0,006) (+ 0,006)
ﬁ -~ L Y, L U,
x 1° 1,000 0,998 0,999 0,998
S| modo ’ (£0,037) (+0,038) (+0,037)
L: 20 0.250 0,244 0,244 0,244
S modo ’ (+0,008) (+0,008) (£ 0,008)
< 30 0111 0,111 0,111 0,111
modo ’ (£ 0,008) (£ 0,009) (£ 0,008)
o~ 1° 8.546 8,544 8,544 8,544
T modo ’ (+0,003) (£ 0,004) (£ 0,004)
. 20 34186 34,183 34,184 34,184
< modo ’ (+0,005) (+0,005) (+0,005)
£ § P s03s 76,936 76,936 76,936
~ modo ’ (£ 0,005) (+ 0,005) (+0,005)
x 1° 1,000 1,001 1,000 0,998
& | s modo ’ (£0,044) (£0,041) (£0,042)
;- 20 0.250 0,246 0,246 0,246
S modo ' (+0,009) (+0,009) (+0,009)
< 30 0111 0,111 0,111 0,111
modo ’ (+0,007) (+0,007) (= 0,007)
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Tabela A.7 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica RD-AR na simulacdo 3A

(continuacdo).

Estimativas das freqliéncias naturais amortecidas e taxas de

g Valor exato amortecimento — Simulacdo 3A — Técnica RD-AR
@ B=50 B=200 B=400
ST 8 546 8,543 8,544 8,544
£ modo ’ ( 0,004) (+0,004) (+0,004)
&5 20 34.186 34,184 34,184 34,184
Z  modo ' (+ 0,005) (+ 0,005) (+ 0,005)
E g 30 26,935 76,936 76,936 76,936
E modo ’ ( 0,004) (+0,004) (+ 0,004)
X 10 1000 0,996 0,997 0,997
& | modo ’ (+0,043) (+ 0,040) (+ 0,040)
- 2 0.250 0,246 0,245 0,246
S modo ’ (+0,012) (+0,012) (+0,012)
< 3 0111 0,110 0,110 0,110
modo ’ ( 0,008) (+0,007) (+0,007)
- 8 546 8,543 8,543 8,543
£ modo ’ (+ 0,005) (+ 0,004) (+0,004)
g 20 34.186 34,184 34,184 34,184
” modo ’ (+ 0,006) (+ 0,005) (+0,005)
k= g P g3 76,936 76,936 76,936
E modo ! (+ 0,004) (+ 0,004) (+ 0,004)
X 10 1,000 0,996 0,995 0,997
5 | o modo ’ (+0,041) (+0,044) (+0,043)
- 2 0.250 0,247 0,246 0,246
S modo ’ (+0,011) (+0,012) (+0,011)
< 3 0111 0,110 0,110 0,110
modo ’ (+ 0,007) (+0,007) (+0,007)
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Tabela A.7 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica RD-AR na simulacdo 3A

(continuacdo).

Estimativas das freqliéncias naturais amortecidas e taxas de

é Valor exato amortecimento — Simulacdo 3A — Técnica RD-AR
@ B=50 B=200 B=400
SR U 8 546 8,543 8,544 8,544
I modo ’ (+0,004) (+0,004) (+0,005)
= 20 34.186 34,184 34,184 34,184
Z  modo ' (+ 0,005) (+ 0,005) (+ 0,005)
E g 30 26.935 76,937 76,936 76,936
= modo ’ (+0,012) (+0,007) (+ 0,006)
x 10 1000 0,994 0,993 0,993
S|g modo ’ (+ 0,040) (+0,044) (+ 0,046)
S 0.250 0,246 0,246 0,245
S modo ’ (+0,012) (+0,010) (+0,011)
< 3 0.111 0,110 0,110 0,110
modo ’ (+0,007) (+0,007) (+0,007)
SR U 8.516 8,544 8,543 8,544
£ modo ’ (+ 0,004) (+0,004) (+0,004)
25 20 34.186 34,184 34,184 34,184
Z  modo ’ (+ 0,005) (+0,005) (+ 0,005)
£ g P 26035 76,936 76,936 76,936
- modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (+0,005)
X
o 10 1,000 0,999 0,995 0,996
I modo (+0,041) (+0,042) (+0,043)
e 0.950 0,244 0,244 0,245
S modo ’ (+ 0,008) (+0,011) (+0,011)
< 3 0.111 0,110 0,110 0,110
modo ’ (+ 0,007) (+0,007) (+0,007)
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Tabela A.8 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica RD-CWT na simulacao

3A.
. Estimativas das frequéncias naturais amortecidas e taxas de
§ Valor exato amortecimento — Simulacdo 3A — Técnica RD-CWT
- B=50 B=200 B=400
-~ D 8.546 8,544 8,543 8,543
T  modo ; (£ 0,003) (£ 0,004) (£ 0,003)
§ 2 34.186 34,184 34,184 34,184
- modo ’ (£ 0,007) (£ 0,008) (£ 0,008)
E g 30 76.935 76,934 76,934 76,934
S modo ’ (£ 0,006) (£ 0,006) (£ 0,006)
x 10 1,000 1,006 1,009 1,008
S| g modo ; (£ 0,028) (£ 0,029) (£ 0,028)
- 2 0.250 0,251 0,252 0,252
S modo ; (£ 0,008) (£ 0,007) (£ 0,007)
< 3° 0111 0,110 0,110 0,110
modo ’ (£ 0,004) (£ 0,005) (£ 0,005)
- I 8.546 8,543 8,543 8,543
T modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (£ 0,004)
= 2 34 186 34,185 34,186 34,185
< modo ’ (£ 0,008) (£ 0,008) (£ 0,008)
Elg 76,935 76,935 76,934
1Y modo 70939 (+0,007) (+ 0,009) (+ 0,008)
g - U, — Y, — Y,
% 1° 1,000 1,002 1,005 1,005
S| modo ’ (£ 0,045) (£ 0,042) (£0,042)
= 2 0.250 0,247 0,247 0,247
S modo ’ (£ 0,013) (£ 0,014) (£0,014)
< 3° 0111 0,108 0,109 0,109
modo ’ (£ 0,007) (£ 0,008) (£ 0,008)
- I 8.546 8,543 8,543 8,543
T  modo ’ (£ 0,005) (£ 0,005) (£ 0,005)
= 2 34.186 34,187 34,186 34,186
< modo ’ (£ 0,007) (£ 0,006) (£ 0,006)
E g 3° 76.935 76,933 76,934 76,934
- modo ’ (£ 0,007) (£ 0,006) (£ 0,007)
X 0
e modo 1000 (116(,)8;3) (106?3555) (106?35?3)
PE 0.250 0,251 0,250 0,250
S modo ’ (£ 0,016) (£ 0,018) (£0,018)
< 30 0111 0,107 0,107 0,107
modo ’ (£ 0,009) (£ 0,008) (£ 0,008)
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Tabela A.9 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica FDD na simulagdo 3A.

Estimativas das freqliéncias naturais amortecidas e taxas de

é Valor exato amortecimento — Simulacdo 3A — Técnica FDD
m B=50 B=200 B=400
= 10 8546 8,544 8,544 8,544
T modo ' (x0,002) (x0,002) (+0,002)
§§ 20 34186 34,184 34,184 34,184
- modo ’ (+0,003) (+0,003) (+0,003)
E § 30 76,935 76,929 76,929 76,930
S modo ’ (+£0,011) (+0,010) (+0,008)
x 10 1000 0,998 0,999 0,998
S| g modo ’ (+0,017) (+0,018) (+0,017)
; 20 0250 0,251 0,251 0,251
S modo ' (+0,003) (+0,003) (+0,003)
< 30 0.111 0,110 0,110 0,110
modo ' (+0,002) (+0,002) (+0,002)
= 10 8546 8,543 8,543 8,544
I modo ’ (+ 0,004) (+ 0,004) (+ 0,004)
= 20 34.186 34,184 34,184 34,184
Z  modo ! (+ 0,004) (+ 0,004) (+ 0,004)
E E 30 76.935 76,929 76,929 76,930
~ modo : (£0,021) (+0,015) (+0,010)
9 10 1000 1,001 1,002 1,001
S| g modo ’ (+ 0,041) (+0,037) (+ 0,036)
‘t.’ 20 0.250 0,249 0,250 0,250
S modo : (£0,007) (+0,008) (+0,008)
< 30 0111 0,109 0,110 0,110
modo : (£ 0,006) (£ 0,006) (£ 0,006)
- 10 8546 8,544 8,544 8,544
£ modo % (+ 0,006) (+ 0,005) (+0,005)
§§ 20 34186 34,184 34,184 34,184
. modo ! (+ 0,005) (+ 0,005) (+ 0,005)
E g 30 76.935 76,930 76,929 76,930
> modo ! (+ 0,005) (+ 0,006) (+0,008)
g; 10 1,000 0,999 0,996 0,997
S|g modo ™ (+ 0,045) (+0,047) (+0,048)
E’ 20 0250 0,253 0,253 0,253
S modo ’ (+ 0,014) (+ 0,015) (£ 0,014)
< 30 0.111 0,109 0,109 0,109
modo ' (+0,007) (+ 0,006) (+ 0,006)
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Tabela A.10 — Valores das frequéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica SSM na simulagdo 3A.

Estimativas das freqliéncias naturais amortecidas e taxas de

é Valor exato amortecimento — Simulagdo 3A — Técnica SSM
m B=50 B=200 B=400
= 1° 8546 8,546 8,546 8,546
T modo ' (x0,002) (x0,002) (+0,002)
§§ 20 34186 34,186 34,186 34,186
- modo ’ (+0,004) (+0,005) (£ 0,006)
E § 30 76,935 76,933 76,933 76,933
S modo ’ (£ 0,003) (+0,003) (+0,003)
x 1° 1000 0,987 0,987 0,988
S| g modo ’ (+0,017) (+ 0,019) (£ 0,019)
; 20 0250 0,249 0,249 0,249
S  modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (£0,004)
< 30 0111 0,112 0,112 0,112
modo ' (+0,003) (+0,003) (+0,003)
-~ T g 8,547 8,547 8,547
I modo ’ (+ 0,004) (+ 0,004) (+ 0,004)
= 20 34.186 34,186 34,186 34,186
Z  modo : (+0,003) (+0,003) (+0,003)
E E 30 76.935 76,933 76,933 76,933
~ modo : (+0,003) (+0,003) (+0,003)
X 1° 1,000 0,989 0,990 0,990
S| g modo ’ (£0,023) (£0,024) (£ 0,024)
‘t.’ 20 0.250 0,248 0,248 0,248
g modo ' (+0,007) (+0,007) (+0,007)
< 30 0111 0,112 0,112 0,112
modo ’ (+ 0,004) (+ 0,004) (+ 0,004)
- 10 8546 8,547 8,547 8,547
£ modo % (+0,002) (+0,003) (+0,002)
§§ 20 34186 34,187 34,186 34,187
. modo ! (+ 0,003) (+ 0,003) (£ 0,003)
E g 30 76.935 76,933 76,933 76,933
> modo ! (+0,003) (+0,003) (+0,003)
g; 10 1,000 0,989 0,990 0,989
S|g modo ™ (+0,026) (+0,031) (+0,026)
E’ 20 0250 0,249 0,250 0,249
S modo (+0,008) (+0,008) (+0,008)
< 30 0.111 0,111 0,111 0,111
modo ’ (+ 0,005) (+ 0,004) (+ 0,005)
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Tabela A.11 — Valores das frequéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica SSI na simulacéo 3A.

Estimativas das freqliéncias naturais amortecidas e taxas de

é Valor exato amortecimento — Simulagdo 3A — Técnica SSI
m B=50 B=200 B=400
= 1° 8546 8,544 8,544 8,544
T modo ' (x0,003) (x0,003) (+0,003)
§§ 20 34186 34,183 34,183 34,183
- modo ’ (£ 0,006) (£ 0,006) (£ 0,007)
E § 30 76,935 76,936 76,936 76,936
S modo ’ (£ 0,003) (+0,003) (+0,003)
x 1° 1000 1,006 1,005 1,004
S| g modo ’ (+ 0,028) (+ 0,025) (£ 0,025)
; 20 0250 0,249 0,249 0,249
S modo ' (+0,007) (+0,007) (+0,007)
< 30 0.111 0,110 0,110 0,110
modo ’ (+ 0,007) (+ 0,007) (+ 0,007)
= 1° 8546 8,544 8,544 8,544
T modo : (+0,005) (+0,003) (+0,003)
= 20 34.186 34,185 34,185 34,185
Z  modo : (+0,007) (+0,006) (+0,005)
E E 30 76.935 76,935 76,935 76,935
~ modo : (+0,007) (+ 0,006) (+ 0,005)
% 10 1.000 1,005 1,003 1,002
S| g modo ’ (+ 0,044) (+ 0,035) (£ 0,024)
‘t.’ 20 0.250 0,246 0,247 0,248
S modo ’ (£0,012) (£0,011) (£ 0,007)
< 30 0111 0,108 0,109 0,110
modo : (£ 0,005) (£ 0,006) (£ 0,004)
- 10 8546 8,544 8,544 8,544
£ modo ’ (+ 0,005) (+ 0,004) (+ 0,004)
§§ 20 34186 34,184 34,185 34,185
. modo ! (+0,006) (+0,007) (+0,007)
E g 30 76.935 76,936 76,936 76,936
> modo ! (+ 0,005) (+ 0,005) (+ 0,005)
g; 10 1,000 0,991 0,992 0,994
S| e modo ’ (+ 0,053) (+ 0,046) (+ 0,044)
E’ 20 0250 0,247 0,248 0,248
S modo ’ (+ 0,013) (+ 0,014) (+0,014)
< 30 0.111 0,108 0,108 0,108
modo ' (+0,007) (+0,007) (+ 0,006)
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Tabela A.12 — Valores das freqliéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica RD-AR na simulagdo

3B.
. Estimativas das frequéncias naturais amortecidas e taxas de
§ Valor exato amortecimento — Simulacdo 3B — Técnica RD-AR
- B=50 B=200 B=400
~ I 8546 8,544 8,544 8,544
T  modo ; (£ 0,003) (£ 0,002) (£ 0,002)
§ 2 34.186 34,183 34,183 34,183
- modo ’ (£ 0,005) (£ 0,006) (£ 0,006)
E g 30 76.935 76,936 76,936 76,936
S modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (£ 0,004)
x 10 1,000 1,004 1,002 1,002
S| g modo ; (£ 0,030) (£ 0,030) (£ 0,028)
- 2 0.250 0,246 0,246 0,246
S modo ; (£ 0,004) (£ 0,004) (£ 0,004)
< 3° 0111 0,109 0,110 0,110
modo ’ (£ 0,006) (£ 0,007) (£ 0,007)
ST 8546 8,544 8,543 8,544
T modo ’ (£ 0,003) (£ 0,009) (£ 0,007)
= 2 34 186 34,183 34,183 34,184
< modo ’ (£ 0,005) (£ 0,005) (£ 0,005)
Elg 76,935 76,935 76,936
1Y modo 70939 (+ 0,006) (+ 0,006) (+ 0,005)
g - U, — Y, — Y,
% 1° 1,000 1,004 1,003 1,002
S| modo ’ (£ 0,032) (£ 0,038) (£0,037)
= 2 0.250 0,244 0,243 0,243
S modo ’ (£ 0,008) (£ 0,009) (£ 0,008)
< 3° 0111 0,110 0,109 0,109
modo ’ (£ 0,007) (£ 0,007) (£ 0,008)
- I 8.546 8,543 8,543 8,543
T  modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (£ 0,004)
= 2 34.186 34,184 34,184 34,184
< modo ’ (£ 0,005) (£ 0,005) (£ 0,005)
E g 3° 76.935 76,936 76,936 76,936
o modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (£ 0,004)
X 0
3l e modo 1000 (116(,)89?7) (106?357) (106?825)
PE 0.250 0,244 0,245 0,245
S modo ’ (£ 0,009) (£0,011) (£0,011)
< 30 0111 0,110 0,110 0,110
modo ’ (£ 0,007) (£ 0,007) (£ 0,006)
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Tabela A.13 — Valores das frequéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica RD-CWT na simulagao

3B.
. Estimativas das frequéncias naturais amortecidas e taxas de
§ Valor exato amortecimento — Simulacdo 3B — Técnica RD-CWT
- B=50 B=200 B=400
-~ I 8,546 8,543 8,543 8,543
T  modo ; (£ 0,003) (£ 0,004) (£ 0,004)
§ 2 34.186 34,183 34,183 34,184
- modo ’ (£ 0,010) (£ 0,010) (£ 0,010)
E g 3° 76.935 76,934 76,934 76,934
S modo ’ (£ 0,007) (£ 0,007) (£ 0,007)
x 10 1,000 1,008 1,010 1,010
S| g modo ; (£ 0,031) (£0,028) (£ 0,028)
- 2 0.250 0,253 0,253 0,253
S modo ; (£ 0,005) (£ 0,007) (£ 0,007)
< 3° 0111 0,104 0,104 0,104
modo ’ (£ 0,003) (£ 0,004) (£ 0,004)
- I 8.546 8,543 8,543 8,543
T modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (£ 0,004)
= 2 34 186 34,186 34,186 34,185
< modo ’ (£ 0,007) (£ 0,008) (£ 0,009)
Elg 76,936 76,935 76,934
1Y modo  709%% (+ 0,008) (+ 0,009) (+0,007)
g - U, — Y, — Y,
% 1° 1,000 1,008 1,005 1,004
S| modo ’ (£ 0,048) (£0,047) (£0,042)
= 2 0.250 0,246 0,247 0,247
S modo ’ (£ 0,015) (£ 0,015) (£0,014)
< 3° 0111 0,106 0,105 0,104
modo ’ (£ 0,008) (£ 0,008) (£ 0,008)
- I 8.546 8,542 8,543 8,543
T  modo ’ (£ 0,005) (£ 0,005) (£ 0,005)
= 2 34.186 34,186 34,186 34,186
< modo ’ (£ 0,006) (£ 0,007) (£ 0,007)
E g 3° 76.935 76,934 76,934 76,934
o modo ’ (£ 0,004) (£ 0,006) (£ 0,006)
X 0
e modo 1000 (106?350) (106?3561) (iOCl)?C?E?O)
PE 0.250 0,249 0,250 0,251
S modo ’ (£ 0,015) (£ 0,016) (£0,017)
< 30 0111 0,102 0,102 0,102
modo ’ (£ 0,008) (£ 0,008) (£ 0,008)
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Tabela A.14 — Valores das frequéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica FDD na simulagéo 3B.

Estimativas das freqliéncias naturais amortecidas e taxas de

é Valor exato amortecimento — Simulagdo 3B — Técnica FDD
- B=50 B=200 B=400
= 1° 8546 8,544 8,544 8,544
T modo ' (x0,002) (x0,002) (+0,002)
§; 20 34186 34,182 34,183 34,183
- modo ’ (+0,004) (+0,005) (£ 0,005)
£ § P s03s 76,929 76,929 76,930
S modo ’ (£ 0,014) (+£0,012) (+0,010)
x 1° 1000 1,003 1,003 1,003
S| g modo ’ (+ 0,025) (+ 0,024) (£ 0,025)
; 2° 0250 0,253 0,253 0,253
S modo ' (+0,005) (+0,005) (+0,005)
< 30 0111 0,111 0,111 0,111
modo (+ 0,004) (+ 0,004) (+0,004)
. 10 8,546 8,544 8,543 8,544
T modo ' (+0,004) (+0,004) (+0,004)
g 20 34.186 34,183 34,183 34,183
. modo ! (+ 0,004) (+ 0,004) (+ 0,004)
E E 30 76.935 76,929 76,929 76,930
~ modo ! (£0,011) (£0,010) (+0,008)
» 10 1000 1,004 1,004 1,004
S| g modo ’ (£ 0,040) (£ 0,040) (£0,037)
‘t.’ 20 0.250 0,250 0,250 0,250
S modo : (£0,008) (£0,008) (+0,008)
< 30 0111 0,111 0,111 0,111
modo : (£0,007) (£0,007) (£ 0,006)
- 8 546 8,544 8,544 8,544
£ modo © (+0,004) (+0,004) (+0,004)
§; 20 34186 34,183 34,183 34,183
- modo ’ (£ 0,005) (£0,004) (£ 0,005)
£ § P s03s 76,929 76,931 76,930
- modo ’ (£ 0,012) (£0,011) (£ 0,009)
g; 1° 1000 0,992 0,992 0,992
= | g modo ’ (+0,037) (+0,043) (+ 0,044)
‘t.’ 20 0.250 0,254 0,254 0,254
S modo ' (+£0,013) (+0,012) (+0,012)
< 30 0111 0,111 0,111 0,111
modo (+ 0,006) (+0,007) (+ 0,006)
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Tabela A.15 — Valores das frequéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica SSM na simulagéo 3B.

Estimativas das freqliéncias naturais amortecidas e taxas de

é Valor exato amortecimento — Simulagdo 3B — Técnica SSM
- B=50 B=200 B=400
= 1° 8546 8,546 8,546 8,546
T modo ' (x0,003) (x0,002) (+0,002)
§§ 20 34186 34,186 34,186 34,186
- modo ’ (+0,004) (+0,004) (£ 0,004)
£ § P s03s 76,933 76,933 76,933
S modo ’ (£ 0,003) (+0,003) (+0,003)
x 1° 1000 0,986 0,987 0,986
S| modo (+0,023) (+0,022) (+0,022)
; 2° 0250 0,249 0,249 0,249
S  modo ’ (£ 0,004) (£ 0,004) (£0,004)
< 30 0111 0,111 0,112 0,112
modo (+0,003) (+0,003) (0,003)
= 10 8,546 8,546 8,546 8,547
I  modo ’ (+ 0,004) (+ 0,004) (+0,004)
g 20 34.186 34,186 34,186 34,186
. modo ' (+0,003) (+0,003) (+0,003)
E E 30 76.935 76,933 76,933 76,933
~ modo ’ (+0,003) (+0,003) (+0,003)
« 10 1,000 0,989 0,991 0,990
S| g modo ’ (£0,023) (£0,026) (£ 0,024)
‘t.’ 20 0.250 0,249 0,249 0,249
= modo ' (+0,006) (+0,007) (+0,007)
< 30 0111 0,112 0,112 0,112
modo ’ (+ 0,004) (+ 0,004) (+ 0,004)
= 1° 8546 8,547 8,547 8,547
T  modo ’ (+0,004) (+ 0,003) (+0,003)
§§ 2° 34186 34,186 34,187 34,187
- modo ’ (+0,003) (+0,003) (+0,003)
£ g @ 76,935 76,934 76,934 76,934
- modo ’ (£ 0,003) (£ 0,003) (£ 0,003)
g; 1° 1000 0,993 0,993 0,993
2| modo ’ (+ 0,026) (+ 0,035) (+ 0,034)
= 20 0,251 0,250 0,250
g modo 0,250
S (+ 0,006) (+ 0,007) (+ 0,007)
< 30 0111 0,111 0,111 0,111
modo ' (+0,004) (+0,004) (+0,004)
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Tabela A.16 — Valores das frequéncias naturais e taxas de
amortecimento estimadas pela Técnica SSI na simulacéo 3B.

Estimativas das freqliéncias naturais amortecidas e taxas de

é Valor exato amortecimento — Simulagdo 3B — Técnica SSI
m B=50 B=200 B=400
= 10 8546 8,544 8,544 8,544
T modo ' (x0,003) (x0,003) (+0,003)
§; 20 34186 34,183 34,183 34,183
- modo ’ (£ 0,006) (£0,007) (£ 0,007)
E § 30 76,935 76,936 76,936 76,936
S modo ’ (£ 0,003) (+0,003) (+0,003)
x 10 1000 1,003 1,003 1,003
S| g modo ’ (+0,026) (0,024) (£ 0,024)
T:-’ 20 0250 0,249 0,250 0,250
S modo ' (+0,007) (+0,008) (+0,008)
< 30 0111 0,111 0,110 0,110
modo ’ (+0,008) (+0,007) (+0,008)
ST 8 546 8,544 8,544 8,544
T modo : (+0,002) (+0,002) (£ 0,002)
= 20 34.186 34,183 34,183 34,183
Z  modo ! (+ 0,004) (+ 0,004) (+ 0,004)
E E 30 76.935 76,936 76,936 76,936
~ modo : (+0,002) (+0,002) (£ 0,002)
» 10 1000 1,004 1,004 1,004
S| g modo ’ (+0,015) (¢ 0,015) (£ 0,015)
‘t.’ 20 0.250 0,249 0,250 0,250
S modo : (+0,005) (+0,005) (+0,005)
< 30 0111 0,110 0,110 0,110
modo : (£ 0,005) (£ 0,005) (£ 0,005)
- 10 8546 8,544 8,544 8,544
£ modo ’ (+0,002) (+0,002) (+0,002)
§ 20 34186 34,183 34,183 34,183
. modo ! (+0,004) (+0,004) (+0,004)
E g 30 76.935 76,936 76,936 76,936
> modo ! (+0,002) (+0,002) (+0,002)
é, 10 1,000 1,004 1,004 1,004
S| e modo ’ (+0,015) (+0,015) (+0,015)
E’ 20 0250 0,250 0,250 0,250
S modo ’ (+ 0,005) (+ 0,005) (+0,005)
< 30 0.111 0,110 0,110 0,110
modo ' (+ 0,005) (+ 0,005) (+ 0,005)
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