UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM
ENGENHARIA MECANICA

INCORPORAGCAO DE ASPECTOS METROLOGICOS NA SIMULACAO ESTRUTURAL EM
MATERIAIS VISCOELASTICOS

Tese submetida a

UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

para a obtencao do grau de

DOUTOR EM ENGENHARIA MECANICA

ANTONIO DE ASSIS BRITO NETO

Floriandpolis, outubro de 2007



Livros Gratis

http://www.livrosgratis.com.br

Milhares de livros gratis para download.



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
PROGRAMA DE POS-GRADUAGCAO EM
ENGENHARIA MECANICA

INCORPORAGCAO DE ASPECTOS METROLOGICOS NA SIMULACAO ESTRUTURAL EM

MATERIAIS VISCOELASTICOS

ANTONIO DE ASSIS BRITO NETO

Esta tese foi julgada adequada para a obtencé&o do titulo de

DOUTOR EM ENGENHARIA

ESPECIALIDADE ENGENHARIA MECANICA

sendo aprovada em sua forma final.

Edison da Rosa, Dr.Eng. - Orientador

Fernando Cabral, Ph.D. - Coordenador do Curso

BANCA EXAMINADORA

Edison da Rosa, Dr.Eng. - Presidente

Guillermo Juan Creus, D.Sc.

Eduardo Alberto Fancello, D.Sc.

Marco Antdonio Martins Cavaco, Ph.D.

André Teobfilo Beck, Ph.D.



“Pelo que, nem o que planta é alguma coisa,
nem o que rega, mas Deus,

gue da o crescimento”.

| Corintios 3:7.



Dedico este trabalho aos
dois Romeros da minha vida:
meu pai (in memorian)

e meu filho querido.



AGRADECIMENTOS

A DEUS, pela protecao, béncédos e oportunidades derramadas em minha vida.

A UFSC — Universidade Federal de Santa Catarina, pelo acolhimento e por tudo que
representou e ira representar em minha vida, pois eu sempre irei carregar o orgulho de ter
estudado nesta Universidade.

Ao CNPq pelo apoio financeiro.

Ao meu orientador, um Doutor em engenharia mecéanica na acepcdo da palavra,
Prof. Edison da Rosa, pelo apoio, amizade, paciéncia e orientacoes.

Ao maior tesouro que Deus me deu, meu filho Romero, por seu carinho e por suas
frases maravilhosas de compreenséao e apoio.

A minha mae, exemplo de mae dedicada e abnegada, cujo apoio e conselhos foram
fundamentais para seguir nesta grande caminhada, o meu grande obrigado e perdao pela
auséncia fisica nestes ultimos anos.

A minha esposa Roselane, as minhas irmas, aos meus queridos parentes e amigos,
por seu amor, dedicagdo, conselhos, apoio e compreensdo despendidos em todas as
realizactes de minha vida.

Ao meu pai (in memorian), meu espelho, sendo a sua reconhecida competéncia
como mecéanico, minha maior fonte de inspiragdo profissional, pois eu sempre quis e
continuo querendo “ser como 0 meu pai”.

Ao meu avd Antonio Barbosa Magalhdes (in memorian), exemplo de um sertanejo
forte, cujas piadas e versos sempre me trazem uma sensagédo de orgulho e alegria.

Ao meu tio Jair Brito, meu segundo pai, cujos conselhos, amizade e apoio sdo um
dos grandes responsaveis por esta minha formacéao.

Ao meu primo Jair Brito Filho pelo exemplo de competéncia, amizade e por seus
grandes conselhos.

Ao amigo Pablo Medeiros, companheiro “viscoelastico”, cuja parceria foi fundamental
para o sucesso do trabalho.

Aos tantos amigos e companheiros da UFSC, Washington Martins, Jorge Luiz Erthal,
Darlan Dallacosta, André Eger, Renato Rafaelli, Fabio Krug, Enildo Matos, Dyego Reis,
Rodrigo Rhoesler, Daniela Bento, Ronaldo Tapia, Marcio Schneider, André “Recife”,
Everton, Miguel Bahia, Tiago Poleto, Jairo, Thiago Guinzani, Sergio “Bahiano”, Claudio
Avila, Everaldo Raposo, Claudio, Cleber Pagliosa, Pedrdo, Guilherme, André Labanowski
Jr., 0 meu grande obrigado.

Ao meu sogro e minha sogra, seu Lucas e dona Norma Perardt, e meus sete
cunhados e cunhadas pelo apoio nesta caminhada.

Aos professor Lauro César Nicolazzi, Gustavo Donatelli e Eduardo Fancello pela

amizade e conselhos repassados.



A todos os professores do GRANTE e do Departamento de Engenharia Mecéanica
pelos valiosos conhecimentos repassados.

Aos professores André Schmidt, da Universidade de Stuttgart, e Mikael Enelund, da
Chalmers University of Technology, pela solicitude a mim dispensada.

A FINEP e a TIGRE S.A., que através de convénio com a UFSC-FEESC viabilizou-se
a montagem do laboratorio onde foram realizados todos os ensaios desta Tese.

A todos os funcionéarios da UFSC, a dona Rita do COMUT, téo prestativa no aviso da
chegada de artigos, e aos funcionarios do RU, sempre alegres e prestativos, como sempre

ouco ha entrada do RU: agora “é s6 alegria”, se Deus quiser.



Sumario

Lista de Figuras xi
Lista de Tabelas xi
Simbologia XV
Lista de abreviagoes xvi
Resumo xvii
Abstract xviii
1 Introducao 1

1.1 Propostada Tese . . . . . . . . . . . . . . . . .. 2

1.2 Objetivos do trabalho . . . . . . . .. .. ... 3

1.3 Justificativas para a proposta de trabalho. . . . . . . . ... ... ... )

1.3.1 A crescente utilizagdo de componentes estruturais em materiais vis-
coeldsticos . . . . . .. 6

1.3.2 A necessidade de inclusao de aspectos metrolégicos no projeto es-

trutural . ... 8

1.4 Problemética imposta pelo estudodecaso . . . . ... ... ... ... 10
1.5 Metodologia utilizada . . . . . . ... ... oL 12
1.6 Estruturada Tese . . . . . . . . . . . 12
2 A viscoelasticidade linear 13
2.1 Os fenomenos de fluéncia e relaxacao . . . . . . . . ... ... 14
2.1.1 Linearidade do comportamento do material . . . . . . . . ... ... 15

2.2 Modelos reoldgicos . . . . ..o 16
2.2.1 Os elementos bédsicos: mola e amortecedor . . . ... ... ... .. 17
222 Ofluidode Maxwell . . ... ... ... ... ... ......... 18
223 OsdlidodeKelvin . . .. ... ... .. ... ... . ... ..., 19

2.2.4  Os modelos de Maxwell e Kelvin generalizados . . . . . . ... ... 21



SUMARIO ii

3

2.2.5 Forma integral da equagao constitutiva . . . . . .. ... ... ... 23
2.3 A viscoelasticidade fraciondria . . . . . . ... ..o 24
2.3.1 A derivada fraciondria . . . . . . . ... ... ... ... 24
2.3.2 A funcdo Mittag-Leffler . . . . . . . ... ... L. 27
2.3.3 Modelos reolégicos fraciondrios . . . . . .. ... L. 28
2.4 O efeito da temperatura . . . . . . . ... Lo 30
2.5 O principio da correspondéncia . . . . . . ... 32
2.5.1 O principio da correspondéncia numérico . . . . . . ... ... ... 34
2.6 Obtencao de relacoes constitutivas generalizadas a partir de relagoes uniaxiais 37
2.7 A simulagao numérica na viscoelasticidade linear . . . . . . . ... ... .. 40
2.7.1 Algoritmo de integracdo . . . . . . . ... 41
Analise e propagacao de incertezas 45
3.1 Caracterizacao dos erros e incertezas . . . . . . .. ... ... 45
3.1.1 Tiposdeerrosde medicao . . . . . . . .. ... ... ... 45
3.1.2 Errosdomodelo . .. ... .. ... .. ... ... 46
3.1.3 Mensurando varidvel . . . . .. ... L Lo oL 47
3.1.4 Incertezas paramétricas . . . . . . . . . . . . ... ... 47
3.1.5 Incertezas estatisticas . . . . . . .. . ... Lo 48
3.2 Aincertezade medicao . . . . . ... Lo 48
3.2.1 Fontes de incerteza de medigao . . . . . . ... ..o 49
3.2.2 Modelagem da medicao . . . . . . .. ..o 50
3.2.3 Quantificando a contribui¢ao das fontes de incerteza . . . . . . . . . 51
3.2.4 Etapas para o cdlculo da incerteza de medicao . . . . . . . ... .. 54
3.3 Meétodos para a propagacao das incertezas . . . . . . . ... ... ... 55
3.3.1 A Lei de Propagagao de Incertezas . . . . . ... ... ... .... 95
3.3.2 O método de simulagao de Monte Carlo . . . . .. ... ... ... 58
3.3.3 Expansao da incerteza . . . . . ... ... ... ... ... ... 61
3.3.4 Gerenciamento da incerteza de medi¢ao . . . . . . . ... ... L. 64
3.4 O método da superficie de resposta . . . . . . . .. ... L. 65
3.5 Analise de sensibilidade . . . . . .. .. ... L 67
3.5.1 Analise de sensibilidade pelo SMC . . . . . . ... ... ... .... 70
3.6 Regressao linear simples, miiltipla e nao-linear . . . . . .. ... ... ... 70
3.6.1 Regressao linear simples . . . . .. ... .. ... .. ... 70
3.6.2 Regressao Linear Multipla . . . . . ... ... ... ... ... .. 73
3.6.3 Regressao nao-linear . . . . .. .. ... ... . L. 76

3.6.4 Teste da eficiéncia do algoritmo de regressao nao-linear . . . . . . . 78



SUMARIO iii

4 Andlise de incerteza do processo de caracterizagao de um material vis-

coeldstico pelo ensaio de fluéncia 81
4.1 Os ensaios de relaxagao e fluénecia . . . . . . . . ..o 82
4.2 Requisitos técnicos para realizacao do ensaio de fluéncia. . . . . . . .. .. 84
4.3 Caracterizacao do PVC pelo ensaio de fluéncia . . . . . .. ... ... ... 84
4.4 Utilizacao da regressao nao-linear na determinacao dos pardmetros do mod-
elodomaterial . . . .. .. L Lo 90
4.4.1 O ajuste a um modelo reolégico cldssico . . . .. ... .. .. ... 93
4.4.2 O ajuste a modelos reolégicos fraciondrios . . . . . . ... .. ... 95
4.4.3 Andlise de incertezas do processo de regressao nao-linear . . . . . . 97
4.5 A determinacao do coeficiente de Poisson . . . . . . ... ... ... ... 98
4.6 Determinacao dos pardmetros referentes a temperatura . . . . . . ... .. 98
4.7 Quantificacao das incertezas do processo de caracterizacao do PVC . . . . 100
4.7.1 Fontes de incerteza do processo de caracterizagao . . . . . . .. .. 101
4.7.2 Quantificacao da influéncia das fontes de incerteza . . . . . . . . .. 102
4.7.3 Incertezas devido a variacoes na temperatura de ensaio . . . . . . . 103
4.7.4 Geometria do corpode prova . . . ... ... 103
4.7.5 Incerteza da tensao aplicada ao corpode prova. . . . . . ... ... 105
4.7.6 Incerteza na determinacao da deformacao do CP . . . . . . . . . .. 107
4.7.7 Incertezas devido ao material . . . . ... ... Lo 110
4.8 Andlise de incerteza do processo de interconversao . . . . . . . . .. .. .. 113

5 Anadlise e propagacao de incertezas na simulagao estrutural em materiais

viscoelasticos 116
5.1 O contexto da andlise de incerteza na simulagao estrutural . . . . . .. .. 116
5.2 Fontes de incerteza na simulacao estrutural . . . . . . . .. ... ..., 118
5.3 Propagacgao de incertezas na simulagao . . . . . .. .. ... 119
5.3.1 Propagacao de incertezas da simulagao utilizando a LPU . . . . . . 120
5.3.2 Propagacao de incertezas na simulagao estrutural utilizando a SMC 121
5.3.3 O PCN e o método de simulagao de Monte Carlo . . . . ... ... 123
54 Estudosdecaso . . . . . . .. 124
5.4.1 Analise de incerteza da deformacao de uma barra tracionada . . . . 126
5.4.2 Analise de incerteza das deformagoes de um tubo pressurizado . . . 131
5.4.3 Viga bi-apoiada com carregamento distribuido . . . . . . .. .. .. 135
5.4.4  Placa circular com carregamento distribuido . . . . . .. ... ... 137

5.4.5 Relaxacao das tensoes em um tubo viscoeldstico sob interferéncia . 139
5.4.6 Concentracao de tensoes . . . . . . . . .. ... oL 144
5.4.7 Viga engastada com carregamento na extremidade . . . . . . . . .. 145

5.4.8 Analise das deformagoes de um anel viscoeldstico . . . ... .. .. 151



SUMARIO iv

5.4.9 Andlise de incertezas do processo de caracterizagao . . . . . . . .. 156

6 Conclusoes 161
6.1 Aspectos metrolégicos no ensaio de fluéncia . . . . ... ... ... 163
6.2 A propagacao de incertezas em problemas estruturais viscoeldsticos . . . . 164
6.3 Propostas para trabalhos futuros . . . ... .. ... 0L 166
Bibliografia 167
A Obtengao da série de Prony para o modelo de Maxwell Generalizado 186
B Algoritmos para implementacao da fungao Mittag-LefHer 189
C Exemplo do cédigo para andlise viscoelastica linear no software ANSY'S 193
D Configuragao dos extensdémetros 196
D.1 Principio de funcionamento do dummy . . . . . . . .. ... 196
D.2 Configuracoes dos extensometros nos ensaios de fluéncia . . . . . . . .. .. 197

E Algoritmo de ajuste nao-linear 199



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

2.1

2.2
2.3
24

2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

2.10

2.11
2.12
2.13
2.14
2.15

Identificagao, quantificagao e propagacgao das incertezas de medigao através
do modelo de simulacao estrutural. . . . . ... ... ..o 3
Ponte sobre o rio Hudson construida com pléstico reforcado com fibra de
vidro (Krishnawamy, 2001). . . . .. ... ... . ... .. 7
Perfis em PVC utilizados para a construgao de ilhas artificiais - "Sheet
pilling". . .. 7
Zonas de conformidade, nao conformidade e de divida ao verificar-se uma
tolerancia (Adaptado de (Albertazzi Jr, 2001)). . . . ... ... ... ... 9

Dispersao dos resultados obtidos por uma simulagao e por um experimento. 10

Comportamento de um material viscoeldstico: (a) carregamento; (b) de-
formacao devido a fluéncia do material viscoeldstico. . . . ... ... ... 14
Fluéncia e recuperacao do material: (a) carregamento; (b) resposta. . . . . 15
Relaxacao da tensao do material viscoeldstico. . . . . . . .. .. ... ... 16
Decomposi¢ao de um estado plano de tens@o (a) em estados uniaxiais de

tensao (b) e (c) e um cisalhamento puro (d) (Wineman; Rajapogal, 2000). 17

Representacao grafica dos modelos reolégicos: (a) mola; (b) amortecedor. . 17
Comportamento de um elemento de mola: (a) solicitagao; (b) resposta. . . 18
Comportamento de um amortecedor: (a) solicitacao; (b) resposta. . . . . . 18
O fluido de Maxwell. . . . . . ... ... L 19
Fluéncia e recuperagao de um elemento de Maxwell: (a) solicitagao; (b)

resposta. . .. oL Lo 19
Relaxacao da tensdo para um elemento de Maxwell: (a) solicitagao; (b)

resposta. . . .. Lo e e e 20
Osdlidode Kelvin. . . . . . .. .. 20
Comportamento do sélido de Kelvin: (a) solicitagao; (b) resposta. . . . . . 20
O Modelo de Maxwell Generalizado em paralelo (Findley et al., 1989).. . . 21
O Modelo de Kelvin Generalizado em série (Findley et al., 1989). . . . . . 22
Modelo de Maxwell generalizado com 5 pardmetros. . . . . . . . .. .. .. 22



LISTA DE FIGURAS vi

2.16 Derivada fraciondria de vérias ordens: (a) da func@o quadrdtica; (b) da

fungao cuibica. . . . . . L. L 25
2.17 Comportamento dos coeficientes de Griinwald. . . . . . . . .. .. ... .. 26
2.18 Erro em funcao do nimero de partigoes. . . . . .. ... 27

2.19 Desempenho da implementacao da funcao Mittag-Leffler para o médulo de
relaxac@o com base no algoritmo de Diethelm: (a) comparagao com a curva
de referéncia; (b) errorelativo. . . . . . ... o oo 28
2.20 Desempenho da implementacao da funcao Mittag-LefHler para o médulo de

relaxac@o com base no algoritmo de Welch: (a) comparacao com a curva

de referéncia; (b) erro relativo. . . . . . ... o oo 28
2.21 O elemento reolégico fraciondrio - o spring-pot. . . . . . . . .. ... ... 29
2.22 O modelo de Zener fraciondrio. . . . . . . . . ... ... .. 29
2.23 O modelo fraciondrio com 4 pardmetros. . . . . . . . .. .. ... .. ... 30
2.24 Comportamento do médulo de fluéncia com a temperatura. . . . . . . . . . 31
2.25 Viga bi-apoiada com carregamento distribuido. . . . . . . ... ..o 34

2.26 Deflexao no tempo de uma viga viscoeldstica simplesmente apoiada com
carregamento distribufdo. . . . . .. ..o o oo 34
2.27 O principio da correspondéncia numérico. . . . . . . . ... L. 35
2.28 Deformacao tangencial em um tubo pressurizado: (a) sobreposi¢ao dos
resultados pelos diferentes métodos; (b) erro relativo em relagao aos resul-
tados do software ANSYS. . . . . . . . . ... 36
2.29 Deslocamento vertical de um ponto no centro de uma placa circular apoiada
pelas bordas com carga concentrada no centro geométrico: (a) sobreposigao
dos resultados pelos diferentes métodos; (b) erro relativo em relagdo aos
resultados do software ANSYS. . . . .. ... ... ... ... ... 36
2.30 Deslocamento de uma viga com carregamento distribuido: (a) sobreposigao
dos resultados pelos diferentes métodos; (b) erro relativo em relagdo aos
resultados do software ANSYS. . . . .. ... ... ... ... 37
2.31 Moédulo de relaxacao deviatério e volumétrico do PVC a 40 °C obtido pelo
processo de interconversao. . . . . . ... ..o o e e e e e 39
2.32 Resultado da simulagao de um sélido retangular com carregamento nas
diregoes x e y: (a) considerando o médulo volumétrico eléstico; (b) con-
siderando o médulo volumétrico viscoeldstico. . . . . .. .. .. ... ... 40
2.33 Resultado da simulacao de uma placa circular simplesmente apoiada com
carregamento distribuido considerando o médulo volumétrico com compor-
tamento: (a) eldstico; (b) viscoeldstico. . . . . . ... ... L. 40
2.34 Modelo de elementos finitos da placa tracionada sob estado plano de de-

formagoes. . . . .. L 44



LISTA DE FIGURAS vii
2.35 Validacao do modelo de simulagao no ANSYS em relagao a referéncia bib-
liogréfica (Yadagiri e Reddy, 1985). . . . . . . . ... ... ... ... 44
3.1 Modelo de simulacao como uma "caixa-preta"(BIPM et al., 2005). . . . . . 47
3.2 Fontes de incerteza atuando no processo de medicao. . . . . .. .. .. .. 50
3.3 Fluxograma simplificado da avaliagao de incerteza de medigao usando a
LPU (adaptado de Cox et al.(2004)). . . . . . . . .. ... ... .. ... 57
3.4 Principio do método de simulagao de Monte Carlo. . . . ... .. ... .. 60
3.5 Fluxograma simplificado da avaliacao de incerteza da simulagao usando o
método de simulacdo de Monte Carlo (Adaptado de (BIPM et al., 2005)). . 61
3.6 Estabilizacao da grandeza de saida com o aumento do nimero de sim-
ulagoes: (a) estabilizagdo da resposta; (b) estabilizacdo da incerteza da
resposta. . . . ..o e e e e e e 62
3.7 Intervalo de confian¢a da curva normal para 68,27% (1 desvio padrao) e
95,45% (dois desvios padr@o). . . . . . ... ..o 62
3.8 A distribui¢ao de Student. . . . .. ... Lo 63
3.9 Procedimento de gerenciamento de incerteza (ISO, 1999). . . . . . . . . .. 65

3.10 Representacao de um projeto central composto com trés fatores de controle. 67

3.11 Método da superficie de resposta (RSM) utilizada de forma conjunta como
o método de simulacao de Monte Carlo. . . . . . . . ... .. ... ... ..
3.12 Desvios dos dados em relacao ao modelo estimado de regressao. . . . . . .
3.13 Tlustracdo da linha ajustada de regressao e os limites de confianga de 68%
paraovalormédiodey. . . .. . . ... L
3.14 Ajuste realizado pelo algoritmo aos pontos gerados pela funcao de referén-
cia: (a) o ajuste; (b) o erro na determinagao dos parametros. . . . . . . . .
3.15 Erros relativos na retomada dos parametros do médulo de fluéncia experi-

mental: (a) modelo cldssico; (b) modelo fraciondrio. . . . . . .. ... ...

4.1 O ensaio de relaxagdo: (a) carregamento aplicado; (b) resposta do material.

4.2 O ensaio de fluéncia: (a) carregamento aplicado; (b) resposta do material. .
4.3 Aparato experimental do ensaio de fluéncia. . . . . ... ..o
4.4 Tlustragao da aplicagao simultdnea do carregamento a oito corpos de prova.
4.5 Dispositivo mecéanico utilizado para aplicacao de forma simultanea do car-
regamento aos corpos de Prova. . . . . . .. ... e e
4.6 Gabarito utilizado para minimizar os efeitos de possiveis desalinhamentos
na fixacao das garras ao corpode prova. . . . . . .. .. ...
4.7 Corpo de prova instrumentado. . . . . . . ... ... ... L.
4.8 Tlustragao do posicionamento dos dois extensdémetros nas faces do corpo de

PIOVA. . v v v v i i e e e e e e e e e e e e e e e

80

83
83
85
86



LISTA DE FIGURAS viii

4.9

4.10
4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

4.16
4.17
4.18

4.19

4.20

4.21

4.22

4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4.30

Resultados do ensaio a 40 °C de trés corpo de prova em PVC com duas
meias pontes cadaum. . . . . . ... L L 89
Média dos resultados das duas meias pontes de cada corpo de prova a 40 °C. 89
Resultado do ensaio a 40 °C de dois corpos de prova com quatro meias
pontes em cada corpo de prova. . . . . . ... ... 90
Média dos resultados das quatro meias pontes dos dois corpos de prova a
40 °C. . e 90
Moédulo de fluéncia para um ensaio com 4 corpos de prova em PVC uti-
lizando uma ponte completa: (a) ensaio a 50 °C; (b) ensaio a 30 °C. . . . . 91
Ilustracao da configuracao dos extensometros formando a ponte completa. . 92
Tlustragao da realizacao do ensaio de fluéncia em quatro corpos de prova

de PVC (corpos de prova de cor branca) e quatro corpos de prova em

polipropileno (corpos de prova de cor preta). . . . . . . ... ... L. 92
Estrutura do algoritmo de ajuste. . . . . . . ... ... oo 93
Modelo de Maxwell Generalizado com onze parametros . . . . . .. .. .. 94

Ajuste do modulo de fluéncia na forma de uma série de Prony aos pontos
experimentais: (a) visualizagao do ajuste; (b) erro relativo entre os valores
ajustados pelo modelo e os dados experimentais. . . . . . .. ... .. ... 95
O modelo de Zener fraciondrio. . . . . ... ... ... ... 0L 96
Ajuste do ensaio de fluéncia ao modelo reolégico fraciondrio: (a) visual-
izagdo do ajuste; (b) erro relativo entre os valores ajustados pelo modelo
fraciondrio e o dados experimentais. . . . . . . ... ... ... 97

Incerteza dos parametros ajustados para: (a) um modelo cléssico; (b) um

modelo fraciondrio. . . . . . . . . .. 98
Coeficiente de Poisson no tempo. . . . . . .. .. .. ... L. 99
Curvas de fluéncia do material a 40°Cea 50°C. . . . . . . .. .. . ... 99

Sobreposicao da curva a 40 °C a curva a 50 °C utilizando o principio da
sobreposicao tempo temperatura. . . . . ... .. L. 99
Comparagao dos resultados do ensaio a 50 °C e os resultados da simulagao
no Ansys a 40 °C usando a relagao tempo-temperatura . . . . .. ... .. 100
Fontes de incerteza atuando sobre o processo de caracterizacao de materiais
viscoeldsticos. . . . ... Lo 102
Sistema para amplificacao do carregamento. . . . . . . .. ... ... 105
Diagrama do sistema para medicao de deformagoes através de extensdémetros. 107
Desalinhamento na colagem do extensémetro ao componente: (a) erros
relativos; (b) ilustracdo do angulo de desalinhamento. . . . . . . .. .. .. 110
Ensaio de fluéncia: (a) faixa de dispersao da deformagao correspondente a

dois desvios padroes; (b) incerteza relativa. . . . . . . ... ... 111



LISTA DE FIGURAS ix

4.31

4.32

4.33

4.34

5.1

5.2
2.3

5.4
5.5

5.6

5.7

5.8

5.9
5.10

0.11

0.12

5.13

5.14

Propagacao das incertezas dos pardmetros do médulo de fluéncia e do co-
eficiente de Poisson pelo processo de interconversao. . . . . . . . ... ... 113
Niveis de incertezas obtidas pela propagacaao da incerteza do moédulo de
fluéncia e do coeficiente de Poisson pelo processo de interconversao: (a)
moédulo de relaxacao deviatérico; (b) médulo de relaxagao volumétrico. . . 114
Médulo de relaxagao deviatérico do PVC a 40 °C: (a) faixa de dispersao
dos resultados correspondente a dois desvios padroes; (b) incerteza relativa. 115
Médulo de relaxagao volumétrico do PVC a 40 °C: (a) faixa de dispersao

dos resultados correspondente a dois desvios padroes; (b) incerteza relativa. 115

Explorando a nao-linearidade do modelo para minimizar a incerteza da
resposta (Mohan, 2002). . . . . . .. ... 117
Dominios do projeto robusto e da andlise de confiabilidade. . . . . . . . .. 118
Fontes de incerteza do processo de simulagao mecanica em materiais vis-
coelasticos. . . . . . .. e e 119
Propagacao de incertezas através do processo de simulagao. . . . . . . . .. 120
Anilise de incerteza utilizando o método de simulacao de Monte Carlo,
tendo como modelo a solugao obtida pelo principio da correpondéncia. . . . 121
Algoritmo para utilizagao do método de simulagao de Monte Carlo com
base no modelo fornecido pelo principio da correspondéncia. . . . . . . .. 122
Método da superficie de resposta em problemas envolvendo o método de
elementos finitos (ANSYS, 2004). . . . . . ... ... oL 123
Algoritmo para a utilizacao do principio da correspondéncia numérico em
conjunto com o método de simulacao de Monte Carlo. . . . . . . ... ... 124
Dispositivo de aplicacao do carregamento. . . . . . . .. .. .. ... ... 126
Modelo de elementos finitos utilizado para a andlise da deformagao da barra
tracionada. . . . . .. . L L e 127
Ilustracao da utilizagao dos dados de entrada gerados pelo software ANSYS
nas simulagoes pelo PDS e pela utilizagao do SMC com base no modelo
fornecido pelo PC. . . . . . . . . 128
Comportamento da deformagao da barra: (a) histograma da distribuigao;
(b) ajuste a curva de distribui¢do normal. . . . . .. ... L. 129
Relevancia da incerteza de cada pardmetro sobre a incerteza total da de-
formagao com base na lei de propagacao de incertezas: (a) modelo cldssico
(b) modelo fraciondrio. . . . . . . ... Lo 130
Coeficientes de correlacao de Spearman do problema da barra tracionada

utilizando a SMC e PC: (a) material cldssico; (b) material fraciondrio. . . . 130



LISTA DE FIGURAS X

5.15

5.16

5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

0.22

5.23

5.24

5.25

5.26

5.27

5.28

5.29

5.30

5.31

5.32
5.33

Coeficientes de correlagao de Spearman para o problema da barra tra-
cionada com modelo cléssico: (a) utilizando os resultados da ferramenta

PDS; (b) utilizando os resultados da SMC sobre o modelo fornecido pelo

Anslise de sensibilidade utilizando a SMC para a barra tracionada: (a)
material cldssico; (b) material fraciondrio. . . . . . ... .. ... ... .. 131
Tubo de parede espessa pressurizado. . . . . . . . . ... ... 132
Modelo de elementos finitos do tubo. . . . . . . ... 133
Coeficientes de correlagao de Spearman para a deformagao do tubo pressur-

izado utilizando a SMC e o PC: (a) modelo classico; (b) modelo fracionério. 134

Coeficientes de correlagao de Spearman para a deformagao do tubo pressur-
izado para um modelo clédssico: (a) utilizando os resultados da ferramenta
PDS; (b) utilizando o dados do PCN associado a SMC. . . . .. ... ... 134
Viga bi-apoiada com carregamento distribuido. . . . . . . . .. ... ... 135
Coeficientes de correlacao de Spearman para a deflexao da viga utilizando
a SMC e o PC: (a) material clédssico; (b) material fraciondrio. . . . . . . . . 136
Coeficientes de correlagao de Spearman para a deflexao de uma viga em
material viscoeldstico para um modelo do material cldssico: (a) utilizando
a ferranta PDS; (b) utilizando a SMC em conjunto com o PCN. . . . . .. 137
Placa simplesmente apoiada com carregamento distribuido. . . . . . . . . . 137
Modelo de elementos finitos utilizado para a placa circular utilizando axime-

Tria. . . o 138

Coeficientes de correlacao de Spearman para a deflexao da placa utilizando
a SMC e o PC: (a) material classico; (b) material fracionario. . . . . . . . . 140
Coeficientes de correlagao de Spearman para a deflexao da placa para um
modelo do material cldssico utilizando: (a) a ferramenta PDS; (b) a SMC
e PON. . . o o 140
Camisa viscoeldstica montada sobre interferéncia em um eixo rigido. . . . . 141
Modelo de elementos finitos (com base na aximetria do problema) utilizado
na analise da relaxacao de tensoes na montagem por interferéncia de uma
camisa em PVC sob um eixo rigido. . . . . . . . ... ... L. 143
Coeficientes de correlagao de Spearman para a tensao radial do tubo uti-
lizando a SMC e o PC: (a) material classico; (b) material fraciondrio. . . . 143
Coeficientes de correlacao de Spearman para a tensao radial do tubo para
um modelo cldssico do material utilizando: (a) a ferramenta PDS; (b) a
SMCeoPCN. . ... . 144
Placa com um furo circular para a andlise de concentracao de tensoes. . . . 144
Modelo de elementos finitos utilizado na anélise das concentracoes de tensao.146



LISTA DE FIGURAS xi

5.34

2.35

5.36

5.37

9.38

5.39

5.40

5.41
0.42

5.43
0.44

5.45

5.46

5.47

5.48

5.49

5.50

Al

D.1

D.2

Coeficientes de sensibilidade de Spearman do problema de concentragoes
de tensao utilizando a solugao fornecida: (a) a ferramenta PDS; (b) a SMC
sobre o modelo dado pelo PCN. . . . . . .. ... . ... ... ... 146
Viga engastada com uma forca em sua extremidade. . . . . . . .. ... .. 147
Aparato experimental utilizado no ensaio da viga viscoeldstica. . . . . . . . 147
Deformacao de um ponto na superficie da viga viscoeldstica obtidos pelo
experimento e por simulagoes. . . . . . . .. ... Lo Lo 148
Modelo de elementos finitos utilizado na simulacao da viga viscoelastica
ensaiada. . . . ... Lo 152
Coeficientes de correlacao de Spearman para a deflexao da viga utilizando
a SMC e o PC: (a) material cldssico; (b) material fraciondrio. . . . . . . . . 152
Coeficientes de correlacao de Spearman para a deflexao de uma utilizando
a SMC em conjunto com o PCN: (a) modelo cléssico; (b) modelo fraciondrio. 153
Anel em material viscoeldstico sujeito a um carregamento compressivo. . . 153
Ensaio de um anel em material viscoeldstico (PVC) para determinacao do
moédulo de fluéncia do material. . . . . ... Lo oL 154
Modelo de elementos finitos utilizado na anélise do anel sob compressao. . 156
Coeficientes de correlacao de Spearman para a deformacao do anel uti-
lizando a SMC e o PC: (a) material classico; (b) material fracionario. . . . 156
Coeficientes de correlacao de Spearman para a deformacao do anel para
um modelo do material cldssico utilizando a solugao dada: (a) ferramenta
PDS; (b)aSMCeoPCN. . . . . ... .. 157
Dimensoes do corpo de prova estabelecido pela norma. . . . . .. ... .. 157
Compotamento da deformagao do corpo de prova: (a) histograma da dis-
tribuigao; (b) ajuste a curva de distribuigdo normal. . . . . . .. ... L. 158
Modelo de elementos finitos do corpo de prova do ensaio de fluéncia. . . . . 159
Anslise de sensibilidade do processo de caracterizagao utilizando os da-
dos fornecidos pelo PC associado a SMC para: (a) material cldssico; (b)
material fraciondrio. . . . . . . ... Lo L 160
Anslise de sensibilidade do processo de caracterizagao utilizando os dados
fornecidos pelo PCN associado a SMC para: (a) material cldssico; (b)
material fraciondrio. . . . . . ... Lo L 160
O Modelo de Maxwell Generalizado em paralelo (Findley et al., 1989).. . . 186

Configuracao da meia ponte: (a) disposigao experimental; (b) configuragao
da ponte de Wheatstone. . . . . . . . .. .. ... ... . 197

Disposicao dos extensémetros e dos dummys para a ponte completa. . . . . 198



LISTA DE FIGURAS

xiii

Simbologia

Alfabeto Latino

a(T)
A
A;
b (z)
B (z)

c1 € Cy
c

C

D

D*

€;

T ==

8

T

Fator de translacao horizontal.

Area da secdo transversal de uma viga.
Coeficientes de Griinwald.

Vetor de forgas de corpo.

Matriz de deformacoes.

Constantes relacionadas a equagao de WLEF.
Coeficientes de sensibilidade.

Matriz de covariancias.

Matriz constitutiva.

Operador diferencial fracionério.

Residuo.

Médulo de elasticidade.

Erro aleatério.

Erro grosseiro.

Erro sistematico.

Modulo de relaxacao.

Transformada de Laplace do médulo de relaxacao.
Funcao Mittag-Leffler.

Vetor de forcas nodais.

Vetor de forgas externas.

Vetor de forgas externas modificado.
Médulo transversal.

Moédulo de fluéncia.

Transformada de Laplace do médulo de fluéncia.
Fator de abrangéncia.

Moédulo volumétrico.

Matriz de rigidez modificada

Funcao de minimos quadrados.

Operador da transformada de Laplace.

Matriz das funcoes de forma.

Parametros do modelo constitutivo viscoeldstico na forma diferencial.

Fator de proporcionalidade do elemento "spring-pot".



LISTA DE FIGURAS

FDP Funcao densidade de probabilidade.

Qi Parametros do modelo constitutivo viscoeldstico na forma diferencial.
Q Operador diferencial da deformacao.

r Coeficiente de correlacao de Pearson.

T Coeficiente de correlacao de Spearman.

r(*,%) Coeficiente de correlagao.
S Parametro de Laplace.

Poisson.

4

Tempo.

~~

*

Coeficiente da distribuicao t-student.
Temperatura.

Temperatura de referéncia.

SIS

Temperatura de transicao vitrea.

Incerteza padrao combinada.

IS
o
—~

*
SN—

<
—~

*
~—

Incerteza padrao.

c
—~
~
~—

Vetor dos deslocamentos nodais.



LISTA DE FIGURAS

XV

Alfabeto Grego

> @ O
* *

Q =T ™3 o
=

Q

Ordem da derivada fraciondria.
Coeficientes de regressao.

Estimadores dos coeficientes de regressao.
Funcgao degrau unitdrio

Funcao delta de Kronecker.

Constante de proporcionalidade viscosa.
Tempo reduzido.

Angulo.

Valor médio.

Tensao.

Variancia.

Amplitude da tensao aplicada

Parcela deviatérica da tensao

Parcela hidrostatica da tensao

Tensao cisalhante.

Tempos de retardo.

Deformacao.

Amplitude da deformagao aplicada.
Parcela deviatérica da deformacao.
Varidvel interna representando a deformagao no elemento
reologico representado pelo amortecedor.
Varidvel interna representando a deformacao no elemento
reolégico representado pela mola.

Parcela hidrostética da deformacao.
Pesos da integracao numeérica.

Fungao Gamma.



Lista de abreviacoes

cp
erfc
FEM
GUM
LPU
MCR
PC
PCN
FDP
PDS
PUMA
PVC
RBC
RSM
SM
SMC
\AY
VVC
WLF

Corpo de prova.

Fungao erro complementar.

Método de Elementos Finitos (Finite Element Method).
Guia para expressao da incerteza de medicao.
Lei de Propagacao de Incerteza.

Material de referéncia certificado.

Principio da Correspondéncia.

Principio da Correspondéncia Numérico.
Funcao Densidade de Probabilidade.
Probabilistic Design System.

Procedure for Uncertainty Management.

Poli cloreto de vinila.

Rede Brasileira de Calibragao.

Método da Superficie de Resposta.

Sistema de medicao.

Método de simulagao de Monte Carlo.

Valor verdadeiro.

Valor verdadeiro convencional.
Williams-Landel-Ferry.

Xvi



Resumo

A proposta desta tese é abordar a questao da necessidade de inclusao de aspectos
metrolégicos no processo de simulacao estrutural, tendo como estudo de caso a andlise de
componentes em materiais viscoeldsticos. A crescente utilizagdo de materiais viscoeldsti-
cos em aplicagoes estruturais impulsionou o desenvolvimento de modelos computacionais
para prever o comportamento do componente ao longo do seu tempo de vida, pelo fato de
que os materiais viscoeldsticos possuem um comportamento dependente de fatores como o
tempo, a temperatura e o histérico de solicitagoes. Para garantir resultados de simulacoes
confidveis, torna-se necessdrio uma andlise das incertezas presentes nos resultados obtidos
pelo processo experimental de caracterizagao do comportamento do material, bem como
a propagagcao destas incertezas pelo modelo de simulacao computacional.

Diante das diversas operagoes de medicao que darao suporte a definicao dos parame-
tros de entrada de um modelo de andlise estrutural, tais como a definicao da geometria
da estrutura, os niveis dos carregamentos aplicados, as propriedades do material e as
condi¢oes ambientais de operagao do sistema, torna-se necessario a utilizagao de aspectos
metrolégicos para garantir a comparacao de resultados entre laboratérios e uma correta
avaliagao da conformidade do resultado de uma medicao ou simulacao.

Este trabalho apresenta uma metodologia de andlise das incertezas envolvidas na
simulacao de problemas estruturais em materiais viscoeldsticos composta de dois médulos.
O primeiro médulo consiste na identificacao e quantificagao das fontes de incerteza pre-
sentes no processo de caracterizacao de um material viscoeldstico pelo ensaio de fluéncia.
O segundo médulo corresponde & quantificagao da influéncia dessas incertezas, juntamente
com outras fontes, nos resultados das simulacées do comportamento do componente es-
trutural. Os métodos de propagacao de incertezas utilizados sao a lei de propagacao de
incertezas e o método de simulacao de Monte Carlo — SMC. O método de simulacao de
Monte Carlo possui uma certa limitagao em sua utilizagao em problemas viscoeldsticos,
devido ao requerimento de repetidas simulacoes e conseqiientemente um elevado tempo de
andlise computacional. Sendo assim, a metodologia apresenta alternativas para a viabili-
zagao da aplicagao da SMC em problemas viscoelésticos pelo uso dos modelos fornecidos
pelo principio da correspondéncia e pelo método da superficie de resposta.

Palavras-chaves: viscoelasticidade, caracterizacao, simulacao estrutural, aspectos

metrologicos, andlise de incerteza.
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Abstract

This thesis proposes to discuss the necessity of including metrological aspects in the
structural simulation process by using the analysis of components in viscoelastic materials
as case study. The increasing use of viscoelastic materials in structural applications stim-
ulated the development of computational models which predict the component behavior
throughout its lifetime since viscoelastic material behavior depends on time, tempera-
ture and load history. In order to guarantee reliable simulations, it becomes necessary
not only to analyze the degree of uncertainty present on the experimental process used
to characterize material behavior, but also the propagation of these uncertainties in the
computational simulation model.

There are many experimental procedures supporting the characterization of the input
parameters in a structural model such as the definition of the structural geometry, levels
of applied loads, material properties and ambient conditions. Consequently, the usage of
metrological aspects becomes necessary in order to guarantee the equivalence of results
among different laboratories and also the evaluation of the measurement or simulation
result with its specifications.

This work presents a methodology for analyzing the uncertainties present in the sim-
ulation of structural problems in viscoelastic materials composed by two modules. The
first module consists on identifying and quantifying the sources of uncertainty present in
the process of characterizing a viscoelastic material through the creep test. In the sec-
ond module the influence of material properties and other uncertainties in the simulated
behavior of the structural component is investigated. The law of propagation of uncer-
tainties and the Monte Carlo simulation method are used for this purpose. The Monte
Carlo method of simulation has certain limitations in its application to viscoelastic prob-
lems due to the need of repeated simulations, the time of computational analysis raises.
This thesis presents alternatives for using SMC in viscoelastic problems through models
supplied by the correspondence principle and the response surface method.

Key words: viscoelasticity, characterization, structural simulation, metrological as-

pects, uncertainty analysis.
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Capitulo 1

Introducao

A simulagao computacional tornou-se uma ferramenta de grande importancia no pro-
jeto de componentes. Essa ferramenta faz uso de modelos fisicos e matematicos, os quais
permitem ao projetista dimensionar o componente para atender aos seus requisitos de
projeto. No entanto, os modelos envolvidos na simulacao sao apenas aproximagoes da
realidade, sendo cada vez mais necessdrio que tais modelos incorporem as caracteristicas
reais de trabalho do componente, a fim de se obter resultados confidveis e condizentes
com a realidade de operacao do mesmo.

A simulacao do comportamento de componentes estruturais faz uso de resultados de
medicoes de diversas grandezas, tais como a medicao de comprimentos, massas, forcas,
propriedades mecénicas dos materais, condigoes ambientais, etc. Ou seja, alguns para-
metros de entrada do modelo de simulacao serao definidos com base em resultados de
processos de medigoes. Sabe-se que nao existe um sistema de medicao, SM, perfeito.
Além de limitacoes construtivas internas, o SM é comumente afetado por efeitos diversos
relacionados com o meio ambiente, com a forma e a técnica de aplicagao desse SM, pelas
influéncias da prépria grandeza, dentre outros. E necessdrio considerar todos estes efeitos
e exprimir um resultado confidvel, respeitando a limitacao do sistema de medigao. Di-
ante desse contexto, a qualidade de uma medicao deverd ser expressa por um parametro
denominado incerteza de medicao.

Na simulacao do comportamento de estruturas, torna-se necessdrio o conhecimento das
propriedades do material. Tais propriedades sao estimadas por meio de um processo expe-
rimental de caracterizacao do material, ou seja, o material ¢ submetido a certas condig¢oes
de ensaio para medicao da resposta sob determinadas condicoes de esforgos. Como esses
ensaios envolvem diversos processos de medicao, com suas respectivas incertezas, sabe-se
que as propriedades do material irao possuir um determinado nivel de incerteza. Outras
atividades como a determinagao da geometria dos componentes, carregamento aplicado
e condigoes ambientais serao estimados pelos processos de medicao, tais grandezas irao

possuir um determinado nivel de incerteza.
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A metrologia, definida como a "ciéncia da medigao" (INMETRO, 2000), tem como
foco principal prover confiabilidade, credibilidade, universalidade e qualidade as medidas.
Como as medigoes estao presentes, direta ou indiretamente, em praticamente todos os
processos de tomada de decisao, a abrangéncia da metrologia é imensa, envolvendo a
industria, o comércio, a satide e 0 meio ambiente, para citar apenas algumas dreas. Estima-
se que cerca de 4 a 6% do PIB nacional dos paises industrializados sejam dedicados aos
processos de medicao (INMETRO, 2003). A incorporagao de aspectos metrolégicos como a
necessidade de rastreabilidade das medigoes, conhecimento do principio de funcionamento,
limitagoes e condigoes necessdrias de operacao dos SMs envolvidos, além da identificagao,
quantificacao e propagacao das incertezas dos processos de medicao é de fundamental
importancia em qualquer atividade que faca uso de resultados de medicoes.

Com o objetivo de se ter resultados de simulacoes confidveis e condizentes com a
realidade, torna-se necessdrio indentificar, quantificar e propagar as incertezas dos para-
metros de entrada dos modelos de simulagoes computacionais. Dentro desse contexto,
a incorporagao de aspectos metrologicos na determinacao da incerteza dos pardmetros
de entrada de um modelo de simulacao computacional e a utilizacao de técnicas para
propagar essas incertezas pelo modelo de simulagdo é fundamental para: (a) garantir
a confiabilidade dos resultados de simulagoes computacionais; (b) avaliagdo correta dos
resultados de simulagoes, frente as toleranicas de projeto; (c¢) julgamento correto de re-
sultados fornecidos por modelos de simulagoes em relacao aos resultados experimentais,

realizados, muitas vezes, com o objetivo de validagao ou verificagdo de hipéteses/teorias.

1.1 Proposta da Tese

A proposta desta tese é abordar a questao da necessidade de inclusao de aspectos
metrolégicos no processo de simulagao estrutural, tendo como estudo de caso a andlise
de componentes em materiais viscoelasticos. O principal foco do trabalho é a identifi-
cacao, quantificacao e propagacao das incertezas de medicao, envolvidas na definicao dos
parametros de entrada, pelo modelo de simulagao (figura (1.1)).

Como o foco do trabalho é a andlise de incerteza, um dos principais objetivos do tra-
balho é apresentar todo o procedimento utilizado para identificar, quantificar e propagar a
influéncia de determinadas fontes de incerteza de medicao dos pardmetros de entrada nos
resultados fornecidos por modelos de simulacao computacionais de problemas estruturais
em materiais viscoeldsticos. Isto possibilitara responder importantes questoes necessérias

a confiabilidade e a eficiéncia de projetos de componentes estruturais, tais como:

(1) Qual a influéncia de um determinado nivel de incerteza de um parametro de entrada

na resposta de um modelo de simulagao?



1.2. Objetivos do trabalho 3

i, In

| v@f‘_ I Geometria I I Modelo I
| -:__0
N\
S
\ Incerteza do
o processo de

SIMULACAO
ESTRUTURAL

\ 4

I Material | I Carregamento I

N A

Figura 1.1: Identificagdao, quantificacao e propagacao das incertezas de medicao através
do modelo de simulacao estrutural.

(2) Quais os niveis de incerteza permitidos aos processos de medicao, utilizados na
caracterizagao dos parametros de entrada de um modelo de simulagao, para se obter

um determinado nivel de incerteza na resposta do modelo?

(3) Quais as fontes de incerteza que deverao ser prioritariamente minimizadas para se
obter niveis de incerteza da resposta do modelo dentro dos requisitos do projeto do

componente estrutural?

1.2 Objetivos do trabalho

Diante da necessidade da confiabilidade das simulacoes realizadas muitas vezes com o
objetivo de validar hip6teses e teorias, ou mesmo avaliar a conformidade do desempenho
de um componente estrutural frente as suas tolerancias de projeto (por exemplo, niveis de
tensoes frente aos limites de resisténcia do material, ou niveis de deformacoes frente aos
limites necessérios a manutengao da funcionalidade do componente), tem-se como princi-
pal objetivo do trabalho apresentar a metodologia utilizada para anédlise, quantificacao e
propagacao das incertezas presentes no processo de modelagem de problemas estruturais,
tendo como foco principal a andlise das incertezas de medicao.

Diversos trabalhos tém sido realizados, nos tltimos anos, com o objetivo de desenvolver
metodologias e ferramentas para a drea da confiabilidade e projeto robusto de problemas
estruturais. Trabalhos como (Easley, et al, 2007; Pellissetti, et al, 2006; Dar, et al., 2002;

Proppe e Schueller, 2001) apresentam um enfoque na analise e propagagao das incertezas
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presentes em um projeto estrutural. Tais trabalhos demonstram a importancia e neces-
sidade da andlise de incertezas para as mais diversas dreas da ciéncia e tecnologia. No
entanto, nao se faz nenhuma mencao a necessidade de inclusao de aspectos metrolégi-
cos na caracterizagao do comportamento estocéstico das varidveis do modelo. Isto se
faz necessdrio porque a caracterizacao da grande maioria dos pardmetros de um modelo
estrutural é feita com base em resultados de medicao.

Equivocadamente, muitos pesquisadores se dao por satisfeitos com a apresentagao
ou inclusao do desvio-padrao encontrado pelo processo de medicao utilizado na carac-
terizagao de um determinado parametro do modelo. O desvio-padrao é apenas um dos
parametros utilizados para compor a incerteza de uma medigao. Fatores como a resolugao
do instrumento, rastreabilidade das medicoes, erros sistematicos, etc., também deverao
ser utilizados para compor a incerteza de medicao de um determinado pardmetro.

Apesar da metrologia ser uma ciéncia bastante antiga, apenas nos iltimos anos a
mesma tem tido uma maior atencao por parte da indistria e da sociedade. Um fato que
evidencia esta afirmacao foi a corrida por parte das industrias de bens e servicos para
obtengao das certificacoes da classe ISO 9000. Outro fato é a prépria origem do guia para
a andlise das incertezas de medigao - GUM, criado em 1993 e traduzido para a lingua
portuguesa pelo INMETRO em 1998 (INMETRO, 1998).

Esta sendo langado pela ISO trés complementos ao GUM (sao eles: Suplemento 1
- Propagation of distributions using a Monte Carlo Method, Suplemento 2 - Model with
any number of output quantities, Suplemento 3 - Modelling) os quais demonstram que
a metrologia ¢ um ramo da ciéncia que se encontra longe da pretendida estabilidade,
possuindo um elevado potencial de progressao (Bich et al, 2006).

Pode-se dizer que existem dois mundo que caminham em paralelo nas dreas de ciéncia
e tecnologica, sao elas: a drea de andlise e projeto probabilistico; e a metrologia, empe-
nhada em prover rastreabilidade e desenvolver mecanismos para anédlise de incertezas de
operacoes de medicao e calibracao. Diante deste contexto, o objetivo deste trabalho é,
através da aplicagao de aspectos metrologicos na caracterizacao das incertezas dos para-
metros de entrada de um modelo de simulacao estrutural e propagacao destas incertezas
através do modelo, despertar a comunidade cientifica para a necessidade de uma ponte
entre estes dois mundos. Neste trabalho, pretende-se alertar que a incerteza de medicao
nao é um parametro cujo papel se encerra quando um laboratério busca quantificar suas
incertezas através da calibracao dos seus sistemas de medig¢ao, mas sim, as incertezas
deverao ser propagadas através de todas as operacoes que farao uso de resultados de
medigoes. De forma mais especifica, este trabalho pretende realizar uma andlise da in-
fluéncia das incertezas de medigao nos resultados das simulagoes em problemas estruturais
viscoeldsticos, utilizando conceitos metroldgicos com base no GUM para andlise, quantifi-
cagao e propagacao de incertezas presentes nas operacoes de caracterizagao do material,

geometria, carregamento e condicoes de contorno de um problema estrutural.
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Os problemas estruturais em materiais viscoeldsticos foram escolhidos devido a cres-
cente utilizacao de tais materiais no mundo moderno. A andlise de tais materiais exigiu
um grande esforco na questao da definicao do modelo do comportamento do material e
na realizacao de ensaios experimentais para a determinacao das propriedades do mate-
rial. No entanto, a metodologia proposta para a andlise e propagacao de incertezas nao
estd restrita a andlise de problemas em materiais viscoeldsticos, podendo a mesma ser
extendida para outros tipos de materiais.

Inserido no objetivo principal do trabalho encontra-se alguns objetivos secunddrios

tals como:

e Desenvolvimento de uma metodologia para andlise de incerteza do processo de ca-

racterizacao de materiais viscoeldsticos pelo ensaio de fluéncia;

e Viabilizacao do método de simulacao de Monte Carlo em problemas estruturais

viscoeldsticos;

1.3 Justificativas para a proposta de trabalho
As justificativas para o trabalho estao relacionadas aos seguintes fatos:

e Crescente utilizacao de componentes estruturais em materiais viscoeldsticos;

e Necessidade de inclusao de aspectos metrolégicos no projeto estrutural para garantir
a rastreabilidade das medicoes realizadas, simulacoes computacionais condizentes

com a realidade e a confiabilidade dos resultados obtidos;

e Necessidade de desenvolvimento de uma metodologia para quantificar as fontes de
incertezas que se encontram no projeto de componentes estruturais em material
viscoeldsticos e a propagacao dessas incertezas pelo modelo de simulagao computa-

cional.

e A simulagao estrutural necessita das propriedades do material do componente. Logo,
um dos parametros de entrada do modelo de simulacao é obtido por um processo
experimental de caracteriza¢gdo do material. A norma ASTM D 2990-01 (ASTM,
2001), a qual normaliza o processo de caracterizacdo de materiais plasticos através
de ensaios de fluéncia, apresenta em seu item 14.1 a necessidade do desenvolvimento
de metodologias para a andlise de erros e incertezas do processo de caracterizagao
pelo ensaio de fluéncia. Portanto, um dos objetivos deste trabalho é propor uma
metodologia para estimar as incertezas envolvidas no processo de caracterizacao do

material.
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1.3.1 A crescente utilizacao de componentes estruturais em ma-

teriais viscoelasticos

Muitos materiais utilizados na engenharia apresentam um comportamento denomi-
nado viscoeldstico, ou seja, esses materiais quando solicitados apresentam uma resposta
constituida de uma parcela instantidnea, resposta caracteristica de materiais eldsticos; e
uma parcela dependente do tempo, resposta caracteristica de materiais viscosos. O feno-
meno de viscoelasticidade estd presente em todos os materiais, sendo a magnitude de seus
efeitos uma funcgao de fatores como o tempo, a temperatura e o histérico de solicitagoes.
Logo, o estudo da viscoelasticidade é de interesse de diversas dreas que aplicam materiais
como os polimeros, madeira, concreto, asfalto, etc.

Materiais viscoeldsticos como os plasticos tém sofrido uma crescente utilizagao no
mundo moderno. Formados a partir de longas cadeias de moléculas ou polimeros, os
plésticos possuem propriedades que os tornam atrativos em relacao a outros materiais:
sao leves, resilientes, indiferentes a deterioracao por decomposicao e ao ataque de mi-
croorganismos, resistentes a corrosao, de fécil processamento e com um custo reduzido de
manutencao (Parente, 2006).

Para Nielsen e Landel (1994), a maioria dos materiais plésticos é aplicada em fungao
de suas caracterfsticas mecanicas e da viabilidade do seu custo. Por essa razao, as
propriedades mecénicas sao consideradas as mais importantes das propriedades fisicas
e quimicas consideradas. De acordo com a norma ASTM D5592-94 (ASTM, 94), os
pléasticos estao sendo utilizados crescentemente em aplicacoes permanentes, como compo-
nentes estruturais, em um nivel comparavel aos materiais tradicionais, tais como o aco, o
aluminio, e alguns compdésitos de alto desempenho.

Por causa da natureza viscoeldstica dos plasticos, uma degradacao da rigidez da es-
trutura ocorre com o tempo. Como resultado, as deformacoes ou tensoes apresentadas
pela estrutura ao longo do seu tempo de vida, podem gerar uma perda das caracteristicas
funcionais da mesma sem que ocorra o colapso da estrutura.

Parente (2006) apresenta diversas aplicagdes dos materiais pldsticos em componentes
estruturais como mourdes, postes, dormentes de ferrovias, estruturas de portos, marinas
e pontes. A figura (1.2) apresenta uma ponte desenvolvida em um material compdésito
polimérico construida sobre o rio Hudson, em New York/EUA (Krishnawamy, 2001).
Gronval (2004) em sua dissertagao apresenta uma andlise do fenomeno de fluéncia em
caixas de leite longa vida feitas de papel e pléstico. Essas caixas, quando empilhadas em
seu armazenamento, apresentam deformacoes causadas pela fluéncia do papel e do pléstico
provocando um inchaco das mesmas. Tal fen6meno tem como uma de suas consequéncias
a maior dificuldade na venda desse produto "danificado", pois os consumidores procuram
outra caixa de leite, achando que a mesma esteja contendo leite fermentado ou impréprio

para o consumo. Dutta e Vaidya (2003) apresentam um estudo sobre a substitui¢gdo dos
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sheet pillings (placas colocadas lado a lado a fim de formar uma parede para retengao do
solo em ilhas artificiais), feitas em ago por estruturas feitas em PVC, reduzindo o custo da
aplicacao em 30-50 % (figura (1.3)). Aplicagoes como essas sa@o exemplos da importancia
e da variabilidade do uso de materiais viscoeldsticos e expoe a necessidade do estudo do

comportamento de tais materiais aplicados em componentes estruturais.

Figura 1.2: Ponte sobre o rio Hudson construida com pléstico reforgado com fibra de vidro
(Krishnawamy, 2001).

[0T1]] i
g fHHH

Il IARRRERIN
-wl'lllllllmmm-mnm

Figura 1.3: Perfis em PVC utilizados para a construcao de ilhas artificiais - "Sheet pilling".

Este trabalho se concentra na viscoelasticidade linear, a qual é caracterizada pela
relagdo linear entre a tensdo e a deformagao do material ao longo do tempo (Sullivan,
2002, 2003). A teoria linear ¢é vélida para a andlise sob pequenas deformagoes ou quando
as deformacoes ou taxa de deformacoes sao infinitesimais. Na teoria linear, as propriedades

de proporcionalidade e de superposicao de respostas sao validas.
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1.3.2 A necessidade de inclusao de aspectos metrolégicos no

projeto estrutural

A metrologia é definida como a ciéncia da medi¢ao (INMETRO, 2000), sendo parte
essencial de qualquer pratica tecnolégica. Exercé-la com seguranca e confiabilidade é
obrigatério nas atividades de engenharia realizadas nas fabricas, construgoes, nos labo-
ratérios, nas pesquisas e mesmo em atividades de ensino ou treinamento. A confiabilidade
das medicoes, nos dias de hoje, s6 sao entendidas e aceitas se os instrumentos e os equipa-
mentos que a executam estiverem ligados a um sistema de padroes calibrados® e rastredveis
(atestando assim a rastreabilidade? das medigoes) e se os resultados das medigoes vierem
acompanhados de sua incerteza. A expressao da incerteza de medicao deverd ser feita
com base no Guia para Expressdo da Incerteza de Medigao - GUM (INMETRO, 1998),
documento de cardcter internacional que normaliza o processo de estimativa da incerteza
de medicao.

Na &rea de simulacao mecénica pouca atencao se tem dado a aspectos metrolégicos,
relacionados com a influéncia da incerteza de medigao, sua quantificagdo e propagacao.
No entanto, todos os pardmetros de entrada de um modelo computacional, os quais foram
obtidos por processos de medigao, possuem um determinado nivel de variabilidade. Essa
variabilidade é quantificada pela incerteza de medi¢ao. Torna-se necessario utilizar con-
ceitos metrolégicos para determinar os niveis de incertezas envolvidos nas atividades como
a caracterizacao do material, a determinagao da geometria, dos carregamentos aplicados,
das condigoes de contorno e das condigoes ambientais. Essas atividades irao fornecer
alguns dos pardmetros de entrada do processo de simulacao computacional.

A inclusao de aspectos metrolégicos na andlise estrutural se faz necessdria devido a

questoes como:

e A rastreabilidade de uma medigao é um requisito fundamental para possibilitar a

comparacao realistica e confidvel de resultados entre diferentes instituigoes;

e Necessidade de adogao de procedimentos de medigoes capazes de produzir resultados

confidveis e reprodutiveis;

e Desenvolvimento de uma cultura metrolégica nos laboratérios de ensaios experimen-

tais;

!Calibracdo: Conjuto de operacoes que estabelece, sob condicoes especificadas, a relacio entre os
valores indicados por um imstrumento de medicao ou sistema de medigao ou valores representados por
medidas materializadas ou um material de referéncia, e os valores correspondentes das grandezas estabe-
lecidos por padrées (INMETRO, 2000).

2Rastreabilidade: Propriedade do resultado de uma medicdo ou do valor de um padrdo estar rela-
cionado a referéncias estabelecidas, geralmente a padroes nacionais ou internacionais, através de uma
cadeia continua de comparagoes, todas tendo incertezas estabelecidas (INMETRO, 2000).
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A necessidade da anailise de incertezas

Em alguns casos, a incerteza de uma medic¢ao pode ser considerada, em um primeiro
momento, tao pequena que nao valha a pena sua avaliacao formal. Entretanto, sem
uma estimativa formal, esta consideracao fica subjetiva e quando contestada, a mesma
nao é passivel de uma justificativa convincente. Uma estimativa ou pelo menos uma
consideracao fundamentada dos niveis de incerteza, envolvidos em um processo de medicao
ou ensaio, permite estabelecer um meio de avaliar a capacidade e a confiabilidade do
procedimento de medicao ou ensaio utilizado. Ou seja, a incerteza de medi¢ao é um
parametro que quantifica a qualidade de uma medigao, por conseqiiéncia a qualidade de
um ensaio.

Os laboratérios que realizam ensaios experimentais necessitam atestar a rastreabi-
lidade, bem como apresentar uma estimativa dos niveis de incerteza de seus processos
de medicao (ABNT ISO/IEC, 2001). Essas atividades sdo de fundamental importancia
e necessdrias & intercomparacao de resultados entre laboratérios com fins cientificos e
tecnoldgicos (Donatelli, Ichiyama, Santarelli, 2000). Desta forma, a comparagao de re-
sultados obtidos por diferentes laboratérios sé pode ser realizada de forma objetiva se os
resultados das medigoes sao rastredveis e os laboratdrios tém avaliado suas respectivas
incertezas de medigao com base em procedimentos internacionalmente aceitos. A mesma
necessidade existe na avaliagao da conformidade de uma especificagao, pois somente um
resultado de uma medicao rastredvel e acompanhado de sua incerteza permite uma anélise
objetiva da conformidade ou da nao-conformidade de uma determinada grandeza com sua
especificacao (ISO, 1998, 1999)(figura (1.4)).
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Legenda:

u - valor médio.

6 — desvio padrao.

LIE - Limite inferior de especificacao.

LSE - Limite superior de especificagao.
LIC = LIE + U (limite inferior de controle).
LSC =LSE - U (limite superior de controle).

Figura 1.4: Zonas de conformidade, nao conformidade e de divida ao verificar-se uma
tolerancia (Adaptado de (Albertazzi Jr, 2001)).
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Outra importancia da anélise de incerteza é que o estudo quantitativo dos niveis de in-
certeza dos pardmetros de entrada do modelo computacional do experimento, juntamente
com a andlise de sensibilidade, podera indicar aspectos do ensaio aos quais se devem dar
mais atencao ou mesmo a necessidade de aprimorar esses procedimentos.

A anilise de incerteza também se faz necessdria na validacao de modelos mecanicos
através de ensaios. Pelo fato de que tanto a simulacao mecanica quanto o experimento
possui um certa dispersao (figura (1.5)), tem-se a necessidade de uma anélise estatistica
dos resultados para uma decisao confidvel a respeito das hipdteses consideradas (Castrup,
1995; Chen, 2003).

Diferenca entre o ensaio e a simulagao
< >
< >
Erro Sistematico
< » Limite
de falha
Meédia da (1 .
X ~ Média do ensaio
simulagao
Ponto Simulado Ponto medido

Margem de seguranca simulada

>

A

Margem de seguranca do ensaio
< >

< L=

Figura 1.5: Dispersao dos resultados obtidos por uma simulacao e por um experimento.

1.4 Problematica imposta pelo estudo de caso

A analise de problemas estruturais em materiais viscoeldsticos serd uma classe de
problemas na qual a incorporacao de aspectos metroldgicos serd realizada.

A andlise estrutural em materiais viscoeldsticos requer:

e A escolha do modelo constitutivo, podendo o mesmo ser construido utilizando-se
derivadas de ordem inteira ou fraciondria (tais modelos serdo aqui definidos como

modelos cldssicos e fraciondrios, respectivamente);

e Determinacao das propriedades do material através de um processo experimental de

caracterizagao;
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e Determinacao das caracteristicas geométricas da estrutura e das condicoes de con-

torno do problema envolvendo atividades de medicao;

e Utilizagao de um modelo matematico para simulagao analftica ou numérica do com-
portamento da estrutura (Schmidt, 2001; Shaw, 1993).

Este processo de andlise estrutural estd sujeito a diversas fontes de incerteza, tais
como as incertezas geradas pelo processo de caracterizagao, pela definicao da geometria,
carregamento e condicoes de contorno do problema, além dos erros oriundos do processo de
simulagao numérica. Sendo assim, torna-se necessério identificar e quantificar a influéncia
dessas fontes de incerteza sobre a confiabilidade dos resultados obtidos pelo processo de
simulacao computacional (Tracker et al, 2001).

Modelos reoldgicos fraciondrios estao, nos ultimos anos, recebendo cada vez mais
atencao, devido a capacidade desses modelos em modelar o comportamento de mate-
riais viscoeldsticos com uma pequena quantidade de parametros (Schimidt, Gaul, 2002;
Cruz, 2004). Muitas contribuigoes tém sido dadas na utilizacao de modelos reolégicos fra-
ciondrios em problemas de vibragoes (problemas no dominio da freqiiéncia), sendo poucas
as contribuigoes na aplicacao de tais modelos em problemas no dominio do tempo. Isto
se deve ao fato da complexidade envolvida na utilizacao de tais modelos. Uma das con-
tribuicoes deste trabalho é a utilizacao de modelos reoldgicos fraciondrio em andlises no
dominio do tempo, buscando uma andlise da robustez desses modelos & variabilidade de
seus parametros de entrada.

Os dois métodos para a propagacao de incerteza através de um modelo matemético
utilizados neste trabalho sao a lei de propagagao de incertezas - LPU, a qual é baseada
na expansao da série de Taylor, e o método de simulagdo de Monte Carlo - SMC (Cox,
Harris, 2001; BIPM, 2005). Existem algumas limitagoes com respeito a utilizagao da LPU,
tais como a necessidade do comportamento linear do modelo de simulacoes e de pequenos
niveis de incertezas dos parametros de entrada do modelo.

O método de simulacao de Monte Carlo é um método extremamente robusto. No
entanto, o método apresenta um incoveniente, que ¢é o elevado tempo de simulacao com-
putacional para determinadas classes de problemas, pois esse método requer a simulagao
do problema repetidas vezes. A anédlise do comportamento estrutural de materiais vis-
coldsticos pelo método de elementos finitos, quando se tem um problema com um grande
nimero de graus de liberdade, tem um elevado custo computacional. Logo, diante das
vantagens e da necessidade da utilizagao do método de simulacao de Monte Carlo para
a propagacao de incertezas, torna-se necessario desenvolver metodologias para tornar o

método vidvel na propagacao de incertezas de simulagoes estruturais viscoeldsticas.
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1.5 Metodologia utilizada

A metodologia utilizada na solu¢ao do problema proposto nesta tese estd fundamen-

tada em cinco grupos:

I. Modelamento do comportamento do material - estudo e implementacao de algorit-
mos para modelagem do comportamento de materiais viscoeldsticos no dominio do

tempo, utilizando modelos reolégicos clédssicos e fracionérios;

II. Caracterizacao do material - estudo e realizacao de ensaios experimentais de carac-

terizacao de um material viscoeldstico pelo ensaio de fluéncia;

ITI. Simulagao estrutural - estudo dos métodos analiticos e numéricos de modelagem do

comportamento estrutural em materiais viscoeldsticos;

IV. Anailise e propagacao de incertezas - estudo das técnicas de propagacao de incerteza.
Aplicacao de conceitos metrolégicos para identificacao, quantificagdo e propagacao
de incertezas nas medigoes envolvidas na caracterizacao do material. Desenvolvi-
mento de uma metodologia que viabilize a utilizacao da técnica de simulacao de

Monte Carlo na andlise de problemas estruturais em materiais viscoeldsticos;

V. Validacao através de estudos de caso.

1.6 Estrutura da Tese

O segundo capitulo apresenta uma revisao bibliogrédfica dos principais conceitos en-
volvidos na viscoelasticidade linear, tais como os modelos reolégicos cléssicos e fraciondrios,
o principio da correspondéncia e alguns métodos de simulacao do comportamento de com-
ponentes estruturais em materiais viscoeldsticos por meio da utilizagao do método de
elementos finitos de Galerkin.

E apresentada, no terceiro capftulo, uma revisao bibliogréfica dos principais conceitos
metrolégicos envolvidos na andlise de incerteza de medicao, os métodos de propagacao de
incerteza e andlise de sensibilidade e uma revisao dos conceitos envolvidos nos processos
de regressao.

O quarto capitulo apresenta a andlise de incerteza envolvida no processo de caracteri-
zagao de um material viscoeldstico através do ensaio de fluéncia, bem como os resultados
obtidos experimentalmente.

O quinto capitulo apresenta a metodologia utilizada para a propagacgao de incertezas
através do processo de simulacao do comportamento de componentes estruturais em ma-
terial viscoeldstico (o PVC), bem como alguns estudos de casos.

O sexto capitulo apresenta as conclusoes do trabalho e recomendagoes para trabalhos

futuros.



Capitulo 2
A viscoelasticidade linear

Materiais que exibem caracteristicas de materiais eldsticos e materiais viscosos sao
denominados de viscoeldsticos. Esses materiais apresentam um comportamento caracteri-
zado pelos fendmenos de fluéncia e relaxacao. Tais fendmenos imprimem ao material um
comportamento dependente do tempo, das taxas de tensao e de deformacao aplicadas, do
histérico de solicitagoes e da temperatura (Flugge, 1978; Pipkin, 1986).

O tempo é um fator muito importante no comportamento dos materiais viscoeldsti-
cos, razao porque tais materiais sao também denominados de materiais dependentes do
tempo (time-dependent materials) (Findley et al., 1989). O comportamento dependente
do tempo devera ser expresso por uma equacao constitutiva que inclui o tempo como uma
varidavel em adicao as varidveis tensao e deformacao.

Todos os materiais exibem alguma resposta viscoeldstica (Lakes, 1998). Metais como
o ago ou aluminio em temperatura ambiente e sob pequenas deformagcoes apresentam um
comportamento que nao desvia muito do comportamento dos materiais eldsticos lineares.
No entanto, tais materiais, sob altas temperaturas, possuem um comportamento viscoe-
lastico. Um exemplo de tal fendmeno é a folga nos componentes de caldeiras, pois os
parafusos metélicos, sob altas temperaturas e sujeitos a carregamentos trativos, irao fluir
no decorrer do seu tempo de vida, aumentando assim o seu comprimento e causando
uma folga entre as unices metéalicas. Polimeros, madeira, materiais biolégicos, concreto,
propelentes sélidos utilizados em motores de foguetes e materiais asfalticos apresentam
efeitos viscoeldsticos significativos quando utilizados em aplicacoes estruturais.

O estudo do comportamento viscoeldstico é de interesse de varios contextos. Materiais
usados em aplicacoes estruturais podem exibir comportamento viscoeldstico indesejdvel,
influenciando profundamente a performance do componente estrutural. Um exemplo seria
a perda das caracteristicas funcionais da estrutura, devido a presenca de deformacoes
excessivas em funcao do comportamento viscoeldstico do material durante o tempo de
vida do componente.

Para serem mais completos, uma andlise ou projeto, envolvendo materiais viscoeldsti-
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cos, devem incorporar seu comportamento dependente do tempo para garantir a manutencao
das caracteristicas funcionais do componente ao longo da sua vida ttil (Tschoegl, 1997,
2002).

2.1 Os fenbmenos de fluéncia e relaxacao

O fenomeno de fluéncia (creep) se manifesta através de uma lenta e continua defor-
macao do material, quando o mesmo ¢é solicitado por uma tensao continua no tempo.

Para o caso em que a tensao imposta ao material ¢ dada por um degrau de amplitude oy,
o (t) =ooA(t), (2.1)

tem-se que a deformacao ¢ (t) em um material viscoeldstico ird aumentar continuamente
como mostra a figura (2.1). A funcdo A (¢) é denominada funcdo degrau unitdrio de

Heaviside (Heaviside unit step function), definida por

=0,t<0
C}timOA (t)=4¢ =t/dt, 0 <t <dt . (2.2)
=1, t>dt

A razao entre o valor da deformacao resultante da aplicacao do degrau de tensao pelo
valor da tensao aplicada
t
Ji) = £ (2.3)

¢ denominada de médulo de fluéncia (creep compliance).

Material Viscoelastico
* Material Elastico

o(t)

e(t) [%]

FHRERERERE XXX R R R R RN R R R TR TR FEF Y

t[s] t[s]

(a) (b)

Figura 2.1: Comportamento de um material viscoeldstico: (a) carregamento; (b) defor-
magao devido a fluéncia do material viscoeldstico.
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Se o carregamento ¢ removido, uma deformagao eldstica reversa seguida de uma re-

cuperacao da parcela da deformacao devido ao fenémeno de fluéncia ocorrerd conforme a

(figura (2.2)).

Carregamento

Resposta
c
Deformacéao
| viscoelastica
€(0)

Recuperacao
elastica

o(t)

| -

t
(@) (b)

Figura 2.2: Fluéncia e recuperagao do material: (a) carregamento; (b) resposta.

O fendmeno de relaxacao (relazation) se manifesta pelo decréscimo gradual da tensao
quando o material estd sujeito a uma deformagao continua no tempo. Para o caso em que

a deformacao imposta ao material é dada por um degrau de amplitude ¢q,

e(t) =eoA(t), (2.4)

tem-se que a tensdo o (t) em um material viscoeldstico decrescerd com o tempo, como

exemplificado na figura (2.3). A razao entre a resposta em tensao pelo valor da deformagao
aplicada

2.5
€o ( )
é denominada de médulo de relaxacao (relazation modulus).

2.1.1 Linearidade do comportamento do material

O material é considerado linearmente viscoeldstico, se a tensao é proporcional & de-
formacao em um dado tempo e o principio da superposicao linear é valido (Findley et

al, 1989). Esses requisitos de linearidade podem ser representados matematicamente por
duas equacoes:

glco (t)] = celo (t)] (2.6)
9 [0'1 (t) + 02 (t — tl)] =& [0'1 (t)] +¢€ [0'2 (t — t1>] (27)
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105

100 J

0) [%]

80r 7

o(t)/o(t

751 b

701 b

65 b

10° 10° 10" 10°
t[s]

Figura 2.3: Relaxacao da tensao do material viscoeldstico.

sendo ¢ uma constante e € a resposta em deformacao a tensao o aplicada ao material. A
equagao (2.6) estabelece que a resposta em deformacao devido a uma solicitacao co ()
¢ igual a ¢ vezes a deformagao devido a solicitacao o (t). O segundo requisito, equagao
(2.7), estabelece que a resposta em deformacao devido & combinacao de duas tensoes
arbitrdrias aplicadas em tempos diferentes é igual a soma das deformacoes resultantes da
aplicacao das tensoes o1 (t) e o5 (t — t1) , cada uma atuando separadamente. Esse segundo
requisito é, usualmente, chamado de Principio da Superposi¢ao de Boltzmann (Flugge,
1978; Findley et al, 1989).

Uma conseqiiéncia da propriedade de linearidade é que respostas para histéricos de
carregamentos separados poderao ser sobrepostas (Wineman e Rajagopal, 2000). A pro-
priedade de linearidade para o comportamento tridimensional também inclui a super-
posicao de respostas para diferentes componentes de tensao e de deformagao. A figura
(2.4) ilustra essa propriedade. Na figura (2.4 - a), o bloco estd sujeito a um histérico de
carregamento simultaneo de tensoes o1 (t), 022 (t) € 012 (). O mesmo bloco estd sujeito a
somente uma das componentes de tensao nas figuras (2.4 - b, c e d). Linearidade também
significa que a deformacao total £;; devido as componentes de tensao oy (t), 0o (1) €
012 (t) atuando simultaneamente corresponde a soma das deformacoes 17 quando cada

componente de tensao estd atuando sozinha.

2.2 Modelos reolégicos

Classicamente, o comportamento mecanico de um material eldstico é representado por
um elemento de mola, sendo o comportamento de um material viscoso representado por

amortecedores. Pelo fato de que os materiais viscoeldsticos, como o préprio nome sugere,
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()

Ao Ao-(0 oyl
N7 A o0, + )

(a) (b) (© (d)

Figura 2.4: Decomposigdo de um estado plano de tensao (a) em estados uniaxiais de
tens@o (b) e (c¢) e um cisalhamento puro (d) (Wineman; Rajapogal, 2000).

possuirem um comportamento misto entre um material eldstico e um material viscoso,
tem-se que os modelos reoldgicos cldssicos sao deduzidos a partir de uma analogia ao
comportamento de modelos mecénicos, formados pela associagao de molas e amortecedores

lineares, conforme figura (2.5).

(a) (b)

Figura 2.5: Representacao grafica dos modelos reolégicos: (a) mola; (b) amortecedor.

2.2.1 Os elementos basicos: mola e amortecedor

O elemento de mola representa a relacao constitutiva uniaxial dada por
o= Fe (2.8)

sendo F o médulo de elasticidade ou médulo de Young do material, o a tensao e € a
deformacao do elemento. O elemento de mola exibe uma resposta eldstica instantanea a
solicitacao, bem como uma recuperacao eldstica instantdnea ao descarregamento, como
mostra a figura (2.6).

A relagado constitutiva de um amortecedor é dada em funcao da taxa de deformagao

aplicada
de
. 2.9
o= (2.9)
sendo 1 0 médulo de viscosidade do material, o a tensdo e de/dt a taxa de deformagao

aplicada ao elemento. A equacao (2.9) trata de que a taxa de deformagao de/dt é propor-
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cional a tensao, ou em outras palavras, o amortecedor ird ser deformado continuamente

a uma taxa constante, quando ele é sujeito a um degrau de tensao, como mostra a figura

(2.7).

Solicitagéo Resposta

o(t)
&(t)

t

t
(a) (b)

Figura 2.6: Comportamento de um elemento de mola: (a) solicitacao; (b) resposta.

Solicitagéo Resposta

o(t)
&(t)

t

t
(@ (b)

Figura 2.7: Comportamento de um amortecedor: (a) solicitagao; (b) resposta.

2.2.2 O fluido de Maxwell

O fluido de Maxwell' é formando pela conexao em série de um elemento de mola e um

amortecedor, figura (2.8). A relacdo constitutiva para esse elemento ¢ dada pela relagao

L James Clerk Maxwell (1831-1879), renomado fisico britanico, fez importantes contribuigoes para a
mecanica dos sélidos (Popov, 1978).
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(Flugge, 1978; Findley, 1989) .
e=242 (2.10)

sendo ' o médulo de eldsticidade e n a viscosidade do amortecedor.

E N
jw»m\

Figura 2.8: O fluido de Maxwell.

A deformacg@o no tempo sobre virias condigoes de tensao, assim como a tensao no
tempo sobre um dada deformacao de entrada, podera ser obtida pela solu¢ao da equacao
diferencial (2.10)(Findley, 1989; Christensen, 1982). As figuras (2.9) e (2.10) apresentam

a resposta do modelo de Maxwell para dois diferentes tipos de carregamento.

Solicitagéo Resposta

o(t)
&(t)

Got 1/n

t 1

t
(a) (b)

Figura 2.9: Fluéncia e recuperacdo de um elemento de Maxwell: (a) solicitagao; (b)
resposta.

2.2.3 O sdlido de Kelvin

O solido de Kelvin é mostrado na figura (2.11), em que um elemento de mola e um
elemento de amortecedor sao conectados em paralelo. A relacdo constitutiva para esse
elemento é dada pela equacao (Flugge, 1978; Findley et al, 1989)

E
Et—e=2 (2.11)
Ui Ui
sendo FE a rigidez do elemento de mola e 7 a viscosidade do amortecedor. A figura (2.12)

apresenta a resposta do modelo de Kelvin para um determinado histérico de carregamento.
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Solicitagéo Resposta

g(t)
o(t)

: :
(@ (b)

Figura 2.10: Relaxacdo da tensdo para um elemento de Maxwell: (a) solicitacao; (b)
resposta.

W

Figura 2.11: O sdélido de Kelvin.

Solicitagdo Resposta

o(t)
&(t)

t

t
(@) (b)

Figura 2.12: Comportamento do sélido de Kelvin: (a) solicitagao; (b) resposta.

Nem o fluido de Maxwell tao pouco o sélido de Kelvin, descritos acima, podem re-

presentar de forma satisfatéria o comportamento real de materiais viscoeldsticos. Por



2.2. Modelos reolégicos 21

exemplo, o sélido de Kelvin: (a) ndo exibe uma deformacao instantanea eldstica como
resposta ao carregamento aplicado; (b) ndo apresenta uma recuperagao eldstica instan-
tdnea e uma deformacao permanente apds o descarregamento. O fluido de Maxwell exibe
uma deformacao independente do tempo durante a fase de recuperacao e nao apresenta
um decréscimo da taxa de deformacao sobre uma tensao constante, a qual é a resposta

caracteristica da fase priméria da fluéncia (Findley et al., 1989).

2.2.4 Os modelos de Maxwell e Kelvin generalizados

O modelo de Maxwell generalizado em paralelo é formado pela associagao em paralelo
de N elementos de Maxwell, como ilustrado na figura (2.13). A equacao constitutiva a

qual esse modelo representa é dada pela seguinte equagao (Findley et al., 1989):

(22)(E2)(8+3) )
- (Be3) B0 (B3 ) )

sendo N o numero de elementos de Maxwell em série, os quais formam o modelo, e D

4
dt”

O modelo de Kelvin generalizado em série é formado pela associacao em série de N

representa o operador diferencial em relacao ao tempo D =

elementos de Kelvin, como apresentado na figura (2.14). A equacao constitutiva deste

elemento ¢ dado pela equacao:

[(Dny + Ey) (Dny + Es) (Dng + Es) .| € (2.13)
= [(Dny+ E3) (Dns + Es) ...+ (Dny + Ey) (Dng + E3) ...+ ...] 0.

O ntmero de termos dos elementos de Maxwell e Kelvin generalizados serao dados em

funcao da duracao do ensaio utilizado para caracterizar o material.

Mn E
I_ n
/ L =——W
; °
° E
Y M, ¢ AAA 3
y n
2 E
/]
/ N — E
7 L —W—

Figura 2.13: O Modelo de Maxwell Generalizado em paralelo (Findley et al., 1989).

A relagao constitutiva entre as tensoes e as deformagoes em um material viscoelds-

tico pode ser generalizada, utilizando uma equagao diferencial em termos das tensoes e
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El E2 nn
W W W
“1 nn 1 = [ B [
Figura 2.14: O Modelo de Kelvin Generalizado em série (Findley et al., 1989).
deformagoes atuando no material,
A . B RS LA R P}
o — —t . P = — — 4.+ G, .
b1 p P2 a2 p dpm do 0 i a2 a2 q qpm
sendo essa relacao comumente apresentada em uma forma compacta
Po = Qe (2.15)
na qual os operadores
P— el - - 2.16
;pkdt’“ e Q §detk (2.16)

representam, cada um, uma série de operadores diferenciais lineares, com respeito ao

tempo, contendo as constantes do material py e gz, com k = 1,...,m. Selecionando

um certo nimero de termos dessa série, a equacao constitutiva corresponderd a um de-

terminado modelo reoldgico. Por exemplo, o modelo de Maxwell generalizado com 5

parametros, figura (2.15), possui a seguinte equacao constitutiva (Pagliosa, 2004)

P1 P2 q1

/_/% /_H Ve
o T2 . M2\ .. T o 72 .
242 L2 = 'F, By 2 +2
0+( 1—1— 2)0—1—( ) 2)0 oe—l—[ 0( 1—1— 2)—{—7]1—{—772}6

E, n,
7 W— 1

E.om,
W—1

Figura 2.15: Modelo de Maxwell generalizado com 5 parametros.

v
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2.2.5 Forma integral da equacgao constitutiva

Uma das formas de representar a relagao constitutiva de um material viscoeldstico
linear é através da utilizacao de integrais hereditarias, em que a relacao entre a tensao e
a deformagao podem ser escritas para o caso uniaxial como (Lakes, 1998):

o (1) = E(0)e(t) — /0 e () wdm (2.17)

ou em termos da deformagcao tem-se (Schmidt, 2003):

5(75):J(0)a(t)+/ a(t—T)fl—idT (2.18)

0+

sendo o a tensao, ¢ a deformagao, F(t) definido como médulo de relaxacao do material e
J(t) o médulo de fluéncia do material (Adolfsson, 2003; Christensen, 1982; Flugge, 1979;
Findley et al., 1989).

A forma integral faz uso dos médulos de relaxagao e fluéncia do material. As represen-
tagoes mais comumente usadas para o médulo de relaxacao e para o médulo de fluéncia sao
as fornecidas pelos modelos de Maxwell generalizados e de Kelvin generalizado, respecti-
vamente, pois podem representar as fungoes viscoeldsticas para tempos bastantes longos,
bastando, para isso, acrescentar-se ao conjunto seus modelos base (modelo de Maxwell e
de Kelvin, respectivamente) (Souza, 2005).

As representagoes resultantes dos modelos de Maxwell generalizado e de Kelvin gene-
ralizado também sao conhecidas como séries de Prony (ou séries de Dirichlet) e sao das

pelas equagoes do tipo (Chen, 2000)

E(t) = B + Z Eexp (—t/7,.) (2.19)

=1

para o médulo de relaxacao e para o médulo de fluéncia por
J(t) = Jnt = Y _ Jiexp (—t/7:) (2.20)
i=1

sendo 7,., os tempos de relaxacao do material, 7; os tempos de retardo, E; e J; pardmetros
do material, e Ei¢ e Jiyr 0 médulo de relaxacao e o médulo de fluéncia do material para
t = o0, respectivamente. O Apéndice (A) apresenta o procedimento necessdrio para
obtencao do médulo de relaxacao e fluéncia na forma da série de Prony para o modelo de

Maxwell generalizado.
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2.3 A viscoelasticidade fracionaria

As referéncias (Cruz, 2004; Schmidt e Gaul, 2001) apresentam um panorama histérico
do surgimento e da utilizagao das derivadas fraciondrias em viscoelasticidade. Diante da
capacidade desses modelos reoldgicos fraciondrios em representar o comportamento dos
materiais viscoeldsticos, sabe-se que esses modelos tém sido cada vez mais estudados e

aplicados na andlise de problemas viscoeldsticos (Enelund et al., 1999; Enelund e Olsson,
1999).

2.3.1 A derivada fracionaria

Utilizando um linguagem informal, tem-se que uma derivada fraciondria é aquela cuja
ordem de derivacao nao ¢ um nimero inteiro. Para aplicagoes em viscoelasticidade, a
ordem das derivadas fraciondrias (definida aqui por «) se encontram dentro da faixa
0 < a <1 (Koeller, 1984). Sao apresentados, aqui, apenas os conceitos necessarios para
tratar com os modelos reoldgicos fraciondrios. Uma revisao aprofundada do assunto pode
ser encontrada nas referéncias (Oldham e Spanier, 1974; Miller e Ross, 1993).

Existem diferentes defini¢bes de integrais e de derivadas de ordem fraciondrias (Di-
ethelm, Ford, Freed, 2000, 2002). No entanto, as defini¢gbes mais conhecidas sao as
de Riemann-Liouville e a definigdo de Griinwald (Schmidt e Gaul, 2002a). A definicao
de Riemann-Liouville é conceituada na forma de uma integral de convolucao, sendo a
definicao de Griinwald dada na forma de uma série. Existem outras defini¢oes para
derivadas fraciondrias, como a de Caputo (Freed, Diethelm, Luchko, 2002), sendo a mesma
uma definicao na forma de uma integral, onde a sua principal diferenca em relagao a
definicao de Riemann-Liouville é na derivacao de fungoes constantes, pois a derivada de
Caputo de uma funcao constante é nula.

A definigao de Riemann-Liouville para uma derivada fraciondria de ordem « é dada

pela equagao:

o 1 d [ f()
tODtl(f (T)) — m%/tom dT, para o —1n < O, (6] E R (2.21)
sendo « a ordem da derivada fraciondria, n um nimero interio e I'(z) = ey du

a fungdo Gamma (Enelund e Josefson, 1997). FEssa defini¢ao resulta dioretamente da
generalizacdo da férmula de Cauchy para repetidas integragoes (Schmidt, 2003).

A definicao de derivadas fraciondrias respeita o fato de que uma derivagao fraciondria,
cuja ordem estd dentro da faixa [0,1], deverd fornecer um resultado entre o valor da fungao,
que corresponde a derivada de ordem zero (« = 0), e a primeria derivada da funcao, que
corresponde o valor de @ = 1. Esse fato pode ser observado na figura (2.16) em que os

3

valores das derivadas da funcdo y = 22 e y = 23 sdo plotados para vérias ordens da
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derivada fraciondria dentro do intervalo [0,1].

100 ‘ ‘ ‘ 1000
—a=0 o=0
901+ =01 +ﬁ 9001+ ¢ =0.1
0=0.2 = *
801 403 < 800yl Z_gé "
. R . 0=0. .
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Figura 2.16: Derivada fraciondria de vérias ordens: (a) da fungao quadratica; (b) da
fungao cibica.

Propriedades da transformada de Laplace

A transformada de Laplace da derivada fracionédria de ordem « de uma fungao f (t) é

dada pela relacao:

LD (f (1)) = 5L (f (1) — 3 D17+ (07), (2.22)

em que n é o inteiro tal que n—1 < a < n. Uma alternativa para evitar o uso de condigoes
iniciais na transformada de Laplace é considerar que a fungao possue condicoes iniciais
nulas, ficando, (Cruz, 2004):

LD (f () =s"L(f (1)) (2.23)

A definicao de Griinwald para derivadas fracionarias

A definicao de Griinwald envolve poucas restrigoes a fungao a ser derivada, e pode ser
facilmente implementada em algoritmos numéricos (Schmidt e Gaul, 2002b). A definigdo
parte basicamente da generalizagdo da soma infinita de Riemann, a qual define a inte-
gragao de ordem inteira em calculo (Schmidt, 2003; Oldham e Spanier, 1974). A definigao
da derivada de Griinwald é vilida para qualquer ordem real de derivacao (a > 0), sendo

definida pela equagao:

N—oo

WD(F () = Jim [(’f ) T sty (2:24)
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na qual a € a ordem da derivada fraciondria, A; os coeficientes de Griinwald e N o niimero
de partigoes (Schmidt e Gaul, 2002a). Os coeficientes de Griinwald podem ser calculados

em termos da fungao Gamma:

I'(j—a)
A= 2.25
Tl G+ 1) (229)
ou de uma relacao recursiva:
j—1—-«a
A = #Aj. (2.26)

sendo por definicao A; = 1.

Os materiais viscoeldsticos s@o conhecidos como materiais que possuem memoria (Shaw,
1997), devendo ser notados que os coeficientes de Griinwald (equagoes (2.25) e (2.26)) sao
fortemente decrescentes com o aumento de j (fato ilustrado pela figura (2.17)), descre-
vendo assim o fendmeno conhecido como perda de memoéria ("fading memory") (Deu,
Galucio, Ohayon, 2003). Em outras palavras, o comportamento de um material viscoelés-

tico, em um dado tempo, depende mais fortemente do histérico recente das solicitacoes.

10 K

AN N Rkt 0=0.1
N N
A NN —0=03
10 ~ON ---0=05
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2 REEIN
1072k RO 1
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_ 107 Cel ST 1
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Figura 2.17: Comportamento dos coeficientes de Griinwald.

Como apresentado em sua defini¢do, equagao (2.24), a derivada fraciondria de Griin-
wald é definida através de um somatorio infinito, o que na pratica significa que essa série
deverd ser truncada em algum ponto. A figura (2.18) apresenta o erro do valor da derivada
calculada pela definicao de Griinwald em relagao & definicao de Riemann-Liouville em

funcao do nimero N de particoes.
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Erro relativo %

10°*

N

Figura 2.18: Erro em funcao do nimero de partigoes.

2.3.2 A funcao Mittag-LefHler

Em problemas de viscoelasticidade, utilizando derivadas fraciondrias, a funcao Mittag-
Leffler é o nicleo do médulo de fluéncia e relaxagao do material (Gorenflo, 1997; Gorenflo
e Mainardi, 1996, 1997; Welch et al., 1999; Diethelm, 1997, 2001), sendo a mesma definida
pela série

E(z) = ; b D) (2.27)

sendo I'(x) a fungdo Gamma e « a ordem da derivada fraciondria (Schmidt, 2003). As
referéncias (Diethelm, Ford, Freed, 2000; 2002) apresentam algoritmos e técnicas, quer
seja pelo truncamento da série ou pelas modificacoes da fungao Mittag-Leffler, para im-
plementagao do algoritmo de calculo da fun¢ao Mittag-Leffler. O Apéndice (B) apresenta
os algoritmos implementados no software MATLAB utilizado neste trabalho com base nos
artigos de Diethelm et al. (2000) e Welch et al. (1999).

A funcao Mittag-Leffler é equivalente a funcao erro complementar (erfc - Complemen-
tary error function) para a ordem da derivada fraciondria igual a 0,5 (Hohaus, 2000).
Tomando como referéncia a funcao erfc, pois a mesma encontra-se implementada no
software MATLAB®, tem-se plotado nas figuras (2.19) e (2.20) o desempenho da im-
plementacao da funcao Mittag-Leffler de acordo com os algoritmos de Diethelm et al.
(2000) e Welch et al. (1999). A implementagdo desta funcao se faz necessdria para o
ajuste do médulo de fluéncia fraciondrio aos dados levantados experimentalmente e nas
simulagoes que fazem uso do principio da correspondéncia, método que serd apresentado

nas préximas segoes.
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Figura 2.19: Desempenho da implementacao da funcao Mittag-Leffler para o médulo de
relaxac@o com base no algoritmo de Diethelm: (a) comparagao com a curva de referéncia;
(b) erro relativo.
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Figura 2.20: Desempenho da implementagao da fungao Mittag-Leffler para o médulo de
relaxacao com base no algoritmo de Welch: (a) comparagdo com a curva de referéncia;
(b) erro relativo.

2.3.3 Modelos reolégicos fracionarios

Com o desenvolvimento do calculo fraciondrio, Koeller (1984) apresentou um novo ele-
mento reolégico, o spring-pot, figura (2.21). A equagao constitutiva desse elemento possui
uma derivada de ordem fraciondria, exibindo um comportamento misto entre um material
eldstico e um material viscoso. Esse elemento essencialmente substitui os amortecedores
nos modelos reolégicos cléssicos (Friedrich, 1991; Enelund e Lesieutre, 1999; Enelund et
al., 1999).

De acordo com Bagley e Torvik (1983, 1986), o comportamento viscoeldstico de uma
grande quantidade de polimeros poderd ser representado com a utilizagao de um modelo

reoldgico fraciondrio com quatro parametros para muitas décadas de tempo ou freqiiéncia.
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o

Figura 2.21: O elemento reoldgico fracionério - o spring-pot.

Neste artigo os autores mostram que os modelos fraciondrios estao em plena harmonia

com a teoria molecular, a qual descreve o comportamento de materiais viscoeldsticos.

O modelo de Zener fracionario

Através da substituicao do amortecedor pelo spring-pot no modelo classico de Zener,
tem-se como resultado o modelo de Zener fraciondrio apresentado na figura (2.22) (Welch

et al., 1999). O médulo de relaxacao para um material utilizando esse modelo é dado por:

B :E0{1_% (1_@ [— (;)a(lJrEO/El)D} (2.28)

e 0 médulo de fluéncia por:

so-L {2 (e - () o

sendo Fy, F1, a e 7 pardmetros do material e £, a funcao Mittag-LefHer.

o,T

N
E, N

E,

W

Figura 2.22: O modelo de Zener fraciondrio.

O modelo fracionario com quatro parametros

A figura (2.23) apresenta o modelo reoldgico fraciondrio com quatro parametros. O

modulo de relaxagao para esse modelo é dado por, (Schmidt, 2003):

E(t) = By + Eié, (-%ﬂ (2.30)
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e o médulo de fluéncia por:
1 E1 EOEI 1
J)=—= | =———— | & | ————————t" 2.31
Q Ey (EO(E0+E1)) [ p(Eo + E1) (2:31)
sendo Ey, F1, p e o parametros do material e £, a funcao Mittag-Leffer.
EO

W

Figura 2.23: O modelo fraciondrio com 4 parametros.

—— —>

2.4 O efeito da temperatura

Até o momento, as relagoes constitutivas, aqui definidas, nao levaram em consideragao
os efeitos referentes a temperatura, sendo utilizadas portanto para problemas isotérmicos.
Assim como em problemas envolvendo materiais eldsticos, a relacao constitutiva viscoelds-
tica, para problemas com campos de temperatura nao homogéneos, ird apresentar termos
devido & expansao térmica do material. Além disso, variagoes na temperatura irao provo-
car mudancas nas taxas de fluéncia e de relaxagao do material viscoeldstico. Em geral, um
aumento de temperatura ird causar um aumento na taxa de fluéncia do material (Gibson,
1994; Morland e Lee, 1960).

De acordo com observacoes experimentais, em muitos casos a dependéncia das pro-
priedades do material com a temperatura pode ser modelada utilizando-se o chamado
principio da sobreposigao tempo-temperatura (Williams et al., 1955; Ferry, 1980; Findley
et al., 1989; Taylor et al., 1970). A base desse principio é mostrada na figura (2.24), a qual
ilustra que se o médulo de fluéncia do material é plotado como uma funcao do logaritimo
do tempo, a forma da curva resultante ¢ a mesma para um largo intervalo de tempe-
ratura, sendo a tnica diferenca significante entre as curvas é uma translacao horizontal
entre as mesmas (Scherer e Rekhson, 1982). Essa observacao sugere que se o médulo
de relaxagao é conhecido para uma determinada temperatura (temperaruta de referén-
cia), entdo o médulo de relaxagdo em uma outra temperatura serd obtido se o fator de
translagao horizontal a (T') for conhecido. Qualquer material que tenha essa propriedade
serd denominado de termorreologicamente simples.

Sendo assim, para materiais termorreologicamente simples, o médulo de relaxagao, ou

mesmo o moédulo de fluéncia, para uma temperatura arbitréria 7' serd expressa em fungao



2.4. O efeito da temperatura 31

J() [L/GPa]

O 1
10° 10 10" 10 10
t[s]

5 15 20

Figura 2.24: Comportamento do médulo de fluéncia com a temperatura.

do moédulo de relaxacao para uma temperatura de referéncia Ty através da relagao
Er (t) = Er, (ta(T)), (2.32)

sendo E7, o médulo de relaxagao na temperatura de referéncia.
Definindo o tempo reduzido £, como sendo £ = ta (7T'), a relagdo (2.32) poderd ser

escrita como
Er(t) = Er, (§), (2.33)

bem como a relacao viscoeldstica na forma integral

¢ (!
0= [ Ble-0 5 (2.3

ou as relacoes na forma de operadores diferenciais como:

P©o=Q(©)e, (2.35)
sendo
d’ d
P (&) = Z;iopid—é,i e Q=2 qld_fl

Torna-se entao necessério determinar o fator de translagao horizontal a(7") do material.
Pelo estudo do comportamento de um grande niimero de polimeros, observou-se que se
a temperatura, 7', é maior que a temperatura de transicao vitrea do material, 7}, a

funcao de translacao podera ser determinada empiricamente pela utilizacao da equagao
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de Williams-Landel-Ferry (WLF):

—C1 (T — To)

co + (T —1Tp) (2.:36)

logar =
sendo c; e cp constantes do material que deverao ser levantadas experimentalmente e T
corresponde & temperatura de referéncia. Se T é adotado como sendo igual & temperatura
de transicao vitrea do material 7}, sabe-se que ¢; e ¢ tem um valor universal para todos
os polimeros amorfos (17,44 e 51,6 em unidades de K, respectivamente) (Nottingham,
2003; Roylance, 2001).

Uma das mais tteis aplicagoes do principio da sobreposi¢ao tempo-temperatura é a ex-
tensao da faixa de tempo da curva de fluéncia ou relaxacao do material. Esse alongamento
é feito através da realizacao de vérios ensaios de menor tempo de duracao em diferentes
temperaturas, sendo essas curvas transladadas horizontalmente ao longo do eixo de tempo
para formar uma curva padrao ("curva master"), correspondendo a realizacdo de um en-

saio de maior tempo de duracao (Gibson, 1994).

2.5 O principio da correspondéncia

O principio da correspondéncia, PC, estabelece que se a solucao analitica para um
problema eldstico linear é conhecida, a mesma poderd ser utilizada para se obter a solugao
viscoeldstica linear do problema (Schapery, 1965; Lakes, 1998; Flugge, 1978; Findley et
al., 1989).

Basicamente, os passos para a aplicagao do principio da correspondéncia sao os seguintes:

1) Dada a solugao analitica eldstica do problema, deverd ser aplicada a transformada

de Laplace a esta solucao;

2) Deverao ser feitas as substitui¢oes dos pardmetros eldsticos do material, por sua

respectiva fungao viscoeldstica, conforme a tabela (2.1);

3) Apds a substituicio desses parametros, torna-se necessirio realizar a inversao da

transformada de Laplace para obter a solucao no dominio do tempo.

Tabela 2.1: Parametros relativos as propriedades do material que deverao ser substituidos
na Transformada de Laplace da solu¢ao do problema eldstico.

Parametro da solucao elastica | Substituicao | Transformada de Laplace do:

Médulo de Elasticidade E & sE(s) Médulo de relaxacao
Médulo de cisalhamento G & sG(s) | Mdédulo de relaxacao deviatérico
Médulo volumeétrico K < sK (s) | Mdédulo de relaxagao volumétrico

Coeficiente de Poisson v < s (s) Coeficiente de Poisson
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O principio da correspondéncia possui algumas restri¢oes e limitacao (Flugge, 1978;
Lakes, 1998). Por exemplo, para alguns casos, a inversao da transformada de Laplace
pode ser uma tarefa nao trivial. Em tais casos, tem-se a possibilidade da realizacao de
uma inversao numérica (Christensen, 1982).

Apesar das limitagoes do principio da correspondéncia, existem diversos problemas de
engenharia em que esse principio poderd ser utilizado. A solucao fornecida por ele poderd
ser utilizada como uma solugao de referéncia para problemas simulados numericamente.
Exemplos da aplicagao do principio da correspondéncia sao dados nas referéncias (Flugge,
1978; Gibson, 1994; Morland e Lee, 1960; Lee e Radok, 1959; Schapery, 1965; Shaw, 1993,
1997).

Como um exemplo da aplicacao do principio da correspondéncia, considere uma viga
de comprimento L sobre carregamento uniformemente distribuiido na forma de um de-
grau (p = ppA(t)) aplicado no tempo t = 0 (figura (2.25)). A solugao eldstica para o

deslocamento transversal da viga é dada pela equagao

D 4 3 3
w(r) = YNl (z* — 2La” 4+ L?2) (2.37)
sendo F o médulo de elasticidade, I o momento de inércia, p o valor do carregamento
distribuido (Flugge, 1978; Hammerand, 1999). Aplicando-se a transformada de Laplace a
equacgao (2.37) e substituindo o médulo de elasticidade do material pela transformada de
Laplace do médulo de relaxacao vezes o parametro de Laplace (SE (s)) tem-se a solucao

viscoeléstica do problema no dominio de Laplace dada pela equagdo (Hammerand, 1999)

_ Po/s 4 3 3
=—"—— —2L L°z) . 2.38
w (s,x) 21sB(s)] (z z® + LPx) (2.38)
Substituindo a transformada de Laplace do médulo de relaxacao pela transformada
de Laplace do médulo de fluéncia, utilizando a relacio E(s) = #‘(3)7 na equacao (2.38),

tem-se a eliminacao direta do pardmetro de Laplace e a solucao viscoeldstica do problema

em funcao do médulo de fluéncia do material no dominio do tempo, sendo

w(t,x) = % (z* —2La® 4+ LPz) J (¢). (2.39)

Para x = L/2 tem-se a deflexdo méxima da viga como sendo

L 5p0L4
LY _dpol” 5oy 2.4
v (t’ 2) 3sar ) (240)

A figura (2.26) apresenta a deflexdo da viga dado pela equacdo (2.40), utilizando o

moédulo de fluéncia do PVC a 40 °C dado por um modelo reoldgico cléssico e fracionério.
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Figura 2.25: Viga bi-apoiada com carregamento distribuido.
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Figura 2.26: Deflexdo no tempo de uma viga viscoeldstica simplesmente apoiada com
carregamento distribuido.

2.5.1 O principio da correspondéncia numérico

Sera definido como principio da correspondéncia numérico, PCN, o uso do principio da
correspondéncia sobre a lei de Hooke em que as tensoes e/ou deformagoes serdo obtidas
por um método numérico (o método de elementos finitos, por exemplo), considerando
o material como respondendo de forma puramente eldstica. Por exemplo, considere a

deformacao ¢, dada pela lei de Hooke

Ex = % (0, —vo, —vo,) (2.41)
tem-se portanto que a deformacao £, em um determinado ponto do corpo é dada em
funcao das tensoes o,, o, e og,. O método propoe a determinacao de o,, o, e 0, de
forma numérica para t = 0, ou seja, considerando o material como respondendo de forma
puramente eldstica. Em seguida, aplica-se o principio da correspondéncia sobre a lei de
Hooke (equagao (2.41)).

Para o caso em que o histoérico de tensoes é dado na forma de um degrau e o coeficiente

de Poisson é constante no tempo (v = v,A (t)), tem-se uma grande facilidade no uso desse
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método devido a eliminagao de forma direta do parametro de Laplace. Ou seja, sendo
or = 0,A(t), 0y = 6,A(t) e 0, = 6,A(t), em que 6,, 6, e G, sdo as amplitudes dos
carregamentos aplicados, pode-se aplicar a transformada de Laplace sobre as tensoes e

sobre o coeficiente de Poisson e substituir na equagao (2.41), obtendo-se

_ 1 15 T Vo 15 Yy Vo 15 z
(8) === [ 2 -2y g 072 2.42
2 (5) sE(s s Sss) (2.42)

Simplificando-se a equagao (2.42) e substituindo-se a transformada de Laplace do
moédulo de relaxacao pela transformada de Laplace do médulo de fluéncia utilizando a

relacio £ =1/ (s2j ), pode-se escrever:

€z (8) = = (6 —vo0y — 105) (2.43)
s2J

obtendo-se de forma direta a deformacgao ¢, no tempo em funcao do médulo de fluéncia
€4 (t) = (62 — vy —00) J (t). (2.44)

A figura (2.27) apresenta a idéia do principio da correspondéncia numérico. As prin-
cipais vantagens deste método sao: a possibilidade de solucao de problemas pelo PC em
que nao se dispoe da solugao analitica eldstica do problema; a nao necessidade da solucao
discretizada no tempo, utilizada em conjuto com o método de elementos finitos. Pois a
solucao discretizada no tempo, para um problema com um elevado nimero de graus de

liberdade, é computacionalmente lenta.

Parametros de Entrada Parametros de Saida

©
.9
2
= Geometria —p
18 S' 1 =4
imulacao para - -

& Carregamento —| tfo p —>» Tensao/deformagdao —j
= -
£
n Material elastico —

Parametros de Saida Parametros de Entrada

Aplica-se o PC | €
Tensao/deformacao(tr) €— sobre alei de

Hooke para t=t¢ Material

viscoelastico

Simulagdo Viscoelastica

Figura 2.27: O principio da correspondéncia numérico.
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As figuras (2.28), (2.29) e (2.30) apresentam os resultados de simulagoes viscoeldsticas,
utilizando o software ANSYS®, o principio da correspondéncia clédssico e numérico bem
como o erro relativo dessas simulacoes tomando como referéncia as simulacoes realizadas
no software ANSYS. Essas anédlises tém o objetivo de validar o método proposto pelo
principio da correspondéncia numérico, pois apesar de sua simplicidade, nao foi encontrada

nenhuma referéncia sobre esta forma de utilizacao do principio da correspondéncia.

x 10"

o PC ——Ansys X PC classico
6.61 Ansys ® 0.4F o Ansys X PC numérico
x  PC Numérico

0.35r ]

0.3f ]

0.25¢ b

e, 0 Im]

0.2f b

Erro relativo(t) [%]

4.8 ‘ : 0 : : >
10 10 10* 10° 10 10° 10" 10°

t[s] t[s]

(@) (b)

Figura 2.28: Deformacao tangencial em um tubo pressurizado: (a) sobreposi¢ao dos re-

sultados pelos diferentes métodos; (b) erro relativo em relagao aos resultados do software
ANSYS.

-3
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ts] ts]
(a) (b)

Figura 2.29: Deslocamento vertical de um ponto no centro de uma placa circular apoiada
pelas bordas com carga concentrada no centro geométrico: (a) sobreposigao dos resultados
pelos diferentes métodos; (b) erro relativo em relacao aos resultados do software ANSYS.
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Figura 2.30: Deslocamento de uma viga com carregamento distribuido: (a) sobreposi¢ao

dos resultados pelos diferentes métodos; (b) erro relativo em relagdo aos resultados do
software ANSYS.

2.6 Obtencao de relacoes constitutivas generalizadas

a partir de relacoes uniaxiais

Sendo a caracterizacao do material viscoeldstico realizada, na grande maioria das
vezes, por ensaios uniaxiais de relaxacao e fluéncia, existe a possibilidade de obtencao de
outras fungoes viscoeldsticas, tanto no dominio do tempo como no dominio da freqiiéncia,
a partir do médulo de fluéncia ou relaxacao. Esse processo de obtencao de uma funcgao que
representa uma determinada propriedade do material a partir de uma outra propriedade
conhecida é denominada de interconversao (Roylance, 2001; Sane e Kanaus, 2001; Mead,
1994; Sorvari e Malinen, 2006; Bradshaw e Brinson, 1997; Park e Schapery, 1999).

Neste trabalho, surgiu a necessidade de utilizagao do processo de interconversao dev-
ido a utilizacao do software comercial de elementos finitos ANSYS® para simulagoes de
problemas viscoeldsticos no dominio do tempo. O software requer como pardmetros de
entrada, relativos as propriedades do material, o médulo de relaxagao volumétrico e devi-
atérico. Logo, torna-se necessdrio obter o médulo de relaxacao volumétrico e deviatérico
a partir do médulo de fluéncia e do coeficiente de Poisson, pois foram esses os parametros
obtidos de forma experimental.

O método de interconversao utilizado, neste trabalho, é baseado no principio da cor-
respondéncia (Sullivan, 2003). O método consiste em, primeiramente, obter o médulo de
relaxacao a partir do médulo de fluéncia através do uso da relacao no dominio de Laplace

entre o médulo de fluéncia e o médulo de relaxacao (Flugge, 1978; Findley et al., 1989)

E(s) = (2.45)
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sendo s o parametro de Laplace, F(s) a transformada de Laplace do médulo de relaxagao
e J(s) a transformada de Laplace do médulo de fluéncia. Sendo assim, torna-se necessério
realizar a transformada de Laplace do médulo de fluéncia e apds a sua substituicao na
equagao (2.45) deve-se aplicar a transformada inversa de Laplace para obter o médulo de
relaxagao no dominio do tempo. Uma das formas de se obter a inversa da transformada

de Laplace da equagao (2.45) é por meio da transformacio da mesma em fragoes parciais

I 1 1
E(s) = E R
6 == Y By T B

sendoi=1,2,...,N, (2.46)

cuja inversa da transformada de Laplace é uma série de exponenciais, ja definida como

série de Prony

E(t) = Eus + Y Eie 7. (2.47)
=1

A obtenc¢ao do médulo de relaxacao deviatério e volumétrico ocorre através da apli-
cagao do principio da correspondéncia as equagoes da elasticidade, que relacionam o mo-
dulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson ao médulo de cisalhamento transversal
(Findley et al., 1989)

E
G=——_ 2.48
2(1+v) (2.48)
e ao moédulo volumétrico s
K=——7-+. 2.49
3(1—2v) (249)

sendo £ o médulo de elasticidade do material, v o coeficiente de Poisson, G o médulo de
cisalhamento transversal e K o médulo volumétrico.

Portanto, considerou-se o coeficiente de Poisson constante no tempo v = vpA (t). Logo,
a transformada de Laplace do coeficiente de Poisson é dada por v = vg/s. Aplicando-se
a transformada de Laplace as equagoes (2.48) e (2.49) e fazendo as substitui¢oes apresen-

tadas na tabela (2.1) (ou seja, E — sE, v — sv, G — sG, K — sK), tem-se

~ sE (s) - sE (s) E(s)
sGs) = 2(1+s0(s)) Gls) =3, (1+s2)  2(1+w) (2:50)
sK (s) = BB g (s) = sB(s) __E() (2.51)

~ 3s(1—2s0(s)) © 3s(1—2s%)  3(1—2uvp)
sendo a transformada inversa de Laplace obtida de forma direta devido a eliminagao
do parametro de Laplace. Logo, com a simplificacao do comportamento do coeficiente de

Poisson, o médulo de relaxacao deviatérico e volumétrico sao dados, em funcao do médulo
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de relaxagao do material e o coeficiente de Poisson, pelas equacoes

E(t)
Gl) = 3 (2.52)
K(®) 3(175_—(’;)1)0) (2.53)

A figura (2.31) apresenta o grafico do médulo de relaxacdo deviatério e volumétrico

no tempo obtidos para o PVC a 40 °C através do processo de interconversao.

35

G() e K(t) [GPa]

Figura 2.31: Modulo de relaxacao deviatério e volumétrico do PVC a 40 °C obtido pelo
processo de interconversao.

A referéncia (Makris, 1997) trata de uma segunda alternativa para a interconversao
de funcoes viscoeldsticas através da manipulagao dos operadores P e () que definem o
modelo constitutivo do material, equagao (2.15). E apresentado também na referéncia
(Sorvari e Malinen, 2006) um método de interconversao baseado na solucao da integral de

convolucao que relacionam o médulo de relaxagao e o médulo de fluéncia (Ferry, 1970)

- /0 Bt —n)J(dr on t= /0 "B(r)J(t - 1)dr (2.54)

Uma prética muito comum é considerar o médulo volumétrico de relaxagao como
constante no tempo. Ao assumir essa hipétese, nas simulagoes realizadas com o PVC,
obteve-se maiores erros nos resultados das simulacoes em relacao as simulagoes com o
modulo volumétrico viscoeldstico tendo como solucao de referéncia os resultados obtidos
pelo principio da correspondéncia. As figuras (2.32) e (2.33) apresentam os resultados de
simulacoes considerando o médulo volumétrico constante e viscoeldstico para um sélido
retangular sujeito a um carregamento trativo em duas direcoes, e uma placa circular

simplesmente apoiada com carregamento distribuido, respectivamente.
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Figura 2.32: Resultado da simulacao de um sélido retangular com carregamento nas
diregbes x e y: (a) considerando o médulo volumétrico eldstico; (b) considerando o médulo
volumétrico viscoeldstico.
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Figura 2.33: Resultado da simulacao de uma placa circular simplesmente apoiada com
carregamento distribuido considerando o médulo volumétrico com comportamento: (a)
elastico; (b) viscoeldstico.

2.7 A simulacao numérica na viscoelasticidade linear

A simulagao em materiais viscoeldsticos pode ser realizada na forma analitica, utilizando
métodos envolvendo o uso do principio da correspondéncia, e por métodos numéricos, tais
como o método de elementos finitos e o método de elementos de contorno (Morland e Lee,
1960; Muki e Sternberg, 1961; Webber, 1969, Ben-Zevi, 1990; Gaul et al., Gaul e Schanz,
1999).

Neste trabalho utilizou-se o software de elementos finitos ANSYS® para realizar a
andlise do comportamento estrutural dos componentes em material viscoeldstico. A seguir,
é apresentado a formulagao de elementos finitos para problemas em material viscoeldstico

de acordo com o trabalho de Simo e Hugues (1998), sendo o autor citado como referéncia
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da formulacao de viscoelasticidade pelo manual do software ANSYS®,

2.7.1 Algoritmo de integracao

De acordo com Simo (1998) a principal idéia do método é transformar a equagao

constitutiva no formato de convolugao

/ déd / déh
o = [2G(t—()—=d(+1 [ K (t—()—=dC (2.55)
o = 04+ 0. (2.56)

em uma formulacao de dois estdgios envolvendo varidveis internas armazenadas e métodos
de integracao para o método de elementos finitos, sendo ¢ a tensao de Cauchy, €, a parcela
deviatérica da deformagao, €, a parcela volumétrica da deformagao, G(t) o médulo de
relaxacao deviatorico, K (t) o médulo de relaxagao volumétrico, t é o tempo corrente, ¢ é
o tempo decorrido, I é um tensor unitario, o4 e 0, as parcelas deviatdrica e volumétrica
da tensao, respectivamente. A grande vantagem deste método é a utilizagdo de uma for-
mulacao com recorréncia, tendo como consequéncia a nao necessidade de armazenamento
de todo o histérico de solicitacoes da estrutura. A recorréncia é devida as propriedades

da funcao exponencial, sendo portanto necessdrio a utilizacao do médulo de relaxagao

deviatdrico
Ng
G(t) = Gine + Z Giexp (—t/7c;) (2.57)
i=1
e volumétrico
N,
K(t) = Kit + Y Kiexp (—t/71,) . (2.58)

i=1
na forma de uma série de Prony.

Sendo B, C B um tipico elemento finito da discretizagao espacial

Nel

B = U B., (2.59)
e=1

tem-se que o vetor de forgas internas f () associado ao elemento B, no tempo ¢ perten-

cente ao intervalo de interesse, isto ¢ t € [to, t], ¢ dado por

NGaus

et = [ Blowdv =y B (@) ot (260)

=1



2.7. A simulacao numérica na viscoelasticidade linear 42

sendo J o Jacobiano do mapeamento do elemento finito, B, a matriz de deformacoes
e w; o pesos da integracao numérica. Para determinagao da forca interna dado pela
equagao (2.60) torna-se necessdrio a determinacao da tensdao dado pela equacao (2.55).

Para facilitar o entendimento, serd tratado apenas da parcela deviatérica da tensao

t

dEd
o4= [2G (t— () ==dC (2.61)

sendo a parcela volumétrica podendo receber o mesmo tratamento matematico.
Substituindo-se o médulo de relaxacao volumétrico dado pela equagao (2.57) em (2.61),

tem-se
Ng
Oq = 0q,, + E S,
i=1

sendo definidos

Odo, = 2GintEd (2.62)
e para o intervalo de tempo t € [to, t]
. t dEd
si(t) = | 2Giexp[=(t =) [ra] ZrdC (2.63)
to

Utilizando a propriedade aditiva da integral com respeito ao intervalo de integracao,

tem-se que para t, 1 =t, + Aty :

tn+ Aty dgd
- / exp [~ (tn + Aty — 0) /) S (2.64)
to

dEd

_ / " exp [~ Atpir /7i] exp [— (b = Q) /7 = rd

+ /t ep - (e — Q) Til == dgd
= exp[—At, /7] si (tn)

tnt1 ds
+ / exp [~ (tuan — Q) /i d
tn

Logo, s; (tp4+1) é determinado pela equagao (2.64) em termos de s; (t,) e da integral
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sobre o intervalo [t,, t,.1]. Usando a regra do ponto médio (midpoint rule),

tnt1 d
/tn exp [ (tas1 =) /7] e (2.65)
dEd

I

exp [— (tn, + At, — () /7] At,,

g
dea((tn + tnsa) /2)
dg
= exp|—At,/27] [ea(tni1) — €a (t)]

= exp|—At,/27] At,,

O algoritmo para cdlculo da tensao é apresentado na tabela (2.2), sendo a deformagao
eq(tny1) entregue ao algoritmo através do método de iteragao de Newton-Raphson (Souza,
2005).

Tabela 2.2: Algoritmo da integracao da tensao da viscoelasticidade linear.

Dados:

5d(tn)

gd(tn—&-l)

Calcula-se para i =1,2,..., N,

Ode (tn—l—l) = 2Ginf€d(tn+1)

S (thrl) = eXp [_Atn/Tz] SZN(tn) + exp [_Atn/?rz] [5d(tn+l) — &d (tn)]
0atni1) = 0ay (tnr1) + 2220 5 (faga)

O Apéndice (C) apresenta o cédigo utilizado para a andlise de uma barra tracionada
em material viscoeldstico, sujeita a um degrau de tensao, como exemplo da forma da
utilizacao do software ANSYS® para a simulacao de problemas estruturais em materiais
viscoeldsticos.

Para validar o cédigo utilizado no software ANSYS®, comparou-se os resultados do
software como os resultado da andlise de uma placa retangular (cujas dimensoes sao
L =250 mm e h = 125 mm) sujeita a um estado plano de deformagoes, apresentado no
artigo do Yadagiri e Reddi (1985). Neste trabalho, o autor utiliza o médulo de rexalagao
volumétrico como sendo constante e igual a 110 Kg/mm?, sendo o médulo de relaxagao

deviatério dado pela equacao
G(t) = 0,002 + 0,098 exp(—1, 5t) (2.66)

A placa estd sujeita as tensoes de o, = 0,01 Kg/mm? e g, = 0,005 Kg/mm? (figura
(2.34)).
A figura (2.35) apresenta os resultados obtidos pelo software ANSYS e a solugao

numérica apresentada no artigo Yadagiri e Reddi (1985).
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Figura 2.34: Modelo de elementos finitos da placa tracionada sob estado plano de defor-
magoes.
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Figura 2.35: Validagao do modelo de simulagao no ANSYS em relacao a referéncia biblio-
grafica (Yadagiri e Reddy, 1985).



Capitulo 3
Analise e propagacao de incertezas

Este capitulo apresenta os principais conceitos metrolégicos envolvidos na andlise de
incerteza de medicao. Sao apresentados dois métodos de propagagao de incertezas e alguns
métodos de andlise de sensibilidade. Também é apresentado uma revisao de andlise de

regressao.

3.1 Caracterizacao dos erros e incertezas

O primeiro passo na anélise de incerteza é a sua caracterizacao (Dietrich, 1973; Wo-
jtkiewicz, 2001). Essa caracterizagdo nao é uma tarefa trivial, pois ird envolver o desen-
volvimento de métodos para modelar a incerteza de ambos os tipos, aleatérias e sistemati-
cas. Indiferentemente do tipo a ser considerado, o processo de caracterizacao da incerteza
dependerd fortemente de dados de pesquisa para fornecer o discernimento necessario para
definir um apropriado modelo de comportamento estocdstico para os pardmetros do mo-

delo de medigao/simulagao (Pellisseti et al., 2006).

3.1.1 Tipos de erros de medicao

O erro de medicao é caracterizado como a diferenca entre o valor da indicagao do

sistema de medicao (/) e o valor verdadeiro do mensurando V'V, isto é:
Erro=1-VV (3.1)

Na pratica, o valor "verdadeiro" é desconhecido. Usa-se entao o chamado valor verdadeiro
convencional (VV (), isto é, o valor conhecido com os erros nao superiores a um décimo
do erro de medigao esperado (Gongalves Junior, 2001).

Para eliminar totalmente o erro de medi¢ao é necessdrio empregar um sistema de

medicao perfeito sobre o mensurando, sendo este perfeitamente definido e estdavel. Na

45
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prética nao se consegue um SM perfeito e o mensurando pode apresentar variagoes. Por-

tanto, é impossivel eliminar completamente o erro de medicao. Mas é possivel delimité-lo.
Mesmo sabendo-se do erro de medicao, é ainda possivel obter informacoes confidveis

da medicao, desde que a ordem de grandeza e a natureza desse erro sejam conhecidas.
Para fins de melhor entendimento, o erro de medi¢ao pode ser considerado como

composto de trés parcelas aditivas:
Erro=E;+ E, + E, (3.2)

sendo F o erro sistemadtico, £, o erro aleatdrio e E, o erro grosseiro.

O erro sistemdtico ¢ a "média que resultaria de um infinito nimero de medicoes do
mesmo mensurando, efetuadas sob condigoes de repetitividade, menos o valor verdadeiro
do mensurando" (INMETRO, 2000). Ou seja, o erro sistemético é a parcela de erro sempre
presente nas medigoes realizadas em idénticas condicoes de operacao, porém suceptivel a
uma corre¢ao (Gongalves Junior, 2001). A estimativa do erro sistematico da indicagao de
um instrumento de medi¢ao baseado em um nidmero finito de medigoes é denominado de
tendéncia.

Quando uma medicao é repetida diversas vezes, nas mesmas condigoes, observam-se
variagoes nos valores obtidos. Em relagao ao valor médio, nota-se que essas variacoes
ocorrem de forma imprevisivel, tanto para valores acima do valor médio, quanto para
baixo. Este efeito é provocado pelo erro aleatério. O erro grosseiro é decorrente do mau

uso ou mau funcionamento do sistema de medigao.

3.1.2 Erros do modelo

A solucao de problemas de engenharia envolve um processo de sintese conhecido como
modelagem. A modelagem consiste em representar um problema real através de modelos
fisicos e matematicos, que simplificam o problema, facilitando a sua solucao.

Os erros do modelo matematico utilizado para representar a medigao ou simulacao
surge do fato de que qualquer modelo, conceitual ou matematico, ird, inevitavelmente, ser
uma simplificacao da realidade que se deseja representar. Essas simplificacoes, utilizadas
na maior parte das vezes para tornar o problema mais tratdvel, podem dar origem a
diversas fontes de erros. Exemplos dessas fontes de erros na andlise estrutural incluem as
hipéteses utilizadas na formulagao do problema, representacao das condigoes de contorno,
discretizacao espacial na solucao por elementos finitos, etc.. Estas fontes de erro sao,
usualmente, dificeis de serem quantificadas e suas quantificagoes irao depender de fatores
como o julgamento de especialistas no assunto e no histérico de sucesso e insucesso da
validagao do modelo contra resultados experimentais (Bose, Wright, Gokgen, 2004).

O "modelo" ird definir a relacao entre os parametros de entrada do problema e os
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pardmetros de saida. Neste trabalho, o modelo de simulacao serd considerado como uma
"caixa-preta", figura (3.1). Isto é, os erros oriundos do modelo matematico utilizado serao
considerados como intrinsico ao problema. Um exemplo da utilizacao desta hipétese, neste
trabalho, é no uso do modelo da simulacao fornecida pelo método de elementos finitos,
pois uma vez definida a malha da estrutura, a mesma serd utilizada em todo o processo
de andlise de incerteza da simulagao, nao sendo um dos focos do trabalho a avaliacao da
influéncia de uma mudanca na malha utilizada na variacao dos resultados. Para um maior

esclarecimento sobre este assunto, sugere-se a referéncia (Charmpis e Schuéller, 2005).

Parametros de Entrada Parametros de Saida
Xll uxl
XZI uxZ
f(x) > Y, U,

Figura 3.1: Modelo de simulagao como uma "caixa-preta" (BIPM et al., 2005).

3.1.3 Mensurando variavel

Esta é uma situacao em que o valor do mensurando nao é uinico, podendo apresentar
variagoes em funcao do tempo, do espaco ou de amostra para amostra. O resultado da
medicao, idealmente, deve exprimir uma faixa que englobe os valores possiveis de serem
assumidos pelo mensurando, nas condi¢oes em que o mesmo é observado. As incertezas
do processo de medicao devem também ser consideradas, o que estende a faixa ideal
(Gongalves Junior, 2001). Tais incertezas podem ser reduzidas por meio da aquisi¢ao de
mais informacoes sobre o fenémeno ou por um melhor controle de qualidade, mas, em

geral, nao podem ser eliminadas.

3.1.4 Incertezas paramétricas

As incertezas paramétricas sao aquelas incertezas associadas com os dados de entrada
de um determinado modelo matematico. Na andlise de incerteza de uma medicao in-
direta!, por exemplo, as incertezas paramétricas estao relacionadas com a incerteza da

medicao das diversas grandezas de entrada do modelo.

'Medigao indireta é o caso em que o valor do mensurando nao pode ser determinado diretamente a
partir da indicacao vinda de um tnico instrumento de medicao, mas deve ser calculada por uma equagao
que relaciona diversas grandezas de entrada medidas idependentemente (Albertazzi Junior, 2001).
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3.1.5 Incertezas estatisticas

Incertezas estatisticas se referem a determinacao de momentos, pardmetros e dis-
tribuicoes de probabilidade de uma varidvel a partir de uma amostra de tamanho limitado
da mesma. Existem intimeros procedimentos estatisticos para se determinar os parame-
tros de uma distribui¢do estatistica a partir de um conjuto de amostras. A incerteza
estatistica pode ser diretamente incorporada & incerteza da varidvel medida, ou pode ser

representada por varidveis aleatérias adicionais (Beck, 2005).

3.2 A incerteza de medicao

O objetivo de uma medigao é determinar o valor do mensurando, isto é, a quantidade
especifica sujeita a medigao (INMETRO, 2000; Ted e Stoup, 1997). Em geral, nenhum
sistema de medicao é perfeito e estas imperfeicoes dao origem a erros nos resultados.
Quando uma quantidade é medida por um instrumento, o valor obtido ird geralmente
ser diferente daquele fornecido por outro instrumento de medicao. Se esta quantidade é
medida repetida vezes pelo mesmo instrumento de medigao, utilizando o mesmo procedi-
mento de medigao e sobre as mesmas condicoes ambientais, ainda assim diferentes valores
dos resultados poderao ser obtidos?. Conseqiientemente, o resultado de uma medicao é
somente uma aproximagao do valor do mensurando e a mesma s6 estard completa quando
acompanhada da declaracao da incerteza desta aproximacao. A expressao da incerteza
de um resultado permite comparacoes realisticas de resultados de diferentes laboratérios,
ou mesmo a comparacgao de resultados a valores de referéncia estabelecidos em normas ou
especificagoes (Konrath e Donatelli, 2006).

O guia para expressao da incerteza de medigao (GUM), publicada pela ISO?, ¢ o
documento chave para a avaliagdo da incerteza de sistemas de medicao (INMETRO,
1998; Bich, 2006). O GUM fornece diretrizes gerais para a avaliagdo e a expressao da
incerteza de medigao para uma gama de processos de medi¢ao realizadas em calibracoes,
laboratoérios de ensaios e servigos de medicao (Bich, Cox, Harris, 2006). O mesmo define
a incerteza de medicao como sendo "um pardmetro que associado ao resultado de uma
medicao caracteriza a dispersao dos valores que podem ser razoavelmente atribuidos ao
mensurando".

O resultado de uma medigao (RM) expressa propriamente o que se pode determinar
com seguranca sobre o valor do mensurando, a partir da aplicacao do sistema de medicao
(SM) sobre esta (Gongalves Junior, 2001). E composto de duas parcelas:

a) o chamado resultado base (RB), que corresponde ao valor central da faixa onde

deve situar-se o valor verdadeiro do mensurando;

2 Assumindo que o instrumento de medicdo possui resolucio suficiente para distinguir entre os dife-
rentes valores.
3International Organisation for Standardization (Geneva, Switzerland).
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b) e a incerteza da medigdo (IM), que exprime a faixa de duvida ainda presente no
resultado, provocada pelos erros presentes no SM e/ou variagoes do mensurando, e deve
sempre ser acompanhado da unidade do mensurando. Assim, o resultado de uma medigao

(RM) deve ser sempre expresso por:
RM = (RB + IM) [unidade] . (3.3)

Qualquer andlise de incerteza deverd comecar com uma clara especificacao do mensu-
rando. Embora esse passo pareca trivial, o mesmo constitui-se como o mais importante
na andlise de incerteza (Adams, 2002; Lord e Wrigh, 2003). Sem um claro entendimento
do objetivo da medicao e dos fatores que estarao influenciando os resultados da medicao,
¢ impossivel realizar uma estimativa confidvel da incerteza de medicao. Portanto a avali-
acao da incerteza de medicao nao é uma tarefa puramente matemadtica, ela dependera
de fatores relacionados ao mensurando, ao sistema de medicao, ao ambiente de medicao,
além de fatores relacionados ao metrologista como o pensamento critico, a honestidade

intelectual e a habilidade.

3.2.1 Fontes de incerteza de medicao

Na pratica, segundo o GUM, existem muitas fontes possiveis de incerteza em uma

medic¢ao, incluindo:
e definicao incompleta do mensurando;

e realizacao imperfeita da definicao do mensurando;

e amostragem nao-representativa (o tamanho da amostra medida pode nao represen-

tar o mensurando);

e conhecimento inadequado dos efeitos das condigoes ambientais sobre a medicao ou

medicao imperfeita das condi¢oes ambientais;
e crro de tendéncia pessoal na leitura de instrumentos analégicos;
e resolucao finita do instrumento ou limiar de mobilidade;
e valores inexatos dos padroes de medicao e materiais de referéncia;

e valores inexatos de constantes e de outros parametros obtidos de fontes externas e

usados no algoritmo de reducao de dados;

e aproximacoes e suposicoes incorporadas ao método e procedimento de medicao;
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e variacoes nas observacoes repetidas do mensurando sob condigoes aparentemente

idénticas.

A figura (3.2) apresenta graficamente as principais fontes de incerteza, atuando em

um processo de medigao.

| Sistemas de Medicdo | Procedimento de

medigao
Repetitividade Inadequagédo do Desvio da temperatura
Resolugao procedimento de referéncia
Rastreabilidade Temperatura

Flutuacoes

Software
da temperatura

Umidade

Vibracdes Incerteza
de

Medicgao

Y

Erros de forma

. Erros nas dimensoes
Falta de treinamento ..
Tolerancias de

fabricagdo inadequadas
Rigidez

Defini¢do do
mensurando

Falta de habilidade

Figura 3.2: Fontes de incerteza atuando no processo de medigao.

3.2.2 Modelagem da medicao

A incerteza do resultado de uma medicao é conseqiiéncia do conhecimento incompleto
do valor do mensurando e da influéncia das fontes de incerteza, que estarao atuando sobre o
processo de medicao. Mesmo depois da correcao dos erros sistematicos, o valor corrigido
do resultado da medicao ainda serd somente uma estimativa do valor do mensurando,
devido aos erros aleatérios (que nao podem ser completamente eliminados) e porque a
magnitude da corre¢ao é somente uma estimativa (INMETRO, 1998).

Se todas as quantidades que influenciam o resultado de uma medi¢ao puderem ser
variadas, entao a incerteza de medicao poderd ser avaliada pelo tratamento estatistico
dos dados experimentais. No entanto, isto é raramente possivel na pratica, devido ao
tempo e aos gastos financeiros envolvidos na tarefa exaustiva de avaliar a incerteza pelos
experimentos. Ao invés disso, o GUM assume que a incerteza de um resultado de medicao

pode ser avaliada baseada no modelo matematico da medi¢ao (INMETRO, 2003)

Y = f (X1, Xa, o, X0). (3.4)
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Este modelo descreve como os valores da grandeza de saida Y sao obtidos a partir dos
valores das grandezas de entrada X;. Na maioria dos casos, f(Xi, X, ..., X,,) serd uma
expressao analitica, mas também pode haver casos em que serd descrita por um grupo
de expressoes que incluem fatores de correcao para efeitos sisteméticos, levando assim
a uma equacgao mais complexa que nao pode ser representada por uma funcao analitica
explicita. Além disso, f pode ser determinada experimentalmente, ou existir somente
como um algoritmo de computacao que deva ser avaliado numericamente, ou, ainda, pode
ser uma combinagao dos casos descritos acima (INMETRO, 2003).

Uma estimativa do parametro de saida Y, designada por y, é obtida da equagao (3.4)

usando estimativas de entrada x; 5 ..., xy para os valores das N grandezas X; Xy  Xy.
Assim, a estimativa de saida y, que é o resultado da medicao, é dada por
y=f(z172, 7N). (3.5)

O desvio padrao estimado, associado com a estimativa de saida ou resultado da
simulagao y, chamado incerteza padrao combinada e designada por u (y), é determinado
pelo desvio padrao estimado, associado com cada estimativa de entrada x;, denominada
incerteza padrao e designada por u (x;).

Cada estimativa de entrada x; e sua incerteza padrao associada u (x;) sdo obtidas de
uma distribuicao de valores possiveis da grandeza de entrada X;. Essa distribuicao de
probabilidade pode ser baseada na freqiiéncia, isto ¢, em uma série de observagoes Xj j
de X; ou pode ser uma distribuicao baseada em julgamentos cientificos, utilizando todas

as informagoes relevantes que estejam disponiveis (INMETRO, 1998).

3.2.3 Quantificando a contribuicao das fontes de incerteza

A incerteza de medicao associada as estimativas de entrada é avaliada de acordo com os
métodos de avaliacao do Tipo A ou do Tipo B (NIST, 1994; Castrup, 2004). A avaliacao da
incerteza padrao do Tipo A é o método de avaliagao da incerteza pela anilise estatistica
de uma série de observacoes experimentais. Neste caso, a incerteza padrao é o desvio
padrao experimental da média que se obtém de um procedimento de cédlculo da média
aritmética ou de uma analise de regressao adequada (INMETRO, ABNT, SBM, 1999).

A incerteza "Tipo A"

A avaliacao do Tipo A da incerteza padrao pode ser aplicada quando foram feitas
varias observagoes independentes, para cada uma das grandezas de entrada sob as mesmas
condigbes de medicao (Castrup, 1992, 2004). Caso haja suficiente resolugao do sistema de
medicao utilizado, haverda uma dispersao ou espalhamento observavel nos valores obtidos.

Suponha que a grandeza de entrada X, medida repetidamente é a grandeza Q. Com
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n observagoes estatisticamente independentes (n > 1), a estimativa da grandeza Q é g, a

média aritmética ou a média dos valores individuais observados ¢; (j = 1,2,...,n)

1 n
== ;qj. (3.6)

A incerteza de medicao associada com a estimativa ¢ é avaliada de acordo com um

dos seguintes métodos:

(a) Uma estimativa da variancia da distribuigdo de probabilidade fundamental é a va-

riancia experimental 2 (¢) dos valores de ¢; que ¢ dada por

1 n

20\ _ 2

o (9) = =5 D (- d) (3.7)
7=1

O valor (positivo) da raiz quadrada de 6% (q) é chamado desvio padrao experimental.

A melhor estimativa da variancia da média aritmética g é a varidncia experimental

da média dada por:

o2 (q) = . (3.8)

O valor (positivo) da raiz quadrada de o2 (7) é chamada desvio padrao experimental
da meédia. A incerteza padrao u () associada & estimativa de entrada ¢ é o desvio

padrao experimental da média u () = o (7).

(b) Para uma medicao que estd bem caracterizada e sob controle estatistico, uma es-
timativa combinada ou estimativa agrupada da variancia 012), pode estar disponivel
e melhor caracterizar a dispersao do que o desvio padrao estimado obtido de um
nimero limitado de observagoes. Se, em tal caso, o valor da grandeza de entrada Q
for determinado como a média aritmética ¢ de um mimero pequeno de n observagoes

independentes, a varidncia da média pode ser estimada por:
2
2/~ _ %
o = — 3.9
@ ="2 (39)

A incerteza "Tipo B"

A anélise de incerteza padrao do Tipo B é o método de avaliagdo da incerteza por ou-
tros meios que nao seja a andlise estatistica de uma série de observagoes. A incerteza
padrao u(z) é avaliada pelo julgamento cientifico, baseado em todas as informagoes
disponiveis sobre a possivel variabilidade de X; (INMETRO, ABNT, SBM, 1999). Valores

pertencentes a esta categoria podem ser obtidos a partir de:

e dados de medicoes anteriores;
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experiéncia ou conhecimento geral do comportamento e propriedades de materiais

e instrumentos relevantes;
especificacoes do fabricante;
dados provenientes de calibragao e de outros certificados e

incertezas atribuidas a dados de referéncia provenientes de manuais ou publicacoes.

O uso adequado da informacao disponivel para uma avaliacao do Tipo B da incerteza

padrao de medicao exige discernimento, baseado na experiéncia e conhecimento geral,

sendo essa uma habilidade que pode ser aprendida com a pratica. Uma avaliacao do Tipo

B da incerteza padrao bem fundamentada pode ser tao confidvel quanto uma avaliacao

do Tipo A, especialmente em uma situacao de medicao em que a avaliacao do Tipo A é

baseada somente em um nimero comparativamente pequeno de observacoes estatistica-

mente independentes.

Os seguintes casos devem ser distinguidos:

a)

Quando somente um valor é conhecido para a grandeza X;, por exemplo, uma tinica
medida, um valor resultante de uma medicao anterior, um valor de referéncia da
literatura, ou um valor de corregao, esse valor serd utilizado no lugar de z;. A
incerteza padrao u(z;) associada a z; deve ser adotada quando fornecida. Caso
contréario, ela deve ser calculada a partir de dados de incertezas inequivocos. Se
dados dessa natureza nao estao disponiveis, a incerteza deve ser avaliada com base

na experiéncia.

Quando pode ser suposta uma distribuicao de probabilidade para a grandeza X;,
baseada na teoria ou na experiéncia, entao o valor esperado e a raiz quadrada
da varidncia, dessa distribuicao, devem ser considerados como a estimativa x; e a

incerteza padrao associada u(z;), respectivamente.

Se somente os limites superior e inferior a, e a_ podem ser estimados para o valor
da grandeza X; (por exemplo, especificagoes do fabricante de um instrumento de
medicao, uma faixa de temperatura, um erro de arredondamento ou truncamento
resultante da reducao de dados automatizados), uma distribui¢do de probabilidade
com densidade de probabilidade constante entre esses limites (distribuicao de pro-
babilidade uniforme) deve ser suposta para a possivel variabilidade da grandeza de

entrada X;. De acordo com o caso (b) acima, resulta:
1
xT; = §(CL+ + CL_> (310)

para o valor estimado e
u(z;)? = —(ay —a_)? (3.11)
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para o quadrado da incerteza padrao. Se a diferenga entre os valores limites for

denotada por 2a, a equagao (3.11) resulta em:
2 1,
u(z;)” = 3¢ (3.12)

A distribuicao uniforme é uma descricao razodvel, em termos de probabilidade, do
conhecimento inadequado sobre a grandeza de entrada X; na auséncia de qualquer outra
informacao que nao os limites de variabilidade. Mas se ¢é sabido que valores da grandeza
em questao, préximos ao centro do intervalo de variabilidade, sao mais provaveis do que
valores proximos aos limites, uma distribuicao triangular ou normal pode ser um modelo
melhor. Por outro lado, se os valores préximos aos limites sao mais provaveis do que
valores proximos ao centro, uma distribuicao em forma de U pode ser mais apropriada
(INMETRO, 2003).

3.2.4 Etapas para o calculo da incerteza de medicao

Os principais estédgios da avaliagao da incerteza de medi¢ao/simulagao pode ser descrito

como segue (Cox e Harris, 2006):

(a) Definir a resposta Y, ou seja, a quantidade a ser medida (para o caso de uma

medigao) ou a resposta de uma simulagao;
(b) Definir os parametros de entrada X = (X3, Xy, ..., Xy) do modelo;

(c) Desenvolver um modelo Y = f(Xi, Xs,..., Xy) o qual define a relagdo entre os

parametros de entrada e a resposta do modelo;

(d) Com base no conhecimento disponivel, definir as fungoes densidade de probabilidade

(FDPs) que definem o comportamento estatistico dos parametros de entrada X;.

(e) Propagar as FDPs dos parametros de entrada X; pelo modelo de medi¢ao ou simulagao,
obtendo-se a FDP da resposta Y.

(f) Usar a FDP da resposta para obter:

— a média da resposta, que serd utilizado como a melhor estimativa y da resposta
Y.

Y

— o desvio padrao da varidvel de resposta, que serd definido como a incerteza

u(y) associado a varidvel y;

— o intervalo contendo o valor Y com o especificado nivel de confianca.

As etapas de (a)-(d) sdo consideradas como a formulacao, e as etapas (e) e (f) como

o célculo.
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3.3 Meétodos para a propagacao das incertezas

A propagacao de incertezas é o método utilizado para determinar a varidncia de uma
resposta pela combinacao das incertezas dos parametros que a definem (Smarslok et al,
2006). Os dois métodos de propagagao de incertezas, que serao utilizados neste trabalho,
sao: a lei de propagacao de incertezas (LPU - Law of propagation of uncertainty) e a lei

de propagacao de distribuigoes ou método de simulagao de Monte Carlo (SMC).

3.3.1 A Lei de Propagacgao de Incertezas

A lei de propagacao de incertezas foi adotada por muitas organizagoes, sendo larga-
mente utilizada e implementada em normas e guias de determinacao de incertezas de
medigdo (INMETRO, 1998; Taylor e Kuyatt, 1994). Para aplicd-la, os valores dos para-
metros de entrada sao representados pelas médias e desvios padroes das fungoes densidade
de probabilidade dessas varidveis.

A determinagao da incerteza padrao combinada u (y) pode ser determinada pela uti-

lizacao da lei de propagacao de incertezas, a qual é representada pela equacao:

u? (y) = Zcfuz () +2 i Z cicju (T4, ;) (3.13)

i=1 j=i+1

sendo u (z;) a incerteza relacionada a grandeza de entrada z;, f a fungdo que representa
o modelo matemético da simulagdo, ¢; = Jf/0z; sdo denominadas de coeficientes de
sensibilidade e u (z;, z;) representa a covariancia estimada, associada com os parametros
T; €XTj.

Os coeficientes de sensibilidade descrevem como a estimativa de saida y varia com
alteracoes nos valores das estimativas de entrada x; x5 ..., zn. Em particular, a alteragao
em y, produzida por uma pequena variacao Az; na estimativa de entrada x;, é dada por
(Ay;) = (0f/0x;) (Ax;). Se essa alteracao ¢ gerada pela incerteza padrido da estimativa
z;, a variagao correspondente em y é (0f/dz;) u (x;). A variancia combinada u? (y) pode,
desse modo, ser vista como a soma de termos, em que cada um deles representa a variancia
estimada associada com a estimativa de saida y gerada pela varidncia estimada, associada
com cada estimativa de entrada z;.

O grau de correlacao entre z; e x; é caracterizado pelo coeficiente de correlagao esti-

mado
u (@i, z5)

u (i) u ()

sendo por definigao r (z;,z;) = r (xj,z;) e =1 < r(z;,x;) < +1. Se as estimativas z;, z;

r (i, 7;5) = (3.14)

sao independentes, 7 (x;, ;) = 0. Ou seja, a variacao em uma delas ndo implica em uma

variacao esperada na outra.
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A lei de propagacao de incertezas é comumente escrita em um formato matricial (Cox,
2004):

w(y)=c-C-c (3.15)
sendo ¢ o vetor dos coeficientes de sensibilidade, ¢; = gg?, e C' a matriz de covariancias
w(zy,x1) -0 u(xg,zy)
C = : : : (3.16)
w(zy, 1) - ulzy,zy)

A diagonal da matriz de covaridncias é dada pela incerteza dos parametros, pois por
definigao u (z;, ;) = u?(x;). Os termos fora da diagonal representam a covariancia entre
os parametros do modelo matemaético.

O GUM fornece uma direcao geral para a aplicagao da LPU para a propagagao da
incerteza de medicao. Os principais estdgios para a aplicacao da incerteza de medicao

com base na LPU segundo o GUM esta sumarizado abaixo:

(i) Obter das FDPs dos valores dos parametros de entrada X7, ..., Xy as médias x = (z1, ...

e os devios padroes (incerteza padrao) u(x) = (u(x1),...,u(zy));

(ii) Para cada par i, j no qual os valores de X; e X; que sao mutualmente dependentes,
obter da FDP conjunta dos valores de X; e X, a covariancia u(z;,x;) associada a

T; e T;.

(iii) Determinar as derivadas parciais de primeira ordem de f com respeito aos parame-

tros de entrada;

(iv) Calcular a melhor estimativa de y pela avaliagdo do modelo em um valor fixo de X

igual a x.
(v) Calcular os coeficientes de sensibilidade do modelo de medi¢ao no ponto x.
(vi) Determinar a incerteza u(y) com base na lei de propagacao de incerteza,;

(vii) Calcular o grau de liberdade efetivo associado a u(y), utilizando a férmula de Welch-
Satterthwaite (INMETRO, 1998);

(viii) Calcular a incerteza expandida U, e assim o intervalo de confianca.

A figura (3.3) apresenta de forma gréfica o procedimento para a estimagao da incerteza

de medicao de acordo com o GUM.



3.3. Métodos para a propagacao das incertezas o7

Modelo Estimativas Incertezas Qraus de Nivel de
Entradas Liberdade .
Y=£(X) X u(x) v confianga
VW, N +
Derivadas parciais
do modelo
Coeficientes de
sensibilidade
v Jr ! L 7 I
Result§d~o Incerteza combinada
da medicao uy)
y=£(x) N
; YV VY
Graus de Liberdade
efetivo
l \ 4
Fator de
abrangéncia
k
. |
Incerteza Expandida <€
v Y
, Estimativa do valor da
Saida

quantidade de saida

Figura 3.3: Fluxograma simplificado da avaliacao de incerteza de medi¢ao usando a LPU
(adaptado de Cox et al.(2004)).
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Limitacoes da lei de propagacao de incertezas

A equagao (3.13) é obtida a partir de um desenvolvimento da série de Taylor, quando
se considera insignificante a influéncia dos termos de ordem superior. Dessa forma, sé
se produz resultados aceitaveis, quando as condicoes de validade a seguir sao atendidas
(INMETRO, 1998): "Se a relacao funcional entre Y e suas grandezas de entrada é nao-
linear e se uma expressao de primeira ordem da série de Taylor da relagao nao é uma
aproximacao aceitdvel, entao a distribuicao de probabilidade de Y nao pode ser obtida
pela convolucao das grandezas de entrada. Em tais casos outros métodos numéricos ou
analiticos sao requeridos".

Em alguns casos préticos, a normalidade da varidvel Y pode ser assumida a partir do
atendimento das condigdes de aplicabilidade do Teorema do Limite Central (INMETRO,
1998). Ou seja, a estimativa do mensurando deve depender de um niimero significativo
de grandezas de influéncia, cujo efeito sobre a incerteza padrao combinada seja de similar
relevancia.

Além do requisito da linearidade do modelo matemético da medigao/simulagao, o
método de propagacao de incertezas requer o atendimento de certas condigoes de validade,
tais como (Ribeiro, 2006; INMETRO, 1998):

e modelos matematicos diferencidveis em todo o dominio de interesse;
e modelos com relacoes explicitas;

e conhecimento dos graus de liberdade de todas as contribuigoes para a avaliacao da

incerteza expandida.

Diante das limitagoes do método de propagagao de incertezas, sabe-se que a sua aplica-
bilidade nao é tao ampla como desejada. Tais limitagoes justificam a procura de outros

métodos de propagacao de incerteza.

3.3.2 O método de simulacao de Monte Carlo

Quando se utiliza um modelo matema&tico para descrever um sistema, pode aconte-
cer que o modelo seja complexo demais, ou nao permita uma solucao analitica. Nesse
caso, a simulagao computacional pode ser considerada uma ferramenta de grande valia na
obtencao de uma resposta para um problema particular.

A simulagao de Monte Carlo é o nome dado a simulagao que envolve a utilizacao de
nimeros aleatérios. Esse nome é uma referéncia a cidade de Monte Carlo, no principado
de Monaco, famosa por seus cassinos (Beck, 2005).

O uso do método de simulacao de Monte Carlo para determinar a incerteza de medigao

tem sido nos 1iltimos anos objeto de estudo, sendo uma evidéncia deste fato a criacao de um
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suplemento ao GUM (INMETRO, 1998), o qual apresenta as diretrizes para a utilizagdo
do método de simulagao de Monte Carlo na propagacao da incerteza de uma medicao
(Cox e Harris, 2001, 2006, Cox e Siebert, 2006)

O suplemento 1 do GUM (BIPM et al., 2005) consolida duas idéias bésicas: (a) o uso
de uma funcao densidade de probabilidade para expressar uma dada informagao sobre os
possiveis valores de uma varidvel aleatéria; (b) o uso de um modelo que correlaciona as
quantidades de entrada com a quantidade de saida, isto é, o mensurando. O suplemento 1
do GUM ¢é baseado no conceito geral de propagacao de FDPs dos pardmetros de entrada,
para obter a FDP do mensurando (resposta do modelo), e a mesma recomenda o uso
do método de simulagao de Monte Carlo como a ferramenta bésica para realizar este
propdsito (Cox e Siebert, 2006).

A técnica de simulacao de Monte Carlo permite a avaliagdo da incerteza associada
com a varidvel de resposta y relacionada com um conjunto de varidveis de entrada (x,

Tg, ..., Tx) pelo modelo
y = f(z1, 22, ..., 1) (3.17)

Se todas as varidves de entrada (x1, za, ..., ) s@o descritas por fungoes densidade de
probabilidade conhecidas, um algoritmo pode ser utilizado para gerar um vetor de entrada
x; = (21, %2, ..., x;). Cada elemento z; desse vetor deverd ser gerado de acordo com a
sua FDP. Através da aplicagdo do vetor gerado x; & equagao (3.17), a correspondente
resposta y; ¢ obtida. Se esse processo de simulagdo é repetido N vezes (N >> 1), a saida
é um vetor (yi, Y2, ..., yv) que pode ser considerado como uma amostra da populagao
da resposta (figura (3.4)). Através dessa amostra da populagdo de resposta do sistema
pode-se determinar uma FDP, que descreve o comportamento da resposta do sistema
(Cordero e Roth, 2004, 2005). Pelo fato do método propagar valores das distribuigdes do
pardmetros de entrada pelo modelo matemaético da simulagao para formar a distribuicao
da resposta do modelo ¢é que se definiu o método de simulacao de Monte Carlo como um
"método de propagagao de distribuigdes" (BIPM et al., 2005).

De forma resumida, a avaliacao da incerteza da simulagao usando a técnica de SMC é
realizada em duas fases. A primeira consiste em estabelecer o modelo da simulagao e as
distribuicoes de probabilidade dos parametros de entrada, enquanto a segunda fase envolve
a avaliacao do modelo, ou seja, a propagagao das incertezas através do modelo. Sendo o
formato da distribuicao de saida obtido a partir da avaliacao do modelo matematico com
base na combinacao de amostras aletérias das varidveis de entrada.

Os principais estdgios para a determinagao de uma estimativa da distribuicao da va-

rigvel de saida sao:

e Defini¢ao da varigvel de saida (para o caso da avaliagao da incerteza de uma medigao,

tem-se que a varidvel de saida é o valor da grandeza a ser medida);
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Geragao de valores
aleatorios de acordo Avaliacao do > Armazenamento
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variaveis de entrada

Repeticao por N vezes

Figura 3.4: Principio do método de simulagao de Monte Carlo.

Definicao das varidveis de entrada do modelo;

Defini¢ao de um modelo relacionando a varidvel de saida com as varidveis de entrada;

Com base no conhecimento disponivel, definir os tipos de distribui¢oes das varidveis

de entrada e os respectivos valores que definem essas distribuicoes;

e Propagar as funcoes de densidade de probabilidade das varidveis de entrada através

do modelo para obter a funcao de densidade de probabilidade da varidvel de saida.

A figura (3.5) apresenta a seqiiéncia de agoes necessdrias para avaliar a incerteza
da simulacao usando a SMC, segundo publicado no Suplemento 1 do Guia para a Ex-
pressao da Incerteza de Medicao, intitulado "Métodos Numéricos para a Propagacao de
Distribuigoes" (BIPM et al., 2005).

Na simulagao de Monte Carlo, modelos mateméticos nao-lineares, distribuigoes as-
simétricas das grandezas de influéncia, contribui¢oes nao-normais dominantes, correlacoes
entre grandezas de influéncia e outras dificuldades para a aplicacgao do método de propa-
gagao de incertezas (LPU) nao precisam receber atencao especial. De forma similar,
consideragoes sobre a normalidade da estimativa de saida e a aplicabilidade da férmula
de Welch-Satterthwaite tornam-se desnecessarias. No entanto, a qualidade dos resultados
obtidos ird depender dos seguintes fatores (Konrat e Donatelli, 2006):

e Representatividade do modelo matematico;

e Qualidade da caracterizagao das varidveis de entrada;

e Caracterfsticas do gerador de nimeros pseudo-aleatérios utilizado;

e Numero de simulagoes realizadas (M);

e Procedimento de definicao do intervalo de abrangéncia.

O método de simulagao de Monte Carlo nao é um método de solucao exato, porque
um nimero finito de amostras ¢ utilizado (Thacker et al, 2001). Assim, a natureza da
aproximacao pode ser reduzida através do aumento do nimero de amostras. Pode-se
adotar com um dos critérios para a definicao do mimero de amostras necessarias do método

a andlise da estabilizagdo da resposta com o mimero de simulagoes, figura (3.6).
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Modelo Matematico Parametros das FDPs Numero de Probabilidade
Entradas das quantidades de simulagdes de abrangéncia
influencia M p

“M” amostras aleatdrias obtidas
das FDPs das quantidades de
influéncia

Processamento Avaliagao do modelo matematico
(vetor com “M” elementos)

Aproximagao da funcao de
distribui¢ao acumulada para o vetor
da quantidade de saida

Estimativa do valor da Incerteza -

Resultados quantidade de saida Expandida

Figura 3.5: Fluxograma simplificado da avaliagdo de incerteza da simulacao usando o
método de simulagdo de Monte Carlo (Adaptado de (BIPM et al., 2005)).

O método de simulagao de Monte Carlo ¢ um método numérico, sendo as principais
limitagoes do método na andlise de incerteza de problemas viscoeldsticos o tempo de
simulacao computacional elevado, critico na avaliacao de incerteza de simulagoes pelo
método de elementos finitos com um elevado nimero de graus de liberdade, com solucao

nao-linear, e para problemas no dominio do tempo com elevado tempo de simulagao.

3.3.3 Expansao da incerteza

Embora a incerteza padrao combinada u (y) possa ser usada para expressar a incerteza
de um resultado de medigao, é, muitas vezes, necessdrio dar uma medida de incerteza,
que defina um intervalo em torno do resultado da medicao com o qual se espera abranger
uma extensa fracao da distribuicao de valores que poderiam ser razoavelmente atribuidos
ao mensurando. A figura (3.7) ilustra o intervalo de abangéncia de uma medigdo com
resposta normal para os intervalos de confianca de 68,27% e 95, 45%.

Em aplicacoes de engenharia é comum trabalhar com niveis de confianca de 95%.
Para atingir esse nivel de confianca, a incerteza padrao combinada u(y), que corresponde
ao valor de um desvio padrao, deve ser multiplicada por um coeficiente numérico, o
coeficiente de Student (Taylor e Kuyatt, 1994; Gongalves Junior, 2001). No GUM, esse
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Figura 3.6: Estabilizacao da grandeza de saida com o aumento do nimero de simulagoes:
(a) estabilizacdo da resposta; (b) estabilizacdo da incerteza da resposta.
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Figura 3.7: Intervalo de confian¢a da curva normal para 68,27% (1 desvio padrao) e
95,45% (dois desvios padrao).

coeficiente é denominado de fator de abrangéncia, comumente representado pelo simbolo
"kgs" quando o nivel de 95% ¢é usado.
A denominada incerteza expandida (Ugsy,) corresponde a faixa de valores que enquadra

a incerteza com nivel de confianca de aproximadamente 95%, sendo estimada pela equacao

Ug5% = k:95%.u (y) . (318)

sendo kgsy, o fator de abrangéncia para um nivel de confianga de 95%, u(y) a incerteza
padrao combinada e Ugsy, representa a incerteza expandida para o nivel de confianca de
95%.

Para estimar o fator de abrangéncia, quando as incertezas de varias fontes sao con-

sideradas para estimar a incerteza padrao combinada do resultado da medicao, devera
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ser determinado o nimero de graus de liberdade resultante do resultado da medicao a
partir das informagoes do comportamento estatistico de cada pardmetro do modelo de
medigao (INMETRO, 1998; Gongalves Junior, 2001). O GUM denomina como graus de
liberdade efetivo (vess) o mimero de graus de liberdade associado & incerteza padrao com-
binada do resultado da medigao. O mesmo recomenda a utilizacao da chamada férmula

de Wech-Satterthwaite, para estimar o nimero de graus de liberdade efetivos,

4
u* (y)
Veff = N ko)’ (3.19)
Zi:l lv(iy)
sendo u(y) a incerteza da resposta, u; (y) = ||c||u(z;), e v; 0 nimero de graus de liberdade
de x;.

Devera ser utilizado a distribuicao de Student para estimar o fator de abrangéncia. A
distribuigao de Student é uma familia de curvas que dependem de um tnico pardmero v
(os graus de liberdade). Quando v tende para infinito, a distribui¢do de Student converge
para uma distribuigdo Normal com média zero e desvio padrao 1 (Martinez e Martinez,
2002), figura (3.8).
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Figura 3.8: A distribuigao de Student.

Desta forma, o resultado de uma medicao é, convenientemente, expresso para um nivel
de confianca de 68,27% por
Y=ytu (3.20)

e para um nivel de confianca de 95%
Y = y + Ug5% (321)

que ¢é interpretado de forma a significar que a melhor estimativa do valor atribuivel ao
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mensurando Y é y, e que y — Ugsy, < Y < y + Ugsy, € um intervalo no qual se espera

abranger 95% da distribuicao de valores que podem ser razoavelmente atribuidos a Y.

3.3.4 Gerenciamento da incerteza de medicao

O guia ISO/TS 14253-2 (ISO, 1999) estabelece um método simplificado e interativo,
para avaliar a incerteza nas medigoes no processo produtivo e nas calibragoes de sistemas
de medigao, baseados nas recomendagoes do GUM (INMETRO, 1998).

A figura (3.9) apresenta o Procedimento de Gerenciamento de Incerteza (PUMA -
Procedure for Uncertainty Management), em que o gerenciamento ¢é realizado baseando-

se na definicao da tarefa de medicao, dada a incerteza alvo - I'T, pelas seguintes agoes:
(a) escolher o principio de medicao;
(b) definir o método, procedimento e as condigoes de medigao;
(c) avaliar a incerteza padrao dos componentes, completando uma iterac¢ao;
(d) comparar a incerteza expandida estimada (Ugy) com a incerteza alvo (Ur):

— se Ugy € aceitdvel (Ugy < Ur), entao o sistema de medigao estd conforme;

— se Ugy << Ur, entao o sistema de medicao e suas condigoes de medicao sao
aceitdveis, mas alguns requisitos podem ser modificados para reduzir custos.

Uma nova iteragao ird determinar o Ugy final;

— se Ugn nao é aceitdvel (Ugy > Ur), o processo iterativo continua;

(e) avaliar as fontes de incerteza , identificando as que mais contribuem para a incerteza

resultante;

(f) se Ugy > Ur, modificar o sistema de medi¢do ou aprimorar o conhecimento sobre

as fontes de incerteza, dando énfase nas predominantes;
(g) realizar nova iteragao para avaliagio da incerteza;

(h) quando as possibilidades de reducao de incerteza comegam a se tornar escassas,

analisar mudancas no método, no procedimento ou nas condicoes de medicao;

(i) se as mudangas no método, procedimento ou condigbes nao satisfazem a condigao
de aceitagao, mudancas no principio de medicao devem ser consideradas. Reiniciar

o projeto e a avaliagao da incerteza;

(j) se as mudangas no principio de medigao nao conseguirem reverter a situagao, a tarefa

de medigao ou a incerteza alvo devem ser revisadas. Reiniciar o procedimento;
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(k) se mudancas na tarefa de medicao e na incerteza alvo nao sao possiveis, ndo existem

condicoes de se atingir a incerteza alvo.

Método
de medigao

Avaliacao da Incerteza (Uen)

Tarefa de oM
ica incipi Procediment
medigo Principio Procedimento L, Mczidelo Componentes Usnek :ioce lg.‘ep °
A de de medicao Hipteses . a [ ] daincerteza P ¢ medigao
4 Incerteza mediciao incerteza adequado
alvo (UT)

Modificar:
hipéteses e/ou
modelos e/ou

melhorar o
conhecimento

Condigoes de

medicio SIM

udanga Uen
possivel

SIM ou NAO

Modificar:
Condigoes e/ou
procedimento e/ou
método

udanga UsN
possivel

SIM ou NAO

Modificar:
Principio de
medicao

SIM udanga Uen

possivel

SIM ou NAO

Modificar:
Tarefa de medicao
ou incerteza alvo

Procedimento
de medicao
NAO| ndo adequado

SIM udanga Uen

possivel

Figura 3.9: Procedimento de gerenciamento de incerteza (ISO, 1999).

3.4 O método da superficie de resposta

O método da superficie de resposta (RSM - Response Surface Method) é uma ferra-
menta que utiliza métodos estatisticos como o projeto de experimentos (DOE - Design of
Ezperiments) e os métodos de regressao para construir modelos aproximados do fen6meno
que se deseja modelar baseado em experimentos fisicos ou computacionais (Montgomery
e Peck, 1992, Silveira, 2003). O modelo fornecido pelo método da superficie de resposta é
basicamente um "modelo do modelo"(Baghdasaryan et al, 2002), o qual substitue o mo-
delo original por um modelo com um menor custo computacional. Basicamente, o método
da superficie de resposta pode ser definido como uma colecao de ferramentas estatisticas
e matemadticas tteis para desenvolver, melhorar e otimizar processos (Carley, Kamneva,
Reminga, 2004), sendo a mesma uma ferramenta para entender a relagdo quantitativa
entre multiplas varidveis de entrada e a varidvel de saida. As mais extensivas aplicacoes
do método ocorrem em situagoes em que varias varidveis de entrada sao potencialmente
responsdveis por influenciarem algum pardmetro de performance ou qualidade de um
processo. Esse parametro de performance ou qualidade é definido como resposta.

O método consiste em desenvolver um modelo de aproximagao apropriado entre a
resposta y e as varidveis independentes x1, o, ..., T;. Em geral, essa relagao é dada na
forma

y= f(x1,22,...,75) + € (3.22)
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no qual € representa o ruido ou erro observado na resposta y e a func¢ao f(xy, s, ..., zx) é a
chamada superficie de resposta (Montgomery e Runger, 2003; Carley, Kamneva, Reminga,
2004). A verdadeira forma da relacdo entre a resposta e as varidveis independentes é
desconhecida, muito complexa ou computacionalmente onerosa.

Uma das etapas do método da superficie de resposta ¢ definir uma aproximacao ade-
quada para a relagao entre a resposta y e as varidveis independentes z;. Geralmente,
emprega-se um polinémio de baixo grau. Se a resposta possuir um comportamento linear
em relacao as varidveis independentes, entao um modelo de primeira ordem podera ser

utilizado como um modelo aproximado

k
y=0,+ Z Bixi + € (3.23)
i=1

sendo k£ o nimero de parametros de entrada. No caso de um sistema nao-linear um

polinémio de maior grau deve ser utilizado, tal como o modelo de segunda ordem

k z
f=05,+ Z Bix; + Z Biiw; + Z Z Bijrir; + €. (3.24)
i=1 i=1

i<j

Naturalmente, é improvavel que um modelo polinomial seja uma aproximagao razoavel da
relacao funcional verdadeira sobre o espaco inteiro das varidveis independentes, porém,
para uma regiao relativamente pequena, elas geralmente funcionarao muito bem (Mont-
gomery e Runger, 2003).

Uma segunda etapa do método é a escolha do tipo de projeto experimental (Souza,
2004). O tipo de projeto a ser utilizado depende dos dados do problema (nimero de
varidveis envolvidas, niimero de niveis de cada varidvel, caracteristicas esperadas para a
resposta, existéncia ou ndo de um nimero méximo de testes a serem realizados) e também
do objetivo do experimento. Basicamente o projeto de experimento ird definir a forma
de amostragem dos parametros de entrada do problema. Por exemplo, a figura (3.10)
apresenta os tratamentos em um experimento utilizando o projeto central composto com
trés fatores de controle. As referéncias (Souza, 2004; Montgomery, 1996; Montgomery
e Peck, 1992; Montgomety e Runger, 2003; Box, Hunter, Hunter, 1978) apresentam os
principais tipos de projeto existentes, com suas vantagens e limitagoes.

A figura (3.11) ilustra graficamente o método da superficie de resposta utilizada em
conjunto com o método de simulagao de Monte Carlo.

Uma das vantagens da utilizacao deste método na anélise estrutural é devido a troca
do modelo deterministico original por um modelo analitico, computacionalmente mais
eficiente que o modelo original, para aumentar a velocidade de andlise. O emprego deste
método ird transpor a barreira imposta pela necessidade de um mimero elevado de reali-

zagoes na simulacao de Monte Carlo.
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Figura 3.10: Representacao de um projeto central composto com trés fatores de controle.

3.5 Analise de sensibilidade

A sensibilidade de um modelo matemético é definida como a relacao entre a variagao
em sua resposta devido a uma pertubacao em um dos pardmetros de entrada do modelo.
O objetivo da andlise de sensibilidade ¢ identificar e quantificar a influéncia de variagoes
nos parametros de entrada do modelo em suas resposta, identificando os parédmetros
de entrada que tenham um maior impacto na resposta. A importancia da andlise de
sensibilidade na andlise de incerteza é que a mesma fornece indicativos da variabilidade
dos pardmetros que mais influenciam na incerteza da resposta do modelo.

Na andlise de sensibilidade existem dois importantes ramos: a anédlise de sensibilidade
local e a andlise de sensibilidade global. A anilise de sensibilidade local tem como ob-
jetivo estimar a influéncia de um paradmetro de entrada na resposta do modelo em um
particular ponto do espago no qual estd definido o parametro. A andlise de sensibilidade
local tem como resultado um conjunto de coeficientes de sensibilidade. Cada coeficiente
de sensibilidade representa a taxa de mudanca da resposta de um modelo particular, cau-
sada pela mudanca de um especifico pardmetro. Esses coeficientes de sensibilidade podem
relacionar a variacao de um determinado pardmetro de entrada em um especifico ponto
do espaco, com a variacao da resposta do sistema. Basicamente, a andlise de sensibilidade
local calcula o gradiente do modelo em um determinado ponto do espaco, sendo tipica-
mente avaliada pelo método de diferencas finitas, no qual um parametro é pertubado,
enquanto todos os outros se mantém constantes. Desta forma, o método nao captura os
efeitos de interagao entre as varidveis, sendo esse método mais utilizado nas classes de
problemas definidos como "inversos", isto é, a determinacao de algum parametro fisico
embutido em um complexo modelo de obsevagoes experimentais (Saltelli et al, 2004).

A anadlise de sensibilidade global faz uso de métodos estatisticos os quais permitem
acessar os efeitos de interacao entre as varidvies. O método permite indentificar quais os
pardmetros cuja variabilidade mais influenciam na varidncia do parametro de resposta.

Saltelli et al (2004) apresentam um estudo detalhado dos diversos métodos empregados
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Figura 3.11: Método da superficie de resposta (RSM) utilizada de forma conjunta como
o método de simulagao de Monte Carlo.

na andlise de sensibilidade. Serao apresentados nas préximas secoes os métodos de andlise

de sensibilidade utilizados neste trabalho.

Relevancia da incerteza

O objetivo desse método é estimar a contribuicao da incerteza de cada parametro
na incerteza total calculada pela lei de propagagao de incertezas (LPU). A relevancia da

incerteza do parametro x; na incerteza total do modelo f é estimada utilizando a relagao

S (2] e )

[aa:firﬂ (@)

(3.25)

sendo o numerador a incerteza total dada pela lei de propagacao de incerteza e o de-
nominador a parcela da incerteza total dada pelo pardmetro z;. Nesse método nao foi
considerado o efeito da correlacao entre as varidveis. Este tipo de andlise fornece indicios

de quais parametros devem-se atuar para diminuir a incerteza total da simulagao.
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Os coeficientes de correlacao de Spearman e Pearson

Os coeficientes de correlacao medem a relagao linear entre duas varidveis. A correlacao
existe entre duas varidvies quando uma delas estd relacionada com a outra de alguma
maneira. Sao dois os tipos de coeficientes de correlacao mais utilizados: os coeficientes de
correlacao de Pearson e Spearman (Saltelli et al, 2004).

O coeficiente de correlacao de Pearson é uma medida do grau de relagao linear entre
duas varidveis quantitativas. Esse coeficiente varia entre os valores -1 e 1. O valor zero
significa que nao ha relagao entre as varidveis, o valor 1 indica uma relagao linear perfeita
e o valor -1 também indica uma relagao linear perfeita, mas inversa, ou seja, quando uma
das varidveis aumenta a outra diminui. Quanto mais proximo estiver de 1 ou -1, mais
forte é a associagao linear entre as duas varidveis. O coeficiente de correlagao de Pearson

¢ calculado segundo a seguinte férmula:

_\2 _\2
VI (-2, (5 9)
sendo x1, T3, ..., Tn, € Y1, Y2, --., Yn 0s valores medidos do pardmetro de entrada x;; e da

varidvel de resposta y, T a média aritimética de = e ¥ a média aritimética de y.

O coeficiente de correlacao de Spearman é nao paramétrico e definido pela férmula

- Z?:l (Ri — R) (Si — 5)
\/2?21 (Ri B R)2 Z:‘L:l (Si - 5)2

(3.27)

sendo R; o posto de x; dentro do conjunto de observagoes [z1, za, ..., T,], S; 0 posto de y;
dentro de um conjunto de [y1,%s, ..., yn] € S € R os postos médios de R; e S;, respectiva-
mente. O coeficiente de correlagao de Spearman ¢é similar ao coeficiente de correlagao de
Pearson, exceto que o mesmo é calculado através de postos.

As vantagens da utilizacao dos coeficientes de correlacao de Pearson e Spearman é que
eles capturam as relagoes lineares entre os parametros de entrada e saida do modelo. O
coeficiente de correlacao de Spearman pode ser utilizado para relacoes monotdnicas nao-
lineares. Ambos os coeficientes de correlagao sao relativamente féceis de ser calculados e
estdo prontamente disponiveis em muitos pacotes comerciais (Saltelli et al, 2004).

Correlagao nao implica causa. Pode existir um caso em que uma terceira varidvel
estd influenciando duas varidvies com alta correlagao. Os coeficientes de correlacao de
Pearson ¢ inexato para modelos nao-lineares e os coeficientes de Spearman sao inexatos
para modelos nao monotonicos. Pelo fato da andlise de sensibilidade pela avaliacao dos
coeficientes de Spearman possuir menores restrigoes em sua aplicagao do que os coeficien-
tes de Pearson, o mesmo sera utilizado neste trabalho. A anilise de sensibilidade pela

utilizagao dos coeficientes de Pearson e Spearman sao os métodos utilizados no software
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de andlise estrutural ANSYS em sua ferramenta de projeto probabilistico.

3.5.1 Analise de sensibilidade pelo SMC

Este método é apresentado em (BIPM et al., 2005; Cox e Harris, 2001) e consiste em
realizar o método de simulacao de Monte Carlo para cada varidvel de entrada. Isto é, sim-
plesmente mantendo todas as quantidades de entrada em sua melhor estimativa, o SMC
poderd ser utilizado para fornecer a fungao densidade de probabilidade da quantidade de
saida do modelo, tendo somente um parametro de entrada com comportamento estocds-
tico. O processo deverd ser realizado para todas as varidveis de interesse do problema.
A razao entre o desvio padrao da funcao densidade de probabilidade da varidvel de saida

pela respectiva variagao da varidvel de entrada poderd ser tomado como um coeficiente

de sensibilidade.

3.6 Regressao linear simples, miiltipla e nao-linear

A andlise de regressao é um técnica estatistica para investigar e modelar relagoes entre
varidaveis (Montgomery e Runger, 2003; Benvington, 1969). O objetivo principal dos
métodos de regressao é estimar os pardmetros nao conhecidos do modelo de regressao.
A seguir serd apresentada uma visao geral sobre as questoes envolvidas no processo de
regressao, sendo recomendada a anédlise das referéncias (Montgomery e Peck, 1992; Mayer,
1989; Fuller, 1987; Carroll, Ruppert, Stefanski, 1995) para uma visdo mais detalhada do
assunto.

A realizacao desse estudo se fez necessdria devido & necessidade de utilizacao desta
técnica tanto no tratamento dos dados obtidos pelos processos de caracterizacao dos
materiais, quanto no uso do método da superficie de resposta na anédlise de incerteza das

simulagoes.

3.6.1 Regressao linear simples

O caso da regressao linear simples considera um tinico regressor ou preditor e uma
unica varidvel dependente ou varidvel de resposta y. Considere que cada observagao, ¥;,

possa ser descrita pelo modelo
y=pP+ bz +e (3.28)

em que [, representa o ponto de intersecao da linha reta com o eixo y, e [3; representa a
inclinagdo da linha, sendo € um erro com média zero e variancia o2 (Montgomery e Peck,
1992; Benvigton, 1969).

Um dos métodos mais utilizados na andlise de regressao ¢ o método dos minimos

quadrados (Raymond e Myers, 1989). O objetivo desse método é determinar os valores
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dos coeficientes 3, e 3, que minimizem a soma dos quadrados dos desvios entre os valores

das observagoes (y;) e dos valores estimados pelo modelo de regressao (5, + 3;;), ou seja,

n

L(By,B1) =Y €= (yi—Bo—Bz:). (3.29)
=1

i=1

sendo os desvios dos dados ilustrado pela figura (3.12).

250 T T T T :

Linha estimada pela regresséao

o Pontos experimentais
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Figura 3.12: Desvios dos dados em relagao ao modelo estimado de regressao.

Sabe-se que o ponto de maximo ou minimo de uma funcao é caracterizado por sua
primeira derivada possuir valor nulo. Logo, os estimadores de minimos quadrados de 3,

e 3,, denominadas de 3, e 3, deverao satisfazer as relagoes

oL . .

6_51 B - = Zz:; 21 (yi — Bo — 51%) =0 (3.30)
oL " .

Baly s ;2 (y — B — Blmi) =0 (3.31)

A simplificagao dessas duas equagoes resulta em

nBo+ B> w = > i (3.32)

=1 =1

[30 Z Ti + 31 Z x; = Z Yil; (3.33)
i=1 i=1 ;

~—~

D ool 2 3.34)
doimi Ti D i 7 b1 > i1 Ui
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A solucéo do sistema de equacdes (3.34) irs fornecer o valor das constantes 3, e 3,

como sendo

s i — i v) O ) /n (3.35)

/81 - n n
Zz‘:lx?_<zfz:1xi)2/n

By = > g—piT (3.36)

i=1
sendo definidos
_ 1 <
y = = Yi (3-37)
n 4
=1

P Ly (3.38)
T = 7 . T .

A linha estimada ou ajustada pela regressao é conseqiientemente 7 = Bo + le. Note

que cada par de observacoes satisfaz a relagao
yi:BO+Blmi+ei> 1= 1,2,...,’fl (339)
sendo
e =Yi— 4y (3.40)

denominado de residuo. O residuo descreve o erro no ajuste do modelo para a i-ésima

observagao ;.

Estimativa da incerteza dos pardmetros determinados através da regressao

linear simples

Assumindo que a variancia de y; ¢ dado por o2 e x; nao possui comportamento aleatério
(isto é, o mesmo é observado com um erro negligencigvel), tem-se que de acordo com as
referéncias (Montgomery e Peck, 1992; Benvigton, 1969; Raymond e Mayers, 1989; Grabe,
1978, Cordero e Roth, 2005; Harris et al., 2001) a incerteza do parametro 3; é dado pelo

erro-padrao estimado da inclinacao®

*Em (Montgomety e Peck, 1992) é apresentada a deducao destas relagoes.
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sendo 7 definido pela equacgao (3.38). A incerteza do parametro /3, é¢ dado pelo erro-padrao

estimado da intersecao

.,
05, = \/O' |jl + Z?ZI(CCZ' — j;)Q . (342)

A variancia de y; é estimada pela relacao

n A\ 2
2 Zi:l (?Jz - y)
— . 3.43
o m— (3.43)

A estimativa da incerteza expandida do modelo ajustado, g, de regressao linear, pode
ser escrito na seguinte forma
Uy = t%’n,Q Vv 0'2 (344)

sendo ts o 0 coefieciente da distribuigao ¢-student em fungao do nivel de significancia
() e do nimero de graus de liberdade (n — 2), no qual n é a dimensao do vetor z.

Um intervalo de confianga pode ser construido a partir da resposta média, em um valor
especificado de x, como x = xy. Esse é um intervalo de confianga em torno de FE(Y|zq) =
Iy |z, Sendo freqiientemente chamado de um intervalo de confianga em torno da linha
de regressdo (Montgomery, Runger, 2003). De acordo com as referéncias (Montgomery,
Runger, 2003; Montgomery, Peck, 1992), um intervalo de confian¢a de 100(1 — )% em

torno da resposta média no valor de x = xo, como fiy,, é dado por

o —ta o2 14_ (o — ) < < fiy.. +ta o? l+ )
i ~tpna\ [0 [ S | S e S e gm0 | D S

sendo fiy,, = Bo + leo calculado a partir do modelo ajustado de regressao. A figura
(3.13) ilustra graficamente o intervalo de confianga de um ajuste linear.
As referéncias (Fuller, 1987; Lira, 2000) apresentam o tratamento a ser utilizado para

0 caso em que x nao ¢é observado com um erro negligencidvel.

3.6.2 Regressao Linear Miiltipla

Um modelo de regressao que utiliza mais de uma varidvel regressora é denominado de
modelo de regressao muiltiplo (Montgomery e Peck, 1992). Tais modelos possuem uma

representacao matemadtica dada por

y = By + B1x1 + Boxa + ... + Brrr + € (3.45)

sendo a varidvel de resposta y dada em funcao de k varidveis regressoras, xy, € oS para-

metros (3;, j =0,1,2,....k, sdo os coeficientes de regressio. O parametro 3; representa a
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Figura 3.13: Ilustracao da linha ajustada de regressao e os limites de confianga de 68%
para o valor médio de y.

variagao esperada na resposta y por uma variagao unitdria em x;, quando todas as demais
varidveis regressoras sao mantidas constantes.

O termo linear é usado porque a equagao (3.45) é uma fungao linear em relagao aos
coeficientes de regressao. Modelos que sao mais complexos que o apresentado pela equacao
(3.45), também podem ser analisados pelo método de regressao linear muiltipla (Mont-

gomery e Runger, 2003). Considere, por exemplo, o modelo polinomial dado por
y = By + Brx + Bpa® + Bya° + € (3.46)
fazendo 7, = x, 1o = 2% e 13 = 23, sabe-se que a equagao (3.46) pode ser escrita como
y = By + B121 + B2 + Byzr3 + € (3.47)

que é¢ um modelo de regressao linear miltipla com trés varidveis regressoras. Modelos que

incluem efeitos de interacao também podem ser analisados, modelos como

y = By + 171 + Poxs + B197172 + €, (3-48)

podem ser tratados pelo método de regressao linear muiltipla, utilizando o artificio matemético

dado pela renomeacao das varidveis x3 = z125 € 3 = [315. Logo, a equagdo (3.48) podera
ser escrita como
Yy = Bo+ B1x1 + Byxa + Bx3 + €. (3.49)

O meétodo baseado na minimizacao da funcao de minimos quadrados também é uti-

lizada para determinacao dos coeficientes de regressao. As n observagoes de um experi-
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mento serao representadas por

k
vi = Bo+ Y Bwij + € (3.50)

Jj=1

onde y; representa a i-ésima resposta observada e z;; representa a i-ésima observacao
da varidvel regressora z;. Uma forma mais conveniente de tratar com a regressao linear
muiltipla ocorre pelo uso de uma notagao matricial. Isto permite uma disposicao compacta
do modelo, dos dados e resultados. O modelo dado pela equacao (3.50) pode ser escrita

em uma notacao matricial como sendo

y=XB+e (3.51)
sendo definidos
Y1 Iz w2 oo oz By €1
N T Tl AT [ ROR

Em geral, y é um vetor das observagbes n x 1, X é uma matriz n x (k+ 1), 3 é um
vetor dos coeficientes de dimensoes (k + 1) x 1, e € é um vetor dos erros aleatérios de
dimensoes (k + 1) x 1, sendo k o nimero de varidveis regressoras e n o nimero de pontos
medidos.

O objetivo do método de minimos quadrados é achar o vetor 3 que minimize a funcao

L(B)=) ¢ =€e=(y—XB) (y—XB) (3.52)

=1

podendo ser expressada como sendo
L(B)=y'y-BXy-yXB+BXXB=yy-268Xy+BXX3 (3.53)

desde que 3'X'y ¢ uma matriz de dimensoes 1x1, e sua transposta (3'X’ y)’ =y'XBéa

mesma escalar. O estimador 3 deverd satisfazer

oL

5. —2X'y +2X'XB=0.. X'X3 =Xy, (3.54)
B

logo o estimador dos minimos quadrados é dado por

B=XX)"Xy (3.55)
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- 1. s <o .
A matriz (X'X)" ird sempre existir se os regressores sao linearmente independentes,

isto é, se nenhuma coluna da matriz X for uma combinagao linear de outra coluna.

Estimativa da incerteza dos pardmetros determinados pela regressao linear

miiltipla

Uma propriedade estatistica do estimador B pode se demostrada como segue. A média

do estimador B ¢é dada por

E@B) = E [(X'X)‘1 X’y] —E [(X'X)‘1 X' (X6+e)] (3.56)
— [(X’X)_1X’Xﬂ+ (X’X)‘lx’e} -3

desde que E(¢) = 0 e (X’X)™' X'X =1 (Montgomery e Peck, 1992). Entdio 3 ¢ um
estimador nao tendencioso de 3.

A variancia de 3 é dada pela matriz de covariancias

A

Cov(B) = I { 3-E(3)] [3-E@) } — o (XX)"! (357)

no qual é uma matriz simétrica (k 4+ 1) x (k + 1) cujo j-ésimo elemento da diagonal ¢ a
variancia do parametro Bj e cujos elementos de indices ¢ # j, elementos fora da diagonal,
representam a covaridncia entre os parametros Bl e Bj, sendo um estimador de ¢? dado
pela relacao

2 _Yy- BX'y

= (3.58)

3.6.3 Regressao nao-linear

Modelos de regressao linear sao ferramentas tteis para a andlise de muitos problemas.
Entretanto, a regressao linear nao é adequada para todos os problemas, porque é comum a
resposta de um determinado fenémeno ser modelado por funcoes que dependem de forma
nao-linear a um conjunto de parametros nao conhecidos 3, k =1,2,...,m.

Um modelo de regressao nao linear é escrito como

sendo € um erro com média zero e variacia igual a 2. A funcao f é o modelo matemaético,
x; ¢ o vetor de varidveis regressoras e 3 é o vetor dos coeficientes de regressao. Na
regressao nao-linear, no minimo uma das derivadas da funcao expectativa em relacao aos
coeficientes de regressao (0f/003;) dependera de algum dos parametros do vetor 3. Para

ilustar essa diferenca em relacao aos modelos de regressao linear, considere o modelo de
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regressao linear dado por
Yi = By + B17a + BaTia + ... + Brrar + € (3.60)

Logo, sabe-se que a derivada de f em relagao ao parametro 3; é dada por

Of (xi,8)

sendo x;o0 = 1. Observa-se que no caso linear as derivadas nao sao fungoes dos paradmetros

B Porém, considerando o modelo nao-linear
yi=e¢ ite (3.62)
sabe-se que a derivada de f em relacao ao parametro 3 é dado por

0

6_2 _ b (3.63)
sendo portanto dependente do coeficiente de regressao 5. Em (NIST, 2004) esse fato é
definido como uma nao-linearidade estatistica.

A funcao de minimos quadrados para um modelo nao-linear ¢ dado por

n

L(B) =) [y~ f(xi,8) (3.64)

=1

em que, da mesma forma que nos métodos de regressao lineares, tem-se como objetivo
determinar os coficientes de regressao (3;, j = 0,1,2,...,k, que minimizem a fungao de
minimos quadrados. A busca dos minimos desta fungao deverd ser realizada de forma

interativa, utilizando técnicas de otimizacao.

Analise de incerteza da regressao nao-linear

As referéncias (Barker, 2004; Raymond e Myers, 1990; Forbes e Harris, 2000; Cox e
Harris, 2004) apresentam o cdlculo da incerteza dos parametros levantados pelo ajuste
nao-linear. A incerteza dos parametros é dada pela raiz quadrada da diagonal da matriz
de covariancia, dada por

C=q(JTN)" (3.65)

2

em que o~ € a varidncia dos pontos medidos e a J matriz Jacobiana avaliada na solugao z*.

Se uma estimativa a priori de o nao é disponivel, entao a variancia poderd ser estimada

por

L/l

NETT (3.66)

o=
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onde m ¢é o nimero de parametros ajustados, ||f|| representa a norma do residuo e n é o

nimero de pontos medidos (Cox e Harris, 2004).

3.6.4 Teste da eficiéncia do algoritmo de regressao nao-linear

Neste trabalho, utilizou-se a funcao de ajuste nao-linear Isqcurvefit do software MATLAB®.
Sendo o método de otimizagao nao-linear utilizado extremamente influenciado pelo valores
iniciais (pontos de partida), do algoritmo de otimizagao, além de fatores como o passo do
algoritmo, tolerancias, etc.. Desta forma, se teve a necessidade de testar a eficiéncia do
algoritmo de ajuste, isto é, necessitava-se saber se o algoritmo iria fornecer resultados com
repetitividade e num tempo factivel. Maiores detalhes sobre o algoritmo de otimizagao
serao apresentados no proximo capitulo.

Para testar a eficiéncia do algoritmo de regressao nao-linear utilizado neste trabalho
na determinagao dos pardmetros do modelo constitutivo do material, realizou-se o ex-
perimento computacional de se gerar pontos, a partir de um modelo matemaético cujos
pardmetros sao conhecidos, e verificar os erros do algoritmo de regressao na retomada
dos parametros do modelo utilizado para gerar os pontos experimentais. A seguir, é

apresentado o pseudo algoritmo do método:

Dados de entrada:

% Parametros do material conhecidos (literatura):

X = [Jinf, J1,Jz,J3,J4,J5,T1,7'2,7'3,7'4,7'5]

t = tempo de simulacao.

% Definicao do modelo matemaético do comportamento do material:

f = Modelo J material

Geracgao dos valores pseudo experimentais:

Jexp = Modelo J material(Jing, J1,J2,J3,J4,J5,71,72,73,T4,T5, t)

Ajuste dos valores gerados (J,) ao modelo do material:

x0 = vetor com valores dos pontos de partida do algoritmo de otimizagao.
Ib = limite superior das restricoes das varidveis de projeto.

ub = limite inferior das restri¢oes das varidveis de projeto.

options = [passo, tolerancia, etc.|—Opgoes do algoritmo de otimizacao.
% Funcao de otimizagao:

Xajustado = (Sqeurvefit("Modelo J material’,x0,t,Jexp,1b,ub,options)

% Parametros do material obtidos pelo processo de ajuste:

Xajustado — [Jlr,JQT,J3r,J4r,J5r,Tlr,T2r,T3r,T4r,T5r]

Validagao do algoritmo de ajuste:

Lajustado—z
Se Zajustado—x

- <Erro admissivel — Algorimo de ajuste nao-linear validado.

Caso contrario —Rejeitar algoritmo de ajuste nao-linear.
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Utilizou-se o médulo de fluéncia de um material viscoeldstico, cujos pardmetros eram
conhecidos (dados obtidos da referéncia (Schmidt, 2003)), bem como o médulo de fluéncia
obtidos por ensaios experimentais na geracao dos pontos que foram adotados como sendo

0s pontos experimentais.

Ajuste aos dados fornecidos pela literatura

A figura (3.14-a) apresenta os pontos adotados como experimentais, gerados a partir

do médulo de fluéncia dado pela equagao (Schmidt, 2003)

J(t) = Eio - <m) E, {—%t“} >0 (3.67)

sendo Fy, Ej, p e a (ordem da derivada fraciondria) sdo os parametros do material.
Os valores dos pardmetros do material utilizados sdo apresentados na tabela (3.1). E
apresentada na figura (3.14) a curva gerada pelo algoritmo de ajuste, bem como os erros
dos pardmetros levantados pelo algoritmo em relagao aos valores padroes, isto é, os erros
em relacao aos valores conhecidos dos parametros que deram origem aos pontos tomados

como experimentais.

Tabela 3.1: Parametros do médulo de fluéncia fraciondrio utilizado para gerar os pontos
para teste do algoritmo de regressao.

Parametros Valor de Valor Erro Unidade
referéncia ajustado Relativo
Ey 6.581999¢+002 | 6.582000e+002 | -1.638875¢-007 | N/mm?
B, 3.108300e+003 | 3.108300e+003 | 5.818258¢-009 | N/mm?
P 9.951899e-+004 99519 -9.912429¢-008 | N/mm?s®
Q 2.845000e-001 | 2.845000e-001 | -3.654883e-008

Ajustes aos dados fornecidos por ensaios experimentais

A figura (3.15) apresenta o erro relativo da retomada dos parametros do médulo de
fluéncia de um modelo cléssico e fraciondrio, obtido pelo ensaio de fluéncia de um corpo
de prova em PVC, utilizado para gerar os pontos experimentais utilizados na validagao
do algoritmo de ajuste. Foram utilizados os mesmos pardmetros de entrada do algoritmo
utilizado no ajuste do médulo de fluéncia obtido pelo ensaio (pontos iniciais, passo, to-
lerancias, etc), no algoritmo para recuperagao dos parametros do modelo, utilizando-se
1000 pontos experimentais em ambos os casos.

O modelo fraciondrio apresentou uma maior capacidade na recuperacao dos parametros
do modelo. Uma possivel explicagao para este fato é que os modelos reoldgicos fraciondrios

possuem uma maior capacidade de ajuste dos parametros, porque o modelo esté de acordo
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Figura 3.14: Ajuste realizado pelo algoritmo aos pontos gerados pela funcao de referéncia:
(a) o ajuste; (b) o erro na determinagao dos parametros.
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Figura 3.15: Erros relativos na retomada dos parametros do médulo de fluéncia experi-
mental: (a) modelo cldssico; (b) modelo fracionério.

com as questoes fisicas e leis termodinamicas que regem o comportamento do material
(Bagley, 1983).

O Nist (National Institute of Standards and Technology) possui em seu site (Nist, 2006)
modelos matemaéticos, dados experimentais, com os valores iniciais a serem utilizados, bem
como os niveis de incertezas dos parametros ajustados, para serem utilizados como valores
de referéncia para a verificagao da capacidade dos algoritmos de ajustes. O algoritmo
utilizado neste trabalho também foi testado contra estes dados, fornecendo excelentes

resultados.



Capitulo 4

Analise de incerteza do processo de
caracterizacao de um material

viscoelastico pelo ensaio de fluéncia

Neste capitulo sao apresentadas as questoes envolvidas no ensaio de caracterizagao de
um material viscoeldstico através do ensaio de fluéncia, bem como a analise de incerteza
dos resultados obtidos na caracterizacao do PVC.

Quando um laboratério procura estimar corretamente os valores de suas incertezas de
medicao estd buscando, principalmente, aprofundar-se no conhecimento de suas metodolo-
gias e processos a fim de oferecer ao cliente um produto capaz de subsidiar, corretamente,
as decisoes que dele dependem. Os esforcos para determinar o valor deste parametro,
por si, nao garantem confiabilidade metrolégica, no entanto, sinalizam o interesse no
aprimoramento de todo o sistema da qualidade do laboratoério.

O conhecimento da resposta de um material viscoeldstico é baseado em ensaios expe-
rimentais (Lakes, 1998). Definido o modelo matematico que representa o comportamento
do material, tem-se que os ensaios de caracterizagao tém como objetivos fornecer dados
a serem utilizados na determinacao dos pardmetros do modelo constitutivo do material.
De acordo com a teoria da viscoelasticidade linear, é necessario o conhecimento de duas
fungdes viscoeldsticas (por exemplo, o médulo de relaxagao e coeficiente de Poisson, o
modulo de fluéncia e coeficiente de Poisson, médulo de relaxacao deviatério e o médulo
de fluéncia, etc.) para uma completa caracterizagdo do comportamento mecanico de um
material viscoeldstico isotrépico (Flugge, 1978; Lu, Zhang, Knauss, 1997; Sane e Knauss,
2001).

Os ensaios de caracterizacao de materiais viscoeldsticos constituem-se, basicamente,
em ensaios quase-estaticos (ensaios de fluéncia e relaxagdo) e dinamicos. O ensaios de
fluéncia e relaxacao sao ensaios no dominio do tempo, sendo o ensaio de fluéncia um dos

objetos de estudo deste trabalho.

81
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A preocupagao com aspectos metrolégicos como a adequacao do procedimento de en-
saio as normas técnicas relativas ao tipo de ensaio, rastreabilidade das medicoes a padroes
internacionais e a determinagao da incerteza de medicao dos resultados dos ensaios de ca-
racterizagao torna-se de grande importancia na garantia da confiabilidade dos resultados
e das operacoes que irao utilizar esses resultados. Erros oriundos da caracterizacao do
material serao propagados aos resultados de simulagoes numéricas do comportamento de
componentes as quais utilizam os parametros do material obtidos por estes ensaios.

A norma internacional ISO/IEC 17025 (NBR/ISO, 2001) é o documento bésico e
aceito em cardter internacional, como o guia para a homologacao da competéncia técnica
de laboratorios que executam servigos de calibracao e ensaios. No seu capitulo 5.4.6.2,
referentes aos requisitos técnicos, é destacada a necessidade de quantificacao dos niveis de

incerteza das medigoes envolvidas em um ensaio através da normativa (NBR/ISO, 2001):

"Os laboratérios de ensaio devem ter e devem aplicar procedimentos para o cédlculo
da incerteza de medicao. Em alguns casos a natureza do método de ensaio pode
impedir o cédlculo rigoroso, metrologicamente e estatisticamente vélido da incerteza
de medicao. Nesses casos, o laboratério deve pelo menos tentar identificar todos
os componentes de incerteza e fazer uma estimativa razodvel. O laboratério deve
garantir que a forma de relatar o resultado nao dé uma impressao errada da in-
certeza. A estimativa razodvel deve estar baseada no conhecimento do desempenho
do método e no escopo da medigao, e deve fazer uso, por exemplo, de experiéncia e

dados de validagoes anteriores".

4.1 Os ensaios de relaxacao e fluéncia

O ensaio de relaxacao consiste na imposicao de um degrau de deformagao a uma
amostra do material e monitoramento do decaimento da tensao ao longo do tempo de
realizagao do ensaio (figura (4.1)).

O ensaio de fluéncia consiste teoricamente na aplicagao de um degrau de tensao ao
material, 0 = oA (t) (figura (4.2a)) e medicao da deformagao de fluéncia, € (¢), ao longo

do tempo (figura (4.2b)). A deformagao no tempo ¢é representada pela seguinte equagao:
e(t) = J(t) oA (t) (4.1)

sendo 0y a amplitude da tensao constante aplicada, J (t) ¢ o médulo de fluéncia e A (t) é
a funcao degrau unitdrio.

Enquanto o ensaio de fluéncia é por definicio um ensaio sobre tensao constante
(equacdo (4.1)), experimentos com carregamento constante sao, usualmente, realizados,

fornecendo resultados satisfatérios (Findley et al., 1989). Sobre uma tensdo uniaxial, a
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Figura 4.1: O ensaio de relaxagao: (a) carregamento aplicado; (b) resposta do material.
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Figura 4.2: O ensaio de fluéncia: (a) carregamento aplicado; (b) resposta do material.

secao transversal do corpo de prova decresce devido ao efeito de Poisson. Devido a esse
fenomeno de reducao da drea da secao transversal, um aumento da tensao no corpo de
prova ao longo da realizagao do ensaio ocorre se a carga aplicada é constante ao longo da
realizacdo do ensaio. Segundo Findley et al. (1989) um erro de 1 a 3% é obtido, quando
se negligencia o efeito da redugao da &drea transversal. Quando esse nivel de erro nao
¢ permitido, o carregamento pode ser programado para produzir uma tensao constante
durante a realizacao do ensaio. A programacao do carregamento pode ser aproximada
em funcao de uma possivel mudancga na secao tranversal como funcao do carregamento
aplicado. Uma forma mais exata ocorre pela medicao da deformacao lateral como um
parametro de controle do mecanismo de aplicacao da carga.

Para um carregamento constante durante a realizacao do ensaio de fluéncia, a utiliza-
¢ao de um peso morto é uma alternativa simples e satisfatéria (Findley et al., 1989). O
método consiste na aplicagao direta de um conjunto de massas suspensas e presas em uma

das extremidades do corpo de prova. Uma das vantagens da aplicacao do peso morto é
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que a tensao no corpo de prova pode ser determinada diretamente com base na carga e na
geometria do corpo de prova, dispensando a necessidade de utilizacao de células de carga

ou outros dispositivos para a medicao da forca aplicada.

4.2 Requisitos técnicos para realizacao do ensaio de
fluéncia

O procedimento de realizacao do ensaio de fluéncia utilizado neste trabalho é baseado
na norma ANSI/ASTM D 2990-01 (ASTM, 2001) e no guia da NPL (National Physical
Laboratory) para medigdo e andlise de fluéncia em plésticos (Tomlins, 1995), os quais
normatizam o procedimento de realizacao do ensaio de fluéncia em plasticos. Para garantir

a confiabilidade dos resultados do ensaio, essas referéncias estabelecem:

e Necessidade de controle das condigoes ambientais como temperatura, umidade e

vibragoes;
e Niveis de exatidao para os sistemas de medicao utilizados;
e Tolerancias geométricas para a confeccao dos corpos de prova;
e Necessidade de calibracao dos sistemas de medicao utilizados;

e Condicionamento do corpo de prova sob a temperatura de ensaio por 24 horas antes

da realizacao do ensaio;
e Velocidade de aplicagao do carregamento;
e Necessidade de monitoramento da temperatura ao longo da realizacao do ensaio;

e Utilizacao de dispositivos no aparato de realizacao do ensaio para evitar os efeitos

de choques e de vibragoes sobre a saida do sistema de medicao;

A tabela (4.1) apresenta as tolerancias para os erros dos sistemas de medi¢ao a serem
utilizados nos ensaios de acordo com a norma ANSI/ASTM D 2990-01 (ASTM, 2001).

4.3 Caracterizacao do PVC pelo ensaio de fluéncia

O material ensaiado é o cloreto de polivinila (PVC). Os corpos de prova foram fabri-
cados a partir de uma placa de PVC laminada. Buscou-se fabricar os corpos de prova na
direcao de laminacao, para minimizar uma possivel influéncia da ortotropia do material
na variabilidade dos resultados dos ensaios. A geometria do corpo de prova foi usinada se-
gundo os critérios geométricos estabelecidos pela norma ASTM D2990-01 (ASTM, 2001).
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Tabela 4.1: Tolerancias para a exatidao dos sistemas de medigao utilizados no ensaio.

Grandezas Especificacoes da Norma
Geometria do corpo de prova | Tolerancias geométricas estabelecidas na norma ASTM
Carregamento aplicado Tolerancia de +£1% da carga desejada
Deformacao medida +1% da deformacao medida
Medicao do tempo +1% do valor medido
Controle de temperatura +2 °C
Umidade relativa +5%

O aparato experimental utilizado para a caracterizacao do material pelo ensaio de
fluéncia é apresentado na figura (4.3). O aparato consiste basicamente em um dispositivo
de aplicagdo de um "degrau de carregamento" sobre o corpo de prova, um forno (estufa)
para submeter o material a uma determinada temperatura, durante a realizagao do ensaio,
e de um sistema de medigao para acompanhar a deformagao do corpo de prova ao longo
da realizacao do ensaio. O dispositivo mecanico utilizado para aplicar o carregamento de
forma simultdnea aos corpos de prova é apresentado nas figuras (4.4) e (4.5), o mesmo
consiste em uma mesa com um sistema de cames que permite um suave deslocamento
vertical da mesa, permitindo a aplicagao do carregamento de forma simultédnea aos corpos
de prova. Para minimizar os efeitos de desalinhamentos na fixacao das garras aos corpos

de prova, utilizou-se o gabarito apresentado na figura (4.6).

Sistema de aplicagdo do carregamento

Corpo de Prova

Brago de Alavanca
Estufa

Extensdmetro para

Monitorar a deformacgdo Peso

Figura 4.3: Aparato experimental do ensaio de fluéncia.

O sistema utilizado para a medicao da deformagao de um ponto na superficie do corpo
de prova ao longo da realizacao do ensaio, consiste basicamente de extensdémetros do
fabricante EXCEL e uma ponte amplificadora Spider 8 do fabricante HBM. A figura (4.7)
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Figura 4.4: Ilustracao da aplicacao simultdnea do carregamento a oito corpos de prova.

Mesa Cames

Figura 4.5: Dispositivo mecéanico utilizado para aplicagao de forma simultdnea do car-
regamento aos corpos de prova.
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Figura 4.6: Gabarito utilizado para minimizar os efeitos de possiveis desalinhamentos na
fixacao das garras ao corpo de prova.

apresenta um dos corpos de prova instrumentado.

Figura 4.7: Corpo de prova instrumentado.

Virios ensaios foram realizados com o objetivo de avaliar a repetitividade dos resulta-
dos. A figura (4.9) apresenta o resultado do ensaio de trés corpos de prova a 40 °C. Neste

ensaio, em cada corpo de prova utilizou-se dois extensdmetros em meia ponte (conforme
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ilustrado na figura (4.8)), sendo a meia ponte formada por um extensoémetro colado na
face do corpo de prova e outro em um "dummy". O dummy é um artificio utilizado para
compensar deformagoes oriundas de variagoes térmicas, quando um extensémetro é co-
lado em uma amostra do material que nao se encontra sujeita a carregamentos mecénicos,
sofrendo apenas o efeito de variagoes térmicas. O Apéndice (D) apresenta o principio de

funcionamento do dummy, além das configuracoes dos extensometros utilizados.

Extensdmetro nesta
Extensdmetro na face
face oposta
Dummy \ Dummy

- Meia
Meia

Ponte
Ponte

Figura 4.8: Tlustracao do posicionamento dos dois extensdémetros nas faces do corpo de
prova.

Os resultados mostrados na figura (4.9) apresentam variagoes que ocorrem devido &
atuacao de fontes de erros e incertezas na realizacao do ensaio. A média dos resultados
das duas meias pontes de cada corpo de prova é apresentada na figura (4.10), diminuindo
de forma considerdvel a variacao nos resultados entre os corpos de prova.

A variagao nos resultados se confirmou em novos ensaios a 40 °C, cujos resultados sao
apresentados na figura (4.11) quando dois corpos de prova, com quatro meias pontes em
cada face do corpo e em uma mesma linha da segao transversal, foram utilizados para
medir a deformacao do corpo de prova, durante a realizacao do ensaio. A meia ponte
é formada com um dummy. A média dos resultados das meias pontes é apresentado na
figura (4.12), demonstrando uma redugao na variabilidade dos resultados entre os corpos
de prova.

A figura (4.13) apresenta os resultados de quatro corpos de prova a 50 °C e 30 °C,
respectivamente, com uma ponte completa em cada corpo de prova (a figura (4.14) ilustra

a disposicao dos extensoémetros e a figura (4.15) apresenta os corpos de prova sendo
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Figura 4.9: Resultados do ensaio a 40 °C de trés corpo de prova em PVC com duas meias
pontes cada um.
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Figura 4.10: Média dos resultados das duas meias pontes de cada corpo de prova a 40 °C.

ensaiados). A ponte completa soma as deformagdes das duas faces do corpo de prova,
fazendo um papel semelhante ao das duas meias pontes do experimento anterior. Os
resultados do ensaios demonstram a necessidade de utilizagao da medicao da deformagao
em duas faces opostas do corpo de prova como sugerido pela referéncia (Tomlins, 1995).
As variacoes horizontais entre as curvas é fruto de diversos erros sistematicos presentes
em cada corpo de prova, de dificil eliminacao, tais como: diferencas entre o peso préprio
de cada dispositivo de apliagao de carga, desalinhamento na colagem dos extensémetros,
desalinhamento na fixacao dos corpo de prova, imperfei¢coes no préprio material, gradientes

térmicos no interior da estufa, etc..
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Figura 4.11: Resultado do ensaio a 40 °C de dois corpos de prova com quatro meias pontes
em cada corpo de prova.
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Figura 4.12: Média dos resultados das quatro meias pontes dos dois corpos de prova a 40

°C.

4.4 Utilizacao da regressao nao-linear na determi-

nacao dos paradmetros do modelo do material

O ensaio de fluéncia fornece a deformacao do corpo de prova ao longo do tempo de

realizagao do ensaio. A tensao aplicada ao corpo de prova é dada por

K
5 - Krmg

- (4.2)

sendo m a massa aplicada ao corpo de prova, g a aceleracao da gravidade, Ky um fator de

amplificacao do carregamento aplicado, b e h a largura e a espessura do corpo de prova,
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Figura 4.13: Médulo de fluéncia para um ensaio com 4 corpos de prova em PVC utilizando
uma ponte completa: (a) ensaio a 50 °C; (b) ensaio a 30 °C.

respectivamente. Sendo assim, o médulo de fluéncia é determinado de forma indireta de
acordo com a sua defini¢ao pela equacao
e(t) bh

T (1) = =2 =
() 0o Kfmg

e(t) (4.3)

sendo ¢ (t) a defomacao medida durante o ensaio, sendo definido .J,,, (t) o valor medido do
moédulo de fluéncia do material.

A determinacao dos parametros do material é realizada através do ajuste dos valores
obtidos experimentalmente ao modelo matemético que representa o médulo de fluéncia do
material (Pagliosa, 2004). Devido & nao-linearidade do modelo matematico que representa
o comportamento do material’, torna-se necessério utilizar o método de regressao nao-
linear. O algoritmo de ajuste tem como base o método de minimos quadrados, onde se ird

buscar os pardmetros do modelo, vetor x, que minimizem a funcao de minimos quadrados

n

minF(x) = 5 > (T (1) = I (1)) (4.4)

=1

sendo J (x,t;) o valor dado pelo modelo matematico avaliado em t;, J,,(t), representando
o mé6dulo de fluéncia determinado pela equagao (4.3) e n o nimero de pontos medidos no
ensaio. Devido as caracterfsticas dos modelos matematicos utilizados e das caracteristi-
cas fisicas do material viscoeldstico, tem-se um problema de otimizacao nao-linear com
restricoes de desigualdade a ser resolvido para determinagao dos pardmetros do material
(Gerlach e Matzenmiller, 2005). Neste trabalho, foi implementada no software MATLAB

1O médulo de fluéncia do material serd dado na forma de uma série de exponenciais (série de Prony),
para um modelo reoldgico cldssico, e dado pela utilizacao da fungao Mittag-Leffler para o caso de modelos
reolégicos fraciondrios.
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Extensdmetro nesta
face

Extensdmetro na
face oposta

Dummy Dummy

Ponte

Completa

Figura 4.14: Ilustracao da configuracao dos extensometros formando a ponte completa.

Figura 4.15: Tlustragao da realizagao do ensaio de fluéncia em quatro corpos de prova de
PVC (corpos de prova de cor branca) e quatro corpos de prova em polipropileno (corpos
de prova de cor preta).
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uma rotina para fazer a regressao utilizando a funcao de regressao nao-linear "Ilsqcurvefit".

A figura (4.16) apresenta a estrutura do algoritmo utilizado.

Pontos Modelo Parametros do algoritmo Pontos Restri¢oes
Parametros de experimentais || Matematico de ajuste iniciais
Entrada ‘ (passo, tolerancias,..., etc.)
Algoritmo Rotina de otimizacao
(método dos minimos quadrados)
Parametros de Parametros do Modelo
Saida (parametros do material), residuo, etc.

Figura 4.16: Estrutura do algoritmo de ajuste.

Por se tratar de um problema de otimizacao nao-linear, sabe-se que a principal difi-
culdade encontrada no processo de otimizagao, que busca o minimo da funcao dada pela
equagao (4.4), é a escolha de bons pontos de partida. A escolha de pontos iniciais do
algoritmo de ajuste sem a utilizacao de critérios ou restricoes fisicas podera nao fornecer
um solugao adequada para o problema, devido & possivel existéncia de minimos locais,
alem do grande aumento do tempo de solugdo do problema. A referéncia (Gerlach e
Matzenmiller, 2005) apresenta as principais técnicas utilizadas para a determinagao de
pontos de partida e restricoes as varidveis de projeto a serem utilizadas no algoritmo de
otimizagao. O Apéndice (E) apresenta o pseudo-algoritmo de otimizagao e o algoritmo

implementado no software MATLAB® para o ajuste dos parametros do material.

4.4.1 O ajuste a um modelo reolégico classico

O objetivo do processo de regressao é obter, com base nos dados fornecidos pelo ensaio
de fluéncia, os parametros do médulo de fluéncia cujo modelo matematico é dado na forma

de uma série finita de Prony com N termos

t

J(t) = Jy— zn: Jee (4.5)

sendo Jy, Jp e T, com k = 1,2, ..., N, pardmetros do material, sendo o niimero de termos da
série de Prony um dos parametros responsaveis pela qualidade do processo de regressao.

A utilizacao de modelos com um niimero de parametros em excesso fornece resultados do
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algoritmo de otimizacao com maiores niveis de incerteza. O nimero de termos da série
de Prony nao fez parte do vetor de projeto do algoritmo de otimizacao para simplificacao
do algoritmo. O problema de otimizagao foi realizado sucessivas vezes e determinou-
se que uma série de Prony com onze termos, que corresponde ao modelo de Maxwell
Generalizado apresentado na figura (4.17), fornece menores niveis de incerteza para um

ensaio com duracgao de 1.10° s.

NONONUNANNNANANN

Figura 4.17: Modelo de Maxwell Generalizado com onze parametros .

Foram utilizados os seguintes critérios para determinacao dos valores iniciais do algo-

ritmo de otimizagao nao-linear:

e Todos os parametros sao positivos para assegurar consisténcia fisica, isto é, Jy > 0,
Jpy >0, 7, >0, parak=1,2,....n;

e Os tempos de relaxacao sao buscados pelo algoritmo de otimizagao dentro de deter-

minadas faixas, sendo utilizado por volta de um tempo de relaxacao por década;

e O valor inicial de cada J, foi de

Jmax + Jmin
Ty = =g (4.6)

sendo Jp,ax a deformagao méaxima medida no decorrer do ensaio dividida pela tensao
aplicada ao corpo de prova e o valor do J;, corresponde ao inverso do médulo de
elasticidade do material. O médulo de elasticidade do material foi aproximado pela
tensao aplicada ao corpo de prova dividida pela primeira deformacao medida no

ensaio de fluéncia.

e Aplicam-se as seguintes restri¢coes de desigualdade Jyuin < Ji < Jmax-

A figura (4.18) apresenta o ajuste do modelo matemdtico do médulo de fluéncia aos
dados experimentais fornecidos pelo ensaio de caracterizagao de um corpo de prova em

PVC a 40 °C, sob uma tensao de 21 MPa, para o tempo de ensaio de 2.10% s. Utilizou-se
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um modelo de Maxwell Generalizado com onze parametros. Sao apresentados na tabela

(4.2) os parametros do modelo constitutivo determinados pelo ajuste.

— Curva Experimental
O Modelo ajustado

0.55F

o
3

©

»

a
T

J(t) [1/GPa]
Erro relativo(t) [%]

0.4f

0.351

10* 10° 10 10* 10°
t[s] t[s]

(@) (b)

10

Figura 4.18: Ajuste do modulo de fluéncia na forma de uma série de Prony aos pontos
experimentais: (a) visualizacao do ajuste; (b) erro relativo entre os valores ajustados pelo
modelo e os dados experimentais.

Tabela 4.2: Resultados do processo de ajuste do médulo de fluéncia dado na forma de
uma série de Prony.

Parametros Valor Desvio Coeficiente | Unidade
ajustado padrao de dispersao
Jo 3.228424e-010 | 3.510898e-012 0.011 1/GPa
J1 9.347476e-012 | 1.349546e-013 0.014 1/GPa
Jo 3.544042¢-011 | 5.686401e-013 0.016 1/GPa
J3 5.227999¢-011 | 6.131936e-013 0.012 1/GPa
Jy 5.755409e-011 | 4.993699¢-013 0.009 1/GPa
Js 1.399994e-010 | 5.534624e-013 0.004 1/GPa
T1 229.55 8.75 0.038 S
To 5228.56 130.73 0.025 S
T3 50846.75 4355.18 0.019 S
T4 501810.54 4355.18 0.009 S
Ts 2002253.33 5702.50 0.003 S

4.4.2 O ajuste a modelos reolégicos fraciondrios

O objetivo do ajuste é a determinagao dos pardmetros do médulo de fluéncia repre-

sentado por um modelo reolégico fraciondrio. Para o modelo de Zener fraciondrio, figura

(4.19), o médulo de fluéncia é dado pela equagao:

1

so=g iz (- - (7))}

(4.7)
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com os parametros do material Ey, Eq, a e 7. A escolha do ponto de partida do algoritmo
de minimizacao é de fundamental importancia para a convergéncia da solucao. Utilizaram-
se alguns critérios para a escolha dos pontos de partida do ajuste. O primeiro deles trata
do fato de que para o modelo de Zener fraciondrio tem-se as seguintes propriedades do
moédulo de fluéncia (Schmidt, 2003)

J(0) = lm J(t):Ei (4.8)
J(x) = tliriloJ(t):ﬁ (4.9)

e tomando como J(0) = 1/E e J(00) = Jpax pode-se usar essas relagoes para estimar

valores iniciais para os parametros Fy e F; pela solugao do sistema

E():L
©
_ 1 =
{E0+E1—J< ] {

Utilizou-se a restricao de que a ordem da derivada fracionédria o deverd estar entre os

Ey=F

4.10
Eo+ By = 57— (4.10)

valores 0 e 1. A figura (4.20) apresenta o ajuste do modelo matemético do médulo de
fluéncia aos dados experimentais fornecidos pelo ensaio de caracterizagao de um corpo de
prova em PVC a 40 °C para uma tensao aplicada de 21MPa. A tabela (4.3) apresenta os

parametros do médulo de fluéncia dado pela equagao (4.7).

o,T

N
E, N

E

Wy

Figura 4.19: O modelo de Zener fraciondrio.

Tabela 4.3: Resultados do processo de ajuste do médulo de fluéncia utilizando um modelo
do material fraciondrio.

Parametros Valor Desvio Coeficiente | Unidade
ajustado padrao de dispersao
Ey 3.330000e+009 | 5.257390e+006 0.002 1/GPa
By 2.728680e+008 | 5.257390e+006 0.008 1/GPa
o 2.531403e-001 | 9.451538e-004 0.004
T 6.985677e+010 | 1.141798e+007 0.000 1/s

Os resultados demonstram a capacidade dos modelos fraciondrios em modelar o com-

portamento do material com um menor niimero de pardmetros do que os modelos reolégi-
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Figura 4.20: Ajuste do ensaio de fluéncia ao modelo reolégico fracionario: (a) visualizagao
do ajuste; (b) erro relativo entre os valores ajustados pelo modelo fraciondrio e o dados
experimentais.

cos classicos. O algoritmo de ajuste a um modelo fraciondrio é computacionalmente mais
lento em relagao ao ajuste a um modelo cldssico devido a um maior esfor¢co computacional,

requerido nos cdlculos, envolvendo o uso da fungao Mittag-Leffler.

4.4.3 Analise de incertezas do processo de regressao nao-linear

Como ja apresentado no capitulo anterior, tem-se que a incerteza dos parametros da

regressao nao-linear é dado pela equagao
C=ao(JTN) " (4.11)

em que o2 & a variancia dos pontos medidos e .J é a matriz Jacobiana avaliada na solucao

*

x*. Se uma estimativa a priori de o nao estd disponivel, entdo a varidncia podera ser

estimada por

L/l
vVn—m

sendo m o nimero de parametros ajustados, || f|| representa a norma do residuo e n é o

o=

(4.12)

nimero de pontos medidos.

A fungao de regressao nao-linear "lsqcurvefit" do software MATLAB® fornece como
um dos parametros de saida o valor do Jacobiano, facilitando o cdlculo da incerteza dos
resultados.

A figura (4.21) apresenta os niveis de incerteza dos parametros ajustados para um
modelo de Maxwell generalizado com 11 parametros e para o modelo de Zener fraciondrio,

respectivamente.
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Figura 4.21: Incerteza dos parametros ajustados para: (a) um modelo cléssico; (b) um
modelo fracionério.

4.5 A determinacao do coeficiente de Poisson

Para a simulacao numérica torna-se também necesséria a determinagao do coeficiente
de Poisson do material (Hilton, 2001)

v=—=L (4.13)

O coeficiente de Poisson foi determinado a partir da medi¢ao das deformagoes nas
diregoes © e y em um determinado ponto da superficie do corpo de prova durante a
realizacao do ensaio de fluéncia. Essas deformacoes foram medidas utilizando um exten-
sometro denominado de xy. A figura (4.22) apresenta o resultado encontrado para um

corpo de prova ensaiado a 40 °C.

4.6 Determinacao dos parametros referentes a tem-

peratura

Para a utilizacao do principio da equivaléncia tempo-temperatura, torna-se necessario
determinar experimentalmente os parametros do material c; e ¢, da equagao de Williams-

Landel-Ferry (WLF):
—C (T — To)

CQ‘{‘(T—TO).

Nessa equacao ar € o fator de correcao do tempo, Ty a temperatura de referéncia, T' é a

logar = (4.14)

temperatura para a qual o fator de correcao é desejado. A determinacao dessas constantes
é feita com base nos resultados do ensaio do material em dois niveis de temperatura e

utilizando o principio da sobreposigao tempo-temperatura (Ferry, 1980; Findley et al.,
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Figura 4.22: Coeficiente de Poisson no tempo.

1989). Esses parametros sao obtidos através de um processo de otimizagao cujo objetivo

¢ minimizar a fungao

mxinF(x) - ; {JT ) _JTJ(Y;;)lgti-a () (4.15)

A figura (4.23) apresenta os resultados do ensaio de fluéncia do PVC para as tempe-
raturas de 40 e 50 °C. Com base nestes dados, determinou-se ¢; = 9,87 e ¢ = 99, 93 para
o PVC. A figura (4.24) apresenta a translacao dos dados do ensaio realizado a 40 °C para

50 °C, demonstrando através da sobreposicao dos resultados.

. 1 ‘ ‘
Ensaio 40 °C Ensaio 40 °C Transladado
* Ensaio 50 °C * Ensaio 50 °C
0.9F * h 0.9F * 1
* ’ *
* *
0.8 * 1 0.8 * 7
* ' *
*
S o7+ . 1 g 1
g * [0)
=) * =
20.6r — =) |
- bl
0.5 1 ]
0.4F ] 1
10° 10° 10* 10° 10° 10 10* 10° 10°
t[s] t[s]

Figura 4.23: Curvas de fluéncia do material Figura 4.24: Sobreposicao da curva a 40 °C
a 40 °C e a 50 °C. a curva a b0 °C utilizando o principio da
sobreposicao tempo temperatura.

A validagao dos resultados obtidos pelo processo de ajuste foi realizada através de
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simulac¢oes no software ANSYS. Com os dados obtidos no ensaio a 40 °C, simulou-se o
ensaio a uma temperatura de 50 °C, utilizadas as constantes c¢; e co, obtidas experimen-
talmente. A figura (4.25) apresenta os resultados obtidos pela simulagdo no Ansys e os

dados medidos no ensaio a 50 °C.
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Figura 4.25: Comparacao dos resultados do ensaio a 50 °C e os resultados da simulagao
no Ansys a 40 °C usando a relagao tempo-temperatura .

4.7 Quantificacao das incertezas do processo de ca-

racterizacao do PVC

No planejamento de um experimento depara-se com a seguinte questao: quais os niveis
de incerteza necessdrios as operagoes de medicao envolvidas na realizacao do experimento?
Pode-se dizer que a aplicagao dos resultados obtidos pelo experimento é que ird definir
o rigor metrolégico e os niveis de incerteza dos processos de medi¢ao a serem utilizados
no experimento. E apresentada, a seguir, a metodologia utilizada para quantificar as
incertezas envolvidas no processo de caracterizacao de um material viscoeldstico através
do ensaio de fluéncia. Um dos motivos da necessidade da quantificacao das incertezas
envolvidas nos processo de medicao utilizados no ensaio de caracterizacao do material
é a verificagao da adequacao dos processos de medicao utilizados, tendo em vistas as
tolerancias estabelecidas na norma que regulamenta o ensaio de fluéncia em pldsticos
(ASTM, 2001).
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4.7.1 Fontes de incerteza do processo de caracterizagao

O processo de caracterizacao de um material envolve um certo nimero de processos
de medicao, sendo que tais processos estao sujeitos & influéncia de diversas fontes de
incerteza. De acordo com (UKAS, 2000; Birch, 2001; EAL, 1996; Silva, 2003, 2004) as

principais origens de incerteza em ensaios sao:

Incompleta definicao das condigoes de realizacao do ensaio;

e Imperfeita realizacao do procedimento de ensaio, pois mesmo quando as condig¢oes
do ensaio sao claramente definidas, pode ser que as mesmas nao possam ser com-

pletamente reproduzidas;
e Amostragem - o nimero de amostras pode nao ser completamente representativo;

e Inadequado conhecimento dos efeitos das condigoes ambientais sobre o processo de

medicao, ou seu imperfeito controle;
e Erros provocados pela ma execucao da atividade de medicao;
e Resolucao dos instrumentos de medigao;

e Mudancgas nas caracteristicas ou performance do instrumento de medicao desde a

iltima calibracao;
e Valores de constantes e outros pardmetros utilizados na avaliacao dos resultados;
e Aproximacao e hipéteses incorporadas no método de medigao;
e Valores transferidos por padroes ou materiais de referéncia;

e Variacoes em repetidas observacoes realizadas sob condigoes aparentemente identi-

cas.

A figura (4.26) apresenta uma visao geral das principais fontes de incerteza de um
ensaio de caracterizagao de materiais viscoeldsticos.

Para o ensaio de fluéncia, por exemplo, é necessdrio a determinacao da geometria
do corpo de prova, monitoramento da deformagao da amostra ao longo do tempo, de-
terminacao da carga aplicada, controle da temperatura dentro da estufa. As fontes de
incerteza, envolvidas nesses processo de medicao, necessitam portanto serem identificadas,
tornando-se também necessérias a quantificagao e a propagacao da influéncia de cada fonte

de incerteza sobre os resultados finais do processo de caracterizacao.
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Figura 4.26: Fontes de incerteza atuando sobre o processo de caracterizacao de materiais
viscoeldsticos.

4.7.2 Quantificacao da influéncia das fontes de incerteza

A confiabilidade das estimativas das incertezas relacionada aos resultados do ensaio

de fluéncia ird depender de fatores como:

1) Qualidade dos modelos das medigoes realizadas;

2) Confiabilidade dos resultados medidos;

3) Rastreabilidade das medicoes;

4) Conhecimento das caracteristicas dos sistemas de medicao utilizados;

5) Conhecimento das fontes de incerteza atuando sobre os processos de medigoes ne-

cessdrios para a realizacao do ensaio.

Se um determinado modelo de medi¢ao nao contempla as caracteristicas reais da
medicao ou ensaio, o resultado da andlise de incerteza poderd nao ser realista.

Um dos objetivos deste trabalho é apresentar uma metodologia para o célculo de
incerteza dos parametros do material determinados pelo ensaio experimental de fluéncia.
Os valores das incertezas apresentados sao, em alguns casos, estimativas nao confirmadas
experimentalmente, devido as limitacoes no que se refere a disponibilidade de sistemas
de medigao e de padroes metrolégicos. Como os valores das estimativas de incerteza
sao apenas parametros de entrada do problema, na medida em que se tem resultados
mais confidveis das medigoes e incertezas estimadas, o balango de incerteza podera ser

realimentado, fornecendo resultados mais condizentes como a realidade do problema



4.7. Quantificacao das incertezas do processo de caracterizagao do PVC 103

em questao. De forma resumida, um dos focos do trabalho é o desenvolvimento de uma
metodologia que identifique e propague as incertezas do ensaio de caracterizacao aos

resultados de simulagoes que utilizam esses dados.

4.7.3 Incertezas devido a variagoes na temperatura de ensaio

A realizagao da verificagdo da temperatura da estufa foi realizada utilizando um ter-
mometro analégico calibrado a RBC (Rede Brasileira de Calibracao). O controle da tem-
peratura da estufa foi realizado por um controlado PID (Proporcional Integral Derivativo),
o qual utiliza um sensor de temperatura PT100 com trés fios. O controle de temperatura
da estufa apresentou uma variagao em torno de +0.5 °C ao longo da realizacao do ensaio.

Como a utilizacao do extensémetro dummy tem por finalidade compensar os efeitos
das variagoes térmicas na medicao da deformagcao no corpo de prova, tem-se que a quan-
tificacao da influéncia de variacoes térmicas requer a medicao da temperatura do dummy
e do corpo de prova ao longo da realizacao do ensaio. Esta medicao pode ser realizada
através da utilizacao de termistores, nao sendo realizada nos experimentos desse trabalho,

mas recomendada na realizacao de novos ensaios em trabalhos futuros.

4.7.4 (Geometria do corpo de prova

Torna-se necessario determinar a largura e a espessura da secao transversal do corpo
de prova. Optou-se por medir as dimensoes do corpo de prova na regiao onde os ex-
tensdmetros sao colados, pois os extensdmetros medem a deformacao do corpo de prova
localmente. As tolerancias geométricas para a fabricacao do corpo de prova estabeleci-
das pela norma ANSI/ASTM D 2990-01 (ASTM, 2001), tém por finalidade minimizar os
efeitos das variagoes na geometria do corpo de prova nos resultados das medigoes.

Os valores das dimensoes do corpo de prova foram obtidos pela utilizacao de um
micréometro com resolucao de 10 um.

Uma das fontes de incerteza da medicao da geometria do corpo de prova é que a mesma
foi realizada em uma temperatura diferente da temperatura de realizacao do ensaio, pois a
medigao foi realizada na temperatura ambiente (em torno de 25 °C). As principais fontes

de incerteza, atuando na determinacao da geometria do corpo de prova, sao:
e Resolucao do micrémetro;
e Incerteza herdada da calibracao do micrometro;
e Repetitividade das medicoes;

e Incerteza na determinagao do coeficiente de expansao térmica do PVC, utilizado
para a quantificacao da incerteza devido aos efeitos de dilatagoes térmicas do ma-

terial;



4.7. Quantificacao das incertezas do processo de caracterizagao do PVC 104

e A prépria geometria do corpo de prova, a qual possui varia¢oes herdadas do processo

de frabricacao;

e Desvio da temperatura de realizacao da medicao da geometria do corpo de prova
com a temperatura de calibracao do micrémetro e da temperatura de relalizacao do

ensaio de fluéncia.

Por se tratar de uma medicao direta, a incerteza combinada da medicao da largura e
espessura do corpo de prova ¢ dada pela raiz quadrada da soma do quadrado das varidncias

de cada fonte de incerteza:

u =\ U+ URe + UGy + Uar (4.16)
sendo ur a incerteza devido a resolucao do micréometro, ug. a incerteza devido a repe-
titividade das meidigoe, u., a incerteza herdada da calibragao do micrémetro e uar a

incerteza devido a variacao de temperatura da estufa e do local de realizacao da medicao

da geometria do corpo de prova.

A tabela (4.4) apresenta as principais fontes bem como o balango de incerteza para a

determinagao da largura do corpo de prova, sendo apresentado na tabela (4.5) o balango

de incerteza para a espessura do corpo de prova.

Tabela 4.4: Balanco de incerteza da largura do corpo de prova.

Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de

distribuicao | bruto liberdade
R Resolucao (mm) Retangular | 0.0100 | 2,/3 0.0029 00
Re Repetitividade (mm) Normal 0.0030 1 0.0030 22
Cal Erros calibra¢do (mm) Normal 0.0020 2 0.0010 72
dT Dilatacao térmica (mm) Retangular | 0.0064 V3 0.0037 00
u, Incerteza combinada (mm) Normal 0.0057 251

Tabela 4.5: Balanco de incerteza da espessura do corpo de prova.

Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de

distribuigao | bruto liberdade
R Resolugao (mm) Retangular | 0.0100 | 24/3 0.0029 00
Re Repetitividade (mm) Normal 0.0017 1 0.0017 27
Cal Erros calibra¢do (mm) Normal 0.0020 2 0.0010 72
dT Dilatacao térmica (mm) Retangular | 0.0033 V3 0.0019 00
u, Incerteza combinada (mm) Normal 0.0040 475
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4.7.5 Incerteza da tensao aplicada ao corpo de prova

O carregamento é aplicado pela utilizacao de um peso morto, isto é, a forca atuando
sobre o corpo de prova é gerada pela acao de forgas gravitacionais, atuando em uma
determinada quantidade de massa presa a uma das extremidades do corpo de prova. A
forga aplicada é amplificada por um sistema de alavanca, figura (4.27), sendo a forga
amplificada por um fator de quatro com a utilizacao desse sistema de alavancas.

As principais fontes de incerteza na determinacao da tensao atuando no corpo de prova

Sao:

e Os efeitos de desalinhamentos e excentricidades na aplicacao do carregamento ao

corpo de prova;
e Incerteza na determinacao do fator de amplificacao de tensao;

e Incerteza devido ao peso proprio do sistema, sendo o mesmo determinado, utilizando

um dinamometro;

e Incerteza na determinacao dos valores das massas aplicadas. As massa aplicadas

foram calibrada em um laboratério da rede brasileira de calibragao - RBC;

e Incerteza na determinacao da aceleragao da gravidade. Utilizada a aceleracao da

gravidade a nivel do mar, apresentada na referéncia (Bartel, 1997, 2005);

e Incerteza na determinacgao da &rea transversal do corpo de prova.

Corpo de prova

Massa aplicada

Figura 4.27: Sistema para amplificacao do carregamento.

O calculo do fator de amplificacao de tensao é dado a partir do equilibrio de forcas e

momentos, atuando no sistema de alavanca (figura (4.27)). Fazendo o equilibrio de forgas
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e de momentos, conclui-se que o fator de amplificacao do carregamento é dado por

a+b
Ky = 2

(4.17)

sendo os comprimentos a e b apresentados na figura (4.27). Devido as incertezas dos
processos de medicao, utilizados na medi¢ao destes comprimentos, juntamente com os
efeitos de folgas e desalinhamentos, estimou-se uma incerteza de +0,5 mm na determi-
nagao dos parametros a e b. Pelo método de simulagao de Monte Carlo, estimou-se o valor

da incerteza de medicao do fator de amplificacao do carregamento como sendo:

Ky =4,000+£0,039 (N/N) (4.18)
O modelo da tensao aplicado ao corpo de prova é dado pela equacao
K
> w (4.19)

sendo m a massa do peso morto aplicado, m,, a massa relativa ao peso préprio do sistema,
g a aceleracao da gravidade, K o fator de amplificacao do carregamento aplicado, b e h
a largura e a espessura do corpo de prova, respectivamente.

Estimou-se a incerteza da tensao atuando no corpo de prova, utilizando o método de
simulacao de Monte Carlo com base nas incertezas dos parametros de entrada listados na
tabela (4.6) e no modelo da tensao dado pela equacao (4.19). A tensdo aplicada ao corpo

de prova para um nivel de confianca de 68,27% ¢é de

o= 2177 + 024 (MPa) (4.20)

Tabela 4.6: Niveis de incerteza dos parametros do modelo da tensao aplicada ao corpo de
prova.

Descrigao Tipo de Valor Desvio | Incerteza
distribui¢do | médio | Padrao | relativa (%)

m Massa aplicada (g) Normal 10057.000 | 0.006 0.0001
K; Fator de amplificagao Normal 4.000 0.040 0.99

m,, | Peso préprio do sistema (g) Normal 2550 255 10

b Largura do cp (mm) Normal 3.1841 0.0040 0.13

h Espessura do cp (mm) Normal 6.0513 0.0057 0.09

g Acel. da gravidade (m/s?) | Retangular 9.80665 | 0.00001 0.00005
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4.7.6 Incerteza na determinagao da deformacao do CP

A deformagao no corpo de prova é medida de forma direta com a utilizagao de ex-
tensometros e uma unidade de tratamento de sinais (unidade de aquisi¢do de sinais).
A incerteza da medicao da deformagao do corpo de prova serd estimada pela soma das

incertezas da medigao da deformacao e do modelo de medicao da deformacao

u= \/ u%n + u12110d6107 (421)

sendo u,, a incerteza da medicao da deformacao com extensdmetros e Uy oqe0 @ incerteza
devido ao modelo de medi¢ao da deformacao. Ou seja, a incerteza do modelo de medigao
pretende incorporar a influéncia da geometria do corpo de prova, do carregamento apli-
cado, variacoes térmicas e desalinhamentos na colagem do extensémetros, pois essas fontes
de variacao nos resultados nao estarao incorporadas na incerteza de medicao com exten-

sOmetros.

Incerteza na medicao com extens6metros

Os extensdmetros (strain gages) sao os instrumentos mais largamente utilizados para
a determinacao de propriedades de materiais e na andlise de tensoes e deformacoes em
estruturas (Hoffmann, 1989; ASTM, 2003a,2003b). Na andlise de deformagdes por ex-
tensometria, o sistema de medigao é formado basicamente por sensores de deformagao (o
extensdmetro de resisténcia varidvel que converte deformacao mecénica em variacao da
resisténcia elétrica da grade do extensometro), de uma unidade de tratamento de sinais
a qual possui amplificadores, filtros e um sistema de conversao analégico digital e um

dispositivo de registro e interface com o usudrio (figura (4.28)).

Unidade de Tratamento de  Dispositivo de Registro
Sinais

Sensor

(Mensurando) . —

Ponte Amplificadora
Deformagao no corpo Extensdmetro (amplificador, sistema Computador
de prova de alimentacao, filtros)

Figura 4.28: Diagrama do sistema para medi¢ao de deformagoes através de extensdometros.

Para ser utilizado, o extensémetro devera ser colado & estrutura e soldada a fiagao
elétrica. O processo que envolve a limpeza da pega a ser medida & deformagao, colagem
do extensdmetros e soldagem da fiagao serd definido como instrumentacao da pega. Além

de fatores envolvendo questoes metrolégicas envolvidas na medicao de deformacgoes com
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extensdmetros, tem-se que a qualidade dos resultados das medigoes irao depender forte-

mente de fatores como:

e procedimento e materiais utilizados para limpeza da superficie na qual o exten-

sometro ird ser colado;

e cola utilizada para fixar o extensdmetro ao componente e o verniz utilizado para

proteger o extensometro;

e habilidade do instalador do extensometro (sendo um dos maiores fatores para o

sucesso da utilizagao de extensometros (ASTM, 2003))

E normalmente simples averiguar se um extensdometro estd funcionando corretamente,
a instabilidade com o tempo dos resultados é o sintoma mais comum do seu mau fun-
cionamento.

As principais fontes de incerteza na medigdo com extensdémetros sdo (Sutério, 2005;
ASTM, 2003):

e FErros relativos ao extensdémetro:

— Fator do extensometro ("gage factor”);

— FErros de posicionamento dos extensometros na estrutura, ou seja, desalinha-
mento da direcao de medicao do extensometro em relagao a direcao da defor-

macao que se deseja medir;

— Aderéncia do extensdémetro a superficie do componente.

e Erros relativos & ponte amplificadora :

Erro de zero;
— Erro de leitura (medicao realizada);

— Incerteza da ponte (sistema de alimentacao dos extensometros, erros devido a

instabilidade das conexoes e linearidade do sistema de medicao);

Resisténcia dos fios;

— Ruidos eletromagnéticos.
e Variacoes térmicas;

e Procedimento de instalacao do extensometro na estrutura/componente.
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A deformagao medida com um extensémetro é dada pela equagao (ASTM, 2003)

__ AR/R,

! (4.22)

sendo Ry o valor inicial da resisténcia do extensometro (a resisténcia do extensdometro sem
carregamento), AR a variagdo na resisténcia elétrica devido a deformagdo mecénica do
componente e k é o fator do extensdmetro (gauge factor). A medigao da grandeza AR/ Ry
¢ feita pelo sistema de aquisigao de dados (a unidade de tratamento de sinais). A incerteza
do fator do extensometro foi dada pelo fabricante do extensdmetro como sendo de £1%
do seu valor. O valor da incerteza da grandeza AR/ Ry medida pela ponte amplificadora

foi retirada do manual do fabricante (£0,05% do valor medido).

Estimativa da incerteza da deformagao com base no modelo da medigao

Uma estimativa da influéncia das incertezas envolvidas no ensaio de fluéncia pode ser
feita com base no modelo da medi¢ao da deformagao do corpo de prova com extensémetro.

Utilizou-se o seguinte modelo da deformacao do corpo de prova

desalinhamento do extenséometro

variacoes térmicas | - -\ ~
K —N— 1
e(t) = WJ (t)+  anAT 5 (1 —v+(1+v)cos(2®)) (4.23)

sendo Kf o fator de intensificacao do carregamento, m a massa do peso morto aplicado,
m,, 0 peso proprio do sistema, g a aceleracao da gravidade, v o coeficiente de Poisson, &
¢ o angulo de desalinhamento do extensometro, J(t) o médulo de fluéncia do material,
o, o coeficiente de expansao térmica do PVC, AT a variagao de temperatura entre o
dummy e o corpo de prova ensaiado, b e h a largura e espessura do corpo de prova,
respectivamente. E ilustrado na figura (4.29) o erro relativo da medic¢ao da deformagao
devido a um desalinhamento na colagem do extensémetro no componente.

A variacao térmica entre o corpo de prova e dummy serd considerada como tendo uma
distribuigao retangular com um limite inferior (L) de —0, 1°C' e um limite superior (LS)
de 0, 1°C, sendo portanto a média e o desvio padrao calculados pelas equagoes (Albertazzi
Jr., 2001):

7= 22 (4.24)
LS —LI

ulg) = — 7 (4.25)

E considerado também o desalinhamento do extensémetro com distribuicio retangular de
+1°, o coeficiente de Poisson com uma distribuicao retangular de +5% e uma distribuicao

retangular de +10% no valor do coeficiente de expansdo térmica do PVC, o qual foi
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Erro relativo [%]

Figura 4.29: Desalinhamento na colagem do extensémetro ao componente: (a) erros
relativos; (b) ilustragdo do angulo de desalinhamento.

retirado da referéncia (Crawford, 1989). A tabela (4.7) apresenta estimativas das principais

fontes de incerteza do ensaio de caracterizagao.

Tabela 4.7: Niveis de incerteza do parametros envolvidos na caracterizagao pelo ensaio
de fluéncia.

Descricao Tipo de Valor Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao

m Massa aplicada (g) Normal 10057.000 | 0.006 6e-007
m, | Peso préprio sistema (g) Normal 2550 255 0.10
Ky Fator de aplificagao Normal 4.000 0.040 0.010
b Largura do cp (mm) Normal 3.1841 0.0040 0.001
h Espessura do cp (mm) Normal 6.0513 0.0057 0.001
AT | Variacdo térmica (°C) Retangular 0.100 0.058 0.58
ay, | Coef. exp. térmica (1/°C) | Retangular 0.00007 | 0.00000 0.06
0 Desalinhamento (°) Retangular 0.00 0.58
v Coef. de Poisson Retangular 0.380 0.011 0.03

A figura (4.30) apresenta a estimativa da incerteza da deformagao calculada, utilizando
o método de simulacao de Monte Carlo sobre o modelo de medi¢cao dado pela equacao

(4.21) com base nas incertezas apresentadas na tabela (4.7).

4.7.7 Incertezas devido ao material

O préprio material é uma fonte de incerteza dos resultados do ensaio. Fatores como o

envelhecimento do material (Tomlins, 1995), a presenca de microtrincas, tensoes residuais
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Figura 4.30: Ensaio de fluéncia: (a) faixa de dispersao da deformacao correspondente a
dois desvios padroes; (b) incerteza relativa.

oriundas do processo de fabricacao e fixacao do corpo de prova, bem como a ortotropia
do material sao responsdveis por uma determinada porcao da variacao dos resultados dos
ensaios. Uma tarefa dardua é a separacao da influéncia das variagoes devida ao material
e as variagoes oriundas do processo de caracterizagao. Essa separacao pode ser realizada
somente com a utilizagdo de materiais de referéncia certificados, MCR (ABNT/ISO, 2002).
Até o momento, nao foi encontrado na literatura o relato da existéncia de um material
de referéncia para o ensaio de fluéncia de polimeros. Sao apresentadas a seguir diretrizes

para a criacao de um material de referéncia para o ensaio de fluéncia.

Diretrizes para a confecgao de materiais de referéncia para o ensaio de fluéncia

De acordo com a norma ABNT ISO 33 (ABNT, 2002), um material de referéncia
constitui-se como sendo um material ou substancia que tem um ou mais valores de pro-
priedade, que sao suficientemente homogéneo e bem estabelecidos para serem usados na
calibracao de um aparelho, na avaliagao de um método de medicao ou na atribuicao de
valores a materiais. Sendo um material de referéncia certificado (MRC) o material de
referéncia, acompanhado por um certificado, com um ou mais valores de propriedades,
certificado por um procedimento que estabelece sua rastreabilidade & obtencao exata da
unidade na qual os valores da propriedade sao expressos, com cada valor certificado acom-
panhado por uma incerteza para um nivel de confianca estabelecido.

A utilizagao de um material de referéncia certificado dard um indicativo da qualidade
do processo de caracterizacao utilizado por um determinado laboratério. O material de
referéncia certificado sempre é acompanhado de um certificado de analise, mencionando
os valores das grandezas de interesse com suas respectivas incertezas.

A determingao das propriedades de um material de referéncia certificado é feita pela
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minimizacao da influéncia das diversas fontes de incerteza, atuando no processo de carac-
terizacao do material, para que variacoes apresentadas nos resultados dos ensaios possam
ser atribuidas em sua maior parte ao material.

O desenvolvimento de um material de referéncia para o ensaio de fluéncia requer as

seguintes acoes:

e A partir de um lote de um material viscoeldstico, deverd ser fabricado um grande

nimero de corpos de prova;

e A geometria do corpo de prova devera ser fabricada utilizando tolerancias apertadas,

para minimizar as variagoes geométricas entre os corpos de prova;
e (Calibracao de todos os sistemas de medicao a serem utilizados no ensaio;

e Medicao da geometria dos corpos de prova por um processo de medigao com baixos

niveis de incerteza;

e Rigoroso controle da temperatura de realizagao do ensaio e medicao da temperatura

em varios pontos do corpo de prova, durante a realizagao do ensaio;
e Rigoroso controle das fontes de vibragao no ambiente de realizagao do ensaio;

e Desenvolvimento de um aparato experimental com rigorosas tolerancias de fabri-
cagao e que o mesmo possua dispositivos que minimizem os efeitos de desalinha-

mentos e da forma de fixagao do corpo de prova nas variacoes dos resultados;

e Utilizacao de um sistema de medicao com baixos niveis de incerteza para monitora-
mento da deformagao do corpo de prova. E o ideal a utilizagao de um sistema de
medicao Optico, para minimizar a influéncia de interacoes do sistema de medicao

sobre o corpo de prova;

e Adocao de um procedimento de realizagao do ensaio com um rigoroso detalhamento
das acoes necessdrias para a realizagao do ensaio, objetivando a minimizacao da in-
fluéncia do operador e do procedimentos de realizacao do ensaio sobre a variabilidade

dos resultados;

e Desenvolvimento de um algoritmo padrao para ajuste dos dados experimentais, no
qual seriam definidos os parametros de entrada do processo de otimizacao para de-
terminagao dos parametros do material a serem utilizados por todos os laboratérios

que farao uso desses corpos de prova;

e Utilizacao de uma mao-de-obra capacitada e com forte consciéncia dos aspectos

metrolégicos envolvidos no ensaio de caracterizacao.
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4.8 Analise de incerteza do processo de interconversao

A interconversao do médulo de fluéncia do material, juntamente com o coeficiente
de Poisson, no médulo de relaxacao volumétrico e deviatérico, tornaram-se necessdrias,
como ja apresentado neste trabalho, devido a utilizacao do software ANSYS®. Devido
as incertezas dos parametros do médulo de fluéncia do material e do coeficiente de Pois-
son, conclui-se que essas incertezas irao ser propagar pelo processo de interconversao aos

parametros do médulo de relaxagdo volumeétrico e deviatérico, figura (4.31).

Parametros Parametros de
De entrada Saida

A N—>

Parametros de J(t)

Processo
de —
Interconversao
—
A 4 Parametros
Coeficiente de G(t) e K(t)

de Poisson

Figura 4.31: Propagagao das incertezas dos parametros do médulo de fluéncia e do coefi-
ciente de Poisson pelo processo de interconversao.

A propagacao de incertezas pelo processo de interconversao é realizada utilizando o
método de simulagdo de Monte Carlo no qual o processo de interconversao é repetido
sucessivas vezes, a fim de compor a incerteza do médulo de relaxagao volumétrico e
deviatérico. A figura (4.32) apresenta os niveis de incerteza do médulo de relaxagao
deviatdrico e volumétrico obtidos pelo processo de interconversao com base nos dados do
ajuste do PVC a 40 °C.

Sao apresentados nas figuras (4.33) e (4.34) a faixa de dispersao dos valores do mé-
dulo de relaxacao deviatérico e volumétrico correspondente a um desvio padrao devido a
incerteza dos parametros do modelo oriundas do processo de interconversao. Utilizou-se

o método de simulagao de Monte Carlo para determinagao da dispersao dos resultados.
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Tabela 4.8: Resultados obtidos pela andlise de incerteza do processo de interconversao.

Parametros Valor Desvio Coeficiente | Unidade
ajustado padrao de dispersao

Go 1.155785e+009 | 1.343652e+007 0.012 1/GPa
G1 3.850255e+007 | 1.147109e+006 0.030 1/GPa
G 9.850195e+007 | 2.530226e+006 0.026 1/GPa
Gs 1.368824e+-008 | 2.897019e+006 0.021 1/GPa
Gy 1.198994e+-008 | 2.280253e+-006 0.019 1/GPa
Gs 1.578810e+008 | 2.127442e+4-006 0.013 1/GPa
Ky 3.228412e+009 | 7.905564e+007 0.024 1/GPa
K 1.075481e4-008 | 3.964962e+006 0.037 1/GPa
K, 2.751401e+008 | 9.172887e+006 0.033 1/GPa
K, 3.823500e+008 | 1.159703e+007 0.030 1/GPa
Ky 3.349108e+008 | 9.629245e+006 0.029 1/GPa
K 4.410045e+008 | 1.126036e+007 0.026 1/GPa

i 412.49 12.36 0.03 S

To 4535.57 139.91 0.03 S

T3 43715.17 3302.96 0.02 S

T4 436104.08 3302.96 0.01 S

Ts 1564712.48 4670.10 0.00 S

12

12

U/(Valor do parametro) [%]

Parametros de G(t)

(@)

U/(Valor do parametro) [%]

Parametros de K(t)

(b)

Figura 4.32: Niveis de incertezas obtidas pela propagacaao da incerteza do mdédulo de
fluéncia e do coeficiente de Poisson pelo processo de interconversao: (a) médulo de
relaxacao deviatérico; (b) médulo de relaxa¢ao volumétrico.
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Figura 4.33: Mdédulo de relaxagao deviatérico do PVC a 40 °C: (a) faixa de dispersao dos
resultados correspondente a dois desvios padroes; (b) incerteza relativa.
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Figura 4.34: Mdédulo de relaxacao volumétrico do PVC a 40 °C: (a) faixa de dispersao
dos resultados correspondente a dois desvios padroes; (b) incerteza relativa.



Capitulo 5

Analise e propagacao de incertezas
na simulacao estrutural em materiais

viscoelasticos

O projeto de um produto ou processo envolve a utilizacao de modelos matemadticos,
0s quais possuem um grande nimero de parametros de entrada e de resposta. A resposta
do modelo serd utilizada na andlise de critérios tecnolégicos ou econdémicos. Devido a
presenca de fontes de incerteza presentes na determinacao dos parametros de entrada do
modelo, sabe-se que os mesmos estarao sujeitos a uma determinada variabilidade. Tal
fato impoe a necessidade de propagacao da incertezas dos parametros de entrada pelo
modelo de simulacao para determinar os niveis de variabilidade da resposta, para que as
decisoes tomadas com base nesses resultados sejam coerentes e isentas de erros.

A anélise de incerteza no processo de simulagdo tem como objetivos quantificar a
influéncia das incertezas dos parametros de entrada do processo de simulacao sobre os
resultados e identificar os parametros que tenham uma maior contribuicao na incerteza
dos resultados (Saltelli, 2004).

Este capitulo apresenta a metodologia utilizada para propagar as incertezas dos pa-
rametros de entrada do modelo de simulacao por métodos como a lei de propagacao de
incerteza e o método de simulacao de Monte Carlo. Diante da crescente utilizagao dos
modelos reolégicos fraciondrios, os estudos de caso serao realizados tanto para os modelos

reolégicos cldssicos como para os fraciondrios.

5.1 O contexto da andlise de incerteza na simulacao

estrutural

As duas principais classes de projetos, envolvendo a andlise de incertezas, estao rela-

cionadas ao projeto robusto (robust design) e o projeto envolvendo andlise de confiabili-

116
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dade (reliability design) (Lee et al., 1996; Du e Chen, 2000). O projeto robusto é aquele
em que se buscam os parametros do projeto em que a performance do sistema é menos
sensivel a pequenas variagoes nesses parametros. Isto é feito com base nas propriedades
da ndo-linearidade da resposta do modelo, figura (5.1). A andlise de confiabilidade é
aquela em que o projeto busca a operacao do sistema dentro de uma probabilidade de
falha menor que um nivel aceitdvel. Segundo Zang et al (2002) a mesma formulagao
matemadtica pode ser utilizada para descrever ambas as classes de projeto robusto e a

andlise de confiabilidade. No entanto, seus dominios de aplicacao sao bastante diferentes.

4004
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250 >
|
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100 3>7777 _
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Figura 5.1: Explorando a nao-linearidade do modelo para minimizar a incerteza da res-
posta (Mohan, 2002).

Nenhum sistema é vidvel se flutuagdes rotineiras puderem levar a uma catéstrofe (co-
lapso do sistema). No entanto, é desejdvel que o sistema seja projetado de tal forma que
a sua performance seja insensivel, isto é robusto as flutuagoes rotineiras. Por outro lado,
deseja-se assegurar que os eventos que levam a um colapso do sistema sejam extrema-
mente improvaveis, sendo este o dominio da drea de anélise de confiabilidade. Em ambos
0s casos, o risco do projeto é uma combinacao da probabilidade de um indesejavel evento
e a conseqiiéncia do mesmo.

Como ilustrado na figura (5.2), o projeto robusto estd relacionado com a distribui¢ao
dos eventos proximo a média da fungao densidade de probabilidade da varidvel de resposta
do sistema, estando a andlise de confiabilidade preocupada com os eventos localizados nas
caudas da fungao densidade de probabilidade da varidvel de resposta do sistema.

Desta forma, tanto o projeto robusto quanto a andlise de confiabilidade sao as areas

do projeto que estao diretamente preocupadas com as incertezas envolvidas com o projeto
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Dominio do Projeto
Robusto
Dominio da »
Confiabilidade Dominio da
Estrutural Confiabilidade
Estrutural

Figura 5.2: Dominios do projeto robusto e da anélise de confiabilidade.

de um componente.

5.2 Fontes de incerteza na simulacao estrutural

Infelizmente, por mais criterioso que seja a determinagao dos parametros envolvidos
no projeto ou simulagao do comportamento de um componente estrutural, sabe-se que os
mesmos estarao sujeitos a multiplas incertezas. As propriedades do material, a magnitude
do carregamento e a geometria do componente sao pardmetros de entrada do processo
de anélise estrutural, cuja variabilidade influenciard diretamente na confiabilidade dos
resultados. Portanto, torna-se necessdrio avaliar o efeito de variacoes nos paradmetro de
entrada na performance do componente (Castrup, 1995; Dar, 2002).

A incerteza em resultados de simulagoes numeéricas se manifestam em duas principais
classes: incertezas fisicas e numéricas (Dascotte, 2003). Existem quatro principais grupos

em que as incertezas fisicas tornam-se visiveis, sao elas:
e Condicoes de contorno;

e Propriedades do material - tensao de escoamento, imperfeicoes locais, envelheci-

mento, etc;
e Geometria - forma, espessura, tolerdncias de fabricacao e montagem, etc;
e Cargas;
Os seguintes tipos de incertezas podem ser identificadas como numéricas:
e Discretizacao;

e Solucao numérica.
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A figura (5.3) apresenta algumas fontes de incerteza fisicas e numéricas atuando sobre
o processo de simulacdo. Sao apresentados na tabela (5.4) exemplos de niveis de incerteza
dos parametros de entrada de um projeto ou processo de simula¢do mecénica (ANSYS,
2004).

IHip(’)teses Simplificativas l

Modelo Reoldgico

Tipo do Modelo

Termorreologicamente
simples

, Viscoelasticidade Linear

Imcompressivel

Material \ \

Sem envelheciemento / /

Isotrépico

Numero de Parametros
do modelo

EPD ou EPT

Pequenas deformagdes

Numero de pontos

Procedimento de realizacao Método

do ensaio < .

Tratamento dos Integragdo Numeérica

resultados Truncamento da série
de Griinwald

Sistemas de Medicao Tipo de Elemento

Discretizacao
Amostra espacial

Método de
Elementos Finitos

Calculo das Derivadas
fraciondrias

Aparato de ensaio
Implementagdo da
fungao Mitta-Leffler

Fungdes de Forma
Inversao de Transformadas

I Ensaio de Caracterizagéol
de Laplace

ISimulagéo Numérical

Figura 5.3: Fontes de incerteza do processo de simulacao mecanica em materiais viscoelds-
ticos.

Tabela 5.1: Tipicos niveis de incerteza dos pardmetros de entrada.

Parametro Tipo de Distribuicao | Coef. de Dispersao
E Modulo de Young Normal 0.03-0.05
G | Modulo de cisalhamento Normal 0.04-0.08
v | Coeficiente de Poisson Normal 0.10-0.20

5.3 Propagacao de incertezas na simulacao

Existem duas metodologias para a avaliacao da influéncia de variagoes nos parametros
de entrada do modelo de simulacao na performance do componente, sao eles: o método
deterministico e o método probabilistico. O método deterministico assume que todas
as varidveis de projeto estao em seus valores extremos. Esse método, embora direto, é
extremamente conservativo no momento em que assume a ocorréncia simultanea de todos
os valores extremos das varigveis do projeto, o que é pouco provével na prética (Eberhart,
2001).

O projeto probabilistico ¢ uma técnica para determinar os efeitos das incertezas dos

parametros de entrada na resposta do modelo. Essa técnica permite a determinacao da
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extensao com que as incertezas dos parametros de entrada afetam os resultados de uma
andlise por elementos finitos, por exemplo. Conceitos estatisticos sao utilizados para
determinar a natureza da variagao. Em modelos probabilisticos, as varidveis sao definidas
em termos de trés caracteristicas: a natureza da distribuicao do valor, seus valores médios
e sua variabilidade.

No capitulo anterior, foram obtidas as incertezas dos pardmetros do material. Es-
sas incertezas servirao como pardmetros de entrada, juntamente com outras fontes de

incertezas, na composigao da incertezas dos resultados das simulagoes, figura (5.4).

Parametros de Saida
entrada

AN

Material

/ ilé — | Simulagdao |—

Carregamento

o

Vv

Geometria

Figura 5.4: Propagacao de incertezas através do processo de simulacao.

5.3.1 Propagacao de incertezas da simulacao utilizando a LPU

Como visto no capitulo 3, a lei de propagagao de incertezas fornece uma estimativa

da incerteza de um modelo pela equagao

8 N—-1 N a 8
Z{ f] (@) +2Y Y aiaxfj (z;,7;) (5.1)

=1 =1 j=i+1

sendo u(z;) a incerteza do iésimo pardmetro de entrada, 0f/0x; sdo os coeficientes de
sensibilidade e u (z;, ;) sao os coeficientes de correlagao dos parametros de entrada.

A utilizagao da equacao (5.1) requer o célculo dos coeficientes de sensibilidade. Quando
se dispoe da solucao analitica do problema, pode-se calcular os coeficientes de sensibili-
dade pela derivada analitica do modelo. Caso contrario, torna-se necessario realizar uma
derivacao numérica do modelo.

Como visto anteriormente, a utilizacao desse método para a andlise da incerteza de
um processo possui algumas limitagoes (ja apresentado no capitulo 3), o que incentiva a

utilizacao de outros métodos de propagacao de incertezas.
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5.3.2 Propagacgao de incertezas na simulagao estrutural utilizando
a SMC

Para casos em que se possui uma solucao analitica eldstica do problema, sabe-se que
h& possibilidade de realizar a anédlise de incerteza com base no método de simulagao de
Monte Carlo utilizando como modelo a solugao obtida pelo principio da correspondéncia,
figura (5.5).

Parametros de entrada Saida

AN

Material

Solugao pelo
—_ Principio da _
Correspondéncia

Carregamento

s

A4

Geometria

Figura 5.5: Anilise de incerteza utilizando o método de simulacao de Monte Carlo, tendo
como modelo a solucao obtida pelo principio da correpondéncia.

Uma grande vantagem da utilizacao do principio da correspondéncia associado ao
método de simulagao de Monte Carlo é a velocidade e a facilidade de obtencao dos re-
sultados. O nuimero de simulagoes, que seria uma das limitagoes do método de Monte
Carlo, deixa de ser uma limitacao. Isso se deve ao fato de que as realizagoes da simulacao
de Monte Carlo sao feitas com base em uma solucao analitica, computacionalmente mais
eficiente.

Utilizou-se o software MATLAB® para realizar essas simulacoes, pois 0 mesmo possui
rotinas de geracao de vetores aleatérios e ajuste dos dados (Hanselman e Littlefield, 2003;
Martinez e Martinez, 2002). A figura (5.6) apresenta uma visao global do algoritmo
utilizado.

As limitagoes do método sao as mesmas limitagoes do principio da correpondéncia, j&
apresentadas no capitulo 2, ha portanto uma gama de problemas de engenharia que podem
ser resolvidos de forma répida e eficiente. Exemplos da andlise de incerteza utilizando-se
o principio da correspondéncia serao apresentados nos estudos de casos.

Também se utilizou a ferramenta PDS (Probabilitic Design System) do software comer-
cial ANSYS. Essa ferramenta usa o método de simulagao de Monte Carlo para quantificar

a influéncia da incerteza dos parametros de entrada na resposta da simulacao. Essa ferra-
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- Parametros das FDPs Numero de
Modelo Matematico . . -
Entradas R A das quantidades de simulagdes
(Principio da correspondéncia) infludncia M

M amostras aleatorias obtidas
das FDPs das quantidades de
influéncia

Avaliagao do modelo matematico
(vetor com M elementos)

Processamento

Aproximagao da fungao de
distribuicdo acumulada para o vetor
da quantidade de saida

Estimativa do valor da
Resultados . , Incerteza
quantidade de saida

Figura 5.6: Algoritmo para utilizacao do método de simulacao de Monte Carlo com base
no modelo fornecido pelo principio da correspondéncia.

menta considera o método de elementos finitos como uma "caixa preta', isto é, os erros
oriundos da solu¢ao do método de elementos finitos sao considerados como intrinsecos ao
problema. Os parametros de entrada (geometria, propriedades do material, condigoes de
contorno, carregamento, etc.) sao definidos de forma paramétrica no modelo do software.
Os parametros que definem o comportamento estatisticos das varidveis de entrada do
modelo de simulacao, sao definidos como parametros de entrada e sao caracterizados por
seu tipo de distribui¢ao (Gaussiana, lognormal, uniforme, etc.) e com os seus respectivos
parametros da distribui¢do (média, desvio padrao, etc.). A correlagdo entre as varidveis
de entrada também pode ser definida (ANSYS, 2004).

A anédlise de incerteza pelo método de simulagao de Monte Carlo requer a realizagao
da simulagao computacional do problema repetidas vezes. Devido a este fato, o tempo de
simulagao computacional ¢ um dos fatores limitantes do uso desta ferramenta na anélise de
problemas viscoeldsticos no dominio do tempo. Isto se deve ao fato da solugao numérica de
um problema viscoeldstico ser nao-linear, requerendo uma solucao discretizada no dominio
do tempo. O tempo de andlise computacional se torna elevado para problemas com um
grande nimero de graus de liberdade e para grandes tempos de simulacao. Esse fato
pode tornar a andlise de incerteza, pelo método de simulacao de Monte Carlo, invidvel
computacionalmente, quando se dispoe de poucos recursos computacionais. Por exemplo,

devido ao fato de que o resultado de uma simulacao dentro da rotina de solugao do método
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de simulacao de Monte Carlo ser independente do resultado da simulagao anterior, tem-
se a facilidade de rodar o problema em paralelo. Isto é, ha possibilidade de se utilizar
uma rede de computadores em paralelo para rodar o problema de forma mais rapida
(Schuéller, 2000). O proéprio software possui recursos disponiveis para administrar essa
andlise (ANSY'S, 2004).

Uma alternativa para minimizar o problema do tempo de simulagao computacional,
na utilizacao da ferramenta PDS em problemas com elevados tempos de simulacao com-
putacional, ocorre pela utilizacao do método da superficie de resposta (Souza, 2004). A
grande vantagem do método da superficie de resposta na andlise de incerteza em problemas
utilizando o modelo de elementos finitos é que a mesma permite a troca das realizagoes da
SMC, sobre o modelo de elementos finitos por um modelo analitico computacionalmente

mais eficiente. A figura (5.7) ilustra essa possibilidade.

Simulagdo dos pardmetros Analise estatistica
de entrada em uma dos parametros de
localizagao especifica saida

Simulagdes utilizando a
Superficie de Resposta

Avaliacao dos
parametros de entrada | ~—

Simulagdes = Repeticdes
DOEl (; ) petie Ajuste da Superficie
{ \ de Resposta

- =

Parametros com - ~ T
" A - Simulagdes — | Disperséo da resposta

comportamento utilizando o MEF do modelo

estocasico

Figura 5.7: Método da superficie de resposta em problemas envolvendo o método de
elementos finitos (ANSYSS, 2004).

Uma das limitacoes do uso desse método no software Ansys é que o mesmo limita
em vinte o nimero de pardmetros com comportamento estocdstico como parametros de
entrada do problema. Esse fato nao inviabiliza o método, pois para problemas com um
nimero maior de varidveis pode-se densevolver algoritmos para realizar a andlise de ele-

mentos finitos, juntamente com o método da superficie de resposta.

5.3.3 O PCN e o método de simulacao de Monte Carlo

Para casos em que nao se tem disponivel a solucao analitica eldstica do problema
ou que possua um grande nimero de graus de liberdade (gerando um elevado tempo de
andlise computacional), tem-se a possibilidade de se utilizar o principio da correpondén-

cia numérico em conjunto com o método de simulagdo de Monte Carlo. A figura (5.8)
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apresenta o algoritmo para a utilizacao desse método.

Parametros de Entrada Parametros de Saida

f \ Geometria —P T

Simulagao para
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& Parametros de Saida Parametros de Entrada
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= J \ Aplica-se 0 PC [«
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E Hooke Material } §
g viscoelastico

&

Figura 5.8: Algoritmo para a utilizagao do principio da correspondéncia numérico em
conjunto com o método de simulagao de Monte Carlo.

5.4 Estudos de caso

Os objetivos dos estudos de caso sao:

e Avaliar os resultados obtidos pelos diferentes métodos utilizados, tanto para a propa-

gacao de incertezas, quanto para a andlise de sensibilidade;

e Analisar a viabilidade do principio da correspondéncia numérico em conjunto com o
método de simulagao de Monte Carlo para realizar a andlise de incerteza no projeto

de componentes em materiais viscoeldsticos;

e Anédlise da robustez dos modelos reolégicos fraciondrios.

Foram realizados os seguintes experimentos numéricos com o objetivo de validar a

metodologia empregada, tendo os mesmos uma solucao analitica para o problema eléstico:

Anilise da deformagao de uma barra tracionada;

Anélise da deformacao de um tubo pressurizado;

Anélise da deflexao de uma viga bi-apoiada com carregamento distribuido;

Anélise dos deslocamento de uma placa circular com carregamento distribuido;
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e Tubo sobre relaxacao de tensoes;

A andlise de trés ensaios experimentais foram realizadas com o objetivo de se avaliar

os resultados obtidos em condigoes reais de trabalho, sao eles:

e Anilise da deformacao de um ponto na supeficie de um anel viscoeldstico sob car-

regamento compressivo;

e Anilise da deformacao de uma viga em PVC sujeita a um carregamento constante

em sua extremidade;

e Analise das deformacoes do corpo de prova utilizado no ensaio de fluéncia.

Para todos os estudos de caso foram utilizados o modelo de Maxwell Generalizado com
onze parametros (modelo cldssico) e o modelo de Zener fraciondrio com quatro parametros,
sendo os dados do material utilizados nestas andlises apresentados nas tabelas (5.2) e (5.3)

para os casos do modelo do material clédssico e fraciondrio, respectivamente.

Tabela 5.2: Parametros do modelo classico do material utilizados nos estudos de caso.

Parametros Valor Desvio Coeficiente | Unidade
médio padrao de dispersao
Jo 3.228424e-010 | 3.510898e-012 0.011 1/GPa
J1 9.347476e-012 | 1.349546e-013 0.014 1/GPa
Jo 3.544042e-011 | 5.686401e-013 0.016 1/GPa
J3 5.227999e-011 | 6.131936e-013 0.012 1/GPa
Jy 5.755409¢e-011 | 4.993699¢-013 0.009 1/GPa
Js 1.399994e-010 | 5.534624e-013 0.004 1/GPa
T1 229.55 8.75 0.038 S
To 5228.56 130.73 0.025 S
T3 50846.75 4355.18 0.019 S
T4 501810.54 4355.18 0.009 S
Ts 2002253.33 5702.50 0.003 S

Tabela 5.3: Parametros do modelo fracionario do material utilizados nos estudos de caso.

Parametros Valor Desvio Coeficiente | Unidade
médio padrao de dispersao
Ey 3.330000e+009 | 5.257390e+006 0.002 1/GPa
E, 2.728680e+008 | 5.257390e+006 0.008 1/GPa
o 2.531403e-001 | 9.451538e-004 0.004
T 6.985677e+010 | 1.141798e+007 0.0002 1/s
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5.4.1 Anadlise de incerteza da deformacao de uma barra tra-

cionada

O primeiro estudo de caso trata da andlise da incerteza da deformacao de uma barra
em material viscoeldstico sujeita a um carregamento de tragao imposto pela utilizagao
do dispositivo apresentado na figura (5.9). O carregamento é aplicado pela utilizacao de
um peso morto e amplificado por um sistema de alavancas. Esse estudo de caso é uma
simplificacao do ensaio de fluéncia. Uma anélise mais detalhada do ensaio de fluéncia é
realizada no tltimo estudo de caso.

O modelo matematico da deformagao no tempo da barra é dado por

e(t) = be“zlg J (1) (5.2)

sendo J(t) o médulo de fluéncia do material, Ky o fator de intensificacdo da carga (de-
vido ao brago de alavanca), m a massa aplicada, g a aceleragdo da gravidade, b e h o

comprimento e a largura da se¢ao transversal do corpo de prova, respectivamente.

5

/ Brago de Alavanca

Dispositivo de CarregamentW

;
b,

Corpo de Prova

2
Peso

Base

Eixo com Excéntrico

Figura 5.9: Dispositivo de aplicacao do carregamento.

A tabela (5.4) apresenta os valores dos parametros de entrada relativos a geometria e
ao carregamento aplicado, com o seu tipo de distribuicao, seus valores médios e seu desvio
padrao.

A anélise de incerteza foi realizada utilizando-se os seguintes métodos:

e A lei de propagacao de incertezas - LPU;
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Tabela 5.4: Incerteza dos pardmetros de entrada relativos a geometria e ao carregamento.

Descrigao Tipo de Valor Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao
m Massa aplicada (g) Normal 10694.500 | 0.006 | 5.6104e-007
K; | Fator de amplificacao Normal 4.000 0.040 0.010
b Largura do cp (mm) Normal 3.184 0.011 0.003
h | Espessura do cp (mm) Normal 6.051 0.016 0.003
AN

ELEMENTS
JUN 23 2007
11:39:41
PRES
-.218E+08

Figura 5.10: Modelo de elementos finitos utilizado para a andlise da deformagao da barra
tracionada.

e O método de simulagao de Monte Carlo sobre o modelo da solugao do problema

utilizando o principio da correspondéncia analitico - PC 4+ SMC;

e O método de simulagao de Monte Carlo utilizando a ferramenta PDS do software
comercial ANSYS - PDS;

e O método de simulagao de Monte Carlo sobre o modelo da solugao do problema

utilizando o principio da correspondéncia numérico - PCN + SMC;

e O método da superficie de resposta - RSM.

As tabelas (5.5) e (5.6) apresentam os resultado das andlises para um intervalo de
simulacao de 2.10% para o problema, utilizando um modelo constitutivo cldssico e fra-
ciondrio, respectivamente. A figura (5.10) apresenta o modelo de elementos finitos uti-
lizado na anélise numérica.

O software ANSYS® fornece um arquivo de resposta da andlise com a matriz dos

valores dos parametros de entrada utilizados no método de simulacao de Monte Carlo.
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Utilizou-se essa matriz com o objetivo de se ter uma melhor comparacao dos resultados
obtidos pelo uso do principio da correspondéncia e o método da simulacao de Monte Carlo
no software MATLAB®, com os resultados fornecidos pela utilizacao da ferramenta PDS,
figura (5.11).

Paradmetros de Entrada Parametros de Saida
X, X, Xy

1[1.2 3.1 --- 0.002]

2111 32 --- 0.008|——> | PpsANSYS +—>»

n|12 3.3 - 0.001

PC +SMC
(Software MATLAB)

\ 4

Resposta

Figura 5.11: Ilustracao da utilizacao dos dados de entrada gerados pelo software ANSYS
nas simulagoes pelo PDS e pela utilizacao do SMC com base no modelo fornecido pelo

PC.

O ntmero de simulagoes necessdrias para compor a superficie de resposta é dado em
funcao do nimero de parametros de entrada com comportamento estocastico. A superfi-
cie de resposta foi composta com base nos resultados de 287 realizagoes, e a incerteza foi
obtida posteriormente com base na superficie ajustada com 5000 realizacées. Os resul-
tados apresentados demonstram uma 6tima concordancia entre as técnicas utilizadas. A
figura (5.12) apresenta o histograma da distribui¢do da resposta da deformacgao da barra
e o ajuste da curva de distribuigao normal, respectivamente.

Utilizou-se o método de simulacao de Monte Carlo sobre o modelo de Elementos Fini-
tos, utilizando a defini¢ao de Griinwald para derivadas de ordem fraciondrias para validar

os resultados da andlise de incerteza de modelos fraciondrios.

Anadlise de sensibilidade

Neste estudo de caso serao apresentados os resultados da andlise de sensibilidade de

acordo com os seguintes métodos:

e Relevancia da incerteza;

e Coeficientes de Spearman e
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Tabela 5.5: Resultados da anilise da deformacao da barra tracionada para o modelo
cldssico do material.

Método Valor Desvio | Coef. de | Niimero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
LPU 7.43e-003 | 1.19e-004 0.016 32
PCH+SMC | 7.43e-003 | 1.18e-004 0.016 5000
PDS 7.40e-003 | 1.17e-004 0.016 5000
PCN+SMC | 7.43e-003 | 1.15e-004 0.015 5000
RSM 7.40e-003 | 1.18e-004 0.016 287+5000

Tabela 5.6: Resultados da andlise da deformagao da barra tracionda para um modelo
fraciondrio do material.

Freguéncia de ocorréncia

Método Valor Desvio | Coef. de | Nimero de

médio padrao | dispersao | realizagoes
LPU 7.38e-003 | 9.83e-005 0.013 16
PC+SMC 7.38¢-003 | 1.01e-004 0.014 5000
PCN+SMC 7.38e-003 | 9.96e-005 0.013 5000
FEM+SMC (Griinwald) | 7.38e-003 | 9.89e-005 0.013 5000

250

Distribuicdo Normal de Probabilidade

7.1 7.2

7.3 7.4 75 7.6
Dados

(b)

7.7 18
x10°

Figura 5.12: Comportamento da deformacgao da barra: (a) histograma da distribuigao;
(b) ajuste a curva de distribuigdo normal.

e Anédlise de sensibilidade utilizando o método de simulagao de Monte Carlo.

A figura (5.13) apresenta a relevancia da incerteza de cada parametro sobre a incerteza

total, com base na equagao (3.25).

Sao apresentados na figura (5.14) os coeficientes de sensibilidade de Spearman da

andlise, utilizando o principio da correspondéncia e o método de SMC para o modelo
cldssico e fraciondrio, respectivamente. Sao apresentados na figura (5.15) os coeficientes

de correlacao de Spearman para o modelo cldssico, utilizando os resultados fornecido pela
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Figura 5.13: Relevancia da incerteza de cada parametro sobre a incerteza total da de-
formagdo com base na lei de propagacao de incertezas: (a) modelo cldssico (b) modelo
fracionério.

ferramenta PDS e o método de simulacao de Monte Carlo utilizando o modelo fornecido
pelo principio da correspondéncia numérico para um material clédssico.

A anlise de sensibilidade proposta pelo suplemento 1 do GUM (BIPM et al, 2005) em
que se varia um dos pardmetros de entrada enquanto se mantém todos os outros constantes
durante o processo de simulagdo de Monte Carlo é apresentado na figura (5.16) para os

modelos cléssico e fraciondrios.
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Figura 5.14: Coeficientes de correlacao de Spearman do problema da barra tracionada
utilizando a SMC e PC: (a) material cldssico; (b) material fraciondrio.

A andlise dessas figuras demonstra o nivel de concordancia entre a sensibilidade obtida
pela ferramenta PDS e pelo principio da correspondéncia numérico. A andlise do gréfico
indica que os pardmetros de maior influéncia na incerteza da deformacao foram o fator
de intensificagdo da carga, o Jy = J(t = 0), que corresponde ao inverso do médulo de

elasticidade do material, e os pardmetros relacionados a geometria do corpo de prova, b e
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Figura 5.15: Coeficientes de correlacao de Spearman para o problema da barra tracionada
com modelo classico: (a) utilizando os resultados da ferramenta PDS; (b) utilizando os
resultados da SMC sobre o modelo fornecido pelo PCN.
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Figura 5.16: Anélise de sensibilidade utilizando a SMC para a barra tracionada: (a)
material cldssico; (b) material fraciondrio.

5.4.2 Anadlise de incerteza das deformacoes de um tubo pressu-

rizado

O segundo estudo de caso consiste na andlise da deformagao tangencial na superficie
externa de um tubo aberto de parede delgada em material viscoeldstico e sujeito a um
carregamento interno de pressao, figura (5.4).

A utilizacao do método de simulacao de Monte Carlo sobre o modelo fornecido pelo
principio da correspondéncia requer a solucao analitica do problema para um material

elastico linear. Da teoria da elasticidade linear, tem-se que a deformacao tangencial de
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Figura 5.17: Tubo de parede espessa pressurizado.

um tubo pressurizado de parede espessa é dada pela equacao

.12 1 2 1—
e (r) = bid Tt (b + Ur) (5.3)

T r—a®) E \r 1+v

sendo a e b os raios internos e externos, respectivamente, p; a pressao interna, v o
coeficiente de Poisson, £ o mdédulo de elasticidade do material (Findley et al., 1989).
Aplicando-se o principio da correspondéncia sobre a equagao (5.3), a deformagao no
tempo, para um tubo pressurizado em material viscoeldstico sujeito a uma degrau de

pressao ¢ dada pela equacao

a? (1 ¥oo1-
sr(r,t):pa( —i—v)( v

r(b? — a?) ?+1+v

r) J(t). (5.4)

A figura (5.18) apresenta o modelo de elementos finitos utilizado com a ferramenta
PDS. Utilizou-se um elemento sélido tridimensional, no entanto poderia ser utilizado um
elemento plano e realizado uma andlise por axissimetria. Os préximos exemplos irao
tratar deste caso, pois a andlise por axissimetria ird requer um menor nimero de graus de
liberdade para o modelo de elementos finitos. Um menor ntimero de graus de liberdade
fornece um menor tempo de simulacao computacional na solucao numérica, utilizando
o método de elementos finitos e conseqiientemente um menor custo computacional na
utilizagao do método de simulagao de Monte Carlo para propagacao de incertezas.

A tabela (5.7) apresenta os niveis de incerteza dos parametros de entrada referentes
a geometria e ao carregamento, sendo utilizados os valores dos parametros do material e

suas respectivas incertezas do problema da barra tracionada.

Tabela 5.7: Incerteza dos pardmetros de entrada do modelo de simulagao do tubo pres-
surizado.

Descricao Tipo de Valor | Desvio | Coeficiente
distribuicao | médio | Padrao | de dispersao
a | Raio interno (mm) Normal 8.374 0.033 0.004
b | Raio externo (mm) Normal 10.054 | 0.007 0.001
p | Pressao interna (MPa) Normal 0.300 | 0.015 0.050
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As tabelas (5.8) e (5.9) apresentam os resultados da andlise para os diferentes métodos
utilizados para o problema com o modelo do material cldssico e fraciondrio, respectiva-
mente. Foram utilizadas 5000 realizacoes para determinar a incerteza da resposta do

modelo.
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Figura 5.18: Modelo de elementos finitos do tubo.

Tabela 5.8: Resultados da andlise da deformagao tangencial externa de um tubo pressu-
rizado para um modelo do material cldssico.

Método Valor Desvio | Coef. de | Nimero de
médio padrao | Dispersao | realizagoes
LPU 4.62e-004 | 2.65e-005 0.06 32
PCHSMC | 4.65e-004 | 2.74e-005 0.06 500
PDS 4.63e-004 | 2.73e-005 0.06 500
PCN+SMC | 4.65e-004 | 2.74e-005 0.06 500
RSM 4.62e-004 | 2.65e-005 0.06 287+5000

Tabela 5.9: Resultados da andlise da deformagao tangencial externa de um tubo pressu-
rizado para um modelo do material fraciondrio.

Método Valor Desvio | Coef. de | Niimero de
médio padrao | Dispersao | realizagoes
LPU 4.64e-004 | 2.62e-005 0.057 14
PC+SMC | 4.66e-004 | 2.70e-005 0.058 500
PCN+SMC | 4.90e-004 | 2.84e-005 0.058 500
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Anadlise de sensibilidade

A anélise de sensibilidade foi realizada utilizando os coeficientes de correlacao de Spear-
man, sendo apresentado na figura (5.20) o resultado para um modelo do material classico
e fraciondrio, utilizando o principio da correspondéncia classico associado ao método de
SMC. A figura (5.20) apresenta os resultados da andlise de sensibilidade para um mo-
delo cléssico, utilizando os resultados fornecidos pela ferramenta PDS e o principio da

correspondéncia numérico associado ao método de SMC.
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Figura 5.19: Coeficientes de correlagao de Spearman para a deformacao do tubo pressu-
rizado utilizando a SMC e o PC: (a) modelo cléssico; (b) modelo fraciondrio.
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Figura 5.20: Coeficientes de correlacao de Spearman para a deformacao do tubo pres-
surizado para um modelo cldssico: (a) utilizando os resultados da ferramenta PDS; (b)
utilizando o dados do PCN associado a SMC.
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5.4.3 Viga bi-apoiada com carregamento distribuido

Este estudo de caso trata do problema de uma viga em material viscoeldstico bi-
apoiada de comprimento L, sujeita a um carregamento, uniformemente, distribuido, figura
(5.21).

p h
AAAAA222222221221 -}_
L &

>
o>

ry

I
Figura 5.21: Viga bi-apoiada com carregamento distribuido.

Para a utilizagao do método de simulagao de Monte Carlo sobre o modelo fornecido
pelo principio da correspondéncia, torna-se necessario a determinacao da solugao analitica
do problema para o caso do material eldstico. A solugao analitica eldstica do problema é
dado pela equacao

w(x) = 24Z;E (z* — 2L2® 4 L%7) (5.5)

sendo p o carregamento distribuido, / o momento de inércia e £ o médulo de Young do

material (Findley et al., 1989). Para um carregamento na forma de degrau, sabe-se que a
solugao para um problema viscoeldstico pelo uso do principio da correspondéncia ¢ dado
pela equagao

P

w(x, t) = @(x"‘ —2La% + L*2)J(t). (5.6)

A tabela (5.10) apresenta os niveis de incerteza dos parametros de entrada relativos
a geometria e ao carregamento do problema, sendo apresentados nas tabelas (5.11) e
(5.12) os resultados da andlise para o caso do modelo do material cléssico e fraciondrio,
respectivamente. O método de elementos finitos utilizado na solugao pela ferramenta PDS

utilizou um elemento de viga.

Tabela 5.10: Incerteza dos parametros de entrada do modelo de simulagao da viga bi-
apoiada.

Descrigao Tipo de Valor | Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao
P | Carregamento aplicado (Pa) Normal 389.55 3.90 0.010
L | Comprimento da viga (mm) Normal 30.00 0.30 0.010
b Largura da viga (mm) Normal 6.00 0.013 0.002
h Espessura da viga (mm) Normal 3.00 0.018 0.006
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Tabela 5.11: Resultados da andlise do valor da flecha méxima de uma viga com carrega-
mento distribuido para um modelo do material classico.

Método Valor | Desvio | Coef. de | Nimero de
médio | padrao | dispersao | realizagoes
LPU -5.54 0.211 -0.038 32
PC+SMC -5.54 0.215 -0.039 1000
PDS -5.72 0.218 -0.038 1000
PCN+SMC | -5.73 0.218 -0.038 1000
RSM -5.71 0.214 -0.038 28745000

Tabela 5.12: Resultados da andlise do valor da flecha méxima de uma viga com carrega-
mento distribuido para um modelo do material fracionério.

Método Valor | Desvio | Coef. de | Niimero de
médio | padrao | dispersao | realizagoes
LPU -5.55 0.202 -0.036 16
PC+SMC -5.55 0.205 -0.037 1000
PCN+SMC | -5.73 0.211 -0.037 1000

Anadlise de sensibilidade

A anélise de sensibilidade foi realizada utilizando os coeficientes de correlacao de Spear-
man, sendo apresentado na figura (5.22) o resultado para um modelo do material classico
e fraciondrio, utilizando o principio da correspondéncia cldssico associado ao método de
SMC. A figura (5.23) apresenta os resultados da andlise de sensibilidade para um mo-
delo cléssico, utilizando os resultados fornecidos pela ferramenta PDS e pelo principio da

correspondéncia numérico associado ao método de SMC, respectivamente.

Coeficientes de Spearman
Coeficientes de Spearman

Parametros do modelo

(@) (b)

Parametros do modelo

Figura 5.22: Coeficientes de correlagao de Spearman para a deflexao da viga utilizando a
SMC e o PC: (a) material cldssico; (b) material fraciondrio.
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Figura 5.23: Coeficientes de correlacao de Spearman para a deflexao de uma viga em
material viscoeldstico para um modelo do material cldssico: (a) utilizando a ferranta
PDS; (b) utilizando a SMC em conjunto com o PCN.

5.4.4 Placa circular com carregamento distribuido

Este estudo de caso trata do problema de uma placa circular simplesmente apoiada

em sua extremidade, sujeita a um carregamento uniformemente distribuido, figura (5.24).

,,lllllllllllllllllllllil
A

Figura 5.24: Placa simplesmente apoiada com carregamento distribuido.

Para a determinacgao da incerteza do deslocamento transversal utilizando o método de
simulacao de Monte Carlo sobre o modelo fornecido pelo principio da correspondéncia,
torna-se necessdrio a determinacao da solucao analitica eldstica do problema. A solucao
analftica do problema de uma placa circular simplesmente apoiada com carregamento

distribuido é dado pela equagao (Boresi, 1993)

| O =R I

sendo a o raio da placa, h a espessura, P o carregamento aplicado, £ o médulo de Young

e v o coeficiente de Poisson. Aplicando-se o principio da correspondéncia, a deflexao

méxima no tempo para um carregamento na forma de um degrau, para um material
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viscoeldstico, é dada pela equacao

o (1) = S P00 =) {1 _ (Zﬂ {5% _

16 h?

a 1+

sendo J(t) o médulo de fluéncia do material.

(2)1 J(t) (5.8)

A andlise de incerteza foi realizada utilizando a lei de propagacao de incertezas e o

método de simulacao de Monte Carlo, utilizando os modelos fornecidos pelo principio da

correspondéncia analitico e numérico, bem como o método de Monte Carlo utilizando a
ferramenta PDS do software ANSYS®. A tabela (5.13) apresenta a relacao dos parame-

tros de entrada com comportamento estocdstico, seu tipo de distribuicao, sua média e seu

desvio padrao. As tabelas (5.14) e (5.15) apresentam os resultados da anélise de incerteza

pelos métodos propostos para o material com modelo reolégico classico e fraciondrio, res-

pectivamente. O problema foi resolvido por aximetria, sendo apresentado na figura (5.25)

o modelo de elementos finitos utilizado.

ELEMENTS

AN

JUN 19 2007
15:10:56

Figura 5.25: Modelo de elementos finitos utilizado para a placa circular utilizando axime-

tria.

Tabela 5.13: Incerteza dos parametros de entrada do modelo de simulacao da placa circular

com carregamento distribuido.

Descricao Tipo de Valor | Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao
p | Carregamento aplicado (Pa) Normal 684.53 6.85 0.010
b Raio da placa (mm) Normal 112.05 1.12 0.010
h | Espessura da placa (mm) Normal 3.40 | 3.40e-002 0.010
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Tabela 5.14: Resultados da andlise do deslocamento transversal no centro de uma placa
circular simplesmente apoiada com carregamento distribuido para um modelo do material

cléssico.

Tabela 5.15: Resultados da andlise do deslocamento transversal no centro de uma placa
ciruclar simplesmente apoiada com carregamento distribuido para um modelo do material

Método Valor | Desvio | Coef. de | Nimero de
médio | padrao | dispersao | realizagoes
LPU -0.586 | 3.09e-002 -0.053 30
PCH+SMC | -0.587 | 3.28e-002 -0.056 1000
PDS -0.579 | 3.24e-002 -0.056 1000
PCN+SMC | -0.587 | 3.28e-002 -0.056 1000
RSM -0.610 | 3.20e-002 -0.052 28745000

cléssico.
Método Valor Desvio | Coef. de | Niimero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
LPU -5.87e-004 | 3.01e-005 -0.051 16
PCH+SMC | -5.87e-004 | 3.21e-005 -0.055 1000
PCN+SMC | -5.88e-004 | 3.23e-005 -0.055 1000

Anadlise de sensibilidade

A anélise de sensibilidade foi realizada utilizando os coeficientes de correlacao de Spear-
man. Sao apresentados na figura (5.26) os resultados para um modelo do material cldssico
e de um modelo de material fraciondrio, utilizando a solucao fornecida pelo principio da
correspondéncia analitico associado ao método de SMC. A figura (5.27) apresenta os re-
sultados da anilise de sensibilidade para um modelo cldssico, utilizando a ferramenta PDS

e o principio da correspondéncia numérico associado ao método de SMC, respectivamente.

5.4.5 Relaxacao das tensoes em um tubo viscoelastico sob in-

terferéncia

Este estudo de caso pretende abordar um problema envolvendo o fendmeno de relaxacao.
O problema consiste em analisar a relaxagao das tensoes internas em um tubo viscoelds-
tico, o qual foi submetido a uma deformagao prescrita em sua superficie interna. Um
exemplo deste fendémeno é o ajuste por interferéncia de um eixo de rigidez infinita em
uma camisa em material viscoeldstico. Diante da rigidez do aco em relagao a rigidez do
PVC, conclui-se que essa hipdtese nao se torna tao absurda. A seguir, serd abordada a
forma de obtencao da solugao analitica deste problema, para utilizacao com o principio

da correspondéncia.
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Figura 5.26: Coeficientes de correlacao de Spearman para a deflexao da placa utilizando
a SMC e o PC: (a) material classico; (b) material fraciondrio.
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Figura 5.27: Coeficientes de correlagao de Spearman para a deflexao da placa para um
modelo do material cldssico utilizando: (a) a ferramenta PDS; (b) a SMC e PCN.

Solucgao linear eldstica

Para problemas com axissimetria de forma e carregamento, o deslocamento tangencial
é nulo e o deslocamento radial é apenas fungao do raio. Com essas simplificagoes do campo
de deslocamentos, as equagoes obtidas aplicam-se para problemas tais como: tubos, discos
e aneis fechados (Nicolazzi, 2004).

Com essas consideragoes, as deformacoes especificas se reduzem a apenas:

du,
= 5.9
€ = (5.9)
UT'
== 1
fo0 = = (5.10)

Vro =0 (5.11)
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Figura 5.28: Camisa viscoeldstica montada sobre interferéncia em um eixo rigido.

Sendo a lei de Hooke em coordenadas polares, para o caso plano de tensoes, como

sendo (Nicolazzi, 2004)
E
Opp = 1_71]2 (€7~,~ + UE':Q@) (512)
E
1 — 02

Pode-se re-escrever a equacao (5.12), substituindo-se as equagoes (5.9) e (5.10), obtendo-

Oop = (€00 + vEL) - (5.13)

se a mesma na seguinte forma

E du, Uy
Oprp = 1 _ 02 (W + ’U7) (514)

De acordo com (Nicolazzi, 2004), o campo de deslocamento radial é dado pela equagao

" :%{20(1—0)7“— (1;?”,4} (5.15)

sendo A e C constantes a serem determinadas de acordo com as condigbes de contorno
do problema. Para o problema em questao, u, ¢é igual ao deslocamento prescrito no raio
interno do cilindro viscoeléstico e a tensao radial ¢, possui valor nulo no raio externo do
cilindro viscoeldstico. A componente de tensao radial é obtida a partir da equacao (5.14),

sendo necessdrio calcular as quantidades

Ci;‘j — % {20(1 —v)+ (1;U)A} (5.16)
t :%{20(1—'0)— “;“)A} (5.17)

Com a introdugao das expressoes (5.16) e (5.17) em (5.14), a solucdo analitica da
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tensao radial em func¢ao da varidvel r passa a ser:
A
Orr =3 +2C. (5.18)

Anadlise de incertezas

A tabela (5.16) apresenta os niveis de incerteza dos parametros de entrada do pro-
blema. S&o apresentadas nas tabelas (5.17) e (5.18) as solugoes para a anélise de incertezas
pela lei de propagacao de incertezas e pelo SMC, utilizando a solucao do problema pelo
principio da correspondéncia, sendo também apresentada a solucao pela utilizagao da
ferramenta PDS e pelo SMC, utilizando o principio da correspondéncia numérico. Sao
apresentados os resultados para um modelo do material cldssico e fraciondrio. O pro-
blema foi resolvido utilizando o método de elementos finitos, fazendo uso da aximetria do

problema, a figura (5.29) apresenta o modelo de elementos finitos utilizado.

Tabela 5.16: Incerteza dos parametros de entrada do modelo de simulacao de um tubo
sobre relaxagao das tensoes.

Descrigao Tipo de Valor | Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao
a Raio interno (mm) Normal 5.00 0.01 0.001
b Raio externo (mm) Normal 30.00 0.09 0.003
h | Comprimento do Tubo (mm) Normal 10.00 0.01
u, | Deslocamento Prescrito(mm) Normal 0.10 0.002

Tabela 5.17: Resultados da andlise da tensao na superficie interna de um tubo sobre

relaxacao para o modelo classico do material.

Método Valor | Desvio | Coef. de | Nimero de
médio | padrao | dispersao | realizagoes
LPU -0.33 | 6.54e-002 -0.197 32
PC+SMC -0.33 | 4.59e-002 -0.138 1000
PDS -0.33 | 4.57e-002 -0.137 1000
PCN+SMC | -0.33 | 4.47e-002 -0.134 1000
RSM -0.33 | 4.54e-002 -0.137 28745000

Anadlise de sensibilidade

A figura (5.30) apresenta os coeficientes de correlagdo de Spearman para o modelo clés-
sico e fraciondrio do material para a tensao radial do tubo, utilizando a solucao fornecida
pelo método de simulagao de Monte Carlo em conjunto como modelo fornecido pelo princi-

pio da correspondéncia. Sao apresentados na figura (5.31) os coeficientes de correlagao
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Tabela 5.18: Resultados da anélise das tensoes na superficie interna de um tubo sobre
relaxacao para o modelo fraciondrio do material.

Método Valor | Desvio | Coef. de | Nimero de
médio | padrao | dispersao | realizagoes
LPU -0.32 | 3.46e-002 -0.107 18
PC+SMC -0.33 | 4.46e-002 -0.135 1000
PCN+SMC | -0.35 | 4.77e-002 -0.135 1000

Eixo rigido —

Camisa em PVC /

’

Figura 5.29: Modelo de elementos finitos (com base na aximetria do problema) utilizado
na andlise da relaxacao de tensoes na montagem por interferéncia de uma camisa em PVC
sob um eixo rigido.

de Spearman para a tensao radial do tubo, utilizando a solugao obtida com a ferramenta

PDS e a solugao fornecida pelo SMC utilizada em conjunto com o PCN.

Coeficientes de Spearman

Coeficientes de Spearman

Parametros do modelo

(@)

Parametros do modelo

(b)

Figura 5.30: Coeficientes de correlagao de Spearman para a tensao radial do tubo
utilizando a SMC e o PC: (a) material classico; (b) material fraciondrio.
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Figura 5.31: Coeficientes de correlacao de Spearman para a tensao radial do tubo para
um modelo cldssico do material utilizando: (a) a ferramenta PDS; (b) a SMC e o PCN.

5.4.6 Concentracao de tensoes

Este estudo de caso apresenta um problema em que para uma placa de dimensoes
finitas, sujeita a um carregamento de tracao axial, devido a presenca de um furo em seu
centro, apresenta um intensificacdo das tensoes locais. A figura (5.32) apresenta a placa
com furo no centro com um carregamento de tragdo em sua extremidade. Este é um caso

que nao se possui uma solucao analitica conhecida.

12222222

ELLLILY

2L

Figura 5.32: Placa com um furo circular para a andlise de concentragao de tensoes.

A tabela (5.19) apresenta os niveis de incerteza dos parametros de entrada. As tabelas
(5.20) e (5.21) apresentam os resultados da andlise de incerteza pelos métodos propos-
tos para um modelo reoldgico cldssico e fraciondrio, respectivamente. A figura (5.33)

apresenta o modelo de elementos finitos utilizado na anélise.

Anadlise de sensibilidade

A figura (5.34) apresenta os coeficientes de correlagdo de Spearman para a tensao radial
do tubo, utilizando a solugao fornecida pela ferramenta PDS e os resultados obtidos pelo

SMC com base no modelo fornecido pelo principio da correspondéncia numérico.



5.4. Estudos de caso 145

Tabela 5.19: Incerteza dos parametros de entrada do modelo de simulacao do problema
de concentragao de tensoes.

Descricao Tipo de Valor | Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao
P | Carregamento aplicado (MPa) Normal 1.00 0.10 0.10
L | Comprimento da placa (mm) Normal 40.00 0.80 0.02
h Largura da placa (mm) Normal 40.00 0.80 0.02
b Espessura da placa (mm) Normal 5.00 0.10 0.02
r Raio do furo (mm) Normal 5.00 0.25 0.05

Tabela 5.20: Resultados da andlise da tensao maxima em uma placa sujeita a uma con-
centracao de tensoes para um modelo do material cléssico.

Método Valor Desvio | Coef. de | Nimero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
PDS 1.13e-003 | 1.19e-004 0.105 1000
PCN+SMC | 1.16e-003 | 1.22e-004 0.105 1000
RSM 1.14e-003 | 1.15e-004 0.102 287+5000

Tabela 5.21: Resultados da andlise da tensao maxima em uma placa retangular com furo
no centro para um modelo do material fraciondrio.

Método Valor Desvio | Coef. de | Numero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
PCN+SMC | 1.13e-003 | 1.19¢-004 0.105 1000

5.4.7 Viga engastada com carregamento na extremidade

Este estudo de caso trata da anélise da incerteza das deformagoes em um determinado
ponto na superficie de uma viga engastada em material viscoeldstico de comprimento L,
sujeita a um carregamento em sua extremidade, figura (5.35).

Realizou-se um ensaio experimental para medir a deformagao da viga viscoeldstica
com o objetivo de comparar os resultados das medicoes experimentais com o valores
simulados, utilizando o principio da correspondéncia e o método de elementos finitos.
A viga estd sujeita a um carregamento constante no tempo, devido a massa aplicada
em sua extremidade, e devido ao comportamento viscoeldstico do material a viga ird
se deformar continuamente. Utilizaram-se quatro extensometros (dois extensdometros na
superficie tracionada da viga e dois extensdémetros na superficie sob compressao da viga)
em ponte completa para medicdo da deformagao da viga. A figura (5.36) apresenta a
viga viscoeldstica ensaiada. Os resultados dos ensaios experimentais e das simulagoes
da deformagao de um determinado ponto da viga ao longo da realizagao do ensaio, sao
apresentados na figura (5.37). As possivies causas das diferengas entre os resultados

experimentais e a simulacao computacional estao relacionadas a erros experimentais ou
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Figura 5.34: Coeficientes de sensibilidade de Spearman do problema de concentragoes de

tensao utilizando a solugao fornecida: (a) a ferramenta PDS; (b) a SMC sobre o modelo
dado pelo PCN.

erros no modelo viscoeldstico utilizado.
Para a utilizagao do método de simulagao de Monte Carlo sobre o modelo fornecido
pelo principio da correspondéncia, torna-se necessaria a determinacao da solugao analitica

do problema para o caso do material eldstico. A defomagao na viga é dada pela equacao

() = bfj (L) (5.19)

sendo L o comprimento da viga, x o ponto em que é medida a deformacao, £ o médulo de
Young do material, I’ a forga aplicada na extremidade da viga, b e h a largura e a espessura

da viga, respectivamente. Para um carregamento na forma de degrau, a solu¢ao para um
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Figura 5.35: Viga engastada com uma forca em sua extremidade.
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Figura 5.36: Aparato experimental utilizado no ensaio da viga viscoeldstica.
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Figura 5.37: Deformacao de um ponto na superficie da viga viscoeldstica obtidos pelo
experimento e por simulagoes.

problema viscoeldstico pelo uso do principio da correspondéncia é dada pela equagao

6

8(1’,t) = W

(L —2)J(t). (5.20)

Caracterizagao dos parametros de entrada do modelo de simulagao

Incertezas na determinagao da geometria da viga: Torna-se necessdrio determinar
o comprimento, a largura e espessura da secao transversal do corpo de prova. As principais

fontes de incerteza atuando na determinacao da geometria do corpo de prova sao:

e Resolugao dos sistemas de medicao utilizados (paquimetro e micrémetro);
e Incerteza herdada da calibracao dos sistemas de medicao;
e Repetitividade das medicgoes;

e Incerteza na determinacao do coeficiente de expansao térmica do PVC, utilizado
para a quantificacao da incerteza devido aos efeitos de dilatagoes térmicas do ma-

terial;
e A prépria geometria da viga;

e Desvio da temperatura de realizacao da medicao da geometria do corpo de prova
com a temperatura de calibracao do micrometro e da temperatura de realizagao do

ensaio de fluéncia.
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Por se tratar de uma medicao direta, a incerteza combinada da medi¢ao dos parametros
da geometria do corpo de prova é dada pela raiz quadrada da soma do quadrado das

variancias de cada fonte de incerteza:

u=Juh +ud, +ud, + uir (5.21)

sendo ug a incerteza devido & resolucao do micréometro, ug. a incerteza devido a repe-
titividade das medigoes, u., a incerteza herdada da calibracao do micrémetro e uar a
incerteza devido a variacao de temperatura da estufa e do local de realizacao da medicao
da geometria do corpo de prova.

As tabelas (5.22) e (5.23) apresentam as principais fontes e o balango de incerteza para
a determinacao da largura e espessura obtidas através da utilizacao de um micrémetro com
resolucdo de 10 wm. E apresentado na tabela (5.24) o balanco de incerteza da medicao

do comprimento da viga, pela utilizacao de um paquimetro com resolugao de 10 pm.

Tabela 5.22: Balango de incerteza da espessura da viga.

Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de
distribuigao | bruto liberdade
R Resolugao (mm) Retangular | 0.010 2,/3 0.003 00
Re Repetitividade (mm) Normal 0.006 1 0.006 16
Cal Erros calibra¢do (mm) Normal 0.002 2 0.001 72
dT Dilatacao térmica (mm) Retangular | 0.013 V3 0.007 00
u, Incerteza combinada (mm) Normal 0.01 132
Tabela 5.23: Balango de incerteza da largura da viga ensaiada.
Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de
distribuigao | bruto liberdade
R Resolugao (mm) Retangular | 0.010 2\/3 0.003 00
Re Repetitividade (mm) Normal 0.047 1 0.047 7
Cal Erros calibra¢ao (mm) Normal 0.002 2 0.001 72
dT Dilatacao térmica (mm) Retangular | 0.034 V3 0.020 00
u, Incerteza combinada (mm) Normal 0.05 10

Incertezas na determinacao do carregamento aplicado ao corpo de prova: O

carregamento € aplicado através da utilizacao de um peso morto, isto é, a forca atu-

ando sobre o corpo de prova é gerada pela agao de forcas gravitacionais atuando numa

determinada quantidade de massa presa a uma das extremidades do corpo de prova.

As principais fontes de incerteza na determinacao do carregamento aplicado ao corpo

de prova sao:
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Tabela 5.24: Balanco de incerteza do comprimento da viga ensaiada.
Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de
distribuicao | bruto liberdade
R Resolucao (mm) Retangular | 0.010 2\/3 0.003 00
Re Repetitividade (mm) Normal 0.060 1 0.060 7
Cal Erros calibra¢do (mm) Normal 0.002 2 0.001 84
dT Dilatagao térmica (mm) Retangular | 0.356 V3 0.205 00
u, Incerteza combinada (mm) Normal 0.2 1434

e Os efeitos de desalinhamentos e excentricidades na aplicacao do carregamento ao

corpo de prova;

Incerteza na determinacao da aceleracao da gravidade;

Resolucao da balanca;

Repetitividade das medigoes da massa aplicada;

Incerteza herdada da calibracao da balanca.

A tabela (5.25) apresenta o balanco de incerteza da determinagao da massa aplicada a
viga. Sao apresentados na tabela (5.26) os niveis de incerteza dos parametros de entrada
relativos ao modelo de simula¢do do problema, sendo apresentados nas tabelas (5.27) e
(5.28) os resultados da andlise para o caso do modelo do material cldssico e fracionério, res-
pectivamente. O modelo de elementos finitos, utilizado na solucao pela ferramenta PDS,
utilizou um elemento tridimensional, sendo apresentado na figura (5.38) a malha utilizada.
Por ser um problema com um maior nimero de graus de liberdade, a solucao viscoeldstica
é lenta o que dificulta a aplicacao do método de simulagao de Monte Carlo. Inicialmente
utilizou-se um modelo que contemplasse a geometria ensaiada, para minimizar o custo
computacional simplificou-se ao méaximo a geometria do problema, reduzindo o tempo de

simulagao das anélises.

Tabela 5.25: Balanco de incerteza da determinacao da massa aplicada & extremidade da
viga.

Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de
distribuicao | bruto liberdade
R Resolucao (g) Retangular 1.0 2{/3 0.3 00
Re Repetitividade (g) Normal 0.2 1 0.2 10
Cal Erros calibragao (g) Normal 0.5 2 0.3 89
u, Incerteza combinada (g) Normal 0.4 40
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Tabela 5.26: Incerteza dos pardmetros de entrada do modelo de simulagao da viga en-
saiada.

Descricao Tipo de Valor | Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao
m Massa aplicada (g) Normal 874.64 0.43 0.000
b Largura do cp (mm) Normal 32.18 0.05 0.002
h Espessura do cp (mm) Normal 12.11 0.01 0.001
h | Comprimento do cp (mm) Normal 338.83 0.21 0.001
v Coef. de Poisson Retangular 0.38 0.01 0.029
g | Acel. da gravidade (m/s*) | Retangular | 9.80665 | 0.00001 | 0.00000

Tabela 5.27: Resultados da andlise da incerteza da deformagao de uma viga viscoeldstica
engasta com carregamento em sua extremidade para um modelo do material cldssico.

Meétodo Valor Desvio | Coef. de | Niumero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
LPU 1.15e-003 | 1.37e-005 0.012 34
PC+SMC | 1.09e-003 | 1.25e-005 0.012 1000
PDS 1.13e-003 | 1.32e-005 0.012 1000
PCN+SMC | 1.17e-003 | 1.28e-005 0.011 1000
RSM 1.16e-003 | 1.30e-005 0.011 50000

Tabela 5.28: Resultados da andlise da incerteza da deformagao de uma viga viscoeldstica
engastada com carregamento em sua extremidade para um modelo do material fraciondrio.

Método Valor Desvio | Coef. de | Nimero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
LPU 1.15e-003 | 4.26e-006 0.004 18
PC+SMC | 1.48¢-003 | 6.40e-006 0.004 1000
PCN+SMC | 1.47¢-003 | 7.64e-006 0.005 1000

Anadlise de sensibilidade

A analise de sensibilidade foi realizada utilizando os coeficientes de correlagao de Spear-
man, sendo apresentados na figura (5.39) os resultados para um modelo do material clés-
sico e fraciondrio, utilizando o principio da correspondéncia cléssico associado ao método
de SMC. A figura (5.40) apresenta os resultados da anélise de sensibilidade para um mo-
delo cldssico e fraciondrio, utilizando os resultados fornecidos pela ferramenta PDS e pelo

principio da correspondéncia numérico associado ao método de SMC, respectivamente.

5.4.8 Anadlise das deformacoes de um anel viscoelastico

Esse estudo de caso consiste na andlise de um anel em material viscoeldstico sujeito
a um carregamento compressivo constante no tempo. A figura (5.41) apresenta o anel

sobre carregamento compressivo e a indicacao do ponto de interesse da deformacao. Este
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Figura 5.38: Modelo de elementos finitos utilizado na simulacao da viga viscoeldstica
ensaiada.
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Figura 5.39: Coeficientes de correlagao de Spearman para a deflexao da viga utilizando a
SMC e o PC: (a) material cldssico; (b) material fraciondrio.

estudo de caso foi motivado pelo trabalho de mestrado (Medeiros, 2006), em que um
ensaio de compressao de um anel viscoeldstico (figura (5.42) foi realizado com o objetivo
de determinar as propriedades de tubos de PVC.

Para a determinacao da incerteza da deformacao, utilizando o método de simulagao
de Monte Carlo sobre o modelo fornecido pelo principio da correspondéncia, torna-se
necessdria a determinacao da solucao analitica eldstica do problema. A solucao analitica

eldstica desse problema ¢ dada pela relagdo (Boresi, 1993):

B 1.09rF

sendo r o raio externo do anel, F' a forca aplicada, E' o médulo de elasticidade do material,
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Figura 5.40: Coeficientes de correlagao de Spearman para a deflexao de uma utilizando a
SMC em conjunto com o PCN: (a) modelo classico; (b) modelo fraciondrio.
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Figura 5.41: Anel em material viscoeldstico sujeito a um carregamento compressivo.

b a espessura do anel e h a largura. Aplicando-se o principio da correspondéncia a esta
equagao, a solucao viscoeldstica do problema no ponto de interesse, para um carregamento

na forma de degrau, é dada em funcao do médulo de fluéncia do mateiral pela equacao

S (1) = %J (t). (5.23)

As tabelas (5.29) a (5.32) apresentam o balan¢o de incerteza na determinacao da
espessura, da largura do anel (diferenga entre o raio externo e o raio interno do anel), raio
interno do anel e da massa aplicada ao anel, respectivamente.

A tabela (5.33) apresenta a relagdo dos parametros de entrada com comportamento
estocdstico, seu tipo de distribuigao, sua média e seu desvio padrao. As tabelas (5.34) e
(5.35) apresentam os resultados da andlise de incerteza pelos métodos propostos para o

material com modelo reolégico cléssico e fraciondrio, respectivamente.
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Figura 5.42: Ensaio de um anel em material viscoeldstico (PVC) para determinacdo do
médulo de fluéncia do material.

Tabela 5.29: Balanco de incerteza da espessura do anel ensaiado.

Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de

distribuigao | bruto liberdade
R Resolugao (mm) Retangular | 0.010 2\/3 0.003 00
Re Repetitividade (mm) Normal 0.013 1 0.013 14
Cal Erros calibra¢ao (mm) Normal 0.002 2 0.001 72
dT Dilatagao térmica (mm) Retangular | 0.010 V3 0.006 00
u, Incerteza combinada (mm) Normal XXX | XXX 0.015 22

Tabela 5.30: Balanco de incerteza da largura do anel ensaiado.

Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de

distribuigao | bruto liberdade
R Resolugao (mm) Retangular | 0.010 2y/3 0.003 00
Re Repetitividade (mm) Normal 0.012 1 0.012 12
Cal Erros calibra¢ao (mm) Normal 0.002 2 0.001 72
dT Dilatac@o térmica (mm) Retangular | 0.011 V3 0.006 00
u, Incerteza combinada (mm) Normal XXX | XXX 0.014 21

Para essa solucao, foi usada a ferramenta PDS, utilizou-se, entao, o modelo de ele-

mentos finitos dado pela figura (5.43).

Anadlise de sensibilidade

A anélise de sensibilidade foi realizada utilizando os coeficientes de correlacao de Spear-

man, sendo apresentado na figura (5.22) os resultados para um modelo constitutivo clés-

sico e fraciondrio, utilizando a solucao fornecida pelo principio da correspondéncia associ-
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Tabela 5.31: Balango de incerteza do raio do anel ensaiado.
Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de
distribuicao | bruto liberdade
R Resolugao (mm) Retangular | 0.010 2,/3 0.003 00
Re Repetitividade (mm) Normal 0.007 1 0.007 14
Cal Erros calibra¢do (mm) Normal 0.002 2 0.001 84
dT Dilatacao térmica (mm) Retangular | 0.057 V3 0.033 00
u, Incerteza combinada (mm) Normal XXX | XXX 0.034 6471
Tabela 5.32: Balancgo de incerteza da massa aplicada ao anel.
Descrigao Tipo de | Valor | Divisor | u (68%) | Graus de
distribuigao | bruto liberdade
R Resolugao (g) Retangular 1.00 2\/3 0.289 00
Re Repetitividade (g) Normal 0.21 1 0.207 13
Cal Erros calibragao (g) Normal 0.50 2 0.250 89
u, Incerteza combinada (g) Normal XXX | XXX 0.4 42

Tabela 5.33: Descricao dos parametros de entrada do modelo de simulacao do anel vis-

coeléstico.

Descricao Tipo de Valor | Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao

r Raio do anel (mm) Normal 54.037 0.034 0.001

b Largura (mm) Normal 10.048 0.014 0.001

h Espessura (mm) Normal 9.753 0.015 0.002

Ky | Fator de amplificacao Normal 4.000 0.040 0.010

m Massa aplica (g) Normal 5000.2 0.4 0.000

g | acel. gravidade (m/s?) Normal 9.81 | 5.00e-006 0.000

Tabela 5.34: Resultados da anélise da incerteza da deformagao tangencial de um ponto na
superficie externa do anel sobre carregamento compressivo com modelo reolégico clédssico.

Método Valor Desvio | Coef. de | Niimero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
LPU 4.13e-003 | 6.48e-005 0.016 34
PC+SMC | 4.13e-003 | 6.45e-005 0.016 500
PDS 3.94e-003 | 6.19e-005 0.016 500
PCN+SMC | 3.96e-003 | 6.20e-005 0.016 500

ado ao método de SMC. A figura (5.23) apresenta os resultados da andlise de sensibilidade

para um modelo cléssico, utilizando os resultados fornecidos pela ferramenta PDS e pelo

principio da correspondéncia numérico associado ao método de SMC, respectivamente.
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Figura 5.43: Modelo de elementos finitos utilizado na anélise do anel sob compressao.

Tabela 5.35: Resultados da andlise da incerteza da deformacao tangencial de um ponto
na superficie externa do anel sobre carregamento compressivo com modelo reolégico fra-

clonério.

Coeficientes de Spearman

Meétodo Valor Desvio | Coef. de | Nimero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
LPU 4.29e-003 | 6.56e-005 0.015 18
PCH+SMC | 4.13e-003 | 4.66e-005 0.011 500
PCN+SMC | 3.97e-003 | 4.52e-005 0.011 500

Coeficientes de Spearman

Parametros do modelo

(@)

Parametros do modelo

(b)

Figura 5.44: Coeficientes de correlacao de Spearman para a deformagcao do anel utilizando

a SMC e o PC: (a) material classico; (b) material fraciondrio.

5.4.9 Anadlise de incertezas do processo de caracterizacao

Este estudo de caso tem como finalidade a anédlise de incerteza do processo de ca-

racterizagao pelo ensaio de fluéncia. Neste estudo pretende-se incluir além das fontes
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Coeficientes de Spearman
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Parametros do modelo Parametros do modelo
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Figura 5.45: Coeficientes de correlacao de Spearman para a deformacao do anel para um
modelo do material cldssico utilizando a solucao dada: (a) ferramenta PDS; (b) a SMC e
o PCN.

de incertezas relacionadas ao material, geometria e carregamento do problema, fontes de
incertezas relacionadas a fatores como o desalinhamento na colagem do extensometro e
a rigidez provocada pelo extensdmetro, pois o extensometro é feito pela associacao de
materiais diferentes do material do corpo de prova. Diversas outras fontes de incerteza
poderao ser inseridas no modelo de simulacao a partir do momento que forem identificadas
e quantificadas, tais como o desalinhamento na aplicacao do carregamento, variacoes tér-
micas durante a realizacao do ensaio, diferenca de temperatura entre o dummy e o corpo
de prova, comportamento da cola do extensémetro, etc.

A figura (5.46) apresenta as dimensoes do corpo de prova utilizado nos ensaios.

115 mm
65 mm
{
19 mm
3,2 mm —>| \ T N
R 14 mm 6 mm /‘
R 25 mm

Figura 5.46: Dimensoes do corpo de prova estabelecido pela norma.

A tabela (5.36) apresenta os niveis de incerteza dos parametros de entrada. A figura
(5.47) apresenta o histograma da distribuigdo da resposta da deformagao do corpo de
prova e o ajuste da curva de distribuigdo normal, respectivamente. As tabelas (5.37)
e (5.38) apresentam os resultados da anélise de incerteza pelo modelo reolégico classico
e fraciondrio, respectivamente. A figura (5.48) apresenta o modelo de elementos finitos
utilizado na andlise, utilizou-se um elemento de casca para modelar o extensémetro e
um elemento tridimensional para modelar o corpo de prova. Assim como no estudo de

caso anterior, devido ao elevado nmimero de graus de liberdade do problema, a solugao
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viscoeldstica é computacionalmente lenta.
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Figura 5.47: Compotamento da deformagao do corpo de prova: (a) histograma da dis-
tribuicao; (b) ajuste a curva de distribui¢do normal.

Tabela 5.36: Incerteza dos pardmetros de entrada para o modelo de simulacao do ensaio

de caracterizacao.

Descrigao Tipo de Valor | Desvio | Coef. de
distribuicao | médio | Padrao | dispersao
m Massa aplicada (g) Normal 10057.00 | 0.01 6e-007
m, | Peso préprio sistema (kg) Normal 2.5 0.3 0.1
Ky Fator de aplificacao Normal 4.00 0.04 0.01
b Largura do cp (mm) Normal 3.184 0.004 0.001
h Espessura do cp (mm) Normal 6.05 0.01 0.001
0 Desalinhamento (°) Retangular 0 0.58
v Coef. de Poisson Retangular 0.38 0.01 0.03

Tabela 5.37: Resultados da andlise da deformacao do corpo de prova para um modelo do

material cldssico.

Método Valor Desvio | Coef. de | Niimero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
LPU 7.03e-003 | 1.10e-004 0.016 38
PCH+SMC | 7.03e-003 | 1.10e-004 0.016 500
PDS 6.85e-003 | 1.13e-004 0.016 500
PCN+SMC | 6.85e-003 | 1.13e-004 0.016 500
RSM 6.82e-003 | 1.12e-004 0.016 50000
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Tabela 5.38: Resultados da andlise da deformacao do corpo de prova para um modelo do
material fraciondrio.

Método Valor Desvio | Coef. de | Niimero de
médio padrao | dispersao | realizagoes
PCH+SMC | 7.44e-003 | 8.57e-005 0.012 500
PCN+SMC | 7.24e-003 | 8.63e-005 0.012 500
AN
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10:48:44

Figura 5.48: Modelo de elementos finitos do corpo de prova do ensaio de fluéncia.

Anadlise de sensibilidade

A figura (5.49) apresenta os coeficientes de correlagdo de Spearman para a simulagao
da deformacao do ensaio de caracterizacao, utilizando a solucao fornecida pelo método de
simulacao de Monte Carlo utilizando o modelo fornecido pelo principio da correspondén-
cia para um modelo do material classico e fraciondrio, respectivamente. A figura (5.50)
apresenta os coeficientes de correlagao de Spearman, utilizando a solucao fornecida pelo
método de simulacao de Monte Carlo utilizando o modelo fornecido pelo principio da
correspondéncia numérico para um modelo do material clédssico e fraciondrio, respectiva-

mente.
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Figura 5.49: Andlise de sensibilidade do processo de caracterizagao utilizando os dados
fornecidos pelo PC associado a SMC para: (a) material cldssico; (b) material fraciondrio.
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Figura 5.50: Anélise de sensibilidade do processo de caracterizacao utilizando os dados
fornecidos pelo PCN associado a SMC para: (a) material cldssico; (b) material fraciondrio.



Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho discute-se a andlise de incerteza na simulacao de problemas estrutu-
rais em materiais viscoeldstico. O foco do trabalho concentra-se na identificacao, na
quantificagdo e na propagacao das incertezas de medicao (presentes na caracterizagao de
determinados parametros de entrada do modelo de simulagao), pelo processo de simulagao
estrutural.

E de fundamental importancia, na obtencdo de resultados de medigdes /simulagoes
que possam ser intercompardveis, a incorporacao de aspectos metrolégicos como a ras-
treabilidade das medicoes, a escolha correta dos sistemas de medicoes a serem utilizados,
o adequado procedimento de medicao e a utilizacao de uma metodologia normatizada
para expressar a incerteza envolvida nas medigoes. O guia para expressao da incerteza
de medigao - GUM (INMETRO, 1998) foi desenvolvido com o objetivo de harmonizar
os métodos de se expressar a incerteza associada ao processo de medicao, estabelecendo
critérios e regras gerais relacionados a expressao de incerteza de medicao em varios niveis
de exatidao, aplicdveis a diversos niveis de conhecimento (INMETRO, 1998). Dentro
deste contexto, a definicao das incertezas de medicao, envolvidas neste trabalho, foram
expressas com base no GUM.

A incorporacao de aspectos metroldgicos a simulacao estrutural traz grandes benefi-
cios, pois diversos sao os experimentos realizados com o objetivo de avaliar a conformidade
de um modelo de simulacao ou fornecer dados a serem utilizados na simulacao do com-
portamento de um componente estrutural.

Os estudos de casos demonstram que através da propagacao das incertezas dos proces-
sos de medicao e da andlise de sensibilidade dos resultados ¢é possivel analisar a influéncia
e adequacao dos processos de medicao utilizados em experimentos para a validagao de
hipéteses ou nos experimentos realizados para a caracterizagao dos parametros de entrada
de um modelo de simulacao estrutural. Ou seja, a andlise e propagacao de incertezas pelo
modelo de simulagao estrutural é necesséria na realizagao do gerenciamento dos niveis de

incertezas dos processos de medicao utilizados em um determinado experimento. Sendo
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este gerenciamento fundamental para a otimizacao dos gastos referentes aos sistemas de
medi¢ao em um ensaio experimental, no momento em que se escolhe sistemas de medigao
com niveis de exatidao necessarios a obtencao da incerteza alvo da resposta do experi-
mento.

Os resultados da propagagao de incerteza através do método de simulagao de Monte
Carlo associado ao principio da correspondéncia cldssico e numérico demonstraram uma
6tima concordancia entre os resultados, viabilizando desta forma a utilizagao do método
de simulagao de Monte Carlo na andlise de problemas em materiais viscoeldsticos.

A necessidade e a importancia da quantificacao das incertezas envolvidas nos resulta-
dos de uma medicao/simulacdo ndo podem ser julgadas apenas pelo valor do coeficiente de
variacao da resposta de uma medicao/simulacao (isto é, a relagao entre o desvio padrao da
grandeza pelo seu valor médio), pois a quantificacao dos niveis de incerteza é fundamental
na defini¢ao dos principais atores e o seu papel na andlise da dispersao e confiabilidade dos
resultados de medigoes/simulagdes. Logo, a andlise de incerteza na simulagao estrutural
fornecera subsidios para o projetista ou experimentador realizar um julgamento realistico
e confidvel da adequacao dos seus requisitos de projeto frente aos resultados obtidos por
simulagoes. Cabe ressaltar que o rigor metrolégico, envolvido nas medicoes que irao dar
suporte a simulagao estrutural, dependera das tolerancias envolvidas na utilizacao da res-
posta da simulagao. Dentro desse contexto, este trabalho buscou enfatizar a necessidade
da identificacao, quantificacao, propagacao e conseqiientemente do gerenciamento das in-
certezas envolvidas na simulagao estrutural como uma ferramenta para se maximizar a
confiabilidade dos resultados obtidos e minimizar o custo metrolégico envolvido na carac-
terizacao dos parametros de entrada do modelo de simulacao ou mesmo nas atividades
experimentais realizadas com o objetivo de validar modelos ou metodologias.

As principais contribuicoes do trabalho sao:

e Tratamento metrolégico do processo de caracterizagao do ensaio de fluéncia de plés-
ticos, sendo essa necessidade relatada na norma ASTM D 2990-01 a qual normatiza

o ensaio de fluéncia em pldsticos;

e Utilizacao de modelos reoldgicos fraciondrios na modelagem do comportamento de
materiais no dominio do tempo, uma &rea pouco explorada. Um fato que evidéncia
essa caréncia é a auséncia de softwares comerciais de elementos finitos que dispoe

de modelos reolégicos fraciondrios;
e Desenvolvimento do principio da correspondéncia numérico;

e Apresentacao de uma metodologia para quantificar e propagar as incertezas envolvi-
das na simulacao de problemas estruturais em materiais viscoelésticos, tendo como

foco a andlise da influéncia das incertezas de medicao;
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e Validacao de metodologias para a melhora da eficiéncia computacional da utilizacao
do método de simulagao de Monte Carlo na andlise de problemas em materiais
viscoeldsticos. Essa validacao ocorreu pelos estudos de caso em que se comparou os

resultados da andlise de incerteza pela SMC e pela LPU.

6.1 Aspectos metrolégicos no ensaio de fluéncia

A anélise de incerteza no ensaio de fluéncia faz-se necesséria para que se possa identi-
ficar, minimizar, quantificar e gerenciar os niveis de incerteza dos resultados obtidos pelo
ensaio experimental. Sendo uma segunda etapa da andlise, a identificacao da influéncia
destas incertezas, juntamente com outras fontes, na resposta dos modelos de simulagao
computacionais que farao uso desses dados.

A metodologia empregada para a anédlise de incerteza do ensaio de fluéncia encontra-se
de acordo com o GUM e possibilita a quantificagao dos niveis de incerteza dos pardmetros
do material obtidas pelo ensaio de fluéncia, bem como o gerenciamento das incertezas
envolvidas no processo de caracterizacao a fim de se ter resultados intercompardveis a
resultados obtidos por outros laboratérios.

Pela anélise dos diversos ensaios de fluéncia e ajustes de curva para determinacao dos

parametros do material, realizados nesse trabalho, conclui-se:

e O aparato experimental deverd ser o mais simples possivel a fim de minimizar efeitos

de folgas, atritos, desalinhamentos, expansoes térmicas, etc;
e Os sistemas de medicao utilizados devem interagir ao minimo com o mensurando;

e Variacoes na geometria do corpo de prova, excentricidade no carregamento aplicado,
variagoes na massa e no peso préprio do sistema, desalinhamento na colagem do
extensometro, diferencas entre a temperatura do extenséometro dummy e do corpo
de prova irao provocar translacoes horizontais nas curvas de deformacao. Quando
no ajuste dos resultados ao modelo mateméatico do comportamento do material,
h& uma variagao no valor nominal dos pardmetros do material, sendo necessdria a

tomada da média dos resultados dos diversos corpos de prova;

e A incerteza na medicao com os extensdmetros, vibracoes do meio ambiente, flutu-
acoes térmicas e a prépria caracteristica do material influenciam nas flutuagoes dos
resultados de medicao da deformagao do corpo de prova do ensaio de fluéncia. Isto
porque, uma vez definida a geometria do material, o carregamento aplicado e todas
as outras condicoes de contorno do problema, as mesmas nao mudarao durante a
realizacao do ensaio (exceto pelos efeitos das varigdes térmicas e vibragoes impostas
pelo ambiente de realizagdo do ensaio). Essas flutuagoes serdo responsaveis pela

dispersao dos parametros do modelo do material obtido pelo processo de ajuste;
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e Os modelos reolégicos fraciondrios mostraram ser capazes de realizar um ajuste dos
resultados com um menor nimero de parametros e um menor nivel de incerteza
em relacao aos modelos reolégicos cldssicos. Uma das vantagens de se utilizar os
modelos reolégicos fraciondrios na anélise de incerteza é que os mesmos possuem um
menor nimero de parametros em relacao aos modelos cldssicos, logo o nimero de
realizacoes necessdrias para compor a superficie de resposta é menor, pois o nimero
de realizacoes aumenta com o aumento do nimero de pardmetros do modelo com

comportamento estocdstico;

e O algoritmo de otimizacao, utilizado no ajuste de curva nao-linear para a deter-
minacao dos parametros do material, foi feito com base na funcao Ilsqcurvefit do
software MATLAB®. Essa funcao mostrou-se extremamente eficiente no momento
em que os pardmetros de entrada como o ponto de partida, o passo, as tolerdncias
e o nimero de avaliacoes sao definidos de forma coerente, isto é, como base nas

caracterfsticas do problema;

e O método de interconversao do médulo de fluéncia nos médulos de relaxagao volu-
métrico e deviatérico, realizado utilizando o principio da correspondéncia mostrou-
se extremamente confidvel, pois o mesmo foi testados com valores da literatura,
mostrando uma 6tima concordancia. A principal dificuldade da utilizagao deste
método é na inversao da transformada de Laplace, requerida na utilizagao do princi-
pio da correspondéncia. Esta inversao foi realizada através da utilizacao da fungao
residue do software MAT LAB®, cujo principio estd relacionado com a decom-

posicao da funcao em fragoes parciais.

6.2 A propagacao de incertezas em problemas estru-

turais viscoelasticos

Uma metodologia que permite fazer uso de modelos deterministicos em resonancia com
os métodos de solucao utilizados na andlise estocéstica é o método de simulagao de Monte
Carlo (Schuéller, 2005). Desta forma, métodos de solu¢ao deterministicos, tais como o
método de elementos finitos e o principio da correspondéncia, podem ser utilizados no
processo de andlise de incerteza.

A anadlise de incerteza na simulagao estrutural consistui-se nas seguintes etapas:

e Modelagem do problema;

e Caracterizagao dos parametros de entrada do modelo (parametros relacionados com

a geometria, o carregamento, propriedades do material, condigoes de contorno, etc.).
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e Modelagem do comportamento estocdstico dos pardmetros de entrada do modelo.
O comportamento estocdstico da maioria dos parametros de entrada do modelo sao

determinadas pelos processos de medicao;

e Propagacao das incertezas do pardametros de entrada pelo modelo de medicao ou

simulagao.

O custo computacional da solugao de problemas estruturais em materiais viscoelds-
ticos aumenta com a elevacao dos nimero de graus de liberdade, quando se utiliza o
método de elementos finitos, técnica largamente utilizada na solugao numérica de proble-
mas estruturais. Para viabilizar a utilizagao do método de simulagao de Monte Carlo em
problemas estruturais em materiais viscoeldsticos, desenvolveram-se algumas alternativas
e metodologias para diminuir o custo computacional da andlise.

A principal alternativa para viabilizar a utilizagdo do método de simulagao de Monte
Carlo, em problemas da viscoelasticidade linear, é a utilizagao de modelos fornecidos
pelo principio da correspondéncia. Para problemas em que se dispoes de solucoes analiti-
cas para um material eldstico, a utilizacao do principio da correspondéncia se mostrou
extremamente eficiente. Um dos motivos dessa eficiéncia é o fato de que o software
MATLAB® foi desenvolvido para trabalhar com matrizes (Hanselman, 2005). Ao se
gerar vetores de acordo com o comportamento estocdstico de cada varidvel de entrada,
a manipulacao desses vetores, sobre o modelo matemético da solucao analitica, é ex-
tremamente rapida e eficiente. Logo a andlise de incerteza de problemas estruturais em
materiais viscoeldsticos com solucao analitica eldstica necessita de poucos segundos por
meio da utilizagao da simulagao de Monte Carlo sobre o modelo fornecido pelo principio
da correspondéncia.

Para problemas estruturais em materiais viscoeldsticos em que nao se dispoe de uma
solucao analitica, conclui-se que a propagacao de incertezas por meio da utilizagao do
principio da correspondéncia numeérico associado a SMC também se mostrou eficiente.
Esta metodologia constituiu-se de duas etapas. Na primeira etapa é realizado a simulagao
de Monte Carlo, considerando o problema eldstico, isto é, a simulagao de Monte Carlo
foi realizada no software comercial de elementos finitos, utilizando o modelo viscoeldstico
do material, para t=0, ou seja o material respondendo de forma eldstica. Tendo como
as varidveis de saida os parametros necessarios para a aplicagao do principio da corres-
pondéncia sobre a lei de Hooke. A segunda etapa constituiu-se na aplicagao do principio
da correspondéncia sobre o modelo de tensao/deformagao fornecida pela lei de Hooke
generalizada.

As limitacoes da utilizagao do principio da correspondéncia associado ao método de
simulacao de Monte Carlo sao as mesmas que limitam a utilizacao do principio da cor-
respondéncia em aplicacoes de cardter deterministico. Neste trabalho utilizou-se carrega-

mentos constantes no tempo. Para os casos em que o carregamento nao é constante no
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tempo pode-se utilizar o principio da correspondéncia associado a um outro principio
da viscoelasticidade linear que é o principio da sobreposicao de Boltzmann, o qual trata
do efeito da sobreposicao de carregamentos em um problema de viscoelasticidade linear
(Flugge, 1978; Findley, 1989). Uma segunda op¢ao para os casos de carregamentos varid-
veis com o tempo é a utilizacao do método da superficie de resposta, o qual gerard um
modelo da resposta do sistema computacionalmente menos oneroso.

O método da superficie de resposta se mostrou muito eficiente na analise de incertezas
em problemas viscoeldsticos. Logo, para problemas em que a solugao pelo principio da
correspondécia é limitada, a utilizacao do método da superficie de resposta é a segunda
melhor alternativa. A grande limitacao do método da superficie de resposta é que a
quantidade de simulagoes a serem realizadas dependerao da quantidade de pardmetros de
entrada do modelo com comportamento estocédstico. Logo, quanto maior o niimero de pa-
rametros com comportamento estocastico, maior serd o niimero de simulagaos necessérias
para compor a superficie de resposta. Neste caso, uma alternativa para minimizar o tempo
gasto na andlise computacional é simular o problema para um curto espago de solicitacao
e empregar os resultados da andlise de sensibilidade para se identificar os pardmetros que
tém pouca influéncia sobre a variabilidade da resposta. A eliminacao da consideracao do
comportamento estocdstico dos parametros que tém pouca influéncia sobre a variacao da
resposta do modelo possibilitard uma diminuicao do nimero de simulagoes necessédrias
para compor a superficie de resposta.

Com base nos resultados dos estudos de caso realizados, conclui-se que os métodos
empregados para a viabilizagao do método da simulagao de Monte Carlo em problemas

estruturais em materiais viscoeldsticos se mostraram bastante eficientes.

6.3 Propostas para trabalhos futuros

Devido a auséncia de softwares comerciais com modelos reoldgicos fraciondrios, uma
das sugestoes para trabalhos futuros seria a implementacao de modelos reoldgicos fra-
ciondrios, utilizando subrotinas no software ABAQUS (através da utilizacao da UMAT
(Enelund, 2005)) ou no software ANSYS (através da utilizagdo do USERMAT (ANSYS,
1999)), com o objetivo de ser ter mais uma ferramenta para tratar como modelos reolégi-
cos fraciondrios. Apesar de jé se ter conhecimento do trabalho do autor Hohaus (2003),
esta é uma drea muito carente, principalmente, na simulagao de problemas estruturais no
dominio do tempo.

Uma segunda proposta para trabalhos futuros é a utilizacao de sistemas de medigao
6pticos para medicao da deformagao do corpo de prova, durante o ensaio de fluéncia.
As principais vantagens relacionadas com esse tipo de medi¢ao sao a menor interacao do

sistema de medi¢ao com o corpo de prova, maior rapidez para a preparacao do ensaio e
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uma menor influéncia do operador na confiabilidade dos resultados das medigoes, pois a
medi¢ao com extensdmetros requer uma maior habilidade do operador.

Neste trabalho, as atengoes foram mais focadas para a questao da andlise de incerteza.
Devido a este fato, algumas simplicacoes do modelo viscoeldstico foram feitas. Por exem-
plo, utilizou-se o valor do coeficiente de Poisson constante no tempo, os problemas foram
isotérmicos e os carregamentos foram na forma de um degrau. Sendo portanto, uma das
propostas para trabalhos futuros, a realizagao de experimentos para medicao do coefi-
ciente de Poisson no tempo, e a inclusao de condigoes de contorno como carregamento e
temperatura mais complexas.

Para tratar das questoes dos erros sisteméticos envolvidos no ensaio de fluéncia, sugere-
se para trabalhos futuros o desenvolvimento de um material de referéncia certificado para
validacao do procedimento do ensaio de fluéncia de laboratérios de ensaios seguindo as
orientagoes da norma ABNT 33 (ABNT, 2002).

Diante dos diversos ensaios, utilizados para determinar parametros, a serem utiliza-
dos nos modelos de simulacao do comportamento de componentes estruturais, sugere-se
para trabalhos futuros a aplicacao de conceitos metrolégicos na andlise dos dados obtidos
por outros ensaios mecanicos, como o ensaio de tracao, relaxacao, flexao, etc.. Apesar
de estarem normatizados, esses ensaios mecanicos nao possuem ainda um tratamento

metrolégico adequado.
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Apéndice A

Obtencao da série de Prony para o

modelo de Maxwell Generalizado

O modelo de Maxwell generalizado ¢ o modelo clédssico comumente usado para repre-

sentar o médulo de fluéncia e relaxagdo de materiais viscoeldsticos reais, figura (A.1).
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Figura A.1: O Modelo de Maxwell Generalizado em paralelo (Findley et al., 1989).

Para o modelo de Maxwell generalizado, tem-se para cada elemento i de Maxwell a

deformacao

A tensao atuando na mola de rigidez F., é dada por

no qual g, corresponde a deformagao no elemento de mola de rigidez F..

Da configuracao do modelo tem-se que a tensao é dada por

. 1. g;
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e que a deformacao no elemento como sendo
€ =Em =&;. (A.4)

Aplicando-se a transformada de Laplace as equagoes (A.1) a (A.4), obtem-se

G=0m+ Y 0 (A7)

sendo 7,, = 1,/ E; o tempo de relaxagdo do material.

Substituindo-se as equagoes (A.5) e (A.6) na equacdo (A.7), obtém-se:

E.
G=FExf+ Y _ P g (A.8)
i=1 <S + Ti)

Para o caso do ensaio de relaxacao, tem-se que a deformacao é dada por um degrau

£ = oA (t) (A.9)

sendo £q a amplitude do carregamento aplicado ao corpo de prova. Aplicando a transfor-

mada de Laplace a equagao (A.9) e substituindo-se na equacgao (A.8), obtém-se

N
_ o SEi o Eoo Ez
-2 o U | =@ S A.10

i=1 (S + %) i=1 (S + %)

Da definigao do médulo de relaxacao, da equagao (A.10) pode-se concluir que a tran-

formada de Laplace do médulo de relaxacao é dado pela por

E(s) = %+ZL (A.11)

s i=1 (S + ﬁ)

Invertendo-se a transformada de Laplace da equagao (A.11), obtém-se o médulo de

relaxagao do material na forma de uma série de Prony

t

N
E(t)=Ex+Y Ee ™ (A.12)
=1

O médulo de fluéncia no dominio de Laplace pode ser obtido através da relagao da
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viscoeldsticidade linear .
J(s) = .QT(S) (A.13)
Ap6s a aplicagao da transformada de Laplace a equacao (A.12) e sua substituigdo na
equagao (A.13), torna-se necessério a inversao da transformada de Laplace da equacao,
para obtencao do mdédulo de fluéncia no dominio do tempo. A técnica utilizada neste
trabalho para inverter a transformada de Laplace da equagao (A.13) estd fundamentada
na transformacao desta equagio em fragdes parciais, as tabelas (A.1) e (A.2) apresentam
o algoritmo utilizado no software MATLAB® para realizar esta operacao. O software
MATLAB® possui a funcao residue para transformar relagoes polinomiais em frangoes
parciais. A seguir é apresentado o algoritmo utilizado para realizar esta inversao para
um modelo de relaxacao na forma de uma série de Prony com N = 5. Deve-se observar
que a eficiencia da utilizacao da funcao residue estd condicionada ao aumento do valor da
tolerancia (parametro tol) existente dentro do cédigo da fungao. Nesta trabalho utilizou-se

tol = le — 9.

Tabela A.1: Algoritmo implementado no software MATLAB para obtencao do médulo de
fluéncia do material em funcao do médulo de relaxacao.

clear all; close all, clc, format long e
syms t s % Defini¢do da varidveis simbélicas.

% x = [Einf E1 E2 E3 E4 E5 t1 t2 t3 t4 t5]; % Parametros do médulo de relaxagao PVC

x=[1.030e8, 2.6391e8, 3.6678¢8,3.2134¢8,4.2319e8, 1.6191€9, 4.1259¢2, 4.5329¢3,...
4.3719e4, 4.3603e5, 1.5646€6];

Ef = modelo_Prony E(x,t); % Modelo do médulo de relaxacao.

EL = laplace(Ef); % Transformada de Laplace do médulo de Relaxagao.

JL = 1/(s"2*EL); % Aplicagao da relacao entre E(t) e J(t).

JL = simplify(JL);

[num1,denl] = numden(JL); % Extrai o numerador e o denominador

den = sym2poly(denl); % Escreve o denominador na forma de indices do polinomio.
num = sym2poly(numl); % Escreve o numerador na forma de indices do polinomio.
[r,p,k] = residue(num,den) % Transforma a razao polinomial em fra¢oes parciais.

% Parametros do médulo de fluéncia dado na forma de uma

% série de Prony com N=5.

Jinf = r(12); J1 = r(1); J2 = r(2); J4 = r(4); J5 = r(5);

t1 =-1/p(1);t2 = -1/p(2); t3 = -1/p(3); t4 = -1/p(4); t5 = -1/p(5);

Tabela A.2: Funcao médulo de ralaxagao na forma de uma série de Prony com N=5.

function E = modelo_Prony E(x,xdata)
% x = parametros da série de Prony.

% xdata = tempo.

E = x(5) 4+ x(1)*exp(-xdata./x(6))+x(2)*exp(-xdata. /x(7))+x(3)*exp(-xdata. /x(8))+...
x(4)*exp(-xdata. /x(9));




Apéndice B

Algoritmos para implementacao da

funcao Mittag-Lefller

Serao apresentados os algoritmos implementados para a avaliacao da fungao Mittag-
Leffler (fungao presente no médulo de fluéncia quando na utilizagdo de modelos reoldgicos
fraciondrios), no software MATLAB®, de acordo com os artigos de Welch et al. (1999)
e Diethelm et al. (2000).

Algoritmo com base no artigo de Welch et al. (1999):

function mf = mittag_Welch(alfa,x)
% alfa = ordem da derivada.
nt = 500;
if alfa <= 0.15
xcrit = -1.07 - 3.2*%(alfa - 0.025);
else
xcrit = -24.33265 + 22.98235%(1 - ((alfa - 0.011682)/1.03159)°2)70.5;
end
if x > xcrit
mf = 0.0;
for k = 0:1:nt % sum over all terms included
term = x"k/gamma(k*alfa+1.0);
if abs(term) < 1.0e-8 % addend becomes very small - break loop
break
end
mf = mf+term;
end
else
mf = 0.0;

for k = 1:1:nt % sum over all terms included
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term = - x"(-k)/gamma(l - k*alfa);

if abs(term) < 1.0e-8 % addend becomes very small - break loop
break

end

mf = mf+term;
end

end
Algoritmo com base no artigo de Diethelm et al. (2000):

function ret = mittag(alpha,zs,beta)

% alpha = ordem da derivada.

h ozs =

% beta =

epsilon = 16%eps; #Floating-point relative accuracy
zeta = 0.9;

max_gamma_arg = 171;

if (abs(zs)==0) % Linha 1
ret = 1/gamma(beta);

elseif (alpha <= 1) % Linha 3
if (abs(zs)<zeta) % Linha 4

aux = log(epsilon*(1-abs(zs)))/log(abs(zs));
k0 = max(ceil((1-beta)/alpha),ceil(aux)); % Linha 5
res = 0;
if ((max_gamma_arg-beta)/alpha < kO)
kO = (max_gamma_arg-beta)/alpha;
end
for k = 0:kO
res = res + zs"kx1/gamma(beta+alphaxk) ;
end
ret = res;
elseif (abs(zs) < floor(10+5*alpha)) % Linha 7
if (beta>=0) %Linha 8
chi0 = max([1,2*abs(zs), (-log(epsilon*pi/6)) ~alphal);
else YLinha 9
aux = epsilon*pi/(6x*(abs(beta)+2)*(2*abs(beta)) “abs(beta));
chi0 = max([(abs(beta)+1) “alpha,2*abs(zs), (-2*log(aux)) “alpha]) ;
end

aargz = abs(angle(zs));
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if (aargz>alpha*pi && abs(aargz-alpha*pi) > epsilon) % Linha 13
if (beta < 1+alpha) % Linha 14
ret = integrateK(alpha,zs,0,chiO,beta);
else’, Linha 16
ret=integrateK(alpha,zs,1,chiO,beta)+integrateP(alpha, 1,zs,-alpha*

end
elseif (aargz < alphax*pi && abs(aargz-alpha*pi)>epsilon) % Linha 18
auxl=exp(zs~(1/alpha));
aux2=zs~ ((1-beta)/alpha) ;
aux3=auxl*aux2/alpha;
if (beta < 1+alpha)? Linha 19
aux4=integrateK(alpha, zs,0,chiO,beta);
ret = aux3 + aux4;
else % Linha 21
aux4=integrateK(alpha, zs,abs(zs)/2,chiO,beta);
auxb=integrateP(alpha, abs(zs)/2, zs,-alpha*pi,alpha*pi,beta);
ret = aux3 + aux4 + auxb;
end
else % Linha 23
auxl=integrateK(alpha, zs,abs(zs)+1/2,chiO,beta);
aux2=integrateP (alpha,abs(zs)+1/2,zs,-alpha*pi,alpha*pi,beta) ;
ret = auxl+aux?2;
end
else % Linha 25
kO=floor(-log(epsilon)/log(abs(zs)));
if (abs(angle(zs)) < 3*alpha*pi/4) % Linha 27
aux=(zs"~ ((1-beta) /alpha))*exp(zs~(1/alpha));
res=aux/alpha;
else % Linha 29
res=0;
end
for k=1:k0
res=res-zs” (-k)*1/gamma (beta-alpha*k) ;
end
ret=res;
end
else % Linha 31
kO=floor (alpha)+1l; % Linha 34

res=0;
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for k=0:(k0-1)
aux=zs” (1/k0) *exp (1 *2*pixk/k0) ;
res= res + mittag(alpha/k0,aux,beta);
end
res=res/k0;
ret = res;

end



Apéndice C

Exemplo do cédigo para analise

viscoelastica linear no software

ANSYS

Este apéndice apresenta um exemplo do cédigo utilizado no software ANSYS® para
uma andlise da deformagao no tempo de uma barra em material viscoeldstico sujeita a um
carregamento na forma de um degrau devido a aplicacao de uma massa suspensa presa
em sua extremidade:

! Encerra a secao em andamento

fini

/clear

/CWD,’D:\ Ansys’

/config,nres,leb

!' Inicia pre-processamento

/prep7

I Entrada de dados referentes ao material:

al = 0.037195 ! al1=G1/G0

a2 = 0.093930 ! a2=G2/G0

a3 = 0.127247 ! a3=G3/G0

a4 = 0.109457 | ad=G4/G0

ab = 0.137620 ! a5=G5/G0

t1 = 410.957740

t2 = 4487.409221

t3 = 43117.934053

t4 = 430824.710207

th = 1540654.713594

E = 3097486440.520656 ! médulo de elasticidade
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v = 0.340000 ! coeficiente de Poisson

! Entrada de dados geometria e carregamento:

L1 = 33e-3 | comprimento da barra (m).

h = 0.006051 ! largura da barra (m).

b = 0.003184 ! espessura da barra (m).

m = 10.694500 ! massa aplicada (m).

Kf = 4.000000 ! fator de amplificagdo do carregamento.
g = 9.810000 ! aceleracao da gravidade (m/s ~2).

p0 = m*g*K/(b*h) ! tensdo aplicada na extremidade da barra (Pa).

tempo = 1e6 ! Tempo de simulagao (s)
tolerancia = 1e-8

passo = 100

numsets = 1006

! Elemento

et,1,s0lid185

! Cria tabela de propriedades materiais
mp,ex, 1,E

mp,nuxy,l,v

TB,PRONY,1,1,5,SHEAR

TBTEMP,0

TBDATA ,al,t1,a2,t2,a3,t3

TBDATA ,a4,t4,a5,t5,,

I Definicao de volume

ble4,0,0,L1,h,b

! Tamanho dos elementos

esize,LL1

! Definicao de elementos

vmesh,all

I Condicoes de contorno essenciais
da,5,ux,0

da,3,uy,0

da,1,uz,0

! Transfere condicoes de contorno para a malha de EF
sbctran

I Calculo da solucao

/solu

I Configura automaticamente parametros do processo iterativo
solcontrol,on

I Define criterio de convergencia
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cnvtol,u,tolerancia

I Salva resultados dos elementos para cada passo de carga
outres,all,all

I Analise estatica

antype,static

I Carregamento constante

kbc,1

time,tempo

deltim,passo

lAplicando pressao na extremidade
sfa,6,1,pres,-p0

sftran

Iswrite

I Calcula a solucao

solve

! Inicia pos-processamento

/postl



Apéndice D
Configuracao dos extensdometros

Neste apéndice é apresentado o principio de funcionamento do extensémetro dummy
e as configuracgoes dos extensdmetros utilizados na medicao da deformacao dos corpos de

prova no ensaio de fluéncia.

D.1 Principio de funcionamento do dummy

O dummy é um artificio utilizado para compensar deformacoes oriundas de variagoes
térmicas, quando um extensdémetro é colado em uma amostra do material que nao se en-
contra sujeita a carregamentos mecanicos, sofrendo apenas o efeito de variagoes térmicas.
Essa compensacao ¢ feita pelo fato de que a equacao, que relaciona a tensao de saida da

ponte de Weasthone, é dada por

Extensometro Dummy

~ = ~ =
Vi 1 AR, ARy (D.1)
Vour 2 Ry Ry '
em termos de deformacoes
v 1 Extensémetro Dummy
~~ ~~
== k — 'k D.2
‘/out 2 “1 ©2 ( )

sendo Vj,, a tensao de alimentacao da ponte amplificadora, V,,; a tensao de saida medida,
R e Ry as resisténcias dos extensometros sem carregamento, AR, e AR, as variagoes na
resisténcia dos extensémetros devido aos carregamentos térmicos e mecéanicos, k o fator
do extensdometros (Gauge Factor), €1 e €5 a deformacao no extensometro do corpo de

prova e do dummy, respectivamente. Como o dummy possui apenas deformagoes devido
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a variagdes térmicas (1), tem-se que sua deformacao ¢ dada por
€9 = €T (D.3)

sendo a deformacao do extensometro do corpo de prova dada pela soma das deformacoes
mecanica (/) e térmica (e7)
€1 =¢epm +er (D.4)

Ap6s a substituigao das deformacoes dadas pelas equagoes (D.3) e (D.4) tem-se que a
relacao entre a tensao de alimentacao e a tensao de saida da ponte de Weasthone ird
correspoder & deformacao
Ext t
‘/m e ensdmetro Dummy kng

= — — = — D.
v 5 EmtEer 5 ( 5)

compensando desta forma as deformacgoes devido as variagoes térmicas, desde que o

dummy e o corpo de prova estejam sob as mesmas condigoes térmicas.

D.2 Configuracoes dos extensdmetros nos ensaios de
fluéncia

A figura (D.1) apresenta a configuracao de meia ponte utilizada na medicao da defor-

macao do corpo de prova no ensaio de fluéncia.

Corpo de prova

Extensémetro corpo
Resistor

Tensao de Resposta
] 1

| Tensao de

alimentacao

Extensometro
“Dummy”

Sistema de aquisi¢ao de .
Resistor

C)) (b)

Figura D.1: Configuracdo da meia ponte: (a) disposi¢ao experimental; (b) configuragao
da ponte de Wheatstone.

Uma segunda alternativa é a utilizagao de uma ponte completa formada por dois
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extensometros colados em duas faces opostas do corpo de prova e em dois dummys (figura
(D.2)). A principal vantagem da utilizagao desta configuracao é que a mesma possibilita
a medicao da deformagao média nas duas faces do corpo de prova com a utilizacao de
apenas um canal do sistema de aquisicao de sinais. A tomada da deformacao média é
importante para minimizar o efeito das deformagoes devido a momentos atuando no corpo

de prova devido ao desalinhamento e excentricidade do carregamento aplicado.

Extensémetro corpo

de prova Extensdmetro

“Dummy”

Tens@o de Resposta

Tensdo de
alimentagc&o

Extensdmetro
“Dummy”

Extensdmetro corpo
de prova

Figura D.2: Disposicao dos extensémetros e dos dummys para a ponte completa.



Apéndice E
Algoritmo de ajuste nao-linear

Serd apresentado o pseudo-algoritmo para determinagao dos parametros do modelo do

material:

Parametros de entrada:
t —Vetor com os intervalos de tempo

nos quais sao medidas as deformacao do corpo de prova.
¢ —Vetor contendo as deformagoes medidas no ensaio de fluéncia.
b —Largura da secao transversal do corpo de prova.
h —Espessura da secao transversal do corpo de prova.
m —Massa aplicada a extremidade do corpo de prova.
g —Aceleracao da gravidade.
K; —Fator de amplificacao do carregamento devido ao brago de alavanca.
Determinagao da tensao atuando no corpo de prova:
o =Forca/Area= K;mg/(bh).
Calculo do médulo de fluéncia do material "medido":
Imed = €/ 0
Definicao do modelo do comportamento do material
If modelo = cléssico

J(t =0) = Jmea(1)

n = 5 —Numero de termos da série de Prony.

fun = Série de Prony
else (modelo reoldgico fraciondrio)

fun = Mittag-Leftler
end

Algoritmo de ajuste nao-linear (software MATLAB):

x0 = vetor com valores dos pontos de partida do algoritmo de otimizagao.

199



200

Ib = limite superior das restricoes das varidveis de projeto.

ub = limite inferior das restrigoes das varidveis de projeto.

options = [passo, toleréncia, etc.|; Opgoes do algoritmo de otimizagao.
x = lsqcurvefit(fun,x0,t,J,,.q4,1b,ub,options) % Fungao de otimizagao.
Parametros de saida

x = [J1,J2,J3,J4,J5,71,72,T3,T4,T5] —Parametros da série de Prony.

ou

x = [E0, E1, a, 7| —Parametros do modelo fracionario.

A seguir, é apresentado o algoritmo de ajuste implementado no software MATLAB®

para determinacao dos parametros do material:

clear all; close all; clc; format long e
[xdata,ydata] = dados_ensaios; 7% Dados do ensaio.
% xdata = tempo;

% ydata = deformacao medida.

10.057; % Massa aplicada (Kg).

B
I

9.81; % Aceleracao da gravidade (m/s~2).

09
I

h = 6.051e-3; % Largura da secao transversal do corpo de prova (m).

b = 3.184e-3; % Espessura da secao transversal do corpo de prova (m).

K = 4; % Fator de amplificacao do carregamento.

sigma = K*m*g/(b*h); % Tensao aplicada ao corpo de prova (Pa).

J_med = ydata/sigma; % Modulo de fluencia medido.

t = [bel 5e3 b5ed4 5e5 2e6]; % Valores inicias para os tempos de retardo.

LBt

[ 1 1e3 1e4 1eb 1e6]; % Limite inferior para busca dos tempos de retardo.

UBt

[1e3 1le4 1eb5 le6 3e6]; 7 Limite superior para busca dos tempos de retardo.

[Jmax,I] = max(J_med); % Valor maximo do modulo de fluencia medido.
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Jto

J_med(1); % J(t=0).

ntp = 5; % Numero de Ji’s do modelo.

JC = (Jmax - JtO)/ntp; % Valor inicial para os parametros Ji do modelo de J(t).
J(1:ntp) = JC; % Valor inicial para os modulos de fluencia.

JCB = (Jmax - Jt0)/100; % Valor inferior para o chute inicial.

LBJ(1:ntp)

JCB; % Limite inferior para busca dos Ji’s

UBJ(1:ntp) = Jmax; % Limite superior para busca dos Ji’s

x0 = [J t]; % Vetor dos pontos iniciais do algoritmo de otmiza\U{e7}\U{e3}o.

LB [LBJ LBt]; % Limite inferior.

UB

[UBJ UBt]; % Limite superior.

OPTIONS = optimset(’Diagnostics’,’on’,’DiffMaxChange’,1e-8,’DiffMinChange’,1e-10,..
’Display’,’final’,’LevenbergMarquardt’,’on’, ’LineSearchType’, ’quadcubic’,...
’MaxFunEvals’,400000, *MaxIter’,1e9,’TolFun’,1e-25, ...
>TolPCG’,1le-1,’TolX’,1e-25, ’LargeScale’,’on’);

h————— Fun\U{e7}\U{e3}o de ajuste nao-linear

[x]=1sqcurvefit(@(x,xdata) modelo_J_Prony(x,xdata,Jt0),x0,xdata,J_med,LB,UB,0PTIONS
J = modelo_Prony(x,xdata,Jt0); % Modulo de fluencia ajustado.

h————— Plotagem do ajuste

semilogx(xdata,J_med/1le-9,’-k’,xdata,J/1e-9,’-b’, ’MarkerSize’,7, ’LineWidth’,1.3)
legend (’Curva Experimental’,’Modelo ajustado’,’Location’,’North’);

xlabel(’t [s]?)
ylabel(°J(t) [1/GPa]’)

Modelo do médulo de fluéncia na forma de uma série de Prony:
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function J = modelo_J_Prony(x,xdata,JtO)
% x = vetor dos parametros do modelo.

% xdata = tempo.

% Jt0 = J(t=0).

Jinf = Jt0 + x(1) + x(2) + x(3) + x(4) + x(5);

J = Jinf - x(1)*exp(-xdata./x(6))-x(2)*exp(-xdata./x(7))-...
x(3) *exp(-xdata./x(8))-x(4)*exp(-xdata./x(9))-x(5) *exp(-xdata./x(10));

Funcao para leitura dos dados do ensaio:

function [xdata,ydatal = dados_ensaios

load(’D:\Experimentos\Dadosensaioestatico\Ensaio2\data’)

xdata = data(60:end,11); % Tempo.

ydata = data(60:end,8)*1e-6; % Deformacao.
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