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Resumo

Seja f : C — C uma fun¢do polinomial. O conjunto de Julia, J(f), associado
a f, é o conjunto dos nimeros complexos z onde a familia {f™} dos iterados de f
nao é normal em z.

Neste trabalho, estudaremos varias propriedades topolégicas de J(f). Calcula-
remos também a dimensao de Hausdorff de J(f.), onde f.(z) = 22+ c e |c| é grande,
e estudaremos as propriedades do conjunto de Mandelbrot associado a f., isto é,
o conjunto M dos nimeros complexos pelos quais J(f,) é conexo. Em particular

provaremos o Teorema de Douady-Hubard que menciona que M é conexo.

Palavras chave: Julia, Mandelbrot, Conexidade, Dimensao de Hausdorff.



Abstract

Let f: C — C be a polynomial function. The Julia set, J(f) associated to
f, is the set of the complex numbers z where the family {f"} of iterates of f is not
normal at z.

In this work, we will study many topological properties of J(f). We will compute
the Hausdorff dimension of J(f.) too, where f.(z) = 22 + ¢ and |c| is large, and we
will study the properties of the Mandelbrot set associated to f., that is, the set M
of the complex numbers by which J(f.) is connected. In particular we will prove

the Theorem of Douady-Hubard that mentions the connectedness of M.

Key words: Julia, Mandelbrot, Connectedness, Hausdorff dimension.
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Introducao

Seja f : C — C uma funcao polinomial de grau d > 2. O conjunto de Julia,
J(f), associado a f é o conjunto dos nimeros complexos z onde a familia { f"} nao
¢ normal em z

Um dos primeiros a estudar as propriedades de J(f) foi Gaston Julia em 1915
e junto con Pierre Fatou introduziram também os métodos iterativos no estudo
dos sistemas dinamicos. Os conjuntos de Julia foram usados em varios dominios,
como Sistemas Dinamicos, Teoria dos Numeros, Analise Funcional e Probabilidades
e Processos Estocasticos, entre outros. Os conjuntos de Julia fornecem um dos
mais surpreendentes exemplos de como um processo aparentemente simples, pode
gerar conjuntos altamente intrincados. Fungoes no plano complexo tao simples como
f(2) = 2% + ¢, com c constante, podem fazer surgir fractais de aparéncia exdtica.

Neste trabalho estudaremos varias propriedades topolégicas de J(f). Em parti-
cular mostramos que o conjunto de Julia é compacto, perfeito e que ele é igual ao
fecho do conjunto dos pontos repulsores de f. Este estudo envolve a Analise Com-
plexa e Analise Funcional (teorema de Montel). Estudamos também propriedades
finas do conjunto de Julia, J(f.), onde f. = 2% + ¢, em particular mostramos que se
lc| e pequeno, entao J(f.) é uma curva fechada simples, e se |c| é grande, entao ele
é desconexo com dimensdo de Hausdorff igual a 2log2/log4(|c| + |2¢|*/?)

Estudamos também as propriedades do conjunto de Mandelbrot associado a f,,
isto é, o conjunto M dos nuimeros complexos pelos quais J(f.) é conexo. Em parti-
cular provaremos o Teorema de Douady-Hubard que menciona que M é conexo.

O trabalho esta dividido em quatro capitulos e um apéndice. No primeiro
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capitulo definimos os conjuntos de Julia e mostramos algumas propriedades to-
poldgicas. Também definimos o conjunto de Mandelbrot e obtemos uma caracte-
rizacao alternativa deste conjunto.

No segundo capitulo definimos a dimensao de Hausdorff e a dimensao fractal,
e para isso definimos um conceito prévio de medida de Hausdorff, com o intuito
de estudar algumas propriedades dos conjuntos de Julia de funcoes quadraticas.
Abordamos algumas defini¢oes equivalentes de dimensao.

No terceiro capitulo, definimos conjuntos invariantes por contragoes e mostramos
a existéncia e unicidade de um conjunto invariante por contracgoes. Finalmente
discutimos as dimensoes de conjuntos auto-similares para obter as dimensoes de
Hausdorff e Fractais e vemos algumas variantes.

No quarto capitulo estudamos os conjuntos de Julia de fungoes quadraticas e
vemos como muda a estrutura dos conjuntos de Julia ao variarmos o parametro
c no plano complexo. Finalmente estudamos mostramos algumas propriedades do
conjunto de Mandelbrot.

O apeéndice traz a prova do Teorema de Montel, muito 1til no primeiro capitulo

para a prova das propriedades topoldgicas dos conjuntos de Julia.



Capitulo 1

Iteracoes de Funcoes Complexas

-Conjuntos de Julia

Os conjuntos de Julia surgem ao iterarmos uma funcao de varidvel complexa
e por isso estao relacionados aos sistemas dinamicos. Neste capitulo estudamos a

geometria e a natureza fractal dos conjuntos de Julia de polinomios.

1.1 Teoria Geral dos Conjuntos de Julia

Seja f : C — C uma fungao polinomial de grau n > 2, isto é f(z) = ag + a1z +
...+ a,z", para todo z € C, onde ag,a1,...,a, € C. Denotamos f* a k-ésima

composta fo fo...o f da funcao f.

Definicao 1.1.1 Seja z € C
z € um ponto fizo de f se f(z) =z
z € um ponto periddico de f se existir um inteiro p > 1 tal que fP(z) = z

O menor inteiro positivo p tal que fP(z) = z € chamado o periodo de z.

Definigao 1.1.2 Seja z um ponto periddico de periodo p e (f?) (z) = X. O ponto z
é chamado:

superatrator  se A =10
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atrator se 0 <N\ <1
indiferente se |\ =1
repulsor se [\ > 1

Definimos o Conjunto de Julia J(f) de f como o fecho do conjunto dos pontos
periddicos repulsores de f. O complementar do conjunto de Julia é chamado o

conjunto de Fatou, F.

Exemplo 1.1.1 Seja f(2) = 2%2. Logo f*(z) = 22" Os pontos periddicos de f sdo
0s pontos que satisfazem fP(z) = z,p € IN*, isto é, 2" = 2,2 # 0. Temos 22"~ =1,
logo z € uma raiz da unidade e 0s pontos periodicos de [ sao {e% (0 <qg<2r-2},
0s quais sao repulsores, pois |(fP)(z)] = 2P|z|*71 = 2P > 1. Assim, o conjunto
de Julia, J(f), é o circulo unitdrio |z| = 1. Neste caso J = f(J) = fYJ) e

f¥(z) — 0 quando k — oo, se |z| < 1 e f¥(2) — oo se |z| > 1. Observamos que

1%(2) permanece em J para todo k se |z| = 1.

Observacao 1.1.1 : Se modificarmos levemente o exemplo anterior e tomarmos
f(z) = 224c, onde ¢ é um nimero complexo pequeno, teriamos ainda que f*(z) — w
se z € pequeno, onde w € o ponto fizo de f prézimo de 0, e que f*(z) — oo se z €

grande.

Fig. 1: (a) O conjunto de Julia de f(z) = z2. (b) O conjunto de Julia de f(z) = 22 + ¢
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Para estabelecer as propriedades basicas dos conjuntos de Julia precisamos da

seguinte definicao.

Definicao 1.1.3 Sejam U um conjunto aberto em C e g, : U — C uma familia
de funcoes analiticas complexas. Dizemos que a familia g, é normal em U se toda
sequéncia de funcgoes escolhida de gy possui uma subsegiiéncia que converge unifor-
memente em cada subconjunto compacto de U, ou para uma fun¢ao analitica limitada
ou para 0o. A familia gr ¢ normal no ponto w de U se existe algum subconjunto

aberto V- de U contendo w tal g é uma familia normal em V.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Montel) Seja gx uma familia de fungées analiticas
complexas num dominio aberto U. Se g nao € uma familia normal, entao para todo

w € C, com no mdzximo uma exce¢ao, temos gp(z) = w para algum z € U e algum

k.
Demonstracao: Veja o Apéndice. O
Definicao 1.1.4 Seja f uma func¢dao polinomial complexa. Definimos

Jo(f) ={z € C: a familia {f*}r>0 ndo é normal em 2}.
Observacao 1.1.2 O complementar
Fo(f) = C\Jo(f) = {2 € C: eaiste um aberto V contendo z e { f*} ¢ normal em V'}
¢ trivialmente um conjunto aberto, pois é a uniao de conjuntos abertos.

Teorema 1.1.2 O conjunto de Julia, Jo(f), de f tem as sequintes propriedades:
o Jo(f) € compacto.

e Jo(f) € nao vazio.

o J(f) =f(Jo(f) = fH(Jo(f))-

J(f) tem interior vazio e € um conjunto perfeito.
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Proposicao 1.1.1 Jo(f) € compacto.

Demonstragao: O complementar de Jo(f), Fo(f), é um conjunto aberto, logo
Jo(f) é fechado. Por outro lado, f é um polinémio de grau n > 2, podemos achar r
tal que |f(2)] > 2|z|, se |z] > 7. Logo |f*(2)| > 2*r, se |z| > r. Assim f*(2) — oo
uniformemente no conjunto aberto V = {z : |z| > r}. Portanto f* é normal em V.

Logo V' C C\Jo(f). Assim, Jo(f) é limitado e portanto, um conjunto compacto. O

Proposicao 1.1.2 Jo(f) € nao vazio.

Demonstragao: Suponha que Jo(f) = ¢. Entdo, para cada r > 0 , a familia
{f*} é normal no disco aberto By(r) com centro na origem e raio r. Como f
é uma funcao polinomial, podemos tomar r suficientemente grande para garantir
que BY(r) contém um ponto z tal que |f*(z)| — oco. Além disso, se resolvemos a
equacdo f(w) = w e tomamos R = |w|, entdo, para r > R, existe z € B%(r) tal
que f¥(w) = w, para todo k. Portanto, é impossivel que qualquer subseqiiéncia
de {f*} convirja uniformemente para una fungio analitica limitada ou para infinito
em qualquer subconjunto compacto de B%(r) que contenha os pontos z e w, o que

contradiz a normalidade de {f*}. O
Proposicao 1.1.3 Jo(f) = f(Jo) = f(Jo)

Demonstragao: Vamos mostrar equivalentemente que Fy = f(Fp) = f1(Fp).
Seja z € F, entdo existe um conjunto aberto V tal que z € V e {f*} é normal em
V. Seja {f*} uma subseqiiéncia de {f*}. Entdo {f**!} tem uma subseqiiéncia
{f k;ﬂ} que converge uniformemente em subconjuntos compactos de V. Temos que
f7Y(V) é aberto, pois f é continua. Logo, se D é um subconjunto compacto de
f7H(V), entdo f(D) é um subconjunto compacto de V. Temos que {f’“;”} converge
uniformemente em f(D), entao { fk;} converge uniformemente em D. Assim, {f*}
é normal em f~1(V) e portanto Fy C f~1(Fyp).

As outras inclusoes poder ser obtidas de maneira igual, usando o fato de que o

polinémio f : C — C é uma aplicagao aberta. a
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Proposicao 1.1.4 Jo(fP) = Jo(f) para todo inteiro positivo p

Demonstracao: Note que Jo(f?) = Jo(f) se e somente se Fo(fP) = Fo(f). Logo,
mostraremos a segunda igualdade.

Notemos que, se toda subseqiiéncia de {f*} tem uma subseqiiéncia uniforme-
mente convergente num conjunto dado D, entdo toda subseqiiéncia de {fP*};>1
também possui uma subseqiiéncia uniformemente convergente em D. Assim, temos
que Fo(f) C Fo(f?).

Se D é um compacto e {gx} uma familia de fun¢ées uniformemente convergentes
em D para uma func¢ao analitica ou para infinito, entao o mesmo ¢é verdade para a
familia {h o g}, onde h é um polinémio arbitrario. Logo, se { fP¥}1>1 é normal num
conjunto aberto V, entdo também é normal a familia {f" o fP*}>1 = {fP* " st
para r € {0,1,...,p — 1}. Qualquer subseqiiéncia de {f*};>1 deve conter uma

Pk*rli 51 para algum inteiro r € {0,1,...,p — 1}, a qual

subseqiiéncia infinita de {f
contem uma subseqiiéncia uniformemente convergente para uma funcao limitada ou
para infinito em subconjuntos compactos de V. Assim, {f¥} é normal e portanto,

Fo(f?) C Fo(f) e temos o resultado. O

O resultado a seguir nos diz que os iterados de f dispersam as vizinhancas de

pontos em Jy por todo o plano complexo.

Proposicao 1.1.5 Sejam f uma fungao polinomial, w € Jo(f) e U uma vizinhanga
de w. Entao W :=J;=, f*(U) € todo C, exceto possivelmente um tinico ponto. Esse

ponto excepcional nao estd em Jo(f) e nao depende de U.

Demonstragao: Por hipétese, w € Jo(f), logo a familia {f*} nao é normal em
w. O Teorema de Montel implica que W = C exceto possivelmente um tinico ponto.

Considere um ponto v ¢ W. Se além disso f(z) = v, entdao z € W pois f(W) C
W. Como C\ W consiste de no mdximo um ponto, segue que z = v. Assim, f
¢ um polindmio de grau n tal que a unica solu¢do de f(z) —v = 0 é v. Logo,

f(2) —v = c(z — v)" para alguma constante c.
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SejaV={z:]z—v| < (20)7%11}. Logo

[5(2) = vl = [F(FH2) = vl = (M=) =)t = oty <

k k

nv—1 —_n

¢ n-1 (20) n-1 — ¢n-127n-1

Assim, se z € V entao f¥(z) — v — 0 quando k — oo, e a convergéncia é
uniforme. Logo {f*} é normal em v e portanto v & Jo(f). Claramente v depende

somente do polindémio f. O

Corolario 1.1.1

a) Se U é um subconjunto aberto que intercepta Jo(f), entao, para todo z € C

com no mdzimo uma excegdo, f~(z) intercepta U para valores infinitos de k.
b) Se z € Jo(f) entao Jo(f) = Urey f7*(2).

Demonstragao:

a) Se z € C nao for o ponto excepcional da proposi¢ao 1.1.5, entao z € f*(U)
e portanto f~*(2) intercepta U para algum k. Usando isto repetidas vezes

obtemos uma seqiiéncia infinita de valores de k tal que f~%(z) intercepta U.

b) Sejaz € Jo(f). Entao f~%(z) C Jo(f) pela proposicao 1.1.3. Logo ez, f7*(2)
e portanto seu fecho estdao contidos em Jo(f). Por outro lado, se U é um
conjunto aberto contendo z € J(f), entdo, pela parte (a), f~* intercepta
U para algum k. Portanto, pela proposicao 1.1.5, z nao pode ser o ponto

excepcional.

Corolario 1.1.2 Jy(f) tem interior vazio.

Demonstragao: Suponha que Jo(f) contém um conjunto aberto U. Entao, pela
proposi¢ao 1.1.3, f*(U) C Jo(f) para todo k. Logo sz, f*(U) C Jo(f). Pela
proposigao 1.1.5 Jo(f) é todo C com a excegao de, no méximo, um ponto e portanto

Jo(f) ¢é ilimitado, mas isto contradiz a propriedade de Jo(f) ser compacto. O
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Proposicao 1.1.6 Jo(f) € um conjunto perfeito.

Demonstracao: Seja v € Jo(f) e U uma vizinhanga de v. Devemos mostrar que
existe w € J(f),v # w tal que w € U. Vamos considerar trés casos.

(i). v ndo é um ponto fixo ou periédico de f. Pelo coroldrio 1.1.1 (b) e a
proposicao 1.1.3 temos que U contém um ponto de f~*(v) C Jo(f) para algum
k > 1 e esse ponto é distinto de v pois ¥ nao é um ponto fixo.

(ii). f(v) = v. Se f(z) = v nao tem outra solugao exceto v, entdo, como na prova
da proposigao 1.1.5, v & Jo(f). Logo, existe w # v tal que f(w) = v. Pelo corolario
1.1.1(b), U contém um ponto de f~*(w) para algum k > 1. Pela proposicao 1.1.3
esse ponto estd em Jo(f) e é distinto de v pois f*(v) = v.

(iii). fP(v) = v, p > 1. Pela proposicao 1.1.4, Jo(f) = Jo(f?), logo podemos usar
o método usado no caso (ii) substituindo f? ao invés de f, para obter o resultado
requerido.

Assim, temos que Jo(f) nao tem pontos isolados, é fechado e portanto é um

conjunto perfeito. O

Proposigao 1.1.7 J(f) = Jo(f).

Demonstragao: Seja w um ponto peridédico repulsor de f, de periodo p. Entao w
é um ponto fixo repulsor de g := fP. Suponha que {¢g*} é normal em w; entdo w tem
uma vizinhanga V' na qual a subseqiiéncia {g*} converge para uma funcao analitica
go ou para infinito. Mas, como ¢*(w) = w para todo k, a subseqiiéncia {g*} nao
pode convergir para infinito. Pelo teorema 4.1.6 do Apéndice, a derivada também
converge, (g*)'(z2) — g4(2) para todo z € V. Usando a regra da cadeia, (g% (w)| =
(g’ (w))*

de gy ser finito. Logo {¢*} ndo é normal em V. Assim, w € Jo(g) = Jo(f?) = Jo(f),

— 00 pois w é um ponto fixo repulsor e |¢'(w)| > 1. Isto contradiz o fato

pela proposicao 1.1.4. Como Jo(f) é fechado, segue que J(f) C Jo(f).
Definamos o conjunto K = {w € Jo(f) : 3 z # w, f(2) = w, f'(2) # 0}. Suponha

que w € K. Entao existe uma vizinhanca aberta V' de w na qual podemos obter



20

uma inversa analitica local f~1:V — C\V tal que f(f1(z)) = 2z para todo z € V.

Definamos agora uma familia de fungoes analiticas {hs} em V por:

NLOEE
G -

Seja U uma vizinhanga aberta de w tal que U C V. Como w € Jo(f), a familia

hi.(2)

{f*} e portanto a familia {h;} nao sdo normais em U. Pelo teorema de Montel
hi(z) € {0,1} para algum k e algum z € U. Se hy(z) = 0, entdo f*(z) = z para
algum z € U. Se hi(z) = 1, entdo f*(z) = f~1(2), e portanto f¥*1(2) = 2, para
algum z € U. Assim, U contem um ponto periddico de f, logo w € J(f).

Assim K C J(f), logo tomando fechos K C J(f) = J(f). Porém K contem

todo Jo(f) exceto um nimero finito de pontos. Como, pela proposicao 1.1.6, Jo(f)

nao tem pontos isolados, Jo(f) = K C J(f). Portanto J(f) = Jo(f). O

Defini¢ao 1.1.5 Seja w um ponto fixo atrator de f. O conjunto A(w) = {z € C:
f¥(2) — w quando k — oo} € chamado a bacia de atracio de w. Quando w = oo

definimos a bacia de atragio A(oco) da mesma maneira.

Observacao 1.1.3 Como w é um ponto atrator, existe um conjunto aberto V C
A(w) tal quew € V. (sew = oo, podemos tomar{z : |z| > r}, parar suficientemente
grande). Isto implica que A(w) € aberto, pois se f*(z) € V para algum k, entdo

z € f78V), o qual é aberto.

A seguinte caracterizagdo de J(f) como a fronteira da bacia de atragdo de um

ponto fixo atrator de f é extremamente ttil para determinar os conjuntos de Julia.

Lema 1.1.1 Seja w um ponto fizo atrator de f. Entao 0A(w) = J(f). A igualdade

é vdlida também se w = o00.

Demonstragao: Seja 2z € J(f), entdao f*(z) € J(f) para todo k. Logo {f*} nao

pode convergir para um ponto fixo atrator e, portanto, z ¢ A(w). Porém, pela
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proposicao 1.1.5, se U é uma vizinhanga de z, o conjunto f*(U
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Observagao 1.2.1 Toda fun¢ao quadrdtica é conjugada com f., para algum c. Logo,
ao estudarmos os conjuntos de Julia de f.,c € C, estudamos efetivamente os con-
juntos de Julia de todos os polinomios quadrdticos. Como h é uma transformagao de
similaridade, o conjunto de Julia de todo polinomio quadrdtico é geometricamente

similar ao de f., para algum c € C.

Devemos tomar em consideragio ao longo desta secio que f.*(z) toma dois

/2" chamados os dois ramos de f;%(z), exceto para z = c.

valores distintos +(z — ¢)
Assim, se U é um conjunto aberto pequeno tal que ¢ ¢ U, entao a pre-imagem
f7YU) tem duas partes, as quais sao aplicadas bijetivamente e suavemente por f.

C

em U.

Definicao 1.2.1 : Definimos o conjunto de Mandelbrot M como o conjunto dos

pardmetros ¢ tais que o conjunto de Julia J(f.) é conexo

M ={ceC: J(f.) é conezo}.

Fig. 2: O Conjunto de Mandelbrot, M, no plano complexo
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Esta definicao parece estar relacionada mais com uma propriedade especifica de
J(f.). Na verdade, M contem muita informagao sobre a estrutura dos conjuntos de
Julia. Vamos obter uma caracterizagao alternativa do conjunto de Mandelbrot em
termos dos iterados de f.. Para fazer isso precisamos saber um pouco mais sobre o
efeito da transformacao f, em curvas suaves. Chamamos uma curva suave, fechada,
simples no plano complexo de lago. Vamos nos referir as partes de C dentro e fora
dessa curva como o interior e o exterior do lago. Uma figura de oito é uma curva

fechada suave com um tnico ponto de auto-interseccao.
Lema 1.2.1 Seja C' um lago no plano complexo

a) Se c estd dentro de C, entdo f.1(C) é um lago e a imagem inversa do interior

de C € o interior de f71(C).

b) Sec estd sobre C, entao f,71(C) é uma figura de oito tal que a imagem inversa

do interior de C' € o interior dos dois lacos.

Demonstragao: Note que f;1(z) = (z—¢)*2 e (f,1)(2) = 2(z—¢) V2, 0 qual ¢
finito e ndo nulo se z # ¢. Logo, se escolhemos um dos dois ramos de f, !, o conjunto

f-1(C) é localmente uma curva suave, sempre que ¢ € C.

a) Suponha que ¢ estd dentro de C. Tomemos um ponto inicial w em C' e esco-
lhamos um dos dois valores de f.1(w). Se permitirmos f,!(z) variar continu-
amente quando z percorre ', entao o ponto f. 1(2) traca uma curva suave. No
entanto, quando z retorna a w, f, }(w) toma seu segundo valor. Quando z atra-
vessa novamente C, f,1(z) continua tracando seu caminho suave o qual fecha
quando z retorna a w pela segunda vez. Por hipétese, ¢ € C, entdao 0 ¢ f.1(C),
logo fi(2) # 0 em f71(C). Assim, f. é localmente uma transformagao bijetiva
suave para pontos préximos em f;1(C). Em particular z € f,1(C) nao pode
ser um ponto de auto-intersecgao de f.1(C'), pois caso contrario, f.(z) seria

uma auto-interseccao de C.

Desde que f. é uma fungio continua que aplica o lago f;1(C) e nenhum outro

ponto, no lago C, o polindémio f. deve aplicar o interior e o exterior de f1(C)
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no interior e exterior de C respectivamente. Logo, f. ! aplica o interior de C

no interior de f,(C).

b) Usamos o mesmo método da parte (a), notando que se Cy é um pedago suave
da curva através de c, entdo f,(Cp) consiste de dois pedacos suaves de curvas
através de 0 os quais atravessam-se em angulo reto. Temos assim a auto-

interseccao da figura de oito.

a

O Teorema a seguir fornece uma caracterizacao alternativa do conjunto de Man-

delbrot.

Teorema 1.2.1

M = {c € C:{ff0)}s1 ¢ limitado} = {c € C: f¥(0) » oo quando k — oo}.

Fig. 3: Iterados inversos de um circulo C' por f,.

Demonstracao: Seja r um nimero real positivo tal que |f.(2)| > 2|z| se |z| > r,
temos que f¥(0) - oo se e somente se {f¥(0)} ¢ limitada. Logo temos a igualdade

dos conjuntos acima.
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a)

Vamos mostrar primeiro que se { f¥(0)} é limitada, entdo J(f.) é conexo. Seja
C um circulo grande em C tal que todos os pontos {f¥(0)} estejam dentro de
C, f71(C) ¢ interior a C' e os pontos fora de C' sejam iterados por f* para oco.
Se ¢ = £.(0) estd dentro de C, o lema 1.2.1(a) implica que f,1(C) é um lago
contido no interior de C. Além disso, f.(c) = f2(0) estd no interior de C' e f 1
aplica o exterior de C' no exterior de f;1(C), logo ¢ estd dentro de f.(C).
Assim, f,2(C) ¢ um lago contido no interior de f,1(C). Continuando desta
maneira, temos que {f.*(C)} consiste de uma seqiiéncia de lacos, contendo
cada um o seguinte no seu interior (figura 3(a)). Denote por K o conjunto
fechado dos pontos que estao sobre ou dentro dos lagos f.*(C') para todo k. Se

z € C\K, algum iterado f*(z) fica fora de C e portanto f¥(2) — oco. Assim,
A(oo) = {z: f¥(2) — oo quando k — oo} = C\ K.

Pelo Lema 1.1.1, J(f.) é a fronteira de C\ K o qual é, de fato, igual a fronteira
de K. Mas K ¢é a interseccao de uma seqiiéncia decrescente de conjuntos
fechados simplesmente conexos. Logo, K é simplesmente conexo e por tanto

tem fronteira conexa. Logo, J(f.) é conexo.

Seja ¢ tal que {f¥(0)} é ilimitado. Vamos mostrar que J(f.) ndo é conexo.
Com efeito: seja C' um circulo grande tal que f;(C) esteja dentro de C, todos
os pontos fora de C sejam iterados para oo e tal que para algum p, o ponto
fP(c) = fP(0) € C, onde f¥(0) fica dentro ou fora de C segundo k seja maior
ou menor que p. Assim como na primeira parte da prova, construimos uma
série de lagos {f.*(C)}, contendo cada um o seguinte no seu interior (figura
3(b)). No entanto, o argumento falha quando obtemos o lago f17(C), pois
c € f1P(C) e ndo aplica o lema 1.2.1(a). Mas, pelo Lema 1.2.1(b), temos que
E = f77(C) é uma figura de oito dentro do lago f27?(C), e f. aplica o interior
de cada metade de F no interior de f}7P(C). O conjunto de Julia, J(f.),
deve estar no interior dos lagos de E, pois qualquer outro ponto é iterado para
infinito. Como J(f.) é invariante por f; !, partes dele devem estar contidas

em cada um dos lagos de E. Assim, J(f.) é desconexo.
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Observagao 1.2.2 : A razdo de considerarmos iterados na origem € porque a ori-
gem € o ponto critico de f., para cada c, i.€., o ponto tal que f;(z) = 0. Os pontos
criticos sao os pontos onde f. falha em ser uma bijecdo local -propriedade que foi

fundamental para distinguir os dois casos na prova do Teorema 4.2.1.



Capitulo 2

Dimensao de Hausdorff e

Dimensao Fractal

Neste capitulo estudaremos o conceito de Dimensao de Hausdorff, devido a Felix

Hausdorff (1919) o qual é baseado em um conceito prévio de medida.

2.1 Medida de Hausdorft

Seja F' um subconjunto limitado nao vazio de R". O diametro de F' é definido
como |F| = sup{|x —y| : z,y € F}. Se {U;} é uma colecdo enumeravel (ou finita)
de conjuntos de didmetros no maximo, § que cobre F, i.é., F C [;2, U;, tal que
0 < |U;| <9, para cada i, dizemos que {U;} é uma J-cobertura de F'.

Seja F' um subconjunto de R" e s um nimero nao negativo. Para qualquer § > 0
definimos

o0
H;(F) = inf {Z \U;|* - {U;} é uma § -cobertura de F} :
i=1

Quando ¢ diminui, o valor de Hj(F') cresce, pois decresce o niimero de coberturas
disponiveis. Assim, podemos escrever

HE(F) = lim H(F).
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Chamamos H*(F') de medida de Hausdorff s-dimensional de F. O valor

dessa medida pode ser finito ou infinito.

2.1.1 Propriedades da Medida de Hausdorff

A quantidade H?® tem as propriedades que deve ter uma medida, se restringirmo-

nos aos subconjuntos de Borel de R". Em particular,
o H*(0) = 0;
e Se Fy C F;, entao H¥(Fy) < H¥(F3);

e Se {F;} é uma cole¢ao (enumeravel) de conjuntos de Borel de R”, tais que

F,NF;=0sei+#j, entao
(| F) =Y H(F).
=1 =1

Observacao 2.1.1 : A medida de Hausdorff generaliza as ideias de comprimento,

darea, volume, etc. Se F' é um subconjunto de Borel de R", entao
H"(F) = cpvol™(F)

onde a constante ¢, = 2”(%71)!/7?%" ¢ o volume de uma bola n-dimensional de
diametro 1. Para subconjuntos de R™ temos que H°(F) é o nimero de pontos de
F, HYF) é o comprimento de uma curva suave, F, H*(F) = 4x drea (F) se F ¢
uma superficie suave e H3(F) = 2 x vol(F); e H™(F) = ¢,,x vol(F) se F é uma

T 4n

subvariedade m-dimensional de R™.
Proposicao 2.1.1 : Sejam FF C R" e A > 0. Entao
HY(AF) = AH*(F)

onde \FF ={) z:x € F}.
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Demonstracao: Seja {U;} uma d-cobertura de F'. Entao {\U;} é uma \d-cobertura

de AF'. Logo:
His(AF) < Y AU = A ) |U|° < XH3(F)

i=1 i=1
pois isto é verdade para qualquer d-cobertura {U;}. Fazendo 6 — 0 temos que

H*(AF) < MH?(F'). Substituindo A por 1/A e F por AF' temos H*(AF) > NH*(F).
Por tanto, H*(AF) = NH?*(F). O

Proposicao 2.1.2 : Seja F CR" e f: F — R™ uma aplicagao tal que
f(@) = f) <cle—y|* (z,yeF)
onde ¢ >0 e a > 0 sao constantes. Entao para cada s > 0
B/ (f(F)) < /TP (F),

Demonstracao: Seja {U;} uma é-cobertura de F'. Como |f(F NU;)| < ¢(|Ui]*),
temos que {f(F NU;)} é uma e-cobertura de f(F'), onde € = ¢d®.

Assim, Y52 | F(FNU;)[#/* < ¢/ 352, |U;]*, de modo que HY“(f(F)) < ¢*/*H3(F).
Quando § — 0, entdo ¢ — 0, e portanto H¥*(f(F)) < ¢*/*H*(F).

Observacao 2.1.2 : Se f é uma funcao lipschitziana, 1.€.

[f(2) = f)l <z =yl (r,y € F)

entao
H*(f(F)) < ¢H(F).

Se f é uma isometria, i.¢é

[f (@) = FW)l = |z =y,

entao
H*(f(F)) = H*(F).

Em particular, a medida de Hausdorff € invariante por translagoes (i.é. H*(F+z) =

H*(F), onde F+z={x+z:2 € F}).
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2.2 Dimensao de Hausdorff

Na definicao da medida de Hausdorff, podemos tomar 6 < 1. Assim, para
qualquer conjunto F, H5(F') é decrescente em relagdo a s, logo, H*(F) é também

decrescente. Na verdade, temos que se t > s e {U;} é uma J-cobertura de F, entao

U =D U < 6 |
=1 =1 i=1

tomando nfimo, H;(F) < §'*H§(F). Fazendo § — 0 temos que se H*(F) < oo,
entao H'(F) = 0, para t > s.

O gréfico a seguir mostra que existe um valor critico de s no qual H*(F') ‘pula’
de oo para 0. Este valor critico é chamado dimensao de Hausdorff de F' e denotado

por dimpyF'.

Fig. 4: Gréfico de H*(F') versus s para um conjunto F

Formalmente,
dimyF =inf{s: H*(F) =0} = sup{s : H*(F) = oo}

de modo que
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oo se s < dimgkl
B (F) =
0 ses>dimgF
Se s = dimygF, entdo H*(F) pode assumir o valor zero ou infinito, ou pode

satisfazer 0 < H*(F) < oo.

Exemplo 2.2.1 : Seja F um disco plano de raio 1 em R3. Entio HY(F) =
comprimento(F) = oo, 0 < H(F) = iwx drea(F) < oo e e H3(F) = 3mx

vol(F) = 0. Assim, dimyF =2, e H*(F) =00 se s <2 e H*(F) =0 se s > 2.

2.2.1 Propriedades da dimensao de Hausdorff
A dimensao de Hausdorff satisfaz as seguintes propriedades elementares:

e Se ' C R™ é aberto, entao dimyF = n, pois F' contém uma bola de volume

n-dimensional positivo;

e Se F é uma subvariedade m-dimensional suave de R", entao dimyF = m.
Em particular as curvas suaves tém dimensao 1 e as superficies suaves tém

dimensao 2;

e Se ' C F, entao dimyFE < dimgF. Isto segue da propriedade da medida de
Hausdorff, H*(F) < H*(F);

e Se F1, F,, ... é umaseqiiéncia (enumerdvel) de conjuntos, entdao dimy (J;=; F; =
SUP1<jcooidimpF;}. Com efeito, pela propriedade anterior, dimg (J;=, F; >
dimgF};, para cada j. Por outro lado, se s > dimpylF; para todo i, entao

(0]

H?*(F;) = 0, de modo que HS(U) = 0 e temos a outra desigualdade;
i=1

e Se F' é um conjunto enumeravel, entao dimyF = 0, pois se F; é um conjunto
unitdrio, entdo H°(F;) = 1 e dimyF; = 0, logo, pela propriedade anterior,

As propriedades da dimensao de Hausdorff a seguir sao conseqiiéncia das propri-

edades da medida de Hausdorfl.
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Proposicao 2.2.1 : Seja FF C R" e suponha que f: FF — R™ satisfaz

|f(z) = fy)| < clz —y|* (x,y € F).
Entao dimg f(F) < (1/a)dimgF .

Demonstragao: Ses > dimpyF, entdo pela proposicao 2.1.2, H¥*(f(F)) < ¢*/°H*(F) =
0. Logo, dimy f(F) < s/« para todo s > dimgF. O

Corolario 2.2.1
a) Se f: F — R™ éuma transformacao de Lipschitz, entao dimpy f(F) < dimpyF.

b) Se f: F — R™ é uma transformacao bi-Lipschitz, 1.é.

alr—yl < |f(@) = fW)| <eclr—yl  (z,y€F)
onde 0 < ¢1 < ¢ < 00, entao dimy f(F) = dimyF.

Demonstracao: A parte (a) segue da proposi¢ao 2.2.1 tomando « = 1. Para
mostrar a parte (b) aplicamos novamente a proposicao 2.2.1 para fe f~1: f(F) — F

e temos assim a igualdade. |

Exemplo 2.2.2 : Seja F' a poeira de Cantor construida do quadrado unitdrio como
na figura 5. Em cada etapa da construgao os quadrados sao divididos em 16 quadra-

dos de lado um quarto dos anteriores, dos quais retém-se o mesmo padrao de quatro

quadrados. Entdo 1 < HY(F) < V2, e dimyF = 1.

Demonstracao: Tomemos uma cobertura de F' composta de 4% quadrados de
lado 47F e diametro 6 = 47%v/2, em Ej, a k-ésima etapa da construcdo. Assim,
temos que Hi(F) < 4F47%/2. Quando k — o0, — 0. Entao H*(F) < V2.

Por outro lado, seja proj : F C R> — R a projecao ortogonal sobre o eixo x.
Temos |projz — projy| < |z — y|,z,y € R?, logo a projegao é uma aplicacio de
Lipschitz. Em virtude da construgao de F', projF é o intervalo unitario [0, 1].

Assim, 1 = comprimento[0, 1] = H*([0, 1]) = H(projF) < HY(F). |
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Fig. 5: Construcao da poeira de Cantor

Exemplo 2.2.3 : Seja F' o conjunto de Cantor. Entao dimygF = s = log2/log3 e

; SHY(F) <1

0 1/3 2/3

Fig. 6: O conjunto de Cantor

Demonstragao:

Calculo Heuristico.

O conjunto de Cantor divide-se em uma parte esquerda

Fr, = FN[0,1] e uma parte direita Fr = F' N [£,1]. Temos F = F;, U F e a uniao
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¢ disjunta. Logo, para qualquer s

HE(F) = HY(Fy) + H*(Fg) %SHS(F) + %SHS(F)

. Supondo que no valor critico s = dimyF temos 0 < H*(F') < oo. Dividindo por

H*(F), obtemos 1 = 2($)* ou s = log2/log3.

Célculo Rigoroso. Chamamos os intervalos de comprimento 37%(k = 0,1,2,...)
que formaram os conjuntos Ej, na construcao de F' de intervalos basicos. Seja {U;}
a cobertura de F formada pelos 2% intervalos de Ej de comprimento 37%. Logo,
Hy o (F) < 32, |UlF = 2F37% =1, se s = log2/log3. Fazendo k — oo temos
H*(F) < 1.

Para mostrar que H*(F) > %, mostraremos que

. S 1 —S
;\Uil > 5 =3

para qualquer cobertura {U;} de F. Podemos supor que os {U;} sdo intervalos
para depois expandir eles ligeiramente e usar a compacidade de F' para verificar a
desigualdade acima quando {U;} é uma colegao finita de subintervalos fechados de

[0,1]. Para cada U, seja k o inteiro tal que
370D < Uy < 37F

Logo, U; pode interceptar no maximo um intervalo béasico de E}, pois a separacao
desses intervalos bésicos é pelo menos 37%. Se j > k entdo, por construcao, Uj
intercepta no maximo 2/°F = 2137k < 273%|U;|* intervalos bésicos de Ej, pela
desigualdade acima. Se escolhemos j suficientemente grande de modo que 3-0*D <
|U;|, para todo U;, entao, como os {U;} interceptam todos os 27 intervalos basicos
de comprimento 377, contando intervalos, temos 27 < "2, 2735|U;|*, e portanto,

Uz lUil" = 3 =37 =
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2.2.2 Definicoes Equivalentes de Dimensao de Hausdorff

Podemos tomar outra classe conjuntos que cobrem F' C R™. Por exemplo, pode-

mos tomar uma cobertura por bolas esféricas fazendo

B;(F) =inf {Z |B;|* : {B;} é uma 0 — cobertura de F' por bolas}

i=1
obtemos uma medida B*(F') = lims_o B5(F) e uma ‘dimensao’ na qual B*(F') pula de
oo para 0. Temos, H3(F) < Bj(F') pois qualquer d-cobertura de F' por bolas é uma
cobertura permissivel na definigdo de Hj. Além disso, se {U;} é uma J-cobertura
de F, entao, podemos obter outra cobertura {B;} tomando B; uma bola contendo
U; de raio |U;] < 4, para cada i. Assim, (Jio; |Bi|* < U2, (2|Ui|)° = 2° U2, |Uil%,
e tomando infimo, temos B5;(F) < 2°H3(F). Fazendo 6 — 0 segue que H*(F) <
B*(F) < 2°H*(F). Isto implica que os valores de s nos quais H*® e B® pulam de
oo para 0 sao iguais, de modo que as dimensoes definidas pelas duas medidas sao

iguais.

Observacao 2.2.1 Podemos usar também d-coberturas formadas por conjuntos aber-
tos ou fechados para obtermos os mesmos valores da medida e dimensao de Haus-
dorff. Além disso, se ' ¢ compacto, entao podemos expandir ligeiramente os con-
guntos que cobrem F para conjuntos abertos e tomar uma subcobertura finita para
obter o mesmo valor de H*(F') considerando simplesmente §-coberturas por cole¢oes

finitas de conjuntos.

2.2.3 Definicoes mais finas de Dimensao

Seja h : R*¥ — R™ uma funcao crescente e continua, que chamaremos de func¢ao
dimensao. Definimos
HE(F) = inf {Z h(|Uy]) : {U;} é uma & — cobertura de F}
i=1
onde F' ¢ um subconjunto de R". Isto conduz-nos a uma medida, H"(F) = lims_o H?(F).

(Se h(t) = t* temos a defini¢ao usual da medida de Hausdorff s-dimensional.)



Observacao 2.2.2 Se h e g sao fungoes dimensdo tais que h(t)/g(t) — 0 quando
t — 0 entdo, para € > 0, h(|U;|) < eg(|U;|). Logo HE(F) < eHY(F). Assim, temos
que H"(F) = 0 sempre que HY(F) < co.

2.3 Dimensao Fractal

Seja F'um subconjunto limitado de R™ e seja Ns(F') o menor niimero de conjuntos
de diametro, no maximo,  que podem cobrir F'. Definimos as dimensoes fractais

superior e inferior de F' respectivamente por

. . logN;s(F)
dimgF = lim —————=
s 751_1,1(1) —logé

- — logNs(F
dimpF = lim 209N o(F)
=0  —logd

Se esses numeros sao iguais, chamamos o valor comum de dimensao fractal de F’

. .. logN;(F)
st = ™ ogs

2.3.1 Definicoes Equivalentes de Dimensao Fractal

As dimensoes fractais superior e inferior de um subconjunto F' de R"™ estao dadas

por

. . logNs(F)
dimgpF = lim —————~
Ump 7513(1) —logd

- — logNs(F
dimpgF = lim M
=0  —logd

e a dimensao fractal de F' esta dada por F

, _ . logNs(F)
dimgF = %%Tgé

(se o limite existir), onde Ns(F') estd definido por um dos seguintes casos:

a) o menor numero de bolas fechadas de raio § que cobrem F;
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b) o menor nimero de cubos de lado ¢ que cobrem F;
¢) o menor nimero de cubos J-malha que interceptam F;
d) o menor nimero de conjuntos de diametro no maximo & que cobrem F;

e) O maior nimero de bolas disjuntas de raio § com centro em F.

A figura seguinte ilustra as diferentes defini¢oes da dimensao box-counting.

@ & o NS

Fig. 7: definigoes equivalentes de Dimensao Fractal

Observacao 2.3.1 Na definicao de dimensao fractal, podemos considerar o limite
quando 0 — 0 usando alguma sequéncia decrescente Oy tal que dp+1 > cOp para

alguma constante 0 < ¢ < 1; em particular para 8, = c*. De fato: se dp+1 < 6 < O,

entao



38

logNy(F) _ 10gNo,a(F) _ logNoyes(F) _ logNiy.,(F)
—logd = —logdr, T —logdr+1 + log(dk+1/0k) — —logdg+1 + loge
e portanto

Tim logNs(F) < Tim. ZOQNEk(F)_
§—0 —logd k—oo  —l0gl

A desigualdade oposta € imediata. O caso do limite inferior trabalha-se da mesma

forma.

Definicao 2.3.1 Seja F' C R". Definimos o corpo d-paralelo, Fs, de F' como o

congunto dos pontos a uma distancia § de F, i. €.
Fs={x eR": |z —y| <0 para algum y € F}.

Em R3) se F consiste de um tnico ponto, entdo Fs é uma bola e vol(F3) =
%m53, Se F' é um segmento de comprimento [ entao Fj tem forma de ’salsicha’ e
vol(Fj) ~ mld? e F for um conjunto plano de drea a, entdao Fs é essencialmente um
engrossamento de F e vol(Fs) = 2ad. Em cada caso, vol(F5) = ¢6°° onde s é a

dimensao de F', de modo que o expoente de d é um indicativo da dimensao.

Proposicao 2.3.1 : Seja F' um subconjunto de R™. Entao

, — log vol™(F

G F = 1 — lim log vol"(Fy)
5—0 log 0

onde Fs ¢ corpo d-paralelo de F.

Demonstragao: Se F pode ser coberto por Ns(F') bolas de raio 4, entdo Fs pode

ser coberto por as bolas concéntricas de raio 2. Logo
?}Oln(Fg) S N(;(F)Cn(Q(S)n

onde ¢,, é o volume da bola unitaria em R". Tomando logaritmos,
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log vol™(Fy) < log 2"c,, + nlogd + log Ns(F)

—logd —log 0
e temos
. log vol™(fs .
i L < dim
Assim,

— log vol"™(Fy)

Cﬁ_mBFZn_}SiL% log 0

Obtemos uma desigualdade similar ao tomarmos limite superior,

TimnF > n — lim 1090l (fs)
50 log 0

Por outro lado, se existirem Ns(F') bolas disjuntas de raio § com centro em F,

entao
Ns(F)en(20)" < wol™(Fy).

Tomando logaritmos temos as desigualdades opostas

— log vol™(Fy)

di_mBFSn_}si—I% log o

dimpF < n —lim —log vol" (fs)
50 log 0
O

Observagao 2.3.2 : Seja F' C R". Entao dimyF < dimpF < dimgF. De fato:
Se F € coberto por Ns(F) conguntos de diametro &, entao H3 < Ns(F)o®.
Se 1 < H*(F) = lims_oH3 entdo log Ns(F)+s log 6 >0 para ¢
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Exemplo 2.3.1 Seja F' o conjunto de Cantor. Entao dimgF = dimpF = log2/log3.

Calculo Considere a cobertura dada por os 2¥ intervalos de Ej, de comprimento
37%. Logo, Ns(F) < 2F se 37% < § < 37%*1. Tomando logaritmos e limite,

S — log Ns(F — log 2F log 2
dimpgF = lim Og—é() < lim °9 ) )
s—0 —log o k—oo log 3k=1  log 3

Por outro lado, qualquer intervalo de comprimento § tal que 37! < § < 37
intercepta no miximo um dos intervalos bésicos de comprimento 3% usados na
construcao de F. Como existem 2* desses intervalos, entdo precisamos de pelo
menos 2* intervalos de comprimento § para cobrir . Logo N;(F) > 2% e por tanto
dimpF > log2/log3.

Assim, para o conjunto de Cantor, dimyF' = dimpF'.

2.3.2 Propriedades da dimensao fractal

As seguintes propriedades elementares da dimensao fractal seguem das proprie-

dades da dimensao de Hausdorff e verificam-se da mesma maneira.

a) Uma subvariedade m-dimensional suave de R" tem dimgF = m.
b) dimp e dimy sdo mondtonas

¢) dimpg é finitamente estavel, i.6., dimp(F U F) = max{dimgFE,dimgF}, mas

dimpz nao o é.

d) dimy e dimpg sdo Lipschitz invariantes. De fato, suponha que |f(x) — f(y)| <
clxr—y| e que F poder ser coberto por Ns(F') conjuntos de diametro no maximo
. Entao as N;(F') imagens desses conjuntos por f formam uma cobertura de
F por conjuntos de diametro no maximo c¢d. Assim, dimpf(F) < dimgF.

Se f for uma transformagao bi-Lipischitz, entao, igual que na dimensao de

Hausdorft, dimp f(F') = dimpF

Vamos ver algumas desvantagens da dimensao fractal. A proposi¢ao a seguir é

interessante mas tem conseqiiéncias indesejaveis.
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Proposicao 2.3.2 : Seja F o fecho de F. Entio

dimpF = dimgF

dszF = dszF

Demonstragao: : Seja Bj,..., By uma colecao finita de bolas fechadas de raio

0. Se o conjunto fechado U B; contém F, entdao contém também F. Logo o menor
=1
numero de bolas fechadas de raio § que cobrem F' cobrem também o conjunto F.

Logo temos o resultado desejado. O

Uma conseqiiéncia imediata da proposi¢ao anterior é a seguinte: Se F' for um
subconjunto denso de uma regido aberta de R”, entdao dimyz = dimpF = n. Se F
for, por exemplo, o conjunto (enumeravel) dos niimeros racionais entre 0 e 1, entao
F ¢é o intervalo [0,1]. Logo dimpF = dimpF = 1. Assim, os conjuntos enumeraveis
podem ter dimensao fractal nao zero. Além disso, a dimensao fractal de cada niimero
racional, considerado como conjunto unitério, ¢ zero, mas a uniao enumeravel desses
conjuntos unitarios tem dimensao 1. Em conseqiiéncia, nao sempre é verdade que

dimp U2, Fi = sup dimpF.
Exemplo 2.3.2 :

F=1{0,1,

1 1
i .} € um conjunto compacto tal que dimgF = 5

N| —

Demonstragao: Se |[U| =6 < 1 e k é o inteiro satisfazendo 1/(k — 1)k > § >

1/k(k+1), entdao U pode cobrir, no maximo, um dos pontos {1, %, .o, 1/k}. Assim,

precisamos de pelo menos k conjuntos de diametro ¢ para cobrir F. Logo

log Ns(F) S log k
—log 6 ~ log k(k+1)

Fazendo 6 — 0, temos dimgF > % Por outro lado, se % > ¢ > 0, tomamos k tal

que 1/(k—1)k > ¢ > 1/k(k+ 1). Entao k + 1 intervalos de comprimento § cobrem
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[0,1/k], deixando k — 1 pontos de F', os quais podem ser cobertos por outros k — 1

intervalos. Assim,
log Ns(F) < log2k
—log § ~ logk(k —1)

e temos

dimgF <

N | —



Capitulo 3

Funcoes Iteradas e Dimensao de

Hausdorft

Definicao 3.0.2 Seja D um subconjunto fechado de R™. Dizemos que uma aplica¢ao
S : D — D € uma contragio em D se existe um nimero ¢,0 < ¢ < 1, e |[S(x) —
S(y)| < clz —y| para todo z,y € D. Se |S(x) — S(y)| = c|lx — y| dizemos que S €

uma similaridade.

Definicao 3.0.3 Sejam S1,5,,...,5,, contracoes. Dizemos que o conjunto F' C R"

€ invariante pelas transformacoes S; se
F=JSi(F).
i=1

Exemplo 3.0.3 Seja F' o conjunto de Cantor. Sejam Si1,S2 : R — R dadas por
Si(z) = ta;5(z) = tx 4+ 2. Entio F = Si(F) U Sp(F). Assim, F € invariante
pelas aplicacoes S1 e Sy as quais representam as auto-similaridades fundamentais

do conjunto de Cantor.

Defini¢ao 3.0.4 : Seja G ={K C D : K é compacto e nao vazio }. Dados A, B €

G, define-se a distancia de Hausdorff d sobre G como
d(A,B) :=min{§ >0: AC B+J0B,B C A+ B},

onde B € a bola fechado de centro 0 e raio 1.
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A métrica de Hausdorff generaliza a métrica Euclideana: Se A = {p}, B = {¢},
entdo d(A, B) = d(p,q).

Observacao 3.0.3

A+0B=|Jp+6B=|)B(p,d) ={r e D:d(z,A) <5}

pEA pEA

Logo, a inclusio B C A+6B € equivalente a que B esteja contido no corpo 6-paralelo

de A. Temos assim uma definicdo equivalente para a métrica de Hausdorff:
d(A,B) =inf{d: AC Bs e BC As}
Lema 3.0.1 d: G x G — R* € uma métrica, 1.é.:
a) d(A,B) =d(B,A)
b) d(A,B)=0«<= A=RB
c) d(A,B) < d(A,C)+d(C, B).
onde A,B,C € G

Demonstragao: As partes a) e b) sdo conseqiiéncia imediata da defini¢ao.Vamos
mostrar a parte ¢). Suponhamos que d(A,C) = a e d(C, B) = 3. Entao, temos que
AcCC+aB,C C B+ 3B. Portanto AC C+aB C B+ 3B C B+ (a+f)B.
Igualmente obtemos que B C A + (a + 3)B. Temos assim que d(A4,B) < a+ (3 =
d(A,C)+d(C, B).

Teorema 3.0.1 : Sejam Si,...,S,, contracoes em D C R" tais que
19i(x) = Si(y)| < ¢ilz -y (z,y € D)

¢; < 1 para cada i. Entao existe um unico conjunto compacto nao vazio F invariante

pelas transformacoes S;, i.€.
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Além disso, se definimos uma transformacdao S na classe G de conjuntos com-

pactos nao vazios por
S(E) = Si(E)
i=1

e escrevemos S* para o k-ésimo iterado de S dado por S°(E) = E,S*(E) =
S(S*Y(E)) para k > 1, entdo

F=()S"E)
k=1
para qualquer conjunto E C G tal que S;(E) C E para cada i.

Demonstragao: Note que os conjuntos de G sao transformados por S em outros
conjuntos de G. Seja E € G tal que S;(FE) C E para todo i; por exemplo D N B,.(0)
para r suficientemente grande. Entdao S*(E) C S*¥1(E) de modo que S*(E) é
uma sequiéncia decrescente de conjuntos compactos nao vazios. Logo, a intersec¢ao
F =2, S¥(E) é compacta e nao vazia. Como S*(E) é uma seqiiéncia decrescente,
temos que

S(F) =8 <ﬂ Sk(E)) =Js (ﬂ s’f(E)) =\ sSi(s* (&) =) 5"E)=F.

Logo, F' ¢é invariante.

Vamos mostrar que o conjunto invariante é inico. Sejam A, B € G, entao

— 1<i<m

A(S(4). S(B)) = d (U Si(A), U&(B)) < max d(S,(4), Si(B)).

pois se § ¢é tal que o corpo paralelo (S;(A))s contém S;(B) para cada i, entao

(Ui, Si(A))s contém (J2, S;(B). Assim

d(S(A), S(B)) < (maX ci) d(A, B).

1<i<m

Segue que se S(A) = A e S(B) = B, entao d(A, B) = 0. Portanto A = B. O

Observacgao 3.0.4 A seqiiéncia de iterados S*(E) converge para F para qualquer
conjunto inicial E € G, i.é. d(S*(E), F) — 0. De fato: pela desigualdade acima, te-
mos, d(S(E),F) = d(S(E),S(F)) < cd(E, F), de modo que d(S*(E), F) < c*d(E, F),

onde ¢ = MaxXi<i<m ¢; < 1.
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Para cada k,
SHE) =JSno... 08 (E)=JSu(Su(-.. (Si(E)))

onde a unidao é sobre o conjunto Jj de todas as k-seqiiéncias (iq,...,i) tal que
1 <i; <m. Se S;(E) C E para cada i e x é um ponto de F, segue que existe uma
seqiiéncia (nao necessariamente unica) (i1, 14z,...) tal que z € S;; o...05;, (E) para

todo k. Assim,

F =z}

S,(5,E)

S, (8, E) S, (5. ()
g ey

— 5, (8, E)

P TN

Se

S,E)

Fig. 8: Contrucao do conjunto invariante F pelas transformacoes S7 e So

onde

{xildz,---} = ﬂ Sil O0...0 Szk (E)
k=1

Esta expressao para x;, ;, . independe de E sempre que S;(E) esteja contido em £,

para todo i.

Exemplo 3.0.4 Sejam Sy(z) = 1z, 5:(z) = 3+ % e F o conjunto de Cantor. Se
E =[0,1] entio S*(E) = Ej, o conjunto dos 2* intervalos bdsicos de comprimento

37% obtidos na k-ésima etapa da construcio do conjunto de Cantor.
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3.1 Dimensoes de conjuntos auto-similares

Uma das vantagens de usar funcgoes iteradas é que a dimensao do conjunto in-
variante é relativamente mais facil de calcular em termos das contragoes definidas.

Nesta secao discutimos o caso no qual Sy, ..., Sk : R® — R” sao similaridades, i.é.
1Si(z) = Si(y)| = aile —yl  (z,y €RY),

onde 0 < ¢; < 1 (¢; é chamado a proporgao de S;). Um conjunto invariante por este
tipo de transformagoes é chamado de estritamente auto-similar. Vamos mostrar,
sob certas condigoes, que um conjunto auto-similar F' tem dimensao Hausdorff e

box iguais ao valor de s satisfazendo

e além disso, que F' tem H*-medida positiva e finita.

Definicao 3.1.1 : Dizemos que as similaridades S;;i = 1,...,m satisfazem a

condi¢cao do conjunto aberto se existe um conjunto aberto limitado nao vazio V

tal que
UJsiv)cv
=1
e a uniao € disjunta.
Teorema 3.1.1 : Suponha que as similaridades S; : R* — R", ¢ = 1,...,m com

propor¢oes ¢;(1 < i < m) satisfazem a condigao do conjunto aberto. Se F € o

conjunto invariante satisfazendo

F=|Js(F)

i=1
entio dimgF = dimgF = s, onde s estd dado por

m

Zcf: 1.

=1

Além disso, para esse valor de s,0 < H*(F) < oc.
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Demonstragao: Seja s tal que Y -, ¢f = 1. Dado o conjunto A escrevemos
Aiyi, =S, 0...08; (A). Denotemos Ji o conjunto das k-seqiiéncias (i, ..., i)

tal que 1 <1i; < m. Segue, usando repetidamente a definicao de F', que

F=JF,. ..
Ji

Como a aplicagao 5;, o ... 0 S;, é uma similaridade com proporgao c;, ...c;, , entao
S Pl = S e i )PP = (Z ) (Z ) IFl* = |
Ty Ty i1 ik
pela defini¢do de s. Para qualquer 6 > 0, podemos escolher k tal que |F}, ;| <
(maz; ¢;)F < 8, logo H(F) < |F|* e portanto H*(F) < |F|*.

Por outro lado, seja I o conjunto de todas as seqiiéncias infinitas I = {(i1,4p,...) :
1 <id; < m}esealy 4 = {(in, g Quer,-..) : 1 < g < m} o ‘cilindro’
consistindo de aquelas seqiiéncias em I com termos iniciais (ig,...,4). Vamos co-
locar uma distribuigdo de massa p em I tal que p(f;,. ;) = (¢ ...¢;,)°. Como
(Cipoooip)® = domi(eiy oo ocipe)®, 16 Ly ) = Doy i(Liy,ini), SEGUE qUE f1
¢ uma distribuigdo de massa em subconjuntos de I tal que pu(I) = 1. Podemos
transferir 1 a uma distribuicao de massa g em F' numa forma natural definindo
fA(A) = p{(i1,i2,...) : Tiy ... € A} para subconjuntos A de F. Verifica-se facil-
mente que fi(F) = 1.

i satisfaz o principio de distribuicao de massa, isto é, existe ¢ > 0 e § > 0 tais
que a(U) < q|UJ* para todo conjunto U tal que |U| < 6. Com efeito: Seja V o
conjunto aberto da condigao do conjunto aberto. Como V 2 S(V) = JZ, Si(V), a
seqiiéncia decrescente de iterados S*(V') converge para F; pois F' = (=, S*(E). Em
particular V'O F eV, ;. D Fy . ; para cada seqiiéncia infinita (i1, ...,4). Seja
B uma bola arbitraria de raio » < 1. Estimamos fi(B) considerando os conjuntos

Vi, com diametros comparaveis com o de B e com fechos que interceptam F'NB.

Reduzimos cada seqiiéncia infinita (i1, 4, ...) € I logo apds o primeiro termo iy
para o qual

(rnjn ci> < CiyCip...Cy ST
K2
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e denotemos ) o conjunto finito de todas as seqiiéncias (finitas) obtidas desta ma-

neira. Entdo, para cada seqiiéncia infinita (i1,4p,...) € I existe exatamente um

valor de k tal que (i,...,i) € Q. Como Vi,...,V,, sdo disjuntos, entdo também o
sao Vi s 1, ..., Viy iom para cada (iq,...,%;). Usando isto em forma encaixada,
segue que a colegao de conjuntos abertos {Vi, ., : (i1,...,i4) € Q} é disjunta.

Similarmente F' C U Fi . C Uvzlzk

Escolhemos a; e a, de modo que V' contém uma bola de raio a; e esta contido

numa bola de raio a;. Entao para (ig,...,i) € @ o conjunto Vi, ; contém uma

k

bola de raio ¢;, ...¢;, a1 e portanto contém uma bola de raio (min;c;)air, e estd
contido numa bola de raio ¢;, ...c¢; ax e logo estda contido numa bola de raio apr.

Denotemos Qg as seqiiéncias (i1, .. .,i;) em Q tal que B intercepta V; ;. Pelo

P

lema 3.1.1 existem no maximo g = (1+2ay)"a; " (min;c;) ™" seqiiéncias em @;. Entéo
ﬂ(B) = ﬂ(F n B) < /L{(il, 02, - . ) P i i, € Fn B} < p {UI’ilwnﬂ'k}
Q1

pois, se T 4,,.. € FNB C U, Vi
Q1. Assim

iy, €Nta0 existe um inteiro k tal que (i1, ...,1) €

(B) < Z,u(]zlzk) = Z(Cil s 6y)t < ZTS <r’q.

Q1 Q1 Q1

Como qualquer conjunto U estd contido numa bola de raio |U|, temos que a(U) <
|U|*q, logo, se {U;} é uma cobertura de F', entdo 0 < i(F) < (U, U;) < >, w(U) <
g > |Uil*, logo H(F) > u(F)qgt = ¢t e dimyF = s.

Se ) é um conjunto arbitrario de seqiiéncias finitas tal que para cada (iy, iz,...) €
I existe exatamente um inteiro k e (iy,...,1) € @, temos, por inducao da definigdo

de s, que Y5 (cisCip - .. ciy)* = 1. Assim, se escolhemos @ como em (*), @ contém

S

no maximo (min; ¢;)~*r~* seqliéncias. Para cada seqiiéncia (iy,...,ix) € @ temos

5r~% conjuntos

de diametro r|V| para cada r < 1. Segue da definicio equivalente da dimensao box
que dimpF < s; como a dimensao de Hausdorff é também s, isto completa a prova

O
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Lema 3.1.1 Seja {V;} uma colegao de subconjuntos abertos disjuntos de R™ tal que
cada V; contem uma bola de raio air e estd contido numa bola de raio arr. Entao

qualquer bola B de raio r intercepta no mdzimo (1 + 2az)"a;™ dos fechos V;.

Demonstracao: SeV; encontra-se com B, entao V; esta contido na bola concéntrica
com B de raio (14 2ap)r. Suponha que ¢ destes conjuntos V; interceptam B, entao,
somando os volumes das correspondentes bolas interiores de raio a;r, segue que

q(ar)™ < (1 + 2ay)™r™, obtendo a cota desejada para . a

Observacao 3.1.1 : Se nao supormos a condi¢ao do conjunto aberto no teorema
anterior, poderia-se mostrar ainda que dimyF = dimpgF embora esse valor pode ser

menos do que s.

Exemplo 3.1.1 (Triangulo de Sierpinski) : O triangulo de Sierpinnski, F', construe-
se de um triangulo equildtero tirando triangulos equildteros invertidos repetidamente

(veja figura abaizo). Entdo dimyF = dimpF = log3/log2.

E,

Fig. 9: O triangulo de Sierpinski

Célculo: O triangulo F ¢ invariante pelas similaridades Si, S5, S3 : R> — R2?, dadas

por
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0 0

S1(7) = T, S(T) = T+ , S3(T) = T+

O NIk
O N
O NIk
O NIk

bl& NS

1
2

N[

1
2

com proporgoes %, que aplicam o triangulo Ep nos triangulos de E;. Cumpre-se
a condicao do conjunto aberto, tomando V' como o interior de FEy. Assim, pelo

teorema 3.1.1, dimy F' = dimgF = log3/log2, o qual é a solucao de Z?zl(%)s = 1.

3.2 Algumas Variantes

Os célculos do Teorema 3.1.1 podem adaptar-se para estimar a dimensao do conjunto

invariante F' de uma colecao de contragoes que nao sao similaridades.

Proposicao 3.2.1 : Sejam Si,...,S, contragoes num subconjunto fechado D de
R™ tal que
|Si(x) = Si(y)| < cile —y[  (z,y € D)

com ¢; < 1 para cada i. Entao dimygF < s e dimgF < s, onde Z:’;l c; =1.

Demonstragao: E conseqiiéncia imediata do Teorema 3.1.1. O
Proposicao 3.2.2 : Sejam Si,...,S,, contracoes num conjunto fechado D de R"
tal que

bilr —y| < [Si(z) — Si(y)| (2,9 € D)

e 0 < b; <1 para cada i. Suponha que F ¢é invariante pelas S;,
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Demonstragao: Seja d > 0 a distancia minima entre qualquer par dos conjuntos
compactos disjuntos S1(F),..., S (F), 1.6. d = minz; inf{lz —y| : z € S;(F),y €
S;(F)}. Seja Fiy i = Sipo...08;,(F) edefina u por p(Fiy i) = (biy ... b;,)°.

-----

Como
m m k
ZM(Fil ----- ini) = Z(bu bibi)® = (biy ... bi,)* = p(Fiy,.0) = 1 (U Fiy. i z)
=1 =1 i=1
segue que p é uma distribuicdo de massa em F' tal que u(F') = 1.
Se x € I, entao existe uma tnica seqiiéncia infinita ¢1,p,... tal que v € Fj, _,,

para cada k. Para 0 < r < d seja k o menor inteiro tal que

Tg—1

./ . , . . . . . ~ o .
Se iq,...,1, € distinto de 41,...,7, os conjuntos Fj, e F; . sao disjuntos e

-------

7777 1k

separados por uma distancia de pelo menos b;, ...0b

C Fi, e F,

in_,d > T, pois se j é o menor
/

inteiro tal que i; # i,

entao Fj, s C Fz; estao separados por

~~~~~~

7777 1k

J
d, logo F;, . ; e Fs . estao separados por pelos menos b;, ...b
k

------

d. Segue que

151

FNB(x)CF,.. ., logo

w(FNB(x) < p(Fiy )= (by...0;y)° <d°rs.

.....

Se U intercepta F', entdao U C B,(x) para algum x € F com r = |U|. Assim, pu(U) <
d—*|U|?, logo pelo principio de distribui¢do de Massa,