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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo de reticulados ideais. Neste estudo enfatizamos o artigo

“Lattices and Number Fields” de Eva Bayer-Fluckiger, que apresenta alguns reticulados ideais

com as mesmas propriedades que os reticulados Ap−1, p primo, D4, E6, E8, K12 e Λ24.

Palavras-Chave: Reticulados ideais, diferente, reticulados rotacionados.
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Abstract

The aim of this work is the study of ideal lattices. In this study we stress a Eva Bayer-Fluckiger’s

article “Lattices and Number Fields” with presents some ideal lattices with same properties

that lattices Ap−1, p prime number, D4, E6, E8, K12 e Λ24.

Keywords: Ideal lattices, different, rotated lattices.
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Índice de Śımbolos

N: conjunto dos números naturais

Z: conjunto dos números inteiros

Q: conjunto dos números racionais

C: conjunto dos números complexos

R: conjunto dos números reais
∏

: produtório
∑

: somatório

x: conjugado complexo de x

#B: cardinalidade do conjunto B

A = (aij): matriz

det(A): determinante da matriz A

A: anel

I, J, P, Q, ...: ideais

A/I: anel quociente

A[x]: anel de polinômios com coeficientes em A
grau(f): grau do polinômio f

Ker(f): núcleo da aplicação f

Im(f): imagem da aplicação f

f
′
: derivada de f

K, L, M, F, E: corpos

[L : K]: grau da extensão L|K
Gal(L|K): grupo de Galois de L sobre K

NL|K(α): norma do elemento α ∈ L
minK(θ): polinômio minimal de θ sobre K

TL|K(α): traço do elemento α ∈ L
OL: anel de inteiros de L sobre A
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DL|K(α1, · · · , αn): discriminante da n-upla (α1, · · · , αn) ∈ L
DL|K: discriminante da extensão L sobre K

Disc(L|K): discriminante absoluto da extensão L sobre K

N(I): norma do ideal I

S−1A: anel de frações de A com relação a S

ϕ(n): função de Euler aplicada a n

φn(x): n-ésimo polinômio ciclotômico

∆(L|K)−1: codiferente da extensão L sobre K

∆(L|K): diferente da extensão L sobre K

div: diversidade

dp,min: distância produto mı́nima
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9 Identificação de certos reticulados com reticulados ideais 147

9.1 Construção . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

9.2 O reticulado Ap−1, p primo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

9.3 O reticulado D4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

9.4 O reticulado E8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

9.4.1 E8 via Q(ζ24) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

9.4.2 E8 via Q(ζ20) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

9.4.3 E8 via Q(ζ15) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

9.5 O reticulado E6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

9.6 O reticulado Coxeter-Todd K12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

9.7 O reticulado Λ24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

9.7.1 Λ24 via Q(ζ39) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

9.7.2 Λ24 via Q(ζ35) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

10 Reticulados Ideais Complexos 162

10.1 Definição . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
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Introdução

A Teoria Algébrica dos Números é um ramo da matemática que vem despertando o interesse

de grandes pesquisadores no decorrer de muitos séculos. Um dos mais famosos problemas de

Teoria Algébrica dos Números e que foi recentemente resolvido é conhecido como Teorema de

Fermat e diz que não existe solução inteira para a igualdade xn + yn = zn com n ≥ 3. Em

busca de se resolver alguns problemas ligados a números naturais e inteiros como, por exemplo,

o Teorema de Fermat, muito se tem progredido nesta área.

Nos últimos anos, a Teoria Algébrica dos Números tem sido a base do estudo de Códigos

Corretores de Erros e Reticulados. A Teoria dos Códigos Corretores de Erros propriamente

dita foi fundada pelo matemático Claude A. Shannon, por volta de 1940 e, a partir dáı, tem

tido um enorme crescimento.

Sempre que transmitimos informações há uma possibilidade da mensagem recebida ser difer-

ente da mensagem enviada. Visando recuperar a mensagem enviada ao receptor e construir

códigos com pequena probabilidade de ocorrerem erros, fazemos uso da Teoria de Códigos

Corretores de Erros e Reticulados.

Graças ao surgimento de códigos e reticulados muito se progrediu na geração de aparelhos

transmissores de informações. Inicialmente, a teoria de códigos e reticulados contribuiu para a

geração de aparelhos com fio, como televisão e computadores. Mas, atualmente tem contribuido

no surgimento de aparelhos sem fio, como por exemplo, celulares. Nas comunicações sem fio

muito se tem usado o canal Rayleigh com desvanecimento.

Com esta nova demanda por aparelhos sem fio, utilizamos alguns parâmetros diferentes

espećıficos para a geração de bons códigos e reticulados. Com isto, muito se tem estudado

sobre reticulados ideais e reticulados rotacionados.

Quando utilizamos um canal Rayleigh com desvanecimento dois parâmetros relacionados

com a probabilidade de erros são a diversidade e a distância produto mı́nima. Para termos uma

transmissão com pequena probabilidade de erros, devemos utilizar códigos com diversidade alta

e distância produto mı́nima alta. Desta forma, sempre que códigos são constrúıdos para este
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canal, deve-se maximizar a diversidade e a distância produto mı́nima. Neste trabalho, veremos

que quando consideramos corpos de números totalmente reais temos diversidade máxima e

quanto menor for o discriminate do corpo, maior é a sua distância produto mı́nima.

Neste trabalho, fizemos o estudo de reticulados ideais e suas principais propriedades. Enfa-

tizamos nosso estudo no artigo [16] de Eva Bayer Fluckiger. Vimos alguns reticulados, famosos

na literatura, que podem ser vistos como reticulados ideais. Vimos também a construção de

Zn-reticulados rotacionados, para certos valores de n.

Desta forma, organizamos este trabalho da seguinte forma:

• No Caṕıtulo 1, apresentamos alguns conceitos de módulos e módulos noetherianos, ex-

tensões de corpos, norma e traço de um elemento, discriminate de uma extensão, ideais

fracionários de um anel, anéis de Dedekind, norma de um ideal fracionário e anéis de

frações. Se destaca o fato de que todo ideal fracionário num anel de Dedekind se fatora

de forma única como um produto de ideais primos do anel com potências inteiras.

• No Caṕıtulo 2, apresentamos algumas propriedades de corpos quadráticos e ciclotômicos,

como anel de inteiros, discriminante e grupo de Galois.

• No Caṕıtulo 3, apresentamos os conceitos de codiferente e diferente de uma extensão.

Visto que o diferente será muito utilizado no decorrer dos próximos caṕıtulos, apresen-

tamos algumas de suas propriedades que serão utilizadas no decorrer do trabalho. Em

especial, temos que a norma do diferente é o módulo do discrimante da extensão.

• No Caṕıtulo 4, apresentamos um estudo de ramificação de ideais. Dados A um anel de

Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão de K de grau n e OL o anel de inteiros

de L sobre A, temos que um ideal primo P de A se ramifica em OL se, e somente se, P

divide o discriminante da extensão e que um ideal primo Q de OL se ramifca em OL se,

e somente se, Q divide o diferente da extensão. Além disso, apresentamos o Teorema de

Kummer que permite encontrar a decomposição de um ideal estendido em um produto de

ideais primos. Apresentamos também o estudo de ramificação, discriminante e diferente

em corpos ciclotômicos, que serão utilizados nos caṕıtulos finais.

• No Caṕıtulo 5, apresentamos um estudo de reticulados no Rn, descrevendo as suas prin-

cipais propriedades.

• No Caṕıtulo 6, apresentamos reticulados algébricos e, neste ponto, temos a ligação entre

a teoria de códigos e a teoria dos números.
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• No Caṕıtulo 7, apresentamos reticulados ideais e sua princiapis propriedades.

• No Caṕıtulo 8, apresentamos a construção de Zn-reticulados rotacionados via o anel de

inteiros algébricos dos subcorpos reais maximais dos corpos Q(ζp), p primo e Q(ζ2r), r

inteiro positivo.

• No Caṕıtulo 9, apresentamos a identificação de alguns reticulados, famosos na literatura,

tais como, Ap−1, com p primo, D4, E6, E8, K12 e Λ24, via reticulados ideais.

• No Caṕıtulo 10, apresentamos um estudo de reticulados ideais complexos e duas cons-

truções de tais reticulados.

As referências utilizadas foram as seguintes:

• Nos Caṕıtulos 1, 2, 3 e 4, utilizamos as referências [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] [10],

[11] e [12].

• Nos Caṕıtulos 5 e 6, utilizamos as referências [3], [13].

• Nos Caṕıtulos 7 e 8, utilizamos as referências [13], [15], [16], [17] e [18].

• No Caṕıtulo 9, utilizamos as referências [19], [20], [22] e [21].

• No Caṕıtulo 10, utilizamos as referências [20] e [23].

Além das referências acima, utilizamos o Programa Mathematica em alguns cálculos, o qual

nos poupou grande trabalho.

No decorrer do trabalho, seguem alguns resultados sem demonstração. Alguns por se

tratarem de resultados clássicos e outros por apresentarem uma demonstração muito longa.

No entanto, sempre que omitimos uma demonstração colocamos a referência onde pode ser

encontrada.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo segue uma série de resultados de teoria algébrica dos números e módulos que serão

utilizados como ferramentas no decorrer dos demais caṕıtulos. Na Seção 1.1, apresentamos os

conceitos de anéis, corpos, ideais, ideais primos e maximais, Teorema do Isomorfismo de anéis

e alguns resultados envolvendo estes conceitos. Na Seção 1.2, apresentamos os conceitos de

módulos, submódulos, módulos noetherianos e Teorema do Isomorfismo para módulos. Na Seção

1.3, apresentamos os conceitos de extensões de corpos, CM-corpo, corpo composto e alguns

resultados importantes envolvendo estes conceitos. Na Seção 1.4, apresentamos os conceitos

de norma e traço de um elemento. Na Seção 1.5, apresentamos os conceitos de elemento

inteiro, anel de inteiros e anel integralmente fechado. Na Seção 1.6, apresentamos o conceito de

discriminante de uma n-upla e de uma extensão e alguns resultados que facilitam seu cálculo.

Na Seção 1.7, apresentamos o conceito de ideais fracionários e algumas de suas propriedades.

Na Seção 1.8, apresentamos o conceito de anéis de Dedekind e o resultado de que todo ideal

fracionário não nulo num anel de Dedekind se fatora de forma única como produto de ideais

primos. Na Seção 1.9, apresentamos a norma de um ideal inteiro e fracionário e algumas de suas

propriedades. Na Seção 1.10, apresentamos alguns conceitos sobre anéis de frações e algumas

de suas propriedades.

1.1 Anéis e Corpos

Nesta seção, apresentamos algumas definições sobre grupos, anéis, corpos, ideais, ideais primos

e maximais e alguns resultados envolvendo estes conceitos que serão utilizados nos próximos

caṕıtulos. Alguns resultados seguem sem demonstração por se tratarem de resultados clássicos

de álgebra abstrata.
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Definição 1.1.1 Dizemos que um conjunto não vazio G é um grupo com relação a uma

operação ∗ se:

• a ∗ b ∈ G, para todo a, b ∈ G;

• a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, para todo a, b, c ∈ G;

• Existe e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a, para todo a ∈ G;

• Para todo a ∈ G, existe b ∈ G tal que a ∗ b = b ∗ a = e.

Se além disso, a ∗ b = b ∗ a, para todo a, b ∈ G, dizemos que G é abeliano.

Definição 1.1.2 Dizemos que um conjunto não vazio A é um anel se em A estão definidas

duas operações “+” e “.”, tais que A é um grupo abeliano com relação a operação “+” e a

operação “.” satisfaz:

• a.(b.c) = (a.b).c, para todo a, b, c ∈ A;

• a.(b + c) = a.b + a.c e (b + c).a = b.a + c.a, para todo a, b, c ∈ A.

Se, além disso:

• a.b = b.a, para todo a, b ∈ A, dizemos que A é um anel comutativo;

• existe 1 ∈ A tal que a.1 = 1.a = a, para todo a ∈ A, dizemos que A é um anel com

unidade.

Para simplificarmos a notação faremos a.b = ab, para todo a, b ∈ A.

Definição 1.1.3 Um anel comutativo com unidade A é chamado de anel de integridade, ou

domı́nio, se para todo a, b ∈ A, sempre que ab = 0, então a = 0 ou b = 0.

Definição 1.1.4 Dizemos que um anel de integridade K é um corpo, se para todo elemento

não nulo a ∈ K existe b ∈ K tal que a.b = 1.

Definição 1.1.5 Dizemos que um subconjunto não vazio I de um anel A é um ideal de A se:

• Para todo x, y ∈ I tem-se x− y ∈ I;

• Para todo x ∈ I e a ∈ A tem-se ax ∈ I.

15



Definição 1.1.6 Sejam A um anel e I, J ideais de A. Definimos a soma e a multiplicação

dos ideais I e J , respectivamente, por:

• I + J = {a + b; a ∈ I, b ∈ J};

• IJ =

{
n∑

i=1

aibi; ai ∈ I, bi ∈ J, n ∈ N∗
}

.

Observação 1.1.1 Notemos que os conjuntos I + J e IJ definidos acima são ideais de A e

que a soma e a multiplicação de ideais pode ser estendida para um número finito de ideais de

A.

Definição 1.1.7 Sejam A e B anéis. Uma aplicação f : A −→ B é um homomorfismo de

A em B se satisfaz:

• f(x + y) = f(x) + f(y), para todo x, y ∈ A;

• f(xy) = f(x)f(y), para todo x, y ∈ A.

Se, além disso, a aplicação f for injetora, dizemos que f é um monomorfismo e se f for

bijetora, dizemos que f é um isomorfismo e que A é isomorfo a B.

Observação 1.1.2 Notemos que um isomorfismo de A em B preserva todas as propriedades

estruturais de A em B.

Proposição 1.1.1 ([1], pags. 147, 148 e 157) Sejam A e B anéis e f : A −→ B um homo-

morfismo. Temos que:

(1) - A imagem de f , Im(f) = {f(x); x ∈ A}, é um subanel de B.

(2) - O núcleo de f , Ker(f) = {x ∈ A; f(x) = 0}, é um ideal de A, e f é injetora se, e

somente se, Ker(f) = {0}.

Teorema 1.1.1 ([1], pag. 166). (Teorema do Isomorfismo de Anés) Se A e B são anéis

e f : A −→ B um homomorfismo, então os anéis A/Ker(f) e Im(f) são isomorfos, isto é,

A/Ker(f) ' Im(f).

Lema 1.1.1 Se I1, I2 são ideais de um anel A com unidade tal que I1 + I2 = A, então I1I2 =

I1 ∩ I2.

Demonstração: Como I1I2 ⊂ I1 e I1I2 ⊂ I2, segue que I1I2 ⊂ I1 ∩ I2. Agora, seja x ∈ I1 ∩ I2.

Por hipótese, como I1+I2 = A, segue que existem elementos a1 ∈ I1, a2 ∈ I2 tal que 1 = a1+a2.

Desta forma, x = a1x + a2x ∈ I1I2. Assim, I1 ∩ I2 ⊂ I1I2. Logo, I1I2 = I1 ∩ I2.
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Lema 1.1.2 Se A é um anel com unidade e {I1, . . . , In} é um conjunto finito de ideais de A,

tais que Ii + Ij = A, para todo i 6= j, então A/

n∏
i=1

Ii '
n∏

i=1

A/Ii.

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre n. Para o caso n = 2, considere a

aplicação:

ϕ : A −→ A/I1 ×A/I2

a 7−→ (a + I1, a + I2).

Temos que ϕ é um homomorfismo de anéis e ker(ϕ) = I1 ∩ I2. De fato, ϕ(x) = (0̄, ¯̄0) se, e

somente se, (x+I1, x+I2) = (0̄, ¯̄0) se, e somente se, x+I1 = 0̄ e x+I2 = ¯̄0 se, e somente se x ∈ I1

e x ∈ I2, se e somente se, x ∈ I1 ∩ I2. Além disso, ϕ é sobrejetora. De fato, dados y, z ∈ A,

devemos encontrar x ∈ A tal que (y + I1, z + I2)=(x + I1, x + I2) = ϕ(x). Como I1 + I2 = A,

segue que existem elementos a1 ∈ I1, a2 ∈ I2 tais que 1 = a1 + a2. Seja x = a1z + a2y. Como

a2 ≡ 1 (mod I1) e a1 ≡ 1 (mod I2), segue que x ≡ y (mod I1) e x ≡ z (mod I2), isto é,

x + I1 = y + I1 e x + I2 = z + I2, ou seja, ϕ é sobrejetora. Portanto, pelo Teorema (1.1.1),

segue que

A/I1 ∩ I2 ' A/I1 ×A/I2.

Pelo Lema (1.1.1), segue que I1 ∩ I2 = I1I2. Assim,

A/I1I2 ' A/I1 ×A/I2.

Agora, suponha que o resultado vale para k = n − 1. Fazendo B = I2 . . . In, temos que

I1 + B = A. De fato, como I1 + Ii = A, para i ≥ 2, segue que, para todo i = 2, · · · , n, existem

elementos ei ∈ I1 e ai ∈ Ii tais que ei + ai = 1. Logo, 1 =
n∏

i=2

(ei + ai) = e + a2 . . . an, onde

e é a soma dos termos que contém no mı́nimo um ei como fator. Temos que e ∈ I1. Como

a2 . . . an ∈ B, segue que I1 + B = A. Pelo caso n = 2, segue que A/I1B ' A/I1 ×A/B, e por

hipótese de indução, temos que

A/

n∏
i=1

Ii '
n∏

i=1

A/Ii,

o que prova o lema.

Definição 1.1.8 Sejam A um anel comutativo, P 6= A e M 6= A ideais de A. Dizemos que:

• P é um ideal primo de A, se para todo x, y ∈ P , sempre que xy ∈ P implica que x ∈ P

ou y ∈ P ;
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• M é um ideal maximal de A, se para todo ideal J de A tal que M ⊆ J ⊆ A implica

que M = J ou J = A.

Proposição 1.1.2 Sejam A um anel comutativo com unidade e I ( A um ideal. Temos que:

(1) - A/I é um domı́nio se, e somente se, I é um ideal primo;

(2) - A/I é um corpo se, e somente se, I é um ideal maximal.

Demonstração: (1) - Sejam A/I um domı́nio e a, b ∈ A tal que ab ∈ I. Temos que (a +

I)(b + I) = ab + I = 0 + I, pois ab ∈ I. Como A/I é um domı́nio, segue que a + I = 0 + I ou

b + I = 0 + I. Logo, a ∈ I ou b ∈ I. Portanto, I é um ideal primo. Agora, seja I um ideal

primo. Suponha que (a+I)(b+I) = 0+I, para a, b ∈ A. Como (a+I)(b+I) = ab+I = 0+I,

segue que ab ∈ I. Como I é um ideal primo, segue que a ∈ I ou b ∈ I. Logo, a + I = 0 + I ou

b + I = 0 + I. Portanto, A/I é um domı́nio.

(2) - Seja A/I um corpo. Suponha que existe um ideal J ⊆ A tal que I ⊂ J ⊂ A. Seja

a ∈ J − I. Como a 6∈ I, segue que a + I 6= 0 + I. Como A/I é um corpo e a + I 6= 0 + I, segue

que existe b ∈ A − I tal que (a + I)(b + I) = 1 + I. Logo, (a + I)(b + I) = ab + I = 1 + I.

Desta forma, ab − 1 ∈ I. Como a ∈ J , segue que ab ∈ J e, assim, 1 ∈ J . Portanto, J = A,

o que implica que I é maximal. Agora, seja I um ideal maximal. Temos que A/I é um anel

de integridade. Falta mostrar que todo elemento não nulo de A/I é inverśıvel. Seja a ∈ A
tal a + I 6= 0 + I. Como a + I 6= 0 + I, segue que a 6∈ I. Assim, I ( I + 〈a〉 = A, pois I é

um ideal maximal. Logo, 1 = m + ax, com m ∈ I e x ∈ A − I, x 6= 0. Desta forma, como

1− ax = m ∈ I, segue que 1+ I = ax+ I = (a+ I)(x+ I). Portanto, a+ I é inverśıvel e, desta

forma, A/I é um corpo.

Lema 1.1.3 Sejam A é um anel e Q,P1, · · · , Pr ideais primos de A tais que Q 6⊂ Pi, para todo

i = 1, · · · , r. Temos que existe um elemento b ∈ Q tal que b 6∈ Pi, para todo i = 1, · · · , r.

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos considerar o caso em que Pj 6⊂ Pi,∀i 6=
j. Tomemos elementos xij ∈ Pj − Pi, para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ r, e elementos ai ∈ Q − Pi. Se

bi = ai

∏

j 6=i

xij, então bi ∈ Q, bi ∈ A − Pi e bi ∈ Pj para todo j 6= i. Tomando b = b1 + · · · + br,

temos que b ∈ Q e b ≡ bi (mod Pi), isto é, b 6∈ Pi,∀i. Assim, b ∈ Q −
r⋃

i=1

Pi é o elemento

procurado.

Proposição 1.1.3 Se A ⊆ B são anéis e P ⊂ B um ideal primo, então P ∩ A é um ideal

primo de A.
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Demonstração: Considere a aplicação ϕ : A i−→ B π−→ B/P , onde i é a inclusão e π

é a projeção. A função ϕ = π ◦ i é um homomorfismo, pois π e i são homomorfismos e

ker(ϕ) = A ∩ P , pois ϕ(x) = (π ◦ i)(x) = π(x) = x + P = 0̄ se, e somente se, x ∈ P ∩ A.

Portanto, A/(P ∩A) ' Im(ϕ) ⊂ B/P . Como B/P é um domı́nio, segue que A/(P ∩A) é um

domı́nio. Portanto, pelo Teorema (1.1.2), temos que P ∩ A é um ideal primo de A.

Lema 1.1.4 Sejam A um anel e P um ideal primo de A. Se P contém um produto de ideais

I1, · · · , In de A então P contém pelo menos um dos Ii.

Demonstração: Se Ij 6⊆ P , ∀j = 1, . . . , n, então existe αj ∈ Ij e αj 6∈ P , ∀j. Como P é

primo, segue que α1 · · ·αn 6∈ P . Mas α1 · · ·αn ∈ I1 . . . In ⊂ P , o que é um absurdo. Portanto,

P contém Ij para algum j = 1, . . . , n.

Definição 1.1.9 Seja A um anel. Dizemos que um elemento a ∈ A é nilpotente se an = 0,

para algum n ≥ 0. Dizemos que A é um anel reduzido se o único elemento nilpotente de A
é o zero.

1.2 Módulos Noetherianos

Nesta seção, apresentamos os conceitos de módulos, submódulos e módulos noetherianos jun-

tamente com suas principais propriedades. Alguns resultados seguem sem demonstração por se

tratarem de resultados elementares de teoria de módulos.

Definição 1.2.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Um A-módulo M é um grupo

abeliano aditivo M , munido de uma aplicação A×M −→ M , definida por (a, m) 7−→ am, tal

que para quaisquer a, b ∈ A e x, y ∈ M, tem-se:

• a(x + y) = ax + ay;

• (a + b)x = ax + bx;

• (ab)x = a(bx);

• 1x = x.

Definição 1.2.2 Sejam A um anel comutativo com unidade e M um A-módulo. Um subcon-

junto N ⊂ M não vazio é um A-submódulo de M se, com as operações herdadas de M, N

também é um A-módulo.
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No que segue, consideraremos todo anel A como sendo um anel comutativo com unidade.

Observação 1.2.1 Todo anel A pode ser considerado como um A-módulo. Basta notarmos

que se M = A, então valem todas as condições da Definição (1.2.1).

Definição 1.2.3 Um A-módulo M é dito finitamente gerado se existem x1, . . . , xr ∈ M

tais que M = Ax1 + · · ·+Axr, e neste caso, dizemos que {x1, · · · , xr} formam um sistema de

geradores de M. Se além disso, {x1, . . . , xr} forem linearmente independentes sobre A, dizemos

que eles formam uma base de M sobre A. Um A-módulo que possui uma base é chamado de

A-módulo livre. O número de elementos da base de M é chamado de posto de M .

Observação 1.2.2 Nem todo módulo finitamente gerado possui uma base. Por exemplo, o

anel Z2 é um Z-módulo finitamente gerado mas não é livre, pois {1̄} é gerador e {1̄} não é

linearmente independente.

Observação 1.2.3 Nem sempre um A-submódulo N de um A-módulo livre M , é livre. Basta

tomarmos M = A = Z6. Temos que Z6 é um Z6-módulo livre com base {1̄}. Já o Z6-submódulo

N = {0̄, 2̄, 4̄} não é livre.

Teorema 1.2.1 ([3], pag. 21) Se A é um anel principal, M um A-módulo livre de posto n e

M
′
um A-submódulo de M, então:

(1)- M
′
é livre de posto q, 0 ≤ q ≤ n.

(2)- Se M
′ 6= 0, então existe uma base {e1, . . . , en} de M e elementos não nulos a1, . . . , aq ∈ A

tal que {a1e1, . . . , aqeq} é uma base de M
′
e ai divide ai+1, para i = 1, 2, . . . , q − 1.

Definição 1.2.4 Sejam A um anel e N1, N2 A-submódulos de um A-módulo M . Definimos a

soma dos módulos N1 e N2 como o módulo N1 + N2 = {a + b tal que a ∈ N1, b ∈ N2}.

Definição 1.2.5 Sejam A um anel, M um A-módulo e N um A-submódulo de M . Definimos

o módulo quociente M/N como o A-módulo M/N = {m + N tal que m ∈ M}, cujas leis de

composição interna “+” e “×” são definidas por (m1 + N) + (m2 + N) = (m1 + m2) + N, para

todo m1,m2 ∈ M e a× (m + N) = am + N , para todo a ∈ A e m ∈ M , respectivamente.

Definição 1.2.6 Sejam A um anel e M, N dois A-módulos. Uma aplicação f : M −→ N é

dita um homomorfismo de A-módulos se ela satisfaz:

• f(x + y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ M ;
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• f(ay) = af(y), ∀y ∈ M, a ∈ A.

Se, além disso, a aplicação f for injetora, dizemos que f é um monomorfismo e se f for

bijetora, dizemos que f é um isomorfismo e que A é isomorfo a B.

Proposição 1.2.1 ([2], pag. 29) Sejam A um anel, M,N dois A-módulos e f : M −→ N um

homomorfismo. Temos que:

(1) - A imagem de f , Im(f) = {f(x); x ∈ M}, é um submódulo de N .

(2) - O núcleo de f , Ker(f) = {x ∈ M ; f(x) = 0}, é um submódulo de M , e f é injetora se,

e somente se, Ker(f) = {0}.

Teorema 1.2.2 ([2], pag. 32) (Teorema do Isomorfismo de Módulos) Se A é um anel,

M, N dois A-módulos e f : M −→ N um homomorfismo, então os módulos M/Ker(f) e

Im(f) são isomorfos, isto é, M/Ker(f) ' Im(f).

Definição 1.2.7 Sejam A um anel e M um A-módulo. Dizemos que M é um A-módulo

noetheriano se M satisfaz uma das seguintes condições equivalentes:

• Toda famı́lia não vazia de A-submódulos de M tem um elemento maximal;

• Toda sequência crescente de A-submódulos de M é estacionária;

• Todo A-submódulo de M é finitamente gerado.

Dizemos que A é um anel noetheriano se A considerado como um A-módulo for noetheriano.

Proposição 1.2.2 Todo anel principal A é noetheriano.

Demonstração: Temos que os A-submódulos de A são exatamente os ideais de A. Como

A é um anel principal, segue que os ideais de A são principais. Logo, finitamente gerados.

Portanto, A é noetheriano.

Proposição 1.2.3 Sejam A um anel, M um A-módulo e N um A-submódulo de M . Temos

que M é noetheriano se, e somente se,
M

N
e N são noetherianos.

Demonstração: Suponha que M é noetheriano. Se (Mn)n≥0 é uma sequência crescente de

A-submódulos de N , então (Mn)n≥0 também é uma sequência crescente de A-submódulos de

M . Como M é noetheriano, segue que (Mn)n≥0 é estacionária. Portanto, N é noetheriano.

Para mostrar que
M

N
é noetheriano, sejam S = { submódulos de M que contém N} e T =
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{ submódulos de
M

N
}. A aplicação ϕ : S −→ T definida por ϕ(L) =

L

N
, para L ∈ S, é uma

bijeção de S em T . Assim, se (Mn)n≥0 é uma sequência crescente de A-submódulos de
M

N
,

então (ϕ−1(Mn))n≥0 também é uma sequência crescente de A-submódulos de M . Como M é

noetheriano, segue que (ϕ−1(Mn))n≥0 é estacionária, e portanto (Mn)n≥0 é estacionária. Assim,

M

N
é noetheriano. Reciprocamente, suponhamos que

M

N
e N são noetherianos. Seja (Mn)n≥0

uma sequência crescente deA-submódulos de M . Assim, (N∩Mn)n≥0 é uma sequência crescente

de A-submódulos N . Como N é noetheriano, segue que (Mn ∩ N)n≥0 é estacionária, ou seja,

existe n1 ∈ N tal que Mn ∩N = Mn+1 ∩N, ∀n ≥ n1. Agora,

(
Mn + N

N

)

n≥0

é uma sequência

crescente de A-submódulos de
M

N
. Logo, existe n2 ∈ N tal que

Mn + N

N
=

Mn+1 + N

N
, ∀n ≥ n2.

Tomando n0 = max{n1, n2}, temos que

Mn ∩N = Mn+1 ∩N e
Mn + N

N
=

Mn+1 + N

N
, ∀n ≥ n0.

Como Mn ⊆ Mn+1, ∀n, resta mostrar que existe k ∈ N tal que Mn+1 ⊆ Mn, ∀n ≥ k. Seja

x ∈ Mn+1, para algum n ≥ n0. Como
Mn + N

N
=

Mn+1 + N

N
, ∀n ≥ n0, existe y ∈ Mn e w ∈ N

tal que x + N = (y + w) + N , o que implica que x− y − w ∈ N . Assim, existe a ∈ N tal que

x−y−w = a e assim x−y = a+w ∈ N . Como x−y ∈ Mn+1, então x−y ∈ N∩Mn+1 = N∩Mn.

Desta forma, x− y ∈ Mn e, assim, x ∈ Mn. Portanto, Mn = Mn+1, ∀n ≥ n0. Tomando k = n0,

temos que Mn = Mn+1, para todo n ≥ k. Logo, N é noetheriano.

Corolário 1.2.1 Se M1, · · · ,Mn são A-módulos noetherianos então o produto M1 × · · · ×Mn

é um A-módulo noetheriano.

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre n. Para n = 2, identificamos M1 '
M1 × {0} ⊆ M1 ×M2 e definimos a função ϕ : M1 ×M2 −→ M2 tal que ϕ(x, y) = y. Como ϕ

é um homomorfismo sobrejetor, segue que
M1 ×M2

Ker(ϕ)
' M2, onde Ker(ϕ) = M1 × {0}. Como

M2 é noetheriano, segue que
M1 ×M2

M1 × {0} ' M2 é noetheriano e como M1 × {0} é noetheriano,

segue da Proposição (1.2.3), que M1 ×M2 é noetheriano. Suponhamos agora, por hipótese de

indução, que M = M1 × · · · × Mn−1 é noetheriano. Como Mn é noetheriano, segue do caso

n = 2, que M = M1 × · · · ×Mn é um A-módulo noetheriano.

Corolário 1.2.2 Se A é um anel noetheriano e M é um A-módulo finitamente gerado, então

M é um A-módulo noetheriano.
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Demonstração: Seja {e1, · · · , en} um conjunto de geradores do A-módulo M . Temos que a

aplicação

ϕ : An −→ M

(a1, · · · , an) 7−→ a1e1 + · · ·+ anen,

é um homomorfismo sobrejetor. Assim, pelo Teorema (1.1.1), temos que
An

Ker(ϕ)
' M . Como

A é noetheriano, pelo Corolário (1.2.1), segue que An é noetheriano. Pela Proposição (1.2.3),

temos que
An

Ker(ϕ)
é noetheriano. Portanto, segue que M é um A-módulo noetheriano.

Proposição 1.2.4 Em um anel noetheriano A todo ideal contém um produto de ideais primos.

Demonstração: Sejam A um anel noetheriano e F o conjunto dos ideais de A que não contém

um produto de ideais primos. Suponhamos F 6= Ø. Como A é noetheriano, segue que F tem

um elemento maximal M . Temos que M não é um ideal primo, senão M 6∈ F . Assim, existem

x, y ∈ A −M tal que xy ∈ M . Notemos que M ( 〈x〉 + M e M ( 〈y〉 + M . Logo, 〈x〉 + M

e 〈y〉+ M não pertencem a F . Assim, existem P1, · · · , Pn, Q1, · · · , Qs ideais primos de A tais

que

P1P2 . . . Pn ⊆ 〈x〉+ M e Q1Q2 . . . Qs ⊆ 〈y〉+ M.

Desta forma,

(P1P2 . . . Pn)(Q1Q2 . . . Qs) ⊆ (〈x〉+ M)(〈y〉+ M) ⊆ M,

o que é um absurdo. Portanto, F = Ø.

Corolário 1.2.3 Em um anel noetheriano todo ideal não nulo contém um produto de ideais

primos não nulos.

Demonstração: Análoga a Proposição (1.2.4).

Corolário 1.2.4 Se A é um anel noetheriano reduzido, então o ideal nulo de A é uma inter-

secção finita de ideais primos não nulos distintos de A.

Demonstração: Pela Proposição (1.2.4), temos que o ideal nulo de um anel noetheriano

contém um produto de ideais primos. Portanto, 〈0〉 =

g∏
i=1

P ei
i , ei ≥ 1. Vamos mostrar que

〈0〉 =

g⋂
i=1

Pi. Temos que 〈0〉 ⊆ P1 ∩ . . . ∩ Pg. Por outro lado, se x ∈ P1 ∩ . . . ∩ Pg, então

xe1+e2+···+eg ∈ P e1
1 . . . P

eg
g = 〈0〉. Como A é reduzido, segue que x = 0. Portanto, 〈0〉 =

g⋂
i=1

Pi.
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1.3 Extensões de Corpos

Nesta seção, apresentamos os conceitos de extensões de corpos, CM-corpos, corpos compostos

e alguns resultados importantes como a multiplicidade dos graus e o Teorema do Elemento Pri-

mitivo. Omitimos a demonstração de todos os resultados por se tratarem de fatos conhecidos

de teoria de Galois.

Definição 1.3.1 Sejam K, L corpos. Dizemos que L é uma extensão de K se K ⊂ L.

Observação 1.3.1 Seja K ⊂ L uma extensão de corpos. É fácil verificar que L é um K-espaço

vetorial. Assim, existe uma base de L sobre K.

Definição 1.3.2 Seja K ⊂ L uma extensão de corpos. A dimensão do K-espaço vetorial L é

chamada de grau da extensão e denotada por [L : K].

Teorema 1.3.1 ([3], pag. 31) Se F ⊂ K ⊂ L são corpos, então [L : F] = [L : K][K : F].

Definição 1.3.3 Sejam K ⊂ L corpos. Um elemento α ∈ L é chamado de algébrico sobre K

se existe f(x) ∈ K[x]− {0} tal que f(α) = 0. O polinômio mônico de menor grau f(x) tal que

f(α) = 0 é chamado de polinômio minimal de α sobre K e é denotado por minKα.

Definição 1.3.4 Um corpo de números K é uma extensão finita de Q.

Teorema 1.3.2 ([4], pag. 40) Se K é um corpo de números, então existe θ ∈ K tal que

K = Q(θ). O elemento θ é chamado elemento primitivo.

Proposição 1.3.1 ([4], pag. 23) Se K é um corpo de números tal que K = Q(θ), então

[K : Q] = grau (minQθ).

Teorema 1.3.3 ([4], pag. 41) Se K = Q(θ) é uma extensão de Q de grau n, então existem

exatamente n homomorfismos {σ1, · · · , σn} de K em C. Tais homomorfismos são dados por

σi(θ) = θi, onde {θ1, · · · , θn} são as ráızes de minQθ em C.

Definição 1.3.5 Seja K um corpo de números de grau n e {σ1, · · · , σn} os n Q-homomorfismos

distintos de K em C. Dizemos que o homomorfismo σi é real se σi(K) ⊂ R, caso contrário,

dizemos que σi é imaginário. Além disso, se todos os σ
′
is, para i = 1, · · · , n, forem reais, dize-

mos que o corpo K é totalmente real e, se todos os σ
′
i, para i = 1, · · · , n, forem imaginários,

dizemos que K é totalmente imaginário.
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Definição 1.3.6 Um corpo de números K é chamado de CM-corpo se existe um corpo de

números totalmente real F tal que K é uma extensão quadrática totalmente imaginária de F

Observação 1.3.2 ([20], pag. 14) Se K é um CM-corpo, então a conjugação complexa comuta

com todos os Q-homomorfismos {σ1, · · · , σn} de K em C.

Definição 1.3.7 Sejam K ⊂ L corpos. Dizemos que L|K é uma extensão de Galois se existe

f(x) ∈ K[x] tal que L = K(Rf ), onde Rf denota as ráızes de f .

Definição 1.3.8 Sejam E, F extensões de um corpo K. Se E e F estão contidas em algum

corpo L, então denotamos por EF o menor subcorpo de L contendo E e F. Chamamos o corpo

EF de composto de E e F em L.

L

|
EF

/ \
E F

\ /

K

Teorema 1.3.4 ([9], pag. 196) Se E é uma extensão de Galois finita de K e F é uma extensão

de K tal que E, F são subcorpos de um corpo L, então EF é uma extensão de Galois de F e

E é uma extensão de Galois de E ∩ F. Além disso, φ : Gal(EF|F) −→ Gal(E|E ∩ F), onde

φ(σ) = σ|E é um isomorfismo.

1.4 Norma e Traço

Nesta seção, apresentamos os conceitos de norma e traço de um elemento. Iremos trabalhar

com anéis A e B tais que A ⊂ B e B é um A-módulo livre de posto n. Em particular, podemos

tomar A,B corpos tal que B é uma extensão de grau n de A.

Sejam A ⊆ B anéis tal que B é um A-módulo livre de posto finito n e {e1, . . . , en} uma base

de B sobre A.
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Considere o endomorfismo σα : B −→ B, definido por σα(x) = αx, onde α ∈ B. Temos que

σα(e1) = a11e1 + a21e2 + · · ·+ an1en

σα(e2) = a12e1 + a22e2 + · · ·+ an2en

...

σα(en) = a1ne1 + a2ne2 + · · ·+ annen,

com aij ∈ A, onde 1 ≤ i, j ≤ n.

Definição 1.4.1 Definimos o traço de α ∈ B por TrB|A(α) =
n∑

i=1

aii, a norma de α por

NB|A(α) = det(aij) e o polinômio caracteŕıstico de α por mB|A(x) = det(xI − (aij)).

Vale ressaltar que quando não houver dúvidas a respeito dos anéis com os quais estamos

trabalhando, denotaremos TrB|A, NB|A e mB|A(x) simplesmente por Tr, N e m(x).

Sejam Q ⊆ K ⊆ L corpos, onde K ⊆ L é uma extensão finita. Se α, α
′ ∈ L e a ∈ K, então

valem as seguintes propriedades:

(1)- TrL|K(α + α
′
) = TrL|K(α) + TrL|K(α

′
);

(2)- TrL|K(aα)=aTrL|K(α);

(3)- TrL|K(a) = [L : K]a;

(4)- NL|K(a) = a[L:K];

(5)- NL|K(aα) = a[L:K]NL|K(α);

(6)- NL|K(αα
′
) = NL|K(α)NL|K(α

′
).

Proposição 1.4.1 ([6], pag. 23) Sejam K ⊆M ⊆ L corpos. Temos que:

(1)- NL|K(α) = NM|K(NL|M(α));

(2)- TL|K(α) = TM|K(TL|M(α)).

Proposição 1.4.2 Se K é um corpo de números, L uma extensão de K de grau n, α um

elemento de L e α1, . . . , αn as ráızes do polinômio minimal de α sobre K, então Tr(α) =

α1 + · · ·+ αn, N(α) = α1....αn e m(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn).

Demonstração: Primeiro faremos a demonstração para o caso em que α é um

elemento primitivo de L sobre K, ou seja, L = K[α]. Se f(x) = xn + · · · + a1x + a0 é o

polinômio minimal de α sobre K, então {1, α, . . . , αn−1} é uma base de L sobre K. Temos que
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a matriz do endomorfismo σα com respeito a esta base é dada por

M =




0 0 · · · 0 −a0

1 0 · · · 0 −a1

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · 1 −an−1




.

Assim, det(xI −M) é o determinante da matriz

xIn −M =




x 0 · · · 0 a0

−1 x · · · 0 a1

...
...

. . .
...

...

0 0 · · · −1 x + an−1




. (1.1)

Calculando o determinante da matriz (1.1), obtemos o polinômio caracteŕıstico em α, que é

igual a f(x), o polinômio minimal de α. Sabemos que,

m(x) = det(xIn −M) = xn − (Tr(α))xn−1 + · · ·+ (−1)n det(M).

Como α é primitivo, segue que

m(x) = f(x) = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn) = xn −
(

n∑
i=1

αi

)
xn−1 + · · ·+ (−1)n

(
n∏

i=1

αi

)
.

Logo, Tr(α) =
n∑

i=1

αi e N(α) =
n∏

i=1

αi. Para o caso geral, seja r = [L : K[α]]. É suficiente

mostrar que o polinômio caracteŕıstico m(x) de α, com relação a L sobre K, é igual a r-ésima

potência do polinômio minimal de α sobre K. Seja {y1, · · · , yq} uma base de K[α] sobre K

e seja {z1, . . . , zr} uma base de L sobre K[α] com n = qr. Seja M = (aih) a matriz do

endomorfismo de K[α] sobre K com relação a base {y1, . . . , yq}. Assim, αyi =

q∑

h=1

(aih)yh e
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α(yizj) =

(
q∑

h=1

aihyh

)
zj=

q∑

h=1

aih(yhzj). Logo,





αy1z1 = a11y1z1 + a21y2z1 + · · ·+ aq1yqz1

αy2z1 = a12y1z1 + a22y2z1 + · · ·+ aq2yqz1

...

αyqz1 = a1qy1z1 + a2qy2z1 + · · ·+ aqqyqz1.

Ordenamos a base {yizj} de L sobre K, de modo que a matriz do endomorfismo seja da seguinte

forma

M1 =




M 0 · · · 0 0

0 M · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 M




,

isto é, M repete r-vezes na diagonal como blocos na matriz M1. A matriz xIn −M1, consiste

de r-blocos diagonais, cada um tem a forma xIq −M , e consequentemente, det(xIn −M1) =

det(xIq−M)r. Assim, m(x) = det(xIn−M1) e det(xIq−M) é o polinômio minimal de α sobre

K, de acordo com a primeira parte da demonstração.

Observação 1.4.1 Segue, pela Proposição (1.4.2), que se r = [L : K[α]] então:

• TrL|K(α) = rTrK[α]|K(α);

• NL|K(α) = (NK[α]|K(α))r;

• mL|K(α) = (mK[α]|K(α))r, onde r = [L : K[α]].

1.5 Anel de Inteiros

Nesta seção, apresentamos os conceitos de elementos inteiros sobre um anel, anéis de inteiros

e algumas de suas principais propriedades. Primeiro, apresentamos estes conceitos para anéis

e depois particularizamos para corpos. Sejam A um anel, K seu corpo de frações e L uma

extensão de K de grau n. Veremos que o OL, anel de inteiros de L sobre A, é um A-submódulo

de um A-módulo livre de posto n e se o anel A é principal, então OL é um A-módulo livre de

posto n.
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Definição 1.5.1 Sejam A ⊂ B anéis. Dizemos que um elemento α ∈ B é inteiro sobre A,

se α é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em A, ou seja, existem a0, . . . , an−1 ∈ A,

não todos nulos, tal que

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0.

Essa equação é chamada de equação de dependência integral de α.

Teorema 1.5.1 Sejam A ⊆ B anéis e α ∈ B. São equivalentes as seguintes afirmações:

(1)- α é inteiro sobre A;

(2)- O anel A[α] é um A-módulo finitamente gerado;

(3)- Existe um subanel R do anel B tal que R é um A-módulo finitamente gerado que contém

A e α.

Demonstração: (1) ⇒ (2) Temos que A[α] = {∑i aiα
i; ai ∈ A}. Por hipótese, temos que α é

inteiro sobre A, assim existem a0, . . . , an−1 ∈ A, não todos nulos, tal que

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a1α + a0 = 0.

Seja M = 〈1, α, . . . , αn−1〉 um A-módulo finitamente gerado. Vamos mostrar que A[α] = M .

Temos que αn = −(an−1α
n−1 + · · · + a1α + a0), ou seja, αn ∈ 〈1, α, . . . , αn−1〉. Vamos provar

por indução que αj ∈ M , para j ∈ N. Temos que αj ∈ M , ∀j ≤ n. Suponhamos por hipótese

de indução que αj ∈ 〈1, α, . . . , αn−1〉 e mostremos que αj+1 ∈ 〈1, α, . . . , αn−1〉. Por hipótese de

indução existem b0, . . . , bn−1 ∈ A tal que αj = bn−1α
n−1 + · · ·+ b1α + b0. Assim,

αj+1 = αjα

= (bn−1α
n−1 + · · ·+ b1α + b0)α

= bn−1α
n + · · ·+ b1α

2 + b0α

= bn−1(−an−1α
n−1 − · · · − a1α− a0) + · · ·+ b1α

2 + b0α

= −a0bn−1 + (−bn−1a1 + b0)α + · · ·+ (bn−2 − bn−1an−1)α
n−1,

ou seja, αj ∈ M , para j ∈ N. Por outro lado, 〈1, α, . . . , αn−1〉 ⊂ A[α]. Assim, 〈1, α, . . . , αn−1〉 =

A[α]. Portanto, A[α] é um A-módulo gerado por 1, α, . . . , αn−1.

(2)⇒ (3) Como α ∈ A[α] e A ⊂ A[α], é suficiente tomar R = A[α].

(3) ⇒ (1) Seja R = 〈y1, . . . , yn〉 um A-módulo finitamente gerado tal que A ⊂ R ⊂ B e α ∈ R,

ou seja, R = Ay1 + · · · + Ayn. Como α ∈ R segue que αyi ∈ R, para i = 1, . . . , n. Assim,
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existem aij ∈ A, com 1 ≤ i, j ≤ n, de modo que





αy1 = a11y1 + · · ·+ a1nyn

αy2 = a21y1 + · · ·+ a2nyn

...

αyn = an1y1 + · · ·+ annyn.

Logo, 



(α− a11)y1 − a12y2 − · · · − a1nyn = 0

−a12y1 + (α− a22)y2 − · · · − a2nyn = 0
...

−an1y1 − an2y2 − · · ·+ (α− ann)yn = 0.

Na forma matricial, temos




(α− a11) −a12 · · · −a1n

−a21 (α− a22) · · · −a2n

...
...

. . .
...

−an1 · · · · · · (α− ann)







y1

y2

...

yn




=




0

0
...

0




. (1.2)

Seja D o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear (1.2) . Pela regra de

Cramer, temos que Dyj = 0, para j = 1, . . . , n. Como 1 ∈ R, segue que 1 =
n∑

j=1

ejyj, com

ej ∈ A, e assim, D = D1 = D

n∑
j=1

ejyj =
n∑

j=1

ejDyj = 0. Observemos que D é uma equação de

dependência integral de α uma vez que D = αn + bn−1α
n−1 + · · · + b0 = 0, onde cada bi ∈ A.

Portanto, α é inteiro sobre A.

Corolário 1.5.1 Sejam A ⊆ B anéis e α1, . . . , αn ∈ B. Se α1 é inteiro sobre A, α2 é inteiro

sobre A[α1], . . ., e αn é inteiro sobre A[α1, . . . , αn−1], então A[α1, . . . , αn] é um A-módulo

finitamente gerado.

Demonstração: Vamos provar por indução sobre n. Se α1 é inteiro sobre A, então pelo

Teorema (1.5.1), temos que A[α1] é um A-módulo finitamente gerado. Agora, suponhamos que

R = A[α1, . . . , αn−1] seja um A-módulo finitamente gerado por {v1, v2, . . . , vt} e que αn seja

inteiro sobre R = A[α1, . . . , αn−1]. Como R é um anel e R ⊂ B, pelo Teorema (1.5.1), temos
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que R[αn] é um R-módulo finitamente gerado. Assim existe {w1, . . . , ws} ⊂ R[αn] tal que

A[α1, . . . , αn] = R[αn] =
s∑

i=1

Rwi.

Como R =
t∑

j=1

Avj, segue que

A[α1, · · · , αn] = R[αn] =
s∑

i=1

(
t∑

j=1

Avj

)
wi =

∑
j,i

Avjwi.

Logo, {vjwi para i = 1, . . . , s e j = 1, . . . , t} gera R[αn] como um A-módulo. Portanto,

A[α1, . . . , αn] é um A-módulo finitamente gerado.

Corolário 1.5.2 Sejam A ⊆ B anéis. Se α, β ∈ B são inteiros sobre A, então α± β e αβ são

inteiros sobre A.

Demonstração: Temos que α ± β, αβ ∈ A[α, β]. Pelo Corolário (1.5.1), como α é inteiro

sobre A, segue que A[α] é um A-módulo finitamente gerado e como β é inteiro sobre A[α],

segue que A[α, β] é um A-módulo finitamente gerado. Seja o anel R = A[α, β]. Temos que R

é um A-módulo finitamente gerado, que A ⊂ R e que α± β, αβ ∈ R. Assim, pelo item (iii) do

Teorema (1.5.1), temos que α± β, αβ são inteiros sobre A.

Corolário 1.5.3 Se A ⊂ B são anéis e OB = {α ∈ B; α é inteiro sobre A}, então OB é um

subanel de B e que A ⊂ OB ⊂ B.

Demonstração: Pelo Corolário (1.5.2), temos que OB é um anel. Agora, se α ∈ A, então

α é raiz do polinômio p(x) = x − α, que tem coeficientes em A. Assim, α ∈ OB. Portanto,

A ⊆ OB ⊆ B.

Definição 1.5.2 Sejam A ⊆ B anéis. O anel OB = {α ∈ B : α é inteiro sobre A} é chamado

de anel dos inteiros de B sobre A.

Definição 1.5.3 Sejam A = Z e B um anel tal que A ⊂ B. Chamamos de inteiro algébrico

um elemento de B que é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em Z.

Teorema 1.5.2 Seja B um anel tal que Z ⊂ B. Se α é uma raiz de um polinômio mônico,

onde os coeficientes são inteiros algébricos, então α é um inteiro algébrico.
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Demonstração: Seja α raiz de f(x) = xn+an−1x
n−1+· · ·+a1x+a0, onde ai é inteiro algébrico

para i = 0, 1, · · · , n−1. Temos que α é inteiro sobre Z[a0, · · · , an−1]. Mas, pelo Corolário (1.5.1)

temos que Z[a0, · · · , an−1] é um Z-módulo finitamente gerado. Desta forma, novamente pelo

Corolário (1.5.1) temos que Z[a0, · · · , an−1, α] é um Z-módulo finitamente gerado. Pelo Teorema

(1.5.1), segue que α é inteiro algébrico.

Definição 1.5.4 Sejam A ⊆ B anéis. Dizemos que B é inteiro sobre A se todo elemento de

B é inteiro sobre A.

Proposição 1.5.1 Sejam A ⊆ B ⊆ R anéis. Temos que, R é inteiro sobre A se, e somente

se, R é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A.

Demonstração: Suponhamos queR é inteiro sobre A. Se α ∈ R, então existem a0, . . . , an−1 ∈
A, não todos nulos, tal que

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a0 = 0.

Como A ⊂ B, segue que ai ∈ B, para i = 0, 1, . . . , n− 1, ou seja, α é inteiro sobre B. Portanto,

R é inteiro sobre B. Agora, seja α ∈ B. Como B ⊂ R, segue que α ∈ R e então por hipótese

α é inteiro sobre A. Portanto, B é inteiro sobre A. Reciprocamente, seja α ∈ R. Como R é

inteiro sobre B, segue que existem b0, . . . , bn−1 ∈ B, não todos nulos, tal que

αn + bn−1α
n−1 + · · ·+ b0 = 0.

Seja C = A[b0, . . . , bn−1]. Logo, α é inteiro sobre C. Como B é inteiro sobre A, segue que

os b
′
is são inteiros sobre A. Pelo Corolário (1.5.1), segue que C[α] = A[b0, . . . , bn−1, α] é um

A-módulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.5.1), temos que α é inteiro sobre A. Portanto,

R é inteiro sobre A.

Proposição 1.5.2 Sejam A ⊆ B anéis com B um domı́nio e inteiro sobre A. Temos que A é

um corpo se, e somente se, B é um corpo.

Demonstração: Suponha que A seja um corpo. Seja α ∈ B, α 6= 0. Como B é inteiro sobre

A, segue que α é inteiro sobre A e, portanto, pelo Teorema (1.5.1), segue que A[α] é um espaço

vetorial finitamente gerado sobre A, pois A é um corpo. Seja

ϕ : A[α] −→ A[α]

b 7−→ bα.
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Temos que ϕ é A-linear e Ker(ϕ) = {b ∈ A[α] : ϕ(b) = 0} = {0}, pois ϕ(b) = 0 se, e somente

se, bα = 0 e como B é um domı́nio e α 6= 0 segue que b=0. Deste modo, ϕ é injetora e como

estamos considerando espaços de mesma dimensão finita, segue que ϕ é sobrejetora. Portanto

ϕ é bijetora. Assim, como 1 ∈ A[α], segue que existe b′ ∈ A[α] tal que b′α = 1, ou seja, α é

inverśıvel em B. Portanto, B é um corpo. Por outro lado, seja α ∈ A, α 6= 0. Como A ⊂ B
segue que α ∈ B e como B é um corpo segue que α−1 ∈ B. Como B é inteiro sobre A e α−1 ∈ B
segue que α−1 é inteiro sobre A. Assim, existem ai ∈ A não todos nulos tal que

(α−1)n + an−1(α
−1)n−1 + · · ·+ a1(α

−1) + a0 = 0.

Multiplicando por αn−1, obtemos

α−1 + an−1 + · · ·+ a1α
n−2 + a0α

n−1 = 0

e, assim,

α−1 = −(an−1 + · · ·+ a1α
n−2 + a0α

n−1) ∈ A.

Portanto, A é um corpo.

Definição 1.5.5 Sejam A um domı́nio e B = K =
{a

s
; a, s ∈ A, s 6= 0

}
, o corpo das frações

de A. Dizemos que A é integralmente fechado se OK = A, onde OK é o anel dos inteiros

de K sobre A.

Proposição 1.5.3 Se A é um domı́nio principal, então A é um anel integralmente fechado.

Demonstração: Seja K o corpo de frações de A. Como A ⊂ OK, resta mostrar que OK ⊂ A.

Seja α ∈ OK. Temos que α =
a

b
, com a, b ∈ A e mdc(a, b) = 1. Assim, existem ai ∈ A,

i = 0, 1, . . . , n− 1, não todos nulos, tal que

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a0 = 0.

Substituindo α por
a

b
, temos que

(a

b

)n

+ an−1

(a

b

)n−1

+ · · ·+ a0 = 0.

Multiplicando por bn, obtemos

an = b(−an−1a
n−1 − · · · − a0b

n−1).

33



Logo b divide an, o que implica que b|a. Como mdc(a, b) = 1 e b|a, segue que b é inverśıvel em

A. Logo, α = ab−1 ∈ A. Assim, OK = A, o que implica que A é integralmente fechado.

Exemplo 1.5.1 O anel Z dos números inteiros é integralmente fechado, pois é principal. Todo

domı́nio fatorial é integralmente fechado.

Proposição 1.5.4 Sejam A um domı́nio, K seu corpo de frações e L uma extensão finita de

K de grau n. Sejam {α1, . . . , αn} uma base de L sobre K, onde det(TrL|K(αiαj)) 6= 0 e α ∈ L.

Se TrL|K(αβ) = 0 para todo β ∈ L, então α = 0.

Demonstração: Como {α1, · · · , αn} é uma base de L sobre K, segue que α = a1α1 + a2α2 +

· · · + anαn, onde ai ∈ K, para i = 1, . . . , n. Por hipótese, TrL|K(ααj) = 0, para j = 1, . . . , n.

Assim, para j = 1, . . . , n, temos que

0 = TrL|K(ααj) = a1TrL|K(α1αj) + a2TrL|K(α2αj) + · · ·+ anTrL|K(αnαj).

Na forma matricial, temos que




Tr(α1α1) Tr(α2α1) · · · Tr(αnα1)

Tr(α1α2) Tr(α2α2) · · · Tr(αnα2)
...

...
. . .

...

Tr(α1αn) Tr(α2αn) · · · Tr(αnαn)







a1

a2

...

an




=




0

0
...

0




.

Como det(TrL|K(αiαj)) 6= 0 segue que a1 = a2 = · · · = an = 0. Portanto, α = 0.

Corolário 1.5.4 Com as mesmas hipóteses da Proposição (1.5.4), temos que a aplicação

ρ : L −→ HomK(L,K)

α 7−→ Sα, onde Sα(β) = TrL|K(αβ),

é um isomorfismo.

Demonstração: Temos que ρ é homomorfismo de espaços vetoriais, uma vez que se α1, α2 ∈
L, então

ρ(α1 + α2)(β) = Sα1+α2(β) = TrL|K((α1 + α2)β)

= TrL|K(α1β) + TrL|K(α2β) = Sα1(β) + Sα2(β)
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= ρ(α1)(β) + ρ(α2)(β) e

ρ(aα)(β) = Saα(β) = TrL|K(aαβ) = aTrL|K(αβ)

= aSα(β) = aρ(α)(β),

para todo β ∈ L, α ∈ K. Agora, seja α ∈ L tal que ρ(α) = 0. Temos que, ρ(α)(β)= Sα(β) =

Tr(αβ) = 0, ∀β ∈ L. Pela Proposição (1.5.4), temos que α = 0, provando assim que ρ é

injetora. Finalmente, ρ é sobrejetora, pois dimKL = dimK(HomK(L,K)). Portanto, ρ é um

isomorfismo.

Proposição 1.5.5 Se A é um domı́nio, K seu corpo de frações, K ⊆ L uma extensão finita e

α ∈ L um elemento inteiro sobre A, então os coeficientes do polinômio caracteŕıstico de α são

inteiros sobre A. Em particular, TrL|K(α) e NL|K(α) são inteiros sobre A.

Demonstração: Pela Proposição (1.4.2), temos que m(x) = (x − α1)(x − α2) · · · (x − αn).

Como os coeficientes de m(x) são somas e produtos dos αi, é suficiente mostrar que os αi

são inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois, existe um K-homomorfismo σi : K[α] −→ K[αi],

definido por σi(α) = αi, para i = 1, · · · , n. Como α é inteiro sobre A, segue que

αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a0 = 0,

com ai ∈ A, não todos nulos, para i = 1, · · · , n. Aplicando σi, obtemos

σi(α)n + an−1σi(α)n−1 + · · ·+ a0 = 0,

ou seja, αi é inteiro sobre A, para i = 1, · · · , n.

Corolário 1.5.5 Se A é um anel integralmente fechado e α ∈ L é inteiro sobre A, então os

coeficientes do polinômio caracteŕıstico de α, TrL|K(α) e NL|K(α) são elementos de A.

Demonstração: Seja m(x) o polinômio caracteŕıstico de α. Os coeficientes de m(x) são

elementos deK e são inteiros sobreA. ComoA é integralmente fechado, segue que os coeficientes

estão em A. Portanto, TrL|K(α) e NL|K(α) são elementos de A.

Teorema 1.5.3 Se A é um anel integralmente fechado, K seu corpo de frações, K ⊆ L uma

extensão finita de grau n e OL o anel dos inteiros de L sobre A, então OL é um A-submódulo

de um A-módulo livre de posto n.
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Demonstração: Seja {α1, . . . , αn} uma base de L sobre K. Como toda extensão finita é

algébrica, segue que todos os α
′
is são algébricos sobre K, ou seja, existem aij ∈ A, para

i = 1, . . . , n; j = 0, 1, · · · , n, não todos nulos, tal que

ainα
n
i + ai(n−1)α

n−1
i + · · ·+ ai0 = 0.

Fixado i, supondo que ain 6= 0 e multiplicando esta equação por an−1
in , temos que ainαi é inteiro

sobre A, uma vez que

an−1
in (ainα

n
i + · · ·+ ai0) = (ainαi)

n + ai(n−1)(ainαi)
n−1 + · · ·+ an−1

in ai0 = 0.

Seja ainαi = zi ∈ OL, para i = 1, . . . , n. Vamos mostrar que {z1, . . . , zn} é uma base de L sobre

K. Suponhamos que b1z1 + b2z2 + · · ·+ bnzn = 0, onde bi ∈ A, para i = 1, . . . , n. Assim,

b1a1nα1 + b2a2nα2 + · · ·+ bnannαn = 0.

Como {α1, . . . , αn} é uma base de L sobre K, segue que biain = 0 e, assim, bi = 0, para

i = 1, . . . , n. Portanto, {z1, . . . , zn} é linearmente independente e como possui n elementos

segue que é uma base de L sobre K. Pelo Corolário (1.5.4), existe uma base dual {y1, · · · , yn}
tal que

ρ(zi)(yj) = Szi
(yj) = TrL|K(ziyj) = δij, para i, j = 1, . . . , n.

Agora, se α ∈ OL, então αzi ∈ OL, para i = 1, . . . , n. Pelo Corolário (1.5.5), temos que

TrL|K(αzi) ∈ A, para i = 1, · · · , n. Como {y1, · · · , yn} é uma base de L sobre K, segue que

α = c1y1 + · · · + cnyn, com ci ∈ K, para i = 1, . . . , n. Assim, TrL|K(αzi) = ci ∈ A, para

i = 1, . . . , n. Desta forma, temos que α ∈
n∑

i=1

Ayi. Portanto, OL é um A−submódulo do

A-módulo livre
n∑

i=1

Ayi de posto n.

Corolário 1.5.6 Com as mesmas hipóteses do Teorema (1.5.3), se A é um domı́nio principal,

então OL é um A-módulo livre de posto n.

Demonstração: Pelo Teorema (1.2.1), temos que todo A-submódulo de um A-módulo livre

é livre de posto menor ou igual a n. Pela demonstração do Teorema (1.5.3), temos que OL

contém uma base de n elementos de L sobre K. Logo, OL tem posto n.
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Corolário 1.5.7 Com as mesmas hipóteses do Teorema (1.5.3), se A é um domı́nio principal

e se I ⊆ OL é um ideal não nulo, então I é um A-módulo livre de posto n.

Demonstração: Sejam {e1, . . . , en} uma base de OL sobre A e α ∈ I, α 6= 0. Assim,

αe1, . . . , αen ∈ I e são linearmente independentes sobre A, uma vez que se α1αe1+· · ·+αnαen =

0, com αi ∈ A, para i = 1, . . . , n, então αiα = 0 para i = 1, . . . , n. Como A é um domı́nio,

segue que αi = 0, para i = 1, . . . , n. Logo, I é um A-módulo livre de posto n.

Proposição 1.5.6 Se A é um anel noetheriano e integralmente fechado, K o corpo de frações

de A, K ⊆ L uma extensão finita de grau n e OL o anel de inteiros de L sobre A, então OL é

um A-módulo finitamente gerado e OL é um anel noetheriano.

Demonstração: Pelo Teorema (1.5.3), temos que OL é um submódulo do A-módulo livre
n∑

i=1

Ayi, de posto n. Desta forma, como A é noetheriano segue, pelo Corolário (1.2.2), que

n∑
i=1

Ayi é um A-módulo noetheriano. Como OL é um A-submódulo de
n∑

i=1

Ayi, segue que OL

é finitamente gerado.

Proposição 1.5.7 Se A é um domı́nio, K seu corpo de frações, L uma extensão finita de K

de grau n e OL o anel de inteiros de L sobre A, então OL é integralmente fechado.

Demonstração: Seja M o corpo das frações de OL. Temos que K ⊂ M ⊂ L. Seja x ∈ M tal

que x é inteiro sobre OL. Como OL é inteiro sobre A segue, da demonstração da Proposição

(1.5.1), que x é inteiro sobre A. Assim, se OM é o conjunto dos elementos de M que são inteiros

sobre OL, então OM ⊂ OL. Como OL ⊂ OM, temos que OL = OM, o que implica que OL é

integralmente fechado.

1.6 Discriminante

Nesta seção, apresentamos o conceito de discriminante e alguns resultados que auxiliam no seu

cálculo.

Definição 1.6.1 Sejam A ⊂ B anéis tal que B é um A-módulo livre de posto finito n e

(α1, . . . , αn) ∈ Bn. Definimos o discriminante de (α1, · · · , αn) por

DB|A(α1, . . . , αn) = det(TrB|A(αiαj)).
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Proposição 1.6.1 Sejam A ⊂ B anéis e (α1, . . . , αn) ∈ Bn. Se (β1, . . . , βn) ∈ Bn é tal que

βi =
n∑

j=1

aijαj, com aij ∈ A, então

DB|A(β1, . . . , βn) = (det(aij))
2DB|A(α1, . . . , αn).

Demonstração: Sejam βp =
n∑

i=1

apiαi e βq =
n∑

j=1

aqjαj, com api, aqj ∈ A. Temos que

βpβq =
n∑

i=1

apiαi

n∑
j=1

aqjαj =
n∑

i,j=1

apiaqjαiαj e

Tr(βpβq) = Tr(
n∑
i,j

apiaqjαiαj) =
n∑
i,j

apiaqjTr(αiαj).

Na forma matricial, temos que

(Tr(βpβq))
n
p,q=1 = (api)

n
p,i=1(Tr(αiαj))

n
i,j=1((aqj)

n
q,j=1)

t.

Pela Definição (1.6.1), temos que DB|A(β1, . . . , βn) = det(TrB|A(βpβq)). Logo,

DB|A(β1, . . . , βn) = det((api)(TrB|A(αiαj))(aqj)
t) = det(api)det(TrB|A(αiαj))det(aqj)

t

= det(aij)
2DB|A(α1, . . . , αn),

o que demonstra a proposição.

Observação 1.6.1 Sejam A ⊂ B anéis tal que B é um A-módulo livre de posto n, {α1, · · · , αn}
e {β1, · · · , βn} duas bases de B sobre A. A matriz (aij) que expressa uma base em termos da

outra, admite matriz inversa com entradas em A. Portanto, ambos det(aij) e det(aij)
−1 são

inverśıveis em A.

Definição 1.6.2 Sejam A ⊂ B anéis tal que B é um A-módulo livre de posto finito n. O

discriminante de B sobre A é um ideal principal em A, definido por,

DB|A = 〈DB|A(α1, . . . , αn)〉,

onde {α1, . . . , αn} é uma base de B sobre A.

Observação 1.6.2 Note que o ideal definido acima independe da base considerada, pois, pela
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Observação (1.6.1), temos que o discriminante de quaisquer duas bases são associados, logo

eles geram o mesmo ideal.

Definição 1.6.3 Sejam A um anel principal, K seu corpo de frações, L uma extensão finita

de K de grau n e OL o anel de inteiros de L sobre A. Definimos o discriminante absoluto

de L sobre K como

Disc(L|K) = DL|K(α1, . . . , αn),

onde {α1, . . . , αn} é uma A-base de OL.

Lema 1.6.1 (Lema de Dedekind) Se G é um grupo, K um corpo e σ1, . . . , σn os homomor-

fismos distintos de G no grupo multiplicativo K∗, então {σ1, . . . , σn} é linearmente independente

sobre K.

Demonstração: Suponhamos que os σ
′
is são linearmente dependentes. Seja

m∑
i=1

aiσi = 0, com

ai ∈ K, uma combinação linear com m mı́nimo e ai 6= 0, para todo i = 1, 2, . . . , m. Logo, para

qualquer x ∈ G, temos que

a1σ1(x) + a2σ2(x) + · · ·+ amσm(x) = 0.

Como os homomorfismos são distintos, segue que existe c ∈ G tal que σ1(c) 6= σm(c). Agora,

como cx ∈ G, segue que

a1σ1(cx) + a2σ2(cx) + · · ·+ amσm(cx) = 0

e, assim,

a1σ1(c)σ1(x) + a2σ2(c)σ2(x) + · · ·+ amσm(c)σm(x) = 0.

Multiplicando a primeira igualdade por por σ1(c), obtemos

a1σ1(c)σ1(x) + a2σ1(c)σ2(x) + · · ·+ amσ1(c)σm(x) = 0.

Subtraindo as igualdades, obtemos

a2σ2(x)(σ2(c)− σ1(c)) + · · ·+ amσm(x)(σm(c)− σ1(c)) = 0.

Como isto vale para todo x ∈ G e m é mı́nimo, segue que am(σm(c)−σ1(c)) = 0. Como am 6= 0,

segue que σm(c) = σ1(c), o que é um absurdo.
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Proposição 1.6.2 Sejam K um corpo, L uma extensão finita de K de grau n e {σ1, . . . , σn}
os n K-homomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado F contendo K. Se

{α1, . . . , αn} é uma base de L sobre K, então

DL|K(α1, . . . , αn) = det(σi(αj))
2 6= 0.

Demonstração: Temos que DL|K(α1, . . . , αn) = det(TrL|K(αiαj)). Como o traço de αiαj é a

soma dos seus conjugados, segue que DL|K(α1, . . . , αn) = det(TrL|K(αiαj)) = det

(
n∑

k=1

σk(αiαj)

)
=

det(σk(αi))det(σk(αj)) = (det(σi(αj))
2, uma vez que




σ1(α1) σ2(α1) · · · σn(α1)

σ1(α2) σ2(α2) · · · σn(α2)
...

...
. . .

...

σ1(αn) σ2(α1) · · · σn(αn)







σ1(α1) σ1(α2) · · · σ1(αn)

σ2(α1) σ2(α2) · · · σ2(αn)
...

...
. . .

...

σn(α1) σn(α2) · · · σn(αn)




=

(
n∑

k=1

σk(αiαj)

)n

i,j=1

.

Se det(σk(αj)) = 0, então as colunas da matriz (σk(αj)) são linearmente dependentes. Desta

forma, existem a1, . . . , an ∈ F, não todos nulos, tal que
n∑

i=1

aiσi(αj) = 0 para todo j. Se α ∈ L,

então α =
n∑

i=1

biαi, com bi ∈ K, e por linearidade conclúımos que
n∑

i=1

aiσi(α) = 0. Mas isto

contradiz o Lema de Dedekind e, portanto, det(σk(αj)) 6= 0.

Proposição 1.6.3 Se K é um corpo, L = K[α] uma extensão finita de K de grau n e f(x) o

polinômio minimal de α sobre K, então,

DL|K(1, α, . . . , αn−1) = (−1)
1
2
n(n−1)NL|K(f ′(α)),

onde f ′(α) é a derivada de f(x) aplicada a α.

Demonstração: Sejam α1, . . . , αn as ráızes de f(x) em alguma extensão de K. Pela Proposição

(1.6.2), temos que DL|K(1, α, . . . , αn−1) = (det(σi(α
j)))

2
= det(αj

i )
2, com i = 1, . . . , n e j =

0, . . . , n− 1. Como det(αj
i ) é um determinante de Vandermonde, segue que

det(αj
i )

2 =

[ ∏

1≤k<i≤n

(αi − αk)

]2

=
∏

1≤k<i≤n

[(αi − αk)(αi − αk)]

= (−1)
1
2
n(n−1)

∏

1≤k,i≤n, i6=k

(αi − αk) = (−1)
1
2
n(n−1)

n∏
i=1

[
n∏

k=1, k 6=i

(αi − αk)

]

= (−1)
1
2
n(n−1)

n∏
i=1

f ′(αi) = (−1)
1
2
n(n−1)N(f ′(α)),
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o que prova a proposição.

Lema 1.6.2 Sejam A um domı́nio e B1, . . . ,Bg anéis contendo A, tais que cada Bi, para

i = 1, · · · , g, sejam A-módulos livres finitamente gerados. Se B =

g∏
i=1

Bi, então,

DB|A =

g∏
i=1

DBi|A.

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre g. Para o caso g = 2, considere {x1, . . . , xn}
uma base de B1 sobre A e {y1, . . . , ym} uma base de B2 sobre A. Com a identificação natural

de B1 em B1 × {0} e B2 em {0} × B2, podemos considerar {(x1, 0), . . . , (xn, 0), (0, y1), . . . ,

(0, ym)} uma base de B = B1 ×B2. Com xi = (xi, 0) e yi = (0, yi), segue que xiyi = 0 e, assim,

TrB|A(xiyi) = 0. Como TrB|A(xixj) = TrB1|A(xixj) e TrB|A(yiyj) = TrB2|A(yiyj), segue que

DB|A é o ideal gerado por

DB|A(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = det


 TrB1|A(xixj) 0

0 TrB2|A(ykyn)




= det(TrB1|A(xixj)) det(TrB2|A(ykyn))

= DB1|A(x1, . . . , xn)DB2|A(y1, . . . , ym)

= DB1|A(x1, . . . , xn)DB2|A(y1, . . . , ym).

Portanto, DB|A = DB1|ADB2|A =
2∏

i=1

DBi|A. Agora, suponhamos verdadeiro para g − 1, ou seja,

se C =

g−1∏
i=1

Bi, então DC|A =

g−1∏
i=1

DBi|A. Seja, B = C × Bg. Identificando C com C × {0}, Bg

com {0} × Bg e usando o caso g = 2 temos, por hipótese de indução, que DB|A = DC|ADBg |A=(
g−1∏
i=1

DBi|A

)
DBg |A =

g∏
i=1

DBi|A.

Observação 1.6.3 Com as mesmas hipóteses do Lema (1.6.2), prova-se analogamente que se

α ∈ B então mB|A(α) =

g∏
i=1

mBi|A(α), NB|A(α) =

g∏
i=1

NBi|A(α) e TrB|A(α) =

g∏
i=1

TrBi|A(α).

1.7 Ideais Fracionários

Nesta seção, apresentamos o conceito de ideais fracionários, juntamente com suas principais

propriedades.
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Definição 1.7.1 Sejam A um domı́nio, K =
{a

s
; a, s ∈ A, s 6= 0

}
seu corpo de frações e

I ⊂ K um conjunto. Dizemos que I é um ideal fracionário de A, ou de K em relação a A,

se I é um A-módulo e existe d ∈ A− {0} tal que dI ⊆ A.

Observação 1.7.1 Todo ideal de A é também um ideal fracionário, basta tomar d = 1. Se

necessário, passaremos a chamar tais ideais de ideais inteiros.

Definição 1.7.2 Sejam M , N ideais fracionários de A. Definimos o produto de MN como o

ideal fracionário

MN =

{
n∑

i=1

xiyi, n ≥ 1, xi ∈ M, yi ∈ N

}
.

Definição 1.7.3 Dizemos que um ideal fracionário M de A é inverśıvel se existe um ideal

fracionário N de A tal que MN = A.

Definição 1.7.4 Sejam A um domı́nio, K seu corpo de frações e I, J ideais fracionários de

A. Dizemos que I divide J se existe um ideal inteiro M de A tal que J = IM .

Lema 1.7.1 Sejam A um domı́nio, K seu corpo de frações e I, J ideais fracionários inverśıveis

de A. Temos que I divide J se, e somente se, J ⊆ I.

Demonstração: Se I divide J , então existe um ideal M ⊆ A tal que J = IM ⊆ I. Por outro

lado, se J ⊆ I, então JI−1 ⊆ II−1 = A. Mas, isto implica que JI−1 é um ideal inteiro tal que

(JI−1)I = J . Portanto, I divide J .

Proposição 1.7.1 Se A é um domı́nio noetheriano, K seu corpo de frações, L uma extensão

finita de K e OL o anel de inteiros de L sobre A, então todo ideal fracionário I de OL é um

A-módulo finitamente gerado.

Demonstração: Como I é um ideal fracionário de A, existe d ∈ A − {0} tal que dI ⊆ A.

Assim, I ⊆ d−1A. Agora, a aplicação ϕ : A −→ d−1A tal que ϕ(x) = d−1x, x ∈ A é um

isomorfismo. Assim, A é isomorfo a d−1A. Como A noetheriano, segue que d−1A é um A-

módulo noetheriano. Logo, I é um A-módulo finitamente gerado.

Corolário 1.7.1 Se A é um anel principal, K seu corpo de frações, L uma extensão finita de

K e OL o anel de inteiros de L sobre A, então todo ideal fracionário não nulo I de OL é um

A-módulo livre de posto n.

42



Demonstração: Seja I um ideal fracionário não nulo de OL. Temos que, existe d ∈ OL − {0}
tal que dI ⊂ OL. Seja R = dI. Temos que R é um ideal inteiro de OL. Pelo Corolário

(1.5.7), temos que R é um A-módulo livre de posto n. Seja {w1, · · · , wn} uma A-base de R.

Temos que {d−1w1, · · · , d−1wn} é uma A-base de I. De fato, temos que {d−1w1, · · · , d−1wn}
gera I. Agora, suponha que

n∑
i=1

aid
−1wi = 0, para ai ∈ A, para i = 1, · · · , n. Temos que

n∑
i=1

aid
−1wi = d−1

n∑
i=1

aiwi = 0, o que implica que
n∑

i=1

aiwi = 0 e, como {w1, · · · , wn} uma

A-base, segue que ai = 0, para todo i = 1, · · · , n. Logo, I é um A-módulo livre de posto n.

1.8 Anéis de Dedekind

Nesta seção, apresentamos os anéis de Dedekind juntamente com algumas de suas propriedades.

Destaca-se o fato de que todo ideal fracionário não nulo de um anel de Dedekind pode ser

expresso de forma única como produto de ideais primos do anel.

Definição 1.8.1 Dizemos que um anel A é um anel de Dedekind se satisfaz as seguintes

condições:

• A é integralmente fechado;

• A é noetheriano;

• Todo ideal primo não nulo de A é maximal.

Teorema 1.8.1 Se A é um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, K ⊆ L uma extensão

finita de grau n e OL o anel dos inteiros de L sobre A, então OL é um anel Dedekind.

Demonstração: Pelas Proposições (1.5.7) e (1.5.6), temos que OL é integralmente fechado e

noetheriano, respectivamente. Falta mostrar que todo ideal primo não nulo de OL é maximal.

Seja P ⊂ OL um ideal primo não nulo. Como A ⊂ OL segue, pela Proposição (1.1.3), que P ∩A
é um ideal primo de A. Vamos mostrar que P ∩A é não nulo. Seja α ∈ P tal que α 6= 0. Como

P ⊂ OL segue que α ∈ OL. Assim, existem ai ∈ A, para i = 0, . . . , n − 1, não todos nulos,

tal que αn + an−1α
n−1 + · · · + a0 = 0, e que n seja mı́nimo. Logo, a0 6= 0, pois caso contrário,

obteŕıamos uma equação de grau menor. Assim,

a0 = α(−αn−1 − an−1α
n−2 − · · · − a1) ∈ αOL ∩ A ⊂ P ∩ A.
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Portanto, P ∩ A 6= 0. Como P ∩ A é um ideal primo de A e A é Dedekind segue que P ∩ A é

um ideal maximal de A e, assim,
A

P ∩ A é um corpo. Seja a aplicação ϕ : A i−→ OL
π−→ OL

P
,

onde i é a inclusão e π é a projeção. Temos que

A
P ∩ A ' Im(ϕ) ⊂ OL

P
.

Como OL é inteiro sobre A, segue que
OL

P
é inteiro sobre

A
P ∩ A . Pela Proposição (1.5.2),

temos que
OL

P
é um corpo. Portanto, P é maximal.

Lema 1.8.1 Se A é um anel de Dedekind que não é corpo, K seu corpo de frações e M um

ideal maximal de A, então o conjunto N = {x ∈ K : xM ⊂ A} é um ideal fracionário de A.

Demonstração: Seja M um ideal maximal deA. ComoA não é um corpo, segue que M 6= {0}.
Consideremos N = {x ∈ K : xM ⊂ A}. Temos que N é um ideal fracionário, pois N é um

A-módulo tal que N ⊆ K e se c ∈ M , c 6= 0, temos que cN ⊆ A.

Proposição 1.8.1 Se A é um anel de Dedekind que não é um corpo e K é o seu corpo de

frações, então todo ideal maximal M de A é inverśıvel.

Demonstração: Considere o ideal fracionário

N = {x ∈ K : xM ⊂ A}.

Vamos mostrar que NM = A. Pela definição de N , temos NM ⊂ A. Por outro lado, A ⊂ N ,

pois M é um ideal de A. Assim, M = MA ⊂ MN ⊂ A. Como M é maximal, segue que

M = NM ou NM = A. Suponhamos que M = NM e consideremos α ∈ N . Assim, αM ⊂ M ,

α2M ⊂ αM ⊂ M e αnM ⊂ M , para todo n ∈ N. Agora, se d ∈ M , d 6= 0, então, dαn ∈ A, ∀n.

Portanto, A[α] é um ideal fracionário. Como A é noetheriano, pela Proposição (1.7.1), segue

que A[α] é um A-módulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.5.1), segue que α é inteiro sobre

A. Sendo A integralmente fechado, segue que α ∈ A. Assim, N ⊂ A e como A ⊂ N segue que

N = A. Falta mostrar que essa igualdade é imposśıvel. Seja a ∈ M . Pela Proposição (1.2.4),

temos que 〈a〉 = aA ⊃ P1P2 · · ·Pn, onde os P
′
i s são ideais primos não nulos de A, com n o

menor valor posśıvel. Assim, M ⊃ aA ⊃ P1P2 . . . Pn. Pelo Lema (1.1.4), M contém um dos

P
′
i s, para algum i = 1, . . . , n. Sem perda de generalidade, digamos que seja P1, isto é, M ⊃ P1.

Como A é Dedekind, segue que M = P1, pois P1 é maximal. Agora, se Q = P2 . . . Pn, então

aA ⊃ MQ e aA 6⊃ Q, pela minimalidade de n. Assim, existe b ∈ Q e b 6∈ 〈a〉 tal que Mb ⊂ 〈a〉.
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Logo,
b

a
M ⊆ A e assim, pela definição de N , temos que

b

a
∈ N . Como b 6∈ 〈a〉, segue que

b

a
6∈ A. Assim, N 6= A. Portanto, MN = A.

Teorema 1.8.2 Se A é um anel de Dedekind que não é um corpo, então todo ideal fracionário

I não nulo de A é escrito de modo único como um produto de ideais primos de A, isto é,

I =
n∏

i=1

P ei
i , onde e1, . . . , en são inteiros e P

′
i s são ideais primos não nulos de A.

Demonstração: Se I é um ideal fracionário de A, então existe d ∈ A − {0} tal que dI ⊆ A.

Como I = (dI)(dA)−1, é suficiente mostrar o resultado para ideais inteiros. Seja F a famı́lia dos

ideais inteiros de A, não nulos, que não são um produto de ideais primos de A. Suponhamos

que F 6= Ø. Como A é noetheriano, segue que F tem um elemento maximal M. Temos que

M 6= A, então M ⊆ P , onde P é um ideal maximal de A. Pela Proposição (1.8.1), temos que

Q = {x ∈ K : xP ⊂ A} é tal que PQ = A. Como M ⊆ P segue que MQ ⊆ PQ = A. Além

disso, como A ⊂ Q, segue que M = MA ⊂ MQ ⊂ A. Além disso, M (MQ, pois se M = MQ

e se α ∈ Q, então αM ⊂ M , α2M ⊂ αM ⊂ M e αnM ⊂ M , para todo n ∈ N. Assim, se

d ∈ M − {0}, então dαn ∈ M ⊆ A, ∀n. Portanto, A[α] é um ideal fracionário de A. Como

A é noetheriano, pela Proposição (1.7.1), segue que A[α] é um A-módulo finitamente gerado.

Pelo Teorema (1.5.1), segue que α é inteiro sobre A e, sendo A integralmente fechado, segue

que α ∈ A. Portanto, Q ⊂ A e assim Q = A. Mas isso é imposśıvel, pois se Q = A, então

P = PA = PQ = A, o que é um absurdo, pois P é um ideal primo. Pela maximilidade de M e

como M ( MQ, temos que MQ 6∈ F , ou seja, MQ = P1 · · ·Pn, onde P
′
i s, para i = 1, . . . , n,

são ideais primos de A. Multiplicando por P ambos os lados, temos que M = P1 . . . PnP , o que

é um absurdo, pois M ∈ F . Portanto, F = Ø. Logo, todo ideal de A é escrito como produto

de ideais primos de A.

Observação 1.8.1 Notemos que se M for um ideal inteiro de A, então os e
′
is, i = 1, · · · , n

são inteiros positivos. Já se M for fracionário podem haver expoentes negativos. O expoente

negativo indica o inverso do ideal primo e este inverso sempre existe, visto que num anel de

Dedekind todo ideal primo não nulo é maximal e, pela Proposição (1.8.1), todo ideal maximal

é inverśıvel.

Corolário 1.8.1 Se A é um anel de Dedekind que não é um corpo, então todo ideal fracionário

de A é inverśıvel.

Demonstração: Pela Proposição (1.8.1), temos que todo ideal maximal M de A é inverśıvel.

Seja I um ideal fracionário de A. Pelo Teorema (1.8.2), temos que I =
n∏

i=1

P ei
i , onde P

′
i s são
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ideais primos de A e e
′
is são inteiros. Como A é um anel de Dedekind, temos que todo ideal

primo de A é maximal, logo todo ideal primo de A é inverśıvel. Agora, se Qi é o inverso de Pi,

para todo i = 1, · · · , n, então J =
n∏

i=1

Qei
i é um ideal fracionário de A tal que IJ = A.

Corolário 1.8.2 Se A = Z, K = Q e L é uma extensão finita de Q, então todo ideal fracionário

de OL é escrito de forma única como um produto de ideais primos não nulos de OL.

Demonstração: Vimos que OL é um anel de Dedekind e não é um corpo. Logo, o resultado

segue do Teorema (1.8.2).

1.9 Norma de um Ideal

Nesta seção, apresentamos os conceitos de norma de um ideal inteiro e de um ideal fracionário,

juntamente com suas principais propriedades. Para isto, sejam K um corpo de números de grau

n e OK o anel de inteiros de K sobre Z.

Definição 1.9.1 Seja I um ideal inteiro não nulo de OK. A norma de I é definida como a

cardinalidade do anel quociente OK/I, isto é,

N(I) = #

(OK

I

)
.

Proposição 1.9.1 Se α ∈ OK; α 6= 0 e I = αOK é um ideal de OK, então N(I) = #

( OK

OKα

)
=

|NK|Q(α)|.

Demonstração: Como α ∈ OK e α 6= 0, segue, pelo Corolário (1.5.5), que NK|Q(α) ∈ Z. Pelo

Corolário (1.5.6), temos que OK é um Z-módulo livre de posto n. Como ϕ : OK −→ OKα,

definida por ϕ(a) = aα, onde α ∈ OK, é um isomorfismo, segue que OKα é um Z-módulo livre

de posto n. Como Z é um anel principal e OK é um Z-módulo livre segue, pelo Teorema (1.2.1),

que existe uma Z-base {e1, . . . , en} de OK e inteiros c1, . . . , cn tal que {c1e1, . . . , cnen} é Z-base

de OKα. A aplicação ψ : OK −→ Z
c1Z

× · · · × Z
cnZ

, definida por ψ(
∑n

i=1 aiei) = (ā1, ā2, . . . , ān),

é um homomorfismo sobrejetor e Ker(ψ) = OKα, pois a ∈ Ker(ψ) se, e somente se, ψ(a) = 0̄

se, e somente se, āi = 0̄, para i = 1, . . . , n, se, e somente se, ai ∈ ciZ, se, e somente se, ci divide

ai se, e somente se, a =
n∑

i=1

aiei =
n∑

i=1

biciei ∈ OKα. Assim,

OK

OKα
' Z

c1Z
× · · · × Z

cnZ
.
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Logo #

( OK

OKα

)
= c1c2 . . . cn. Seja a aplicação Z-linear µ : OK −→ OKα, definida por µ(ei) =

ciei, para i = 1, . . . , n. Logo, µ(e1) = c1e1 + 0e2 + · · · + 0en, · · · , µ(en) = 0e1 + · · · + cnen e

det(µ) = c1c2 . . . cn. Por outro lado, temos que B = {c1e1, . . . , cnen} e C = {αe1, . . . , αen} são

Z-bases de OKα. Portanto existe um automorfismo ϕ : OKα −→ OKα tal que ϕ(ciei) = αei,

para i = 1, . . . , n. Como a matriz mudança de base é inverśıvel, segue que det(ϕ) é inverśıvel

em Z, isto é, det(ϕ) = ±1. Também, (ϕ◦µ)(ei) = ϕ(µ(ei)) = ϕ(ciei) = αei, para i = 1, . . . , n.

Assim, (ϕ◦µ)(a) = αa, para todo a ∈ OK. Finalmente, pela Definição (1.4.1), temos que

NK|Q(α) = det(ϕ◦µ) = det(ϕ) det(µ) = ±1c1c2 . . . cn = ±#

( OK

OKα

)
. Portanto, |N(α)| =

#

( OK

OKα

)
= N(I).

Proposição 1.9.2 Se I é um ideal inteiro não nulo de OK, então N(I) é finita.

Demonstração: Se α ∈ I é um elemento não nulo, então OKα ⊂ I. Consideremos a aplicação

ϕ :

( OK

OKα

)
−→

(OK

I

)

x +OKα 7−→ x + I.

Temos que ϕ é um homomorfismo sobrejetor e Ker(ϕ) =

(
I

OKα

)
. De fato, x+OKα ∈ Ker(ϕ)

se, e somente se, ϕ(x +OKα) = x + I = 0̄ se, e somente se, x ∈ I. Desta forma, pelo Teorema

(1.1.1), segue que ( OK

OKα

)/(
I

OKα

)
'

(OK

I

)
.

Assim, segue que

#

( OK

OKα

)
= #

(OK

I

)
#

(
I

OKα

)
.

Pela Proposição (1.9.1), temos que #

( OK

OKα

)
é finito. Portanto, #

(OK

I

)
é finito.

Proposição 1.9.3 Se I e J são ideais inteiros não nulos de OK, então N(IJ) = N(I)N(J).

Demonstração: Como OK é um anel de Dedekind e J é um ideal inteiro de OK, pelo Teorema

(1.8.2), segue que J =
n∏

i=1

P ei
i , onde os P

′
i s são ideais primos não nulos de OK e ei ≥ 0,

i = 1, · · · , n. Além disso, como OK é um domı́nio de Dedekind, segue que os ideais P
′
i s são

maximais. Seja Pi = M, para algum i = 1, · · · , n. Por indução sobre o número de fatores,

é suficiente provar que N(IM) = N(I)N(M). Segue, da definição de norma de ideal, que a
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igualdade anterior se verifica se, e somente se,

#

(OK

IM

)
= #

(OK

I

)
#

(OK

M

)
.

Temos que o homomorfismo φ :
OK

IM
−→ OK

I
, definido por φ(x + IM) = x + I, é sobrejetor e

Ker(φ) =
I

IM
. Assim, pelo Teorema (1.1.1), temos que

(OK

IM

)/(
I

IM

)
'

(OK

I

)
. Logo,

#

(OK

IM

)
= #

(OK

I

)
#

(
I

IM

)
.

Podemos, então, concluir que N(IM) = N(I)N(M) se verifica se, e somente se, #

(OK

M

)
=

#

(
I

IM

)
. Agora, temos que

I

IM
é um espaço vetorial sobre

OK

M
mediante as operações:

+ :
I

IM
× I

IM
−→ I

IM
· : OK

M
× I

IM
−→ I

IM
(x + IM, y + IM) −→ (x + y) + IM (α + M, x + IM) −→ (αx) + IM.

Além disso, temos que os
OK

M
-submódulos de

I

IM
são ideais e são do tipo

B

IM
, onde B é um

ideal tal que IM ⊆ B ⊆ I. Mas, como todo ideal num domı́nio de Dedekind admite inverso,

segue que I−1IM ⊆ I−1B ⊆ I−1I, ou seja, M ⊆ I−1B ⊆ OK. Como M é maximal, segue

que M = I−1B ou I−1B = OK. Assim, IM = B ou B = I. Portanto, não existe B tal que

IM ( B ( I. Assim, os
OK

M
-submódulos de

I

IM
, ou os subespaços do espaço vetorial

I

IM
,

são apenas os triviais. Portanto, dimOK
M

I

IM
= 1 e, deste modo, #

(OK

M

)
= #

(
I

IM

)
, o que

implica que N(IM) = N(I)N(M).

Proposição 1.9.4 Se I é um ideal inteiro não nulo de OK, então:

(1) - N(I) = 1 se, e somente se, I = OK.

(2) - Se N(I) for um número primo então o ideal I é primo.

Demonstração: (1) - Temos que N(I) = 1 se, e somente se, #

(OK

I

)
= 1 se, e somente se,

I = OK.

(2) - Suponhamos que I não seja um ideal primo. Assim, I = OK ou I = Q1Q2, onde Q1, Q2

são ideais não nulos distintos de OK. Se I = OK, pelo item (1), temos que N(I) = 1, o que é

contra a hipótese. Se I = Q1Q2 temos, pela Proposição (1.9.3), que N(I) = N(Q1)N(Q2) e,

como por hipótese, N(I) = p, p primo, segue que N(Q1) = 1 e N(Q2) = p ou N(Q1) = p e
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N(Q2) = 1. Logo, Q1 = OK ou Q2 = OK, o que é contra a hipótese. Portanto, I é um ideal

primo de OK.

Proposição 1.9.5 Se I é um ideal não nulo de OK tal que {w1, · · · , wn} seja uma Z-base

de OK e {e1w1, · · · , enwn} é uma Z-base de I, onde e1, · · · , en são inteiros não nulos, então

N(I) = |e1 · · · en|.

Demonstração: Consideremos a aplicação:

ψ : OK −→ Z
e1Z

× · · · × Z
enZ

n∑
i=1

aiwi 7−→ (a1 + e1Z, · · · , an + enZ).

Temos que ψ é um homomorfismo sobrejetor. Agora, Ker(ψ) = I. De fato, se x =
n∑

i=1

aiwi ∈
Ker(ψ), então ψ(x) = (a1 + e1Z, · · · , an + enZ) = (0 + e1Z, · · · , 0 + enZ). Logo, segue que

ai ∈ eiZ, para todo i = 1, · · · , n e, assim, existem b1, · · · , bn ∈ Z tal que ai = eibi, para todo i,

o que implica que x =
n∑

i=1

aiwi = x =
n∑

i=1

bieiwi ∈ I. Portanto, Ker(ψ) ⊂ I. Analogamente,

se x ∈ I, então x =
n∑

i=1

bieiwi; bi ∈ Z. Desta forma, ψ(x) = (b1e1 + e1Z, · · · , bnen + enZ) =

(0 + e1Z, · · · , 0 + enZ), o que mostra que I ⊂ Ker(ψ). Pelo Teorema (1.1.1), temos que
OK

I
' Z

e1Z
× · · · × Z

enZ
. Portanto, N(I) = |OK/I| = |e1 · · · en|.

Proposição 1.9.6 Seja ¯: K −→ K a conjugação complexa. Se I é um ideal não nulo de OK,

então N(I) = N(Ī).

Demonstração: Consideremos a aplicação:

ψ :

(OK

I

)
−→

(OK

Ī

)

x + I 7−→ x̄ + Ī .

Temos que ψ está bem definida. De fato, primeiro notemos que se x ∈ OK, então x̄ ∈ OK.

Agora, se x + I = y + I, então x − y ∈ I. Logo, x− y ∈ Ī . Assim, x̄ + Ī = ȳ + Ī. Além

disso, ψ é um homomorfismo sobrejetor, pois se x̄ + Ī ∈ OK/Ī, então existe x = ¯̄x ∈ OK tal que

ψ(x + I) = x̄ + Ī. Notemos também que ψ é injetora, pois se x̄ + Ī = ȳ + Ī, então x̄− ȳ ∈ Ī e,
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assim, x− y ∈ I. Logo, x + I = y + I. Portanto, ψ é um isomorfismo. Desta forma, temos que

N(I) = #

(OK

I

)
= #

(OK

Ī

)
= N(Ī).

Consideremos, agora, I um ideal fracionário de OK. Temos que existe d ∈ OK−{0} e R um

ideal inteiro de OK tal que dI = R. Vamos definir a norma do ideal fracionário I.

Definição 1.9.2 Seja I um ideal fracionário de OK tal que dI = R, onde R é um ideal inteiro

de OK e d ∈ OK − {0}. Definimos a norma do ideal fracionário I como

N(I) = N(R)NK|Q(d
−1),

onde d−1 é o inverso multiplicativo de d.

Proposição 1.9.7 Se I, J são ideais fracionários não nulos de OK, então N(IJ) = N(I)N(J).

Demonstração Como I e J são ideais fracionários deOK, segue que existem a, b ∈ OK−{0} e R,

S ideais inteiros de OK tais que I = a−1R e J = b−1S. Isto implica que IJ =
RS

ab
. Assim, segue

que N(IJ) = N(RS)NK|Q((ab)−1) = N(R)N(S)NK|Q(a−1)NK|Q(b−1), onde a última igualdade

segue da Proposição (1.9.3) e das propriedades da norma de um elemento. Logo,

N(IJ) = [N(R)NK|Q(a
−1)][N(S)NK|Q(b

−1)] = N(I)N(J),

o que prova a proposição.

Proposição 1.9.8 Se I é um ideal fracionário não nulo de OK, então N(I) é finita.

Demonstração Temos, por definição, que se I = d−1R, com d ∈ OK−{0} e R um ideal inteiro

de OK, então N(I) = N(R)NK|Q(d−1). Pela Proposição (1.9.2), temos que N(R) é finita e como

NK|Q(d−1) é finita, segue que N(I) é finita.

Observação 1.9.1 Como OK é um anel de Dedekind, todo ideal fracionário não nulo de OK é

inverśıvel. Assim, se I é um ideal fracionário não nulo de OK, então existe um ideal fracionário

I−1 de OK tal que II−1 = OK. Desta forma, pela Proposição (1.9.7), temos que N(I)N(I−1) =

N(II−1) = N(OK) = 1. Logo, N(I−1) = (N(I))−1.
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1.10 Anéis de Frações

Nesta seção, apresentamos os conceitos básicos sobre anéis de frações. Para isto, sejam A um

domı́nio, K seu corpo de frações e S um subconjunto de A−{0} que é fechado na multiplicação

com 1 ∈ S. Veremos algumas propriedades do subconjunto S−1A de K, que será definido a

seguir. Entre as propriedades estudadas, destaca-se o fato de que se A é um anel de Dedekind,

então S−1A também o é.

Proposição 1.10.1 Seja S um subconjunto de A − {0} que é fechado na multiplicação com

1 ∈ S e S−1A =
{a

s
, tal que a ∈ A e s ∈ S

}
um subconjunto de K. Temos que:

(1) - S−1A é um anel comutativo.

(2) - A ⊂ S−1A.

(3) - Se S = A− {0} então S−1A = K.

(4) - Se S = {1} ou S é formado somente pelas unidades de A então S−1A = A.

Demonstração: (1) - O fato de S ser fechado na multiplicação garante que S−1A é fechado

na multiplicação e na adição. Além disso, S−1A com as operações de adição e multiplicação

satisfaz as propriedades de anel. Mostremos, agora, que a multiplicação é comutativa. De

fato, seja x, y ∈ S−1A, então x =
a1

s1

e y =
a2

s2

, com a1, a2 ∈ A e s1, s2 ∈ S. Assim,

xy =
a1a2

s1s2

=
a2a1

s2s1

= yx. Logo, temos que S−1A é um anel comutativo.

(2) - Como, por definição, 1 ∈ S, segue que para todo x ∈ A, tem-se x =
x

1
∈ S−1A. Portanto,

A ⊂ S−1A.

(3) - Temos que K =
{a

b
; a, b ∈ A e b 6= 0

}
. Agora, se S = A − {0}, então

S−1A =
{a

s
; a ∈ A e s ∈ A− {0}

}
=

{a

s
; a, s ∈ A e s 6= 0

}
= K.

(4) - Seja S = {u1, · · · , ur} onde ui ∈ U(A) para todo i = 1, · · · , r. Temos que S−1A ={a

s
; a ∈ A e s ∈ S ⊂ U(A)

}
= {a; a ∈ A} = A, pois

a

s
= a,∀s ∈ S.

Definição 1.10.1 Nas condições da Proposição (1.10.1), temos que o anel

S−1A =
{a

s
, tal que a ∈ A e s ∈ S

}

é chamado de anel de frações de A com relação a S.

Exemplo 1.10.1 Sejam A = Z, K = Q e S = {x ∈ A tal que x = 2k+1, para algum k ∈ Z}.
Temos que S ⊂ A − {0}, 1 ∈ S e S é fechado na multiplicação. O anel de frações de A com

relação a S é S−1A =
{a

s
; a ∈ Z e s ∈ S

}
.
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Proposição 1.10.2 Sejam A um domı́nio, S um subconjunto de A − {0} fechado na multi-

plicação com 1 ∈ S e A′
= S−1A. Temos que:

(1) - Se B
′ ⊂ A′

é um ideal de A′
, então B

′ ∩ A é um ideal de A e (B
′ ∩ A)A′

= B
′
.

(2)- Se P
′ ⊂ A′

é um ideal primo de A′
, então P = P

′ ∩ A é um ideal primo de A com

P ∩ S = Ø.

(3) - Se P ⊂ A é um ideal primo de A tal que P ∩ S = Ø, então PA′ ⊂ A′
é um ideal primo

de A′
e PA′ ∩ A = P .

Demonstração: (1) - Como A e A′
são anéis e A ⊆ A′

, segue que se B
′
é um ideal de A′

,

então B
′ ∩ A é um ideal de A. Mostremos que (B

′ ∩ A)A′
= B

′
. Como B

′ ∩ A ⊆ B
′
, segue

que (B
′ ∩ A)A′ ⊆ B

′A′
= B

′
. Por outro lado, se x ∈ B

′ ⊂ A′
, então x =

a

s
; a ∈ A, s ∈ S.

Mas, como S ⊂ A ⊆ A′
e B

′
é um ideal de A′

, segue que sx = a ∈ B
′
. Logo, a ∈ B

′ ∩ A.

Assim, x =
a

s
= a

1

s
∈ (B

′ ∩ A)A′
. Desta forma, B

′ ⊆ (B
′ ∩ A)A′

. Portanto, temos que

B
′
= (B

′ ∩ A)A′
.

(2) - Como A e A′
são anéis e A ⊆ A′

segue, pela Proposição (1.1.3), que se P
′

é um ideal

primo de A′
, então P

′ ∩A é um ideal primo de A. Mostremos que P ∩S = Ø, onde P = P
′ ∩A.

Suponhamos que exista s ∈ P ∩ S. Assim, s ∈ P e s ∈ S. Como P = P
′ ∩ A ⊆ P

′
, segue que

s ∈ P
′
e

1

s
∈ A′

, pois s ∈ S. Desta forma, 1 = s
1

s
∈ P

′A′
= P

′
. Assim, P

′
= A′

, o que é um

absurdo, pois P
′
é um ideal primo de A′

. Portanto, P ∩ S = Ø.

(3) - Seja P ⊂ A um ideal primo de A tal que P ∩S = Ø. Mostremos que PA′
é um ideal primo

de A′
. Temos que PA′

=
{p

s
; p ∈ P e s ∈ S

}
. De fato, temos que

{p

s
; p ∈ P e s ∈ S

}
⊂

PA′
e se x ∈ PA′

então x =
n∑

i=1

pi
ai

si

=
p1a1(s2 · · · sn) + · · ·+ pnan(s1 · · · sn−1)

s1 · · · sn

=
p

s
, onde

p = p1a1(s2 · · · sn) + · · · + pnan(s1 · · · sn−1) ∈ P e s1 · · · sn ∈ S. Agora, sejam x =
a

s
∈ A′

e

y =
b

t
∈ A′

tal que xy =
ab

st
∈ PA′

. Como xy ∈ PA′
, segue que xy =

ab

st
=

p

u
com p ∈ P ,

u ∈ S. Logo, abu = pst ∈ P e como P é um ideal primo, segue que ab ∈ P ou u ∈ P . Mas,

u ∈ S e S ∩ P = Ø, o que implica que ab ∈ P . Novamente, como P é primo, temos que a ∈ P

ou b ∈ P . Assim,
a

s
∈ PA′

ou
b

t
∈ PA′

. Portanto, PA′
é um ideal primo de A′

. Mostremos

agora que PA′ ∩ A = P . Como P ⊂ A e P ⊂ PA′
, segue que P ⊂ PA′ ∩ A. Por outro lado,

se x ∈ PA′ ∩ A, então x ∈ PA′
e x ∈ A. Como x ∈ PA′

, segue que x =
p

s
; p ∈ P e s ∈ S, o

que implica que xs ∈ P . Como P é primo e s 6∈ P , segue que x ∈ P . Portanto PA′ ∩ A ⊂ P .

Desta forma, temos que PA′ ∩ A = P .

Proposição 1.10.3 Sejam A um domı́nio, S um subconjunto de A − {0} fechado na multi-

plicação com 1 ∈ S e A′
= S−1A. Temos que:
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(1) - A aplicação ϕ : {Ideais de A′} −→ {Ideais de A}, definida por ϕ(B
′
) = B

′ ∩ A, é uma

injeção crescente com relação a inclusão.

(2) - A aplicação ψ : {Ideais primos de A′} −→ {Ideais primos P de A; P ∩S = Ø}, definida

por ψ(P
′
) = P

′ ∩ A, é uma bijeção crescente com relação a inclusão e a aplicação inversa é

dada por φ onde φ(P ) = PA′
, com P ideal primo de A tal que P ∩ S = Ø.

Demonstração: Notemos que, pela Proposição (1.10.2), as aplicações ϕ e ψ, de (1) e (2),

respectivamente, estão bem definidas.

(1) - Mostremos que ϕ é injetora e crescente. Sejam B
′
1, B

′
2 ideais de A′

tal que ϕ(B
′
1) = ϕ(B

′
2).

Assim, B
′
1 ∩ A = B

′
2 ∩ A, o que implica que (B

′
1 ∩ A)A′

= (B
′
2 ∩ A)A′

e, pelo item (1) da

Proposição (1.10.2), segue que B
′
1 = B

′
2. Agora, se B

′
1 ⊆ B

′
2, então B

′
1 ∩ A ⊆ B

′
2 ∩ A e, assim,

ϕ(B
′
1) ⊆ ϕ(B

′
2).

(2) - De forma análoga ao que foi feito em (1), temos que ψ é uma injeção crescente. Mostremos

que φ é a inversa de ψ. Pelo item (3) da Proposição (1.10.2), temos que φ está bem definida.

Agora, notemos que se P é um ideal primo de A tal que P ∩ S = Ø, então

(ψ◦φ)(P ) = ψ(φ(P )) = ψ(PA′
) = PA′ ∩ A = P,

onde a última igualdade segue do item (3) da Proposição (1.10.2). Também, se P
′
é um ideal

primo de A′
, então

(φ◦ψ)(P
′
) = φ(ψ(P

′
)) = φ(P

′ ∩ A) = (P
′ ∩ A)A′

= P
′
,

onde a última igualdade segue do item (1) da Proposição (1.10.2). Desta forma, temos que

ψ = φ−1 e assim, segue que ψ é uma bijeção crescente em relação a inclusão.

Corolário 1.10.1 Com as mesmas notações da Proposição (1.10.3), se A é um anel noethe-

riano, então A′
= S−1A é um anel noetheriano.

Demonstração: Consideremos a aplicação:

ϕ : {Ideais de A′} −→ {Ideais de A}

ϕ(B
′
) 7−→ B

′ ∩ A.

Seja (B
′
n)n>0 uma sequência crescente de ideais de A′

. Pelo item (1) da Proposição (1.10.3),

temos que (ϕ(B
′
n))n>0 é uma sequência crescente de ideais de A. Como A é noetheriano, segue
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que existe n0 ∈ N tal que ϕ(B
′
n) = ϕ(B

′
n+1),∀n ≥ n0. Novamente, pelo item (1) da Proposição

(1.10.3), temos que ϕ é injetora. Desta forma, B
′
n = B

′
n+1,∀n ≥ n0. Assim, (B

′
n)n>0 é

estacionária, o que implica que A′
é noetheriano.

Corolário 1.10.2 Se A é um domı́nio de Dedekind, P ⊂ A um ideal primo, S = A − P e

I um ideal de A tal que I =
r∏

i=1

P ei
i , onde os P

′
i s, para i = 1, . . . , r, são ideais primos de

A, então a decomposição do ideal A′
I em produto de ideais primos de A′

= S−1A é dada por

A′
I =

∏

Pi∩S=Ø

(A′
Pi)

ei .

Demonstração: Como I =
r∏

i=1

P ei
i , segue que

A′
I = A′

(
r∏

i=1

P ei
i

)
=

r∏
i=1

A
′
P ei

i =
r∏

i=1

(A
′
Pi)

ei .

Agora, se Pi ∩ S 6= Ø, então A′
Pi = A′

. De fato, se Pi ∩ S 6= Ø então existe s ∈ Pi ∩ S.

Assim, s ∈ Pi e s ∈ S. Logo
s

s
∈ A′

Pi, o que implica que 1 ∈ A′
Pi. Portanto, A′

Pi = A′
. Se

Pi∩S = Ø, pelo item (3) da Proposição (1.10.2), temos que A′
Pi é um ideal primo de A′

, para

i = 1, . . . , r. Portanto, A′
I =

∏

Pi∩S=Ø

(A
′
Pi)

ei é a decomposição de A′
I em um produto de ideais

primos de A′
.

Proposição 1.10.4 Sejam B um domı́nio, A ⊂ B um subanel e S ⊂ A− {0} um subconjunto

com 1 ∈ S e fechado no produto. Se OB é o anel dos inteiros de B sobre A, então OB ′ = S−1OB
é o anel dos inteiros de B′ = S−1B sobre A′

= S−1A.

Demonstração: Se x ∈ O′
B, então x =

b

s
com b ∈ OB e s ∈ S. Como OB é inteiro sobre A,

segue que existem ai ∈ A, para i = 0, 1, · · · , n− 1, não todos nulos, tal que

bn + an−1b
n−1 + · · ·+ a0 = 0.

Assim, dividindo a equação acima por sn, obtemos que

(
b

s

)n

+
an−1

s

(
b

s

)n−1

+ · · ·+ a0

sn
= 0.

Como
ai

sn−i
∈ A′

e não são todos nulos, segue que x =
b

s
é inteiro sobre A′

. Mostremos agora

que todo elemento de B′ que é inteiro sobre A′
pertence a O′

B. Para isto, se x ∈ B′ é inteiro
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sobre A′
, então existem

ai

si

∈ A′
, para i = 0, 1, · · · , n− 1, não todos nulos, tal que

xn +
an−1

sn−1

xn−1 + · · ·+ a0

s0

= 0.

Multiplicando a igualdade acima por sn, com s = s0s1 . . . sn−1, obtemos que (sx)n+

an−1(s0s1 · · · sn−2)(sx)n−1 + · · ·+a0(s1 · · · sn)sn−1 = (sx)n +bn−1(sx)n−1 +bn−2(sx)n−2 + · · ·+b0,

onde bn−j =
an−j

sn−j

sj ∈ A, para i = 1, . . . , n, não são todos nulos. Logo, sx ∈ OB e assim sx = b,

com b ∈ OB. Portanto, x =
b

s
onde b ∈ OB e s ∈ S. Desta forma, x ∈ O′

B. Portanto,

conclúımos que O′
B é o anel de inteiros de B′ sobre A′

.

Corolário 1.10.3 Se A é um anel integralmente fechado e S ⊂ A− {0} um subconjunto com

1 ∈ S e fechado no produto, então A′
= S−1A é integralmente fechado.

Demonstração: Sejam K o corpo de frações do anel A e OK o anel dos inteiros de K sobre

A. Como A é integralmente fechado, temos que A = OK e, assim, pela Proposição (1.10.4),

temos que OK
′
= S−1OK é o anel dos inteiros de K′

= S−1K = K sobre A′
= S−1A. Agora,

OK
′
= S−1OK = S−1A = A′

. Portanto, A′
é integralmente fechado.

Teorema 1.10.1 Se A é um anel de Dedekind e S ⊂ A − {0} um subconjunto com 1 ∈ S e

fechado no produto, então A′
= S−1A é um anel de Dedekind.

Demonstração: Temos pelos Corolários (1.10.1) e (1.10.3), que A′
é um anel noetheriano e

integralmente fechado, respectivamente. Deste modo, falta mostrar que todo ideal primo não

nulo de A′
é maximal. Seja P

′ ⊂ A′
um ideal primo não nulo. Temos, pela Proposição (1.1.3),

que P
′ ∩A é um ideal primo não nulo de A e como A é Dedekind, temos que P

′ ∩A é maximal.

Pelo item (1) da Proposição (1.10.3), temos que se M é um ideal de A′
tal que P

′ ⊆M′ ⊆ A′
,

então ϕ(P
′
) ⊆ ϕ(M′

) ⊆ ϕ(A′
). Como A é Dedekind e ϕ(P

′
) = P

′ ∩ A é maximal, segue que

ϕ(P
′
) = ϕ(M′

) ou ϕ(M′
) = ϕ(A′

). Como ϕ é injetora, segue que P
′
= M′

ou M′
= A′

, o

que implica que P
′
é maximal. Assim, temos que A′

é um anel de Dedekind.

Proposição 1.10.5 Se A é um domı́nio de Dedekind e S ⊂ A é um subconjunto tal que

S = A− P , onde P ⊂ A é um ideal primo, então A′
= S−1A é principal. Mais ainda, existe

p ∈ A′
tal que os ideais de A′

são da forma 〈pn〉, onde n ∈ N.

Demonstração: Temos que P ⊂ A é o único ideal primo não nulo de A tal que P ∩ S = Ø,

pois se existisse um outro ideal primo Q ⊂ A tal que Q ∩ S = Ø, teŕıamos que Q ⊂ P . Como
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A é Dedekind, segue que Q = P . Pelo item (2) da Proposição (1.10.3), temos que PA′
= B é

o único ideal primo de A′
. Mas, como A′

é Dedekind, segue, pelo Teorema (1.8.2), que todo

ideal de A′
se fatora de forma única como produto de ideais primos de A′

. Assim, todo ideal

de A′
é da forma Bn, onde n ∈ N. Considere a seguinte sequência de ideais

· · · ⊆ Bn ⊆ Bn−1 ⊆ · · · ⊆ B2 ⊆ B ⊆ A′
.

Se p ∈ B − B2 então 〈p〉 = Bn0 , para algum n0 ∈ N, e 〈p〉 6⊂ B2. Logo, n0 = 1 e, portanto,

〈p〉 = B. Assim, todo ideal de A′
é da forma Bn = 〈pn〉, com n ∈ N. Portanto, A′

é principal.

Teorema 1.10.2 Sejam A um domı́nio, S ⊂ A−{0} um subconjunto, fechado no produto com

1 ∈ S. Se M é um ideal maximal de A tal que M ∩ S = Ø, então A′
/MA′ ' A/M .

Demonstração: Se M é um ideal maximal de A, então M também é um ideal primo de

A. Assim, pelo item (3) da Proposição (1.10.2), temos que MA′
é um ideal primo de A′

.

Considere a aplicação ϕ : A i−→ A′ π−→ A′
/MA′

, onde i é a inclusão e π é a projeção. Temos

que Ker(ϕ) = MA′∩A, pois ϕ(x) = 0̄ se, e somente se, x+MA′
= 0̄. Isto equivale a x ∈ MA′

e x ∈ A. Portanto, Ker(ϕ) = MA′ ∩ A=M , onde a última igualdade segue do item (3) da

Proposição (1.10.2). Falta mostrar que ϕ é sobrejetora. Para isto, se x̄ ∈ A′
/MA′

, então

x̄ = x + MA′
, com x =

a

s
, a ∈ A e s ∈ S. Como M ∩ S = Ø, segue que s 6∈ M e, como M é

maximal, segue que A/M é um corpo. Logo, s̄ = s+M 6= 0 é inverśıvel, ou seja, existe b̄ ∈ A/M

tal que s̄b̄ = 1̄. Assim, sb− 1 ∈ M . Deste modo,
a

s
− ab =

a

s
(1− sb) ∈ MA′

, o que implica que
a

s
+ MA′

= ab + MA′
, ou seja, x + MA′

= ab + MA′
. Desta forma, ϕ(ab) = ab + MA′

= x̄.

Portanto, ϕ é sobrejetora. Pelo Teorema (1.1.1), temos que A′
/MA

′ ' A/M .
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Caṕıtulo 2

Corpos Quadráticos e Ciclotômicos

Neste caṕıtulo apresentamos os conceitos de corpos quadráticos e corpos ciclotômicos. Visto

que um corpo de números é uma extensão finita de Q, temos que os corpos quadráticos são

corpos de números de grau 2 e os ciclotômicos são corpos de números gerados por uma raiz

n-ésima primitiva da unidade. Focalizamos nosso estudo sobre algumas propriedades destes

corpos que serão utilizadas nos próximos caṕıtulos. Na Seção 2.1, apresentaremos os conceitos

de corpos quadráticos e na Seção 2.2 os conceitos de corpos ciclotômicos.

2.1 Corpos Quadráticos

Nesta seção apresentamos o conceito de corpos quadráticos, encontramos o seu grupo de Galois,

seu anel de inteiros e seu discriminante. Alguns resultados seguem sem demonstração por se

tratarem de resultados clássicos de teoria algébrica dos números.

Definição 2.1.1 Um corpo quadrático K é uma extensão de Q de grau 2.

Proposição 2.1.1 Todo corpo quadrático K é da forma Q(
√

d), onde d é um inteiro livre de

quadrados.

Demonstração: Pelo Teorema (1.3.2), temos que K = Q(α), para algum α ∈ K. Como

[K : Q] = 2, segue que o polinômio minimal de α sobre Q tem grau 2. Seja p(x) = x2 + bx+ c =

minQα. Resolvendo a equação quadrática α2 + bα + c = 0, temos que 2α = −b ± √b2 − 4c.

Desta maneira, K = Q(α) = Q [
√

b2 − 4c], e observando que b2 − 4c é um número racional da

forma
u

v
=

uv

v2
, com u, v ∈ Z, mdc(u, v) = 1, temos que Q(

√
b2 − 4c) = Q(

√
uv). Como uv ∈ Z,

segue que uv é fatorado em produtos de primos. Assim, Q(
√

uv)= Q(
√

d), onde d é inteiro

livre de quadrados.
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Exemplo 2.1.1 Seja K = Q(i) um corpo quadrático. Temos que minQ(i) = x2 +1. Logo, pela

Proposição (2.1.1), temos que K = Q(i) = Q(
√−1).

Teorema 2.1.1 ([3], pag. 35) Seja K = Q(
√

d) um corpo quadrático, com d ∈ Z livre de

quadrados e d 6≡ 0 (mod 4).

(1) - Se d ≡ 2 ou d ≡ 3 (mod 4), então o anel dos inteiros OK de K sobre Z é OK = Z[
√

d] e

uma Z-base de OK é {1,
√

d}.
(2) - Se d ≡ 1 (mod 4), então o anel dos inteiros OK de K sobre Z é OK = Z[1+

√
d

2
] e uma

Z-base de OK é
{

1, 1+
√

d
2

}
.

Proposição 2.1.2 Seja d um inteiro livre de quadrados. Os homomorfismos de K = Q(
√

d)

em C são dados por {σ1, σ2}, onde σ1(
√

d) =
√

d e σ2(
√

d) = −
√

d.

Demonstração: Segue do Teorema (1.3.3).

Observação 2.1.1 Segue da Proposição (2.1.2) que Q(
√

d)|Q é uma extensão de Galois.

Proposição 2.1.3 Seja d um inteiro livre de quadrados. O discriminante de K = Q(
√

d) sobre

Q é dado por:

(1) - Disc(K|Q) = d, se d ≡ 1 (mod 4);

(2) - Disc(K|Q) = 4d, se d ≡ 2 ou 3 (mod 4).

Demonstração: Temos que:

(1) - Se d ≡ 1 (mod 4), então

Disc(K|Q) = DK|Q
(
1, 1+

√
d

2

)
=


det


 σ1(1) σ2(1)

σ1

(
1+
√

d
2

)
σ2

(
1+
√

d
2

)






2

= d.

(2) - Se d ≡ 2 ou 3 (mod 4), então

Disc(K|Q) = DK|Q
(
1,
√

d
)

=


det


 σ1(1) σ2(1)

σ1(
√

d) σ2(
√

d)







2

=


det


 1 1√

d −
√

d







2

= 4d,

o que prova a proposição.

Exemplo 2.1.2 Sejam K1 = Q(
√

5) e K2 = Q(
√

14). Como 5 ≡ 1 (mod 4) e 14 ≡ 2 (mod 4),

pelo Teorema (2.1.1), temos que OK1 = Z
[

1+
√

5
2

]
e OK2 = Z[

√
14]. Agora, pela Proposição

(2.1.3), temos que Disc(K1|Q) = 5 e Disc(K2|Q) = 4(14) = 56.
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2.2 Corpos Ciclotômicos

Nesta seção, apresentamos a definição de corpos ciclotômicos, encontramos o grau de uma

extensão ciclotômica, seu grupo de Galois, seu anel de inteiros e seu discriminante. Além disso,

veremos o subcorpo real maximal de um corpo ciclotômico e algumas de suas propriedades que

serão utilizadas neste trabalho. Omitimos algumas demonstrações por se tratarem de resultados

clássicos de teoria algébrica dos números e por algumas serem muito longas.

Definição 2.2.1 Sejam ζ ∈ C e n ∈ N∗. Dizemos que ζ é uma raiz n-ésima da unidade se

ζn = 1.

Observação 2.2.1 Notemos que existem exatamente n ráızes n-ésimas distintas da unidade.

De fato, consideremos o polinômio p(x) = xn − 1. Temos que toda raiz n-ésima da unidade

é raiz de p(x). Mas, p(x) admite n ráızes distintas, pois qualquer raiz de p(x) não é raiz de

p
′
(x). Notemos também que o conjunto {ζnk

= cos(2kπ
n

) + isen(2kπ
n

), para k = 0, 1, · · · , n− 1}
contém as n ráızes n-ésimas distintas da unidade e que este conjunto forma um grupo ćıclico

em relação a multiplicação com ζn1 um gerador.

Definição 2.2.2 Dizemos que ζ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se ζn = 1 e

ζm 6= 1 para 1 < m < n, ou seja, se ζ gera o grupo da ráızes n-ésimas da unidade.

Definição 2.2.3 Seja ζn uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Um corpo ciclotômico K

é uma extensão de Q gerada por ζn, isto é, K = Q(ζn).

Definição 2.2.4 Chamamos de n-ésimo polinômio ciclotômico o polinômio

φn(x) =
r∏

i=1

(x− ηi),

onde ηi é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, para i = 1, · · · , r.

Proposição 2.2.1 Temos que φn(x) =
xn − 1∏

d|n,d<n

φd(x)
, n > 1 e φ1(x) = x− 1.

Demonstração: Sendo f(x) = xn − 1, temos que suas ráızes são 1, ω, ω2, . . . , ωn−1. Logo

xn− 1 = (x− 1)(x−ω) . . . (x−ωn−1). Analisando as ordens de cada raiz de f(x), e escrevendo

todas de mesma ordem como um polinômio da forma φd(x) =
∏

ordem de ω=d

(x− ω), temos que

xn − 1 =
∏

d|n
φd(x).
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Exemplo 2.2.1 Se n = p, com p um número primo, então

φp(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + · · ·+ x + 1

é o p-ésimo polinômio ciclotômico. Se n = pr, com p um número primo e r um inteiro

positivo, então

xpr − 1 = φ1(x)φp(x)φp2(x) · · ·φpr−1(x)φpr(x) e

xpr−1 − 1 = φ1(x)φp(x)φp2(x) · · ·φpr−1(x).

Logo φpr(x) =
xpr − 1

xpr−1 − 1
= x(p−1)pr−1

+ x(p−2)pr−1

+ · · · + xpr−1

+ 1 é o pr-ésimo polinômio

ciclotômico.

Teorema 2.2.1 Se ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, então [Q(ζn) : Q)] = ϕ(n),

onde ϕ é a função de Euler.

Demonstração: Seja f(x) o polinômio minimal de ζn sobre Q. Logo, xn− 1 = f(x)h(x), com

h(x) ∈ Q[x]. Pelo Lema de Gauss, temos que f(x), h(x) ∈ Z[x]. Se p é um número primo tal

que p - n, então, ζp
n é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Logo, (ζp

n)n − 1 = f(ζp
n)h(ζp

n), ou

seja, 0 = f(ζp
n)h(ζp

n). Assim, se ζp
n não for raiz de f(x), então ζp

n é raiz de h(x) e, portanto, ζn é

raiz de h(xp). Pela forma que tomamos f(x), segue que f(x) | h(xp). Pelo Lema de Gauss, segue

que h(xp) = f(x)g(x), com g(x) ∈ Z[x]. Como consequência do pequeno Teorema de Fermat,

temos que ap ≡ a(mod p), e assim, h(xp) ≡ h(x)p(mod p). Portanto, f(x)g(x) ≡ h(x)p(mod p)

o que é equivalente a h(x)p ≡ f(x)g(x)(mod p). Logo, h̄(ζn)p = 0̄, pois ζn é raiz de f(x). E

recursivamente, chegamos que h̄(ζn) = 0. Portanto f̄ e h̄ tem uma raiz em comum. Assim,

xn − 1̄ = f̄(x)h̄(x) tem uma raiz múltipla. Logo, nxn−1 = 0̄ e assim, para qualquer λ ∈ Zp,

temos que nλn−1 = 0̄. Como a caracteŕıstica de Zp é p, segue que p | n, o que contradiz o

fato de termos suposto que p - n. Portanto, ζp
n é raiz de f(x), ∀p - n e mdc(p, n) = 1. Logo

grau(f(x)) ≥ grau(φn(x)), pois toda raiz de φn(x) é raiz de f(x), e como f(x) | φn(x), segue

que grau(φn(x)) ≥ grau(f(x)). Portanto, grau(φn(x)) = grau(f(x)) = ϕ(n).

Observação 2.2.2 Pela demonstração do Teorema (2.2.1), notemos que o polinômio mini-

mal de ζn é φ(n) e ele possui ϕ(n) ráızes distintas e estas são exatamente as ráızes n-ésimas

primitivas da unidade.

Teorema 2.2.2 ([7], pag. 11) Se ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, então o anel

dos inteiros de Q(ζn) sobre Z é Z[ζn] e uma Z-base de Z[ζn] é {1, ζn, · · · , ζ
ϕ(n)−1
n }.
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Proposição 2.2.2 Os homomorfismos de Q(ζn) sobre C são dados por {σi, mdc(i, n) =

1, i = 1, · · · , n− 1, σi(ζ) = ζ i}.

Demostração: Segue do Teorema (1.3.3).

Observação 2.2.3 Segue da Proposição (2.2.2) que Q(ζn)|Q é uma extensão de Galois, pois

[Q(ζn)|Q] = ϕ(n) = |Zn
∗|. Além disso, Gal(Q(ζn)|Q) = {σi; mdc(i, n) = 1 e σi(ζn) = ζ i

n}.

A seguir, veremos o cálculo do discriminante de corpos ciclotômicos para n = pr, com p um

número primo e r um inteiro positivo. O caso geral será feito no Caṕıtulo 3, pois no momento

ainda faltam ferramentas para fazê-lo.

Proposição 2.2.3 Se p é um número primo ı́mpar e ζ = ζpr uma raiz pr-ésima primitiva da

unidade, com r um inteiro positivo, então o discriminante de Q(ζpr) sobre Q satisfaz

DK|Q(1, ζpr , · · · , ζ
ϕ(pr)−1
pr ) = ±ppr−1(r(p−1)−1).

Demonstração: Pela Proposição (1.6.3), temos que

DK|Q(1, ζpr , · · · , ζ
ϕ(pr)−1
pr ) = ±NQ(ζpr )|Q(f

′
(ζpr)).

Derivando ambos os lados de f(x) =
xpr − 1

xpr−1 − 1
, temos que

f
′
(x) =

prxpr−1(xpr−1 − 1)− (xpr − 1)pr−1xpr−1−1

(xpr−1 − 1)2
, (2.1)

e substituindo x por ζpr na equação (2.1), temos que

f
′
(ζpr) =

prζpr−1
pr (ζpr−1

pr − 1)− (ζpr

pr − 1)pr−1ζpr−1−1
pr

(ζpr−1

pr − 1)2
.

Como ζpr

pr = 1, segue que f
′
pr(ζpr) =

prζ−1
pr

ζpr−1

pr − 1
=

−pr

(1− ζpr−1

pr )ζpr

, pois ζpr−1

pr = (e
2πi
pr )pr−1

= e
2πi
p =

ζp. Aplicando a função norma em ambos os membros e usando sua linearidade, temos que

NQ(ζpr )|Q(f
′
(ζpr)) =

NQ(ζpr )|Q(−pr)

NQ(ζpr )|Q(1− ζp)NQ(ζpr )|Q(ζpr)
.

Temos que NQ(ζpr )|Q(ζpr) = ±1. Também, NQ(ζpr )|Q(−pr) = (−pr)(p−1)pr−1
e NQ(ζpr )|Q(1 − ζp) =

NQ(ζp)|QNQ(ζpr )|Q(ζp)(1−ζp) = (NQ(ζp)|Q(1−ζp))
pr−1

= ppr−1
. Portanto, DK|Q(1, ζpr , · · · , ζ

ϕ(pr)−1
pr ) =
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±pr(p−1)pr−1

ppr−1 = ±ppr−1(r(p−1)−1).

Observação 2.2.4 Quando r = 1, o corpo ciclotômico Q(ζpr) é Q(ζp), com p primo e seu

discriminante satisfaz Disc(Q(ζp)|Q) = ±pp−2.

Vamos, agora, ver o subcorpo real maximal dos corpos ciclotômicos.

Proposição 2.2.4 Se n ∈ N∗, ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e K = Q(ζn + ζ−1
n ),

então K é totalmente real e [Q(ζn) : K] = 2.

Demonstração: Seja f(x) = x2 − (ζn + ζ−1
n )x + 1 ∈ K[x]. Temos que f(ζn) = 0. Além

disso, como ζn 6∈ K, segue que f é irredut́ıvel sobre K. Logo, f = minKζn. Desta forma,

[Q(ζn) : K] = grau(f) = 2.

ϕ(n)




Q(ζn)

|2
Q(ζn + ζ−1

n )

|ϕ(n)
2

Q

Definição 2.2.5 Nas condições da Proposição (2.2.4), o corpo K = Q(ζn + ζ−1
n ) é chamado de

subcorpo maximal real de Q(ζn).

Teorema 2.2.3 ([7], pag. 16) O anel dos inteiros de Q(ζn + ζ−1
n ) é Z[ζn + ζ−1

n ] e uma Z-base

de Z[ζn + ζ−1
n ] é {1, ζn + ζ−1

n , ζ2
n + ζ−2

n , · · · , ζ
ϕ(n)

2
−1

n + ζ
ϕ(n)

2
+1

n }.
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Caṕıtulo 3

Codiferente e Diferente

Neste caṕıtulo, apresentamos os conceitos de codiferente, diferente e algumas de suas pro-

priedades. Veremos que o codiferente de L sobre K é um ideal fracionário de OL enquanto que

o diferente de L sobre K é um ideal inteiro de OL. Baseados nestes conceitos, apresentamos

também algumas relações entre o diferente e o discriminante. Na Seção 3.1 apresentamos o

conceito de codiferente de um conjunto, codiferente de uma extensão e algumas propriedades.

Na Seção 3.2, apresentamos os conceitos de diferente de uma extensão e alguns resultados envol-

vendo este conceito, como a relação entre a norma do diferente e o discriminante da extensão.

3.1 Codiferente

Nesta seção, apresentamos o conceito de codiferente e suas principais propriedades. Para isto,

sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão separável de K de grau

n e OL o anel dos inteiros de L sobre A.

Definição 3.1.1 Seja M um subconjunto de L. O conjunto M∗ = {x ∈ L : TrL|K(xy) ∈ A,

∀ y ∈ M} é definido como o codiferente de M sobre K. Em particular, quando M = OL

chamamos de codiferente de L sobre K ao conjunto OL
∗ = {x ∈ L : TrL|K(xy) ∈ A,

∀ y ∈ OL}. Neste caso, denotamos OL
∗ por ∆(L|K)−1.

Exemplo 3.1.1 Sejam A = Z, K = Q, L = Q(
√

d), onde d é um inteiro livre de quadrados e

d ≡ 2 ou 3 (mod 4) . Vimos que OL = Z[
√

d] = {x + y
√

d; x, y ∈ Z} é o anel de inteiros de

L sobre Z. Temos que

∆(L|K)−1 =
1

2
√

d
Z[
√

d].

De fato:
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i-) Se x ∈ 1

2
√

d
Z[
√

d], então x =
1

2
√

d
(a+b

√
d); a, b ∈ Z. Dado y = c+e

√
d ∈ OL, temos que

TrL|K(xy) = TrL|K

((
1

2
√

d
(a + b

√
d)

)
(c + e

√
d)

)
= TrL|K

(
1

2
√

d
ac +

ae

2
+

bc

2
+

be
√

d

2

)
=

ae + bc ∈ Z. Assim, x ∈ ∆(L|K)−1. Logo,
1

2
√

d
Z[
√

d] ⊂ ∆(L|K)−1.

ii-) Se x = a + b
√

d ∈ ∆(L|K)−1, então a, b ∈ Q, x ∈ L e TrL|K(xy) ∈ Z, ∀y ∈ Z[
√

d].

Tomando y = 1, temos que TrL|K(xy) = TrL|K(a + b
√

d) = 2a ∈ Z. Assim, a =
m

2
; m ∈ Z.

Tomando y =
√

d, temos que TrL|K(xy) = TrL|K(a
√

d + bd) = 2db ∈ Z. Assim, b =
n

2d
; n ∈ Z.

Logo x =
m

2
+

n

2d

√
d =

1

2
√

d
(n + m

√
d) ∈ 1

2
√

d
Z[
√

d]. Desta forma, ∆(L|K)−1 ⊂ 1

2
√

d
Z[
√

d].

Assim, de (i) e (ii), segue a igualdade ∆(L|K)−1 =
1

2
√

d
Z[
√

d].

Exemplo 3.1.2 Sejam A = Z, K = Q, L = Q(
√

d), onde d é um inteiro livre de quadrados e

d ≡ 2 ou 3 (mod 4). Se M = Z[
√

d], então, pelo Exemplo (3.1.1), temos que M∗ =
1

2
√

d
Z[
√

d].

Mostremos que M∗∗ = M = Z[
√

d]. De fato:

i-) Se x = a + b
√

d ∈ M∗∗, então a, b ∈ Q, x ∈ L e TrL|K(xy) ∈ Z,∀y ∈ M∗ =
1

2
√

d
Z[
√

d].

Tomando y =

√
d

2
√

d
∈ M∗, temos que TrL|K(xy) = TrL|K

(
a

2
+

bd

2
√

d

)
= TrL|K

(
a

2
+

b
√

d

2

)
=

a ∈ Z. Tomando y =
1

2
√

d
∈ M∗, temos que TrL|K(xy) = TrL|K

(
a

2
√

d
+

b

2

)
= b ∈ Z. Logo,

x = a + b
√

d ∈ Z[
√

d]. Desta forma, M∗∗ ⊂ Z[
√

d].

ii-) Se x ∈ Z[
√

d], então x = a + b
√

d; a, b ∈ Z. Dado y =
1

2
√

d
(c + d

√
d) ∈ 1

2
√

d
Z[
√

d],

temos que TrL|K(xy) ∈ Z, pois y ∈ M∗ = ∆(L|K)−1. Logo, Z[
√

d] ⊂ M∗∗.

Assim, de (i) e (ii), segue que M∗∗ = Z[
√

d] = M .

Proposição 3.1.1 Sejam M um subconjunto de L e M∗ o codiferente de M sobre K. Temos

que:

(1) - Se OLM ⊆ M , então M∗ é um OL-módulo.

(2) - Se M1 ⊆ M2 ⊆ L, então M∗
2 ⊆ M∗

1 ⊆ L.

(3) - OL ⊆ ∆(L|K)−1.

Demonstração: (1) - Suponhamos que OLM ⊆ M . Vamos mostrar que se b ∈ OL e x ∈ M∗

então bx ∈ M∗. Se b ∈ OL, x ∈ M∗e y ∈ M , temos que TrL|K((bx)y) = TrL|K(x(by)) ∈ A, pois

by ∈ OLM ⊂ M . Assim, bx ∈ M∗. As demais propriedades seguem de forma análoga. Logo,
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M∗ é um OL- módulo.

(2) - Seja M1 ⊆ M2. Dado x2 ∈ M∗
2 , então x2 ∈ L e TrL|K(x2y) ∈ A, para todo y ∈ M2.

Como M1 ⊂ M2, segue que TrL|K(x2y) ∈ A, para todo y ∈ M1. Logo, x2 ∈ M∗
1 . Portanto,

M∗
2 ⊆ M∗

1 ⊆ L.

(3) - Como OL é inteiro sobre A e A é integralmente fechado segue que TrL|K(OL) ⊂ A. Assim,

se x, y ∈ OL, então TrL|K(xy) ∈ A e, deste modo, x ∈ ∆(L|K)−1. Portanto, OL ⊆ ∆(L|K)−1.

A seguir faremos algumas considerações que serão utilizadas nos próximos teoremas.

Seja L1 o espaço dual de L. Pelo Corolário (1.5.4), temos que existe um isomorfismo

ϕ : L −→ L1, tal que ϕ(x) = Sx, onde x ∈ L e Sx(y) = TrL|K(xy), para y ∈ L.

Sejam {x1, · · · , xn} uma K-base de L e {x∗1, . . . , x∗n} um conjunto de elementos de L tal que

{ϕx∗1 , . . . , ϕx∗n} seja uma base dual de {x∗1, · · · , x∗n}, isto é, ϕx∗i (xj) = TrL|K(x∗i xj) = δij, onde

δii = 1 e δij = 0 se i 6= j. Temos que, {x∗1, · · · , x∗n} é também uma base de L, chamada de base

complementar de {x1, · · · , xn}.

Proposição 3.1.2 Com as notações acima, se {x1, · · · , xn} é uma K-base de L e {x∗1, · · · ,

x∗n} uma base complementar de {x1, · · · , xn}, então DL|K(x1, · · · , xn)DL|K(x∗1, · · · , x∗n) = 1.

Demonstração: Sejam σ1, · · · , σn os K-homomorfismos de L. Tomando

X = (σi(xj))
n
i,j=1 e X∗ = (σi(x

∗
j))

n
i,j=1

e denotando por X t a matriz transposta de X, temos que

(X∗)tX =




σ1(x
∗
1) · · · σn(x∗1)

...
. . .

...

σ1(x
∗
n) · · · σn(x∗n)







σ1(x1) · · · σ1(xn)
...

. . .
...

σn(x1) σn(xn)


 = (Tr(x∗i xj))

n
i,j=1 = In.

Assim, det(X∗)t det(X) = 1. Pela Proposição (1.6.2), temos que

DL|K(x1, . . . , xn) = det(X)2 e DL|K(x
∗
1, . . . , x

∗
n) = det(X∗)2.

Portanto, DL|K(x1, . . . , xn)DL|K(x∗1, . . . , x
∗
n) = 1.
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Proposição 3.1.3 Sejam M um subconjunto de L e M∗ o codiferente de M sobre K. Então:

(1) - M∗ é um A-módulo.

(2) - Se M é um A-módulo livre com base {x1, · · · , xn} então M∗ é um A-módulo livre com

base {x∗1, · · · , x∗n}, onde {x∗1, · · · , x∗n} é uma base de L sobre K tal que TrL|K(x∗i xj) = δij; δij = 0,

se i 6= j e δij = 1, se i = j.

(3) - M∗∗ = M .

Demonstração: (1) - Mostraremos o fechamento. Sejam x1 e x2 ∈ M∗. Se y ∈ M , temos que

TrL|K((x1 + x2)y) = TrL|K(x1y) + TrL|K(x2y) ∈ A.

Assim, x1 + x2 ∈ M∗. Agora se a ∈ A, x ∈ M∗, dado y ∈ M , temos que

TrL|K((ax)y) = aTrL|K(xy) ∈ A.

Assim ax ∈ M∗. As demais propriedades seguem de forma análoga. Portanto, M∗ é um A-

módulo.

(2) - Sejam {x1, . . . , xn} umaA-base de M e {x∗1, · · · , x∗n} umaK-base de L tal que TrL|K(x∗i xj) =

0 se i 6= j, e TrL|K(x∗i xi) = 1. Se x =
n∑

i=0

aix
∗
i ∈

n∑
i=1

Ax∗i , então

TrL|K(xxj) = TrL|K

((
n∑

i=0

aix
∗
i

)
xj

)
=

n∑
i=0

aiTrL|K(x
∗
i xj) = aj ∈ A, para j = 1, . . . , n.

Desta forma, pela linearidade da função traço, segue que TrL|K(xy) ∈ A, ∀y ∈ M. Portanto,
n∑

i=1

Ax∗i ⊆ M∗. Reciprocamente, se
n∑

i=1

aix
∗
i ∈ M∗, com ai ∈ K, para i = 1, · · · , n, então,

aj = TrL|K

((
n∑

i=1

aix
∗
i

)
xj

)
∈ A, para j = 1, . . . , n,

e, deste modo, M∗ ⊆
n∑

i=1

Ax∗i . Assim, M∗ =
n∑

i=1

Ax∗i . Portanto, M∗ é um A-módulo livre com

base {x∗1, · · · , x∗n}.
(3) - Visto que {x∗1, · · · , x∗n} é uma base de M∗ e {x1, · · · , xn} é uma base de L sobre K que

satisfaz TrL|K(x∗i xj) = δij, de forma análoga ao que foi feito anteriormente, mostramos que

M∗∗ =
n∑

i=1

Axi = M.
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Proposição 3.1.4 Seja L uma extensão separável de K de grau n tal que L = K[α], para

algum α ∈ L. Se g(x) = xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c0 ∈ A[X] é o polinômio minimal de α sobre K,

então TrL|K

(
αi

g′(α)

)
= 0, para i = 0, 1, · · · , n− 2, e TrL|K

(
αn−1

g′(α)

)
= 1.

Demonstração: Sejam α = α1, · · · , αn os conjugados de α sobre K, onde αi 6= αj, se i 6= j,

pois L|K é separável. Temos que,

TrL|K

(
αi

g′(α)

)
=

n∑

k=1

αi
k

g′(αk)
, para i = 0, · · · , n− 1.

Como g(x) é o polinômio minimal de α, segue que g(x) =
n∏

k=1

(x−αk). Assim,
1

g(x)
=

n∏

k=1

1

x− αk

.

Podemos expressar este produto como a soma
n∑

k=1

βk

x− αk

, para certos elementos βk. Assim,

1

g(x)
=

n∑

k=1

βk

x− αk

e 1 =
n∑

k=1

βkg(x)

x− αk

=
n∑

k=1

βk

(∏

i 6=k

(x− αi)

)
, para i = 1, . . . , n.

Desta forma, para j = 1, . . . , n, temos que

1 =
n∑

k=1

βk

(∏

i6=k

(αj − αi)

)
= β1

∏

i 6=1

(αj − αi) + β2

∏

i6=2

(αj − αi) + · · · = βj

∏

i 6=j

(αj − αi).

Logo, βj =
1∏

i6=j

(αj − αi)
=

1

g′(αj)
, para j = 1, 2, . . . , n. E assim,

1

g(x)
=

n∑

k=1

1

g′(αk)(x− αk)
.

Pelo algoritmo da divisão longa de Euclides, temos que

1

g(x)
=

1

xn
+ c1

1

xn+1
+ c2

1

xn+2
+ c3

1

xn+3
+ · · · e

n∑

k=1

1

g′(αk)(x− αk)
=

n∑

k=1

1

g′(αk)

[
1

x
+

αk

x2
+

α2
k

x3
+

α3
k

x4
+ · · ·

]
.
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Assim, temos que
n∑

k=1

1

g′(αk)

[
1

x
+

αk

x2
+

α2
k

x3
+ · · ·

]
=

1

xn
+ c1

1

xn+1
+ c2

1

xn+2
+ · · · .

Comparando esta última igualdade, temos que
n∑

k=1

(
αi

k

g′(αk)

)
= 0, para i = 0, 1, · · · , n − 2

e
n∑

k=1

(
αn−1

k

g′(αk)

)
= 1.

Corolário 3.1.1 Com as mesmas hipóteses da Proposição (3.1.4), o conjunto

B =

{
1

g′(α)
,

α

g′(α)
, . . . ,

αn−1

g′(α)

}
é uma base de L sobre K.

Demonstração: Temos que [L : K] = n. Resta mostrar que B é linearmente independente.

Suponha y =
n−1∑
j=0

aj

(
αj

g′(α)

)
= 0, com aj ∈ K, para j = 0, · · · , n− 1. Assim,

0 = TrL|K(y) = TrL|K

(
n−1∑
j=0

aj

(
αj

g′(α)

))
= an−1.

Tomando yα =
n−2∑
j=0

aj

(
αj+1

g′(α)

)
, temos que

0 = TrL|K(yα) = TrL|K

(
n−2∑
j=0

aj

(
αj+1

g′(α)

))
= an−2.

Assim, de modo análogo, temos que aj = 0, para todo j = 0, 1, · · · , n − 1. Deste modo, B é

uma base de L sobre K.

O próximo teorema nos fornece um critério para determinar A[α]∗ quando L é uma extensão

finita separável de K e L = K[α], para algum α ∈ L.

Teorema 3.1.1 Seja L uma extensão separável de K de grau n tal que L = K[α]. Se g(x) ∈
A[x] é o polinômio minimal de α sobre K então A[α]∗ =

1

g′(α)
A[α].

Demonstração: Se y ∈ A[α], então y =
n−1∑
i=0

aiα
i; ai ∈ A. Mostremos que ∀x ∈ A[α], temos

que TrL|K

(
xy

g′(α)

)
∈ A. Primeiro, notemos que

TrL|K

(
αjy

g′(α)

)
=

n−1∑
i=0

aiTrL|K

(
αj+i

g′(α)

)
= an−1−j ∈ A, para j = 0, · · · , n− 1.
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Assim, para todo x =
n−1∑
i=0

biα
i ∈ A[α], segue que

TrL|K

(
xy

g′(α)

)
=

n−1∑
i=0

biTrL|K

(
αiy

g′(α)

)
∈ A.

Logo y ∈ A[α]∗, o que implica que
1

g′(α)
A[α] ⊆ A[α]∗. Para mostrar a outra inclusão, se

y ∈ A[α]∗, então, pelo Corolário (3.1.1), como

{
1

g′(α)
,

α

g′(α)
, . . . ,

αn−1

g′(α)

}
é uma base de L

sobre K, segue que y =
n−1∑
j=0

aj

(
αj

g′(α)

)
, com aj ∈ K para j = 0, · · · , n − 1. Assim, pela

Proposição (3.1.4), temos que

TrL|K(y) =
n−1∑
j=0

ajTrL|K

(
αj

g′(α)

)
= an−1 ∈ A,

pois y ∈ A[α]∗. Analogamente,

TrL|K(yα) =
n−1∑
j=0

ajTrL|K

(
αj+1

g′(α)

)
= an−2 − an−1TrL|K

(
αn

g′(α)

)
.

Como αn = −(c1α
n−1 + c2α

n−2 + · · · + cn), segue que TrL|K

(
αn

g′(α)

)
= −c1 ∈ A. Assim,

TrL|K(yα) = an−2 − an−1c1 ∈ A. Como an−1, c1 ∈ A segue que an−2 ∈ A. Continuando desta

forma, ai ∈ A, para todo i = 0, · · · , n− 1. Portanto, A[α]∗ =
1

g′(α)
A[α].

Exemplo 3.1.3 Sejam L = Q(ζp), o p-ésimo corpo ciclotômico, com p primo e OL = Z[ζp] o

anel de inteiros de L sobre Z. O polinômio minimal de ζp sobre Q é g(x) = xp−1 + · · ·+ x + 1.

Pelo Teorema (3.1.1), temos que

∆(L|K)−1 =
1

((p− 1)ζp
p−2 + · · ·+ 2ζp + 1)

Z[ζp].

Exemplo 3.1.4 Sejam A = Z, K = Q e L = Q(
√

17). Pelo Teorema (3.1.1), temos que

A[α]∗ = Z[
√

17]∗ =
1

g′(α)
Z[
√

17],

onde g(x) = x2−17 = minQ
√

17. Logo, Z[
√

17]∗ =
1

2
√

17
Z[
√

17]. Note que OL = Z

[
1 +

√
17

2

]
6=
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A[α].

Proposição 3.1.5 Se L = K(α), onde α é inteiro sobre K e [K(α) : K] = n, então ∆(L|K)−1

é um OL-módulo finitamente gerado.

Demonstração: Temos que A[α] ⊂ OL. Assim, pelo item (2) da Proposição (3.1.1), temos que

∆(L|K)−1 = O∗
L ⊂ A[α]∗. Agora, como α é inteiro sobre A, temos que A[α] é um A-módulo

finitamente gerado por {1, α, · · · , αn−1}. Como {1, α, · · · , αn−1} é uma base de L sobre K,

segue que {1, α, · · · , αn−1} é linearmente independente sobre A. Logo, A[α] é um A-módulo

livre. Pelo item (2) da Proposição (3.1.3), temos que A[α]∗ é um A-módulo livre finitamente

gerado. Logo, como A é noetheriano segue, pelo Corolário (1.2.2), que A[α]∗ é um A-módulo

noetheriano. Como ∆(L|K)−1 é um OL-módulo, pelo item (1) da Proposição (3.1.1), segue

que ∆(L|K)−1 é um A-módulo. Desta forma, temos que ∆(L|K)−1 é um A-submódulo de um

A-módulo noetheriano A[α]∗. Portanto, ∆(L|K)−1 é um A-módulo finitamente gerado. Desta

forma, existem x1, · · · , xm ∈ ∆(L|K)−1 tal que ∆(L|K)−1 =
m∑

i=1

Axi. Em particular, como

∆(L|K)−1 é um OL-módulo, temos que ∆(L|K)−1 ⊂
m∑

i=1

OLxi ⊂ ∆(L|K)−1. Logo, ∆(L|K)−1 é

um OL-módulo finitamente gerado.

Corolário 3.1.2 Se L = K[α], onde α é inteiro sobre K e [K[α] : K] = n, então ∆(L|K)−1 é

um ideal fracionário de OL.

Demonstração: Pela Proposição (3.1.5), temos que ∆(L|K)−1 é um OL-módulo finitamente

gerado. Assim, se tomarmos d um fator comum entre os denominadores dos geradores de

∆(L|K)−1, temos que d∆(L|K)−1 ⊆ OL. Portanto, ∆(L|K)−1 é um ideal fracionário de OL.

3.2 Diferente

Nesta seção veremos o conceito de diferente e suas propriedades. Para isto, sejam A um domı́nio

de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão separável de K de grau n, OL o anel dos

inteiros de L sobre A e ∆(L|K)−1 o codiferente de L sobre K.

3.2.1 Definição e Propriedades

Apresentamos aqui a definição de diferente de uma extensão e alguns resultados envolvendo

este conceito.

Definição 3.2.1 O ideal de OL igual ao inverso do ideal fracionário ∆(L|K)−1 é chamado

diferente de L sobre K e denotado por ∆(L|K).
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Observação 3.2.1 Notemos que como OL é um anel de Dedekind, segue que todo ideal fra-

cionário de OL admite inverso. Em particular, ∆(L|K)−1 é inverśıvel. Ainda, temos que

∆(L|K) é um ideal inteiro de OL. De fato, visto que OL ⊆ ∆(L|K)−1, temos que OL∆(L|K) ⊆
∆(L|K)∆(L|K)−1 = OL. Logo, ∆(L|K) ⊆ OL.

Exemplo 3.2.1 Sejam A = Z, K = Q e L = Q(
√

d), onde d é um inteiro livre de quadrados

e d ≡ 2 ou 3 (mod 4). Pelo Exemplo (3.1.1), temos que ∆(L|K)−1 =
1

2
√

d
Z[
√

d]. Assim,

pela Definição (3.2.1), temos que o diferente de L sobre K é ∆(L|K) = (2
√

d)Z[
√

d], pois(
1

2
√

d
Z[
√

d]
)

(2
√

dZ[
√

d]) = Z[
√

d].

Proposição 3.2.1 Se L = K[α], onde α ∈ OL e se g(x) ∈ A[x] é o polinômio minimal de α

sobre K, então ∆(L|K) = OLg
′
(α) se, e somente se, OL = A[α].

Demonstração: SeOL = A[α] temos, pelo Teorema (3.1.1), que ∆(L|K)−1 =
1

g′(α)
OL. Assim,

∆(L|K) = (∆(L|K)−1)−1 =

(
1

g′(α)
OL

)−1

= g
′
(α)OL.

Reciprocamente, suponha que ∆(L|K) = g
′
(α)OL. Se z ∈ OL, então existe um polinômio

h(x) ∈ K[x], de grau menor que n = [L : K], tal que z = h(α), pois {1, α, · · · , αn−1} é base de

L sobre K. Na demonstração da Proposição (3.1.4), vimos que

1 =
n∑

k=1

g(x)

g′(αk)(x− αk)
=

n∑

k=1

∏

i6=k

x− αi

αk − αi

,

onde α = α1, . . . , αn, são os conjugados de α sobre K. O polinômio

h1(x) =
n∑

k=1

h(αk)
∏

i6=k

x− αi

αk − αi

tem grau menor que n e h1(αj) =
n∑

k=1

h(αk)
∏

i6=k

αj − αi

αk − αi

= h(αj), pois se k 6= j temos que

∏

i6=k

αj − αi

αk − αi

= 0. Como grau (h− h1) é menor que n e h− h1 tem αi, para i = 1, · · · , n, como

ráızes, segue que h(x)− h1(x) = 0, o que implica que h(x) = h1(x). Mas,

TrL|K

(
zg(x)

g′(α)(x− α)

)
= TrL|K

(
z

∏

i6=k

x− αi

α− αi

)
=

n∑

k=1

h(αk)
∏

i6=k

x− αi

αk − αi

= h(x).
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Como os coeficientes de
g(x)

x− α
pertencem a L e são inteiros sobre A, segue que

g(x)

x− α
∈ OL[x] e

como
z

g′(α)
∈ ∆(L|K)−1 segue que h(x) = TrL|K

(
zg(x)

g′(αk)(x− α)

)
∈ A[x]. Assim, z = h(α) ∈

A[α] e, portanto, OL ⊂ A[α]. Como A[α] ⊂ OL, segue que OL = A[α].

Exemplo 3.2.2 Para corpos quadráticos L = Q(
√

d), com d livre de quadrados, temos:

i)- Se d ≡ 2 ou d ≡ 3 (mod 4), então OL = Z[
√

d]. Pela Proposição (3.2.1), temos que

∆(L|Q) = Z[
√

d]g
′
(
√

d), onde g(x) é o polinômio minimal de
√

d sobre Q.

ii)- Se d ≡ 1 (mod 4), então OL = Z

[
1 +

√
d

2

]
. Ainda, temos que Q(

√
d) = Q

(
1 +

√
d

2

)

e, pela Proposição (3.2.1), temos que ∆(L|Q) = Z

[
1 +

√
d

2

]
g
′

(
1 +

√
d

2

)
, onde g(x) é o

polinômio minimal de
1 +

√
d

2
sobre Q.

Exemplo 3.2.3 Sejam p um primo, ζp é uma raiz p-ésima primitiva da unidade e L = Q(ζp).

Pela Proposição (3.2.1), temos que ∆(L|Q) = Z[ζp]g
′
(ζp), onde g(x) é o polinômio minimal de

ζp sobre Q.

Proposição 3.2.2 Seja J um ideal fracionário de OL. Tem-se que TrL|K(J) ⊆ A se, e somente

se, J ⊆ ∆(L|K)−1.

Demonstração: Suponha TrL|K(J) ⊆ A. Se x ∈ OL e y ∈ J , temos que xy ∈ OLJ = J .

Como TrL|K(J) ⊆ A, segue TrL|K(xy) ∈ A. Portanto, y ∈ ∆(L|K)−1. Logo, J ⊂ ∆(L|K)−1.

Reciprocamente, se J ⊂ ∆(L|K)−1, então TrL|K(JOL) ⊆ A.

Lema 3.2.1 Sejam I, J ideais fracionários de OL. Se para todo M ideal fracionário de L

tem-se que M ⊆ I se, e somente se, M ⊆ J , então I = J .

Demonstração: Se x ∈ I, então M = 〈x〉 ⊂ I. Assim, M ⊂ J , ou seja, x ∈ J . Logo, I ⊆ J .

De modo análogo, temos que J ⊆ I. Portanto, I = J .

Proposição 3.2.3 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão

separável de K de grau finito e N uma extensão separável de L de grau finito. Se ON e OL são

os anéis de inteiros de N e L, respectivamente, então

∆(N|K) = ON∆(L|K)∆(N|L).
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Demonstração: Seja M um ideal fracionário de ON tal que M ⊆ ∆(N|L)−1. Mostremos que

M ⊆ ON∆(L|K)∆(N|L)−1. Pela Proposição (3.2.2), temos que TrN|L(M) ⊆ OL, o que implica

que

∆(L|K)−1TrN|L(M) ⊆ ∆(L|K)−1OL = ∆(L|K)−1.

Assim, temos que TrN|L(∆(L|K)−1M) ⊆ ∆(L|K)−1. Como M = MON, pois M é um ideal

fracionário de ON, temos que

TrN|L(ON∆(L|K)−1M) ⊆ ∆(L|K)−1.

Agora, TrN|K(ON∆(L|K)−1M) = TrL|K(TrN|L(ON∆(L|K)−1M) ⊆ TrL|K(∆(L|K)−1) ⊆ A. Assim,

pela Proposição (3.2.2), temos que

ON∆(L|K)−1M ⊆ ∆(N|K)−1.

Isto implica que M ⊆ ON∆(L|K)∆(N|K)−1. Agora, seja M ⊆ ON∆(L|K)∆(N|K)−1 e mostremos

que M ⊆ ∆(N|L)−1. Temos que ON∆(L|K)−1M ⊆ ∆(N|K)−1. Pela Proposição (3.2.2), segue

que

TrN|K(ON∆(L|K)−1M) ⊆ A.

Como TrN|K(ON∆(L|K)−1M) = TrL|K(TrN|L(ON∆(L|K)−1M)) ⊆ A, pela Proposição (3.2.2),

segue que TrN|L(ON∆(L|K)−1M) ⊆ ∆(L|K)−1. Assim,

∆(L|K)−1TrN|L(M) ⊆ ∆(L|K)−1.

Desta forma, TrN|L(M) ⊆ OL e assim M ⊆ ∆(N|L)−1. Portanto, pelo Lema (3.2.1), temos que

∆(N|L)−1 = ON∆(L|K)∆(N|K)−1 e, assim, ∆(N|K) = ON∆(L|K)∆(N|L).

Exemplo 3.2.4 Sejam n = 15, ζ = ζ15 uma raiz 15-ésima primitiva da unidade, K = Q,

L = Q(ζ + ζ−1) e N = Q(ζ).

8




N = Q(ζ)

|2
L = Q(ζ + ζ−1)

|4
K = Q

Temos que:
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i-) Seja ψ o polinômio minimal de ζ+ζ−1 sobre Q e ψ
′
a derivada de ψ. Como OL = Z[ζ+ζ−1],

pela Proposição (3.2.1), temos que

∆(L|K) = ψ
′
(ζ + ζ−1)Z[ζ + ζ−1].

ii-) Seja g(x) = x2−(ζ+ζ−1)x+1 o polinômio minimal de ζ sobre L. Temos que g
′
(ζ) = ζ−ζ−1.

Assim, como ON = Z[ζ], pela Proposição (3.2.1), segue que

∆(N|L) = (ζ − ζ−1)Z[ζ].

Segue, de (i), (ii) e da Proposição (3.2.3), que

∆(L|K) = Z[ζ]∆(L|K)∆(N|L) = (ζ − ζ−1)ψ
′
(ζ + ζ−1)Z[ζ].

Observação 3.2.2 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão

finita de K e OL o anel de inteiros de L sobre A. Seja P um ideal primo de A, S = A − P ,

A′
= S−1A e O′

L = S−1OL. Visto que A é um anel de Dedekind, pelo Teorema (1.10.1), temos

que A′
= S−1A é um anel de Dedekind. Agora, pela Proposição (1.10.4), temos que como OL é

o anel de inteiros de L sobre A, segue que O′
L = S−1OL é o anel de inteiros de L sobre A′

. Pelo

Teorema (1.8.1), temos que como S−1A é um anel de Dedekind, segue que O′
L = S−1OL é um

anel de Dedekind. Logo, todo ideal fracionário de O′
L admite inverso. Temos que o conjunto

∆P (L|K)−1 = {x ∈ L; TrL|K(xy) ∈ A′
para todo y ∈ O′

L}

é um ideal fracionario de O′
L, logo admite inverso.

Definição 3.2.2 Nas condições da Observação (3.2.2), chamamos de diferente de L|K sobre

P e denotamos por ∆P (L|K) o inverso do ideal ∆P (L|K)−1.

Proposição 3.2.4 Com as notações da Definição (3.2.2), tem-se que O′
L∆(L|K) = ∆P (L|K).

Demonstração: Se x ∈ O′
L∆(L|K), então x é da forma

y

s
, com y ∈ ∆(L|K) e s ∈ S. Seja

z ∈ ∆P (L|K)−1 = {x ∈ L; TrL|K(xy) ∈ A′
para todo y ∈ O′

L}. Temos que TrL|K(zO′
L) ⊂ A′

.

Pela Proposição (1.5.6), temos que OL é um A-módulo finitamente gerado. Sejam {t1, · · · , tm}
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um conjunto de geradores do A-módulo OL. Para todo i = 1, · · · ,m, temos que zti ∈ zO′
L e,

assim, TrL|K(zti) =
ai

si

, com ai ∈ A e si ∈ S. Se s0 = s1 · · · sm ∈ S, então

TrL|K(zs0ti) = s0TrL|K(zti) = s0
ai

si

= ai(s0 · · · si−1si+1 · · · sm) ∈ A, para i = 1, 2, . . . ,m.

Desta forma, TrL|K(zs0OL) ⊆ A, pois se w ∈ OL, então w =
m∑

i=1

αiti; αi ∈ A e assim

TrL|K(zs0w) =
m∑

i=1

αiTrL|K(zs0ti) ∈ A. Como TrL|K(zs0OL) ⊆ A, segue que zs0 ∈ ∆(L|K)−1,

isto é, yzs0 ∈ ∆(L|K)∆(L|K)−1 = OL. Logo, xz =
yz

s
=

yzs0

ss0

∈ O′
L. Como z ∈ ∆P (L|K)−1,

segue que x ∈ ∆P (L|K). Logo, O′
L∆(L|K) ⊆ ∆P (L|K). Por outro lado, seja x ∈ ∆P (L|K).

Temos que ∆(L|K)−1 é um A-módulo finitamente gerado. Sejam {z1, · · · , zm} um conjunto

de geradores do A-módulo ∆(L|K)−1. Temos que TrL|K(ziOL) ⊆ A, para i = 1, . . . , m. As-

sim, segue que TrL|K(ziO′
L) ⊆ A′

. De fato, se t ∈ O′
L, então t =

a

b
; a ∈ OL, b ∈ S. As-

sim TrL|K(zit) = TrL|K(zi
a

b
) =

1

b
TrL|K(zia) ∈ A′

, pois b ∈ S ⊂ K e
1

b
A ⊂ A′

. Desta

forma, zi ∈ ∆P (L|K)−1. Assim, xzi ∈ ∆P (L|K)∆P (L|K)−1 = O′
L, ou seja, xzi =

bi

si

com

bi ∈ OL e si ∈ S. Se s = s1 · · · sm ∈ S, então sxzi ∈ OL, para todo i = 1, · · · ,m e, assim,

sx∆P (L|K)−1 ⊆ OL. Portanto, sx ∈ ∆(L|K) e x ∈ O′
L∆(L|K). Logo, ∆P (L|K) ⊆ O′

L∆(L|K).

Portanto, O′
L∆(L|K) = ∆P (L|K).

3.2.2 Diferente e Discriminante

Nesta seção apresentamos algumas relações que envolvem o diferente e o discriminante de uma

extensão. Se destaca o fato de que a norma do diferente é o módulo do discriminante. Para

isto, sejam A um domı́nio de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão finita de K de

grau n e OL o anel de inteiros de L sobre A.

Teorema 3.2.1 ([11], pag. 44) Se A é um anel de Dedekind, K seu corpo de frações e L uma

extensão finita de K, então

N(∆(L|K)) = |Disc(L|K)|.

Exemplo 3.2.5 Sejam A = Z, K = Q e L = Q(ζ34). Pela Proposição (2.2.3), temos que

|Disc(L|K)| = 33(4−1)(4(3−1)−1) = 333(8−1) = 327(7) = 3189. Assim, pelo Teorema (3.2.1), segue

que N(∆(L|K)) = 3189.
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Proposição 3.2.5 Sejam K1,K2 extensões finitas de Q tal que K2|Q é de Galois e K1∩K2 = Q.

Se L = K1K2, então [L : Q] = [K1 : Q][K2 : Q].

Demonstração: Como K2|Q é de Galois e separável, segue que K2|Q é normal. Pelo Teorema

(1.3.2), temos que existe α ∈ K2 tal que K2 = Q(α). Sejam g(x) = minQ(α) e {α = α1, · · · , αn}
as ráızes de g. Como K2|Q é normal e α ∈ K2, segue que {α = α1, · · · , αn} ⊂ K2. Por outro

lado, temos que L = K1(α) e g(x) = minK1α. De fato, se g(x) = h(x)f(x); com h(x), f(x) ∈
K1[x], então os coeficientes de h, f são elementos de K1 ∩ K2, visto que os coeficientes de h, f

são somas de produtos de {α = α1, · · · , αn} ⊂ K2. Logo, h(x), f(x) ∈ (K1 ∩ K2)[x] = Q[x],

o que é um absurdo, pois g é irredut́ıvel sobre Q. Portanto, [L : K1] = grau(g) = [K2 : Q].

Assim, [L : Q] = [L : K1][K1 : Q] = [K2 : Q][K1 : Q].

A próxima proposição segue sem demonstração pois necessita de alguns pré-requisitos que

resolvemos omitir neste trabalho para não torná-lo muito extenso.

Proposição 3.2.6 ([11], pag. 48) Se K1,K2 são extensões finitas de Q tal que K2|Q é de

Galois e mdc(Disc(K1|Q), Disc(K2|Q)) = 1, então K1 ∩K2 = Q.

Corolário 3.2.1 Se K1,K2 são extensões finitas de Q tal que K2|Q é de Galois e

mdc(Disc(K1|Q), Disc(K2|Q) = 1, então [L : Q] = [K1 : Q][K2 : Q].

Demonstração: Como mdc(Disc(K1|Q), Disc(K2|Q) = 1, segue que K1 ∩ K2 = Q. Agora,

pela Proposição (3.2.5), temos que [L : Q] = [K1 : Q][K2 : Q].

Exemplo 3.2.6 Sejam K = Q, K1 = Q(
√

2) e K2 = Q(ζ3). Temos que Disc(K1|K) = 8

e Disc(K2|K) = −3. Assim, como mdc(Disc(K1|K), Disc(K2|K)) = 1 segue, pelo Corolário

(3.2.1), que se L = Q(
√

2, ζ3) = K1K2, então [L : Q] = [K1 : Q][K2 : Q] = 2.2 = 4.

Proposição 3.2.7 ([5], pag. 218) Sejam K1,K2 extensões finitas de Q de graus n1, n2, re-

spectivamente, tal que K2|Q é de Galois e mdc(Disc(K1|Q), Disc(K2|Q) = 1. Se L = K1K2,

então

Disc(L|K) = Disc(K1|Q)n2Disc(K2|Q)n1 .

Exemplo 3.2.7 Com as mesmas hipóteses do Exemplo (3.2.6), como mdc(Disc(Q(
√

2)|Q),

Disc(Q(ζ3)|Q)) = 1 segue, pela Proposição (3.2.7), que

Disc(Q(
√

2, ζ3)|Q) = Disc(Q(
√

2)|Q)
2
Disc(Q(ζ3)|Q)2 = 82(−3)2.
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Teorema 3.2.2 Sejam K1, K2 extensões de Q com discriminantes primos entre si, tal que

K2|Q é de Galois e L = K1K2. Se OL, OK1 e OK2 são os anéis de inteiros de L, K1 e K2,

sobre Z, respectivamente, então o produto de uma Z-base de OK1 por uma Z-base de OK2 é uma

Z-base de OL.

Demonstração: Sejam {x1, · · · , xn1} uma Z-base de OK1 e {y1, · · · , yn2} uma Z-base de OK2 .

Vamos calcular DL|Q(x1y1, · · · , xn1yn2). Observamos que se σ é um homomorfismo de L e se

σK1 , σK2 denotam a restrição de σ a K1 e K2, respectivamente, então a função σ −→ (σK1 , σK2)

é bijetora, pois L = K1K2 e [L : Q] = n1n2. Assim, DL|Q(x1y1, · · · , xn1yn2) = [det(σiτj(xkyl))]
2,

onde σi são os homomorfismos de K1 e τj são so homomorfismos de K2. O determinante dessa

matriz é o produto de Kronecker das matrizes (σi(xk))
n1
i,k=1 e (τj(yl))

n2
j,l=1. Assim,

[det(σi(xk))]
2n2 [det(τj(yl))]

2n1 = DK1|Q(x1, · · · , xn1)
n2DK2|Q(y1, · · · , yn2)

n1 .

Portanto, DL|Q(x1y1, · · · , xn1yn2) = DK1|Q(x1, · · · , xn1)
n2DK2|Q(y1, · · · , yn2)

n1 . Pela Proposição

(3.2.7), temos que 〈DL|Q(x1y1, · · · , xn1yn2
)〉 = 〈Disc(L|Q)〉. Logo, se {z1, · · · , zn1n2} é uma

Z-base de OL, tal que xlym =

n1n2∑
i=1

akizi, para k = lm, temos que (aki) é inverśıvel. Logo,

{x1y1, · · · , xn1yn2} é uma Z-base de OL.

O próximo teorema obtém o discriminante de qualquer corpo ciclotômico sobre Q.

Teorema 3.2.3 Sejam n ∈ N; n > 2 e K = Q(ζn), onde ζn é um raiz n-ésima primitiva da

unidade. Se n =
r∏

j=1

p
aj

j , onde pj são primos distintos e aj ∈ N∗, então

Disc(K|Q) =
(−1)

ϕ(n)r
2 nϕ(n)

r∏
j=1

p
ϕ(n)
pj−1

j

,

onde ϕ é a função de Euler.

Demonstração: Vamos provar por indução sobre r. Para o caso r = 1, foi provado na

Proposição (2.2.3). Suponhamos que o resultado é válido para r−1, onde r > 1. Seja m =
n

par
r

,

temos que

Disc(Q(ζm)|Q) =
(−1)

ϕ(m)(r−1)
2 mϕ(m)

r−1∏
j=1

p
ϕ(m)
pj−1

j

e
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Disc(Q(ζpar
r

)|Q) =
(−1)

ϕ(p
ar
r )
2 (par

r )ϕ(par
r )

p
ϕ(p

ar
r )

pr−1
r

.

Assim, mdc(Disc(Q(ζm)|Q), Disc(Q(ζpar
r

)|Q)) = 1. Como Q(ζn) = Q(ζm)Q(ζpar
r

) temos, pela

Proposição (3.2.7), que

Disc(Q(ζn)|Q) = (Disc(Q(ζm)|Q))ϕ(par
r )(Disc(Qζ(par

r )|Q))ϕ(m).

Agora,

(Disc(Q(ζm)|Q))ϕ(par
r ) =

(−1)
ϕ(m)(r−1)ϕ(p

ar
r )

2 (m)ϕ(m)ϕ(par
r )

r−1∏
j=1

p
ϕ(m)ϕ(p

ar
r )

pj−1

j

=
(−1)

ϕ(n)(r−1)
2 (m)ϕ(n)

r−1∏
j=1

p
ϕ(n)
pj−1

j

e

(Disc(Q(ζpar
r

)|Q))ϕ(m) =
(−1)

ϕ(p
ar
r )ϕ(m)

2 (par
r )ϕ(m)ϕ(par

r )

p
ϕ(p

ar
r )

ϕ(m)(pr−1)
r

=
(−1)

ϕ(n)
2 (par

r )ϕ(n)

p
ϕ(n)
pr−1
r

.

Multiplicando estas igualdades, obtemos

Disc(Q(ζn)|Q) =
(−1)

ϕ(n)r
2 nϕ(n)

r∏
j=1

p
ϕ(n)
pj−1

j

,

o que prova o teorema.

Exemplo 3.2.8 Sejam n = 20 e K = Q(ζ20) o 20-ésimo corpo ciclotômico. Pelo Teorema

(3.2.3), como ϕ(20) = 8 e 20 = 22.5, segue que

Disc(Q(ζ20)|Q) =
(−1)

8.2
2 208

2
8
1 5

8
4

=
21658

2852
= 2856.

Exemplo 3.2.9 Sejam n = 39 e K = Q(ζ39) o 39-ésimo corpo ciclotômico. Pelo Teorema

(3.2.3), como ϕ(39) = 24 e 39 = 3.13, segue que

Disc(Q(ζ39)|Q) =
(−1)

24.2
2 3924

3
24
2 13

24
12

=
3241324

312132
= 3121322.
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Caṕıtulo 4

Ramificação de Ideais

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão separável de K de grau

n, OL o anel de inteiros de L sobre A e P um ideal primo de A. Neste caṕıtulo, apresentamos

alguns fatos da decomposição do ideal estendido POL em um produto de ideais primos de OL.

Na Seção 4.1, apresentamos os conceitos de ramificação de um ideal, o Teorema da Igualdade

Fundamental e o Teorema de Kummer. Na Seção 4.2, apresentamos a relação entre um ideal

primo P de A que se ramifica em OL e o discriminante da extensão L|K. Na Seção 4.3,

apresentamos a relação entre um ideal primo Q de OL que se ramifica e o diferente da extensão

L|K. Por fim, na Seção 4.4, apresentamos a ramificação em corpos ciclotômicos, encontrando

todos os ideais primos P de Z que se ramificam em Z[ζn], todos os ideais primos Q de Z[ζn] que

se ramificam e a fatoração do diferente ∆(Q(ζn)|Q) como produto de ideais primos de Z[ζn].

4.1 Teorema de Kummer

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão separável de K de grau

n e OL o anel de inteiros de L sobre A.

Definição 4.1.1 Seja B um ideal de A. Dizemos que o ideal inteiro

BOL =

{
n∑

i=1

biai; bi ∈ B, ai ∈ OL

}

de OL é a extensão de B em OL. Neste caso, chamamos BOL de ideal estendido.
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Seja P um ideal primo de A. Como OL é um anel de Dedekind segue, pelo Teorema (1.8.2),

que o ideal estendido POL de OL é expresso de forma única como o produto

POL =

g∏
i=1

Qi
ei ,

onde os Q
′
is são ideais primos deOL e os e

′
is são inteiros estritamente positivos, para i = 1, · · · , g.

Nesta seção, veremos um método para encontrar os ideais primos Qi que aparecem na

fatoração de POL e os valores de ei, para i = 1, · · · , g.

Proposição 4.1.1 Seja P um ideal primo de A. Se POL =

g∏
i=1

Qi
ei , com Q

′
is ideais primos de

OL e ei ≥ 1, para todo i = 1, · · · , g, é a fatoração de POL, então Qi∩A = P , para i = 1, · · · , g.

Além disso, os Q
′
is são os únicos ideais primos de OL cuja intersecção com A resulta no ideal

primo P .

Demonstração: Seja Qi um ideal primo de OL que aparece na fatoração de POL. Como

A ⊂ OL segue, pela Proposição (1.1.3), que Qi∩A é um ideal primo de A e também Qi∩A ( A,

pois 1 6∈ Qi. Agora, como P ⊂ POL =

g∏
i=1

Qi
ei ⊂ Qi, para todo i, segue que P ⊂ Qi ∩ A ( A.

Como P é maximal, pois A é um anel de Dedekind, segue que P = Qi ∩ A, para i = 1, · · · , g.

Para a unicidade, se B é um ideal primo de OL tal que B∩A = P , então, P ⊂ B, o que implica

que POL ⊂ BOL = B. Assim, B ⊃ POL =

g∏
i=1

Qi
ei . Pelo Lema (1.1.4), temos que B ⊃ Qj,

para algum j. Como OL é de Dedekind, segue que Qj é maximal e, desta forma, B = Qj, pois

B ( OL.

Definição 4.1.2 Seja B um ideal primo de OL. Dizemos que B está acima do ideal primo

P de A se P = A ∩ B.

Observação 4.1.1 Notemos que os ideais primos de OL que estão acima de um ideal primo

P de A são exatamente os ideais primos de OL que aparecem na fatoração de POL.

Exemplo 4.1.1 Sejam p um número primo, ζ = ζp uma raiz p-ésima primitiva da unidade,

A = Z, K = Q e L = Q(ζp). Temos que OL = Z[ζp] e que 〈p〉 é um ideal primo de Z. Mostremos

que 〈p〉Z[ζp] = pZ[ζp] = P p−1, onde P é um ideal primo de Z[ζp] e P = 〈1−ζ〉. De fato, primeiro

notemos que 1− ζ|1− ζj e 1− ζj|1− ζ para todo j = 1, · · · , p−1. Desta forma, geram o mesmo

ideal em Z[ζp]. Agora, notemos que como o polinômio ciclotômico φp(x) = xp−1 + · · ·+ x + 1 =

(x − ζ)(x − ζ2) · · · (x − ζp−1), segue que p = φp(1) = (1 − ζ)(1 − ζ2) · · · (1 − ζp−1). Assim,
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〈p〉 =

p−1∏
j=1

〈1 − ζj〉. Agora, como 〈1 − ζ〉 = 〈1 − ζj〉, para todo j = 1, · · · , p − 1, segue que

〈p〉 = 〈1− ζ〉p−1. Desta forma, se P = 〈1− ζ〉, então pZ[ζp] = P p−1. Aplicando a norma temos

que pp−1 = NL|K(p) = N(P )p−1, o que implica que N(P ) = p e, assim, pela Proposição (1.9.4),

temos que P é um ideal primo de Z[ζp]. Logo, a decomposição de pZ[ζp] em ideais primos de

Z[ζp] é dada por pZ[ζp] = P p−1. Pela Observação (4.1.1), temos que o único ideal primo de

Z[ζp] cuja intersecção com Z resulta em 〈p〉 é P .

Observação 4.1.2 Com as notações anteriores, temos A/P e OL/Qi são corpos, para todo

i = 1, · · · , g. De fato, basta notar que como A e OL são anéis de Dedekind, segue que P e Qi

são ideais maximais de A e OL, respectivamente. Desta forma, temos que A/P e OL/Qi são

corpos, para todo i = 1, · · · , g.

Lema 4.1.1 Com as notações anteriores, tem-se que para todo i = 1, · · · , g, A/P pode ser

identificado como um subcorpo de OL/Qi. Além disso, OL/Qi é um espaço vetorial de dimensão

finita sobre A/P , para i = 1, . . . , g.

Demonstração: Considere as aplicações A i−→ OL
π−→ OL/Qi, onde i é a inclusão e π é a

projeção. Temos que Ker(π◦i) = {x ∈ A; (π◦i)(x) = 0̄} = {x ∈ A; x ∈ Qi} = Qi ∩ A = P .

Assim, pelo Teorema (1.1.1), temos que A/P ' Im(π◦i). Portanto, A/P pode ser identificado

como um subcorpo de OL/Qi. Agora, sejam as operações:

⊕ : OL/Qi ×OL/Qi −→ OL/Qi

(x + Qi, y + Qi) 7−→ (x + y) + Qi

⊗ : A/P ×OL/Qi −→ OL/Qi

(a + P, y + Qi) 7−→ (ay) + Qi

Com estas operações temos que OL/Qi é um espaço vetorial sobre A/P , para i = 1, · · · , g.

Além disso, a dimensão de OL/Qi sobre A/P é finita. De fato, temos, pela Proposição (1.5.6),

que OL é um A-módulo finitamente gerado. Sejam {x1, · · · , xm} os geradores de OL sobre A.

Assim, se b ∈ OL então b = a1x1 + · · · + amxm; onde ai ∈ A, i = 1, · · · ,m. Desta forma,

b̄ = b + Qi = (a1x1 + Qi) + · · ·+ (amxm + Qi) = (a1 + P )(x1 + Qi) + · · ·+ (am + P )(xm + Qi).

Portanto, {x̄1, . . . , x̄m} gera OL/Qi como um espaço vetorial sobre A/P , o que implica que

dimA/POL/Qi é finita.

Definição 4.1.3 O grau fi = f(Qi|P ) da extensão OL/Qi sobre A/P , para i = 1, · · · , g, é

chamado de grau de inércia de Qi sobre P . O expoente ei = e(Qi|P ), para i = 1, · · · , g, é

chamado de ı́ndice de ramificação de Qi sobre P .
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Observação 4.1.3 Notemos que o Lema (4.1.1) garante que fi é finito para todo i = 1, · · · , g.

Definição 4.1.4 Sejam P um ideal primo de A e POL =

g∏
i=1

Qei
i a fatoração de POL em um

produto de ideais primos de OL. Dizemos que o ideal P de A é:

• totalmente decomposto em L, (ou em OL), quando ei = fi = 1, para todo ideal

primo Qi que está acima de P .

• inerte em L, (ou em OL), quando ei = 1 e fi = n, para todo ideal primo Qi que está

acima de P .

• totalmente ramificado em L, (ou em OL), quando ei = n e fi = 1, para todo ideal

primo Qi que está acima de P .

• ramificado em L, (ou em OL), se existir um ideal primo Qi de OL que está acima de

P tal que ei > 1 para algum i.

Definição 4.1.5 Nas condições da Definição (4.1.4), dizemos que um ideal primo Q de OL é

ramificado em OL se ele está acima de um ideal primo P de A que se ramifica em OL e seu

ı́ndice de ramificação é e(Q|P ) ≥ 2, ou seja, POL =

(
g∏

i=1

Qei
i

)
QeQ; onde eQ ≥ 2.

Observação 4.1.4 Notemos que se um ideal primo Q de OL se ramifica, então o ideal primo

P de A tal que P = Q∩A se ramifica em OL. Isto segue do fato de que POL =

(
g∏

i=1

Qei
i

)
QeQ ;

onde eQ ≥ 2.

Exemplo 4.1.2 Nas condições do Exemplo (4.1.1) temos que o ideal primo 〈p〉 de Z é rami-

ficado em Z[ζp]. Também, o ideal P de Z[ζp] é ramificado em Z[ζp].

Lema 4.1.2 Se P é um ideal primo de A tal que POL =

g∏
i=1

Qei
i , onde os Q

′
is são ideais primos

distintos de OL, então a sequência de ideais

OL ⊃ Q1 ⊃ Q2
1 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 ⊃ Qe1
1 Q2 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 Qe2
2 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 · · ·Qeg
g = POL

de OL é maximal.

Demonstração: Dois elementos consecutivos desta sequência são da forma Q e QQi, onde Q

é um produto de alguns ideais Qj, j = 1, · · · , g. Se existir um ideal B tal que QQi ⊂ B ⊂ Q
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segue, pelo Lema (1.7.1), que B divide QQi. Assim, existe um ideal I ⊂ OL tal que QQi = BI.

De modo análogo, Q divide B, ou seja, existe um ideal J ⊂ OL tal que B = QJ. Logo,

QQi = QJI, ou seja, Qi = JI. Agora, Qi = JI ⊂ I ⊂ OL. Como Qi é maximal, pois OL é

Dedekind, segue que Qi = I ou I = OL, ou seja, Qi = I ou Qi = J . Se Qi = I, então B = Q

e, se Qi = J , então B = QQi. Portanto, não existe ideal não trivial entre QQi e Q.

Lema 4.1.3 Seja P um ideal primo de A tal que POL =

g∏
i=1

Qei
i , onde Q

′
is são ideais primos

distintos de OL. Considere a cadeia decrescente de ideais de OL

OL ⊃ Q1 ⊃ Q2
1 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 ⊃ Qe1
1 Q2 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 Qe2
2 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 · · ·Qeg
g = POL.

Se Q é um ideal desta cadeia diferente de POL, então OL/QQi, Q/QQi e OL/Q são espaços

vetoriais sobre A/P . Além disso,

dim A/POL/QQi = dim A/P Q/QQi + dim A/POL/Q.

Demonstração: Temos que OL/QQi e OL/Q são espaços vetoriais sobre A/P . Seja ϕ :

OL/QQi −→ OL/Q tal que ϕ(x + QQi) = x + Q. Temos que ϕ é uma transformação linear

sobrejetora. Agora, Ker(ϕ) = Q/QQi. De fato, se x̄ = x + QQi ∈ Ker(ϕ), então ϕ(x +

QQi) = x + Q = 0̄, o que implica que x ∈ Q. Assim x̄ = x + QQi ∈ Q/QQi. Desta forma,

Ker(ϕ) ⊆ Q/QQi. Analogamente, se x̄ ∈ Q/QQi, então x̄ = x + QQi. Dáı, ϕ(x̄) = x + Q = 0̄,

pois x ∈ Q. Logo, Q/QQi ⊆ Ker(ϕ). Assim, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, temos que

dim A/POL/QQi = dim A/P Q/QQi + dim A/POL/Q,

o que prova o lema.

Lema 4.1.4 Seja P um ideal primo de A tal que POL =

g∏
i=1

Qei
i , onde Q

′
is são ideais primos

distintos de OL. Considere a cadeia decrescente de ideais

OL ⊃ Q1 ⊃ Q2
1 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 ⊃ Qe1
1 Q2 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 Qe2
2 ⊃ · · · ⊃ Qe1

1 · · ·Qeg
g = POL.

Se Q é um ideal desta cadeia diferente de POL, então Q/QQi é um espaço vetorial sobre OL/Qi

e dimOL/Qi
Q/QQi = 1, para i = 1, · · · , g.

Demonstração: Considere as aplicações:
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⊕ : Q/QQi ×Q/QQi −→ Q/QQi

(x + QQi, y + QQi) 7−→ (x + y) + QQi

⊗ : OL/Qi ×Q/QQi −→ Q/QQi

(α + Qi, y + QQi) 7−→ (αy) + QQi

Temos que com estas operações Q/QQi é um espaço vetorial sobre OL/Qi, para i = 1, · · · , g.

Agora, temos que os únicos subespaços de Q/QQi são os triviais. De fato, se existir um

subespaço não trivial de Q/QQi, então ele é da forma B/QQi, onde QQi ( B ( Q, o que

contraria o Lema (4.1.2). Assim, segue que dimOL/Qi
Q/QQi = 1.

Teorema 4.1.1 Com as notações anteriores, tem-se

g∑
i=1

eifi = [OL/POL : A/P ] .

Demonstração: Pelo Lema (4.1.4), temos que Q/QQi é um espaço vetorial sobre OL/Qi de

dimensão 1 e como [OL/Qi : A/P ] = fi, segue que [Q/QQi : A/P ] = fi. Fixado um ı́ndice i,

temos que existem exatamente ei quocientes da forma Q/QQi, ou seja, existem exatamente ei

espaços vetoriais sobre A/P de dimensão fi. Agora, pelo Lema (4.1.3), temos que

dim A/POL/POL = dim A/P (Qe1
1 · · ·Qeg−1

g /Qe1
1 · · ·Qeg

g ) + dim A/P (OL/Q
e1
1 · · ·Qeg−1

g )

= fg + dim A/P (OL/Q
e1
1 · · ·Qeg−1

g )

= fg + dim A/P (Qe1
1 · · ·Qeg−2

g /Qe1
1 · · ·Qeg−1

g ) + dim A/P (OL/Q
e1
1 · · ·Qeg−2

g )

= fg + fg + dim A/P (OL/Q
e1
1 · · ·Qeg−2

g ) = · · ·
= egfg + · · ·+ e2f2 + (e1 − 1)f1 + dim A/POL/Q1

=

g∑
i=1

eifi,

o que prova o teorema.

Lema 4.1.5 Seja P um ideal primo de A. Se A for um anel principal, então

[OL/POL : A/P ] = n.

Demonstração: Como A é um domı́nio principal, pelo Corolário (1.5.6), segue que OL é

um A-módulo livre de posto n. Seja {x1, · · · , xn} uma base de OL sobre A. Mostremos que

{x1 + POL, · · · , xn + POL} é uma base de OL/POL sobre A/P . De fato, primeiro mostremos

que {x1 + POL, · · · , xn + POL} gera OL/POL sobre A/P . Seja b̄ ∈ OL/POL. Temos que
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b̄ = b + POL =
n∑

i=1

aixi + POL; ai ∈ A, para todo i = 1, · · · , n, pois b ∈ OL e {x1, · · · , xn} é

uma base de OL sobre A. Segue então que

b̄ = (a1x1 + POL) + · · ·+ (anxn + POL) = (a1 + P )(x1 + POL) + · · ·+ (an + P )(xn + POL).

Mostremos agora que {x1 + POL, · · · , xn + POL} é linearmente independente. Se
n∑

i=1

(ai +

P )(xi + POL) = 0, então
n∑

i=1

(aixi + POL) = 0, o que implica que

(
n∑

i=1

aixi

)
+ POL = 0.

Desta forma,
n∑

i=1

aixi ∈ POL, isto é,
n∑

i=1

aixi =
s∑

i=1

bjpj, com bj ∈ OL e pj ∈ P, para todo

j = 1, · · · , s. Como {x1, · · · , xn} gera OL sobre A, segue que bj =
n∑

i=1

cijxi; cij ∈ A para

i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , s. Assim,

n∑
i=1

aixi =
s∑

j=1

(
n∑

i=1

cijxi

)
pj =

n∑
i=1

(
s∑

j=1

cijpj

)
xi,

o que implica que
n∑

i=1

(
ai −

s∑
j=1

cijpj

)
xi = 0. Como {x1, · · · , xn} é linearmente independente

sobre A, segue que ai =
s∑

j=1

cijpj ∈ P, ou seja, ai + P = 0 + P , para i = 1, · · · , n. Logo

{x1 + POL, · · · , xn + POL} é uma base de OL/POL sobre A/P , isto é, [OL/POL : A/P ] = n.

Proposição 4.1.2 Sejam A um anel de Dedekind, P um ideal primo de A tal que POL =
g∏

i=1

Qi
ei, onde os Q

′
is são ideais primos de OL e fi = [OL/Qi : A/P ]. Nestas condições, tem-se

que [OL/POL : A/P ] = n.

Demonstração: Sendo A um anel de Dedekind e P é um ideal primo não nulo de A, temos

que se S = A− P então, pela Proposição (1.10.5), segue que S−1A é um anel principal e pela

Proposição (1.10.4), segue que S−1OL é o anel dos inteiros de L sobre S−1A. Logo, S−1OL é um

S−1A-módulo livre de posto n. Dáı, pelo Lema (4.1.5), tem-se que [S−1OL/PS−1OL : S−1A/PS−1A] =

n. Considerando a fatoração do ideal PS−1OL =

g∏
i=1

(S−1OLQi)
ei e como Qi∩A = P , Qi∩S = Ø

e S−1OLQi são ideais primos não nulos de S−1OL segue, pelo Teorema (4.1.1), que

[
S−1OL/PS−1OL : S−1A/PS−1A]

=

g∑
i=1

ei

[
S−1OL/S

−1OLQi : S−1A/PS−1A]
.
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Agora, pelo Teorema (1.10.2), temos que S−1A/PS−1A ' A/P e S−1OL/S
−1OLQi ' OL/Qi.

Portanto,

n =
[
S−1OL/PS−1OL : S−1A/PS−1A]

=

g∑
i=1

eifi = [OL/POL : A/P ] ,

onde a última igualdade segue do Teorema (4.1.1).

Teorema 4.1.2 (Igualdade Fundamental) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de

frações, L uma extensão separável de K de grau n e OL o anel de inteiros de L sobre A. Se

P é um ideal primo de A tal que POL =

g∏
i=1

Qi
ei, onde os Q

′
is são ideais primos de OL e

fi = [OL/Qi : A/P ], então
g∑

i=1

eifi = [OL/POL : A/P ] = n.

Demonstração: A primeira igualdade segue do Teorema (4.1.1) e a segunda segue da Proposição

(4.1.2).

Proposição 4.1.3 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão

separável de K de grau n, N uma extensão separável de L de grau m, OL e ON os anéis de

inteiros de L e N, respectivamente. Se I é um ideal primo de ON tal que I∩OL = Q e Q∩A = P ,

então

e(I|Q)e(Q|P ) = e(I|P ) e

f(I|Q)f(Q|P ) = f(I|P ).

Demonstração: Temos, por definição, que

f(I|Q) = [ON/I : OL/Q] e f(Q|P ) = [OL/Q : A/P ].

Assim, temos, pela multiplicidade dos graus, que

f(I|P ) = [ON/I : A/P ] = [ON/I : OL/Q][OL/Q : A/P ] = f(I|Q)f(Q|P ).

Vamos mostrar a outra igualdade. Como Q ∩ A = P , segue que POL = Qe(Q|P )J , onde J

é um ideal de OL e Q não divide J . Analogamente, como I ∩ OL = Q, segue que QON =

Ie(I|Q)R, onde R é um ideal de ON e I não divide R. Assim, temos que PON = (POL)ON =

(Qe(Q|P )J)ON = (QON)
e(Q|P )(JON) = (Ie(I|Q)R)e(Q|P )(JON) = Ie(I|Q)e(Q|P )Re(Q|P )(JON). Além
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disso, I não divide JON, pois, caso contrário, teŕıamos que JON ⊂ I e, assim, J ⊂ JON ⊂ I.

Agora, como J ⊂ OL, segue que J ⊂ I ∩ OL = Q, o que implica que Q divide J e isto é um

absurdo. Desta forma, temos que I não divide JON e I não divide R, portanto, e(I|Q)e(Q|P )

é o maior ı́ndice com o qual I divide PON. Assim,

e(I|P ) = e(I|Q)e(Q|P ),

o que prova a proposição.

Proposição 4.1.4 Com as notações anteriores, tem-se que OL/POL '
g∏

i=1

OL/Q
ei
i .

Demonstração: Temos que Qi é o único ideal maximal de OL que contém Qei
i , para i =

1, · · · , g, pois se existir um outro ideal maximal M tal que M ⊃ Qei
i temos, pelo Lema (1.1.4),

que M ⊃ Qi. Como Qi é maximal, segue que M = Qi. Agora, vamos mostrar que Qei
i + Q

ej

j =

OL, para i 6= j. Suponhamos que Qei
i + Q

ej

j ( OL. Assim, existe um ideal maximal M de

OL, tal que Qei
i + Q

ej

j ⊂ M ⊂ OL. Como Qei
i ⊂ Qei

i + Q
ej

j , segue que Qei
i ⊂ M . Logo,

Qi = M . De modo análogo, como Q
ej

j ⊂ Qei
i +Q

ej

j , segue que Q
ej

j ⊂ M , assim Qj = M . Assim,

Qi = Qj, o que é um absurdo. Logo, Qei
i + Q

ej

j = OL. Assim, pelo Lema (1.1.2), temos que

OL/POL '
g∏

i=1

OL/Q
ei
i .

Agora iremos provar o Teorema de Kummer. Este teorema, sob certas situações, nos auxilia

a encontrar explicitamente a decomposição de um ideal primo estendido em um produto de

ideais primos.

Definição 4.1.6 Sejam A um anel e f(x) =
n∑

i=1

aix
i ∈ A[x]. Denotamos por f̄(x) o polinômio

n∑
i=1

(ai + P )xi ∈ (A/P )[x], onde P é um ideal primo não nulo de A.

Proposição 4.1.5 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão

separável de K de grau n, OL o anel de inteiros de L sobre A tal que OL = A[β], para algum

β ∈ L e P um ideal primo não nulo de A. Se f(x) = minKβ e f1, · · · , fr são polinômios

mônicos em A[x], tal que a fatoração de f̄ em polinômios irredut́ıveis distintos em (A/P )[x]

seja dada por

f̄ = f̄ e1
1 · · · f̄ er

r ,
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então ideais primos, dois a dois distintos, Q1, · · · , Qr de OL, que estão acima de P e satisfazem

OL/Qj ' (A/P )[β̄j],

onde β̄j é uma raiz de f̄j. Além disso, f(Qj|P ) = grau(fj), para j = 1, · · · , r.

Demonstração: Para todo j = 1, · · · , r, seja β̄j uma raiz de f̄j, em alguma extensão de A/P.

Como f̄j é irredut́ıvel em (A/P )[x], segue que f̄j é o polinômio minimal de β̄j sobre A/P. Além

disso, f̄i(β̄j) 6= 0, para todo i 6= j, pois caso contrário, f̄j|f̄i, o que é um absurdo visto que f̄j,

f̄i são irredut́ıveis. Agora, temos que o homomorfismo sobrejetor

λj : A[x] −→ (A/P )[β̄j]

h(x) 7−→ h̄(β̄j)

induz o homomorfismo sobrejetor

λ̄j : A[x]/〈f(x)〉 −→ (A/P )[β̄j],

uma vez que Ker(λj) ⊃ 〈f(x)〉. Por outro lado, o homomorfismo sobrejetor

λ : A[x] −→ A[β]

h(x) 7−→ h(β)

tem como núcleo o ideal principal 〈f(x)〉. Portanto, λ induz um isomorfismo

λ̄ : A[x]/〈f(x)〉 −→ A[β]

h(x) + 〈f(x)〉 7−→ h(β).

Resulta, então, que

µj = λ̄j◦(λ̄)−1 : A[β] −→ (A/P )[β̄j]

g(β) 7−→ ḡ(β̄j)
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é um homomorfismo sobrejetor. Como (A/P )[β̄j] é um corpo, segue que o núcleo de µj é um

ideal maximal Qj de OL = A[β]. Além disso, µj induz um isomorfismo

µ̄j : A[β]/Qj −→ (A/P )[β̄j]

g(β) + Qj 7−→ ḡ(β̄j).

Mostremos que Qj está acima de P , para todo j = 1, · · · , r. Temos que P ⊂ Qj, pois se p ∈ P

então µj(p) = p̄ = 0̄. Logo, P ⊂ Qj ∩ A 6= A, pois Qj é um ideal maximal de OL. Como

P é primo e A é um domı́nio de Dedekind segue que P é maximal e, assim, P = Qj ∩ A.

Portanto, Qj está acima de P, para todo j = 1, · · · , r. Mostremos que Qj 6= Qi, para todo

i 6= j. Fixado j, temos que µj(fj(β)) = f̄j(β̄j) = 0̄, o que implica que fj(β) ∈ Ker(µj) = Qj.

Agora, µi(fj(β)) = f̄j(β̄i) 6= 0̄ pois β̄i não é raiz de f̄j. Logo, fj(β 6∈ Ker(µi)) = Qi, para todo

i 6= j. Portanto, Qi 6= Qj, se i 6= j. Logo, Q1, · · · , Qr são dois a dois distintos. Finalmente,

como µ̄j é um A/P -isomorfismo de A[β]/Qj sobre (A/P )[β̄j], segue que

f(Qj|P ) = [A[β]/Qj : A/P ] = [(A/P )[β̄j] : A/P ] = grau(fj),

para todo j = 1, · · · , r.

Teorema 4.1.3 (Teorema de Kummer) Nas condições da Proposição (4.1.5), tem-se que

se f̄ = f̄1
e1 · · · f̄r

er é a fatoração de f̄ em polinômios irredut́ıveis em A/P [x], então:

POL = Q1
e1 · · ·Qr

er , onde

Qj = POL + fj(β)OL, para j = 1, · · · , r,

e(Qj|P ) = ej, para j = 1, · · · , r e

f(Qj|P ) = grau fj, para j = 1, · · · , r.

Demonstração: Pela demonstração da Proposição (4.1.5), consideremos Qj = Ker(µj), para

j = 1, · · · , r, onde

µj : A[β] −→ (A/P )[β̄j]

g(β) 7−→ ḡ(β̄j),

com β̄j uma raiz de f̄j(x). Mostremos que Qj = POL + fj(β)OL. Temos que, POL + fj(β)OL ⊆
Qj, para j = 1, · · · , r, pois se x ∈ POL + fj(β)OL, então x =

s∑
i=1

piyi + fj(β)w, onde pi ∈ P,
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yi ∈ OL e w ∈ OL, para todo i = 1, · · · , s. Assim, µj(x) =
s∑

i=1

p̄iȳi + f̄j(β̄j)w̄ = 0̄, o que implica

que x ∈ Ker(µj) = Qj. Por outro lado, Qj ⊆ POL+fj(β)OL. De fato, se α ∈ Qj, então α = g(β)

para algum g(x) ∈ A[x]. Como ḡ(β̄j) = µj(g(β)) = 0 e f̄j é o polinômio minimal de β̄j sobre

A/P , segue que existe h ∈ A[x] tal que ḡ(x) = f̄j(x)h̄(x). Desta forma, g(x)−fj(x)h(x) ∈ P [x]

e α = (g(β)− fj(β)h(β)) + fj(β)h(β) = (g − fjh)(β) + fj(β)h(β) ∈ POL + fj(β)OL. Assim

Qj = POL + fj(β)OL, para j = 1, · · · , r.

Mostremos agora que Q1, · · · , Qr são os únicos ideais primos de OL que estão acima de P.

Temos que Q1
e1 · · ·Qr

er ⊆ POL. De fato, uma vez que (U + B)(U + B
′
) ⊆ U + BB

′
para

quaisquer ideais U,B, B
′
de OL, temos que Q1

e1 · · ·Qr
er ⊆ POL + f1(β)e1 · · · fr(β)erOL. Agora,

como f̄(x) = f̄1(x)
e1 · · · f̄r(x)

er , segue que f̄(x) − f̄1(x)
e1 · · · f̄r(x)

er = 0̄. Desta forma, f(x) −
f1(x)e1 · · · fr(x)er ∈ P [x] e como f(β) = 0, então f(β)− f1(β)e1 · · · fr(β)er = f1(β)e1 · · · fr(β)er

∈ POL. Assim, temos que Q1
e1 · · ·Qr

er ⊆ POL. Notemos que não existe um outro ideal

primo M de OL que divide POL. Assim, Q1, · · · , Qr são os únicos ideais primos de OL

que estão acima de P , o que implica que POL =
r∏

j=1

Q
e(Qj |P )
j . Notemos que e(Qj|P ) ≤ ej,

para todo j = 1, · · · , r. Pelo Teorema da Igualdade Fundamental (4.1.2), temos que n =
r∑

j=1

e(Qj|P )f(Qj|P ) =
r∑

j=1

e(Qj|P ) grau (fj) ≤
r∑

j=1

ejgrau(fj) = grau f = n. Logo, e(Qj|P ) =

ej, para j = 1, · · · , r.

Exemplo 4.1.3 Sejam A = Z, K = Q e L = Q(
√

7). Temos que o anel de inteiros de L

sobre A é OL = Z[
√

7], pois 7 ≡ 3 (mod 4). Seja P = 〈3〉 um ideal primo de Z. Temos que

minQ
√

7 = x2 − 7. Agora,

f̄(x) = x2 − 7̄ = x2 − 1̄ = (1̄ + x)(2̄ + x)

(
mod

Z
3Z

[x]

)
.

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

3Z[
√

7] = PQ, onde P = 〈3,
√

7 + 1〉 e Q = 〈3,
√

7 + 2〉.

Observação 4.1.5 Um caso particular em que o Teorema de Kummer é utilizado é quando L

é um corpo de números. Neste caso, temos que A = Z é um anel de Dedekind, K = Q é o

corpo de frações de Z e L é um extensão separável de K. Se OL = Z[β], para algum β ∈ L,

podemos utilizar o Teorema.
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Exemplo 4.1.4 Sejam ζ24 uma raiz 24-ésima primitiva da unidade e Q(ζ24) o 24-ésimo corpo

ciclotômico. Temos que minQζ24 = φ24(x) = x8 − x4 + 1. Agora,

φ̄24(x) = (x2 + x + 1̄)4

(
mod

Z
2Z

[x]

)
e

φ̄24(x) = (x2 + x + 2̄)2(x2 + 2̄x + 2̄)2

(
mod

Z
3Z

[x]

)
.

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

2Z[ζ24] = Q4, onde Q = 〈2, 1 + ζ24 + ζ2
24〉 e

3Z[ζ24] = S2R2, onde S = 〈3, 2 + ζ24 + ζ2
24〉 e R = 〈3, 2 + 2ζ24 + ζ2

24〉.

Exemplo 4.1.5 Sejam p um número primo, ζp uma raiz p-ésima primitiva da unidade e Q(ζp)

o p-ésimo corpo ciclotômico. Temos que minQζp = φp(x) = xp−1 + · · ·+ x + 1. Agora,

φ̄p(x) = (x− 1̄)p−1

(
mod

Z
pZ

[x]

)
.

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

pZ[ζp] = P p−1, onde P = 〈p, ζp − 1〉.

No que segue, sejam A um domı́nio de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão

de Galois de K de grau n, OL o anel de inteiros de L sobre A e G = Gal(L|K) o grupo de

Galois de L sobre K. Veremos que em extensões de Galois, dado um ideal primo P de A, o

ideal estendido POL apresenta certas particularidades na sua decomposição como produto de

primos.

Proposição 4.1.6 Se P é um ideal primo de A e Q é um ideal primo de OL tal que Q∩A = P ,

então para todo σ ∈ G temos que σ(Q) ∩ A = P.

Demonstração: Temos que P ⊆ σ(Q)∩A. De fato, como Q∩A = P , segue que P = σ(P ) =

σ(Q ∩ A) ⊆ σ(Q) ∩ σ(A) = σ(Q) ∩ A, pois σ fixa A e P. Agora, como Q é um ideal primo

de OL, segue que σ(Q) também o é. Pela Proposição (1.1.3), temos que σ(Q) ∩ A é um ideal

primo de A. Como A é um anel de Dedekind e P ⊂ σ(Q) ∩ A, segue que P = σ(Q) ∩ A, pois

P é maximal e σ(Q) ∩ A 6= A.

91



Observação 4.1.6 Pela Proposição (4.1.6), temos que se um ideal primo Q de OL está acima

de um ideal primo P de A então, para todo σ ∈ G, temos que σ(Q) está acima de P, ou seja,

se POL =

(
g∏

i=1

Qei
i

)
QeQ, então σ(Q) = Q ou σ(Q) = Qi, para algum i = 1, · · · , g e para todo

σ ∈ G.

Definição 4.1.7 Sejam I, J ideais primos de OL. Dizemos que I e J são ideais primos

conjugados de OL se existe σ ∈ G tal que σ(I) = J.

Proposição 4.1.7 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações e L|K uma extensão

de Galois. Se P é um ideal primo de A, então os ideais primos Qi de OL que estão acima de P

são dois a dois conjugados, têm o mesmo grau de inercia f e têm o mesmo ı́ndice de ramificação

e. Portanto,

POL =

g∏
i=1

Qe
i e n = efg.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que existem ideais primos Q e Q
′
de OL, acima de

P tal que σ(Q) 6= Q
′
para todo σ ∈ G. Em particular, Q 6= Q

′
. Como Q

′
é um ideal maximal

de OL, segue que σ(Q
′
) também o é. Assim, como Q e σ(Q

′
) são ideais maximais de OL, segue

que Q 6⊂ σ(Q
′
), para todo σ ∈ G. Pelo Lema (1.1.3), existe um elemento α ∈ Q −

⋃
σ∈G

σ(Q
′
).

Sendo α inteiro sobre A, pois α ∈ Q ⊂ OL, temos que NL|K(α) ∈ A. Agora,
∏
σ∈G

σ(α) = NL|K(α)

é um elemento de Q, pois existe σ ∈ G tal que σ(α) = α ∈ Q e assim
∏
σ∈G

σ(α) = NL|K(α) ∈ Q.

Portanto NL|K(α) ∈ Q ∩ A = P. Por outro lado, σ(α) não está em Q
′
, para todo σ ∈ G, pois

caso contrário, teŕıamos que σ−1(σ(α)) = α ∈ σ−1(Q
′
), contrariando a hipótese feita sobre α.

Desta forma, NL|K(α) =
∏
σ∈G

σ(α) 6∈ Q
′
, pois Q

′
é um ideal primo e assim P 6⊂ Q

′ ∩ A, o que

é um absurdo. Agora, como um automorfismo preserva todas as relações algébricas, segue que

preserva o ı́ndice de ramificação e o grau de inércia. Logo, ei = e e fi = f , para todo i. Pelo

Teorema da Igualdade Fundamental (4.1.2), segue que n =

g∑
i=1

eifi = efg.

Observação 4.1.7 Notemos que em extensões de Galois um ideal primo Q de OL se ramifica

se, e somente se, Q está acima de um ideal primo P de A que se ramifica em OL. De fato, se

Q se ramifica em OL, então existe um ideal primo P de A tal que POL =

(
g∏

i=1

Qei
i

)
QeQ, onde

eQ ≥ 2. Logo, P se ramifica. Agora, se P se ramifica em OL, como POL =

g∏
i=1

Qe
i , segue que

e > 1. Logo, todos os ideais que estão acima de P se ramificam em OL.
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Exemplo 4.1.6 Sejam ζ20 uma raiz 20-ésima primitiva da unidade e Q(ζ20) o 20-ésimo corpo

ciclotômico. Temos que minQζ20 = φ20(x) = x8 − x6 + x4 − x2 + 1. Agora,

φ̄20(x) = (x4 + x3 + x2 + x + 1̄)2

(
mod

Z
2Z

[x]

)
e

φ̄20(x) = (x + 2̄)4(x + 3̄)4

(
mod

Z
5Z

[x]

)
.

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

2Z[ζ20] = Q2, onde Q = 〈2, 1 + ζ20 + ζ2
20 + ζ3

20 + ζ4
20〉 e

5Z[ζ20] = S4R4, onde S = 〈5, 2 + ζ20〉 e R = 〈5, 3 + ζ20〉.

Notemos que Q(ζ20)|Q é uma extensão de Galois e, como foi mostrado na Proposição (4.1.7),

temos que

5Z[ζ20] = (SR)4.

Neste caso, temos que e = 4 e como efg = n, segue que f(R|5) = f(S|5) =
n

eg
=

ϕ(20)

4.2
= 1.

Definição 4.1.8 Seja P um ideal primo de A. Para cada ideal primo Q de OL satisfazendo

Q ∩ A = P, o conjunto

DL(Q|P ) = {σ ∈ G; σ(Q) = Q}

é um subgrupo de G = Gal(L|K), chamado de grupo de decomposição de Q com relação ao

ideal P .

Observação 4.1.8 Se L é uma extensão abeliana de K, os grupos DL(Qi|P ), para i = 1, · · · , g,

onde os Q
′
is são os ideais primos de OL acima de P , são todos iguais, dependendo somente do

ideal P de A. Neste caso, denotaremos tais grupos simplesmente por DL(P ). Desta forma, se

g denota o número de ideais acima de P , então

card(DL(P )) =
n

g
= ef.

4.2 Ramificação e Discriminante

Para esta seção, sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão finita

de K de grau n e OL o anel de inteiros de L sobre A. Veremos os ideais primos de A que se

ramificam em OL. Mostraremos que um ideal primo P de A se ramifica em OL se, e somente
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se P divide o ideal DL|K. Desta forma, veremos que existe apenas um número finito de ideais

primos de A que se ramificam em OL.

Observação 4.2.1 Seja P um ideal primo de A. Como A é um anel de Dedekind, segue que

OL é um anel noetheriano. Pela Proposição (1.2.3), temos que OL é noetheriano se, e somente

se, OL/POL é um anel noetheriano.

Lema 4.2.1 Tem-se que OL/POL é um anel reduzido se, e somente se, D(OL/POL)|(A/P ) 6= {0}.

Demonstração: Como A é um anel de Dedekind, pela Observação (4.2.1), segue que OL/POL

é um anel noetheriano. Suponha que OL/POL é reduzido. Pelo Corolário (1.2.4), temos que

〈0̄〉 =

g⋂
i=1

Ri, onde os R
′
is são ideais primos distintos de OL/POL. Para todo i = 1, · · · , g,

como Ri é um ideal primo de OL/POL, segue que (OL/POL)/Ri é um domı́nio. Além disso,

(OL/POL)/Ri é uma extensão finita e inteira de A/P . Como A/P é um corpo, pela Proposição

(1.5.2), segue que (OL/POL)/Ri é um corpo. Portanto, Ri é maximal, para todo i = 1, · · · , g.

Desta forma, Ri + Rj = OL/POL, para todo i 6= j. Pelo Lema (1.1.2), temos que

g∏
i=1

(OL/POL)/Ri ' (OL/POL)/

g∏
i=1

Ri = (OL/POL)/〈0̄〉 = (OL/POL).

Assim, pelo Lema (1.6.2), temos que D(OL/POL)|(A/P ) =

g∏
i=1

D(OL/POL)/Ri|A/P . Como

(OL/POL)/Ri e A/P são corpos, pela Proposição (1.6.2), segue que D((OL/POL)/Ri)|(A/P ) 6= {0}.
Logo, D(OL/POL)|(A/P ) 6= {0}. Reciprocamente, suponhamos que OL/POL não é reduzido. Se-

jam S = A − P , A′
= S−1A, P

′
= PA′

e O′
L = S−1OL. Temos que OL/POL ' O′

L/P
′O′

L e

A/P ' A′
/P

′
. Assim, temos que O′

L/P
′O′

L não é reduzido. Logo, existe x̄ ∈ O′
L/P

′O′
L; x̄ 6= 0̄, x̄

nilpotente. Seja {x̄1, · · · , x̄n} uma base de O′
L/P

′O′
L sobre A′

/P
′
com x̄ = x̄1. Temos que x̄x̄j

é nilpotente, para todo j = 1, · · · , n. Logo, se definirmos σx̄x̄j
: O′

L/P
′O′

L −→ O′
L/P

′O′
L,

por σx̄x̄j
(ā) = āx̄x̄j, para ā ∈ O′

L/P
′O′

L, temos que σx̄x̄j
possui os autovalores todos nu-

los e, portanto, Tr(O′L/P ′O′L)|(A′/P ′ )(x̄x̄j) = 0. Logo, a matriz traço (Tr(O′L/P ′O′L)|(A′/P ′ )(x̄x̄j))

tem a primeira linha nula, o que implica que D(O′L/P ′O′L)|(A′/P ′ )(x̄1, . . . , x̄n) = {0} e, assim,

D(O′L/P
′O′L)|(A′/P

′
) = {0}, o que é um absurdo. Portanto, D(OL/POL)|(A/P ) 6= {0}.

Teorema 4.2.1 Um ideal primo P de A se ramifica em OL se, e somente se, OL/POL não é

reduzido.
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Demonstração: Suponhamos que P se ramifica em OL. Seja POL =

g∏
i=1

Qei
i , onde Q

′
is são

ideais primos de OL e ei ≥ 1, para todo i = 1, · · · , g. Como P se ramifica, segue que existe

k ∈ {1, · · · , g} tal que ek > 1. Temos, pela Proposição (4.1.4), que

OL/POL = OL/

g∏
i=1

Qei
i '

g∏
i=1

OL/Q
ei
i .

Mostremos que existe um elemento x̄ = (x1 + Qe1
1 , · · · , xg + Q

eg
g ) ∈

g∏
i=1

OL/Q
ei
i tal que x̄ 6= 0̄

e x̄ é nilpotente. Como ek > 1, segue temos que Qek
k ( Qk. Logo, existe αk ∈ Qk − Qek

k .

Seja x̄ = (0 + Qe1
1 , · · · , 0 + Q

ek−1

k−1 , αk + Qek
k , 0 + Q

ek+1

k+1 , · · · , 0 + Q
eg
g ) 6= 0̄. Tomando r = ek,

temos que x̄r = (0 + Qe1
1 , · · · , 0 + Q

ek−1

k−1 , αek
k + Qek

k , 0 + Q
ek+1

k+1 , · · · , 0 + Q
eg
g ) = 0̄, pois αek

k ∈ Qek
k .

Logo, existe um elemento não nulo nilpotente em

g∏
i=1

OL/Q
ei
i e como

g∏
i=1

OL/Q
ei
i ' OL/POL,

segue que OL/POL não é reduzido. Reciprocamente, suponha que OL/POL não é reduzido.

Sendo POL =

g∏
i=1

Qei
i , onde Q

′
is são ideais primos de OL e ei ≥ 1, para todo i, temos, pela

Proposição (4.1.4), que OL/POL '
g∏

i=1

OL/Q
ei
i . Do fato de OL/POL não ser reduzido resulta

que

g∏
i=1

OL/Q
ei
i não é reduzido. Logo, existe x̄ = (x1 + Qe1

1 , · · · , xg + Q
eg
g ) ∈

g∏
i=1

OL/Q
ei
i tal que

x̄ 6= 0̄ e x̄n = 0̄, para algum n ∈ N∗. Como x̄ 6= 0̄, segue que existe k ∈ {1, · · · , g} tal que

xk 6∈ Qek
k . Se ek = 1, segue que xk 6∈ Qk. Agora x̄n = (xn

1 + Qe1
1 , · · · , xn

g + Q
eg
g ) = 0̄, o que

implica que xn
k ∈ Qek

k . Como ek = 1, então xn
k ∈ Qk. Sendo Qk um ideal primo, temos que

xk ∈ Qk, o que é um absurdo. Logo, ek > 1. Portanto, P se ramifica em OL.

Corolário 4.2.1 Com as hipóteses do Teorema (4.2.1), P se ramifica em OL se, e somente se

D(OL/POL)|(A/P ) = {0}.

Demonstração: Temos, pelo Teorema (4.2.1), que P se ramifica em OL se, e somente se,

OL/POL não é reduzido e, pelo Lema (4.2.1), temos que OL/POL não é reduzido se, e somente

se, D(OL/POL)|(A/P ) = {0}.

Lema 4.2.2 Sejam A,B anéis tal que A é um subanel de B, B é um A-módulo livre com base

{x1, · · · , xn} e P é um ideal primo de A. Se x = x + PB ∈ B/PB, então {x1, · · · , xn} é uma
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base de B/PB sobre A/P e

D(B/PB)|(A/P )(x1, · · · , xn) = DB|A(x1, · · · , xn).

Demonstração: Temos que {x1, · · · , xn} é uma base de B/PB sobre A/P . Sejam x ∈ B e

σx : B −→ B tal que σx(a) = ax, para todo a ∈ B. Temos que





σx(x1) = xx1 = a11x1 + · · ·+ an1xn

...

σx(xn) = xxn = a1nx1 + · · ·+ annxn.

Logo, TrB|A(x) =
n∑

i=1

aii. Agora, seja σx : B/PB −→ B/PB tal que σx(a) = ax, para todo

a ∈ B/PB. Temos que





σx(x1) = xx1 = xx1 + PB = a11 x1 + · · ·+ an1 xn

...

σx(xn) = xxn = xxn + PB = a1n x1 + · · ·+ ann xn.

Logo, Tr(B/PB)|(A/P )(x) =
n∑

i=1

aii. Assim, Tr(B/PB)|(A/P )(x) = TrB|A(x). Tomando xij = xixj,

temos que Tr(B/PB)|(A/P )(xi xj) = TrB|A(xixj), para todo i, j. Logo,

D(B/PB)|(A/P )(x1, · · · , xn) = DB|A(x1, · · · , xn),

o que prova o lema.

Teorema 4.2.2 Um ideal primo P de A se ramifica em OL se, e somente se, DL|K ⊂ P .

Demonstração: Sejam P um ideal primo de A, S = A − P , A′
= S−1A, O′

L = S−1OL e

P
′

= A′
P . Pela Proposição (1.10.5), temos que A′

é um anel principal e, assim, segue que

OL
′
é um A′

-módulo livre de posto n. Seja {e1, . . . , en} uma base de OL
′
sobre A′

. Suponha

que P se ramifica em OL. Pelo Corolário (4.2.1), temos que como P se ramifica em OL segue

que D(OL/POL)|(A/P ) = {0}. Agora, temos que A/P ' A′
/P

′
e OL/POL ' OL

′
/P

′OL
′
. Desta

forma, D(OL′/P
′OL′ )|(A′/P

′
) = {0}. Agora, como {e1, · · · , en} é uma base de O′

L sobre A′
, segue

que {e1, · · · , en} é uma base de OL
′
/P

′OL
′
sobre A′

/P
′
. Logo, D(OL′/P

′OL′ )|(A′/P
′
) é um ideal de

A′
/P

′
gerado por D(OL′/P

′OL′ )|(A′/P
′
)(e1, · · · , en) e, assim, 0 = D(OL′/P

′OL′ )|(A′/P
′
)(e1, · · · , en) =
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DO′L|A
′ (e1, . . . , en) ∈ A′

/P
′
e, portanto, DO′L|A

′ (e1, . . . , en) ∈ P
′
. Agora, se {x1, . . . , xn} é uma

base de L sobre K contida em OL, então xj ∈ O′
L, para todo j = 1, · · · , n. Logo, xj =

n∑
i=1

aijei,

com aij ∈ A′
, j = 1, . . . , n. Desta forma, DOL|A(x1, . . . , xn) ∈ A e DO′L|A

′ (x1, . . . , xn) =

det(aij)
2DO′L|A

′ (e1, . . . , en) ∈ A′
P
′ ⊂ P

′
. Assim, D(x1, . . . , xn) ∈ A ∩ P

′
= P . Portanto,

DL|K = 〈DL|K(x1, . . . , xn)〉 ⊂ P . Reciprocamente, se DL|K ⊂ P e se {e1, . . . , en} é uma base de

OL
′
sobre A′

, então para i = 1, . . . , n, temos que ei =
yi

si

, com yi ∈ OL e s ∈ S. Assim,

DL|K(e1, . . . , en) = det(TrL|K(eiej)) = det

(
TrL|K

(
yiyj

sisj

))

=
1

s2n
det(TrL|K(yiyj)) = s−2nDL|K(y1, . . . , yn) ∈ A′

DL|K ⊆ A′
P = P

′
,

ou seja, DL|K(e1, . . . , en) ∈ P
′
. Assim, DL|K(e1, . . . , en) = 0 em A′

/P
′

e portanto,

D(OL/POL)|(A|P ) = {0}. Pelo Corolário (4.2.1), segue que P ramifica.

Exemplo 4.2.1 Sejam ζ9 uma raiz 9-ésima primitiva da unidade e Q(ζ9) o 9-ésimo corpo

ciclotômico. Temos que 〈Disc(Q(ζ9)|Q)〉 = 〈39〉. Logo, o único ideal primo de Z que se

ramifica em Z[ζ9] é o ideal P = 〈3〉, pois é o único ideal primo que divide o ideal gerado pelo

discriminante.

Exemplo 4.2.2 Sejam ζ13 uma raiz 13-ésima primitiva da unidade e Q(ζ13) o 13-ésimo corpo

ciclotômico. Temos que 〈Disc(Q(ζ13)|Q)〉 = 〈1313−2〉. Logo, o único ideal primo de Z que se

ramifica em Z[ζ13] é o ideal P = 〈13〉, pois é o único ideal primo que divide o ideal gerado pelo

discriminante.

Corolário 4.2.2 Com as hipóteses do Teorema (4.2.2), tem-se que existe somente um número

finito de ideais primos de A que ramificam em OL.

Demonstração: Temos que DL|K =

g∏
i=1

P ei
i , onde P

′
i s são ideais primos de A. Pelo Teorema

(4.2.2), temos que um ideal primo P de A se ramifica se, e somente se, DL|K ⊂ P . Agora,

DL|K ⊂ P implica que

g∏
i=1

P ei
i ⊂ P . Como P é primo, segue que Pi ⊂ P para algum i = 1, · · · , g.

Como Pi é maximal, pois A é Dedekind, segue que Pi = P , para algum i = 1, . . . , g. Assim, se

ramificam em OL apenas os ideais primos P1, · · · , Pg.

4.3 Ramificação e Diferente

Nesta seção apresentamos um resultado que relaciona os conceitos de diferente e ramificação.

Para isto, sejam A um domı́nio de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão separável
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de K de grau n e OL o anel dos inteiros de L sobre A. Mostraremos que os ideais primos de

OL que se ramificam são exatamente os ideais primos de OL que aparecem na fatoração do

diferente.

Seja P um ideal primo não nulo de A. Pelo Teorema (1.8.2), temos que POL =

g∏
i=1

Qei
i ,

onde os Q
′
is são ideais primos de OL. Sejam

ψ : A −→ A/P, ψ0 : OL −→ OL/POL, ψi : OL −→ OL/Qi,

os homomorfismos canônicos de anéis, para todo i = 1, · · · , g.

Seja πi : OL/POL −→ OL/Q
ei
i a i-ésima projeção induzida do isomorfismo naturalOL/POL '

g∏
i=1

OL/Q
ei
i . Assim, se y ∈ OL então

ψ0(y) = y + POL e πi(ψ0(y)) = y + Qei
i .

Essas funções são naturalmente estendidas para os polinômios, pela ação dos coeficientes.

Sejam S = A− P , A
′
= S−1A, O′

L = S−1OL e P
′
= A

′
P .

Omitimos a demonstração do próximo lema por ser muito longa.

Lema 4.3.1 ([5], pag. 190) Se x ∈ OL, então

ψ(TrL|K(x)) =

g∑
j=1

ej[TrOL/Qi|A/P (ψj(x))] e

ψ(NL|K(x)) =

g∏
j=1

[NOL/Qi|A/P (ψj(x))]ej .

Observação 4.3.1 Como ∆(L|K) é um ideal de OL e OL é um domı́nio de Dedekind segue,

pelo Teorema (1.8.2), que ∆(L|K) pode ser escrito de modo único como

∆(L|K) =
r∏

i=1

Qi
si ,

onde Q
′
is são ideais primos de OL e si > 0 são inteiros.

Proposição 4.3.1 Seja ∆(L|K) =
r∏

i=1

Qi
si , onde Q

′
is são ideais primos de OL e si ≥ 0 são
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inteiros. Para todo i = 1, · · · , r, seja Pi = Qi ∩ A. Se PiOL =

(
k∏

j=1

Rj
aj

)
Qi

ei é a fatoração

de PiOL em um produto de ideais primos de OL, então si ≥ ei − 1, para i = 1, · · · , n.

Demonstração: Sejam Qλ ∈ {Q1, · · · , Qr} e Pλ o ideal primo de A tal que Qλ ∩ A = Pλ.

Como Qλ está acima de Pλ, segue que

PλOL =

(
k∏

j=1

Rj
aj

)
Qλ

eλ ,

onde R
′
js são ideais primos de OL e a

′
js são inteiros positivos. Sejam S = A− Pλ, A′

= S−1A

e OL
′

= S−1OL. Pelo Corolário (1.10.2), temos que PλO′
L =

(
k∏

j=1

O′
LRj

aj

)
O′
LQλ

eλ . Pela

Proposição (3.2.4), temos que

∆Pλ
(L|K) = O′

L∆(L|K) =
r∏

i=1

O′
LQi

si .

Assim, temos que

∆Pλ
(L|K)−1 =

r∏
i=1

O′
LQi

−si .

Mostremos que sλ ≥ eλ − 1. Para isto, seja x ∈
(

k∏
j=1

O′
LRj

1−aj

)
O′
LQλ

1−eλ . Vamos mostrar

que x ∈ ∆Pλ
(L|K)−1 =

r∏
i=1

O′
LQi

−si e, assim,

(
k∏

j=1

O′
LRj

1−aj

)
O′
LQλ

1−eλ ⊆
r∏

i=1

O′
LQi

−si , o que

implica que 1− eλ ≥ −sλ e, portanto, sλ ≥ eλ − 1. Seja então x ∈
(

k∏
j=1

O′
LRj

1−aj

)
O′
LQλ

1−eλ .

Como Pλ
′
= A′

Pλ é um ideal principal de A′
, segue que existe t ∈ K tal que Pλ

′
= A′

t. Como

O′
Lt = O′

LPλ =

(
k∏

j=1

O′
LRj

aj

)
O′
LQλ

eλ , segue que xt ∈
(

k∏
j=1

O′
LRj

)
O′
LQλ ⊆

(
k⋂

j=1

O′
LRj

)
⋂O′

LQλ.

Desta forma, temos que TrL|K(xt) ∈ A′
Pλ. De fato, seja M a menor extensão de Galois

de K contendo L e OM seu anel de inteiros. Temos que xt ∈ S−1OMQ para todo ideal

primo Q de OM tal que Q ∩ A = Pλ. O mesmo acontece para todos os conjugados de

xt em M e, assim, TrM|K(xt) = [M : L]TrL|K(xt) ∈

⋂

Q

S−1OMQ


 ∩ A′

= A′
Pλ. Assim,

TrL|K(xt) = tTrL|K(x) ∈ A′
Pλ = A′

t. Portanto, TrL|K(x) ∈ A′
. Agora, se y ∈ O′

L, então

xy ∈
(

k∏
i=1

O′
LRi

1−ai

)
O′
LQλ

1−eλ e TrL|K(xy) ∈ A′
. Assim, x ∈ ∆Pλ

(L|K)−1, como queŕıamos.
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Teorema 4.3.1 Seja ∆(L|K) =
r∏

i=1

Qsi
i , onde Q

′
is são ideais primos de OL e si ≥ 0, para todo

i = 1, · · · , n. Fixado i, seja Pi = Qi ∩ A. Se PiOL =

(
k∏

j=1

R
aj

j

)
Qei

i , então si = ei − 1 se, e

somente se, a caracteŕıstica de OL/Qi não divide o ı́ndice de ramificação ei.

Demonstração: Para simplificar a notação, faremos a demonstração para i = 1. Para os

demais ı́ndices o processo é análogo. Sejam P1 = Q1 ∩ A, S = A − P1, A′
= S−1A, P

′
1 =

A′
P1 e O′

L = S−1OL. Suponha que a caracteŕıstica de OL/Q1 ' O′
L/O′

LQ1 divide o ı́ndice de

ramificação e1. Seja

I = O′
LQ1

−e1

(
k∏

j=1

O′
LRj

1−aj

)
.

Se mostrarmos que I ⊆ ∆P1(L|K)−1, teremos que s1 ≥ e1, o que é um absurdo. Como A′

é principal, segue que P1 = tA′
, onde t ∈ K. Pela demonstração da Proposição (4.3.1),

temos que t ∈
(

k∏
j=1

O′
LRj

aj

)
O′
LQ

e1
1 . Assim, dado x ∈ I, temos que xt ∈

k∏
j=1

O′
LRj. Logo,

xt ∈
k⋂

j=1

O′
LRj. Pelo Lema (4.3.1), se ψ : A′ −→ A′

/P
′
, ψj : O′

L −→ O′
L/O′

LRj, j =

1, · · · , k e ψk+1 : O′
L −→ O′

L/O′
LQ1 são os homomorfismos canônicos, então ψ(TrL|K(xt)) =

k∑
j=1

ajTr(O′L/O′LRj)|(A′/P ′ )(ψj(xt)) + e1Tr(O′L/O′LQ1)|(A′/P ′ )(ψk+1(xt)). Como xt ∈ O′
LRj, para

todo j = 1, · · · , k, segue que ψj(xt) = 0, para todo j = 1, · · · , k. Logo, ψ(TrL|K(xt)) = e1

Tr(O′L/O′LQ1)|(A′/P ′ )(ψk+1(xt)). Agora, como a caracteŕıstica de O′
L/O′

LQ1 divide e1, segue que

ψ(TrL|K(xt)) = 0 e, assim, TrL|K(xt) = tTrL|K(x) ∈ P
′

= A′
t, ou seja, TrL|K(x) ∈ A′

. Dado

y ∈ O′
L, temos que xy ∈ I e TrL|K(xy) ∈ A′

, o que implica que x ∈ ∆P1(L|K)−1, como

queŕıamos. Reciprocamente, suponhamos que a caracteŕıstica de OL/Q1 ' O′
L/O′

LQ1 não di-

vide o ı́ndice de ramificação e1. Seja x ∈ O′
L um elemento tal que a imagem ψk+1(x) ∈ O′

L/O′
LQ1

tem o traço não nulo. Temos que existe y ∈ O′
L, tal que y − x ∈ O′

LQ1 e y ∈ O′
LR

aj

j , para

j = 1, 2, · · · , k. Assim,

ψ(TrL|K(y)) =
k∑

j=1

ajTr(O′L/O′LRj)|(A′/P
′
)(ψj(y)) + e1Tr(O′L/O′LQ1)|(A′/P

′
)(ψk+1(x)) 6= 0,

pois e1 não é múltiplo da caracteŕıstica de O′
L/O′

LQ1. Assim, TrL|K(y) 6∈ P
′

= A′
t. Logo

TrL|K
(y

t

)
=

1

t
TrL|K(y) 6∈ A′

. Isto mostra que
y

t
6∈ ∆P1(L|K)−1. Como O′

Lt = O′
LP e y ∈

O′
LR

ai
i , para i = 1, 2, · · · , k, segue que

y

t
∈ O′

LQ
−e1
1 6⊂ ∆P1(L|K)−1 e assim não é verdade que
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−e1 ≥ −s1. Logo e1 > s1 ≥ e1 − 1 e portanto, s1 = e1 − 1.

Teorema 4.3.2 Um ideal primo Q de OL se ramifica em OL se, e somente se, Q divide o

diferente ∆(L|K).

Demonstração: Suponha que o ideal primo Q se ramifica em OL. Temos que existe um ideal

primo P de A tal que POL =

(
g∏

i=1

Rei
i

)
QeQ , com sQ ≥ 2. Assim, pela Proposição (4.3.1),

temos que sQ ≥ eQ− 1 ≥ 1. Logo, Q divide o diferente ∆(L|K). Reciprocamente, suponha que

Q não se ramifica em OL. Assim, existe P um ideal primo de A tal que POL =

(
g∏

i=1

Rei
i

)
Q.

Logo, eQ = 1. Como a caracteŕıstica de OL/Q não divide o ı́ndice de ramificação eQ temos,

pelo Teorema (4.3.1), que sQ = eQ − 1 = 0. Logo, Q não divide o diferente, o que contradiz a

hipótese.

Exemplo 4.3.1 Sejam ζ9 uma raiz 9-ésima primitiva da unidade e Q(ζ9) o 9-ésimo corpo

ciclotômico. Como Q(ζ9)|Q é uma extensão de Galois, temos que um ideal primo Q de Z[ζ9] se

ramifica em Z[ζ9] se, e somente se, ele está acima de um ideal primo P de Z que se ramifica

em Z[ζ9]. Pelo Exemplo (4.2.1), temos que o único ideal primo de Z que se ramifica em Z[ζ9]

é o ideal P = 〈3〉. Como φ9(x) = x6 + x3 + 1 = minQζ9, segue que

φ9(x) = (2̄ + x)6

(
mod

Z
3Z

[x]

)
.

Assim, pelo Teorema de Kummer, temos que

3Z[ζ9] = Q6, com Q = 〈3, 2 + ζ9〉.

Dessa forma, o único ideal primo de Z[ζ9] que se ramifica é o ideal Q. Agora, pelo Teorema

(4.3.2), temos que o único ideal primo de Z[ζ9] que aparece na fatoração do diferente ∆(Q(ζ9)|Q)

é o ideal Q. Como 36 = |NL|K(3)| = N(3Z[ζ9]) = N(Q)6, segue que NL|K(Q) = 3. Pelo Teorema

(3.2.1), temos que NL|K(∆(L|K)) = |Disc(L|K)| = 39. Assim, temos que

∆(L|K) = Q9.

4.4 Ramificação em Corpos Ciclotômicos

Sejam ζn = e
2πi
n uma raiz n-ésima primitiva da unidade e Q(ζn) o n-ésimo corpo ciclotômico.

Nesta seção estudaremos quais ideais primos P de Z se ramificam em Z[ζn] e quais ideais
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primos Q de Z[ζn] se ramificam em Z[ζn]. Com isto, será posśıvel obter a fatoração do diferente

∆(Q(ζn)|Q). Além disso, dado um ideal primo Q de Z[ζn] que divide ∆(Q(ζn)|Q) veremos uma

condição suficiente para que Q 6= Q, onde¯denota a conjugação complexa.

Proposição 4.4.1 Se n ∈ N∗ é tal que n 6= 2m, para algum m ∈ Z, m ı́mpar, então os únicos

ideais primos de Z que se ramificam em Z[ζn] são da forma P = 〈p〉, onde p é primo e p divide

n.

Demonstração: Consideremos a extensão Q(ζn)|Q. Sabemos que os ideais primos de Z são

da forma P = 〈p〉, onde p é um número primo. Pelo Teorema (3.2.3), temos que

DQ(ζn)|Q = 〈Disc(Q(ζn)|Q)〉 =

〈
nϕ(n)

g∏
i=1

p
ϕ(n)
pi−1

i

〉
,

onde n =

g∏
i=1

pei
i , e ϕ é a função de Euler. Agora, temos que

nϕ(n)

g∏
i=1

p
ϕ(n)
pi−1

i

=
p1

e1ϕ(n) · · · pg
egϕ(n)

p1

ϕ(n)
p1−1 · · · pg

ϕ(n)
pg−1

.

Seja

ai = eiϕ(n)− ϕ(n)

pi − 1
=

ei(pi − 1)ϕ(n)− ϕ(n)

pi − 1
=

[ei(pi − 1)− 1]ϕ(n)

pi − 1
.

Como ϕ(pi
ei) = (pi − 1)pi

ei−1 e n 6= 2m; m ı́mpar, segue que ai ≥ 1, para todo i = 1, · · · , g.

Logo,

〈Disc(Q(ζn)|Q)〉 = 〈p1
a1 · · · pg

ag〉 = 〈p1〉a1 · · · 〈pg〉ag , com ai ≥ 1, para todo i = 1, · · · , g.

Assim, os únicos ideais primos que dividem 〈Disc(Q(ζn)|Q)〉 são 〈pi〉, para i = 1, · · · , g. Pelo

Teorema (4.2.2), são os únicos ideais primos de Z que se ramificam em Z[ζn].

Exemplo 4.4.1 Sejam n = 48 e ζn uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Temos que 48 =

243 e, assim, pela Proposição (4.4.1), temos que os únicos ideais primos de Z que se ramificam

em Z[ζn] são P1 = 〈2〉 e P2 = 〈3〉.

Observação 4.4.1 Os ideais primos P de Z são da forma P = 〈p〉, p primo. Deste modo,
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diremos simplesmente que p se ramifica em Z[ζn] quando nos referirmos ao fato de o ideal

primo P se ramificar em Z[ζn].

Proposição 4.4.2 Se ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade com n 6= 2m; m ı́mpar,

então os únicos ideais primos de Z[ζn] que se ramificam em Z[ζn] são os ideais que aparecem

na fatoração de pZ[ζn] para todo primo p tal que p|n.

Demonstração: Como Q(ζn)|Q é uma extensão de Galois, segue que um ideal primo Q de

Z[ζn] se ramifica em Z[ζn] se, e somente se, Q está acima de um ideal primo P de Z que se

ramifica em Z[ζn]. Pela Proposição (4.4.1), temos que os ideais primos de Z que se ramificam

em Z[ζn] são os ideais gerados por p tal que p é primo e p|n. Assim, se ramificam em Z[ζn] os

ideais primos que aparecem na fatoração de pZ[ζn] tal que p é primo e p|n.

Corolário 4.4.1 Se ζn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade tal que n 6= 2m, com m

ı́mpar, então os ideais primos de Z[ζn] que aparecem na fatoração do diferente ∆(Q(ζn)|Q) são

exatamente os ideais primos de Z[ζn] que estão acima dos ideais primos p de Z tal que p é

primo e p|n.

Demonstração: Seja ∆(Q(ζn)|Q) o diferente de Q(ζn) sobre Q. Pelo Teorema (4.3.2), temos

que um ideal primo de Z[ζn] se ramifica se, e somente se, ele aparece na fatoração do diferente.

Pela Proposição (4.4.2), temos que se ramificam em Z[ζn] os ideais primos que estão acima dos

ideais p tal que p é primo e p|n. Portanto, são estes os ideais que aparecem na fatoração do

diferente.

Observação 4.4.2 Sejam ζn uma raiz n-ésima primitiva da unidade, Q(ζn) o n-ésimo corpo

ciclotômico e p ∈ Z um número primo. Como Q(ζn)|Q é uma extensão de Galois segue, pela

Proposição (4.1.7), que se P = 〈p〉, então

pZ[ζn] = PZ[ζn] =

g∏
i=1

Qe
i ,

onde os Q
′
is são ideais primos de Z[ζn], e é um inteiro positivo e f(Qi|P ) = f , para todo

i = 1, · · · , g. Agora, pela Observação (4.1.8), como Q(ζn) é uma extensão abeliana de Q,

segue que os grupos DQ(ζn)(Qi|P ), para i = 1, · · · , g, são todos iguais e iremos denotá-los por

DQ(ζn)(p). Seja σ̄ a conjugação complexa. Se σ̄ 6∈ DQ(ζn)(p), então σ(Qi) 6= Qi, ∀i = 1, · · · , g.

Mas, como σ(Qi), ∀i = 1, · · · , g, é um ideal primo de Z[ζn] que aparece na fatoração de

pZ[ζn], segue que para cada i = 1, · · · , g, existe um único ı́ndice k ∈ {1, · · · , g}, k 6= i, tal que
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σ(Qi) = Qi = Qk. Notemos também que Qk = Qi. Sem perda de generalidade, podemos supor

que Qg = Q1, Qg−1 = Q2, · · · . Desta forma, reordenando os ideais de maneira conveniente,

temos que se σ 6∈ DQ(ζn)(p), então

pZ[ζn] = (Q1Q2 · · ·Qg/2Q1 Q2 · · · Qg/2)
e.

Pelo Teorema da Igualdade Fundamental (4.1.2), temos que gef = ϕ(n) = [Q(ζn) : Q]. Desta

forma, g =
ϕ(n)

ef
é o número de ideais primos distintos que aparecem na fatoração de pZ[ζn].

No que segue, iremos estudar quando σ ∈ DQ(ζn)(p) para todo primo p tal que p|n.

Observação 4.4.3 Notemos que se p - n, então p não se ramifica em Z[ζn]. Desta forma,

e = 1 e g =
ϕ(n)

f
.

Observação 4.4.4 Seja p um número primo tal que p|n. Podemos escrever n = pkt; k ≥ 1 e

p - t. Como p - t, segue que p não se ramifica em Z[ζt], isto é, pZ[ζt] = P1P2 · · ·Pr, onde os P
′
i s

são ideais primos distintos de Z[ζt] e possuem o mesmo grau de inercia f.

Proposição 4.4.3 Sejam ζn uma raiz n-ésima primitiva da unidade e n = pkt; k ≥ 1, p - t, p

primo. Se pZ[ζt] = P1P2 · · ·Pr; Pi 6= Pj se i 6= j, é a decomposição de p em ideais primos de

Z[ζt], então

pZ[ζn] = (Q1Q2 · · ·Qr)
ϕ(pk),

onde Q1, · · · , Qr são ideais primos de Z[ζn] acima de P1, · · · , Pr, respectivamente e f(Qi|P ) =

f(Pi|P ), para todo i = 1, · · · , r.

Demonstração: Temos que pZ[ζpk ] = Rϕ(pk), onde R = (1 − ζpk)Z[ζpk ] é um ideal primo de

Z[ζpk ]. Já pZ[ζt] = P1P2 · · ·Pr, onde os P
′
i s são ideais primos distintos de Z[ζt], com grau de

inercia f . Fixemos Q1, · · · , Qr ideais primos de Z[ζn] acima de P1, · · · , Pr, respectivamente.

Temos que Qi está acima de p para todo i, pois Qi ∩ Z = Qi ∩ (Z[ζt] ∩ Z) = (Qi ∩ Z[ζt]) ∩ Z =

Pi∩Z = pZ. Desta forma, segue que Qi está acima de R, para todo i = 1, · · · , r. De fato, temos

que Qi∩Z[ζpk ] é um ideal primo de Z[ζpk ] e como Qi está acima de p, segue que Qi∩Z[ζpk ] = R,

pois R é o único ideal primo de Z[ζpk ] acima de p. Logo, pZ[ζn] = (Q1 · · ·QrQr+1 · · ·Qs)
ē, onde

Q
′
is são ideais primos de Z[ζn], com grau de inercia f̄ . Pelo Teorema da Igualdade Fundamental

(4.1.2), temos que sēf̄ = ϕ(n). Agora, temos que

ē = e(Qi|p) = e(Qi|R)e(R|p) = e(Qi|R)ϕ(pk) e
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f̄ = f(Qi|p) = f(Qi|Pi)f(Pi|p) = f(Qi|Pi)f.

Assim, ϕ(n) = s ē f̄ = s e(Qi|R) ϕ(pk) f(Qi|Pi) f ≥ r ϕ(pk) f = ϕ(pk) ϕ(t) = ϕ(n), pois r =
ϕ(t)

f
. Logo, s e(Qi|R) ϕ(pk) f(Qi|Pi) f = r ϕ(pk) f , o que implica que, s e(Qi|R) f(Qi|Pi) = r,

com s ≥ r e e(Qi|R) ≥ 1, f(Qi|Pi) ≥ 1. Portanto, r = s, e(Qi|R) = f(Qi|Pi) = 1. Desta forma,

ē = ϕ(pk) e f̄ = f , o que implica que pZ[ζn] = (Q1 · · ·Qr)
ϕ(pk) e f = f(Qi|p) = f(Pi|p).

O próximo teorema segue sem demonstração por apresentar demonstração longa.

Teorema 4.4.1 ([6], pag. 76) Se ζn = e
2πi
n e p um número primo tal que n = pkt; p - t

e k ≥ 0, então pZ[ζn] = (Q1 · · ·Qr)
e, onde os Q

′
is são ideais primos de Z[ζn], e = ϕ(pk) e

f = Ot(p) (ordem de p em Zt
∗).

Corolário 4.4.2 Se p - n, então existem r =
ϕ(n)

f
ideais primos distintos de Z[ζn] acima de

p, onde f = On(p) (ordem de p em Z[ζn]∗)

Demonstração: Basta notar que se p não divide n, então e = 1. Logo, r =
ϕ(n)

f
, com

f = On(p) (ordem de p em Z[ζn]∗).

Exemplo 4.4.2 Sejam n = 18 e p = 5. Temos que p - n, assim pelo Corolário (4.4.2),

existem r =
ϕ(18)

f
ideais primos distintos de Z[ζ18] acima de 5, onde f = O18(5) = 6. Logo,

r =
ϕ(18)

6
=

6

6
= 1. Desta forma, existe um único ideal primo Q de Z[ζ18] tal que 5Z[ζ18] = Q.

Segue que 5Z[ζ18] é um ideal primo de Z[ζ18].

Estamos interessados em saber se a conjugação complexa σ̄ ∈ DQ(ζn)(p), para todo n e

todo p primo tal que p divide n. O próximo resultado de [12] nos dá uma condição necessária

e suficiente para que a conjugação complexa pertença a DQ(ζn)(q) quando n = pq, com p, q

primos distintos. No que segue, generalizamos este resultado para todo n e mostramos com

um contra-exemplo, no final da seção, que no caso geral a condição é apenas suficiente e não

necessária.

Corolário 4.4.3 ([12], pag. 69) Se n = pq, com p, q primos distintos, então σ̄ ∈ DQ(ζpq)(q) se,

e somente se, Op(q) ≡ 0 (mod 2).

Proposição 4.4.4 Sejam n = pkt; k ≥ 1, p - t, p primo, L = Q(ζn), K = Q(ζt) e σ̄ a

conjugação complexa. Se σ̄ ∈ DL(p), então σ̄ ∈ DK(p).
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Demonstração: Como p - t, segue que p não se ramifica em Z[ζt]. Desta forma, pZ[ζt] =

P1P2 · · ·Pr, onde os P
′
i s são ideais primos distintos de Z[ζt]. Pela Proposição (4.4.3), temos que

pZ[ζn] = (Q1 · · ·Qr)
ϕ(pk), onde os Q

′
is são ideais primos distintos de Z[ζn] e Qi está acima de Pi,

para todo i = 1, · · · , r. Se σ̄ ∈ DL(p), então σ̄(Qi) = Qi, para todo i = 1, · · · , r. Agora, temos

que σ̄(Pi) = σ̄(Qi ∩ Z[ζt]) ⊂ σ̄(Qi) ∩ σ̄(Z[ζt]) = Qi ∩ Z[ζt] = Pi, para todo i = 1, · · · , r. Como

σ̄(Pi) e Pi são ideais primos de Z[ζt] e Z[ζt] é um anel de Dedekind, segue que σ̄(Pi) = Pi, para

todo i = 1, · · · , r, o que implica que σ̄ ∈ DK(p).

Proposição 4.4.5 Com as notações da Proposição (4.4.4), se σ̄ ∈ DK(p), então Ot(p) ≡ 0,

(mod 2).

Demonstração: Como p - t, pelo Corolário (4.4.2), segue que existem r =
ϕ(t)

Ot(p)
ideais primos

distintos de Z[ζt] acima de p. Mas, pela Observação (4.1.8), temos que card (DK(p)) =
ϕ(t)

r
=

Ot(p). Assim, se σ̄ ∈ DK(p), então O(σ̄) = 2 divide card(DK(p)) = Ot(p). Desta forma, segue

que Ot(p) ≡ 0 (mod 2).

Corolário 4.4.4 Nas condições anteriores, se Ot(p) ≡ 1 (mod 2), então σ̄ 6∈ DL(p).

Demonstração: Notemos que se σ̄ ∈ DL(p), pela Proposição (4.4.4), segue que σ̄ ∈ DK(p) e,

pela Proposição (4.4.5), que Ot(p) ≡ 0 (mod 2). Logo, se Ot(p) ≡ 1 (mod 2), então σ̄ 6∈ DL(p).

Exemplo 4.4.3 Sejam n = 20 e L = Q(ζ20). Temos que 20 = 225. Agora, O22(5) = 1 ≡ 1

(mod 2), o que implica que σ̄ 6∈ DL(5). Pelo Exemplo (4.1.6), temos que 5Z[ζ20] = (SR)4.

Desta forma, como σ̄ 6∈ DL(5), segue que S̄ = R e, assim,

5Z[ζ20] = (S̄S)4.

Observação 4.4.5 Notemos que Ot(p) ≡ 0 (mod 2) não implica que σ̄ ∈ DL(p). O próximo

exemplo mostra isso.

Exemplo 4.4.4 Sejam L = Q(ζ24) e ζ = ζ24. Temos que φ24(x) = x8 − x4 + 1 = minQζ24 e,

assim,

φ̄24(x) = (2̄ + x + x2)2(2̄ + 2̄x + x2)2

(
mod

Z
3Z

[x]

)
.

Desta forma, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

3Z[ζ24] = S2R2, onde S = 〈3, 2 + ζ + ζ2〉 e R = 〈3, 2 + 2ζ + ζ2〉.
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Agora, temos que O8(3) = 2 ≡ 0 (mod 2) e, no entanto, σ̄ 6∈ DL(3). De fato, mostremos que

S = R. Seja x = 3(a0 + a1ζ + a2ζ
2 + a3ζ

3 + a4ζ
4 + a5ζ

5 + a6ζ
6 + a7ζ

7) + (2 + ζ + ζ2)(b0 + b1ζ

+b2ζ
2+b3ζ

3+b4ζ
4+b5ζ

5+b6ζ
6+b7ζ

7) ∈ S, onde ai, bi ∈ Z, para todo i = 0, 1, · · · , 7. Temos que

x̄ = (3a0+3a4+2b0+b2+b3+2b4)+(3a3+b1+b2+2b3)ζ +(3a2+b0+b1+2b2)ζ
2+(3a1+b0+2b1

−b7)ζ
3+(−3a4−b2−b3−2b4−b6−b7)ζ

4+(−3a3−3a7−b1−b2−2b3−b5−b6−2b7)ζ
5+(−3a2−3a6−b0

− b1− 2b2− b4− b5− 2b6)ζ
6 +(−3a1− 3a5− b0− 2b1− b3− b4− 2b5)ζ

7. Assim, se x̄ ∈ R = 〈3, 2
+2ζ+ζ2〉, então x̄ = 3(d0+d1ζ+d2ζ

2+d3ζ
3+d4ζ

4+d5ζ
5+d6ζ

6+d7ζ
7)+(2+2ζ+ζ2)(f0+f1ζ+f2ζ

2

+ f3ζ
3 + f4ζ

4 + f5ζ
5 + f6ζ

6 + f7ζ
7), para inteiros di, fi, com i = 0, 1, · · · , 7. Fazendo as contas,

temos que se tomarmos d0 = 0, d1 = a3−b1+11b2+6b3, d2 = a2−b0−b1+6b2, d3 = a1−b0+b7,

d4 = a0 + b6 + b7, d5 = −a3− a7 + b1 + b2 + b5 + b6, d6 = 2a0− a2 + 2a4− a6 + b0 + b1 + b4 + b5,

d7 = 2a0−a1+2a4−a5+b0+b4, f0 = 0, f1 = 2b1−16b2−8b3, f2 = 2b0+8b2+8b3, f3 = −4b3−2b7,

f4 = −4b2 − 2b6, f5 = −2b1 + 2b2 + b3 − 2b5, f6 = −3a0 − 3a4 − 2b0 − b2 − b3 − 2b− 4 + 3d0 e

f7 = 0 temos que x̄ ∈ R. Logo, S ⊂ R. Como S e R são ideais maximais, segue que S = R.

Portanto, σ̄ 6∈ DL(3).
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Caṕıtulo 5

Reticulados no Rn

Neste caṕıtulo, veremos o conceito de reticulados no Rn. Este conceito surgiu a partir do

problema de como cobrir o espaço Rn com esferas de mesmo raio, de forma que quaisquer duas

esferas se toquem em apenas um ponto e ocupem a maior parte do espaço posśıvel. Na Seção 5.1,

apresentamos a definição de reticulados no Rn, alguns exemplos, alguns parâmetros e algumas

de suas principais propriedades. Na Seção 5.2, apresentamos os conceitos de empacotamento

esférico e empacotamento reticulado.

5.1 Definição

Nesta seção, apresentamos a definição de reticulados no Rn e alguns de seus parâmetros, como

matriz de Gram, determinante do reticulado, diversidade e distância produto mı́nima.

Definição 5.1.1 Seja β = {v1, · · · , vm} um conjunto de vetores do Rn linearmente indepen-

dentes sobre R, com m ≤ n. Chamamos de reticulado de dimensão m ao subconjunto do

Rn da forma

Hβ =

{
x ∈ Rn tal que x =

m∑
i=1

aivi com ai ∈ Z
}

.

O conjunto β é chamado de base de Hβ.

Observação 5.1.1 Notemos que um reticulado Hβ no Rn é um subespaço vetorial do Rn.

Desta forma, Hβ é um subgrupo aditivo do (Rn, +). Em particular, a soma ou a diferença de

quaisquer dois vetores do reticulado é ainda um vetor do reticulado.

Observação 5.1.2 Notemos também que Hβ é um conjunto de pontos discretos, ou seja, para

qualquer conjunto compacto K do Rn, temos que Hβ ∩ K é finito.
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Definição 5.1.2 Seja Hβ ⊂ Rn um reticulado com base β = {v1, · · · , vm}, m ≤ n. O conjunto

Pβ =

{
x ∈ Rn : x =

m∑
i=1

λivi, 0 ≤ λi < 1

}
,

é chamado de região fundamental ou domı́nio fundamental de Hβ com relação a base

β = {v1, · · · , vm}.

Exemplo 5.1.1 Consideremos β = {(1, 0), (0, 1)}. O reticulado Hβ gerado por β é dado por

Hβ = {a(1, 0)+b(0, 1); a, b ∈ Z} = {(a, b); a, b ∈ Z} = Z2. A figura a seguir mostra o reticulado

e sua região fundamental.

t t t t t t t t t
t t t t t t t t t
t t t t t t t t t
t t t t t t t t t
t t t t t t t t t
t t t t t t t t t
t t t t t t t t t
t t t t t t t t t
t t t t t t t t t

-

6

-
6

No que segue, consideraremos apenas o caso em que m = n, ou seja, estudaremos reticulados

n-dimensionais no Rn.

Existem muitas bases diferentes que podem definir um mesmo reticulado. A proposição

seguinte nos dá uma condição necessária e suficiente para que um conjunto de vetores linear-

mente independentes seja uma base de um dado reticulado.

Proposição 5.1.1 Sejam Hβ um reticulado com base β = {v1, . . . , vn} e {e1, · · · , en} um

conjunto de vetores de Hβ linearmente independentes tal que ei =
n∑

j=1

aijvj, com aij ∈ Z.

Tem-se que {e1, · · · , en} é uma base de Hβ se, e somente se, det(A) = ±1, onde A = (aij)
n
i,j=1.
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Demonstração: Sejam β = {v1, . . . , vn} uma base de Hβ e {e1, · · · , en} um conjunto de

vetores de Hβ linearmente independentes tal que




e1

...

en


 =




a11 a12 · · · a1n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann







v1

...

vn


 .

Temos que {e1, · · · , en} é uma base de Hβ se, e somente se, A = (aij)
n
i,j=1 é a matriz mudança

de base, o que é equivalente a det(A) = ±1.

Observação 5.1.3 Seja um reticulado Hβ no Rn. Uma vez que Hβ pode ser definido por mais

de uma base, passaremos a denotá-lo por Λ ao invés de Hβ.

Definição 5.1.3 Sejam Λ ⊂ Rn um reticulado e β = {v1, · · · , vn} uma base de Λ. Se vi =

(vi1, · · · , vin), para i = 1, · · · , n, chamamos de matriz geradora do reticulado Λ a matriz

M =




v11 v12 · · · v1n

v21 v22 · · · v2n

...
...

. . .
...

vn1 vn2 · · · vnn




.

A matriz G = MM t, onde t denota a transposta, é chamada de matriz de Gram do reticulado.

Com as mesmas hipóteses da Definição (5.1.3), temos que o reticulado Λ pode ser descrito

por

Λ = {λM tal que λ ∈ Zn}.

Observação 5.1.4 Note que da mesma forma que mais de uma base pode determinar o mesmo

reticulado Λ também mais de uma matriz geradora pode determiná-lo. No entanto, o módulo do

determinante de qualquer matriz geradora de Λ é sempre o mesmo. De fato, sejam {f1, · · · , fn}
e {v1, · · · , vn} duas bases do reticulado Λ, tal que fi = (fi1, · · · , fin) e vi = (vi1, · · · , vin), para

todo i. Temos que se fi =
n∑

j=1

aijvj, com aij ∈ Z, então

∣∣det(fij)
n
i,j=1

∣∣ =
∣∣det(aij)

n
i,j=1

∣∣ ∣∣det(vij)
n
i,j=1

∣∣ =
∣∣det(vij)

n
i,j=1

∣∣ ,

pois |det(aij)| = 1.
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Definição 5.1.4 Seja Λ ⊂ Rn um reticulado, β = {v1, · · · , vn} uma base de Λ e PΛ sua

região fundamental. Se vi = (vi1, · · · , vin) , para i = 1, · · · , n, definimos o volume da região

fundamental PΛ como o módulo do determinante da matriz geradora M , isto é,

vol(PΛ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

det




v11 v12 · · · v1n

v21 v22 · · · v2n

...
...

. . .
...

vn1 vn2 · · · vnn




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Notemos, pela Observação (5.1.4), que o volume da região fundamental está bem definido,

pois independe da base do reticulado considerada.

Observação 5.1.5 Sejam Λ ⊂ Rn um reticulado e M , N duas matrizes geradoras de Λ.

Seja G1 = MM t e G2 = NN t matrizes de Gram de Λ. Temos que existe uma matriz in-

verśıvel A tal que M = AN. Logo, G1 = ANN tAt. Desta forma, det(G1) = det(ANN tAt) =

(det(A))2det(NN t) = (det(A))2det(G2). Como A é inverśıvel, temos que det(A) = ±1. Assim,

det(G1) = det(G2). Portanto, o determinante da matriz de Gram independe da matriz geradora

utilizada.

Definição 5.1.5 Consideremos as mesmas hipóteses da Definição (5.1.3). O determinante

do reticulado Λ é definido por

det(Λ) = det(G),

onde G é uma matriz de Gram do reticulado Λ.

Exemplo 5.1.2 Sejam β = {(3,−2, 4), (1, 0, 2), (0, 0,−1)} um conjunto linearmente indepen-

dente e Λ o reticulado gerado por β. Uma matriz geradora de Λ é dada por

M =




3 −2 4

1 0 2

0 0 −1


 .

Sua matriz de Gram é

G = MM t =




3 −2 4

1 0 2

0 0 −1







3 1 0

−2 0 0

4 2 −1


 =




29 11 −4

11 5 −2

−4 −2 1


 .
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Assim, det(Λ) = det(G) = 4.

Observação 5.1.6 Como a matriz de Gram é dada por G = MM t, onde M é a matriz que

contém os vetores v1, · · · , vn em suas linhas, segue que cada ij-ésima entrada de G é dada pelo

produto interno 〈vi, vj〉 = vi.vj
t.

Definição 5.1.6 Um reticulado Λ é chamado de reticulado inteiro se sua matriz de Gram

tem todas as entradas em Z.

No que segue, seja Λ um reticulado n-dimensional definido por uma matriz geradora M .

Definição 5.1.7 Seja B uma matriz inteira n×n. Um sub-reticulado de Λ é um reticulado

dado por

Λ
′
= {λBM, tal que λ ∈ Zn}.

Exemplo 5.1.3 Seja β = {(2, 0), (0, 3)}. O reticulado Λ, gerado por β é dado por

Λ = {a(2, 0) + b(0, 3); a, b ∈ Z} = {(2a, 3b); a, b ∈ Z}.

A figura a seguir mostra o reticulado e sua região fundamental.

q q q q q q q q q
t q t q t q t q t
q q q q q q q q q
q q q q q q q q q
t q t q t q t q t
q q q q q q q q q
q q q q q q q q q
t q t q t q t q t
q q q q q q q q q

Notemos que o reticulado Λ é um subreticulado do reticulado Z2 do Exemplo (5.1.1). De

fato, Λ = {λBM ; λ ∈ Zn}, onde M =


 1 0

0 1


 é uma matriz geradora de Z2 e B =


 2 0

0 3


 .
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Definição 5.1.8 Dado um reticulado Λ, dizemos que Λ
′
é uma versão escalar de Λ se Λ

′
é

obtido multiplicando todos os vetores de Λ por uma constante c ∈ R, isto é, Λ
′
= cΛ. Quando

c ∈ Z, temos que Λ
′
é um subreticulado de Λ.

Definição 5.1.9 Dados dois vetores x, y ∈ Rn, definimos a diversidade, ou a distância de

Hamming, de x e y como

div(x, y) = #{i, xi 6= yi, i = 1, . . . , n}.

Definição 5.1.10 Dado um subconjunto S ⊆ Rn, a diversidade, ou a distância mı́nima de

Hamming, de S é definida por

div(S) = min{div(x, y) | x 6= y, x, y ∈ S}.

Todo reticulado Λ é um subconjunto do Rn. Desta forma, podemos estender as Definições

(5.1.9) e (5.1.10) para reticulados. Como reticulados têm estrutura de grupo, isto é, a soma de

quaisquer dois pontos de Λ está em Λ, podemos reformular a definição de distância de Hamming

entre dois vetores.

Definição 5.1.11 Seja Λ ⊆ Rn um reticulado e x = (x1, . . . , xn) ∈ Λ.

• A diversidade de x é definida como o número de x,
is não nulos.

• A diversidade de Λ é definida como div(Λ) = min{div(x); x ∈ Λ, x 6= 0}.

Exemplo 5.1.4 Consideremos o reticulado Λ = {λM ; λ ∈ Zn}, onde

M =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1
2

1
2

1
2

1
2




.

Temos que Λ = {a1(1, 0, 0, 0) + a2(0, 1, 0, 0) + a3(0, 0, 1, 0) + a4(
1
2
, 1

2
, 1

2
, 1

2
); ai ∈ Z}. Agora,

div(Λ) = min{div(x); x ∈ Λ, x 6= 0} = 1. Este reticulado é conhecido como D4.

Definição 5.1.12 Sejam Λ um reticulado em Rn com diversidade l ≤ n e x = (x1, · · · , xn) ∈
Λ. Definimos:
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• A distância l-produto de x por dl
p(x) =

∏

xi 6=0

|xi|.

• A distância l-produto mı́nima de Λ por dl
p,min(Λ) = min{dl

p(x) | x 6= 0, x ∈ Λ}.

Definição 5.1.13 Sejam Λ ⊆ Rn um reticulado com diversidade n e x = (x1, · · · , xn) ∈ Λ.

• A distância produto de x é definida como dp(x) =
n∏

i=1

|xi|.

• A distância produto mı́nima de Λ é definida como dp,min(Λ) = min{dp(x) | x ∈ Λ,

x 6= 0}.

Exemplo 5.1.5 Nas mesmas condições do Exemplo (5.1.4), temos que (2, 3, 0, 0) ∈ Λ. Assim,

dp
1(2, 3, 0, 0) = 2.3 = 6.

5.2 Empacotamento Reticulado

Nesta seção veremos o conceito de empacotamento esférico e algumas propriedades de empa-

cotamento reticulado.

Definição 5.2.1 • Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento

no Rn, é uma distribuição de esferas de mesmo raio no Rn de forma que a interseção de

quaisquer duas esferas tenha no máximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento

indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

• Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros

das esferas formam um reticulado Λ no Rn.

Exemplo 5.2.1 Considere Λ = Z2 um reticulado. Se traçarmos esferas de raio r = 1
2

centra-

lizadas em cada ponto de Λ, teremos um empacotamento reticulado.

Observação 5.2.1 Estudar empacotamentos reticulados equivale ao estudo de reticulados. Es-

tamos interessados nos empacotamentos associados a um reticulado Λ em que as esferas tenham

raio máximo. Para a determinação deste raio, observe que fixado k > 0, a interseção do con-

junto compacto {x ∈ Rn; |x| ≤ k} com o reticulado Λ é um conjunto finito, visto que Λ é

um conjunto discreto. Assim, segue que o número Λmin = min{|λ|; λ ∈ Λ, λ 6= 0} está bem

definido.

Definição 5.2.2 Sejam Λ um reticulado e Λmin = min{|λ|; λ ∈ Λ, λ 6= 0}. O número (Λmin)2

é chamado de norma mı́nima do reticulado.
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Observação 5.2.2 Observamos que ρ = Λmin
2

é o maior raio para o qual é posśıvel distribuir

esferas centradas nos pontos de Λ e obter um empacotamento.

Definição 5.2.3 Seja B(ρ) a esfera com centro na origem e raio ρ. A densidade de empa-

cotamento de Λ é definida por

∆(Λ) =
volume da região coberta por uma esfera

volume da região fundamental
=

Vol(B(ρ))

Vol(PΛ)
=

Vol(B(1))ρn

Vol(PΛ)
.

Definição 5.2.4 Definimos a densidade de centro do reticulado Λ por

δ(Λ) =
ρn

Vol(PΛ)
.

Exemplo 5.2.2 Sejam β = {(1, 0, 0), (0, 2, 0), (1, 0, 3)} e Λ o reticulado gerado por β. Temos

que

Λ = {a(1, 0, 0) + b(0, 2, 0) + c(1, 0, 3); a, b, c ∈ Z} = {(a + c, 2b, 3c); a, b, c ∈ Z}.

Assim, Λmin = min{|λ|; λ ∈ Λ, λ 6= 0} = 1, o que implica que ρ =
Λmin

2
= 1/2 é o maior raio

para o qual é posśıvel obter um empacotamento. Também,

V ol(PΛ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
det




1 0 0

0 2 0

1 0 3




∣∣∣∣∣∣∣∣
= 6,

∆(Λ) =
V ol(B(1))ρ3

V ol(PΛ)
=

(4
3
)π( 1

23 )

6
=

π

36
' 0, 0873 e

δ(Λ) =
( 1

23 )

6
=

1

48
' 0, 020833.

Exemplo 5.2.3 Sejam β = {(1, 0), (1/2,
√

3/2)} e Λ o reticulado gerado por β. Temos que

Λ = {a(1, 0) + b(1/2,
√

3/2); a, b,∈ Z}. A figura a seguir mostra o reticulado Λ.
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-

Temos que Λmin = min{|λ|; λ ∈ Λ, λ 6= 0} = 1. Assim, ρ =
Λmin

2
= 1/2 é o maior raio para

o qual é posśıvel obter um empacotamento. Também,

V ol(PΛ) =

∣∣∣∣∣∣
det


 1 0

1/2
√

3/2




∣∣∣∣∣∣
=
√

3/2,

∆(Λ) =
V ol(B(1))ρ2

V ol(PΛ)
=

(1
4
)π
√

3
2

=
π√
12
' 0, 9069 e

δ(Λ) =
(1

2
)2

√
3

2

=
1√
12

= 0, 2886751.

O reticulado deste exemplo é conhecido como A2 ou reticulado hexagonal. Em [13] vemos que

este é o reticulado com maior densidade de centro no R2.
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Caṕıtulo 6

Reticulados Algébricos

Seja K um corpo de números de grau n. Neste caṕıtulo apresentamos um método para a

geração de reticulados no Rn. O método consiste na aplicação de determinados homomorfismos

a certos Z-módulos livres de posto n contidos em K. Os reticulados gerados por este método

são conhecidos como reticulados algébricos.

A vantagem de obter reticulados por este método é que podemos identificar os pontos do

reticulado no Rn com os elementos de K. Desta forma, podemos utilizar algumas propriedades

do corpo K no estudo de tais reticulados.

Sendo K um corpo de números de grau n temos, pelo Teorema (1.3.3), que existem exata-

mente n homomorfismos distintos σj : K −→ C, j = 1, · · · , n. Se σ̄ : C −→ C é a conjugação

complexa, então para todo j = 1, . . . , n, temos que σ̄ ◦ σj = σk, para algum 1 ≤ k ≤ n, e que

σ̄ ◦σj = σj se, e somente se, σj(K) ⊂ R. Desta forma, temos que os homomorfismos imaginários

aparecem aos pares, isto é, se σj é imaginário, existe k tal que σ̄ ◦ σj = σk.

Assim, usando r1 para denotar o número de homomorfismos reais e r2 o número de pares

de homomorfismos imaginários, podemos reordenar os homomorfismos σ1, . . . , σn de modo que

σ1, . . . , σr1 sejam os homomorfismos reais e que σr1+1, . . . , σr1+2r2 sejam os homomorfismos ima-

ginários com σr1+r2+i = σ̄ ◦ σr1+i, para i = 1, · · · , r2. Notemos que n = r1 + 2r2.

Na Seção 6.1, apresentamos o homomorfismo de Minkowski, na Seção 6.2, o homomorfismo

Torcido e na Seção 6.3 a Perturbação de Imersão Canônica.

6.1 Homomorfismo de Minkowski

Uma das aplicações do homomorfismo que iremos definir nesta seção é a geração de reticulados

no Rn.
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Definição 6.1.1 Seja K um corpo de números de grau n. Consideremos o homomorfismo

injetivo de anéis

σK : K −→ Rn

x 7−→ (σ1(x), . . . , σr1(x),<(σr1+1(x)),=(σr1+1(x)), · · · ,<(σr1+r2(x)),=(σr1+r2(x))),

onde < representa a parte real e = representa a parte imaginária, respectivamente, do número

complexo. Tal homomorfismo é chamado de homomorfismo canônico ou homomorfismo

de Minkowski de K em Rn.

Exemplo 6.1.1 Sejam ζ = ζ5 uma raiz 5-ésima primitiva da unidade e K = Q(ζ5) o 5-ésimo

corpo ciclotômico. Temos que os Q-homomorfismos de K em C são dados por {σ1, σ2, σ3, σ4},
onde σi(ζ) = ζ i, para i = 1, · · · , 4. Agora, σi(K) * R, para todo i = 1, 2, 3, 4. De fato, basta

notar que σi(ζ) 6∈ R, para todo i = 1, 2, 3, 4. Neste caso, temos que K é totalmente imaginário,

assim r1 = 0 e r2 = 2. Notemos que σ̄◦σ1 = σ4 e σ̄◦σ2 = σ3. Reorganizando os homomorfismos

de maneira conveniente, temos que O homomorfismo de Minkowski é dado por

σK : K −→ R4

x 7−→ (<(σ1(x)),=(σ1(x)),<(σ2(x)),=(σ2(x))).

Exemplo 6.1.2 Seja L = Q(ζ7) o 7-ésimo corpo ciclotômico e K = Q(ζ + ζ−1) seu subcorpo

real maximal. Temos que os Q-homomorfismos de K em C são dados por {σ1, σ2, σ3}, onde

σj(ζ7 + ζ−1
7 ) = ζj

7 + ζ−j
7 , para j = 1, 2, 3. Neste caso, temos que K é totalmente real, pois

σj(K) ⊂ R, para todo j = 1, 2, 3. O homomorfismo de Minkowski é dado por

σK : K −→ R3

x 7−→ (σ1(x), σ2(x), σ3(x)).

A próxima proposição mostra como o homomorfismo de Minkowski gera reticulados no Rn.

Proposição 6.1.1 ([3], pag. 56) Sejam K um corpo de números de grau n e σK : K −→ Rn o

homomorfismo de Minkowski. Se M ⊆ K é um Z-módulo livre de posto n e se {xj}1≤j≤n é uma

Z-base de M, então σK(M) é um reticulado no Rn com base {σK(x1), · · · , σK(xn)} e volume

V ol(σK(M)) = 2−r2
∣∣det(σj(xk))

n
j,k=1

∣∣ ,
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onde r2 é o número de pares de homomorfismos imaginários.

Se {x1, · · · , xn} é uma Z-base de M ⊂ K, então a matriz geradora do reticulado σK(M) ={
n∑

i=1

aiσK(xi); ai ∈ Z
}

é dada por




σ1(x1) . . . σr1(x1) <(σr1+1(x1)) =(σr1+1(x1)) . . . <(σr1+r2(x1)) =(σr1+r2(x1))

σ1(x2) . . . σr1(x2) <(σr1+1(x2)) =(σr1+1(x2)) . . . <(σr1+r2(x2)) =(σr1+r2(x2))
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...

σ1(xn) . . . σr1(xn) <(σr1+1(xn)) =(σr1+1(xn)) . . . <(σr1+r2(xn)) =(σr1+r2(xn))




.

Exemplo 6.1.3 Sejam K = Q(
√

15) e OK = Z[
√

15] o seu anel de inteiros, pois 15 ≡ 3,

(mod 4). Seja I = 3OK um ideal de OK. Temos que I é um Z-módulo livre com base {3, 3√15}.
Pela Proposição (6.1.1), temos que σK(I) é um reticulado no R2 com base {σK(3), σK(3

√
15)}.

Como os Q-homomorfismos de K em C são dados por {σ1, σ2}, onde σ1(
√

15) =
√

15 e

σ2(
√

15) = −√15, segue que K é totalmente real, o que implica que r2 = 0. Assim, σK(3) =

(σ1(3), σ2(3)) = (3, 3) e σK(3
√

15) = (σ1(3
√

15), σ2(3
√

15)) = (3
√

15,−3
√

15). Desta forma, a

matriz geradora do reticulado σK(I) é dada por

G =


 3 3

3
√

15 −3
√

15


 .

Ainda, pela Proposição (6.1.1), temos que

V ol(σK(I)) =

∣∣∣∣∣∣
det


 σ1(3) σ1(3

√
15)

σ2(3) σ2(3
√

15)




∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
det


 3 3

√
15

3 −3
√

15




∣∣∣∣∣∣
= 18

√
15.

Proposição 6.1.2 Se K é um corpo de números de grau n, Disc(K|Q) o discriminante de K

sobre Q, OK o anel dos inteiros de K e I um ideal não nulo de OK, então σK(OK) e σK(I) são

reticulados, com respectivos volumes,

V ol(σK(OK)) = 2−r2|Disc(K|Q)| 12 e

V ol(σK(I)) = 2−r2|Disc(K|Q)| 12 N(I),

onde r2 é o número de pares de homomorfismos imaginários.
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Demonstração: Pelo Corolário (1.5.7), temos que I e OK são Z-módulos livres de posto n.

Assim, pela Proposição (6.1.1), temos que σK(I) e σK(OK) são reticulados no Rn. Além disso,

temos que:

• V ol(σK(OK)) = 2−r2| det(σi(xk))|, onde {x1, . . . , xn} é uma Z-base deOK. Pela Proposição

(1.6.2), temos que Disc(K|Q) = det(σi(xk))
2 e, assim, |Disc(K|Q)| 12 = | det(σi(xk))| e,

portanto,

V ol(σK(OK)) = 2−r2|Disc(K|Q)| 12 .

• Seja {w1, · · · , wn} uma Z-base de OK. Pelo Teorema (1.2.1), temos que existem inteiros

não nulos e1, · · · , en tal que {e1w1, · · · , enwn} é uma Z-base de I, pois I é um Z-módulo

livre de posto n. Assim,

V ol(σK(I)) = 2−r2 |det(σi(ejwj))| = 2−r2|e1 · · · en| |det(σi(wj))| .

Pela Proposição (1.9.5), temos que |e1 · · · en| = N(I). Como |det(σi(wj))| = |Disc(K|Q)| 12 ,
segue que

V ol(σK(I)) = 2−r2|Disc(K|Q)| 12 N(I),

o que prova a proposição.

Exemplo 6.1.4 Sejam K = Q(ζ8), onde ζ8 = e
2πi
8 e OK = Z[ζ8] seu anel de inteiros com

Z-base {1, ζ8, ζ
2
8 , ζ

3
8}. Seja I = 5Z[ζ8] um ideal de Z[ζ8]. Temos, pela Proposição (6.1.2), que

σK(I) é um reticulado. Além disso, temos que

V ol(σK(I)) = 2−r2|Disc(K|Q)| 12 N(I).

Agora, como K é totalmente complexo, segue que r2 = 2. Pelo Teorema (3.2.3), temos que

|Disc(Q(ζ8)|Q)| = 28 e como I é um ideal principal, pela Proposição (1.9.1), temos que N(I) =

|NK|Q(5)| = 54. Assim, V ol(σK(I)) = 2−228/254 = 24−254 = 2254 = 2500.

Dado um corpo de números K de grau n, vamos estudar agora qual a relação entre as

matrizes geradoras dos reticulados σK(OK) e σK(I), onde OK é o anel de inteiros de K sobre Z

e I é um ideal de OK.

Pelo Corolário (1.5.7), temos queOK e I são Z-módulos livres de posto n. Sejam {w1, · · · , wn}
uma Z-base de OK e {γ1, · · · , γn} uma Z-base de I. Como I ⊂ OK, temos que para todo i,

γi pode ser expresso como uma combinação linear de w1, · · · , wn. Suponha então que γi =
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n∑
j=1

tijwj, onde tij ∈ Z, para todo i, j. Seja T a matriz dada por T = (tij)
n
i,j=1. Temos que

(γi)
n
i=1 = T (wi)

n
i=1.

Proposição 6.1.3 Nas condições anteriores, a matriz geradora GI do reticulado σK(I) pode

ser obtida através da matriz geradora G do reticulado σK(OK) por GI = TG.

Demonstração: Seja γi =
n∑

j=1

tijwj. Para todo k = 1, · · · , r1, temos que σK(γi) =
n∑

j=1

tijσK(wj).

Além disso, para todo k = r1 + 1, · · · , r1 + r2, <(σK(γi)) =
n∑

j=1

tij<(σK(wj)) e =(σK(γi)) =

n∑
j=1

tij=(σK(wj)). Logo, segue que GI = TG.

6.2 Homomorfismo Torcido

Nesta seção apresentamos um outro homomorfismo que também serve para gerar reticulados

no Rn. Este homomorfismo é obtido por uma perturbação do homomorfismo canônico.

Definição 6.2.1 Sejam K um corpo de números de grau n e α ∈ K tal que αi = σi(α) ∈ R e

αi > 0, para todo i = 1, · · · , n. Considere o homomorfismo injetivo σα : K −→ Rn tal que

σα(x) = (
√

α1σ1(x), . . . ,
√

αr1σr1(x),
√

2αr1+1<(σr1+1(x)),
√

2αr1+1=(σr1+1(x)), . . . ,
√

2αr1+r2<(σr1+r2(x)),
√

2αr1+r2=(σr1+r2(x))),

onde < e = representam a parte real e imaginária, respectivamente, de um número complexo.

Tal homomorfismo é definido como homomorfismo torcido.

Exemplo 6.2.1 Sejam K = Q( 3
√

2) um corpo de números de grau 3, α = 3 ∈ K e {σ1, σ2, σ3} os

Q-homomorfismos de K em C, dados por σi(
3
√

2) = 3
√

2wi−1, i = 1, 2, 3, onde w = e
2πi
3 . Temos

que σα : K −→ Rn, definido por σα(x) = (
√

σ1(α)σ1(x),
√

2σ2(α)<(σ2(x)),
√

2σ2(α)=(σ2(x)))

é um homomorfismo torcido.

Proposição 6.2.1 Se L ⊆ K é um Z-módulo livre de posto n com Z-base {w1, . . . , wn}, então

a imagem σα(L) em Rn é um reticulado com base {σα(w1), . . . , σα(wn)}.

Demonstração: Análoga a Proposição (6.1.1).
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Se {w1, . . . , wn} é uma Z-base de L, então o reticulado σα(L) tem matriz geradora M dada

por

M =




√
α1σ1(w1) · · · √

αr1σr1(w1)
√

2αr1+1<(σr1+1(w1)) · · · √
2αr1+r2=(σr1+r2(w1))

√
α1σ1(w2) · · · √

αr1σr1(w2)
√

2αr1+1<(σr1+1(w2)) · · · √
2αr1+r2=(σr1+r2(w2))

...
. . .

...
...

. . .
...

√
α1σ1(wn) · · · √

αr1σr1(wn)
√

2αr1+1<(σr1+1(wn)) · · · √
2αr1+r2=(σr1+r2(wn))




.

Assim, podemos descrever σα(L) como

σα(L) = {λM, λ ∈ Zn}.
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Caṕıtulo 7

Reticulados Ideais

Neste caṕıtulo apresentamos o conceito de reticulados ideais e suas principais propriedades.

Através deste conceito podemos estudar algumas propriedades de certos reticulados no Rn.

Veremos relações para calcular o determinante de um reticulado ideal e que envolvem sua

paridade.

7.1 Definição e Propriedades

Sejam K um corpo de números de grau n tal que K é totalmente real ou um CM-corpo, OK

o anel dos inteiros de K sobre Z, α ∈ K tal que αi = σi(α) > 0, para todo i = 1, · · · , n e

σα : K −→ Rn o homomorfismo torcido.

Se tormarmos L ⊂ K um Z-módulo livre com Z-base {w1, · · · , wn} vimos que σα(L) é um

reticulado no Rn com matriz geradora

M =




√
α1σ1(w1) · · · √

αr1σr1(w1)
√

2αr1+1<(σr1+1(w1)) · · · √
2αr1+r2=(σr1+r2(w1))

√
α1σ1(w2) · · · √

αr1σr1(w2)
√

2αr1+1<(σr1+1(w2)) · · · √
2αr1+r2=(σr1+r2(w2))

...
. . .

...
...

. . .
...

√
α1σ1(wn) · · · √

αr1σr1(wn)
√

2αr1+1<(σr1+1(wn)) · · · √
2αr1+r2=(σr1+r2(wn))




.

Nestas condições, como K é totalmente real ou um CM-corpo, temos que a conjugação complexa

comuta com σi, para todo i = 1, · · · , n. Desta forma, a matriz de Gram G = MM t é dada por

G = (gij)
n
i,j=1, onde

gij =

r1∑

k=1

√
αkσk(wi)

√
αkσk(wj) +

r2∑

k=1

√
2αr1+k<(σr1+k(wi))

√
2αr1+k<(σr1+k(wj))
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+

r2∑

k=1

√
2αr1+k=(σr1+k(wi))

√
2αr1+k=(σr1+k(wj))

=

r1∑

k=1

αkσk(wi)σk(wj) +

r2∑

k=1

2αr1+k<(σr1+k(wi)σr1+k(wj))

=

r1∑

k=1

αkσk(wiwj) +

r2∑

k=1

αr1+k2<(σr1+k(wiwj))

=

r1∑

k=1

αkσk(wiwj) +

r2∑

k=1

αr1+kσr1+k(wiwj) +

r2∑

k=1

αr1+kσr1+k(wiwj)

= TrK|Q(αwiwj).

Motivados pelo estudo de reticulados cuja matriz de Gram apresenta todas as suas entradas

da forma gij = TrK|Q(αwiwj), passaremos ao estudo de reticulados ideais.

Definição 7.1.1 Seja K um corpo de números.

• Uma involução φ : K −→ K é uma aplicação aditiva e multiplicativa tal que φ2 é a

aplicação identidade.

• O conjunto F = {x ∈ K |φ(x) = x} é um corpo chamado corpo fixo da involução.

Lema 7.1.1 Se φ : K −→ K é uma involução, então φ ∈ Gal(K|Q), onde Gal(K|Q) denota o

grupo de Galois de K sobre Q.

Demonstração: Por definição, temos que φ é um homomorfismo e que φ fixa Q. Mostremos

que φ é injetora. De fato, sejam a, b ∈ K tal que φ(a) = φ(b). Aplicando φ na igualdade,

obtemos que φ(φ(a)) = φ(φ(b)) e, desta forma, como φ2 = id, segue que a = b. Falta mostrar

que φ é sobrejetora. Para isto, seja y ∈ K. Temos que φ2(y) = y. Assim, tomando x = φ(y),

temos que φ(x) = φ(φ(y)) = φ2(y) = y. Desta forma, temos que φ é um isomorfismo que fixa

Q. Logo, φ ∈ Gal(K|Q).

Proposição 7.1.1 Com as notações da Definição (7.1.1), temos que [K : F] ≤ 2.

Demonstração: Como K|Q é uma extensão finita e separável, segue que se H é um subgrupo

de G, onde G = Gal(K|Q), então o corpo LH , fixo por H, satisfaz [K : LH ] ≤ |H|. Agora, se

tomarmos H = {id, φ}, temos que H é um subgrupo de G, pois φ2 = id. Como LH = F é

o corpo fixo por H, segue que [K : F] ≤ |H|. Agora, |H| ≤ 2, pois |H| = O(φ) ≤ 2. Logo,

[K : F] ≤ 2.
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Exemplo 7.1.1 Seja K = Q(i) um corpo de números de grau 2. Seja φ : K −→ K a conjugação

complexa. Temos que φ é uma involução, F = {x ∈ K; φ(x) = x} = Q e [K : F] = 2.

A partir de agora, a involução será dada pela conjugação complexa.

Sejam K um corpo de números totalmente real ou um CM-corpo, φ : K −→ K a conjugação

complexa, F o corpo fixo por φ, I um ideal fracionário não nulo de OK e α ∈ F tal que

αIφ(I) ⊂ ∆(K|Q)−1.

Proposição 7.1.2 Nas condições anteriores, seja

bα : I × I −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(αxφ(y)).

Tem-se que bα está bem definida e é uma forma bilinear simétrica.

Demonstração: De fato, como αIφ(I) ⊂ ∆(K|Q)−1, segue que TrK|Q(αxφ(y)) ∈ Z, para

todo (x, y) ∈ I × I. Além disso, como K é totalmente real ou um CM-corpo, temos que a

conjugação complexa comuta com todos os homomorfismos de K em C. Desta forma, bα(x, y) =

TrK|Q(αxφ(y)) = TrK|Q(φ(φ(α)φ(x)y)) = φ(TrK|Q(φ(α)φ(x)y)) = TrK|Q(αφ(x)y) = bα(y, x).

Definição 7.1.2 Com as mesmas hipóteses da Proposição (7.1.2), dizemos que o par (I, bα) é

um reticulado ideal ou um OK-reticulado.

Definição 7.1.3 Quando α = 1 dizemos que o reticulado ideal (I, b) é obtido por uma

construção traço ou que é do tipo traço.

Definição 7.1.4 Sejam I um ideal fracionário de OK e {v1, v2, · · · , vn} uma Z-base de I. A

matriz que representa a forma bilinear bα é dada por (bα(vi, vj))
n
i,j=1. O determinante de bα

é o determinante da matriz de bα em alguma base de I.

Exemplo 7.1.2 Sejam K = Q(
√

2) um corpo quadrático e OK = Z[
√

2] o anel de inteiros

de K sobre Z. Temos que OK é um Z-módulo livre de posto 2 com base {1,√2}. Seja b :

Z[
√

2]×Z[
√

2] −→ Z a forma bilinear simétrica definida por b(x, y) = TrK|Q(xy). A matriz que

representa b é dada por

B =


 b(1, 1) b(1,

√
2)

b(
√

2, 1) b(
√

2,
√

2)


 =


 TrK|Q(1) TrK|Q(

√
2)

TrK|Q(
√

2) TrK|Q(2)


 =


 2 0

0 4


 .

O determinante de b é det(b) = 8.
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Definição 7.1.5 Dizemos que o reticulado ideal (I, bα) é par se bα(x, x) é um número par para

todo x ∈ I. Caso contrário, dizemos que é ı́mpar.

Exemplo 7.1.3 Sejam K = Q(
√

2) um corpo de números de grau 2, OK = Z[
√

2] e

b : Z[
√

2]× Z[
√

2] −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(xy)

Temos que o reticulado ideal (OK, b) é par, pois para todo x = a + b
√

2 ∈ OK, temos que

b(x, x) = TrK|Q(xx) = TrK|Q((a + b
√

2)2) = TrK|Q(a2 + 2b2 + 2ab
√

2) = 2(a2 + 2b2) ∈ 2Z.

Definição 7.1.6 O reticulado ideal (I, bα) é positivo se bα(x, x) > 0 para todo x ∈ I tal que

x 6= 0. Neste caso, o mı́nimo de (I, bα) é definido por min(I, bα) = min{bα(x, x); x ∈ I, x 6=
0}. O valor bα(x, x) é chamado de comprimento quadrático de x.

Exemplo 7.1.4 Nas condições do Exemplo (7.1.3), temos que o reticulado ideal (OK, b) é po-

sitivo. Além disso, min(OK, b) = 2.

Proposição 7.1.3 Sejam K um corpo de números tal que K é totalmente real ou um CM-

corpo, OK seu anel de inteiros e φ : K −→ K a conjugação complexa. Se existe γ ∈ OK tal que

γ + φ(γ) = 1, então todo OK-reticulado é par.

Demonstração: Seja I um ideal fracionário de OK e bα : I × I −→ Z tal que bα(x, y) =

TrK|Q(αxφ(y)), onde α ∈ F é tal que αIφ(I) ⊂ ∆(K|Q)−1. Mostremos que o OK-reticulado

(I, bα) é par. Seja x ∈ I. Temos que bα(x, x) = TrK|Q(αxφ(x)) = TrK|Q((γ + φ(γ))(αxφ(x))) =

TrK|Q(γαxφ(x) + φ(γ)αxφ(x)) = TrK|Q(γαxφ(x)) + TrK|Q(φ(γαxφ(x))) = TrK|Q(γαxφ(x)) +

φ(TrK|Q(γαxφ(x))) = 2<(TrK|Q(γαxφ(x))) ∈ 2Z. Portanto, bα(x, x) é um número par.

Exemplo 7.1.5 Sejam p um número primo ı́mpar e Q(ζp) o corpo ciclotômico associado a

raiz p-ésima primitiva da unidade. Seja φ = ¯ a conjugação complexa. Temos que todo OK-

reticulado é par. De fato, mostremos que existe γ ∈ OK tal que γ + γ̄ = 1. Seja γ = a1ζ +

a2ζ
2 + · · ·+ ap−1ζ

p−1 ∈ OK = Z[ζp]. Temos que γ + γ̄ = a1ζ + a2ζ
2 + · · ·+ ap−1ζ

p−1 + a1ζ
p−1 +

a2ζ
p−2 + · · ·+ ap−1ζ. Agora, como φp(x) = xp−1 + · · ·+ x + 1 = minQζp, temos que φp(ζ) = 0 e

ζp−1 = −ζp−2 − · · · − ζ − 1. Desta forma,

γ + γ̄ = (a1 + ap−1)ζ + (a2 + ap−2)ζ
2 + · · ·+ (ap−2 + a2)ζ

p−2 + (ap−1 + a1)ζ
p−1
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= (−a1 − ap−1) + (−a1 − ap−1 + a1 + ap−1)ζ + (−a1 − ap−1 + a2

+ ap−2)ζ
2 + · · ·+ (−a1 − ap−1 + a2 + ap−2)ζ

p−2.

Para que γ + γ̄ = 1, devemos ter:





−a1 − ap−1 = 1

−a1 − ap−1 + a2 + ap−2 = 0
...

−a1 − ap−1 + a p−1
2

+ a p+1
2

= 0.

Uma solução inteira deste sistema é a1 = 1, a2 = a3 = · · · = a p−1
2

= −1, a p+1
2

= · · · = ap−2 =

0 e ap−1 = −2. Assim, se tomarmos γ = ζ − ζ2− ζ3− · · · − ζ
p−1
2 − 2ζp−1, temos que γ + γ̄ = 1.

Portanto, existe γ ∈ Z[ζp] tal que γ + γ̄ = 1. Assim, pela Proposição (7.1.3), temos que todo

OK-reticulado é par.

Exemplo 7.1.6 Seja φ =¯a conjugação complexa. Este exemplo mostra que pode não existir

γ ∈ OK tal que γ + γ̄ = 1 e o OK-reticulado ser par. Sejam K = Q(ζ8), P = 〈2, ζ8 − 1〉
um ideal primo de OK com N(P ) = 2, ζ = ζ8 e α = 1

4
. Seja bα : P × P −→ Z, tal que

bα(x, y) =
1

4
TrK|Q(xφ(y)). Mostremos que o reticulado ideal (P, bα) é par e, no entanto, não

existe γ ∈ OK tal que γ + γ̄ = 1.

i-) Mostremos que bα é par. De fato, se x ∈ P = 2OK + (ζ − 1)OK, então existem a0, a1, a2,

a3, b0, b1, b2, b3 ∈ Z tal que x = 2(a0 + a1ζ + a2ζ
2 + a3ζ

3) − (1 − ζ)(b0 + b1ζ + b2ζ
2 + b3ζ

3) =

2a0 − b0 − b3 + (2a1 − b1 + b0)ζ + (2a2 − b2 + b1)ζ
2 + (2a3 − b3 + b2)ζ

3.

Agora

xφ(x) = [(2a0−b0−b3)+(2a1−b1+b0)ζ+(2a2−b2+b1)ζ
2+(2a3−b3+b2)ζ

3][(2a0−b0−b3)+(2a1

−b1+b0)ζ
7+(2a2−b2+b1)ζ

6+(2a3−b3+b2)ζ
5] = (2a0−b0−b3)

2−(2a0−b0−b3)(2a1−b1+b0)ζ
3

−(2a0−b0−b3)(2a2−b2+b1)ζ
2−(2a0−b0−b3)(2a3−b3+b2)ζ+(2a1−b1+b0)(2a0−b0−b3)+(2a1

− b1 + b0)
2 − (2a1 − b1 + b0)(2a2 − b2 + b1)ζ

3 − (2a1 − b1 + b0)(2a3 − b3

+ b2)ζ
2 + (2a2 − b2 + b1)(2a0 − b0 − b3)ζ

2 + (2a2 − b2 + b1)(2a1 − b1 + b0)ζ + (2a2 − b2 +

b1)
2 − (2a2 − b2 + b1)(2a3 − b3 + b2)ζ

3 + (2a3 − b3 + b2)(2a0 − b0 − b3)ζ
3 + (2a3 − b3 + b2)(2a1 −

b1 + b0)ζ
2 + (2a3 − b3 + b2)(2a2 − b2 + b1)ζ + (2a3 − b3 + b2)

2.

Aplicando o traço, temos que

TrK|Q(xφ(x)) = 4(2a0 − (b0 + b3))
2 + 4(2a1 − b1 + b0)

2 + 4(2a2 − b2 + b1)
2 + 4(2a3 − b3 + b2)

2 =

8[2a0
2 + 2a1

2 + 2a2
2 + 2a3

2 − 2a0(b0 + b3) + 2a1(b0 − b1) + 2a2(b1 − b2) + 2a3(b2 − b3) + b0
2 +

b1
2 + b2

2 + b3
2 + b0b3 − b0b1 − b1b2 − b2b3].
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Portanto, segue que
1

4
TrK|Q(xφ(x)) = 2[2a0

2 +2a1
2 +2a2

2 +2a3
2−2a0(b0 +b3)+2a1(b0−b1)+2a2(b1−b2)+2a3(b2−

b3) + b0
2 + b1

2 + b2
2 + b3

2 + b0b3 − b0b1 − b1b2 − b2b3].

Logo, se x 6= 0, então
1

4
TrK|Q(xφ(x)) é um número par.

ii-) Mostremos agora que não existe γ ∈ OK tal que γ + γ̄ = 1. De fato, seja γ = a0 + a1ζ +

a2ζ
2 +a3ζ

3 ∈ OK = Z[ζ8]. Assim, γ + γ̄ = a0 +a1ζ +a2ζ
2 +a3ζ

3 +a0 +a1ζ
7 +a2ζ

6 +a3ζ
5. Como

φ4(x) = x4+1, temos que ζ4 = −1, assim, segue que γ+γ̄ = 2a0+a1ζ+a2ζ
2+a3ζ

3−a1ζ
3−a2ζ =

2a0 + (a1 − a3)ζ + (a3 − a1)ζ
3. Para que γ + γ̄ = 1 é necessário que





2a0 = 1

a1 − a3 = 0

Não existe solução inteira que satisfaça este sistema. Logo, não existe γ ∈ Z[ζ8] tal que γ + γ̄ =

1.

Lema 7.1.2 Sejam K um corpo de números de grau n e OK o anel de inteiros de K sobre Z.

Se I é um ideal fracionário de OK, existe d ∈ Z− {0} tal que dI ⊂ OK.

Demonstração: Como K é um corpo de números de grau n, temos que existe α ∈ K tal que

K = Q(α) e {1, α, · · · , αn−1} é uma base de K sobre Q. Como I é um ideal fracionário de

OK, então I é um Z-módulo livre de posto n. Seja {γ1, · · · , γn} uma Z-base de I. Para cada

i, temos que γi =
n−1∑
j=0

aijα
j tal que aij ∈ Q, para todo i = 1, · · · , n e j = 0, 1, · · · , n − 1.

Como aij ∈ Q, para todo i, j = 1, · · · , n, segue que aij =
bij

cij

; bij, cij ∈ Z e cij 6= 0, para todo

i, j = 1, · · · , n. Seja d = mmc{cij; i = 1, · · · , n, j = 0, 1, · · · , n − 1}. Temos que dγi ∈ Z[α],

para todo i = 1, · · · , n. Como Z[α] ⊂ OK, temos que dI = d

n∑
i=1

Zγi =
n∑

i=1

Zdγi ⊂ Z[α] ⊂ OK,

como queŕıamos.

Teorema 7.1.1 Seja I um ideal fracionário não nulo de OK. Se (I, bα) é um reticulado ideal,

então

det(bα) = N(I)2NK|Q(α)|Disc(K|Q)|.

Demonstração: Se I é um ideal fracionário de OK, então, pelo Lema (7.1.2), existem d ∈
Z−{0} e A ⊂ OK um ideal tal que dI = A ⊂ OK. Como OK é um Z-módulo livre de posto n e

A é um Z-submódulo de OK, pelo Teorema (1.2.1), segue que existe uma Z-base {w1, . . . , wn}
de OK e inteiros e1, . . . , en tais que {e1w1, . . . , enwn} é uma Z-base de A. Desta forma, como
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dI = A, segue que I = d−1A. Assim, {e1d
−1w1, . . . , end

−nwn} é uma Z-base de I. Temos que

a matriz de bα é dada por




TrK|Q(αe1d
−1w1e1d−1w1) · · · TrK|Q(αe1d

−1w1end−1wn)
...

. . .
...

TrK|Q(αend
−1wne1d−1w1) · · · TrK|Q(αend−1wnend−1wn)




=




e1
2TrK|Q(αd−1d−1w1w1) · · · e1enTrK|Q(αd−1d−1w1wn)

...
. . .

...

e1enTrK|Q(αd−1d−1wnw1) · · · en
2TrK|Q(αd−1d−1wnwn)


 .

Assim, segue que

det(bα) = (e1e2 · · · en)2 det




TrK|Q(α(d−1)2w1w1) · · · TrK|Q(α(d−1)2w1wn)
...

. . .
...

TrK|Q(α(d−1)2wnw1) · · · TrK|Q(α(d−1)2wnwn)




= (e1e2 · · · en)2((d−1)2)ndet




TrK|Q(αw1w1) · · · TrK|Q(αw1wn)
...

. . .
...

TrK|Q(αwnw1) · · · TrK|Q(αwnwn)


 .

Agora, temos, pela Proposição (1.9.5), que N(A) = |e1 · · · en|. Logo,

det(bα) = N(A)2((d−1)2)ndet(H),

onde

H =




TrK|Q(αw1w1) · · · TrK|Q(αw1wn)
...

. . .
...

TrK|Q(αwnw1) · · · TrK|Q(αwnwn)


 .

Agora, notemos que H = MM⊥, onde

M = TA =




σ1(w1) · · · σn(w1)
...

. . .
...

σ1(wn) · · · σn(wn)







√
σ1(α) · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
√

σn(α)
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e ⊥ denota a tranposta conjugada. Assim, det(H) = det(M)det(M⊥) = det(T )det(A)

det(A⊥)det(T⊥) = (det(A))2det(T )det(T ) = (det(A))2|det(T )|2. Mas, temos que (det(A))2 =

σ1(α) · · · σn(α) = NK|Q(α). Por outro lado, det(T ) = det(σi(wj))
n
i,j=1 =

√
(Disc(K|Q)). Desta

forma, segue que

det(bα) = N(A)2((d−1)2)nNK|Q(α)|Disc(K|Q)|.

Agora, como d ∈ Z, segue que N(I) = N(A)NK|Q(d−1) = N(A)(d−1)n. Logo, N(I)2 =

N(A)2((d−1)n)2. Portanto, det(bα) = N(I)2NK|Q(α)|Disc(K|Q)|.

Exemplo 7.1.7 Consideremos o reticulado ideal (P, bα) do Exemplo (7.1.6). Temos, pelo Teo-

rema (7.1.1), que det(bα) = N(P )2NK|Q
(

1
4

) |Disc(K|Q)| = 22

(
1

4

)4

28 = 2102−8 = 4, pois, pelo

Teorema (3.2.3), segue que |Disc(K|Q)| = 28. Assim, temos que (P, bα) é um reticulado ideal

par com determinante 4.

A próxima proposição apresenta uma expressão para a diversidade de reticulados ideais

(I, bα) quando I é um ideal inteiro de OK.

Proposição 7.1.4 Seja I ⊂ OK um ideal. Um reticulado ideal Λ = (I, bα) tem diversidade

div(Λ) = r1 + r2.

Demonstração: Seja x 6= 0 um ponto do reticulado Λ. Temos que existe y ∈ I tal que

x = σα(y) = (
√

α1σ1(y), · · · ,
√

2αr1+1<(σr1+1(y)), · · · ,
√

2αr1+r2=(σr1+r2(y))). Como x 6= 0,

segue que y 6= 0. Sendo y 6= 0, temos que σi(y) 6= 0, para todo i = 1, · · · , n. Logo, os

primeiros r1 coeficientes de x são não nulos. Agora, notemos que como σr1+i(y) 6= 0, para

todo i = 1, · · · , r2, segue que <(σr1+i(y)) 6= 0 ou =(σr1+i(y)) 6= 0. Desta forma, destes n − r1

coeficientes restantes de x, pelo menos
n− r1

2
= r2 são não nulos. Assim, div(Λ) ≥ r1 + r2.

Seja agora β ∈ I tal que β 6= 0. Como I ⊂ OK, segue que β é raiz de um polinômio mônico com

coeficientes em Z. Assim, existem a0, a1, · · · , am−1 ∈ Z tal que βm+am−1β
m−1+· · ·+a1β+a0 = 0

e a0 6= 0. Logo, −a0 = αm+am−1α
m−1+· · ·+a1α ∈ I. Como−a0 ∈ Z, segue que σi(−a0) = −a0,

para todo i = 1, · · · , n. Logo, div(−a0) = r1 + r2. Portanto, div(Λ) = r1 + r2.

Proposição 7.1.5 Seja I ⊂ OK um ideal. Um reticulado ideal Λ = (I, bα) pode ser imerso no

Rn com

• diversidade n se K é totalmente real.

• diversidade
n

2
se K é totalmente complexo.
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Demonstração: Segue diretamente da Proposição (7.1.4).

O próximo teorema apresenta uma expressão para a distância produto mı́nima de reticulados

ideais quando o corpo K é totalmente real e I é um ideal inteiro de OK.

Teorema 7.1.2 Se K é um corpo de números totalmente real de grau n com discriminante

Disc(K|Q) e I um ideal inteiro de OK, então a distância produto mı́nima de um reticulado

ideal Λ = (I, bα) é dada por

dp,min(Λ) =

√
det(bα)

|Disc(K|Q)|min(I),

onde min(I) = min06=y∈I

|NK|Q(y)|
N(I)

.

Demonstração: Como K é totalmente real, segue que a diversidade de Λ é n e σi(K) ⊂ R,

para todo i = 1, · · · , n. Seja x = σα(y) um ponto do reticulado no Rn com y ∈ I ⊆ OK seu

inteiro algébrico correspondente. Temos que

dp,min(Λ) = min06=x∈Λ

n∏
j=1

|xj|

= min06=y∈I

n∏
j=1

|
√

σj(α)σj(y)|

=
√

NK|Q(α)min06=y∈I |NK|Q(y)|.

Pela Proposição (7.1.1), temos que det(bα) = NK|Q(α)N(I)2|Disc(K|Q)| e, assim,

√
NK|Q(α) =

√
det(bα)√

N(I)2|Disc(K|Q)| .

Desta forma,

dp,min(Λ) =

√
det(bα)

|Disc(K|Q)|
1

N(I)
min06=y∈I |NK|Q(y)|

=

√
det(bα)

|Disc(K|Q)|
min06=y∈I |NK|Q(y)|

N(I)

=

√
det(bα)

|Disc(K|Q)|min(I),

o que prova o teorema.
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Lema 7.1.3 Seja K um corpo de números. Se I é um ideal principal de OK, então

minx6=0∈I |NK|Q(x)| = N(I).

Demonstração: Como I é um ideal principal, segue que I = 〈a〉, com a ∈ I e N(I) = |NK|Q(a)|.
Se x ∈ I, x 6= 0, então x = ay, para algum y ∈ OK. Assim,

|NK|Q(x)| = |NK|Q(a)||NK|Q(y)| ≥ N(I)

e a igualdade é verdadeira se, e somente se, NK|Q(y) = ±1 se, e somente se, y é uma unidade

de OK. Portanto, NK|Q(x) = N(I) quando x = ay, com y uma unidade de OK. Logo,

minx 6=0∈I |NK|Q(x)| = N(I).

Quando I é principal, a distância produto mı́nima de um reticulado ideal (I, bα) pode ser

calculada conforme o seguinte resultado.

Corolário 7.1.1 Se K é um corpo de números totalmente real e I um ideal principal de OK,

então a distância produto mı́nima de um reticulado ideal (I, bα) é dada por

dp,min(Λ) =

√
det(bα)

|Disc(K|Q)| .

Demonstração: Segue do Teorema (7.1.2) e do Lema (7.1.3).
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Caṕıtulo 8

Construção de Zn-Reticulados Rotacionados via

Reticulados Ideais

Dois parâmetros relacionados com a probabilidade de erros de um dado código reticulado são a

diversidade e a distância produto mı́nima. Em [[20]], vemos que quanto maior for a diversidade

l e a dl
p,min do reticulado, menor é a probabilidade de ocorrerem erros. Desta forma, sempre

procuramos reticulados com diversidade l alta e dl
p,min máxima.

Neste caṕıtulo apresentaremos a construção do reticulado Zn, n ≥ 2, via reticulados ideais.

O reticulado Zn é um reticulado n-dimensional definido por

Zn = {(x1, · · · , xn); xi ∈ Z; ∀i = 1, · · · , n}.

Podemos tomar como matriz geradora M de Zn a matriz identidade e, assim, det(Zn) = 1.

A importância de estudar Zn-reticulados é o fato destes reticulados apresentarem imple-

mentação prática.

A fim de obtermos um reticulado ideal semelhante ao reticulado Zn, n ≥ 2, com alta

diversidade l e dl
p,min máxima, iremos trabalhar com corpos de números totalmente reais, pois

vimos que em tais corpos a diversidade é máxima.

Sejam K um corpo de números totalmente real de grau n e OK o anel de inteiros de K

sobre Z. O objetivo é encontrar um reticulado ideal Λ = (OK, bα) que seja um Zn-reticulado

rotacionado, ou seja, um reticulado com as mesmas propriedades de Zn.

Neste caṕıtulo apresentamos duas construções de Zn-reticulados rotacionados. Na Seção

8.1, apresentamos a construção via o subcorpo real maximal dos corpos ciclotômicos Q(ζp); p

primo e, na Seção 8.2, via o subcorpo real maximal dos corpos ciclotômicos Q(ζ2r), r positivo.
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Notemos que dado c ∈ Z, (
√

cZ)n é uma versão escalar de Zn obtida multiplicando todos os

pontos do reticulado Zn por
√

c. Nas duas construções a serem apresentadas o primeiro passo

será encontrar um elemento α ∈ K totalmente positivo tal que o reticulado ideal (OK, bα) seja

isomorfo ao reticulado (
√

cZ)n. Após encontrarmos tal reticulado multiplicamos sua matriz

geradora por 1/
√

c e assim, obtemos uma versão rotacionada de Zn.

Como det((
√

cZ)n) = cn, a fim de que (OK, bα) seja isomorfo a (
√

cZ)n, segue que o elemento

α deve satisfazer a relação NK|Q(α)|Disc(K|Q)| = cn, do Teorema (7.1.1). Notemos, entretanto,

que encontrar um elemento α ∈ K totalmente positivo tal que NK|Q(α)|Disc(K|Q)| = cn não

garante que (OK, bα) seja isomorfo a (
√

cZ)n. Esta é apenas uma condição necessária.

8.1 Reticulados Rotacionados via o Corpo Ciclotômico Q(ζp).

Nesta seção, veremos a construção de Zn-reticulados rotacionados via a teoria de reticulados

ideais aplicada ao subcorpo real maximal Q(ζp + ζ−1
p ) dos corpos ciclotômicos Q(ζp), com p

primo, p ≥ 5. Desta forma, serão obtidos Zn-reticulados rotacionados para n =
p− 1

2
, p primo,

p ≥ 5.

Para isto, sejam p um número primo tal que p ≥ 5, ζ = ζp uma raiz p-ésima primitiva da

unidade, A = Z, L = Q(ζp) e K = Q(ζp + ζp
−1).

Pelo Teorema (2.2.1), temos que [Q(ζp) : Q] = p − 1 e, pela Proposição (2.2.4), temos que

[Q(ζp) : Q(ζp + ζ−1
p )] = 2. Assim, temos que [Q(ζp + ζ−1

p ) : Q] =
p− 1

2
.

p− 1




Q(ζp)

|2
Q(ζp + ζ−1

p )

|p−1
2

Q

Observação 8.1.1 ([20]) Sejam p um número primo tal que p ≥ 5 e K = Q(ζp + ζ−1
p ). Temos

que |Disc(K|Q)| = p
p−3
2 .

Seja Λ = (OK, bα). Uma condição necessária, mas não suficiente, para que Λ seja isomorfo a

(
√

cZ)n, uma versão escalar de Zn, com c ∈ Z é que det(Λ) = cn. Pelo Teorema (7.1.1), temos

que det(Λ) = N(I)2NK|Q(α)|Disc(K|Q)| e, se I = OK, então det(Λ) = NK|Q(α)|Disc(K|Q)|.

134



Desta forma, para que Λ seja isomorfo a (
√

cZ)n é necessário encontrar um elemento α ∈ K
totalmente positivo tal que NK|Q(α)Disc(K|Q) = NK|Q(α)p

p−3
2 = c

p−1
2 , para algum c ∈ Z.

Tomando c = p, devemos encontar α ∈ K tal que NK|Q(α) = p. Pelo Exemplo (4.1.1), temos

que pZ[ζp] = (1− ζp)
p−1Z[ζp] e NL|Q(1− ζp) = p. Usando a transitividade da norma, temos que

p = NQ(ζp)|Q(1− ζp) = NK|Q(NQ(ζp)|K(1− ζp)) = NK|Q((1− ζp)(1− ζ−1
p )).

Assim, tomando α = (1− ζp)(1− ζp
−1) = 2− (ζp + ζ−1

p ), temos que NK|Q(α) = p. Deste modo,

encontramos um elemento α que satisfaz a condição inicial e, agora através de uma construção

expĺıcita iremos mostrar que (OK, bα) é isomorfo a Zn.

Pelo Teorema (2.2.3), temos que {ej = ζj
p + ζ−j

p }
p−1
2

j=1 é uma Z-base de Z[ζp + ζ−1
p ].

Teorema 8.1.1 Se α = 2 − (ζp + ζ−1
p ) e bα(x, y) = TrK|Q(αxy), para todo x, y ∈ Z[ζp + ζ−1

p ],

então:

1. bα(ei, ei) =





p, se i = n;

2p, caso contrário.

2. bα(ei, ej) =




−p, se |i− j| = 1;

0, caso contrário

Demonstração: Para simplificar a notação vamos denotar por σk(ζ) e por αj = σj(α), os

conjugados de ζ e α, respectivamente. Temos que

TrK|Q(ζ
k + ζ−k) = −1, para k = 1, . . . , n.

De fato, como o polinômio ciclotômico de ζ é f(x) = xp−1 + · · · + x + 1 e ζk, k = 1, · · · , n

são conjugados de ζ, segue que TrL|Q(ζk) = −1, k = 1, · · · , n. Assim, como TrL|Q(ζk) =

TrK|Q(TrL|K(ζk)), segue que TrK|Q(ζk + ζ−k) = −1, para todo k = 1, · · · , n. Desta forma, temos

que

TrK|Q(α(ζk + ζ−k)) =
n∑

j=1

σj(α)σj(ζ
k + ζ−k)

=
n∑

j=1

αjσj(ζ
k + ζ−k)

=
n∑

j=1

(2− σj(ζ − ζ−1))σj(ζ
k + ζ−k)
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= −2−
n∑

j=1

σj(ζ
k+1 + ζ−k−1 + ζ−k+1 + ζk−1)

=




−2 + 1− 2n = −p, se k = ±1(mod p)

−2 + 1 + 1 = 0, caso contrário.

Agora, vamos calcular bα(ei, ej). Temos que

bα(ei, ei) = TrK|Q(αe2
i ) =

n∑
j=1

αjσj(ζ
2i + ζ−2i + 2)

=
n∑

j=1

αjσj(ζ
2i + ζ−2i) + 2

n∑
j=1

(2− σj(ζ + ζ−1))

=





p, se i = n;

2p, caso contrário.

bα(ei, ej) = TrK|Q(αeiej) =
n∑

j=1

(αjσj(ζ
i+j + ζ−(i+j))) +

n∑
j=1

(αjσj(ζ
i−j + ζ−(i−j)))

=




−p, se |i− j| = 1;

0, caso contrário,

o que prova o teorema.

Corolário 8.1.1 Se Bα(x, y) = 1
p
TrK|Q(αxy), então a matriz de Bα na base {e1, . . . , en} é dada

por 


2 −1 0 · · · · · · 0

−1 2 −1 · · · ...
...

0 −1 2
...

...
...

...
...

... −1 0
...

...
... −1 2 −1

0 · · · · · · 0 −1 1




. (8.1)

Demonstração: Segue diretamente do Teorema (8.1.1).

Lema 8.1.1 Se e
′
n = en, e

′
j =

n∑
i=j

ei, j = 1, · · · , n − 1, então {e′1, · · · , e
′
n} é uma Z-base de

OK = Z[ζ + ζ−1].
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Demonstração: Mostremos que {e′1, · · · , e
′
n} é linermente independente sobre Z. De fato, seja

n∑
i=1

aiei = 0; ai ∈ Z. Temos que
n∑

i=1

aie
′
i = a1e1 + (a1 + a2)e2 + · · · + (a1 + · · · + an−1)en−1 +

(a1 + · · · + an)en = 0. Como {e1, · · · , en} é uma Z-base de OK, segue que a1 = · · · = an = 0.

Mostremos agora que {e′1, · · · , e
′
n} gera Z[ζ +ζ−1]. Seja x ∈ Z[ζ +ζ−1]. Temos que x =

n∑
i=1

aiei;

ai ∈ Z. Seja b1 = a1. Temos que x =
n∑

i=2

(ai − a1)ei + a1(e1 + · · ·+ en) =
n∑

i=2

(ai − a1)ei + b1e
′
1.

Se b2 = (a2− a1), então x =
n∑

i=3

(ai− a1− (a2− a1))ei + b2e
′
2 + b1e

′
1. Continuando desta forma,

tomando bj = aj − aj−1, j = 2, · · · , n, temos que x =
n∑

i=1

bie
′
i. Portanto, {e′1, · · · , e

′
n} é uma

Z-base de OK.

Proposição 8.1.1 Se e
′
n = en e e

′
j =

n∑
i=j

ei, para j = 1, · · · , n− 1, então
1

p
TrK|Q(αe

′
ie
′
j) = δij,

onde δij é o delta de Kronecker.

Demonstração: Sejam G a matriz do Corolário (8.1.1) e

T =




1 1 · · · 1

0 1 · · · 1
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1




.

Temos que TGT t = In. Agora, G = MM t, onde M =
1√
p
NA, com

N =




σ1(e1) · · · σn(e1)
...

. . .
...

σ1(en) · · · σn(en)


 e A =




√
σ1(α) · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
√

σn(α)


 .

Assim, In = T (MM t)T t = (TM)(TM)t. Seja agora e
′
n = en, e

′
j =

n∑
i=j

ei; j = 1, · · · , n− 1 uma
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outra base de OK. Temos que




σ1(e
′
1) · · · σn(e

′
1)

...
. . .

...

σ1(e
′
n) · · · σn(e

′
n)


 =




1 1 · · · 1

0 1 · · · 1
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1







σ1(e1) · · · σn(e1)
...

. . .
...

σ1(en) · · · σn(en)


 .

Desta forma, M =
1√
p
TNA é uma matriz geradora do reticulado (OK, bα). Como M M

t
=

1

p
T N AAt N t T t = T M M t T t = In, segue que

1

p
TrK|Q(αe

′
ie
′
j) = δij, onde δij é o delta de

Kronecker.

Segue, da Proposição (8.1.1), que o reticulado ideal Λ = (OK,
1

p
bα), com α = 2− (ζ + ζ−1)

é isomorfo ao reticulado Zn.

Se considerarmos a matriz geradora

M =
1√
p
TNA, onde

N =




σ1(e1) · · · σn(e1)
...

. . .
...

σ1(en) · · · σn(en)


 , T =




1 1 1 · · · 1 1

0 1 1 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 1 1

0 0 0 · · · 0 1




e

A = diag(
√

σk(α)),

temos que MM t = In.

Seguindo os passos desse algoritmo, pode-se construir Zn-reticulados rotacionados para n =

2, 3, 5, 6, 8, 9, 11, 14, 15, 18, 20, 21, 23, 26, 29, 30, . . ..

Proposição 8.1.2 Se Λ é um reticulado ideal de dimensão n =
p− 1

2
, então dp,min(Λ) = p

3−p
4 .

Demonstração: Pelo Corolário (7.1.1), temos que a distância produto mı́nima de Λ é dada por
1√

|Disc(K|Q)| , uma vez que det(Λ) = 1. Como o discriminante de K satisfaz |Disc(K|Q)| =

p
p−3
2 , segue que dp,min(Λ) = p

3−p
4 .

A tabela a seguir fornece a dp,min para a construção ciclotômica em algumas dimensões.
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p n dp,min(Λ) n
√

dp,min

5 2 1√
5

0, 66870

7 3 1
7

0, 522757
11 5 1

112 0, 383215
13 6 1√

135
0, 343444

17 8 1√
177

0, 289520

19 9 1
194 0, 27187

23 11 1
235 0, 240454

Exemplo 8.1.1 Sejam p = 5, L = Q(ζ5) e K = Q(ζ5 + ζ−1
5 ). Consideremos a Z-base {e1, e2}

de Z[ζ5 + ζ−1
5 ], onde e1 = ζ5 + ζ−1

5 , e2 = ζ2
5 + ζ−2

5 e α = 2− (ζ5 + ζ−1
5 ). Temos que o grupo de

Galois de K sobre Q é dado por {σ1, σ2}, onde σ1(ζ
k
5 + ζk

5 ) = ζk
5 + ζ−k

5 ; k = 1, 2 e σ2(ζ
k
5 + ζk

5 ) =

ζ2k
5 + ζ−2k

5 ; k = 1, 2. Consideremos o reticulado ideal (OK,
1
5
bα), onde bα(x, y) = TrK|Q(xy).

Vimos que (OK,
1
5
bα) é um Z2-reticulado rotacionado com matriz geradora M = 1√

5
TNA, onde

N =


 σ1(e1) σ2(e1)

σ1(e2) σ2(e2)


 , T =


 1 1

0 1


 e A =




√
σ1(α) 0

0
√

σ2(α)


 .

Logo,

M =
1√
5


 −1, 175570506 −1, 902113035

−1, 902113034 1, 175570503


 .

Tal reticulado possui dp,min = 1√
5
, visto que |Disc(K|Q)| = 5.

8.2 Reticulados Rotacionados via o Corpo Ciclotômico Q(ζ2r)

Nesta seção veremos a construção de Zn-reticulados rotacionados via a teoria de reticulados

ideais aplicada ao subcorpo real maximal Q(ζ2r + ζ−1
2r ) dos corpos ciclotômicos Q(ζ2r), com r

um inteiro positivo. Desta forma, serão obtidos Zn-reticulados rotacionados para n = 2r−2, r

inteiro positivo, r ≥ 3.

Para isto, sejam ζ = ζ2r uma raiz 2r-ésima primitiva da unidade, onde r é um inteiro

positivo, r ≥ 3, L = Q(ζ) e K = Q(ζ + ζ−1). Pelo Teorema (2.2.1), temos que [L : Q] = 2r−1 e
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como [L : K] = 2, segue que [K : Q] = 2r−2 = n.

2r−1




Q(ζ2r)

|2
Q(ζ2r + ζ−1

2r )

|2r−2

Q

Os reticulados são constrúıdos via o anel dos inteiros de K, o subcorpo real maximal de L,

que possui {1, ζ + ζ−1, · · · , ζn−1 + ζ−(n−1)} como Z-base.

Proposição 8.2.1 ([22]) O discriminante de K satisfaz |Disc(K|Q)| = 2β, onde β = (r −
1)n− 1.

Seja Λ = (OK, bα). Uma condição necessária, mas não suficiente, para que Λ seja isomorfo a

(
√

cZ)n, uma versão escalar de Zn, com c ∈ Z é que det(Λ) = cn. Pelo Teorema (7.1.1), temos

que det(Λ) = N(I)2NK|Q(α)|Disc(K|Q)| e, se I = OK, então det(Λ) = NK|Q(α)|Disc(K|Q)|.
Desta forma, para que Λ seja isomorfo a (

√
cZ)n é necessário encontrar um elemento α ∈ K

totalmente positivo, tal que NK|Q(α)|Disc(K|Q)| = NK|Q(α)2β = cn, onde β = (r − 1)n − 1.

Neste caso, tomando c = 2r−1, temos que um elemento α ∈ OK com norma 2 é facilmente

encontrado. Temos que 2Z[ζ] = (1− ζ)ϕ(2r)Z[ζ] e NL|Q(1− ζ) = 2. Usando a transitividade da

norma, temos que

2 = NL|Q(1− ζ) = NK|Q(NL|K(1− ζ)) = NK|Q((1− ζ)(1− ζ−1)).

Desta forma, tomando α = (1 − ζ)(1 − ζ−1) = 2 − (ζ + ζ−1), temos que NK|Q(α) = 2. Esta

condição não garante a existência de uma versão escalar do Zn. Para mostrar a existência,

faremos uma construção expĺıcita.

Proposição 8.2.2 Se L = Q(ζ), onde ζ = ζ2r com r um inteiro positivo, então

TrL|Q(ζ
k) =





0, se mdc(k, 2r) < 2r−1;

−2r−1, se mdc(k, 2r) = 2r−1;

2r−1, se mdc(k, 2r) > 2r−1.
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Demonstração: Temos que o polinômio minimal de ζ sobre Q é dado por φ2r(x) = x2r−1
+ 1.

Desta forma, segue que TrL|Q(ζk) = 0, para todo k tal que mdc(k, 2r) = 1, pois se mdc(k, 2r) =

1, então ζk é conjugado de ζ. Agora, seja k tal que mdc(k, 2r) > 1. Temos três casos para

analisar:

1o caso: mdc(k, 2r) < 2r−1.

Seja mdc(k, 2r) = 2s, onde s < r − 1. Assim, k = 2sj; j ∈ Z e ζk
2r = ζ2sj

2r = ζj
2r−s . Segue então

que

TrL|Q(ζ
k
2r) = TrL|Q(ζ

j
2r−s) = TrQ(ζ2r−s )|Q(TrL|Q(ζ2r−s )(ζ

j
2r−s))

= TrQ(ζ2r−s )|Q(p
sζj

2r−s) = psTrQ(ζ2r−s )|Q(ζ
j
2r−s) = 0,

pois mdc(j, 2r−1) = 1.

2o caso: mdc(k, 2r) = 2r−1.

Temos que o polinômio minimal de ζ2 sobre Q é φ2(x) = x+1. Desta forma, TrQ(ζ2)|Q(ζk
2 ) = −1,

para todo k tal que mdc(k, 2) = 1 e ζk
2r = ζ2r−1j

2r = ζj
2 , onde k = 2r−1j e mdc(j, 2) = 1. Segue,

então, que

TrQ(ζ2r )|Q(ζ
j
2) = TrQ(ζ2)|Q(TrQ(ζ2r )|Q(ζ2)(ζ

j
2)) = 2r−1TrQ(ζ2)|Q(ζ2) = −2r−1.

Assim,

TrL|Q(ζ
k
2r) = TrL|Q(ζ

j
2) = −2r−1.

3o caso: mdc(k, 2r) > 2r−1.

Neste caso, temos que mdc(k, 2r) = 2r e, desta forma,

TrL|Q(ζ
k
2r) = TrL|Q(1) = 2r−1,

o que prova a proposição.

Corolário 8.2.1 Se K = Q(ζ + ζ−1), então

TrK|Q(ζ
k + ζ−k) =





0, se mdc(k, 2r) < 2r−1;

−2r−1, se mdc(k, 2r) = 2r−1;

2r−1, se mdc(k, 2r) > 2r−1.
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Demonstração: Pela transitividade da forma traço, temos que

TrL|Q(ζ
k) + TrL|Q(ζ

−k) = TrL|Q(ζ
k + ζ−k) = TrK|Q(TrL|K(ζ

k + ζ−k)) = 2TrK|Q(ζ
k + ζ−k).

Desta forma, se:

• mdc(k, 2r) < 2r−1, então TrL|Q(ζk) + TrL|Q(ζ−k) = 0, isto é, TrK|Q(ζk + ζ−k) = 0.

• mdc(k, 2r) = 2r−1, então TrL|Q(ζk) + TrL|Q(ζ−k) = −2r−1 − 2r−1 = 2(−2r−1), isto é,

TrK|Q(ζk + ζ−k) = −2r−1.

• mdc(k, 2r) > 2r−1, então TrL|Q(ζk)+TrL|Q(ζ−k) = 2r−1+2r−1 = 2(2r−1), isto é, TrK|Q(ζk +

ζ−k) = 2r−1,

o que prova o corolário.

Teorema 8.2.1 Sejam e0 = 1 e ei = ζ i + ζ−i, para i = 1, 2, · · · , n − 1, e bα : OK ×OK −→ Z

tal que bα(x, y) = TrK|Q(αxy). Tem-se que:

1. Se i = 0, 1, · · · , n− 1, então bα(ei, ei) =





2n, se i = 0;

4n, se i 6= 0.

2. Se i 6= 0, então bα(ei, e0) =




−2n, se i = 1;

0, se i 6= 1.

3. Se i 6= 0, j 6= 0 e i 6= j, então bα(ei, ej) =




−2n, se |i− j| = 1;

0, caso contrário.

Demonstração: Vamos calcular bα(ei, e0), para i = 0, 1, · · · , n− 1. Para i = 0, temos que

bα(e0, e0) = TrK|Q(αe2
0) = TrK|Q(α) = TrK|Q(2)− TrK|Q(ζ + ζ−1) = 2(2r−2) = 2r−1,

pois, pelo Corolário (8.2.1), temos que mdc(1, 2r) < 2r−1. Agora, para todo i = 1, · · · , n − 1,

temos que

bα(ei, e0) = TrK|Q(αei) = TrK|Q((2− (ζ + ζ−1))(ζ i + ζ−i))

= TrK|Q(2ζ
i + 2ζ−i − ζ i+1 − ζ1−i − ζ i−1 − ζ−1−i)

= 2TrK|Q(ζ
i + ζ−i)− TrK|Q(ζ

i+1 + ζ−(i+1))− TrK|Q(ζ
i−1 + ζ−(i−1))
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=




−2n, se i = 1

0, caso contrário.

Vamos calcular bα(ei, ei), para i = 1, · · · , n − 1. Como mdc(2i, 2r),mdc(2i + 1, 2r),mdc(2i −
1, 2r) < 2r−1, para todo i = 1, · · · , n− 1, segue que

bα(ei, ei) = TrK|Q(αei
2) = TrK|Q((2− ζ + ζ−1)(ζ2i + ζ−2i + 2))

= 2TrK|Q(ζ
2i + ζ−2i) + TrK|Q(4)− TrK|Q(ζ

2i+1 + ζ−(2i+1))

− TrK|Q(ζ
2i−1 + ζ−(2i−1))

= 4n.

Finalmente, para todo i 6= 0, j 6= 0 e i 6= j, como mdc(i + j, 2r),mdc(i − j, 2r),mdc(i + j +

1, 2r),mdc(i + j − 1, 2r) < 2r−1, segue que

bα(ei, ej) = TrK|Q(αeiej) = TrK|Q((2− (ζ + ζ−1))(ζ i + ζ−i)(ζj + ζ−j))

= 2TrK|Q(ζ
i+j + ζ−(i+j)) + 2TrK|Q(ζ

i−j + ζ−(i−j) − TrK|Q(ζ
i+j+1 + ζ−(i+j+1))

− TrK|Q(ζ
i−j+1 + ζ−(i−j+1))− TrK|Q(ζ

−i+j+1 + ζ−(−i+j+1))− TrK|Q(ζ
i+j−1 + ζ−(i+j−1))

=




−2n, se |i− j| = 1

0, caso contrário,

o que prova o teorema.

Corolário 8.2.2 Se Qα(x, y) = 1
2r−1 TrK/Q(αxy), então a matriz de Qα na base {e0, e1, · · · , en−1}

é

G =




1 −1 0 · · ·
−1 2 −1 0 · · ·

0 −1 2 · · ·
...

2 −1 0
... −1 2 −1
... 0 −1 2




.

Demonstração: Segue diretamente da Proposição (8.2.1).

Proposição 8.2.3 Seja {f0, f1, · · · , fn−1}, onde fi = −∑n−1−i
j=0 ej, ∀i = 0, 1, · · · , n−1. Temos

que 1
2r−1 TrK|Q(αfifj) = δij, onde δij é o delta de Kronecker.
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Demonstração: Sejam G a matriz do Corolário (8.2.2) e

T =




−1 −1 · · · −1 −1

−1 −1 · · · −1 0
...

...
. . .

...
...

−1 0 · · · 0 0




.

Temos que TGT t = In. Agora, como G é a matriz de Gram do reticulado (OK,
1

2r−1 bα), temos

que G = MM t, onde M =
1√
2r−1

NA, com

N =




σ1(e0) · · · σn(e0)
...

. . .
...

σ1(en−1) · · · σn(en−1)


 e A =




√
σ1(α) · · · 0
...

. . .
...

0 · · ·
√

σn(α)


 .

Assim, In = TMM tT t = (TM)(TM)t. Seja agora fi = −∑n−1−i
j=0 ej; j = 0, 1, · · · , n − 1, uma

outra base de OK. Temos que




σ1(f0) · · · σn(f0)
...

. . .
...

σ1(fn−1) · · · σn(fn−1)


 =




−1 −1 · · · −1 −1

−1 −1 · · · −1 0
...

...
. . .

...
...

−1 0 · · · 0 0







σ1(e0) · · · σn(e0)
...

. . .
...

σ1(en−1) · · · σn(en−1)


 .

Logo, M =
1√
2r−1

TNA é uma matriz geradora do reticulado (OK,
1

2r−1 bα). Como MM
t

=

1

p
TNAAtN tT t = TMM tT t = In, segue que

1

p
TrK|Q(αeiej) = δij, onde δij é o delta de Kro-

necker.

Segue da Proposição (8.2.3) que o reticulado ideal Λ = (OK,
1

2r−1
bα), com α = (1−ζ)(1−ζ−1)

é isomorfo ao reticulado Zn. Se tomarmos M como matriz geradora de tal reticulado, onde

M =
1√
2r−1

TNA, onde
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N =




σ1(e0) · · · σn(e0)
...

. . .
...

σ1(en−1) · · · σn(en−1)


 , T =




−1 −1 · · · −1 −1

−1 −1 · · · −1 0
...

...
. . .

...
...

−1 0 · · · 0 0




e

A = diag(
√

σk(α)),

temos que G = MM t = In.

Seguindo os passos desse algoritmo, pode-se construir Zn-reticulados rotacionados para n =

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, · · · .

Proposição 8.2.4 Se Λ é um reticulado de dimensão 2r−2, então dp,min(Λ) =
1√
2β

, onde

β = (r − 1)2r−2 − 1.

Demonstração: Pelo Corolário (7.1.1), temos que a distância produto mı́nima de Λ é dada por
1√

|Disc(K|Q)| , uma vez que det(Λ) = 1. Como o discriminante deK satisfaz |Disc(K|Q)| = 2β,

onde β = (r − 1)2r − 1, segue que dp,min(Λ) =
1√
2β

.

A tabela a seguir fornece a dp,min para a construção ciclotômica em algumas dimensões.

r n n
√

dp,min

3 2 0, 594604
4 4 0, 385553
5 8 0, 261068
6 16 0, 180648
7 32 0, 126361
8 64 0, 0888683
9 128 0, 0626695
10 256 0, 044254
11 512 0, 0312712
12 1024 0, 0221046

Exemplo 8.2.1 Sejam n = 23, ζ = ζ23, L = Q(ζ) e K = Q(ζ + ζ−1). Temos que uma Z-base

de OK é {e0 = 1, e1 = ζ + ζ−1}, o grupo de Galois de L sobre Q é dado por Gal(L|Q) =

{σ1, σ3, σ5, σ7}, onde σi(ζ) = ζ i, para i = 1, 3, 5, 7 e o grupo de Galois de K sobre Q é dado por
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Gal(K|Q) = {σ1, σ3}. Seja α = 2− (ζ + ζ−1) e bα(x, y) =
1

4
TrK|Q(αxy). A matriz G de bα é


 1 −1

−1 2


 .

Agora, uma matriz geradora do Zn- reticulado rotacionado é dada por M =
1√
23−1

TNA, onde

N =


 σ1(e0) σ3(e0)

σ1(e1) σ3(e1)


 =


 1 1

ζ + ζ−1 ζ3 + ζ−3


 =


 1 1
√

2 −√2


 ,

T =


 −1 −1

−1 0


 e

A =




√
σ1(α) 0

0
√

σ3(α)


 =




√
2−√2 0

0
√

2 +
√

2


 .

Logo, temos que

M =
1√
22

TNA =
1

2


 (−1−√2)

√
2−√2 (−1 +

√
2)

√
2 +

√
2

−
√

2−√2 −
√

2 +
√

2


 .

Notemos que MM t = In.
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Caṕıtulo 9

Identificação de certos reticulados com reticula-

dos ideais

Dado um reticulado no Rn podemos vê-lo como um OK-reticulado para algum corpo de números

K? Motivados por esta questão, neste caṕıtulo apresentamos alguns reticulados ideais que

podem ser identificados com os reticulados Ap−1, p primo, D4, E6, E8, K12 e Λ24, que são

conhecidos na literatura. Na Seção 9.1, apresentamos alguns resultados que serão utilizados na

construção de tais reticulados ideais, o principal resultado utilizado relaciona o determinante do

reticulado com a fatoração do diferente da extensão. Na Seção 9.2, apresentamos o reticulado

Ap−1, com p primo e via o corpo ciclotômico Q(ζp), com p primo apresentamos um reticulado

ideal que apresenta as mesmas propriedades que o reticulado Ap−1, com p primo. Na Seção

9.3, apresentamos o reticulado D4 e via o corpo ciclotômico Q(ζ8), apresentamos um reticulado

ideal que apresenta as mesmas propriedades que o reticulado D4. Na Seção 9.4, apresentamos

o reticulado E8 e, via os corpos ciclotômicos Q(ζ24), Q(ζ20) e Q(ζ15), apresentamos reticulados

ideais isomorfos ao reticulado E8. Na Seção 9.5, apresentamos o reticulado E6 e, via o corpo

ciclotômico Q(ζ9), apresentamos um reticulado ideal que apresenta as mesmas propriedades que

o reticulado E6. Na Seção 9.6, apresentamos o reticulado K12 e, via o corpo ciclotômico Q(ζ21),

apresentamos um reticulado ideal que apresenta as mesmas propriedades que o reticulado K12.

Por fim, na Seção 9.7, apresentamos o reticulado Λ24 e, via os corpos ciclotômicos Q(ζ39) e

Q(ζ35), apresentamos reticulados ideais isomorfos ao reticualdo Λ24.

9.1 Construção

Nesta seção, veremos alguns resultados que serão utilizados para construir reticulados ideais do

tipo traço com certo determinante d. O principal resultado relaciona a fatoração do diferente
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de uma extensão como um produto de ideais primos. Visto que os corpos utilizados em nossa

construção serão os corpos ciclotômicos, faremos um roteiro de como fatorar o diferente de uma

extensão ciclotômica em um produto de ideais primos.

Sejam K um corpo de números de grau n, OK o anel de inteiros de K sobre Z,¯: K −→ K

a conjugação complexa e F o corpo fixo por .̄

A próxima proposição nos diz quando é posśıvel construir um reticulado ideal do tipo traço

com certo determinante d.

Proposição 9.1.1 Se K é um corpo de números tal que K é totalmente real ou K é uma

extensão totalmente imaginária de F, de grau 2, então existe um OK-reticulado do tipo traço com

determinante d se, e somente se, existem ideais I, J de OK tal que N(J) = d e ∆(K|Q) = JIĪ.

Demonstração: Suponha que existem I, J ideais de OK tal que N(J) = d e ∆(K|Q) =

JIĪ. Temos que ∆(K|Q) = JIĪ ⊆ IĪ. Assim, ∆(K|Q)−1∆(K|Q) ⊆ ∆(K|Q)−1IĪ. Assim,

OK ⊆ ∆(K|Q)−1IĪ, o que implica que OK ⊆ J−1I−1Ī−1IĪ = J−1. Desta forma, I−1Ī−1OK ⊆
I−1Ī−1J−1 = ∆(K|Q)−1. Logo, I−1Ī−1 ⊆ I−1Ī−1OK ⊆ ∆(K|Q)−1, pois 1 ∈ OK. Consideremos

a aplicação:

b : I−1 × I−1 −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

Como I−1Ī−1 ⊂ ∆(K|Q)−1, temos que b está bem definida. Logo, (I−1, b) é um OK-reticulado.

Além disso, pelo Teorema (7.1.1), temos que

det(b) = N(I−1)2|Disc(K|Q)|.

Agora, como |Disc(K|Q)| = N(∆(K|Q)), segue que det(b) = N(I−1)2N(I)N(Ī)N(J). Como

N(I) = N(Ī) e N(I−1) = N(I)−1, segue que

det(b) = N(I)−2N(I)2N(J) = N(J) = d.

Portanto, existe um OK-reticulado do tipo traço com determinante d. Reciprocamente, suponha

que existe um OK-reticulado do tipo traço com determinante d. Desta forma, existe I um ideal

fracionário de OK tal que (I, b) é um reticulado ideal com determinante d, onde

b : I × I −→ Z
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(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

Temos que, IĪ ⊂ ∆(K|Q)−1. Assim, segue que ∆(K|Q)−1 = IĪM , onde M é um ideal

de OK e ∆(K|Q) = I−1Ī−1M−1. Agora, temos que d = det(b) = N(I)2|Disc(K|Q)| =

N(I)2N(∆(K|Q)) = N(I)2N(I)−2N(M)−1. Logo, temos que N(M−1) = d, como queŕıamos.

Corolário 9.1.1 Nas mesmas condições da Proposição (9.1.1), tem-se que existe um OK-reti-

culado unimodular do tipo traço se, e somente se, existe um ideal I de OK tal que ∆(K|Q) = IĪ.

Demonstração: Segue diretamente da Proposição (9.1.1).

No que segue, iremos trabalhar com corpos ciclotômicos.

Baseados na Proposição (9.1.1), dado um certo corpo ciclotômico Q(ζn), primeiramente

iremos fatorar seu diferente e verificar se é posśıvel construir um OK-reticulado do tipo traço

com certo determinante d.

Como iremos estudar reticulados ideais que apresentam as mesmas propriedades que os

reticulados Ap−1, p primo, D4, E6, E8, K12 e Λ24, iremos trabalhar com corpos ciclotômicos

cujo grau da extensão seja o mesmo da dimensão de tais reticulados.

A seguir, faremos um roteiro de como fatorar o diferente de um dado corpo ciclotômico em

um produto de ideais primos do anel de inteiros OK. Notemos que a Proposição (9.1.1) não

exige que o diferente esteja fatorado como um produto de ideais primos, mas visto que todo

ideal se fatora de forma única como um produto de ideais primos, basta considerar os ideais I,

J da Proposição (9.1.1) como produto destes ideais primos.

Seja Q(ζn) o n-ésimo corpo ciclotômico. Pelo Corolário (4.4.1), temos que aparecem na

fatoração do diferente ∆(Q(ζn)|Q) somente os ideais primos de Z[ζn] que estão acima dos ideais

primos p de Z tal que p é primo e p|n. Desta forma, fazemos o seguinte:

• Dado n, encontramos todos os primos p
′
is que dividem n.

• Para cada um destes primos pi utilizamos o Teorema de Kummer (4.1.3) e encontramos

a fatoração do ideal estendido piZ[ζn] como produto de ideais primos.

Com isto, encontramos todos os ideais primos de Z[ζn] que dividem o diferente. Resta saber

qual o ı́ndice de cada um. Para isto, utilizamos os seguintes resultados:

• Pela Proposição (4.3.1), temos que se um ideal primo P de Z[ζn] aparece na fatoração do

ideal estendido pZ[ζn], p primo e p|n, com ı́ndice e, então P divide o diferente com ı́ndice

s tal que s ≥ e− 1.
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• Pelo Teorema (3.2.1), temos que N(∆(Q(ζn)|Q)) = |Disc(Q(ζn)|Q)| e, pelo Teorema

(3.2.3), temos que |Disc(Q(ζn)|Q)| = nϕ(n)

r∏
j=1

p
ϕ(n)
pj−1

j

, onde n =
r∏

j=1

p
aj

j .

Após fatorar o diferente vemos se é posśıvel escrevê-lo como ∆(Q(ζn)|Q) = IĪJ . Para isto,

utilizamos o Corolário (4.4.4). Para todo primo p tal que p|n, após ter fatorado o ideal pZ[ζn],

fatoramos n como n = pkt, k ≥ 1 e p - t. Em seguida, calculamos Ot(p) (ordem de p em Z∗t ).

Se Ot(p) ≡ 1 (mod 2), então para todo ideal primo P de Z[ζn] que está acima de p, P̄ também

está acima de p e P̄ 6= P .

Para a próxima proposição omitimos a demonstração por faltarem pré-requisitos suficientes

para prová-la neste trabalho.

Proposição 9.1.2 ([16], pag. 76) Se K = Q(ζn), onde ζn é uma raiz n-ésima primitiva da

unidade, onde n é livre de quadrados, n 6= p, n 6= 2p, p primo e ϕ(n) ≥ 8, então a norma

mı́nima de todo OK-reticulado é no mı́nimo 4.

9.2 O reticulado Ap−1, p primo

Nesta seção, definiremos o reticulado Ap−1, com p primo e apresentaremos um reticulado ideal

(p− 1)-dimensional, par e com o mesmo determinante que Ap−1, com p primo.

Definição 9.2.1 Seja p um número primo. O reticulado Ap−1 é um reticulado par, (p − 1)-

dimensional, definido por

Ap−1 = {(x0, x1, · · · , xp−1) ∈ Zp tal que x0 + · · ·+ xp−1 = 0}.

Sua densidade de centro é ∆ = 2
−(p−1)

2 p
−1
2 , sua norma mı́nima é 2 e seu determinante é p.

Sejam p um número primo ı́mpar e K = Q(ζp) o p-ésimo corpo ciclotômico. Temos que

[Q(ζp) : Q] = ϕ(p) = p− 1. Vamos fatorar o diferente ∆(Q(ζp)|Q).

• Como p é um número primo segue, pela Proposição (4.4.1), que o ideal gerado por p é o

único ideal primo de Z que se ramifica em Z[ζp].

• Como φp(x) = xp−1+· · ·+x+1 = minQζp, segue que φ̄p(x) = xp−1+· · ·+x+1̄ = (x−1̄)p−1

(mod Zp[x]). Pelo Teorema de Kummer (4.1.3), segue que

pZ[ζp] = P p−1, onde P = 〈p, ζp − 1〉.
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Assim, o único ideal primo de Z[ζp] que se ramifica é P , o que implica que P é o único

ideal primo de Z[ζp] que divide o diferente ∆(Q(ζp)|Q). Logo, ∆(Q(ζp)|Q) = P k, k ≥ 1.

• Como pp−1 = |NK|Q(p)| = N(pZ[ζp]) = N(P )p−1, então N(P ) = p e como N(∆(Q(ζp)|Q)) =

|Disc(Q(ζp)|Q)| = pp−2, segue que N(P )k = pp−2, o que implica que k = p − 2. Desta

forma, temos que

∆(Q(ζp)|Q) = P p−2.

• Como o ideal P deve aparecer na fatoração de pZ[ζp] e como pZ[ζp] = P p−1, segue que

P = P. Assim, podemos escrever

∆(Q(ζp)|Q) = P
p−3
2 P

p−3
2 P.

Como o diferente se fatora desta forma, pela Proposição (9.1.1) temos que existe um OK-

reticulado do tipo traço com determinante N(P ) = p. Consideremos a aplicação:

b : P−( p−3
2

) × P−( p−3
2

) −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

Temos, pela demonstração da Proposição (9.1.1), que det(b) = N(P ) = p. Agora, pelo Exemplo

(7.1.5), temos que b é par. Portanto, segue que
(
P−( p−3

2
), b

)
é um OK-reticulado par com

determinante p. Desta forma, temos que
(
P−( p−3

2
), b

)
apresenta as mesmas propriedades que o

reticulado Ap−1.

9.3 O reticulado D4

Nesta seção, definiremos o reticulado D4 e apresentaremos um reticulado ideal 4-dimensional,

par e com o mesmo determinante que D4.

Definição 9.3.1 O reticulado D4 é um reticulado par, 4-dimensional, definido por:

D4 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 tal que xi ∈ Z, ∀i e
4∑

i=1

xi = 2m; m ∈ Z}.

Sua densidade de centro é ∆ = π2

16
= 0, 6169 e é a maior densidade posśıvel para dimensão 4.

Sua norma mı́nima é 2 e seu determinante é 4.
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Seja K = Q(ζ8) o corpo ciclotômico associado a raiz oitava primitiva da unidade. Temos

que [Q(ζ8) : Q] = ϕ(8) = 4. Vamos fatorar o diferente ∆(Q(ζ8)|Q).

• Temos que 2 é o único primo que divide 8 e, assim, pela Proposição (4.4.1), o ideal gerado

por 2 é o único ideal primo de Z que se ramifica em Z[ζ8].

• Como φ8(x) = x4 + 1 = minQζ8 então φ̄8(x) = x4 + 1̄ = (x − 1̄)4 (mod Z2[x]). Pelo

Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

2Z[ζ8] = P 4, onde P = 〈2, ζ8 − 1〉.

Assim, o único ideal primo de Z[ζ8] que divide o diferente ∆(Q(ζ8)|Q) é P, pois P é o

único ideal primo de Z[ζ8] que se ramifica. Logo ∆(Q(ζ8)|Q) = P k, k ≥ 1.

• Como 24 = |NK|Q(2)| = N(P )4, segue que N(P ) = 2. Agora, pelo Teorema (3.2.1), temos

que N(∆(Q(ζ8)|Q)) = |Disc(Q(ζ8)|Q)| = 28. Desta forma, k = 8 e, assim,

∆(Q(ζ8)|Q) = P 8.

• Notemos ainda que como o ideal P deve aparecer na fatoração de 2Z[ζ8] e como 2Z[ζ8] =

P 4, segue que P = P. Assim, podemos escrever

∆(Q(ζ8)|Q) = P 3P
3
P 2.

Como o diferente se fatora desta forma, pela Proposição (9.1.1), temos que existe um OK-

reticulado do tipo traço com determinante N(P 2) = 4. Consideremos a aplicação:

b : P−3 × P−3 −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

De forma análoga ao que fizemos no Exemplo (7.1.6), mostramos que b é par. Agora, segue

da demonstração da Proposição (9.1.1) que det(b) = N(P )2 = 4. Portanto, temos que (P−3, b)

é um OK-reticulado par com determinante 4. Desta forma, temos que (P−3, b) apresenta as

mesmas propriedades que o reticulado D4.
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9.4 O reticulado E8

Nesta seção, definiremos o reticulado E8 e veremos três reticulados ideais que são isomorfos ao

reticulado E8.

Definição 9.4.1 O reticulado E8 é um reticulado par, 8-dimensional, definido por:

E8 = {(x1, x2, · · · , x8) tal que xi ∈ Z ou xi ∈ Z+
1

2
, ∀i e

∑
xi ≡ 0 (mod 2)}.

Sua densidade de centro é ∆ = 0, 2537, sua norma mı́nima é 2 e seu determinante é 1.

9.4.1 E8 via Q(ζ24)

Seja K = Q(ζ24) o 24-ésimo corpo ciclotômico. Temos que [Q(ζ24) : Q] = ϕ(24) = 8. Vamos

fatorar o diferente ∆(Q(ζ24)|Q).

• Como 2 e 3 são os únicos primos que dividem 24 segue, pela Proposição (4.4.1), que

os ideais gerados por 2 e 3, respectivamente, são os únicos ideais primos de Z que se

ramificam em Z[ζ24].

• Como φ24(x) = x8 − x4 + 1 = minQζ24, segue que φ̄24(x) = (1̄ + x + x2)4 (mod Z2[x])

e φ̄24(x) = (2̄ + x + x2)2(2̄ + 2̄x + x2)2 (mod Z3[x]). Assim, pelo Teorema de Kummer

(4.1.3), temos que

2Z[ζ24] = Q4, onde Q = 〈2, 1 + ζ24 + ζ2
24〉 e

3Z[ζ24] = S2R2, onde S = 〈3, 2 + ζ24 + ζ2
24〉 e R = 〈3, 2 + 2ζ24 + ζ2

24〉.

Desta forma, os únicos ideais primos de Z[ζ24] que se ramificam são Q, S e R e, assim,

são os únicos ideais primos de Z[ζ24] que dividem o diferente ∆(Q(ζ24)|Q). Logo, temos

que ∆(Q(ζ24)|Q) = QqRrSs; q, r, s ≥ 1.

• Agora, como 28 = |NK|Q(2)| = N(Q)4, segue que N(Q) = 4. Além disso, pelo

Exemplo (4.4.4), temos que R = S, o que implica que N(R) = N(S). Como 38 =

|NK|Q(3)| = N(R)2N(S)2 = N(R)4, segue que N(R) = N(S) = 32. Pelo Teorema

(3.2.1), temos que N(∆(Q(ζ24)|Q)) = |Disc(Q(ζ24)|Q)| = 21634. Assim, segue que 21634 =

N(Q)qN(R)rN(S)s
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= 4q(32)r(32)s = 22q32(r+s). Isto implica que q = 8 e r + s = 2. Assim, q = 8, r = s = 1.

Portanto,

∆(Q(ζ24)|Q) = Q8RS.

• Como R = S e Q = Q, segue que

∆(Q(ζ24)|Q) = Q4RQ
4
R = (Q4R)(Q4R).

Como o diferente se fatora desta forma, pelo Corolário (9.1.1), temos que existe um OK-

reticulado unimodular do tipo traço. Seja I = R−1Q−4. Consideremos a aplicação:

b : I × I −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

Tomando γ = ζ4
24 ∈ Z[ζ24] temos que γ + γ̄ = 1. Assim, pela Proposição (7.1.3) temos que todo

OK-reticulado é par. Agora, pelo Teorema (7.1.1), temos que det(b) = N(I)2|Disc(K|Q)| =

(3−24−4)221634 = 1. Portanto, segue que (I, b) é um OK-reticulado par com determinante 1.

Em [13], vemos que E8 é o único reticulado unimodular e par em sua dimensão. Desta forma,

temos que (I, b) é isomorfo ao reticulado E8.

9.4.2 E8 via Q(ζ20)

Seja K = Q(ζ20) o 20-ésimo corpo ciclotômico. Temos que [Q(ζ20) : Q] = ϕ(20) = 8. Vamos

fatorar o diferente ∆(Q(ζ20)|Q).

• Temos que 2 e 5 são os únicos números primos que dividem 20. Logo, pela Proposição

(4.4.1), temos que os ideais gerados por 2 e 5, respectivamente, são os únicos ideais primos

de Z que se ramificam em Z[ζ20].

• Como φ20(x) = x8−x6 +x4−x2 +1 = minQζ20, segue que φ̄20(x) = (1̄+x+x2 +x3 +x4)2

(mod Z2[x]) e φ̄20(x) = (2̄ + x)4(3̄ + t)4 (mod Z5[x]). Assim, pelo Teorema de Kummer

(4.1.3), segue que

2Z[ζ20] = Q2, onde Q = 〈2, 1 + ζ20 + ζ2
20 + ζ3

20 + ζ4
20〉 e

5Z[ζ20] = S4R4, onde S = 〈5, 2 + ζ20〉 e R = 〈5, 3 + ζ20〉.
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Assim, os únicos ideais primos de Z[ζ20] que se ramificam são Q, S e R, sendo estes os

únicos ideais primos de Z[ζ20] que dividem o diferente ∆(Q(ζ20)|Q). Logo, temos que

∆(Q(ζ20)|Q) = QqRrSs, onde q ≥ 1, s, r ≥ 3, pela Proposição (4.3.1).

• Temos que 28 = |NK|Q(2)| = N(Q)2 e, assim, N(Q) = 24. Agora, como O4(5) = 1 ≡ 1

(mod 2), pelo Corolário (4.4.4), segue que R 6= R. Logo, R = S e, assim, N(R) = N(S).

Desta forma, 58 = |NK|Q(5)| = N(S)4N(R)4 = N(S)8, o que implica que N(R) = N(S) =

5. Pelo Teorema (3.2.1), temos que N(∆(Q(ζ20)|Q)) = |Disc(Q(ζ20)|Q)| = 2856. Assim,

segue que N(Q)qN(R)rN(S)s = 2856, o que implica que q = 2 e r = s = 3. Portanto,

∆(Q(ζ20)|Q) = Q2R3S3.

• Como R = S e Q = Q, podemos escrever

∆(Q(ζ20)|Q) = Q2R3S3 = QR3QR
3

= (QR3)(QR3).

Como o diferente se fatora desta forma, pelo Corolário (9.1.1), temos que existe um OK-

reticulado unimodular do tipo traço. Seja I = R−3Q−1. Consideremos a aplicação:

b : I × I −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

Tomando γ = ζ2
20−ζ4

20 ∈ Z[ζ20], temos que γ+ γ̄ = 1. Assim, pela Proposição (7.1.3), temos que

todoOK-reticulado é par. Agora, pelo Teorema (7.1.1), temos que det(b) = N(I)2|Disc(K|Q)| =
(5−32−4)22856 = 1. Portanto, (I, b) é um OK-reticulado par com determinante 1. Em [13], vemos

que E8 é o único reticulado unimodular e par em sua dimensão. Desta forma, temos que (I, b)

é ismorfo ao reticulado E8.

9.4.3 E8 via Q(ζ15)

Seja K = Q(ζ15) o corpo ciclotômico associado a 15-ésima raiz primitiva da unidade. Temos

que [Q(ζ15) : Q] = ϕ(15) = 8. Vamos fatorar o diferente ∆(Q(ζ15)|Q).

• Os únicos primos que dividem 15 são 3 e 5. Assim, pela Proposição (4.4.1), os ideais

gerados por 3 e 5, respectivamente, são os únicos ideais primos de Z que se ramificam em

Z[ζ15].
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• Como φ15(x) = x8 − x7 + x5 − x4 + x3 − x + 1 = minQζ15, segue que φ̄15(x) = (1̄ + x

+ x2 + x3 + x4)2 (mod Z3[x]) e φ̄15(x) = (1̄ + x + x2)4 (mod Z5[x]). Assim, pelo Teorema

de Kummer (4.1.3), temos que

3Z[ζ15] = P 2, onde P = 〈3, 1 + ζ15 + ζ2
15 + ζ3

15 + ζ4
15〉 e

5Z[ζ15] = Q4, onde Q = 〈3, 1 + ζ15 + ζ2
15〉.

Desta forma, os únicos ideais primos de Z[ζ15] que se ramificam são P e Q e sendo, assim,

os únicos ideais primos de Z[ζ15] que dividem o diferente ∆(Q(ζ15)|Q). Logo, temos que

∆(Q(ζ15)|Q) = P rQs; r, s ≥ 1

• Agora, temos que 38 = |NK|Q(3)| = N(P )2 e 58 = |NK|Q(5)| = N(Q)4, o que implica

que N(P ) = 34 e N(Q) = 52. Pelo Teorema (3.2.1), temos que N(∆(Q(ζ15)|Q)) =

|Disc(Q(ζ15)|Q)| = 3456. Desta forma, segue que r = 1 e s = 3. Logo,

∆(Q(ζ15)|Q) = PQ3 = PQ(QQ).

Como não é posśıvel fatorar o diferente ∆(Q(ζ15)|Q) como o produto ∆(Q(ζ15)|Q) = IĪ, pelo

Corolário (9.1.1), temos que não existe um OK-reticulado do tipo traço com determinante 1.

Entretanto, podem exister outros OK-reticulados que não sejam do tipo traço cujo determinante

seja 1. Para isso, é necessário encontrar um elemento α ∈ K totalmente positivo e um ideal

I de OK tal que N(I)2NK|Q(α)|Disc(K|Q)| = 1. Para facilitar os cálculos, tomemos I = OK.

Desta forma, precisamos encontrar um elemento α ∈ K totalmente positivo tal que NK|Q(α) =

|Disc(K|Q)|−1. Como |Disc(K|Q)| = N(∆(K|Q)), precisamos encontrar em elemento α ∈ K
tal que NK|Q(α) = N(∆(K|Q))−1 = N(∆(K|Q)−1). Por [15], tomando α =

1

ψ′(ζ + ζ−1)
(ζ +

ζ−1)(ζ7 + ζ−7), onde ψ é o polinômio minimal de (ζ + ζ−1), temos que α é totalmente positivo

e gerador do ∆(K|Q)−1. Logo, NK|Q(α) = N(∆(K|Q)−1). Desta forma, o reticulado ideal

(OK, bα), onde

bα : OK ×OK −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(αxȳ)

é unimodular. Além disso, tomando γ = 1 + ζ15 + ζ4
15 + ζ5

15 + ζ6
15 ∈ Z[ζ15], temos que γ + γ̄ = 1.

Assim, pela Proposição (7.1.3), temos que todo OK-reticulado é par. Portanto, (OK, bα) é um

OK-reticulado par com determinante 1.Em [13], vemos que E8 é o único reticulado unimodular
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e par em sua dimensão. Desta forma, temos que (OK, bα) é isomorfo ao reticulado E8.

9.5 O reticulado E6

Nesta seção, definiremos o reticulado E6 e apresentaremos um reticulado ideal 6-dimensional,

par e com o mesmo determinante que o reticulado E6.

Definição 9.5.1 O reticulado E6 é um reticulado par, 6-dimensional, definido por:

E6 = {x ∈ E8 tal que x.v = 0,∀v ∈ V }.

Sua densidade de centro é ∆ =
π3

48
√

3
= 0, 3729, sua norma mı́nima é 2 e seu determinante é

3.

Seja K = Q(ζ9) o 9-ésimo corpo ciclotômico. Temos que [Q(ζ9) : Q] = ϕ(9) = 6. Vamos

fatorar o diferente ∆(Q(ζ9)|Q).

• Temos que 3 é o único primo que divide 9. Logo, pela Proposição (4.4.1), temos que o

ideal gerado por 3 é o único ideal primo de Z que se ramifica em Z[ζ9].

• Como φ9(x) = x6 + x3 + 1 = minQζ9, temos que φ̄9(x) = (2̄ + x)6 (mod Z3[x]). Assim,

pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

3Z[ζ9] = P 6, onde P = 〈3, 2 + ζ9〉.

Desta forma, o único ideal primo de Z[ζ9] que se ramifica é P , sendo assim, o único ideal

primo de Z[ζ9] que divide o diferente ∆(Q(ζ9)|Q). Temos, assim, que ∆(Q(ζ9)|Q) = P r

onde r ≥ 5, pela Proposição (4.3.1).

• Agora, como 36 = |NK|Q(3)| = N(P )6, segue que N(P ) = 3. Pelo Teorema (3.2.1), temos

que N(∆(Q(ζ9)|Q)) = |Disc(Q(ζ9)|Q)| = 39. Assim, segue que r = 9. Logo,

∆(Q(ζ9)|Q) = P 9 = P 4P
4
P.

Como o diferente se fatora desta forma, pela Proposição (9.1.1), temos que existe um OK-

reticulado do tipo traço com determinante N(P ) = 3. Seja I = P−4. Consideremos a aplicação:

b : I × I −→ Z
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(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

Tomando γ = 1+ζ9 +ζ2
9 +ζ3

9 +ζ5
9 ∈ Z[ζ9], temos que γ + γ̄ = 1. Assim, pela Proposição (7.1.3),

temos que todoOK-reticulado é par. Agora, pela demonstração da Proposição (9.1.1), temos que

det(b) = N(P ) = 3. Portanto, (I, b) é um OK-reticulado par de dimensão 6 com determinante

3. Desta forma, temos que (I, b) apresenta as mesmas propriedades que o reticulado E6.

9.6 O reticulado Coxeter-Todd K12

Nesta seção, definiremos o reticulado K12 e apresentaremos um reticulado ideal 12-dimensional,

par e com o mesmo determinante que o reticulado K12.

Definição 9.6.1 O reticulado K12 é um reticulado par, 12-dimensional, com densidade de

centro ∆ = 0, 04945, norma mı́nima 4 e determinante 729.

Seja K = Q(ζ21) o 21-ésimo corpo ciclotômico. Temos que [Q(ζ21) : Q] = ϕ(21) = 12.

Vamos fatorar o diferente ∆(Q(ζ21)|Q).

• Temos que 21 = 3.7. Logo, pela Proposição (4.4.1), temos que os ideais gerados por 3 e

7, respectivamente, são os únicos ideais primos de Z que se ramificam em Z[ζ21].

• Como φ21(x) = x12− x11 + x9− x8 + x6− x4 + x3− x + 1 = minQζ21, segue que φ̄21(x) =

(1̄ + x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)2 (mod Z3[x]) e φ̄21(x) = (3̄ + x)6(5̄ + x)6 (mod Z7[x]).

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

3Z[ζ21] = P 2, onde P = 〈3, 1 + ζ21 + ζ2
21 + ζ3

21 + ζ4
21 + ζ5

21 + ζ6
21〉 e

7Z[ζ21] = S6R6, onde S = 〈7, 5 + ζ21〉 e R = 〈7, 3 + ζ21〉.

Desta forma, os únicos ideais primos de Z[ζ21] que se ramificam são P , S e R, sendo estes,

os únicos ideais primos de Z[ζ21] que dividem o diferente ∆(Q(ζ21)|Q). Logo, temos que

∆(Q(ζ21)|Q) = P tRrSs, onde t ≥ 1; s, r ≥ 5, pela Proposição (4.3.1).

• Agora, temos que 312 = |NK|Q(3)| = N(P )2 e 712 = NK|Q(7) = N(S)6N(R)6. Como

O3(7) = 1 ≡ 1 (mod 2), pelo Corolário (4.4.4), segue que R 6= R e, assim ,R = S. Logo,

temos que N(R) = N(S) e, desta forma, segue que N(P ) = 36 e N(R) = N(S) = 5. Pelo

Teorema (3.2.1), temos que N(∆(Q(ζ21)|Q)) = |Disc(Q(ζ21)|Q)| = 36710. Portanto,

∆(Q(ζ21)|Q) = PR5S5.
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• Como R = S, podemos escrever

∆(Q(ζ21)|Q) = PR5R
5

= PR5R5.

Como o diferente se fatora desta forma, pela Proposição (9.1.1), temos que existe um OK-

reticulado do tipo traço com determinante N(P ) = 729. Seja I = R−5. Consideremos a

aplicação:

b : I × I −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

Tomando γ = 1 + ζ21 + ζ6
21 + ζ7

21 + ζ8
21 ∈ Z[ζ21], temos que γ + γ̄ = 1. Assim, pela Proposição

(7.1.3), temos que todo OK-reticulado é par. Agora, pela demonstração da Proposição (9.1.1),

temos que det(b) = N(P ) = 729. Portanto, (I, b) é um OK-reticulado par com determinante

729. Desta forma, temos que (I, b) apresenta as mesmas propriedades que o reticulado K12.

9.7 O reticulado Λ24

Nesta seção, definiremos o reticulado Λ24 e apresentaremos dois reticulados ideais que são

isomorfos ao reticulado Λ24.

Definição 9.7.1 O reticulado de Leech Λ24 é um reticulado par, 24-dimensional. É o mais

denso em sua dimensão e pode ser caracterizado como o único reticulado par, unimodular, de

dimensão 24 que possui norma mı́nima 4.

9.7.1 Λ24 via Q(ζ39)

Seja K = Q(ζ39) o 39-ésimo corpo ciclotômico. Temos que [Q(ζ39) : Q] = ϕ(39) = 24. Vamos

fatorar o diferente ∆(Q(ζ39)|Q).

• Como 39 = 3.13 segue, pela Proposição (4.4.1), que os ideais gerados por 3 e 13, respec-

tivamente, são os únicos ideais primos de Z que se ramificam em Z[ζ39].

• Como φ39(x) = x24−x23 +x21−x20 +x18−x17 +x15−x14 +x12−x10 +x9−x7 +x6−x4 +

x3−x+1, segue que φ̄39(x) = (2+2x+x3)2(2+x2+x3)2(2+x+x2+x3)2(2+2x+2x2+x3)2

(mod Z3[x]) e φ̄39(x) = (4+x)12(10+x)12 (mod Z13[x]). Assim, pelo Teorema de Kummer

(4.1.3), temos que

3Z[ζ39] = P 2
1 P 2

2 P 2
3 P 2

4 e
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13Z[ζ39] = T 12U12.

Desta forma, os ideais primos de Z[ζ39] que se ramificam são P1, P2, P3, P4, T e U .

Sendo, assim, os ideais primos de Z[ζ39] que dividem o diferente ∆(Q(ζ39)|Q). Logo,

∆(Q(ζ39)|Q) = P p
1 P q

2 P r
3 P s

4 T tUu; p, q, r, s ≥ 1 e t, u ≥ 11.

• Segue do Teorema (4.3.1) que

∆(Q(ζ39)|Q) = P1P2P3P4T
11U11.

• Agora, notemos que O13(3) = 3 ≡ 1 (mod 2) e O3(13) = 1 ≡ 1 (mod 2). Assim, pelo

Corolário (4.4.4), temos que Pi 6= Pi, i = 1, 2, 3, 4 e T = U . Podemos reindexar os ı́ndices

{1, 2, 3, 4} de forma que P1 = P3 e P2 = P4. Desta forma, o diferente pode ser escrito

como

∆(Q(ζ39)|Q) = P1P2T
11P1P2T 11.

Como o diferente se fatora desta forma, pelo Corolário (9.1.1), temos que existe um OK-

reticulado unimodular do tipo traço. Seja I = P−1
1 P−1

2 T−11. Consideremos a aplicação:

b : I × I −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(xȳ).

Tomando γ = 1 + ζ39 + ζ12
39 + ζ13

9 + ζ14
9 ∈ Z[ζ39], temos que γ + γ̄ = 1. Assim, pela Proposição

(7.1.3), temos que todo OK-reticulado é par. Agora, pelo Teorema (7.1.1), temos que det(b) =

N(I)2|Disc(K|Q)| = 1. Portanto, (I, b) é um OK-reticulado par com determinante 1. Agora,

pela Proposição (9.1.2), como 39 não é primo, 2 - 39 e ϕ(39) = 24 ≥ 8, segue que a norma

mı́nima de (I, b) é 4. Assim, de [13], segue que (I, b) é isomorfo ao reticulado Λ24, pois Λ24 é o

único reticulado par, unimodular e com norma mı́nima 4 em sua dimensão.

9.7.2 Λ24 via Q(ζ35)

Seja K = Q(ζ35) o 35-ésimo corpo ciclotômico. Temos que [Q(ζ35) : Q] = ϕ(35) = 24.

• Como 35 = 5.7 temos, pela Proposição (4.4.1), que os ideais gerados por 5 e 7, respecti-

vamente, são os únicos ideais primos de Z que se ramificam em Z[ζ35].

• Como φ35(x) = x24 − x23 + x19 − x18 + x17 − x16 + x14 − x13 + x12 − x11 + x10 − x8 +

x7 − x6 + x5 − x + 1, temos que φ̄35(x) = (1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6)4 (mod Z5[x]) e

160



φ̄35(x) = (1 + x + x2 + x3 + x4)6 (mod Z7[x]) . Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3),

temos que

5Z[ζ35] = P 4 e

7Z[ζ35] = Q6.

Desta forma, os ideais primos de Z[ζ35] que se ramificam são P e Q sendo, assim, os ideais

primos de Z[ζ35] que dividem o diferente ∆(Q(ζ35)|Q). Logo, ∆(Q(ζ35)|Q) = P rQs; r ≥ 3,

s ≥ 5.

• Como N(∆(K|Q)) = |Disc(K|Q)| = 58720, segue que

∆(Q(ζ35)|Q) = P 3Q5 = PQPPQ2Q
2
.

Desde que não é posśıvel fatorar o diferente ∆(Q(ζ35)|Q) como o produto ∆(Q(ζ35)|Q) = IĪ,

pelo Corolário (9.1.1), temos que não existe umOK-reticulado do tipo traço com determinante 1.

Assim, por [15], tomando α =
(ζ3 + ζ−3)(ζ6 + ζ−6)(ζ9 + ζ−9)(ζ11 + ζ−11)

ψ′(ζ + ζ−1)
, onde ψ é o polinômio

minimal de ζ+ζ−1, temos que α é totalmente positivo e NK|Q(α) = |Disc(K|Q)|−1. Desta forma,

o reticulado ideal (OK, bα), onde

bα : OK ×OK −→ Z

(x, y) 7−→ TrK|Q(αxȳ)

é unimodular. Além disso, tomando γ = 1−ζ35+ζ2
35−ζ4

35+ζ5
35−ζ6

35+ζ7
35−ζ11

35+ζ12
35 ∈ Z[ζ35], temos

que γ + γ̄ = 1. Assim, pela Proposição (7.1.3), temos que todo OK-reticulado é par. Portanto,

(OK, bα) é um OK-reticulado par com determinante 1. Agora, pela Proposição (9.1.2), como

35 não é primo, 2 - 35 e ϕ(35) = 24 ≥ 8, temos que a norma mı́nima de (OK, bα) é 4. Assim,

por [13], temos que (OK, bα) é isomorfo ao reticulado Λ24, pois Λ24 é o único reticulado par,

unimodular e com norma mı́nima 4 em sua dimensão.
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Caṕıtulo 10

Reticulados Ideais Complexos

Neste caṕıtulo apresentamos reticulados ideais complexos, algumas de suas principais pro-

priedades e algumas contruções de certos reticulados ideais complexos isomorfos ao Z[i]n-

reticulado. Na Seção 10.1, apresentamos a definição de um reticulado ideal complexo e algumas

de suas propriedades. Na Seção 10.2, apresentamos via a construção ciclotômica sobre Q(ζ2r),

alguns reticulados ideais isomorfos ao Z[i]n-reticulado. Por fim, na Seção 10.3, apresentamos via

a construções reais a construção de reticulados ideais complexos isomorfos ao Z[i]n-reticulado.

10.1 Definição

Nesta seção, apresentamos a definição de ideais reticulados complexos e algumas de suas pro-

priedades.

Definição 10.1.1 Seja M uma matriz com entradas complexas, cujos vetores que estão nas

suas linhas são linearmente independentes sobre C. Chamamos de reticulado complexo ao

conjunto de pontos

Λc = {λM ; λ ∈ Z[i]n}.

Definição 10.1.2 A matriz M da Definição (10.1.1) é chamada de matriz geradora do reti-

culado Λc e a matriz G = MMH , onde H denota a transposta conjugada é chamada de matriz

de Gram de Λc.

Sejam L uma extensão de Q(i) de grau n e OL o anel de inteiros de L sobre Z[i]. Notemos

que Q(i) é o corpo de frações de Z[i]. Como o anel Z[i] é principal segue, pelo Corolário

(1.5.7), que todo ideal de OL é um Z[i]-módulo livre de posto n. Uma representação gráfica das

extensões é dada por:
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L

|n
Q(i)

|2
Q

Definição 10.1.3 Sejam {σ1, · · · , σn} os n homomorfismos distintos de L em C que fixam

Q(i). Definimos o homomorfismo injetivo

σ : L −→ Cn

x 7−→ σ(x) = (σ1(x), · · · , σn(x))

e o chamamos de homomorfismo canônico de L em Cn.

Proposição 10.1.1 [20] Se I é um ideal inteiro de OL, {w1, · · · , wn} uma Z[i]-base de I e σ

o homomorfismo canônico de L em Cn, então a imagem σ(I) em Cn é um reticulado complexo

em Cn com base {σ(w1), · · · , σ(wn)}.

Nas condições da Proposição (10.1.1), temos que uma matriz geradora do reticulado σ(I) é

dada por

M =




σ1(w1) · · · σn(w1)
...

. . .
...

σ1(wn) · · · σn(wn)


 .

Similarmente ao caso real, definimos diversidade complexa e distância produto mı́nima

complexa de um reticulado complexo.

Definição 10.1.4 Definimos a diversidade complexa de um reticulado complexo Λc como

a menor distância de Hamming entre quaisquer dois vetores do reticulado, isto é,

div(Λc) = min06=x∈Λc#{i | xi 6= 0, i = 1, · · · , n},

com x = (x1, · · · , xn), xi ∈ C, para todo i.

Definição 10.1.5 Seja x = (x1, · · · , xn) ∈ Λc, xi ∈ C, para todo i = 1, · · · , n. Definimos a
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distância produto mı́nima complexa como

dp,min(Λc) = min06=x∈Λc

∏

xi 6=0

|xi|.

Proposição 10.1.2 Se I é um ideal de OL, então diversidade complexa do reticulado complexo

Λc = (I, b) é n.

Demonstração: Sejam {w1, · · · , wn} uma Z[i]-base de I e x = (x1, · · · , xn); xi ∈ C para todo

i = 1, · · · , n, um ponto do reticulado Λc diferente da origem. Suponha que existe j ∈ {1, · · · , n}
tal que xj = 0. Temos que x = λM , onde λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Z[i]n e M = (aij) = (σj(wi)).

Assim,

0 = xj =
n∑

i=1

λiσj(wi) = σj(
n∑

i=1

λiwi), λi ∈ Z[i], para todo i = 1, · · · , n.

Isto implica que
n∑

i=1

λiwi = 0. Mas, como x 6= 0, segue que λ 6= 0, o que contradiz o fato de

{wi}n
i=1 ser uma Z[i]-base.

Definição 10.1.6 Um reticulado ideal complexo é um par (I, b), onde I é um ideal de OL

e b : I × I −→ Z[i] é dada por b(x, y) = TrL|Q(i)(xȳ), com ¯denotando a conjugação complexa.

Proposição 10.1.3 Sejam I um ideal inteiro de OL, {w1, · · · , wn} uma Z[i]-base de I, σ o

homomorfismo canônico e M = (aij) = (σj(wi)) a matriz geradora do reticulado σ(I). Se L

for um CM-corpo, temos que a matriz de Gram é dada por MMH = (aij)
n
i,j=1, onde aij =

TrL|Q(i)(wiwj).

Demonstração: Temos que

MMH =




σ1(w1) · · · σn(w1)
...

. . .
...

σ1(wn) · · · σn(wn)







σ1(w1) · · · σ1(wn)
...

. . .
...

σn(w1) · · · σn(wn)




=




n∑
i=1

σi(w1)σi(w1) · · ·
n∑

i=1

σi(w1)σi(wn)

...
. . .

...
n∑

i=1

σi(wn)σi(w1) · · ·
n∑

i=1

σi(wn)σi(wn)




.
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Como L é um CM-corpo, segue que a conjugação complexa comuta com σi, i = 1, · · · , n. Assim,

segue que

MMH =




n∑
i=1

σi(w1w1) · · ·
n∑

i=1

σi(w1wn)

...
. . .

...
n∑

i=1

σi(wnw1) · · ·
n∑

i=1

σi(wnwn)




=




TrL|Q(i)(w1w1) · · · TrL|Q(i)(w1wn)
...

. . .
...

TrL|Q(i)(wnw1) · · · TrL|Q(i)(wnwn)


 ,

o que prova a proposição.

Visto que a matriz de Gram de σ(I) coincide com a matriz de b, temos que estudar reticu-

lados complexos σ(I) equivale a estudar o par (I, b). Assim, denotamos o reticulado σ(I) por

Λc = (I, b).

No que segue, trabalhamos com corpos de números L tal que L é um CM-corpo e Q(i) ⊂ L.

Proposição 10.1.4 Se L é um CM-corpo contendo Q(i), então L é o composto de Q(i) e K,

onde K é um subcorpo de L totalmente real tal que [L : K] = 2.

Demonstração: Consideremos o seguinte diagrama

L

|
KQ(i)

/ \
K Q(i)

\ /

Q

Temos que [KQ(i) : K] divide [L : K] = 2. Assim, [KQ(i) : K] = 1 ou 2. Se [KQ(i) : K] = 1,

então KQ(i) = K, o que implica que i ∈ K. Desta forma, para todo σ ∈ Gal(K|Q), tem-se

σ(i) = ±i, o que é um absurdo, pois K é totalmente real. Logo [KQ(i) : K] = 2 e assim,

[L : KQ(i)] = 1. Portanto, L = KQ(i).

Assim, como no caso real, a distância produto mı́nima complexa de um reticulado complexo

pode ser relacionada com o discriminante.

Proposição 10.1.5 Se I = αOL é um ideal principal de OL e Λc = (I, b) com

b : I × I −→ Z[i]
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(x, y) 7−→ cTrL|Q(i)(xy)

é um reticulado ideal complexo sobre Z[i], onde c é um fator normalizador, então

|det(Λc)| = cn|NL|Q(i)(α)|2|Disc(L|Q(i))|.

Demonstração: Seja {w1, · · · , wn} uma Z[i]-base de OL. Temos que {αw1, · · · , αwn} é

uma Z[i]-base de I. Assim, por definição, temos que |det(Λc)| = |det(cTrL|Q(i)(αwjαwk))| =

cn|det(TrL|Q(i)(αwjαwk))|. Notemos que (TrL|Q(i)(αwjαwk))
n
j,k=1 = MAAHMH , onde

M =




σ1(w1) · · · σn(w1)
...

. . .
...

σ1(wn) · · · σn(wn)


 e A =




σ1(α) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · σn(α)


 .

Desta forma, det(TrL|Q(i)(αwjαwk)) = det(MAAHMH) = det(M)det(A)det(AH)det(MH). Mas,

temos que det(A) = NL|Q(i)(α) e det(AH) = det(A) = NL|Q(i)(α), o que implica que

det(TrL|Q(i)(αwjαwk)) = det(M) det(MH) NL|Q(i)(α) NL|Q(i)(α) = det(M) det(MH) |NL|Q(i)(α)|2
= det(M) det(M) |NL|Q(i)(α)|2 = (Disc(L|Q(i)))1/2 (Disc(L|Q(i)))1/2 |NL|Q(i)(α)|2. Logo,

det(TrL|Q(i)(αwjαwk)) = |Disc(L|Q(i))| |NL|Q(i)(α)|2, o que conclui a prova.

Teorema 10.1.1 Nas mesmas condições da Proposição (10.1.5), temos que

dp,min(Λc) =

√
|det(Λc)|

|Disc(L|Q(i))| .

Demonstração: Seja {w1, · · · , wn} uma Z[i]-base de OL. Temos que {αw1, · · · , αwn} é uma

Z[i]-base de I. Desta forma, dado x ∈ Λc temos que x =
√

cλM , onde λ = (λ1, · · · , λn) ∈ Z[i]n

e M = (aij) = (σj(wi)). Vimos que Λc tem diversidade n. Assim,

dp,min(Λc) = min06=x∈Λc =
n∏

j=1

|xj| =
n∏

j=1

|√c

n∑
i=1

λiσj(αwi)|

=
√

cnmin06=y∈OL|NL|Q(i)(α
n∑

i=1

λiwi)| =
√

cn|NL|Q(i)(α)|,

pois α ∈ I e |NL|Q(i)(α)| ≤ |NL|Q(i)(α
n∑

i=1

λiwi)|. Usando a Proposição (10.1.5), temos que

dp,min(Λc) =
√

cn|NL|Q(i)(α)| = √
cn

√
|det(Λc)|

cn|Disc(L|Q(i))| =

√
|det(Λc)|

|Disc(L|Q(i))| .
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Corolário 10.1.1 Se Disc(K|Q) é um número ı́mpar, então dp,min(Λc) =

√
|det(Λc)|

|Disc(K|Q)| .

Demonstração: Como Disc(Q(i)|Q) = −4 e Disc(K|Q) é um número ı́mpar, temos que

mdc(Disc(K|Q), Disc(Q(i)|Q)) = 1. Assim, pela Proposição (3.2.2), temos que uma Z-base

de OL é dada pelo produto de uma Z-base de OK por uma Z-base de OQ(i). Temos que {1, i}
é uma Z-base de OQ(i). Se {w1, · · · , wn} é uma Z-base de OK, então {w1, · · · , wn, iw1, · · · ,

iwn} é uma Z-base de OL. Mostremos que {w1, · · · , wn} é uma Z[i]-base de OL. Como

{w1, · · · , wn, iw1, · · · , iwn} é uma Z-base de OL, segue que para todo x ∈ OL, existem aj, bj ∈ Z
tal que

x =
n∑

j=1

ajwj +
n∑

j=1

bjiwj =
n∑

j=1

(aj + ibj)xj ∈
n∑

j=1

Z[i]xj.

Como
n∑

j=1

Z[i]xj ⊂ OL, segue que {w1, · · · , wn} gera OL sobre Z[i]. Agora, suponha que

n∑
j=1

cjwj = 0; cj ∈ Z[i]. Como cj ∈ Z[i], segue que cj = aj + ibj; aj, bj ∈ Z, para todo i, j =

1, · · · , n. Desta forma,
n∑

j=1

cjwj =
n∑

j=1

ajwj +
n∑

j=1

bjiwj = 0. Como {w1, · · · , wn, iw1, · · · , iwn} é

uma Z-base de OL, temos que aj, bj = 0, para todo i, j. Portanto, {w1, · · · , wn} é linearmente

independente sobre Z[i] e assim, uma Z[i]-base de OL. Assim, pelo Teorema (1.3.4), como

K ∩Q(i) = Q temos que Disc(L|Q(i)) = (det(σi(wj)))
2 = (det(σi|K(wj)))

2 = Disc(K|Q).

10.2 Construção Ciclotômica sobre Q(ζ2r)

Sejam ζ = ζ2r uma raiz 2r-ésima primitiva da unidade e L = Q(ζ). Notemos que L = Q(ζ +

ζ−1)Q(i). Logo, L é um CM-corpo. Nesta seção apresentamos a construção de reticulados

complexos via reticulados ideais complexos Λc = (OL, b), onde OL é o anel de inteiros de L

sobre Z[i]. O reticulado constrúıdo é isomorfo ao Z[i]-reticulado complexo.

Proposição 10.2.1 Tem-se que OL = Z[ζ] é um Z[i]-módulo livre de posto 2r−2 e uma Z[i]-

base de OL é dada por {1, ζ, ζ2, · · · , ζ2r−2−1}.

Demonstração: Seja x ∈ Z[ζ]. Temos que Z[ζ] é um Z-módulo livre com base {1, ζ, · · · , ζ2r−1−1}.
Assim,

x =
2r−1−1∑

k=0

akζ
k =

2r−2−1∑

k=0

akζ
k +

2r−1−1∑

k=2r−2

akζ
k, ak ∈ Z
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=
2r−2−1∑

k=0

akζ
k +

2r−2−1∑

l=0

ia∗l ζ
l; a∗l = al+2r−2 ∈ Z

=
2r−2−1∑

k=0

(ak + ia∗k)ζ
k; ak + ia∗k ∈ Z[i].

Além disso, esta representação de x é única. Portanto, {1, ζ, · · · , ζ2r−2−1} é uma Z[i]-base de

OL.

Lema 10.2.1 Se g(x) = xn−a ∈ C[x] tal que |a| = 1 e α1, · · · , αn são ráızes de g em C, então

Sp =
n∑

k=1

αp
k = αp

1 + · · ·+ αp
n = 0, se 1 ≤ p ≤ n− 1,

S =
n∑

k=1

|αk|2 = |α1|2 + · · ·+ |αn|2 = n.

Demonstração: Seja w = e
2πi
n uma raiz de f(x) = xn−1. Temos que as ráızes de f são dadas

por Rf = {1, w, · · · , wn−1}. Desta forma,

n−1∑

k=0

(wp)k = 1 + wp + (wp)2 + · · ·+ (wp)n−1 = 0,

pois xn− 1 = (x− 1)(xn−1 + · · ·+ x + 1) e wp, onde 1 ≤ p ≤ n− 1 é raiz de xn−1 + · · ·+ x + 1.

Agora, temos que as ráızes de g são dadas por Rg = {b, bw, bw2, · · · , bwn−1}, onde b é uma raiz

n-ésima de a. Assim

Sp =
n∑

k=1

αp
k = bp + (bw)p + · · ·+ (bwn−1)p

= bp(1 + wp + · · ·+ (wp)n−1) = 0, se 1 ≤ p ≤ n− 1.

Deste modo, como |b| = 1 e |wk| = 1, k = 0, 1, · · · , n− 1, segue que

S =
n∑

k=1

|αk|2 = |b|2 + |bw|2 + · · ·+ |bwn−1|2

= |b|2(1 + |w|2 + · · ·+ |wn−1|2) = n,

o que prova o lema.

Temos que L = Q(i)(ζ) = Q(i)(Rm), onde m(x) = x2r−2 − i = minQ(i)ζ. Agora, temos

que Rm = {θ1, · · · , θ2r−2}, onde θi = e
π/2+2(i−1)π

2r−2 , para i = 1, · · · , 2r−2 e |θi| = 1, para todo
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i = 1, · · · , 2r−2.

Observação 10.2.1 O grupo de Galois Gal(L|Q(i)) é dado por Gal(L|Q(i)) = {σ1, · · · , σ2r−2},
onde σi(ζ) = θi, para todo i = 1, · · · , 2r−2.

Consideremos o homomorfismo canônico σ. Vimos que σ(OL) é um reticulado complexo

com matriz geradora M dada por

M =




σ1(1) σ2(1) · · · σ2r−2(1)

σ1(ζ) σ2(ζ) · · · σ2r−2(ζ)
...

...
. . .

...

σ1(ζ
2r−2−1) σ2(ζ

2r−2−1) · · · σ2r−2(ζ2r−2−1)




=




1 1 · · · 1

θ1 θ2 · · · θ2r−2

...
...

. . .
...

θ2r−2−1
1 θ2r−2−1

2 · · · θ2r−2
2r−2−1




.

Seja M =
1√
2r−2

M . Temos que cada entrada da matriz de Gram G = MM
H

, onde H

denota a transposta conjugada, é dada por

aij =
1

2r−2

2r−2∑

k=1

θi−1
k θj−1

k , 1 ≤ i, j ≤ 2r−2.

Proposição 10.2.2 Nas condições anteriores, se a matriz de Gram é dada por MMH =

(aij)
n
i,j=1, então aij = 1, se i− j e aij = 0, se i 6= j.

Demonstração: Temos para i = 1, · · · , 2r−2 que

aii =
1

2r−2

2r−2∑

k=1

θi−1
k θi−1

k =
1

2r−2

2r−2∑

k=1

|θi−1
k |2 =

1

2r−2

2r−2∑

k=1

1 = 1,

pois |θk| = |i|1/2r−2
= 1. Agora, para 1 ≤ j < i ≤ 2r−2, temos que

aij =
1

2r−2

2r−2∑

k=1

θi−1
k θj−1

k =
1

2r−2

2r−2∑

k=1

θi−j
k = 0.

Como aij = aji, segue que aij = 0, para todo i 6= j, o que prova a proposição.
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Segue da Proposição (10.2.2) que o reticulado ideal complexo Λc = (OL,
1

2r−2
b), onde b :

OL × OL −→ Z[i] é dada por b(x, y) = Tr(xȳ), é isomorfo ao Z[i]n-reticulado. Vamos, agora,

calcular a distância produto mı́nima para esta construção. Notemos que como L = Q(ζ) =

Q(ζ + ζ−1)Q(i) e |det(λc)| = 1, segue que

dp,min(Λc) =
1√

|Disc(L|Q(i))| .

Proposição 10.2.3 O discriminante Disc(Q(ζ)|Q(i)) satisfaz |Disc(Q(ζ)|Q(i))| = (2r−2)2r−2
.

Demonstração: Temos que |Disc(Q(ζ)|Q(i))| = |NQ(ζ)|Q(i)(f
′
(ζ))|, onde f = minQ(i)ζ. Como

f(x) = x2r−2 − i = minQ(i)ζ e f
′
(ζ) = 2r−2iζ−1, segue que

NQ(ζ)|Q(i)(f
′
(ζ)) = (2r−2i)2r−2

NQ(ζ)|Q(i)(ζ
−1).

Olhando o termo independente de f , temos que |NQ(ζ)|Q(i)(ζ
−1)| = 1. Assim |Disc(Q(ζ)|Q(i))| =

(2r−2)2r−2
.

Corolário 10.2.1 A distância produto mı́nima do reticulado ideal complexo Λc = (OL, b) é

dp,min(Λc) = (2r−2)−2r−3
.

Demonstração: Temos que dp,min(Λc) =
1

|Disc(L|Q(i))|1/2
=

1

((2r−2)2r−2)
1/2

. Segue então que

dp,min(Λc) =
1

(2r−2)
2r−2

2

=
1

(2r−2)2r−3 = (2r−2)−2r−3

.

Exemplo 10.2.1 Sejam ζ = ζ24 = ζ16 e L = Q(ζ). Temos que {1, ζ, ζ2, ζ3} é uma Z[i]-base

de OL. Seja m(x) = x4 − i = minQ(i)ζ. Temos que Rm = {θ1, θ2, θ3, θ4}, onde θi = e
π/2+2(i−1)π

4
i.

Assim, Rm = {eπi
8 , e

5πi
8 , e

9πi
8 , e

13πi
8 }. Além disso, temos que H = Gal(L|Q(i)) = {σ1, σ2, σ3, σ4},

onde σi(ζ) = θi. Assim, segue que

M =
1

2




σ1(1) σ2(1) σ3(1) σ4(1)

σ1(ζ) σ2(ζ) σ3(ζ) σ4(ζ)

σ1(ζ
2) σ2(ζ

2) σ3(ζ
2) σ4(ζ

2)

σ1(ζ
3) σ2(ζ

3) σ3(ζ
3) σ4(ζ

3)




=
1

2




1 1 1 1

θ1 θ2 θ3 θ4

θ2
1 θ2

2 θ2
3 θ2

4

θ3
1 θ3

2 θ3
3 θ3

4




é a matriz geradora de um reticulado ideal complexo Λc isomorfo ao Z[i]n-reticulado. Além

disso, dp,min(Λc) = (24−2)−24−3
= 0, 0625.
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10.3 Construções Complexas a partir de Construções Reais

Nesta seção, apresentamos um método para construir Z[i]n-reticulados rotacionados a partir

de construções de Zn-reticulados de corpos de números totalmente reais. Para isso, sejam K

um corpo de números totalmente real com discriminante Disc(K|Q) ı́mpar e L = KQ(i) o

composto de K e Q(i). Estamos interessados na extensão L|Q(i).

Seja OL o anel dos inteiros de L sobre Z[i]. A seguir vamos encontrar uma Z[i]-base de OL.

Lema 10.3.1 Sendo Disc(K|Q) um número ı́mpar, se Bk = {vj}n
j=1 é uma Z-base de K, então

Bk é uma Z[i]-base de L. Além disso, se BL = {wj}n
j=1 é uma Z[i]-base de L, então {iwj}n

j=1

é também uma Z[i]-base de L.

Demonstração: Seja x ∈ OL. Como mdc(Disc(K|Q), Disc(Q(i)|Q)) = 1, segue que uma

Z-base de OL é dada por {v1, · · · , vn, iv1, · · · , ivn}. Assim, x =
n∑

j=1

(aj + ibj)vj, aj, bj ∈ Z,

para todo j = 1, · · · , n. Logo {vi}n
i=1 é um conjunto de geradores de OL visto como Z[i]-

módulo. Suponha que
n∑

j=1

βjvj = 0; onde βj = aj + ibj, com aj, bj ∈ Z, para todo j = 1, · · · , n.

Assim,
n∑

j=1

βjvj =
n∑

j=1

ajvj +
n∑

j=1

bjivj = 0. Então aj = bj = 0, para todo j = 1, · · · , n, pois

{v1, · · · , vn, iv1, · · · , ivn} é linearmente independente. Portanto {v1, · · · , vn} é uma Z[i]-base

de OL. Agora como {wj}n
j=1 é uma Z[i]-base de OL segue que para todo x ∈ OL, tem-se x =

n∑
j=1

ajwj =
n∑

j=1

(−iaj)iwj, aj ∈ Z[i]. Portanto {iwj}n
j=1 gera OL. Agora, se

n∑
j=1

βjiwj = 0 então

iβj = 0, para todo j = 1, · · · , n, pois {wj}n
j=1 é base. Assim βj = 0, para todo j = 1, · · · , n.

Logo {iwj}n
j=1 é uma Z[i]-base de OL.

Proposição 10.3.1 Se BI = {wj = ivj}n
j=1 é uma Z[i]-base de um ideal I ⊂ OL, então

TrL|Q(i)(wjw̄k) = TrK|Q(vjvk).

Demonstração: Temos que TrL|Q(i)(wjw̄k) = TrL|Q(i)(ivj(−iv̄j)) = TrL|Q(i)(vj v̄k) =

TrK|Q(vjvk), pois, temos que Gal(L|Q(i)) = Gal(K|Q).

Agora, veremos como é feita a construção de tais reticulados complexos.

Seja IK um ideal de OK com Z-base {v1, · · · , vn} tal que
1

c
TrK|Q(vivj) = δij, para i, j =

1, · · · , n, onde c é um fator normalizador. Seja IL um ideal de OL cuja Z[i]-base de IL é
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{iv1, · · · , ivn} = {w1, · · · , wn}. Temos que

M =
1√
c




σ1(w1) · · · σn(w1)
...

...

σ1(wn) · · · σn(wn)




é uma matriz geradora de Λc = (IL,
1
c
b). Note que MMH = Id, pois

1

c
TrL|Q(i)(wiw̄j) =

1

c
TrK|Q(vivj) = δij. Temos que dp,min(Λc) =

1√
Disc(K|Q)

= dp,min(Λ), onde Λ = (IK,
1
c
b).
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Módulo noetheriano, 21
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Polinômio minimal, 24
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