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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo de reticulados ideais. Neste estudo enfatizamos o artigo
“Lattices and Number Fields” de Eva Bayer-Fluckiger, que apresenta alguns reticulados ideais

com as mesmas propriedades que os reticulados A,_;, p primo, Dy, Eg, Eg, K12 € Ags.

Palavras-Chave: Reticulados ideais, diferente, reticulados rotacionados.



Abstract

The aim of this work is the study of ideal lattices. In this study we stress a Eva Bayer-Fluckiger’s
article “Lattices and Number Fields” with presents some ideal lattices with same properties

that lattices A,_1, p prime number, Dy, Eg, Eg, K19 € Ags.

Keywords: Ideal lattices, different, rotated lattices.
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Introducao

A Teoria Algébrica dos Numeros é um ramo da mateméatica que vem despertando o interesse
de grandes pesquisadores no decorrer de muitos séculos. Um dos mais famosos problemas de
Teoria Algébrica dos Nimeros e que foi recentemente resolvido é conhecido como Teorema de
Fermat e diz que nao existe solucao inteira para a igualdade x™ + y™ = 2" com n > 3. Em
busca de se resolver alguns problemas ligados a nimeros naturais e inteiros como, por exemplo,
o Teorema de Fermat, muito se tem progredido nesta area.

Nos ultimos anos, a Teoria Algébrica dos Numeros tem sido a base do estudo de Cddigos
Corretores de Erros e Reticulados. A Teoria dos Cddigos Corretores de Erros propriamente
dita foi fundada pelo mateméatico Claude A. Shannon, por volta de 1940 e, a partir dai, tem
tido um enorme crescimento.

Sempre que transmitimos informagoes hé uma possibilidade da mensagem recebida ser difer-
ente da mensagem enviada. Visando recuperar a mensagem enviada ao receptor e construir
codigos com pequena probabilidade de ocorrerem erros, fazemos uso da Teoria de Coddigos
Corretores de Erros e Reticulados.

Gracas ao surgimento de cédigos e reticulados muito se progrediu na geracao de aparelhos
transmissores de informagcoes. Inicialmente, a teoria de cédigos e reticulados contribuiu para a
geracao de aparelhos com fio, como televisao e computadores. Mas, atualmente tem contribuido
no surgimento de aparelhos sem fio, como por exemplo, celulares. Nas comunicagoes sem fio
muito se tem usado o canal Rayleigh com desvanecimento.

Com esta nova demanda por aparelhos sem fio, utilizamos alguns parametros diferentes
especificos para a geracao de bons cédigos e reticulados. Com isto, muito se tem estudado
sobre reticulados ideais e reticulados rotacionados.

Quando utilizamos um canal Rayleigh com desvanecimento dois parametros relacionados
com a probabilidade de erros sao a diversidade e a distancia produto minima. Para termos uma
transmissao com pequena probabilidade de erros, devemos utilizar codigos com diversidade alta

e distancia produto minima alta. Desta forma, sempre que cédigos sao construidos para este

11



canal, deve-se maximizar a diversidade e a distancia produto minima. Neste trabalho, veremos
que quando consideramos corpos de numeros totalmente reais temos diversidade méaxima e
quanto menor for o discriminate do corpo, maior é a sua distancia produto minima.

Neste trabalho, fizemos o estudo de reticulados ideais e suas principais propriedades. Enfa-
tizamos nosso estudo no artigo [16] de Eva Bayer Fluckiger. Vimos alguns reticulados, famosos
na literatura, que podem ser vistos como reticulados ideais. Vimos também a construgao de
Z"-reticulados rotacionados, para certos valores de n.

Desta forma, organizamos este trabalho da seguinte forma:

e No Capitulo 1, apresentamos alguns conceitos de médulos e médulos noetherianos, ex-
tensoes de corpos, norma e traco de um elemento, discriminate de uma extensao, ideais
fracionarios de um anel, anéis de Dedekind, norma de um ideal fracionédrio e anéis de
fragoes. Se destaca o fato de que todo ideal fracionario num anel de Dedekind se fatora

de forma tnica como um produto de ideais primos do anel com poténcias inteiras.

e No Capitulo 2, apresentamos algumas propriedades de corpos quadraticos e ciclotomicos,

como anel de inteiros, discriminante e grupo de Galois.

e No Capitulo 3, apresentamos os conceitos de codiferente e diferente de uma extensao.
Visto que o diferente serd muito utilizado no decorrer dos préximos capitulos, apresen-
tamos algumas de suas propriedades que serao utilizadas no decorrer do trabalho. Em

especial, temos que a norma do diferente é o modulo do discrimante da extensao.

e No Capitulo 4, apresentamos um estudo de ramificacdo de ideais. Dados .4 um anel de
Dedekind, K seu corpo de fragoes, L uma extensao de K de grau n e Oy, o anel de inteiros
de L sobre A, temos que um ideal primo P de A se ramifica em O, se, e somente se, P
divide o discriminante da extensao e que um ideal primo () de Oy se ramifca em Oy se,
e somente se, ) divide o diferente da extensao. Além disso, apresentamos o Teorema de
Kummer que permite encontrar a decomposicao de um ideal estendido em um produto de
ideais primos. Apresentamos também o estudo de ramificacao, discriminante e diferente

em corpos ciclotomicos, que serao utilizados nos capitulos finais.

e No Capitulo 5, apresentamos um estudo de reticulados no R", descrevendo as suas prin-

cipais propriedades.

e No Capitulo 6, apresentamos reticulados algébricos e, neste ponto, temos a ligacao entre

a teoria de codigos e a teoria dos ntimeros.
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e No Capitulo 7, apresentamos reticulados ideais e sua princiapis propriedades.

e No Capitulo 8, apresentamos a construcao de Z"-reticulados rotacionados via o anel de
inteiros algébricos dos subcorpos reais maximais dos corpos Q((,), p primo e Q((or),

inteiro positivo.

e No Capitulo 9, apresentamos a identificacao de alguns reticulados, famosos na literatura,

tais como, A, 1, com p primo, Dy, Es, Es, K12 e Agy, via reticulados ideais.

e No Capitulo 10, apresentamos um estudo de reticulados ideais complexos e duas cons-

trugoes de tais reticulados.

As referéncias utilizadas foram as seguintes:

Nos Capitulos 1, 2, 3 e 4, utilizamos as referéncias [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9] [10],
[11] e [12].

Nos Capitulos 5 e 6, utilizamos as referéncias [3], [13].

Nos Capitulos 7 e 8, utilizamos as referéncias [13], [15], [16], [17] e [18].

No Capitulo 9, utilizamos as referéncias [19], [20], [22] e [21].

No Capitulo 10, utilizamos as referéncias [20] e [23].

Além das referéncias acima, utilizamos o Programa Mathematica em alguns calculos, o qual
nos poupou grande trabalho.

No decorrer do trabalho, seguem alguns resultados sem demonstragao. Alguns por se
tratarem de resultados cléssicos e outros por apresentarem uma demonstracao muito longa.
No entanto, sempre que omitimos uma demonstragao colocamos a referéncia onde pode ser

encontrada.
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo segue uma série de resultados de teoria algébrica dos niimeros e moédulos que serao
utilizados como ferramentas no decorrer dos demais capitulos. Na Secao 1.1, apresentamos os
conceitos de anéis, corpos, ideais, ideais primos e maximais, Teorema do Isomorfismo de anéis
e alguns resultados envolvendo estes conceitos. Na Secao 1.2, apresentamos os conceitos de
modulos, submodulos, médulos noetherianos e Teorema do Isomorfismo para médulos. Na Secao
1.3, apresentamos os conceitos de extensoes de corpos, CM-corpo, corpo composto e alguns
resultados importantes envolvendo estes conceitos. Na Secao 1.4, apresentamos os conceitos
de norma e tragco de um elemento. Na Secao 1.5, apresentamos os conceitos de elemento
inteiro, anel de inteiros e anel integralmente fechado. Na Secao 1.6, apresentamos o conceito de
discriminante de uma n-upla e de uma extensao e alguns resultados que facilitam seu célculo.
Na Segao 1.7, apresentamos o conceito de ideais fracionarios e algumas de suas propriedades.
Na Secao 1.8, apresentamos o conceito de anéis de Dedekind e o resultado de que todo ideal
fracionario nao nulo num anel de Dedekind se fatora de forma tnica como produto de ideais
primos. Na Sec¢ao 1.9, apresentamos a norma de um ideal inteiro e fracionario e algumas de suas
propriedades. Na Secao 1.10, apresentamos alguns conceitos sobre anéis de fracoes e algumas

de suas propriedades.

1.1 Anéis e Corpos

Nesta se¢ao, apresentamos algumas defini¢oes sobre grupos, anéis, corpos, ideais, ideais primos
e maximais e alguns resultados envolvendo estes conceitos que serao utilizados nos proximos
capitulos. Alguns resultados seguem sem demonstragao por se tratarem de resultados classicos

de algebra abstrata.
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Definicao 1.1.1 Dizemos que um conjunto ndao wvazio G é um grupo com relagao a uma

operacao * se:
e axbée G, para todo a,b € G,
e ax(bxc)=(axb)x*c, para todo a,b,c € G;
e Fuiste e € G tal que a xe = exa = a, para todo a € G;
e Para todo a € G, existe b € G tal que axb=bxa =e.

Se além disso, a b =0bx*a, para todo a,b € G, dizemos que G ¢ abeliano.

Definicao 1.1.2 Dizemos que um conjunto nao vazio A é um anel se em A estio definidas

w© o

duas operagoes “+7 e “.7, tais que A € um grupo abeliano com relagao a operagao “+7 e a

“w o

0peracao satisfaz:

e a.(b.c) = (a.b).c, para todo a,b,c € A;

e a.(b+c)=ab+ace(b+c)a=ba+ca, para todo a,b,c € A.
Se, além disso:

e a.b=b.a, para todo a,b € A, dizemos que A € um anel comutativo;

o criste 1 € A tal que a.1 = 1.a = a, para todo a € A, dizemos que A ¢ um anel com

unidade.
Para simplificarmos a notacao faremos a.b = ab, para todo a,b € A.

Definicao 1.1.3 Um anel comutativo com unidade A é chamado de anel de integridade, ou

dominio, se para todo a,b € A, sempre que ab =0, entdo a =0 ou b= 0.

Definicao 1.1.4 Dizemos que um anel de integridade K é um corpo, se para todo elemento

nao nulo a € K existe b € K tal que a.b = 1.

Definicao 1.1.5 Dizemos que um subconjunto nao vazio I de um anel A ¢ um ideal de A se:
e Para todo x,y € I tem-sex —y € I;

e Para todox €1 ea € A tem-se ax € I.
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Definigao 1.1.6 Sejam A um anel e I,J ideais de A. Definimos a soma e a multiplicagao

dos ideais I e J, respectivamente, por:

e [+J={a+b;acl beJ};

o [J= {Zaibi; a; €1, biej,neN*}.

i=1
Observacgao 1.1.1 Notemos que os conjuntos I + J e I.J definidos acima sao ideais de A e

que a soma e a multiplicacdo de ideais pode ser estendida para uwm niumero finito de ideais de

A.

Definicao 1.1.7 Sejam A e B anéis. Uma aplica¢ao f : A — B é wm homomorfismo de

A em B se satisfaz:

o fx+y)=f(x)+ [(y), para todo x,y € A;

o f(zy) = f(x)f(y), para todo x,y € A.

Se, além disso, a aplicacdo f for injetora, dizemos que f € um monomorfismo e se f for

bijetora, dizemos que f € um isomorfismo e que A € isomorfo a B.

Observacao 1.1.2 Notemos que um isomorfismo de A em B preserva todas as propriedades

estruturais de A em B.

Proposicao 1.1.1 ([1], pags. 147, 148 e 157) Sejam A e B anéis e f : A — B um homo-
morfismo. Temos que:

(1) - A imagem de f, Im(f) ={f(x); v € A}, é um subanel de B.

(2) - O nicleo de f, Ker(f) = {x € A; f(x) = 0}, € um ideal de A, e f € injetora se, e
somente se, Ker(f) = {0}. m

Teorema 1.1.1 ([1/, pag. 166). (Teorema do Isomorfismo de Anés) Se A e B sio anéis
e f: A — B um homomorfismo, entio os anéis A/Ker(f) e Im(f) sao isomorfos, isto é,

A/Ker(f) ~ Im(f). ]

Lema 1.1.1 Se Iy, I, sao ideais de um anel A com unidade tal que I + I, = A, entao 111, =

LN

Demonstracao: Como I11, C Iy e I11, C I, segue que I1Io C Iy N I5. Agora, seja x € Iy N I.
Por hipétese, como I1 + 15 = A, segue que existem elementos a; € I, ay € I tal que 1 = a1 +as.

Desta forma, © = a1z + asx € I115. Assim, Iy NIy C I115. Logo, 11, = I, N Is.

16



Lema 1.1.2 Se A é um anel com unidade e {I,...,I,} € um conjunto finito de ideais de A,

tais que I; + I; = A, para todo i # j, entdo ‘A/H[i ~ HA/["'

i=1 i=1
Demonstragao: Faremos a prova por inducao sobre n. Para o caso n = 2, considere a
aplicagao:

o: A— A/ x A/l
CL'—>(CL+.[1,(Z+IQ).

Temos que ¢ é um homomorfismo de anéis e ker(¢) = I; N I,. De fato, o(z) = (0,0) se, e
somente se, (x+ 1, z+15) = (0, (:)) se, e somente se, 74+1; = 0 e z+1I, = 0 se, e somente se 7 € [
e x € I, se e somente se, x € I N [5. Além disso, ¢ é sobrejetora. De fato, dados y, z € A,
devemos encontrar x € A tal que (y + 1,z + L)=(x + 1,2 + I5) = p(z). Como I} + I, = A,
segue que existem elementos a; € I, as € I tais que 1 = a; + as. Seja x = a1z + asy. Como
as = 1 (mod I) e a3 = 1 (mod 1), segue que x = y (mod [;) e z = z (mod 1), isto é,
x4+ 1L =y+1 ex+ I, =z+ Iy, ou seja, ¢ é sobrejetora. Portanto, pelo Teorema (1.1.1)),
segue que

A/Ilﬂlng/]l XA/IQ.

Pelo Lema (1.1.1)), segue que I} NIy = ;1. Assim,
A/Iljg ~ A/Il X A/]2

Agora, suponha que o resultado vale para k = n — 1. Fazendo B = I,...1,, temos que

I + B = A. De fato, como I + I, = A, para i > 2, segue que, para todo ¢ = 2,--- ,n, existem
n

elementos ¢; € I; e a; € I; tais que e¢; + a; = 1. Logo, 1 = H(ei +a;) = e+ay...a,, onde

i=2
e é a soma dos termos que contém no minimo um e; como fator. Temos que e € I;. Como

as...a, € B, segue que I} + B = A. Pelo caso n = 2, segue que A/[1B ~ A/I, x A/B, e por

hipétese de inducao, temos que
i=1 i=1

0 que prova o lema. |

Definicao 1.1.8 Sejam A um anel comutativo, P # A e M # A ideais de A. Dizemos que:

e P ¢ um ideal primo de A, se para todo x,y € P, sempre que xy € P implica que x € P
ouy € Py
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e M ¢ um ideal maximal de A, se para todo ideal J de A tal que M C J C A implica
que M = J ou J = A.

Proposicao 1.1.2 Sejam A um anel comutativo com unidade e I C A um ideal. Temos que:
(1) - A/I é um dominio se, e somente se, I é um ideal primo;

(2) - A/I é um corpo se, e somente se, I é um ideal mazimal.

Demonstracao: (1) - Sejam A/l um dominio e a,b € A tal que ab € I. Temos que (a +
Nb+1)=ab+1=0+1, pois ab € I. Como A/I é um dominio, segue que a+ 1 =0+ [ ou
b+I=0+1. Logo, a € [ oub € I. Portanto, I é um ideal primo. Agora, seja I um ideal
primo. Suponha que (a+1)(b+1) =041, para a,b € A. Como (a+1)(b+1)=ab+1=0+1,
segue que ab € I. Como [ é um ideal primo, segue que a € T ou b € I. Logo, a+ 1 =0+ 1 ou
b+ 1 =0+ I. Portanto, .A/I é um dominio.

(2) - Seja A/I um corpo. Suponha que existe um ideal J C A tal que I C J C A. Seja
a€J—1. Comoa¢l,seguequea+ I #0+1. Como A/I é um corpoea+1# 0+ 1, segue
que existe b € A— 1 tal que (a+I)(b+1) =1+1. Logo, (a+I)(b+I)=ab+1=1+1.
Desta forma, ab — 1 € I. Como a € J, segue que ab € J e, assim, 1 € J. Portanto, J = A,
o que implica que / é maximal. Agora, seja [ um ideal maximal. Temos que A/ é um anel
de integridade. Falta mostrar que todo elemento nao nulo de A/I é inversivel. Seja a € A
tala+1 #0+1. Comoa+1 # 0+ 1, segue que a € I. Assim, I C I+ (a) = A, pois I é
um ideal maximal. Logo, 1 = m+ax, comm € [ ex € A— I, v # 0. Desta forma, como
l—ar=mel, segueque 1+ =ax+1=(a+1)(x+1I). Portanto, a+ I é inversivel e, desta

forma, A/I é um corpo. n

Lema 1.1.3 Sejam A é um anel e Q, Py, -- - , P, ideais primos de A tais que QQ ¢ P;, para todo

t=1,---,r. Temos que existe um elemento b € Q) tal que b € P;, para todo v =1,--- 7.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos considerar o caso em que P; ¢ P;, Vi #

J. Tomemos elementos x;; € P; — F;, para @ # j,1 < 1,7 < r, e elementos a; € Q) — F;. Se

b; = ainij, entao b; € Q, b; € A— P, e b; € P; para todo j # ¢. Tomando b = by + --- + b,,
J#i i

temos que b € Q e b = b; (mod P;), isto é, b ¢ P;,Vi. Assim, b € Q — UH ¢ o elemento

i=1
procurado. |

Proposicao 1.1.3 Se A C B sao anéis e P C B um ideal primo, entao P N A € um ideal
primo de A.
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Demonstracao: Considere a aplicacao ¢ : A s B B/P, onde i é a inclusdo e w
é a projecao. A funcdo ¢ = m o4 é um homomorfismo, pois m e ¢ sao homomorfismos e
ker(¢) = AN P, pois p(z) = (roi)(zx) = m(x) = 2+ P = 0 se, e somente se, x € PN A.
Portanto, A/(PN.A) ~ Im(¢) C B/P. Como B/P é um dominio, segue que A/(P N .A) é um

dominio. Portanto, pelo Teorema (1.1.2), temos que P N .4 é um ideal primo de \A. |

Lema 1.1.4 Sejam A um anel e P um ideal primo de A. Se P contém um produto de ideais

Ii,--- 1, de A entdao P contém pelo menos um dos I;.

Demonstracao: Se I; € P, Vj = 1,...,n, entao existe a; € I; e a;j & P, Vj. Como P é
primo, segue que oy ---a, € P. Mas ay---«a, € I1...I, C P, o que é um absurdo. Portanto,

P contém I; para algum j =1,...,n. |

Definig¢ao 1.1.9 Seja A um anel. Dizemos que um elemento a € A ¢ nilpotente se a™ = 0,
para algum n > 0. Dizemos que A é um anel reduzido se o unico elemento nilpotente de A

é o zero.

1.2 Moddulos Noetherianos

Nesta secao, apresentamos os conceitos de modulos, submodulos e moédulos noetherianos jun-
tamente com suas principais propriedades. Alguns resultados seguem sem demonstracao por se

tratarem de resultados elementares de teoria de mdodulos.

Definicao 1.2.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Um A-mdédulo M é um grupo
abeliano aditivo M, munido de uma aplicagio A x M — M, definida por (a, m) — am, tal

que para quaisquer a, b € A e x, y € M, tem-se:
e a(r+y)=ax + ay;
e (a+b)xr =ax+ bx;
e (ab)x = a(bx);
o lz =1

Definicao 1.2.2 Sejam A um anel comutativo com unidade e M um A-mddulo. Um subcon-
gunto N C M ndao vazio € um A-submddulo de M se, com as operacoes herdadas de M, N

também é um A-mddulo.
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No que segue, consideraremos todo anel A como sendo um anel comutativo com unidade.

Observagao 1.2.1 Todo anel A pode ser considerado como um A-mddulo. Basta notarmos

que se M = A, entao valem todas as condigoes da Defini¢ao (1.2.1)).

Definicao 1.2.3 Um A-mddulo M ¢ dito finitamente gerado se ezistem xi,...,x, € M
tais que M = Axy + - - - + Ax,, e neste caso, dizemos que {xy,--- ,x,} formam um sistema de
geradores de M. Se além disso, {x1,...,x.} forem linearmente independentes sobre A, dizemos
que eles formam uma base de M sobre A. Um A-mddulo que possui uma base é chamado de

A-médulo livre. O niumero de elementos da base de M é chamado de posto de M.

Observacao 1.2.2 Nem todo mdodulo finitamente gerado possui uma base. Por exemplo, o
anel Zy € um Z-mddulo finitamente gerado mas ndo € livre, pois {1} € gerador e {1} nao é

linearmente independente.

Observacao 1.2.3 Nem sempre um A-submddulo N de um A-mddulo livre M, é livre. Basta

tomarmos M = A = Zg. Temos que Zg ¢ um Zg-mddulo livre com base {1}. Jd o Zg-submddulo

N = {0,2,4} nao ¢ livre.

Teorema 1.2.1 ([3], pag. 21) Se A é um anel principal, M um A-mddulo livre de posto n e
M’ um A-submddulo de M, entdo:

(1)- M’ € livre de posto q, 0 < ¢ < n.

(2)- Se M' # 0, entdo existe uma base {ei,...,e,} de M e elementos ndo nulos ay, ... ,a, € A

tal que {asey, ... ,aqze,} € uma base de M’ e a; divide a;yy, parai=1,2,...,q— 1. n

Definicao 1.2.4 Sejam A um anel e Ny, Ny A-submddulos de um A-médulo M. Definimos a
soma dos mddulos Ny e Ny como o mddulo Ny + Ny = {a + b tal que a € Ny, b € Ny}.

Definicao 1.2.5 Sejam A um anel, M um A-mddulo e N um A-submddulo de M. Definimos
o médulo quociente M/N como o A-mddulo M/N = {m+ N tal que m € M}, cujas leis de
composi¢ao interna “+”7 e “x” sao definidas por (my + N)+ (ma+ N) = (my +ms) + N, para
todo my,mg € M ea x (m+ N)=am+ N, para todo a € A e m € M, respectivamente.

s

Definicao 1.2.6 Sejam A um anel e M, N dois A-médulos. Uma aplicagio f : M — N é

dita um homomorfismo de A-mddulos se ela satisfaz:

o flx+y)=f(x)+ fly), Yo,y € M;
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o flay) =af(y), Yy € M,a € A.

Se, além disso, a aplicacao f for injetora, dizemos que f é um monomorfismo e se [ for

bijetora, dizemos que f € um isomorfismo e que A € isomorfo a B.

Proposicao 1.2.1 ([2], pag. 29) Sejam A um anel, M, N dois A-mddulos e f : M — N um
homomorfismo. Temos que:

(1) - A imagem de f, Im(f) ={f(x); v € M}, é um submddulo de N.

(2) - O nicleo de f, Ker(f) ={x € M; f(z) =0}, é um submddulo de M, e f € injetora se,
e somente se, Ker(f) ={0}. ]

Teorema 1.2.2 (2], pag. 32) (Teorema do Isomorfismo de Mdédulos) Se A € um anel,
M, N dois A-mddulos e f : M — N um homomorfismo, entio os mddulos M/Ker(f) e
Im(f) sdo isomorfos, isto é, M/Ker(f) ~ Im(f). m

Definigao 1.2.7 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que M ¢ um A-moédulo

noetheriano se M satisfaz uma das sequintes condigcoes equivalentes:
e Toda familia ndo vazia de A-submddulos de M tem um elemento mazimal;
e Toda sequéncia crescente de A-submodulos de M € estaciondria;
e Todo A-submaodulo de M ¢ finitamente gerado.

Dizemos que A ¢ um anel noetheriano se A considerado como um A-mddulo for noetheriano.
Proposicao 1.2.2 Todo anel principal A € noetheriano.

Demonstragao: Temos que os A-submédulos de A sao exatamente os ideais de A. Como
A é um anel principal, segue que os ideais de A sdo principais. Logo, finitamente gerados.

Portanto, A é noetheriano. |

Proposicao 1.2.3 Sejam A um anel, M um A-mddulo e N um A-submddulo de M. Temos

. , M . .
que M € noetheriano se, e somente se, N e N sao noetherianos.

Demonstragao: Suponha que M é noetheriano. Se (M, ),>o ¢ uma sequéncia crescente de
A-submédulos de N, entao (M,),>o também é uma sequéncia crescente de A-submédulos de
M. Como M é noetheriano, segue que (M,),>o € estacionaria. Portanto, N é noetheriano.

M
Para mostrar que N é noetheriano, sejam S = { submdédulos de M que contém N} e T =
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M L
{ submédulos de W} A aplicagao ¢ : § — T definida por ¢(L) = N para L e S, éuma

bijecdo de S em T. Assim, se (M,),>0 ¢ uma sequéncia crescente de A-submédulos de N
entao (¢ 1(M,))n>0 também é uma sequéncia crescente de A-submédulos de M. Como M é

noetheriano, segue que (0 ~Y(M,,)),,>0 é estacionéria, e portanto (M,,),>o ¢ estaciondria. Assim
) >0 ) >0 )

M . . M - . .
N é noetheriano. Reciprocamente, suponhamos que N e N sao noetherianos. Seja (M,,)n>0
uma sequéncia crescente de A-submoddulos de M. Assim, (NNM,,),>o ¢ uma sequéncia crescente

de A-submédulos N. Como N ¢ noetheriano, segue que (M, N N),>o € estaciondria, ou seja,

M, + N
N =

M,+N My, +N
N N

existe n; € N tal que M,, "N = M, .1 NN, Vn > n;. Agora, ( ) é uma sequéncia
n>0

M
crescente de A-submédulos de N Logo, existe ny € N tal que

Tomando nyg = max{ny,ns}, temos que

M,+N M, +N
N N

M,N\N =M NN e

Como M, C M, 1, Vn, resta mostrar que existe k£ € N tal que M, 1 C M,, Vn > k. Seja
M,+N My + N

N N
tal que x + N = (y +w) + N, o que implica que z — y — w € N. Assim, existe a € N tal que

x € M, 11, para algum n > ng. Como , Vn > ng, existey € M,, e w € N
r—y—w=aeassimr—y =a+w € N. Comox—y € M,,q,entao x—y € NNM, .1 = NNM,,.
Desta forma, x —y € M, e, assim, x € M,,. Portanto, M,, = M, .1, Vn > ng. Tomando k = ny,

temos que M,, = M, .1, para todo n > k. Logo, N é noetheriano. |

Corolario 1.2.1 Se My,--- , M, sao A-mddulos noetherianos entao o produto My X --- x M,

é um A-mddulo noetheriano.

Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre n. Para n = 2, identificamos M; ~
M; x {0} € M; x M; e definimos a fungao ¢ : My x My — M, tal que ¢(z,y) = y. Como ¢
M1 X M2
Ker(p)

~ My é noetheriano e como M; x {0} é noetheriano,

¢ um homomorfismo sobrejetor, segue que ~ M, onde Ker(p) = M; x {0}. Como

. Ml X M2
M, é noetheriano, segue que

My x {0}
segue da Proposi¢ao (1.2.3), que M; x M, é noetheriano. Suponhamos agora, por hipdtese de
indugao, que M = M; X --- x M, 1 é noetheriano. Como M, é noetheriano, segue do caso
n=2,que M =M x---x M, éum A-mdédulo noetheriano. |

Corolario 1.2.2 Se A ¢ um anel noetheriano e M € um A-mdédulo finitamente gerado, entao

M ¢ um A-mddulo noetheriano.
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Demonstragao: Seja {e,--- ,e,} um conjunto de geradores do A-médulo M. Temos que a
aplicacao

o: A" — M

(a1, ,an) — a1ey + -+ + apen,

n

é um homomorfismo sobrejetor. Assim, pelo Teorema (1.1.1), temos que K—() ~ M. Como
er(yp

A é noetheriano, pelo Corolario (1.2.1), segue que A™ é noetheriano. Pela Proposigao (1.2.3),

temos que é noetheriano. Portanto, segue que M é um A-mddulo noetheriano. |

Ker(y)

Proposicao 1.2.4 Em um anel noetheriano A todo ideal contém um produto de ideais primos.

Demonstracgao: Sejam A um anel noetheriano e F' o conjunto dos ideais de A que nao contém
um produto de ideais primos. Suponhamos F' # (). Como A é noetheriano, segue que F tem
um elemento maximal M. Temos que M nao é um ideal primo, senao M ¢ F'. Assim, existem
z,y € A— M tal que zy € M. Notemos que M C (z) + M e M C (y) + M. Logo, (z) + M
e (y) + M nao pertencem a F. Assim, existem Py, -+, P,, Q1,-- , Qs ideais primos de A tais
que

P1P2Png<$>+M (§] Q1Q2Q5§<y)—|—M

Desta forma,

(PP . P)(@1Q2 ... Qs) € ({z) + M)((y) + M) C M,

o que é um absurdo. Portanto, F' = O. |

Corolario 1.2.3 Em um anel noetheriano todo ideal nao nulo contém um produto de ideais

primos nao nulos.
Demonstragao: Andaloga a Proposigao (1.2.4). n

Corolario 1.2.4 Se A € um anel noetheriano reduzido, entao o ideal nulo de A € uma inter-

sec¢ao finita de ideais primos nao nulos distintos de A.

Demonstragao: Pela Proposigao (1.2.4), temos que o ideal nulo de um anel noetheriano
g

contém um produto de ideais primos. Portanto, (0) = HPfi, e; > 1. Vamos mostrar que
i=1

g

= 5. Llemos que cCc AN...N~E,. or outro lado, se x € P N...N F,, entao

0 P,. T 0) C P P, P lad P, P, a
i=1

gartert-te ¢ prt Pre = (0). Como A é reduzido, segue que x = 0. Portanto, (0) = ﬂ P;.
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1.3 Extensoes de Corpos

Nesta secao, apresentamos os conceitos de extensoes de corpos, CM-corpos, corpos compostos
e alguns resultados importantes como a multiplicidade dos graus e o Teorema do Elemento Pri-
mitivo. Omitimos a demonstracao de todos os resultados por se tratarem de fatos conhecidos

de teoria de Galois.
Definicao 1.3.1 Sejam K, IL corpos. Dizemos que I é uma extensao de K se K C L.

Observacao 1.3.1 Seja K C L uma extensdao de corpos. Efdcz’l verificar que I € um K-espaco

vetorial. Assim, existe uma base de I sobre K.

Definicao 1.3.2 Seja K C L uma extensdao de corpos. A dimensdao do K-espaco vetorial I €

chamada de grau da extensao e denotada por [L : K].
Teorema 1.3.1 ([5], pag. 31) Se F C K C L sdo corpos, entdo [L : F] = [L : K][K : [F]. ]

Definicao 1.3.3 Sejam K C IL corpos. Um elemento o € I é chamado de algébrico sobre K
se existe f(x) € K[z] — {0} tal que f(a) = 0. O polindmio monico de menor grau f(x) tal que

f(a) =0 € chamado de polindbmio minimal de o sobre K e é denotado por mingo.
Definicao 1.3.4 Um corpo de nimeros K é uma extensao finita de Q.

Teorema 1.3.2 ([/], pag. 40) Se K é um corpo de nimeros, entio existe 0 € K tal que

K =Q(0). O elemento 6 é chamado elemento primitivo. ]

Proposicao 1.3.1 ([4)], pag. 23) Se K é um corpo de nimeros tal que K = Q(0), entdo
K:Q] = grau (mingh). ]

Teorema 1.3.3 ([4/, pag. 41) Se K = Q(0) é uma extensio de Q de grau n, entdo existem

exatamente n homomorfismos {o1,--- ,0,} de K em C. Tais homomorfismos sao dados por
0:(0) = 0;, onde {0y,--- ,0,} sdo as raizes de ming em C. ]
Definicao 1.3.5 Seja K um corpo de nimeros de graun e{oy, -+ ,0,} 0sn Q-homomorfismos

distintos de K em C. Dizemos que o homomorfismo o; € real se 0;(K) C R, caso contrdrio,
. ) . s o e . / . . .

dizemos que o; € imaginario. Além disso, se todos os 0;s, parai =1,---  n, forem reais, dize-
P ’ . . .,

mos que o corpo K € totalmente real e, se todos os o;, parai =1,---  n, forem imagindrios,

dizemos que K ¢ totalmente imaginario.
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Definicao 1.3.6 Um corpo de niumeros K é chamado de CM-corpo se existe um corpo de

numeros totalmente real F tal que K € uma extensao quadrdtica totalmente tmagindria de T

Observacao 1.3.2 ([20], pag. 14) Se K é um CM-corpo, entao a conjugacao complexa comuta

com todos 0os Q-homomorfismos {o1,--- ,0,} de K em C. n

Definigao 1.3.7 Sejam K C L corpos. Dizemos que LIK € uma extensao de Galois se existe

f(z) € Klz] tal que L = K(Ry), onde Ry denota as raizes de f.

Definicao 1.3.8 Sejam E, F extensoes de um corpo K. Se E e F estao contidas em algum
corpo L, entao denotamos por EF o menor subcorpo de I contendo E e F. Chamamos o corpo

EF de composto de E e F em L.

L
|
EF
/ \
E F
\ /
K

Teorema 1.3.4 (][9], pag. 196) Se E é uma extensao de Galois finita de K e F é uma extensao
de K tal que E, F sao subcorpos de um corpo L, entao EF é uma extensao de Galois de F e
E € uma extensiao de Galois de ENF. Além disso, ¢ : Gal(EF|F) — Gal(E|E NTF), onde

(o) = o € um isomorfismo. ]

1.4 Norma e Traco

Nesta se¢ao, apresentamos os conceitos de norma e trago de um elemento. Iremos trabalhar
com anéis A e B tais que A C B e B é um A-mdédulo livre de posto n. Em particular, podemos
tomar A, B corpos tal que B é uma extensao de grau n de A.

Sejam A C B anéis tal que B é um A-mdédulo livre de posto finito n e {ey, ..., e,} uma base

de B sobre A.
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Considere o endomorfismo o, : B — B, definido por o,(x) = ax, onde a € B. Temos que

aa(el) = ay161 + ag169 + -+ ap1€n,

aa(e2) = a12€1 + A929€9 + -+ Ap2€n

Ja(en) = aip€1 + agpea + - - -+ Apn€n,

com a;; € A, onde 1 <14,j <n.

n

Definicao 1.4.1 Definimos o trago de a € B por Trpa(e) = Za”" a norma de a por
Npja(a) = det(a;;) e o polindmio caracteristico de o por mB|A(Zx:)1: det(z] — (a;y)).

Vale ressaltar que quando nao houver dividas a respeito dos anéis com os quais estamos
trabalhando, denotaremos Trgj4, Nga € mpa(x) simplesmente por Tr, N e m(x).

Sejam Q C K C LL corpos, onde K C L é uma extensao finita. Se a, o’ € L e a € K, entdo
valem as seguintes propriedades:
(1)- Trygla+a') = Tryg(a) + Tryg(a);
(2)- Trug(ac)=aTryk(a);
(3)- Trik(a) = [L: Kla;
(4)- Nyk(a) = o=,
(5)- Nk (aa) = a[L:K]NMK(a);
(6)- Nuj(aa') = Nyj(a) Nyg(a).

Proposicao 1.4.1 ([6], pag. 23) Sejam K C M C L corpos. Temos que:
(1)- Nyg(@) = Nugx(Nepm(a));

Proposicao 1.4.2 Se K é um corpo de numeros, . uma extensao de K de grau n, o um
elemento de L e ay, ..., as raizes do polindmio minimal de a sobre K, entao Tr(a) =

a;+ -+ ap, Na)=aq...a, em(z) = (x — 1)z —ag) - (z — o).

Demonstragao: Primeiro faremos a demonstracao para o caso em que « ¢é um
elemento primitivo de L sobre K, ou seja, L = K[a]. Se f(z) = 2" + -+ a1x + a9 é o

polindmio minimal de « sobre K, entdao {1, a,...,a" '} é uma base de L sobre K. Temos que
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a matriz do endomorfismo o, com respeito a esta base é dada por

00 -+ 0 =—a
M — 0 —Qaq
(00 -~ 1 —anp |

Assim, det(z] — M) é o determinante da matriz

z 0 0 aop
-1 z --- 0 a
xl, — M = o . . . (1.1)
0 0 - =1 z+ap |

Calculando o determinante da matriz (1.1), obtemos o polinémio caracteristico em «, que é

igual a f(x), o polinomio minimal de . Sabemos que,
m(z) = det(zl, — M) = 2" — (Tr(a))z" ' + -+ (=1)"det(M).

Como « ¢é primitivo, segue que
m(z) = f(z) = (z —a)(x —az) -+ (x — ) = 2" — (Z ai) 2 ()" (H ozz-) :

Logo, Tr(« Zaz e N(a HO‘Z Para o caso geral, seja r = [L : K[o]]. E suficiente

mostrar que o polmomlo caractemstlco m(z) de «, com relacao a L sobre K, é igual a r-ésima
poténcia do polinémio minimal de a sobre K. Seja {y1,---,y,} uma base de K|a] sobre K

e seja {z1,...,2} uma base de L sobre K[a] com n = ¢r. Seja M = (a;,) a matriz do
q

endomorfismo de Kla] sobre K com relacao a base {yi,...,y,}. Assim, ay; = Z(aih)yh e
h=1
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q q
Oé(yizj) = (Z aihyh> zj:Z aih(yhzj)' Logo,
h=1 h=1

(
QY121 = a11Y121 + A21Y221 + - - - + Aq1Yq21

QY221 = A12Y121 + A22Y221 + * + + + Ag2Yq21

L QYqR1 = QA1qY121 + QoqYo21 + - -+ + AgqYg21-

Ordenamos a base {y;z; } de L sobre K, de modo que a matriz do endomorfismo seja da seguinte

forma ) )
M 0 0 0
0 M 0 0
M, = )
| 0 0 0 M |

isto é, M repete r-vezes na diagonal como blocos na matriz M;. A matriz xI, — M;, consiste
de r-blocos diagonais, cada um tem a forma z/, — M, e consequentemente, det(xzl, — M;) =

det(zl,— M)". Assim, m(x) = det(xI, — M;) e det(xl, — M) é o polinomio minimal de « sobre

K, de acordo com a primeira parte da demonstracgao. |

Observagao 1.4.1 Segue, pela Proposi¢ao (1.4.2), que se r = [ : K[a]] entao:
o Tryx(a) = rTrgak(a);
o Ny(@) = (Ngajx())";

o my(a) = (Mxx(a))”, onde r = L : K[a].

1.5 Anel de Inteiros

Nesta secao, apresentamos os conceitos de elementos inteiros sobre um anel, anéis de inteiros
e algumas de suas principais propriedades. Primeiro, apresentamos estes conceitos para anéis
e depois particularizamos para corpos. Sejam A um anel, K seu corpo de fragoes e L uma
extensao de K de grau n. Veremos que o Oy, anel de inteiros de IL sobre A, é um A-submdédulo

de um A-médulo livre de posto n e se o anel A é principal, entao Op, é um A-moddulo livre de

posto n.
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Definigao 1.5.1 Sejam A C B anéis. Dizemos que um elemento o € B € inteiro sobre A,
se « € raiz de um polindmio monico com coeficientes em A, ou seja, existem ag, ...,a, 1 € A,
nao todos nulos, tal que

Q"+ ap_1a" 4+ aja+ag = 0.

Essa equacao é chamada de equagao de dependéncia integral de a.

Teorema 1.5.1 Sejam A C B anéis e o € B. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

(1)- « € inteiro sobre A,

(2)- O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado;

(3)- Existe um subanel R do anel B tal que R € um A-mddulo finitamente gerado que contém

A e a.

Demonstragao: (1) = (2) Temos que Ala] = {>°, a;a’;a; € A}. Por hipdtese, temos que a é

inteiro sobre A, assim existem ay, ..., a,_1 € A, nao todos nulos, tal que
Q"+ a1 aja+ag = 0.

Seja M = (1,a,...,a" ') um A-médulo finitamente gerado. Vamos mostrar que Ala] = M.

n71>

Temos que @™ = —(a,_1a" 1 + -+ aja + ag), ou seja, o € (1, q,...,« . Vamos provar

por inducao que o/ € M, para j € N. Temos que o/ € M, Vj < n. Suponhamos por hipdtese

de indugao que of € (1,q,...,a" 1) e mostremos que o/t € (1,a,...,a" ). Por hipétese de
inducao existem by, ...,b,_1 € A tal que o/ = b,_1a" ' + -+ bia + by. Assim,
T = dla

= (bp_1a™ P4 Fbia + by
= bn,la"+---+b1a2+boa
1—"'—(lla—ao)+"'+b1a2+b()0{

= —apbp—1 + (=bp_1a1 + bo)a+ - + (by—g — by_1@n_1)a" ",

= bnfl(_anflani

ouseja, al € M, para j € N. Por outro lado, (1,a,...,a" ') C Ala]. Assim, (1,a,...,a" 1) =
Ala]. Portanto, A[a] é um A-médulo gerado por 1,a, ..., a" L.

(2)= (3) Como a € Ala] e A C Ala], é suficiente tomar R = Ala].

(3) = (1) Seja R = (v, ..., yn) um A-mddulo finitamente gerado tal que A C R C Be a € R,

ou seja, R = Ay; + --- + Ay,. Como a € R segue que ay; € R, para i=1,...,n. Assim,
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existem a;; € A, com 1 <1i,j <n, de modo que

(

Yy = a1y + -+ A1nYn
QY = a1Y1 + - - + A2pYn

L @Yn = Gn1l1 T AppYn.

Logo,

(

(@ —an)y —awys — - —apyn = 0

—a1oy1 + (0 — ax)ys — -+ — agayn = 0

| — @Y1 — Gnayo — -+ (@ — @)y, = 0.
Na forma matricial, temos

(a —an) —a12 e —ain N 0
—az1 (@ —ag) --- —aap, Y2 | _ 0 (1.2)
i _a//n,l PRI o e (a—a/nn>- -yn- -0-

Seja D o determinante da matriz dos coeficientes do sistema linear (1.2) . Pela regra de

Cramer, temos que Dy; = 0, para j = 1,...,n. Como 1 € R, segue que 1 = Zejyj, com
j=1
e; € A, eassim, D =D1=D Z ejy; = Z ejDy; = 0. Observemos que D ¢ uma equacao de

j=1 j=1
dependéncia integral de o uma vez que D = o" + b,_1a™ ! + .-+ 4+ by = 0, onde cada b; € A.

Portanto, « é inteiro sobre A. |
Corolario 1.5.1 Sejam A C B anéis e ay,...,a, € B. Se ay € inteiro sobre A, oy € inteiro
sobre Alaq], ..., e a, € inteiro sobre Ala,...,an 1], entio Alay,...,a,] € um A-mddulo

finitamente gerado.

Demonstragao: Vamos provar por inducao sobre n. Se «; é inteiro sobre A, entao pelo
Teorema (1.5.1), temos que Afa;] é um A-médulo finitamente gerado. Agora, suponhamos que
R = Alag, ..., a,1] seja um A-médulo finitamente gerado por {vy,va, ..., v} e que a, seja

inteiro sobre R = Alay,...,a,_1]. Como R é um anel e R C B, pelo Teorema (1.5.1), temos
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que R[a,| é um R-médulo finitamente gerado. Assim existe {wy, ..., ws} C R[a,] tal que

Alaq, ..., a,] = Rlay,] = Z Ruw;.

i=1

t
Como R = Z Av;, segue que

j=1
s t
A[Oél, cee ,Oén] = R[O(n} = Z ( Al)j) w; = ZAiji'
i=1 \j=1 ji
Logo, {vw; para i =1,...,s e j = 1,...,t} gera R[a,] como um A-médulo. Portanto,
Alay, ..., o] é um A-médulo finitamente gerado. ]

Corolario 1.5.2 Sejam A C B anéis. Se o, 3 € B sao inteiros sobre A, entio a+ 3 e af3 sao

inteiros sobre A.

Demonstracao: Temos que a £ 3, af € Ala, 5]. Pelo Corolario (1.5.1), como « ¢ inteiro
sobre A, segue que Ala] é um A-médulo finitamente gerado e como (3 é inteiro sobre Aa/],
segue que Ala, 3] é um A-médulo finitamente gerado. Seja o anel R = Ala, §]. Temos que R
¢ um A-médulo finitamente gerado, que A C R e que a &+ 3, af € R. Assim, pelo item (iii) do

Teorema (1.5.1), temos que a £ 3, af sao inteiros sobre A. n

Corolario 1.5.3 Se A C B sao anéis e Op = {o € B; « € inteiro sobre A}, entio Op é um
subanel de B e que A C Og C B.

Demonstragao: Pelo Corolario (1.5.2), temos que Op é um anel. Agora, se a € A, entao
« é raiz do polinomio p(x) = = — «a, que tem coeficientes em A. Assim, a € Op. Portanto,

ACOzCB. .

Definicao 1.5.2 Sejam A C B anéis. O anel Op = {a € B : « € inteiro sobre A} é chamado

de anel dos inteiros de B sobre A.

Definicao 1.5.3 Sejam A =7 e B um anel tal que A C B. Chamamos de inteiro algébrico

um elemento de B que € raiz de um polinomio monico com coeficientes em Z.

Teorema 1.5.2 Seja B um anel tal que Z C B. Se a é uma raiz de um polinémio maonico,

onde o0s coeficientes sao inteiros algébricos, entao o é um inteiro algébrico.
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Demonstragao: Seja a raiz de f(r) = 2"+a,_ 12" '+ - -+a1x+ap, onde a; é inteiro algébrico
parai=0,1,--- ,n—1. Temos que « é inteiro sobre Z[ag, - - - ,a,—_1]. Mas, pelo Corolario (1.5.1))
temos que Zlag, -+ ,a,_1] é um Z-mo6dulo finitamente gerado. Desta forma, novamente pelo
Corolério (1.5.1)) temos que Z[ag, - -+ , ay—1, @] é um Z-médulo finitamente gerado. Pelo Teorema

(1.5.1)), segue que « é inteiro algébrico. n

Definigcao 1.5.4 Sejam A C B anéis. Dizemos que B é inteiro sobre A se todo elemento de

B é inteiro sobre A.

Proposicao 1.5.1 Sejam A C B C R anéis. Temos que, R € inteiro sobre A se, e somente

se, R € inteiro sobre B e B € inteiro sobre A.

Demonstragao: Suponhamos que R ¢ inteiro sobre A. Se o € R, entao existem aq, ..., a,_1 €
A, nao todos nulos, tal que

Q"+ ap_1a" 4 qp = 0.

Como A C B, segue que a; € B, parai=0,1,...,n— 1, ou seja, a é inteiro sobre B. Portanto,
R ¢ inteiro sobre B. Agora, seja a € B. Como B C R, segue que o € R e entao por hipdtese
a é inteiro sobre A. Portanto, B ¢ inteiro sobre A. Reciprocamente, seja a« € R. Como R é

inteiro sobre B, segue que existem by, ..., b, 1 € B, nao todos nulos, tal que
Q"+ byt by = 0.

Seja C' = Albg,...,b,—1]. Logo, a é inteiro sobre C. Como B é inteiro sobre A, segue que
0s b;s sdo inteiros sobre A. Pelo Corolario (1.5.1), segue que Cla] = Albo,...,b,_1,0] é um
A-médulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.5.1), temos que « é inteiro sobre A. Portanto,

R é inteiro sobre A. m

Proposicao 1.5.2 Sejam A C B anéis com B um dominio e inteiro sobre A. Temos que A é

um corpo se, e somente se, B € um corpo.

Demonstragao: Suponha que A seja um corpo. Seja a € B, a # 0. Como B é inteiro sobre
A, segue que « é inteiro sobre A e, portanto, pelo Teorema (1.5.1)), segue que A[a] é um espaco

vetorial finitamente gerado sobre A, pois A é um corpo. Seja
¢ : Alo] — Ala]

b — ba.
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Temos que ¢ é A-linear e Ker(yp) = {b € Ala] : ¢(b) = 0} = {0}, pois ¢(b) = 0 se, e somente
se, ba = 0 e como B é um dominio e o # 0 segue que b=0. Deste modo, ¢ é injetora e como
estamos considerando espacos de mesma dimensao finita, segue que ¢ é sobrejetora. Portanto
¢ é bijetora. Assim, como 1 € Ala], segue que existe b’ € Ala] tal que b'a = 1, ou seja, « é
inversivel em B. Portanto, B é um corpo. Por outro lado, seja o € A, & # 0. Como A C B

segue que o € B e como B é um corpo segue que o' € B. Como B é inteiro sobre A e a~! € B

1

segue que o~ é inteiro sobre A. Assim, existem a; € A nao todos nulos tal que

(@) +ap1(a )"+ +ar(a ) + a9 =0.

Multiplicando por a"~!, obtemos
atda, 1+ Faam 24"t =0
e, assim,
al=—(ap1+ -+ a0 +aga" ) € A
Portanto, A é um corpo. |

a

Definigao 1.5.5 Sejam A um dominio e B =K = {—; a,s € A, s# 0} , 0 corpo das fragoes
s

de A. Dizemos que A ¢ integralmente fechado se Oy = A, onde Ok € o anel dos inteiros

de K sobre A.
Proposicao 1.5.3 Se A € um dominio principal, entdo A € um anel integralmente fechado.

Demonstragao: Seja K o corpo de fragoes de A. Como A C Ok, resta mostrar que Ox C A.

Seja a € Og. Temos que a = com a,b € A e mde(a,b) = 1. Assim, existem a; € A,

a
b’
1=0,1,...,n — 1, nao todos nulos, tal que

a4 a, 1" P+ +ag=0.

a
Substituindo « por 7 temos que

(o ()
b Qp—1 b ag = V.

Multiplicando por 0", obtemos

a" = b(—ap_1a"t — - —agh" ).
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Logo b divide a™, o que implica que bla. Como mdc(a,b) =1 e b|a, segue que b é inversivel em

A. Logo, a = ab™! € A. Assim, Ox = A, o que implica que A é integralmente fechado. |

Exemplo 1.5.1 O anel Z dos nimeros inteiros € integralmente fechado, pois € principal. Todo

dominio fatorial € integralmente fechado.

Proposicao 1.5.4 Sejam A um dominio, K seu corpo de fragoes e I uma extensao finita de
K de grau n. Sejam {ou, ..., an} uma base de L sobre K, onde det(Try(a;o;)) #0 e a € L.
Se Tryx(a) = 0 para todo 3 € L, entdo o = 0.

Demonstragao: Como {aq,- -, ,} é uma base de L sobre K, segue que o = ajc; + asas +
“++ + Gpap, onde a; € K, para i = 1,...,n. Por hipétese, Tryx(ac;) = 0, para j = 1,...,n.
Assim, para j = 1,...,n, temos que

0 =Tryk(ac;) = aiTryx(onay) + aTro(asa;) + - - - + apnTrow(omoy).

Na forma matricial, temos que

[ Tr(onar) Tr(oasay) - Tr(ayo) 11 a ] [0 ]
Tr(aias) Tr(asas) - Tr(a,as) as 0
i Tr(oqay,) Tr(asay) -+ Tr(ago,) 1| an | | 0 |
Como det(Try(a;a;)) # 0 segue que a; = az = --- = a, = 0. Portanto, o = 0. [

Coroléario 1.5.4 Com as mesmas hipdteses da Proposicao (1.5.4), temos que a aplicagao
p: L — Homg(L,K)
a+— Sy, onde So(B) = Tryx(af),
€ um isomorfismo.

Demonstragao: Temos que p é homomorfismo de espagos vetoriais, uma vez que se oy, ag €

L, entao

plar +a2)(B) = Satan(8) = Tryx((a1 + az2)3)
= Tryx(aaf) + Tro(aeB) = Sa, (8) + Sa, (8)
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= plar)(B) + pla2)(B) e

plac)(B) = Sw(B) = TTMK(GCW) = aTm]K(aﬁ)
= aSa(B) = ap(a)(B),

para todo # € L, a € K. Agora, seja a € L tal que p(a) = 0. Temos que, p(a)(5)= S(8) =
Tr(af) = 0, V8 € L. Pela Proposi¢ao (1.5.4), temos que a = 0, provando assim que p é
injetora. Finalmente, p é sobrejetora, pois dimgl. = dimyg(Homg(L,K)). Portanto, p é um

isomorfismo. n

Proposicao 1.5.5 Se A € um dominio, K seu corpo de fracoes, K C I uma extensao finita e
a € IL um elemento inteiro sobre A, entao os coeficientes do polinomio caracteristico de o sao

inteiros sobre A. Em particular, T'ryx(a) e Nyx(or) sdo inteiros sobre A.

Demonstragao: Pela Proposicao (1.4.2), temos que m(z) = (x — a)(z — ag) -+ (x — ).
Como os coeficientes de m(x) s@o somas e produtos dos «;, é suficiente mostrar que os «;
sao inteiros sobre A. Pela Teoria de Galois, existe um K-homomorfismo o; : Kla] — Kla],

definido por o;(a) = o, para i =1,--- ,n. Como « é inteiro sobre A, segue que
A"+ ap 10"y =0,
com a; € A, nao todos nulos, para i = 1,--- ,n. Aplicando o¢;, obtemos
oi(a)" + a,_10(a)" 4 -+ ag =0,

ou seja, «; é inteiro sobre A, parai=1,--- ,n. ]

Corolario 1.5.5 Se A ¢é um anel integralmente fechado e a € 1L € inteiro sobre A, entdo os

coeficientes do polinomio caracteristico de o, Try(a) e Nyx(or) sdo elementos de A.

Demonstragao: Seja m(z) o polinémio caracteristico de a. Os coeficientes de m(z) sao
elementos de K e sao inteiros sobre A. Como A ¢é integralmente fechado, segue que os coeficientes

estao em A. Portanto, Tryx(a) e Nyx (o) sao elementos de A. u

Teorema 1.5.3 Se A é um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, K C L uma
extensao finita de grau n e O o anel dos inteiros de I sobre A, entao Op é um A-submddulo

de um A-mddulo livre de posto n.
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Demonstracao: Seja {ag,...,a,} uma base de L sobre K. Como toda extensdo finita é
algébrica, segue que todos os a;s sao algébricos sobre K, ou seja, existem a;; € A, para
t=1,...,n;5=0,1,--- ,n, nao todos nulos, tal que

amoz? + ai(n_l)()énil + -t ap = 0.

i

Fixado 7, supondo que a;, # 0 e multiplicando esta equacao por a?nfl, temos que a;,q; ¢ inteiro

sobre A, uma vez que
n—1 —1 -1
i (@i + -+ aig) = (i)™ + ain-1)(Qin)"" + -+ +aj, ap = 0.

Seja a,; = z; € O, parai = 1,...,n. Vamos mostrar que {z1, ..., 2,} é uma base de L sobre

K. Suponhamos que b;z; + bazg + - -+ + b2, =0, onde b; € A, para i =1,...,n. Assim,

bla'lnal + bQG'QnOQ + -+ bnannan =0.

Como {ay,...,a,} é uma base de L sobre K, segue que ba;, = 0 e, assim, b; = 0, para
i = 1,...,n. Portanto, {z1,...,2,} é linearmente independente e como possui n elementos
segue que ¢ uma base de L sobre K. Pelo Coroldrio (1.5.4), existe uma base dual {y1,--- ,yn}
tal que

p(zi)(y;) = Sz, (yj) = Trux(zy;) = 6, parai,j=1,...,n.

Agora, se a € O, entao az; € Oy, para i = 1,...,n. Pelo Coroldrio (1.5.5), temos que
Trix(oz) € A, parai =1,--- ,n. Como {y1,---,yn} é uma base de L sobre K, segue que

a =y + -+ CpYn, com ¢; € K, para i = 1,...,n. Assim, Tryx(az) = ¢ € A, para

n
1 = 1,...,n. Desta forma, temos que a € ZAyZ-. Portanto, Op é um A—submddulo do
i=1

A-médulo livre Z Ay; de posto n. n

i=1
Corolario 1.5.6 Com as mesmas hipdteses do Teorema (1.5.5), se A € um dominio principal,

entao Op € um A-mddulo livre de posto n.

Demonstracao: Pelo Teorema (1.2.1), temos que todo .A-submédulo de um A-médulo livre
é livre de posto menor ou igual a n. Pela demonstracao do Teorema (1.5.3), temos que Oy,

contém uma base de n elementos de LL sobre K. Logo, Op tem posto n. |
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Corolario 1.5.7 Com as mesmas hipdteses do Teorema (1.5.3), se A é um dominio principal

e se I C O € um ideal nao nulo, entdao I é um A-mddulo livre de posto n.

Demonstragao: Sejam {ej,...,e,} uma base de O sobre A e a € I, o # 0. Assim,
aeq,...,ae, € I esao linearmente independentes sobre A, uma vez que se ayaeq+- - -+, e, =
0, com «a; € A, parai = 1,...,n, entdao a;a = 0 para ¢ = 1,...,n. Como A é um dominio,
segue que «o; = 0, parai =1,...,n. Logo, I é um A-médulo livre de posto n. |

Proposicao 1.5.6 Se A ¢ um anel noetheriano e integralmente fechado, K o corpo de fragoes
de A, K C L uma extensdo finita de grau n e O o anel de inteiros de I sobre A, entao Oy, €

um A-mddulo finitamente gerado e Op € um anel noetheriano.

Demonstracao: Pelo Teorema (1.5.3), temos que O;, é um submédulo do A-médulo livre

n
ZAyi, de posto n. Desta forma, como A é noetheriano segue, pelo Corolario (1.2.2), que

i=1
Z Ay; é um A-modulo noetheriano. Como Oy é um A-submédulo de Z.Ayi, segue que O,
i=1 i=1

¢ finitamente gerado. u
Proposicao 1.5.7 Se A ¢ um dominio, K seu corpo de fracoes, I uma extensao finita de K

de graun e Op o anel de inteiros de L sobre A, entao Op ¢é integralmente fechado.

Demonstragao: Seja M o corpo das fracoes de Op. Temos que K C M C L. Seja x € M tal
que z é inteiro sobre Q.. Como Oy é inteiro sobre A segue, da demonstracao da Proposicao
(L5.1), que x é inteiro sobre A. Assim, se Oy é o conjunto dos elementos de M que sao inteiros
sobre O, entao Oy C Op. Como Op C Oy, temos que Op = Oy, o que implica que O é

integralmente fechado. |

1.6 Discriminante

Nesta secao, apresentamos o conceito de discriminante e alguns resultados que auxiliam no seu

calculo.

Definicao 1.6.1 Sejam A C B anéis tal que B é um A-mddulo livre de posto finito n e

(a1,...,qp) € B". Definimos o discriminante de (ay,- -, ;) por

Dpja(ou, ..., an) = det(Trpa(cia;)).
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Proposicao 1.6.1 Sejam A C B anéis e (aq,...,ap) € B". Se (f1,...,0,) € B™ é tal que

Bi = E a;;joy, com a;; € A, entdo

j=1
DB|A(ﬁla s 7671) - (det(aij))QDBLA(al? SR an)'
n n
Demonstracao: Sejam 3, = Z apic; € By = Z Aqj0Lj, COM Ay, ag; € A. Temos que
i=1 j=1
n n n
BoBg =Y apicvi Y agioy; = Y apagioie; e
i=1 j=1 ij=1
n n
Tr(B,8,) = Tr(D_ apiagioics) =Y apiag Tr(c;a;).
2 2

Na forma matricial, temos que
(TT(ﬁPﬂQ))Z,qzl = (api)g,izl(TT(%%‘))Z]':l((aqj)g,jzl)t'
Pela Definicao (1.6.1), temos que Dgja(f1, ..., Bn) = det(Trpa(5p0,))- Logo,

Dpja(Br, .-, 0n) = det((ap)(Traalaiay))(ag;)’) = det(ay)det(Trpa(cioy))det(ay;)"
= det(aij)2D3|A(a1, ce, Q)

o que demonstra a proposicao. [ |
Observagao 1.6.1 Sejam A C B anéis tal que B € um A-mddulo livre de poston, {ay, -, a,}
e {b1, -, 0} duas bases de B sobre A. A matriz (a;;) que expressa uma base em termos da

outra, admite matriz inversa com entradas em A. Portanto, ambos det(a;;) e det(a;)~' sao

inversiveis em A.

Definicao 1.6.2 Sejam A C B anéis tal que B € um A-mddulo livre de posto finito n. O

discriminante de B sobre A € um ideal principal em A, definido por,

-DB|.A = <DB\A(O[17 s ,Oén)>,

onde {ay,...,a,} € uma base de B sobre A.

Observacao 1.6.2 Note que o ideal definido acima independe da base considerada, pois, pela
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Observagao (1.6.1), temos que o discriminante de quaisquer duas bases sao associados, logo

eles geram o mesmo ideal.

Definicao 1.6.3 Sejam A um anel principal, K seu corpo de fracdes, . uma extensdo finita
de K de graun e Oy o anel de inteiros de I sobre A. Definimos o discriminante absoluto

de L sobre K como

Disc(L|K) = Dyg(a, ..., ay),

onde {ay,...,a,} € uma A-base de O.

Lema 1.6.1 (Lema de Dedekind) Se G ¢ um grupo, K um corpo e o1, ...,0, 0s homomor-
fismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entao {o1,...,0,} € linearmente independente
sobre K.

m

~ ’ ~ . .
Demonstracao: Suponhamos que os ;s sao linearmente dependentes. Seja E a;o; = 0, com
i=1
a; € K, uma combinacao linear com m minimo e a; # 0, para todo i = 1,2,..., m. Logo, para

qualquer x € G, temos que

a101(x) + azos(x) + - -+ + apo,(z) = 0.

Como os homomorfismos sao distintos, segue que existe ¢ € G tal que o1(c) # o,(c). Agora,

como cx € G, segue que
a101(cx) + agoay(cx) + -+ + amopm(cr) =0

e, assim,

a101(c)oy(x) + azoe(c)oa(x) + -+ - + amom(c)om(z) = 0.

Multiplicando a primeira igualdade por por o;(c), obtemos
ar01(c)o1(x) + azor(c)oa(x) + - - - + apor(c)om(x) = 0.
Subtraindo as igualdades, obtemos
as09(x)(o2(c) — o1(¢)) + -+ - + amon(z)(om(c) — o1(c)) = 0.

Como isto vale para todo € G ¢ m é minimo, segue que a,,(0,,(c) —o1(c)) = 0. Como a,, # 0,

segue que o,,(c) = g1(c), o que é um absurdo. n
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Proposicao 1.6.2 Sejam K um corpo, L uma extensao finita de K de grau n e {oy,...,0,}
os n K-homomorfismos distintos de I. em um corpo algebricamente fechado F contendo K. Se

{ag,...,a,} € uma base de L sobre K, entao
Dyj(a, ..., an) = det(o;(a;))* # 0.
Demonstragao: Temos que Dyx(ai,...,a,) = det(Tryx(ca;)). Como o traco de ooy é a

soma dos seus conjugados, segue que Dy (1, . .., ay) = det(Tryx (o)) = det (Z ak(aiaj)> =
k=1

det(op(i))det(or(a;)) = (det(oi(e;))?, uma vez que

[ oi(@1) oa(ar) - on(a) | [ o) ouan) - oi(an) ]
e e el O oy
_Ul(an) oo(ay) - Un(an)_ _Un(al) on(ag) - Un(an)_

Se det(oy(aj)) = 0, entao as colunas da matriz (o4 (c;)) sdo linearmente dependentes. Desta

forma, existem aq,...,a, € F, nao todos nulos, tal que Z a;0;(cj) = 0 para todo j. Se a € L,
entao a = Zbi%’, com b; € K, e por linearidade concluimos que Zaiai(a) = 0. Mas isto

i=1 =1
contradiz o Lema de Dedekind e, portanto, det(ox(c;)) # 0. ]

Proposigao 1.6.3 Se K é um corpo, L = K[a| uma extensdao finita de K de graun e f(z) o

polinomio minimal de o sobre K, entao,

Dix(l,e,...,a" 1) = (—1)%”("_1)NMK(f’(oz)),

onde f'(a) € a derivada de f(x) aplicada a o.

Demonstragao: Sejam aq, ..., q, as raizes de f(z) em alguma extensao de K. Pela Proposicao
(1.6.2), temos que Dyg(l, a,...,a" ") = (det(o,(a?)))? = det(ad)?, com i = 1,...,nej =

0,...,n—1. Como det(af ) é um determinante de Vandermonde, segue que

det(al)? = [ H (Oéi_ak)] = H [(ai — an) (i — ay)]

1<k<i<n

= (e ] <ai—ak>:<—1>%"<"-1>H[ 11 <ai—ak>]

1<k i<n, ik i=1

= (D)7 O] Fe) = (1IN (@),
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0 que prova a proposicao. ]

Lema 1.6.2 Sejam A um dominio e By,...,By anéis contendo A, tais que cada B;, para
g

1=1,---,g, sejam A-mddulos livres finitamente gerados. Se B = H B;, entao,
i=1

g
Dpja = H I AVE
i=1
Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre g. Para o caso g = 2, considere {z1,...,z,}
uma base de B; sobre A e {yi,...,yn} uma base de By sobre A. Com a identificagdo natural
de By em B; x {0} e By em {0} x By, podemos considerar {(z1,0),...,(z,,0),(0,41),...,
(0,Ym)} uma base de B = By x By. Com T; = (x;,0) e 7; = (0,4;), segue que T;7; = 0 e, assim,
Trpa(@yi) = 0. Como Trya(7:;) = Trp, a(xiv;) e Tra(Uy;) = Trs,4(yiy;), segue que

Dpgj 4 ¢ o ideal gerado por

_ _ _ Trp, a(TiT;) 0
DB\A(xla'"7xn7y17"'7ym) = det ! !
0 7y A(YYn)

= det(Trg,|4(@i7;)) det (T4 (YiYn))
= Dpja(T1, -, Tn) Dpya(T1, - - - Um)
= D31|A<I1,...,mn)DBQM(yl,...,ym).

2
Portanto, Dgja = Dp,|aDB, 4 = H Dg, 4. Agora, suponhamos verdadeiro para g — 1, ou seja,
i=1
g—1 g—1

se C' = HB“ entao Dgjg = HDB 4. Seja, B = C x B,. Identificando C' com C x {0}, B,

com {0} X B e usando o caso g = 2 temos, por hipétese de inducao, que Dpj4 = DejaDp,ja=
(H D&A) Dp,ja = H Dpg;|a- u
i=1 i=1

Observacao 1.6.3 Com as mesmas hipoteses do Lema (1.6.2), prova-se analogamente que se

a € B entao mpa(a HmBIA , Npja(a HNBIA e T'rpa(o HTTB‘A

1.7 Ideais Fracionarios

Nesta secao, apresentamos o conceito de ideais fracionarios, juntamente com suas principais

propriedades.
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~ . L. a ~
Definigao 1.7.1 Sejam A um dominio, K = {—; a,s € A, s# 0} seu corpo de fragoes e
s
I C K um conjunto. Dizemos que I € um ideal fracionario de A, ou de K em relacdo a A,

se I é um A-mddulo e existe d € A — {0} tal que dI C A.

Observacgao 1.7.1 Todo ideal de A € também um ideal fraciondrio, basta tomar d = 1. Se

necessario, passaremos a chamar tais ideais de ideais inteiros.

Definicao 1.7.2 Sejam M, N ideais fraciondrios de A. Definimos o produto de M N como o
ideal fraciondrio
MN = {ley,, n>1, x; € M, yieN}.
i=1
Definicao 1.7.3 Dizemos que um ideal fraciondrio M de A ¢ inversivel se existe um ideal

fraciondrio N de A tal que M N = A.

Definigao 1.7.4 Sejam A um dominio, K seu corpo de fracoes e I, J ideais fraciondrios de

A. Dizemos que I divide J se existe um ideal inteiro M de A tal que J = IM.

Lema 1.7.1 Sejam A um dominio, K seu corpo de fracoes e I, J ideais fraciondrios inversiveis

de A. Temos que I divide J se, e somente se, J C I.

Demonstracgao: Se [ divide J, entao existe um ideal M C A tal que J = IM C I. Por outro
lado, se J C I, entao JI~! C II-!' = A. Mas, isto implica que JI~! é um ideal inteiro tal que
(JI7Y)I = J. Portanto, I divide J. ]

Proposicao 1.7.1 Se A € um dominio noetheriano, K seu corpo de fragoes, . uma extensao
finita de K e Op o anel de inteiros de I sobre A, entdo todo ideal fraciondrio I de Op € um

A-mddulo finitamente gerado.

Demonstracao: Como [ ¢ um ideal fraciondrio de A, existe d € A — {0} tal que dI C A.
Assim, I C d ' A. Agora, a aplicacio ¢ : A — d'A tal que p(z) = d™'z, v € A é um
isomorfismo. Assim, A é isomorfo a d~'A. Como A noetheriano, segue que d~'4 é um A-

modulo noetheriano. Logo, I é um A-médulo finitamente gerado. |

Corolario 1.7.1 Se A € um anel principal, K seu corpo de fracoes, I uma extensdo finita de
K e Op o anel de inteiros de I sobre A, entdo todo ideal fraciondrio ndo nulo I de Op € um

A-mddulo livre de posto n.
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Demonstragao: Seja I um ideal fracionédrio nao nulo de Op. Temos que, existe d € Op, — {0}
tal que dI C Op. Seja R = dI. Temos que R é um ideal inteiro de Op. Pelo Corolario
(L5.7), temos que R é um A-médulo livre de posto n. Seja {wy, -+ ,w,} uma A-base de R.

Temos que {d'wy, -+ ,d'w,} é uma A-base de I. De fato, temos que {d ‘wy,--- ,d tw,}
n

gera I. Agora, suponha que Zaid_lwi = 0, para a; € A, parai = 1,--- ;n. Temos que

i=1

n n n
Zaid’lwi = d! Zaiwi = 0, o que implica que Zaiwi = 0 e, como {wy, - ,w,} uma
i=1 i=1 i=1
A-base, segue que a; = 0, para todo¢=1,--- ,n. Logo, I é um A-mddulo livre de posto n. =

1.8 Anéis de Dedekind

Nesta secao, apresentamos os anéis de Dedekind juntamente com algumas de suas propriedades.
Destaca-se o fato de que todo ideal fracionario nao nulo de um anel de Dedekind pode ser

expresso de forma tnica como produto de ideais primos do anel.

Definicao 1.8.1 Dizemos que um anel A é um anel de Dedekind se satisfaz as sequintes

condicoes:
o A ¢é integralmente fechado;
e A € noetheriano;

e Todo ideal primo ndao nulo de A € mazximal.

Teorema 1.8.1 Se A ¢ um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes, K C L uma extensdo

finita de grau n e Op o anel dos inteiros de I sobre A, entao Op é um anel Dedekind.

Demonstracao: Pelas Proposicoes (1.5.7) e (1.5.6), temos que Oy, ¢é integralmente fechado e
noetheriano, respectivamente. Falta mostrar que todo ideal primo nao nulo de Oy é maximal.
Seja P C O, um ideal primo nao nulo. Como A C O, segue, pela Proposigao (1.1.3), que PN.A
é um ideal primo de A. Vamos mostrar que PN .A é nao nulo. Seja a € P tal que o # 0. Como
P C Oy, segue que o € Op. Assim, existem a; € A, para 7 = 0,...,n — 1, nao todos nulos,
tal que " + a1t + -+ ag = 0, e que n seja minimo. Logo, ag # 0, pois caso contrério,

obterfamos uma equacao de grau menor. Assim,

ap = a(—a" ' —a, 10"~ —a)) €EaOLNACPNA.

43



Portanto, PN.A # 0. Como PN A é um ideal primo de A e A é Dedekind segue que PN A é
™ O]L
)

A i
——— é um corpo. Seja a aplicacao ¢ : A @ —
PNA p ) plicacao ¢ — UL P
onde ¢ ¢ a inclusao e 7 é a projecao. Temos que

um ideal maximal de A e, assim,

A O
I C —.
A= Imecp
L O, ,. . A - .
Como Oy, é inteiro sobre A, segue que -5 ¢ inteiro sobre PAA Pela Proposi¢ao (1.5.2),
OL . :
temos que 52 é um corpo. Portanto, P é maximal. |

Lema 1.8.1 Se A € um anel de Dedekind que nao € corpo, K seu corpo de fracoes e M um

ideal mazimal de A, entao o conjunto N = {x € K:zM C A} é um ideal fraciondrio de A.

Demonstragao: Seja M um ideal maximal de A. Como .4 nao é um corpo, segue que M # {0}.
Consideremos N = {x € K: M C A}. Temos que N é um ideal fracionario, pois N é um

A-médulo tal que N CKesece M, ¢#0, temos que cN C A. n

Proposicao 1.8.1 Se A ¢ um anel de Dedekind que nao é um corpo e K € o seu corpo de

fragoes, entao todo ideal maximal M de A € inversivel.

Demonstragao: Considere o ideal fracionério
N={xeK:zM C A}.

Vamos mostrar que NM = A. Pela definicao de N, temos NM C A. Por outro lado, A C N,
pois M é um ideal de A. Assim, M = MA C MN C A. Como M é maximal, segue que
M = NM ou NM = A. Suponhamos que M = NM e consideremos o« € N. Assim, aM C M,
a?M C aM C M ea™M C M, para todon € N. Agora, se d € M, d # 0, entao, da™ € A, Vn.
Portanto, A[a] é um ideal fraciondrio. Como A é noetheriano, pela Proposigao (1.7.1), segue
que Ala] é um A-mdédulo finitamente gerado. Pelo Teorema (1.5.1), segue que « é inteiro sobre
A. Sendo A integralmente fechado, segue que o« € A. Assim, N C A e como A C N segue que
N = A. Falta mostrar que essa igualdade é impossivel. Seja a € M. Pela Proposi¢ao (1.2.4)),
temos que (a) = aA D PP,---P,, onde os P,s sdo ideais primos nao nulos de A, com n o
menor valor possivel. Assim, M D aAd D P P,...P,. Pelo Lema (1.1.4), M contém um dos
Pl-ls, para algum ¢ = 1,...,n. Sem perda de generalidade, digamos que seja Py, isto é, M D P;.
Como A é Dedekind, segue que M = P;, pois P, é maximal. Agora, se Q = P,...P,, entao
aAd D MQ e aA p Q, pela minimalidade de n. Assim, existe b € Q e b & (a) tal que Mb C (a).

44



b b
Logo, —M C A e assim, pela definicao de N, temos que — € N. Como b & (a), segue que
a a
b
— & A. Assim, N # A. Portanto, MN = A. n
a

Teorema 1.8.2 Se A é um anel de Dedekind que ndao € um corpo, entao todo ideal fraciondrio

I nao nulo de A € escrito de modo inico como um produto de ideais primos de A, isto €,
n

I = H Pfi, onde eq, ..., e, sao inteiros e Pi/s sao ideais primos nao nulos de A.
i=1

Demonstragao: Se I é um ideal fraciondrio de A, entao existe d € A — {0} tal que dI C A.
Como I = (dI)(dA)~!, é suficiente mostrar o resultado para ideais inteiros. Seja F' a familia dos
ideais inteiros de A, nao nulos, que nao sao um produto de ideais primos de A. Suponhamos
que F # ). Como A é noetheriano, segue que F' tem um elemento maximal M. Temos que
M # A, entao M C P, onde P é um ideal maximal de A. Pela Proposigao (1.8.1), temos que
Q={reK:xP C A} é tal que PQ = A. Como M C P segue que MQ C PQ = A. Além
disso, como A C @, segue que M = MA C MQ C A. Além disso, M C M@, pois se M = MQ
esea € Q, entdo aM C M, oM C aM C M e o™M C M, para todo n € N. Assim, se
d € M — {0}, entdao da™ € M C A, ¥n. Portanto, A[a] é um ideal fraciondrio de .A. Como
A é noetheriano, pela Proposicao (1.7.1), segue que A[a] é um A-mddulo finitamente gerado.
Pelo Teorema (1.5.1), segue que « é inteiro sobre A e, sendo A integralmente fechado, segue
que o € A. Portanto, Q C A e assim ) = A. Mas isso é impossivel, pois se ) = A, entdo
P=PA=PQ = A, oque é um absurdo, pois P é um ideal primo. Pela maximilidade de M e
como M C M@, temos que MQ & F, ou seja, MQ = P, --- P,, onde P;S, para i=1,...,n,
sao ideais primos de A. Multiplicando por P ambos os lados, temos que M = P, ... P, P, o que
é um absurdo, pois M € F. Portanto, F' = (). Logo, todo ideal de A é escrito como produto

de ideais primos de A. ]

Observacao 1.8.1 Notemos que se M for um ideal inteiro de A, entao os e;s, 1=1,---.n
sao inteiros positivos. Jd se M for fraciondrio podem haver expoentes negativos. O expoente
negativo indica o tnverso do ideal primo e este inverso sempre existe, visto que num anel de
Dedekind todo ideal primo nao nulo é mazimal e, pela Proposi¢ao (1.8.1), todo ideal mazimal

é inversivel.

Corolario 1.8.1 Se A ¢ um anel de Dedekind que nao € um corpo, entdao todo ideal fraciondrio
de A € inversivel.
Demonstragao: Pela Proposigao (1.8.1), temos que todo ideal maximal M de A é inversivel.

Seja I um ideal fracionario de A. Pelo Teorema (1.8.2), temos que I = H P?' onde Pils sao
i=1
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ideais primos de A e e;s sdo inteiros. Como A é um anel de Dedekind, temos que todo ideal

primo de A é maximal, logo todo ideal primo de A é inversivel. Agora, se @); é o inverso de P;,
n

para todoi=1,--- ,n, entao J = H Q;" é um ideal fracionario de A tal que I.J = A. |
i=1

Corolario 1.8.2 Se A=7,K = Q elL € uma extensao finita de Q, entao todo ideal fraciondrio

de Oy, € escrito de forma unica como um produto de ideais primos nao nulos de Oy.

Demonstragao: Vimos que Op é um anel de Dedekind e nao é um corpo. Logo, o resultado

segue do Teorema (1.8.2). ]

1.9 Norma de um Ideal

Nesta secao, apresentamos os conceitos de norma de um ideal inteiro e de um ideal fracionério
3 Y 7
juntamente com suas principais propriedades. Para isto, sejam K um corpo de niimeros de grau

n e Ok o anel de inteiros de K sobre Z.

Definicao 1.9.1 Seja I um ideal inteiro nao nulo de Ox. A norma de I ¢é definida como a

cardinalidade do anel quociente Og /I, isto €,

N(I)=# (%) .

K

Demonstragao: Como o € Ox e o # 0, segue, pelo Coroldrio (1.5.5), que Ngg(a) € Z. Pelo
Corolério (1.5.6), temos que Ok é um Z-médulo livre de posto n. Como ¢ : Oy — Oka,
definida por ¢(a) = aa, onde o € O, é um isomorfismo, segue que Oxa é um Z-modulo livre

de posto n. Como Z é um anel principal e Ox é um Z-médulo livre segue, pelo Teorema (1.2.1)),

que existe uma Z-base {ey,...,e,} de Ok e inteiros cy, ..., ¢, tal que {cieq,...,c e, } é Z-base
Z Z n
de Oka. A aplicacao ¢ : Ox — 7 XX, definida por (>, aie;) = (a1, az, . .., dy),
C1 Cn

¢ um homomorfismo sobrejetor e Ker(1) = Oga, pois a € Ker(y) se, e somente se, 1(a) = 0

se, e somente se, @; = 0, parai = 1,...,n, se, e somente se, a; € ¢;Z, se, e somente se, ¢; divide
n n

a; se, e somente se, a = E a;e; = E bicie; € Oga. Assim,

=1 =1

Ok N Z Z
Oxa 1 Z chl




Ox

Logo
go # (OKa
ciei, para 1 = 1,...,n. Logo, pu(e1) = creg + 0eg + -+ + 0ey, - -+, pue,) = Oeg + -+ + cpe, €

) = ¢1Cy ... Cp. Seja a aplicagao Z-linear p : Oy — Oka, definida por u(e;) =

det(p) = c1¢q. .. ¢, Por outro lado, temos que B = {cieq,...,chen} e C ={aeq, ..., ae,} sdo
Z-bases de Oga. Portanto existe um automorfismo ¢ : Oga — Oga tal que p(ce;) = ae;,
parai = 1,...,n. Como a matriz mudanga de base é inversivel, segue que det(y) é inversivel
em Z, isto é, det(yp) = £1. Também, (pou)(e;) = ¢(ule;)) = p(cie;) = ae;, parai =1,...,n.
Assim, (pou)(a) = aa, para todo a € Og. Finalmente, pela Definicao (1.4.1), temos que

Nio(a) = det(pop) = det(p)det(p) = *leieo...c, = £# <(;9KH; Portanto, |N(«a)| =

#(&i)zN(I). n

Proposicao 1.9.2 Se I é um ideal inteiro nao nulo de Ok, entdo N(I) € finita.

Demonstragao: Se a € I é um elemento nao nulo, entao Oga C I. Consideremos a aplicacao

(o) = (7)

x+ Oga— x+ 1.

I
Temos que ¢ é um homomorfismo sobrejetor e Ker(p) = <0—> . De fato, 2+ Oxa € Ker(yp)
KX

se, e somente se, o(r + Oga) =+ I = 0 se, e somente se, € I. Desta forma, pelo Teorema
Ok 1 N %
OKOZ OKO{ o I ’
Ok \ Ok 1
#(om) ~#(7)#(aa)

) é finito. Portanto, # (%) é finito. |

(L.1.1), segue que

Assim, segue que

O
Pela Proposic¢ao (1.9.1), temos que # ((’) <
KX

Proposicao 1.9.3 Se I e J sdo ideais inteiros nao nulos de Ok, entao N(IJ) = N(I)N(J).

Demonstragao: Como Ok é um anel de Dedekind e J é um ideal inteiro de Ok, pelo Teorema

(1.8.2), segue que J = HP-CZ', onde os P,s sdo ideais primos nao nulos de Ox e ¢; > 0,

K2
i=1
. z . ’ s . . . . / ~
¢t =1,---,n. Além disso, como Ok é um dominio de Dedekind, segue que os ideais P,s sao
maximais. Seja P, = M, para algum ¢ = 1,---  n. Por indugao sobre o nimero de fatores,

¢ suficiente provar que N(IM) = N(I)N(M). Segue, da defini¢do de norma de ideal, que a
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igualdade anterior se verifica se, e somente se,

# (i) =# () # ()

Ox Ok

Temos que o homomorfismo ¢ : — — A definido por ¢(xz + IM) = = + I, é sobrejetor e

Ker(¢) = ﬁ Assim, pelo Teorema (1.1.1), temos que (%) /(ﬁ) ~ (%) . Logo,
Ox\ Ox I
#(ne) = # () # ()

@
Podemos, entao, concluir que N(IM) = N(I)N(M) se verifica se, e somente se, # (ﬁ) =

# e A t — é vetorial b —O diant 0
. Oora, temos que um espaco Orilal sopre medlante as operacoes:

1 I Ok 1 I

+: X — i X e ———

IM IM IM M IM IM
(x+IM,y+IM) — (x+y)+IM (a+ M,z +IM) — (ax) + IM.

@) I B
Além disso, temos que os MK—submédulos de i sao ideais e sao do tipo M onde B é um
ideal tal que IM C B C I. Mas, como todo ideal num dominio de Dedekind admite inverso,
segue que I~'IM C I7'B C I7'I, ou seja, M C I"'B C Ok. Como M é maximal, segue
que M = I™'B ou I"'B = O. Assim, IM = B ou B = I. Portanto, nio existe B tal que

Ok I
C C I. ] _— 4 I :
IM C B C I. Assim, os i submodulos de iR ou os subespacos do espacgo vetorial T

1 @ 1
sao apenas os triviais. Portanto, dim%(m =1 e, deste modo, # <MK> = # (W) , 0 que

implica que N(IM) = N(I)N(M). ]

Proposicao 1.9.4 Se I é um ideal inteiro nao nulo de Oy, entao:
(1) - N(I) =1 se, e somente se, I = Ok.
(2) - Se N(I) for um nimero primo entao o ideal I é primo.

- (@)
Demonstragao: (1) - Temos que N(I) = 1 se, e somente se, # <TK) = 1 se, e somente se,

I = Ok.

(2) - Suponhamos que I nao seja um ideal primo. Assim, [ = Ox ou I = Q1Q2, onde Q1, Q-
sao ideais nao nulos distintos de Og. Se I = Ok, pelo item (1), temos que N(I) = 1, o que é
contra a hipdtese. Se I = 1@y temos, pela Proposicao (1.9.3), que N(I) = N(Q1)N(Q2) e,
como por hipdtese, N(I) = p, p primo, segue que N(Q1) = 1 e N(Q2) = pou N(Q1) =pe
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N(Q2) = 1. Logo, @1 = Ok ou Q3 = Ok, o que é contra a hipétese. Portanto, I é um ideal

primo de Ok. |
Proposicao 1.9.5 Se I é um ideal nao nulo de Og tal que {wy, - ,w,} seja uma Z-base
de O e {eqwy, - e w,} € uma Z-base de I, onde eq,--- ,e, sdo inteiros nao nulos, entdo

N(I)=le1---epl.
Demonstracgao: Consideremos a aplicacao:

Z L
w.OK—>61_ZX"'X€nZ

Zaiwi — (a1 + e1Z, -+ ,an + e, 7).
i=1

Temos que 1) é um homomorfismo sobrejetor. Agora, Ker(¢) = I. De fato, se x = Z a;w; €
i=1
Ker(y), entao ¢(z) = (a1 + e1Z,- -+ ,an, + €,Z) = (0 + e1Z,--- ,0 + e,Z). Logo, segue que

a; € e;Z., para todo ¢ =1,--- ,n e, assim, existem by, --- ,b, € Z tal que a; = e;b;, para todo i,
n n

o que implica que r = Zaiwi =T = Z biejw; € I. Portanto, Ker(y) C I. Analogamente,
i=1 i=1

se r € I, entao © = Zbieiwi; b; € Z. Desta forma, 1(x) = (byey + e1Z,- -+ ,byen, + €,2) =
i=1
0+ e1Z, -+ ,0 4+ e,Z), o que mostra que I C Ker(¢). Pelo Teorema (1.1.1), temos que
7z

O
TK ~ oZ X e X A Portanto, N(I) = |Ox/I| = |e1 - - eyl m

Proposicao 1.9.6 Seja : K — K a conjugacao complexa. Se I € um ideal nao nulo de Ok,

entdo N(I) = N(I).

Demonstragao: Consideremos a aplicagao:

O]K OK
o (F)— (%)
r+I—z+1.

Temos que 1 estd bem definida. De fato, primeiro notemos que se x € Ok, entdao T € Ok.
Agora, se v +1 =y + 1, entdo x —y € I. Logo, t —y € I. Assim, 2+ 1 = 5+ I. Além
disso, ¥ ¢ um homomorfismo sobrejetor, pois se Z + I € Ox /I, entdo existe z = T € O tal que

Y(x+ 1) =z + I. Notemos também que v é injetora, poisse T +1 =g+ I, entdo z — € I e,
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assim, v —y € I. Logo, z + [ = y+ I. Portanto, ¢) é um isomorfismo. Desta forma, temos que

N(I) = # (%) = # (%) = N(I). =

Consideremos, agora, I um ideal fracionario de Ox. Temos que existe d € Ox — {0} e R um

ideal inteiro de Ok tal que dI = R. Vamos definir a norma do ideal fracionério I.

Definicao 1.9.2 Seja I um ideal fraciondrio de Ok tal que dI = R, onde R é um ideal inteiro

de O e d € Og — {0}. Definimos a norma do ideal fraciondrio I como
N(I) = N(R)Ne(d™),
onde d=1 € o inverso multiplicativo de d.
Proposicao 1.9.7 Se I, J sao ideais fraciondrios nao nulos de O, entdo N(1J) = N(I)N(J).

Demonstragao Como [ e J sao ideais fracionarios de Ok, segue que existem a,b € Ox—{0} e R,

S ideais inteiros de Ok tais que I = a 'R e J = b~1S. Isto implica que I.J = o Assim, segue
que N(IJ) = N(RS)Nyje((ab)™) = N(R)N(S)Ngjg(a™")Ngjo(b™t), onde a tltima igualdade

segue da Proposicao (1.9.3) e das propriedades da norma de um elemento. Logo,

N(1J) = [N(R)Ngjg(a™)|[N(S) Nij(b™)] = N(I)N(J),
0 que prova a proposicao. |
Proposicao 1.9.8 Se I é um ideal fraciondrio nao nulo de Ok, entao N(I) € finita.

Demonstragao Temos, por definigao, que se I = d"'R, com d € Ox — {0} e R um ideal inteiro
de Ok, entao N(I) = N(R)Ngg(d™"). Pela Proposicao (1.9.2), temos que N(R) ¢ finita e como
Nx|o(d™") é finita, segue que N(I) é finita. n

Observacao 1.9.1 Como Ok € um anel de Dedekind, todo ideal fraciondrio ndo nulo de Ok €
inversivel. Assim, se I € um ideal fraciondrio nao nulo de Ok, entao existe um ideal fraciondrio
I71 de O tal que [17' = Ox. Desta forma, pela Proposicao (1.9.7), temos que N(I)N(I7') =
N(II™Y) = N(Og) = 1. Logo, N(I™') = (N(I))~.
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1.10  Anéis de Fracoes

Nesta secao, apresentamos os conceitos basicos sobre anéis de fragoes. Para isto, sejam A um
dominio, K seu corpo de fragoes e S um subconjunto de A — {0} que é fechado na multiplicac¢ao
com 1 € S. Veremos algumas propriedades do subconjunto S~'A de K, que serd definido a
seguir. Entre as propriedades estudadas, destaca-se o fato de que se A é um anel de Dedekind,

entao S~'A também o é.

Proposicao 1.10.1 Seja S um subconjunto de A — {0} que é fechado na multiplica¢io com
leSeS 1A= {27 tal quea € A e s € S} um subconjunto de K. Temos que:

(1) - STTA € um aflel comutativo.

(2)- Ac ST'A.

(3) - Se S =A—{0} entio S~'A =K.

(4) - Se S = {1} ou S é formado somente pelas unidades de A entao S™' A = A.

Demonstragao: (1) - O fato de S ser fechado na multiplicagao garante que S~'A é fechado
na multiplicacdo e na adi¢ao. Além disso, S™'A com as operagoes de adicao e multiplicagao
satisfaz as propriedades de anel. Mostremos, agora, que a multiplicacao é comutativa. De

. _ ~ a ) .
fato, seja z,y € S7'A, entdio v = — ey = —, com a,as € A e 51,55 € S. Assim,
S1 52
a1a2 Q201 _ . .
Ty = = = yx. Logo, temos que S~'A é um anel comutativo.
S182 S281

2) - Como, por definigao, 1 € S, segue que para todo = € A, tem-se x = d e S~' A. Portanto,

(2) g 1

AcC SA.

3) - Temos que K = E; a,beAeb#0;p. Agora, se S = A — {0}, entao
b

N _ _ /e =

S A—{S,aeAesEA {0}} {S,a,seAes;é()} K.

(4) - Seja S = {uy, - ,u,} onde u; € U(A) para todo i = 1,--- ,r. Temos que S~ A =

{%;aEAesESCU(A)}:{a;aGA}ZA,pOisg:a,VSES. ]

Definigao 1.10.1 Nas condi¢oes da Proposi¢ao (1.10.1), temos que o anel
STTA = {g, tal que a € A eSGS}
s

€ chamado de anel de fragoes de A com relacao a S.

Exemplo 1.10.1 Sejam A=Z, K=Q e S = {x € A tal que x = 2k+1, para algum k € Z}.
Temos que S C A— {0}, 1 € S e S ¢é fechado na multiplicagio. O anel de fragoes de A com
relacao a S é ST'A = {E; a €l esES}.

S
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Proposicao 1.10.2 Sejam A um dominio, S um subconjunto de A — {0} fechado na multi-
plicacdo com 1€ S e A" = S~ A. Temos que:

(1) - Se B' Cc A" é um ideal de A, entdo B'N A ¢é um ideal de A e (B'NA)A =B

(2)- Se P" ¢ A" € um ideal primo de A', entio P = P' N A ¢ um ideal primo de A com
PNS=0.

(3) - Se P C A ¢ um ideal primo de A tal que PN S = @, entido PA C A" é um ideal primo

de A" e PANA=P.

Demonstragio: (1) - Como A e A sio anéis e A C A, segue que se B' é um ideal de A’,
entdo B' N A é um ideal de A. Mostremos que (B'N A)A = B'. Como B'N.A C B', segue
que (B'NA)A € B'A = B'. Por outro lado, se z € B' C A’, entdo z = g; a€e A seSs.
Mas, como S € A C A e B' é um ideal de A, segue que sz = a € B'. ngo, a € B'nA.
- a1 e (BN A)A". Desta forma, B° C (B' N .A)A". Portanto, temos que
B = (B mAﬁA’. ’
(2) - Como A e A" sio anéis e A C A" segue, pela Proposicao (1.1.3), que se P' é um ideal
primo de A’, entdo P'N.A é um ideal primo de A. Mostremos que PNS = @, onde P = P'NA.

Assim, © =

Suponhamos que exista s € PN S. Assim, s€ Pe s € S. Como P =P NAC P, segue que
seP e E e A, pois s € S. Desta forma, 1 = S1 e PA =P Assim, P = A, o que é um
absurdo, ;ois P’ é um ideal primo de A'. Portantf), PNS=0.

(3) - Seja P C A um ideal primo de A tal que PNS = @. Mostremos que PA" é um ideal primo
de A. Temos que PA = {g, peEPesce S}. De fato, temos que {g, peEPesce S} C

a; pra1(Sa--Sp) + -+ Duan(S1 - Spet) P

PA esex € PA entio x = E pi— = = —, onde
i—1 S; S1°"Sp S
a ’
p=prai(sa - Sp) + -+ Ppan(si---$,-1) € Pesy---s, €S. Agora, sejam x = — € A e
s
b ’ ab ’ ’ ab
yZZGA talquexy:—tGP.A.ComoxyGPA,seguequexy:—t:gcompGP,
s s u

u € S. Logo, abu = pst € P e como P é um ideal primo, segue que ab € P ou u € P. Mas,
ueSeSNP =0, o queimplica que ab € P. Novamente, como P é primo, temos que a € P
oub € P. Assim, 4 e PA ou % e PA. Portanto, PA é um ideal primo de A". Mostremos
agora que PA' N AS: P. Como P C Ae P C PA', segue que P ¢ PA' N A. Por outro lado,
sex € PANA, entioxr € PA ex € A. ComoxePA',seguequex:}—);pEPesES,o
que implica que zs € P. Como P é primo e s € P, segue que x € P. Portznto PANACP.
Desta forma, temos que PA N A = P. ]

Proposicao 1.10.3 Sejam A um dominio, S um subconjunto de A — {0} fechado na multi-
plicacio com 1€ S e A' = S~ A. Temos que:
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(1) - A aplicagio ¢ : {Ideais de A"}y — {Ideais de A}, definida por o(B') = B'N A, é uma
injecao crescente com relacao a inclusao.

(2) - A aplicagdo 1 : {Ideais primos de A’} — {Ideais primos P de A; PNS = @}, definida
por w(P,) = P' N A, ¢ uma bijecio crescente com relacio a inclusio e a aplicacio inversa é

dada por ¢ onde ¢(P) = PA’', com P ideal primo de A tal que PN S = Q.

Demonstracao: Notemos que, pela Proposi¢ao (1.10.2), as aplica¢oes ¢ e 1, de (1) e (2),
respectivamente, estao bem definidas.

(1) - Mostremos que ¢ é injetora e crescente. Sejam B, B, ideais de A’ tal que ¢(B)) = o(B;).
Assim, BN A = B, N A, o que implica que (B; N A)A" = (B, N A)A e, pelo item (1) da
Proposicao (1.10.2), segue que By = B,. Agora, se By C B,, entdo B;N.A C B, N A e, assim,
p(By) C @(By).

(2) - De forma analoga ao que foi feito em (1), temos que 1 é uma injegao crescente. Mostremos
que ¢ é a inversa de 1. Pelo item (3) da Proposicao (1.10.2)), temos que ¢ estd bem definida.

Agora, notemos que se P é um ideal primo de A tal que PN S = @, entao
(Yod)(P) = ¥(¢(P)) = Y(PA)=PANA=P,

onde a tltima igualdade segue do item (3) da Proposicao (1.10.2). Também, se P’ é um ideal

primo de A’, entao
(¢o)(P') = (w(P)) = ¢(P ' NA) = (P NAA =P,

onde a ultima igualdade segue do item (1) da Proposigao (1.10.2). Desta forma, temos que

1 = ¢! e assim, segue que 1 é uma bijecao crescente em relacao a inclusao. |

Corolario 1.10.1 Com as mesmas notagoes da Proposi¢ao (1.10.3), se A é um anel noethe-

. ~ ’ _ v .
riano, entio A = S™1A é um anel noetheriano.

Demonstragao: Consideremos a aplicagao:
¢ : {Ideais de A’} — {Ideais de A}

(p(B/) — B'NA.

Seja (B,,)n>0 Uma sequéncia crescente de ideais de A'. Pelo item (1) da Proposicio (1.10.3),

/ /7 A . . . ’ .
temos que (@(B,)),>0 é¢ uma sequéncia crescente de ideais de .A. Como A é noetheriano, segue
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que existe ng € N tal que ¢(B,) = ¢(B,,.,),Vn > ng. Novamente, pelo item (1) da Proposi¢ao

(L.10.3), temos que ¢ é injetora. Desta forma, B, = B,.;,Vn > ng. Assim, (B,)u=0 6

. ;. . . r o, .
estacionaria, o que implica que A é noetheriano. |

Corolario 1.10.2 Se A é um dominio de Dedekind, P C A um ideal primo, S = A— P e

I um ideal de A tal que I = HPfi, onde 0s Pl-'s, para i = 1,...,r, sao tdeais primos de
i=1

A, entio a decomposicio do ideal A'T em produto de ideais primos de A = S~' A é dada por
AT= 1] (AP)~.
P,NS=0
Demonstragao: Como [ = H P7) segue que
i=1

r

A/I:A/ (H_Plel> :HA/P’LeZ:H(A/PL>61
i=1 i=1 i=1

Agora, se P,NS # @, entdo AP, = A. De fato, se P,N S # () entdo existe s € P, N S.
Assim, s € P, e s € S. Logo Se A'P;, o que implica que 1 € A'P,. Portanto, A'P, = A'. Se

s
PN S = @, pelo item (3) da Proposicio (1.10.2), temos que A’ P, é um ideal primo de A’, para
i=1,...,r. Portanto, AT = H (Ale-)e" é a decomposicao de A'I em um produto de ideais

PNS=0
primos de A’ n
Proposicao 1.10.4 Sejam B um dominio, A C B um subanel e S C A — {0} um subconjunto
com 1 € S e fechado no produto. Se Og € o anel dos inteiros de B sobre A, entao O = S105
¢ o anel dos inteiros de B = S™'B sobre A' = S~ A.

- / N b e
Demonstracao: Se x € Oy, entao x = — com b € Og e s € S. Como Op ¢ inteiro sobre A,
s

segue que existem a; € A, parai=20,1,--- ,n — 1, nao todos nulos, tal que
B+ a, b+ ag = 0.

Assim, dividindo a equagao acima por s", obtemos que

b n . b n—1
(2 () e
S S S S

a; ’ ~ - b , . . ’
Como —— € A e nao sao todos nulos, segue que z = — é inteiro sobre A . Mostremos agora
n—i ’
sn— s

que todo elemento de B que é inteiro sobre A" pertence a (’)23. Para isto, se z € B é inteiro
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/ ~ . a; / . ~
sobre A', entdo existem — € A, parai=0,1,--- ,n — 1, ndo todos nulos, tal que
i

Gy a
l'n+n_1xn_1+..+_0:0
Sn—1 S0
Multiplicando a igualdade acima por s", com § = 5p8;...S8,-1, obtemos que (sz)"+

Un—1(8081 + Sn_2)(ST)" L+ Fag(sy -+ 8,)s"F = (52)" +bp_1(52)" 4Dy _o(s2)" 24+ - -+ by,

(p—j

onde b,_; = s’ € A, parai=1,...,n, ndo sao todos nulos. Logo, sz € Op e assim sz = b,
Sn—j
b )
com b € Op. Portanto, x = — onde b € Og e s € S. Desta forma, x € Opx. Portanto,
s
concluimos que (’)g é o anel de inteiros de B’ sobre A’ |

Corolario 1.10.3 Se A ¢ um anel integralmente fechado e S C A — {0} um subconjunto com

1 € S e fechado no produto, entio A = S—'A ¢ integralmente fechado.

Demonstragao: Sejam K o corpo de fragoes do anel A e Ok o anel dos inteiros de K sobre
A. Como A ¢ integralmente fechado, temos que A = Ok e, assim, pela Proposigao (1.10.4)),
temos que Ox = SOk é o anel dos inteiros de K = S'K = K sobre A" = S~1A. Agora,
(’)KI =510y = S A= A". Portanto, A" ¢ integralmente fechado. n

Teorema 1.10.1 Se A € um anel de Dedekind e S C A — {0} um subconjunto com 1 € S e
fechado no produto, entio A" = S~'A € um anel de Dedekind.

Demonstragao: Temos pelos Corolarios (1.10.1) e (1.10.3), que A" é um anel noetheriano e
integralmente fechado, respectivamente. Deste modo, falta mostrar que todo ideal primo nao
nulo de A’ é maximal. Seja P’ C A" um ideal primo nao nulo. Temos, pela Proposicao (1.1.3),
que P'NA é um ideal primo nio nulo de A e como A é Dedekind, temos que P’ N.A é maximal.
Pelo item (1) da Proposicao (1.10.3), temos que se M é um ideal de A" tal que P € M C A',
entdo (P') C (M) C p(A"). Como A é Dedekind e ¢(P') = P' N A é maximal, segue que
©(P") = (M) ou p(M') = p(A"). Como ¢ é injetora, segue que P = M ou M = A, o

que implica que P’ é maximal. Assim, temos que A° é um anel de Dedekind. |

Proposic¢ao 1.10.5 Se A é um dominio de Dedekind e S C A € um subconjunto tal que
S =A—P, onde PC A é um ideal primo, entio A" = S™*A ¢ principal. Mais ainda, existe
p€ A tal que os ideais de A sio da forma (p"), onde n € N.

Demonstragao: Temos que P C A é o unico ideal primo nao nulo de A tal que PN S = O,

pois se existisse um outro ideal primo ) C A tal que Q NS = O, terfamos que @ C P. Como



A ¢é Dedekind, segue que Q = P. Pelo item (2) da Proposicao (1.10.3), temos que PA = B é

o tnico ideal primo de A". Mas, como A" é Dedekind, segue, pelo Teorema (1.8.2), que todo

ideal de A’ se fatora de forma tnica como produto de ideais primos de A". Assim, todo ideal

de A" é da forma B", onde n € N. Considere a seguinte sequéncia de ideais
.CB"CB"!'C...CB’CBCA.

Se p € B — B? entao (p) = B™, para algum ng € N, e (p) ¢ B2 Logo, ng = 1 e, portanto,

(p) = B. Assim, todo ideal de A’ é da forma B™ = (p"), com n € N. Portanto, A ¢ principal.

Teorema 1.10.2 Sejam A um dominio, S C A—{0} um subconjunto, fechado no produto com

1€ 8. Se M ¢ um ideal mazimal de A tal que M NS = @, entio A /MA ~ A/M.

Demonstragao: Se M é um ideal maximal de A, entdao M também é um ideal primo de
A. Assim, pelo item (3) da Proposicdo (1.10.2), temos que MA é um ideal primo de A’
Considere a aplicacao ¢ : A A A J/MA', onde i é a inclusio e 7 é a projecao. Temos
que Ker(p) = MA'NA, pois p(z) = 0 se, e somente se, z+ M.A" = 0. Isto equivale a z € MA’
e x € A. Portanto, Ker(p) = MA N A=M, onde a tltima igualdade segue do item (3) da
Proposicio (1.10.2). Falta mostrar que ¢ é sobrejetora. Para isto, se 7 € A /MA', entdo
j:x+MA/,comx:g,a€AesES. Como M NS = @, segue que s € M e, como M é
maximal, segue que A/Msé um corpo. Logo, 5 = s+M # 0 é inversivel, ou seja, existe b € A/M
tal que 5b = 1. Assim, sb—1 € M. Deste modo, g —ab = g(l —sb) € MA', o que implica que
¢ + MA =ab+ MA', ou seja, x + MA = ab+ MA'. Desta forma, @(ab) = ab+ MA = .
Iiortanto, ¢ é sobrejetora. Pelo Teorema (I1.1.1), temos que A /MA ~ A/M. n



Capitulo 2

Corpos Quadraticos e Ciclotomicos

Neste capitulo apresentamos os conceitos de corpos quadraticos e corpos ciclotomicos. Visto
que um corpo de numeros é uma extensao finita de Q, temos que os corpos quadraticos sao
corpos de nimeros de grau 2 e os ciclotomicos sao corpos de nimeros gerados por uma raiz
n-ésima primitiva da unidade. Focalizamos nosso estudo sobre algumas propriedades destes
corpos que serao utilizadas nos proximos capitulos. Na Secao 2.1, apresentaremos os conceitos

de corpos quadraticos e na Se¢ao 2.2 os conceitos de corpos ciclotomicos.

2.1 Corpos Quadraticos

Nesta secao apresentamos o conceito de corpos quadraticos, encontramos o seu grupo de Galois,
seu anel de inteiros e seu discriminante. Alguns resultados seguem sem demonstracao por se

tratarem de resultados classicos de teoria algébrica dos ntimeros.
Definicao 2.1.1 Um corpo quadratico K ¢ uma extensao de Q de grau 2.

Proposicao 2.1.1 Todo corpo quadrdtico K é da forma @(\/ZZ), onde d € um inteiro livre de

quadrados.

Demonstracao: Pelo Teorema (1.3.2), temos que K = Q(«), para algum o € K. Como
[K : Q] = 2, segue que o polindmio minimal de « sobre Q tem grau 2. Seja p(z) = 22 +bx +c =
minga. Resolvendo a equacao quadratica a? + ba + ¢ = 0, temos que 2a = —b + Vb2 — 4.
Desta maneira, K = Q(a) = Q [v/b? — 4c], e observando que b? — 4¢ é um ntimero racional da
forma Q:U_72)7 com u,v € Z, mde(u,v) = 1, temos que Q(v/b* — 4c) = Q(y/uv). Como uv € Z,
segue ci}ue Qvfw é fatorado em produtos de primos. Assim, Q(y/uv)= Q(V/d), onde d é inteiro

livre de quadrados. |



Exemplo 2.1.1 Seja K = Q(i) um corpo quadrdtico. Temos que ming(i) = z*>+ 1. Logo, pela
Proposicao (2.1.1), temos que K = Q(7) = Q(v/—1).

Teorema 2.1.1 ([3], pag. 35) Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, com d € Z livre de
quadrados e d Z 0 (mod 4).
(1)-Sed=2oud=3 (mod4), entdo o anel dos inteiros Ox de K sobre Z é Ox = Z[V/d] ¢
uma Z-base de Oy € {1,V/d}.
(2) - Sed=1 (mod 4), entdo o anel dos inteiros Og de K sobre Z é Ox = Z[H\/E] e uma
Z-base de Ok € {1, 1+‘/8}. n

2
Proposicao 2.1.2 Seja d um inteiro livre de quadrados. Os homomorfismos de K = Q(\/E}
em C sdo dados por {o1,05}, onde 01(vV/d) = Vd e 02(vV/d) = —V/d.

Demonstracao: Segue do Teorema (1.3.3). n
Observagao 2.1.1 Segue da Proposi¢io (2.1.2) que Q(v/d)|Q € uma extensio de Galois.

Proposicao 2.1.3 Seja d um inteiro livre de quadrados. O discriminante de K = Q(\/E) sobre
Q ¢ dado por:

(1) - Disc(K|Q) =d, sed=1 (mod 4);

(2) - Disc(K|Q) = 4d, se d =2 ou 3 (mod 4).

Demonstracgao: Temos que:

(1)-Sed=1 (mod 4), entao

. ) o)
Disc(K|Q) = Dy (1, 1+2V3) = | det o o —d
(59 (59
(2) -Sed=2ou3 (mod4), entao
2 2
1 1 1 1
Disc(K|Q) = Dxq (1, \/c_l) = [ det n(l)  oall) = | det = 4d,

o1(Vd) o5(Vd) Vd —Vd
0 que prova a proposicao. [ |

Exemplo 2.1.2 Sejam K; = Q(v/5) e Ky = Q(v/14). Como5=1 (mod 4) e 14 =2 (mod 4),
pelo Teorema (2.1.1), temos que O, = 7Z [%ﬂ e Og, = Z[\V/14]. Agora, pela Proposicio
(2.1.3), temos que Disc(K;|Q) =5 e Disc(Ky|Q) = 4(14) = 56.
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2.2 Corpos Ciclotomicos

Nesta secao, apresentamos a definicao de corpos ciclotomicos, encontramos o grau de uma
extensao ciclotomica, seu grupo de Galois, seu anel de inteiros e seu discriminante. Além disso,
veremos o subcorpo real maximal de um corpo ciclotomico e algumas de suas propriedades que
serao utilizadas neste trabalho. Omitimos algumas demonstragoes por se tratarem de resultados

classicos de teoria algébrica dos nimeros e por algumas serem muito longas.

Definicao 2.2.1 Sejam ( € C en € N*. Dizemos que ¢ € uma raiz n-ésima da unidade se

=1.

Observacao 2.2.1 Notemos que existem exatamente n raizes n-ésimas distintas da unidade.
De fato, consideremos o polinomio p(x) = z™ — 1. Temos que toda raiz n-ésima da unidade
¢ raiz de p(x). Mas, p(x) admite n raizes distintas, pois qualquer raiz de p(x) ndao € raiz de
p (z). Notemos também que o conjunto {(,, = 005(2"“7”) + isen(%T”), para k=0,1,--- ,n—1}
contém as n raizes n-ésimas distintas da unidade e que este conjunto forma um grupo ciclico

em relagao a multiplicagao com (,, um gerador.

Definicao 2.2.2 Dizemos que ¢ é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se (" =1 e

("™ # 1 para 1 <m <mn, ou seja, se ( gera o grupo da raizes n-ésimas da unidade.

Definicao 2.2.3 Seja (,, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Um corpo ciclotomico K

¢ uma extensao de Q gerada por (,, isto €, K = Q((,).
Definicao 2.2.4 Chamamos de n-ésimo polinémio ciclotomico o polinomio

oula) = [ = m).

=1

onde n; € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, para i =1,--- r.
- " —1
Proposicao 2.2.1 Temos que ¢p(r) = ————, n>1 e ¢1(x) =z — 1.
II da(®)
dln,d<n
Demonstragao: Sendo f(z) = 2™ — 1, temos que suas raizes sao 1,w,w? ..., w" 1. Logo

" —1=(r—1)(r—w)...(x—w" ). Analisando as ordens de cada raiz de f(z), e escrevendo

todas de mesma ordem como um polinémio da forma ¢q4(z) = H (r —w), temos que
ordem de w=d

x”—lzngbd(x). n

dn
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Exemplo 2.2.1 Se n =p, com p um numero primo, entao

P —1 1
op(z) = 1 =2+t +1

¢ 0 p-ésimo polindmio ciclotomico. Se n = p", com p wm numero primo e r um inteiro
positivo, entao

2" — 1= ¢1(2)dp(x) Py () - - - Ppr1 (2)Ppr () €
2 — 1 = ¢ (2)bp(x) e () - - Py ().

P —1 -~
L0g0 Gy () = e = 2?77

r—1

+ 2@ L 4 P 41 € o pP-ésimo polindmio

r—1

ciclotomico.

Teorema 2.2.1 Se (,, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entio [Q((,) @ Q)] = ¢(n),

onde ¢ € a funcao de Euler.

Demonstracao: Seja f(x) o polindmio minimal de (, sobre Q. Logo, 2" — 1 = f(x)h(z), com
h(z) € Q[z]. Pelo Lema de Gauss, temos que f(x),h(z) € Z[z]. Se p ¢ um numero primo tal
que p t n, entdo, (P é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Logo, (¢?)" — 1 = f(¢?)h(¢?), ou
seja, 0 = f(C?)h(C?). Assim, se (P nao for raiz de f(x), entdo (P é raiz de h(x) e, portanto, ¢, é
raiz de h(zP). Pela forma que tomamos f(x), segue que f(z) | h(z?). Pelo Lema de Gauss, segue
que h(zP) = f(x)g(z), com g(z) € Z[z]. Como consequéncia do pequeno Teorema de Fermat,
temos que a? = a(mod p), e assim, h(zP) = h(x)P(mod p). Portanto, f(x)g(x) = h(x)P(mod p)
o que é equivalente a h(z)? = f(z)g(x)(mod p). Logo, h((,)P = 0, pois ¢, é raiz de f(z). E
recursivamente, chegamos que h(¢,) = 0. Portanto f e h tem uma raiz em comum. Assim,
a" — 1 = f(z)h(z) tem uma raiz multipla. Logo, nz"~! = 0 e assim, para qualquer \ € Z,,
temos que nA"t = 0. Como a caracteristica de Z, é p, segue que p | n, o que contradiz o
fato de termos suposto que p t n. Portanto, (¥ ¢ raiz de f(z), Vp { n e mde(p,n) = 1. Logo
grau(f(x)) > grau(p,(x)), pois toda raiz de ¢,(x) é raiz de f(x), e como f(x) | ¢n(x), segue

que grau(o,(z)) > grau(f(x)). Portanto, grau(e,(z)) = grau(f(z)) = ¢(n). m

Observacao 2.2.2 Pela demonstra¢io do Teorema (2.2.1), notemos que o polinémio mini-
mal de (, € ¢p(n) e ele possui p(n) raizes distintas e estas sao exatamente as raizes n-ésimas

primitivas da unidade.

Teorema 2.2.2 ([7], pag. 11) Se ¢, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo o anel

dos inteiros de Q((,) sobre Z é Z[(,] e uma Z-base de Z[(,] € {1,(ny -+, ﬁf(")_l}, -
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Proposicao 2.2.2 Os homomorfismos de Q((,) sobre C sdo dados por {o;, mdc(i,n) =
I, i=1,---,n—1,0/C) :Cz}

Demostragao: Segue do Teorema (1.3.3). n

Observacao 2.2.3 Segue da Proposi¢ao (2.2.2) que Q((,)|Q € uma extensao de Galois, pois
[Q(G)IQ] = ¢(n) = |Z,"|. Além disso, Gal(Q(¢,)|Q) = {oi; mdc(i,n) =1 e 0i(¢a) = (,}-

A seguir, veremos o calculo do discriminante de corpos ciclotomicos para n = p”, com p um
nimero primo e r um inteiro positivo. O caso geral sera feito no Capitulo 3, pois no momento

ainda faltam ferramentas para faze-lo.

Proposicao 2.2.3 Se p € um numero primo impar e { = (,r uma raiz p'-ésima primitiva da
p

unidade, com r um inteiro positivo, entdo o discriminante de Q((,r) sobre Q satisfaz

)—1 rfl,r, 1)
DK|Q(1,Cpr’--. 7§§T(p) ): :tpp ( (p 1) 1)'

Demonstragao: Pela Proposigao (1.6.3), temos que

DK\Q(L Cp” U 7C;707'(pr)_1) :l:NQ(Cp |@(f (Cp ))

»" 1
Derivando ambos os lados de f(x) = xpTTl, temos que
‘r _
b P T @t = 1) — (a2 — Dp—tgp 1
f (.27) - (l’pT 1 1)2 ’ (21)
e substituindo z por (,» na equagao (2.1), temos que
— r—1 T r—1
76 = PG G — D= (G -G
p’“ r—1
(Gr  — 1)
C Cp’f 1 f/ (C ) pTgil _pT . Cprl ( M)pr—l 2mi
omo (,r = 1, segue que o ——, pois (;r = (e?" =er =
gp (1 - C}Zo)’" )gpr

(p- Aplicando a fungao norma em ambos 0s membros e usando sua linearidade, temos que

Nomle(—=p")
Noee,mie(l = &) Noe,r)io(Gr)

Naemie(f (Gr) =

Temos que NQ(CPTHQ(Q,T) = #£1. Também, NQ(CPTHQ(—pr) = (—pr)—bp e No(e,r el = &) =
Nae)ieNamiaie)(1=G) = (Naia(1—G))P " = p*" " Portanto, Dyjg(L, Gr, -+, G577
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r—1

j:pT(pfl)p

e = 4pp D)D), -

Observacao 2.2.4 Quando r = 1, o corpo ciclotomico Q((yr) € Q((,), com p primo e seu
discriminante satisfaz Disc(Q((,)|Q) = £pP~2.
Vamos, agora, ver o subcorpo real maximal dos corpos ciclotomicos.

Proposigao 2.2.4 Sen € N*, (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade e K = Q(¢,, + 1),
entao K € totalmente real e [Q((,) : K| = 2.

Demonstragao: Seja f(z) = 22 — ((, + Dz + 1 € K[z]. Temos que f((,) = 0. Além
disso, como (, ¢ K, segue que f é irredutivel sobre K. Logo, f = ming(,. Desta forma,

[Q(¢n) : K] = grau(f) = 2. -

Definigao 2.2.5 Nas condigoes da Proposicio (2.2.4), o corpo K = Q((, + ¢ ') é chamado de

subcorpo maximal real de Q((,).

Teorema 2.2.3 ([7], pag. 16) O anel dos inteiros de Q(C, + ;') € Z[C, + ¢ Y] e uma Z-base
en) _q e 4y

deZ[Cn—l'Crzl]é{lvcn+C7:17C12z+C;277 TL(T +Cn } u
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Capitulo 3

Codiferente e Diferente

Neste capitulo, apresentamos os conceitos de codiferente, diferente e algumas de suas pro-
priedades. Veremos que o codiferente de IL sobre K é um ideal fracionario de O, enquanto que
o diferente de L sobre K é um ideal inteiro de O. Baseados nestes conceitos, apresentamos
também algumas relacoes entre o diferente e o discriminante. Na Se¢ao 3.1 apresentamos o
conceito de codiferente de um conjunto, codiferente de uma extensao e algumas propriedades.
Na Secao 3.2, apresentamos os conceitos de diferente de uma extensao e alguns resultados envol-

vendo este conceito, como a relagao entre a norma do diferente e o discriminante da extensao.

3.1 Codiferente

Nesta secao, apresentamos o conceito de codiferente e suas principais propriedades. Para isto,
sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes, . uma extensao separdvel de K de grau

n e Op o anel dos inteiros de L sobre A.

Definicao 3.1.1 Seja M um subconjunto de L. O conjunto M* = {x € L : Tryx(zy) € A,
V' y € M} € definido como o codiferente de M sobre K. Em particular, quando M = O,
chamamos de codiferente de L sobre K ao conjunto Oy = {x € L : Trix(zy) € A,
Y y € O.}. Neste caso, denotamos OL* por A(L|K) ™.

Exemplo 3.1.1 Sejam A =7, K =Q, L = Q(\/d), onde d é um inteiro livre de quadrados e
d=2ou3 (mod4) . Vimos que O = Z[\d] = {x + yVd; z,y € Z} ¢ o anel de inteiros de
L sobre Z.. Temos que

A(LIK) ™ = —7Z[V4d).

De fato:
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1 1
-) Se & € —=7Z[Vd|, entio x =
i-) Se x Wi [Vd], entdo x Wi

Trg(ay) = Tryx (( ! (a+ WE)) (c+ e\/a)) = Trux (LGH ae  be beﬂ) _

(a+b\/a); a,b € Z. Dadoy = c+evd € Oy, temos que

2V/d 2V/d 2 2 2
ae + be € Z. Assim, = € A(LIK)™". Logo, ZL\/EZ[\/E] c A(LIK)™".
ii-) Se x = a + bvV/d € A(LIK)™, entio a,b € Q, z € L ¢ Trox(ry) € Z, Yy € Z[Vd).
Tomando y = 1, temos que Tryx(zy) = Tryx(a + bVd) = 2a € Z. Assim, a = %;m € Z.

Tomando y = V/d, temos que Tryx(zy) = Tryx(avd + bd) = 2db € Z. Assim, b = E;n € Z.

2d
m . n 1 1 1
Logo . = — + —Vd = ——(n+mVd) € —=Z[\Vd]. Desta orma, A(LIK) ™' ¢ —=Z[V4d].
o= 4 gV gt ) € L Dt forma, AU
Assim, de (i) e (i), seque a igualdade A(L|K)™" = mZ[\/c_l]

Exemplo 3.1.2 Sejam A =7, K =Q, L = Q(\/d), onde d é um inteiro livre de quadrados e

1
d =2 ou3 (mod 4). Se M = Z[\/d|, entdo, pelo Exemplo (3.1.1), temos que M* = mZ[\/c_l]
Mostremos que M** = M = Z[\/d]. De fato:

1
i-) Se x = a+bVd € M*, entio a,be Q, z €L e Tryx(ey) € Z,Vy € M* = —Z[\/E]

2v/d
Vd (a bd ) a bVd
Tomando y = ——= € M*, temos que Tryx(zy) = Tr —+— | =1Tr —+—| =
Yy 2\/3 q ]L|]K( 3/) L|K 5 2\/3 LK 5 5
1 a b
a € Z. Tomando y = ——= € M*, temos que Tryg(xy) = Tr —— + = | =b € Z. Logo,
Yy 2\/8 q 1L|1K( ?/) L|K (2\/3 2) g

z = a+bVd € Z[Vd]. Desta forma, M** C Z[/d].

1
ii-) Se x € Z[\d)], entio x = a + bV/d; a,b € Z. Dado y = m(c—i— dvd) e

temos que Tryg(zy) € Z, poisy € M* = A(L|K)~'. Logo, Z[Vd] C M**.
Assim, de (i) e (ii), seque que M** = Z[\/d] = M.

1

Proposicao 3.1.1 Sejam M um subconjunto de L e M* o codiferente de M sobre K. Temos
que:

(1) - Se O.LM C M, entao M* é um Op-mddulo.

(2) - Se My C My CLL, entao My C My C L.

(3) - 0, C ALK)".

Demonstragao: (1) - Suponhamos que O M C M. Vamos mostrar que se b € Op e x € M*
entdo bx € M*. Se b€ Oy, v € M*e y € M, temos que Try((bx)y) = Tryx(z(by)) € A, pois
by € OLM C M. Assim, bx € M*. As demais propriedades seguem de forma analoga. Logo,
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M* é um Op- mddulo.

(2) - Seja My € M,. Dado xy € Mj, entao z2 € L e Tryx(zoy) € A, para todo y € M.
Como M; C My, segue que Tryy(xoy) € A, para todo y € M;. Logo, x; € M. Portanto,
M; € My C L.

(3) - Como O, ¢ inteiro sobre A e A é integralmente fechado segue que Tryx(Or) C A. Assim,
se x,y € O, entdo Tryw(xy) € A e, deste modo, x € A(L\K)_l. Portanto, O, C A(]L]K)_l. n

A seguir faremos algumas consideracoes que serao utilizadas nos préximos teoremas.

Seja Iy o espago dual de L. Pelo Corolério (1.5.4), temos que existe um isomorfismo

¢ : L — Ly, tal que p(x) = S, onde z € L e Sy(y) = Trux(zy), para y € L.

Sejam {z1,-- ,z,} uma K-base de L e {z%,..., 2} um conjunto de elementos de LL tal que
{6ar, .- pus } seja uma base dual de {z7,--- , 7}, isto é, . (z;) = Tryk(zjr;) = dy, onde
dii =1ed;; =0sei# j. Temos que, {z7,---,x}} é também uma base de L, chamada de base
complementar de {z1,---,z,}.

Proposicao 3.1.2 Com as notagoes acima, se {xy, -+ ,x,} € uma K-base de L e {z%,---,
xh} wma base complementar de {x1,- - ,xn}, entao Dy (x1,- -+, x,)Dyx(af, -+ ,25) = 1.
Demonstragao: Sejam o4, - , 0, os K-homomorfismos de .. Tomando

X = (0i(z)))}5-y e X* = (oy(2]))}

J//g=1

e denotando por X* a matriz transposta de X, temos que

oi1(x7) -+ on(a]) or(z1) -+ or(wn)
(X)X =] : KR : R = (Tr(ziz;))i = = In.
o(zy) - on(zn) (1) n(2n)
Assim, det(X*)"det(X) = 1. Pela Proposigao (1.6.2), temos que
Dyg(z1, ..., 2,) = det(X)?* e Dyg(ay, ..., z5) = det(X*)*.
Portanto, Dy (21, ..., 2n)Dyx (2], ..., 25) = 1. n
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Proposicao 3.1.3 Sejam M um subconjunto de I e M* o codiferente de M sobre K. Entao:
(1) - M* € um A-mdédulo.

(2) - Se M é um A-mddulo livre com base {x1,-- ,x,} entao M* é um A-mddulo livre com
base {x%,--- ,x}}, onde {x}, -~ ,x};} € uma base de L sobre K tal que Tryx(x7x;) = 0455 ;5 = 0,
seiF#jed; =1, sei=j.

(3) - M** = M.

Demonstracao: (1) - Mostraremos o fechamento. Sejam z; e xo € M*. Se y € M, temos que
TTJLUK((ml + xZ)y) = TTL\K@W) + TTL\K@Z?J) €A
Assim, 1 + x5 € M*. Agorase a € A, v € M*, dado y € M, temos que
Tryx((az)y) = aTryx(zy) € A.

Assim ax € M*. As demais propriedades seguem de forma analoga. Portanto, M* é um A-
modulo.

(2) - Sejam {1, ..., ,} uma A-base de M e {7, - - -, x}, } uma K-base de L tal que Tryx(z;z;) =

Osei#j,eTry(eie;) =1 Sex = Zaixf € Z.Aa:f, entao

1=0 i=1

Tryx(ze;) = Tryx ((Z ;T > fL’j) = ZaiTmK(x;‘xj) =a; €A paraj=1,...,n
i=0

Desta forma, pela linearidade da fun(;ao trago, segue que Tryx(ry) € A,Vy € M. Portanto,

Z.Ax C M*. Reciprocamente, se Zaixi € M*, com a; € K, parai=1,---,n, entao,
=1 =1

a; = Tryx <<Zalxj> xj> €A paraj=1,...,n,
i=1

n n
e, deste modo, M* C Z Az}, Assim, M* = ZAI? Portanto, M* é um A-médulo livre com
i=1 =

base {z%, -+ ,x*}.
(3) - Visto que {z7,---,z}} é uma base de M* e {z1,--- ,x,} ¢ uma base de L sobre K que

satisfaz Tryx(zjz;) = 0;;, de forma andloga ao que foi feito anteriormente, mostramos que
n

=1
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Proposicao 3.1.4 Seja L uma extensio separdvel de K de grau n tal que L = Kla|, para

algum o € L. Se g(x) = 2™ + c,12™ ' 4 - - + ¢ € A[X] € 0 polindmio minimal de a sobre K,

n—1
(/L) =0, parai=0,1,---,n—2, e Tryx (a/—) =1
7 (@) g (a)

Demonstracao: Sejam a = a4,--- ,a, os conjugados de a sobre K, onde «o; # «;j, se i # j,

entao Tryx

pois L|K é separdvel. Temos que,

a A
Tr — | = —k parat=20,---,n—1.
o <g <a>> 2 7o

A CE

Como g(z) é o polinémio minimal de «, segue que g(z H r—ay). Assurn H

T —ay
k=1 k

Podemos expressar este produto como a soma E , para certos elementos (5. Assim,

—1 T — O
— = e 1= Zﬁk<H :c—al-)>,parai:1,...,n.
9(x) =1 Tk =1 k=1 itk
Desta forma, para j = 1,...,n, temos que

1= b <H(Oéj - Oéi)) =M [[(e; — )+ B [ [ (a5 — i) +--- = 5 [ [ (e — ).

k=1 i#k i#1 i#2 i#j

Logo, B; = = para j = 1,2,...,n. E assim,

n

1
g(@) 2 glan)(e —an)

Pelo algoritmo da divisao longa de Euclides, temos que

11 1 1 1
@_ﬁjL 1In+1+62xn+2+c3xn+3+"' ©
n n
1 B 1 1 o @@ o
2 Tl a0~ 2= ) [ T T T
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. 1 1 ap  af 1 1 1
Assim, temos que Z 7o) [; + = + = N g + ¢ p + O—s 4o
k=1

Comparando esta ultima igualdade, temos que ( 0 k )) =0, parat =0,1,---,n—2
g O
k=1
n n—1
oy
e - =1. |
; <9 (Oélc))

Corolario 3.1.1 Com as mesmas hipéteses da Proposicao (3.1.4), o conjunto

1 n—1
B:{,—,,L,...,Of }éumabasedeLsobreK.
g(a) g(a) "gla)

Demonstragao: Temos que [L : K| = n. Resta mostrar que B é linearmente independente.

n—1 CYj
Suponha y = Zaj (T) =0, com a; € K, para j =0, --- ,n — 1. Assim,
g («

Jj=0

ot (£ () o

o’
Tomando ya = E a; (—), temos que

— T\
n—2 ;
a]+1
0=T =T | = Qy_s.
Assim, de modo andlogo, temos que a; = 0, para todo j = 0,1,--- ,n — 1. Deste modo, B ¢
uma base de IL sobre K. |

O préximo teorema nos fornece um critério para determinar A[a]* quando IL é uma extensao

finita separdvel de K e L = K]a], para algum o € L.

Teorema 3.1.1 Seja I uma extensdao separdvel de K de grau n tal que L = K[a]. Se g(x) €
1

Alz] € o polinomio minimal de o sobre K entao Alal*

n—1
Demonstracao: Se y € Ala|, entéo y = Zaio/; a; € A. Mostremos que Yz € A|a], temos
i=0

que Tryx (/x_y
g (@)

) € A. Primeiro, notemos que

BYAK

; n—1
Trig | == | =) alryx | =) =an-1—; €A, paraj=0,--- ,n—1
e (g (@) ; g (@) ’
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n—1
Assim, para todo x = Z bia' € Alal, segue que
i=0

Try (%) - gbiﬂm (%) €A

Ala] C

1
Logo y € Ala]*, o que implica que T Ala]*. Para mostrar a outra inclusdo, se
g (a
€ Ala]*, entdo, pelo Coroldrio (3.1.1) { 1« ol
y al*, entao, pelo Coroldrio (3.1.1), como ¢ ——, ———,..., —
g'(a) g'(a) g ()

sobre K, segue que y = E a; <%), com a; € K para j = 0,---,n — 1. Assim, pela
, g (a
Jj=0

Proposigao (3.1.4), temos que

} ¢ uma base de LL

n—1 ;
o’
Trle(y) = E a;jTT]LUK (—) = Qp—1 € ./4,

pare g'(a)

pois y € A[a]*. Analogamente,

Tryje(yo) Z a;Trx (ﬁ) = n—2 — an1 T (g,(a)> :

Como a" = —(cia™ ! + ™% + -+ + ¢,), segue que Tryg (%) = —c; € A Assim,
g (a
Trix(ye) = ap-o — ap-1c1 € A. Como a,_1,c1 € A segue que a,_» € A. Continuando desta
1
forma, a; € A, para todo i =0,--- ,n — 1. Portanto, Ala]* = T.A[oz]. n
g (a

Exemplo 3.1.3 Sejam L = Q((,), o p-ésimo corpo ciclotémico, com p primo e Oy = Z[(,] o
anel de inteiros de IL sobre Z. O polinomio minimal de (, sobre Q € g(z) = 2?1 +---+z + 1.

Pelo Teorema (3.1.1), temos que

1

ALK = D+ T2+ D)

Z[Gy)-
Exemplo 3.1.4 Sejam A =7, K=Q e L = Q(\/17). Pelo Teorema (3.1.1), temos que

Alo]* = ZWVTT = ——Z[VT7),

g (a)

Z[\V/17]. Note que Oy =

1 1
onde g(x) = x*—17 = mingV/17. Logo, Z[V1T]* +2\/_7

_2\/_
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Ala].

Proposigao 3.1.5 Se L = K(a), onde a € inteiro sobre K e [K(a) : K| = n, entio A(L|K)™!

¢ um Op-modulo finitamente gerado.

Demonstragao: Temos que Afa] C Op. Assim, pelo item (2) da Proposigao (3.1.1), temos que
A(LIK)™t = OF c Ala]*. Agora, como « ¢ inteiro sobre A, temos que A[a] é um A-mdédulo
finitamente gerado por {1,a,---,a"'}. Como {1,a, -+ ,a" '} é uma base de L sobre K,
segue que {1,q, -+ ,a" '} é linearmente independente sobre A. Logo, Ala] é um A-médulo

*

livre. Pelo item (2) da Proposigao (3.1.3), temos que Ala* é um A-mddulo livre finitamente

* ¢ um A-modulo

gerado. Logo, como A é noetheriano segue, pelo Corolario (1.2.2), que A[q]
noetheriano. Como A(L|K)™! é um Op-médulo, pelo item (1) da Proposigao (3.1.1), segue
que A(L|K)~! é um A-médulo. Desta forma, temos que A(L|K)™! é um A-submédulo de um

A-médulo noetheriano Ala]*. Portanto, A(IL|K)™! é um A-médulo finitamente gerado. Desta

forma, existem xq,--- , 2, € A(L|K)™! tal que A(L|K)™! = ZAxi. Em particular, como

i=1

A(L|K)™! é um Op-médulo, temos que A(L|K)™! C ZO]L:L’Z' C A(L|K)™!. Logo, A(L|K)™! ¢
i=1

um Op-moédulo finitamente gerado. ]

Corolério 3.1.2 Se L = K[a], onde a ¢ inteiro sobre K e [K[a] : K] = n, entio A(L|K)™! ¢

um ideal fraciondrio de Oy.

1

Demonstracao: Pela Proposi¢ao (3.1.5), temos que A(L|K)™" é um Op-médulo finitamente

gerado. Assim, se tomarmos d um fator comum entre os denominadores dos geradores de

A(LIK)™!, temos que dA(L|K)™' C O.. Portanto, A(L|K)™! é um ideal fraciondrio de Oy. m

3.2 Diferente

Nesta secao veremos o conceito de diferente e suas propriedades. Para isto, sejam A um dominio
de Dedekind, K seu corpo de fracoes, L. uma extensao separavel de K de grau n, O, o anel dos

inteiros de L sobre A e A(L|K)™" o codiferente de L sobre K.

3.2.1 Definicao e Propriedades

Apresentamos aqui a definicao de diferente de uma extensao e alguns resultados envolvendo

este conceito.

Definigao 3.2.1 O ideal de Oy, igual ao inverso do ideal fraciondrio A(L|K)™ é chamado
diferente de L sobre K e denotado por A(L|K).
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Observacao 3.2.1 Notemos que como Op é um anel de Dedekind, seque que todo ideal fra-
ciondrio de Oy admite inverso. Em particular, A(L|K)™' € inversivel. Ainda, temos que
A(L|K) € um ideal inteiro de Oy. De fato, visto que Oy, C A(L|K)™!, temos que O, A(L|K) C
A(LIK)A(L|IK)™! = O. Logo, A(L|K) C O.

Exemplo 3.2.1 Sejam A=7Z, K=Q elL = Q(\/E), onde d € um inteiro livre de quadrados

1
ed=2ou3 (mod 4). Pelo Exemplo (3.1.1), temos que A(L|K)™* = ——Z[Vd]. Assim,

2v/d

pela Definicio (3.2.1), temos que o diferente de L sobre K é A(LIK) = (2Vd)Z[Vd], pois
(ZazIva) vaz[V) = z[Vd.

Proposigao 3.2.1 Se L = K]a|, onde a € Oy, e se g(x) € Alz]| € o polinémio minimal de «
sobre K, entio A(L|K) = Opg () se, e somente se, Op = Ala].

1
Demonstragao: Se O, = Ala] temos, pelo Teorema (3.1.1), que A(L|K)™! = T)OL' Assim,
g (a
1 -1
ALK) = (ALK) )™ = —=0.] =g(a)0L.
LK) = L)) = (Ss0.) = d@o.
Reciprocamente, suponha que A(L|K) = ¢'(a)O.. Se z € Oy, entdo existe um polindémio

h(z) € K[z], de grau menor que n = [L : K], tal que z = h(«), pois {1,,--- ,a" '} é base de

L sobre K. Na demonstragao da Proposi¢ao (3.1.4), vimos que

n

1=2 (ajx_ak Y11 —

=1 J k=1 ik
onde a = oy, ..., ay,, sao os conjugados de a sobre K. O polindmio
a.
- he [T
itk Qp —
tem grau menor que n e hy(o;) = h(ozk)H I = h(a;), pois se k # j temos que
k=1 iy, Ok T G
04] Q; , .
H ——— = 0. Como grau (h — hy) é menor que n e h — hy tem «;, parai=1,--- ,n, como
Qp —

ik
raizes, segue que h(z) — hi(z) =0, o que implica que h(z) = hy(x). Mas,

B [CON rux | 2 oY & T
Tru (g'(a)(:c—a)) TMK( Ha—%) Zh g H&k—al Wz).

i#£k



Como os coeficientes de xg(_le pertencem a L e sdo inteiros sobre A, segue que xgile € Ofz]e

como ——— € A(LIK) ™" segue que h(z) = Tryx (L(x)) € Alx]. Assim, z = h(a) €
g'(a) g () (z — ) ’

Ala] e, portanto, O, C A[a]. Como A[a] C O, segue que O, = Ala]. ]

Exemplo 3.2.2 Para corpos quadraticos I = Q(\/E), com d livre de quadrados, temos:
i)- Sed=2oud=3 (mod 4), entio O, = Z[\/d]. Pela Proposicio (3.2.1), temos que
A(L|Q) = Z[Vd]g (v/d), onde g(z) € o polinémio minimal de \/d sobre Q.

1+2\/E . Ainda, temos que Q(v/d) = Q (
1+Vd| , (1+Vd
2 |9\ 2

ii)- Se d =1 (mod 4), entio O, = Z

14+d
P

e, pela Proposi¢ao (3.2.1), temos que A(L|Q) = Z

>, onde g(x) € o

d
sobre Q.

polinomio minimal de

Exemplo 3.2.3 Sejam p um primo, ¢, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade e L = Q((,).
Pela Proposicio (3.2.1), temos que A(L|Q) = Z[¢)g (¢,), onde g(x) € o polinémio minimal de
¢p sobre Q.

Proposicao 3.2.2 Seja J um ideal fraciondrio de Oy. Tem-se que Tryx(J) C A se, e somente

se, J C A(LIK)™".

Demonstragao: Suponha Tryx(J) € A. Se xz € Op ey € J, temos que zy € O = J.
Como Tryk(J) C A, segue Tro(ry) € A. Portanto, y € A(L|K)™". Logo, J € A(L|K) ™.
Reciprocamente, se J C A(L|K) ™", entdo Tryx(JOL) C A. ]

Lema 3.2.1 Sejam I, J ideais fraciondrios de Op. Se para todo M ideal fraciondario de L

tem-se que M C I se, e somente se, M C J, entao I = J.

Demonstracao: Se « € I, entao M = (z) C I. Assim, M C J, ou seja, « € J. Logo, I C J.

De modo andlogo, temos que J C I. Portanto, [ = J. |

Proposicao 3.2.3 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, I uma extensdao
separdvel de K de grau finito e N uma extensao separdvel de I de grau finito. Se Oy e O sao

os anéis de inteiros de N e L, respectivamente, entao

A(N|K) = OyA(L|K)A(N|L).
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Demonstragao: Seja M um ideal fraciondrio de Oy tal que M C A(N|L)~!. Mostremos que
M C OyA(LIK)A(N|L) ™. Pela Proposicio (3.2.2), temos que Tryu(M) C Oy, o que implica
que

A(LIK) ™ Triy. (M) € ALIK) 'O, = ALIK) .
Assim, temos que TTN|L(A(]L|K)_1M) C A(L|IK)™'. Como M = MOy, pois M é um ideal

fracionario de Oy, temos que
Tryu(OxA(LIK) ' M) € ALIK) ™.

Agora, Tryx(OsA(LIK) ' M) = Tryg (Try (OsA(LIK) ' M) C Tryg(A(LIK) ') C A. Assim,
pela Proposigao (3.2.2), temos que

OxA(LIK) ™ M C ANJK) ™.

Isto implica que M C OyA(LIK)A(N|K) ™. Agora, seja M € Oy A(LIK)A(N|K) ™" e mostremos
que M C A(N|L)™". Temos que OyA(L|K) "M C A(N|K)™". Pela Proposicio (3.2.2), segue
que

Tryx(OyA(LIK) ' M) C A.

Como Tryx(OyA(LIK) 'M) = Tryg(Tryu(OyA(LIK) ' M)) C A, pela Proposicio (3.2.2),
segue que Try(OyA(LIK) ' M) € A(LIK) ™. Assim,

A(LIK) ™ Try (M) € A(LIK) ™.

Desta forma, Try (M) C Oy, e assim M C A(N|L)™". Portanto, pelo Lema (3.2.1), temos que
A(NIL) ™! = OALIK)A(NK) ! e, assim, A(N|K) = OyA(L|K)A(N|L). .

Exemplo 3.2.4 Sejam n = 15, ( = (15 uma raiz 15-ésima primitiva da unidade, K = Q,

L=Q(+¢™) eN=Q(¢).

Temos que:
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i-) Seja 1 o polinémio minimal de C+(¢~" sobre Q e )’ a derivada de . Como Op = Z[¢+(Y,
pela Proposicdao (3.2.1), temos que

ALIK) = (¢C+¢CHZC+ ¢

ii-) Seja g(x) = 22— (C+C Yz 41 o polinémio minimal de ¢ sobre L. Temos que g (¢) = ¢—¢1.
Assim, como Oy = Z[C], pela Proposi¢ao (3.2.1), seque que

A(NIL) = (¢ = ¢HZ[C).

Seque, de (i), (i1) e da Proposicio (3.2.3), que
A(LIK) = Z[(JA(LK)A(NIL) = (¢ = ¢ (¢ +¢HZ[C.

Observacao 3.2.2 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, . uma extensao
finita de K e O, o anel de inteiros de I sobre A. Seja P um ideal primo de A, S = A — P,
A =S"1AeO, =S10.. Visto que A é um anel de Dedekind, pelo Teorema (1.10.1), temos
que A" = S~'A é um anel de Dedekind. Agora, pela Proposicao (1.10.4)), temos que como Oy ¢é
0 anel de inteiros de L sobre A, seque que O = S~'Oy € 0 anel de inteiros de L sobre A". Pelo
Teorema (1.8.1), temos que como S~ A é um anel de Dedekind, seque que O, = SO é um

anel de Dedekind. Logo, todo ideal fraciondrio de O, admite inverso. Temos que o conjunto
Ap(LIK) ™! = {2 € L; Tryg(ay) € A" para todo y € O, }

, . . . ’ . .
€ um ideal fracionario de Oy, logo admite inverso.

Definicao 3.2.2 Nas condi¢oes da Observagao (3.2.2), chamamos de diferente de L|K sobre
P e denotamos por Ap(LL|K) o inverso do ideal Ap(L|K)™!.

Proposicao 3.2.4 Com as notacoes da Definicio (3.2.2), tem-se que OpA(L|K) = Ap(LL|K).

Demonstragdo: Se z € O, A(L|K), entdo z é da forma g, comy € A(LIK) e s € S. Seja
s
z € Ap(LIK) ™ = {z € L; Tryx(vy) € A para todoy € O, }. Temos que Tryx(z0;) C A'.

Pela Proposigao (1.5.6), temos que Oy, é um A-médulo finitamente gerado. Sejam {t1,--- ,t,,}
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um conjunto de geradores do A-moédulo O;. Para todo ¢ = 1,---,m, temos que zt; € z(’)]/L e,

. Q; ~
assim, Try(2t;) = o coma; € Aes; €85. Se sg=51---5, €85, entao
i

a; .
Trow(zsot;) = soTri(zt;) = 30% =a;(sg- - Si—18i+1°Sm) €A, para i=1,2,...,m.
1

m
Desta forma, Tryx(2500.) € A, pois se w € Op, entdo w = Zaiti;ai € A e assim
i=1

Trix(zsow) = Z%ka(%oti) € A. Como Tryx(zs001) C A, segue que zsy € A(L|K)™,
- z zs

isto é, yzso € ALIK)A(LIK)™" = Op. Logo, xz = Y2 PE O,. Como z € Ap(L|K)™!,
s $S0

segue que x € Ap(L|K). Logo, O; A(L|K) € Ap(L|K). Por outro lado, seja z € Ap(L|K).

Temos que A(L|K)™" é um A-médulo finitamente gerado. Sejam {z,--- , z,} um conjunto

de geradores do A-mdédulo A(L\K)_l. Temos que Tryw(z0.) € A, parai = 1,...,m. As-

ganL,beS. As-

sim, segue que Tryy(2,0.) C A" De fato, se t € O, entdo t =

b?
1 / 1 /

sim Tryg(zit) = TTMK(ZZ'%) = ETTMK(Zia) € A, poisb e S cCc Ke E.A C A. Desta

) b;
forma, z; € Ap(L|K)™'. Assim, zz; € Ap(LIK)Ap(LIK)™' = O,, ou seja, zz; = — com

S;
bi € OLes; €5 Ses=s1--5, €95, entdo sxz; € Op, para todo i = 1,--- ,m e, assim,
stAp(LIK)~! C O,. Portanto, sz € A(L|K) e z € O, A(L|K). Logo, Ap(L|K) C O; A(L|K).
Portanto, O; A(L|K) = Ap(L|K). n

3.2.2 Diferente e Discriminante

Nesta secao apresentamos algumas relagoes que envolvem o diferente e o discriminante de uma
extensao. Se destaca o fato de que a norma do diferente é o mdédulo do discriminante. Para
isto, sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fracoes, I uma extensao finita de K de

grau n e Op o anel de inteiros de L sobre A.

Teorema 3.2.1 ([11)], pag. 44) Se A € um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes e L uma
extensao finita de K, entdo

N(A(LIK)) = |Disc(L[K)].

Exemplo 3.2.5 Sejam A = Z, K = Q e L = Q((3:). Pela Proposicio (2.2.3), temos que
|Disc(L|K)| = 33“77@6-D-1) — 3861 — 3270 — 3189 Agsim, pelo Teorema (3.2.1), seque
que N(A(L|K)) = 3%,

1)



Proposicao 3.2.5 Sejam Ky, Ky extensoes finitas de Q tal que Ko|Q € de Galois e KiNKy = Q.
Se L = KKy, entio [L: Q] = [K; : Q|[K; : Q.

Demonstragao: Como K,|Q é de Galois e separavel, segue que K,|Q é normal. Pelo Teorema
(1.3.2), temos que existe a € Ky tal que Ky = Q(«). Sejam g(z) = ming(a) e {a =y, -+, o}
as raizes de g. Como K;|Q é normal e a € Ky, segue que {a = ay, -+ ,a,} C Ky. Por outro
lado, temos que L = Ky («) e g(x) = ming, a. De fato, se g(x) = h(x)f(x); com h(z), f(x) €
K [z], entao os coeficientes de h, f s@o elementos de K; N Ky, visto que os coeficientes de h, f
sdo somas de produtos de {a = oy, ,a,} C Ky. Logo, h(z), f(z) € (Ky NKy)[z] = Qx],
o que é um absurdo, pois g é irredutivel sobre Q. Portanto, [L : K;] = grau(g) = [K; : QJ.
Assim, [L: Q] = [L : K;][K; : Q] = [Ky : Q[K; : Q). ]

A proxima proposicao segue sem demonstracao pois necessita de alguns pré-requisitos que

resolvemos omitir neste trabalho para nao torna-lo muito extenso.

Proposicao 3.2.6 ([11], pag. 48) Se Ki,Ky sao extensoes finitas de Q tal que Kq|Q € de
Galois e mde(Disc(Ky|Q), Disc(Kq|Q)) = 1, entao Ki N Ky = Q. ]

Corolario 3.2.1 Se K;,Ky sdo extensoes finitas de Q tal que Ky|Q € de Galois e
mde(Disc(K1|Q), Disc(Kz|Q) =1, entao [L: Q] = [K; : Q][K; : QJ.

Demonstracao: Como mdc(Disc(K;|Q), Disc(Ko|Q) = 1, segue que K; N Ky = Q. Agora,
pela Proposigao (3.2.5), temos que [L : Q] = [K; : Q][K; : Q). n

Exemplo 3.2.6 Sejam K = Q, K; = Q(v/2) e Ky = Q(&). Temos que Disc(Ki|K) = 8
e Disc(Ky|K) = —3. Assim, como mde(Disc(K,|K), Disc(Kq|K)) = 1 segue, pelo Coroldrio
(3.2.1), que se L = Q(v/2,¢) = KKy, entio [L: Q] = [K; : Q][Ky : Q] = 2.2 = 4.

Proposicao 3.2.7 ([5], pag. 218) Sejam K;,Ky extensoes finitas de Q de graus nqi,ng, re-
spectivamente, tal que Ko|Q € de Galois e mde(Disc(Ky|Q), Disc(Kq|Q) = 1. Se L = KKy,
entao

Disc(L|K) = Disc(Ky|Q)™ Disc(Kq|Q)™.
]

Exemplo 3.2.7 Com as mesmas hipdteses do Ezemplo (3.2.6), como mdc(Disc(Q(v/2)|Q),
Disc(Q(¢3)|Q)) = 1 seque, pela Proposi¢ao (3.2.7), que

Disc(Q(v2, ()| Q) = Disc(Q(v2)|Q) Disc(Q(G:)|Q)* = 8*(=3)*,
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Teorema 3.2.2 Sejam K;, Ky extensoes de Q com discriminantes primos entre si, tal que
Ko|Q € de Galois e L = K;Ky. Se Op, Ok, e Ok, sio os anéis de inteiros de L, K; e Ky,
sobre Z, respectivamente, entao o produto de uma Z-base de Ok, por uma Z-base de Ok, € uma

Z-base de Oy,.

Demonstracao: Sejam {z1,--- ,x,, } uma Z-base de Ok, e {y1,- -, Yn, } uma Z-base de O,.
Vamos calcular Dy (191, , Tn,Yn,). Observamos que se o é um homomorfismo de L e se
ox,, Ok, denotam a restrigao de o a K; e Ky, respectivamente, entao a funcao o — (o, , ox,)
é bijetora, pois L = KKy e [L: Q] = nyng. Assim, Dyg(z1y1, -+, TnyYny) = [det(oimi(xxyn))]?,
onde o; sao os homomorfismos de K; e 7; sao so homomorfismos de Ky. O determinante dessa

matriz é o produto de Kronecker das matrizes (oi(zx)); 1=, € (7;(y1))ji=;. Assim,

[det(ai<wk))]2n2 [d€t<7_j (yl))]2n1 = DK1|Q(x17 e 7xn1)n2DK2|Q(ylv e 7yN2)n1'

Portanto, Dyg(Z191," s Tni¥ns) = Diyje(@1, -+, Tny )™ Diyjo(Y1, -+ Yy )™ Pela Proposicao

(3.2.7), temos que (Dyg(T1y1,-* , Tnyy,,)) = (Disc(L|Q)). Logo, se {z1, ", znn,} ¢ uma

nino
Z-base de Oy, tal que x;y,, = Zakizi, para k = Ilm, temos que (ay;) é inversivel. Logo,
i=1

{z191,+ , Tp,Yn, } € uma Z-base de O. -

O préximo teorema obtém o discriminante de qualquer corpo ciclotomico sobre Q.

Teorema 3.2.3 Sejam n € N; n > 2 e K = Q((,), onde (, é um raiz n-ésima primitiva da

unidade. Se n = Hp?j, onde p; sao primos distintos e a; € N*, entdo

j=1
(n)r
_ (—=1)%2 nem
Disc(K|Q) = i
I
J
j=1
onde ¢ € a funcao de Euler.
Demonstragao: Vamos provar por inducao sobre r. Para o caso r = 1, foi provado na

n
Proposigao (2.2.3). Suponhamos que o resultado é valido para r—1, onde r > 1. Sejam = —,
a

temos que
(—1) 5 petm)

Disc(Q(6n)|Q) = e

p(m)

r—1

pj—1
I I p;
j=1
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1) ()i
Disc(@(¢)lQ) = BT

epr")

p pr—1
T

Assim, mdc(Disc(Q(Gn)|Q), Disc(Q(Ger)|Q)) = 1. Como Q(¢,) = Q(Gn)Q(per) temos, pela
Proposicao (3.2.7), que

Disc(Q((0)|Q) = (Disc(Q(Gn)|Q))?# ) (Disc(QC (p2)|Q)) £

Agora,

MDD (L NemeiT) (1) 2 ()0 (m)

(Dise(@(G)@) o) = T2 _

w(m)so(zfﬂr) r=1 o )1 ©
pj— p;—
[z " 1ES
j=1 j=1
@) p(m) ar o(n)
. P o 1730 O o 3
(DZSC(@(QD?T) Q))SO( )= e(pr”) - o(n) :
pPrm =D pi !
Multiplicando estas igualdades, obtemos
(n)r
. (=1)72 nem
Disc(Q(¢)|Q) = —F———
pj—1
117
j=1
0 que prova o teorema. ]

Exemplo 3.2.8 Sejam n = 20 e K = Q({y0) 0 20-ésimo corpo ciclotomico. Pelo Teorema

(3.2.3), como ¢(20) = 8 e 20 = 22.5, seque que

Disc(Q(¢0)|Q) = = 2859,

(—1)%20% 21658
9f5: 2852

Exemplo 3.2.9 Sejam n = 39 e K = Q({39) 0 39-ésimo corpo ciclotémico. Pelo Teorema
(3.2.3), como ¢(39) = 24 e 39 = 3.13, segue que
(_1)%3924 B 3241324

= = 3%13%.
3%13% 312132

Disc(Q((39)|Q) =
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Capitulo 4

Ramificacao de Ideais

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, I uma extensao separavel de K de grau
n, Op o anel de inteiros de L sobre A e P um ideal primo de A. Neste capitulo, apresentamos
alguns fatos da decomposicao do ideal estendido PO, em um produto de ideais primos de Oy.
Na Secao 4.1, apresentamos os conceitos de ramificacao de um ideal, o Teorema da Igualdade
Fundamental e o Teorema de Kummer. Na Secao 4.2, apresentamos a relacao entre um ideal
primo P de A que se ramifica em Op e o discriminante da extensao L|K. Na Segao 4.3,
apresentamos a relacao entre um ideal primo @) de Oy que se ramifica e o diferente da extensao
L|K. Por fim, na Segao 4.4, apresentamos a ramificacdo em corpos ciclotémicos, encontrando
todos os ideais primos P de Z que se ramificam em Z[(,], todos os ideais primos @ de Z[(,| que

se ramificam e a fatoragao do diferente A(Q(¢,)|Q) como produto de ideais primos de Z[(,,].

4.1 Teorema de Kummer

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, . uma extensao separavel de K de grau

n e Op o anel de inteiros de L sobre A.

Definicao 4.1.1 Seja B um ideal de A. Dizemos que o ideal inteiro

=1

BO, = {Z biai; bz € B,ai c O]L}

de O, € a extensao de B em O,. Neste caso, chamamos BO, de ideal estendido.
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Seja P um ideal primo de .A. Como O, é um anel de Dedekind segue, pelo Teorema (1.8.2),

que o ideal estendido POy de Oy, é expresso de forma tinica como o produto

g
.
POIL = H QZ l7
i=1
/ ~ . . . / ~ . . . o, . .
onde os ), s sao ideais primos de Oy, e 0s e, s sao inteiros estritamente positivos, parai =1,--- , g.
Nesta secao, veremos um método para encontrar os ideais primos (); que aparecem na

fatoracao de POy e os valores de ¢;, parai=1,---,g.

g
Proposicao 4.1.1 Seja P um ideal primo de A. Se POy, = H Q;°, com Q;s ideais primos de

i=1
Opee; > 1, para todoi =1,--- g, € a fatoracdo de POy, entio Q;NA =P, parai=1,---,g.
Além disso, o0s Q;s sao os unicos ideais primos de O cuja intersec¢cao com A resulta no ideal

primo P.

Demonstragao: Seja (); um ideal primo de O que aparece na fatoracao de POp. Como

A C Oy segue, pela Proposicao (1.1.3), que @;N.A é um ideal primo de A e também Q;NA C A,
9
pois 1 € ;. Agora, como P C PO = H Q7 C Q;, para todo i, segue que P C @Q; N A C A.

i=1
Como P ¢é maximal, pois A é um anel de Dedekind, segue que P = Q; N A, parat=1,--- ,g.

Para a unicidade, se B é um ideal primo de Oy, tal que BN.A = P, entao, P C B, o que implica
9

que PO, C BO, = B. Assim, B D PO, = HQiei. Pelo Lema (1.1.4), temos que B D @,
i=1
para algum j. Como O, ¢ de Dedekind, segue que ); ¢ maximal e, desta forma, B = @);, pois

B C O. |

Definicao 4.1.2 Seja B um ideal primo de Op. Dizemos que B esta acima do ideal primo

Pde Ase P=ANB.

Observacao 4.1.1 Notemos que os ideais primos de Op que estao acima de um ideal primo

P de A sao exatamente os ideais primos de Oy, que aparecem na fatoracio de POy.

Exemplo 4.1.1 Sejam p um nimero primo, ¢ = (, uma raiz p-ésima primitiva da unidade,
A=Z,K=QeL =Q((,). Temos que O, = Z[(,] € que (p) € um ideal primo de Z. Mostremos
que (p)Z[(y] = pZ[(y) = PP, onde P € um ideal primo de Z[(,| e P = (1—(). De fato, primeiro
notemos que 1 —¢|1—¢? e 1 —¢?|1 = para todo j = 1,--- ,p—1. Desta forma, geram o mesmo

ideal em Z[(,]. Agora, notemos que como o polinomio ciclotomico ¢,(x) =P 1+ +x4+1=

(1 — ) — ) (x — ), segue que p = ¢p(1) = (1= (L= )+ (1 = Cur). Assim,
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p—1
(p) = H(l — 7). Agora, como (1 — ) = (1 — (%), para todo j = 1,--- ,p — 1, seque que

j=1
(p) = (1 = O)"". Desta forma, se P = (1— (), entdo pZ[,) = PP~". Aplicando a norma temos

que p*~! = Ny (p) = N(P)P™1, o que implica que N(P) = p e, assim, pela Proposicao (1.9.4),
temos que P é um ideal primo de Z[(,|. Logo, a decomposicao de pZ[(,] em ideais primos de
Z[¢,) € dada por pZ[(,] = PP~'. Pela Observagio (4.1.1), temos que o tnico ideal primo de

Z[Cp) cuja intersecgao com Z resulta em (p) € P.

Observacao 4.1.2 Com as notagéoes anteriores, temos A/P e Op/Q; sao corpos, para todo
t=1,---,g. De fato, basta notar que como A e Op sao anéis de Dedekind, seque que P e Q);
sao ideais maximais de A e O, respectivamente. Desta forma, temos que A/P e Op/Q; sao

corpos, para todo i =1,--- ,q.

Lema 4.1.1 Com as notagdes anteriores, tem-se que para todo i = 1,--- g, A/P pode ser
identificado como um subcorpo de Oy, /Q;. Além disso, O /Q; é um espago vetorial de dimensdo

finita sobre A/P, parai=1,...,g.

Demonstracao: Considere as aplicacoes A s Op — O./Q;, onde i é a inclusdo e 7 é a
projegao. Temos que Ker(moi) = {z € A; (moi)(z) =0} ={x e A, z€ Q;} =Q:NA=P.
Assim, pelo Teorema (1.1.1)), temos que A/P ~ Im(moi). Portanto, .A/P pode ser identificado
como um subcorpo de O /Q;. Agora, sejam as operagoes:
©:0L/Qix OL/Q; — OL/Qi
(z+Quy+Qi) +r— (v+y) +@
®@:A/Px0./Qi — O./Q;

(a+Py+@Q;) +— (ay)+ Q;
Com estas operagoes temos que Op/Q; é um espago vetorial sobre A/P, para i = 1,--- ,g.

Além disso, a dimensao de O /Q); sobre A/P é finita. De fato, temos, pela Proposigao (1.5.6)),
que Op é um A-médulo finitamente gerado. Sejam {x1,--- ,z,,} os geradores de Oy sobre A.
Assim, se b € O entdao b = ajxy + -+ + GyTy; onde a; € A, i = 1,--- ,m. Desta forma,
b=b+Q; = (a1 + Q)+ + (amZm + Qi) = (a1 + P) (21 + Qi) + -+ (am + P)(xm + Qi).
Portanto, {Z1,...,Z,} gera Op/Q; como um espaco vetorial sobre A/P, o que implica que

dim 4/pOp/Q; ¢ finita. [

Definicao 4.1.3 O grau f; = f(Qi|P) da extensio Op/Q; sobre A/P, para i = 1,--- g, €
chamado de grau de inércia de @; sobre P. O expoente e; = e(Q;|P), parai=1,--- g, €

chamado de indice de ramificacao de (); sobre P.
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Observagao 4.1.3 Notemos que o Lema (4.1.1) garante que f; € finito para todo i =1,--- | g.

g
Definigcao 4.1.4 Sejam P um ideal primo de A e POy = HQ? a fatoragao de POy em um
=1

produto de ideais primos de Op. Dizemos que o ideal P de A é:
e totalmente decomposto em L, (ou em O), quando e; = f; = 1, para todo ideal

primo QQ; que estd acima de P.

e inerte em L, (ou em O,), quando ¢; = 1 e f; = n, para todo ideal primo @Q; que estd

acima de P.

e totalmente ramificado em L, (ou em O), quando e; = n e f; = 1, para todo ideal

primo Q; que estda acima de P.

e ramificado em L, (ou em O,), se existir um ideal primo Q; de Oy que estd acima de

P tal que e; > 1 para algum 1.

Definigao 4.1.5 Nas condi¢oes da Definicio (4.1.4), dizemos que um ideal primo @ de Oy, é
ramificado em O se ele estd acima de um ideal primo P de A que se ramifica em Oy e seu

i=1

9
indice de ramificacao € e(Q|P) > 2, ou seja, PO, = (H Q5" | Q@ onde eg > 2.

Observacao 4.1.4 Notemos que se um ideal primo @Q de O se ramifica, entdo o ideal primo

g
P de A tal que P = QN A se ramifica em Oy. Isto seque do fato de que PO, = (H Qf) Qee;
i=1

onde eq > 2.

Exemplo 4.1.2 Nas condigoes do Exemplo (4.1.1) temos que o ideal primo (p) de Z é rami-
ficado em Z[(,]. Também, o ideal P de Z[(y] € ramificado em Z[().

7
=1

g
Lema 4.1.2 Se P é um ideal primo de A tal que PO, = H Q5 onde os Q;s sao ideais primos

distintos de Oy, entdo a sequéncia de ideais
OO DQID DRI DRTQD DOy D DQT - Qy = PO,

de O, € maximal.

Demonstracgao: Dois elementos consecutivos desta sequéncia sao da forma @ e QQ);, onde ()

¢ um produto de alguns ideais @);, 7 = 1,--- ,g. Se existir um ideal B tal que QQ; C B C @
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segue, pelo Lema (1.7.1), que B divide QQ);. Assim, existe um ideal I C Oy tal que QQ; = BI.
De modo andlogo, ) divide B, ou seja, existe um ideal J C Op tal que B = QJ. Logo,
QQ; = QJI, ou seja, QQ; = JI. Agora, Q; = JI C I C Op. Como @; é maximal, pois O é
Dedekind, segue que (); = I ou I = O, ou seja, Q; = [ ou Q; = J. Se Q; = I, entao B = Q)

e, se Q; = J, entao B = (QQ);. Portanto, nao existe ideal nao trivial entre QQ); e Q. |

g

Lema 4.1.3 Seja P um ideal primo de A tal que POy = HQ?, onde Q;s sdo ideais primos
i=1

distintos de Or. Considere a cadeia decrescente de ideais de Oy,

OLDQI DD DR DQIQD - DR D - DO Qf = POL.

Se Q@ € um ideal desta cadeia diferente de POy, entao Op/QQ;, Q/QQ; e OL/Q sdo espagos

vetoriais sobre AJP. Além disso,

dim 4 pOL/QQ; = dim 4/pQ/QQ; + dim 4,pOL/Q.

Demonstracao: Temos que Op/QQ; e Op/Q sado espagos vetoriais sobre A/P. Seja ¢ :
OL/QQ; — O/Q tal que p(x + QQ;) = x + Q. Temos que ¢ é uma transformagcao linear
sobrejetora. Agora, Ker(p) = Q/QQ;. De fato, se T = z + QQ; € Ker(p), entao ¢(x +
QQ;) = v+ Q = 0, o que implica que € Q. Assim T = z + QQ; € Q/QQ;. Desta forma,
Ker(p) C Q/QQ;. Analogamente, se T € Q/QQ;, entao T = x + QQ;. Dai, p(z) =z + Q = 0,
pois z € Q. Logo, Q/QQ; C Ker(p). Assim, pelo Teorema do Niicleo e da Imagem, temos que

dim 4/pOL/QQ; = dim 4,pQ/QQ; + dim 4,pOL/Q,

0 que prova o lema. |

g

Lema 4.1.4 Seja P um ideal primo de A tal que POy, = HQ?, onde Q;s sao ideais primos
i=1

distintos de Or. Considere a cadeia decrescente de ideais

OLDQlDQ%D"'DQ?DQ?QQD"'DQ? SQD"'DQ?"‘Q?:POL-

Se @ € um ideal desta cadeia diferente de POy, entdo Q/QQ; € um espago vetorial sobre O, /Q;
e dimo, /0,Q/QQi =1, parai=1,--- g.

Demonstracgao: Considere as aplicacoes:
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®:Q/QQi x Q/QQ; — Q/QQ;
(+QQi,y+QQ:) +— (z+y)+QQ;

®:O0L/Qi x Q/QQ; —  Q/QQ;
(a+Qiy+QQ:) +— (ay)+QQ;

Temos que com estas operagoes (/QQ); é um espago vetorial sobre Op/Q;, parai = 1,--- g.
Agora, temos que os unicos subespagos de Q/QQ); sao os triviais. De fato, se existir um
subespago nao trivial de Q/QQ);, entao ele é da forma B/QQ;, onde QQ; C B C @, o que

=

contraria o Lema (4.1.2). Assim, segue que dime, /o,Q/QQ; = 1. n

Teorema 4.1.1 Com as notagoes anteriores, tem-se

g

Zeifi = [OIL/PO]L : -A/P]-

i=1
Demonstragao: Pelo Lema (4.1.4), temos que QQ/QQ); é um espago vetorial sobre Op/@Q); de
dimensao 1 e como [O1/Q; : A/P| = f;, segue que [Q/QQ; : A/P| = f;. Fixado um indice i,
temos que existem exatamente e; quocientes da forma Q)/QQ;, ou seja, existem exatamente e;

espagos vetoriais sobre A/P de dimensao f;. Agora, pelo Lema (4.1.3), temos que

dim 4/pOL/POL = dim ap(Q -+ Q7 /QF - Q) + dim (0@ Q™)
= fy+ dim A/p(OL/Q?---QSQ—l)
= fo+ dim 4/p(QF --- Qggﬂ/Q? e Qggfl) + dim 4 p(OL/QS - ngq)
= fot+ fo+ dim 4p(OL/QF - Q) =
= e%fg +-deafot+ (e —1)fi + dim 4/pOL/@Q1

- Zeifi7

i=1

0 que prova o teorema. ]

Lema 4.1.5 Seja P um ideal primo de A. Se A for um anel principal, entdo

Demonstragao: Como A é um dominio principal, pelo Coroldrio (1.5.6), segue que O é
um A-médulo livre de posto n. Seja {xi,---,z,} uma base de Oy, sobre A. Mostremos que
{1+ PO, -+ ,x, + POL} é uma base de O /POy, sobre A/P. De fato, primeiro mostremos
que {z; + PO.,--- 2, + PO.} gera O_/PO, sobre A/P. Seja b € Oy /PO.. Temos que
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n

l_):b—i—P(’)]L:Zaixi—kP(’)L; a; € A, paratodoi =1,--- ,n, poisb € Op e {xy, - ,x,} é

=1
uma base de Oy, sobre A. Segue entao que

b= (a1, + PO.) + -+ (apz, + PO,) = (a1 + P)(xz, + POL) + --- + (a, + P)(x, + PO,).

n

Mostremos agora que {z; + POy,--- ,z, + POL} ¢ linearmente independente. Se Z(ai +
i=1

P)(z; + POp) = 0, entao Z(aixi + PO) = 0, o que implica que (Z aixi> + PO, = 0.
i=1 i=1

n n S
Desta forma, Zaixi € PQO., isto é, Zai:vi = ijpj, com b; € O e p; € P, para todo

i=1 =1 =1
n

j=1---,s. Como {zy,---,x,} gera O sobre A, segue que b, = Zcijxi; cij € A para
i=1
t=1,---,n,5=1,---,s. Assim,

o que implica que Z (ai — Z cz-jpj> x; = 0. Como {1, ,x,} é linearmente independente

i=1 j=1

sobre A, segue que a; = Zcijpj € P, ouseja, a;+ P =0+ P, parat = 1,--- ,n. Logo
j=1

{1+ POy, ,x, + PO} é uma base de Op/POy, sobre A/P, isto é, [O,/POy : A/P]=n.m

Proposicao 4.1.2 Sejam A um anel de Dedekind, P um ideal primo de A tal que PO, =
g
H Q:%, onde 0s Qs sdo ideais primos de Oy e fi = [OL/Q; : A/ P]. Nestas condigoes, tem-se

i=1
que [Op/ POy, : A/P] =n.

Demonstragao: Sendo A um anel de Dedekind e P é um ideal primo nao nulo de A, temos
que se S = A — P entao, pela Proposigao (1.10.5), segue que S~'A é um anel principal e pela
Proposi¢ao (1.10.4), segue que S~y é o anel dos inteiros de IL sobre S~'A. Logo, S™'Op é um
S~ A-médulo livre de posto n. Dai, pelo Lema (4.1.5)), tem-se que [S™*OL/PS™'Oy : ST'A/PST'A] =
n. Considerando a fatoracao do ideal PS™1O = f[(S_lOLQi)ei e como Q;NA =P, Q;NS =0

i=1
e S71OLQ; sao ideais primos nao nulos de S™'Oy segue, pelo Teorema (4.1.1)), que

g
(SO /PSTO, : STLA/PSTIA] =Y e [STI0L/STI0.Q;: STIA/PSTIA]

i=1
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Agora, pelo Teorema (1.10.2), temos que S~'A/PS™'A ~ A/P e S7'O./S710LQ; ~ OL/Q;.

Portanto,

n=I[S"10./PST'OL: STTA/PSTIA] = Zeifi =[0./POy: A/P],

i=1
onde a ultima igualdade segue do Teorema (4.1.1)). ]

Teorema 4.1.2 (Igualdade Fundamental) Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de

fragoes, I uma extensao separdvel de K de grau n e Op o anel de inteiros de L sobre A. Se

g

P ¢ um ideal primo de A tal que PO. = HQz‘ei; onde 0s Qs sio ideais primos de Oy e
i=1

fi =[0L/Q; : A/P], entdo

g

> eifi=[0L/PO.: A/P] =n.

i=1
Demonstragao: A primeira igualdade segue do Teorema (4.1.1) e a segunda segue da Proposigao

(4.1.2). n

Proposicao 4.1.3 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, I uma extensdao
separdvel de K de grau n, N uma extensao separdvel de I de grau m, Op e Oy o0s anéis de
inteiros de I e N, respectivamente. Se I ¢ um ideal primo de Oy tal que INOp, = Q e QNA = P,

entao

e(1|Q)e(QIP) = e(I|P) e
FIIQ)F(QIP) = fI|P).

Demonstracao: Temos, por definicao, que

Q) =[On/1:0./Q] e [(QIP)=[0OL/Q: A/P].

Assim, temos, pela multiplicidade dos graus, que

JUIP) =[On/1: A/P] = [On/1:0./QIOL/Q : A/P] = [(I|Q)f(Q|P).

Vamos mostrar a outra igualdade. Como Q N A = P, segue que PO, = Q@) J onde J
é um ideal de O e @ nao divide J. Analogamente, como I N Op = @, segue que QOy =
IUIDR onde R é um ideal de Oy e I nao divide R. Assim, temos que POy = (PO_)Oy =
(Q°CIP) Oy = (QOW)* @) (JO) = (IR R)QIP)(JO) = [UIQe@IP) Re(QIP)(JO). Além
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disso, I nao divide JOy, pois, caso contrario, terfamos que JOy C [ e, assim, J C JOy C I.
Agora, como J C O, segue que J C I N O = @, o que implica que () divide J e isto é um
absurdo. Desta forma, temos que I nao divide JOy e I nao divide R, portanto, e(I|Q)e(Q|P)

é o maior indice com o qual I divide POy. Assim,

e(I|P) = e(I|Q)e(Q|P),
0 que prova a proposicao. |

g
Proposicao 4.1.4 Com as notagoes anteriores, tem-se que O /POy, ~ H OL/Q5.
i=1
Demonstracao: Temos que (); é o unico ideal maximal de Op que contém @, para i =
1,---,g, pois se existir um outro ideal maximal M tal que M D Q' temos, pelo Lema (1.1.4),
que M D @;. Como Q; é maximal, segue que M = @);. Agora, vamos mostrar que Q5" + Qje] =
O, para i # j. Suponhamos que Q' + Q;j C O.. Assim, existe um ideal maximal M de
O, tal que Qf + Q;j C M C Op. Como Qf C Qf + Q;j, segue que Q5 C M. Logo,
Q; = M. De modo andlogo, como ij C Q5 +Q;j, segue que Q;j C M, assim Q; = M. Assim,
Qi = @, o que é um absurdo. Logo, Q5" + Q;j = Op. Assim, pelo Lema (1.1.2), temos que
g
OL/POL ~ ] Ou/Q5". n
i=1
Agora iremos provar o Teorema de Kummer. Este teorema, sob certas situagoes, nos auxilia

a encontrar explicitamente a decomposi¢ao de um ideal primo estendido em um produto de

ideais primos.

Definicao 4.1.6 Sejam A um anel e f(x) = Z a;x" € Alx]. Denotamos por f(z) o polinémio
i=1

n

Z(ai + P)z' € (A/P)[z], onde P é um ideal primo nao nulo de A.

i=1

Proposicao 4.1.5 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracoes, L uma extensdao
separdvel de K de grau n, O, o anel de inteiros de L sobre A tal que O, = A[f], para algum
B €L e P um ideal primo nao nulo de A. Se f(x) = mingf e fi,---, f. sdo polindmios
ménicos em Alz], tal que a fatoragdo de f em polinémios irredutiveis distintos em (A/P)|z]

seja dada por

f=Fe g
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entao ideais primos, dois a dois distintos, Q1,--- , Q. de O, que estao acima de P e satisfazem
OL/Q; = (A/P)[B)],

onde Bj ¢ uma raiz de f] Além disso, f(Q;|P) = grau(f;), para j=1,---r.

Demonstragao: Para todo j =1, ,7, seja 3; uma raiz de f;, em alguma extensio de A/P.
Como f; é irredutivel em (A/P)[z], segue que f; é o polindmio minimal de j3; sobre A/P. Além
disso, f;(3;) # 0, para todo i # j, pois caso contrdrio, f;|fi, o que é um absurdo visto que f;,

f; sao irredutiveis. Agora, temos que o homomorfismo sobrejetor
Aj Ala] — (A/P)[3)]

h(z) — h(f;)
induz o homomorfismo sobrejetor

Aj - Alal/{f (@) — (A/P)[B],
uma vez que Ker();) D (f(z)). Por outro lado, o homomorfismo sobrejetor
A Alz] — A[f]

h(z) — h(p3)
tem como nicleo o ideal principal (f(z)). Portanto, A induz um isomorfismo

A Al /(f(x)) — A[S]

W) + (f(x)) — h(B)-

Resulta, entao, que
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é um homomorfismo sobrejetor. Como (A/P)[3;] é um corpo, segue que o nticleo de p; é um

ideal maximal @; de O, = A[f]. Além disso, p; induz um isomorfismo

i - AlBl/Q; — (A/P)[5)]

9(8) + Q; — 3(6;)-

Mostremos que @); estd acima de P, para todo j = 1,--- ,r. Temos que P C Q;, pois se p € P
entao uj(p) = p = 0. Logo, P C @Q; N A # A, pois @; é um ideal maximal de Op. Como
P ¢ primo e A é um dominio de Dedekind segue que P ¢é maximal e, assim, P = @; N A.
Portanto, @); estd acima de P, para todo j = 1,---,r. Mostremos que ); # @;, para todo
i # j. Fixado j, temos que p;(f;(3)) = f;(8;) = 0, o que implica que f;(3) € Ker(u;) = Q;.
Agora, 1;(f;(B)) = fi(B;) # 0 pois B; ndo é raiz de f;. Logo, f;(3 & Ker(u;)) = Q;, para todo
i # j. Portanto, @Q); # Q;, se ¢ # j. Logo, @1, ,Q, sao dois a dois distintos. Finalmente,
como Ji; 6 um A/ P-isomorfismo de A[3]/Q; sobre (A/P)[3;], segue que

F(Q;|1P) = [A[8]/Q; : A/P) = [(A/P)[B;] : A/P] = grau(f;),
para todo 5 =1,---,r. |

Teorema 4.1.3 (Teorema de Kummer) Nas condi¢oes da Proposicio (4.1.5), tem-se que

se f=f"-- . € a fatoracdo de f em polinémios irredutiveis em A/P[z], entdo:

PO, = Q1™ - Q" onde

Q; = PO+ f;(B)Ou, para j=1,---,r,
e(Q;|P)=e;, paraj=1,--- 1 e
FONP) = g fy, pamaj=1,.- r

Demonstracao: Pela demonstracao da Proposigao (4.1.5), consideremos @); = Ker(u;), para
j=1,--- 7 onde

pj » AB] — (A/P)[5)]
9(8) — 4(8;),
com f3; uma raiz de f;(x). Mostremos que Q; = PO, + f;(3)Oy. Temos que, POy + f;(3)Or C

Qj, para j = 1,--- 7, pois se x € POy, + f;(#)Oy, entao x = Zp,'yi + f;(B)w, onde p; € P,
i=1
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yi € Opewe O, paratodoi=1,---,s. Assim, p;(z szyz + fJ ﬁ]) , 0 que implica

que z € Ker(u;) = Q,. Por outro lado, Q); € PO+ f; (ﬁ)OL De fato, se a € Q;, entdo a = g(p)
para algum g(x) € Alz]. Como §(5;) = ;(9(3)) = 0 e f; é o polinémio minimal de 3; sobre
A/ P, segue que existe h € Alz] tal que g(z) = f;j(z)h(x). Desta forma, g(z) — f;(x)h(z) € Plz]
e o = (9(8) — [(ARA)) + [HOAB) = (g — [;1)(B) + [(BH(B) € PO, + [(B)O.. Assim

Q]:POL—i_f](ﬁ)OIL? para’jzlv'” T

Mostremos agora que Qq,---,Q, sao os Unicos ideais primos de Op que estao acima de P.
Temos que @, ---Q,* C PO,. De fato, uma vez que (U + B)(U 4+ B') C U + BB’ para
quaisquer ideais U, B, B' de Oy, temos que Q;°* - -- Q,* C PO, + f1(B) - -- f-(8) Oy. Agora,
como f(x) = fi(z)™ - fr(x)”, segue que f(x) — fi(x)™ -+ fo(z)" = 0. Desta forma, f(x) —
@) fu(2) € Pla) e como £(B) =0, entio £(3) — A(B) -+ £u(B) = A(B)™ - Fu(B)
€ POp. Assim, temos que Q:°---Q, C PQO.. Notemos que nao existe um outro ideal

primo M de Op que divide POp. Assim, @Qq,--- ,Qr sao os unicos ideais primos de O

que estao acima de P, o que implica que PO, = HQ (@1P) " Notemos que e(Q;|P) < e,
7=1

para todo j = 1,---,7. Pelo Teorema da Igualdade Fundamental (4.1.2)), temos que n =
> e(QiP)F(Q51P) =) e(QyIP) grau (f;) <) ejgrau(f;) = grau f = n. Logo, e(Q;|P) =
= j=1 j=1

ej, para j =1,--- 1. [ |

Exemplo 4.1.3 Sejam A = Z, K = Q e L = Q(+/7). Temos que o anel de inteiros de L
sobre A é Op = Z[\/T], pois T=3 (mod 4). Seja P = (3) um ideal primo de Z. Temos que
mingyV7T = x> — 7. Agora,

flx) =2 -T=2*—

=i
[
o
+
K
SN—
~~
[\
+
8
S~—
VR
S
&)
ISH
[@V)
QN
=
N———

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que
3Z[V7) = PQ, onde P = (3,VT+1) e Q = (3,VT+2).

Observacao 4.1.5 Um caso particular em que o Teorema de Kummer € utilizado é quando 1L
€ um corpo de numeros. Neste caso, temos que A = Z é um anel de Dedekind, K = Q € o
corpo de fragoes de 7 e . é um extensdao separdvel de K. Se O = Z[f], para algum ( € L,

podemos utilizar o Teorema.
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Exemplo 4.1.4 Sejam (o4 uma raiz 24-ésima primitiva da unidade e Q((a4) 0 24-ésimo corpo

ciclotomico. Temos que mingCes = ¢og(x) = 2% — 2 + 1. Agora,

Gor(w) = (% + 2+ 1)* <mod %m) c

Poa(r) = (2% + x4+ 2)*(2* + 22 + 2)* (mod ??Z[x]) )

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que
QZ[€24] = Q4, onde Q = <27 1 + §24 + C§4> €

3Z[Co) = S?R?, onde S = (3,2 + (s + (3,) e R= (3,2 4+ 2Cos + (3,).

Exemplo 4.1.5 Sejam p um nimero primo, (, uma raiz p-ésima primitiva da unidade e Q((,)

0 p-ésimo corpo ciclotomico. Temos que mingC, = ¢p(z) = 2?1 +---+x + 1. Agora,

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que
pZ[(,) = PP, onde P = (p,¢, — 1).

No que segue, sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fracoes, I uma extensao
de Galois de K de grau n, O, o anel de inteiros de L sobre A e G = Gal(L|K) o grupo de
Galois de IL sobre K. Veremos que em extensoes de Galois, dado um ideal primo P de A, o
ideal estendido POy, apresenta certas particularidades na sua decomposi¢ao como produto de

primos.

Proposicao 4.1.6 Se P € um ideal primo de A e Q) é um ideal primo de Oy, tal que QNA = P,
entao para todo o € G temos que o(Q) N A = P.

Demonstracao: Temos que P C ¢(Q)N.A. De fato, como QN.A = P, segue que P = o(P) =
c@NA) Caol@ No(A) =0c(Q)N A, pois o fixa A e P. Agora, como @) é um ideal primo
de Oy, segue que o(Q) também o é. Pela Proposigao (1.1.3), temos que o(Q) N.A é um ideal
primo de A. Como A é um anel de Dedekind e P C o(Q) N A, segue que P = o(Q) N A, pois
P é maximal e 0(Q) N A # A. ]
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Observagao 4.1.6 Pela Proposicao (4.1.6), temos que se um ideal primo Q) de Oy estd acima

de um ideal primo P de A entdo, para todo o € G, temos que o(Q) estd acima de P, ou seja,
g

se PO, = (H Qf) Q°Q, entao 0(Q) = Q ou o(Q) = Q;, para algum i =1,--- g e para todo
i=1

oe€d.

Definicao 4.1.7 Sejam I, J ideais primos de Op. Dizemos que I e J sao ideais primos

conjugados de Oy, se existe 0 € G tal que o(I) = J.

Proposicao 4.1.7 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes e L|K uma extensao
de Galois. Se P € um ideal primo de A, entao os ideais primos Q; de Oy que estao acima de P
sao dois a dois conjugados, tém o mesmo grau de inercia f e tém o mesmo indice de ramificacdao

e. Portanto,

g
P(’)L:HQf e n=efg.
i=1
Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que existem ideais primos Q e Q" de Oy, acima de
P tal que 0(Q) # Q' para todo ¢ € G. Em particular, Q # Q. Como Q" é um ideal maximal

’ , , . ’ ~ . . . .
de Oy, segue que () ) também o é. Assim, como @ e o(Q) ) sao ideais maximais de Oy, segue

que Q ¢ o(Q"), para todo ¢ € G. Pelo Lema (I.1.3), existe um elemento a € Q — U a(Q).

oeqG
Sendo « inteiro sobre A, pois a € @ C O, temos que Nyx(a) € A. Agora, H o(a) = Nyx(a)
oeG
¢ um elemento de ), pois existe o € G tal que o(a) = a € () e assim H o(a) = Ny(a) € Q.

ceG
Portanto Nyx(a) € @ NA = P. Por outro lado, o(a) nao esta em Q', para todo o € G, pois

Y , — _ / . . , .
caso contrdrio, terfamos que o' (o(a)) = a € 071(Q"), contrariando a hipétese feita sobre a.

Desta forma, Nyjx(o) = H ola) & Q', pois Q' é um ideal primo e assim P ¢ Q N A, o que

oeG
é um absurdo. Agora, como um automorfismo preserva todas as relacoes algébricas, segue que

preserva o indice de ramificagao e o grau de inércia. Logo, e; = e e f; = f, para todo i. Pelo
g

Teorema da Igualdade Fundamental (4.1.2), segue que n = Z e.fi=efg. |
i=1

Observacao 4.1.7 Notemos que em extensoes de Galois um ideal primo @) de Oy se ramifica

se, e somente se, () estd acima de um ideal primo P de A que se ramifica em Op. De fato, se

g
Q se ramifica em Oy, entao existe um ideal primo P de A tal que PO, = H Q5| Q°2, onde
i=1

g

e > 2. Logo, P se ramifica. Agora, se P se ramifica em O, como POy, = HQf, seque que
i=1

e > 1. Logo, todos os ideais que estao acima de P se ramificam em Oy.
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Exemplo 4.1.6 Sejam (o9 uma raiz 20-ésima primitiva da unidade e Q((s) 0 20-ésimo corpo
ciclotomico. Temos que mingCag = ¢oo(r) = 28 — 2% + 2t — 22 + 1. Agora,

Poo(z) = (2" +2° + 2* + v + 1)° (mod %[m]) e

Fool) = (z +2)*(x + 3)* <m0d %[w]) |

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que
2Z[Ca0] = Q°, onde Q = (2,1 + (a0 + Goo + Coo + Cao) @

5Z[Cx0) = S*RY, onde S = (5,2 + (o) € R = (5,3 + (o).

Notemos que Q((20)|Q ¢ uma extensio de Galois e, como foi mostrado na Proposicio (4.1.7),

temos que

5Z[Ca0) = (SR)™.

20
Neste caso, temos que e =4 e como efg = n, seque que f(R|5) = f(S]5) = n_ #l20)

eg 4.2
Definicao 4.1.8 Seja P um ideal primo de A. Para cada ideal primo @ de Oy satisfazendo
QN A= P, o conjunto

Dy (QIP) ={0 € G; 0(Q) = Q}

¢ um subgrupo de G = Gal(L|K), chamado de grupo de decomposicao de Q) com rela¢io ao

1deal P.

Observacao 4.1.8 SelL € uma extensao abeliana de K, os grupos Dy(Q;|P), parai=1,--- g,
onde 0s Q;s sao os ideats primos de Oy, acima de P, sao todos iguais, dependendo somente do
ideal P de A. Neste caso, denotaremos tais grupos simplesmente por Dy (P). Desta forma, se

g denota o numero de ideais acima de P, entao

card(D,(P)) = Z = ef.
4.2 Ramificagao e Discriminante

Para esta secao, sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragoes, . uma extensao finita
de K de grau n e O, o anel de inteiros de L sobre A. Veremos os ideais primos de A que se

ramificam em Op. Mostraremos que um ideal primo P de A se ramifica em Oy se, e somente
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se P divide o ideal Dy k. Desta forma, veremos que existe apenas um nimero finito de ideais

primos de A que se ramificam em Oy.

Observagao 4.2.1 Seja P um ideal primo de A. Como A € um anel de Dedekind, seque que
Op € um anel noetheriano. Pela Proposi¢ao (1.2.3), temos que Oy € noetheriano se, e somente

se, O/ POy é um anel noetheriano.
Lema 4.2.1 Tem-se que O/ POy, é um anel reduzido se, e somente se, Do, /po,yia/p) 7 10}

Demonstragao: Como .4 é um anel de Dedekind, pela Observacao (4.2.1), segue que O,/ POy,

¢ um anel noetheriano. Suponha que Op /POy, é reduzido. Pelo Corolario (1.2.4), temos que

g
0) = ﬂRi, onde os R;s sdo ideais primos distintos de Op/PO,. Para todo i = 1,---,g,
i=1

como R; é um ideal primo de Op/POy, segue que (OL/POL)/R; é um dominio. Além disso,
(OL/PO:)/R; é uma extensao finita e inteira de A/ P. Como A/P é um corpo, pela Proposigao
(1.5.2), segue que (O/POy)/R; é um corpo. Portanto, R; é maximal, para todoi=1,--- ,g.
Desta forma, R; + R; = O /PO, para todo ¢ # j. Pelo Lema (1.1.2), temos que

9 9
[1(0./POL)/Ri ~ (0./POL)/ T Ri = (0./POL)/{0) = (O./POL).
i=1 i=1
9
ASSim, pelo Lema (1.6.2), temos que D(O]L/POL)\(A/P) = HD(O]L/PO]L)/RHA/P' Como

(OL/POL)/R; e A/ P sao corpos, pela Proposigao (1.6.2), segue (Eé Doy /poy)/r AP 7 {10}
Logo, Do, /poyyia/p) # {0}. Reciprocamente, suponhamos que Op/PO; nao é reduzido. Se-
jam S = A—P, A =S4 P = PA ¢ O, = S7'0O,. Temos que O, /PO, ~ O, /P'O; e
A/P~ A'/P'. Assim, temos que O, /P’ O, nao é reduzido. Logo, existez € O, /P'O,; 7 #0, T
nilpotente. Seja {71, ,,} uma base de O, /PO, sobre A /P’ com Z = ;. Temos que 7,
¢ nilpotente, para todo j = 1,--- ,n. Logo, se definirmos oz : 0, /PO, — O,/PO,,
pOr 0z (G) = GIT;, para a € O, /P'O,, temos que Ozz, Possui os autovalores todos nu-
los e, portanto, TT(OI/L/P/O]/L)KA//P/)(:TJ:EJ-) = 0. Logo, a matriz traco <TT(OI’L/P'O]'L)I(A'/P')(ffj))
tem a primeira linha nula, o que implica que D(Oi/P'O]/L)l(A//P/)(x—h —oy @) = {0} e, assim,

D(O]/L/P,Oi)‘(A//P/) = {0}, o que é um absurdo. Portanto, Do, /po,)|4/p) 7 10} |

Teorema 4.2.1 Um ideal primo P de A se ramifica em Oy se, e somente se, Op/ POy nao é

reduzido.
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€
7

g
Demonstragao: Suponhamos que P se ramifica em Op. Seja PO, = H Q:", onde Q;s Sa0

=1
ideais primos de O e ¢; > 1, para todo 7 = 1,--- ,¢g. Como P se ramifica, segue que existe

ke {l,---, g} tal que ex > 1. Temos, pela Proposigao (4.1.4), que

g g
O/ PO =0,/ [] @5 =[] ow/@s

i=1 i=1

g

Mostremos que existe um elemento = = (z1 + Q7 -+ ,z, + Q4’) € H OL/QF tal que T # 0
i=1

e T é nilpotente. Como e, > 1, segue temos que sz C Qk. Logo, existe ap € Qf — Z’“

Seja T = (0 + Q?’ U 70 + Qz]i_117ak + szao + QZI:T’ T ;O + Q;g) 7é 6 Tomando r = €k,

temos que 7 = (04 Q-+, 0+ QF7, af* +QF, 0+ QP57+, 0+ Q5F) = 0, pois af* € Q.
g g

Logo, existe um elemento nao nulo nilpotente em HOL /Q5" e como H OL/Q;" ~ O,/ PO,

i=1 i=1
segue que Op/PO;, nao é reduzido. Reciprocamente, suponha que O /POy nao é reduzido.

g
Sendo POy, = HQei onde Qs sio ideais primos de O e e¢; > 1, para todo i, temos, pela

7
=1

g
Proposicao (4.1.4), que O,/ POy, ~ HOL/Q?. Do fato de O/ POy nao ser reduzido resulta

=1

9 g
que H OL/Q5 nao é reduzido. Logo, existe 7 = (21 + Q, -+ ,z,+ Qg’) € H OL/Q5" tal que
i=1 - ~ i=1
T #0ez" =0, para algum n € N*. Como Z # 0, segue que existe k € {1,--- , g} tal que

xr, & Q)F. Se e = 1, segue que xp & Qp. Agora T" = (x] + Q.-+ 2} + Q') = 0, 0 que
implica que z} € @Q;F. Como e, = 1, entdo z} € Q. Sendo @ um ideal primo, temos que

xTr € Q, 0 que é um absurdo. Logo, e, > 1. Portanto, P se ramifica em Oy. |

Corolario 4.2.1 Com as hipdteses do Teorema (4.2.1), P se ramifica em Oy, se, e somente se

Doy /poy)iasp) = {0}

Demonstracao: Temos, pelo Teorema (4.2.1), que P se ramifica em Oy se, e somente se,

O,/ POy nao é reduzido e, pelo Lema (4.2.1), temos que O /POy, nao é reduzido se, e somente

se, Doy /poy)\4/p) = {0} -

Lema 4.2.2 Sejam A, B anéis tal que A € um subanel de B, B é um A-mddulo livre com base

{z1, -+ ,2,} e P € um ideal primo de A. Se T = x + PB € B/PB, entao {71, -+ ,T,} € uma
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base de B/PB sobre A/P e

Ds/pBa/p) (@1, Tn) = Dgjal@y, -+, a).

Demonstragao: Temos que {77, -+ ,T,} é uma base de B/PB sobre A/P. Sejam x € B e

o, : B — B tal que 0,(a) = ax, para todo a € B. Temos que

o(x1) =221 = anry + -+ a1,

0(Tp) =TTy = @101 + -+ + AT

n

Logo, Trpja(z) = Za“' Agora, seja oz : B/PB — B/PB tal que 7z(a) = az, para todo

=1
a € B/PB. Temos que

0:(T1) =TT = a1 + PB=an 21 + -+ + Gn1 Tn,

0(T,) =TT, = 21, + PB =01, T1 + - + G, Ty

Logo, Trs,ps)4/p)(T) = Za_” Assim, Trg/pp)a/p)(T) = Trpa(z). Tomando z;; = x,x;,
i=1
temos que T'rg/pg)|a/p)(Ti T;) = Trga(z;x;), para todo 4, 5. Logo,

Ds/pB)ja/p)(T1, -+ Tn) = Dpja(x1, -+, 2n),
0 que prova o lema. |

Teorema 4.2.2 Um ideal primo P de A se ramifica em Oy, se, e somente se, Dyjx C P.

Demonstracao: Sejam P um ideal primo de A, S = A— P, A = S7'A, O, = S7'O, e
P' = A'P. Pela Proposicio (1.10.5), temos que A’ é um anel principal e, assim, segue que
O, 6 um A'-médulo livre de posto n. Seja {e1,...,e,} uma base de O, sobre A'. Suponha
que P se ramifica em Op. Pelo Corolédrio (4.2.1), temos que como P se ramifica em Oy, segue
que Do, /poy)a/p) = {0}. Agora, temos que A/P =~ A//P/ e O,/PO,, ~ OL,/P/OIL/. Desta
forma, D, 1/ proy 1y a sy = {0} Agora, como {e1, -+, e,} é uma base de O, sobre A', segue
que {e1,--- , &} é uma base de O /P' Oy sobre A'/P’. Logo, Do, ' p o,y ey € um ideal de

A /P gerado por D(OL'/P'OL/)KA'/P’)(e_l’ o+, 8y) e, assim, 0 = D(OL'/P’OL')|(A'/P')(6_1’ L) =
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DOUA/(el, ...,en) € A /P e, portanto, DO]'LIA’ (e1,...,e,) € P'. Agora, se {x1,...,2,} é uma

n
base de IL sobre K contida em Oy, entao z; € (’)I'L, para todo j = 1,--- ,n. Logo, z; = Z ;j€;,
i=1

com a;; € A5 =1,...,n. Desta forma, Do, ja(®y, ..., 2,) € A e DO[’L\A’(xlv CeyTp) =
det(aij)zDO[/L‘A/(el,...,en) € AP c P'. Assim, D(zy,...,2,) € AN P = P. Portanto,
Dy = (Dyw (@1, ... ,2,)) C P. Reciprocamente, se Dyjx C P e se {e1,...,e,} é uma base de
O, sobre A, entdao para i =1,...,n, temos que e; = %, comy; € Op e s e S. Assim,

)

Dygler,... en) = det(Tryz(ese;)) = det (TmK <Zyg)>

1 ! I /
= ——det(Truw(viy;)) = S*Z"DMK(yl, o) EAD CAP =P,

g2n
ou seja, Dyg(er,...,e,) € P'.  Assim, Dyx(er,...,e,) = 0 em A'/P' e portanto,
Do, spoy)iapy = {0}. Pelo Corolario (4.2.1), segue que P ramifica. ]

Exemplo 4.2.1 Sejam (g uma raiz 9-ésima primitiva da unidade e Q({y) o 9-ésimo corpo
ciclotomico. Temos que (Disc(Q(()|Q)) = (3%). Logo, o tnico ideal primo de Z que se
ramifica em Z[(o| € o ideal P = (3), pois é o unico ideal primo que divide o ideal gerado pelo

discriminante.

Exemplo 4.2.2 Sejam (13 uma raiz 13-ésima primitiva da unidade e Q((13) o 13-ésimo corpo
ciclotomico. Temos que (Disc(Q(¢13)|Q)) = (131372). Logo, o tinico ideal primo de Z que se
ramifica em Z[(13] € o ideal P = (13), pois € o inico ideal primo que divide o ideal gerado pelo

discriminante.

Corolario 4.2.2 Com as hipdteses do Teorema (4.2.2), tem-se que existe somente um nimero

finito de ideais primos de A que ramificam em O.
g

Demonstragao: Temos que Dyjx = H Pf onde P, s sao ideais primos de A. Pelo Teorema
i=1

(4.2.2), temos que um ideal primo P de A se ramifica se, e somente se, Dyx C P. Agora,

g
Dyx C P implica que H P C P. Como P é primo, segue que P, C P paraalgumi = 1,--- ,g.

i=1
Como P; é maximal, pois A é Dedekind, segue que P; = P, para algum ¢ = 1,...,g. Assim, se

ramificam em O, apenas os ideais primos P, --- , F,. |

4.3 Ramificacao e Diferente

Nesta secao apresentamos um resultado que relaciona os conceitos de diferente e ramificagao.

Para isto, sejam A um dominio de Dedekind, K seu corpo de fracoes, . uma extensao separavel
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de K de grau n e Oy, o anel dos inteiros de IL sobre A. Mostraremos que os ideais primos de
O que se ramificam sao exatamente os ideais primos de O que aparecem na fatoracao do
diferente.

g
Seja P um ideal primo nao nulo de A. Pelo Teorema (1.8.2), temos que PO, = HQ?,
i=1
onde os Q;s sao ideais primos de Op. Sejam

¢A—’A/P7 wO:O]L—>O]L/PO]L7 wi:OIL—>OlL/Qi7

os homomorfismos candnicos de anéis, para todo i =1,--- | g.

Sejam; : Op/ PO, — OL/Q5" ai-ésima projecao induzida do isomorfismo natural O,/ POy, ~
g
H OL/Q5". Assim, se y € Oy, entao

i=1

Yo(y) =y + PO e mi(¢o(y)) =y + Qf.

Essas fungoes sao naturalmente estendidas para os polinomios, pela acao dos coeficientes.
Sejam S=A—P, A =S4, 0, =510, e P =AP.
Omitimos a demonstracao do préximo lema por ser muito longa.
Lema 4.3.1 ([5], pag. 190) Se x € Oy, entao
g

W(Trye(a)) = ) ejlTroyjq (@) e

=1

g
Y(Ng(x)) = [ [[Noyjquarp (i ()]
7j=1

Observacao 4.3.1 Como A(L|K) € um ideal de Oy, e Oy, é um dominio de Dedekind segue,

pelo Teorema (1.8.2), que A(LL|K) pode ser escrito de modo inico como
A(LIK) = HQﬁz

/ ~ . . . ~ . .
onde ;s sao ideais primos de Oy, e s; > 0 sao inteiros.

Proposicao 4.3.1 Seja A(L|K) = HQiSi, onde Qs sdo ideais primos de Oy e s; > 0 sdo
i=1
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k
inteiros. Para todo i = 1,---,r, seja P, = Q; N A. Se P,Op = (H Rjaj> Qi € a fatoragao
j=1
de P;,Or em um produto de ideais primos de Op, entdo s; > e; — 1, parai=1,---,n

Demonstragao: Sejam Q) € {Q1, -+ ,Q,} e Py o ideal primo de A tal que @y N.A = P,.

Como @), esta acima de P, segue que

k
POy, = (H Rjaj> O\,

=1
/ ~ . . . / ~ . . .. . / _
onde R;s sao ideais primos de O_ e a;s sdo inteiros positivos. Sejam S = A — Py, A =8 A

k

e O = S7'0.. Pelo Coroldrio (1.10.2), temos que PAO; = <H (’)],LRj“J') 0,Q»%. Pela
j=1

Proposigao (3.2.4), temos que

Ap (LK) = O, A(LIK) = HOLQﬁz.

Assim, temos que

Ap, (LK)~ HO Q%

k
Mostremos que s, > ey — 1. Para isto, seja z € (H OiRﬁ“”) O]LQ)\I_E*. Vamos mostrar
j=1

k r
que x € Ap, (LIK)™? HO Q; " e, assim, (H (’)[/Lleaj> O,Q\' " C H(’)]/LQZ»’SZ', 0 que
=1 =
k
implica que 1 — ey > —s, e, portanto, s, > ey — 1. Seja entao x € (H O]ILle_“j> O, Q\' .
j=1
Como P, = AP, é um ideal principal de A’, segue que existe ¢ € K tal que P, = A't. Como

k k k

Ot =0, Py = (H O{LRﬁf) OLQ\*, segue que zt € (H OI'LR]-) 0.Q\ C (ﬂ OI'LR]-) NO.Q.
j=1 j=1 j=1

Desta forma, temos que Tryg(at) € A'P,. De fato, seja M a menor extensao de Galois

de K contendo L e Oy seu anel de inteiros. Temos que zt € S~'OyQ para todo ideal

primo @ de Oy tal que Q N A = P,. O mesmo acontece para todos os conjugados de

xt em M e, assim, Tryx(zt) = [M : L|Tryx(zt) € ﬂSflOM@ NA = AP, Assim,
Q
Tryx(at) = tTryg(z) € APy = A't. Portanto, Tryx(z) € A. Agora, se y € O, entdo
k

xy € H OLR}‘“") 0,0\ e Tryg(ry) € A, Assim, x € Ap, (L|K)™!, como querfamos. m
i=1
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Teorema 4.3.1 Seja A(L|K) = H Q7

onde Q;s sao ideais primos de Oy e s; > 0, para todo

1)

1 )

k
t=1,---,n. Fizado i, seja P, = Q; N A. Se PO, = <HR?]> Q5 entdo s; = e; — 1 se, e
j=1
somente se, a caracteristica de Op/Q; nao divide o indice de ramificagao e;.

Demonstragao: Para simplificar a notacao, faremos a demonstracao para ¢ = 1. Para os
demais fndices o processo é analogo. Sejam P, = QN A, S =A—- P, A = S'A P, =

AP e O]L = S7'O.. Suponha que a caracteristica de Op/Q; ~ O]L/ OI/LQl divide o indice de

ramificagao e;. Seja
k
[=0.Q: (H O{Lle‘“') .
j=1

Se mostrarmos que I C Ap, (L|K)™!, teremos que s; > e;, o que é um absurdo. Como A
é principal, segue que P, = tA’, onde t € K. Pela demonstracao da Proposu;ao (4.3.1),
temos que t € (H(’) R;* ) 0,Q%". Assim, dado = € I, temos que xt € H(’)]LRJ-. Logo,

j=1 j=1

k
xt € ﬂO;LRj. Pelo Lema (4.3.1), se v : A — A/P', ¢; : O, — O,JO.R;, j =
j=1
ke Yy 0 Op — O,/O.Q; sdo os homomorfismos canénicos, entdao ¥(Tryx(zt)) =
k

ZGJTT(O]’L/O]’LRJ-)\(A’/P’)(wj(xt» + elTT(O]/L/O]/LQl)KAI/P/)(z/;k+1(:ct)). Como zt € O, R;, para
j=1
todo j = 1,--- ,k, segue que ;(zt) = 0, para todo j = ,k. Logo, ¥(Tryx(xt)) = e

TT(O]'L/O]'LQQI(A’/P’)(¢k+1(xt))‘ Agora, como a caracteristica de O, /O, Q; divide e;, segue que
Y(Trye(at)) = 0 e, assim, Tryx(et) = tTrx(z) € PP = A't, ou seja, Tryx(z) € A" Dado
y € Oy, temos que zy € I e Tryx(zy) € A, o que implica que # € Ap (LK), como
queriamos. Reciprocamente, suponhamos que a caracteristica de Op /@ ~ OI’L/ O]/LQ1 nao di-
vide o indice de ramificacio e;. Seja z € O, um elemento tal que a imagem ¢4, () € O, /O, Q,
tem o trago nao nulo. Temos que existe y € OI'L, tal que y — x € OI’LQ1 ey € OI'LR?, para
j=1,2,--- k. Assim,

U(True(y)) = Z ajTT(o]’L/o]’LRj)|(A’/P’)(¢j (v)) + elT"’(o]’L/o]’LQl)|(A’/P’)(¢k+1(l’)) # 0,
j=1

pois e; ndo ¢ miltiplo da caracterfstica de O /O, Q. Assim, Tryx(y) ¢ P = A't. Logo
1 ! ! ’

Tryx (%) = ;Tmﬂ((y) ¢ A. Isto mostra que % ¢ Ap, (LIK)™'. Como Ot = O,Pey €

O, R%, parai=1,2,--- k, segue que % € 0.Q7" ¢ Ap (LIK)™! e assim nao é verdade que
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—ey; > —s1. Logo e; > s1 > ey — 1 e portanto, s; = e; — 1. [

Teorema 4.3.2 Um ideal primo @@ de Op se ramifica em Op se, e somente se, () divide o

diferente A(IL|K).

Demonstragao: Suponha que o ideal primo ) se ramifica em Op. Temos que existe um ideal

g

primo P de A tal que PO, = HRf’ Q°@, com sg > 2. Assim, pela Proposigao (4.3.1),
i=1

temos que sg > eg — 1 > 1. Logo, @ divide o diferente A(L|K). Reciprocamente, suponha que

g

(@ nao se ramifica em Q. Assim, existe P um ideal primo de A tal que PO, = (H Rfl) Q.
i=1

Logo, eg = 1. Como a caracteristica de Oy,/Q) nao divide o indice de ramificacao eq temos,

pelo Teorema (4.3.1), que sg = eg — 1 = 0. Logo, @ nao divide o diferente, o que contradiz a

hipétese. |

Exemplo 4.3.1 Sejam (g uma raiz 9-ésima primitiva da unidade e Q((9) o 9-ésimo corpo
ciclotomico. Como Q((o)|Q € uma extensio de Galois, temos que um ideal primo Q de Z[(o] se
ramifica em Z[(o| se, e somente se, ele estd acima de um ideal primo P de Z que se ramifica
em Z[(y]. Pelo Exemplo (4.2.1), temos que o inico ideal primo de Z que se ramifica em Z|[(o]

¢ 0 ideal P = (3). Como ¢o(x) = 2° + 2% + 1 = ming(y, seque que

Bo(@) = (24 2)° (mod 3%[:@]) |

Assim, pelo Teorema de Kummer, temos que

3Z[C) = Q°, com Q = (3,2 + ().

Dessa forma, o tunico ideal primo de Z[(o] que se ramifica € o ideal Q). Agora, pelo Teorema
(4.3.2), temos que o unico ideal primo de Z[(o| que aparece na fatoragao do diferente A(Q((o)|Q)
¢ 0 ideal Q. Como 3% = |Nyx(3)| = N(3Z[(]) = N(Q)°, seque que Nyx(Q) = 3. Pelo Teorema
(3.2.1), temos que Nyx(A(L|K)) = |Disc(L|K)| = 3°. Assim, temos que

A(LIK) = Q°.

4.4 Ramificacao em Corpos Ciclotomicos

Sejam (, = e» uma raiz n-ésima primitiva da unidade e Q({,) o n-ésimo corpo ciclotémico.

Nesta segao estudaremos quais ideais primos P de Z se ramificam em Z[(,] e quais ideais

101



primos @ de Z|[(,] se ramificam em Z[(,]. Com isto, serd possivel obter a fatoragao do diferente
A(Q(¢n)|Q). Além disso, dado um ideal primo @ de Z[(,] que divide A(Q(¢,)|Q) veremos uma

condicao suficiente para que Q # @, onde”denota a conjugacio complexa.

Proposicao 4.4.1 Sen € N* € tal que n # 2m, para algum m € Z, m impar, entdo 0s Unicos
ideais primos de Z que se ramificam em Z[(,] sdo da forma P = (p), onde p € primo e p divide

n.

Demonstragao: Consideremos a extensao Q((,)|Q. Sabemos que os ideais primos de Z sao

da forma P = (p), onde p é um niimero primo. Pelo Teorema (3.2.3), temos que

n¥m)
Do(¢alo = (Disc(Q((r)|Q)) = <g—> :

g
onde n = H pi', e p é a funcao de Euler. Agora, temos que
i=1

nP) e L eop(n)

o(n) @(n) @(n)

g
pi—1 1p1—1 Ce pg—1
i=1

Seja
J on) _ eilpi— D) — o) _ [exlp — 1)~ Upln)

pi—1 pi—1 pi—1
1

a; = e;p(n) —

Como p(p;¥) = (p; — 1)pi®~ e n # 2m; m {mpar, segue que a; > 1, para todo i = 1,--- ,g.

Logo,

(Disc(Q()|Q)) = (p1™ -+ - pg™) = (p1)™ -+ (pg)*?, com a; > 1, paratodo i=1,---,g.

Assim, os tinicos ideais primos que dividem (Disc(Q((,)|Q)) sao (p;), parai=1,---,g. Pelo

Teorema (4.2.2), sdo os unicos ideais primos de Z que se ramificam em Z[(,]. n

Exemplo 4.4.1 Sejam n = 48 e (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Temos que 48 =

213 e, assim, pela Proposicdo (4.4.1), temos que os tinicos ideais primos de 7 que se ramificam

em Z[(,] sio Py = (2) e Py = (3).
Observacao 4.4.1 Os ideais primos P de 7 sao da forma P = (p), p primo. Deste modo,
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diremos simplesmente que p se ramifica em Z[(,| quando nos referirmos ao fato de o ideal

primo P se ramificar em Z[(,].

Proposicao 4.4.2 Se (, € uma raiz n-ésima primitiva da unidade com n # 2m; m impar,
entao os tunicos ideais primos de Z[(,] que se ramificam em Z[(,] sao os ideais que aparecem

na fatoragao de pZ[(,| para todo primo p tal que p|n.

Demonstragao: Como Q((,)|Q é uma extensao de Galois, segue que um ideal primo @ de
Z[(,) se ramifica em Z[(,] se, e somente se, @) estd acima de um ideal primo P de Z que se
ramifica em Z[(,]. Pela Proposicao (4.4.1)), temos que os ideais primos de Z que se ramificam
em Z[(,] sao os ideais gerados por p tal que p é primo e p|n. Assim, se ramificam em Z[(,] os

ideais primos que aparecem na fatoracao de pZ[(,] tal que p é primo e p|n. |

Corolario 4.4.1 Se (, ¢ uma raiz n-ésima primitiva da unidade tal que n # 2m, com m
impar, entao os ideais primos de Z[(,] que aparecem na fatoracdio do diferente A(Q((,)|Q) sdo
exatamente os ideais primos de Z[(,] que estio acima dos ideais primos p de Z tal que p €

primo e p|n.

Demonstracao: Seja A(Q(¢,)|Q) o diferente de Q((,) sobre Q. Pelo Teorema (4.3.2), temos
que um ideal primo de Z[(,] se ramifica se, e somente se, ele aparece na fatoragao do diferente.
Pela Proposigao (4.4.2), temos que se ramificam em Z[(,] os ideais primos que estao acima dos
ideais p tal que p é primo e p|n. Portanto, sdo estes os ideais que aparecem na fatoragao do

diferente. n

Observagao 4.4.2 Sejam (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade, Q((,) o n-ésimo corpo
ciclotomico e p € Z um numero primo. Como Q((,)|Q é uma extensao de Galois seque, pela

Proposicao (4.1.7), que se P = (p), entao
9
PZIGa) = PZIG) = [ @
i=1

onde 0s Qs sdo ideais primos de Z[C,], e € um inteiro positivo e f(Q;|P) = f, para todo
i =1,---,9. Agora, pela Observagio (4.1.8), como Q((,) € uma extensao abeliana de Q,
seque que 0s grupos Do,y (Qi|P), para i =1,--- g, sao todos iguais e iremos denotd-los por
Dq(c.)(p). Seja & a conjugacdo complexa. Se & & Dy, (p), entio 7(Q;) # @i, Vi=1,---,g.
Mas, como 7(Q;), Yi = 1,---,g, € um ideal primo de 7Z[(,| que aparece na fatora¢ao de

pZ[C,], seque que para cada i = 1,--- g, existe um unico indice k € {1,--- , g}, k # i, tal que
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7(Q:) = Qi = Qi. Notemos também que Qi = Q;. Sem perda de generalidade, podemos supor
que Q_g = Q1, Qg1 = Q2, -+ . Desta forma, reordenando os ideais de maneira conveniente,

temos que se & & Dg,)(p), entao

PL[G) = (@1Q2 -+ QypQ1 Q2 -+ Qyp2)”.

Pelo Teorema da Igualdade Fundamental (4.1.2), temos que gef = p(n) = [Q((,) : Q. Desta
forma, g = ﬂ;},) ¢ o nimero de ideais primos distintos que aparecem na fatora¢ao de pZ|(,).
e

No que segue, iremos estudar quando & € Dg,)(p) para todo primo p tal que p|n.

Observacao 4.4.3 Notemos que se p { n, entdo p ndo se ramifica em Z[(,]. Desta forma,

ezleg:@.

f

Observagao 4.4.4 Seja p um nimero primo tal que p|n. Podemos escrever n = p*t; k> 1 e
p1t. Como ptt, seque que p ndo se ramifica em Z[G), isto é, pZ[G] = PPy -+ Py, onde os P, s

sao ideais primos distintos de Z[(;] e possuem o mesmo grau de inercia f.

Proposigao 4.4.3 Sejam (, uma raiz n-ésima primitiva da unidade e n = p*t; k> 1, ptt, p
primo. Se pZ|G] = PiPy---P,; P # P; se i # j, € a decomposi¢do de p em ideais primos de
Z[(), entdo

PZ[Ga) = (Q1Q2 - - QT)@(pk)u

onde Qq,- -+ ,Q, sao ideais primos de Z[(,] acima de Py,--- | P,, respectivamente e f(Q;|P) =
f(B|P), para todo i =1,--- ,r.

Demonstragao: Temos que pZ[(:] = R##") onde R = (1 — Cpr ) Z[Cpr] é um ideal primo de
Z[Cp). J& PZI() = PPy -+ Py, onde os P.s sdo ideais primos distintos de Z[¢;], com grau de
inercia f. Fixemos Q1,---,Q, ideais primos de Z|[(,] acima de Pj,--- , P,, respectivamente.
Temos que @; estd acima de p para todo 7, pois Q; NZ = Q; N (Z[(;]NZ) = (Q:NZ[G])NZ =
P;NZ = pZ. Desta forma, segue que @); estd acima de R, para todot =1,--- ,r. De fato, temos
que Q;NZ[(yr] é um ideal primo de Z[(,x] e como @); esta acima de p, segue que Q; NZ[(x] = R,
pois R ¢ o tnico ideal primo de Z[(,+] acima de p. Logo, pZ[(,] = (Q1 -+ QrQr+1 - - - Qs)°, onde
Qs sdo ideais primos de Z[(,], com grau de inercia f. Pelo Teorema da Igualdade Fundamental

(4.1.2), temos que séf = p(n). Agora, temos que

¢ = e(Qilp) = e(Qi|R)e(RIp) = e(Qi|R)p(p*) e
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f=1Qilp) = F(QilP)f(Plp) = f(QilP) .

Asiim, p(n) = sef = se(Qi|R) p(p*) f(Qi|P) f = re(*) f = ¢(p*) ¢(t) = ¢(n), pois r =
#. Logo, se(Q;|R) ¢(p*) f(Qi|P,) f = rp(p*) f, o que implica que, se(Q;|R) f(Q4|FP;) =,

com s >ree(Q;|R) > 1, f(Q:|P;) > 1. Portanto, r = s, e(Q;|R) = f(Q;|P;) = 1. Desta forma,
e=p(p*) e [ = [, 0 que implica que pZ[G,] = (Q1 - Q)?") e [ = [(Qilp) = f(Pilp). =

O préximo teorema segue sem demonstragao por apresentar demonstragao longa.

Teorema 4.4.1 ([6], pag. 76) Se (, = e e p um miumero primo tal que n = pt; p 1t
e k >0, entio pZ[¢,] = (Q1---Q,)¢, onde os Q;s sio ideais primos de Z[(,], e = p(pF) e

f=0:(p) (ordem de p em Z;"). n
Corolario 4.4.2 Se p 1 n, entdo existem r = @ ideais primos distintos de Z[(,| acima de
p, onde f = O,(p) (ordem de p em Z[(,]")

Demonstragao: Basta notar que se p nao divide n, entao e = 1. Logo, r = gp(fn)) com
f = 0,(p) (ordem de p em Z[(,]"). ]

Exemplo 4.4.2 Sejam n = 18 e p = 5. Temos que p { n, assim pelo Coroldrio (4.4.2),

18
existem r = (18) ideais primos distintos de Z[(is] acima de 5, onde f = O15(5) = 6. Logo,
p(18) 6 . S .
r= e == 1. Desta forma, existe um tnico ideal primo Q) de Z[(is] tal que 5Z[(1s] = Q.

Segue que 5Z[(1s] € um ideal primo de Z[(s).

Estamos interessados em saber se a conjugacdo complexa ¢ € Dg,)(p), para todo n e
todo p primo tal que p divide n. O préximo resultado de [12] nos dd uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que a conjugagao complexa pertenca a Dg(c,)(¢) quando n = pg, com p,q
primos distintos. No que segue, generalizamos este resultado para todo n e mostramos com
um contra-exemplo, no final da secao, que no caso geral a condicao é apenas suficiente e nao

necessaria.

Corolario 4.4.3 ([12], pag. 69) Sen = pq, com p,q primos distintos, entio & € Dy,,)(q) se,
e somente se, Op(q) =0 (mod 2). m

Proposigao 4.4.4 Sejam n = p*t; k > 1, p 1 t, p primo, L = Q((.), K = Q(¢{) e 7 a
conjugag¢ao complexa. Se o € Dy(p), entdo o € Dx(p).
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Demonstragao: Como p 1 ¢, segue que p nao se ramifica em Z[(;]. Desta forma, pZ[(;] =
P\P,---P,, onde os P, s sao ideais primos distintos de Z[¢;]. Pela Proposicao (4.4.3), temos que
pZlC] = (Qy1 - -+ QT)S"(pk), onde os Q;s sdo ideais primos distintos de Z[(,] e Q; estd acima de P;,
para todo i =1,--- ,r. Se ¢ € Dy(p), entao (Q;) = Q;, para todo i = 1,--- ,r. Agora, temos
que d(P) = a(Q; NZ[G]) C a(Q;) Na(Z[¢]) = Q; NZ[G]) = P, paratodoi=1,---,r. Como
a(P;) e P; sao ideais primos de Z[(;] e Z[(;] é um anel de Dedekind, segue que 6(F;) = P;, para

todoi=1,---,r, o que implica que & € Dg(p). u

Proposicao 4.4.5 Com as notagées da Proposicio (4.4.4l), se @ € Dx(p), entio Oi(p) = 0,
(mod 2).

Demonstragao: Como p 1 t, pelo Corolério (4.4.2)), segue que existem r = ideais primos

O(p)
distintos de Z[(;] acima de p. Mas, pela Observagao (4.1.8), temos que card (Dx(p)) = 20) =
O:(p). Assim, se 6 € Dg(p), entdo O(a) = 2 divide card(Dx(p)) = O¢(p). Desta forma, gegue
que Oy(p) =0 (mod 2). ]

Corolario 4.4.4 Nas condigoes anteriores, se Oy(p) =1 (mod 2), entao ¢ & Dy(p).

Demonstracao: Notemos que se d € Dy (p), pela Proposicao (4.4.4), segue que € Dg(p) e,
pela Proposicao (4.4.5), que O,(p) =0 (mod 2). Logo, se Oy(p) =1 (mod 2), entdo & ¢ Dy(p).

Exemplo 4.4.3 Sejam n = 20 e L = Q((o0). Temos que 20 = 225. Agora, Ox2(5) =1 =1
(mod 2), o que implica que & ¢ Dy(5). Pelo Exemplo (4.1.6), temos que 5Z[(s] = (SR)™.

Desta forma, como & & Dy(5), seque que S = R e, assim,
5Z[C20] = (55)4-

Observacao 4.4.5 Notemos que Oy(p) =0 (mod 2) nao implica que & € Dy(p). O prdzimo

exemplo mostra isso.

Exemplo 4.4.4 Sejam L = Q(Ca4) € ¢ = Coa. Temos que ¢og(x) = 2% — 2% + 1 = mingla e,

assim,

Poa(r) = (2 + 2 + 2%)*(2 + 27 + 2?)? (mod 3%[3:]) .

Desta forma, pelo Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

3Z[Cos) = S*R?, onde S = (3,2 +C+ (%) e R=(3,2+2¢ + ¢?).
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Agora, temos que Og(3) =2 =0 (mod 2) e, no entanto, c & Dy(3). De fato, mostremos que
S =R. Seja x = 3(ag + a1{ + az¢? + azC® + asC* + asC® + agC® + a7¢7) + (2 + ¢+ ) (bo + biC
+boC? +03C3+bsC b5 +06C+0:C7) € S, onde a;, b; € Z, para todoi = 0,1,--- ,7. Temos que
T = (3ag+3ay+2bg+ by +b3+204) + (3az + by + by +2b3)C + (3ag + by + b1 +2b9)(? + (3ay + bo + 20,
—b7) 3+ (—3ay—by—b3—2bs—bg—b7)*+(—3az—3a7;—by —by—2b3—bs—b—2b7) (°+(—3as—3ag—by
— by — 2by — by — b5 — 2b6)C5 + (—3ay — 3as — by — 2by — by — by — 2b5)(". Assim, seT € R = (3,2
+2¢+C?), entio T = 3(dy+di(+doCP+d3(3+dsCr+dsCC+deCO+drCT)+(242C+C3) (fo+ f1l+ foC?
+ 38+ faCt 4 55 + f6CO + f2¢T), para inteiros d;, f;, comi=0,1,--- 7. Fazendo as contas,
temos que se tomarmos dg = 0, di = a3 —by+11by+6b3, dy = as—bg—by1+6by, d3 = a; —by+0b7,
dy = ag+bg+ b7, ds = —az — a7 + by + by + b5 + bg, dg = 2a9 — a2 + 2a4 — ag + by + by + by + b5,
d7; = 2ap—a1+2as—as+by+by, fo =0, f1 = 2b1—16by—8b3, fo = 2by+8by+8bs, f3 = —4b3—2by,
fa=—4by — 2bg, f5 = —2by + 2by + b3 — 2bs5, fo = —3ag — 3ag — 2by — by — b3 —2b— 4+ 3d e
f- =0 temos que T € R. Logo, S C R. Como S e R sdo ideais mazimais, seque que S = R.

Portanto, ¢ ¢ Dy(3).
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Capitulo 5

Reticulados no R"™

Neste capitulo, veremos o conceito de reticulados no R". Este conceito surgiu a partir do
problema de como cobrir o espaco R" com esferas de mesmo raio, de forma que quaisquer duas
esferas se toquem em apenas um ponto e ocupem a maior parte do espaco possivel. Na Secao 5.1,
apresentamos a definicao de reticulados no R", alguns exemplos, alguns parametros e algumas
de suas principais propriedades. Na Secao 5.2, apresentamos os conceitos de empacotamento

esférico e empacotamento reticulado.

5.1 Definicao

Nesta secao, apresentamos a definigao de reticulados no R" e alguns de seus parametros, como

matriz de Gram, determinante do reticulado, diversidade e distancia produto minima.

Definigao 5.1.1 Seja 8 = {vy, -+ , v} um conjunto de vetores do R" linearmente indepen-
dentes sobre R, com m < n. Chamamos de reticulado de dimensao m ao subconjunto do
R"™ da forma
Hs = {a: € R" tal que x = Zaivi com a; € Z} .
i=1

O conjunto 3 é chamado de base de Hpg.

Observacao 5.1.1 Notemos que um reticulado Hg no R" é um subespago vetorial do R".
Desta forma, Hg é um subgrupo aditivo do (R",+). Em particular, a soma ou a diferenga de

quaisquer dois vetores do reticulado € ainda um vetor do reticulado.

Observacao 5.1.2 Notemos também que Hg € um conjunto de pontos discretos, ou seja, para

qualquer conjunto compacto KC do R"™, temos que Hg N K € finito.
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Definicao 5.1.2 Seja Hz C R™ um reticulado com base = {vy,--- v}, m <n. O conjunto

Pg:{xeR”:x:Z/\ivi, OS)\¢<1},

=1

¢ chamado de regiao fundamental ou dominio fundamental de Hg com relagao a base

B=Avr, - vm}

Exemplo 5.1.1 Consideremos 5 = {(1,0),(0,1)}. O reticulado Hg gerado por (3 é dado por
Hp = {a(1,0)+b(0,1);a,b € Z} = {(a,b); a,b € Z} = Z*. A figura a sequir mostra o reticulado

e sua regiao fundamental.

No que segue, consideraremos apenas o caso em que m = n, ou seja, estudaremos reticulados

n-dimensionais no R".

Existem muitas bases diferentes que podem definir um mesmo reticulado. A proposicao
seguinte nos da uma condicao necessaria e suficiente para que um conjunto de vetores linear-

mente independentes seja uma base de um dado reticulado.

Proposicao 5.1.1 Sejam Hg um reticulado com base § = {vi,...,v,} e {e1, - ,e,} um

conjunto de vetores de Hp linearmente independentes tal que e; = Z%‘j%’; com a;; € 7.
j=1

Tem-se que {e1,- -+ ,en} € uma base de Hg se, e somente se, det(A) = £1, onde A = (ay)} ;-
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Demonstracao: Sejam 3 = {vy,...,v,} uma base de Hg e {e1, - ,e,} um conjunto de

vetores de Hg linearmente independentes tal que

€1 ain a2 - Qin U1

€n ap1 Ap2 -+ Qpp Un,
Temos que {ey, -+ ,e,} é uma base de Hg se, e somente se, A = (a;;);;_; ¢ a matriz mudanca
de base, o que é equivalente a det(A) = £1. n

Observacgao 5.1.3 Seja um reticulado Hg no R™. Uma vez que Hg pode ser definido por mais

de uma base, passaremos a denotd-lo por A ao invés de Hg.

Defini¢ao 5.1.3 Sejam A C R" um reticulado e = {vy, -+ ,v,} uma base de A. Se v; =

(Vi1,*++ ,Um), para i =1,--+ ,n, chamamos de matriz geradora do reticulado A a matriz
Vi1 Y1z - Ui
V21 V22 -+ U2p
M =
Un1 Un2 -*° Upp

A matriz G = MM?*, ondet denota a transposta, € chamada de matriz de Gram do reticulado.

Com as mesmas hip6teses da Definigao (5.1.3)), temos que o reticulado A pode ser descrito
por

A ={A\M tal que X € Z"}.

Observacao 5.1.4 Note que da mesma forma que mais de uma base pode determinar o mesmo
reticulado A também mais de uma matriz geradora pode determind-lo. No entanto, o modulo do
determinante de qualquer matriz geradora de A é sempre o mesmo. De fato, sejam {f1,--- , fu}

e {vi, - ,v,} duas bases do reticulado A, tal que f; = (fir, -, fin) € vi = (Vi1, -+ ,Vin), para

n
todo i. Temos que se f; = E a;jvj, com a;; € Z, entdao
Jj=1

|d€t(fz'j)zj=1‘ = ‘det<aij>;’fj:1} ‘det(vij)ijll = |d€t(Uz’j)2j:1

Y

pois |det(a;;)| = 1.
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Definigao 5.1.4 Seja A C R" um reticulado, 8 = {v1, -+ ,v,} uma base de A e Py sua
regiao fundamental. Se v; = (v, , Vi) , parai = 1,---  n, definimos o volume da regiao

fundamental P, como o médulo do determinante da matriz geradora M, isto €,

V11 V12 -+ Vin

V21 Va2 -+ U2y
vol(Py) = |det

Un1 Un2 *°° Unn

Notemos, pela Observagao (5.1.4), que o volume da regidao fundamental estd bem definido,

pois independe da base do reticulado considerada.

Observacao 5.1.5 Sejam A C R" um reticulado e M, N duas matrizes geradoras de A.
Seja Gi = MM! e Gy = NN matrizes de Gram de A. Temos que existe uma matriz in-
versivel A tal que M = AN. Logo, Gy = ANN'A*. Desta forma, det(G1) = det(ANN'A") =
(det(A))*det(NN?) = (det(A))*det(Gy). Como A € inversivel, temos que det(A) = +1. Assim,
det(Gy) = det(Gs). Portanto, o determinante da matriz de Gram independe da matriz geradora

utilizada.

Definicao 5.1.5 Consideremos as mesmas hipdteses da Defini¢io (5.1.3). O determinante
do reticulado A ¢ definido por
det(A) = det(G),

onde G € uma matriz de Gram do reticulado A.

Exemplo 5.1.2 Sejam (5 = {(3,-2,4),(1,0,2),(0,0,—1)} um conjunto linearmente indepen-

dente e A o reticulado gerado por 3. Uma matriz geradora de A € dada por

3 -2 4
M=]11 0 2
0 0 -1
Sua matriz de Gram é
3 -2 4 3 1 0 29 11 -4
G=MM'=|1 0 2 20 0 =] 11 5 =2
0O 0 -1 4 2 -1 -4 -2 1



Assim, det(A) = det(G) = 4.

Observacgao 5.1.6 Como a matriz de Gram é dada por G = MM?", onde M ¢ a matriz que
contém os vetores vy, --- ,v, em suas linhas, seque que cada ij-ésima entrada de G € dada pelo

; — t
produto interno (v;,v;) = v;.0;".

Definicao 5.1.6 Um reticulado A € chamado de reticulado inteiro se sua matriz de Gram

tem todas as entradas em 7.
No que segue, seja A um reticulado n-dimensional definido por uma matriz geradora M.

Definicao 5.1.7 Seja B uma matriz inteira n X n. Um sub-reticulado de A é um reticulado

dado por
A = {\BM, tal que \ € Z"}.

Exemplo 5.1.3 Seja 3 = {(2,0),(0,3)}. O reticulado A, gerado por 3 ¢ dado por
A ={a(2,0)+b(0,3); a,b e Z} ={(2a,3b); a,be Z}.

A figura a sequir mostra o reticulado e sua regiao fundamental.

Notemos que o reticulado A é um subreticulado do reticulado Z* do Ezemplo (5.1.1). De

10
fato, A = {ABM; X € Z"}, onde M = ¢ uma matriz geradora de Z* e B =
01
2 0
0 3
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Definicao 5.1.8 Dado um reticulado A, dizemos que A" € uma versao escalar de A se A" €
obtido multiplicando todos os vetores de A por uma constante ¢ € R, isto é, A" = cA. Quando

c € 7, temos que A" € um subreticulado de A.

Definicao 5.1.9 Dados dois vetores x,y € R", definimos a diversidade, ou a distancia de

Hamming, de x ey como

div(z,y) =#{i, v; #y;, 1=1,...,n}.

Definigao 5.1.10 Dado um subconjunto S C R", a diversidade, ou a distancia minima de

Hamming, de S € definida por
div(S) = min{div(z,y) | * # y,x, y € S}.

Todo reticulado A é um subconjunto do R". Desta forma, podemos estender as Defini¢oes
(5.1.9) e (5.1.10) para reticulados. Como reticulados tém estrutura de grupo, isto é, a soma de
quaisquer dois pontos de A estda em A, podemos reformular a definicao de distancia de Hamming

entre dois vetores.

Defini¢ao 5.1.11 Seja A C R™ um reticulado e x = (z1,...,x,) € A.
o A diversidade de x ¢ definida como o nimero de x;s nao nulos.
e A diversidade de A ¢ definida como div(A) = min{div(z); x € A, = # 0}.

Exemplo 5.1.4 Consideremos o reticulado A = {\M; X\ € Z"}, onde

1 000

01 00
M =

0010

11 1 1

2 2 2

Temos que A = {a1(1,0,0,0) + a2(0,1,0,0) + a3(0,0,1,0) + a4(%,%, %,%); a; € Z}. Agora,

div(A) = min{div(z); x € A, x # 0} = 1. Este reticulado é conhecido como Dy.

Definigao 5.1.12 Sejam A um reticulado em R™ com diversidade | <n e x = (x1, -+ ,x,) €

A. Definimos:
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e A distancia [-produto de x por d.(z) = H |z;].
;70

e A distancia [-produto minima de A por dé,min

(A) = min{dL(z) | z # 0,z € A}.
Defini¢ao 5.1.13 Sejam A C R™ um reticulado com diversidade n e v = (x1,--+ ,x,) € A.

e A distancia produto de x ¢ definida como d,(z) = H |z;].
i=1

e A distancia produto minima de A € definida como dy, pmin(A) = min{d,(x) | © € A,

x # 0}.

Exemplo 5.1.5 Nas mesmas condicoes do Exemplo (5.1.4), temos que (2,3,0,0) € A. Assim,
d,'(2,3,0,0) = 2.3 = 6.

5.2 Empacotamento Reticulado

Nesta secao veremos o conceito de empacotamento esférico e algumas propriedades de empa-

cotamento reticulado.

Definicao 5.2.1 e Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento
no R™, € uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R" de forma que a intersecdao de
quaisquer duas esferas tenha no mdzimo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento

indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

e Um empacotamento reticulado ¢ um empacotamento em que o conjunto dos centros

das esferas formam um reticulado A no R".

Exemplo 5.2.1 Considere A = Z? um reticulado. Se tracarmos esferas de raio r = % centra-

1
2
lizadas em cada ponto de A, teremos um empacotamento reticulado.

Observacao 5.2.1 FEstudar empacotamentos reticulados equivale ao estudo de reticulados. FEs-
tamos interessados nos empacotamentos associados a um reticulado A em que as esferas tenham
raio mdzximo. Para a determinac¢do deste raio, observe que firado k > 0, a intersecao do con-
gunto compacto {x € R";|z| < k} com o reticulado A € um congunto finito, visto que A é

um conjunto discreto. Assim, seque que o nimero Ny, = min{|\|; X € A, X\ # 0} estd bem

definido.

Definigao 5.2.2 Sejam A um reticulado € Ay, = min{|Al; X € A, X #0}. O nimero (Ayin)?

é chamado de norma minima do reticulado.
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Amin

5 € 0 maior raio para o qual € possivel distribuir

Observacao 5.2.2 Observamos que p =

esferas centradas nos pontos de A e obter um empacotamento.

Defini¢ao 5.2.3 Seja B(p) a esfera com centro na origem e raio p. A densidade de empa-

cotamento de A ¢ definida por

Ve

volume da regido coberta por uma esfera  Vol(B(p))  Vol(B(1))p
volume da regido fundamental © Vol(Py) — Vol(Py)

A(A) =

Definicao 5.2.4 Definimos a densidade de centro do reticulado A por

n

p
S(A) = Tol P

Exemplo 5.2.2 Sejam 5 = {(1,0,0),(0,2,0),(1,0,3)} e A o reticulado gerado por (3. Temos

que

A ={a(1,0,0) +0(0,2,0) + ¢(1,0,3); a,b,c € Z} ={(a+ ¢, 2b,3c); a,b,c € Z}.

min

Assim, Npin = min{|A|; X € A, X # 0} =1, o que implica que p = = 1/2 é o maior raio

para o qual € possivel obter um empacotamento. Também,

100
Vol(Pa)=|det| 0 2 0 || =6,
10 3
Vol(B(1))p* _ (5)m(y)
A(A) = _ ) T 0873
M) = —amy 6 36 ‘
() 1
S(A) = ~ZL = — ~ 0,020833.
W= =5=0

Exemplo 5.2.3 Sejam 3 = {(1,0),(1/2,v/3/2)} e A o reticulado gerado por 3. Temos que
A = {a(1,0) +b(1/2,v/3/2); a,b,€ Z}. A figura a sequir mostra o reticulado A.

115



[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
@ @ . d ®
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

Amin . . .
Temos que Npin, = min{|A[; A € A, X #0} =1. Assim, p = 5 = 1/2 é o maior raio para

o qual € possivel obter um empacotamento. Também,

Vol(Py) = |det 1;2 \/;)/2 =/3/2,
_VaBL)pyt (T w
A(A) Vol(Py) 8 \/E_O,9069 e
S(A) = (3)° - = 0,2886751.

B V12
O reticulado deste exemplo é conhecido como As ou reticulado hexagonal. Em [15] vemos que

este € o reticulado com maior densidade de centro no R2.
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Capitulo 6

Reticulados Algébricos

Seja K um corpo de ntumeros de grau n. Neste capitulo apresentamos um método para a
geracao de reticulados no R". O método consiste na aplicagao de determinados homomorfismos
a certos Z-moédulos livres de posto n contidos em K. Os reticulados gerados por este método
sao conhecidos como reticulados algébricos.

A vantagem de obter reticulados por este método é que podemos identificar os pontos do
reticulado no R" com os elementos de K. Desta forma, podemos utilizar algumas propriedades
do corpo K no estudo de tais reticulados.

Sendo K um corpo de ntimeros de grau n temos, pelo Teorema (1.3.3), que existem exata-
mente n homomorfismos distintos 0; : K — C, j =1,--- ,n. Se 6 : C — C ¢ a conjugacao
complexa, entao para todo j = 1,...,n, temos que 0 o 0; = o0y, para algum 1 <k < n, e que
goo; = o; se, e somente se, 0;(K) C R. Desta forma, temos que os homomorfismos imaginarios
aparecem aos pares, isto €, se o; ¢ imaginario, existe k tal que 7 o 0; = oy,.

Assim, usando r; para denotar o nimero de homomorfismos reais e ro 0 nimero de pares

de homomorfismos imaginarios, podemos reordenar os homomorfismos oy, ..., 0, de modo que
01,...,0. sejam os homomorfismos reais e que 0,41, ..., 0 12, Sejam 0os homomorfismos ima-
ginarios com O, 4p,4+i = 0 © Oy 44, Para ¢ = 1,--- ,ry. Notemos que n = ry + 2r,.

Na Secao 6.1, apresentamos o homomorfismo de Minkowski, na Sec¢ao 6.2, o homomorfismo

Torcido e na Secao 6.3 a Perturbacao de Imersao Canonica.

6.1 Homomorfismo de Minkowski

Uma das aplicagoes do homomorfismo que iremos definir nesta secao ¢é a geracao de reticulados

no R™.
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Definicao 6.1.1 Seja K um corpo de nimeros de grau m. Consideremos o homomorfismo
injetivo de anéis

ox : K — R"

T (O-l(‘x)v cees Oy (l’), §R<0-7"1+1<x>>7 %(UT1+1($))7 e 7§R(0-7“1+7"2 (I))7 %(Url-&-?"z(x)))v

onde R representa a parte real e & representa a parte imagindria, respectivamente, do niumero

complexo. Tal homomorfismo é chamado de homomorfismo canénico ou homomorfismo

de Minkowski de K em R".

Exemplo 6.1.1 Sejam ( = (5 uma raiz 5-ésima primitiva da unidade e K = Q({5) o 5-ésimo
corpo ciclotomico. Temos que 0os Q-homomorfismos de K em C sao dados por {o1,02,03,04},
onde 0;(¢) = ¢, para i =1,--- 4. Agora, 0;(K) € R, para todo i = 1,2,3,4. De fato, basta
notar que 0;(C) € R, para todo i = 1,2,3,4. Neste caso, temos que K € totalmente imagindrio,
assimr; =0 ery = 2. Notemos que Goog; = 04 e G009 = 03. Reorganizando os homomorfismos

de maneira conveniente, temos que O homomorfismo de Minkowski é dado por
) 4
ok : K— R

7 +— (R(o1(x)), S(01(x)), R(0a(2)), S(0o2(2)))-

Exemplo 6.1.2 Seja L = Q({;) o T-ésimo corpo ciclotomico e K = Q(C + (™) seu subcorpo
real mazimal. Temos que os Q-homomorfismos de K em C sao dados por {o1,09,03}, onde
oi(Cr + G = C% + C{j, para j = 1,2,3. Neste caso, temos que K € totalmente real, pois
0;(K) C R, para todo j =1,2,3. O homomorfismo de Minkowski é dado por

ox : K — R3

x+— (01(x), 09(x), 03(2)).
A préxima proposicao mostra como o homomorfismo de Minkowski gera reticulados no R".

Proposicao 6.1.1 ([3/, pag. 56) Sejam K um corpo de nimeros de graun e ox : K — R™ o
homomorfismo de Minkowski. Se M C K é um Z-mddulo livre de posto n e se {x;}1<j<n € uma

Z-base de M, entao ox(M) é um reticulado no R™ com base {ox(x1),- - ,0x(x,)} e volume

9

Vol(ow(M)) = 27" |det(a; (1))} s
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onde r9 € 0 numero de pares de homomorfismos imagindrios. |

Se {z1, -+ ,x,} é uma Z-base de M C K, entdao a matriz geradora do reticulado ox(M) =

{Z a;iox(x;); a; € Z} ¢ dada por

=1

or(z1) . o (m1) R(opa(21) S(omea(@)) oo R(orgn (1) (0040, (21))
or(z2) ... on(w2) R(op41(22) S(om41(22)) o0 R(Or4r(T2)) (0011, (22))
01 (xn) <o Opy ($n> §R(Urﬁrl(l’n)) %(Urﬁl (xn)) e §R(‘7r1+r2 (xn)) %(Urﬁrz (xn))

Exemplo 6.1.3 Sejam K = Q(v/15) e Ox = Z[V15] o seu anel de inteiros, pois 15 = 3,
(mod 4). Seja I = 30x um ideal de Og. Temos que I ¢ um Z-mddulo livre com base {3,3v/15}.
Pela Proposicio (6.1.1), temos que ox(I) é um reticulado no R* com base {ox(3), ox(3v/15)}.
Como o0s Q-homomorfismos de K em C sdo dados por {o1,05}, onde o1(v/15) = V15 e
02(V15) = —/15, seque que K € totalmente real, o que implica que o = 0. Assim, ox(3) =
(01(3),02(3)) = (3,3) e ox(3V/15) = (01(3v/15), 02(3v/15)) = (315, —3V/15). Desta forma, a

matriz geradora do reticulado ox(I) é dada por

3 3
3v/15 —3v15

Ainda, pela Proposi¢ao (0.1.1), temos que

) a@VID N (3 3V N g s

Vol(ox(I)) = |det
02(3) 02(3V/15) 3 —3V15

Proposicao 6.1.2 Se K é um corpo de nimeros de grau n, Disc(K|Q) o discriminante de K
sobre Q, Ok o anel dos inteiros de K e I um ideal nao nulo de Ok, entio ox(Ox) e ox(I) sao

reticulados, com respectivos volumes,
Vol(ox(Ox)) = 27| Disc(K|Q)|? e

Vol(ox(I)) = 27| Disc(K|Q)|2 N (I),

onde r9 € 0 numero de pares de homomorfismos imagindrios.
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Demonstragao: Pelo Corolario (1.5.7), temos que I e Og s@o Z-mdodulos livres de posto n.
Assim, pela Proposigao (6.1.1), temos que ox([) e ox(Ok) sao reticulados no R". Além disso,

temos que:

e Vol(ox(Ox)) = 27| det(0;(zx))|, onde {x1, ..., z,} é uma Z-base de Ok. Pela Proposicao
(1.6.2), temos que Disc(K|Q) = det(o;(zx))? e, assim, |Disc(K|Q)|z = |det(o;(z1))| e,

portanto,
Vol(ox(Ox)) = 27| Disc(K|Q)|.
e Seja {wy, - ,w,} uma Z-base de Og. Pelo Teorema (1.2.1), temos que existem inteiros
nao nulos eq, - -+ , e, tal que {ejwy, -+ ,e,w,} é uma Z-base de I, pois I é um Z-médulo

livre de posto n. Assim,
Vol(og(I)) = 27" |det(oi(ejw;))| = 27 |eq - - - en| |det(oi(w;))] -

Pela Proposi¢ao (1.9.5), temos que |e; - - - e,| = N(I). Como |det(o;(w;))| = |Disc(K|Q)]2,
segue que

Vol(ow(I)) = 27| Disc(K|Q)| N(I),

0 que prova a proposicao. |

27
8

Exemplo 6.1.4 Sejam K = Q((g), onde (s = e e Ox = Z[(s] seu anel de inteiros com
Z-base {1,(s,¢2,(3}. Seja I = 5Z[Cs) um ideal de Z[(s). Temos, pela Proposicio (6.1.2), que

ox(I) € um reticulado. Além disso, temos que
Vol(owx(I)) = 27| Disc(K|Q) |2 N ().

Agora, como K € totalmente complexo, seque que ro = 2. Pelo Teorema (3.2.3), temos que
|Disc(Q(()|Q)| = 28 e como I é um ideal principal, pela Proposicdio (1.9.1), temos que N(I) =
| Nxjo(5)| = 5% Assim, Vol(ox(I)) = 27298/25% = 24254 — 92254 — 2500.

Dado um corpo de nimeros K de grau n, vamos estudar agora qual a relacao entre as
matrizes geradoras dos reticulados oy (Ox) e ox(I), onde Ok é o anel de inteiros de K sobre Z
e I é um ideal de Ok.

Pelo Corolario (1.5.7), temos que O e I sao Z-modulos livres de posto n. Sejam {wy, - -, w,}
uma Z-base de Og e {71, - ,7,} uma Z-base de I. Como I C Ok, temos que para todo i,

v; pode ser expresso como uma combinacao linear de wy,--- ,w,. Suponha entao que ~; =
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n
Ztijwj, onde t;; € Z, para todo 7,j. Seja T' a matriz dada por T' = (t;;)};—,. Temos que
j=1

(a)izy = T(wi)iy-

Proposicao 6.1.3 Nas condigoes anteriores, a matriz geradora Gy do reticulado ox(I) pode

ser obtida através da matriz geradora G do reticulado ox(Ox) por G; = TG.

Demonstragao: Seja~y; = Z tijw;. Paratodok =1,--- ,ry, temos que og(v;) = Z tijor(w;).
j=1 j=1

Além disso, para todo k = 7y + 1,--+ ;1 + 79, R(o()) = Ztij%(aK(wj)) e S(or(v)) =

=1

Ztij%(aK(wj)). Logo, segue que G; = TG. ]
j=1

6.2 Homomorfismo Torcido

Nesta se¢ao apresentamos um outro homomorfismo que também serve para gerar reticulados

no R". Este homomorfismo é obtido por uma perturbacao do homomorfismo canénico.

Definicao 6.2.1 Sejam K um corpo de nimeros de graun e o € K tal que a; = o;(a) € R e

a; > 0, para todo i =1,--- ,n. Considere o homomorfismo injetivo o, : K — R" tal que

Ua(x) = (\/a_lo-l(x)v ) mgrl (l‘), \/m%(o-m-l-l(x))?
\/m%(grﬁ-l (ZL‘)), T \/m%(o-rﬁ—?"z (f)), \/m%(o-ﬁ-l—?"z (I)))v

onde R e  representam a parte real e imagindria, respectivamente, de um numero complezo.

Tal homomorfismo € definido como homomorfismo torcido.

Exemplo 6.2.1 Sejam K = Q(v/2) um corpo de nimeros de grau3, a = 3 € K e {01, 09,03} 0s
Q-homomorfismos de K em C, dados por o;(3/2) = V2w ™', i = 1,2,3, onde w = es". Temos
que 04 : K — R", definido por o,(x) = (\/o1(a)o1(z), v/ 202(a)R(02(x)), \/202()S(02(x)))

€ um homomorfismo torcido.

Proposicao 6.2.1 Se L C K ¢é um Z-mddulo livre de posto n com Z-base {wy, ..., w,}, entdo
a imagem o,(L) em R™ € um reticulado com base {o,(w1),...,04(wy)}.
Demonstragao: Andaloga a Proposigao (6.1.1). n
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Se {wy,...,w,} é uma Z-base de L, entao o reticulado o,(L) tem matriz geradora M dada

por

\/04_10'1(11}1) T \/Q_’rlo-’rl (wl) V 2(1/7,1+1§R(0'T1+1(w1)) Y 2a7"1+7“2 (JT1+T2 (wl))

&
M= \/04_101 (w2) IV Qpy Oy (wQ) V 20[1”14-13%(01”14-1(11}2)) e V 20‘1”14-7’2%(07”1-"-7"2 (w2))
Q3

\/a_lal(wn> \/a_mUm(wn) V20, 1R (01 (wn)) o V200, (0 (W)

Assim, podemos descrever o, (L) como

oa(L) = {AM,\ € Z"}.
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Capitulo 7

Reticulados Ideais

Neste capitulo apresentamos o conceito de reticulados ideais e suas principais propriedades.

Através deste conceito podemos estudar algumas propriedades de certos reticulados no R".

Veremos relacoes para calcular o determinante de um reticulado ideal e que envolvem sua

paridade.

7.1 Definicao e Propriedades

Sejam K um corpo de ntmeros de grau n tal que K é totalmente real ou um CM-corpo, Ok

o anel dos inteiros de K sobre Z, a € K tal que o = o;(«) > 0, para todoi = 1,--- ,;n e

s : K — R"™ 0 homomorfismo torcido.

Se tormarmos L C K um Z-médulo livre com Z-base {wy, - - -

reticulado no R" com matriz geradora

vaioi(w) - (/a0 (w1) V20, R(0, 41 (w1))
Voo (ws) e faop (w2) V200 1R (0 1(w2))

M =

\/04_10'1(11)”) s \/Oé_rlo'rl (wn) V 205T1+1§R<O-T1+1(wn))

, Wy} vimos que 0,(L) é um

1/ 2Oé7~l+r2 %(0-7‘1-"-7"2 (w1>>
\/ 20Zr1+7»2 g(am—&-rz (wQ))
R

\% 2ar1+?’2 (UT1+T2 (wTL))

Nestas condic¢oes, como K é totalmente real ou um CM-corpo, temos que a conjugacao complexa

comuta com o;, para todo ¢ = 1,--- ,n. Desta forma, a matriz de Gram G = M M" é dada por

G = (i)}, onde

71 r2

gii = Y Varor(wi)varor(w;) + Y /200 kR0, 4k (wi) /200, 1,k R(0r, 1k (w5))

k=1 k=1
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T2
+ Z V 20‘T1+/€%<O_T1+k(wi)> V 2ar1+ks(07”1+k(wj))
k=1

71 T2
= Y apop(wi)owp(wy) + Y 200, 1 R(0r, 11 (wi)or, 4k (w)))
k=1 k=1
T1 T2
= Z o (ww;) + Z 11200, 11 (wiT05))
=1 1
T1 T2 72
= Y opop(wiw;) + > k0 k(W) + Y 0y 40y (w15
k=1 k=1 k=1
= Trygg(oww;).

Motivados pelo estudo de reticulados cuja matriz de Gram apresenta todas as suas entradas

da forma g;; = Try|o(0w;w;), passaremos ao estudo de reticulados ideais.

Definicao 7.1.1 Seja K um corpo de nimeros.

e Uma involucao ¢ : K — K € uma aplicacdo aditiva e multiplicativa tal que ¢* € a

aplicacao identidade.
e O conjunto F ={z € K |¢(z) = x} € um corpo chamado corpo fixo da involugao.

Lema 7.1.1 Se ¢ : K — K € uma involugao, entao ¢ € Gal(K|Q), onde Gal(K|Q) denota o
grupo de Galois de K sobre Q.

Demonstracgao: Por defini¢ao, temos que ¢ é um homomorfismo e que ¢ fixa Q. Mostremos
que ¢ é injetora. De fato, sejam a,b € K tal que ¢(a) = ¢(b). Aplicando ¢ na igualdade,
obtemos que ¢(p(a)) = ¢(p(b)) e, desta forma, como ¢? = id, segue que a = b. Falta mostrar
que ¢ é sobrejetora. Para isto, seja y € K. Temos que ¢*(y) = y. Assim, tomando z = ¢(y),
temos que ¢(z) = d(d(y)) = ¢*(y) = y. Desta forma, temos que ¢ é um isomorfismo que fixa
Q. Logo, ¢ € Gal(K|Q). ]

Proposigao 7.1.1 Com as notagoes da Defini¢ao (7.1.1)), temos que [K : F] < 2.

Demonstracao: Como K|Q é uma extensao finita e separavel, segue que se H é um subgrupo
de G, onde G = Gal(K|Q), entdo o corpo L¥, fixo por H, satisfaz [K : L] < |H|. Agora, se
tomarmos H = {id, ¢}, temos que H é um subgrupo de G, pois ¢* = id. Como L = F ¢
o corpo fixo por H, segue que [K : F|] < |H|. Agora, |H| < 2, pois |H| = O(¢) < 2. Logo,
K:F] <2. m
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Exemplo 7.1.1 Seja K = Q(i) um corpo de nimeros de grau 2. Seja ¢ : K — K a conjugacdo
complexa. Temos que ¢ € uma involu¢io, F ={z € K;p(x) =2} =Q e [K: F] = 2.

A partir de agora, a involugao sera dada pela conjugacao complexa.
Sejam K um corpo de niimeros totalmente real ou um CM-corpo, ¢ : K — K a conjugacgao

complexa, F o corpo fixo por ¢, I um ideal fracionario nao nulo de Og e a € F tal que
aIg(I) € A(KIQ)™.

Proposicao 7.1.2 Nas condigoes anteriores, seja

bo : I XTI —7Z

(z,y) — Trgelazd(y)).

Tem-se que b, estd bem definida e € uma forma bilinear simétrica.

Demonstragao: De fato, como al¢(I) C A(K|Q)™!, segue que Trxolazg(y)) € Z, para
todo (x,y) € I x I. Além disso, como K é totalmente real ou um CM-corpo, temos que a

conjugacao complexa comuta com todos os homomorfismos de K em C. Desta forma, b, (x,y) =

Trip(azd(y)) = Trrp(@(d(@)(x)y)) = ¢(Tree(d(a)d(x)y)) = Treelag(z)y) = ba(y,z). =

Definicao 7.1.2 Com as mesmas hipdteses da Proposicao (7.1.2), dizemos que o par (I,b,) €

um reticulado ideal ou um Ox-reticulado.

Definicao 7.1.3 Quando o = 1 dizemos que o reticulado ideal (I,b) € obtido por uma

construcao traco ou que € do tipo traco.

Defini¢ao 7.1.4 Sejam I um ideal fraciondrio de Og e {vy,ve, -+ ,v,} uma Z-base de I. A
matriz que representa a forma bilinear by € dada por (ba(vi,v;))7,=,- O determinante de b,

¢ o determinante da matriz de b, em alguma base de I.

Exemplo 7.1.2 Sejam K = Q(v/2) um corpo quadrdtico e Ox = Z[\/2] o anel de inteiros
de K sobre Z. Temos que Og é um Z-mddulo livre de posto 2 com base {1,\/5}. Seja b :
ZIN2) x Z|N2) — Z a forma bilinear simétrica definida por b(x,y) = Trgo(zy). A matriz que

representa b € dada por

b(1,1)  b(1,/2) Trge(l) Tree(v2) } [ 2 0
b(\/ﬁal) b(\/év\/?) TTKV@(\/E) TTK|@(2) 0 4

O determinante de b € det(b) = 8.

125



Definigao 7.1.5 Dizemos que o reticulado ideal (1,b,) € par se b,(x,z) € um nimero par para

todo x € I. Caso contrdrio, dizemos que ¢ impar.

Exemplo 7.1.3 Sejam K = Q(v/2) um corpo de niimeros de grau 2, Ox = Z[\/2] e
b:ZV2] x Z]V2] — Z

(z,y) — Trxe(zy)

Temos que o reticulado ideal (Og,b) € par, pois para todo x = a + b2 € Ok, temos que
b(z,x) = Treo(zz) = Trge((a + 0v/2)%) = Tryg(a® + 267 + 2abv/2) = 2(a® + 2b%) € 2Z.

Definigao 7.1.6 O reticulado ideal (I,b,) € positivo se b, (x,z) > 0 para todo x € I tal que
x # 0. Neste caso, o minimo de (I,b,) € definido por min(1l,b,) = min{b,(z,z);x € I,z #

0}. O walor by(z,z) € chamado de comprimento quadratico de z.

Exemplo 7.1.4 Nas condigoes do Exemplo (7.1.5), temos que o reticulado ideal (O, b) € po-

sitivo. Além disso, min(Ok,b) = 2.

Proposicao 7.1.3 Sejam K um corpo de nimeros tal que K € totalmente real ou um CDM-
corpo, Ok seu anel de inteiros e ¢ : K — K a conjugacao complexa. Se existe v € Ok tal que

v+ ¢(y) =1, entdo todo Ok-reticulado € par.

Demonstragao: Seja [ um ideal fracionédrio de Ox e b, : I X I — 7Z tal que b,(x,y) =
Trep(azd(y)), onde a € F é tal que al¢(I) € A(K|Q)™'. Mostremos que o Og-reticulado
(I,by) é par. Seja x € I. Temos que by (z,x) = Trrjg(azd(z)) = Trre((v + ¢(7))(azd(x))) =
Trega(vae(s) + d(v)azd(z)) = Traa(razé(x)) + Trae(d(1026(x)) = Traa(razé(z)) +
O(Trgp(yaxd(x))) = 2R(Trxo(yaxd(x))) € 2Z. Portanto, by(x, ) é um ndmero par. u

Exemplo 7.1.5 Sejam p um nimero primo impar e Q(¢,) o corpo ciclotomico associado a
raiz p-ésima primitiva da unidade. Seja ¢ =" a conjugag¢ao complexa. Temos que todo Ok-
reticulado é par. De fato, mostremos que existe v € Ok tal que v+ 75 = 1. Seja v = a1( +
asC?+ -+ a, 1P € O = Z[(y). Temos que v+ = a1 +al® + -+ ap_1CP71 + a; (P +
aslP~? + - +a, 1(. Agora, como ¢,(x) = 2P~ 4+ x4+ 1 = ming(,, temos que ¢,(¢) =0 e
(Pt = (P72 — ... —( — 1. Desta forma,

Y+ = (a1 4 ap1)+ (a2 + ap2)C 4+ (ap_2 + a2)P > + (ap_1 + 1)
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= (—a1 —ap_1)+(—a1 —ap—1 + a1 +ap_1)C+ (—a1 — ap—1 + as
+ ap72)<2 + -t (—&1 — OGp—1 + as + apr)cp*Q.

Para que v+ 75 =1, devemos ter:

( —G1 — Qp—1 = 1

—a1 — Qp—1 +az+ap_o =0

L —a1 — Gp_1 + Qp-1 + apt1 = 0.
3 2

Uma solucao inteira deste sistema € a1 = 1,a9 = a3 = --+ = ap1 = —1,a% = =ap_9 =
0 ea, 1 =—2. Assim, se tomarmosy =(—C*—(*— -+ — CLEI —2¢P~ Y, temos que y+7 = 1.
Portanto, eziste v € Z[(,] tal que v+ 75 = 1. Assim, pela Proposicao (7.1.5), temos que todo

Ok-reticulado € par.

Exemplo 7.1.6 Seja ¢ =~ a conjugag¢ao complexa. Este exemplo mostra que pode nao existir
v € Ok tal que v+ 7 = 1 e o Ox-reticulado ser par. Sejam K = Q((s), P = (2,(s — 1)
um ideal primo de Ox com N(P) = 2, ( = (s e a = %. Seja by : P x P — 7, tal que
bo(x,y) = }lTTKQ<£L‘¢(y)). Mostremos que o reticulado ideal (P,b,) € par e, no entanto, ndio
existe v € Ok tal que v+ 75 = 1.

i-) Mostremos que b, € par. De fato, se v € P = 20k + (( — 1)Ok, entao existem ag, ay, as,
as, bg, b1, by, b3 € Z tal que x = 2(ag + a1 + as® + azC?) — (1 — {)(bg + b1C + bC* + b3(3) =
2a0 — by — b3 + (2a; — by + bg)C + (2az — by + b1)C? + (2a3 — by + by) 3.

Agora

zd(x) = [(2a9—bg—b3) + (2a; — b1 +bo)C + (2a9 — by +b1 )%+ (2a3 — b+ b2 ) (3] [(2a0 — by — b3 ) + (2a1
—b1400)C"+ (2a9— by +b1) O+ (2a3 — b3 +b2)C°] = (2a0—by —b3)* — (2a9 — by — bs) (2a; — by +b) 3
—(2ag—bo—b3)(2as —by+b1)* — (2a9 — by — b3 ) (2a3 — b3+ b2 )+ (2a; — by +bg) (2a9 — by — b3) + (2a4
— b 4+ b)? — (a1 — b + bo)(2a2 — by + b)¢> — (2a; — by + by)(2a3 — b3
+ b2)C? + (2a2 — by + b1)(2a9 — by — b3)C* + (2a2 — by + b1)(2a1 — by + bo)C + (2a9 — by +
b1)? — (2a2 — by 4 b1)(2a5 — bs + b2) (3 + (2a3 — by + b2) (2a0 — by — bs)(® + (2a5 — by + bs)(2a1 —
by + b0)C? + (2a3 — bz + by)(2ag — by + b1)C + (2a3 — bz + ba)*.

Aplicando o trago, temos que

Trep(ze(x)) = 4(2a0 — (bo + b3))* + 4(2a1 — by + bo)? +4(2as — by + b1)* + 4(2a3 — by + by)* =
8[2a0% + 2a,? + 2a5? + 2a3? — 2ag(by + bs) + 2a1(by — by) + 2as(by — by) + 2a3(by — bs) + by® +
bi? 4 bo® + by + bobs — boby — byby — bobs].
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Portanto, seque que

}ITTK@(W(Q:)) — 2[2a0? + 201 + 252 + 205 — 2a0(bo + bs) -+ 2a1 (bo — by) + 20 (by — by) + 205 (bs —
bs) + bo® + b1 + by + by® + bobs — boby — byba — bobs).

Logo, se x # 0, entao ETTK@(x(b(x)) € um numero par.

ii-) Mostremos agora que nao existe v € Ok tal que v+ 5 = 1. De fato, seja v = ag + a1 +
asC? +a3(® € Ox = Z[Cg). Assim, v+7 = ag+ a1 + a2(* + a3+ ag+ a1 + as(® +az®. Como
da(x) = 2+1, temos que (* = —1, assim, seque que y+7 = 2ao+a1{+a2(?+a3(3—a, (3 —as( =
2a0 + (ay — a3)C + (a3 — ay)3. Para que v+ =1 € necessdrio que

2@0:1

al—agzO

Nao existe solugao inteira que satisfaga este sistema. Logo, nao existe v € Z[(g] tal que v+ =

1.

Lema 7.1.2 Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Og o anel de inteiros de K sobre Z.

Se I é um ideal fraciondrio de Oy, eziste d € Z — {0} tal que dI C Ok.

Demonstragao: Como K é um corpo de nimeros de grau n, temos que existe a € K tal que
K = Q(a) e {1,a,--+ ,a" '} é uma base de K sobre Q. Como I ¢ um ideal fracionério de

Ok, entao I é um Z-mdédulo livre de posto n. Seja {71, ,7,} uma Z-base de I. Para cada
n—1

1, temos que vy; = Zaijaj tal que a;; € Q, para todo¢ =1,--- ,nej =0,1,---,n— 1
=0
b
Como a;; € Q, para todo 4,7 = 1,--- ,n, segue que a;; = —2; by, c;; € Z e ¢;; # 0, para todo
Cij

i,j=1,---,n. Seja d =mmc{c;y; i=1,---,n,j=0,1,--- ,n—1}. Temos que dv; € Z|a],
para todo i = 1,--- ,n. Como Z[a] C Ok, temos que dI = dZZ% = ZZd% C Z|a] C Ok,

i=1 i=1
como queriamos. m

Teorema 7.1.1 Seja I um ideal fraciondrio ndo nulo de Ox. Se (I,b,) é um reticulado ideal,

entao

det(ba) = N(I)* Ngjg(a)| Disc(K|Q)].

Demonstragao: Se I é um ideal fracionario de Ok, entao, pelo Lema (7.1.2), existem d €
Z —{0} e A C Ok um ideal tal que dI = A C Og. Como Ok ¢ um Z-mébdulo livre de posto n e
A é um Z-submoédulo de Ok, pelo Teorema (1.2.1), segue que existe uma Z-base {ws, ..., w,}

de Ok e inteiros e, ..., e, tais que {ejws,...,e,w,} é uma Z-base de A. Desta forma, como
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dI = A, segue que I = d'A. Assim, {e;d 'wy, ..., e,d "w,} é uma Z-base de I. Temos que

a matriz de b, é dada por

Trgjg(eerd 'wierd=lwy) -+ Trgglaerd  wie,dwy,)
Tryjg(aend 'wperd=twy) -+ Trgglae,d  wpen,d = w,)
er’Tryolad 'd lwwy) -+ ere,Tryg(ad ' d  wwy,)
erenTrgo(ad rd tw,wy) -+ e, Tryelad™tdw,wy)
Assim, segue que
Trapg(a(dPwmn) - Trgola(dVuwy)
det(by) = (ereq---e,)*det :
TTK|@(oc(d_1)2wnw_1) e TTK|Q(0z(d_1)2wnw_n)
Trelowwy) -+ Trelaw w,)

= (ereg---e,)*((d 1)) det

Trggloaw,wy) -+ Tryelaw,y,)
Agora, temos, pela Proposicao (1.9.5), que N(A) = |ey - - - e,|. Logo,
det(by) = N(A)?((d)?)"det(H),

onde
Trgolawwy) -+ Trgglawwy,)

Trgglaw,wy) -+ Trgg(aw,y,)

Agora, notemos que H = MM, onde

0'1(’[1)1) crn(wl) 01(0&) 0
or(wp) - op(wy) 0 on(a)
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e | denota a tranposta conjugada. Assim, det(H) = det(M)det(M*‘) = det(T)det(A)
det(At)det(T+) = (det(A))*det(T)det(T) = (det(A))?|det(T)|%. Mas, temos que (det(A))? =
oi(a) - o,(a) = Nggla). Por outro lado, det(T) = det(oi(w;))};=; = /(Disc(K|Q)). Desta

forma, segue que

det(ba) = N(A)*((d™1)*)" Nyjo ()| Disc(K|Q)].

Agora, como d € Z, segue que N(I) = N(A)Ngo(d™') = N(A)(d )" Logo, N(I)* =
N(A)*((d~1)™)?. Portanto, det(by) = N(I)*Ngjg(a)|Disc(K|Q)]. ]

Exemplo 7.1.7 Consideremos o reticulado ideal (P,b,) do Exemplo (7.1.6). Temos, pelo Teo-
| I

rema (7.1.1), que det(b,) = N(P)*Ngq (1) |Disc(K|Q)| = 2* <Z> 28 = 219278 = 4 pois, pelo

Teorema (3.2.3), seque que |Disc(K|Q)| = 28. Assim, temos que (P,by) é um reticulado ideal

par com determinante 4.

A proxima proposicao apresenta uma expressao para a diversidade de reticulados ideais

(1,b,) quando I é um ideal inteiro de Ok.

Proposicao 7.1.4 Seja I C Ok um ideal. Um reticulado ideal A = (1,b,) tem diversidade
div(A) = ry + ro.

Demonstragao: Seja x # 0 um ponto do reticulado A. Temos que existe y € [ tal que
T = Ua(y) = (valgl(y)v TV 2a7’1+1§R<0_7’1+1<y))7 TV 205T1+7’2%(0-T1+T2(y)))' Como = 7é 0,
segue que y # 0. Sendo y # 0, temos que o;(y) # 0, para todo i = 1,--- ,n. Logo, os
primeiros r; coeficientes de x sdo nao nulos. Agora, notemos que como o,,;(y) # 0, para

todo i = 1,--- , 79, segue que R(0,,4+:(y)) # 0 ou (0,,+:(y)) # 0. Desta forma, destes n —
n—mTr

coeficientes restantes de x, pelo menos = 1y sao nao nulos. Assim, div(A) > 1 + ro.

Seja agora 8 € I tal que 3 # 0. Como I C Ok, segue que ( é raiz de um polin6mio monico com

coeficientes em Z. Assim, existem ag, a1, -+ - , @m_1 € Z tal que B +ap_1 8™ - -+a1B+ay =0
eag # 0. Logo, —ag = ™+, 1™ 1+ -+a1a € I. Como —ag € Z, segue que 0;(—ag) = —ay,
para todo i = 1,--- ,n. Logo, div(—ay) = 1 + re. Portanto, div(A) = r; + ro. n

Proposicao 7.1.5 Seja I C Ox um ideal. Um reticulado ideal A = (I,b,) pode ser imerso no

R™ com
o diversidade n se K € totalmente real.

n
e diversidade 5 se K € totalmente complexo.
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Demonstragao: Segue diretamente da Proposicao (7.1.4). u
O préximo teorema apresenta uma expressao para a distancia produto minima de reticulados

ideais quando o corpo K é totalmente real e I é um ideal inteiro de Ok.

Teorema 7.1.2 Se K é um corpo de nimeros totalmente real de grau n com discriminante
Disc(K|Q) e I um ideal inteiro de Ok, entdo a distancia produto minima de um reticulado

ideal A = (I,b,) € dada por

_ [ _detlba)
dpmin(N) = |Disc(K|Q)|mm(I)’
onde min(I) = mmoyéyeleﬂ\ﬂ;?]()y”

Demonstracao: Como K é totalmente real, segue que a diversidade de A é n e 0;(K) C R,
para todo ¢ = 1,--- ,n. Seja © = 0,(y) um ponto do reticulado no R" com y € I C Ok seu

inteiro algébrico correspondente. Temos que
n
dp,min(A> - minO#xGA H |(L’]|
Jj=1

= MiNgLyer f[ [/ oi(@)o;(y)

= NK|Q(Oj)min0¢yeI|NK|Q(y)|‘

Pela Proposigao (7.1.1), temos que det(b,) = Nygjo(a)N(I)*|Disc(K|Q)| e, assim,

Vdet(by)
VAl = D@

Desta forma,

det(bq 1 .
dymin(8) = 4] ,> yminoser | Ve o)

|Disc(K|Q)| N(I

et(ba) mino¢yeI|NK|@(y)|

| Disc(K|Q)| N(I)
det(b,

=\ D™

U

~—

0 que prova o teorema. n
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Lema 7.1.3 Seja K um corpo de nimeros. Se I é um ideal principal de Ok, entdao
mingzocr| Nep(x)] = N(I).

Demonstragao: Como I é um ideal principal, segue que I = (a), coma € I e N(I) = |Ngg(a)|.

Sex €1, x+# 0, entao x = ay, para algum y € Og. Assim,
[Njo(2)] = [Nije(a)|[Nga(y)| = N (1)

e a igualdade é verdadeira se, e somente se, Ngjg(y) = £1 se, e somente se, y ¢ uma unidade
de Og. Portanto, Ngg(z) = N(I) quando z = ay, com y uma unidade de Og. Logo,
mingzoer| Nxjo(z)] = N(I). .

Quando [ é principal, a distancia produto minima de um reticulado ideal (I,b,) pode ser

calculada conforme o seguinte resultado.

Corolario 7.1.1 Se K ¢ um corpo de nimeros totalmente real e I um ideal principal de Ok,

entao a distancia produto minima de um reticulado ideal (I,b,) € dada por

det(by,)
pamin(1) | Disc(K|Q)|
Demonstragao: Segue do Teorema (7.1.2) e do Lema (7.1.3). ]
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Capitulo 8

Construcao de Z"-Reticulados Rotacionados via

Reticulados Ideais

Dois parametros relacionados com a probabilidade de erros de um dado cédigo reticulado sao a
diversidade e a distancia produto minima. Em [[20]], vemos que quanto maior for a diversidade

lead

».min 40 Teticulado, menor ¢ a probabilidade de ocorrerem erros. Desta forma, sempre

procuramos reticulados com diversidade [ alta e d.,, ;, méxima.
Neste capitulo apresentaremos a construcao do reticulado Z", n > 2, via reticulados ideais.

O reticulado Z" é um reticulado n-dimensional definido por
7" ={(x1, - ,x,); ;i €EZ; Yi=1,--- n}.

Podemos tomar como matriz geradora M de Z" a matriz identidade e, assim, det(Z") = 1.

A importancia de estudar Z"-reticulados é o fato destes reticulados apresentarem imple-
mentacao pratica.

A fim de obtermos um reticulado ideal semelhante ao reticulado Z", n > 2, com alta

diversidade [ e d!

pmin Maxima, iremos trabalhar com corpos de nimeros totalmente reais, pois

vimos que em tais corpos a diversidade é maxima.

Sejam K um corpo de numeros totalmente real de grau n e Og o anel de inteiros de K
sobre Z. O objetivo é encontrar um reticulado ideal A = (Ok, b,) que seja um Z"-reticulado
rotacionado, ou seja, um reticulado com as mesmas propriedades de Z".

Neste capitulo apresentamos duas construcoes de Z"-reticulados rotacionados. Na Secao
8.1, apresentamos a construgao via o subcorpo real maximal dos corpos ciclotomicos Q((,); p

primo e, na Secao 8.2, via o subcorpo real maximal dos corpos ciclotomicos Q((ar), r positivo.
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Notemos que dado ¢ € Z, (1/¢Z)™ é uma versao escalar de Z" obtida multiplicando todos os
pontos do reticulado Z" por y/c. Nas duas construgoes a serem apresentadas o primeiro passo
serd encontrar um elemento o € K totalmente positivo tal que o reticulado ideal (O, b,) seja
isomorfo ao reticulado (y/cZ)™. Apds encontrarmos tal reticulado multiplicamos sua matriz
geradora por 1/4/c e assim, obtemos uma versao rotacionada de Z".

Como det((y/cZ)") = ¢, a fim de que (Ok, b,) seja isomorfo a (1/cZ)", segue que o elemento
o deve satisfazer a relacdo Nyjg(a)|Disc(K|Q)| = ¢”, do Teorema (7.1.1). Notemos, entretanto,
que encontrar um elemento o € K totalmente positivo tal que Nyjg(a)|Disc(K|Q)| = ¢" nao

garante que (O, b,) seja isomorfo a (1/cZ)". Esta é apenas uma condigao necesséria.

8.1 Reticulados Rotacionados via o Corpo Ciclotomico Q((,).

Nesta secao, veremos a construcao de Z"-reticulados rotacionados via a teoria de reticulados
ideais aplicada ao subcorpo real maximal Q(¢, + ¢, 1) dos corpos ciclotomicos Q(¢,), com p
primo, p > 5. Desta forma, serdo obtidos Z"-reticulados rotacionados para n = p%l’ p primo,
p=5.

Para isto, sejam p um numero primo tal que p > 5, { = (, uma raiz p-ésima primitiva da
unidade, A =7, L =Q(¢) e K=Q(¢ + ¢ ).

Pelo Teorema (2.2.1), temos que [Q((,) : Q] = p — 1 e, pela Proposicao (2.2.4), temos que
[Q(¢) : Q& + ¢, 1] = 2. Assim, temos que [Q((, + (") - Q] = p%l

Q(¢)

12

p—1[ Q¢+ g]:l)
B

Q

Observagao 8.1.1 (20]) Sejam p um nimero primo tal quep > 5 e K= Q(¢, + ¢, '). Temos
. p=3
que |Disc(K|Q)| =p™=.

Seja A = (O, b,). Uma condic@o necessaria, mas nao suficiente, para que A seja isomorfo a
(\/cZ)", uma versao escalar de Z", com ¢ € Z é que det(A) = ¢". Pelo Teorema (7.1.1), temos

que det(A) = N(I)®Ngg(a)|Disc(K|Q)| e, se I = Ok, entao det(A) = Nyjg()|Disc(K|Q)].
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Desta forma, para que A seja isomorfo a (1/cZ)™ é necessario encontrar um elemento a € K
totalmente positivo tal que Ngjg(a)Disc(K|Q) = NK‘«;@(Oz)pp%3 = ¢"z, para algum ¢ € Z.
Tomando ¢ = p, devemos encontar o € K tal que Ngjg(a) = p. Pelo Exemplo (4.1.1), temos

que pZ[Gy) = (1 =) Z[(,) € Nyjo(1 — ) = p. Usando a transitividade da norma, temos que

P = Nagie(l = &) = Nra(Noix(1 = ¢)) = Nie((1 — ) (1= ¢ ).

Assim, tomando a = (1 —¢)(1 = ¢ 1) =2 — (¢ + ¢, '), temos que Ngjg(a) = p. Deste modo,
encontramos um elemento « que satisfaz a condicao inicial e, agora através de uma construcao
explicita iremos mostrar que (O, b,) é isomorfo a Z".

p—1
Pelo Teorema (2.2.3), temos que {e; = ¢J + (;7},2, ¢ uma Z-base de Z[¢, + ('],

Teorema 8.1.1 Se v =2 — (G, + (") e ba(z,y) = Tryo(axy), para todo x,y € Z[(, + ('],

entao:
, Set=mn,;
]. ba(ei,ei) = p
2p, caso contrdrio.
—p, sel|t—7j|=1;
2. ba(ei,ej) = p | j|

0, caso contrario

Demonstracao: Para simplificar a notacdo vamos denotar por o4(¢) e por a; = o;(a), 0s

conjugados de ( e a, respectivamente. Temos que
Trie("+¢ ) =—1, parak=1,...,n

De fato, como o polinomio ciclotémico de ¢ é f(x) = 2P+ - +ax+1le* k=1,---,n
sao conjugados de ¢, segue que Tryo(¢¥) = —1, k = 1,--- ,n. Assim, como Trye(¢¥F) =
Tro(Trux(Ch)), segue que Tryg(¢* +¢ %) = —1, para todo k = 1,- -, n. Desta forma, temos

que

TT’K|@(O‘(Ck +¢F) = ZOJ a)o( (" +¢™h)

= Z%‘%‘(Ck +¢M)
=1

= > 2-0;(¢=¢)o(¢F+¢H)

Jj=1
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= -2 igj(ckﬂ + C_k_l + C—k+1 + Ck—l)

j=1
—24+1—2n=—p, se k=+1(mod p)

—2+4+14+1=0, caso contrario.

Agora, vamos calcular b,(e;, e;). Temos que

ba(es,€;) = TTK|@(046?) = Zajgj@% + C_zz‘ +2)

=1
= Y o () +2) (2-05(C+(TY)
P j=1

p, se 1=mn;

2p, caso contrario.

n n

baleine;) = Treolaeie;) =Y (a;o5(CH + )+ (ajo,(¢77 +¢0))

j=1 j=1
-p, se |Z_]|:1a

0, caso contrario,

0 que prova o teorema. [
Corolario 8.1.1 Se B,(z,y) = %TTK‘Q(axy), entdo a matriz de B, na base {ey, ..., e,} € dada
por
2 -1 0 0
—1 2 —1
0 -1 2
(8.1)
-1 0
—1 2 -1
0 0 -1 1
Demonstracao: Segue diretamente do Teorema (8.1.1). n

n
Lema 8.1.1 Se e, = e,, e;» = Zei, j=1,---,n—1, entio {€},--- ,e,} é uma Z-base de
1=j

Ox =Z[¢C+ (Y.
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Demonstragao Mostremos que {61, .-+, e, } é linermente independente sobre Z. De fato, scja

Zalel = 0; a; € Z. Temos que Zal =aje; + (ag +ag)ea + -+ (ay + -+ ap_1)en_1 +
=1 =1
(ay + -+ + ay)e, = 0. Como {ey,--- ,e,} é uma Z-base de O, segue que a; = -+ = a,, = 0.

Mostremos agora que {ey,--- , e, } gera Z[¢+(7Y]. Seja x € Z[(+(!]. Temos que z = Z a;e;;
i=1
a; € Z. Seja by = ay. Temos que x = Z(ai —ay)e; +a(ep+---+e,) = Z(ai —ay)e; + brey.
i=2 i=2

Se by = (as — ay), entdao z = Z(ai —a; — (ag —ay))e; + b2€/2 + blell. Continuando desta forma,

i=3
tomando b; = a; — aj_1, J = 2,--- ,n, temos que ¥ = Zbie;. Portanto, {e’l, e ,e;l} é uma
i=1
Z-base de Ok. [ |
o1 ’
Proposicio 8.1.1 See, =¢, ¢ e = Zez, para j =1, - — 1, entio —Trgg(ae;e;) = dyj,
p

i=j
onde 6;; € o delta de Kronecker.

Demonstragao: Sejam G a matriz do Corolério (8.1.1) e

11 1

01 - 1
T =

0 0 1

1
Temos que TGT* = I,,. Agora, G = MM', onde M = —NA, com
VP
oi1(er) -+ onler) o(a) --- 0
o1(en) -+ onlen) 0 e on(a)

Assim, I, = T(MM")T" = (TM)(TM)". Seja agora e, = e,, €; = Zei; j=1,---,n—1uma

=7
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outra base de Ok. Temos que

, / 11 --- 1

oi(er) -+ onler) 01 - 1 oi(er) -+ onler)

oie,) - onle, - - oi(en) -+ onlen

\(€)) (€ o e (c0)

— 1 -
Desta forma, M = 7TN A ¢ uma matriz geradora do reticulado (Ok,b,). Como M M "=

p

1 1 '
—~TNAA'N'T" = TMM'T" = I, segue que ~Trgg(aee;) = d;;, onde &;; é o delta de
p p
Kronecker. n

1
Segue, da Proposigao (8.1.1)), que o reticulado ideal A = (Ok, —b,), com o =2 — (( + (1)
p
é isomorfo ao reticulado Z".

Se considerarmos a matriz geradora

1
M = —TNA, onde
VP

1 11 11
oi(er) -+ onler) o1 1 - 11
N = : : , T = e
o1(en) -+ onlen) 000 --- 11
000 01

A = diag(\/ar(@)),

temos que MM = I,,.
Seguindo os passos desse algoritmo, pode-se construir Z"-reticulados rotacionados para n =
2,3,5,6,8,9,11,14, 15, 18, 20, 21, 23, 26, 29, 30, . . ..

- ]. 3—p

, entdo dp min(A) =p771 .

Proposicao 8.1.2 Se A € um reticulado ideal de dimensdo n = b

Demonstragao: Pelo Corolario (7.1.1), temos que a distancia produto minima de A é dada por

1
. , uma vez que det(A) = 1. Como o discriminante de K satisfaz |Disc(K|Q)| =
Dise(KI0)| 3
p'T, segue que dpmin(A) = pa. n

A tabela a seguir fornece a d, i, para a construgao ciclotomica em algumas dimensoes.
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p n dp,miln (A> (/dp,min
51 2 NG 0, 66870
713 z 0,522757
11]5 oz 0, 383215
13| 6 = | 0,343444
1
171 8 7= | 0,289520
19]9 o 0,27187
23 | 11 5 | 0,240454

Exemplo 8.1.1 Sejam p=5, L =Q(¢) e K =Q(¢s + ¢ 1). Consideremos a Z-base {ey, ez}
de Z|Cs + (51, onde ey = G+ G ea=CG+ G2 ea=2—(G+G). Temos que o grupo de
Galois de K sobre Q ¢ dado por {01, 05}, onde a1 (CF+ ) = CE+ G k=1,2 e oo(CE+ () =
2k 4+ (%% k = 1,2. Consideremos o reticulado ideal (O, 1b,), onde bo(z,y) = Treg(zy).

Vimos que (Ok, %ba) ¢ um Z*-reticulado rotacionado com matriz geradora M = \/LETNA, onde

N — 0'1(61) 0'2(61) ’ T — 11 . A: Ul(a) 0

0'1(62) 0'2(62) 01 0 \/O’Q(C()
Logo,
1 —1,175570506 —1,902113035

M —
VB | —1,902113034 1, 175570503

Tal reticulado possui dy min, = \/Lg, visto que |Disc(K|Q)| = 5.

8.2  Reticulados Rotacionados via o Corpo Ciclotomico Q((or)

Nesta secao veremos a construcao de Z"-reticulados rotacionados via a teoria de reticulados
ideais aplicada ao subcorpo real maximal Q((or + (') dos corpos ciclotémicos Q((yr), com 7
um inteiro positivo. Desta forma, serao obtidos Z"-reticulados rotacionados para n = 2"72, r
inteiro positivo, r > 3.

Para isto, sejam ( = (or uma raiz 2"-ésima primitiva da unidade, onde r é um inteiro

positivo, r > 3, L = Q(¢) e K= Q(¢ + ¢ 1). Pelo Teorema (2.2.1), temos que [L: Q] =2""1e
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como [L : K] = 2, segue que [K: Q] =2"72 =n.

Q(¢2r)

|2

27 Qe + &)
|2r—2

Q

Os reticulados sao construidos via o anel dos inteiros de K, o subcorpo real maximal de L,

que possui {1, + ¢t --- ("L 4+ ¢V} como Z-base.

Proposicao 8.2.1 ([22]) O discriminante de K satisfaz |Disc(K|Q)| = 2°, onde 3 = (r —
I)n—1. n

Seja A = (Ok, b,). Uma condigao necessaria, mas nao suficiente, para que A seja isomorfo a
(v/¢Z)™, uma versao escalar de Z", com ¢ € Z é que det(A) = ¢". Pelo Teorema (7.1.1), temos
que det(A) = N(I)*Ngjo(a)|Disc(K|Q)| e, se I = Ok, entdo det(A) = Nyg(a)|Disc(K|Q)].
Desta forma, para que A seja isomorfo a (1/cZ)"™ é necesséario encontrar um elemento o € K
totalmente positivo, tal que Ngjo(@)|Disc(K|Q)| = Ngjg(@)2® = ¢, onde = (r — 1)n — 1.
Neste caso, tomando ¢ = 2"!, temos que um elemento a@ € Ox com norma 2 é facilmente
encontrado. Temos que 2Z[(] = (1 — ¢)?@VZ[(] e Nyo(1 — ¢) = 2. Usando a transitividade da

norma, temos que

2= NL\Q(l - C) = NK\Q(NLIK(l - O) = N]K|Q<(1 - O(l - C_l))~

Desta forma, tomando a = (1 —¢)(1 = (1) =2 — (¢ + (1), temos que Ngjg(a) = 2. Esta
condi¢ao nao garante a existéncia de uma versao escalar do Z". Para mostrar a existéncia,

faremos uma construgao explicita.
Proposicao 8.2.2 Se L = Q((), onde ¢ = (or com r um inteiro positivo, entao

0, se mde(k,27) <271
Trig(C®) =4 —27-1 se mde(k,27) = 271,
21 se mdc(k,27) > 271
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Demonstracdo: Temos que o polinémio minimal de ¢ sobre Q é dado por ¢or(x) = 22 + 1.
Desta forma, segue que Try o(¢*) = 0, para todo k tal que mdc(k,2") = 1, pois se mdc(k,2") =
1, entdao ¢* é conjugado de (. Agora, seja k tal que mde(k,2") > 1. Temos trés casos para
analisar:

1° caso: mde(k,27) < 271,

Seja mdc(k,2") = 2%, onde s < r — 1. Assim, k =2%j; j € Z e (5 = I = Cgr,s. Segue entao

que

TTL'Q(C§T> - TTL‘Q(C§T_3> - TTQ(CQT*S)‘Q<TT]L‘@(C2T75)(Cgr—s))
= Troe, e’ (—.) =" Trec,_oe(C—.) =0,

pois mdc(j,2" 1) = 1.
2° caso: mdc(k,2") =21,

Temos que o polinémio minimal de ¢, sobre Q é ¢»(z) = x+1. Desta forma, Trg(c,)0(¢F) = —1,

para todo k tal que mde(k,2) =1 e (5 = C;:_lj =¢J, onde k = 2715 e mdc(j,2) = 1. Segue,

entao, que

Trogmie(@) = Trae)e(Tracnieem) (@) = 27 Trge)e(é) = =27

Assim,

Trig((s) = Trug(@) = —27

3° caso: mdc(k,27) > 2L,

Neste caso, temos que mdc(k,2") = 2" e, desta forma,

Trug(Gyr) = Trug(1) =277,
0 que prova a proposicao. |
Corolario 8.2.1 Se K= Q(¢ + (™), entao

0, se mde(k,2"7) <271
Trg(Ch+¢") =< =271 se mde(k,27) = 271,
21 se mdc(k,27) > 21
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Demonstragao: Pela transitividade da forma trago, temos que

Trug(C®) + True(C") = Tryo(C* 4+ ¢F) = Trige(Trux(CF + ¢F) = 2Trgo (¢ + ¢7F).

Desta forma, se:
o mde(k,2") < 2771, entao Tryo(C¥) + Trie(¢F) =0, isto é, Trro(¢* + (%) = 0.

e mdc(k,2") = 27!, entdo Tryg(Ch) + Tryg(¢F) = —2r=1 — 2771 = 2(=2r1), isto 6,
TTK|Q(C]€ —+ Cik) = —27“71.

o mdc(k,2") > 2771 entao Tryo(C7) + Troe(¢TF) = 2771 +271 = 2(2771), isto &, Tryye(¢F+
gfk) — 27"717

0 que prova o corolario. |

Teorema 8.2.1 Sejam ey =1ce; = + (7% parai=1,2,--- ., n—1, eby : Ox x Ox — 7Z
tal que bo(x,y) = Trp(axy). Tem-se que:

2n, se 1 =0;

1. Sei=0,1,---,n—1, entao by(e;,¢e;) =
dn, se i # 0.

—2n, se1=1;

2. Sei 7é 0, entao ba(ei7€0) =
0, sei# 1.

‘ . . N —2n, se|i—j| =1
3. 8¢i#0,7#0 ei#j, entdo by(e;,e;) =
0, caso contrario.

Demonstragao: Vamos calcular b,(e;, eq), para i =0,1,--- ;n — 1. Para i = 0, temos que
ba(€o, €0) = Trijo(aeg) = Trijo(e) = Trige(2) — Tree(C+¢71) = 2(277%) =2,

pois, pelo Coroldrio (8.2.1), temos que mde(1,2") < 2"~1. Agora, para todo i =1,--- ,n — 1,

temos que

balei,e0) = Treglae) = Trgo((2 — (C+ )¢ +¢T)
_ TTK|Q(2Ci oo¢Ti it e il C—l—i)
= 2Tryo(¢’ + ) = Trage(CH + D) = Trygg (¢ 4 ¢707Y)
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—2n, set1 =1

0, caso contrario.

Vamos calcular b,(e;, ¢;), parai = 1,--- ,n — 1. Como mdc(2i,2"), mde(2i + 1,2"7), mde(2i —

1,2") < 27! paratodoi=1,--- ,n— 1, segue que

baleiei)) = Treglae®) = Trug((2 — ¢+ ¢ + (7 +2))
= 2Trgo(C* + %) + Trype(4) — Trge(¢? ™ 4+ ¢~@D)
— Tripl@ +(C)
= 4n.

Finalmente, para todo i # 0, j # 0 e i # j, como mdc(i + 7,2"), mdc(i — 7,27), mde(i + j +
1,2"),mdc(i +j —1,27) < 2771 segue que

balere;) = Trualacie;) = Trige((2 = (C+CTE +¢TE +¢7)
= 2Tryio(C + D) 4 2Ty (77 + ¢ — Ty o(¢FHTE 4 ¢ EHHD)
= Trigo(CH 4+ CUY) = Trggg(CHIH 4 (D) — Ty (¢ 4 (7H7Y)
—2n, se|i—j|=1

0, caso contrario,

0 que prova o teorema. [
Coroldrio 8.2.2 Se Q. (z,y) = 5=Trx/o(azy), entdo a matriz de Q, na base {eg, €1, -+, €n_1}
é
1 -1 0
-1 2 -1 0
0 —1 2
G —
2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2
Demonstragao: Segue diretamente da Proposicao (8.2.1)). n

Proposicao 8.2.3 Seja {fo, f1, -, fu_1}, onde f; = — Z;‘:—é_i e, Vi=0,1,--- ,n—1. Temos

que 57 Treo(afif;) = 6;5, onde &;; ¢ o delta de Kronecker.
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Demonstragao: Sejam G a matriz do Corolério (8.2.2) e

1 -1 -+ -1 -1
~1 -1 -1 0
T —
~1 0 0 0

Temos que TGT" = I,,. Agora, como G é a matriz de Gram do reticulado (O, 2TL,lboé), temos

1
ue G = MM?, onde M = NA, com
q \/F
o1(eg) -+ onleo) o1(a) -+ 0
N = e A=
0'1(671,1) O'n(en,1> 0 Un<0é)

Assim, I, = TMM'T" = (TM)(TM)". Seja agora f; = —>"""'e;; j=0,1,--- ,n— 1, uma

outra base de Og. Temos que

1 =1 e =1 -1

‘71(.f0) Un(.fo) 1 -1 ... 1 0 01('60) Un('e())

o1(foc1) -0 on(fae ' ' - ' o1(en_1) - oplen

1(fa-1) (fa1) Lo 0 o 1(€n-1) (€n—1)
_ 1 I

Logo, M = \/FT NA é uma matriz geradora do reticulado (O, 2TL,lbo(). Como MM =
1 1
—~TNAA'N'T* = TMM'T" = I,,, segue que —T'rgio(ae;e;) = d;;, onde d;; é o delta de Kro-
p p
necker. |

1
Segue da Proposicao (8.2.3)) que o reticulado ideal A = (O, Fba)’ coma = (1-¢)(1-¢71)

é isomorfo ao reticulado Z". Se tomarmos M como matriz geradora de tal reticulado, onde

1

M=

TNA, onde
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o (e o oyle
1(e0) _ (€0) e e

o1(en_1) -+ oplen_)
A = diag(\/ox()),

temos que G = MM = 1I,,.
Seguindo os passos desse algoritmo, pode-se construir Z"-reticulados rotacionados para n =
2,4,8,16,32,64,128,256,512, - - -.

1

Proposicao 8.2.4 Se A ¢ um reticulado de dimensao 22, entao dymin(A) = ﬁ7 onde

B=(r—1)2-2-1.

Demonstragao: Pelo Corolario (7.1.1), temos que a distancia produto minima de A é dada por
1
» , uma vez que det(A) = 1. Como o discriminante de K satisfaz | Disc(K|Q)| = 27,
| Disc(K|Q)| ,
def=(r—1)2" -1 dy min(A) = —. n
onde 8 = (r —1) , segue que dp min(A) 7o

A tabela a seguir fornece a d, ,;, para a construcao ciclotomica em algumas dimensoes.

n Q/dp,min
2 0, 594604
4 0, 385553
8 0,261068
16 | 0,180648

0,126361

64 | 0,0838683
128 | 0,0626695
256 | 0,044254
512 | 0,0312712
1024 | 0,0221046

= =
25| o] oo | o] o | | =
w
[\)

—_
[\

Exemplo 8.2.1 Sejamn =23, ( = (3, L=Q(() e K= Q(¢ + (Y. Temos que uma Z-base
de Og é {eg = 1,e; = ( + ('}, 0 grupo de Galois de 1. sobre Q é dado por Gal(L|Q) =
{01,03,05,07}, onde 0;(¢) = ', para i =1,3,5,7 e o grupo de Galois de K sobre Q € dado por
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Gal(K|Q) = {01,03}. Sejaa=2—(C+ () ebylx,y) = ETTNQ(axy). A matriz G de b, é

L)

Agora, uma matriz geradora do 7" - reticulado rotacionado € dada por M = ——=T N A, onde

V231

N = o1(eo) o3(eo) _ 1 1 _ 1 1
oi(e1) os(er) C+¢ 1t G4 V2 —v2 )
()
T = e
-1 0

Logo, temos que

V22 2

M=-Lorya-l (-1-V2V2-V2 (-1+V2)V2+V2
Vi A |

Notemos que MM = 1I,,.
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Capitulo 9

Identificacao de certos reticulados com reticula-

dos 1deais

Dado um reticulado no R"™ podemos vé-lo como um Og-reticulado para algum corpo de niimeros
K? Motivados por esta questao, neste capitulo apresentamos alguns reticulados ideais que
podem ser identificados com os reticulados A,_i, p primo, Dy, Egs, Es, K2 e Aoy, que s@o
conhecidos na literatura. Na Secao 9.1, apresentamos alguns resultados que serao utilizados na
construcao de tais reticulados ideais, o principal resultado utilizado relaciona o determinante do
reticulado com a fatoracao do diferente da extensao. Na Secao 9.2, apresentamos o reticulado
A,_1, com p primo e via o corpo ciclotomico Q((,), com p primo apresentamos um reticulado
ideal que apresenta as mesmas propriedades que o reticulado A,_;, com p primo. Na Secao
9.3, apresentamos o reticulado Dy e via o corpo ciclotomico Q((g), apresentamos um reticulado
ideal que apresenta as mesmas propriedades que o reticulado D4. Na Secao 9.4, apresentamos
o reticulado Ej e, via os corpos ciclotomicos Q(Ca4), Q(C20) € Q(¢15), apresentamos reticulados
ideais isomorfos ao reticulado Eg. Na Secao 9.5, apresentamos o reticulado Ejg e, via o corpo
ciclotomico Q((g), apresentamos um reticulado ideal que apresenta as mesmas propriedades que
o reticulado Fg. Na Secdo 9.6, apresentamos o reticulado K75 e, via o corpo ciclotomico Q((s),
apresentamos um reticulado ideal que apresenta as mesmas propriedades que o reticulado Kis.
Por fim, na Segao 9.7, apresentamos o reticulado Ay e, via os corpos ciclotomicos Q((39) e

Q((35), apresentamos reticulados ideais isomorfos ao reticualdo Agy.

9.1 Construcao

Nesta secao, veremos alguns resultados que serao utilizados para construir reticulados ideais do

tipo traco com certo determinante d. O principal resultado relaciona a fatoracao do diferente
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de uma extensao como um produto de ideais primos. Visto que os corpos utilizados em nossa
construcao serao os corpos ciclotomicos, faremos um roteiro de como fatorar o diferente de uma
extensao ciclotomica em um produto de ideais primos.

Sejam K um corpo de ntimeros de grau n, Ok o anel de inteiros de K sobre Z,: K — K
a conjugacao complexa e [F o corpo fixo por ~.

A préxima proposi¢ao nos diz quando é possivel construir um reticulado ideal do tipo traco

com certo determinante d.

Proposicao 9.1.1 Se K é um corpo de niumeros tal que K ¢é totalmente real ou K é uma
extensao totalmente imagindria de I, de grau 2, entao existe um Og-reticulado do tipo traco com

determinante d se, e somente se, existem ideais I, J de Ox tal que N(J) =d e A(K|Q) = JII.

Demonstracao: Suponha que existem I, J ideais de Ok tal que N(J) = d e A(K|Q) =
JII. Temos que A(K|Q) = JIT C II. Assim, A(K|IQ)'A(K|Q) € A(K|Q)*II. Assim,
Ox € A(K|Q)7YI, o que implica que Ox C J T[] = J~!. Desta forma, [ 1110y C
7717 = A(K|Q) L. Logo, I C I 1710y C A(K|Q)™!, pois 1 € Ok. Consideremos
a aplicagao:
b: I ' x I —Z
(z,y)  — Tro(ey).

Como I 1171 C A(K|Q)™!, temos que b esta bem definida. Logo, (I71,b) é um Og-reticulado.

Além disso, pelo Teorema (7.1.1)), temos que
det(b) = N(I"")?|Disc(K|Q)|.

Agora, como |Disc(K|Q)| = N(A(K|Q)), segue que det(b) = N(I~1)2N(I)N(I)N(J). Como
N(I)=N(I)e N(IY) = N(I)™!, segue que

det(b) = N(I)2N(I)>N(J) = N(J) = d.

Portanto, existe um Ok-reticulado do tipo trago com determinante d. Reciprocamente, suponha
que existe um Og-reticulado do tipo trago com determinante d. Desta forma, existe I um ideal

fraciondrio de Ok tal que (1,b) é um reticulado ideal com determinante d, onde

b:IxI —7Z
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(2, y) = Trijg(zy).

Temos que, II C A(K|Q)™'. Assim, segue que A(K|Q)™! = IIM, onde M é um ideal
de Og e AK|Q) = I'T7*M~t. Agora, temos que d = det(b) = N(I)?|Disc(K|Q)| =
N(I)’N(A(K|Q)) = N(I)2N(I)"2N(M)~!. Logo, temos que N(M~1) = d, como queriamos. m

Corolario 9.1.1 Nas mesmas condi¢des da Proposicao (9.1.1), tem-se que existe um Og-reti-

culado unimodular do tipo traco se, e somente se, existe um ideal I de Ok tal que A(K|Q) = I1.

Demonstragao: Segue diretamente da Proposicao (9.1.1)). n

No que segue, iremos trabalhar com corpos ciclotomicos.

Baseados na Proposi¢ao (9.1.1), dado um certo corpo ciclotomico Q(¢,), primeiramente
iremos fatorar seu diferente e verificar se é possivel construir um Og-reticulado do tipo trago
com certo determinante d.

Como iremos estudar reticulados ideais que apresentam as mesmas propriedades que os
reticulados A,_;, p primo, Dy, Eg, Eg, K13 € Agy, iremos trabalhar com corpos ciclotomicos
cujo grau da extensao seja o mesmo da dimensao de tais reticulados.

A seguir, faremos um roteiro de como fatorar o diferente de um dado corpo ciclotéomico em
um produto de ideais primos do anel de inteiros Ox. Notemos que a Proposigao (9.1.1) néo
exige que o diferente esteja fatorado como um produto de ideais primos, mas visto que todo
ideal se fatora de forma tnica como um produto de ideais primos, basta considerar os ideais I,
J da Proposigao (9.1.1) como produto destes ideais primos.

Seja Q(¢,) o n-ésimo corpo ciclotomico. Pelo Corolario (4.4.1), temos que aparecem na
fatoragao do diferente A(Q((,,)|Q) somente os ideais primos de Z[(,| que estao acima dos ideais

primos p de Z tal que p é primo e p|n. Desta forma, fazemos o seguinte:
e Dado n, encontramos todos os primos p;s que dividem n.

e Para cada um destes primos p; utilizamos o Teorema de Kummer (4.1.3) e encontramos

a fatoragao do ideal estendido p;Z[(,] como produto de ideais primos.

Com isto, encontramos todos os ideais primos de Z[(,] que dividem o diferente. Resta saber

qual o indice de cada um. Para isto, utilizamos os seguintes resultados:

e Pela Proposicao (4.3.1), temos que se um ideal primo P de Z[(,] aparece na fatoracao do
ideal estendido pZ|[(,], p primo e p|n, com indice e, entao P divide o diferente com indice

s tal que s > e — 1.
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e Pelo Teorema (3.2.1), temos que N(A(Q((,)|Q)) = |Disc(Q(¢,)|Q)| e, pelo Teorema
w(n) r

(3.2.3)), temos que |Disc(Q((,)|Q)| = ,,n—w(n), onde n = Hp;j.

pj—1 j=1
117
J=1

Apés fatorar o diferente vemos se é possivel escrevé-lo como A(Q(¢,)|Q) = I1.J. Para isto,

utilizamos o Coroldrio (4.4.4). Para todo primo p tal que p|n, apds ter fatorado o ideal pZ[(,],
fatoramos n como n = p*t, k > 1 e p{t. Em seguida, calculamos Oy(p) (ordem de p em Z;).
Se Oy(p) =1 (mod 2), entao para todo ideal primo P de Z[(,] que estd acima de p, P também
estd acima de p e P # P.

Para a préoxima proposicao omitimos a demonstragao por faltarem pré-requisitos suficientes

para prova-la neste trabalho.

Proposicao 9.1.2 ([16], pag. 76) Se K = Q((,), onde ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da
unidade, onde n € livre de quadrados, n # p, n # 2p, p primo e @(n) > 8, entdo a norma

minima de todo Og-reticulado é no minimo 4. [ ]

9.2 O reticulado A,_1, p primo

Nesta segao, definiremos o reticulado A,_;, com p primo e apresentaremos um reticulado ideal

(p — 1)-dimensional, par e com o mesmo determinante que A, 1, com p primo.

Definic¢ao 9.2.1 Seja p um nimero primo. O reticulado A,_y € um reticulado par, (p —1)-

dimensional, definido por

A, ={(zo, 21, ,2p—1) € ZP tal que xo + - - - + x,—1 = 0}.

—(-1) -1

Sua densidade de centro é A =272 p= , sua norma minima € 2 e seu determinante € p.

Sejam p um numero primo fmpar e K = Q((,) o p-ésimo corpo ciclotomico. Temos que

[Q(¢&) : Q] = ¢(p) = p— 1. Vamos fatorar o diferente A(Q((,)|Q).

e Como p é um numero primo segue, pela Proposicao (4.4.1), que o ideal gerado por p é o

tnico ideal primo de Z que se ramifica em Z[().
e Como ¢p(x) = 2P~ - -+x+1 = ming(,, segue que ¢, () = 2P~ 1+ - 4o+1 = (z—1)P!
(mod Zy[x]). Pelo Teorema de Kummer (4.1.3), segue que
pZ[(,) = PP, onde P = (p,(, — 1).
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Assim, o tnico ideal primo de Z[(,] que se ramifica é P, o que implica que P é o tnico

ideal primo de Z[¢,] que divide o diferente A(Q(¢,)|Q). Logo, A(Q(()|Q) = Pk, k > 1.

e Como p?' = [Ngjo(p)| = N(pZ[(y]) = N(P)P~1, entdo N(P) = p e como N(A(Q((,)|Q)) =
| Disc(Q((,)|Q)] = pP~2, segue que N(P)F = pP~2 o que implica que k = p — 2. Desta
forma, temos que

A(Q(G)|Q) = PP

e Como o ideal P deve aparecer na fatoragao de pZ[(,] e como pZ[(,] = PP~ segue que

P = P. Assim, podemos escrever

,3_17*3
B 3

AQ(G)Q) =P =P 2 P,
Como o diferente se fatora desta forma, pela Proposicao (9.1.1) temos que existe um Og-

reticulado do tipo trago com determinante N(P) = p. Consideremos a aplicagao:

p—3

b P~ p- 5 g

(z,y) = Trepelry).

Temos, pela demonstracao da Proposigao (9.1.1), que det(b) = N(P) = p. Agora, pelo Exemplo
(7.1.5), temos que b é par. Portanto, segue que <P’(p2;3),b> é um Og-reticulado par com
p—3

determinante p. Desta forma, temos que (P’(T), b) apresenta as mesmas propriedades que o

reticulado A,_;.

9.3 O reticulado D,

Nesta secao, definiremos o reticulado D, e apresentaremos um reticulado ideal 4-dimensional,

par e com o mesmo determinante que Djy.

Definicao 9.3.1 O reticulado D, é um reticulado par, 4-dimensional, definido por:

4
Dy = {(x1, 22, 73,14) € R* tal que x; € Z,Yi e le =2m;m € Z}.
i=1

2

Sua densidade de centro ¢ A = Tz = 0,6169 e € a maior densidade possivel para dimensdo 4.

Sua norma minima € 2 e seu determinante é 4.
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Seja K = Q((g) o corpo ciclotomico associado a raiz oitava primitiva da unidade. Temos

que [Q(¢s) : Q] = ¢(8) = 4. Vamos fatorar o diferente A(Q((s)|Q).

e Temos que 2 é o tnico primo que divide 8 e, assim, pela Proposicao (4.4.1), o ideal gerado

por 2 é o unico ideal primo de Z que se ramifica em Z[(s].
e Como ¢g(z) = 2* + 1 = ming(s entdo ¢g(r) = 2* +1 = (z — 1)* (mod Zy[x]). Pelo
Teorema de Kummer (4.1.3), temos que

27[(s] = P*, onde P = (2,(s — 1).

Assim, o tnico ideal primo de Z[(g] que divide o diferente A(Q((s)|Q) é P, pois P é o
tinico ideal primo de Z[(g] que se ramifica. Logo A(Q(()|Q) = P*, k > 1.

e Como 2* = |Nyg(2)] = N(P)*, segue que N(P) = 2. Agora, pelo Teorema (3.2.1), temos
que N(A(Q($)|Q)) = |Disc(Q(¢)|Q)| = 28. Desta forma, k = 8 e, assim,

A(Q(¢s)|Q) = P~

e Notemos ainda que como o ideal P deve aparecer na fatoracdo de 2Z[(s] e como 2Z[(s] =

P*, segue que P = P. Assim, podemos escrever
—3
A(Q(¢s)|Q) = PPP P

Como o diferente se fatora desta forma, pela Proposigao (9.1.1), temos que existe um Og-

reticulado do tipo trago com determinante N (P?) = 4. Consideremos a aplicagio:
b: PP3xP?— Z

(z,y) > Tre(ay).

De forma andloga ao que fizemos no Exemplo (7.1.6), mostramos que b é par. Agora, segue
da demonstracao da Proposigao (9.1.1) que det(b) = N(P)? = 4. Portanto, temos que (P73, b)
¢ um Og-reticulado par com determinante 4. Desta forma, temos que (P2 b) apresenta as

mesmas propriedades que o reticulado Dy.
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9.4 O reticulado Ej

Nesta se¢ao, definiremos o reticulado Eg e veremos trés reticulados ideais que sao isomorfos ao

reticulado Ej.

Definicao 9.4.1 O reticulado Eg é um reticulado par, 8-dimensional, definido por:
L.
Es = {(x1,29, - ,x8) tal que x; € Z ou x; € Z + §’W e Zz, =0 (mod 2)}.
Sua densidade de centro é A = 0,2537, sua norma minima € 2 e seu determinante € 1.

9.4.1 Fg via Q(Ca4)

Seja K = Q((a4) 0 24-ésimo corpo ciclotomico. Temos que [Q(Ca4) : Q] = ¢(24) = 8. Vamos
fatorar o diferente A(Q((24)]Q).

e Como 2 e 3 sao os unicos primos que dividem 24 segue, pela Proposigao (4.4.1), que
os ideais gerados por 2 e 3, respectivamente, sao os tunicos ideais primos de Z que se

ramificam em Z[Co4].

e Como ¢oy(z) = 2% — 2* + 1 = mingCa, segue que doy(x) = (1 + 2 + 22)* (mod Zy[z])
e pou(z) = 2+ 2 + 2222 + 22 + 2%)? (mod Zs[x]). Assim, pelo Teorema de Kummer
(4.1.3)), temos que

2Z[C2] = Q*, onde Q = (2,1 + Cos + G5y) @

3Z[Co] = S*R?, onde S = (3,2 + (o + ) e R= (3,2 +2C + (3,).

Desta forma, os tnicos ideais primos de Z[(24] que se ramificam sao @, S e R e, assim,

sao os unicos ideais primos de Z[(24] que dividem o diferente A(Q((24)|Q). Logo, temos

que A(Q(C24)|Q) = QIR"S"; g, 1,8 = 1.

e Agora, como 2% = |Ngg(2)] = N(Q)*, segue que N(Q) = 4. Além disso, pelo
Exemplo (4.4.4), temos que R = S, o que implica que N(R) = N(S). Como 3% =
|Nxjo(3)] = N(R)?N(S)> = N(R)*, segue que N(R) = N(S) = 32 Pelo Teorema

(3.2.1), temos que N(A(Q((24)|Q)) = |Disc(Q(Cas)|Q)| = 2'93%. Assim, segue que 21631 =

N(Q)'N(R)"N(5)®
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= 49(32)7(3?)* = 22432%("+5)_ Isto implica que ¢ =8 e 7+ 5 = 2. Assim, ¢ = 8, r = s = 1.
Portanto,

A(@(C24)|Q) = QSRS

e Como R=Se @ =Q, segue que
AQ(60)|Q) = Q*RQ'R = (Q'R)(QR).

Como o diferente se fatora desta forma, pelo Corolario (9.1.1), temos que existe um Og-

reticulado unimodular do tipo traco. Seja I = R~*Q~*. Consideremos a aplicacao:

b:IxI— 7Z

(z,y) — Trge(zy).

Tomando v = (3, € Z[(24] temos que v+ = 1. Assim, pela Proposicao (7.1.3) temos que todo
Ok-reticulado é par. Agora, pelo Teorema (7.1.1), temos que det(b) = N(I)?|Disc(K|Q)| =
(372471)221631 = 1. Portanto, segue que (I,b) é um Og-reticulado par com determinante 1.
Em [13], vemos que Eg é o unico reticulado unimodular e par em sua dimensao. Desta forma,

temos que (I, b) é isomorfo ao reticulado Fg.

9.4.2 FEjg via Q(Czo)

Seja K = Q({y0) 0 20-ésimo corpo ciclotomico. Temos que [Q((z) : Q] = ¢(20) = 8. Vamos
fatorar o diferente A(Q(C20)|Q).

e Temos que 2 e 5 sao os Unicos nimeros primos que dividem 20. Logo, pela Proposicao
(4.4.1)), temos que os ideais gerados por 2 e 5, respectivamente, sdo os tinicos ideais primos

de Z que se ramificam em Z[y).

e Como ¢op(z) = 28 — 28+ 2% — 22+ 1 = minglap, segue que goo(z) = (1+z+2%+ 23 +24)2
(mod Zs[z]) e ¢oo(x) = (2 + 2)*(3 +t)* (mod Zs[x]). Assim, pelo Teorema de Kummer
(4.1.3)), segue que

2Z[Ca0] = Q°, onde Q = (2,14 Cao + 3 + Cop + Cao) ©

5Z[C20] = S4R47 onde S = <5, 2 + CQ()) e R= <5, 3 + C20>.
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Assim, os unicos ideais primos de Z[(3] que se ramificam sdo @), S e R, sendo estes os
tnicos ideais primos de Z[(y] que dividem o diferente A(Q((2)|Q). Logo, temos que

A(Q(¢20)|Q) = QIR"S*, onde g > 1, s, > 3, pela Proposicao (4.3.1)).

e Temos que 2° = |Ngg(2)] = N(Q)? e, assim, N(Q) = 2%. Agora, como O4(5) =1 =1
(mod 2), pelo Corolério (4.4.4), segue que R # R. Logo, R = S e, assim, N(R) = N(S).
Desta forma, 5% = |Ngjo(5)] = N(S)*N(R)* = N(S)®, o que implica que N(R) = N(S) =
5. Pelo Teorema (3.2.1)), temos que N(A(Q(()|Q)) = |Disc(Q(C0)|Q)] = 285°. Assim,
segue que N(Q)IN(R)"N(S)* = 285° o que implica que ¢ = 2 e r = s = 3. Portanto,

A(Q(¢0)|Q) = Q°R*S°.
e Como R=Se @ = (@, podemos escrever
A(Q(G)|Q) = Q*R*S* = QR'QR’ = (QR)(QR?).

Como o diferente se fatora desta forma, pelo Corolario (9.1.1), temos que existe um Og-

reticulado unimodular do tipo traco. Seja I = R~3Q~!. Consideremos a aplicacao:

b:IxI— 7

(z,y) — Tryp(zy).

Tomando v = (3, — (3, € Z|[(a], temos que y+7 = 1. Assim, pela Proposicao (7.1.3), temos que
todo Ok-reticulado é par. Agora, pelo Teorema (7.1.1), temos que det(b) = N(I)?|Disc(K|Q)| =
(573271)22855 = 1. Portanto, (I,b) é um Ok-reticulado par com determinante 1. Em [13], vemos
que Eg é o tnico reticulado unimodular e par em sua dimensao. Desta forma, temos que (7, b)

¢é ismorfo ao reticulado FEx.

9.4.3 By via Q((i5)

Seja K = Q((315) o corpo ciclotomico associado a 15-ésima raiz primitiva da unidade. Temos

que [Q((5) : Q] = ¢(15) = 8. Vamos fatorar o diferente A(Q((15)|Q).

e Os tunicos primos que dividem 15 sado 3 e 5. Assim, pela Proposigao (4.4.1), os ideais

gerados por 3 e b, respectivamente, sao os tnicos ideais primos de Z que se ramificam em

Z[Gis)-
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e Como ¢y5(z) = 2% — 2" + 2% — 2% + 2% — 2 + 1 = ming(ys, segue que ¢y5(z) = (1 + @
+ 224+ 2% + 2%)? (mod Zs3[]) e ¢15(x) = (1+ 2+ 22)* (mod Zs[x]). Assim, pelo Teorema

de Kummer (4.1.3), temos que
3Z[G15) = P?, onde P = (3,1 + (15 + (5 + (s + (is) ©

5Z[C15] = Q*, onde Q = (3,1 + 15+ (f5)-

Desta forma, os unicos ideais primos de Z[(;5] que se ramificam sdo P e @ e sendo, assim,

os tnicos ideais primos de Z[(15] que dividem o diferente A(Q((15)|Q). Logo, temos que
AQ(G5)|Q) = PrQ% 1,5 > 1

e Agora, temos que 3% = |Ngg(3)] = N(P)? e 5% = [Ngio(5)| = N(Q)*, o que implica
que N(P) = 3* e N(Q) = 5°. Pelo Teorema (3.2.1), temos que N(A(Q((15)|Q)) =
|Disc(Q(¢15)|Q)| = 3155, Desta forma, segue que r = 1 e s = 3. Logo,

A(Q(615)|Q) = PQ* = PQ(QQ).

Como nao é possivel fatorar o diferente A(Q((15)|Q) como o produto A(Q((15)|Q) = I1, pelo
Corolario (9.1.1), temos que nao existe um Og-reticulado do tipo traco com determinante 1.
Entretanto, podem exister outros Og-reticulados que nao sejam do tipo trago cujo determinante
seja 1. Para isso, é necessario encontrar um elemento o € K totalmente positivo e um ideal
I de Ok tal que N(I)*Ngjg(a)|Disc(K|Q)| = 1. Para facilitar os célculos, tomemos I = Ox.
Desta forma, precisamos encontrar um elemento o € K totalmente positivo tal que Ngjg(a) =
|Disc(K|Q)|™'. Como |Disc(K|Q)| = N(A(K|Q)), precisamos encontrar em elemento a € K
tal que Ngjg(o) = N(A(K|Q))™' = N(AK|Q)™). Por [15], tomando o = m(g +
CH(C"+¢7), onde ¢ é o polindémio minimal de (¢ + ¢~'), temos que « é totalmente positivo
e gerador do A(K|Q)™*. Logo, Ngjg(a) = N(A(K|Q)™!). Desta forma, o reticulado ideal
(Ok, b, ), onde
by : Ox x O — 7

(z,y) — Trgglaxy)

é unimodular. Além disso, tomando v = 14 (15 + (f5 + (5 + (55 € Z[(i5], temos que v+ 7 = 1.
Assim, pela Proposigao (7.1.3), temos que todo Og-reticulado é par. Portanto, (O, b,) é um

Ox-reticulado par com determinante 1.Em [13], vemos que Eg é o tinico reticulado unimodular
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e par em sua dimensao. Desta forma, temos que (O, b,) ¢é isomorfo ao reticulado Eg.

9.5 O reticulado Ej

Nesta secao, definiremos o reticulado Eg e apresentaremos um reticulado ideal 6-dimensional,

par e com o mesmo determinante que o reticulado Fj.

Definicao 9.5.1 O reticulado Eg é um reticulado par, 6-dimensional, definido por:

E¢ = {x € Eg tal que z.v = 0,Yv € V}.

3

T
Sua densidade de centro é A = W = 0,3729, sua norma minima € 2 e seu determinante é

3.

Seja K = Q({y) o 9-ésimo corpo ciclotomico. Temos que [Q({g) : Q] = ¢(9) = 6. Vamos
fatorar o diferente A(Q(()|Q).

e Temos que 3 é o unico primo que divide 9. Logo, pela Proposi¢ao (4.4.1), temos que o

ideal gerado por 3 é o tnico ideal primo de Z que se ramifica em Z[(y).

e Como ¢g(x) = 2% + 2% + 1 = ming(y, temos que ¢o(x) = (2 + )% (mod Zs[z]). Assim,

pelo Teorema de Kummer (4.1.3)), temos que
3Z[() = P°, onde P = (3,2 + ().

Desta forma, o tinico ideal primo de Z[(y] que se ramifica é P, sendo assim, o tnico ideal
primo de Z[(o] que divide o diferente A(Q((o)|Q). Temos, assim, que A(Q({y)|Q) = P"
onde r > 5, pela Proposicao (4.3.1).

e Agora, como 3% = |Ngio(3)] = N(P)®, segue que N(P) = 3. Pelo Teorema (3.2.1), temos
que N(A(Q({)|Q)) = |Disc(Q(¢)|Q)| = 3%. Assim, segue que r = 9. Logo,

A(Q(¢)|Q) = PP = P'P'P.

Como o diferente se fatora desta forma, pela Proposicao (9.1.1), temos que existe um Og-

reticulado do tipo traco com determinante N(P) = 3. Seja I = P~*. Consideremos a aplicacao:

b:IxI— Z
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(z,y) — Trep(ry).

Tomando v = 1+ (g + (2 + (5 + (5 € Z[(o], temos que v+7 = 1. Assim, pela Proposigao (7.1.3),
temos que todo Og-reticulado é par. Agora, pela demonstragao da Proposicao (9.1.1), temos que
det(b) = N(P) = 3. Portanto, (I,b) é um Og-reticulado par de dimensao 6 com determinante

3. Desta forma, temos que ([, b) apresenta as mesmas propriedades que o reticulado Eg.

9.6 O reticulado Coxeter-Todd Ko

Nesta secao, definiremos o reticulado K75 e apresentaremos um reticulado ideal 12-dimensional,

par e com o mesmo determinante que o reticulado Kis.

Definicao 9.6.1 O reticulado K15 € um reticulado par, 12-dimensional, com densidade de

centro A = 0,04945, norma minima 4 e determinante 729.

Seja K = Q(¢21) o 21-ésimo corpo ciclotomico. Temos que [Q(C21) : Q] = p(21) = 12.
Vamos fatorar o diferente A(Q((21)|Q).

e Temos que 21 = 3.7. Logo, pela Proposigao (4.4.1), temos que os ideais gerados por 3 e

7, respectivamente, sdo os inicos ideais primos de Z que se ramificam em Z[(21].

o Como ¢ (7) = 212 — ™ + 2% — 28 + 25 — 2 + 2% — 2 + 1 = minglay, segue que ¢o () =
T+ 2+ 2%+ 2%+ 2% + 25+ 25?2 (mod Zs[2]) e ¢o1(z) = (34 2)8(5 + 2)® (mod Z[z]).

Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3)), temos que
3Z[¢xn] = P?, onde P = (3,1+(n +C + G+ + i+ Gu) e

TZ[(n] = S°R®, onde S = (7,5 + (n) e R = (7,3 + (o).

Desta forma, os tinicos ideais primos de Z[(21] que se ramificam sdo P, S e R, sendo estes,
os tnicos ideais primos de Z[(s1] que dividem o diferente A(Q((21)|@Q). Logo, temos que
A(Q(¢21)|Q) = P'R"S*, onde t > 1; s,r > 5, pela Proposigao (4.3.1).

e Agora, temos que 3" = |Ng(3)] = N(P)? e 72 = Ngjo(7) = N(S)°N(R)°. Como
O3(7) =1 =1 (mod 2), pelo Corolério (4.4.4), segue que R # R e, assim ,R = S. Logo,
temos que N(R) = N(9) e, desta forma, segue que N(P) = 3% e N(R) = N(S) = 5. Pelo
Teorema (3.2.1)), temos que N(A(Q((1)|Q)) = |Disc(Q((21)|Q)| = 357, Portanto,

A(Q(¢21)|Q) = PR°S®.
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e Como R = S, podemos escrever

A(Q(¢21)|Q) = PR'R = PR°T®.

Como o diferente se fatora desta forma, pela Proposicao (9.1.1), temos que existe um Og-
reticulado do tipo tragco com determinante N(P) = 729. Seja I = R™°. Consideremos a
aplicagao:

b:IxI — 7Z
(z,y) — Trgo(ey).

Tomando v = 1 + o1 + €5, + (5, + (8, € Z[(a], temos que v +4 = 1. Assim, pela Proposicao
(7.1.3), temos que todo Ok-reticulado é par. Agora, pela demonstragao da Proposi¢ao (9.1.1),
temos que det(b) = N(P) = 729. Portanto, (I,b) é um Og-reticulado par com determinante

729. Desta forma, temos que (/,b) apresenta as mesmas propriedades que o reticulado Kjs.

9.7 O reticulado Agy

Nesta se¢ao, definiremos o reticulado Agy e apresentaremos dois reticulados ideais que sao

isomorfos ao reticulado Asgy.

Definigcao 9.7.1 O reticulado de Leech Aoy € um reticulado par, 24-dimensional. E o mais
denso em sua dimensao e pode ser caracterizado como o unico reticulado par, unimodular, de

dimensao 24 que possui norma minima 4.

9.7.1 A24 via @(639)

Seja K = Q((39) 0 39-ésimo corpo ciclotomico. Temos que [Q((39) : Q] = ¢(39) = 24. Vamos
fatorar o diferente A(Q((39)|Q).

e Como 39 = 3.13 segue, pela Proposicao (4.4.1), que os ideais gerados por 3 e 13, respec-

tivamente, sao os unicos ideais primos de Z que se ramificam em Z[(3o)].

o Como dag(x) = 224 — 22 4221 — 320 4 g8 1T 4 15 M4 g12 210409 0T 406 gy
2®—x+1, segue que dag(z) = (2+2x+23)2(2+22+23)?(2+ 2+ 2% +2°)2(2+ 22+ 222 +1%)?
(mod Zs[x]) e ¢zo(x) = (4+2)'2(10+2)*? (mod Zi3[z]). Assim, pelo Teorema de Kummer
(4.1.3), temos que

3Z|Gy] = PPy P{P; e
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13Z[(39) = THU™.

Desta forma, os ideais primos de Z[(39] que se ramificam sdo Py, Py, P3, Py, T e U.
Sendo, assim, os ideais primos de Z[(39] que dividem o diferente A(Q((39)|@Q). Logo,
A(Q(¢39)|Q) = PP PPy PiTU"; p,q,r,s > 1 et,u > 11.

e Segue do Teorema (4.3.1) que

A(Q(¢39)|Q) = PP P THUM.

e Agora, notemos que O13(3) =3 =1 (mod 2) e O3(13) = 1 = 1 (mod 2). Assim, pelo
Corolério (4.4.4), temos que P; # P;, i =1,2,3,4 e T = U. Podemos reindexar os indices
{1,2,3,4} de forma que P, = P3 e P, = P,. Desta forma, o diferente pode ser escrito
como

A(Q(C39)|Q) = PLR,TH PP, T,

Como o diferente se fatora desta forma, pelo Corolario (9.1.1), temos que existe um Okg-

reticulado unimodular do tipo traco. Seja I = PPy, 'T~'!. Consideremos a aplicacdo:

b: I xI — Z

(z,y) — Trep(ry).

Tomando v = 1 + (39 + (32 + (23 + (3* € Z[(39], temos que v + 7 = 1. Assim, pela Proposigao
(7.1.3), temos que todo Ok-reticulado é par. Agora, pelo Teorema (7.1.1), temos que det(b) =
N(I)?|Disc(K|Q)| = 1. Portanto, (I,b) é um Og-reticulado par com determinante 1. Agora,
pela Proposicao (9.1.2), como 39 nao ¢é primo, 2 t 39 e p(39) = 24 > 8, segue que a norma
minima de (/,b) é 4. Assim, de [13], segue que (I,b) é isomorfo ao reticulado Asy, pois Agy é 0

unico reticulado par, unimodular e com norma minima 4 em sua dimensao.
9.7.2 A24 via @(<35)
Seja K = Q((35) 0 35-ésimo corpo ciclotomico. Temos que [Q((35) : Q] = ¢(35) = 24.

e Como 35 = 5.7 temos, pela Proposigao (4.4.1), que os ideais gerados por 5 e 7, respecti-

vamente, sdo os Unicos ideais primos de Z que se ramificam em Z[(35).

o Como ¢35(x) = 22t — 2% + 219 — 218 4 217 — 216 4 o1 — 18 4 212 — g1 4 210 — 28 4

o7 — 25 + 2% — 2+ 1, temos que ¢s5(7) = (1 4+ + 2> + 23 + 24 + 2° + 25)* (mod Zs[z]) e
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P35(x) = (1 +x + 2%+ 23 + 2%)% (mod Z;[z]) . Assim, pelo Teorema de Kummer (4.1.3),
temos que

5Z[C35] = P4 (§

TZ|(ss) = Q°.

Desta forma, os ideais primos de Z[(35] que se ramificam sao P e ) sendo, assim, os ideais
primos de Z[(35] que dividem o diferente A(Q({35)|Q). Logo, A(Q((35)|Q) = PTQ*%; r > 3,
s> b.

e Como N(A(K|Q)) = |Disc(K|Q)| = 5°7%, segue que
A(Q(G)IQ) = P°Q° = PQPPQ*Q".

Desde que nao é possivel fatorar o diferente A(Q((35)|Q) como o produto A(Q((s5)|Q) = I1,

pelo Corolério (9.1.1), temos que néo existe um Ok-reticulado do tipo trago com determinante 1.
(C+HE+ N+ N+
P(C+ (T

minimal de {4+, temos que « é totalmente positivo e Ngjq(a) = |Disc(K|Q)|™!. Desta forma,

Assim, por [15], tomando o = , onde 1) é o polindmio

o reticulado ideal (O, b, ), onde
ba : OK X OK — Z

(z,y) — Treelazy)

é unimodular. Além disso, tomando v = 1— 35435 — (a5 +C55 — (S5 + (s —Cas +(37 € Z[(35), temos
que v + 7 = 1. Assim, pela Proposicao (7.1.3)), temos que todo Og-reticulado é par. Portanto,
(Ok, by) é um Og-reticulado par com determinante 1. Agora, pela Proposigao (9.1.2), como
35 ndo é primo, 2 1 35 e p(35) = 24 > 8, temos que a norma minima de (Ok,b,) é 4. Assim,
por [13], temos que (Ok,b,) ¢é isomorfo ao reticulado Ay, pois Agy é 0 tnico reticulado par,

unimodular e com norma minima 4 em sua dimensao.
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Capitulo 10

Reticulados Ideais Complexos

Neste capitulo apresentamos reticulados ideais complexos, algumas de suas principais pro-
priedades e algumas contrugoes de certos reticulados ideais complexos isomorfos ao Z[i]"-
reticulado. Na Secao 10.1, apresentamos a definicao de um reticulado ideal complexo e algumas
de suas propriedades. Na Segao 10.2, apresentamos via a construcao ciclotomica sobre Q((ar),
alguns reticulados ideais isomorfos ao Z[i|"-reticulado. Por fim, na Se¢ao 10.3, apresentamos via

a construgoes reais a construcao de reticulados ideais complexos isomorfos ao Z[i]"-reticulado.

10.1  Definicao

Nesta secao, apresentamos a definicao de ideais reticulados complexos e algumas de suas pro-

priedades.

Definicao 10.1.1 Seja M uma matriz com entradas complexas, cujos vetores que estao nas
suas linhas sao linearmente independentes sobre C. Chamamos de reticulado complexo ao

congunto de pontos

A® = [\M; ) € Z[i]"}.

Defini¢ao 10.1.2 A matriz M da Definicao (10.1.1) é chamada de matriz geradora do reti-
culado A¢ e a matriz G = MM | onde H denota a transposta conjugada é chamada de matriz

de Gram de A°.

Sejam L uma extensao de Q(i) de grau n e Oy, o anel de inteiros de LL sobre Z[i]. Notemos
que Q(i) é o corpo de fragoes de Z[i]. Como o anel Z[i] é principal segue, pelo Corolério
(L5.7), que todo ideal de Oy, é um Z[i]-m6dulo livre de posto n. Uma representacao grafica das

extensoes é dada por:
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Definigao 10.1.3 Sejam {oy,--- ,0,} 0s n homomorfismos distintos de . em C que fizam

Q(i). Definimos o homomorfismo injetivo
c: L — C"
z— o(z) = (o1(z), -+, on(x))
e o chamamos de homomorfismo canonico de L em C".

Proposigao 10.1.1 [20] Se I é um ideal inteiro de Oy, {wy, - ,w,} uma Z[i]-base de I e o
o homomorfismo canonico de . em C", entdo a imagem o(I) em C" € um reticulado complexo

em C" com base {o(wy),--- ,0(wy)}. u

Nas condigoes da Proposicao (10.1.1), temos que uma matriz geradora do reticulado (/) é
dada por

al(wl) an(wl)

o1(wy,) -+ op(wy)

Similarmente ao caso real, definimos diversidade complexa e distancia produto minima

complexa de um reticulado complexo.

Definicao 10.1.4 Definimos a diversidade complexa de um reticulado complezo A como

a menor distancia de Hamming entre quaisquer dois vetores do reticulado, isto €,
div(A°) = mingzgenc#{i | ©; #0, i =1,--- ,n},
com x = (1, -+ ,x,), x; € C, para todo i.

Definigao 10.1.5 Seja x = (x1, -+ ,x,) € A, z; € C, para todo i = 1,--- ,n. Definimos a
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distancia produto minima complexa como

dp,min<Ac) = minO#zeAC H |:E7,|
x;7#0

Proposicao 10.1.2 Se I € um ideal de Oy, entdo diversidade complexa do reticulado complexo

A= (I,b) én

Demonstracao: Sejam {wy, - ,w,} uma Zli]-base de I e x = (xy,--- ,z,); x; € C para todo
i=1,---,n,um ponto do reticulado A¢ diferente da origem. Suponha que existe j € {1,--- ,n}
tal que z; = 0. Temos que x = AM, onde A = (Ay,--- , \,) € Z[i]" e M = (a;;) = (0j(w;)).

Assim,

Z)\O'J w;) = Z)\wz ), A € Z[i], paratodoi=1,--- n.

n
Isto implica que Z Aw; = 0. Mas, como = # 0, segue que A # 0, o que contradiz o fato de
i=1
{w;}, ser uma Zli]-base. ]
Definigao 10.1.6 Um reticulado ideal complexo ¢ um par (I,b), onde I é um ideal de Oy,

eb: I x 1 — Z[i] é dada por b(x,y) = Trigu (xy), com ~denotando a conjugagdo complexa.

Proposicao 10.1.3 Sejam I um ideal inteiro de Oy, {wy, - ,w,} uma Zli]-base de I, o o
homomorfismo canénico e M = (a;;) = (0;(w;)) a matriz geradora do reticulado o(I). Se L

for um CM-corpo, temos que a matriz de Gram € dada por MM#" = (a;;)?

el onde a;; =

Tryjo@ (wiy).

Demonstracgao: Temos que

or(wy) -+ op(wy) or(wy) - op(wy)
MM" =

or(wy) o+ op(wy) on(wy) <+ op(wy)

ZUi(wl)Ui(wl) T oi(wi)oi(wn)

Zai(wn)a wy
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Como LL é um CM-corpo, segue que a conjugacao complexa comuta com o;, 7 = 1,--- ,n. Assim,

segue que
oi(wwy) - oi(wyWy) _ _
;é; i1 Trujo(wiwr) -+ Trijge (wiwy)
MM" = : - : = : - : ,
Z oi(wwy) - Z o3 (w,y,) Tryjge(wain) -+ Tryge (waioy)
i=1 i=1
0 que prova a proposicao. [ |

Visto que a matriz de Gram de o(I) coincide com a matriz de b, temos que estudar reticu-

lados complexos o (1) equivale a estudar o par (/,b). Assim, denotamos o reticulado o(I) por
A= (1,b).

No que segue, trabalhamos com corpos de nimeros L tal que L. é um CM-corpo e Q(i) C L.

Proposicao 10.1.4 Se L é um CM-corpo contendo Q(i), entao L € o composto de Q(i) e K,
onde K é um subcorpo de L totalmente real tal que [L : K] = 2.

Demonstracgao: Consideremos o seguinte diagrama

L
|
KQ(i)
/ \
K Q(7)
\ /
Q

Temos que [KQ(7) : K] divide [L : K] = 2. Assim, [KQ(¢) : K] =1 ou 2. Se [KQ(¢) : K] =1,
entdo KQ(i) = K, o que implica que i € K. Desta forma, para todo o € Gal(K|Q), tem-se
o(i) = %i, o que é um absurdo, pois K é totalmente real. Logo [KQ(i) : K] = 2 e assim,

[L : KQ(7)] = 1. Portanto, L = KQ(i). ]

Assim, como no caso real, a distancia produto minima complexa de um reticulado complexo

pode ser relacionada com o discriminante.

Proposicao 10.1.5 Se I = aOy, é um ideal principal de Op e A = (1,b) com

b:IxI— Zi]
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(z,y) +— cTryge)(zy)

¢ um reticulado ideal complexo sobre Z[i], onde ¢ é um fator normalizador, entdo
|det(A)] = " | Nujgqo) (@) Disc(LIQ())].

Demonstracao: Seja {wy,---,w,} uma Z[i]-base de Op. Temos que {awi,--- ,aw,} é
uma Zi]-base de I. Assim, por definigao, temos que |det(A°)| = |det(cTrygu (cw;awy))| =
c"|det(Tryjqq) (cw;amwy))|. Notemos que (Tryjgq (aw;awy))} -, = MAAY MY, onde

or(wy) -+ op(wy) o1(a) -+ 0

or(wy) < op(wy) 0 - oua)

Desta forma, det(T'ry o) (qw;awy)) = det(MAAY M) = det(M)det(A)det(A?)det(M*™). Mas,
temos que det(A) = Nygw(a) e det(A7) = det(A) = Nygu(a), o que implica que
det(Trjq() (aw;amwy)) = det(M) det(M™) Nyjg (@) Nug (@) = det(M) det(M™) [Nyjgq (o)l
= det(M) det(M) [Ny (a)? = (Disc(L|Q(i))"/* (Disc(LIQ(i))) 2 | Npjga (@)*. Logo,
det(Tryjon) (awjawy)) = |Disc(L|Q(4))| | Nyjow (@)[?, 0 que conclui a prova. ]

Teorema 10.1.1 Nas mesmas condigoes da Proposigao (10.1.5), temos que

e [ et
dp,min(A°) = \/ | Disc(LIQ(i))|

Demonstragao: Seja {wy, -+ ,w,} uma Z[i|-base de O. Temos que {awy, - ,aw,} é uma
Z[i]-base de I. Desta forma, dado x € A° temos que x = /cAM, onde A = (A1,--- , \,) € Z[i]"

e M = (a;;) = (o;(w;)). Vimos que A° tem diversidade n. Assim,

dpmin(A°) = mingzeenc = H |z;| = H |\/_Z Nioj(aw;)|
j=1

j= 1

= \/_m2n0¢y€0L|N]L|Q Z)\wz |_ \/C_n|N]L|Q ( )‘

pois a € I e |Nygu ()] < [Ny ozZsz Usando a Proposi¢ao (10.1.5), temos que

| - |det(A°)] |det(A°)]
dpmin(A°) = V" [Nyjgeo ( \/_\/C”|Dzsc]L|Q D))\ [Disc(L|Q(4))| -



|det (A)]
| Disc(K|Q)|

Corolario 10.1.1 Se Disc(K|Q) é um nimero impar, entdo dy min(A°) =

Demonstracao: Como Disc(Q(i)|Q) = —4 e Disc(K|Q) é um ndmero {mpar, temos que
mdc(Disc(K|Q), Disc(Q(#)|Q)) = 1. Assim, pela Proposigao (3.2.2), temos que uma Z-base
de Oy, é dada pelo produto de uma Z-base de Ox por uma Z-base de Og;). Temos que {1,7}

¢ uma Z-base de Og). Se {wy,- - ,w,} é uma Z-base de Ok, entdo {wy,--- ,wy,iws, -,
iw,} é uma Z-base de Op. Mostremos que {wq,---,w,} é uma Zli]-base de Op. Como
{wy, -+ wy,iwy, - -+ iw,} é uma Z-base de Oy, segue que para todo z € Oy, existem a;,b; € Z
tal que . . . .
r = Zajwj + ijiwj = Z(aj +1ibj)x; € ZZ[Z]:BJ

Jj=1 j=1 j=1 j=1

Como ZZ[@']xj C O, segue que {wy,- - ,w,} gera Op sobre Z[i]. Agora, suponha que
j=1

chwj = 0; ¢; € Z[i]. Como ¢; € Z[i], segue que ¢; = a; + ib;; a;,b; € Z, para todo i,j =
j=1

n n n
1,---,n. Desta forma, E cjw; = E a;w;+ E bjiw; = 0. Como {wy, -+, wy, fwy, -+ ,iw,} é

j=1 j=1 j=1
uma Z-base de Oy, temos que a;,b; = 0, para todo 7, j. Portanto, {wy,--- ,w,} ¢é linearmente

independente sobre Z[i] e assim, uma Z[i|]-base de Oy. Assim, pelo Teorema (1.3.4), como

KN Q(i) = Q temos que Disc(L|Q(i)) = (det(oi(w;)))* = (det(o (w;)))* = Disc(K|Q).  m

10.2  Construcao Ciclotomica sobre Q((ar)

Sejam ¢ = (pr uma raiz 2"-ésima primitiva da unidade e L. = Q(¢). Notemos que L. = Q(¢ +
¢ HQ(7). Logo, L é um CM-corpo. Nesta se¢ao apresentamos a construcao de reticulados
complexos via reticulados ideais complexos A® = (O, b), onde Oy, é o anel de inteiros de L

sobre Z[i]. O reticulado construido ¢ isomorfo ao Z[i]-reticulado complexo.

Proposigao 10.2.1 Tem-se que Op = Z[(] é um Z[i]-mddulo livre de posto 2" e uma 7Z][i]-
base de Oy € dada por {1,(,(?,- - ,C2T72_1}.

Demonstragao: Seja x € Z[¢]. Temos que Z[¢] é um Z-médulo livre com base {1,¢,---, ¢ 1}
Assim,
27‘71_1 27"72_1 27‘71_1
ro= Y alt= > al+ ) alt, aeZ
k=0 k=0 k=272
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27“—271 27“—271

= E axC" + E ia; ¢l af = ajpgr2 €7
k=0 1=0
2121

= (ax +ia})C"; ay, +ia} € Z[d].

k=0

Além disso, esta representacéo de x é tinica. Portanto, {1,¢,---,¢¥ "'} é uma Z[i]-base de
O[L. |
Lema 10.2.1 Se g(z) = 2" —a € Clx] tal que |a| =1 e oy, -+ , v, sGo raizes de g em C, entdo

Sy =Y b =al+-+ah=0, sel<p<n-—1,
k=1

S = gl =lon]’ + -+ |an|* = n.
k=1

~ . 2mi . , .
Demonstragao: Seja w = e™» uma raiz de f(x) = 2" — 1. Temos que as raizes de f sdo dadas

por Ry = {1,w,--- ,w" '}. Desta forma,

i
L

(W) = 14w + (W) 4+ ()" =0,
0

B
Il

poisz" —1=(z—1)(z"'+---+x+1)ewP,onde l <p<n—1éraizdea" +- -+ +1.
Agora, temos que as raizes de ¢ sdo dadas por R, = {b,bw,bw?,--- ;bw" '}, onde b é uma raiz

n-ésima de a. Assim

Sy = Y ek =0+ (bw) + -+ (b
k=1
= PA+w+-+ @) =0 sel<p<n-—1.

Deste modo, como |b| =1e [w|=1,k=0,1,--- ,n— 1, segue que

S = Z |ak|2 = |b|2 —+ |bw|2 4o+ |bwn—1|2
k=1

= [P+ w4+ ") =0,

0 que prova o lema. |

Temos que L = Q(i)(¢) = Q(i)(Ry), onde m(x) = ¥~ —i = mingu(. Agora, temos
7/242(i—1)7

que R, = {01, -+ ,05r—2}, onde §; = e 22  parai = 1,---,2""2 ¢ |0;] = 1, para todo
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i=1,---,2"2

Observacao 10.2.1 O grupo de Galois Gal(IL|Q(7)) € dado por Gal(L|Q(i)) = {01, -+ , 09,2},
onde o;(¢) = 0;, para todo i = 1,--- 2772

Consideremos o homomorfismo canénico . Vimos que o(O) é um reticulado complexo

com matriz geradora M dada por

O'1<1) O'Q(l) O'2r—2<1)
a1(¢) 72(C) e op2(C)

o1 o(¢TTTTY) e e (¢UTTY)

01 05 coo Bgr2
02T—271 92r—271 . 92 22T—2_1
1 2 -

Seja M = M. Temos que cada entrada da matriz de Gram G = MM H, onde H

1

denota a transposta conjugada, é dada por

2r—2

1 i—1p5—1 . r—2
@ij:_zr_azek O, 145 <27
k=1

Proposicao 10.2.2 Nas condicées anteriores, se a matriz de Gram é dada por MM =

(aij)i =1, entdo a;; =1, sei—j eay =0, sei#j.

Demonstracao: Temos para i =1,---,2"2 que
r—2 r—2 r—2
o 1 22:02'—191'—1 _ 1 22 |9i—1|2 _ 1 : 1=1
w or—2 k- "k T 9r—2 k T o9r—2 o
k=1 k=1 k=1
pois |0 = [i|'/?"" = 1. Agora, para 1 < j < i < 2”72, temos que
2772 2T*2
— i—1pj—1 _ i=j _
ij or—2 Z ‘91‘3 0]‘3 Qr—2 Z Qk 0
k=1 k=1
Como a;; = @;;, segue que a;; = 0, para todo ¢ # j, 0 que prova a proposigao. ]
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1
Segue da Proposicao (10.2.2) que o reticulado ideal complexo A = (Oy, Fb), onde b :

Op x Op — Zli] é dada por b(x,y) = Tr(zy), é isomorfo ao Z[i]"-reticulado. Vamos, agora,
calcular a distancia produto minima para esta construgao. Notemos que como L = Q(() =

Q(C+¢7HQ(i) e |det(X)| = 1, segue que

1

d .
V/[Disc(LIQ())]

pymin(AC) =

Proposicio 10.2.3 O discriminante Disc(Q(C)|Q()) satisfaz |Disc(Q(¢)|Q(0))| = (27-2)¥ 7.

Demonstragao: Temos que |Disc(Q(¢)|Q(i))| = | No@)ew) (f (€))|, onde f = ming;¢. Como
flx) =2 —i=mingpC e f(¢) =2"2%(", segue que

’

No@em (F () = (2772)% " Nyoam (€ 7).

Olhando o termo independente de f, temos que | Ny (¢1)] = 1. Assim |Disc(Q(¢)|Q(2))| =
(27*—2)2“2' -

Corolario 10.2.1 A distancia produto minima do reticulado ideal complexo A = (O, b) é
dpmin(A) = (2772)72

- o 1 - 1 .
Demonstracao: Temos que d, pin(A°) = DiscLIQE) 2 ((274_2)2%2)1/2. Segue entao que
1 1 -
p,min (A°) = = = (277 . u

oy @

Exemplo 10.2.1 Sejam ¢ = (o = (16 ¢ L = Q(C). Temos que {1,(, (2, ¢} € uma Z[i]-base

4 7r/2+24€i71)7ri

de Oy. Seja m(x) = x* — i = mingu)(. Temos que R, = {01,02,05,04}, onde ; = e

5 9T 13me

Assim, R,, = {e%, es ,es e s t. Além disso, temos que H = Gal(L|Q(7)) = {01, 09, 03,04},

onde 0;(¢) = 6;. Assim, seque que

1 1 1 1
1| 6, 6o 65 6,
a1(¢*) 02(¢?) 03(¢?) () 21 6 63 63 63
01(¢%) 02(¢*) 03(¢) 0u(C?) o7 03 63 63

¢ a matriz geradora de um reticulado ideal complexo A° isomorfo ao Z[i|"-reticulado. Além

diss0, dpmin(A€) = (2472)727° = 0,0625.
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10.3  Construgoes Complexas a partir de Construcoes Reais

Nesta segao, apresentamos um método para construir Z[i|"-reticulados rotacionados a partir
de construgoes de Z"-reticulados de corpos de nimeros totalmente reais. Para isso, sejam K
um corpo de numeros totalmente real com discriminante Disc(K|Q) impar e L = KQ(7) o
composto de K e Q(i). Estamos interessados na extensao L|Q(7).

Seja Op, o anel dos inteiros de L sobre Z[i]. A seguir vamos encontrar uma Z[i]-base de Oy..

Lema 10.3.1 Sendo Disc(K|Q) um mimero impar, se By, = {v;}}_, € uma Z-base de K, entdo
By, € uma Zli]-base de L. Além disso, se By, = {w;}i_, ¢ uma Zli]-base de L, entao {iw;}"_,

¢ também uma Zl[i]-base de L.

Demonstracao: Seja x € Op. Como mdc(Disc(K|Q), Disc(Q(i)|Q)) = 1, segue que uma

Z-base de Oy, é dada por {vy, -+ ,v,,0v1,- -+ ,iv,}. Assim, z = Z(aj + ibj)vj, a;,b; € Z,
j=1
para todo j = 1,---,n. Logo {v;}!_; é um conjunto de geradores de O visto como Z]il-

modulo. Suponha que Zﬁjvj = 0; onde 3; = a; + tb;, com a;,b; € Z, para todo j =1,--- ,n.

=1
n n ’ n

Assim, Zﬁjvj = Zajvj + ijivj = 0. Entao a; = b; = 0, para todo j = 1,--- ,n, pois
j=1 j=1 j=1

{v1,++ ,Un, 001, -+ ,iv,} é linearmente independente. Portanto {vy,--- ,v,} é uma Z[i]-base

de Op. Agora como {w;}}_, é uma Z[i]-base de Oy, segue que para todo x € O, tem-se v =
n

n n
Zajwj = Z(—iaj)z'wj, a; € Z[i]. Portanto {iw;}7_, gera Op. Agora, se Zﬁjiwj = 0 entao
j=1

= j=1 j=1
i3 = 0, para todo j = 1,--- ,n, pois {w;}7_; é base. Assim 3; = 0, para todo j = 1,--- ,n.

Logo {iw;}}_, é uma Z[i]-base de O. ]

Proposicao 10.3.1 Se By = {w; = iv;}j_, € uma Z[i]-base de um ideal I C Oy, entdo

TTMQ(Z')(ijk) = TrK|Q(vjvk).

Demonstragao: Temos que Trygu(wjwr) = Tryge(iv;(—=iv;)) = Truge(vive) =
Trijo(vjve), pois, temos que Gal(L|Q(7)) = Gal(K|Q). ]
Agora, veremos como ¢ feita a construcao de tais reticulados complexos.
1
Seja Iy um ideal de Ox com Z-base {vi,---,v,} tal que —Trygo(viv;) = &, para i,j =
c
1,--+,n, onde ¢ é um fator normalizador. Seja I, um ideal de Oy cuja Z[i]-base de I, é
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{ivy, -+ ,iv,} = {wy, -+ ,w,}. Temos que

. al(wl) s an(wl)
M=—
Ve
or(wn) -+ op(wn)
¢ uma matriz geradora de A° = (I,2b). Note que MMH
1

1
1d, pois —TT’L|@(i)(7~inj) =
c

1
~Trgo(v;v;) = ;5. Temos que d, yin(A° —— = d, (), onde A = (I, 1b).
c KIQ( ]) J q D, ( ) DiSC(K|Q) D, ( ) ( K> & )
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