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RESUMO

Esta dissertacdo revisa a literatura académica existente sobre a teoria de opcdes
utilizando os modelos de precificacio com saltos. Os conceitos foram equalizados, a
nomenclatura foi padronizada, sendo gerado um material de referéncia sobre o assunto. O
pressuposto de lognormalidade com volatilidade constante ndo é aceito pelo mercado
financeiro. E freqiiente, no meio académico, a busca de modelos que reproduzam os
fendmenos observados de leptocurtose ou assimetria dos log-retornos financeiros e que
possuam a mesma robustez e facilidade para manipulagéo analitica do consagrado modelo de
Black-Scholes. Os modelos com saltos sdo uma alternativa para esse problema. Avaliou-se o
modelo de Kou no mercado aciondrio brasileiro composto por um componente de difusdo que
segue um movimento browniano geométrico e um componente de saltos que segue um
processo de Poisson com intensidade do salto descrito por uma distribuicio duplamente
exponencial. A simulacdo histérica do modelo aponta, em geral, uma superioridade preditiva
do modelo, porém as dificuldades de calibracdo dos parametros e de hedge em mercados

incompletos sdo as principais defici€ncias para o uso dos modelos com saltos.

Palavras-chave: financas; derivativos; op¢do européia; volatilidade; processo de Lévy;

mercado incompleto; modelo de Black-Scholes; modelo de Kou; calibracao.



ABSTRACT

This master dissertation reviews the academic literature about option pricing and
hedging with jumps. The theory was equalized and the notation was standardized, becoming
this document a reference document about this subject. The log-normality with constant
volatility is not accepted by the market. Academics search consistent models with the same
analytical capabilities like Black-Scholes’ model which can support the observed
leptokurtosis or asymmetry of the financial daily log-returns behavior. The jump models are
an alternative to these issues. The Kou’s model was evaluated and this one consists of two
parts: the first part being continuous and following a geometric Brownian motion and the
second being a jump process with its jump intensity defined by a double exponential
distribution. The model backtesting showed a better predictive performance of the Kou’s
model against other models. However, there are some handicaps regarding to the parameters

calibration and hedging.

Keywords: finance; derivative; European option; volatility; Lévy process; incomplete

market; Black-Scholes’ model; Kou’s model; calibration.
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1 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE O ESTUDO

1.1 INTRODUCAO AO TEMA

A precificacdo de opcdes € um dos temas mais importantes da area de finangas e o
desenvolvimento de férmulas e processos de precificacdo das diversas estratégias e contratos
de derivativos tem se apoiado em dreas do conhecimento como a matemdtica, a computacao e

a estatistica.

A existéncia de modelos de precificacdao é condicdo necessaria para a negociacdo dos
ativos entre os agentes financeiros. Em um mercado de capitais desenvolvido e eficiente, o
mercado de op¢des desempenha um papel fundamental na redugdo e na gestdo dos riscos em

portfolio de ativos.

Ap6s a apresentacdo da formula de Black-Scholes ao mercado financeiro e académico,
o mercado bursétil e de balcdo de produtos derivativos teve enorme crescimento, trazendo
consigo a necessidade do desenvolvimento de uma nova industria académica de pesquisa em

derivativos.

A sofisticacdo constante dos contratos de derivativos (derivativos exoticos), as
constatacdes empiricas de que pressupostos do modelo cldssico de precos ndo sdo totalmente
védlidos e a busca da eficiéncia nos processos de precificagdo tem fomentado o continuo

desenvolvimento dos modelos de precificacdo das opgdes.

1.1.1 A descontinuidade da evolucao dos precos dos ativos

Os modelos tradicionais de precificacdo de op¢des pressupdem variagdes continuas no
preco do valor mobilidrio subjacente. Evidéncias empiricas de descontinuidade nas mudangas
de precos didrios podem ser encontradas nos trabalhos de Jarrow e Rosenfeld (1984), Ball e
Torous (1983) e Jorion (1988). Press, em artigo publicado em 1967, apontava, em seus
estudos, a existéncia da combinacdo de um componente de Poisson e um componente de
Wiener na dindmica dos precos dos ativos. Naik e Lee (1990) afirmaram que modelos com

saltos s@o adequados para modelar mercados com elevada volatilidade.
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O pressuposto de Merton (1976) é de que os componentes de salto nos movimentos de
precos dos ativos representam um risco ndo-sistematico, ou seja, esse risco pode ser
eliminado pela diversificacdo das carteiras, sendo provocado pela chegada de informacdes a
respeito de uma determinada empresa ou da inddstria em que ela opera de maneira isolada. De
maneira resumida, o que Merton afirma é que o salto néo estaria correlacionado com o retorno

do mercado.

Anexam-se, a seguir, os principais movimentos significativos de preco nas cotagdes
das acdes preferenciais da Petrobras no periodo de janeiro de 2004 a outubro de 2006. Como
podem ser observados, os saltos nas acdes da Petrobras, na Bolsa de Valores de Sdo Paulo
(Bovespa), apresentam variagdes significativas oriundas tanto de risco sistematico quanto de

risco ndo-sistematico.

Tabela 1 — Noticias Petrobras - Resumo Diario Bovespa do Jornal Folha de Sao Paulo

Preco Retorno ..
Data Fechan‘iento Diario Noticia
3 outubro, 2006 38.80 -4.22%  Queda de 4.08% do prego do petroleo no mercado intenacional.
16 junho, 2006 40.30 5.77%  Discurso do presidente do FED traz otimismo aos mercado internacionais.
7 junho, 2006 40.55 -4.70%  Temor aumento de taxa de juros nos EUA e desaquecimento economia.
16 fevereiro, 2006 43.12 4.79% Melhoria Rating Brasil e Medida Proviséria 281.
2 fevereiro, 2006 44.70 -4.39%  Tensdo no mercado externo em virtude de ameagas de ataques terroristas no Reino Unido.
24 outubro, 2005 32.27 5.53%  Alta em Wall Street em fungdo da indicacd@o do substituto de Greenspan no FED.
18 outubro, 2005 30.40 -5.41%  Saida de investidores no mercado nacional em virtude indicadores economicos dos EUA.
5 outubro, 2005 32.75 -5.35%  Politica de alta de juros do FED e valorizagio do délar.
1 margo, 2005 26.67 -4.11%  Divulgagdo do balango da Petrobras ndo empolga analistas de mercado.
9 fevereiro, 2005 25.40 4.43%  Revisdo dos cdlulos atuariais do fundo de pensdo da Petrobras.
25 novembro, 2004 23.60 5.36%  Petrobris anuncia reajuste de 4% na gasolina e 8% no diesel.
24 maio, 2004 17.85 6.23%  Recomendagio de compra Merryll Lynch e provavel re-alinhamento pregos.
11 maio, 2004 18.58 7.85%  Melhoria geral do risco dos paises emergentes e queda do dolar.
6 maio, 2004 18.55 -6.65%  Governo ndo ird realinhar pre¢os do combustivel mesmo com a alta de precos internacionais.
29 abril, 2004 18.75 -5.11%  Banco Suico UBS desfaz grande posi¢ao em acdes Petrobras.
29 janeiro, 2004 20.25 -5.81%  Aumento IGPM e pessimismo com manuteng¢ao da taxa de juros.
5 janeiro, 2004 20.96 5.86%  Risco Brasil desaba 6% e investidores estrangeiros retomam investimentos.

No mercado americano, sdo freqlientemente citados como outliers, os log-retornos do

indice S&P500 ocorridos a partir de 1955 nos dias:

= 19 de outubro de 1987 (-22.22%);
= 26 de setembro de 1955 (-6.99%);
= 13 de outubro de 1989 (-6.31%);
= 20 de outubro de 1987 (+9.02%);
= 21 de outubro de 1987 (+7.25%).
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O fim do periodo especulativo com os ativos das empresas de tecnologia,
impulsionados pelo crescimento da Internet, ocorreu em 14 de abril de 2000 quando o indice
composto da NASDAQ apresentou queda de aproximadamente -10%. E consenso, na
literatura acad€mica, que estes retornos anormais considerados outliers sdo mais bem
explicados nos modelos com difusdo e saltos do que nos modelos com volatilidade

estocastica.

Poucos trabalhos sdo encontrados na literatura académica brasileira nos quais sejam
analisadas a qualidade dos modelos com difusdo e saltos e a significancia dos parametros
estimados. Encontra-se apenas o trabalho de Guimardes e Silva (2002) que estimou os
parametros implicitos nos prémios das op¢des da moeda dodlar utilizando o modelo de saltos
proposto por Merton (1976) no periodo de 1997 a 1999, apontando a existéncia de saltos

como uma possivel causa dos sorrisos de volatilidade verificados no mercado de cambio.

Aproximadamente trés décadas se passaram desde que o trabalho seminal de Merton
sobre descontinuidade dos pregos dos ativos foi publicado. Apenas mais recentemente, 0s
modelos com saltos, ap6s a publicacdo dos trabalhos de Kou (2002) e Kou e Wang (2004),
comecam a ganhar novamente notoriedade académica principalmente pela sua distribuicdo
assimétrica do salto e capacidade de reproduzir leptocurtose da distribuicdo nao-condicionada
do log-retorno didrio, além do fato de o modelo também proporcionar solu¢des analiticas para

muitas opgdes exdticas e dependentes da trajetéria de precos do valor mobilidrio subjacente.

1.1.2 O sorriso e a assimetria de volatilidade

O sorriso de volatilidade refere-se ao fato empirico de que para a maioria dos valores
mobilidrios subjacentes, o grifico de volatilidade implicita contra o pre¢o de exercicio tem a
forma nd@o linear horizontal. Outro termo também bastante utilizado pelo mercado € a
superficie de volatilidade, em virtude de que a varidvel prazo de vencimento igualmente ¢ um

fator de mudancga da volatilidade do ativo-objeto.

A volatilidade implicita, aquela obtida a partir da férmula de Black-Scholes-Merton, é
significativamente mais elevada para op¢des fora do dinheiro (OTM) do que para opgdes no
preco a termo (ATMF). Isso se deve ao fato de que as hipdteses sobre as quais o modelo de

BSM esta sustentado, ndo sdo plenamente justificadas empiricamente, pois as distribui¢des
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dos log-retornos didrios podem exibir leptocurtose e sua volatilidade ndo € constante em

relacdo ao tempo e para diferentes precos de exercicio.

Se os precos ndao sdo controlados exatamente por um movimento browniano
geométrico, entdo grandes mudangas de precos podem ser observadas empiricamente com
uma maior freqii€ncia do que aquela admitida pelo modelo de Black-Scholes. Se as
distribuicdes dos log-retornos didrios sdo normais, mas a volatilidade € estocéstica ou a
volatilidade € constante, mas os log-retornos exibem leptocurtose, ou ambos os fatos ocorrem,
grandes variacdes de precos sdo mais provédveis de ocorrer que o previsto pela distribuicao
normal e conseqiientemente uma op¢do OTM tem uma chance maior de se tornar dentro do
dinheiro (ITM) do que aquela assumida pelo modelo. Como conseqii€ncia, o prémio
calculado pelo modelo de Black-Scholes é menor que o preco do mercado para op¢des OTM

pago por uma opgao.

No mercado de agdes, o sorriso aparenta ter uma assimetria negativa, com
volatilidades implicitas mais elevadas nas opg¢des com baixo pre¢co de exercicio e
volatilidades implicitas mais baixas nas opcdes com prego de exercicio mais elevado. Isso se
deve ao fato de que o prémio de mercado das opgdes com pregco de exercicio mais baixo
(op¢des de compra dentro do dinheiro e op¢des de venda fora do dinheiro) € muito maior que
o premio previsto pelo modelo de Black-Scholes. A hipétese plausivel para esse fato é de que

o mercado de agdes ndo seria simétrico.

Kou sugere que o modelo composto com difusdo e saltos duplamente exponenciais
pode produzir, através da calibracio de sua formula, volatilidades implicitas bastante
aproximadas da “volatilidade implicita do modelo de Black-Scholes”. Glasserman e Kou
(1999) apresentam um grafico de volatilidade implicita do mercado japonés de opcdes sobre
contratos futuros da LIBOR em que as curvas de volatilidade geradas pelo modelo e as curvas

observadas no mercado para o periodo de 2 e 9 anos s@o praticamente idénticas.
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Griéfico 1 - Volatilidade implicita dos modelos de KOU e BSM (Glasserman e Kou, 1999)
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1.2 SITUACAO PROBLEMA E OBJETIVOS

O mercado financeiro utiliza quase que exclusivamente o modelo de Black-Scholes e
suas principais derivagdes que assumem o pressuposto de lognormalidade da distribui¢do de

probabilidade dos retornos didrios do ativo-objeto.

Esse pressuposto quase sempre ndo € vdlido e, para lidar com esse viés na precificagdo
das opgdes, o mercado adotou uma parametrizagdo da volatilidade baseada no preco de
exercicio e no prazo de vencimento das opg¢des. Apesar do uso disseminado dessas técnicas, é
pouco plausivel e realista admitir que a volatilidade de um ativo-objeto esteja correlacionada a
parametros contratuais dos contratos de op¢des. A existéncia de descontinuidade na evolucdo
dos precos dos ativos mobilidrios subjacentes proposta pelos modelos de difusdao e saltos
parece ser uma hip6tese mais plausivel para justificar o comportamento dos precos no
mercado, pois pode atribuir uma probabilidade maior de ocorréncia de eventos raros do que

os modelos com pressuposto de lognormalidade dos retornos financeiros.

O objetivo da dissertacdo € fazer uma revisdo dos modelos de precificacdo de opcdes
com saltos, dando atengdo especial ao modelo composto de difusdo com saltos de distribuicao
assimétrica duplamente exponencial de Kou (2002), avaliando sua aplicabilidade no mercado

brasileiro de acdes.
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O modelo de Kou € bastante flexivel, pois, ao contrario do modelo com saltos com
distribuicdo normal, é possivel modelar diferentes amplitudes e densidades probabilisticas
para os saltos em virtude da ocorréncia de boas ou mas noticias. Nesse sentido, uma
comparagdo dos modelos mais disseminados de precificagdo de opcdes foi realizada
avaliando-se a capacidade de cada modelo de capturar a realidade do mercado e precificar

corretamente um contrato de opcoes.

1.3 CONTRIBUICOES DO ESTUDO

Segundo Lakatos e Marconi (2004), um trabalho € original quando provoca no leitor a
reflexdo e o pensamento. Além disto, sabe-se que originalidade ndo quer dizer somente
apresentar algo novo, mas também significa verificar as origens do conhecimento, trazendo

uma nova leitura e esclarecimentos sobre o assunto.
As principais contribuicdes deste estudo sao:

= revisar e melhorar o entendimento sobre os modelos de precificacdo de opgdes
com saltos;

= ser um estudo pioneiro do modelo de Kou ao testar sua aplicabilidade no
mercado aciondrio brasileiro, testando a robustez de sua férmula e a
confiabilidade dos seus resultados;

= realizar um estudo comparativo sobre o desempenho preditivo de modelos de

precificacdo com volatilidade deterministica, local e com saltos.

14 DESCRICAO DOS CAPITULOS E OS METODOS UTILIZADOS

No capitulo 2, é apresentada a fundamentagdo teérica dos modelos de precificagdo de
opg¢des abordando o comportamento dos precos dos ativos financeiros, o modelo de Black-
Scholes e os modelos de difusdo com saltos. Um modelo diddtico com saltos deterministicos é
apresentado para facilitar a compreensdao do componente de saltos baseado em processos de
Poisson. Os modelos de Merton (1976) e de Kou (2002) sdo apresentados e os conceitos
padronizados com os demais fundamentos do capitulo. Ainda na fundamentagfo tedrica, dois
importantes assuntos sdo revisados e incorporados ao trabalho: o estudo da volatilidade

implicita e o hedge em portfolio de opgdes.
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No capitulo 3, sdo realizados os testes de independéncia e de distribuicdo dos log-
retornos dos ativos. A féormula de Kou € validada através da simulacdo de Monte Carlo do

processo de precos, evidenciando a robustez da férmula.

Ainda no capitulo 3, o modelo de Kou, de maneira comparativa ao modelo de Black-
Scholes com suas derivagdes de volatilidade deterministica, foi calibrado para avaliacdo da
facilidade de uso do modelo e da capacidade preditiva em relagdo aos demais métodos. Foram
efetuados testes empiricos de calibracdo do modelo de Kou objetivando avaliar a capacidade
de reproducdo da curva de volatilidade implicita do mercado. O estudo foi realizado
utilizando-se os precos das agdes e das op¢des de compra das empresas Petrobrds e Vale do
Rio Doce por possuirem as opcdes de maior liquidez e volume de negdcios no mercado
Bovespa. Simulacdes de Monte Carlo foram realizadas para avaliagdo do hedge em processos
de difusdo simples e com saltos. Maiores detalhes sobre a metodologia de trabalho estdo

presentes no capitulo 3.

No capitulo 4, sao feitas as consideragdes finais do trabalho, suas conclusdes e as

sugestdes de pesquisa decorrentes deste estudo.

1.5 RESTRICOES E DELIMITACOES DO ESTUDO

A estratégia de hedge em mercados incompletos é um tema importante na teoria de
opgdes, sendo uma érea de estudo justificada pela utilizacdo dos modelos de precificagdo de
op¢des com saltos. O assunto foi contextualizado na fundamentacdo tedérica e foram
simulados portfolios replicantes em processos com saltos com finalidade de hedge, porém o

assunto € vasto e merece ser mais bem explorado em trabalhos futuros.

Os processos de calibracdo de modelos com saltos sdo instdveis e representam um
desafio na drea de otimizagdo. As abordagens possiveis para superacdo dos problemas
numéricos sio citadas no estudo, porém ndo foram implementadas nas simula¢des. Apesar de
serem calibrados, nos testes deste trabalho, os principais pardmetros, os métodos utilizados
ndo permitiram a exploracdo de toda a flexibilidade de modelagem proporcionada pelo

modelo de Kou.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
21 O COMPORTAMENTO DO PRECO DAS ACOES

2.1.1 Processos estocasticos

Um processo estocastico X :{X (t), te T} € um conjunto de varidveis aleatdrias, ou
seja, para cada ¢ do conjunto T, X (7) é uma varidvel estocdstica. Geralmente, interpreta-se

¢t como um indexador de tempo e chama-se X (r) de estado do processo estocdstico no

instante 7. Se o conjunto 7' € contdvel, diz-se que X é um processo estocdstico discreto e, no

caso de T continuo, X é um processo estocdstico continuo no tempo.

Um processo estocdstico continuo no tempo X:{X (1), te T} possui incrementos
independentes  se  para todo @ f,<f <t,<....<t, as  varidveis aleatdrias

X(t)-X(1,), X(1,)-X(,)5.... X (2,)— X (,_,) sdo independentes.

O processo estocdstico possui incrementos estaciondrios se X (1+s)—X (7) tem a

mesma distribui¢do para todo 7.

2.1.2 O processo de Markov

Considere um processo estocdstico { }
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independente dos estados passados X, X,,...,X |, e depende somente do estado atual X, .

Essa caracteristica do processo estocdstico € chamada de propriedade markoviana.

2.1.3 Passeio aleatorio

Sejam X, X,,X,,... varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas

(IID) com E[X,]<e. Seja S,=0, Sn:ZXi,nZI. O processo {S,, n=0,1,2,..}¢é

i=1

chamado de passeio aleatorio.

Passeios aleatérios s@o utilizados para modelar varios fendmenos, como, por exemplo,
o passeio aleatério simples com P(X,=1)=p=1-P(X,=-1) no qual S, pode ser

interpretado como as vitérias de um jogador apds a jogada de nimero n em um jogo em que
o apostador recebe ou perde uma unidade em cada aposta. Como se verd na seqiiéncia, o

preco de uma agdo de uma determinada companhia pode ser modelado como um passeio. No
exemplo acima de passeio aleatério simples, quando p = 5 dizemos que o passeio aleatorio é

simétrico.

2.14 O movimento browniano (MB)

Inicialmente, utilize-se um passeio aleatério simétrico no qual a cada unidade de
tempo um passo € feito em uma determinada dire¢do a direita ou a esquerda. Imagine-se,
agora, que os passos serdo dados a instante de tempo cada vez menor. No limite, 2 medida que

esses intervalos de tempo tendem a zero, obtém-se um movimento browniano.
Sejam:
Ax o tamanho do passo;

At unidades de tempo;
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+1 movimento a direita e P (I = +1) =
I, ~Bernoulli(p), independentes e I, =
—1 movimento a esquerda e P (I i= —1) =

X (t)=AxI,+Axl, +...+ AxI , o estado de X no instante 7.

At

Tem-se, entdo, que:

t

ym y
X(r)=Ax>.I, e > I, ~Binomial ({AL}‘DJ

j=0 j=0

t .. )
Fazendo [Z} — oo ou At - 0 e Ax=c+/At, ¢ uma constante positiva, ter-se-a:
t

E[X(1)]=0;

VX (1)]=(Ax) :(cJE)zézc%;

L

At
*
At

X (1)=Ax> I, terd uma distribui¢do N (0;c2t) .
=0

Além disso:

{X (t)}m) tem incrementos independentes e estaciondrios,

ou seja, um processo estocdstico {X (t)} ¢ um movimento browniano ou processo

120

de Wiener se:

ii.

1il.

1v.

X(0)=0;
{X (t) 12 0} tem incrementos estaciondrios e independentes;
para todo 7 >0, X () é distribuido normalmente com esperanca 0 e variancia c’t;

0 processo serd conhecido como movimento browniano padrao quando ¢ =1.
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Considere-se, agora, o seguinte processo estocdstico:

X (t)=W(t)+put

em que:

W (¢) é um movimento browniano padrdio com esperanga 0 e varidncia 7;

U € o coeficiente que representa a tendéncia (drift) do processo.

Nesse caso, o processo estocdstico {X (t)}t>0 ¢ um movimento browniano que possui
uma tendéncia, pois:
i. X(0)=0;
ii. {X (t)}m tem incrementos estaciondrios e independentes;

iii. paratodo >0, X () é distribuido normalmente com esperanga gt e variancia ¢.

2.1.5 O movimento browniano geométrico (MBG)

O movimento browniano foi apresentado em 1900 pelo matematico francés Bachelier
que utilizou os conceitos para modelar os precos das acdes e de mercadorias. Nesse modelo, o
preco de uma ag@o ou mercadoria serd determinado por um movimento browniano aritmético,

ou, como também é conhecido, por processo de Wiener:
S(1)=S(0)+ut+0oB(t)
em que:

M esperanga do log-retorno do ativo;
o’ variancia do log-retorno do ativo;

B(t) é o movimento browniano padrdo quando =0 e o=1.
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Entretanto, 0 movimento browniano aritmético possui duas imperfei¢des:

= Dado que o prego de uma acdo é uma varidvel aleatéria, ela pode teoricamente se
tornar negativa em virtude da defini¢do do modelo.

= O pressuposto de que as diferencas de preco em um determinado intervalo de tempo
fixo possuem a mesma distribuicdo normal, ndo importando o preco no inicio do
intervalo, ndo parece ser plausivel economicamente. Por exemplo, parece pouco
razoavel que uma agdo que custe 20 reais e uma queda no seu preco de 5 reais (perda
de valor de 25%) tenha a mesma probabilidade quando a agdo estiver custando 10

reais e tenha uma queda de 5 reais (perda de valor de 50%).

O MBG nao possui essas deficiéncias, pois, nesse caso, € o logaritmo do preco da acdo
que possui distribuicdo normal, ndo permitindo que o preco da acdo seja negativo. Além
disso, sdo as razdes entre os precos de dois intervalos fixos de tempo que possuem a mesma

S(t+s)

5(1)

probabilidade, ou seja, mesma perda relativa de valor. E plausivel, entdo, que seja

independente e identicamente distribuido, ao contrario de S(7+s)—S (7).

O MBG ¢ uma versao multiplicativa do movimento browniano e permitiu que Black e
Scholes apresentassem, em 1973, uma férmula para precificacdo de opgdes, modelando o

preco da seguinte maneira:

em que B(7) é o movimento browniano padrdo quando ¢ =0 e o =1. Essa solugdo

foi obtida a partir da resolugéo da seguinte equacdo diferencial estocdstica:
ds(t)=uS(t)dt+oS(t)dW (1)

Tem-se, entdo, que, se {X (t)}m) ¢ um movimento browniano, entdo, o processo

{S(z)}, definido como S(r)=exp(X(t)), é conhecido como movimento browniano

geométrico.
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Abaixo se apresenta um griafico exemplificando a trajetéria de um movimento
browniano geométrico. Como se pode observar esse processo estocdstico pode reproduzir de

maneira bastante realista as séries de precos dos ativos financeiros.

Griéfico 2 - Trajetoéria de preco de um ativo em funcio do tempo gerado por um MBG
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2.1.6 O processo de Poisson puro

Um processo estocdstico {N (t)}m) é um processo de contagem se N (¢) representa o

total de ndmero de eventos ocorridos até o instante ¢#. Além disso, um processo de contagem

deve satisfazer:

i. N(1)20;
ii.  N(t) é um nimero inteiro;
iii. ses<r,entdo, N(s)<N(r);
iv. para s<t, N(s)—N(r) representa o nimero de eventos que ocorreram no

intervalo de tempo [s, t] .

Um processo de contagem possui incrementos independentes se o nimero de eventos

que ocorrem em um intervalo de tempo ¢ independe do nimero de eventos em um intervalo

consecutivo 7 +s.
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Um processo de contagem possui incrementos estaciondrios se a distribuicdo do
ndmero de eventos que ocorrem, em um intervalo de tempo, depende somente do tempo de

duracdo do intervalo. Em outras palavras, o processo tem incrementos estaciondrios se o

nimero de eventos no intervalo [f, +s,t,+s], ou seja, N(t,+s)—N(f,+s) tm a mesma
distribui¢do do nimero de eventos do intervalo [f,,7,], ou seja, N(t,)—N(t,) para todo

1 <t,es>0.

Um dos mais importantes processos estocdsticos de contagem é o processo de Poisson.

O processo {N(t) 12 0} ¢ um processo de Poisson com intensidade A, 4 >0, se:

i. N(0)=0;
ii. o processo tiver incrementos independentes;
iii. o numero de eventos em qualquer intervalo de tempo ¢ for uma distribui¢do de

Poisson com esperanga At , ou seja, para todo s,7>0:

P{N(t+s)—N(s) = n} =M @, n=0,1,2,3,....
n!

Através de iii. é possivel demonstrar que o processo de Poisson tem incrementos

estacionarios.

Grifico 3 - Processo de Poisson puro

Processo de Poisson
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2.1.7 O processo de Poisson composto

Um processo de Poisson composto com intensidade A (A4>0) e distribui¢do da

amplitude do salto G € um processo estocdstico continuo {Q (t)}t20 gerado por:

N()

0()=2Y,

i=1

em que {N (t)}po é um processo de Poisson com intensidade A (4>0) e {¥;,i 21} varidveis

aleatérias IID com fungédo de distribuicio G a qual € também independente de {N (Z)}»o'

Gréfico 4 - Processo de Poisson composto

Processo de Poisson Composto
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2.1.8 O processo de Poisson compensado

Seja N(t) um processo de Poisson com intensidade A (A>0). Define-se um

processo de Poisson compensado como:

M (t)=N(t)-E[N(t)]
=N(t)-Ar
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Tem-se, entdo, que M (¢) é um martingale, pois:

Seja.  0<s<r. Como  N(t)-N(s) independente de  F(s) e

E[N(t)=N(s)]=A(t—s), tem-se que:

E[M (t)|F(s)|=E[M (t)-M (s)|F(s) |+ E[ M (s)|F(5) ]
=E[N(t)-N(s)-A(t—s)|F(s)]+M (s)
=E[N(t)=N(s)|F(s)|-A(t—s5)+M (s)
=E[N(t)-N(s)]-A(t—s)+M (s)

=M (s)

N

N

Griéfico 5 - Processo de Poisson compensado

M (1)
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2.1.9 O processo de Lévy

Um processo estocdstico unidimensional {L,} _ em um espago de probabilidade

120

(Q,F,P) éum processo de Lévy, se:
i. L,=0;

ii.  possui incrementos independentes, ou seja, para qualquer 0<s<t<s <t as
varidveis aleatorias L, —L e L —L_ sdo independentes;

iii.  possui incrementos estaciondrios, ou seja, para qualquer 0 < s<f<oo, a
varidvel aleatéria L, — L, tem a mesma distribui¢do para todo 7;

iv. € estocasticamente continuo, ou seja, para qualquer £ >0,
P((L.,—L)>€)—0 quando s —>0;

t+s
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v.  as trajetérias do processo sdo continuas a direita e possuem limite a esquerda
(fun¢do cadlag).

Exemplos de processos de Lévy sdo os movimentos brownianos, os processos de
Poisson e suas extensdes compostas. O processo de Lévy pode ser compreendido através de
trés componentes: uma medida de tendéncia (driff), um movimento browniano e um
componente com saltos seguindo um processo de Poisson, possuindo, assim, uma grande
capacidade de representar de maneira mais realista o comportamento dos precos dos ativos

financeiros.

2.2 O MODELO DE BLACK-SCHOLES

2.2.1 Os pressupostos do modelo

Alguns pressupostos foram feitos por Fischer Black e Myron Scholes para a obtengdo

da equagdo diferencial do preco da opcdo F(¢)a partir do preco da agdo S(¢):

7z

= a taxa de juros livre de risco de curto prazo r € conhecida e constante no
tempo;

= o preco da acdo segue um processo estocdstico em tempo continuo, com a
variancia o proporcional ao quadrado do prego da agdo S(t). Dessa forma, a
distribuicdo dos precos da acg@o, apds um espaco de tempo finito, serd
lognormal. A variancia do retorno da a¢dio o} € constante;

® aacdo ndo paga dividendos;

*= O mercado € perfeito, ndo existindo custos de transacdo em compras e vendas
da acdo ou da opgdo e a acdo e a op¢do pode ser negociada em qualquer
quantidade fraciondria;

= ¢ possivel vender a descoberto a agdo (short-selling);

* ndo existem oportunidades de arbitragem sem risco.

O modelo de Black-Scholes assume que a tendéncia (drift) e a volatilidade sdo
deterministicas, assume também que somente existe uma Unica a¢do no mercado e a taxa de

juros livre de risco r € deterministica, portanto, com volatilidade zero. Nenhum desses
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pressupostos € necessario como foi demonstrado por Baxter e Rennie (1996) através do

modelo geral de BSM.

2.2.2 A equacio de Black-Scholes

Uma abordagem para a construgdo da equacdo de Black-Scholes € feita a partir da

construgdo de uma carteira contendo uma opgao e certa quantidade constante A, da agdo.
[1=F(S,1)+A,S, 0)

A variagdo do valor do portfolio do instante ¢ ao instante #+dt pode ser escrito da

seguinte forma:
dI1=dF (S,1)+A,dS, (1)

Utilizando-se do lema de It6, tem-se que:

OF (S, OF (S, 9°F (S,
ar (5,) =250 4y ( t)dSt+10'2Sf¥dt 2
ot aS, 2 dS;
Tem-se, entdo, de (1) e (2):
oF (S,t oF (S, J°F (S,
a2 2881 O (S0 +10253#dr+4d5,
ot as, 2 oS
oF (S,t oF (S,t °F(S,t
:gdﬁ A+g dS(t)+lsztz#dt
ot aS, 2 aS;

Pode-se entender, nesta equagdo, que o termo dS, € estocastico, dado que ndo se pode

saber o pre¢o da acdo antecipadamente. Logo, para ser anulado o efeito da estocasticidade do
preco, pode-se escolher a quantidade A,, de forma que se anule o risco. Essa escolha € mais

conhecida como hedge pelo delta.
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3)

A variacdo do valor do portfolio do instante ¢ ao instante 7+ dt, apds o hedge do delta

passa a ser escrito como:

oF (S o°F (S
dH :Mdl‘%—lO'szM
ot 2 0S?

t

dt )

Em virtude de a carteira ser isenta de risco, pode-se, entdo, considerar que pelo
principio da ndo-arbitragem, o valor da variacdo do portfolio no instante r+dt deve ser o

valor da variagdo do portfolio ] pela taxa livre de risco r:

dl1=rlldr. (5)

Logo, substituindo em (5) os valores das equacdes (4), (3) e (0), tem-se:

oF (S °F (S
Mdt+laszMdt:r( S.t)+A,S,)dt
ot 2 S}
oF (S, 9*F (S, oF (S,
G R PP G L) ) P PP LG P
ot 2 aS; as,

Dividindo por dt e rearranjando os termos, serd obtida a equacdo de Black e Scholes:

)a 0’F oF
W) L TEED g D p(siny=0
ot 2 aSt dS

t

Pode-se observar que, na equacdo de Black e Scholes, o valor da esperanca do preco
da ag@o ndo € explicitamente apresentado. O argumento econdmico para esse fato € que em
virtude de existir um hedge perfeito para opcdo realizado sobre determinada quantidade da
acdo, nenhum prémio por risco deve ser concedido ao investidor, mas somente o retorno de

um ativo livre de risco.
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223 As condicoes de contorno do contrato contingencial

As condigdes finais ou de fronteira fornecem informagdes de como a solu¢do do

problema se comporta, e.g., quando S, =0 e quando §, —co.

Pode-se observar que a equagdo de Black e Scholes ndo fornece nenhuma
caracteristica a respeito do tipo de op¢do que se esta precificando, como, e.g., se ¢ uma opgao

de compra ou venda ou o preco de exercicio da opgdo.

Essas condi¢des sdo chamadas de condi¢des de contorno do contrato. No caso de uma

opgdo de compra européia, uma condigdo final do contrato serd F(S,,T)= max[ST —KT,O]
e, no caso de uma op¢ao de venda européia, ter-se-a F (S,,T)=max [KT - ST,O], emque T é

a data de vencimento da opcdo.

Além dessas condig¢des, tem-se, também, que, quando S, =0, o valor do contrato se

torna F (0,7)=0.

2.24 A conversiao da equacio de Black e Scholes em uma equacao de difusao do

calor

A equacdo de Black e Scholes deve ser resolvida através das condigdes finais do
contrato. E importante lembrar que, na maioria dos casos, a derivagdo de férmulas explicitas
para o valor tedrico das opgdes ndo € possivel, sendo, entdo, necessdria a utilizagdo de

métodos numéricos para sua solucgdo.

oF (S I°F (S oF (S
OF(S.1) ’t)+10'25t2 ( ’t)+rSt ( ’t)—rF(S,t)=0(0)
ot 2 0S’? oS

t t

Seja chamado o momento em que ocorre o exercicio da opcdo européia de T e
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F(S,0)=e""U(s,1) (1)

Utilizando-se (1), tem-se uma nova equagéo de Black e Scholes:

ol e " U (8,1 0% e " (8,1
[ ( )]+10.2St2€—r(T—t) |: - ( )]+
ot 2 aS,
ol e " U (8,1
rS, [ ( )]—re_r(“)U(S,t):O
as,
| U (S.t *U (8,1
ey (S,1)+ e —[ ( )] +lO'ZSfe_r(T_’) —(2 )
ot 2 oS,
U (S,t
rS,e” " U(S.1) re""U(S,1)=0
as,
oU (S.t U (S,t oU (St
uLs.1) )+lazsf—(2 )+rS(t)—( )=0 2)
ot 2 aS, as,

Substituindo na equacdo 7=7 —t que corresponde ao prazo remanescente de
vencimento (maturidade), tem-se:
U (S,,7) 1 °U (S,,7) U (S,,7)

=—0°S’ +rS 3
ar 207 as? s, ©)

Seja criada uma nova varidvel & =1In(S, ), com isso, tem-se:

=exp(—z¢,>%—exp(—zé)e

d 0
a5, e ag s,

Aplicando em (3), tem-se:

aU( t’T)_lO.Za U( t’T)_,’_[r_O-_zjaU( t’T) (4)

or 2 dE? 2 ) &

2
. o
Seja a fungdo W (x,7)=U(&.7) e x, =& +(r—7jf. Tem-se, entdo, uma forma

bastante simplificada da equacdo de Black e Scholes:
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oW (x,7 o'W (x,7
0T 2 ox
Equacgdes dessa forma sdao conhecidas como equagdo de transferéncia ou difusdo de

calor, sendo um problema classico de solugcdo de equacdes diferenciais parciais, podendo ser

resolvido através das func¢des de Green ou através das séries de Fourier.

2.2.5 A férmula do preco de uma opcao de compra européia ordinaria

A equacdo de difusdo do calor obtida (5) pode ser resolvida através de uma solugio

especial:

X—X,

W(x,r)=r”’g( Tﬂ‘j (6)

e x, € uma constante qualquer.

Serd promovida uma mudanca em g, reduzindo a funcdo a uma tdnica varidvel

X=X, ~ . O . o
n=—pz-- Dessa forma, a equagdo para g(77) serd uma equagdo diferencial ordindria.
T

Substituindo (6) em (5), tem-se:

_ dg (77) 1 (a-2) d’g (77)
a-1 _ —_ 52 — o\
T (ag(n) ﬂn—dn i i’

A tnica solu¢do em « e f necessita que:

1

a—-1=a-2p.Logo, f= 5

A integral da solugdo g(77) necessita que a mesma seja independente de 7.

oS5 = [T e r)an



. . 1
Para que isso seja verdade, tem-se que 7% =1. Logo, o =—f3 = 5

A fun¢do g, portanto, satisfaz:

—g(n)—nd‘is;]) =0’ d;g,;zﬂ)

+oo
—oo

Escolhendo c¢,, de forma queJ. g(n)dn =1, ter-se-a:

A fun¢do W torna-se uma funcio delta de Dirac quando x = x,_, pois se tem que:

(r-x)°
. 1 b [ 2027 ]
Iim———| e hix )dx =h(x
fim——— [ (x)dx, =h(x)

c
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Seja F(S,,T)= Payoff (S, ), tem-se entdo:

F(S,,T)=Payoff (S,;)= Payoﬁ‘(ef) = Payoﬁ‘(ex) =W (x,0) e

20°7

(xx) ]
e[ Payoff (exl )dxc

Logo, tem-se que a férmula do valor da opg¢do, baseada em uma func¢ido qualquer do

valor intrinseco da opg¢ao (payoff), seré:

F(S,0)=e" " U (8, T-1)=¢"""W(x,7)

20°7

_(x)
F(S,t)=e"" U (8,1~ [ ]Payoﬁ(eX< )dxc

TrJ.W

2 2
Sabemos que x:§+(r—%j‘r:ln(S)+(r—%J(T—t) e definindo x, =log(S,),

tem-se:

A5l

20%(T—t)

e—r(T—I) +oo dSL

- o027 (T 1) '([e Payeff (S.) S,

No caso de uma op¢io de compra européia, tem-se que Payoff (S)= max[S -K ,0] e

sua férmula de preco sera:

G

20°(T—1)

—-r(T-t) +oo
e das,
e C() (Sc ) ‘

0.27(T 1) '([ S,

C(S,1)=
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M 5]

20%(T—1)

—r(T-t) +oo
e . (5.~ K) ds.

027 (T —t) i S,

Promovendo-se mais uma mudanca de varidveis, estabelece-se:

C(S,1)=

n=In(S, +S)-r(T-1)
=In(S,)=In(S)—r(T-1)

Tem-se, assim, que: S, = Sexp(r(T —1)+7)

Na transformacgao da integral, tem-se:

dﬂ:f", e os limites: Se S, =K, tem-se 7=In(K +S)—r(T—1);

Se S, —> oo, tem-se 77 —> oo,
A nova equacdo sera:

[—(7]+62(T—t)+2)2
H{r-2) T
C(S.t)=—=

- 0\27(T -t) [m(g]{g_,)]e

] (SeV(T—f)+'7 —K)d?]

c Sl)Z(Ser(T—r))L fm in o) Jd77
(S, . 27z(T—t)[m(5]_,(T_z)]

S
)

—r(T-t) +oo { 20%(T—1) }
L B d

o\27(T ~1) (o{ e !
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{_(q-(;?(T—fm)z J
C(Si)=§—— T) & g
027 (T —1) [h{%]—r(T—ﬁj
e—r(T—t) +oo {_(n;iz((TT__t,);Z)z }
e d

K ———
o \/m [m[IEJLT")J 77

2
+oo {_L]
Ambas as integrais podem ser escritas sob a forma de je ? dn e lembrando-se de
d

que a fung@o acumulada da distribuicdo normal padronizada € definida por:

2
y

N(x):nge(_zjdy

Nor

Fazendo nova transformac@o de varidveis para simplificacdo da 2* integral, tem-se:

T =1)+2
L Ntoi (1)

- Jor(r-1)

dn=.lc*(T—1t)dx

1] — oo, tem-se X —> oo;

quando 77 :(m(gj—r(T—I)j, tem-se x=d, =

Para a 1* integral, tem-se de maneira similar:

-0’ (T-1)+2

- Jor (1)

X

o $)e[r+2)er-n

quando 77 = (ln (gj— r(T—t)j, tem-se x=d, =
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Portanto, chega-se ao preco da op¢éo européia de compra segundo o modelo de Black-

Scholes (1973):

2

C(S,.1)=S8 e 2dx—Kpe " 7
e Bl
=5,N(d,)~Ke""IN(d,)
em que
2 2
ln(5j+(r+o-J(T 1) ln(Sj+(r—o-j(T—t)
K 2 K 2
d, = e d,=

23 0S MODELOS DE PRECIFICACAO COM SALTOS

2.3.1 Eventos raros e outliers

Comportamentos extremos nas mudangas de precos dos ativos financeiros sdo
passiveis de ocorrer na maioria dos mercados. Muitas vezes, turbuléncias nos mercados
apenas promovem aumento da volatilidade que pode ser mensurada por processos

estocasticos continuos.

O que difere os eventos raros (outliers) dos eventos tipicos é a forma com que as
mudangas dos precos ocorrem. Nos eventos normais, 2 medida que o intervalo de tempo
observado h torna-se menor, a amplitude da mudanga de preco também se torna menor, ou
seja, ao ser diminuido o intervalo de tempo, as observagdes de grandes mudancas de preco
diminuem sensivelmente, tornando-se despreziveis a medida que 7 — 0. No caso de eventos
raros, apesar da probabilidade de ocorréncia tender a zero a medida que 4 — 0, a magnitude
das mudancas de precos pode ndo diminuir, provocando saltos nos precos dos ativos, ou seja,
a existéncia de eventos raros promove a descontinuidade das trajetorias de precos dos ativos,
existindo uma relacdo de causa e efeito entre a ocorréncia de outliers e a existéncia de saltos

na dindmica de precos dos ativos.
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Segundo Cont e Tankov (2003), se alguma divida ainda possa existir a respeito da
importancia de existirem modelos de precificagdo de ativos que admitam a possibilidade de
eventos raros na economia, basta ser lembrado que, na andlise de valores em risco de qualquer
companhia, devem ser feitas suposicdes sobre movimentos extremos no comportamento dos

precos dos ativos para alocagdo correta de requisitos de capital dessa institui¢ao.

2.3.2 A modelagem de log-retornos diarios com saltos e os processos de Lévy

Nos dltimos anos, tem crescido muito a utilizacdo dos processos de Lévy na drea de
financas quantitativas por causa da sua capacidade de descrever a realidade do mercado
financeiro de uma maneira mais precisa que os modelos baseados em MBG. No mundo real,
observa-se que os precos dos ativos possuem saltos ou pontos de descontinuidade e os
gestores de risco devem levar isso em consideragdo. Além disso, como discutido
anteriormente, a distribuicdo empirica dos retornos dos ativos apresentam leptocurtose e
assimetria, comportamentos esses que contrariam a hipétese da normalidade dos log-retornos

diarios dos ativos.

Algumas das importantes propriedades do MBG é que ela é uma fun¢do continua no
tempo e nao é varidvel em relagdo a escala utilizada de tempo (segundos, minutos, horas, dias
ou anos). Essas propriedades ndo sdo observadas no mundo real. Na primeira figura, tem-se
uma trajetdria gerada pelo MBG para o periodo de trés meses a partir da esperanca dos log-
retornos e da volatilidade anualizada da acdo SLM (NYSE). No segundo grafico esta o
movimento de precos real. Pode-se observar, no segundo grafico, que existem
descontinuidades de precos (saltos) e a existéncia de um movimento constante de queda de
precos. No primeiro grafico, € dificil distinguir se o movimento apresentado € referente a um

periodo de trés horas, trés meses ou trés anos.

Grifico 6 - Trajetoria de precos de um MBG e uma trajetéria real (Cont e Tankov, 2003)
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Essa ndo variabilidade em relacdo a escala e a auséncia de saltos é acentuadamente
percebida quando se olham os precos ao longo do dia dos ativos e nitidamente nota-se a
predominancia de saltos dos precos, ao contririo do MBG em que o movimento de precos

aparenta ser o mesmo das escalas maiores de tempo.

Outro comportamento bastante irreal do MBG e critico em relagdo a tomada de
decisdo do investidor é a forma com que sdo gerados os log-retornos dos ativos. Abaixo,
observa-se, no primeiro grafico, a dispersdo dos log-retornos gerados por um MBG de mesma
esperanca e volatilidade que a distribuicdo real dos retornos no griafico ao lado, sendo
plausivel a existéncia do fato empirico da leptocurtose no comportamento desse ativo em
virtude da concentragdo dos log-retornos em torno da média e da existéncia de log-retornos

mais evidenciados em pontos extremos da distribui¢do (caudas).

Griéfico 7 - Dispersao de uma distribuicido simulada MBG e sua respectiva dispersao real (Cont e Tankov,

2003)
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Dada essa situagdo, modelos que mais precisamente se ajustam a distribuicdo dos log-
retornos sdo essenciais para a estimativa dos lucros e perdas das companhias. Em um mundo
com risco neutralizado, idealmente as volatilidades implicitas sdo constantes em relagdo ao
preco de exercicio e ao vencimento da op¢do como estipulado pelo modelo de BSM. Portanto,
os investidores precisam de modelos que possam capturar esse fato estilizado para que

possam administrar os riscos de seus negdcios.

Os processos de Lévy com difusdo e saltos fornecem uma estrutura adequada para
descrever esses fatos estilizados tanto no mundo fisico quanto no mundo com o risco
neutralizado. O grifico abaixo foi gerado a partir de um processo simulado de Lévy com
difusdo e saltos. Fatos observdveis no mundo fisico, tais como saltos de precos (instantes
t=0.54 anos e t=0.73 anos), podem ser gerados através do modelo tedrico do processo de

Lévy.

Griéfico 8 - Trajetoria de precos gerada pela dinimica de precos do modelo de Kou

M odelo Kou com Saltos de Distribuicio DBExpo
Simulagdo Evolu¢do Didria Precos

110

105 !

{,,_#,}JJ Nafhf
4 b
100 4B idt i 71
LANE T A P H W
95 - ;;j %f : g?‘,-l* ﬁ‘t
) " TN, B
L S

) Y :
85 A -
T.wv aﬁ
80 v
0 0.5 1

5,=100,T =1,6% =16%, p =0.25,A = 3,7, =20 e 77, = 20

Seja o processo L:{L,}t20 um processo de Lévy com MBG e com um processo de

Poisson composto e compensado. Esse processo pode ser descrito por:

N,

NI 1
L=bt+cW,+| Y. J —E| > J,
k=1 i=1
KAt

em que:
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beR;
ceR,;
W={W},,
N = {Nt}tzo ¢ um processo de Poisson com intensidade 4 > 0, ou seja E[Nt] = At
J={J,;}_, éuma segiiéncia [ID com distribui¢io F e 0<E[J]= & < eo;

€ um movimento browniano padrao;

Os trés processos estocdsticos W,N e J sio mutuamente independentes, ou seja,

L={L} _ . Sabe-se que o movimento browniano e o processo compensado de Poisson sio

>0 "

martingales. Portanto, L= {Lr}t>0 ¢ um martingale se e somente se b=0.

O tripé caracteristico de Lévy (b,c,v) é composto por be R representando a
tendéncia do processo, ce R, € o coeficiente gaussiano ou de difusdo e v € conhecido como

a medida de Lévy. A medida de Lévy v € uma medida em R que satisfaz as seguintes

condicdes:

v({o})=0 I|x|2v(dx)<oo e jv(dx)<w

‘x‘sl ‘x‘zl

As condicdes anteriores indicam que a medida de Lévy ndo possui massa na sua
origem, mas infinitos pequenos saltos podem ocorrer em torno da origem. Intuitivamente a
medida de Lévy descreve o nimero esperado de saltos de certa amplitude em um intervalo

unitario.

E.g., em um processo de Lévy com difusdo e saltos, tem-se que V(dx)=AF (dx), em

que se deduz que os saltos ocorrem com intensidade A e a amplitude do salto tem

distribuicdo F .

Se v for uma medida finita, ou seja, V(R) = I V(dx) = A <, entdo, tem-se que:
R

d
F (dx)= Y (JX) ¢ uma medida de probabilidade.
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Se v for uma medida infinita, ou seja, V(R)=-cc, entdo, tem-se que um nimero

infinito de pequenos saltos é esperado.

Pode-se descrever um modelo de precificacdo de ativos utilizando processos de Lévy

sob a forma de S, =S, exp(L,),em que {L} _ & um processo de Lévy.

Os modelos mais populares de processos de Lévy utilizados para precificagdo de

ativos financeiros sdo:

= Modelo de Black-Scholes (1973) pressupde que os log-retornos dos ativos

financeiros sdo distribuidos normalmente, ou seja, L, ~ N ( ,u,0'2 )
o Tripé caracteristico (,u,O'Z,O)

o Decomposi¢do candnica L, = ut+oW,

= Modelo de Merton para retornos descontinuos (1976). Foi o primeiro processo

com saltos a modelar o retorno dos ativos.

o Tripé caracteristico ( u,0°,Af J )

N)‘
o Decomposi¢io canonica L, = ut+oW, + z J,
k=1

= J~NID(u,.0;)

2
1 (x —H, )
exp| —————
2 20,

= J e W independentes

" f (x):

J
o Funcio de densidade L, ndo possui férmula analitica.

= Modelo de Kou (2002). Similar ao modelo de Merton, porém a distribui¢do da
amplitude dos saltos € duplamente exponencial.
o Tripé caracteristico ( o Af, )
N,

o Decomposi¢io candnica L, = ut+oW, + Z J,
k=1
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TR S DbExpoID(P,ﬂp’?z)

" fi(x)=pme ™ L +ame™ T,
= J e W independentes

o Funcio de densidade L, ndo possui férmula analitica.

O fato de a dindmica de prego ser orientada por um processo de Lévy, faz com que, de
maneira geral, o mercado seja incompleto, as Unicas exce¢des sdo os processos MBG e os
processos puros de Poisson, portanto, existe, em geral, uma grande quantidade de medidas

martingales candidatas a neutralizagc@o do risco.

Recomenda-se a leitura de Cont e Tankov (2003) e Santos (2005) para melhor

compreensdo das aplicagdes dos processos de Lévy em finangas quantitativas.

Tabela 2 - Comparacio entre os modelos de difusao MBG e os modelos com saltos (Cont e Tankov, 2003)

Modelos de difusao com

Fatos Empiricos Modelos de difusao (MBG)
saltos
) Dificil. Necessita grandes e
Grandes e repentinos o _ _
) irreais aumentos na Propriedade genérica.
movimentos de pregos » .
volatilidade do ativo.
Possivel utilizando-se
Leptocurtose estruturas de volatilidade nio Propriedade genérica.

lineares.

Hedge perfeito ndo existe.
Opgdes podem ser ter hedge

Opg¢des sao investimentos de _ Opcdes sdo investimentos de
. continuo de uma maneira ]
risco. ) ) risco, podem ser
livre de risco. o
minimizados.
Mercados sdo incompletos.
Alguns riscos podem nio ter Mercados sdo completos. Mercados s@o incompletos.

hedge.
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Perdas sdo concentradas em Mudangas abruptas ndao Descontinuidade através de
poucos movimentos de ocorrem. As perdas sdo saltos pode proporcionar
queda. continuas. perdas abruptas.

Todas as estratégias de hedge A estratégia de hedge é
Algumas estratégias de

continuo levam a um risco obtida resolvendo um
hedge sdo melhores que as ' o
residual zero apesar da problema de otimizagdo de
outras.
medida de risco utilizada. portfolio.
2.3.3 O modelo puro com saltos deterministicos idénticos sem MBG

Os modelos de difusdo do preco pressupdem a mudanga continua no pre¢o da agdo.
Considere-se, agora, um modelo pouco realista, mas bastante didatico para demonstrar um
modelo com saltos. Inicialmente proposto por Cox e Ross (1975), esse modelo puro de saltos

apresenta uma dinamica de precos que a cada pequeno intervalo de tempo At o preco da acdo

tem a probabilidade p,, =1-AAr de mudar seu prego para Se” e a probabilidade

o =S5, com J deterministico e estritamente

Duown = AAL de mudar seu preco para S

positivo.

1-AAt S, =S

_ At—J
AAt St+At =S

t
Dessa forma, os log-retornos desse modelo serdo:
SH—A[ ~
In o = At quando ndo ocorrem saltos;

t

S : .
In (S;A’ = uAt—J no caso em que ocorrem saltos sendo o movimento de baixa.
t

S
A esperancade X =In (fg;A’J e a variancia serao:

t
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E*[X]=p.X,+p,X,
= (1— AAr) At + At (At - J )
=(u-A7)Ar

v [x]=E[(x-p) |
:pu(Xu (puXu+ded))2+pd(X (puXu+ded))2
:pupd(Xu Xd)(pu+pd)
:pupd(Xu_Xd)
=(1-AAr) AAw?
= ANt —(AA )
Sabe-se que o log-retorno durante o periodo de tamanho 1 é a soma dos S log-

At

retornos sobre o periodo de tempo At, a saber:

iE"[x At)|=E"[X(1)]=u

—V X(A)]=v[x(1)]=0"
Dessa forma, tem-se que:

p=p-AJ
ol = A=At (AT) = (A-AAt)

Podem-se encontrar, entdo, a funcio de Zt e J em Ar:

7(a1)= f \/1 AAt
oA

1(Ar) = g+
u(At)=u I

Quando Ar — 0, ter-se-4 J =— = +0'/1\/_

\/_
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No MBG, X zln[%J pode assumir qualquer valor em (—o0;00), porém no

0

movimento com saltos X somente pode assumir um numero discreto de valores que

correspondem a quantidade de saltos que podem ocorrer no periodo [O;I] :

= In % = th caso nenhum salto ocorra no periodo [O;t] ;
0
S ~ .
* In S—’ =ut—J caso ocorra 1 salto no periodo [0;¢];
0
S ~ ,
= In S—’ = ut—2J caso ocorram 2 saltos no periodo [0;7];
0
S ~ ,
* In S—’ = ut—N,J caso ocorram N, saltos no periodo [0;7].
0

Como ja se sabe, a quantidade de saltos em um determinado periodo [0;¢] é uma

varidvel aleatéria de tal forma que Pr{N(r)=n}=e¢"* @ .
n:

Calcule-se, agora, a medida neutralizadora do risco Q:
0 - R, —R,
u R —Rd

u

Utilizando a expansdo de Taylor e* =1+ x+o0(t) , tem-se que:

R, =1+rt+o(t)

R =" =¢” (1 + (Zl —%atﬁjt + o(t)j

R, =e" =1+t +o(t)

Logo, tem-se:
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(1+ rt+o(t))—(e" (1+(ﬁ—;m«/§jr+o(z)n
1+Ztt+o(t)—(e" (1+(ﬁ—iafﬁjt+o(t>j}

=1+ r—,flj At+o(n) (anéloga ap, =1—1PAI)
—e

o

0, (Ar)=

Isso significa que, apés a neutralizacdo do risco, a ocorréncia de saltos serd

r—u Jz U—r =,u+0'/1\/1—r

l-¢’ ) 1-¢”’ 1_e[_%j

representada por A, = —(

A foérmula do preco da opgdo de compra sob a hipétese do movimento puro de saltos

deterministicos sera:

(LN ()= Y [max [Soeﬁ (=N _ g 0} ot Ao (T=0)

C(t, N (t)) = e—V(T—t)e—thi max |:S()€;1(T—t)—(iz+N(t))J _ K’OJXM

n=0 n '

C (l’, N ([)) = e_(r+ﬂg)(T—f)i max |:S()e/~t(T—t)—(n+N([))J B K’OJXM

n=0 n!

Pode-se também identificar a quantidade exata de ativos-objetos no portfolio
replicante autofinancidvel, mais conhecido como o delta do hedge, sendo essa uma estratégia

de hedge perfeito dinamico:

~ G =6

S, =S,
Na dindmica de precos, quando Az € muito pequeno, tem-se:

S, =S,e™ =8, +o0(Ar) ¢, =c(A1,0)=c(0,0)+0(Ar)
S, =S, =S¢ +o(Ar) c(0,1)+o(Ar)

¢, =c(An1)
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Logo, temo-se que a quantidade delta do hedge sera:

- t,N.20)—c(t,N =21
O(1N, >0) = lim S —Cu _ (1N, 20)=c(t.N, 21)
a=0§ —§, S,(l—exp(—]))
2.34 O modelo com saltos normais de Merton com MBG

Segundo Merton (1973), o pressuposto mais importante da derivagcdo da férmula pelo
modelo de BSM é de que os negdcios acontecem a todo 0 momento no mercado e, portanto,
as curvas de preco da agdo sdo continuas no tempo. A solu¢do do modelo necessita que o
preco da acgfo possa ser representado por um processo estocdstico de Markov localmente, ou
seja, em um curto espaco de tempo o preco da acdo pode se modificar em pequenos

movimentos de alta e de baixa.

Observe-se que os precos das acdes, geralmente em resposta a fatos imprevistos,
apresentam movimentos bruscos de precos que muito se assemelham a saltos e/ou a eventos
raros. Nos estudos realizados por Merton (1973), todos os demais pressupostos do modelo de
BSM sdo mantidos, analisando-se o impacto no modelo de precificacdo, considerando-se a
existéncia de log-retornos ndo-continuos, ou seja, a existéncia de saltos no movimento de

precos das acdes.

2.34.1 A dinamica do preco da acao e da opcao

A modelagem dos saltos é feita considerando-se que, em um intervalo de tempo / e
dado um parimetro 4 com A2>0, um salto ird acontecer nesse intervalo de tempo com

probabilidade Ah. Além disso, serd considerado que essa probabilidade ndo se modifica em
virtude da existéncia de informagdo a respeito de saltos anteriores. Se for denotado N(z) o
nimero de saltos que ocorrem até o instante ¢ com 0s pressupostos anteriores, pode-se

chamar {N (1),12 0} de processo de Poisson e mostrar que:
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P[N(1) n]—e-*’ (&) . n=0,12,.. (0)

Segundo Merton (1973), a mudanga total no prego da acéo serd a composicdo de dois
tipos de mudancas: a variacdo de preco em virtude da oferta e demanda do ativo, mudancas
nas taxas de capitalizacdo e mudancas nas perspectivas econdmicas, ou outras informagdes
que causem mudangas marginais no preco da agdo. Esse tipo de mudanca é modelado por
meio de um MBG com volatilidade constante por unidade de tempo e um trajeto continuo dos
precos. O outro tipo de mudanca seria do tipo “abrupta” em virtude do surgimento de novas e

importantes informac¢des de mercado sobre a empresa ou sobre o setor em que ela atua.

E razodvel esperar-se que existam periodos mais turbulentos em que o preco da acio
se modifique em uma maior magnitude e periodos mais calmos em que esse preco sofra
pequenas e lentas modificacdes. E perfeitamente plausivel que periodos turbulentos e
periodos calmos sejam aleatdrios, além disto, pela sua natureza, informagdes que promovem
turbuléncia nos precos sdo pontos discretos no tempo. Essa componente que afeta o preco da

acdo € modelada como um processo de salto, refletindo um impacto ndo-marginal no prego.

Para ser consistente com a hipdtese geral de eficiéncia do mercado (FAMA, 1970), a
dindmica dos movimentos ndo-antecipados de preco deveria ser um martingale. A dinamica
de preco para processos continuos de tempo em continuos movimentos de preco é o processo
de Itd. Os processos de saltos sdo processos compostos de Poisson, que podem ser descritos

como processos independentes e identicamente distribuidos.

Suponha-se que, quando ocorrem saltos, o preco da acdo € multiplicado por uma

varidvel estocdstica J;, em que i representa o salto de nimero i do movimento de preco da

acdo. Poder-se-ia, entdo, descrever o preco da acdo da seguinte maneira:

N()
J., J~TD

i=1

em que:

J; = fl( )]ERj:;
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N(1)
t20 e []J. =1 quando N(t)=0;
i=1

S"(¢) é um MBG.

Além disto, deve-se considerar que o MBG, o processo de Poisson e os saltos sdo

mutuamente independentes.

N(1)
Seja J (1) =[], - Calcule-se E[J()]:
1

i=

- Slet0) x2S

o E[J(t)]=exp(-Ar(1- E[J]))

Devido ao fato de S™(#) ser um estado do MBG, tem-se que:

E[S°(1)]=5 (O)exp((ﬂ+%2}j
Assim, tem-se:

E[S(1)]=E[S (1) (1)]=E[S" (1) |E[ I (1)]

2

E[S(1)]=5" (O)eXp((ﬂJr%}JeXP(—ﬂf(l—E[J]))



E[S(1)] =S*(O)expm,u+%z—/1+/1E[JﬂJ

49
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Substituindo em (1):

C(S,t)=e"E° [(exp

- @
N(r)
C(S,,t)=exp(~rt)EC (exp(ZX,.+Wth*(O)—KT }

N(t)
Tem-se que [(ZXi+W,J
i=1

esperanca e variancia serao:

N (t):nJ é uma varidvel estocdstica normal, sua

N(1) 2
E (Zxﬁwt N(t)=n :(r—%+/1—lE[J]Jt+n,uJ

i=1

[/ N ()
1% (ZXﬁWr N(t)=n|=tc> +no;
i=1

Define-se, entdo, que:

a'(n)

2

~

2
(n):r—%+/1—/1E[J]+nluj%+

(0'2+n0-’2]
2

t
:r__c; +/1—/1E[J]+nyJ%+—

2

2
no,

2t

:r+/1—/1E[J]+n,u,%+

2
:r+/1—/1E[J]+?{,uJ +%j
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r(n)= r+/1—,zE[J]+§1og(E[J]) 3)
Sabe-se, entdo, que, quando N (1) =n, entdo:

N(1)

CG(”)J(,,)(St,t):exp(—r(n)t)EtQ (exp(ZXi+WtJS*(O)—KTj N(t)=n]|.

i=1

(r(n)-r)

Multiplicando os dois lados por e ', tem-se:

N(1)

e(r(")_r)tca(n),r(n) (Srat) = eXp(_Vl') EtQ [CXP(Z Xi +VVrJS* (0)_ KTJ N(t) =n (4)

i=1

A expressdo anterior apura o preco da op¢do de compra européia sabendo-se que, em
um intervalo de tempo ¢, ocorreram n saltos. E razodvel e é demonstravel que a esperanca
ndo-condicionada acima seja uma média ponderada em diferentes quantidades de n.

Utilizando-se (0) e (4), tem-se:

C(S,.1) exp( lt)(/u)” exp((r(n) r)t)Co_(n),r(n)(St,t)

2 0 n!
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r(n)= r+/1—/1E[J]+?ln(E[J]) ;

2
E[J]:exp(,uj +%J

Embora a férmula acima seja uma série infinita, sabe-se que ela converge rapidamente

em virtude do fato de que A serd bastante pequeno.

2.3.5 O modelo de saltos IID
2.3.5.1 Quando o preco da opciao aumenta com o aumento da volatilidade
deterministica

Supondo que, quando ocorrem saltos, o preco da acdo € multiplicado por uma variavel
estocdstica J, em que i representa o salto de nimero i do movimento de preco da acdo.

Tem-se, entao:

N(1)
S(t)=8" ()], J~-1D

i=1

em que:

J,.~f_,(j),j€Ri;
N(t)

t>0 e HJi:I,quando N(t)=0;
i=1

S"(t) é um MBG;

P 2 0
we~ N((r —%+ ﬂ—ﬂE[J]Jt;O'ztj e W ~N(0;t)ap6s neutralizagdo do risco.

O preco de uma opg¢do de compra européia com preco de exercicio K, sera:
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C(St,z)=EtQ[e_”(S(f)_KT)+} (1)

:e'”EtQ[(J(t)S (1) KT)*]

Proceda-se, agora, a mudanca nas varidveis da férmula acima:

e = -a(1- L) |- o

S =P exp(/it(l—E[J])) -k . pois se tem E[J (t)]= exp(—ﬂt(l—E[J]))

E[J(1)]

Dessa forma, pode-se reescrever (1) da seguinte forma:

C(S,.t)=¢"E? [(J(I)Ptew’ —Krﬂ

B S (wy +ar(1-E[1)) "
— , 0 t —
=e¢"E [(J(t)e(ﬂf(l—E[-’])) e KTJ }

=E? {e_” (J (1)S.e" -k, )}

. . L. o’
Lembrando que W, é uma varidvel estocdstica normal com esperanga r-— tle

varidncia ¢t , tem-se sob a medida P:

Couto (S51) = E? |:CGBM (‘] (t)Sr’t)}

Utilizando-se, adicionalmente, a desigualdade de Jensen que determina que, se u é

uma fungio concava em X , entdo, tem-se que E[u (X )] <u (E[X]) .
Logo, tem-se que:
Coao (Swt) = EzQ I:CMBG (J([)Swt)] 2 Cypg (EtQ [J(I)St]’t)

Como se tem EC[J(1)S(t)]=P(t), vale o resultado:
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Csalm (St’t) 2 CMBG (B’t) ’

ou seja, o preco da op¢do no modelo com saltos ndo é menor do que o preco da opg¢ao

no modelo MBG, c.p.

2.3.5.2 O preco da op¢ao de compra européia no modelo de saltos IID

Uma aproximagdo para o pre¢o da op¢do no modelo de saltos genéricos pode ser

obtida interpretando C (x, t,0,K, r) como uma func¢éo exclusiva em x e expandindo a fungdo

por Taylor em torno de um ponto x, = E [X ] e desconsiderando os termos de ordem superior

a trés:

C(x,t,o',K,r)zC()co,t,o',K,r)+C'()co,t,O',K,r)()c—)co)+%C”(xo,t,O',K,r)()c—)co)2

C(x,t,0,K,r)=C(E[X].t,0,K,r)+C’(E[X].t.0.K,r)(x—E[X])
+%C"(E[X],t,0',K,r)(x—E[X])2

Tomando a esperanca na medida Q em ambos os lados da equacdo:
E°[C(x.t,0.K,r)|=C[E?[X]] +%C”(EQ [X].t.0.K,r)V® [(x—EQ [X])z}
E°[C(x.t,0.K,r)]=C[ E® [X]J+%C”(EQ [X].t.0.K.r)VO[X]
Seja, entdo, X =J(1)S, e E°[X]=s, tem-se que:
E°[C(S,J(1).1.0,K.r)]= C(s) 42 C"(5.1,0,K.r)V2 [5.7(1)]

t sy M B 2 sy M B t

1 ”

E? [C(S,J(t),t,a,K,r)]=C(s)+5c (s.t.0.K.r)SVO[J (1)]

Utilizando o resultado anterior E¢[J(t)]= exp(—ﬂt(l -E[J ])) , tem-se:
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ve[J(r)]=E®

N

(Nm ijz}(exp(—ﬁf(l‘EQ [J])))2
i

7| |Honloati- o))

vels(n)]=E°[J*(1)]-E° [7(1)T
(<Ae(1-E[17])) - exp(-22 (1~ E2[1]))

Ve[ J(r)]=exp

Sabe-se que a derivada parcial de segunda ordem de C em relag¢do a s, € conhecida

como gama e ¢ definida por:

Tl
t+7—1
emque S, =S, exp(ﬂt(l—E[]])), w= Y e s,=E[J,S,].

Dessa forma, tem-se que a férmula aproximada do pre¢o da opcdo no modelo com

saltos de distribuicdo genérica sera:

EP[C(S,J,.1.0.K;.1r)]=C(s,.1.0.K,.7)

A=l )

xS} (exp(—/it(l— E[JQJ))—exp(—2/1t(1—E[J])))

E° [C(S,J(t),t,d,K,r)] = C(s,t,O',K,r)

+5* (exp( 4 (1-2£[ 1]+ E[1])) _1)[2“,\1/% eXp[_W?ZD
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2.3.6 O modelo de Kou com distribuicao duplamente exponencial

Muitas pesquisas t€m sido realizadas para modificar o modelo de BSM baseado em
movimento browniano geométrico e distribuicdes normais no sentido de incorporar duas

caracteristicas empiricamente verificadas no mercado:

(1) Caracteristica de assimetria (3° momento centrado na esperanca, distribui¢io
assimétrica negativa) e leptocurtose (4° momento centrado na esperanga, pico alto

e caudas largas);

(2) O sorriso de volatilidade. Os precos de mercado das op¢des para diferentes precos
de exercicio e prazos de vencimentos nao determinam uma volatilidade constante.
E reconhecido pelo mercado que a curva de volatilidade implicita possui uma
forma de “sorriso”, significando que é uma curva convexa em fungdo do valor do

preco de exercicio da opgao.

Para incorporar as caracteristicas de assimetria ou de leptocurtose, uma variedade de

modelos de precificagdo de opcdes sdo propostos, entre eles:

(a) Teoria do caos, movimento browniano com fractais;

(b) Modelos hiperbélicos generalizados, incluindo modelo log t e modelo log
hiperbélico;

(c) Movimento browniano com mudanga de tempo, incluindo modelo gama de log

variancia.

Um dos problemas desses modelos € a dificuldade de se obterem solugdes analiticas
para o preco da opc¢do. Mais precisamente, esses modelos podem até fornecer solucdes para
opgdes de compra e venda européias simples, porém ndo conseguem fornecer solugdes
analiticas para derivativos de renda fixa, op¢des dependentes da trajetéria, como, por

exemplo: as americanas, com barreira e as do tipo lookback.

Em desenvolvimentos paralelos, diferentes modelos sdo propostos para incorporar o

sorriso de volatilidade em precificacdo de op¢des. Os mais populares sdo:
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(a) volatilidade estocastica e modelos GARCH;

(b) modelo de elasticidade constante da variancia (CEV);

(c) modelos de difusdo com saltos;

(d) volatilidade estocéstica e modelos de difusdo com saltos do tipo affine;
(e) modelos baseados em processos de Lévy;

(f) SABR.

Embora muitos modelos alternativos possam conduzir a solucdes analiticas para
opg¢des de compra e venda européias, € dificil o mesmo para opcdes dependentes da trajetoria,
como, por exemplo, op¢des americanas, opgdes do tipo lookback e opgdes com barreiras.
Mesmo métodos numéricos para esses derivativos ndo sio simples de serem implementados.
Por exemplo, as taxas de convergéncia de arvores binomiais e simulagcdes de Monte Carlo
para opg¢Oes dependentes da trajetria sdo muito mais lentas do que as opcdes de compra e

venda simples.

Kou (2002) procurou estender o tratamento analitico do modelo de BSM para o
movimento browniano geométrico com saltos. Em particular, ele demonstrou que o modelo

de saltos com distribuicdo duplamente exponencial pode apresentar as seguintes propriedades:

= Fornecer uma explicacio para as caracteristicas de assimetria leptocurtica dos
retornos dos ativos e o sorriso de volatilidade das opgdes.

= Conduzir a aproximagdes analiticas para opgdes americanas com horizonte
finito de tempo e solugdes analiticas para derivativos de renda fixa, op¢des do
tipo lookback, barreira e americanas perpétuas.

= Pode ser inserido em uma estrutura com expectativa equilibrio racional de
precos. Merton (1976) apontava em seus trabalhos que a precificacdo baseada
em auséncia de arbitragem ndo era possivel se somente fossem permitidas

carteiras com titulos sem risco e o ativo objeto.

O modelo de difusdo com saltos duplamente exponencial foi originalmente proposto
por Kou (2002) sendo esse modelo de difusdo uma classe especial da difusdo com saltos
affine. Um modelo muito similar foi sugerido por Ramezani e Zeng (1998) através de uma
distribuicdo Pareto-Beta com dois distintos componentes de saltos gerados por dois processos

de Poisson.
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2.3.6.1 Visao geral do modelo de Kou

Esse modelo apresenta varias propriedades interessantes a modelagem de precos de
derivativos. A FDP do retorno gerado pelo modelo € leptocurtica e assimétrica em relacao.
Além disso, o modelo pode reproduzir o sorriso de volatilidade e fornecer férmulas analiticas

para os precos de vdrios tipos de opgdes.

Nesse modelo, o logaritmo do retorno do preco do ativo é modelado através de um
processo com duas partes: a primeira um MBG e a segunda um processo com saltos. A
ocorréncia de saltos é governada por um processo de Poisson com tamanhos de saltos
definidos através de uma distribuicio duplamente exponencial. O modelo de difusdo com

saltos pressupde que a dindmica de precos segue a seguinte EDP:

das Y,
—L = ud dW +d J. -1
5 udt +cdW + {Z( 1 )j

' MBG i=1

processo com saltos

O processo com saltos assume que N, € o numero de saltos no intervalo de tempo

[O,I] e segue um processo de Poisson com pardmetro Ar em que A é uma constante. No

salto de numero i, a propor¢do do salto do preco é J, —1.

2.3.6.2 A distribuicao duplamente exponencial da intensidade do salto

Para amostras finitas, € dificil distinguir uma distribuicdo duplamente exponencial de
uma distribui¢do ¢ de Student. Entretanto, a distribuicio duplamente exponencial € mais
facilmente tratdvel analiticamente e pode gerar altas concentragdes de probabilidade em torno

da sua esperanga.

A distribuicdo duplamente exponencial é uma distribuicio formada por duas
distribuicdes exponenciais justapostas. Seja Y uma varidvel aleatéria que representa o

logaritmo do tamanho dos saltos e seja a funcdo de densidade:

fr(V)=pne ™1 L +ame™ 1 . yeER

em que: n >1;



59

m,>0;
p,g=20¢e p+g=1.

A condic¢do 77, >1 deve ser imposta para garantir que o preco do ativo tenha esperanca

finita. As probabilidades p e q representam as probabilidades de saltos para cima e de saltos

para baixo.
In(J)=Y = & com probabilidade p
-£~ com probabilidade q
As esperancas das duas distribui¢des exponenciais so, respectivamente, L e L A
non

seguir, apresenta-se alguns graficos da fungdo de densidade das distribui¢des duplamente

0

exponenciais plotadas no Mathematica 5.2 e as integrais I f(y)dy e j f(y)dy:
0

—oc0

a)n,=1n,=25e p=q= % , sendo uma distribui¢do de Laplace.

® 1 1
dy=— dy=—
_Lf(y)y 5 !f(y)y >
14 | FDP
12
10
8
2
!1 —0275 —6.5 -0.25 0.25 025 0175



1
) =25 1, =3¢ p=q=7

0 1 +oo 1
dy =— dy=—
_fmf(y)y : !f(y)y ;
4. FDP
12}
10|
8|
6}
af
—‘l —0‘.75 —(;5 ‘—‘0‘.‘25‘ . o O‘.5‘ |
c)n,=25n=25e p=09 eq=0.1
Tf(y)dy=i +ff(y)dy=i
J 10 ) 10
FDP
f‘l‘ | ‘;O‘.7‘5‘ | 70‘5 0.5 ‘O.‘75
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2.3.6.3 O modelo de difusao do preco

A dinamica de preco de ativos a partir de um modelo de difusdo com saltos de

distribuicdo duplamente exponencial é dada por:

ds g
S’ = udt + cdW +d (J,-1)| (O
1

t i=
em que:

M esperanca do log-retorno do ativo;

o desvio-padrio do log-retorno do ativo i;

W € o movimento browniano padrdocom #=0¢e o =1;
N é o estado do processo de Poisson com intensidade A ;

J ={J,} é um processo IID de varidveis aleatérias estritamente positivas de tal

forma que:

1

Y, =1n(J,) possui uma distribui¢do duplamente exponencial com

FDP f,(y)= pie ™ 1 L +qime™ L

No modelo, as varidveis aleatérias N(¢z), W(t) e Y,, sdo mutuamente independentes.

A solugdo da equacdo diferencial estocéstica que fornece a dinamica do preco do ativo sera:

1 N(1)
S =85, ex ——0’ |t+oW J.
t 0 p{(ﬂ 2 j }I:II i

Observe-se que:
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2
P q I 1 P, q ¥ , n,
Elv]=—-ZL, v[y =pq(—+—J +(—+—j e E[J|=E|e |=p—"—tg—2—
i LT, 7] mon, ”on, 1=l m-1 "n,+1

2.3.64 A funcao de densidade do modelo de Kou

Seja o processo:

AS
S[ =uAt+aZ\/E+BY
em que:

Z e B s@o varidveis aleatdrias normal e de Bernoulli respectivamente;
P(B=1)=AAt e P(B=0)=1-4Ar;

Y tem uma distribui¢do assimétrica duplamente exponencial .

O célculo da distribuicdo da soma de uma distribui¢do normal com a somatodria de
distribuicdes duplamente exponenciais pode ser obtido através da funcdo Hh, uma classe

especial de funcdo da fisica-matematica.

Utilizando a FDP do retorno do processo acima fornecida por Kou (2002):

£(x)= l—ﬂAtq)[x—ﬂAtj
oAt T\ oAt
x— AAt—o’n, At}

1, exp((O‘zﬂlet)/Z)eXp(—(x—/lAf)m)q)( O'\/A_t

+AAt

— AAt+ o', At
+‘”72eXP((UzﬂfAf)/Z)eXp((x—qu)m)<I>(x aJA_inz ]

@(-) é fungdo de densidade da normal padrao
@ () é fungdo de distribui¢do da normal padrdo

Para os seguintes pardmetros:

t=1/250 anos

0 =20% a.a.
H=15% a.a.
A=10 a.a.
p=0.3

7 =50

7, =25
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Serdo obtidos como esperancga e variancia da distribuicio os seguintes valores:

E[ f(x)]= utt+ AAt (ﬁ—ij =-0.00028

1 2

V[ f(x)] =02Ar+{pq(i+ijz +[£+%j}/mz

mon, oo

2

+(£—ij AAt(1- AAt)
m

=0.000258

Comparando a FDP de Kou f (x) com a FDP de uma distribui¢do normal de mesma

esperanca e variancia, a saber:

N(u.0%)
N (—0.00028 % 250,0.000258 x 250)

N (-0.07,(0.2539)’

Apesar de ambas as FDPs possuirem mesma esperanga e variancia, pode-se constatar
uma maior concentracdo em torno da média e a existéncia de valores extremos com
probabilidade ndo nula (caudas largas), demonstrando a capacidade do modelo de Kou em

apresentar FDPs com leptocurtose. Pode-se constatar, também, que a capacidade de gerar
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caudas pesadas e concentragdo em torno da média pode ser potencializada incrementando A

A 1
(taxa de ocorréncia de saltos) e aumentando — (esperanga do tamanho do salto).

i

2.3.6.5 O equilibrio geral dos modelos de difusao

Na presenca de saltos aleatérios, o mercado torna-se incompleto. Nesse caso, 0s
argumentos de hedge e ndo-arbitragem ndo sdo aplicdveis para a precificacdo de opgdes.
Pode-se, assumindo alguns pressupostos, derivar uma férmula de precos para op¢des que ndo
dependa da atitude do investidor perante o risco assumindo que o nimero de ativos no
mercado € suficientemente grande, que o risco de saltos repentinos € diversificivel e o
mercado, portanto, ndo pagard nenhum prémio acima da taxa livre de risco para assumir esse

risco adicional.

Em virtude dos saltos, a MME ndo € tnica. Segundo Lucas (1978) e Naik e Lee
(1990), pode ser demonstrado que se utilizando um argumento de esperanca racional com
funcdo utilidade do tipo poté€ncia ou HARA (Hyperbolic Absolute Risk Aversion) para o

agente representativo, podemos escolher uma particular medida neutralizadora do risco Q

com a qual um prego racional da opg¢do € calculado a partir de um valor intrinseco descontado.

A medida de probabilidade Q é chamada de neutralizadora do risco, pois:

E2[eS(1)]=5(0)

Segundo Kou (2002), utilizando-se os resultados de Naik e Lee (1990), a evolugdo do

preco, em condi¢des de equilibrio, pode ser escrita como:

S(r)= S(O)GXP((F—%O'Z _ﬂgjt+0'\/;Z+NZ(r‘jK j

i=1

em que:

r € ataxa de juros livre de risco no periodo 7 =1;

o ¢é desvio padrdo do log-retorno do ativo no periodo 7 =1;
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D1 +(1—P)772 _lj;
771_1 772_1

¢ é esperanga da amplitude do salto menos um ({ =

Z ¢é varidvel estocdstica com distribui¢do N (0;1);
N ¢é o estado do processo de Poisson com intensidade A ;

Y={Y,} € uma seqiiéncia IID de varidveis aleatérias com distribui¢do
duplamente exponencial com e funcdo de densidade
£y (9)=pme™ 1 g +ame™ 1,

Os parametros constantes A, p,q,7, e 77, sdo todos dependentes da funcdo utilidade

do agente representativo, estando sob a medida Q. Da mesma forma, todos os trés processos

estocdsticos N, Z e Y sio mutuamente independentes estando sob Q. Com essa medida de
probabilidade neutralizadora do risco, o preco do ativo S, ainda segue um processo de
difusdo do tipo duplamente exponencial:

ds N(r)

Tf:(r—ﬂ;)drmdw, +d| Y (J,-1)| D)

t i=1
2.3.6.6 A propriedade da falta de meméria

Em virtude da sua simplicidade, os pardmetros do modelo duplamente exponencial
podem ser interpretados e solugdes analiticas para precificacdo de opcdes podem ser obtidas.
O calculo explicito € possivel particularmente em virtude da propriedade da falta de memoria

da distribui¢c@o exponencial.

Uma varidvel estocastica X possui a propriedade de falta de meméria com respeito a

t, se paratodo s com ¢ # 0, tem-se:

P[X >s+t|X >t]=P[X >5s].

De maneira equivalente:
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P[X >s+1,X >1]
P[X >1] .
P[X >s+t]=P[X >s]|P[X >1]

=P[X >3]

No caso da distribuicdo duplamente exponencial, tem-se:

P[X >t]=e"
P[X >s+t]=¢ " = P[X > s]P[X >1]

2.3.6.7 O preco da opcao de compra européia ordinaria no modelo de Kou

Introduza-se a seguinte notagao:

P[Z(T)2a]=¥ (10,4 p.0.1m5a.T)

NI
em que Z = ,ut+0'W+ZYI. , sendo que Y tem uma distribui¢do duplamente
i=1

exponencial com fungdo de densidade f, (y)= pme ™1 . +qme™ 1, e N(t) € um

processo de Poisson com intensidade A .

O preco racional de um agente econdmico logaritmico de uma opg¢do de compra

européia simples ordindria serd dado por:

C(S,.t)=exp(-r(T-t))E?(C(S,.T)) paratodo te[0,T]

C(S,,t) = S,‘P(r+%gz _/?,é',a,:i,;,a,ﬁ;;log[%}T—tJ

t

-K, exp(—r(T—t))‘P(r—%gz -A{, 0,4, P,771,772§10g(%j’T_tJ

t

em que:

n=n-1



n,=1n,+1;
A=A(L+1);

£ = P, " qm, _
771_1 772+1

1
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I (c;a, B,0) =

{5l monn

(e
+[aj \/;_ % 2@[—ﬂc+é‘+%j

Caso <0 e <0, entdo para todo n>-1, tem-se:

_ 6’: (zo(gjl Hh, (e 5)}

2

& G {aery

I, (c;a, B,0) =

;12
:l“[(t—x)"e 2 dt n=0,1,2,...

n.

X

em que:

n—i i—k
S(n—k-1\n n n L
Qn - (n j(j( 1 J [ 2 J pn Iql
<=2 m+m,) o+,

Para melhor entendimento das equacgdes utilizadas na solucdo analitica de Kou

sugerimos a leitura de Papapantaleon (2002) e Tsay (2005).

2.3.6.8 As limitacoes do modelo de Kou

Uma das desvantagens do modelo é de que, apesar de ser uma férmula analitica, ela

aparenta ser bastante complicada. Isso ndo seria um grande problema, pois fun¢des Hh podem
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ser calculadas facilmente e apesar de ser um processo analitico bastante extenso, o

procedimento € rapidamente realizado pelos computadores atuais.

A existéncia de maiores dificuldades relacionadas ao hedge em mercados incompletos,
que € perfeito dentro de um MBG, porém nao € perfeito dentro de uma estrutura de precos
composta por difusdo e saltos estocasticos, parece ser um dos maiores entraves a adogdo deste
tipo de modelo de precificagdo. Entretanto sabe-se que o hedge perfeito € uma situacdo muito
particular do MBG, ndo sendo possivel de ser feita mesmo em tempo discreto e se mostra

pouco realista ante as condi¢des impostas pelo mercado financeiro.

Outra limitacdo que afeta todos os modelos baseados em processos de Lévy € de que o
modelo com distribuicdo duplamente exponencial ndo pode incorporar uma possivel

dependéncia entre a intensidade dos saltos e o log-retorno dos ativos.
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Tabela 3 - Comparacio entre os modelos com saltos de Merton (1976) e Kou (2002)

Modelo de Merton para retornos

Modelo de Kou com saltos de

Caracteristica i distribuicao duplamente
descontinuos .
do Modelo exponencial
(1976)
(2002)
Saltos para cima ou para baixo ocorrem Saltos para cima ou para baixo ocorrem com
Representacio com distribuicao idéntica gerando saltos probabilidades e amplitudes que podem ser

Fatos Estilizados

com amplitude e probabilidades similares,

distribuicdo lognormal.

diferentemente calibradas, distribui¢do

duplamente exponencial.

Leptocurtose Sim Sim, porém mais acentuada.
Sorriso de ) )
. Sim Sim
Volatilidade

Processo de Lévy

NI
L =ut+oW,+> J, com
k=1

Ji ~N(,uj,0'f)

Nf
L =ut+oW,+> J, com

k=1

Jy ~ DbEXPO(P,ﬂp??z)

Mercado

Incompleto (a ndo ser que um niimero
infinito de op¢des possa ser negociada e

incorporada ao portfolio)

Incompleto (a ndo ser que um nimero infinito
de opcdes possa ser negociada e incorporada

ao portfolio)

Neutralizac¢io do

Risco

Saltos fazem parte do risco ndo sist€mico,
portanto, beta do portfolio € zero e
utilizando o pressuposto CAPM o retorno

esperado dos ativos € a taxa livre de risco.

Modelo geral de equilibrio (Naik e Lee,
1990), utilizando fungcdo HARA ou potencia

o
_g C
U (C[,t) =L (artigo do Kou), porém é
(04

plausivel que seja U (Ct , t) =e¢”In (Cr) .

Férmula preco
op¢do de compra

européia

(Am)

Ca(n).,(n) (.t )

C(8,.1) = exp(~AE[])

n=0

as.i) :S,‘l{r%tffﬂéalkﬁ’i;m[%}mj

t

*Krﬂ@(*(T*l))‘l{V%U’ *ﬂéainmﬂz;h[%}mj

t

Tratamento
analitico para
opgoes
dependentes da

trajetdria

Naio € possivel.

Em virtude da propriedade da falta de
memoria das distribui¢des exponenciais, é
possivel a derivacdo analitica de opgdes
americanas perpétuas, lookback e opgdes com

barreira (KOU e WANG, 2004).
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2.3.6.9 A implementacio do modelo de Kou no Mathematica 5.2

A implementacdo da férmula analitica do preco de uma opcdo de compra européia
ordindria no Mathematica 5.0 é fornecida pelo préprio Kou em sua pagina pessoal hospedada

no website da Universidade de Columbia (EUA):

K

c(s,,t)=s,w[r+%cf_z;,a,z,;,a,rz;log[ : (

J zetaaOR = p*etal /(etal -1) + (1-p)*eta2/(eta2+1) -1;
T ]

t

] J callOR[etal _, eta2_, la_, p_, sig_, rr_, bigS_, bigk_, bigT_, nStep_] :=
,T—t

-K, exp(—r(T—t))‘{‘[r—%o'2 -AL.0.A, p,ﬂl,ﬂz;log[%

t

tempaal OR = 1t + sig*sig/2 - la*zetaaOR;
tempaa20R = tempaal OR - sig*sig;

bigS * cprob[tempaalOR, etal - 1, eta2 + 1, la*(1+zetaaOR),

em que: , . I
p*etal/((1+zetaaOR)*(etal-1)), sig, Log[bigK/bigS], bigT, nStep]
n=mn-1 )
bigK * Exp[- rr*bigT] * cprob[tempaa2OR, etal, eta2, la, p, sig,
772 =1, +1 Log[bigK/bigS], bigT, nStep]
)
A=A(L+1)
‘= P, + qm, -1
/A -1 7, +1
- 4 /A
=L x
P 1+ -1

O célculode P[Z(T)2a]="¥ (1.0, A, p.7,.1,:a.T):

i _ cprob[mu_, etal_, eta2_, la_, p_, sig_, aa_, bigT_, nStep_] :=
Y(.0.4 .11 T) =P Z(T) 2a] (p Pt gl ndtep
IR - . .
e 2 IITwo = Table[ll[k-1, aa - mu * bigT, -etal, -1/(sig*Sqrt[bigT]), -

n k 1
g/r";};_kx(aﬁq) XIH[“_M’_% Gﬁ’mﬁj (sig*Sqrt[bigT])*etal],{k, 1, nStep};

4

(orb)zxZ IIFour = Table[ll[k-1, aa - mu * bigT, eta2, 1/(sig*Sqrt[bigT]), -
e 23 k 1
+=>7>0,X{aTn) x1,, [a—,w;nz,—,—olyzﬁJ (sig*SqrbigT])eta2]. (k. 1. nStep}:
o2l a G\ﬁw
Jourth PiN[n_] = Expl[-la*bigT]*((la*bigT)*n) /(n!);
a—
s Mj
(7\/iw PiNPni = Table [PiN[n] * Pni[n, k, p, etal, eta2] * ((sig*Sqrt[bigT]*etal) k)
, {n, 1,nStep}, {k, 1, n}];
€m que: PiNQni = Table [PiN[n] * Qniln, k, p, etal, eta2] * ((sig*Sqri[bigT]*eta2) k)
, {n, 1, nStep}, {k, 1, n}];
7= P(N(1)=n) =+ H)
" n!

sec = Sum[PiNPni[[n, k]] * IITwo[[k]], {n, 1, nStep}, {k, 1, n}];

fourth = Sum[PiNQni [[n, k]] * IIFour[[k]], {n, 1, nStep}, {k, 1, n}];

(

sec * Exp[((sig*etal)"2)*bigT/2] + fourth * Exp[((sig*eta2)*2)*bigT/2]) /(
Sqrt[2*Pi] * sig * Sqrt[bigT] ) + Exp[- la* bigT] * phi [-(aa-
mu*bigT)/(sig*Sqrt[bigT])])
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O cileulo de 1, (c;a, 8,8) = [ Hh, (Bx—S)dx:

c

oo

I, (c;a,,b’,5) = Ie'”th (,Bx—5)dx

c

Caso >0 e a#0, entdo para todo

n=-1, tem-se:

1, (c:00.B.6) =-% Z(g) Hh(Be-0)
+(£jn+1 @e{?+;ﬁiq{—ﬂc+ o+ QJ
a B B

Caso <0 e a<0, entdo para todo

n=-1, tem-se:

(e p0)==| 3] (pe-o)
. ﬁ)"”@ec?*f; [ C_g_ﬂj
2] e elpesg

1[jj_,1_,aa_,bb_,dd_] :=

Which[ (bb >0 && aa =0 ),

- (Explaa*ll)/aa) * (Table[(bb/aa)A(jj-i), {i, 0, jj}] . Table[Hh[i, bb*1l-dd],

{i, 0, ji}1) + ((bb /aa)(jj+1) )*(Sqrt[2*Pi]/bb)

#Explaa*dd/bb + (1/2) * (aa/bb)*2 ] * phi[-bb*Il + dd + aa/bb], (bb<0 && aa
<0),

- (Explaa*Il)/aa) *(Table[(bb/aa)A(jj-i), {i, 0, jj}] . Table[Hh[i, bb*Il-dd],

{i, 0, ji}]) - ((bb/aa) (jj+1) )*(Sqrt[2*Pi)/bb)*Explaa*dd/bb-+(1/2) * (aa/bb)*2
1* phi[bb*1l - dd - aa/bb], (bb >0 && aa ==0), Hh[n+1, bb*1I -dd]/bb

]

O cdlculo de Hh, (x):

(v)dy

n—1

Hh, (x) = [ Hh
=iw(t—x)n ezzdt
n!

n=0,1,2,...
Sendo

Hi (1) =¢ * =27p()

Hiy (x)=e ? =27¢(~x)

(* temp € ponto de maximo, integral em torno de temp *)

Hh[n_, x_] := If[x >= -6, If [x <10, 1/n!*NIntegrate[(t - x)*n*Exp[-t"2/2],

{t, x, Infinity}], 0],
(temp = (x + Sqrt[x*x +4*n])*0.5;

(Nintegrate[(t - x)*n*Exp[-t"2/2], {t, x, temp-3 } ]+

Nintegrate[(t - X)"n*Exp[-t"2/2], {t, temp-3 , temp-1 }]+

Nlntegrate[(t - x)*n*Exp|-t"2/2], {t, temp-1, temp } ]+

Nintegrate[(t - x)*n*Exp[-t"2/2], {t, temp, temp+1 }]+

Nintegrate[(t - x)*n*Exp[-t"2/2], {t, temp+1 , temp+3 }]+

Nlntegrate[(t - x)*n*Exp[-t"2/2], {t, temp+3, Infinity }] )

o )]
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Ou a férmula completa da fungdo Hh

(maior precisdo):

Hh, (x) = 277 \/2677

Ou (processamento mais lento):

Hh[n_,x_] :=

Sqrt[Pi/(27n)|*Exp[-(x"2)/2]*

(Hypergeometric1F1[(n+1)/2, 1/2, (x2)/2]/ (Sqrt[2]*Gamma [1+ (n/2)] )
- x * Hypergeometric 1F1[(n/2)+1, 3/2, (x*2)/2] / (Gamma [(1+ n)/2] )

)

8 Yy 1
Complementando:

i—k n—i

p :i(n—k—lj(nji n
" ik i~k i T+, 7+,
n—i i—k

KN n—k-1\(n\ 7 n oy
oo (T
¢ ik i~k \i 7+, Th+13

CID( x)

Pni[n_, i_, p_, etal _, eta2_] :=

Sum[ Binomial[n, j]*( p?j )* ((1-p)M(n-j) )*Binomial[n-i-1, j-i]*
((etal/(etal +eta2))(j-i) ) * ( (eta2/(etal + eta2))(n-j)),
{j. 1, n-1}]/; i<n

Pni[n_,n_, p_, etal_,eta2_]=p”n

Qni[n_,i_, p_, etal _, eta2_] :=

Sum[ Binomial[n, j]*( (1-p)"j )* ( pA(n-j) )*Binomial[n-i-1, j-i]*
((eta2 /(etal + eta2) )N(j-i) ) * ( (etal /(etal + eta2))N(n-j)),
{j.1, n-1}]/; i<n

Qni[n_,n_, p_, etal_, eta2_] =(1-p)*n

Phi[x_] = (1 + Erf[x/Sqrt[2]])/2

2.3.7

A comparacio dos precos das opcoes nos modelos BS, Merton e Kou

Matsuda (2004) recomenda cuidado ao analisar e comparar os componentes de

volatilidade do processo de difusdo e a varidncia total dos processos estocdsticos de pregos

dos ativos nos modelos com saltos. Nos diferentes modelos estudados, este o desvio-padriao

determinado pela variincia do processo € definido como:

Desvio — Padrdo g

Desvio — Padrdo .,y ss

ot
= (4%t

Desvio — Padrao,,,,, = \/ (0'2

Merton

+A0) + Mt} )t

. ~ _ 2
Desvio — Padrdo,,, = \/ ( O ko

+Ap/nt +A(1-p)In; )t
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Ao definirmos que as volatilidades o

gs — O,

Merton

= O-Ku

,» teremos que os precos da
opc¢do de compra dos modelos de Kou e de Merton serdo sempre maiores que os precos do
modelo de Black-Scholes em virtude da quantidade extra de volatilidade que estes modelos
possuem. Sabemos por Ross e Shanthikumar (2000) de que se a fungdo do preco do derivativo
€ convexa em relacdo ao preco do ativo-objeto, ou seja, o aumento da volatilidade implica no

aumento do preco da opgao.

No grafico abaixo, comparamos o modelo de Black-Scholes com o modelo de Kou,
utilizando a mesma volatilidade para o componente de difusdo do processo de ambos os

modelos, o, =0y, =0.20, e os seguintes parametros: T =0.25, §=50, r=0.05, p=0.5
e 17, =1, =10. Podemos observar neste grafico que a medida que a intensidade (A ) dos saltos

aumenta, o preco da opcdo de compra aumenta em virtude do componente adicional de

volatilidade.

Griafico 9 — Comparativo de precos entre os modelos de Kou e BS

Preco Opgao Compra

BS

Kou, lambda=5
Kou, lambda=10
Kou, lambda=15

O mesmo comportamento foi evidenciado quando geramos o grafico comparativo do

modelo BS com o modelo de saltos de Merton com 0O, =0,

Merton

=0.20 e os seguintes
parametros: 7 =0.25, §=50, r=0.05, u#, =-0.1 e o, =0.1. Novamente, a medida que a

intensidade (A) dos saltos aumenta, o pre¢co da op¢do de compra aumenta em virtude do

componente adicional de volatilidade.
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Griafico 10 — Comparativo de precos entre os modelos de Merton com saltos e BS

Preco Opcao Compra

20 B

BS

Merton, lambda=1
Merton, lambda=5
e\ e Meron, lambda=10

10

Ao considerarmos uma equivaléncia ndo em termos da volatilidade do processo de
difusdo e sim em termos da varidncia total dos processos estocdsticos, as andlises se tornam

mais complexas. Ao considerarmos Desvio — Padrdo,g = Desvio— Padrdo,,, =0.20 e
utilizando os seguintes pardmetros: 7 =0.25, §=50, r=0.05, A=20, p=05 e

n, =1, =25; obteve-se a volatilidade do componente de difusdo de Kou, o, =0 =0.09.

Merton

Grifico 11 — Comparativo de precos entre 0 modelo Kou e BS de mesma variincia

Preco Opgao Compra
20 RN
N\
A\ BS
15 ¢ D U —— Kou

10 +

. . — — Preco Exerci cio
40 50 60 70
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Nesta situacdo de varidncia total equivalente entre os dois processos estocdsticos,
aparentemente, o modelo de saltos de Kou estabeleceu precos menores que o modelo BS para
opgdes de compra deep ITM, porém estabelece precos superiores para opgdes de compra
ATM e OTM. Matsuda (2004) obteve superioridade de precos para opcdes de compra ITM
quando utilizou o modelo de saltos com Merton de mesma variancia total, ou seja, resultado
oposto ao obtido no nosso exemplo. Estes resultados indicam que a comparacdo entre
modelos utilizando-se apenas a equivaléncia total da variancia do processo estocdstico nao é
suficiente para determinarmos os padrdes de comportamento dos precos das opgdes de

compra em func¢do do preco de exercicio.

2.4 A MODELAGEM DA SUPERFICIE DE VOLATILIDADE
2.4.1 Volatilidades historicas

A volatilidade de um ativo é a medida da variabilidade do log-retorno diario. Segundo
Tsay (2005), uma caracteristica especial da volatilidade no mercado aciondrio € que ela ndo é
diretamente observével, pois os dados de retornos sao unicamente observdveis em um dia de
negociacdo. Para o mercado financeiro, a estimativa de volatilidade futura é o que realmente
importa para a precificacio de opgdes, sendo o fator relevante para determinacdo da
probabilidade de o ativo-objeto atingir um determinado preco em data futura e, portanto,

fundamental para o célculo do prémio da opgao.

Apesar de ser relativamente simples, a utilizacdo da volatilidade histérica como
estimativa de volatilidade futura ndo é comum no mercado financeiro para a determinag@o dos
precos das opg¢des. Entende-se por volatilidade histérica qualquer método de célculo de
volatilidade que utilize séries temporais baseadas em valores passados. Entretanto, no
mercado financeiro de opgdes o termo volatilidade histérica tem o significado da volatilidade
especificado por Black-Scholes na descri¢do dos parametros necessdrios para o seu modelo de
precificacdo de opgdes européias de 1973. Nessa situacdo, volatilidade histérica é o desvio-
padrdo da mudancga no logaritmo natural do prego do ativo-objeto que é esperado ao longo do
prazo de vida da opcdo, expressado em termos de taxa anual e obtido de uma série temporal

histérica dos precgos didrios de fechamento do ativo-objeto.

Uma das técnicas mais difundidas de obtencdo da volatilidade € o estimador de média

moével com amortecimento exponencial (EWMA) proposto pela RiskMetrics com o propdsito
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de calcular o VaR. Essa técnica fornece maior peso aos retornos mais recentes, assim sendo
os fatos mais atuais tém maior importancia que os mais antigos, o que pode ser uma melhor
aproximacdo que as médias méveis igualmente ponderadas quando o que se pretende € obter
um estimador entre 0 momento atual e um momento futuro, pois o EWMA tende a reagir
mais rdpido as mudancgas abruptas no prego atual dos ativos. Na sua forma mais simples, a
RiskMetrics assume que o retorno didrio composto continuamente segue uma distribuicio

normal condicionada:

O-zz = ao—tz—l + (1 - 0!) rzz—l

P, .
ro= ln( : J, ou seja, € o log-retorno no periodo -1 e ¢;

t—1

F,_, € o conjunto informacional no instante 7 —1;

h

‘F;—l NN(:ur’O-rz) com 4, =0;

0 < a <1, sendo sugerido pela RiskMetrics o valor tipico de 0.94 para dados didrios.

O grifico abaixo apresenta a volatilidade histérica da acdo PETR4 calculada pela
técnica da média moével com amortecimento exponencial (EWMA) especificada pela
RiskMetrics com « =0.94. Nesse grafico, pode-se observar uma caracteristica ja percebida
por Fisher Black (1976), segundo o qual os precos das acdes tendem a subir quando a
volatilidade histérica entra em periodos de queda e os precos tendem a cair quando a

volatilidade entra em periodos de alta, sugerindo correlacio negativa.

Para o ativo PETR4, no periodo abaixo analisado a correlacdo de Pearson foi negativa

e significativa a 5% (p=-0.7).
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Griafico 12 - Volatilidades historicas (EWMA) e precos da aciao Petrobras

PETR4 - Evolucao dos Precos e da Volatilidade - Dezembro/2006 a Maio/2007
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O modelo generalizado auto-regressivo condicionado heterocedastico (GARCH)
permite capturar certas propriedades dos ativos financeiros: heterocedasticidade, ou seja,
variabilidade ao longo do tempo; autocorrelacdo e reversdo a média. O modelo GARCH(1,1)
incorpora o pressuposto de que a volatilidade de hoje depende de 3 fatores: uma constante que
serve como linha base ou um valor médio, informagdes mais recentes sobre a varidncia dos

retornos e a previsao de ontem a respeito da volatilidade.

2 _ 2 2
o, =a,+oa_, + ﬁlo-z—l

em que:
a =n—-Hu
ln( P J, ou seja, é o log-retorno no periodo r—1 e t;
}'; = —_—
F

F,_, € o conjunto informacional no instante 7 —1;

n|F - N (w0?);

t

a+p <leaqa,aep >0.

O modelo GARCH(1,1) € classificado como um modelo simétrico, uma vez que
assume que choques positivos e negativos de retornos exercem impactos idénticos na
volatilidade do ativo. Assim sendo, foram desenvolvidos outros modelos GARCH, tais como
0 NGARCH, EGARCH e TARCH que sdo especificacdes do modelo GARCH que capturam

essa propriedade. Pode-se notar, também, que o modelo EWMA ¢é um caso especifico da

familia GARCH(1,1), com a condi¢do r, ‘F,_l ~N (0, Gf ) , sendo chamado de IGARCH.
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2.4.2 A volatilidade implicita

Apesar de possuir algumas deficiéncias, o modelo de Black-Scholes (1973) permanece
largamente utilizado apds 30 anos de sua apresentacdo a comunidade cientifica e ao mercado
financeiro. A aceitacdo do modelo € devida ao fato de ele fornecer um procedimento robusto e
teoricamente consistente para a precificacdo de opcdes para todas as classes de ativos. A
relativa facilidade no uso da férmula e o fato de ela intuitivamente corresponder as
expectativas dos operadores de mercado fizeram com que ela seja amplamente utilizada no

mercado financeiro.

A férmula de Black-Scholes permite obter o pre¢o racional de uma opgdo simples
ordindria européia a partir de varidveis observdveis, tais como: preco atual didrio de
fechamento do ativo-objeto, preco de exercicio da op¢ao, data de vencimento, a taxa livre de
risco e um unico parametro deterministico ou estocdstico e ndo-observavel, a volatilidade do

ativo-objeto.

Volatilidade histérica pode ser facilmente determinada, porém os operadores de
mercado ndo a consideram uma boa previsdo do comportamento futuro da volatilidade do
ativo-objeto. No contexto da precificacdo de derivativos, académicos e operadores tendem a
desconsiderar os modelos baseados em séries temporais para obtencio da volatilidade futura,

adotando os procedimentos de calibracdo das férmulas através de volatilidades implicitas. E

recorrente encontrar na literatura afirmacdes como as de Alexander (2003):

“... previsdes de volatilidade sdo dificeis de se obter e apresentam uma incerteza muito
grande, particularmente para vencimentos de curto prazo. Esta € uma das razdes do por que os
operadores procuram calibrar seus modelos em dados de negociacdo de mercado ao invés de

dados historicos...”

Os operadores de mercado lidam com essa deficiéncia negociando as opgdes sobre os
ativos-objetos ndo em termos de numerdrio e sim em termos de volatilidade implicita
equivalente. Utilizar a volatilidade implicita como uma unidade de negociagdo somente é
possivel em virtude de o preco da opgdo ser uma fun¢cdo monotonicamente crescente com

N

relacdo a volatilidade. Essa propriedade € responsdvel pelo largo emprego da férmula no
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mercado financeiro, entretanto, o uso da volatilidade implicita torna transparente a maior

deficiéncia do modelo: o fato de que a volatilidade observada no mercado nio é constante.

De acordo com o modelo cléssico de Black-Scholes (1973), todos os precos de opcdes
sobre 0 mesmo ativo-objeto deveriam ter a mesma volatilidade para diferentes vencimentos e
precos de exercicio, portanto, o grafico da volatilidade em fun¢@o da maturidade e do preco de

exercicio deveria ser uma superficie plana e perpendicular a cota.

Entretanto, ndo € isso o que se observa no mercado financeiro quando se constatam os
precos negociados de opcdes, sendo bem documentada a existéncia de sorrisos ou curvas
assimétricas para os diferentes precos de exercicio e uma estrutura a termo de volatilidade em

razdo do prazo de vencimento.

O nivel de risco embutido no prémio de uma op¢do é medido pela volatilidade
implicita dessa opc¢do, que nada mais € do que o valor de o que, colocado na férmula
analitica de Black-Scholes, gera o mesmo valor do prémio pago pela op¢do. A volatilidade
implicita € relacionada ao sobrepreco de uma opg¢do. Essa andlise € coerente com a proposicdo
de Ross e Shanthikumar (2000) de que se a fungdo do preco do derivativo € convexa em
relacdo ao preco do ativo-objeto, o aumento da volatilidade deterministica implica no

aumento do preco do derivativo.

Variacdes da volatilidade implicita de uma opg¢do sdo, portanto, variagdes no prego
dessa opcdo. Como todos os pardmetros da férmula de BSM sdo observados no mercado
financeiro, exceto a volatilidade do ativo-objeto, pode-se obter, de maneira ndo-ambigua, a
volatilidade implicita em um determinado prémio pago, ou seja, em um mundo Black-Scholes
de volatilidade constante, o valor de uma opcdo de compra ordindria simples européia é
simplesmente:

C(S,0.r.K,, T—t)=SN(d,)-K,e""'N(d,)

T

em que:

B3 s L e 3

B o (T-1) o (T-1)
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A funcdo C possui seis argumentos, sendo que as duas primeiras varidveis sio
independentes, a terceira e quarta varidveis sdo parametros do ativo e do mercado financeiro,
as duas tultimas sdo informacdes do contrato de opcdo em questdo. Todos os pardmetros,

exceto o, sdao facilmente identificados e utilizando-se o valor de mercado para

Coreasn (S,,0,1, K, T —1), pelo fato de a funcdo do preco da op¢do ser monotdnica na
volatilidade e com as condigdes de que o valor do mercado da opcdo € maior que

—r(T- . L . . .
max (S —e ’),0) e menor que S, , sabe-se que existe um valor unico de ¢ que torna iguais

o preco tedrico da opcdo e o preco de mercado. Essa volatilidade o ¢é chamada de
volatilidade implicita. Em virtude do fato de que o modelo de Black-Scholes ndo proporciona
uma descri¢do perfeita do mundo real, Rebonato (2004) afirmou que a volatilidade implicita é

o nimero errado que colocado na férmula imperfeita fornece o preco correto.

Seja o valor da opcdo em um mundo Black-Scholes representado por
F,(S,,0,r,K,,T—t) para uma op¢do européia com maturidade 7', prego de exercicio K,
volatilidade constante o e uma taxa de juro sem risco r. Esta se procurando, portanto, o

= F (S[,O', r,KT,T—t). Como foi dito, a volatilidade

imp >

valor o, ~que iguala F

imp mercado

OF, (S,,0,r,K,, T —1)
Jdo

implicita pode ser unicamente identificada, pois >0. O algoritmo de

Newton-Raphson fornece um método numérico para ser obtida a o, a partir do preco de

imp

mercado da op¢do de compra européia.

24.21 Férmulas aproximadas da volatilidade implicita

Brenner e Subrahmanyam (1998) sugeriram uma férmula simples que pode ser
utilizada para encontrar a volatilidade implicita de uma op¢do de compra simples e ordindria

que esteja com preco corrente igual ao preco de exercicio descontado (preco ATM a termo):

O-.ATMF ~ Cmercado \ 27[
imp S \/T

quando se tem: S, = K, exp(—rT).
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Corrado e Miller (1996) sugeriram uma férmula analitica que também produz uma

aproximagdo da volatilidade implicita. Eles construfram uma aproximagdo N (d)através de

uma funcgdo linear. A aproximacdo linear € substituida na férmula de Black-Scholes e é
igualada ao preco observado no mercado da opg¢do e rearranjada para se transformar em uma
equacdo quadritica. A equagdo quadratica € resolvida para fornecer a volatilidade implicita
em termos das varidveis observadas do modelo. A férmula de Corrado e Miller, conforme
demonstrado em seus artigos, estende a precisdo da aproximacdo para outros niveis de

moneyness (relacido percentual entre o preco de exercicio e o preco futuro do ativo-objeto):

S—K,exp(—rT) .

mercado 2

2z

o = 2
S+ K, exp(—rT) ( _S-K, exp(—rT)Jz_(S—KT exp(—rT))
mercado

=T

2 T

As férmulas aproximadas para a volatilidade implicita podem ser muito uteis quando

se necessita, por exemplo, definir um valor inicial de o, para ser utilizado no algoritmo de

Newton-Raphson.

243 A dependéncia da volatilidade ao tempo: a estrutura a termo de volatilidade

Em virtude da constatacdo da existéncia de diferentes volatilidades em virtude do
prazo de maturacdo da opg¢do, o mercado financeiro procura estabelecer a relacdo entre a

volatilidade e o prazo da op¢do, chamando essa relacdo de estrutura a termo de volatilidade.

O mercado financeiro estabelece pontos ao longo do tempo em que eventos previsiveis
(divulgacdo de demonstragdes contdbeis, elei¢des, datas de reunides de comités de politicas
monetdrias, etc.) possivelmente irdo afetar os precos dos ativos no mercado, provocando uma
mudanga nos seus niveis de volatilidade. Para modelar esses eventos e suas implicacdes, o
mercado define vértices no tempo, estabelecendo uma volatilidade constante entre esses

periodos, utilizando para isso o método de interpolacdo chamado de flat-forward.
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Wilmott (2000) definiu uma estrutura a termo de volatilidade constante entre duas

datas (volatilidade implicita interpolada no tempo), utilizando para isso 0s pontos

preestabelecidos de trajetéria o, (t*,TI.) da seguinte maneira:

imp

em que:

T, <t <T;

Oy (t*,T.) é a volatilidade implicita medida no instante ¢ referente ao prazo 7,.

4

2.4.4 O sorriso de volatilidade no mercado de acoes

O sorriso de volatilidade é um padrdo observado no qual uma op¢do “no dinheiro” a
termo (ATMF) possui uma tendéncia de apresentar menor volatilidade implicita que as
demais opg¢des “dentro e fora do dinheiro” (ITM e OTM). Esse padrdo apresenta diferentes
caracteristicas nos diversos mercados de ativos. No mercado de opgdes sobre acdes, essa
curva € assimétrica, apresentando maior volatilidade nas op¢des I'TM, sendo utilizado mais
freqlientemente o termo skew para descrever sua forma. No mercado de op¢des sobre moeda,

o0 padrdo da curva € mais simétrico, sendo o termo smile mais adequado para descrevé-lo.

Uma medida do grau no qual uma opg¢do com preco neutralizado ao risco estd proxima
a ter um resultado monetdrio positivo no seu vencimento é chamada de moneyness. Quanto
menor o grau de moneyness, maior a proximidade de se ter um resultado monetario positivo.

Ait-Sahalia (2002) utilizou em seu trabalho a seguinte especificacdo da medida de moneyness:

) K ~
M: = T ara opgOes de compra;
s, exp(r(T—t)) P pe P

para opcdes de venda.

My - S, exp(I;(T—t))
T
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Griafico 13 — O comportamento grafico da volatilidade
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Segundo Rebonato (2004), os fatos empiricos relevantes relativos ao sorriso de

volatilidade no mercado de opcdes sobre acdes sao:

= As curvaturas dos sorrisos tém crescido em magnitude desde a crise do
mercado americano de agdes em 1987 (quando a principio ele foi observado).
O fendomeno da fobia a “quebra” das Bolsas é crescente e foi constatado em
estudos do indice S&P500 feitos por Rubinstein (1994) e Ait-Sahalia & Lo
(1998).

= A magnitude do sorriso tende a ser decrescente em relacdo ao aumento do
prazo de maturagdo do contrato.

= A magnitude do sorriso, como uma fun¢do do grau de momneyness, é mais
constante em relagdo a diferentes prazos de maturagao.

= A assimetria do sorriso tende a aumentar durante periodos de turbuléncia do

mercado.

O fendmeno do sorriso de volatilidade foi fortemente relatado quando, em 1987, o
mercado americano de acdes teve uma queda de 23% em dois dias. Os participantes do
mercado ndo foram capazes de se proteger contra a queda em virtude da falta de oferta de
opgdes de venda (puts). Depois da queda da Bolsa, o mercado comegou a pagar um prémio
adicional no sentido de obter prote¢do adequada contra as quedas de mercado. A falta de
liquidez na oferta e demanda é uma das teorias que procura explicar a existéncia do sorriso e

foi sugerida por Longstaff (1995), Pena (1999) e Bates (2000).
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Rubinstein (1994) sugeriu que a fobia & quebra das Bolsas pelos participantes do
mercado faz com que a FDP dos ativos-objetos sejam diferentes daquela assumida pelo
modelo de Black-Scholes (1973), questionando a lognormalidade dos retornos do ativo-objeto

e apresentando evidéncias de leptocurtose e assimetria dos retornos.
2.4.5 A capacidade de gerar sorrisos através do modelo de Kou

O modelo de Kou é bastante robusto e flexivel para produzir FDP leptocurtica ou
assimétrica, portanto, ¢ um modelo adequado para ser calibrado para reproduzir o fendmeno

do sorriso de volatilidade.

Para demonstrar através de um exemplo diddtico a capacidade do modelo de Kou para

gerar sorriso de volatilidade implicita Black-Scholes, compare-se os dois modelos utilizando a

mesma volatilidade total nos dois processos (0,,, =35.61%a.a). A seguir, serdo obtidos os

total
precos das opgdes de compra européia utilizando os modelos de Black-Scholes e de Kou para
diferentes precos de exercicio e apurada a volatilidade implicita Black-Scholes a partir dos

precos gerados pelos dois modelos.

Parametros empregados na féormula de Black-Scholes:
T=0.5;, r=5%a.a.; c=3561%a.a..
Parametros empregados na férmula de Kou:

T =0.5; r=5%a.a.; 0u; =21%a.a.; n,=10; n,=3.5;

A1=0.8;, p=10%;0,,, =35.61%a.a..

otal

Tabela 4 — Volatilidade implicita obtida a partir dos precos do modelo de Kou

Preco Preco Opcao Preco Opcao Vol. BS - Vol. BS -
Exercicio BSM Kou Preco BSM Preco Kou
90 16.7422 16.7032 35.61% 35.44%

95 13.7608 13.1962 35.61% 33.41%

98 12.1639 11.2861 35.61% 32.35%

100 11.1782 10.1032 35.61% 31.70%

102 10.2543 8.9967 35.61% 31.11%

105 8.9807 7.4852 35.61% 30.31%

110 7.1416 5.3652 35.61% 29.19%
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Gréfico 14 - Sorriso de volatilidade padrio smirk a partir do modelo de Kou

Sorriso gerado a partir dos precos do modelo de Kou

Vol. Implicita
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O padrdo smirk da curva de sorriso de volatilidade foi obtido através do parametro
p =10% o qual determina que apenas 10% dos saltos serdo para cima, conseqiientemente 0s
demais 90% serdo saltos para baixo. Isso determina um prémio adicional para op¢des com
menor data de exercicio em virtude de a FDP resultante possuir maior concentracdo de

probabilidade na cauda esquerda da distribuicao.

Pode-se observar que o preco de uma opg¢ao no modelo de Kou € funcdo dos seguintes

parametros:

Pardmetros da opcao
o K preco de exercicio da opcdo
o T data de exercicio da opgdo
= Pardmetros de mercado
o S, € opreco atual do ativo-objeto
o r ¢éataxade juros livre de risco
= Parametros do modelo

0 Oy € a varidncia do componente MBG do processo
o A éafreqiiéncia de ocorréncia de saltos

o pl(g=1-p) sdo as probabilidades de saltos para cima/baixo

o i/ 1 sdo as esperancas da amplitude do salto para cima/baixo

m
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Para ser analisado o efeito dos parametros do modelo na volatilidade implicita obtida
através do modelo Black-Scholes, serd reproduzido o trabalho de Papapantoleon e Senge
(2002). Cada parametro em andlise foi especificado em 3 niveis de intensidade (identificados
na legenda dos graficos), os demais pardmetros foram mantidos constantes, sendo
determinados os pre¢os pelo modelo de Kou para diversos precos de exercicio. Os respectivos

precos foram utilizados para obter a volatilidade implicita Black-Scholes.

Griafico 15 — Impacto da variacao dos parametros do modelo de Kou na geracio do sorriso de volatilidade
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Impacto da variacio do eta
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Observe-se que um aumento na freqiiéncia dos saltos 4 provoca um aumento geral e

aparentemente uniforme no sorriso de volatilidade. O pardmetro p, a medida que aumenta,

provoca um aumento da inclina¢do do sorriso a direita. Por outro lado, a medida que o
parametro diminui, provoca um efeito oposto, de aumento da inclina¢io do lado esquerdo do
sorriso em decorréncia do aumento de ¢, ou seja, esse pardmetro determina o padrio skew,

smile ou smirk no sorriso de volatilidade.

A diminuicdo do 77 (aumento da esperancga) também provoca um aumento do nivel de

volatilidade do sorriso, porém afetando de maneira mais intensa as volatilidades das opg¢des

IT™M e OTM.

A volatilidade do MBG aumenta de maneira geral a volatilidade determinada pelo

sorriso, porém, a medida que cresce, diminui o impacto do componente de saltos (distribui¢do
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duplamente exponencial), deixando o sorriso menos pronunciado. A volatilidade MBG do
modelo de Kou nio deve ser interpretada como a volatilidade total do ativo-objeto, pois, em
um modelo com saltos, a volatilidade total do processo é determinada pela soma da

volatilidade do componente MBG e a componente de saltos de Poisson.

Pelos exemplos acima, pode-se perceber que o modelo de Kou tem grande capacidade
de reproduzir as curvas de volatilidade implicita Black-Scholes observadas no mercado.
Através da calibracdo dos parametros, o modelo pode gerar os precos de mercado que
determinam o sorriso de volatilidade implicita Black-Scholes. Os precos da acdo Petrobras de
27/04/2007 foram calibrados, obtendo-se as curvas de sorriso de mercado € a curva de sorriso

gerada pelos precos do modelo de Kou.

Parametros de mercado empregados na formula de Black-Scholes e de Kou:
T =0.142466; r=12.43%a.a.; S =45.99.
Parametros calibrados empregados na formula de Kou:

Ope =19.9783%a.a.; 1, =22.9673; 1,=21.8933; A=10; p=35%.

Na tabela abaixo, estdo relacionados os precos de mercado coletados em 27/04/2007
para as opg¢des de compra da Petrobras com vencimento em 18/06/2007 e os pregos obtidos

pelo modelo de Kou calibrado.

K  Preco Mercado Preco Kou

43.64 3.83 3.83
45.64 252 2.51
49.64 0.85 0.85
53.64 0.22 0.24
55.64 0.12 0.12

Grifico 16 — Volatilidade do modelo de Kou e volatilidade do mercado
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Volatilidade PEIR 27/04/2007
30% -
29% +
28%
27% +
26%
25% ‘ ‘ ‘
40.00 45.00 50.00 55.00 60.00

Strike

Vol. BS

----- Mercado —#8— Modelo Kou Calibrado

Observa-se que as curvas de volatilidade implicita Black-Scholes sdo muito

semelhantes. Esta calibracdo nio representa um test
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do preco da op¢do que amplificam as irregularidades da funcdo ajustada de volatilidade
implicita, provocando grandes irregularidades em determinados regides da FDP do preco.
Rebonato (2004) justifica, ainda, a necessidade de se obter uma FDP do preco suave e,
conseqiientemente, confidvel, fornecendo também uma série de procedimentos para suavizar

o0 ajuste das curvas.

2.4.6.1 O método de ajuste por funcées polinomiais

O método de ajuste por fungdes polinomiais € um método paramétrico que determina
uma s6 curva para todo o intervalo de valores possiveis, podendo nio ser, em alguns casos,
satisfatério o ajuste efetuado. A idéia béasica do método de ajustes de fungdes polinomiais é

ajustar uma fungdo polinomial a varios pontos predeterminados.

As funcdes mais utilizadas s@o as lineares (grau 1), quadraiticas (grau 2) e cubicas
(grau 3). Dumas et al. (1998) e Yoshino (2001) ajustaram a superficie de volatilidade
implicita através de observacdes do mercado financeiro utilizando respectivamente polindmio
de terceiro grau para os dominios de pre¢o de exercicio/prazo de matura¢do e grau 2 para o
dominio do moneyness e flat-forward para o dominio do tempo. Ait-Sahalia (2002) modelou o

sorriso do indice S&P utilizando polindmios de terceira ordem.

O processo de simulacdo histérica apresentado neste trabalho calibrou a volatilidade
implicita através de polindmios de terceira ordem na varidvel moneyness e linear na varidvel
prazo de vencimento. Como exemplo, serd apresentada a fun¢do polinomial obtida para o
periodo de 23/01/2007 a 30/01/2007 para as opg¢des de compra das a¢gdes da Vale do Rio Doce
(VALES).

(M. T)=f,+B, XM +B,xM* + B, xM* + B, xT

~ ~

B, =27.083 p —value =0.0006 S, =-78.000 p—value =0.001

~

B, =75415 p —value =0.001 ,/3\3 =-24.191 p —value =0.002

o~

B, =-0.496 p—value =6.807x107



92

Rimquared = 0.5153, AdjustedR3quared — 0. 4591, EstinatedVariance — 0.00180937,

IF Sum0fSg Meansg FRatio Pyalue
-
ANOVATabLe — Model 4 0.142394 0.0355954 19,668 4,.562332 = 10 }
Error 74 0.1339358 0.00150997
Total 78 0.276331

Grifico 17 — Superficie de volatilidade implicita obtida por ajustes polinomiais

2.4.6.2 O método de interpolacao por splines ciabicos

O método dos splines cubicos € uma técnica de aproximagdo que consiste em dividir o
dominio de interesse em vdrios subdominios, interpolando-os com vdrios polindmios de
terceira ordem, permitindo a concordancia entre as curvas obtidas e os vértices

preestabelecidos de maneira suave, sem grandes angulacdes.

Defini¢do. Seja uma subdivisdo do intervalo [a,b] . Uma funcéo spline de grau p com

nés nos pontos (x,, f;)._, ~¢éuma fungdo sp(x) com as propriedades:
= em cada subintervalo (x,,x.,)_, . sp(x)éum polindmio de grau p;
= 5p (x) ¢é continuo em [a,b] e tem derivada continua em [a,b] até ordem
p.
A fungdo spline interpolante é a fungdo sp(x)tal que (sp(x,)= £ (x))

i=0..m
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2.4.7 A obtencao da funcio de densidade de probabilidade do modelo
O processo de difusdo do modelo de BSM pode ser representado pela seguinte FDP

(ln(ST)—ln(St)—(r—O;J(T—I)Jz

207 (T -1t)

lognormal:

exp| —

B 1
PS15)= S, 27 (T -1)

No caso de uma op¢do de compra européia simples e ordindria, o pre¢o do derivativo

sera:

C(S,.t)=exp(-r(T-1))| (S, —K)p(S,]S,)dS,

=N —y 8

Diferenciando a férmula acima duas vezes com respeito a K, pode-se utilizar o
resultado de Breeden e Litzenberger (1978) que fornece a relacdo entre o preco da opcdo de

compra européia e a distribuicdo de probabilidade neutra a risco. Esse resultado afirma que:

9°C(S,.1)
S.|S ) =exp(r(T -t))————=
Wilmott (2000) publicou a seguinte férmula da FDP neutralizadora do risco em termos

da volatilidade implicita.

1
27(T —1)

p(S;|s,)= exp(-0.5d; ) x

Ko

impl

a O-im ’ a ’ O-im a O-im ’
{(HKdl\/Tta—K”]] +K2(T—t)o;mp,[ aK;’[—dl( aK”’] (TI)N

2.4.8 A calibracao do modelo de Kou

Kou (2002) afirmou que modelos com muitos pardmetros tendem a ser mais dificeis

de serem calibrados, pois o problema envolve otimizacdo numérica com vérios pontos de
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otimos locais. Essa seria uma das razdes do mercado ainda preferir a simplicidade do modelo

de BSM.

Segundo Cont e Tankov (2004), a calibracdo de processos com saltos é um problema
ill-posed, pois os algoritmos de otimizacdo sdo bastante instdveis na obtencdo das solugdes
locais ou globais. Mesmo para modelos de difusdo simples, o problema de otimizacdo para
obtencdo da volatilidade implicita e local é considerado ill-posed. Jiang et al. (2003)
publicaram um artigo através do qual propdem um algoritmo well-posed para a obtencdo da
volatilidade implicita e local utilizando técnicas de controle de otimizacao para a obtencdo de
uma solucdo de maneira estivel. E recorrente em artigos académicos a classificacdo de ill-
posed para o problema de calibracdo dos modelos, especialmente a calibragdo dos modelos de
volatilidade local de Dupire (1994) e Derman e Kani (1994). Wilmott (2000) define um
problema com ill-posed como sendo um problema de otimizacio em que uma pequena
variagdo nos dados de entrada provoca grandes variagOes nas respostas dos algoritmos.
Rebonato (2004) fornece as seguintes caracteristicas para um problema ser considerado well-

posed.:

= para todo conjunto de dados de entrada, uma solugdo existe e a solugdo é
dnica;
= existe uma dependéncia continua da solucdo em relacdo aos dados de

entrada.

Mesmo utilizando um critério para a escolha de uma solugéo, existe uma dependéncia
da solucao em relacdo aos dados de entrada que sdao descontinuos e resultam, portanto, em
instabilidades numéricas no algoritmo de calibragdo. No sentido de resolver esse problema,
Cont e Tankov (2004) sugerem que sejam utilizadas no problema tanto as séries histdricas

quanto os precos negociados das opgdes.

Para calibrar-se um modelo de precificacdo de opgdes, deve-se resolver o seguinte

problema utilizando a abordagem dos processos de Lévy:

Dado um modelo exponencial de Lévy (o(8),v(8),7(8)) e os pregos observados de

op¢oes de compra C, com prazo de vencimento 7, e precos de exercicios K,, iel,
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encontre @ de forma que o prego do ativo descontado S, exp(—r7) seja um martingale e o

preco observado das opg¢des fornecido pela sua esperanga neutralizada a risco descontado.

Vie I,C, =exp(—rt)E¢ [(Srl_ -K, )}

A solug@o desse problema fornece uma medida de Lévy que descreve os saltos em um
processo neutralizado a risco. Uma das formas de tentar resolver o problema acima € através

da solu¢do de um problema de minimiza¢do de quadrados ndo lineares:

o :argminﬁwic(lnCH(Ki,Ti)—lnC,.)z+wf (lnPg(K,.,Ti)—lnPi)2
Q=1

cem que:
Ce € Pg representam, res ectivamente, o preco da op¢do de compra e de

venda calculada em um modelo exponencial de Lévy (o (8),v(8),7(0));
Q@ ¢€ o conjunto das medidas martingales;

w;, sdo pesos especificos dados a determinados precos de opcoes.

O critério de escolha dos pesos deve levar em considera¢do a maior ou menor liquidez
de determinados precos de opg¢des. Geralmente, opcdes mais liquidas possuem menor
diferenca entre as ofertas de compra e venda observada no mercado. Cont e Tankov (2004)

sugerem o seguinte critério para atribuir os pesos na funcdo a ser minimizada.

No processo de calibragdo devem ser eliminadas as opgdes fortemente (deep) OTM e
ITM, isto €, com deltas muito proximos de 0 ou 1 (call) ou -1 (put).
1 1

w, = > ou w, =
(In(c)-m(c)) vega,

Outra possibilidade € utilizacdo do volume de negécios sobre determinadas datas de

vencimento e pregos de exercicios nos ativos negociados em bolsa.
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249 A superficie de volatilidade do processo

A superficie do sorriso da volatilidade no dominio de (K,7’) ndo deve ser confundida

com a superficie da volatilidade do processo de difusdo com volatilidade estocdstica ou

deterministica. A superficie do sorriso da volatilidade ¢ (K,,T) é uma superficie implicita da
volatilidade obtida através da féormula de Black-Scholes. Por outro lado, a superficie da

volatilidade o (S,,7) é uma especificacdo da volatilidade como um processo em fungdo do

preco do ativo-objeto S e do tempo 7.

As volatilidades implicitas obtidas a partir dos precos das opgdes também sio
estimativas da volatilidade do processo. Elas podem ser utilizadas para estimar os pardmetros
de uma superficie de volatilidade. Todavia, o uso de volatilidades implicitas de Black-Scholes
ndo é consistente, pois ¢ um modelo de volatilidade deterministica. Para a abordagem ser
coerente, deve-se de fato utilizar volatilidades implicitas extraidas do processo que se deseja

estimar, o que conduz a um argumento circular.

2.4.9.1 O modelo de volatilidade local: a abordagem de Dupire

Dada a complexidade dos modelos de volatilidade estocdstica e a dificuldade de
calibragdo dos parametros para a precificagdo de opc¢des de compra européias simples e
ordindria, o mercado financeiro e o meio académico procuraram uma maneira mais simples
para precificar op¢des exdticas de maneira consistente com o sorriso de volatilidade. Desde o
trabalho de Breeden e Litzenberger (1978), os operadores de mercado ja haviam entendido
que era possivel obter a FDP neutralizadora do risco a partir dos precos negociados das

opg¢des européias.

A formalizacdo das idéias ocorreu com Dupire (1994) e Derman e Kani (1994) que
perceberam que, sob a condi¢do de neutralizacdo de risco, existia um udnico processo de

difusdo consistente com essas distribuicdes. Dupire publicou a versdao em tempo continuo e
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volatilidade utilizada em cada ponto ao longo do processo esta consistente com os precos de
opgdes observados no mercado em um determinado instante de tempo para todos os
vencimentos e precos de exercicio. Segundo Wilmott (2000), a funcdo de volatilidade local é
também chamada de “volatilidade a termo”, ou melhor, “volatilidade a termo a termo” de

um determinado processo de difusdo.

Nao € verdade que Dupire, Derman e Kani pensaram que a fungdo de volatilidade
local representasse um modelo do comportamento da volatilidade: a idéia era simplesmente
representar como o mercado precificava opg¢des exdticas a partir dos pregos conhecidos das
opgdes européias. A funcdo de volatilidade local também € conhecida como fungdo de
volatilidade deterministica (FVD). Fazendo uma breve revisdo do trabalho de Dupire (1994),

tem-se para um determinado prazo de vencimento 7" e o preco atual do ativo-objeto S, a

seguinte relagdo:
C(S,.K.T) = [(S, =K) p(5,.T:5,)dS,
K

em que:
p(S,.T;S,) é a FDP neutralizada do risco;

K ¢ o preco de exercicio da opcao.

Diferenciando duas vezes com respeito a K , tem-se:

9°C(S,.K.T)

p(K’T;So): K>

Dada a distribuicdo de probabilidade de precos do ativo-objeto no vencimento para

cada tempo T condicionado ao preco inicial S,, mostrou que existe um dnico processo de

difusdo neutralizadora do risco que reproduz essa distribui¢do. O processo pode ser descrito

como:

Cff =udi+o,(S,.1;8,)dZ

t
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Utilizando o lema de Itd juntamente com a neutraliza¢do do risco, a equacdo acima

resulta em uma EDP para as fun¢des do preco do ativo-objeto que é uma generalizagdo da
equagdo de BSM. Em particular, a FDP p(K,T;S,) deve satisfazer a equagdo de Fokker-

Planck. O resultado serd a equacio:

C(S,,K.,T) o(S,.T;S,)dS, (1)

w'—.x

De acordo com a equagdo de Fokker-Planck:

19
2 0S?

i(ﬂSTp(ST,T;So)) Zi(p(ST,T:SO))

c’S2p(S,..T:S.))-S
( Tp( T ())) aST aT

Diferenciando (1) com respeito a K , tem-se:
AC(S,,K.T) <

oK _jp(ST’T;SO)dST

K
2°C(S,.K,T
TEED _ ik ris,)

Diferenciando (1) com respeito a T, tem-se:

aC(S,,K.,T) = 0(S,.T;S,)
=£ T p(ST’T;SO)dST
- 1 82 d
_J' (O- STp(ST’T;So))_Sg(ﬂSTP(ST’T;SO)) g
= T T
K

p(ST’T S())

Integrando por partes, tem-se a equacdo de Dupire:

dC(S,,.K.T) o’K?
or 2

xp(K.T;S,) (ﬂSr/’(Sr’T;So))dST

N e—3

aC(S,.K.T) o°K> XBZC(SO,K,T) (_K BC(SO,K,T)j

oT 2 K> h oK
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Utilizando o prego futuro do ativo-objeto, tem-se a expressdo do preco da opcdo em

termos do preco futuro do ativo-objeto:

T
F, =S5, expjrtdt
0

JC(F,,K.T) o°Kk> J°C(F,,K.T)
= X 2)
oT 2 oK*

Invertendo a equacdo, tem-se:

o’ (S,,K,T)=

oT 2 oK

dC(F,,K.,T o’C(F,,K,T
A equacgdo (3) pode ser vista como a fungdo da volatilidade local independentemente

do fato de qual seja o modelo do processo que governa a evolugdo da volatilidade.

2.4.9.2 Volatilidade local em termos de volatilidade implicita

Um dos principais problemas com a férmula de Dupire (3) € que, caso o preco de
exercicio da opcdo ndo esteja proximo ao preco do ativo-objeto (opcdes ATM), tanto o
denominador quanto o numerador serdo muito pequenos, conduzindo o resultado da férmula
9°C(S,.K.T)

para um resultado pouco preciso. O termo relacionado a densidade, K

, que é o

denominador da férmula, apresenta valores muito pequenos a medida que a op¢éo se distancia
da condicdo ATM, provocando fortes instabilidades numéricas no resultado, a menos que o
numerador também se aproxime do zero na velocidade adequada. Uma das formas de
diminuir esse tipo de problema da férmula de volatilidade local é escrevé-la em termos de

volatilidade implicita.

Uma das vantagens de se escrever a volatilidade local em termos da volatilidade
implicita € que se pode observar como resultado direto da férmula que, ao ser utilizada uma
curva de volatilidade implicita constante (flar), se obterd uma curva de volatilidade local

também constante (flat).
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Gatheral (2006) demonstrou através de um procedimento bastante elegante, como

obter a férmula de Dupire em termos da volatilidade implicita. Para isso, inicialmente prop0s

a seguinte mudancga de varidveis:

W(S(),K,T):O-implz(SO,K,T)T e y:]n[Fﬁj

T

Utilizando essas varidveis, a férmula de Black-Scholes e a férmula de Dupire serao,

respectivamente:

Cys (Fruy,w)=F, {N(dl)—exp(y)N(dz)}

aC(S,,K,T) crf(S,,r;so){azc(so,K,T) dC(F,,K,T)

- oy’ dy

o ; }+rC(SO,K,T) (4)

Derivando a féormula de Black-Scholes:

achs(Fr’y’W): 1 1+ y: aCBS(FT’y’W)
ow’ 2 ow

aZCBS (Fr7y’w) (1 _ljach (FT’y’W)
dyow ow

achs (Fr’y’w) _2aCBS (Fr’y’w) 4 9C (FT’y’W)
oy’ ow dy

Pode-se transformar a equacao (4) da seguinte forma:

JC(F,,K,T) _ dC, (F,,y,w) .\ 9Cys (Fy. v, w) Ow
dy dy ow dy
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aZC(FT,K,T) _ achs (Fr’y’w) +282CBS (FT’y’W) aW+ achS (FT,y,W)[asz

oy’ dy’ dyow ady ow’ 5
+aCBS (FT’y’W) 9’w
ow oy’

aC(So’K7T) _ 0C, (FT’y’W) + dCy (FTJ”W) ow

T oT ow  oT
oC, (F.,y,w) 0
= BS(a‘:} )a_v;+rCBs(FT’y’W)

dC, (Fy, y,w) ow o> {GZC(SO,K,T) oC (F,,K.,T)

W e (Foyow) = 2L +rC(S,. K.T
aw aT r BS( T yW) 2 ayZ ay } r ( 0 )

9”Cy (Froy,w) ZaZCBS (FT’y’W)a_W achs(FTvaW) a_W
9Cy (F;, W)a_W :O'_Z oy’ i dyow dy i ow’ (ay
ow or 2 +8CBS (Fr.y.w) °w  9C,, (Froy,w)  0Cy (FT,y,w)a_W+

ow oy’ dy ow dy

aCBS(FT’y’W)a_Wzo-_zaCBS(FT’y’W) g
ow or 2 ow [ 1 1y J[BWT ’w
+ ==+

8 2w 2w’ ) dy oy’
w_ [\ vaw a1 1 () 1o
or " wdy 4\ 4 w w9y 2 9y’
aw
O-Lz(Swt;So)_ or

d . . . .
Pode-se observar que, quando se tem —W=0, ou seja, volatilidade implicita
y

ow

constante, a formula da volatilidade local se reduza o7 (S,.1:8,) =—=0,,,° (5,.K.T).

oT
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Wilmott (2000), também, publicou sua férmula para a volatilidade local em termos de

volatilidade implicita. Ambas as férmulas conduzem ao mesmo resultado numérico.

Jd0. Jdo,
Gi?nl—'_z(T_t)Giml o +2rK(T_t)Giml o
2 S _ P P aT » aK
O-L( t’t)_ a 2 az a 2
(1+Kdl (T—t)a}?”J +K*(T-t)o,,, aK”;"”—dl( ag"’} (T —1)
em que:
S, 1

(T - t) O-impl

Griafico 18 - Volatilidade local obtida a partir da volatilidade implicita (grafico 14)

L L

LAZ AT,

LIS A=
L2~ ....7

I AT FZFS
‘.~.~':.~.