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RESUMO

Neste trabalho, a nocdo usual de superlinearidade e sublinearidade para problemas semilineares
do tipo —As = f(x,s) e A%s+ cAs = f(x,s) sdo dados localmente e estendidos para n3o-
linearidade indefinidas. Aqui, a ndo-linearidade f(x,s) possui sinal indefinido ou se anula
préximo de zero ou do infinito.



ABSTRACT

In this work, the usual notions of superlinearity and sublinearity for semilinear problems like
—As = f(z,s) and A?s + cAs = f(z, s) are given a local form and extended to indefinite
nonlinearities. Here f(x,s) is allowed to change sign or to vanish for s near zero as well as
for s near infinity.
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Notacoes
Neste trabalho, usaremos as seguintes notacoes:

r = (21,29,....,on) € RN.

Vi — <0u ou ou

Oxy Oxy’ 7 OxN

), gradiente de u.

Au =N Uy, = div(Vu), laplaciano de u.
A% = A(Au), biharmonico de u.

7, vetor normal unitario exterior a ).

Ju . .
— = Oqu = 1 - Vu, derivada normal exterior.

on
Q C RN, aberto.
0, fronteira de €).
Q, fecho do conjunto €.
Co(9), conjunto das fungoes continuas com suporte compacto em §.
CX(€2), conjunto das funcoes k vezes continuamente diferencidveis sobre Q(k € Z+).
C(Q) = () C*(Q).
k=0
CK(Q) = CK(Q) N Co(Q).
Cy(2) = C=(Q) N Go(K2).
C(9), conjunto das fungdes continuas sobre ().
WkP(Q), espaco de Sobolev com norma ||.||wr.r(q) definida por
ullwre@) = (/ uPdz + ) / \D“u\'%ix) Up,
& 1=<|aj=k 7

onde

olely

D% =
8“1:1:1 .8“2x2...8“NazN

,a=(a,..,an) ENN ol =a; 4+ ... Fan

¢ a derivada fraca de ordem |a| da fungao u.
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WEP(Q), fecho de C2(Q) em WKP(Q).
HY(Q) = Wk2(Q).
H(Q) = W,*() com norma ||.|| definida por

fulli= ( [ 1vafar) ™

pY expoente conjugado de p, isto é, 1/p + 1/p"= 1.

W, (), espaco dual de Wi () com norma ||'||WO*1’P/(Q) definida por

gl 17y = sup lg(z)].
)

[IX]l=1

H™Y(Q) = W, ().

LP(Q)), espago de Lebesgue com norma ||.||, definida por

1/p
o = Ny = ( | fuPaz) ™

q.t.p., quase em toda parte (propriedade vélida a menos de um conjunto de medida
nula).

L=(Q) = {u: Q — R mensuravel tal que existe C' satisfazendo |u(z)| < C' q.t.p. em

< .,. >, produto interno.

.|, norma em RN N > 1.

pYlexpoente critico de Sobolev para a imersdao W*P(Q) < L'(Q), definido por
p"™=Np/(N —kp) sekp<N e p~=o0 se kp>N.

2 expoente critico de Sobolev para a imersao W 2(Q) — L"(Q), definido por

2L ON/(N —4) se N>4 e 200 se N <4

A1(£2), primeiro autovalor do operador —A em H{(£2), cuja caracterizagao variacional

¢é dada por:

Vul?d
A (Q) = inf M
THEN fQ |u|2dz
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(Ak())k=1, sequiéncia de autovalores do operador —A em Hg () (A(2) — +00).
u1, autofuncao associada ao autovalor \;(€2), isto é,

—Auy =M (Qu; em Q e wu; =0 sobre 0.

S, a melhor constante de Sobolev para a imersao HJ(2) — L?!



Introducao

Neste trabalho, vamos estudar duas classes de problemas elipticos semilineares com
condicgoes locais do tipo sublinear e superlinear. Mais especificamente, estudaremos os
seguintes problemas:

Problema 1:

Sob algumas condi¢oes na nao-linearidade f(z, s), vamos estabelecer resultados de exis-
téncia, nao existéncia e multiplicidade de solugoes para o seguinte problema eliptico
semilinear envolvendo o operador laplaciano,

—Au = f(z,u) em €,
u > 0, uz 0 em (1)
v = 0 sobre  0f),

onde Q@ C RN(N > 3) ¢ um dominio limitado e f :  x R — R é uma funcio de
Carathéodory (c.f. Capitulo 2).

Problema 2:
Estudaremos também a multiplicidade de solugoes para o seguinte problema eliptico
semilinear envolvendo o operador biharmonico:

Ay + cAu = g(z,u) em €, @)
u = Au = 0 sobre (),

onde 2 C RN(N > 3) é um dominio limitado, ¢ € R (¢ < A\;(2), onde \;(£2) é o primeiro
autovalor associado ao operador —A em H}(Q)) e g : Q@ x RT — R é uma fungao de
Carathéodory satisfazendo certas condicoes adicionais. Aqui, o simbolo A? representa o
operador biharmonico, isto é, A*u = A(Au) (c.f. Capitulo 3).

Problemas elipticos semilineares do tipo (1) tem sido objeto de estudo de vérios
pesquisadores nos ultimos anos. Em [2], Ambrosetti-Rabinowitz estudaram o problema
(1) com uma nao-linearidade satisfazendo uma condigao do tipo: existem sy > 0 e p > 2
tais que:

0 < uF(z,s) < f(x,s)s, para (x,s) € Q X [sg, +00). (3)

Esta é uma condicao global denominada condicao de superquadraticidade de Ambrosetti-
Rabinowitz. Observamos que esta condig¢ao sé é valida para F'(x, s) com sinal positivo.

Em [11], Djairo-Lions estudaram o problema (1) com uma nao-linearidade f(z,s)
positiva, sublinear na origem, isto é, existem a > A;(Q2) e so > 0 tais que

f(z,s) > as, para (x,s) € Q x [0, sg], (4)
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e superlinear no infinito, isto é, existem 8 > A\(€2) e s; > 0 tais que

f(z,s) > Bs, para (x,s) € Q X [s1,+00). (5)

Eles mostraram existéncia de pelo menos duas solugoes a partir da existéncia de uma
super-solucao estrita. Em [10], Djairo-Gossez-Ubilla estudaram o problema (1) com néo-
linearidades de sinal indefinido sob condicoes locais do tipo sublinear e superlinear. A
diferenga entre os trabalhos [11] e [10] é que em [11], obtém-se multiplicidade de solugoes
para uma nao-linearidade positiva sob condic¢oes globais e o sinal das solugoes nao é ques-
tionado, ja em [10], deseja~se encontrar solu¢oes nao-negativas para uma nao-linearidade
com sinal indefinido sob condigoes locais. Um exemplo de uma nao-linearidade estudada
em [10] é f(z,s) = Aa(z)s® + b(x)sP, onde A > 0,0 > g <1 <p<2"-1e a,bsio defi-
nidos em subconjuntos de 2. Notamos que quando a(x) = 1 e b(x) = 1, recaimos num
problema estudado em [1] por Ambrosetti-Brézis-Cerami. Mais especificamente, o pro-
blema (1) foi estudado em [1] por Ambrosetti-Brézis-Cerami quando f(x,s) = As% + sP,
com A > (0. Eles mostraram a existéncia de uma solugao se 0 < ¢ < 1 < p < 40 e de
duas solucoes se 0 < ¢ < 1 < p < 2H-1. Além disso, mostraram que existe 0 < A < oo
tal que o problema (1) tem pelo menos duas solugdes se 0 < A < A, tem pelo menos uma
solucao se A = A e nao tem solugdo se A > A.

Em [7], Costa-Magalhaes estudaram o problema (1) com uma nao-linearidade f(z, s)
sob condigoes de crescimento subcritico, isto ¢, existem ¢,d > 0e0 < o < (N+2)/(N—-2)
se N >3(0<o0<o0seN=1,2), tais que

|[f(z,8)| < cls]® +d,

sem a hipétese de superquadraticidade no infinito. Eles mostraram a existéncia de uma
solugao nao-trivial, usando técnicas variacionais.

O problema (1) tem sido bastante estudado sob a condi¢do (3). Estudar este pro-
blema sob condigoes locais requer um pouco mais de sutileza e nenhum trabalho ainda
tinha sido feito nesta diregao até o trabalho de Djairo-Gossez-Ubilla [10] em 2003. Ba-
seado neste artigo, estudaremos o problema (1) sob um tipo de condigao local anéloga
a condigao classica de sublinearidade na origem e superlinearidade no infinito. Estuda-
remos o problema sublinear cldssico onde essencialmente nenhuma condicao de cresci-
mento é assumido no infinito. A principal dificuldade apresentada neste trabalho, é o
fato da nao-linearidade ter sinal indefinido, acarretando assim uma dificuldade na prova
da condicao de Palais-Smale.

Em [16], o problema (1) foi estendido por Xu-Zhang para um operador mais geral,
a saber, o operador biharmonico. Mais precisamente, Xu-Zhang estudaram o problema
(2) com condigdes andlogas as estudadas em [10] por Djairo-Gossez-Ubilla.

Casos particulares do problema (2) foram estudados por varios pesquisadores quando
a nao-linearidade era do tipo f(x,s) =b[(s+1)" —1] e ¢ < A1 () com condigbes globais
sob f(z,s). Por exemplo, em [15], Tarantello encontrou uma solugdo negativa para (2)
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quando b > A1(Q2)(A1(22) —¢), usando teoria do grau. Em [3], Lazer-McKenna mostraram
existéncia de 2k—1 solugoes quando 2 C R é um intervalo e b > A\ (2)(Ak(€2) —c¢), usando
o método de bifurcacao global. Em [4], Micheletti-Pistoia mostraram,usando métodos
variacionais, existéncia de duas solugées quando b > A () (A (€2) — ¢) e de trés solugoes
quando b estd préximo de M (2)(Ak(2) — ¢) para uma nao-linearidade mais geral. Em
[19], Zhang mostra existéncia de solugoes fracas quando f(z,s) é sublinear no infinito,
usando métodos variacionais.

Nossa proposta é estudar o problema (2) quando f(x,s) satisfaz condigoes locais do
tipo sublinear e superlinear usando técnicas variacionais. Para o estudo do problema
(2), usaremos o artigo [16] devido a Xu-Zhang. Estamos interessados em estudar apenas
o caso em que a nao-linearidade f(x,s) possui crescimento subcritico, além disso, nao
estamos interessados em saber o sinal das solu¢oes encontradas.

Nosso trabalho esté escrito como segue:

e Capitulo 1. Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados basicos utilizados ao
longo deste trabalho. Parte destes resultados serao demonstrados, e para os demais,
referimos ao leitor a bibliografia correspondente.

e Capitulo 2. Aqui, estudaremos multiplicidade, nao-existéncia e existéncia de solucoes
para o problema (1) com a nao-linearidade f(z,s) sob condigoes de crescimento do
tipo subcritico, critico e supercritico, respectivamente. Dividiremos o capitulo em trés
resultados como descrevemos a seguir:

O resultado de multiplicidade de solugdes para o poblema (1) é o primeiro a ser ob-
tido. Para tanto, consideraremos a nao-linearidade f(z,s) sob condigoes de crescimento
subcritico. Para obtermos este resultado usaremos técnicas variacionais, mais precisa-
mente, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obtermos a primeira solucao e,
um resultado de minimizagao para obtermos uma segunda solucao.

O segundo resultado obtido neste capitulo, é a nao-existéncia de solucoes para o
problema (1). Para isto, vamos considerar a nao-linearidade sob condigoes de crescimento
critico e, usaremos alguns resultados de regularidade e principios de maximo.

Finalmente, a existéncia de solugoes para o problema (1) é obtida quando a nao-
linearidade tem crescimento supercritico. As técnicas utilizadas para obtermos esta
solucao é o método de sub e super solucoes.

e Capitulo 3. Neste capitulo estudaremos um problema de quarta ordem semilinear,
isto é, o problema (2). Consideraremos apenas o caso em que a nao-linearidade f(x,s)
possui crescimento subcritico. Neste caso, obteremos um resultado de multiplicidade de
solugoes. Utilizaremos as mesmas técnicas utilizadas para o caso subcritico do Capitulo 2.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar resultados preliminares que serao utilizados ao
longo deste trabalho. Desta forma, nao demonstraremos todos os resultados enunciados
e, sempre que possivel, citaremos as referéncias onde eles podem ser encontrados.

1.1 Resultados Basicos

Descreveremos a seguir alguns resultados que dizem respeito aos métodos que utili-
zamos para encontrar solugoes de problemas elipticos. Estes resultados serao usados no
decorrer deste trabalho.

Definigao 1.1 Seja u uma funcao de classe C*(Q). O laplaciano de u, denotado por
Au, € o operador diferencial definido por

n
Au = Z Ux;x;, = div(Vu). (1.1)

i=1

Teorema 1.1 (Identidade de Green, c.f [2/]) Sejau € H*(Q)) ev € H'(Q), onde
€ um dominio Lipschitz limitado. Entdo

ou
VuVov = — —/ Au)v
/Q a0 On Q( )

onde n € o vetor normal exterior a Q e %4 = Vu.n na integral sobre O € vista no

on
sentido dos tracos.

Teorema 1.2 (Teorema da Representagao de Riesz, c.f [17]) Seja H um espago
de Hilbert. Dado ¢ € HY existe um tinico elemento u € H tal que

p(v) =<u,v> Yve H.

Além disso,
[lulln = (Il

15



Teorema 1.3 (Kakutani, c.f [17] ) Seja E um espago de Banach. Entao E € reflexivo
se, e somente se,
Be = {z € F; |lal < 1}

¢ compacta na topologia fraca.

Teorema 1.4 (Desigualdade de Young, c.f[17]) Sejam 1 < p,q < o0, 1/p+1/q = 1.

Entao,
p< @ Y (a, b > 0) (1.2)
a0 < — + — a, > . .
P q

Teorema 1.5 (Desigualdade de Holder, c.f [17]) Sejam 1 < p,q < o0, 1/p+1/q = 1.
Entao, seu € LP(Q) e v € LY(Q), temos uv € L*(Q) e

/Q fuoldz < [fullpllollq. (1.3)

Teorema 1.6 (Convergéncia Dominada de Lebesgue, c.f [23]) Sejam (fn) uma
seqliéncia de fungoes integraveis e f uma fun¢do mensurdvel tais que

(1) fo(z) = f(z) ¢t.p. em Q;
(ii) existe uma fungio g € L*(Q) tal que para todo n > 1, temos

|fa(x)] < g(z) qtp. em .
Entao,
fer' () e |lfa—flh— 0.

Teorema 1.7 (c.f[17]) Sejam (fn) uma seqiiéncia de funcoes em LP() e f € LP(Q)
tais que || fn — fllp — 0. Entdo existem, uma subseqiiéncia (fn;) e g € LP(Q) tais que

(i) fn;(x) = f(z) gt.p. em Q;
(ii) |fn;(2)| < g() q.t.p. em Q para todo j.

Teorema 1.8 (Fubini, c.f [17]) Suponhamos que F € L'(Qy X Q). Entao, para todo
x € Ql,

Faa)e @) o ([ Faua) e i)

De forma andloga, para todo y € §2o,
Faye @) o ([ Papi)e Lo
Q1

Além disso,

/dx/ F(m,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:// F(z,y)dzdy.
951 Qo Q2 Q1 Q1 %Qy
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1.2 Espacos de Sobolev

Teorema 1.9 (Desigualdade de Poincaré, c.f [17]) Seja Q2 C RN aberto e limitado

em alguma direcdo. Entao existe uma constante C' tal que, para todo u € Wol'p(Q),
[ullp < ClIVulfp.

Vejamos agora os teoremas fundamentais de imersoes que utilizaremos neste trabalho.
Lembramos que p/= Np/(N — p) é o expoente critico de Sobolev.

Teorema 1.10 (Imersoes Continuas, c.f [17]) Sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < c0.
Entdo, as sequintes imersoes sao continuas:

(i) wm™P(RN) c LY(RN), se 1/p—m/N >0, com 1/q=1/p—m/N,
(ii) WMP(RN) c LY(RN), se 1/p—m/N =0, V q¢€[p,+oo,

(iii) W™P(RN) c L=(RN), se 1/p—m/N < 0.

Como conseqiiéncia imediata, temos o seguinte resultado:

Corolério 1.1 (c.f [17] ) Seja Q@ € RN um aberto e limitado de classe C'. Entdo, as
sequintes imersoes sao continuas:

(i) WP(Q) C LP(Q), sel<p<N,
(i) WhP(Q) Cc LY(Q), se p=N, V q € [p,+oo],
(iii) WP(Q) Cc L=(Q), sep> N.
Teorema 1.11 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, c.f [17]) Seja 1 < p < N, entao
WHP(RN) c LP(RM).
Além disso, existe uma constante C' = C(p, N) tal que
[ullLo ®vy < ClIVullLoeyy,  Vue WHP(RN).

Como conseqiiéncia deste teorema e da desigualdade de interpolacao, temos o seguinte
resultado:

Corolario 1.2 (c.f [17]) Seja 1 < p < N, entao a imersao
WHPRY) c LY(R™),  VgelppT
€ continua.

Teorema 1.12 (Imersées Compactas-Rellich-Kondrachov, c.f [17]) Seja Q limi-
tado de classe C*. Entao, as sequintes imersoes sio compactas:

(i) W'P(Q) Cc LY(Q), sep<N, Y ¢q €[1,pF com 1/p"=1/p—1/N,
(i) WhP(Q) Cc LY(Q2), sep=N, Vqe€]ll, +oo],
(iii) W'P(Q) c C(Q), sep> N.
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1.3 Resultados de Minimizacao

De uma maneira informal, um problema de minimizacao basico que se gostaria de
resolver é o seguinte: Dados um funcional ® : F — R em um espaco de Banach F e um
subconjunto fechado e convexo K no qual ¢ é limitado inferiormente, encontrar ug € E
tal que

) = inf ®(u).
(uo) = inf ®(u)

Naturalmente, da maneira que esté formulado, o problema é muito geral e, assim, deve-
mos tomar cuidado e fazer algumas hipdteses adicionais adequadas. Vejamos a seguir,
algumas defini¢oes e teoremas sobre o problema anterior.

Definicao 1.2 Dizemos que um funcional ® : E — R é semicontinuo inferiormente se
b a,00) = {z € E;®(x) > a} € aberto em E, na topologia da norma, para todo a € R.
Dizemos que ® : E — R € fracamente semicontinuo inferiormente se é semicontinuo
inferiormente, considerando E com sua topologia fraca.

Definicao 1.3 Dizemos que ® : E — R € coercivo se
O(u) — o0 quando ||ul| — oo.

Teorema 1.13 (c.f [5]) Um funcional ® : E — R € semicontinuo inferiormente se, e
somente se,

lim inf ®(up) > P(ug) sempre que un — ug.

Nn- oo
Teorema 1.14 (c.f [17]) Seja ® : E — R um funcional convero em um espaco de
Banach reflexivo E. Entdo ® € fracamente semicontinuo inferiormente.

Teorema 1.15 (c.f [17]) Seja E um espago de Banach reflexivo e (un) uma seqiéncia
limitada em E. Entao existe uma subseqiiéncia (unj) com un, — ug em E.

Teorema 1.16 (c.f [5] ) Seja E um espago topoldgico compacto e seja ® : E — R um
funcional semicontinuo inferiormente. Entao ® ¢é limitado inferiormente e existe ug € K
tal que

D (ug) = irElf o.

Como conseqiiéncia, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.17 ( c.f [5] ) Seja E um espaco de Hilbert (ou um espago de Banach re-
flexivo) e suponhamos que um funcional ® : E — R seja fracamente semicontinuo
inferiormente e coercivo. Entao ® € limitado inferiormente e existe ug € E tal que

D(up) = HElf o,
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Prova: Sendo ® coercivo, para todo M > 0, existe R > 0 tal que
d(u) > M, se ||u]| > R.

Escolhendo
M > ®(0), (1.4)

podemos considerar R > 0 tal que
O(u) > ®(0), sellu|| > R.

Desde que E é reflexivo, a bola fechada Br[0] é fracamente compacta. Além disso, da
hipotese de ® ser fracamente semicontinuo inferiormente, segue que

® : Br[0] — R

é fracamente semicontinuo inferiormente
Logo, pelo Teorema 1.16, ® ¢é limitado inferiormente em Bgr|0] e existe uy € Br[0] com
D(up) = inf .
(o) Br[0]

Portanto, de (1.4)
D(ug) = iIElf D,

1.4 O Passo da Montanha

Informalmente falando, a idéia basica por tras do chamado método minimax é a
seguinte: Dado um funcional ® € C'(E,R), tentar obter valores criticos como wvalores
de minimazx do tipo:

¢ = inf sup ®(u
AEM]L“% (1),
sobre uma classe adequada M.

Nesta secao vamos apresentar uma primeira ilustracao do método minimax, o qual
tem provado ser uma ferramenta poderosa na abordagem de muitos problemas nao linea-
res em equagoes diferenciais, o chamado Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-
Rabinowitz. Antes porém, precisamos da seguinte nocao de compacidade.

Defini¢ao 1.4 (Condicao de Palais-Smale) Sejam E um espaco de Banach e ® €
CY(E,R). Dizemos que ® satisfaz a condigao de Palais-Smale (PS), se toda seqiéncia
(un) em E satisfazendo:

[@(un)| < C e |@Hun)p| <enllell, Vo€ Eeen —0, (1.5)
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possui uma subseqiiéncia convergente.

Teorema 1.18 (Teorema do Passo da Montanha, c.f [5]) Sejam E um espaco
de Banach e ® € CY(E,R) um funcional satisfazendo a condi¢io (PS). Se e € E e
0 <r <|le|| sao tais que

a =mazx{P(0),P(e)} < inf P(u)=0",

[lull=r

entao

c=inf sup @
qumla] (v(1))

¢ um valor critico de ® com ¢ > b, onde I' € a classe de caminhos continuos ligando O a
e, isto €,

I'={yeC(0,1,E);v(0) =0 e y(1) = e}.
1.5 Diferenciabilidade de um Funcional Nao-Linear

SejaQ CRN(N > 1) e f: QxR — R. Dizemos que f(z, s) é uma funcéo satisfazendo
as condig¢oes de Carathéodory se:

(i) f(.,s) é mensuravel em € para todo s € R fixado,

(ii) f(x,.) é continua em R para quase todo z € € fixado.

Denotamos por F(z,s) a primitiva de f(z,s), isto é, F(z,s) = [ f(

Proposicao 1.1 Seja f(x,s) uma funcao satisfazendo as condigoes de C’amthéodory €
consideremos a sequinte condi¢ao de crescimento subcritico:

Ezistem ¢1,c0>0el1 <0 <2N/(N—=2) se N>3 (1 <0< o0 se N=1,2) tais que

£(,)| < clsl? + ¢
para x € Q q.t.p. e s € [0,+00]|. Entdo o funcional J : Hy(Q) — R definido por:
J(u) = / Flz, u())dz,
Q

onde F(x,u) = fo x,t)dt, estd bem definido e € fracamente continuo no espago de
Sobolev Hl(Q) Além dzsso J e CY(H}(Q),R) com

P = [ fawp dn, Ve € HY©) (16)
Q
onde J9¢é a derivada de Fréchet do funcional J.
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Prova: Para obtermos a prova da Proposicao 1.1, mostraremos que:
1. J estd bem definido;
2. J é fracamente continuo em H}(Q);
3. Je CYHF(Q));
4. J possui derivada de Fréchet dada por (1.6).
Vejamos o primeiro {tem.

1. J esta bem definido. De fato, segue de (iii)

C1
F(z,u)|lde < —— u°+1dx+c/u.
| 1Fwlar < 2 [l [

Usando a desigualdade de Holder e a imersao de Sobolev H} () < L°(f2), obtemos

/ |F (2, u)ldz < eslullg™ + callullo < es|lul]" + e |u| < 0.
Q

Portanto, o funcional J estd bem definido.

2. J é fracamente continuo em H;}(().

Sabemos que o espago de Sobolev Hj () estd imerso compactamente em LP(€) para
qualquer 1 < p < 2N/(N — 2). Desta forma, se uy — u fracamente em Hg (),
segue que un — u fortemente em LP(2). Por outro lado, a condigao de crescimento
(7i1), nos garante que o operador u(x) — f(z,u(x)) leva conjuntos limitados de
LP(Q) com p > o, em conjuntos limitados de LP’°(2) de forma continua. De fato,
seja (un) uma seqiiéncia limitada em LP(€2), ou seja, ||un||lp < C. De (iii), segue

/ p/o
/ |f(z,un)|P%dx < / <01|un|0 + 02>
Q Q
< CD/ unlP + < co.
Q
Portanto, se un — u fortemente em LP(£2), temos
f(z,un) — f(x,u) fortemente em LP/°(Q).
Sendo o < p, segue que
f(z,un) — f(z,u) fortemente em L'(12).
Isto é,
J(un) — J(u) sempre que un — u fracamente em H;(Q).

Logo, J ¢ fracamente continuo em H} ().
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3. J € CYHNQ).



paral <o < s=24

Sendo = 2N/(N + 2) < s/o, segue que
flz,u+th) — f(z,u) em L'(Q).
Portanto,
If (@, u + th) — f(z,u)||r — 0.

Tomando limite quando A — 0 em (1.7) e usando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, obtemos

‘Tﬁﬁ?— < /01||f<x,u+th>—f<a:,u>||rdt — 0,

Logo,
- 16(h)| i J(u+h) —J(u) — [, f(z, u)hdz 0

~0 [[n][ h-o 1Al
Portanto, J : H}(Q) — R é (Fréchet) diferencidvel.

o

Agora vamos mostrar que J"é continua. De fato, sendo JY: H}(Q) — H~Y(Q),
temos

17+ 0) = TRl = sup [[Stu+0) = I
= sup J%u%—v)h—(]%u)h)
[Ihl=1
= ”iﬁgl /Q[f(x,u—i-v)—f(x,u)]h‘
< sup [If (@, utv) = f@ wllelklls

onde r = 2N/(N +2) e s = 2N/(N —2) =2

Prosseguindo de modo analogo ao item anterior, obtemos
flz,u+v) — f(x,u) em L'(Q),

donde
|f(x,u+v) — f(z,u)|]|y =0 quando v — 0 em Hy(Q).

Portanto,

|J9u 4+ v) — JHu)||q-1@@) — 0 quando v — 0 em Hy(S),
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ou seja,
JHu +v) — JHu) quando (u +v) — uem H}(Q).

Logo JY¢ continua. Desta forma, concluimos que J € C*(HJ(Q)).

4. A derivada de J é dada por
JHu)h = / f(z,u)hdz, Y u,h € H}(Q).
Q

De fato, se u,h € H} (), temos
J(u+th)— J(u)

Jtuh = lim ¢
L JalPGut ) Bl
t-0 t
_ /lim F(x,u—ktht) — F(x,u)

o t-0
= Qf(x,u)h Vou,h € Hy().

[
Proposicao 1.2 ( c.f [22, 10] ) Suponhamos que f : 2 x R — R satisfaz as condigoes

de Carathéodory e a condigdo (i) da Proposi¢io 1.1. Entdo o funcional I : H}(Q) — R
definido por

I(u) :/Q [%|VU|2—F($,U) dr, v € Hi(Q) (1.8)

estd bem definido. Além disso, I € C1(HL(Q),R) com
Ifu)h = /Q(vth — f(z,u)h)dx, ¥ u,h € Hy(Q). (1.9)
Prova: Considerando a norma em H} () definida por ||u|| := (fQ |Vu|2>1/2, a qual

1/2
é equivalente & norma usual <Hu||% + ||Vu||§> devido a desigualdade de Poincaré,
podemos escrever
I{u) = L(u) = J(u),

onde L(u) = &||ul]? e J(u) = [, F(z,u)dz. Pela Proposicao 1.1, J estd bem definido, é

de classe C' em HJ(Q) e satisfaz (1.6). Por outro lado, podemos mostrar que o funcional
L ¢ de classe C*° com

Lu)p = / VuVpdx Vu,p € Hy(Q). (1.10)
Q
Assim, obtemos a prova da Proposicao 1.2. [
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1.6 Sub e Super-Solucgao

Sejam 2 C RN um dominio limitado e suave e f : Q x R — R uma funcdo de
Carathéodory. Consideremos o seguinte problema:

{—Au = f(z,u) em

U = 0 sobre Of. (1.11)

Defini¢ao 1.5 Por uma sub-solugio fraca do problema (1.11), entendemos u € H}(Q)
tal que

/Vquodx— / f(z,u)pdr <0 (1.12)
Q

para toda ¢ € Hj(Q2), ¢ >
Analogamente, u € H} (Q) uma super-solu¢ao fraca do problema (1.11) se

/Vquodx— / f(z,u)pdr >0 (1.13)
Q Q

para toda p € Hi(Q), ¢ > 0.

Teorema 1.19 ( Sub e Super-Solugao, c.f [1/]) Sejam u,u € H}(Q) sub-solucao e
super-solugdo do problema (1.11), respectivamente. Suponhamos que ezxistem constantes
¢, ¢ € R satisfazendo —oco < c<u<u<c<oo, em§) qt.p.. Entao existe uma solucao
fraca v € Hy(Q) de (1.11), satisfazendo:

u<u<u em € qtp..

1.7 Principios de Maximo

Vejamos agora os principios de maximo que usaremos neste trabalho.

Teorema 1.20 ( Principio do Méaximo Fraco, c.f [13]) Seja u € H'(Q) satisfazendo
Au >0 (<0) em Q. Entdo

supu < suput (infu > infu™). (1.14)
QO 0 Q o0Q

Teorema 1.21 ( Principio do Méaximo Forte, c.f [2{]) Sejam Q C RN aberto limi-
tado e conexo e u € C*(Q) N C(Q) tal que Au < 0 em Q. Entdao, uma das sequintes
alternativas € satisfeita:

(i) u € constante (e assim Au=0);

(i) u(z) > infou para todo x € .
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1.8 Autofuncoes do Operador Laplaciano e Regula-
ridade

Vamos considerar o seguinte problema de autovalores

—Au A em (),
u = 0 sobre  0f),

(1.15)

onde 2 C RN ¢ um aberto limitado. Dizemos que v € H}(Q) é uma autofuncio associada
ao autovalor A, se v é uma solucdo fraca nao-trivial de (1.15).

Teorema 1.22 (c.f [24]) Existe uma base ortonormal (um) de L*() e uma seqiéncia
de nimeros reais positivos (Am) com Am — 00 quando m — oo, tal que

O<)\1§)\2§...§)\m§...,

—AUum = Amum em Q e,
Um € H&(Q) NC*=(Q).

Em particular, se Q € de classe C™, temos que um € C=(9Q).

Também vamos usar como problema auxiliar, o seguinte problema de autovalor com
peso indefinido:
{ —Au = MN(m,Q)mu em (1.16)

u = 0 sobre 0f2,

onde @ C RN (N > 3) ¢ um dominio limitado, m : @ — R é um peso com sinal
indefinido e A\;(m, Q) é o primeiro autovalor do operador —A em H{(§2) para o peso m.
Dizemos que u; € Hj(€) é uma autofungao associada a A\j(m, ) se u; é solugao fraca
do problema (1.16).

Teorema 1.23 (Krein-Rutman, c.f [9]) Seja m : Q@ — R uma fungdo em L"(Y), com
r > N/2 (nao necessariamente positiva). Suponhamos que m > 0 em um subconjunto
de 2 com medida positiva. Entao o primeiro autovalor Ay do problema (1.16) € simples
(possui multiplicidades algébrica e geométrica iguais a um) e uy (onde uy € a autofuncao
associada a A\ (m,)) pode ser escolhida estritamente positiva em Q. Uma afirmacao
equivalente € quando m < 0 em um conjunto de medida positiva.

Consideremos agora o seguinte problema

—Au = f em €,
{ u = 0 sobre 0f1, (1.17)

onde  C RN é um aberto limitado e f € L?(f).
O principal resultado de regularidade que usaremos aqui é:
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Teorema 1.24 (c.f [13]) Sejam u € H'(Q)) uma solugao fraca do problema (1.17) e
f € HYRQ), k> 1. Entdo para um subdominio Q°CC €, temos u € H2(QF e

[lullrai@y < Cfullnr@) + [[fllx@)-
Em particular, se f € C*(Q) entdo u € C*(1).

1.9 Lemas Técnicos

Nesta secao, veremos dois resultados técnicos que usaremos na demonstracao de
nossos resultados.

O resultado a seguir serd usado para mostrarmos a existéncia de uma primeira solugao
para os problemas (1) e (2) via Teorema do Passo da Montanha.

Lema 1.1 Consideremos a fungio Wag(t) :=t*> — At9T! — BtPTL ¢ >0, onde 0 < ¢ <
1<peA B>0. Entio, max{Uag(t);t >0} >0 se, e somente se,

(p—1P7'(1—g)'"

APTIBITE < = n(p, q)-
(p—q)Pe
3 . 1—q Y01
Além disso, para t = tg := [—] temos,
B(p—q)

Uas(



Assim, tg é um ponto de maximo de Wapg(t) e Uap(tg) é 0 maximo. Temos

Uap(ts) = ti — Ath™ — B!
1— AL — Bt) 1}

{ —1)/(p—1
- P Al sl )
{

_ o2l 1—q [B(p—q)](l—Q)/(P—l)}
— =
o) [P — q1 =0/ (p=1)
_ tQB{——AB(l 0)/(p—1) [_] }
P—q l—q

Logo, maz{Vapg(t);t >0} = Yag(tg) >0 se, e somente se,

p—1_  pa-orne-n[P—4

(1=q)/(p—1)
e 1—_(1} >0, (1.18)
isto é,
AR~/ (1) [?19_:2' (== < g%;_ (1.19)
Isto implica que
A1 g1 [g} A [P;l] P (1.20)
- q p—q
ou seja,
AT < %(1 —q)"

Portanto, max{¥ag(t);t >0} >0 se, e somente se,

(p—DF (1 -
(p—q)Pe

APTIBITa

[ ]
O préximo resultado serd usado para mostrarmos que, sob determinadas condigoes,
o problema (1) nao tem solugao.

Lema 1.2 Sejam A,B>0¢e¢0<gq <1< p. Entao existe c(p,q) > 0 tal que
As? + BsP > cAP~D/(p—0) p1=0)/(p=0) 4

para todo s > 0.
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Prova: Sendo ¢ < 1 e p > 1, segue que (p

’ —q)/(p—1)>1e(p—q)/(1—q)>1. Além
disso,
1 1 1 1- _
_q+_q:p 4 ¢_P—4a_4
= p—a p—a p—g
ou seja, (p—q)/(p—1) e (p -

q)/(l - q) sao conjugados. Note também que
—1 1-—
q(p ), ol q)

_Pa—q+p—1q
p—q  pP—q

== =1.
p—q -

Portanto, podemos escrever

s = gt = AP~/ (p—a)+p(1—a)/(p—a) _ ca(P—1)/(p—q) gP(1—0)/(P—q)
Assim,

A1/ (p—a) p(1—a)/(p—a) ¢ AP—1/(p—9) gp(1—0a)/(p—a) ga(p—1)/(p—a) gP(1—0)/(P—q)
(As®)(P=D/(P=0) (B gP)(1=a)/(p~0)
Usando a desigualdade de Young com os expoentes (p — q)/(p — 1)
obtemos

e(p—q)/(1—4q),

ACP=D/(0=0) gU—a/G-a) g < (p_ly%q+<1_9>3§
P—q

Logo,

Ast + Bs? > C(p’q)A(p—l)/(p—q)B(l—q)/(p—Q)S
onde

c(p,q) = (mdx{p — 1, ﬂ}>_1

Pp—q pP—4q
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Capitulo 2

Existencia, Nao-Existéencia e
Multiplicidade de Solucoes para um
Problema Eliptico Semilinear
Envolvendo o Operador Laplaciano

Neste Capitulo estudaremos a existéncia, nao-existéncia e multiplicidade de solugoes
para o problema

—Au = f(x,u) em
u o> 0, w#0 em €, (2.1)
u = 0 sobre 0f),

onde Q C RN(N > 3) é um domfnio limitado e, f: QxR+ — R é uma fungao satisfazendo
as condicoes de Carathéodory.
Consideremos o espago de Hilbert H}(€2) munido do seguinte produto interno

<u,p >= / VuVe, Yu,pc Hi(Q), (2.2)
Q

cuja norma proveniente é dada por

luf| = (/Q Vuld) " (2.3)

Estudaremos o problema (2.1) quando a nao-linearidade f(z,s) tem crescimento do
tipo: subcritico, critico e supercritico. Na primeira se¢ao abordaremos o caso subcritico,
para o qual, obteremos multiplicidade de solugoes. Na segunda secao, estudaremos o
caso critico, e mostraremos a nao-existéncia de solucoes. Na terceira se¢ao, analisaremos
0 caso supercritico e, mostraremos a existéncia de pelo menos uma solucao.
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2.1 O Caso Subcritico

Vamos considerar que a nao-linearidade f(z,s) possui crescimento subcritico. Neste
caso, obteremos um resultado de multiplicidade de solucoes usando técnicas variacionais.

Seja f : Q x RT — R uma fungao satisfazendo as condigoes de Carathéodory, onde

Q c RN(N > 3) é um dominio limitado e suave. Para obtermos a multiplicidade de
solugbes para o problema (2.1) vamos assumir que f(z, s) satisfaz as seguintes hipé6teses:

(fo) f(x,0) >0 para =€ Q q.t.p.

(f1) Existem 1 <o <25'd; € L9(Q) e dy > 0 tais que
[ (@, )] < di(w) + dafs|",

para x € Q q.t.p. e s € [0,400).

(f2) Existem © >2, 1 <r <2, de L®/(Q), d>0qtp. em Q e sy >0, tais que
OF (z,s) < sf(x,s) +d(z)s",
para x € Q q.t.p. e s € [sg, +00), onde F(x,s) é a primitiva de f(z,s), isto é,

F(x,s) := /OS f(z,t)dt.

(f3) Existem 0 < ¢ <1 <p<21, ap € L9(Q), com oq := 2"q+1))"e ag >0
q.t.p. em Q, by € Lo%(2), com o, := (2 Ap+1))"e by > 0 q.t.p. em Q , tais que

f(z,8) < ag(x)s? + bg(x)sP,

para x € Q q.t.p. e s € [0,4+00).

(f1) Existem um subdominio nao vazio €; C Q, ©1 > A\(2) e s1 > 0, tais que
2
F(.CC, S) Z @157

para x € ; q.t.p. e s € [0, s1].
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(f5) Existem um subconjunto aberto e nao vazio 2y C 2, O3 > 0 e 55 > 0, tais que
F(x,8) > Oy5%

para x € Qs q.t.p. € § € [s9,+00). Além disso, d(z) definido na hipétese (fa) é
limitado em €25.

Mostraremos a seguir, um exemplo tipico de uma nao-linearidade que satisfaz as hipoteses

(fo)-(f5)-

Exemplo 2.1 Sejam a € L% () com 74 > 04 e b € L™(Q) com 1, > 0p, onde aq € op
sao dados na hipdtese (f3). Suponhamos que

(i) existe Qy C Q aberto e nao vazio tal que a(x) > €, > 0 para todo x € 0y e b(x) €
limitado inferiormente;

(ii) existe Qy C Q aberto e ndo vazio tal que b(x) > €3 > 0 para todo x € Qy e a(z) €
limitado inferiormente e superiormente.

(iii) a(x) >0 para ¢ =0 e para todo x € Q q.t.p..

Entao a fungao f: Q x RT — R definida por f(x,s) = a(x)s? 4+ b(x)sP, onde X\ € um
parametro positivo e 0 < ¢ < 1 < p < 251, satisfaz as hipdteses (fo) — (fs).

Vejamos que f(z,s) assim definida, satisfaz as hipéteses (fo) — (f5)-

Hipotese (fy) : Sendo f(z,s) = Aa(z)s® + b(x)sP, segue que f(z,0) = 0 para todo
x € Q q.t.p., ou seja, (fy) é satisfeita.

Hipotese (f;) : Notemos que

|f (2, 5)| < Ala(@)[[s]* + [b(x)]]s]". (2.4)

Observamos que os expoentes 0 — 1 /(0 — g —1) e 0 — 1/q s@o conjugados, assim como
os expoentes 0 — 1/(c —p — 1) e 0 — 1/p. Usando a desigualdade de Young em (2.4),
obtemos

Mo—q—1), o—1/(6—q— Aq _
< N2 7410 1/(c—q—1) M o1
—p—1
+0' f - ’b‘o—ll(c—p—l) + ]_) : ‘S|0_1
o o
< C<|a‘0—1/(0—q—1) + ’b|0—1/(0—p—1)> + d2|8|0_1,
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Mo—q—1) o—p—1
o—1 7 o-1

|f(z,8)| < di(z) + dals|”7,

onde C' = mc’ws{ } edy = ?Tip. Logo,

onde d;(z) = C(’a‘c—l/(O—q—l) + |b‘0—1/(0—p—1)>'
Sendo ¢ > 1, segue que dy > 0. Afirmamos que d; € L° (). De fato, basta mostrar que

/(|a‘0—1/(0—q—1)_I_’b‘ﬁ—l/(G—P_l))G < 00,
Q

onde c"= o /(0 — 1). Temos o seguinte

/<|a|0—1/(0—q—1)+|b|0—1/(0_p_1)>0/ _ /<|a|0—1/(0—q—1)+|b|0—1/(o—p_1)>0/(0—1)
Q Q

< 20/(0—1)/ (m,o/(c—q—l)_i_|b’0/(0—p—1)>
Q

_ C(/ |a|o/(o—q—1)+/ |b|0/(0—p—1)>
Q Q
o

para a € L%(2) e b € L™ () com 74 e 7 escolhidos de modo que

o
— <7< 2Y — << 2Y
cr—q—l_Tq ¢ a—p—l_Tp
Logo, d; € L° () e, portanto, (f;) é satisfeita.
Hipotese (f;): Notemos que
F(z,5) = Aa(z) (g + 1) " + b(z) (p + 1) 1P (2.5)

Multiplicando ambos os membros de (2.5) por (p + 1), obtemos
(p+ DF(,s) = Aa(@)s™ [ (p+1)(g+ D)7 =1+ 1] + b(a)s"!
— Aafz)st! [(p +1)(g+ 1) = 1} + Aa(2)s% + b(x)sPs
< s [)\a(a:)sq + b(x)sp} + Aa*(z) [(p +1)(g+ 1) — 1] S0
= sf(z,8) + A" (2) [(p +1)(g+1)"" = 1] S
Escolhendo © = p + 1, d(z) = Aa(z)* [(p +1)(g+1)7" - 1} er=q+ 1, obtemos
OF(1,s) < sf(x,s) + d(z)s".
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Observamos que ©,d(z) e r satisfazem as condigoes da hipétese (f2). De fato,
sep>1l,entao O =p+1>2ese0<g<l,entao 1 <g+1<2 ouseja, 1 <r<2.

Afirmamos que d € LZ/D'(Q). De fato, sendo a € L%(Q) e 74 > 0y, segue que
a € L%(Q), e portanto, at € L%(Q). Assim,

)
doq:/x\a+——1 Oq:C’/ at|% < oo.
L = [ S5 == [ 1o

Logo d € L%(Q) e, portanto, d € LZ/7'(Q), visto que o4 = (254(q + 1))P= (2 )"
Portanto, a hipGtese (f;) é satisfeita.

Hipotese (f3) : Para verificarmos a hipGtese (f3), basta escolher ag = Aa™(x) e
bo = b (x), pois desta forma,

f(z,8) = da(z)s® + b(x)s® < Aa(x)Tst + b(zx)"sP = ag(z)s + by(x)sP

para x € Q q.t.p. e s € [0,400). Por outro lado, sendo a € L% () e b € L% (1), segue
que ag € L%(Q) e by € L°(Q2). Portanto (f3) é satisfeita.

Hipotese (f,) : Para verificarmos ( f4), notemos primeiro que em €2y, f(x,s) é sublinear
na origem, isto é, existem a > A(€2;) e s; > 0 tais que

f(z,s) > as, parax €y q.t.p. e s€[0,s)]. (2.6)

De fato, desde que 0 < g < 1 < p e, usando que em €, b(z) é limitado inferiormente e
a(z) > &1 > 0, obtemos

lim M = lim ()\a(x)sq_l + b(x)sp_1> = A lim a(2)s"" 4 lim b(z)s"™! = 400
s-0t S s-0t+ s-0t+ s-0t (2 7)

para x € )y q.t.p e s € [0,1], onde §2; é dado no item (i) do exemplo 2.1. De (2.7),
obtemos
f(z,s)

S

> o (2.8)

para x € (, s € [0,1] e para algum « > A\(€). Portanto, (2.6) é satisfeito com s; = 1.
De (2.8), obtemos

52 52

F >a— =0;—
(1‘78)_042 12

onde ©; = a.
Logo, (f4) é satisfeita.
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Hipotese (f5) : Vejamos que f(z,s) é superlinear no infinito em €y, isto é, existem
B> A(€Qs) e 59 > 0 tais que
f(z,s) > Ps, parax €y qt.p. e s€ [s,+00). (2.9)

De fato, desde que 0 < ¢ < 1 < p e, usando o fato que em €y a(z) é limitado inferior-
mente e superiormente e b(z) > g5 > 0, obtemos

lim flw,s) = lim [)\a(a:)sq_l +b(z)sP7H| = A lim a(z)s®" + lim b(2)sP ™ = 4+o0

S— oo S S - oo S oo S o0
(2.10)

para x € (5 e s € [1,400), onde € é dado no item (ii) do exemplo 2.1. De (2.10),
obtemos
f(z,s)

S

>3 (2.11)

para x € {9, s € [1,00) e para algum 3 > A\;(22). Portanto, (2.9) é satisfeita com sy = 1.

De (2.11), obtemos
2

F(x,s) > ﬂ% = 0,52,

onde ©y = [3/2.
Vamos mostrar agora que d(z) ¢ limitada. De fato,
S) S)
= |AM(——= —1)a* < M—— -1 <
@) = M7 = D@ < M7 ~ Dllel@)] < €

Portanto, (f5) é satisfeita.
Vejamos alguns comentérios sobre as hipéteses (fo) — (f5).

e Comentdrios sobre a hipétese (fy). A hipdtese (fy) nos garante que podemos
estender a nao-linearidade da seguinte forma:

x | f(z,u) se s>0,
f(:c,s)—{ f(z,0) se s<0.

Para nao sobrecarregar a notacao escreveremos f(x,s) como f(x,s). Assim, obtemos o
seguinte resultado:

Lema 2.1 Sob a condigio (fo), toda solu¢iao v € HE(2) do problema de Dirichlet

(2.12)

—Au = f(z,u) em Q,
u = 0 sobre 0f),

€ nao-negativa.
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Defini¢ao 2.1 Por uma solu¢ao fraca do problema (2.12), entendemos v € Hg(Q) tal
que

/ VuVodr — / flz,u)pdzr =0, Y o€ Hy(Q). (2.13)
Q Q

Prova: Seja u € H}(Q2) uma solugao fraca de (2.12), ou seja,

/VquO:/f(x,u)w, Vo € Hy(Q).
Q Q

Escolhendo ¢ = —u~ (onde v~ = mdx{—u,0}), obtemos

—/VUVU_:—/f(x,u)u_.
Q Q
Logo,

—/ VutVu~ —|—/ Vu™ > = —/ flo,u)u™ — / flo,u)u™.
Q Q {x[; u(x) = 0} {x X} u(x) < 0}

Observando que v~ (z) = 0 quando u(z) > 0, obtemos

/ Vu™|? = —/ flz,uw)u™ = —/ f(z,0)u” <0.
Q {x[Q; u(x)< 0} {x[X}; u(x)< 0}

Consequentemente,
o< [Ivuf <o
Q
Assim,
[lu™ [y = 0.
Portanto, u = u™ > 0. [ ]

Desta forma, encontrar solugdes para (2.1) reduz-se a encontrar solugdes nao triviais
para (2.12) quando assumirmos ( fo).

Consideremos o funcional de Euler Lagrange I : Hj(Q) — R associado ao problema
(2.1), definido por

I(u) ::%/Q|Vu|2d$—/QF(x,u)dx, (2.14)
onde F(z,s) =[5 f(z,t)dt.

e Comentdrios sobre a hipétese (f;). Esta hipdtese nos garante que o funcional [
definido em (2.14), estd bem definido. Com efeito, observe que

I(w) = %Hu!|2—/QF($,u)dx.
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Portanto, basta verificarmos que o funcional

(u) ::/QF(x,u)d:c (2.15)

estd bem definido. De (f;), temos

/|F(x,u)|dx§/d1(x)ud:p+@/|u|°dx.
Q Q g Ja

Usando a desigualdade de Holder e a imersdao de Sobolev H}(Q) < L°(Q) para o como
em (f1), obtemos

/Q\F(x,U)!dw < [l (@)lloullo + Clullz < o0

para x €  q.t.p. ed;y € L“’(Q). Portanto, o funcional I estd bem definido. Além disso,
I € CY(H}(Q),R) com

Hu)p = /Q VuVe — f(r,u)dlde Y up € H(Q). (2.16)

(c.f Capitulo 1, Proposigao 1.2).
Portanto, encontrar solugoes para o problema (2.12), é equivalente a encontrar pontos
criticos para o funcional I definido em (2.14).

e Comentdrios sobre a hipdtese (f>). A hipotese (f2) é uma condigao fraca de super-
quadraticidade. Neste trabalho, usaremos (f2) para substituir a condigao (3) (condigao
classica de Ambrosetti-Rabinowitz), dada na introdugao, pois (3) nao é em geral sa-
tisfeita na formulacdo do problema (2.1). A hipdtese (f;) juntamente com (f5), nos
garantird a superquadraticidade de F(z, s) num subdominio £y C 2, dado na hipétese
(f5). Isto sera fundamental para obtermos a primeira solu¢ao via Teorema do Passo da
Montanha, pois estas duas condigdes nos garantem que o funcional I, definido em (2.14),
satisfaz a Geometria do Passo da Montanha. Agora, veremos que a condicao (fy) é mais
fraca que a condicao (3).

Exemplo 2.2 A funcao [ : Q X (s9,+00) — R, s9 > 0 definida por f(x,s) = c¢(x)sP,
onde 1 <p<2H-1ec:Q — (—00,0), satisfaz a condi¢io (f2) mas nao satisfaz a
condi¢cao de superquadraticidade de Ambrosetti- Rabinowitz.

De fato, notemos que
F(z,s) = ﬂssp,
p+1
donde,
(0 + )F(z,5) = sc(z)s® = 5z, 5).
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Portanto, a condigao (f2) é satisfeita escolhendo © = (p+ 1) > 2 e d(x) = 0. Por outro
lado,
f(x,s) <0 para todo (z,s) € Q x (s, +00),

ou seja, OF(z,s) < 0. Contradizendo assim, a condigdo de superquadraticidade de
Ambrosetti-Rabinowitz (3).

e Comentarios sobre a hipétese (f3;). Esta hip6tese nos dd uma limitagao por cima
para a nao-linearidade f(z,s). Sob a hipétese (f;) e mais algumas condi¢bes mostra-
remos que o funcional I assume valores positivos para toda u € 0Bgr(0), para algum
R > 0, satisfazendo assim, a Geometria do Passo da Montanha.

e Comentarios sobre a hipétese (f;). A hipétese (fy) é uma conseqiiéncia imediata
da condi¢ao de sublinearidade local na origem. De fato, se f(z,s) > as para algum
a>N(Q), z € esel01], entdo

g2
F(%,S) > 0557

donde segue (fy) para ©1 = a e sy = 1. A hipétese (f4), juntamente com outras condi¢oes
sob a nao-linearidade, nos garantem a existéncia de uma solucao via Método de Mini-
mizagao.

e Comentdrios sobre a hipétese (f5). A primeira parte da hipétese (f5;) é uma
conseqiiéncia da condi¢do de superlinearidade local no infinito. De fato, se f(x,s) > s
para algum > A\;(22), x € Qs e s € [1,+00), entdo

F(Q],S) 2 B_v
2
donde segue (f5) para Oy = (3/2 e s = 1.

Vejamos agora o resultado de multiplicidade de solugoes para o problema (2.1).

Teorema 2.1 Sob as hipdteses (fo) — (fs5), existe n = n(p,q,N) > 0 tal que, se
[laoll5, lbolls, @ < n, o problema (2.1) tem pelo menos duas solugdes nao-negativas v e
w satisfazendo

I(w) <0< I(v).

Além disso, se ||ag|ls, — 0 e by € limitado em L°(Q), entdo w = wy € tal que ||we|| — 0.

Antes de provarmos o Teorema 2.1, vejamos uma conseqiiéncia imediata deste Teo-
rema.
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Corolario 2.1 Sejam a,b satisfazendo as hipdteses (i) — (ii) do Exemplo 2.1. Entao
existe 1 =7(p,q, N) > 0 tal que, se

n
[t o, 16 16,7 0
o problema:
—Au = Xa(zx)ul +b(z)uP em €,
v > 0, u#0 em €, (2.18)
U = 0 sobre 052,

com 0 < g <1< p< 251 tem pelo menos duas solugoes nao-negativas v e W

satisfazendo
I(w) <0< I(v),

onde I € definido por:

A

1
I(u) == =||ul]? - ——
()=l =77 |

5 a(x)u®tdr — —— [ b(x)uPtdz.
Além disso, se X — 0, entao W = wy € tal que ||wx|| — 0.

Prova: Segue diretamente do Teorema 2.1, com f(z,u) = Aa(x)ul + b(x)uP. |

Vamos dividir a prova do Teorema 2.1 em trés etapas:
1. A existéncia da primeira solucao serd obtida via Teorema do Passo da Montanha;
2. A existéncia da segunda solucao sera obtida via argumento de minimizacao;

3. Analisaremos o comportamento da segunda solucao em relagao ao comportamento
da nao-linearidade.

Vejamos a primeira etapa.

2.1.1 Existéncia da Primeira Solucao

Aqui, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obtermos existéncia de uma
solugao v € H{ () satisfazendo I(v) > 0. Notando que 1(0) = 0, segue que v é nao-trivial
e, portanto, uma solu¢ao do problema (2.1).

Nosso proximo resultado € verificar que o funcional I satisfaz a Geometria do Passo
da Montanha.

Proposicao 2.1 [Geometria do Passo da Montanha] O funcional I satisfaz:

(L) 1(0) = 0;
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(Iy) Eziste r > 0 tal que I(u) >0, para u € H}(Q) com ||u|| =r;
(I3) Emzistee € HY(Q) com 0 < r < |le]| tal que I(e) < 0.

Prova: (I;) é 6bvio.

Vejamos que (Iy) ¢ satisfeita. De fato, por (f3) temos

f(z,u) < agu? + bouP.

Logo,
—F(z,u) > — Q0o - b—oup“.
q+1 p+1
Portanto,
1 q+1 b p+1
[<u) > _HuH2 _/ |:a0u 1 oU ]d:c
2 olg+1 p+1

1 - f—
z el = o+ 1) 1/%(W)q“d:c—(p+1) 1/b0(u+)p+1d;¢.
@ Q

Usando a desigualdade de Holder, obtemos

!

1 9 -1 +107(a+1) 1/ay
1) 2 llul = G+ 1) aollo ([ fu]0)

, 1/a;
_<p+ 1)_1“b0”0p(/ |u+‘0p (p+1)) P
Q

1 _ A\ (@+1)72°
= Sl = (g D aolla, ([ 1)
Q
_ < (p+1)72*
_(p+1) IHbOHcp(/ |u+ 2 > ,
Q
ou seja
1 _ _
I(u) = 3 llull* = (g + 1) llaollo, w3 = (2 + 1) Bollo, [1u 157 (2.19)
Consideremos
S = inf{/ Vul?; uwe Hy(Q) e / lu|* = 1} .
Q Q
Escolhendo v = ——— segue que v € H{(Q) e [, |v[* =1. Observando que

[|u*

2*

S< | Vo =
< P -




obtemos
[Jut (|35 < STEFDZ2 [yt

(2.20)

Sendo ¢+ 1 > 0, segue que —(¢ + 1)~! < 0. Multiplicando (2.20) por —(q + 1)7%,

obtemos
—(q+ D73 = —(q+ 1)TISTEEN2 g0,

De modo analogo, obtemos

—(p+1)” > —(p+ 1)7LST T2 |y PHL,

Substituindo (2.21) e (2.22) em (2.19), obtemos
1
I(u) 2 Slull* = exllaollo, [[ull ™ = callbollo [[ul "™,V w € Hy(€2),

onde ¢; = (g + 1)71S~@D2 ¢ ¢y = (p+ 1)7L5~(PHD/

(2.21)

(2.22)

(2.23)

Sejam A = 2c¢||agl|s, € B = 2¢2||bo||s,. Observamos que A, B > 0, pois cj,c; > 0 e

ap, bo # 0. Logo em (2.23), obtemos

A B

1
I(u) 2 gllulP = el = FulP™, ¥ u e Hy(Q).

Escolhendo ||u|| = tg em (2.24), onde tg é dado no Lema 1.1, obtemos

1 A B 1 1
I(u) > —th — =3 — 4R — —(tQB — AT Btg“) = _Uag(ts).

28 2 2 2 2

Usando o Lema 1.1, obtemos I(u) > $Wag(tg) > 0 se, e somente se,
AT <(p,g),
isto é,

n(p, q)
[lao| [, *1[bolls, ¢ < e 1 (265)70 =n(p,q,N).

Portanto, se [|ao|[§."|[boll5,* <1 = n(p,q, N), obtemos
I(u) >0 para toda u € H}(Q) com ||u|| =7, r > 0.

O que prova (Is).

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Para verificar (I3) é suficiente mostrar que I(tus) — —oo quando t — 400, para

alguma uy € Hj(Q).
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Vamos escolher s3 suficientemente grande tal que s3 > so > 0, onde sy ¢ dado na

hipétese (f2). Segue da hipétese (f5), para algum O3 > 0,
F(z,5) > O35* +1,
para x € €y q.t.p. e para todo s € [s3,+00), onde 2y C Q. De (f3), obtemos

O _ fr)  dwyr
t = F(x,t) F(x,t)

para r € s q.t.p., © > 2,1 <r <2ede LZ/(Q) ndo-negativo.
Integrando (2.28) de s3 até s, obtemos

In(s/s5)® < In( F(x, )/F(z,s5) ) + d(z) / %dt,
isto é, o
(3/83) S tr—l
F(z,s)/F(z,ss) < exp [d(x) /55 F(z,t) dt]
Assim, <
F(x,8) > F(x,s3)(s/s3)° exp [ —d(x) /s %dt}

De (2.27) e da hipétese (f5), obtemos

r—1

Fles) 2 (@ 41/ ] e[~

s; Flz, t)dt}

> cs®.

Portanto,
F(z,8) >¢s® paraz € Qy qt.p. es € [s3,4+00),

onde ¢ > 0 é uma constante.

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Seja uy € HL(Q) uma funciao suave com suporte compacto em 2y e uy > 0,uy Z 0.
Consideremos tug, com t > ty onde t5 é tal que med{x € Qy; tuy > s3} > 0. Entao

t2
I(tug) = EHUQHZ—/ F(z,tuy)dz
Qo
t2
= Slhalt = [ Pt [ P,
Ay Asg

onde Ay = {z € Qy; tuy < s3} e Ay ={x € Qy; tuy > s3}.
Observamos que F': Qs x [0, s3) — R é continua. Portanto em A; temos

|F(z,tus)| < ¢, ou — F(z,tug) < ¢.
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Em Ay, F': Qy X [s3,+00) — R é tal que
F(x,tuy) > ct®ud,
devido a (2.29). Logo,
t? e e
I(tuy) < §||7LL2||2 +/ ¢ — cot / (ug)®dx
A Ay
t2 o
= 5“qu2 + 1| Ar] = ot e3] Ay
t2
= 5“'&2”2 + CD— CD]%G.

Sendo © > 2 |, segue que [ (tuy) — —oo quando t — +o0.

Portanto, existe e = tuy € H}(Q2) com |le|]| = ||tus|] > r para algum t apropriado,
tal que,

I(e) < 0.
Assim, ([3) é satisfeita. |

Proposicao 2.2 O funcional I tem um ponto critico.

Para obtermos um ponto critico para I usaremos o Teorema 1.18 (Teorema do Passo
da Montanha). Vimos na Proposigao 2.1 que I verifica a chamada Geometria do Passo da
Montanha, portanto, para estarmos nas condigoes do Teorema 1.18, resta apenas verificar
que [ satisfaz a condigao de Palais-Smale. Para verificarmos esta condi¢ao, mostraremos
primeiro que toda seqiiéncia que satisfaz a condigao (PS) é limitada, em seguida, mostra-
remos que toda seqiiéncia que satisfaz a condigao (PS) possui subseqiiéncia convergente.

Lema 2.2 Toda seqiéncia que satisfaz (PS) é limitada.
Prova: Seja (un) uma seqiiéncia (PS), ou seja,
[I(un)| < C e |I'tun)el < enllell, Vo€ Hy(Q) een — 0.

Entao, para © > 2 como em (f3) , temos

@I<Un) - Il%uh)Un S |@I(U/n) - I[%Un>Un|
< O (un)| + ’[%unmn’
S @Cl—i_EnH'LLnH7
ou seja
OI(un) — I%un)un < C + enl|unll. (2.30)
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Por outro lado,
©
O1(un) = §|’UnHQ — @/ F(z,un), (2.31)
Q

THun)un = [Jun||? —/Qf(x,un)un. (2.32)
Logo,

O1 (un) — [Fun)un = (g - 1)\%\\2 . /Q (@F(a:,un) - unf(x,un)>. (2.33)

De (2.30) e (2.33), obtemos

(S 1)l = (Ot - ) 4+l

De (f2), obtemos

2
Usando a desigualdade de Holder com os expoentes (257r) e (254r)Y obtemos

)
(5= V)llunlf < [ dyuty +C+enunl].
Q

)
(3 = 1) lunl® < lidlleseylun

b+ C + enllunl|-

Sendo © > 2, segue que ¢; = % — 1> 0. Entao
0 < c1|un]* < col[unl|5 + 3 + calun]|. (2.34)

Desde que HM(Q) — L? () temos

[lunll2+ < ffunl].

Logo, de (2.34) temos
0 < crfunll* < eslfunl|" + c5 + callunll. (2.35)

Afirmamos que (un) é limitada. Com efeito, se (un) nao fosse limitada, poderfamos
tomar ||up|| grande tal que
Cs e3 Cq

0<e < — + + .
[lunl P77 flunl® {[un]

(2.36)

Sendo 2 —r > 0, tomando ||un|| — oo em (2.36), temos uma contradigao. Portanto, (un)
¢é limitada. -
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Lema 2.3 Toda seqiiéncia que satisfaz (PS) possui subseqiiéncia convergente.

Prova: Mostraremos que (up) possui uma subseqiiéncia que converge em H}(Q). De
fato, sendo H}(Q) um espaco reflexivo e (up) limitada, existe uma subseqiiéncia, a qual
ainda denotaremos por (up), tal que

un —u  em Hy(Q). (2.37)

Afirmamos que uy — w em H}(Q). Com efeito, desde que I'{un) — 0 em H (),
temos
[T{un)pl < enlloll Vo€ Hy(Q) com en — 0, (2.38)

isto é,
‘/Vuano—/f(x,un)go‘ < callgl] ¥ € HI(Q) com en — 0. (2.39)
Q Q

Escolhendo ¢ = un — ug em (2.39), obtemos

‘/ VunV (un — ug) — / [z, un)(un — ug)‘ < enllun — uol| com e, — 0. (2.40)
Q 0

Por outro lado,

‘/QVunV(un—uO)‘ < ‘/Qvunv(“n_UO)—/ﬂf(%un)(un—uo)’vL‘/Qf(ac,Un)(un—uo) .

Usando (2.40), obtemos

‘/QVUnV(Un — uo)’ < enllun — wol| + ‘ /Qf(x,un)(un — uo)’ com e, — 0. (2.41)

Passando o limite em (2.41) e observando que

collin =l =0 ¢ | [ Flevun)un — )] 0,
Q

devido a continuidade de f(.,s) e ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

obtemos
| [ 19unl = [ Funvug
Q Q

HunH2—>/VunVuO. (2.42)
Q

— 0,

isto é,

Afirmamos que

/VUnVUO — HuoH2
Q
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Com efeito, pelo Teorema da Representagao de Riesz, dado g € H~ () existe um tnico
ug € Hy(Q) tal que

g(v) = <wvug>= /VUVUO YV v € HyQ).
0

Em particular,

g(un) = /VunVuo,
Q

g(uo) = / VugVug = [[uol[*
)

Sendo ¢ continua, temos

9(un) — g(uo),
ou seja,

/VunVuo — J|uol .
)

De (2.42), segue que

[Jun| * = [|uol|*.

Como up — ug fracamente em H} (), temos
0 0 )

l[un — uo||* = [Jun|]* = 2 < un,uo > +||uol]* — 0.
Logo
un — up fortemente em  Hy ().
Portanto, (up) possui uma subseqiiéncia que converge em H}(€2). n

Prova da Proposicao 2.2: Como conseqiiéncia dos Lemas 2.2 e 2.3, obtemos que [ sa-
tisfaz a condigao de Palais-Smale. Por outro lado, pela Proposigao 2.1, existe e € Hj ()
e 0 <r < |le|| tais que
I(e) <I(0)=0< ||iﬂf I(u).
uj|=r
Portanto, aplicando o Teorema 1.18, existe v € H () tal que v é um ponto critico de T

o I(v) > 0. (2.43)

O ponto critico encontrado na Proposicao 2.2 é uma solug¢ao nao-trivial para o pro-
blema (2.12), consequentemente, uma solugao para o problema (2.1).
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2.1.2 Existéncia da Segunda Solucao

Agora vamos encontrar uma segunda solugao w em H}(Q) tal que I(w) < 0. Para
isto, usaremos argumentos de minimizacao. Construiremos esta solugdo numa bola Bgr|0]
(bola fechada de centro zero e raio R), onde esta bola tem a seguinte propriedade:

I(u) >0 com [lul| = R. (2.44)

Observamos que é possivel considerar uma bola fechada de centro zero e raio R com
a propriedade (2.44). De fato, quando encontramos a primeira solu¢do do Teorema 2.1,
vimos que era possivel obter a propriedade (2.44) para tal bola (c.f (2.26)). Vejamos
agora um resultado crucial para obtermos a segunda solugao.

Proposicao 2.3 Sob as hipoteses do Teorema 2.1, o funcional I satisfaz as sequintes
condicoes:

(i) I € coercivo (I(u) — oo quando ||u]| — oo ).
(ii) I € fracamente semicontinuo inferiormente.
Prova:

(i) Usando a hipédtese (f2), obtemos

| d
I(w) > —||uH2—/d1(x)u dx——2/ ul°da.
2 Q 0 Ja

Da desigualdade de Hélder, segue

1 dy
1) > Sl = elorlfulle = <21Julf3 (2.45)

Desde que d; € L% (Q) e, usando a imersio de Sobolev H}(Q2) < L°(£2), obtemos
1
I(u) = (5 = Go)llull* = Calful] (2.46)

Portanto,
I(u) — o0, quando ||u|| — oo.

Logo, I é coercivo.

(ii) Vejamos agora que I é fracamente semicontinuo inferiormente. De fato, observe que

o funcional L(u) := 3||u|[* é convexo em H{(Q), que é um espago de Banach refle-

xivo. Segue entao do Teorema 1.14 que L ¢é fracamente semicontinuo inferiormente.

Seja un — ug em H}(Q). Uma vez que a imersao

HYQ) — L°() com 1<o<2H (2.47)
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é compacta, temos a menos de subseqiiéncia,
un — ug  em L%(Q).
Pelo Teorema 1.7, temos
un(z) — uo(x) g¢.t.p. em Q (2.48)

’ un(@)| < v(@) gtp. em Q. ve LO(Q). (2.49)

Sendo F(x,u) uma fungao de Carathéodory, segue de (2.48) que
F(z,un(x)) = F(z,up(z)). (2.50)
Usando (2.49) e a hipdtese (f1), obtemos
d
F(z,un(z)) < di(z)lv(z)] + flv(ff)lCI = g(x). (2.51)

Observando que d; € L° () e v € Lo(Q), obtemos que g € L'(R). Segue entdo de
(2.50), (2.51), e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que

/Q F(z, un(z))dz — /Q F(z, uo(z))dx. (2.52)

Da convexidade de L e de (2.52), obtemos

1
lim inf I(un) = = lim inf ||un||* — lim sup/ F(z,un(z))dx
n- oo 2 nNooo n-oo Q

1

§||U
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De fato, seja u; a autofuncao positiva associada ao primeiro autovalor do operador
—A em Hj(;). Entao, pelo Teorema 1.24, u; € L*(;). Podemos tomar ¢ > 0
suficientemente pequeno ( por exemplo, ¢ < s1/||u1|e tal que

0 <tu; <tlluil|leo < 81, ouseja, 0< tuy < 5.

De (f4), temos

t? S)

I(tu)) < — |Vu1|2——1/ (tuy)?
2 O 2 O
t2

_ 5[ 5 yvulyQ—@l/Ql yulﬂ.

Sendo ©1 > A;(£21), obtemos

I(tuy) < g[ j |Vu1|2—)\1((21)/ |u1|2]. (2.54)

/ |VU1|2 — )\1(91)/ |U1|2 =0.
Ql Ql

Obtemos I(tu;) < 0. Logo, a Afirmagao 2.1 é satisfeita.

Usando o fato de que

Uma vez que a bola fechada Bgr|[0] é compacta na topologia fraca e I é coercivo e
fracamente semicontinuo inferiormente (c.f Proposigao 2.3), a restrigao I : Br[0] — R ¢
coerciva e fracamente semicontinua inferiormente. Usando o Teorema 1.17, obtemos que
I ¢ limitado inferiormente e seu infimo ¢é atingido na bola fechada Bg[0].

Afirmamos que este infimo é atingido na respectiva bola aberta Br(0). De fato,
suponhamos que exista ug € Br[0] tal que,

I(up) = inf I(u). (2.55)
[lull=R
Entao,
I(ug) < I(u) Y u e Br[0]. (2.56)
Por outro lado, de (2.44) segue
I(ug) > 0 para ug € IBR. (2.57)

Para t suficientemente pequeno e u; € Bgr[0], segue que tu; € Br(0), ou seja, ||tu]| < R.

De (2.53) e (2.57) obtemos
[(tul) <0< I(’LLQ)
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Contradizendo (2.56).
Logo, o infimo é atingido na bola aberta Br(0). Portanto, existe w € H}(Q) tal que w
¢ um ponto critico de I satisfazendo

I(w) <0 com l|lw|| < R. (2.58)

Desta forma, w é uma solugdo nao-trivial para o problema (2.12), consequentemente,
uma solugdo para o problema (2.1).

2.1.3 O Comportamento da Segunda Solugao em Relacao ao
Comportamento da Nao Linearidade

Vejamos que, se ||ag|ls, — 0 e by é limitado em L° (), entdo a solugdo w = ws
(depende da nao-linearidade), pode ser construida de tal forma que ||we|| — 0.

Para isto, basta vermos que é possivel construir bolas, de centro zero e raio R, veri-
ficando (2.44) com R — 0, pois desta forma, a solugdo w construida anteriormente
satisfaz (2.58) e, portanto, se R — 0 fica claro que ||w|| = ||we|] — 0.

Vejamos que é possivel construir tais bolas. Fixemos o € (0,1/(1 — ¢)) e tomemos

R = |laolg, - E claro que ||ao||s, — 0 implica R — 0. Assim, para toda u com ||u|| = R
temos em (2.23) que

I(u)

v

1
532 — c1laol|o, BRI — co| bo|o, RPF!

‘a(q+1 a(p+1)

1
= §HGOHQ — cillaollo, [|aol - 02Hb0\|op||ao||oq

200 Cl||a0||c1y;-aq+a

= 5 llali &+

— c2l|bollo, [|aol s,

1 —
= ol 2[5 = exllall5r 0 = calfol laal15+]

1
= [laoll22[5 — eallaolll; * ™ = callbollo, lao 157 ™].

Pela escolha de «, temos 1 —a(1—¢) > 0. Sendo a(p—1) > 0, I(u) > 0 para ||ag||s, > 0
suficientemente pequeno. Portanto,

I(u) > 0 para toda u ul| =



2.2 0O Caso Critico

Nesta Secao, vamos estudar o problema (2.1) com a nao-linearidade sob condigoes de
crescimento critico. Mostraremos, sob determinadas condi¢oes, que o problema (2.1) nao
possui solugoes. Para isto, vamos considerar o problema (2.1) com f(x, s) satisfazendo
as seguintes hipdteses:

(fs) Existem d; € L)' (Q) e dy > 0 tais que

|f(z,8)] < di(z) +dos® 7,

para z € Q q.t.p. e s € [0, +00).

(f7) Podemos escrever Q = A, U A_U Ay, onde

Ay ={x € Q; f(x,.) >0 com f(z,.) # 0},
A_:={x € Q; f(x,.) <0 com f(x,.)# 0},
Ayi={z €0 flx,) = 0}

Além disso, existe Q) C Q um dominio néo vazio tal que A, CQ C AL UAyeQé
de classe Ot se Q # Q.

(fs) Existem 0<g<1<p e a, b funcoes nao-negativas em ) tais que
f(x,s) > a(z)s® +b(x)sP paraz € Q q.t.p. e s e [0, +00),
m = (a) PV PO/ P) £ em Q) e

m € L'(Q) para algum r > N/2.

Vejamos agora alguns comentarios sobre as hipdteses (fs) — (fs)-

e Comentarios sobre a hipétese (fs). Esta hipdtese é uma condigao de crescimento
critico.

e Comentarios sobre a hipétese (f7). Esta hipdtese nos garante que f(z,s) tem sinal
definido num determinado dominio, a saber, em 0 C 2. Observamos que se ) = () e
f(z,s) >0 em Q x RT, a hipétese (f;) é satisfeita.

e Comentérios sobre a hipétese (fs). A condiciao (fs) é uma espécie de limitagao

por baixo para a nao-linearidade f(x,s) em €.
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Para esta secao vamos considerar o seguinte problema de autovalor com peso indefi-
nido:

{ —Au = \(m,Q) mu em )
0

sobre 99, (2.59)

u et

onde O ¢ RN (N > 3) é um dominio limitado, m : Q) — R é 0 peso com sinal indefinido,
ambos dados em (fs) e Ay (171, Q) é o primeiro autovalor do operador —A em H}(Q) para
o peso m. Dizemos que u; é uma autofungao associada a Ay (1, (NZ) se u; € uma solugao
fraca nao-trivial do problema (2.59).

Observagao: Sob a hipétese (fs), segue do Teorema 1.23 que a primeira autofungao
associada a A (i, ) é positiva.

2.2.1 Resultado de Nao-Existéncia

No que segue, apresentaremos um resultado de nao-existéncia de solugoes para o
problema (2.1). Mais precisamente, temos:

Teorema 2.2 Sob as hipdteses (fs), (f7) e (fs), existe ¢ = c¢(p,q) > 0 tal que, o pro-
blema (2.1) nao tem solugdes se

A (1, Q) < clp, q), (2.60)
onde M\ (1, Q) ¢ dado no problema (2.59).

Para a prova do Teorema 2.2, vamos usar os seguintes resultados:

Lema 2.4 Sob as hipéteses (fs), (f7) e (fs), seu € uma solugdo do problema (2.1), entdo
u >0 em Q.

Prova: Primeiro, mostraremos que v # 0 em A,. De fato, escolhendo ¢ = u como
fungao teste em (2.13), obtemos

/Q|Vu|2 = /Qf(x,u)u: N f(al:,u)u—l—/mA+ f(z,u)u. (2.61)

Se u=0em A,, segue que

/ |Vul? = / flx,u)u <0, (2.62)
Q O\A,

pois em Q\A,, u > 0 e f(z,u) < 0. Portanto, u = 0 em 2, o que é uma contradi¢ao.
Logo, u 2 0 em A, C Q, ou seja, u Z 0 em . Por outro lado, desde que Q € A, U A,
segue que

—Au=f(z,u) >0 em Q,

Usando o Principio do Méximo Forte (ver Teorema 1.21) e o fato que u # 0 em Q, segue
que u > 0 em €. [
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Lema 2.5 Sob as hipdteses (fs), (f7) e (fs), se u € uma solugao do problema (2.1), entdo
existe ¢ = ¢(p, q) tal que

c(p, q) < M(m, Q). (2.63)

Prova: Consideremos ¢ & H&(Q) com ¢ > (. Primeiro mostremos que

/QVqupz c(p, q)/@rhugp. (2.64)

De fato,
[vuve= [ fewez [ fawe  veem@. 26

De (fS),
/Vqup> /Q[ (z)ud + b(x)uPle ¥V @ € H(Q). (2.66)

Escolhendo A = a(z) e B = b(z), segue que A, B > 0. Usando o Lema 1.2 em (2.66),
obtemos

/ VuVe > c(p, q) / (d(fc)(p_”’ P79 4 p(a) 179 (p_q))wp:dp, q) / mup  (2.67)
Q Q Q

paraxGQq.t.p,sG[0,+oo)em:a( )P~ 1)/PQ+b() (=) £ (),
Logo, (2.64) acontece.

Seja ¢ a autofungao positiva associada ao primeiro autovalor Ay (m Q) do operador —A
em H;(Q) para o peso 7, ou seja, ¢ uma solucao do problema (2.59). De (fs), obtemos
m > 0, m;,—éOeermeLr(Q) para algum r > 5.

Vamos analisar dois casos:
1° caso: Q) # Q.

Observamos da hipétese (f7) que Q 6 de classe CH! e, do Teorema 1.24, segue que
p € CHQUIN) N H*(Q). Além disso,

090

377 <0 sobre 99,



Sendo u > 0 sobre €, a funcéo traco de u sobre 9 é ndo-negativa. Juntando este fato
com (2.68),

/Vquo < —/~Ag0 u. (2.70)
Q Q

Pela escolha de ¢, segue que
[ VuVe < A\ (m, Q) ﬁ meu. (2.71)
Q Q

Sendo u,p > 0 e m > 0,7 % 0 em Q, temos que Jo mpu > 0. De (2.67), obtemos

c(p,q)ﬁﬁzgoug/VuV@:[Vquo—i-/ VuVe. (2.72)
9) Q Q 0\

Donde,
c(p,q) /Qﬁw)u < /QVUVQO. (2.73)
De (2.71), temos
c(p,q) / mpu < Ai (1, ) / e
ou seja, ’ )
() = Mo, ) [ pu <.
Portanto, se fQ mpu > 0, segue que

c(p,q) < M (m, Q).

2° caso: 2 = ().

Prossegindo de modo andlogo ao caso anterior, obtemos

/ VuVy > c(p, q) / mup.
Q Q

Como em (2.64). Ou ainda, usando que Q = €,

/Q VuVe > c(p, q) /Q M. (2.74)

/Vchpz/ uaﬁ—/Awu:/ ua—gp—/Agpu (2.75)
o aa On  Ja oo 0N Ja

o4
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Pela escolha de ¢ e, usando que u = 0 sobre 02, obtemos

/Q VuV = A (1, Q) /Q . (2.76)

De (2.74) e (2.76), obtemos

c(p, q) / mup < Ay (i, Q) / mup.
Q Q

Donde, .
C(p7 Q) S )\1(7%, Q)

Portanto, em qualquer dos casos, obtemos (2.63). [

Prova do Teorema 2.2: A partir dos Lemas 2.4 e 2.5 segue que se u € Hg(Q) é
solugao de (2.1), A1(m, Q) > ¢(p, q). Portanto, se A\1(m, Q) < ¢(p,q), u ndo é solugao de
(2.1). Donde concluimos a prova do Teorema 2.2.

2.3 O Caso Supercritico

Neste caso, nao podemos usar técnicas variacionais como as usadas no caso subcritico.
Diante disto, estudaremos a existéncia de solugoes para o problema (2.1) usando o método
de sub e super solucgoes.

2.3.1 Existéncia de Solucgoes

Para um resultado de existéncia de solucoes para um possivel problema supercritico,
vamos considerar o problema (2.1) com a nao-linearidade f(x, s) satisfazendo as seguintes
hipdteses:

(fo) f(z,0) >0 para =€ q.t.p.

(fs)PExistem 0<¢q<1<p e\ by niimeros reais nao-negativos tais que
f(z,8) < A%+ bysP,

para x € Q q.t.p. e s € [0, 4+00).

(f4)" Existem um subdominio nao vazio €; C  de classe C*! e s; > 0, tais que

f(ili',S) > )‘1<Ql)87
para x € Q q.t.p. e s € [0, s1].
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Vejamos alguns comentérios sobre as hipéteses (f3)"— (f4)"

e Comentdrios sobre a hipétese (f;)" A hipétese (f3)Pé uma espécie de limitagao
superior para f(x,s) como na hipdtese (f3;) da primeira secao deste Capitulo. A dife-
renga aqui, ¢ que A e by sao apenas numeros nao-negativos e agora p nao esta limitado.
Desta forma, a nao-linearidade f(x, s) pode ser considerada sob condigdes de crescimento
supercritico. Esta condigao (f3)"nos garantira a existéncia de uma super-solucao fraca
para o problema (2.12).

e Comentdrios sobre a hipétese (f,)" A hipétese (f4)"6 uma condigao de sublineari-
dade na origem para a nao-linearidade f(z,s). Esta condi¢ao nos garantird a existéncia
de uma sub-solugao para o problema (2.12). Comparando-a com a hipétese (f4) da pri-
meira se¢ao deste Capitulo, nesta, ndo exigimos que F'(zx, s) seja superquadratica em €y,
exigimos apenas que a nao-linearidade f(z,s) seja sublinear na origem.

O resultado de existéncia de solugoes para o problema (2.1) é:

Teorema 2.3 Sob as condi¢oes (fo), (f3)"e (f1)" e assumindo que 2 € de classe C*H1,
existe \g = Xo(p, q, 2, bo) > 0 tal que o problema (2.1) tem pelo menos uma solugdao se

A < Ao (2.77)
Dividiremos a prova deste Teorema da seguinte forma:
1. Encontraremos uma super-solugao para o problema (2.12);
2. Encontraremos uma sub-solu¢ao para o problema (2.12);
3. Encontraremos uma solugao para o problema (2.1).

Como estamos considerando a hipétese (fy), mostraremos a existéncia de uma solugao
para o problema (2.12), conseqiientemente, temos a existéncia de uma solu¢do para o
problema (2.1).

Lema 2.6 O problema (2.12) tem uma super-solug¢ao.
Prova: Vamos inicialmente considerar o seguinte problema de Dirichlet linear:

—Ae = 1 em
{ e = 0 sobre 0. (2.78)

Usando o Teorema 1.2, verifica-se que o problema (2.78) tem solu¢ao. Usando o Teo-
rema 1.24, segue que e € H?(Q) N L*(2). Vejamos agora a seguinte afirmagao:
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Afirmagao 2.2 Existem M = M(p,Q,by) > 0 e X\g = Xo(p,q,Q,b) tal que, para 0 <
g<l<peXe]|0,)N), temos

M > AMOfel[S, + boMP][e] . (2.79)

De fato, supondo ||e|| < 1, a desigualdade (2.79) é equivalente a:

1> (

2 (3= + bo MP™1)|le] |5 (2.80)

Escolhendo M tal que 0 < byMP~! < 1 e notando que

AN aime — O
para A < \g suficientemente pequeno, temos
p—1
boMP™" + = <1.
Donde segue a afirmagao 2.2.
Observando que
—A(Me) = M, (2.81)

segue de (2.79) e da hipdtese (f3)"
—A(Me) > AN(Me) + bg(Me)? > f(x, Me), ¥Vze Qqt.p.

Donde,
/—A(Me)v > / flz,Me)v Vv e Hi(Q). (2.82)
Q Q
Portanto, Me é uma super-solucao de (2.12). |
Lema 2.7 O problema (2.12) tem uma sub-solu¢do.

Prova: Para mostrarmos a existéncia de uma sub-solugdo para o problema (2.12), vamos
considerar um subdominio €; C Q de classe C*' como em (f4)Y Seja u; a primeira
autofuncgao positiva normalizada de —A em H} (). Pelo Teorema 1.24, segue que
u; € H*(Qy) N CH(Q). Estendendo u; para 0 em Q\€;, tem-se que a funcio estendida,
a qual ainda denotaremos por u;, pertence a HJ(2) N L=(Q). Seja ur+ eu; para € > 0
e escolhamos ¢ € Cg?(§2) com ¢ > 0. Entao

/ VuYe =¢€ Vu Vo + e/ Vu Ve (2.83)
Q

(951 Q\Ql
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Sendo u; =0 em 2\, temos

/Vuﬂ@z e/ Vu, V. (2.84)
Q 971

Usando o Teorema 1.1, obtemos

. 8u1
/S)Vuﬂgp = e{ /an o /Ql Aulgo}, (2.85)

onde 7 é o vetor normal unitario exterior a {2;. Por outro lado, aa—‘# < 0 sobre 0€); e pela
escolha de ¢ segue de (2.85)

/Vuﬂgo < —e/ Auqp. (2.86)
Q

951

Pela escolha de uy, temos

/Q Ve < e /Q (@ = / M () urg. (2.87)

941
Para s; > 0 e ue [0, s1] (por exemplo,0 < ur euy < €]|uyl|eo < 51), temos de (fy)"
flz,uch > M (Q)um (2.88)

Logo, em (2.87), obtemos,

/ VuYe < [z, upkp.
Q 951

Donde, segue
/Vulygo < / [z, upye Ve C&(Q).
Q Q

Deste modo, ur— eu; é uma sub-solugao fraca de (2.12). |

Prova do Teorema 2.3: Escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, obtemos eu; < Me
em 2. Pelos Lemas 2.6 e 2.7, temos que eu; e Me sao sub-solucao e super-solucao, res-
pectivamente, do problema (2.12). Aplicando o Teorema 1.19, temos a existéncia de uma
solucdo fraca u para o problema (2.12) satisfazendo eu; < u < Me. Consequentemente,
u é uma solucdo para o problema (2.1).
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Capitulo 3

Multiplicidade de Solucoes para um
Problema Eliptico Nao-Linear de
Quarta Ordem

Neste Capitulo, estudaremos a multiplicidade de solugoes para o seguinte problema
eliptico semilinear envolvendo o operador biharmonico:

2 _
{Au + cAu = g(x,u) em (3.1)

u = Au = 0 sobre 0f),

onde Q C RN ¢ um dominio limitado e suave, A? é o operador biharmonico, ¢ € R e
g : QxR" — R ¢ uma funcao de Carathéodory satisfazendo condigoes locais e com
crescimento subcritico.

Definicao 3.1 Dizemos que o problema (3.1) é sublinear (ou superlinear) na origem se
existem a > A\ (Q)(A1(Q2) — ¢) e so > 0 tais que

g(x,s) > (L) as, parax € qt.p. es €[0S

Dizemos que o problema (3.1) é superlinear (ou sublinear) no infinito se existem (3 >
M (Q)(A(2) —¢) e sy > 0 tais que

g(x,s) > (L)Bs, parax € Q q.t.p. es € [s1,+00).
O resultado a seguir serd muito importante para estudarmos o problema (3.1).

Lema 3.1 Para toda u € V, temos
/(M)? > Al(Q)/ V2. (3.2)
Q Q
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Prova: Para obtermos (3.2), vamos considerar inicialmente, fungées ¢ € C5°(€2). Pela
desigualdade de Poincaré, temos

M@ [ (o < [ V(o)

De (3.3), segue que

2V peCR(0). (3.3)

N [ 1VeP <Y [ Ve Vi), Vel

Usando integracao por partes, obtemos

() / Vel < —Z / Al )ox,
= —iXN; /Q (Ap)x, x;
- Z | (@,

— [@er veecr@.
Assim, (3.2) é obtido para toda ¢ € C5°(€2). O resultado segue por densidade. |

Para estudarmos o problema (3.1), vamos considerar ¢ < A;(2) e o seguinte espago
de Hilbert:
V = H*(Q) N Hy (), (3.4)

munido do seguinte produto interno:

<u,v>= / AulAv — c/ VuV, (3.5)
Q Q

cuja norma proveniente, ¢ dada por

v = ([ [(40)? = eVafiae) ™ (3.6)

Para verificarmos que (3.6) é uma norma em V', usamos o Lema 3.1 ¢ o fato de ¢ < A1 ().
Como conseqiiéncia imediata do Lema 3.1, segue que

[lulld = (A () = e)lfull*. (3.7)

De fato, para obtermos (3.7), basta somarmos —c [, [Vu|* a ambos os membros de (3.2).
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3.1 Multiplicidade de Solucoes

Para estudarmos o problema (3.1), vamos considerar N > 3 e ¢ < A\ (Q). Seja
Q C RN um dominio limitado e suave e ¢ : 2 x R* — R uma funcio de Carathéodory.
Para obtermos multiplicidade de solugoes para o problema (3.1), vamos considerar g(x, s)
sob as seguintes hipdteses:

(91) Existem 1 <o < 2"d; € L9(Q) e dy > 0 tais que
l9(x,5)| < di(x) + dafs|°"
para z € Q q.t.p. e s € (0,400), onde 2 2N g6 N > 4 e 2L 00 se N < 4.

(g2) Existem © >2, 1<r <2, de& L7/ (Q), comd>0emQ q.t.p. esy>0, tais
que
OG(z,s) < sg(x,s) + d(x)s"

para € Q q.t.p. e s € (89, +0), onde G(x, s) é uma primitiva de g(z, s), ou seja,
G(z,s) = fosg(x,t)dt.

(93) Existem 0 < g <1 <p<2ML1 qy € L%(Q), com oq:= (2" (g+1))% ag >0
q.t.p. em Q, by € Lo%(Q), com op:= (2" Ap+1))% by > 0 q.t.p. em Q, tais que

g(x,8) < ag(x)s? + bg(x)sP
para z € Q q.t.p. e s € [0, +00).
(94) Existem um subdominio nao vazio ; C 2, ©1 > A1 (21)(A1(1) — ¢) e 51 > 0 tais

que
2

G(z,s) > @1%
para x € ; q.t.p. e s € [0, s1].
(95) Existem um subconjunto aberto e nao vazio Qs C Q, ©y > 0 e s > 0, tais que
G(z,5) > O,5%

para x € Qs q.t.p. € § € [s2,+00). Além disso, d(z) definido na hipétese (ga) é
limitado em (5.

Definigao 3.2 u € V' € uma solugao fraca do problema (3.1) se:

/[AuAgp —cVuVyp — g(z,u)plde =0, Vel (3.8)
Q
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Consideremos o funcional J : V' — R associado ao problema (3.1), definido por

J(u) = %/Q[(AU)Q — | Vul?]dx —/QG(x,u)dx. (3.9)

A condigao (g1) nos garante que J estd bem definido. De fato, observe que

() = %HUH\% —/QG(x,u)dx.

Sendo a norma em V bem definida, entdo usando (g1), a desigualdade de Hélder e a
imersao H} () — L°(Q), verifica-se que o funcional

o(u) ::/QG(x,u)dx. (3.10)

estd bem definido. Além disso, J € C'(V,R) com
JHu)p = /[AuAcp —cVuVy — g(z,u)plde, Yo €V. (3.11)
0

Portanto, encontrar solugoes para o problema (3.1), é equivalente encontrar pontos
criticos para o funcional J.
Vejamos agora o resultado de multiplicidade de solugoes para o problema (3.1).

Teorema 3.1 Sob as hipdteses (go)—(gs), evisten = n(p,q, N) > 0 tal que se ||aol[5,*[|bo| |5, ¢ <
n, o problema (3.1) tem pelo menos duas solugées v e w satisfazendo

J(w) <0< J(v).
Além disso, se||ao|ls, — 0 e by € limitado em L°(Q), entdo w = wy € tal que ||wg|ly — 0.

Antes de provarmos o Teorema 3.1, vejamos como conseqiiéncia imediata, o seguinte
resultado:

Corolario 3.1 Sejam a,b satisfazendo as hipdteses (i) — (ii) do Ezemplo 2.1. Entdo
existe 1 =7(p,q, N) > 0 tal que, se

Ui

o problema:
A’y + cAu = da(z)u® + b(x)uP em €,
u > 0, u = 0 em €, (3.13)
u = Au = 0 sobre 052,
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com0<q<1<p<2Y-1 tem pelo menos duas solugcoes v e W satisfazendo
J(w) <0< J(v)
onde J é definido por:

1 1
J(u) = =|ul|g — A a(x)utdr — —— / b(z)uPda.
2 q+1Jq p+1Jq

Além disso, W = wx € tal que |[Wi|lv — 0 quando X — 0.

Prova: Segue diretamente do Teorema 3.1.

Vamos dividir a prova do Teorema 3.1 em trés etapas da seguinte forma:

1. A existéncia da primeira solucao sera obtida via Teorema do Passo da Montanha;

2. A existéncia da segunda solugao sera obtida via argumento de minimizagao;

3. Analisaremos o comportamento da segunda solucao em relagao ao comportamento

da nao-linearidade.

Vejamos a primeira etapa.

3.1.1 Existéncia da Primeira Solucao

Aqui, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obtermos existéncia de uma
solucdo v € V, satisfazendo J(v) > 0. Vejamos agora que o funcional J satisfaz a

Geometria do Passo da Montanha.

Proposicao 3.1 [Geometria do Passo da Montanha] o funcional J satisfaz:
(1) J(0) =0;

(Jo) Eziste r > 0 tal que J(u) > 0, para toda w €V com ||u|| =r;

(J3) Ezistee € V com 0 <r < ||e]| tal que J(e) < 0.

Prova: (J;) é 6bvio.

Vejamos que (J;) é satisfeita. De fato, da hipdtese (g3) segue que
1 aoud™  hyuPtl
T = gl - [ [P+
2 olg+1 p+1

1
z iy _(Q+1)_1/a0(u+)q“dw—(p+1)_1/bo(u+)p“dx.
@ Q
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Usando a desigualdade de Holder, obtemos

!

T > Lo 11 o) o
@ = glulf ~ (a+ ) aoll, ([ e
, 1/0;
_(p+1>_1||b0‘|0—p(/ ’u+|0p (p+1)) P
Q
1 _ < @+1)72
= gl = o+ ) ol ([ 1u*)

2\ (P+1)72*
—(p+ 1)—1||b0||0p(/ |ut|? )
Q

ou seja,

p+1
2* .

> =+ 1) lbolls, [u*

1 _
() = Sllully = ¢+ 1) laollo, [

Consideremos

S = inf{/|Vu|2; we HYQ) e /|u\2*:1}.
Q Q

Escolhendo v = —— segue que v € H{(Q) e [, o] =1

[|ut||ox
U

Observamos que
[Jut |3 < STV o,

ou seja,

Multiplicando (3.15) por —(q + 1)™!, obtemos

—(g+ D)7t > (g + 1)@y
De modo analogo,

—(p+ D75 > —(p + )Ty P

Substituindo (3.16) e (3.17) em (3.14), obtemos

1
J(u) = Sllully = ellaollo, [[ulli™ = el bollo, [[ul {7 ¥ weV,

onde ¢, = (g + 1) [S(A(Q) — )72 e ¢y = (p+ 1) S (@) — )] C+22
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Sejam A = 2¢4||aol|s, € B = 2¢s||bo||s,. Observamos que A, B > 0, pois ¢i,¢; > 0 e
ao, bo # 0. Logo em (3.18), obtemos

1 A B
J(w) > Slully = S lulld™ = Sl YueV. (3.19)

Tomando ||u||ly = tg, onde tg é dado no Lema 1.1, temos em (3.19)

1 A B 1 1
J(u) > §té — gtgjl — Etg;l =5 (té — At - Bt%“) = 5 Vas(ts). (3.20)

Usando o Lema 1.1, obtemos
1
J(u) > E\PA,B(tB) >0
se, e somente se,
APTIBTY < n(p, ),
isto é,
n(p, q)
(2¢1)P~1(2¢2

llaol 15, 1bollg, * < =g n(p; ¢, N). (3.21)

Portanto, para
llaoll§, H1bolls,® <1 =n(p,q, N),

obtemos
Jw)>0 YueV com |ul|=r, r>0. (3.22)

O que prova (Js).
Para verificarmos (J3) é suficiente mostrar que J(tus) — —oo, para algum uy € V.

Vamos escolher sz suficientemente grande tal que s3 > so > 0 (pela hipdtese (g2)) e
para algum ©3 > 0,
G(z,5) > O35> +1. (3.23)

para x € {2y q.t.p. e para todo s € [337 +OO), onde 2y C 2 (que é claramente possivel de
(g5)). De (g2), obtemos
r—1

parad € L&7/M(Q), d>0,06>2 e 1<r<2.
Integrando (3.24) de s3 até s, obtemos

(3.24)

r—1

In(s/s3)® <In( G(x,s)/G(x,ss) )+ d(z) /SS G dt
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Entao,

G(z,5) > G(z,s3)(s/s3)° exp [— d(x) /SS Gt(:’lt)dt}

Usando (3.23) e a segunda parte da hipdtese (gs), obtemos

r—1

G(z,s) > [(@35‘%—1-1)/33@]s@exp[—cD/SSG(x’t)dt}

> cs®.
Portanto,
G(r,s) > cs®  parax € Qy qt.p es € [s3,+00) (3.25)

onde ¢ > 0 é uma constante.
Seja ug € VﬂH@(Q) uma fungao suave com suporte compacto em s € us > 0, us Z 0.
Consideremos tuy, com t >ty onde ty é tal que

med{x € Qq;tus > s3} > 0.

Temos 5
t
J(tuy) = —||uz|ly — | G(w,tus)da.
2 Qs
Ou seja,
t2
J(tuy) = —||ua|[} —/ G(x,tuz)dx—/ G(z, tug)dz. (3.26)
2 A1 A2

onde, Al = {l‘ S QQ, tug < 83} € AQ = {ZE c 927 tug > 83}.
Observamos que G : 2y x [0, s3) — R é continua. Portanto em A; temos

|G (z,tus)| < ¢, o que implica que  — G(z,tuz) < ¢.
Em Ay, G:Qy X [s3,4+00) — R é tal que
G(x, tug) > ct®us

devido a (3.25).
Assim, em (3.26), temos

t? 2 e )

J(tug) < —|luglly + | a —cot (ug)®dx
2 A1 A2

t2
= §||U2||\2/ + 1] Ay| = ot ®cs| Ay

t2 -
= §||u2||\2, + P .

Sendo © > 2 | segue que J(tuy) — —oo quando t — 4o00. Entao, existe e = tuy € V
com ||e|ly = |[tus|ly > 7, para algum ¢ apropriado, tal que J(e) < 0. Portanto, (J3) é
satisfeita. -
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Proposicao 3.2 O funcional J tem um ponto critico.

Para vermos isto, mostraremos primeiro que:
e Toda seqiiéncia que satisfaz (PS) ¢ limitada.
e O funcional J satisfaz a condicao (PS).
Veremos isto através de dois resultados como segue:
Lema 3.2 Toda seqiéncia que satisfaz (PS) é limitada.
Prova: Seja (un) uma seqiiéncia (PS), ou seja,
|J(un)] < C e |JHun)e| < enlloll, ¥V ¢ €V com e — 0.

Para © > 2, temos

@J(Un> - JI%Un)Un |®J(U/n) - JI%Un)Un|
O (un)| + [J{un)un|
C(_’_5n||/un||v7 En — O

IA A IA

Por outro lado,

S)
0J(un) = S} € [ Gl
Q

€,
Ttun)un = llunlly = | gtz o)
Entao,
0.(un) — Stun)in = (5 = 1)llunlfy — | (OG(w,10) — ung(z. ).
Q
Portanto,

S
(E—QWMES/(®%w@—%ﬂ%%0+0+%WMw
(9]

De (g2), temos

G}
(5= 1)llually < [ d)uty +C+ colfunll.
Q
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Usando a desigualdade de Holder com os expoentes (29/r) e (25A)E obtemos

(S = 1)lunlly < 1

(2%*/r)! | |Un

Sendo © > 2, temos ¢; = % — 1> 0. Entao

O<01Hun]|\2, < collun||5es + €3 + cal|un]|v - (3.30)

Usando a imersao H(Q) — L?7(Q), temos
0 < clfunlly < esllunlly + ¢+ callunllv- (3.31)

Afirmamos que (up) é limitada. Com efeito, supondo (up) nao limitada, podemos tomar
l|un|lv grande tal que

Cs C3 Cy
0<e < — + + .
lunll67"  lunlly [lunllv

(3.32)

Sendo 2 — r > 0, tomando ||un|ly — oo em (3.32), temos uma contradi¢ao. Portanto,
(un) é limitada. n

Lema 3.3 O funcional J satisfaz a condigdo (PS).

Prova: Mostraremos que (un) possui uma subseqiiéncia que converge em V. De fato,
sendo V' um espaco reflexivo e (upn) limitada, existe uma subseqiiéncia, a qual ainda
denotaremos por (up), tal que

un — u fracamente em V. (3.33)

Afirmamos que up — u fortemente em V. Com efeito, desde que JHun) — 0 em V,
temos
|THun)e| < enllellv, Yo €V comey — 0, (3.34)

isto é,
‘/AunAw— c/ VunVo — / g(:c,un)go‘ < enllellv, Yo € V com en — 0. (3.35)
Q Q Q

Escolhendo ¢ = un — ug em (3.35), obtemos

‘/AunA(un—uo)—c/VunV(un—uo)—/g(m,un)(un—uo) < enl|lun—uollv, en — 0.
Q Q Q
(3.36)
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De (3.36), segue

(
/ [AunA(un—uo)—cVUnV(un—uo)]) < enl|un—upl|v +‘ / g(x,un)(un—uo)|, en — 0.
Q Q

(3.37)
Passando o limite em (3.37) e observando que

enllun —wllv — 0 e ‘/g(w,un)(un—uO)‘ — 0,
Q

devido a continuidade de g(., s) e ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
obtemos

’/ [(Aun)2 — c|Vunﬂ —/ [AunAuo - cVunVu()” — 0,
Q Q
isto é,
lun|2 — / [ Aundig — Vg V. (3.38)
Q

Prosseguindo como na prova do Lema 2.3, obtemos
/ [AunAuo — cVunVuo} — ||ug|[2,
Q

ou seja,
[lunllV = [luol [V -

Logo, se uy — ug fracamente em V', temos
lun = woll3 = llunl 3 = 2 < ttn, w0 > +lluglf} = 0.

Isto é,
Un — ug fortemente em V.

Assim, (un) possui uma subseqiiéncia que converge fortemente em V. Portanto, J satis-
faz a condigao (PS). n

Prova da Proposigao 3.2: Temos pelo Lema 3.3 que o funcional J satisfaz a condigao
de Palais-Smale. Por outro lado, pela Proposigao 3.1, existe e € V e 0 < r < ||e||v tais
que

J(e) < J(0)=0< inf J(u).

[ully=r

Portanto, aplicando o Teorema 1.18, existe v € V tal que v é um ponto critico de J com
J(v) > 0.

Observacao: O ponto critico encontrado na Proposicao 3.2 é uma solugao nao-trivial
para o problema (3.1). Conseqiientemente, uma solu¢ao do problema (77?)
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3.1.2 Existéncia da Segunda Solucao

Vejamos agora que existe uma segunda solu¢ao w € V' para o problema (3.1) tal que
J(w) < 0. Para isto, usaremos argumentos de minimizacao. Construiremos esta solucao
numa bola Br[0] (bola fechada de centro zero e raio R) onde esta bola tem a seguinte

propriedade:
J(u) >0 com llullv = R. (3.39)

Observamos que é possivel considerar tal bola, pois quando encontramos a primeira
solucao do problema (3.1), vimos que era possivel obter a propriedade (3.39) para a bola
BRr[0] (c.f (3.22)).

Nosso objetivo é encontrar uma solu¢do w € Bgr[0] tal que J(w) < 0. Para isto,
provemos a seguinte afirmagao:

Afirmacao 3.1 FEuxiste uy € V tal que
J(tuy) < 0, (3.40)
para todo t > 0 suficientemente pequeno.

De fato, seja u; a autofuncao positiva associada ao primeiro autovalor do operador
—A em H}(Q4). Segue do Teorema 1.24 que u; € L®(€y). Podemos tomar ¢ > 0
suficientemente pequeno (por exemplo, ¢ < s1/||u1|e) tal que

0 < tuy < tljur]leo < 51, ouseja, 0< tuy < s. (3.41)
De (g4), temos
2
J(tu) = Zllully = [ Gla,tu)

2 o
t? O,

< = i tuy)?.

< Glhalfy =5 [ (o)

Sendo ©1 > A;(21)[A1(£21) — ¢], obtemos
J(tuy) < g ] [§ = A Q) A () — C]/Q \U1|2]‘ (3.42)
Usando a desigualdade de Poincaré e o fato que [[u1[[§ < (A (1) —¢) [q, [Vur|?, obtemos
J(tuy) <0.
Logo, a Afirmagao 3.1 é satisfeita.

Prosseguindo de modo analogo a Proposicao 2.3 obtemos que J é coercivo e fraca-
mente semicontinuo inferiormente.
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Uma vez que a bola fechada Br[0] é compacta na topologia fraca e J é coercivo e
fracamente semicontinuo inferiormente, a restrigao J : Br[0] — R é coerciva e fraca-
mente semicontinua inferiormente. Portanto, aplicando o Teorema 1.17, obtemos que J
é limitado inferiormente e seu infimo é atingido na bola fechada Br|[0].

Afirmamos que este infimo é atingido na respectiva bola aberta Bgr(0). De fato,
suponhamos que exista ug € Br[0] tal que

J(up) = inf J(u). (3.43)
[lullvy=R
Entao,
De (3.39), temos
J(ug) > 0 para ug € ODBRg. (3.45)

Temos que tu; € Br(0) para u; € Br[0] e para t suficientemente pequeno.
De (3.40) e (3.45) obtemos
J(tul) <0< J(U())

Contradizendo (3.44).
Logo, o infimo é atingido na bola aberta Bgr(0). Portanto, existe w € V' tal que w é um
ponto critico de J satisfazendo

Jw)<0 com  |ju|y <R (3.46)

Consequentemente, w é uma solu¢ao para o problema (3.1).

3.1.3 O Comportamento da Segunda Solugcao em Relacao ao
Comportamento da Nao Linearidade

Vejamos que, se ||ag||s, — 0 e by ¢é limitado em L° (), entdo a solugao w = wg, pode
ser construida de tal forma que ||wg||lv — 0.

Para isto, basta verificar que é possivel construir bolas satisfazendo a propriedade (3.39)
com R — 0. De fato, a solugdo w construida anteriormente satisfaz (3.46) e, portanto,
se R — 0, fica claro que ||w||v = ||wg|lv — O.

Vejamos que é possivel construir tais bolas. Fixemos o € (0,1/(1 — ¢)) e tomemos
R = [laog,- E claro que se l|ag||s, — 0, entao R — 0.
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Para toda u com ||u|ly = R, temos em (3.18) que

J(u)

v

1
§R2 — c1]aol|o, BRI = co| bo] |6, RPF!

5l1aoll3y = cillaollo llaollGy™ = callbollo, laol 57

§Ha0|!§?—01|\00|\c1yjaq+a ca|[bo lo, || aol[ 3P
1 _
ool 2[5 = e ool 57552 — calIbolle, ol 0P+
1
laol 1225 = eallaolli;* = = callbollo, lao 157

Pela escolha de o, 1 — a(1 —¢) > 0. Sendo «a(p — 1) > 0 temos que J(u) > 0 para
||ao||s, > 0 suficientemente pequeno. Portanto,

J(u) > 0 para toda u com |lu|lyv = R.

Prova do Teorema 3.1: Segue diretamente dos resultados obtidos nas Subsecoes

3.1.1,3.1.2 e 3.1.3.
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