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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucoes periddicas para um sistema
de equacoes diferenciais parciais de evolugao nao-linear de segunda ordem envolvendo
o operador pseudo-Laplaciano. Para mostrar a existéncia de solucoes periodicas us-

amos o método de Faedo-Galerkin juntamente com argumentos da teoria do ponto fixo.

Palavras-Chave: solugoes periodicas, pontos fixo, problema de evolug¢ao nao-linear,

pseudo-Laplaciano.



Abstract

In this work we study the existence of periodic solutions for a nonlinear evolution
system of second order partial differential equations involving the pseudo-Laplacian
operator. To show the existence of periodic solutions we together use the method of

Faedo-Galerkin with arguments of the theory of the fixed point.

Keywords: periodic solutions, fixe points, nonlinear evolution problem, Pseudo-Laplacian.
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Introducao

O movimento de mesons carregados em um campo eletromagnético pode ser

descrito pelo seguinte sistema de equagoes nao lineares de Klein-Gordon:

Bu + fi*u +av’u =0; Bv +flI>v +bu’v = 0; (1)
0 - , :
onde B = e A, U, vV sao campos escalares de massas fi e fl, respectivamente, e a, b
sao constantes de interagao. Este modelo foi proposto por I. Segal [21].
Em 1987, Medeiros e Milla Miranda [17] consideraram a seguinte generalizac¢ao
de (1):

Bu+ [v[P|ulfu=F;, Bv+ |ul""?|v|v =g: (2)

Aqui % é um namero real, b > —1, e F, g sdo fungoes dadas. Os autores em [17]
provaram existéncia de solugoes para (2) com condigoes iniciais e condi¢oes de fronteira
Dirichlet homogénea para qualquer dimensao n, e unicidade para qualquer n < 3.

Mais recentemente, em 1997, Castro [9] estudou o sistema
u” + Au — AU’ + [v|PT2ulru =

V' + AV — AV + U vfey = fy

Z
onde z' = @— e A é o operador pseudo-Laplaciano dado por

ot

'); p=> 2

Este sistema pode ser visto como uma generalizagio matemética de (2). Castro em
[9] obteve resultados sobre a existéncia de solugoes globais e seu decaimento quando
t — oo com uma condic¢ao inicial dada e considerando condicoes de fronteira Dirichlet

homogénea. Para problemas relacionados, veja [26] e [27].
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Aqui estudamos, com algumas condi¢oes impostas, a existéncia de solugoes
periodicas, em um sentido fraco, para o sistema (3).

Esta dissertacao estd organizada como segue:

- No capitulo 1, damos, sem prova, alguns resultados que serao tteis no decorrer
do capitulo 2. Para as provas dos resultados, referéncias sao dadas no final da

dissertacao.

- No capitulo 2 enunciamos e provamos o teorema de existéncia de solucoes

periddicas para o sistema (3).

- Por fim, apresentamos dois apéndices, A e B. O apéndice A é voltado inteiramente
ao operador pseudo-Laplaciano, demonstrando algumas de suas propriedades, e
o apéndice B a pequenos calculos, porém cruciais na demonstragao do teorema

principal.

Aqui, particularizamos a dimensao do espacgo, provamos o teorema para N = 3.

O caso geral foi estudado por [8]:



Notacoes

Serao usados as seguintes notacoes no decorrer desta dissertacao:
- Q C R3, aberto limitado bem regular;
-Q=Qx(0;T); T>0,é o cilindro em R?* com base Q e altura T;

- X =T x(0;T) é a fronteira lateral de Q, onde I" é a fronteira de ;

3
Z é o operador Laplaciano;

- A é o operador pseudo-Laplaciano definido por
AW, P(Q) — W (Q)

u— Au;

onde Au = Z@x g)l: L 2@?;)

No Apéndice provaremos que A tem as seguintes propriedades:

e A é moné6tono, hemicontinuo, coercivo e limitado;

[ ] <Au, U>W71,p’(ﬂ),W01’p(Q) = ||u(t)’|ga
[ <AU(t) u’ t)>Wfl,p’(Q)’Wé-vP(Q) = pdt|| ||0’ dt :/;
o [|AUly—1. ) < Cllul5™".

|| : |lo, norma em W, ™" (Q);

- || |15, norma em W?(Q);

- || : ||m, norma euclidiana em R™;

- |I1; ((:)), norma e produto interno, respectivamente, em Hg(Q);

- | :]; (1), norma (as vezes denotara também o valor absoluto, donde as circun-

stancias deixardo clara a distingao) e produto interno em L?(£2);
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V' denota o espaco dual topologico do espaco linear V e p’ denota o expoente

1 1
conjugado de p, isto é, B +—- =1

c . ~ ., . ~
V. — H eV — H denotam, imersao continua e densa, e imersao compacta,

respectivamente, de V. em H;
Ck(R), subespaco linear de todas funcoes reais T-periddicas em CF(R), T > 0;
I+, qualquer intervalo da forma [a;a+ T]. A integral sobre I sera denotado por

/

Seja X um espago de Banach. Entao LP(T; X) denotara o espago linear de todas
fungoes T-periodicas, u : R — X, tal que [|u(t)||x € LP(l7), onde || : ||x € a

norma em X;

Se 1 < p < oo, entdo ||U||r(r,x) = (/ ||u(t)||’)’(dt)1/p define uma norma em
T

L?(T; X), com a qual é um espaco de Banach;

Se p =00, L*(T; X) é um espago de Banach com respeito a norma definida por

[[ull ooz, x) = sup ess|[u(t)]|x;

Denota-se por Wy, o espago Wy,,, = CL(R) x - - - x C1(R), produto cartesiano de
2m-copias do espago CH(R) e por K(Ws,,,) o espago linear de todos operadores

compactos de Wy,,, em W,,,,. Para Y,, € W,,,, define-se

[¥omllwz,. = SUP{[Yn ()2 + 1Y (D)2}

Prova-se que || ||w,, ¢ uma norma sobre Ws,, e que, munido desta norma, Wa,,

¢ um espaco de Banach.



Capitulo 1

Terminologia e Resultados

Preliminares

O objetivo deste capitulo é listar algumas definicoes e notagoes basicas da
Teoria das Equagoes Diferencias Parciais a fim de apresentar os resultados
preliminares fundamentais para o desenvolvimento do cerne deste trabalho.
Entretanto, nao nos preocupamos, neste capitulo, em demonstrar os resultados
enunciados, apenas mencionaremos as referéncias bibliograficas onde os mesmos

podem ser encontrados.

1.1 Resultados de Convergéncia

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Sejam X wum espago de Banach
separdvel e (F,), uma sequéncia fortemente limitada em X' (dual de X ). Entao (f,)s,

tem uma subsequéncia (Fx)r que converge fraco-x, isto €, Ty *f em X

Prova. ver [2]. =

Teorema 1.2 (Kakutani) Sejam X um espa¢o de Banach. X € reflexivo se, e
somente se, (Xp)n fortemente limitada em X possui uma subsequéncia (Xnx) que

converge fraco, isto €, Xpr 7 X em X.

Prova. ver [2]. =

Teorema 1.3 (Aubin-Lions) Sejam X, B, Y espacos de Banach, X ¢ reflexivo e

X ,i> B — Y: Suponha que (U,), seja uma sequéncia uniformemente limitada em



d
L?(0; T; X) tal que (d—tun)n = (U)), seja limitada em LP(0;T;Y) para algum p > 1.

Entao existe uma subsequéncia de (U,), que converge fortemente em L2(0;T;B):

Prova. ver [12]. =

Teorema 1.4 (Lebesgue) Seja (U,,), uma sequéncia de fungoes integrdveis em (a;h),
convergente quase sempre para uma funcao U. Se existir uma func¢ao integrdvel Uy tal

que U, (t)| < Ug para todon € N, entao U € integrdvel e tem-se que [ u= lim [ u,:

n—oo

Prova. ver [16]. =

Teorema 1.5 (Lema de Fatou) Sejam (U,), uma sequéncia de fungoes integraveis
tal que
U,(t) > u(t); em X; q:s: em (a;h)

b
e suponhamos que existe uma constante positiva C tal que / llu,(D)||dt < C; V n:

Entao u € integrdvel e

b b
/||u(t)||dt§1iminf/ U ()] dt
Prova. ver [16]. =

Lema 1.1 (Lions) Sejam Q um aberto limitado do R™, g e g, fungdes de LI(Q); 1 <
q < oo, tais que
119;]|z,00) < C; V]

9, — 0, ¢gsem

Entao
9; 0 em LIYQ):

Prova. ver [7], [12]. =

Proposicdo 1.6 Seja X um espaco de Banach reflexivo e suponha que T, > F em X'.
Entao f,, > F em X'.

Prova. ver [2], [7]. =



1.2 Desigualdades

e Desigualdade de Poincaré.

Seja 2 C R™, um subconjunto aberto e limitado do R™. Entao existe um constante

C =C(Q;p) >0 tal que

[IUlle() < Cllullo; VU € Wo™"(€2):

e Desigualdade de Young.
1 1
Sejam p > 1; q > 1 tais que 5+ a = 1. Entao
1 1
ab < -a”+ -b? Vva>0; Vb>0:
p q
e Desigualdade de Holder.

Sejam T € LP(2) e g € LY(Q), com %—l—% =lel<p<oco. Entaof:igeL}(Q)e

/ €] < [[F]l ooy 0] e:

e Desigualdade de Minkowsky.

Sejam F;9 € LP(Q); p> 1. Entao F+9g € L?(Q) e
I[F+allzr) < [[F]lze) + 119]]2r )

As provas destas desigualdades podem ser vistas, por exemplo, em [2], [7].

1.3 Resultados de Existéncia

Teorema 1.7 Sejam V e H dois Fspacos de Hilbert e suponha que V C H e
V 5 H. Entio eziste uma base espectral, {V;}; de V, formando um sistema

ortonormal completo em H.

Prova. ver [18] =

Lema 1.2 (Browder-B. An Ton) Seja W um espago de Banach separdvel e
reflexivo. FExiste um espago de Hilbert H, separdvel, tal que H C W, com imersao

continua e densa.



Prova. ver [3] =

Teorema 1.8 (Representacao de Riesz) Sejam 1 <p<ooe” € (LP(Q)). Entao,

existe uma tinica U € LY (Q), tal que
(7 f) = / ufdx; VF € LP(Q);
Q

. 1 1
e [ullzp) = 117 lzr )y, onde p Ty L:

Prova. ver [2] =

Teorema 1.9 Todo espacgo de Hilbert possuit uma base ortonormal completa.

Prova. ver [11] =

Teorema 1.10 Se H ¢é um espaco de Hilbert separdvel, entao todo conjunto ortonormal

completo em H € enumerdvel.

Prova. ver [11] =

1.4 Espacos das Distribuicoes Escalares

Sejam 2 C R™ um aberto e U :  — R uma funcao real continua. O suporte de
U é por defini¢ao, o fecho em Q do conjunto {X € Q;u(x) # 0}. Este conjunto sera
representado por supp(u). Segue diretamente da defini¢do que o suporte é o menor

fechado fora do qual U se anula, e vale:
a) supp(u+ V) C supp u+ supp Vv;
b) supp(uv) C supp u N supp Vv;
c) supp(,v) =suppv: , #O0:

Aqui, usaremos inicialmente o espa¢o das funcoes infinitamente diferencidveis cujo

suporte ¢ um compacto contido §2; com notagao C§°(€2):

mos |fi| = fi; +::: + fi, e representaremos D® como o operador derivagiao
@l

D*=gam

g
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supp u; Vfi € N", quando u for suficientemente diferenciavel.
Aqui, também é importante darmos a nocao de convergéncia no espaco vetorial
Ce(€), ja que com tal convergéncia ele se tornard um espaco topologico.

Dizemos que uma sequéncia (”,), ¢ n de func¢oes em C§°(§2) converge para > €

Ce(Q) se:
i) Existe um compacto K C Q tal que

supp” C K e supp”, CK; Vn € N;

ii) D*?,, — D®” uniformemente em K; V fi € N":

Representaremos C3°(£2), munido da convergéncia acima, por D({2), denominado
de Espago das Funcoes Testes.

Note que, se 7, — 7 em D(Q) entdao D*?,, — D*”, ¥fi € N" em D(12).

Uma distribuigao escalar sobre €2 é uma forma linear e continua T : D(2) — R
com respeito a topologia de D(2): Assim, se uma sequéncia (”,), convergir para uma
> em D(92); entdao T(?,) — T(”) em R, cujo valor de T aplicada a ” sera denotado
por <T; ’>.

Denotamos por D’(£2), o espago vetorial de todas as distribui¢oes escalares sobre

Considere-se U € L}, (Q), isto ¢, U ¢ uma fun¢io de Q em R, localmente inte-
gravel, ou seja, U é integravel a Lebesgue sobre todo compacto K C 2: O funcional
T, : D(2) — R dado por

(Tu; ) = / u(x) (x)dx;
Q
é linear e continuo, logo, uma distribuicao escalar sobre €2 Para mais detalhes veja
([10]): Dai, T, é dita distribuigdo gerada por uma fung¢ao localmente integrével u.
Observe que se T,, = T, entdao u = v (ver [10]), logo T, é univocamente determinada

por U, portanto, neste sentido podemos identificar U com sua distribuicao T,.
Exemplo 1 Seja Xy € Q. Entao —,, definida por

(=20:7) = "(X0); ” € D(Q)
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é uma distribuicao sobre Q, denominada delta de Dirac. prova-se (ver [10]) que a
distribuicao —,, nao € definida por uma fungao localmente integrdvel, isto €, nao existe

uma func¢ao U € L}, () tal que

loc

/u(x)’(x)dx: 7(x); V7 eD(Q):

1

Logo, o espaco L;,.(€2) ndo é igual ao espaco D(§2), uma vez que existem dis-

tribuicoes sobre (2 que nao sao geradas por nehuma funcao localmente integravel.

1.4.1 Convergéncia e Derivagao em D'({2)

Dizemos que a sequéncia de distribuicoes escalares (T,,), converge para T em
D’(Q) se
(T;7) = (T;7); em R; V” € D(Q):

Com essa nogao de convergéncia, D’(€2) torna-se um espago vetorial topologico,

e temos a seguinte cadeia de imersoes continuas:
D(Q) = LP(Q) = Ly,o(Q) — D'(Q); 1 <p <oo:

Além disso, necessitamos do conceito de derivada distribucional, uma vez que isso se
faz necesséario para o estudo dos espacos de Sobolev que veremos a seguir.

O que motivou a formulacao de derivada fraca e consequentemente a derivada
distribucional, foi a formula de integracao por partes do calculo.

De fato, em dimensao 1, temos a férmula de integracao

/ /(%) " (x)dx = u(b) " (b) — u(a)” (@) - / U(x) "' (x)dx:

e quando > € D(a;b) temos

/b u'(x)” (x)dx = — /b u(x)”’(x)dx:

1

Motivado pela igualdade acima Sobolev, definiu a derivada fraca de uma funcaou € L,

1

e(§2), caso exista, tal que:

como uma distribuicao v. € L

b b
/ u’(x)’(x)dx:—/ v(x)?'(x)dx; V 7 € Ci(a;h):

Este conceito foi generalizado para distribui¢oes quaisquer, em D’(£2), da seguinte

maneira. Dados T € D/(Q2) e fi € N", definimos a derivada distribucional de ordem
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fi de T como a forma linear DT : D(Q2) — R; dada por
(D°T;”) = (-1)l*(T;D*7); = € D(Q):

Verifica-se que DT é uma distribui¢ao (ver [10]).

1.5 Distribuicoes Vetoriais

Sejam X um espaco de Banach, 1 < p < oo e T > 0 um namero real. Representa-
se por LP(0; T; X) o espago das fungoes U : (0; T) — X mensuraveis tais que |[u(t)||x €

L?(0;T). Para 1 < p < oo este é um espaco de Banach com a norma

T 1

P

Ull o) = ( / ||u<t>||§<dt) :
0

No caso p = oo, L>®(0; T; X) serd um espago de Banach com a norma
[|ullze,r:x) = sup_ess||u(t)]]x:
0<t<T
Agora, fixemos U € LP(0;T;X), 1 < p < oo, e consideremos o espago D(0;T).

Associada a fungao u, definamos a fungao T, : D(0; T) — X, dada por

T

(Tu; ’>:/ u(s)”(s)ds; V> € D(0;T):
0

Observe que esta integral é um vetor no espaco vetorial X. Prova-se que T, é linear e
continua.(ver [14])
Diz-se entao que T, ¢ uma distribui¢do vetorial sobre (0;T) a valores em X,

definida por uma fungdo u € LP(0; T; X), e escreve-se
T, € L(D(0; T); X):

O espago L(D(0;T); X) é dito espago vetorial das distribui¢oes sobre (0;T) a
valores em X, e contém em particular as distribuicoes vetoriais definidas pelas funcoes

de L?(0; T; X). Na prética, denotamos £(D(0;T); X) = D’(0;T; X):

1.6 Espacos de Sobolev

1.6.1 Os espagos W™P(Q)), 1 <p < .

Sejam () um aberto do R", p um nimero real tal que 1 < p < oo e M um nimero

natural. Denota-se por W"?(2), ao espago vetorial
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W™ (Q) = {u € LP(Q);D% € LP(Q); V [fi] < m}:

A funcao
[l = WTP(Q2) — R

definida por

;
1l = (Y 1IDU[00) s

|ar|<m
é uma norma em W™?(Q2), o qual é Banach com esta norma.
Os espagos de Banach W™?(Q), sao ditos espagos de Sobolev de ordem fi sobre

Q. Quando p = 2, os espacos W™?(Q2) recebem a notagao
W™2(Q) = H™(Q):

Verifica-se que H™(2) torna-se um espago de Hilbert, com o produto interno definido

por

(U;v) = ) (DU; D) 2(q);

|a|<m

onde (:)z2(q) € 0 produto interno em L*(€):

1.6.2 O espago W™>(Q)

Seja m € N. Por W ()) entende-se como o espago vetorial
W™*(Q)={u € L*(Q);D% € L*(Q); V [fi| <m}:

Munido da norma

[1Ullinee = D IDUl|z=(e)

la|<m

W™ () torna-se um espaco de Banach.

1.6.3 Os espagos W,""(Q)

Note que o espago das fungdes testes C3°(€2) é denso em LP(Q) = WP(Q) (ver[10]).
Porém, nao é verdade que C3°(2) é denso em WP ().

Denotamos por Wy (), o fecho de C§°(2) em W™P(Q); isto &,

m, STV (9),
Wo p(Q) = Co (Q) .



Como consequéncia da Desigualdade de Poincaré, a expressao

1
||U||0 = ( Z ||Dau||€p(g))p;

0<|a|<m

define uma norma natural para este espaco.

Em W, (), caso que nos diz respeito, temos

n @U 1
llullo = (Z H&Hiy(g))p
i=1 v

n @u ;-
ullip = (D ||M||§p(g) s )7
i=1 v

Prova-se que

[lullo < llullp < Cllullo: V'ue Wy™(Q):

Existem outras caracterizagoes para tal espago, veja por exemplo, [10].

14

Uma aten¢ao especial deve ser dada ao espaco dual de WJ""(Q2), 1 < p < oo,

1
denotado por W ~™4(Q)), B+a = 1, que é constituido pelos funcionais lineares continuos

T:W"(Q) - R:

Mostra-se que, se T € D’(Q2), entao T € W ~"™9(2) se , e somente se, existem fungoes

0o € LYQ), [fi| < m, tais que

T= > D%,

|a|<m

Veja a demonstragao em [10], por exemplo.

1.7 Teoremas de Imersao
- Caso Q =R"
Teorema 1.11 Se 1 < p <n entao
WmP(Q) - L), ~ =~ My,
q p n

Teorema 1.12 Sen>mpep<q< entao

n —

W™2(Q) — LI(Q):
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1 1 Kk
Teorema 1.13 Sekp<ne— =—- — — entao
O n
Wm,p(Q) — W kidk (Q)

1 m
Teorema 1.14 Sel§p<oer—F:0 com N > 2 entao

W™P(Q) - LIQ); Vg > 1

. n
Teorema 1.15 Sejam fi=m — B >0 ek €N tais que

k <fi <k+1: Entao
W™P(Q) — C’“(Q):

- Caso 2 C R", aberto, limitado e bem regular

Teorema 1.16 Sejam n um numero natural, p um numero real e suponhamos
1 <p<n. Entao

WP (Q) — LYQ); 1<q< nrf’p:
Teorema 1.17 Suponha que N > mp. Entao
np
W™P(Q) LY(Q); q<
(@)~ Q) g <
Tem-se ainda, np
W™P(Q) 5 LYQ); q< ;
(@) S L) g < T
Teorema 1.18 Sek <m en=>(m—Kk)p, entdo
m,p k#] . < L
W™P(Q) — WH(Q); q_n—(m—k)p'
Além disso, np
m,p Wk g ——— -

Teorema 1.19 Se mp = n. Entao
W™P(Q) = LY(Q); Vq € [1;+00):
Teorema 1.20 Se mp > n. Entao

W™P(Q) = CO(Q);

para, N
=M= = s M——=<1;
p
n
»<1l; se; m——=1;
p
n
=1 s m——>1
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Teorema 1.21 As Imersoes nos teoremas acima, caso 2 C R"™, permanecem ver-

dadeiras quando se considera Q0 apenas limitado e se substitui W™P(Q) por Wy""(Q).

As demonstracoes destes teoremas podem ser vistas em [10]:
Sejam, | um intervalo real e T > 0. Consideremos X um espaco de Banach.
Denotamos C(0; T;X); como o espaco das fun¢oes continuas, definidas em | = (0;T)

a valores em X; isto é,
ue C;T;X)<u:(0;T)— X é continua,

onde a continuidade é medida no seguinte sentido: "Se t — t; em (0;T) entao u(t) —

u(ty) na norma de X."

Lema 1.3 Sejam X e Y espacos de Banach, tais que X € imerso continua e densa-
mente em Y . Suponha que u € LP(0;T;X) eu € LP(0;T;Y); 1 < p < oo Entao
ue C([0;T]Y):

Prova. Ver [14]. =

Teorema 1.22 O espaco das combinacgoes lineares finitas, de somas finitas, de produ-
tos do tipo c;1;, com ¢; € CL(R), 1, € Wol’p(Q) ¢ denso no espacgo

V={v e L*0;T;W,”(Q));Vv' € L}(0; T; L*(Q)) }:

Prova. Ver [13]. =

Teorema 1.23 (Hellinger-Toeplitz) Se um operador linear T é definido sobre todo
um espacgo de Hilbert H e satisfaz < TX;y >=<X; Ty >, para todo X;y € H, entao T

€ limitado.

Prova. ver [11]. =

Teorema 1.24 (Formula de Leibnitz) Se fi(X) e fl(X) sao fungées continuamente
diferencidveis de X, e h(X;y) é uma fungao continua de (X;y) sobre fi(x) <y < fl(x)
que tem uma derivada parcial continua h,(X;y) com respeito a X sobre fi(x) <y < fl(x),

entao

B(z)
%/ h(x;y)dy = fl'(x)h(x; fl(x)) — fi'(x)h(x; fi(x)) + / h.(x;y)dy:

a(z) a(z)

Prova. ver [11]. =
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1.8 Funcao de Green

Consideremos o problema de contorno

Yom(1) + @y, (1) +bym(t) = 0

Ym(0) =Y (T); v, (0) =y, (T):
(1.1)

Notemos que para a > 4b, y,, = 0 & a tnica solucao do sistema acima. Dessa
forma,

Ym (1) = /OT G, (t;s)f(s)ds

é a tnica solugao do sistema nao-homogénio

Yo (1) + ay,, (1) + by, (t) = F(t)

Ym(0) =Ym(T); ¥ (0) = Y5, (T);
(1.2)

onde G, : [0;T] x [0; T] — R & a funcdo de Green associada a (1:1) e tem as seguintes

propriedades:

i) G,,(t;s) é continua em todo ponto (t;S) € Iy x I1 e, para cada s, G,,(t; S) satisfaz

as condigoes iniciais dadas;

i) @Gm(t; S) existe e é continua para t # S;

ot

iii) Seja ty € Ir. Se (t;8) — (to;ty), t > S, entdo —G,,(t;S) tem, para limite, um

0t

valor finito %Gm(tg; ty). Resultado anélogo para (t;S) — (to;ty) com t <

IV) G,.(t;s) = G, (S; t).

Para maiores detalhes sobre fun¢oes de Green, veja, por exemplo, [22].

1.9 Grau de Brouwer

Sejam X um espaco vetorial normado de dimensao finita e {2 C X, um aberto.
Seja ainda D,(;X) = {f € C(Q; X);y € F(@Q)}. Para cada y € X, existe uma
aplicacao d(-; Q;y) : D,(Q; X) — Z, satisfazendo:
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i) sey € Q, entao d(I;Q;y) = 1;
ii) se Q e Qy sdo subconjuntos, disjuntos, abertos, de Q2 e f: Q — X ¢ continua com

y € F(Q\(Q UQy)), entdo
d(f; 4 y) =d(f o Qu;y) +d(f 5, QoY)
iii) d(-;Q;y) é continua;
iv) se T € D,(£2; X), entao d(f; Q;y) = d(f —y;Q;0).

A aplicacdo d(-;©Q;y), acima, & dita o grau de Brouwer de y em relacdo 2.

Definigao 1.25 Seja 1 = 0. Um subconjunto {X,;fi € A} de X, espac¢o normado, é
chamado um T-net do subconjunto B C X se a familia das bolas abertas {B.(X,);fi €
A} é uma cobertura aberta de B. Se o conjunto {X,} € finito, entao dizemos que {X,}
¢ um T-net finito de B.

Sejam T : X — X, um operador compacto e B C X um aberto, limitado
com fronteira @B. Denota-se por | o operador identidade e suponhamos que 0 €
(I = T)(@B). Entao existe r > 0 tal que

inf [|(1 =T -0l >r
Jnf 1I( )y) —0[| >

Para demonstragao ver [23], [25]. destacamos da demonstrac¢ao dois fatos importantes,

a saber:

- S, subspago de dimensao finita de X contendo um t, —net de T (B) e pelo menos

um elemento de B.
- B, =S, N B, aberto limitado nao-vazio.

Em S, e B,, o grau de Brouwer faz sentido.

Para maiores detalhes sobre o grau de Brouwer, veja por exemplo, [23], [24].

1.10 Grau de Leray-Schauder

K, define-se:
F =[x =X

pose X =% <1
m;(X) =

0; se [[x—x|>t
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i m;(X)X;
Fo(x)= 55—
Z m; (X)

Teorema 1.26 Consideremos um operador compacto T : X — X e M C X, um
subconjunto limitado. Seja ainda K C X, um compacto e suponhamos T(M) C K.
Entao, para X € M, tem-se

ITx — FXx|| <t

Prova. ver [23]. =

Teorema 1.27 Seja (1,), uma sequéncia mondtona decrescente tal que lim 1, = 0.

€E—00
uma tp-aprorimagao de T .

Prova. Ver [23]. =

Sejam T um operador compacto de X e B C X um subconjunto aberto limitado.
O grau de Leray-Schauder de | — T em 0 com relacio a B, denotado por d(I —T;B;0),
é definido como d(1 — T.:B,.; 0), onde T,, é como no Teorema 1:27 e B,, como na segao
1:9.

Para um estudo mais detalhado sobre o grau de Leray-Schauder, ver [23], [24] e

[25].

1.10.1 Homotopia de Operadores Compactos

Uma aplicac¢ao T,, : [0; 1] — K(X) é dita uma homotopia de operadores compactos se,

dados t >0 e M C X limitado, existe — > 0 tal que

Tm(a)X — To(5)X||x <T; VX € M; para

< -

Proposicao 1.28 (Invaridncia sob Homotopia) seja T,, : [0; 1] — K(X) uma ho-
motopia de operadores compactos. Seja B C X um aberto limitado com fronteira @B.
Suponhamos que (I —T,,(,,))X # 0, VX € @B, V,, € [0;1]. Entao, para todo ,, € [0;1],
d(l — T,.(,,); B;0) existe e tem o mesmo valor.

Prova. Ver [23]. =
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Teorema 1.29 Seja T,, : [0;1] — K(X) wma homotopia de operadores compactos.
Suponha que existe M > 0 tal que se (1 =T,,(,,))X, =0, V,, € [0; 1], entao ||X,||x <M,

com M independente de ,,. Seja
B ={xeX;||X|]|lx <rM;r>1}:

Entao d(1 — T,,(,,); B;0) eziste e tem o mesmo valor, qualquer que seja ,, € [0;1].

Prova. Ver [23]. =



Capitulo 2

Solucoes Periddicas

Dados 2 <p<3,0<%< %%48’ f, € L%(T;L%(Q)), i = 1;2, nosso objetivo é

demonstrar a existéncia de solucoes periddicas, em um sentido fraco, para o sistema:
( " / 2

u” + Au — AU’ + |v|[T*|ulfu = £
em Q=Qx(0;T)

v+ AV — AV + ulrt )Py =

§ u(Xx;0)=u(x;T);, U(x0)=u(xT) (2.1)
em Q

V(X0) =V T); V(X0) =v(xT)

\ u=0;, v=20 sobre X =T x(0;T)

Definicao 2.1 Uma solugao periddica do sistema (2:1) € um par de fungoes (U;V)

satisfazendo:
i) uv e L®(T; W, "(Q));
i) UGV € L2(T; HY(Q));
i) — [ (W) ‘dt+ [ (Auiw) dte [ () des

+/ (V)] u(t)|Pu(t);w) dt= /(fl(t);w) dt, VI e W,”(Q), V € CL(R);
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iv) —/T(v’(t);w) ’dt+/T<Av(t);w> dt+/((v’(t);w)) dt +

T

+/ (Ju(t) |72 |v(t)| v (t); w) dt:/(fQ(t);W) dt, V1 e W,”(Q), V € Ch(R):

O teorema a seguir é o principal resultado desta dissertacao.

Teorema 2.2 O sistema (2:1) admite solugao periodica.

O teorema sera provado construindo um "sistema aproximado'"em um espaco de
dimensao finita com o método de Faedo-Galerkin e entao provando que este problema
aproximado tem solucoes periddicas. A prova segue-se através de trés etapas. O

esquema ¢é o seguinte:

Primeira etapa. Mostraremos que existe uma sequéncia de Solucoes aproximadas
((Up)n; (Vn)n). Introduziremos um parametro ,,, 0 < ,, < 1, e consideraremos um
sistema ,,-parametrizado. Fazendo uso de propriedades das func¢oes de Green e teoria
do grau de Leray-Schauder, provaremos a existéncia de solucoes periddicas aproximadas

para o sistema original.

Segunda etapa. Olharemos para as estimativas obtidas sobre as solu¢oes aproximadas

com o objetivo para passar o limite.

Terceira etapa. A passagem ao limite é realizado usando argumentos de compacidade

e propriedades de monotonicidade do operador A.

2.1 Problema Aproximado

Seja HZ(Q) um espaco de Hilbert imerso continua e densamente em W,?(Q),
como no Lema B.1 do Apéndice B. Sendo p > 2, temos, dessa forma, a seguinte cadeia

de imersoes continuas e densas:
H(Q) = WiP(Q) — HI(Q) — L2(Q) — H Q) — W7 (Q) — H*(Q):

Notemos ainda que, sendo H1(Q) = L2(2), segue-se que HZ(Q) ~ L2(2), logo,
pelo Teorema 1.7 da Segdo 1.3, existe uma base espectral, {1,}; de H(€2), formando
um sistema ortonormal completo em L2(Q).

Seja
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o subespaco vetorial de dimensao finita de H{(2) gerado pelos m-primeiros vetores da
base {1,};. O problema aproximado consiste em determinar U,,(t); v,,(t) € V,, solucao
para o sistema:
[ (U0 1)+ < AU 1> (U, (1) 1)+ < V(12| ()]0 (1); 1 >=

= (f(t); 1); VI eV,

(V! (); D)4 < AV, (1); 1 = (V2L (0); 1)+ < U (D) [PF2 1V, (1) PV, (1); § >=
= (K1), VIeVy

Upn(t) =u,(t+T); u (t)=u (t+T);
Vi () = U (8 +T); v, () = U, (t+ T

(2.2)
Para mostrar a existéncia de solugao para o sistema (2:2), primeiramente o transfor-
maremos em um sistema vetorial equivalente, como segue.
Podemos escrever (2:2), de forma equivalente, no sistema
’
(U7, (0); 1)+ < Aup (1); 1> (U7, (0); 1))+ < Vi (O 72U (D [Pu5a (1); 1 >=
(F(); L), J=1--m

(Vi (0); 1)+ < AV (1); 15 = (v, (1); X))+ < [Un(0) 742 Vi (1) [PV (B); 1 >=
(F(); %), J=1---;m

—~
—+
~—
I
j

(t+T);
(t+T):

/
m
/
m

~~
~+
~—
I
=

(2.3)

COoI11
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Qim (1) = dim (t+T); dip (1) = i, (04 T)

e Cim, dim S C%(R)
Substituindo U,,(t) e v,,(t) em (2:3), obtemos

(ich(t)!ii 1))+ < Au(); 1 > (U], (0); 1))+ < Vi (O 2 U (O U (1), 1 >=
- (f1<t); IJ)
(idé'm(t)!i? 1))+ < AV (1) 1 > (v, (1); 1)+ < Ui (O Vin () Vi (1), 1 >=
(F2(1); 1)
Cim(t) = Cjm(t+T); ), (1) =, (t+T),
A () = gy (04 T); ) (1) =) (T+T); J=1:m:
“ (2.4)
Sendo {!,},; um sistema ortonormal completo em L?({2), obtemos
[ (0 < AL 1) > (U (0 1)+ < V(O 2Un (D)7, (1); 1, >=
= (F.(0; Y5);
A, (0+ < AV (1); 15> (v, (0); 1))+ < [Un (O 72 Vi (1)1V (1) 1 >=
= (f2(0); 15);
Cim(t) = Cim(t+T); C5 (1) = (t+T);
| () = djin(t+T); () =, (E+T) j=1:m:
(2.5)

Agora, definindo

H (Yo (0 Y (8)) = ((Von (D12 U (017U (1); 11) + (U, (0 105555
(Vi (17U (O] U (8); ¥ )+((u D)5 (U (0172 Vo (0] Vom (05 1)+ (v, (1); 1))

v (U (0] Vi )I”Vm(t);!1>+((Vm(t)i!1)))*;
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onde Y, € Wy, (Y,,(t) € R*™) e * denota a transposta, escrevemos o sistema (2:5) na

forma vetorial

Yo (O + F (Yo (1) + H(Yin (1) Y,,(1) = P(Y)
Y

You(t) = Yo (E+T); YA(0) =Y. (t+T):
(2.6)

Dessa forma, o sistema (2:2) foi transformado no sistema equivalente (2:6), de
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é solugao de (2:9)4, satisfazendo T,,(5,) Y1 (0) = T0 (o) Yo (T) € (Ton(55) Yin) ' (0) = (T (55)Yi)'(T).
Podemos estender T,,(,,)Y(t) como solugao periddica de (2:9) a R (por unicidade e
processo de colagem).

Observe que, para ,, = 0, T,,(0)Y,,(t) é solugao de (2:8). Por outro lado, Y,,(t) =
fOT G,.(t;S)P (s)ds é a tunica solucao de (2:8), logo, T,,(0)Y,,(t) = Y, (t), isto &, T,,(0)
tem um ponto fixo.

A idéia, entdao, é mostrar que o operador T,,(1) tem um ponto fixo, em algum
espaco de Banach, o que sera feito usando a teoria do grau de Leray-Schauder. Com

isto, o sistema (2:6), que é equivalente a (2:2), tem solugao.

2.3 Propriedades do Operador Tn(,,), ,, € [0; 1].
Lema 2.1 Para cada ,, € [0;1] e Y., € Way,, tem-se T, (5,)Ym € Way,.

Prova. Devemos mostrar que, para cada ,, € [0; 1] e para cada Y,, € Wa,,, a aplicagao

Tin(5s)Ym : R — R?*™, dada por (2:10), é periddica, continua e possui derivada continua.

- Periodicidade de T,,(,,)Ym.
E trivial, pois, para cada ,, € [0;1], T,u(,,)Ym é solucdo de (2:9).

- Continuidade de T,,(,,)Ym.
Sendo T,,(5,)Y., periddica, é suficiente mostrarmos a continuidade de T,,(,,) Y.
em algum intervalo Ir da reta de comprimento T. Suponhamos, dessa forma, t;ty € .
Entao,
Tin ()Y (t) = T (5) Y (to) = /T {-:[ = F(Yi(s)) = H(Yi(s): Y,0(5))+
+=Y 1 (S) + fIY,(S)] + P ()} (Gm(t;s) — Gpu(to; s))ds:
Dai, sendo ,, € [0; 1] e usando propriedades da norma, obtemos
[T () Yim (8) = T (55) Yo (t0) [ 2 < /T{H —F(Yin(8)) = H(Yi();Y,,(8))+
(S) + 1Y, (S)|]2m + [P ( )|\2m}|Gm(t; S) — G, (tp; 8)|ds <
/{IIF $)ll2m + [IH(Ym(8); Yor (S 2m + =Y, (S)] |2+
H[Yo ()2 + 1P (S)]]2m } [Gin (tS) — G (to; )]s

Da continuidade de G,,(t;s), segue que, dado T > 0, existe - > 0 tal que
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It—ty| <-=|G(t;s) — G, (ty;S)| < .
Sendo assim, obtemos

[T () Yom (8) = T (55) Yon (o) [ 2 < T/{HF $)l2m + [[H(Ym(8); Y, (8)2m+
=AY (8)l2m + f[ Yo (S)|[2m + [[P (8)]]2m }dS;

sempre que |t — tg| < -. Assim, para mostrarmos que T,,(,,)Y,, € continua, basta

mostrarmos que

/{HF $))l2m + [[H (Y (8); Y5 (8)l2m + =[1Y,1,(8) |2+
HHYon(S)ll2m + [P (8)[[2m }ds < oo

(2.11)

/ [|F (Y. (S))]]2mds < 4.
Tomemos a norma do maximo em R?™ e, sem perda de generalidade, assumimos
que
[IF (Yo ($))ll2m = [(AUR; 11)1:
Assim,

/HF Nlomds = /](Aum;h}\ds
T
3

p—2
_ / Qun(s) " “0un(s) @ty o |\
T Ja @x; @x;
3 -1
Qu,(s)|” @Y,
< dxds:
N /T;/Q @x;
Usando o Teorema de Fubini, obtemos
3 1
@um( ey
F(Y nds < /ds / dx
LA 3 i
2 |0un(s) [0
< T " dx: 2.12
<1y, o, 1
Agora, sendo U,,(S) = chm(s) I, resulta que
j=1

OuL(S)
@x; =2 Gmls)

Jj=1
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Dai,
@Um(S) - @!j
< Cim(S)||=—1: 2.1
| < 2o oml5)| g 2.1
Mas,
1Yol W = IYon(S)l2m > D lem(S)]; Vs
e, alem disso, como 1, € Wy P(Q), j = 1;---; L L ]
’ ’ JoTe e 0x;” | 0% | s=1-m | B
€ LP(Q2). Logo, de (2:13), obtemos
Qu,,(s) 0! | 0!
< ; < Y ; 2.14
o E o PILCIE - I .14
! 0!
onde denotamos = max =71 Assim, de (2:14), obtemos
0x; 0x;
Qu,,(s)|" Ll
< : 2.1
@x; =¢ X; (2.15)
Agora, voltando a (2:12), usando (2:15) e a Desigualdade de Holder, obtemos
F(Y < T =1
I aislentis < cz/ z ‘ dx
p—1N\ p’ ' @|1 p 1/p
< TC — / - dx)
(L))
p\ /¢ e, 1/p
< TC — — | dx
< e (&) (5>
< (2.16)
) [ IHO0(8) Y, (5)) 2l < 4.
Tomando mais uma vez a norma do maximo em R?>™ e supondo que
IH (Y1 (8): Yo (S)2m = [{[Vin ()" 2| ()" U(); 11) + (U, (5); 1))I;
obtemos
/||H Y Sllnts = [ [(n(S)1 2 (5)Pun(s); 1)+
U, (s): 1 |ds</|<|v )17 ()] (5); 1)1+ (2.17)

+H((U5,(s); 1h))]ds:
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Agora, sendo

0 (8) = 3¢ (901
temos . g .
(U, (8): 1) = (O Chn(8) 15 1) = > hn(8)((15: 1)
Dai,

IN IN
\ q\
M 10
L X

3 3

= 3

- 7]

a

7

< T|Ym |Iw2mZ| 1))|ds
< oo (2.18)

Por outro lado,

/Hv ()P un(5): 10168 = [ | [ 00 un(s)Pu ) ticx|as

[Vin (8)17 2|t (5[ 1+ |dxds:

TJo
(2.19)
Mas
jm( Z|ij <Y lwam [ 2;
onde denotamos || := 'rrllax |1;], de modo que
=1 m

lun ()P < C|1Pth: (2.20)
De modo analogo, obtemos

Vi (S)|PT2 < C|1|PH2: (2.21)

Dessa forma, substituindo (2:20) e (2:21) em (2:19), obtemos

/\< Vo (S) P72 Uy (S)[PUn (S); 11 > |ds§C//|!|p+2|!|p+1|!1|dXdS§
T TJQ

1/6 1/~
gCT/|!|”+2\!\p“\!1\dx§CT{/ (|!|f’+2|!]”+1)6dx} {/\!mdx} ;
Q Q Q

(2.22)
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1 1
onde — + — = 1.

2 P(Q), segue, pelo lema B.5 (Apéndice B), que

{/Q(|!|p+2|!|p+1)9dx}1/6 < 00! (2.23)

Além disso, pelo lema B.6 (Apéndice B), W,7(Q) — L7(Q), portanto, existe C > 0

tal que

a) < || Ti]fo < oo (2.24)

Dessa forma, de (2:23) e (2:24),

[ 1S o)) 1) s < o (2.25)

Finalmente, por (2:18) e (2:25), concluimos que

/T||H(Ym(s);Yn’1(s))||2mds < 00! (2.26)

i) / 1P (5)][amds < +o0.

Temos que
/||P<s>||2mds _ /|f1 )lds
T

< ([9)"( [more) "

Como, por hipotese, f; € L?(T;L?(Q)), segue que

/ 1P (S)|[2mds < +oc: (2.27)

v) / 1Y, (8)Jamds < +00 e / 1Y (8)[|amds < +00.
T T

Segue do fato de que

Yo (S)ll2m < [[Yonlwom < +o0 (2.28)
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1Y () 2m < (Yo [Wom < 400! (2.29)
De (i) — (iv), concluimos que

JUIF )z + H (91, ) o+ =11, 5)
Yol -+ 1P ()]s < o

(2.30)
e, portanto, T,,(,,)Y, € continua.

d
- Continuidade de ﬁTm(,,)Ym.

Observemos primeiro que
= [l POV~ HO S 480 Y4 (5) + V(o))
(S1Gn(tis)ds = [ (o~ FYa(5) — H (Y (5) Y, (8)) + Vi (5)+
+1Y,,(s)] + P (5)}Gn(t; s ds+/ {..[ (s)) —H(Y,.(s);Y, (s)+

Y, (S) + FIY,,(5)] + P (8)} G (t; )ds:
(2.31)

Dai, utilizando a formula de Leibnitz (Teorema 1:24), obtemos

Tin(sn) / {..] H(Y.(S); Y (S)) 4+ =Y, (S) + fIY,,.(S)] -+
+P (s }@ t;s)ds:
(2.32)

Agora, para t;ty € lp, arbitrarios, temos

ST 0 = Tl Vonlte) = [ L] = F (Ya() — HOY(S): Y, (5))+

@ " 0

F2Y 1 (S) + Y (S)] +P(s)}( 51Cn(65) — 3G (to;s)>ds:
Dai,
[ STl Yolt) — ST, < [ UF (Sl + MO At
11,8+ 1Yo ()Hzm+HP Hzm}\@t (t:s) - @@t (t:5)]ds:

Da continuidade de %Gm(t; S), segue que, dado T > 0, existe - > 0 tal que
0

t—to|<- = ‘@t n(6:5) = 56ty s)’ <,
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Assim,

[T )~ T tﬂ\<ﬁ/{w )iz + [IH (Y (8): Y,1(8) |om+
(1Yo, () |2m + Y ()] l2m + [P (S)|]2m } dS;
sempre que|t — ty| < -. Mas por (2:30),

JUIF )+ H o (S): Y, ) o+ =11, (5) o+
HY ()] -+ 1P ()]} <

logo, —T,.(5,)Ym € continua. =

d
T dt

Lema 2.2 Para cada ,, € [0; 1], o operador T,,(,,) : Way,, — W, definido como antes

€ continuo.

Prova. Sejam (YTSZ')),, uma sequéncia em W, e Y,, € W5, tais que

Y Y, em Wy, (2.33)
Devemos mostrar que
||Tm(,,)YW(1”) — Tim(os)Yml|lwom — 0; quando ” — oo: (2.34)
De (2:33), obtemos
1Y, o < C; V7 (2.35)
1Y Ol2m < Y llwom < C; V75V (2.36)
1Yo (®)llam < I, wam < C; V5 WE: (2.37)
Agora,
T V520 = T Vo Olkan = | [ Ll = F ((6)) + FYon(s))

1(v) /

H(Y. (s)Y“”<>>+-H<Y (); Yon(S) +=(Yn " (8) = Y, (S))+
+fi f%oiﬁ [()opbtemog11 95 4550 [( )] 127 3] 911 95 f4 560

||Y ! jiom TD T T

[(;) 166( )

™D u T
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Da continuidade de G,,(t;s) em Iy X Ir, segue que G,,(t;s) é limitada em I x I7.
Logo,
1T (o) Yot (€) = T (50) Yo () o < c{ / [IF (Y,9(S)) = F (Yon(8))Jom+
)

HIHY(8): Yo (8)) = HYou(8): Yo ()l + =Y (8) = Yo (S) ot (2:38)
HHYA(S) = Yon(S) | 2] ds}:

Temos que
||F<Y<”>< >> F(Y < > ||2m— \<Au 1> <Aum )i 1)| =
P2 QU ( @ r- 2@u(”)( s) @1,
‘Z/ @x @x _Z/‘ 0x;  Ox; X'
p- 2@u auly(s) - 2@u '(s)18Y,
'Z/{ _‘ 0x; }@xidx =
p- 2@u @ul(s) p-20u(s) |10y, .
- ‘ @x; 0x; ax;
e, pelo lema B.7 (Apéndlce B),
U, (S) P 2@u QUi (s) =20us(S) | _
0x; o B ’ 0x; _)
au (s) (s ) Qua(s) @ui(s)|
= Csup{ 0x; @x; } 0x; B x; |
Logo,
IF (Y (8)) = F (Yo ()l J2m <
3 W) (e 1 ~ (v)
@ui’ (S) P2, |@U,(S) P2 |@Up(S)  @uwm (S)]|@1,
SC;/QSHP{ o |1 oex } 0 @x Bx 1=
3 W) () (v)
@us’ () P-2|@U,,(S)  @Uy (S) (2.39)
SC;/Q’ 0x; o 0x @
3 ~ (v)
Oun(S) [P2|@U(S)  Bum (S)
+C;/§z‘ 0x; 0x; 0x; @ dX
Sendo .
@Xi - jzlcjm(s) @Xj
obtemos

@um ‘_Z’C(w ”% < ﬂ’i\c%(sﬂg
il

< V) o ol

< 1Y

%
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I
max |, Assim,

1
‘@Xi n j=1,...m ‘ @Xi

onde

Qu'(s) |-

i T ox (2.40)
De modo anélogo,
@u,,(s) |p—2 @r p—2
’ @X§ ) <Clax (2.41)
Temos também,
Qua(s) @uy(s) S @Y N0 01
— Cim(S - > ¢
@x; 0x; ;J ex, ;J ex,
= IS e (s) — s 8l
- ]Zl (Cﬂm(s) C]m(s)) @Xi
< Z|ij s) — Cil(s M
(v) !
T 2.42)
As estimativas (2:40), (2:41) e (2:42) conduzem, juntas com (2:49), a
v v @I p—2 !
IF(V(5)) — F (Y,u(8))lon < CI Y,y — Vs >||Wzmz/\ ller] <
@l p— 1
< CIIY, Y HWzmz/t
3 R 1/p 1/p
» @1 1y / o1, pr
< — =
_CHYm Yo ||W2mZ::(/ ( @X ) dX> ( Q‘@Xz dx
= Cl[Yn — ||W2m —0
L (Q) L ()
(2.43)

uniformemente, em S, quando ” — oo.

Agora,

IH (Yo (8): Y, (8)) = H(Yi (8): Yo () Jam = [{[Vin(8)[+2|Un (8)[PU (S); 11 )+

H((U,(5); 1)) = (Vi ()42 i (s)[Pul) (s); 1r) — (U (s); 1h)] <

< (Vi (8) 42U (8) U (8); 1) — (Vi (5)[7+2|ui (s)[Pui (s); 14) |+

H (W, () 1)) = (Ui (s); 1)) < [((Ul,(s) — Ui (s); 1 >>\

(Vi (8)P42 U (8)[PUnn (8); 1) — (i (8)[7#2 |y (s) |Pui (s); 1)
ou seja,

IH(Yon(8); .0 () — H(Yns”ks)-v"”)( >>||2m < | (g (s) — U (s); 1)) |+

(2.44)
[ ([Vin (8) 72 U (8) 17U (8); 1) — (|vie (8)172]usi (8)uia (8); ¥) -
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Temos que

m

(U (5) — U (s): 1)) = ]((Z (€(S) — C2(8)) 1 !1))‘ _
\CQm — )| D ((1 )] <

<HY,_Y HWZmZ‘ LT 1 — 0;

Z (¢/n(s) — c’(") (s)) ‘ <

(2.45)
uniformemente, em S, quando ” — oo.
Seja
= [V (8) [P 2[Um () [PUn(S); 11 — (V5 (8) 72Ul (s)|Pul (s); 1) | =
/ rv (872U >\ﬂum<s>—\vm <s>\p+2\u£z><s>rpus;><s>)hdx\s
||v (872U () |PUnn(S) — [V (8) P2 U () [Pul) (s) || ¥ |dx =
/ Vo ()72 U (8)] U (8) — V()| [U)(8) U (8) + (2.46)
Vi (8) P2 Ul () [Puls) (s) + Vi <>|p+2|u< J(s)[Pul)(s) || 11 ]dx <
/|v P2 [Une () U () — U (8)]Pul) (8)][ 1 dlx -
/Q U (S)F7 V) (s |ﬂ+2—|v£:><s>|ﬂ+2||!1|dx:
Defina
= [ M)l (9 (5) = [ (6) 0 (5) o <
sc/supﬂu $) 175 (U (8) [P} U (S) — U (8)[[Vin(S)|7F2[ 1 [dx <
<C / Vo ()72 ()[?| Ui (S) — Ul () [ 1 |dx+
+C [ Vo (S)[P2 UL (S)[7| U (S) — U (s)||1 |dx:
Q

(2.47)

Agora, sendo

[Vin(8)77 < C1|7*,
um(8)[” < CI1”;
U (8) = U (S)] < Yo = Yo llwwe |1

Ui (s))” < Clr s
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segue que
< Ol =Y, [ 1Pt
Q

I =¥l ([ (1172181) dx) ( At |de) — 0f2.49)

uniformemente, em s, quando ” — oo.

IN

De forma anéloga, chegamos a

l, = / |um(s)|”+1||v§;’)(s)|’3+2 _ |V£rl;)(s)|p+2|’!1|dx —0; (2.49)
Q

uniformemente, em s, quando 7 — oo.
7

De (2:48) e (2:49), concluimos que | — 0 uniformemente, em s, quando ” — o0,

de modo que, juntamente com (2:45),

[H (Y (8): Yo (8) = H(Y, (8); Yo (8)) [om — 0; (2.50)

m m m

uniformemente, em s, quando 7 — oo.

Temos tambem que

1Y (8) = You(S)] s [IYo(S) = Y2 (S) lam < |IYi = Youl o — 0;  (2.51)

uniformemente em s quando ” — oo.

Finalmente, fazendo ” — oo em (2:38), obtemos, via (2:43), (2:50), (2:51), que
T )Y (©) = T (o) Yo (8) |2 — 0; (2.52)

uniformemente, quando ” — oo.
Mostraremos agora que

d

Hdt m\s» Ym(t) - aTM<")Yn(1V)(t)||2m — 0;
uniformemente, quando ” — co. De fato,
ST Yon ) — ST, H / . SRS
HH (Y, () Y, () — H<Y<” (s > Yo +ﬂ<Y (s) - Y<”>< s))+
@

= (Y(9) = Y (8) | ggBu(tis)s) < / [IF (Yin(8)) = F (Y17 (8))l2m+
HIH (Y () Y,0(8)) = HYa(8); Yo ()] |am + f1[ Yo (8) — Yol (8) |2+

1Y (9) — Y ugm}\@@ (ts)|os:
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Logo, sendo —G,,(t;s) limitada em Iy x I e pelos resultados anteriores, temos que

ot
[ ST = ST YOm0 (2.53)
— _ — — .
dt m\»» m dt m\»» m om ’
uniformemente, quando ” — oo.
Por (2:52) e (2:53), segue que
TG Yo = T ()Y lww — 0; (2.54)

como queriamos demonstrar. m

Lema 2.3 O operador T,,(,,) € compacto.
Prova. Seja B um conjunto limitado em W,,,. Entao existe C > 0 tal que
Y omllwom < C; VY, € B:
Devemos mostrar que
Tn(5)B = {Tpn(:s)Ym : [0;T] — R*™Y,, € B}

é relativamente compacto em Wo,,.

Sendo [0; T] compacto e dimensdao de R*™ finita, afim de que T,,(,,)B seja rela-
tivamente compacto em W,,,, é suficiente mostrarmos, via teorema de Ascoli-Arzelé,

que:
@) [|Tim(ss)Ym (V)2 < C, VL € [0;T], VY, € B;

(b) T,.(,,)B é equicontinuo.

Prova (a). Sejam Y,, € B et € [0; T]. Entao,

[T () Yo (O [2m < /{IIF $)lom + |[H(Ym () Yo (S)l2m + =Y, (S) [ |2m +
HY 0 (8)[l2m + [P (S)][2m }|G(t; 8) ds:

Sendo G,,(t; S) continua em l7 x Iz, segue que G,,(t;s) é limitada, logo,

[T () Yo ()2 < C/{HF Dllzm +1H Y (8); Yo () 2m +=[1Y,0 ()l lom +
HY o (8)ll2m + ([P (8)]|2m }dS:
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Além disso, sendo
Yo (S)|l2m < |[Yon|lwoy < C; Vs €[0;T];VY,, € B;
Y, (S)am < [|[Yomllwae <C; Vs € [0;T];VY,, €B
e pelas limitagoes dadas em (2:16), (2:26) e (2:27), obtemos
[T ()Y (D2 < C; ¥s € [0;T];VY,, € B; (2.55)

como queriamos.
Prova (b). Sejam ty € [0;T] =l e Y,, € B. Devemos mostrar que dado T > 0, existe

- >0 tal que
t—to| <- em Iy =||TnG)Ym(t) — To() Y (to)||2m < T; VY, € B:

Temos que,

T ()Y (8) = Tin (51) Yo (t0) [[2m < /T F (Yo ()2 + [[H (Yo () Y (8))[lom+
A=Y 0 ()2 + Yo (S)[[2m + [P (8)[[2m] |G (t;'S) — Gin(to; 5)[ds
e, sendo G,,(t;S) continua em I x I, segue que, dado T > 0, existe — > 0 tal que
t—1t)| <- em lr = |G,(t;s) — G, (ts;s)| <
Dessa forma,

T ()Y (8) = Ton(55) Yo (t0) [ 2m < TL IF (Yo ()2 + [TH (Yin(8): Yo ()| Jom+

+=1Y,0 () 2m + T (8)] |2 + [P (5)] |20 ] d;

sempre que |t —ty| < - em lp. Mas, das limitagoes obtidas anteriormente, obtemos

que
t—to] <= em Ir = [[To()Yim (1) — Ton (o) Yon ()] |2 < TC: VY, € B:

Com isso, T,,(,,)B é equicontinuo e, portanto, o lema 2:3 estd demonstrado. =

Lema 2.4 Se B é um subconjunto limitado de Ws,,, entao

||Tm(”)Ym - Tm(’)Ym”Wzm < C

. VY, € B:
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Prova. SejaY,, € B. Entao
T (o) Yo () = T () Yin (0|2 = || /T(n — )= F(Y(s)) = H(Yiu(s); Y (s))+
+=Y0(8) + 1Y, (8)] Gt s)ds |, < | — | /T{H':(Ym(s))ll%ﬂr
HIHYm(8): Yo (8)l2m + =[[Y,7.(8)[2m + f[Yra(8)[|2m }| G (T; 5)[dS
Pela continuidade de G,,(t;s) e pela limita¢oes encontradas, segue que

T (55)Ym (©) = Ton(5)Ym (O ll2m < Cloy — 5|5 VEE Iy VY, € B: (2.56)

Temos também

[T Y0 =T W¥)]|, = | [ = L= F¥nls) ~ HOYo(o): Yilo) +
HY1(8) + 1Y ()] 2 Gnt5)ds LN RO

+||H (Ym(s); len(s))HQm + —||Y41(S)||2m + ﬂ||Ym(S)||2m}’%Gm(t; S)‘dSZ

Pela continuidade de @Gm(t; S) e pelas limitagoes encontradas, segue que

ot
| T = TG, < Clali VEe b WoeB: (257

2m

De (2:56) e (2:57), resulta que

o ¥eu®) = T o B+ | 5 o) Yor (O = T )Y <
<Cl|,,—.|; vtely VY, €B:
Portanto,
T )Y = Ton oW ¥onl s = 5D { T () Yo (8) = T () Yo (O

+H%<Tm<,,>vm<t> —T(2) Y (1))

como queriamos. =

(2.58)

2m

2.4 Existéncia de Solugoes (Segunda Parte)

Foi provado na sessao anterior que o operador T,, : [0; 1] — K(Wy,,), que a cada
.» € [0; 1], associa T,,(,,) € K(Ws,,), onde para Y,, € Wy,,, tem-se
Tl = [ {ul = F(Y(8) = MY () Y1(8)) 4 Y(6) + Y, (5)] +
T
+P(s)}G(t;s)ds
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é uma homotopia de operadores compactos.

Sabemos que T,,(0)Y,, = Y, ou seja, o grau de Leray-Schauder de I — T,,(0) é
igual 1. Nosso objetivo é provar que | — T,,(1) tem também grau de Leray-Schauder
igual a 1, ou seja, T,,(1) tem um ponto fixo.

Suponhamos que (I —T,,(,,))Y,, = 0 para cada ,, € [0; 1]. Entao Y,, é solugao de
(2:9). Multiplicando (2:9) por Y, (t) em R*", obtemos

(Yo (0 Yo (0) 5, + = (Yo (0: Y (1), + (Yo (0; Y, () 5, +
Ha (F (Y (0): Y, (1) 5, + o (H Yo (0 Y ()5 Y (1) 5, = o= (Y (0: Y (1) 5, —
=t (Y (0); Y, (1), = (P (1) Y, (1)),
ou seja,

1d , o, fid , o
thHY (O + =Y (O 2 + 5 G Y m (Ol + ni'I:éYm(t)) Y (1) 2m+

s H Y (0 Y (0): Y, () = oY (OB — 2 IV (OIB, = (259)
= (P(); Y (0)2m < [P (O)l2m|[Y,, (O] 2m:
Agora

(F(Ym(t); Y, (1), = Z(Aum(t); 1)C (1) + Z(Am(t); 1)d,, (1) =

= (Au,(t Zc]m Y+ (Av,,(t id;m(t) 1) =

= (AU, (L) U, (1) + (AV,, (1), V), (1)) _

1d - 1d »
- B&H ()13 + 5 gl (O (2.60)

(H(Yom (0): Y, () V() 5, = (Vi (017U (0Pt Zcm )15+

1

(U, (03¢5 (015)) + (U (O 2V (0 V (0; >l (1)1

1 =1

(V0 (0: D & (01)) = (Var (012 1Un (8) Ui (1) U, (1) +

J]=

+((ur, (0; w7, (1)) + (U ()|"+2\V ()\pv (t); >+(( (v, (1)) =

1 d i
1 d
HU O + U, (O] = = +_2d_t||um(t)vm(t)||gj32(m U (O] 4+ || )]

(2.61)
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ou seja,

(MO (05,0 (0, = g g 1 OV 11 g + 10, O+

+lu, ()]

(2.62)

Dessa forma, da expressao (2:59) resulta que

/ fl d d
2 _ 2 v p
YOI+ IO+ 5 MmO+ 2 llum O+

2dt

d p d p+ 2 / 2
» - < 2.63
2 5l MmO + 275 G 1 OV (D172 ) U, (O + U, 0 < (263)

O+ 5 Y O]+ 1P (O ¥, 0 o

Integrando em | e usando as condig¢oes periodicas, obtemos

/HY Oldt+ o [ (O + IV, (0] )t <

(2.64)
< [ I ||2mdt+/ 1P (0) 1Y, (8) ol
Agora, temos que
U () + NV (OF = [IVAOIR,. (2.65)
e, sendo H} () — L2(Q), existe -y > 0 tal que
lul < Yu € Hg(Q):
Logo,
% [ (0 + W)t < [ (01 + IV 0] et
-0
Assim, de (2:64), resulta que
/ IV 0150t 2 [ (O = V(0 )t <
(2.66)
<o [ i ||2mdt+/||P<>r|2m||Y (0 ant:
Por (2:65), obtemos
- [+ 2 [ V010 <
(2.67)

S T S AL T

o o ) 1
Restringindo nosso — > 0, inicial, ao intervalo 0 < - < —;, obtemos
0

/ ]' / .
/T IV (0130t < / LB () ol 1Y, (0) Lottt
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1
Usando a desigualdade de Young com a = —||P (t)||2m € b = |]Y,,(t)||2» obtemos

1 1 ,
JIviwiBade< o [P @IG,de 5 [ v 005,
T 2 T 2 T
/ 2 1 2 .
JALC Ry MO
T T

Sendo / |P (t)]|3,,dt < oo, concluimos que
T

ou seja,

/ IV, (OI2,dt < C; (2:68)
T

com C independente de ,,

Multiplicando a equagao (2:9), com ,, = 1, por Y,,(t), obtemos

(2.69)
= (P(1);Ym(1)),,,
Mas,
(F (Y (0); Y (D)), = [un (O + [Va (D)5
(H O (0 Y03 Y 0),,, = 2 (O, (015 + 2 S0 0]+
b2 SV
Logo, (2:69) é equivalente a
d ! . ! 2 p p
Gt (Y Yn(0),,, : ; IIYm(t)Ilzmvzl(lij(t)lloﬂL [Vin (B) 5+ (2.70)
20U OV (0152 0y + 5 5 U O + 5 N (O = (P (0 Y (D),
Integrando (2:70) em I e usando as condi¢oes periodicas, obtemos
— [ NI [ (Ol + v 01
(2.71)

0 (O (Ot = [ (P Yo (1),

T T

Agora,

(P():Ym(D),, = Z (FL(0); 1) Cim(t) + > (Fa(1); 1)) djm(t) =

—1

-

Cim(1)15) + (F2(V); i djm ()1;) =

J=1 J=1

= (FL(D;Un (1) + (Fa(1); Vi (1));

Ms

— (fi()
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portanto,
[(P(0): Y (1)), | < [F2(0)[JUn(B)] + [F2(O) Vi (D))

e, sendo W (Q2) — L?(€2), obtemos
[(P(1); Yin(1)),,,] < CIFL(O)][[um(B)[o + C[Fa(t)][Vin (1) o
. 1 1
Usando a desigualdade de Young com B + a =1, obtemos

c? | c” |
[(P(1); Ym(D)),, | < F\fl(t)\p + BHum(t)HS + F\fz(t)\p + Blvm(tWé:

Dessa forma, de (2:71), obtemos
_/7:|’Y7:7,(t)H§mdt+/T(Hum(t)"g+ HVm(t)H]S)dtJr2/THum(t)Vm(t)Hiﬁz(mdtS

c” P P 1 p P\ dt-
<= [ R@P + R0 ot 3 | (1 + vl

ou ainda,

- / Hm(t)\\%mdtﬁ / (1@ + [V (O] i+

o Cp’ ) ) (272)
+2 /T (VD1 oyt < = /T (F.(OF + [0 )dt

Sendop>2ep= %, resulta que p’ < 2. Logo, L*(T;L(Q)) — L¥(T;L%(Q)) e

como, por hipotese, f; € L%(T; L3(Q2)), i = 1;2, obtemos de (2:72) que
1
5 [ Qa1+ a0 de+

42 [ unun®l gt < [ VO], dt+ C:
T T

Mas, / Y (0|2, dt < C, entao
T

1
- / (1 (D15 + Vo (8)[2) it + 2 / UV (O 2 dt <€ (273)
de modo que
/T (U (O] + [V (®)][2)dt < C: (2.74)

Afirmamos que

JALZCIER
T
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com C indepedente de ,,. Com efeito, temos que

1Y (0150 = [Um (O + [V (D]

e, como W, P(Q) — L2(Q), resulta que

1Yo (D15, < C([Um (D] + [[Vin (D)[]5):

Portanto,
/T V@Bt < C / (12 + [V (1))t

Sendo p > 2, resulta que LP(T;W,"(Q)) — L*(T;W,”(Q)), de modo que

[Jul|? Yu € LP(T; W, 7(Q)):

vawgrey < ClIE

LP(T,WgP ()’
Assim,

[ M0l < ([ i)™+ [ vl

< C; (2.75)

por (2:74), com C independente de ,,, como queriamos.

Sejam S;t € Iy com s < t. Integrando (2:63) de S a t, obtemos

1 / ¢ / fl 77 77
IV (01, +- / N COld Y1 + 2 0m O1 + 22V (O]
s t
, , L.
Ut <t>||ztfz+"/ (I ONF + v OIF)d < SV () Bt
fl 2 ; 4+ Py P2
5 NSz + FHUm S5+ FHVm ()l + = [1Um ($)Vm (Sl +

b [ MOl Y1 — Y (S)B + /||P Mzl IV )lland
| (2.76)

Sendo ,, € [0; 1], resulta que

oo [ OO+ IV OlP)E =0

t t
oo [IVLONBG <= [ NI

o N < 51N O]
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Logo, de (2:76), obtemos

11\\Y7;(t)||3m4frlﬁ um(t)|\§+§ﬂvm(t)|\§ g U OV (D175 <
< SISz + S Y (S = T Ym(S) 2 + 5( m(S)I[6 + [V (S)I[5) +

o zﬂ+/Ww Mol YA () amd

oo
(2.77)

Usando a desigualdade de Young, obtemos

! / 1 ! 2 1 ! / 2
S POl Ollnd < 5 [ IPOUBE +5 [ IVOIB
5 [IPOIBG +5 [ 1V )IBag
2T 2m 2T m 2m
C

IN

IN

e, além disso,
fl i
5 Yo ()2 = T NYm(S) 2 < AIYon(8)] |20

Dessa forma, obtemos apartir de (2:77), que

§||Ym(t)||§m+5 Um(t)||’8+5 Vm(t)||’8+%0+2 Unn (Vi (D)2 <
IIYT;(S)Ilier’—F;( (S5 + [V ($)1[6) + ¢=5 1 ($)Vin(s 1720yt

1 1
HAYn(8)[3 + C < SIY¥uu(S)] 12 + B(HUm(S)Hé’ + [V ($)116) +

i U OV (D177 + Ao (8)] 13, + C:

Integrando esta tltima em relacao a S, de t — T a t, obtemos

1 ! 2 » P p p+2
§|!Ym(t)!\2m+5( m (O[5 + [V (O]5) + i g | Um OV (O] 7v2 )

1 (1 / 1
sf{—/uvsuam+ﬁljwa$%+uw@m@m+

/Hu g*,;fzds+ﬂ/ y|Ym(s)Hgmds+c}:

%c—|-2

Por (2:68), (2:73), (2:75), obtemos, via expressdo acima, que

1 ! 2]
SV I3, +

(O + Vi (O15) + ¢ U (Vi (D172 < C;

7—}-2

com C independente de ,,. Dai, fazendo o limite com ,, — 1, obtemos

U (D) Vi (T )||Zﬁz

1y 1 1
Y O3 4 = ([un O[5 + [V (D]]5) + —— ||
Yo (Ol 5 U (DI + [V (D) + 55



com C independente ,,. Assim,

1Y (®)]l2m < C

[Um ()03 [[Vem (D)0 < C;

com C independente de ,,.

De (| (0|13, = |Um(D)]> + [V ()2 € WP () — L2(Q), obtemos
1Y (0112 < C(um (OIIE + U (1)]]5):
Assim, via (2:79), resulta que
Y ()||2m < C; com C independente de ,,:
Finalmente, de (2:78) e (2:80), concluimos que
1Y (t)||ws,, < C; com C independente de ,,:
De acordo com o Teorema de Leray-Schauder, se

!2m — {Ym S W2m; ||Ym||Wzm S rC, r= 1}
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(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

entao, d(I — T,,(,,); Yom; 0) existe e tem o mesmo valor qualquer que seja ,, € [0;1].

Como d(l —T,,(0)) = 1, segue-se que d(I — T,,(1)) = 1, ou seja, T,,(1) tem um ponto

fixo, que é solugao para (2:6) e, por equivaléncia, (2:2) tem solugao.

2.5 Estimativas a Priori

2.5.1 Estimativa I
Substituindo ! por u/ (t) em (2:2); e por V/ (t) em (2:2), obtemos
(U (8); Uy, (1) 4 < Al (1) U, (1) > +( (U, (1), U5, (1)) +

+ <V (772U (8) U (1); 1, (1) >= (Fi (1) 17, (1))

(Vi (0 Vi () + < AV (1) v, (1) > +((v, (1) v, (1)) +
+ < U ()72 Vin (0¥ (1); 7, (1) >= (F2(1); v, (1)):

Observando que

(2.82)

(2.83)



47

U (070, () = £ S, (0

o _1d »
- (AU, (D); U, (D) = B&Hum(t)HO

- (U, (U5, (D)) = [lu, (O]

o (N 017 (O (0, 0) = 5 [ O (017

resulta, de (2:82) e (2:83), que

1d
2t/

1d

OF + g

U O + 1 ||2+H2/|v 02 % u,, (1)) =

= (fu(t); ur, (1) < [Fu ()] |ur,,(
(2.84)

ld / 2 1d P 2 p+2 p+2 _
gtV (OF + 5 gV (015 + [V, ||+H2/|m )17+ e N (D] 2dlx =

= (Fa2(t); v}, (1) < [Fa(D)] vy, (

(2.85)
Somando (2:84) a (2:85), obtemos
jt[1|u;<t>\2+§|v;<>|2 %Hu (O15+ 51 (O] + 1 011+
HVAOI + 15 [ g lumOP a0+ < (2.86)

< R (Our, (O] + [F(Ov,, (D)

Observando que

1 d 1 d
%U+z/9dt““m<t>\ V(B2 x = s U (O (117522

e integrando (2:86) em 7, observando as condigoes periddicas, obtemos

/T(Hu’m(t)HQvLI\Vin(t)l\z)dtS/T(Ifl(t)llu’m(t)!+!fz(t)HV§n(t)|)dt (2.87)

Agora, sendo H} () — L?(Q), segue que

/T(||Uin(t)||2+||V£n(t)||2)dt§C/Tlfl(t)|||u;z(t)||dt+C/T|f2(t)|||V§n(t)||dt
(2.88)
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e, usando a desigualdade de Young, obtemos

[ Qon+ v 1P)de < S [ wcopaes 5 [ ok

) (2.89)
e ROl S VRIS
ou seja,
/T (Il O + (v, (D]*)dt < CQ/T (IF1 (O + [Fi(1)*)dt
< o0; (2.90)
pois f; € L2(T; L%(Q)), i = 1;2. Logo,
(W Vs (V) sdo limitadas em L2(T;HJ(Q)): (2.91)
2.5.2 Estimativa II
Substituindo ! por U, (t) em (2:2); e por V,,(t) em (2:2), obtemos
(U (85 Una (1)) 4 < Al (1) Una (1) > +( (U, (1); Una (1)) + (2.92)
+ < Vi (072U (1)U (1) Ui (1) >= (FL(1); Ui (1))
(Vi (85 Vi (1) )+ < AV (1); Vi (1) = +((v7, (1); Vi (1)) )+ (2.93)
+ < U (D772 Vi () [V (1); Vi (1) >= (Fa(1); Vi (1))
Observando que
- (U (s un(t) = %(Uﬁn(t)i Upn (1)) — Jur, (D))
= < Al (1); U (1) == [Jun (t)][5
- (U (07 () = 5 SO
- < V(O U (O U (8); Ui (8) == (U (Vi (D177
obtemos
(U (070 0) — I (O + [l (O + 5 2 10 (O]
dt(um( )i Um " A0 o gt (2.94)

U OV (D722 = (F1(8); U (1) < [F2(0)]un (1)



d / . / 2 p 1 d 2
St (V0 Van(0) = V(O + [V (DI + 5 e M ()]

H[Um OV (O3 ) = (Fa(0): Vin (1) < [F2(O)]Vin (D)

Integrando (2:94) em l7, observando as condigdes periddicas, obtemos

/\u 2dt+/||u ||pdt+/||u (11712 0t <

/WAMU(Mt

Como, W, ?(Q) — L%(Q), temos

/HU !pdt—F/HU Zﬁzm)dtg
< [ e 2m+c/ﬁmmw<mwt

Usando a desigualdade de Young e o fato de que H3 () — L%*(Q2), obtemos

/||u |”dt+/||u ,,+2(Q dt <

gc/uumt H2dt+—,/\f1 ( \pdt+—/|\um(t)H§dt:
T P* Jr PJr

1 1
De (2:91) e do fato de que 1 — D = v’ obtemos

<C+—/|f1 )P dt:
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(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

Sendo p > 2, segue que p’ < 2. Logo, L?(T;L3(Q)) — L (T;L%(Q)). Assim,

||f1|| T2 §C||f1||222(T,L2(Q));

de modo que via (2:99), obtemos

—/ [ Uy ( ]pdt—l—/ [ ( ’fﬁz(mdt <
p'/2
<Cc+cC (/ |f1(t)|2dt) <c:
T
pois f; € L*(T; L%(Q2)). Dessa forma, mostramos que
[ @l [ [, 007300t <

com C independente de m e t.

(2.100)

(2.101)



O mesmo procedimento com a equagao (2:95) conduz a

[ @+ B [ w00 (01572 0,0 <
T T

com C independente de m e t.

Assim,

(Um), 5 (Vi) sdo limitadas em LP(T; W, 7(Q))

(UnVi) € limitada em L7F*(T; L7H*(Q2)):

2.5.3 Estimativa III

20

(2.102)

(2.103)

(2.104)

Da expressao (2:86), do fato de que H'(2) — L?*(Q) e usando a Desigualdade de

Young, obtemos

del , s 1., 5 1 p 1 »
it LU (OF + SV (OF + 1 (7 + v 05+

1 p+2 / 2 ! 2
Pl OOl }+|2|um<t>\| A

C , C 1, .
< TIROF + I, 12 + S IBEP + 5 IV, 01

ou seja,
G2 U0 + SN O + (I + 5l 01+
U OV 5y b 5 (I O + 1V, 01) <
< S (RE + R0

Sejam S;t € Iy, com s <t. Integrando (2:106) entre S e t, obtemos

1 / 2 1 ! 2 1 1
—|u’ (t —|v/ (t U (OE 4 =V, (1)]|2
51U (O + 5 Vi (D)) +pH ()Ho+p|! (®[[o+

g O 011220y + 5 [ (I + I OIP)E <
< S [ IROP RO + U 6P + Va6

=2 2
1 1
+5l|um(5)l|’5 + BIIVm(S)IIS + U (S)Vin () 1752

7+2

+

Dali,

_u/ t 2 —
U, (O + 5|
s OV (D115

1
+5||Vm(3)|\§+

, 1 1
Vi, (O + Bllum(t)ll’é + 5||Vm(t)||8+

1 1 1
< SlUn©F + 5V + llun(S)le+

5 U (Vi (S)]175

(2.105)

(2.106)

(2.107)

(2.108)
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Agora, integrando em relagio a S de t—T a t e usando o fato de que HJ(Q2) — L?*(Q),

obtemos

1., 9 1., 9 1 1
—|ul (t —|v/ (t U (OE 4 =V, (1)]|2

s 0 OV 115 _%{ [ (Gim@ie s Siver e

1 b - D p+2
U+ SO+ 5110 (S S+ C )

Por (2:91), (2:103), (2:104), segue que

1 1 1 1
U (OF + 5V (OF + p U115 + Sllvm (W)lo+

| y (2.110)
Wy ollum(t )vm(t)||§,,+2( ) <C;
onde C independe de m e t.
Dai,

(Up ) (Vo ) s80 limitadas em L*(T; W, (Q)); (2.111)
(U )i (V) ) sd0 limitadas em L*°(T;L*(Q)); (2.112)
(UpVin )m € limitada em L°°(T;LPT2(Q)): (2.113)

Por (2:111) e pela limitagao de A (veja Apéndice A), segue que
(AUp) s (AV, ) sd0 limitadas em L(T; W 1 (Q)): (2.114)

Além disso, considerando fi e fl como no Apéndice B, temos que

Vo O U (O P U (O = / (M (O] 0 (1))
- / U (6%, ()] P17, (1) el

1/« 1/8
< {/|u erl”"‘dx} {/ |vm(t)|95dx} :
Q

. 3
Mas, b+ 1) fi=h+2el<fl = 3p 2 3 pp Logo, pelo Teorema de Imersao

de Sobolev (Teorema 1:16), segue que W, 7(Q) — L%(Q). Assim,

2)/«a
Vi (0721 (0P (Ol ) < U OV (D17 [V (D)% 50

< Cllun@Van (O30 IV (D113

IN

C;
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por (2:111) e (2:113) . Analogamente,
11U ()17 [V (1Y (0) |70y < C
Dessa forma,

(Vo |72 [Un |PUn )iy (Ui |72 Vi [PV ) e s30 limitadas em L>(T;L%(Q)):  (2.115)

2.5.4 Estimativa IV

Mostraremos que (u” )m; (V” )m sao limitadas em L2 (T; H’S(Q)). Para isto, seja P,,

m m

L%(Q) — L*(Q), o operador projegio, dado por

m

Pa(h) =) (1)1
j=1
Temos que

i) P, € L(L*(Q)) e P, =P, onde * denota a adjunta de P,

i) P,, € L(H3()

i) P, (1)=1; VI eV,
Com efeito,

i) Pela linearidade do produto interno em L?(Q), segue que P,, ¢ linear. Agora, para

todo hy;hy € L?(Q), temos

(Pm(hl);h2> = ( hl, ] h2 Z hy; ! ] _Z(h1; !j)(!j;hQ) =
Jj=1 j=1 j=1
= (s (ho; 1)) 1) = (hi; > (o 15)15) = (hy; Pa(hy)):
Jj=1 j=1
(2.116)
Logo, pelo Teorema de Hellinger-Toeplitz, P, € E(LQ(Q)) eP,=P}.
ii) Seja h € H(2). Entao,
< Zl(h Hy(©) Hy() < (2.117)

o) < Cllh]|mz@

SCHhHHS(Q)ZH!'
j=1
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donde, P,, € L(H()).
ii) Seja ! €V,,. Entao, ! = Zci!i' Assim,

i=1

m m m m

Pm(h):Pm<ZCi!i):Zcipm(!i>:icz LI ] ZCZ'!": I

=1 =1 i=1 j:1 i=1
Temos que
H3 () = Wy ?(Q) = Hg(Q) = L3 (Q) = HTH(Q) = W(Q) = H™(Q);

e, pelo Lema B.6 (Apéndice B), L(Q) — W1 (Q). Logo, segue da equacio aproxi-
mada (2:2), que

(Ui (0) + Al (1) = AU () + Vo (O] U (O] U (1) = FLOIW) ) ) = 03

para todow € V,,. Mas, P,,(1)=1; VI €V, logo,
(U0 + A (1) = AU (0) F VO (OF U — F0 P (1) 0 sy = O
para todo w € V,,, ou seja,
(U () + A, (1) — A, (1) + [V (572U ()P0 (1) — F1 (1) (1)) = 0;
para todo W € V,,,. Dai, sendo P,, = P segue que
Py (U7 () + AU, (1) — AU (1) + Vi (0772 Ui ()] Ui (1) — F1(1) =

em V,,:

O Teorema de Extensao de Hahn-Banach afirma que se X é um espago normado,
Y um espago de Banach, M um subespaco denso de X e T : M C X — Y é uma
transformacao linear limitada, entao existe uma tunica transformacao linear limitada
T:X =Y tal que T(X) = T(X) para todo x € M, e ||T|| = |T||.

Usando este resultado, obtemos
Py (U7 () + A, (8) — AUz (1) + Vi ()] 72U ()] U (1) — F1(1) =
em Hg(Q): Dai, pela linearidade de P, e do fato de que U’ (t) € V,,,; segue que

Uy (1) = =P (AU (1)) + P (AU (1) — P (Vi (D)) |Up (0) i (1) + Py (i (1)
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em H™*(§2): Aplicando a norma em ambos os lados, obtemos

[ur (O @) < [P, (AU (0) ][ -+() + [P, (AU, (O) |-+ @)+

(2.119)
+{ [P (Vi (O 72U (0[P U (0) [ -5 () + [P (Fi (D) =50

Mas, P € L(H™*(Q)) e W17(Q) — H™*(Q). Logo P € L(W 1 (Q);H*()) e,

entao,
1P (AU ()] 11-+(2) < ClIAU ()17 ) < CllUm(DI[5 " (2.120)

Temos ainda P}, € L(H™*(Q)) e H () — H™(Q). Assim P, € L(H1(Q);H*(Q))

e dai obtemos
[P (AU (D) 5-5(0) < ClIAU, (D) r-2) < Cl|uy, (D]]: (2.121)

Também, W,7(Q) — LY(Q) e LY(Q) — W5 (Q) — H™(Q). Assim, como P} €
L(H™(9))), segue que P € L(L(©2);H*(Q))). Obtemos entdo

1P (Vi (O 2 Ui (O U (O) [ -2(@) < CHNVa (17U () U ()] 200

< G (2.122)

pois
([Vio | 2 Upa| Uy )i € limitada em L°°(T;L%(Q)):
Por fim, sendo P; € L(H™(Q)) e L*(Q) — H™(Q), segue que
Py e L(L2(Q);H™(Q)). Assim,

[P F1(t)|| -5y < CIFi(t)]; Fi(t) € L2(): (2.123)

Levando em conta as limitagoes (2:120) — (2:123), concluimos, via expressao (2:119),

que

(U”),, &limitada em L*(T;H*(Q)): (2.124)

Um raciocinio semelhante, usando a equacao aproximada (2:2)z, conduz a

(V) @& limitada em L*(T;H™%(Q)): (2.125)

m
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2.6 Passagem ao limite
Se X é um espaco de Banach reflexivo, tem-se que
L=(T: X) = (LYT:X));  L3(T;X) = (LA(T; X))

Dessa forma, das limitagoes obtidas em (2:91), (2:111) — (2:115), segue do Teorema de
Banach-Alaoglu-Boubarki, a existéncia de subsequéncias (U, ),, (V,), de (Um)m, (Vin)m,

respectivamente, tais que

u, *u; v, v oem L®(T;W,7(Q)): (2.126)
u,*1; v, * i em L®(T;L2(Q)): (2.127)
U, > 1o, v/ * 4y em  L2(T;H(Q)): (2.128)

uv, *$ em L®(T;LrH2(1))(2.928)u
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Mesmo resultado em rela¢ao a sequéncia (V,y,).,, isto é, existe uma subsequéncia (v,),
tal que
V, =V, q.s.em lpxQ: (2.133)

De (2:132) e (2:133), segue que

v, |72 |u, [Pu, — |V|PT2ulPu; gis: em Iy x Q

lu, [PT2|v, [Py, — [ulPt2|viey; gis: em g x

(2.134)
Dessa forma, por (2:115), (2:134) e o Lema 1:1, obtemos
v, [PF2|u,|Pu, > [v[PT2ulPu; em L1 x Q)
lu, P2 |V, [Py, < |ulP P2 |viev; em LO(Ip x Q):
(2.135)
Portanto, » = |[v|[*T2|ulfu, , = [u]PT2|v|rv.
De forma anéloga, mostra-se que
u,v, > uv em LTl x Q): (2.136)

Portanto, $ = uv.
A convergéncia U, * U’ em L®(T;L%(Q)) = (LY(T;L2(Q2)))" implica

(u,; ") = (Uu;7); V" e LNT;L*Q)):

Dai, sendo (U,;”) = / (ur,(t); 7 (t))dt, temos, para ~(x;t) = 1(x)~/(t), onde ! €
T

V!

L2(Q) e ~ € CH(R), que
/T( L) 1) ( dt—>/ t)dt; v1 e L*(Q); V> €Cr(R):  (2.137)
De Au, * 7 em L=(T;W17(Q)) = (L1 (T; Wy *(2)))’, segue que
(Au; ™)y = (757 VT e LT WP(9):

Em particular, ~(X;t) = 1(X)~(t), onde ! € W, ?(Q), > € CL(R), esta em L1 (T; W, (Q)).
Logo,

/ (Au, (t); 1) (t)dt — / ;1) (0dt VI e WIP(Q); Ve CAR):  (2.138)
T
Agora, de U/, ™ u em L*(T;H}(Q)), segue que

(u) — (i) VT e (LA(T HG(Q)
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ou seja,
/ dt — / dt V= e L3(T; Hy (Q)):
Em particular, ~(X;t) = 1(X)~(t), onde ! € Hj(Q), = € CL(R), estd em L*(T; Hj(Q)).
Logo,
/( dt—>/ t)dt; VI € Hi(Q); V™ € CL(R): (2.139)

A convergéncia |V, |?*2|u,|?u, * |v[?"2|ul’u em L°°(T;L%(Q)) implica

/m OF 00 )dt— [ (VP uoru: )

vV« e L1 T;L7(Q

Em partlcular, T(x;t) = 1(X)7(t), onde ' € L), ° € Cp(R), estd em
LY(T;L7(Q)), logo,

/<|v (0)]7+2]u, (1)]7u, (¢ dt—>/<]v PP u(t); 1) dt (2.140)
V1 e L7(Q); V™ € CL(R).

Con51derernos7 entdo, a equacao aproximada (2:2), isto &,

(U(t); 1) 4+ (Au, (£); 1) + (UL (t); 1)+ < [V, (6) 77 |u, () [Pu, (t); 1) = (Fi(t); 1)

com”>m, 1 eV,.

Multiplicando a expressao acima por = € CL(R), e em seguida, integrando por

partes em lp, obtemos
/(u’( )1y /dt+/<Auy(t);!>‘dt+/ (u,(t); 1)) et
/(yv (0172 |u,, (1) |Pu, (1); 1)° dt—/(fl(t);!)‘dt; VI eV,

Tomando o limite quando ” — oo, e observando as convergéncias (2:137) — (2:140),

/ : "dt+/< 1> dt+/ ((u'(t); 1)) dt+

/(\v()|p+2|u( Pu(t); 1) dt—/(fl(),-) dt; V! eV,,; ¥V e CLR):

obtemos

Por ser V,, denso em W, (1), segue que

/ ; "dt+/< 1" dt+/ ((U'(t); 1)) dt+

/ﬂvVﬂuvw>>m—L (1 1)7dE V1€ WIT(Q); V€ CH(R):
(2.141)
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De modo semelhante, usando a equagao aproximada (2:2)3, obtemos

—/ (v’(t);!)"dt+/ (-(t);!)‘dt+/ ((V'(t); 1)) ~dt+
+/<|u(t)|ﬂ+2|v(t)|ﬂv(t);!>‘dt:/ (f2(t); 1) dt; VI e WyP(Q); V™ € CH(R):
(2.142)

2.6.1 Condicoes Periddicas

-u(t) =u(t+T)ed(t)=u'(t+T).

Tem-se, via (2:111), que (U, (1)) € (Up(t+ T)),, sdo sequéncias limitadas em
Wol’p(Q). Sendo Wol’p(Q) um espaco de Banach reflexivo, existem, pelo Teorema 1:2
(Kakutani), subsequéncias (U,(t)),, (U,(t+T)), de (Uy(t))m, (Up(t+ T))m, respecti-
vamente, tais que

u,(t) > em W,”(Q)
u,(t+T) > # em W,”(Q):

(Prova-se que = u(t) e #=u(t+ T)). Dessa forma, sendo u,(t) = u,(t+ T), segue,
pela unicidade do limite fraco, que u(t) =u(t+T).

Agora tem-se, via (2:112), que (U, (1)), e (U, (t+T)),, sdo sequéncias limitadas
em L%(Q). Sendo L?*(Q2) um espago de Banach reflexivo, existem pelo Teorema 1:2
(Kakutani), subsequéncias (U, (t)),, (u,(t+T)), de (ul,(t))m, (U, (t+T)),,, respecti-

vamente, tais que
u(t)> | em L*Q)
u,(t+T) > # em L*Q):
(Prova-se que | = U'(t) e #; = U(t+ T)). Dessa forma, sendo U (t) = u,(t+T),

segue-se, pela unicidade do limite fraco, que U'(t) = u' (t+T).

As demonstragoes para V(t) =v(t+T) e V/(t) = V/(t + T) sao anélogas.

2.6.2 Aut) = (1) q.s. e Av(t) = - (1) q.s.

Seja W o espaco das combinacoes lineares finitas, de somas finitas, de produtos do tipo
c;1;, com ¢; € CL(R), ¥; € W, P(Q). Entao as expressoes (2:141), (2:42) valem para

todo elemento de W.
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Seja
V= {veLAT:We"(Q); v € LAT;L*(Q))}
munido da norma
IVIlv = IVl 2w ey + IV 2 (iz2@):

Prova-se que V & um espa¢o de Banach e W é denso em V (Ver [13]).

Assim, por densidade, temos

dt+/< (t)>dt+/ ((u'(t); 1(1)))dt+
/<'V I umPu >>dt—/(f1(t);!(t))dt; v ev:

Por (2:111) e (2:112) segue que U € V. Assim,

/|u |dt+/< )>dt+% ngt||u(t)||2dt+
/||u Tzt Z/T(fl(t);u(t))dt:

Observando as condigoes periddicas para U, obtemos

_/T|u/(t)|2dt+/<'( >dt+/||u £)[75% ) dt = o143

- [ (Rru)d

Reconsideremos a equacao aproximada,
(U(); 1) + (Au, (£); 1) + (UL (t); 1) + (Vo (1)772u, (B)]Pu,(t); 1) =
= (fi(t); 1); VI eV,

Tomando ! = u,(t) nesta equagiao, obtemos

010, (1) — U P + (Au, ) u,0) + -

= S+

2 dt
Hu (v (D172 :(fl(t);u,,( )):

Integrando em |7, observando as condi¢oes periddicas, obtemos

/|u |dt+/<Au >dt+/||u (O[] 120t = a1
- [ (Bru0)ae

A convergéncia em (2:136) implica em

/Hu Eﬁz ) t<hm1nf/|\u HZﬁZ(Q) (2.145)
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Tomando o liminf em (2:144), obtemos

/|u 2dt+hmmf/<Au (t)>dt+/||u(t)v(t)||’£t32(mdt§
T

(2.146)
< [
De (2:143) e (2:146), obtemos
liminf/<Au >dt</< t); u(t))dt: (2.147)

Agora, pela monotonicidade do operador A, temos que
(Au,(t) — AL u,(t) — 1) > 0; VI € W,"(Q);
ou seja,
(Au, (1);u, (1)) > (Au,(1); 1) + (AL u, (1) — 1); VI e WyP(Q):

Integrando esta tltima expressao em I, passando o liminf em ambos os lados e ob-

servando (2:147), obtemos

/< (t>>dt2/ '>dt+/<A — 1)dt; VI e W, P(Q);
ou seja,
/< (t);u dt>/<A t) — 1)dt; VI e W,P(Q):

Considerando ! = u(t) + ,v, , = 0, W € W,”(Q) e substituindo na desigualdade

anterior, obtemos
/T<'(t): ,v)dt > /T<A(U(t)+ V) LV)dE Y e WP (Q):
Dividindo esta desigualdade por ,, temos
A<’(t):V>dt > /T<A(u(t> +,V)v)dt Y € WP (Q):
Fazendo , — 0 temos, pela hemicontinuidade do operador A que
/T<’(t);V>dt > /T<Au(t);v>dt; W e W, P(Q);

ou seja,

/ (7 (t) — Au(t);v)dt > 0; W € WyP(Q):
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Substituindo V por —V e na desigualdade anterior, obtemos
/ {7 (t) — Au(t);v)dt < 0; Y € WyP(Q):
T

Dessa forma,

/ (7 (t) — Au(t);v)dt = 0; W € WgP(Q);

de modo que Au(t) =~ (t) g:s:
A demonstracao para Av(t) = -(t) q.s. é similar.
Voltando as expressoes encontradas em (2:141) e (2:142), temos
—/(u’(t);w)"dt+/ < Au(t);w > ‘dt+/((u’(t);w))‘dt+
T T T (2.148)

+/ < V@O lut)Pu(t);w > ‘dt=/(f1(t):W)‘dt:

V1 e W, P(Q), V™ € CL(R).

—/(v’(t);w)"dt+/ <Av(t);w > ‘dt+/((v’(t);w))‘dt+

T T T 2.149
+/ < [u(t)|P3v(t)|Pv(t);w > “dt = /(fg(t);W)‘dt; ( )
V1 e W, 7(Q), V> € CH(R).

Com isso, o Teorema 2:2 esta demonstrado.



Apéndice A

Propriedades do Operador
p-Laplaciano A

Neste apéndice estudaremos algumas propriedades do operador A.

A.1 Definicoes e Resultados

Definicao A.1 Dados um espa¢o de Banach X e um funcional 3 : X — R, suponha
que ezista
1
lim —[J(u+,v)—J(u)] =J3'(u;v):

A—0

Se para cadau € X fizado, I'(U;V) € uma forma linear continua em v, entao dizemos

que o funcional J € derivdvel no sentido de Gateauz, e sua derivada é J'(u):
Notagdo: J'(u;v) = (J'(u);v) = J'(u)(v).

Exemplol: Seja X = LP(Q2), onde Q CR"e 1 < p < 0.

Suponha que g : R — R satisfaca:
i) |g(s)| < fils|?, fi > 0.
ii) g continuamente diferenciavel tal que |g’(s)| < fl|s|?~!, fl > 0.

Considere o funcional J : L?(©2) — R dado por

IW) = / g(v(x))dx:
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Tem-se, usando o Teorema do Valor Médio, que

Jut v - Iu) = / (GU(x) + V(X)) — gu(x)))dx
- / @Ux) + V(X)) v(x)dx;

onde = (X),0< <1. Dai, se , # 0 temos

S+ 3] = [ (gu00+ Ve

Tomando o limite quando , — 0 e usando a continuidade de g’, obtemos

(J'(u);v) :/ﬂg’(u(x))v(x)dx: (A1)

Observacao A.1 As integrais anteriores existem em virtude das hipdteses sobre g e

g’

Considera-se, a seguir, um caso geral do exemplo anterior, do qual obter-se-4 um

operador significativo para o que se tem em mente estudar.
Exemplo2: Seja A: D(A) C L?(2) — LP(Q) um operador linear, onde
D(A) = {v e LP(Q);Av € L?(Q)}:
O espaco vetorial D(A) com a norma do grafico de A, isto é,
VIS = V1T i) + [[AVIEo )
¢ um subspago de Banach de LP(£2). Resulta que o funcional
3w = | g(Aup)ix

¢ bem definido em D(A) com valores reais. Pelo mesmo método anterior constata-se

que J, assim definido, possui derivada de Gateaux

J’(u):v:/g’(Au(x)):AV(x)dx: (A.2)

Observagao A.2 Resta apenas justificar que J'(U) € de fato uma forma linear limitada



em D(A). Temos que

@)l < [ i Aupoliaviix

< ([ weauoore) /( [ 1aviqrrax) v

IN

C< /Q |AU(X))!de> 1/p/1||/°~(V)HLP(m

< ClIvl[pay:

Logo, J'(u) é limitado em D(A).

C(/Q|Au(x))|(p‘1)p'dx) 1/pl(/Q|Av(x)|1”dx> v

64
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Dai, concluimos que a derivada de Gateaux do funcional

:%g[))g—:‘pdx; 2<p<oo;

é o operador
@Qu

)

P=2Qu

o) P2

@
= @x; (

Este operador, que denotamos por A, é o operador do nosso sistema, isto é,

J'(u)=—

—~ @ ,|@up-20u, _
A(W) = ') = =3~ o )i P22
=1 (] 1
denominado de operador p-Laplaciano.
Note que
AW, P(Q) — W (Q)
P—2(Qu _
oA ==X gl 50

temos que Au : W, P(Q) — R & linear e continuo. Além disso, como C{°(€) é denso

em W, (Q) (ver [10]), e

> Z/‘_‘ @x@x dx;

para todo € C§°(£2), temos que

o =3 [ |5

P—2 @Qu @w

@x; @X;

para todow € W,"(€).

Definicao A.2 Sejam V um espaco de Banach e V' seu dual. Dizemos que A :V —
V' € um operador hemicontinuo se, para U;V;W em V, a fun¢io R — R, , —
<A(u + ,V);W> é continua.

Definigdao A.3 Diz-se que um operador A :V — V' é mondtono se
(Au—Av;u—Vv)>0; Yuv €V,

onde <> denota a dualidade V';V .
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Proposicao A.4 Se J : V — R ¢ um funcional convero, entao sua derivada de

Gateaur J' -V — V' é um operador mondtono.

Prova. Sendo J convexo, temos
J(1— Ju+ v[<(1—= )+ I(v); 0< <1

ou melhor,

Ju+ W—u)] I < [F) - I(w)

Dividindo esta ultima desigualdade por # 0, temos
P (V- u) - IW)] < B - IW)
Fazendo — 0 resulta que
(J'u;v—u) < JI(v) —J(u):
Agora, trocando U por V, obtemos
(I'v;u—v) <J(u) — J(v):

Dali,
(J'uju—v) + (I'v;v —u) <0;
donde concluimos que
(J'u—=J'v;u—v) > 0;
Ccomo queriamos. m

Definicao A.5 Dizemos que um operador A :V — V' € coercivo, se

(Auju)

llollv—+oc |||y

+00

A.2 Propriedades de A

A.2.1 A é hemicontinuo

De fato, sejam U;V;W € Wol’p(Q) e, € Rtal que , — ,o. Entao

@v

. @u v
<A(u+,v),w>—izl/9’@xi+,@xi dx

p—2<@u @v>@w

@x; @_Xz 0x;
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Notemos que

ou Ov |P—2 /7 Ju ov \ Ow Ou |p—2 Ov |P—2\ / Ou ov \ Ow
et p—3 (| 22 p—2| 27
ox; +)\8xi <3xi +)\8xi)8xi <2 (‘axl +A ox; )(8901 +/\8xi)8xi'
e
u vV |P—2/@Qu v w u V |P—2| @u \% w
Qu, BvpmBu Gvyew Bu BvpBu v ow)
0x; 0x; @x; 0x;/ @x; 0x; 0x; 0x; 0x; 11@x;
‘@u N @v |p-1; @w @u @v p-1Qw | Q:
— y— — 0 , .S em a4,
@x; @x; @x; @x; O@Xi @x; 4

Observando que as fun¢oes do segundo membro da desigualdade acima sao integraveis,

temos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que

)\ILIE\IO (A(U+ ,V);w) = (A(U+ ,ov); W):

Logo A é hemicontinuo.

A.2.2 A é mondtono

Pela Proposicao A:4, basta mostrarmos que o funcional J : Wol’p(Q) — R, dado por

1 — Qu |»
J(U):B;/Q‘@Xi

é convexo, pois o operador A é a derivada de Gateaux desse funcional.

dx; 2<p<ox;

Sendo p > 2, a fung¢ao T : R — R, dada por f(X) = |X|?, é convexa. Logo,
(1= )x+ yP< (1= )XP+ P ¥xyeR;, 0< <1t

Assim, para U;v € W, P(Q) e 0 < <1 temos que

1 n
I(1— u+ v) = BZ/Q’“_ )@@;+ @@)‘(’  dx
i=1 t ¢
1 P Qv |»
= B 0x; ax

n @U
;/Q<1 - @x;
= (1— )J(u)+ JI(v):

(A.3)

Portanto, J é convexo.
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A.2.3  (Au;u) = ||ullp.

De fato,

(Au;u) = Z/‘@u

-2 @u @u B " Qupp ., 0.
o X—;/g(@—xi\ dx = [Jul 5
A.2.4 A é coercivo

Temos (Au;u) = [|ul[f, logo

Au;u
<HU|| ) = [Jul[5™";
donde
(Au; u) B
lfullo—o0 B

A.2.5 A é limitado

A limitagao aqui é no sentido que A leva conjuntos limitados em conjuntos limitados.

De fato, temos

[(Au; V)|
Aull_{., = _
1Al = 8 T
Como,
@u -2 @u @v @u |p—1
’<AUV>‘_‘2/’ X, O ‘ Z/’ ‘S

1 1 1
/

(p— l)p » @v |p » - @u |(>—1)p v
o) ([ 15l) }%(/Q)w )

(]

<2{(Lf

e

1
. v ’p ),, ( . / Ou (-1 ) ( / )p
—dx ) < dx )—‘
;(/ﬂ‘@xi o ; o 0X%; Z
= [Jul[f~*[Iv]o;
obtemos
[(AU; V)| 3
< ) < Julfp™
[|v]]
Portanto,
[(Au; V)| B
w20 |[V]lo
isto é,

[1AUl|-1 < lullf":



A.2.6 <Au;U’>———H (D)1lo

De fato, observe que, se u: (0;T) — W, () é tal que U'(t) € W, (), temos que

@u P2 @Qu @uU’
(Au;u’) = Z/‘ @Xz@xzdx
Assim,
1 d
pat DIl = pdtz/(—\ /dt@_x
@upl@u 1@u @up2@u@u
N Z/ ‘ N Z/ ‘ 0x; @x
= (Au;U');
ou seja,
Ly =19
(Auw) = ol



Apéndice B
Resultados Auxiliares

Lema B.1 Ses>3(] — %) + 1, entio HZ(Q) — W, (Q).

Prova. Sendo WO1 P(Q)) um espaco de Banach separavel e reflexivo, tem-se, via lema
de Browder-B. An Ton, a existéncia de um espago de Hilbert separavel com imersao
continua e densa em Wol’p(Q). Construiremos um tal espago.

Mediante as imersoes de Sobolev, tem-se:

1 k
WP — W59 (Q); onde — = -3 k> 0:

Ok

o=

Considere, m—k =1; g, =p em W)" "%(Q) e p = 2 em W]"?(Q). Dai, temos

m 1 1 m-1
HO (Q> )%WOLP(Q> com B:§_T'
1 1 m-1
De,Bzé_ 3 , temos
m-1_1 1 sl mosd oY
3 9 T\ D Y 0 :
Logo

1 1
H'(Q) — W()LP(Q) para m = 3(5 _ B) +1:
Tomando-se s > 3(% — ]lg) + 1, temos:
H3(2) — Wy ™(Q):

Sendo H?*(2) um espagoo de Hilbert separavel e H3(Q2) C H*(Q2), segue-se que

H3(Q) é um espaco de Hilbert separavel com imersao continua e densa em W, (). =



4p — 8
Lema B.2 Sejam p;% € R tais que 2<p<3e0<h< pp+4

71



.o 11
i) —+—=1
Prova. Imediata. =

Lema B.4 Sejam p e como antes e defina

fi W+ 2 fl— M+ 2
_(%o+1) ’ _(%o—f-Q)—(%u-f—l)
Entao:
i) fi>1, fl>1;
i) fo_OP .
3p — 2
i) L4 =1
fi |

Prova. Imediata. =
Lema B.5 Sejam u;v € W, (Q). Entao:

i) uv € L"2(Q);

i) |v[*"2|ulru; JulPtviev € LY(Q).

12 3
Prova. Temos, pelo lema B.2, que 0 <% < -2 3p _p2 < 5 _pp . Assim,
12p 3p
2+ 2) <
(ht2) <3 —2-3-p

Logo, pelo Teorema de Imersao de Sobolev (Teorema 1:16), W, ? () — L2(+2(Q).

1/2 1/2
) /|UV|p+2dX§ (/ |u|2(p+2)dx) (/ |V|2(p+2)dx) :
Q Q Q

Mas,

1/2
( / |u|2<P+2>dx) P < Cllull2 < oo

Do mesmo modo, obtemos
1/2
(/ |v|2("+2)dx) < oo
Q

1/2 1/2
[ ax < ( / |u|2(”+2)dx) :( / |v|2(p+2)dx> < oo
Q Q Q

Assim,

72
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ii) Tem-se que

/WWWﬂwﬂWmca/WW“%wW“wx=/Www“Ww%xs
Q Q Q

1/a 1/p8
< (/ |uv|(p+1)9adx) (/ |v|eﬁdx) ;
Q Q

Sendo (W + 1) fi =%+ 2, segue, via i), que

1/« 1/«
(/ ]uv](p“)eadx) = (/ \uv\f’”dx) < oo
Q Q

6p _ 3p
3p—2 3—-p
(Teorema 1:16), que W, 7(Q) — L%(Q). Dessa forma,

1/8
(LWWW> — V[0 < CIIVII < oo

Agora, sendo 1 < fl = segue, pelo Teorema de Imersao de Sobolev

Logo,

0 1/a 1/8
/\|V|P+2|u|pu} dx < (/ |uv|(p+1)9°‘dx> (/ |v|9f@dx) < o0;
Q Q Q

como queriamos. m
Lema B.6 Tem-se que W,"(Q) — L7(Q) e L(Q) — W17 (Q).
Prova. Segue-se do lema B.4, item ii) que

1< <i-

3—p
Logo, pelo Teorema de Tmersio de Sobolev (Teorema 1:16), W, ?(Q) — L7(€2). Con-
sequentemente, L%(Q) = (LV(Q))/ — WL (Q). u

Lema B.7 Seja p € R, p> 2. Entao, para todo S;Sy € R, tem-se que
|]P~%s — |so|P~2so| < Cmax{[s["~>;[so["*}|s — Sol;
para algum C > 0.

Prova. Defina f : R — R pondo
f(s) = [s[F?s:
Entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe t € [0; 1] tal que

f(s) —f(sg) = (s—so)f'(ts+ (1 — t)s):



Mas, F/(s)

donde

= (p— 1)Is|"~*, logo,

|S[P%s — |so|P?sp =

|IS[P~%s — [so|"se| =

A

IN

IN

como queriamos. =

(p—1)(s — so)|ts + (1 “t)50|p72;

(p—1)|s — so|[ts + (1 — t)sg["2
(p—1)[s — so(Is| + [so])*~*

(p — 1)2°*max{|s|["~>;

o’ *}|s — so

Cmax{|s|"~%; [so[""*}|s — Sol;
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