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Resumo

Neste trabalho, estudamos equações diferenciais parciais de evolução sobre a fronteira

lateral � de um cilindro Q = 
 � ]0; T [ ; sendo 
 um aberto limitado do Rn: Formulamos

o Problema Parabólico e o Problema Hiperbólico e investigamos a existência e unicidade de

solução para esses problemas, utilizando o Método de Faedo-Gelerkin.

Palavras-Chave:

Equação de Evolução, Espaços de Sobolev, Faedo-Galerkin, Solução Fraca, Imersão de

Sobolev.
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Abstract

In this work, we study partial di¤erential equations of evolution on the lateral border

� of a cylinder Q = 
 � ]0; T [, where 
 is an open bounded subset of Rn. We also

formulate the Parabolic Problem and the Hyperbolic Problem and investigate the existence

and uniqueness of solution for those problems, using the Method of Faedo-Gelerkin

Key-Words:

Evolution Equation, Sobolev Spaces, Faedo-Galerkin, Weak Solution, Sobolev

Imbbeding.
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Notações e Simbologias

� 
 é um aberto limitado do Rn.

� � é uma variedade de dimensão Rn�1 que representa a fronteira de 
.

� Q = 
� ]0; T [.

� � = �� ]0; T [.

� C, quando não especi�cada, é uma constante arbitrária.

� q.s. - quase sempre

� ,! designa a imersão contínua

� c
,! designa a imersão compacta

� j�j designa a norma Euclidiana

� j�jLp designa a norma no espaço Lp

� k�kH designa a norma no espaço de Hilbert H

� (�; �)� designa o produto escalar do L2(�)

� @

@�
designa a derivada na direção da normal exterior à fronteira �

� � =
nP
k=1

@2

@x2k
designa o operador laplaciano

x
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Introdução
Seja 
 um aberto limitado do Rn; com fronteira � e seja � o vetor unitário normal

exterior a �. Consideremos o cilindro Q = 
 � ]0; T [ com fronteira lateral � = � � ]0; T [ ;

onde T > 0 é um número real.

Em Lions [1] ; o autor motiva o estudo de equações diferenciais parciais de evolução em

variedades, mais precisamente os problemas����������
�w = 0 em Q

w0 +
@w

@�
+ jwj�w = f sobre �

w(x; 0) = w0(x), x 2 �

(1)

����������
�w = 0 em Q

w00 +
@w

@�
+ jwj�w = f sobre �

w(x; 0) = w0(x), w0(x; 0) = w1(x), x 2 �

(2)

onde w0 e w00 signi�cam a derivada primeira e segunda, respectivamente, de w com respeito

ao tempo,
@w

@�
a derivada normal de w e � > 0, f sobre � são dados.

Uma generalização do Problema (2) foi tratada em [7] por Araruna, Antunes e Medeiros,

onde os autores trabalham com uma não linearidade mais geral. Outros autores estudaram

problemas semelhantes a estes, que podem ser encontrados em [8] :

O plano de apresentação desta dissertação é o seguinte:

No Capítulo 1, apresentamos as notações, terminologias e resultados preliminares

essenciais ao desenvolvimento dos Capítulos 2 e 3.

Nos Capítulos 2 e 3, formulamos os problemas (1) e (2), respectivamente, sobre a

variedade �, utilizando um novo operador A; apresentado nos preliminares. Em cada caso,

estabelecemos a existência e unicidade de solução fraca. No Problema 2, contudo, a unicidade

está condicionada a � � 1

n� 2 , se n � 3. Sem esta restrição não conhecemos na literatura

resultado algum sobre a unicidade.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentaremos as notações e resultados fundamentais utilizados no

desenvolvimento do trabalho, introduzindo os conceitos de Distribuição e Espaços de

Sobolev, com base nos quais de�ne-se uma solução fraca de uma equação diferencial parcial.

Destacamos, também, resultados básicos de Análise Funcional sem, contudo, nos dedicarmos

as demonstrações, apenas indicaremos as referências bibliográ�cas onde as mesmas poderão

ser encontradas.

1.1 Noções Sobre Distribuições Escalares

1.1.1 Espaço das Funções Testes e Derivada Distribucional

Antes de de�nirmos o espaço das funções testes, serão feitas algumas considerações sobre

as notações.

Por um multi-índice entendemos uma n-upla � = (�1; :::; �n) de números inteiros

não negativos e designamos por j�j = �1 + ::: + �n a ordem do multi-índice �. Sendo

x = (x1; x2; :::xn) 2 Rn, o operador derivação é denotado por

D� =
@j�j

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

:

Para � = (0; 0; ::: ; 0), temos D0u = u, isto é, o operador derivação neste caso é a identidade.

2



Em particular, sendo (x; y) 2 R2, temos D� =
@j�j

@x�1@y�2
, onde � = (�1; �2) e

j�j = �1 + �2. Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

� = (1; 1), � = (2; 0) e � = (0; 2), com j�j = 2;

ou seja,
@2

@x@y
,
@2

@x2
e
@2

@y2
.

Seja u : 
 � Rn ! R contínua. O suporte de u, denotado por supp(u), é de�nido como

sendo o fecho, em 
, do conjunto dos pontos x pertencentes a 
 em que u não se anula.

Simbolicamente tem-se:

supp(u) = fx 2 
 ; u(x) 6= 0g em 
:

Como conseqüência da de�nição, vemos que o supp(u) é o menor fechado fora do qual

u se anula e deduzimos as seguintes relações:

1. supp(u+ v) � supp(u) [ supp(v)

2. supp(uv) � supp(u) \ supp(v)

3. supp(�u) = supp(u); � 2 R; � 6= 0

Embora o suporte de uma função contínua seja um fechado de 
, existem funções cujo

suporte não é um compacto. De fato: seja u : (0; 1) �! R a função de�nida por u(x) = 1;

8 x 2 (0; 1). Notemos que supp(u) = (0; 1); que não é um conjunto compacto da reta.

Tendo em vista nosso interesse na classe das funções cujo suporte seja um conjunto

compacto de 
, iniciamos representando por C10 (
) o conjunto das funções u : 
! R que

são in�nitamente diferenciáveis em 
 e que têm suporte compacto contido em 
: O seguinte

exemplo clássico mostra que o conjunto C10 (
) é não-vazio.

Exemplo 1.1 Dados x0 2 Rn e r > 0, denotemos por Br(x0) a bola aberta de centro x0 e

raio r, isto é, Br(x0) = fx 2 Rn; kx� x0k < rg. Se x0 2 
 e r > 0 é tal que Br(x0) � 


de�namos ' : 
 �! R por:

'(x) =

8<: exp
�

1
kx�x0k2�r2

�
, se kx� x0k < r

0, se kx� x0k � r:
.

3



Para mostrarmos que ' 2 C10 (
), consideramos a função f : R �! R de�nida por

f(t) =

8<: e�1=t, t > 0

0, t � 0
.

e observamos que f 2 C1(R) e se � : 
 �! R é de�nida por �(x) = r2 � kx� x0k2, então

� 2 C1(R) e ' = f � � 2 C1(R). Desde que supp(') = Br(x0), o qual é compacto, segue

que ' 2 C10 (
).

Das propriedades do supp estabeleciadas anteriormente, vê-se facilmente que C10 (
)

é um espaço vetorial e supp(D�u) � supp(u), 8 � 2 Nn, quando u for su�cientemente

derivável.

É possível introduzir uma topologia em C10 (
), denominada topologia limite indutivo,

que faz deste espaço um espaço topológico denotado por D(
) e cujos objetos serão

denominados funções testes.

Convergência em D(
).

Dizemos que uma seqüência ('n)n2N de funções testes converge para ' 2 D(
), quando:

( i ) Existe um subconjunto compacto K de 
 tal que

supp('n) � K, 8 n e supp(') � K.

( ii ) D�'n �! D�' uniformemente sobre K, para todo multi-índice �.

Por distribuição escalar sobre 
 entendemos uma forma linear e contínua sobre D(
),

isto é, uma forma T : D(
) �! R, tal que:

T (�'+  ) = �T (') + T ( ), 8 � 2 R e ',  2 D(
)

e T é contínua, isto é, se ('n)n2N converge para ' em D(
) então (T ('n))n2N converge

para T (') em R. O valor da distribuição T em ' será representado por hT; 'i e por D0(
)

estaremos representando a coleção de todas as formas lineares contínuas T : D(
) �! R.

Dadas T e S em D0(
) de�nimos:

( i ) hT + S; 'i = hT; 'i+ hS; 'i, ' 2 D(
)

4



( ii ) h�T; 'i = � hT; 'i, ' 2 D(
) e � 2 R.

Munido destas operações, D0(
) torna-se um espaço vetorial denominado espaço das

distribuições escalares sobre 
.

Convergência em D0(
):

Uma seqüência de distribuições escalares (Tn)n2N converge para a distribuição escalar

T , em D0(
), quando:

hTn; 'i �! hT; 'i em R, 8 ' 2 D(
):

Com esta noção de convergência, D0(
) passa a ser um espaço vetorial topológico.

De�nição 1.1 Dizemos que u : 
 �! R é localmente integrável em 
, e anotamos

u 2 L1loc(
), quando u é integrável à Lebesgue em todo compacto K � 
.

As funções localmente integráveis serão utilizadas, inicialmente, para gerar distribuições

escalares, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.2 Dada u 2 L1loc(
); de�nimos Tu : D(
) �! R da seguinte maneira:

hTu; 'i =
Z



u(x)'(x)dx; ' 2 D(
):

Então, Tu é uma distribuição escalar sobre 
. De fato, a linearidade de Tu segue da

linearidade da integral e para comprovarmos sua continuidade, consideremos ('n)n2N uma

seqüência de funções testes sobre 
 que converge para uma função teste ' em D(
). Temos:

jhTu; 'ni � hTu; 'ij = jhTu; 'n � 'ij �
Z



ju(x)j j('n � ')(x)j dx

� max
x2K

j('n � ')(x)j
Z
K

ju(x)j dx �! 0;

onde K é um compacto de 
 que contém supp('n � '); 8n.

A distribuição Tu, de�nida no exemplo 1.2, é dita gerada pela função localmente

integrável u.

5



Lema 1.1 (Du Bois Raymond) Seja u 2 L1loc(
). EntãoZ



u(x)'(x)dx = 0, 8 ' 2 D(
)

se, e somente se, u = 0 quase sempre em 
.

Demonstração: Ver [11]. �
Do Lema de Du Bois Raymond segue que cada função numérica u; localmente integrável

em 
, determina de maneira unívoca uma distribuição Tu, no seguinte sentido: se u; v forem

localmente integráveis em 
, então Tu = Tv se, e somente se, u = v q.s. em 
. De fato,

Tu = Tv () hTu; 'i = hTv; 'i ; 8 ' 2 D(
)

()
Z



u(x)'(x)dx =

Z



v(x)'(x)dx

()
Z



(u� v)(x)'(x)dx = 0; 8 ' 2 D(
)

() u� v = 0 q.s. em 
:

Por esta razão, identi�camos a função u com a distribuição Tu por ela de�nida e podemos

concluir que o espaço L1loc(
), das funções localmente integráveis, se identi�ca com uma parte

do espaço das distribuições D0(
). Simbolicamente,

L1loc(
) =
�
Tu; u 2 L1loc(
)

	
� D0(
).

No exemplo dado a seguir, construiremos uma distribuição que não é gerada por uma função

de L1loc(
). Isto mostra que de fato L
1
loc(
) é uma parte própria de D

0(
):

Exemplo 1.3 Fixado x0 2 
; de�nimos �x0 em D(
) do seguinte modo:

h�x0 ; 'i = '(x0); 8 ' 2 D(
).

Então �x0 : D(
) �! R é uma distribuição sobre 
, denominada distribuição de Dirac ou

medida de Dirac. No entanto, mostra-se que não existe u 2 L1loc(
) tal que �x0 = Tu; isto

6



é, �x0 não é uma distribuição gerada por uma função de L
1
loc(
): De fato, suponhamos que

exista u 2 L1loc(
) tal que

h�x0 ; 'i =
Z



u(x)'(x)dx, 8 ' 2 D(
).

Em particular, se  2 D(
) é de�nida por

 (x) = '(x) kx� x0k2

teremos:

0 =  (x0) = h�x0 ;  i =
Z



u(x)'(x) kx� x0k2 dx, 8 ' 2 D(
).

Pelo Lema 1.1, tem-se que u(x) kx� x0k2 = 0 q.s. em 
 e portanto u(x) = 0 q.s em 
.

Logo, h�x0 ; 'i = 0; 8 ' 2 D(
), isto é, '(x0) = 0; 8 ' 2 D(
), o que é um absurdo.

A noção de derivada fraca de uma função foi proposta inicialmente por Sobolev,

motivado pela fórmula de integração por partes do cálculo.

Dada uma função u continuamente derivável em R; no sentido de Newton-Leibniz, então

para cada ' 2 D(R) temos:Z
R
u(x)'0(x)dx = �

Z
R
u0(x)'(x)dx; (1.1)

porque ' se anula fora de um compacto da reta.

Motivados pela fórmula (1.1), Sobolev-Schwartz de�niram a derivada de uma

distribuição.

Inicialmente, vejamos como Sobolev de�niu a derivada de uma função localmente

integrável em R. Dizemos que a distribuição u 2 L1loc(R) possui derivada fraca quando

existir uma distribuição v 2 L1loc(R) tal que:Z
R
u(x)'0(x)dx = �

Z
R
v(x)'(x)dx; 8' 2 D(R). (1.2)

A função v denomina-se derivada fraca de u.

7



Para uma distribuição qualquer de D0(R); Schwartz formulou o seguinte conceito:

dado T 2 D0(R), de�ne-se a derivada distribucional de T como sendo a forma linear
dT

dx
: D(R) �! R dada por:�

dT

dx
; '

�
= �

�
T;
d'

dx

�
; 8' 2 D(R). (1.3)

No caso em que T e
dT

dx
são de�nidas por funções localmente integráveis u e v,

respectivamente, então (1.2) e (1.3) coincidem. Agora, se u 2 C1(R) então (1.2) e (1.3)

identi�cam-se a (1.1), isto é, a derivada no sentido clássico identi�ca-se à derivada no sentido

das distribuições.

Sejam T 2 D0(
) e � 2 Nn um multi-índice. A derivada distribucional de ordem � de

T é a distribuição D�T de�nida por:

hD�T; 'i = (�1)j�j hT;D�'i ; 8 ' 2 D(
). (1.4)

Antes de apresentarmos os espaços de Sobolev, ressaltamos dois fatos interessantes:

(i) A aplicação

D� : D0(
) �! D0(
)

T 7�! D�T

é linear e contínua no sentido da convergência de�nida em D0(
), isto é:

Tn �! T em D0(
) =) D�Tn �! D�T em D0(
). (1.5)

(ii) A derivada de uma distribuição localmente integrável pode não ser localmente

integrável. Isto motivará o conceito para Espaços de Sobolev.

Exemplo 1.4 Seja u a função de Heaviside de�nida em R do seguinte modo:

u(x) =

8<: 1; se x � 0

0; se x < 0
:

Esta função é localmente integrável em R, no entanto sua derivada não o é. De fato:

hu0; 'i = �hu; '0i = �
Z +1

0

'0(x)dx = '(0) = h�0; 'i

para toda função ' 2 D(R). Portanto, u0 = �0 =2 L1loc(R):

8



A função de Heaviside embora derivável no sentido de Sobolev, a derivada u0 não é

derivável no mesmo sentido, pois u0 = �0 não é localmente integrável. Entretanto, segue-se

da de�nição (1.4) que cada distribuição T 2 D0(
) possui derivadas de todas as ordens no

sentido das distribuições.

1.2 Espaços de Sobolev

1.2.1 Os Espaços Lp(
)

Dado 
 um aberto do Rn, denotamos por Lp(
), 1 � p < 1, o espaço vetorial das

(classes de) funções mensuráveis à Lebesgue u : 
 �! R tais que x 7�! ju(x)jp é integrável,

em 




Na teoria dos espaços Lp ressaltamos três desigualdades básicas: a Desigualdade de

Young (DY), a Desigualdade de Hölder (DH) e a Desigualdade de Minkowski (DM)

� (DY) Desigualdade de Young: Seja 1 < p <1 e q o expoente conjugado de p, isto é,
1

p
+
1

q
= 1. Se a; b 2 R são não negativos, então:

ab � ap

p
+
bq

q
.

� (DH) Desigualdade de Hölder: Sejam 1 � p � 1 e q o expoente conjugado de p. Se

u 2 Lp(
) e v 2 Lq(
) então:

uv 2 L1(
) e juvjL1(
) � jujLp(
) jvjLq(
) .

� (DM) Desigualdade de Minkowski: Se u; v 2 Lp(
); 1 � p � 1; então:

ju+ vjLp(
) � jujLp(
) + jvjLp(
) :

De�nição 1.2 Sejam V e H dois espaços com V � H. Diremos que V está imerso

continuamente em H quando a aplicação inclusão i : V �! H for contínua.

Com a de�nição acima, estabelecemos a seguinte cadeia de injeções contínuas e densas:

D(
) ,! Lp(
) ,! L1loc(
) ,! D0(
), 1 � p <1.

Proposição 1.1 Sejam 
 � Rn uma aberto, 1 � p � 1, u 2 Lp(
) e (un)n2N uma

seqüência em Lp(
) com un �! u em Lp(
): Então existe uma subseqüência de (un), que

ainda denotaremos por (un)n2N; tal que:

( i ) un(x) �! u(x) q.s. em 
;

( ii ) Existe h 2 Lp(
) tal que jun(x)j � h(x) 8 n 2 N; q.s. em 
:

Demonstração: Ver [3] : �
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1.2.2 Os Espaços Wm;p(
)

Desde que Lp(
) ,! L1loc(
), para todo 1 � p � 1, segue que toda função u 2 Lp(
)

pode ser identi�cada com a distribuição por ela de�nida. Assim, u possui derivadas de todas

as ordens no sentido das distribuições, que são também distribuições escalares sobre 
. No

entanto, D�u não é, em geral, uma distribuição de�nida por uma função de Lp(
): Isto

motiva o conceito de um novo espaço de Banach, que será denominado Espaço de Sobolev e

de�nido a seguir. Representamos por Wm;p(
) o espaço vetorial das (classes de) funções u

de Lp(
) para as quais as derivadas distribucionais D�u estão em Lp(
), com j�j � m. A

norma de cada u 2 Wm;p(
) é de�nida por:

kukWm;p(
) =

0@X
j�j�m

jD�ujpLp(
)

1A1=p

; se 1 � p <1;

e

kukWm;1(
) =
X
j�j�m

jD�ujL1(
) , se p =1

O espaço normado Wm;p(
) é um espaço de Banach denominado Espaço de Sobolev.

No caso em que p = 2 o espaço Wm;2(
) é um espaço de Hilbert, separável continuamente

imerso em L2(
); e denotado por Hm(
): Em símbolos, temos:

Hm(
) =
�
u 2 L2(
); D�u 2 L2(
); 8 �; j�j � m

	
com norma e produto interno dados, respectivamente, por

kukHm(
) =

0@X
j�j�m

Z



jD�u (x)j2 dx

1A1=2

e ((u; v))Hm(
) =
X
j�j�m

Z



D�u (x)D�v (x) dx:

Para uma melhor compreensão, ilustraremos alguns casos particulares do espaçoHm(
):

� Em dimensão n = 1:

H1(a; b) =
�
u 2 L2(a; b); u0 2 L2(a; b)

	
com norma e produto escalar

kuk2 =
Z b

a

ju (x)j2 dx+
Z b

a

ju0 (x)j2 dx e ((u; v)) =
Z b

a

u (x) v (x) dx+

Z b

a

u0 (x) v0 (x) dx:
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� Em dimensão n � 2:

H1(
) =

�
u 2 L2(
); @u

@xi
2 L2(
); i = 1; :::; n

�
com norma e produto escalar

kuk2 =
Z



ju (x)j2 dx+
nX
i=1

Z



���� @u@xi (x)
����2 dx.

((u; v)) =

Z



u (x) v (x) dx+
nX
i=1

Z



@u

@xi
(x)

@v

@xi
(x) dx

O espaço Wm;p (
) é re�exivo, se 1 < p <1, e separável quando 1 � p <1:

1.2.3 Os Espaços Wm;p
0 (
) e W�m;q(
)

Enbora o espaço das funções testes D(
) seja denso em Lp(
), 1 � p <1, em geral ele

não é denso em Wm;p(
): Por esta razão, de�ne-se o espaço Wm;p
0 (
) como sendo o fecho de

D(
) em Wm;p(
); isto é:

D(
)
Wm;p(
)

= Wm;p
0 (
).

Quando p = 2; o espaço Wm;p
0 (
) será representado por Hm

0 (
):

Se 1 � p < 1 e q é o expoente conjugado de p, representamos por W�m;q(
) o dual

topológico de Wm;p
0 (
) e por H�m(
) o dual topológico de Hm

0 (
).

O espaço Hm
0 (
) pode ser caracterizado por meio do Operador de Traço. De fato,

inicialmente observamos que se 
 é um aberto limitado do Rn com fronteira bem regular,

então

D(
) = f'j
 ; ' 2 D(Rn)g

é denso em Hm(
) e, dessa forma, dado ' 2 Hm(
) existe uma seqüência ('�)�2N em D(
)

tal que '� �! ' na norma de Hm(
) e anotamos:

'j� = lim
�!1

'� j� ;
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onde o limite é considerado na norma de Hm(
): Para generalizar este conceito de restrição

à fronteira consideramos o operador traço:

 : Hm(
) �!
m�1Y
j=0

Hm�j�1=2(�); (1.6)

de�nido por (') = (0'; 1'; :::; m�1'); sendo

j' = lim
��!1

@j'�
@�j

����
�

, j = 0; 1; :::;m� 1

e
@j'�
@�j

é a j-ésima derivada normal de '� na direção da normal exterior �. Anotamos

0' = 'j�, 1' =
@'

@�

����
�

, 2' =
@2'

@�2

����
�

, etc.

A aplicação ; dada em (1.6), denomina-se aplicação traço de ordem m. Esta aplicação

é linear, contínua, sobrejetiva e temos:

ker() = Hm
0 (
):

Vejamos, agora, alguns casos particulares da aplicação traço que utilizamos neste trabalho.

� Caso m = 1:

0 : H
1(
) �! H1=2(�); onde 0' = 'j�

é linear, contínua e sobrejetiva. Temos, H1
0 (
) = f' 2 H1(
); 'j� = 0g e 0 admite uma

inversa à direita linear e contínua �10 : H1=2(�) �! H1(
). Assim, existe C > 0 tal que

�10 �

H1(
)

� C k�kH1=2(�) ; 8 � 2 H1=2(�):

� Caso m = 2:

 : H2(
) �! H3=2(�)�H1=2(�);

onde ' = (0'; 1') = ('j� ;
@'

@�

����
�

) e temos:

H2
0 (
) =

�
' 2 H2(
); 'j� = 0;

@'

@�

����
�

= 0

�
:
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Teorema 1.1 (Imersão de Sobolev) Se s > 0 e 1 < p < n; então: (a) W s;p(
) ,! Lq(
),

se n > sp e p � r � np= (n� sp) (b) W s;p(
) ,! Lq(
), se n = sp e p � r <1

Demonstração: Ver [4] : �

Corolário 1.1 Se mp < n e p � q � np

n�mp
então Wm;p(
) ,! Lq(
):

Demonstração: Ver [4] : �

Teorema 1.2 Se s1 > s2 então Hs1(
) está imerso compactamete em Hs2(
): Em

particular, H1=2(
)
c
,! H0(
) = L2(
):

Demonstração: Ver [8] : �

Observação 1.1 Em [8] e [13] os autores estabelecem resultados de imersões no caso de

Espaços de Sobolev de ordem fracionária e, também, para Espaços de Traços do tipo Hs (�),

usando teoria de interpolação.

1.3 Espaços Lp(0; T ;X) e Distribuições Vetoriais

Seja X um espaço de Banach, cuja norma será representada por k:k e no intervalo

(0; T ) � R , T > 0; consideremos a medida de L k



De�nimos a integral de ' como sendo o vetor de X dado porZ T

0

'(t)dt =

kX
i=1

m (Ei) :'i:

Teorema 1.3 Seja ('n)n2N uma seqüência de funções simples tais que

lim
n;m!1

Z T

0

k'n(t)� 'm(t)k dt = 0: (1.7)

Existe uma única função vetorial u : (0; T ) ! X tal que ku(t)k e k'n(t)� u(t)k são

mensuráveis (à Lebesgue) em (0; T ); 8 n; e

lim
n!1

Z T

0

k'n(t)� u(t)k dt = 0: (1.8)

Demonstração: Ver [9] : �

Corolário 1.2 Nas condições do Teorema 1.3, a seqüência (
R T
0
'n(t)dt) converge em X

e seu limite é unicamente determinado por u. Este limite é, por de�nição, a Integral de

Bochner da função u e é denotado por
R T
0
u(t)dt:

Demonstração: Ver [9] : �
Desta forma, a integral de Bochner da função vetorial u; é o vetor de X dado porZ T

0

u(t)dt = lim
n!1

Z T

0

'n(t)dt;

onde o limite é considerado na norma de X:

Dizer que uma função vetorial u é integrável no sentido de Bochner-Lebesgue ou

simplesmente B-integrável, signi�ca que ela pode ser aproximada em X, quase sempre em

(0; T ); por uma seqüência de funções simples satisfazendo (1.7) e consequentemente (1.8).

Uma função vetorial u : (0; T ) ! X é dita fracamente mensurável (!-mensurável)

quando a função numérica t 7�! h�; u(t)i for mensurável, para qualquer funcional � 2 X 0
:

Dizemos que u é fortemente mensurável (s-mensurável) quando existir uma seqüência de

funções simples ('n)n2N tal que

'n(t) �! u(t); em X; quase sempre em (0; T ):
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Em particular, quando u é s-mensurável, então a função numérica t 7! ku(t)k é

mensurável à Lebesgue.

Teorema 1.4 (S. Bochner)



Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2(0; T ;H) é também um

espaço de Hilbert cujo produto interno é dado por

(u; v)L2(0;T ;H) =

Z T

0

((u(t); v(t)))Hdt:

Por L1(0; T ;X) representaremos o espaço de Banach das (classes de) funções vetoriais

u : (0; T )! X que são fortemente mensuráveis e t 7�! ku(t)kX 2 L1(0; T ) com a norma

jujL1(0;T ;X) = supess
t2[0;T ]

ku(t)kX :

Lema 1.2 (Imersão) Sejam X e Y dois espaços de Banach e suponhamos que X ,! Y;

isto é, X � Y com imersão contínua. Se 1 � s � r � 1; então

Lr(0; T ;X) ,! Ls(0; T ;Y ):

Demonstração: Ver [9] : �

Lema 1.3 Se u 2 Lp(0; T ;X 0); 1 � p � 1; e v 2 X então t 7�! hu(t); viX0 ;X 2 Lp(0; T ).

Em particular, se H é um espaço de Hilbert, então t 7�! (u(t); v)H 2 Lp(0; T ):

Quando X é re�exivo e separável e 1 < p <1; então Lp(0; T ;X) é um espaço re�exivo

separável, cujo dual topológico se identi�ca ao espaço de Banach Lq(0; T ;X 0); onde p e q são

expoentes conjugados. No caso, p = 1 o dual topológico do espaço L1(0; T ;X) se identi�ca

ao espaço L1(0; T ;X 0).

Lema 1.4 Se p e q são índices conjugados, u 2 Lp(0; T ;X) e v 2 Lq(0; T ;X 0); então a

função numérica t 7�! hv(t); u(t)iX0;X 2 L1(0; T ):

Demonstração: Ver [9] : �
Observamos que o espaço de Banach Lp(0; T ;Lp(
)) se identi�ca, via o Teorema de

Fubini, com o espaço Lp(Q); 1 � p � 1; sendo Q o cilindro 
� (0; T ): De fato, vejamos o

caso em que 1 � p < 1: Dada uma função u 2 Lp(0; T ;Lp(
)); então para cada t 2 (0; t)
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temos que u(t) 2 Lp(
) e portanto u(t) é uma função de 
 �! R cujo valor em x será

denotado por u(x; t): Assim,Z T

0

ju(t)jpLp(
) dt =
Z T

0

Z



ju(x; t)jp dxdt =
Z
Q

ju(x; t)jp dQ = jujpLp(Q) : �

Dado u 2 Lp(0; T ;X); 1 � p <1; de�nimos o operador Tu : D(0; T ) �! X por:

Tu(') =

Z T

0

u(t)'(t)dt;

onde a integral é calculada no sentido de Bochner em X: A aplicação Tu é linear e contínua

de D(0; T ) em X e por esta razão é denominada distribuição vetorial.

O espaço vetorial das aplicações lineares e contínuas de D(0; T ) em X é denominado

o espaço das distribuições vetoriais sobre (0; T ) com valores em X; o qual denotaremos

D0(0; T ;X):

Po C0([0; T ] ;X); 0 < T < 1; representaremos o espaço de Banach das funções

comtínuas u : [0; T ] �! X munido da norma da convergência uniforme

kukC0([0;T ];X) = max
t2[0;T ]

ku(t)kX :

Por C0w([0; T ] ;X); denotaremos o espaço das funções u : [0; T ] �! X tais que a

aplicação t 7�! hv; u(t)iX0;X é contínua em [0; T ] ; 8 v 2 X 0: Uma tal função u é denominada

fracamente contínua e no caso em que X = H é um espaço de Hilbert, a continuidade fraca

de u é equivalente a continuidade da aplicação t 7�! (u(t); v)H ; v 2 H:

Lema 1.5 Sejam V e H espaços de Hilbert, V imerso continuamente em H; u 2 Lp(0; T ;V )

e u0 2 Lp(0; T ;H); com 1 � p � 1;então

u 2 C0([0; T ];H) \ C0w([0; T ];V ):

Demonstração: Ver Lions [7] : �

Lema 1.6 (Lema de Compacidade de Aubin-Lions) Sejam B0; B; B1 espaços de

Banach re�exivos tais que, B0
c
,! B ,! B1. Se 1 < p0, p1 <1 e T > 0, então o espaço

W = fu 2 Lp0(0; T ;B0); u0 2 Lp1(0; T ;B1)g
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equipado da norma kukW = jujLp0 (0;T ;B0) + ju
0jLp1 (0;T ;B1) ; está compactamente imerso em

Lp0(0; T ;B).

Demonstração: Ver Lions [7] : �
Como conseqüência do Lema de Compacidade de Aubin-Lions, temos que se (u�)�2N é

uma seqüência limitada em Lp0(0; T ;B0) e (u0�)�2N uma seqüência limitada em Lp1(0; T ;B1);

então (u�)�2N é limitada emW: Daí, segue da imersão compacta, que existe uma subseqüência

(u�k)k2N de (u�) tal que u�k ! u forte em Lp0(0; T ;B):

Lema 1.7 (Lions) Sejam G um aberto limitado de Rnx � Rt; gm e g funções de Lq(G);

1 < q <1; satisfazendo

jgmjLq(G) � c e gm �! g q.s. em G:

Então:

gm �! g em Lq(G) fraco.

Demonstração: Ver [7] : �

1.4 Soma Hilbertiana, Base Hilbertiana

De�nição 1.3 Seja (En)n�1 uma sucessão de subespaços fechados de um espaço de Hilbert

H: Dizemos que H é soma Hilbertiana dos En e escrevemos H = �
n
En se:

( i ) Os En são dois a dois ortogonais, isto é, (u; v) = 0; 8 u 2 Em; 8 v 2 En; m 6= n:

( ii ) Os subespaço gerado pelos En é denso em H:

Teorema 1.5 Suponhamos H = �
n
En e denotemos por PEn a projeção de H sobre En. Se

u 2 H e un = PEnu; então:

( i ) u =
1P
n=1

un; isto é, u = lim
k!1

kP
n=1

un:

( ii ) juj2 =
1P
n=1

junj2 (igualdade de Bessel-Parseval).
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Reciprocamente, dada uma sucessão (un) de H; com un 2 En; 8n; e
1P
n=1

junj2 < 1; então a

série
P
n

un é converge em H e u =
1P
n=1

un veri�ca un = PEnu:

Demonstração: Ver [3] : �

De�nição 1.4 Uma seqüência (w�) de vetores de H é chamada base Hilbertiana se:

( i ) (w� ; w�) = ��� =

8<: 1; se � = �

0; se � 6= �
;

( ii ) As combinações lineares �nitas dos w� são densas em H:

Resulta do Teorema 1.5 que se (w�)�2N é uma base Hilbertiana de H, então para todo

u 2 H tem-se:

u =
1X
n=1

(u;w�)w� ; e juj2 =
1X
n=1

j(u;w�)j2 :

Teorema 1.6 Todo espaço de Hilbert separável admite uma base Hilbertiana.

Demonstração: Ver [3] : �

1.5 Sobre o Prolongamento de Soluções

Seja D um subconjunto aberto do Rm+1 cujos elementos serão denotados por (t; x),

x 2 Rm; t 2 R e seja f : D �! Rm uma função não necessariamente contínua. Se existe

uma função x(t); absolutamente contínua, de�nida em algum intervalo da reta I tal que

(t; x(t)) 2 D, para todo t 2 I e

x0 = f(t; x) para quase todo t 2 I (1.9)

então dizemos que x(t) é uma solução de (1.9) sobre I:

Dado (t0; x0) 2 D consideremos o seguinte problema do valor inicial associado a (1.9)8<: x0 = f(t; x) t



As seguintes condições sobre f são denominadas Condições de Carathéodory:

1. f(t; x) é mensurável em t; para cada x �xo;

2. f(t; x) é contínua em x, para cada t �xo;

3. Para cada compacto K � D, existe uma função real integrável mK(t) tal que

jf(t; x)j � mK(t); para todo (t; x) 2 D:

Teorema 1.7 (Carathéodory)

Sobre o retângulo R = f(t; x) 2 Rm+1; jt� t0j � a; jx� x0j � bg ; a > 0; b > 0 consideremos

f : R �! Rm satisfazendo as condições de Carathéodory. Existe uma solução x(t) de (1.10)

em algum intervalo jt� t0j � �; (� > 0):

Demonstração: Ver [11] : �

Corolário 1.5 Se D � Rm+1 é aberto e f satisfaz as condições de Carathéodory sobre D;

então o problema (1.10) tem solução para qualquer (t0; x0) 2 D:

Seja '(t) uma solução de (1.9) sobre I. Por um prolongamento de ' ao intervalo I1 � I;

entendemos uma solução '1 de (1.9) de�nida em I1 tal que '1(t) = '(t); 8 t 2 I:

Teorema 1.8 Seja D um aberto limitado e conexo do Rm+1 e suponha que f satisfaça as

duas primeiras condições de Carathéodory sobre D e que exista uma função integrável m(t)

tal que jf(t; x)j � m(t); para todo (t; x) 2 D: Seja ' uma solução de (1.9) sobre o intervalo

aberto (a; b) então:

( i ) existem '(a+ 0); '(b� 0);

( ii ) se (b; '(b� 0)) 2 D então ' pode ser prolongada até (a; b+ �] para algum � > 0.

Análogo para a;

( iii ) '(t) pode ser prolongada até um intervalo (; !) tal que (; '(+0)); (!; '(!�0)) 2

@D (@D fronteira de D);

( iv ) se f estende-se a D sem que ele perca suas propriedades, então '(t) pode ser

prolongada até um intervalo [; !] tal que (; '( + 0)); (!; '(! � 0)) 2 @D:

Demonstração: Ver [11] : �
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Corolário 1.6 Seja D = [0; T ]�B; T > 0; B = fx 2 Rm; jxj � bg ; b > 0 e f nas condições

do Teorema 1.8. Seja '(t) uma solução de8<: x0 = f(t; x)

x(0) = x0; jx0j � b
:

Suponhamos que em qualquer intervalo I; onde '(t) está de�nida, se tenha j'(t)j � M; 8

t 2 I; M independente de I e M < b: Então ' tem um prolongamento até [0; T ] :

Demonstração: Ver [11] : �
Vamos apresentar agora um novo operador. A grande vantagem de de�nir o operador A

é possibilitar a formulação dos problemas (1) e (2), descritos na introdução, sobre a fronteira

�:

1.6 Operador A

Dada ' 2 H1=2(�), segue da teoria de equação elíptica que o problema������ �� = 0 em 


� = ' sobre �
(1.11)

possui solução � 2 H1(
) e da teoria do traço resulta que
@�

@�
2 H�1=2(�): De�nimos o

operador A : H1=2(�) �! H�1=2(�) por

A' =
@�

@�
. (1.12)

Para mostrarmos que o operador A está bem de�nido usaremos as propriedades do

operador de traço. De fato, sendo o operador traço 0 : H1(
) �! H1=2(�) linear, contínuo

e sobrejetivo, dado ' 2 H1=2(�) existe � 2 H1(
) tal que 0� = '. Por outro lado, se �1 e

�2 são soluções de (1.11), então w = �1 � �2 é solução do problema������ ��w = 0 em 


w = 0 sobre �
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e do Teorema de Unicidade segue que w = 0. Desta forma, �1 = �2; o que mostra a

unicidade de solução do problema (1.11). Mostremos agora que A 2 L(H1=2(�);H�1=2(�)).

Com efeito:

i) A é linear.

Dados '1, '2 2 H1=2(�) e � 2 R, sejam �1, �2 2 H1(
) tais que A'j =
@�j
@�

; j = 1; 2.

Então, segue da de�nição de A que

A'1 + �A'2 =
@

@�
(�1 + ��2) (1.13)

e sendo �1 + ��2 solução de������ �(�1 + ��2) = 0 em 
;

�1 + ��2 = '1 + �'2 sobre �;

resulta que

A ('1 + �'2) =
@

@�
(�1 + ��2). (1.14)

Comparando (1.13) com (1.14), obtemos

A('1 + �'2) = A'1 + �A'2.

ii) A é limitado

Consideremos o espaço de Hilbert eH(
) dado por
eH(
) = �u 2 H1(
); �u 2 L2(
)

	
;

com produto escalar

(u; v) eH(
) = (u; v)H1(
) + (�u;�v)L2(
):

Em [11], demonstra-se que no espaço eH(
) o operador traço  = (0; 1) atua do seguinte
modo:

 = (0; 1) : eH(
) �! H1=2(�)�H�1=2(�)

u 7�! (0u; 1u)
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onde 0u = uj� e 1u =
@u

@�

����
�

; sendo  linear, contínuo e sobrejetivo. Dado � 2 eH(
)
satisfazendo (1.11) e (1.12), então 1� =

@�

@�

����
�

2 H�1=2(�) e, da continuidade de , segue

que existe uma constante C tal que:

k1�kH�1=2(�) � k0�kH1=2(�) + k1�kH�1=2(�) = k�kH1=2�H�1=2(�) � C k�k eH(
) .
Logo,

k1�k2H�1=2(�) � C k�k2eH(
) : (1.15)

Como k�k2eH(
) = k�k2H1(
) + j��j
2
L2(
), resulta de (1.11)1 e de (1.15) que

k1�k2H�1=2(�) � C(k�k2H1(
) + j��j
2
L2(
)) = C k�k2H1(
) ,

ou seja,

k1�kH�1=2(�) � C k�kH1(
) . (1.16)

Finalmente, usando a continuidade do operador �10 : H1=2(�) �! H1(
) deduzimos que�10 0�

H1(
)

� C k0�kH1=2(�)

e substituindo esta última desigualdade em (1.16), obtemos

k1�kH�1=2(�) � C k0�kH1=2(�) .

Desta forma,

kA'kH�1=2(�) = k1�kH�1=2(�) � C k0�kH1=2(�) = C k'kH1=2(�) ;

onde C representa diversas constantes positivas. Concluímos, portanto, que o operador A é

limitado.

O operador A admite uma extensão natural eA ao espaço Lp(0; T ;H1=2(�)), 1 � p � 1;

que é linear e limitada, de�nida por:

eA : Lp(0; T ;H1=2(�)) �! Lp(0; T ;H�1=2(�)

u 7�! eAu
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Lema 1.8 Seja � satisfazendo (1.11) e (1.12). Dado � > 0; então existe � = � (�) > 0 tal

que

(A';')� + � j'j2L2(�) � � k'k2H1=2(�) ; 8' 2 H1=2(�); 8� > 0:

Demonstração: Usando a Identidade de Green, temos

0 =

Z



(���)�dx =
Z



r�r�dx�
Z
�

@�

@�
�d� =

Z



jr�j2 dx� (A';')�

e, conseqüentemente:

(A';')� =

Z



jr�j2 dx: (1.17)

Portanto,

(A';')� + � j'j2L2(�) =
Z



jr�j2 dx+ �

Z
�

j�j2 d�: (1.18)

Ora, o operador �10 : Im(0) � L2(�) �! H1(
) é linear e contínuo e, sendo assim, existe

uma constante C > 0 tal que�10 (v)H1(
)
� C jvjL2(�) , 8v 2 Im(0): (1.19)

Considerando v = 0� 2 Im(0) em (1.19), obtemos

k�k2H1(
) � C

Z
�

j�j2 d�,

ou seja,
1

C
k�k2H1(
) �

Z
�

j�j2 d�:

Logo, Z



jr�j2 dx+ �

Z
�

j�j2 d� � �

C
k�k2H1(
) : (1.20)

Substituindo (1.20) em (1.18) e usando a continuidade do operador 0 : H1(
) �! H
1
2 (�);

concluímos que (A';')� + � j'j2L2(�) � � k'k2H1=2(�) :�

Observação 1.2 De (1.17), temos que

(A';')� =

Z



jr�j2 dx � 0

e portanto concluímos que o operador A é positivo.
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Observação 1.3 Poderíamos considerar no Lema 1.8 � = 0. Para isso, é su�ciente

substituir o problema (1.11) por������ ��+ �� = 0 em 
 para � > 0;

� = ' sobre �:

Neste caso, é possível resolver os problemas (1) e (2), bem como o caso linear.
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Capítulo 2

O Problema Parabólico Sobre �

Designando w(t)j� = u(t) e observando que
@w

@�
(t) = Au(t), o problema (1) apresentado

na introdução deste trabalho pode ser formulado assim:

(P )

���������
Encontrar uma função u : �! R, tal que

u0 + Au+ juj� u = f sobre �

u(0) = w0, dado sobre �:

Para estudar o Problema (P), primeiro vamos estabelecer o conceito de solução. Por

solução do problema (P ) entendemos qualquer função u : � �! R tal que

u 2 L2(0; T ;H1=2(�)) \ L1(0; T ;L2(�)) \ Lp(�), (2.1)

u0 + Au+ juj� u = f no sentido de Lp
0
(0; T ;H�1=2(�) + Lp

0
(�)), (2.2)

u(0) = w0, sobre �; (2.3)

onde p = �+ 2.

Teorema 2.1 Dados w0 2 L2(�) e f 2 L2(0; T ;H�1=2(�)), existe uma única função

u : � �! R satisfazendo (2.1), (2.2) e (2.3).

Demonstração:
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2.1 Existência de Solução

A existência de solução será estabelecida utilizando o Método de Faedo-Galerkin, o qual

consiste em obter uma seqüência de soluções aproximadas do problema (P ) e, em seguida, por

meio de estimativas a Priori, passar o limite, em uma topologia adequada, nesta seqüência de

soluções aproximadas. Por simplicidade, dividiremos a demonstração nas seguintes etapas:

1. Construção de soluções aproximadas em subespaços de dimensão �nita.

2. Estimativas a Priori.

3. Passagem ao limite nas soluções aproximadas.

4. Condição Inicial.

2.1.1 Etapa 1: Soluções Aproximadas

Consideremos fw�g�2N uma base Hilbertiana de H1=2(�) \ Lp(�) e para cada m =

1; 2; 3; : : :seja Vm = [w1; w2; :::; wm] o subespaço de H1=2(�)\Lp(�) gerado pelos m primeiros

vetores de fw�g�2N. O problema aproximado, associado a (P ), consiste em determinar uma

seqüência de funções da forma:

um(x; t) =
mX
j=1

gjm(t)wj(x) 2 Vm,

sendo gjm (t) de classe C1, de modo que satisfaçam ao sistema:

(PA)

������ (u
0
m(t); v)� + (Aum(t); v)� + (jum(t)j

� um(t); v)� = (f(t); v)�, 8v 2 Vm;

um(0) = w0m 2 Vm;

onde w0m é a aproximação de w0. Como H1=2(�)\Lp(�) ,! L2(�) então, usando o processo

de Gram-Schmidt, a base fw�g�2N pode ser considerada ortonormal em L2(�) e sendo w0 2

L2(�), podemos aproximá-lo por combinações lineares �nitas dos w� , isto é, existem �jm 2 R,

j = 1; 2; :::;m, tais que

w0m =

mX
j=1

�jmwj �! w0 em L2(�). (2.4)
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Portanto, tem-se de forma natural

um(0) = um(x; 0) = w0m

e (PA)2 torna-se equivalente a

gjm(0) = �jm, para j = 1; 2; :::;m.

Seja '(s) = jsj� s e façamos v = wi em (PA)1; para obtermos

mX
j=1

g0jm(t) (wj; wi)� +

mX
j=1

gjm(t) (Awj; wi)� + (' (um (t)) ; wi)� = (f (t) ; wi)� .

Desde que a seqüência fw�g�2N é ortonormal em L2 (�), a última igualdade é equivalente a:

g0jm(t) +
mX
j=1

gjm(t) (Awj; wi)� + (' (um (t)) ; wi)� = (f (t) ; wi)� , j = 1; 2; :::;m

e, conseqüentemente, o sistema (PA) assume a seguinte forma:�������
g0jm(t) +

mP
j=1

gjm(t) (Awj; wi)� + (' (um (t)) ; wi)� = (f (t) ; wi)� , j = 1; 2; :::;m;

gjm(0) = �jm, para j = 1; 2; :::;m.
(2.5)

Para escrevermos (2.5) na forma matricial, consideremos as seguintes matrizes:

C =
�
(Awj; wi)�

�
1�i;j�m , L =

26664
(' (um (t)) ; w1)�

...

(' (um (t)) ; wm)�

37775
m�1

M =

26664
(f (t) ; w1)�

...

(f (t) ; wm)�

37775
m�1

, Y =

26664
g1m
...

gmm

37775
m�1

Y0 =

26664
�1m
...

�mm

37775
m�1

e o sistema (2.5) torna�se: ������ Y
0 = F (t; Y )

Y (0) = Y0;
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onde F (t; Y ) = �CY � L +M . Observemos que a matriz (função) M não depende de Y

e é mensurável como função de t, porque cada entrada t 7! (f (t) ; wj)� é mensurável. Por

outro lado, a função Y 7! �CY � L é contínua como função de Y; porque CY é linear e

(g1m; :::; gmm) 2 Rm
G7�! u =

mX
j=1

gjm(t)wj 2 [w1; w2; :::; wm] e

u 2 [w1; w2; :::; wm]
H7�! (' (u) ; wj) 2 R

são funções contínuas e portanto a composição

(g1m; :::; gmm) 2 Rm
H�G7�! (' (u) ; wj) 2 R

é também contínua. Com isto deduzimos que F (t; Y ) atende às condições de Carathéodory.

Além disso, se B = fY 2 Rm; jY j � bg, b > 0, Y0 2 B; então para Y variando em B, todas as

entradas das matrizes CY e L são limitadas por uma mesma constante CB > 0 e as entradas

da matriz M são funções integráveis em [0; T ]. De fato, como f 2 L2(0; T ;H�1=2(�)), entãoZ T

0

���hf(t); wjiH�1=2(�);H1=2(�)

��� dt � kwjkH1=2(�)

Z T

0

kf (t)kH�1=2(�) dt <1

Temos, portanto

jF (t; Y )j � 2CB + jhf(t); wjij = mj (t) ,

onde (t; Y ) varia no compacto [0; T ]�B e mj (t), j = 1; 2; :::;m é integrável em [0; T ].

Desta forma, pelo Teorema 1.7 o sistema (2.5) possui solução local e, consequentemente,

(PA) tem solução um (t) de�nida no intervalo [0; tm], tm < T . Na próxima etapa, vamos

obter estimativas a priori para as soluções aproximadas com o objetivo de prolongar a solução

um (t) ao intervalo [0; T ].

2.1.2 Etapa 2: Estimativas a Priori

Estimativas a Priori 1

Considerando em (PA)1 v = um (t) ; obtemos�
u
0

m (t) ; um (t)
�
�
+ (Aum (t) ; um (t))� + (jum (t)j

� um (t) ; um (t))� = (f(t); um (t))� (2.6)
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e usando as relações

�
�
u
0
m (t) ; um (t)

�
�
=
1

2

d

dt
jum (t)j2L2(�)

� (jum (t)j� um (t) ; um (t))� = jum (t)j
p
Lp(�), p = �+ 2

resulta de (2.6)

1

2

d

dt
jum (t)j2L2(�) + (Aum (t) ; um (t))� + jum (t)j

p
Lp(�) = hf(t); um (t)iH�1=2(�);H1=2(�) . (2.7)

Observação 2.1 Desde que p = � + 2 > 2, segue que Lp (�) ,! L2 (�) e portanto existe

uma constante C > 0 tal que C jujL2(�) � jujLp(�), e do Lema 1.8, resulta

(Aum (t) ; um (t))� + jum (t)j
p
Lp(�) � (Aum (t) ; um (t))� + C jum(t)jpL2(�) �

� (Aum (t) ; um (t))� + C jum(t)j2L2(�) �

� � kum (t)k2H1=2(�) .

Da Observação 2.1 e de (2.7), segue que

1

2

d

dt
jum (t)j2L2(�) + � kum (t)k2H1=2(�) � hf(t); um (t)iH�1=2(�);H1=2(�) :

Integrando esta última desigualdade de 0 a t 2 [0; tm] e aplicando o Teorema Fundamental

do Cálculo, encontramos

1

2
jum (t)j2L2(�) + �

Z t

0

kum (s)k2H1=2(�) ds �

� 1

2
jw0mj2L2(�) +

Z t

0

hf(s); um (s)iH�1=2(�);H1=2(�) ds.

(2.8)

Agora, usando a Desigualdade de Cauchy e em seguida a Desigualdade de Young, temosZ t

0

hf(s); um (s)iH�1=2(�);H1=2(�) ds �
Z t

0

kf (s)kH�1=2(�) kum (s)kH1=2(�) ds

=

Z t

0

1p
�
kf (s)kH�1=2(�)

p
� kum (s)kH1=2(�) ds

� 1

2�

Z T

0

kf (s)k2H�1=2(�) ds+
�

2

Z t

0

kum (s)k2H1=2(�) ds.

Substituindo em (2.8), resulta

1

2
jum (t)j2L2(�) +

�

2

Z t

0

kum (s)k2H1=2(�) ds �
1

2
jw0mj2L2(�) +

1

2�

Z T

0

kf (s)k2H�1=2(�) ds.
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De (2.4) e considerando que f 2 L2(0; T ;H�1=2(�)), obtemos

1

2
jum (t)j2L2(�) +

�

2

Z t

0

kum (s)k2H1=2(�) ds � C, (2.9)

onde C > 0 independe de m e de t 2 [0; tm].

De (2.9) segue que

jum (t)j2L2(�) � C,

onde C independe de m e de t 2 [0; tm]. Desde que

jum (t)j2L2(�) = (um (t) ; um (t))� =
 

mX
j=1

gjm(t)wj;

mX
j=1

gjm(t)wj

!
�

=

mX
j=1

g2jm(t);

temos,

jY (t)j2Rm =
mX
j=1

g2jm(t) � C:

Considerando b su�cientemente grande de modo que
p
C < b, segue do Corolário 1.6

que podemos prolongar Y (t) ao intervalo [0; T ]. Assim o sistema aproximado possui solução

um (t) de�nida no intervalo [0; T ] e como conseqüência de (2.9), temos as estimativas:

�

2

Z t

0

kum (s)k2H1=2(�) ds � C; (2.10)

1

2
jum (t)j2L2(�) � C; (2.11)

onde C > 0 independe de m e de t 2 [0; T ].

Observação 2.2 Para cada t 2 [0; T ], seja �m (x; t) ; x 2 
; satisfazendo ��m (x; t) = 0;

x em 
 e �m (x; t) = um (x; t) ; x 2 �: Então, segue da Identidade de Green que:

(Aum (t) ; um (t))� =

Z
�

@�m (x; t)

@�
�m (x; t) dx =

Z



jr�m (t)j2 dx � 0.

Da Observação 2.2 e de (2.7) obtemos, após integração de 0 a t 2 [0; T ], a seguinte relação:

1

2
jum (t)j2L2(�) +

Z t

0

Z



jr�m (s)j2 dxds+
Z t

0

jum (s)jpLp(�) ds

=
1

2
jw0mj2L2(�) +

Z t

0

hf(s); um (s)iH�11=2(�);H1=2(�) ds
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e, conseqüentemente

1

2
jum (t)j2L2(�) +

Z t

0

jum (s)jpLp(�) ds �
1

2
jw0mj2L2(�) +

Z t

0

hf(s); um (s)iH�1=2(�);H1=2(�) ds.

Usando (2.10) deduzimos que o lado direito da última desigualdade é limitado e, dessa forma,

concluímos que
1

2
jum (t)j2L2(�) +

Z t

0

jum (s)jpLp(�) ds � C

de onde resulta Z t

0

jum (s)jpLp(�) ds � C; (2.12)

onde C > 0 independe de m e de t 2 [0; T ].

Das estimativas (2.10), (2.11) e (2.12), deduzimos que

(um) é limitada em L2(0; T ;H1=2 (�)),

(um) é limitada em L1 (0; T ;L2 (�)) ,

(um) é limitada em Lp (0; T ;Lp (�)) = Lp (�) .

(2.13)

Como��� eAum���2
L2(0;T ;H�1=2(�))

=

Z T

0

kAum (t)k2H�1=2(�) dt � C

Z T

0

kum (t)k2H1=2(�) dt;

deduzimos de (2.13) que

( eAum) é limitada em L2(0; T ;H�1=2 (�)) (2.14)

e, ainda por (2.13), temos que

(jumj� um) é limitada em Lp
0
(0; T ;Lp

0
(�)) = Lp

0
(�) . (2.15)

De fato, se p0 é o expoente conjugado de p = � + 2 então, 1 � p0 � 2 e (�+ 1) p0 = p.

Assim,

jjumj� umjp
0

Lp0 (�)
=

Z T

0

jjum (t)j� um (t)jp
0

Lp
0 (�)

dt =

Z T

0

Z
�

jjum (x; t)j� um (t)jp
0
d�dt

=

Z T

0

Z
�

jum (x; t)j(�+1)p
0
d�dt =

Z T

0

jum (t)jpLp(�) dt = jumj
p
Lp(0;T ;Lp(�)) :
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Estimativas a Priori 2

Designe Pm : L2 (�) �! [w1; w2; :::; wm] o operador projeção sobre Vm, de�nido do modo

seguinte: dado v 2 L2 (�) escrevemos

v = lim
m!1

mX
j=1

(v; wj)wj,

e de�nimos Pmv =
mP
j=1

(v; wj)wj: É claro que Pm é um operador linear. Usando a relação

jvj2� =
1X
j=1

j(v; wj)j2 �
mX
j=1

j(v; wj)j2 = jPmvj2�

obtemos que Pm é contínuo.

Para obter uma estimativa para
�
u
0
m

�
, observamos inicialmente que Pmv = v; 8v 2 Vm,

e de (PA)1, resulta

u0m = �Aum � jumj
� um + f

e assim

u0m = �PmAum � Pm (jumj� um) + Pmf . (2.16)

Seja ePm : H�1=2 (�) �! H�1=2 (�) extensão de Pm: Mostremos que ePm é limitado. De fato,
se i representa o operador inclusão, então do diagrama abaixo

L2 (�)
Pm�! Vm � L2 (�)

i # i #

H�1=2 (�)
ePm�! H�1=2 (�)

deduzimos

hi (v) ; 'i = (v; ')� e
D ePm (v) ; 'E = hv; 'i , 8' 2 H1=2 (�)
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e, portanto  ePm (v)
H� 1

2 (�)
= supf

���D ePm (v) ; 'E��� ; ' 2 H1=2 (�) ; k'k = 1g

= supfjhv; 'ij ; ' 2 H1=2 (�) ; k'k = 1g

� sup
' 2 H1=2(�)

k'k=1

(kvkH�1=2 k'kH1=2)

= sup
' 2 H1=2(�)

kvkH�1=2(�) = kvkH�1=2(�) . �

Quando necessário, iremos considerar a extensão

ePm : Lp0 (�) �! H�1=2 (�) ,

que também é limitada.

Para concluir que (u0m) é limitada em Lp
0 �
0; T ;H�1=2 (�)

�
analisemos cada termo do

lado direito de (2.16).

� (PmAum) é limitado em L2(0; T ;H�1=2 (�)).

De fato,

kPmAum (t)k2H�1=2(�) � C kAum (t)k2H�1=2(�)

e, portantoZ T

0

kPmAum (t)k2H�1=2(�) dt � C

Z T

0

kAum (t)k2H�1=2(�) dt = C
��� eAum���2

L2(0;T ;H�1=2(�))
,

e de (2.14) deduzimos que

jPmAumjL2(0;T ;H�1=2(�)) � C
��� eAum���

L2(0;T ;H�1=2(�))
<1.

� (Pm (jumj� um)) é limitado em Lp
0
(0; T ;H�1=2 (�)).

De fato,

kPm(jum(t)j� um (t))kp
0

H�1=2(�) � C kjum(t)j� um (t)kp
0

Lp0 (�)
;

de onde segue queZ T

0

kPm(jum(t)j� um (t))kp
0

H�1=2(�) dt � C

Z T

0

kjum(t)j� um (t)kp
0

Lp0 (�)
dt

= C jjumj� umjp
0

Lp0 (0;T ;Lp0 (�))
:
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Usando (2.15) obtemos

jPm(jumj� um)jLp0 (0;T ;H�1=2(�)) � C jjumj� umjLp0 (0;T ;Lp0 (�)) <1.

� (Pmf) é limitado em L2(0; T ;H�1=2 (�)).

Isto segue diretamente da limitação do operador Pm e do fato de f pertencer a

L2(0; T ;H�1=2(�)) Z T

0

kPmf(t)k2H�1=2(�) dt � C

Z T

0

kf(t)k2H�1=2(�) <1:

Como 1 � p0 � 2, então L2(0; T ;H�1=2 (�)) ,! Lp
0
(0; T ;H�1=2 (�)) e tendo em vista que

as limitações acima independem dem; podemos concluir da análise de (2.16) que a seqüência

(u0m) é limitada em Lp
0
(0; T ;H�1=2 (�)).

Com a certeza de que existe solução aproximada de (P ) no intervalo [0; T ], objetivamos,

na próxima etapa, obter o limite destas soluções e provar que este limite é a solução

mencionada no Teorema 2.1.

2.1.3 Etapa 3: Passagem ao Limite

Das estimativas anteriores, encontramos as seguintes limitações:

(um) é limitada em L2(0; T ;H1=2 (�)) \ L1
�
0; T ;L2 (�)

�
\ Lp (0; T ;Lp (�))

(u0m) é limitada em Lp
0
(0; T ;H�1=2 (�))� eAum� é limitada em L2(0; T ;H�1=2 (�))

(jumj� um) é limitada em Lp
0
(0; T ;Lp

0
(�)) = Lp

0
(�) .

Fazendo uso do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, deduzimos que existe uma

subseqüência de (um), que por simplicidade denotaremos da mesma forma, tal que:

um �! u em Lp (0; T ;Lp (�)) = Lp (�) , fraco -�; (2.17)

um �! u em L2(0; T ;H1=2 (�)), fraco -�; (2.18)
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um �! u em L1
�
0; T ;L2 (�)

�
, fraco -�; (2.19)

u0m �! � em Lp
0
(0; T ;H�1=2 (�)), fraco -�; (2.20)

eAum �! � em L2(0; T ;H�1=2 (�)), fraco -�; (2.21)

jumj� um �! � em Lp
0
(0; T ;Lp

0
(�)) = Lp

0
(�) , fraco - � : (2.22)

Temos,

� � = u0. De fato, desde que Lp (�) ,! D0(�) segue de (2.17) que um �! u em D0(�) e

como o operador derivação é contínuo de D0(�) em D0(�), então u0m �! u0 em D0(�). Pela

unicidade do limite, concluimos que � = u0.

� � = eAu. De fato, temos que eA é contínuo e como conseqüência de (2.18) resulta queeAum �! eAu em L2(0; T ;H�1=2 (�)). Logo, mais uma vez pela unicidade do limite obtemos

o resultado.

� � = juj� u. De fato, consideremos no Lema (1.6) (Lema de Aubin-Lions) os seguintes

dados: p0 = 2; p1 = p0, B0 = H1=2(�); B1 = H�1=2(�) e B = L2(�), de modo que tenhamos

a injeção compacta

W =
n
v; v 2 L2(0; T ;H1=2 (�)) e v0 2 Lp0(0; T ;H�1=2 (�))

o
c
,! L2 (�) (2.23)

Como (um) é limitada em L2(0; T ;H1=2 (�)) e (u0m) é limitada em Lp
0
(0; T ;H�1=2 (�))

então (um) é limitada em W e assim, por (2.23), (um) possui uma subseqüência, que

denotaremos da mesma forma, tal que

um �! u em L2 (�) e q.s em �.

Sendo a função '(s) = jsj� s contínua, segue desta última convergência que

jumj� um �! juj� u q.s em �

e considerando no Lema (1.7) (Lema de Lions) G = �, q = p0, gm = jumj� um e g = juj� u,

deduzimos que

jumj� um �! juj� u em Lp
0
(�), fraco. (2.24)
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Agora, de (2.22), (2.24) e usando a unicidade do limite, comprovamos nossa a�rmação.

De (2.20), (2.21) e (2.22) obtemos

hu0m; wi �! hu0; wi , 8w 2 Lp(0; T ;H1=2 (�));D eAum; wE �! D eAu;wE , 8w 2 L2(0; T ;H1=2 (�));

hjumj� um; wi �! hjuj� u;wi , 8w 2 Lp(0; T ;Lp (�)).

Considerando, em particular, w = v�, com v 2 H1=2 (�) \ Lp(�) e � 2 Lp(0; T ) e v� 2

Lp(0; T ;H1=2 (�) \ Lp(�)), resultaZ T

0

(u0m(t); v)�(t)dt �!
Z T

0

hu0(t); vi �(t)dt; (2.25)

Z T

0

(Aum(t); v)�(t)dt �!
Z T

0

hAu(t); vi �(t)dt; (2.26)Z T

0

(jum(t)j� um(t); v)�(t)dt �!
Z T

0

hju(t)j� u(t); vi �(t)dt. (2.27)

No sentido distribucional, podemos a�rmar que

h(u0m(t); v); �i �! hhu0(t); vi ; �i (2.28)

h(Aum(t); v); �i �! hhAu(t); vi ; �i (2.29)

h(jum(t)j� um(t); v); �i �! hhju(t)j� u(t); vi ; �i (2.30)

para todo v 2 H1=2 (�) \ Lp(�), � 2 D (0; T ).

Somando o lado esquerdo de (2.28) - (2.30), obtemos por (PA)1

h(u0m(t); v); �i+ h(Aum(t); v); �i+ h(jum(t)j
� um(t); v); �i = hhf(t); vi ; �i ; (2.31)

para todo v 2 Vm0 � Vm, (m � m0) e � 2 D(0; T ). Fazendo m �!1 em (2.31) concluímos

que

hhu0(t); vi ; �i+ hhAu(t); vi ; �i+ hhju(t)j� u(t); vi ; �i = hhf(t); vi ; �i (2.32)
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para todo � 2 D(0; T ) e v 2 Vm0 : A relação (2.32) sendo válida para todo v em Vm0, para

cada m0 �xo, segue por densidade que ela ocorre para qualquer v em H1=2 (�) \ Lp(�) e,

dessa forma, obtemos

hu0(t); viH�1=2(�);H1=2(�) + hAu(t); viH�1=2(�);H1=2(�) + hju(t)j
� u(t); viLp0 (�);Lp(�) =

= hf(t); viH�1=2(�);H1=2(�)

para todo v 2 H1=2 (�) \ Lp(�) no sentido de D0(0; T ), ou seja,

hu0(t) + Au(t) + ju(t)j� u(t)� f(t); viH�1=2(�);H1=2(�) = 0;

para todo v 2 H1=2 (�) \ Lp(�) no sentido de D0(0; T ).

Logo,

u0 + Au+ juj� u = f no sentido de D0(0; T ;H�1=2(�) + Lp
0
(�))

e, recordando que f 2 L2(0; T ;H�1=2(�)) e juj� u 2 Lp
0
(0; T ;Lp

0
(�)), obtemos a igualdade

no sentido de Lp
0
(0; T ;H�1=2(�) + Lp

0
(�)).

2.1.4 Etapa 4: Condição Inicial

Inicialmente observamos que faz sentido calcular u (0), como um elemento de H�1=2 (�),

porque

u 2 L2(0; T ;H1=2 (�)) ,! Lp
0
(0; T ;H1=2 (�)) e u0 2 Lp0(0; T ;H�1=2 (�));

e do Lema 1.5 segue que

u 2 C0([0; T ] ;H�1=2 (�)).

Dado � 2 C1([0; T ]), com �(0) = 1 e �(T ) = 0, segue de (2.25) que para cada

v 2 H1=2 (�) \ Lp(�) Z T

0

(u0m(t); v)�(t)dt �!
Z T

0

hu0(t); vi �(t)dt (2.33)
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Considerando � = �1 � �2, onde �1 e �2 são tais que:������ ��1 = 0; em 


�1 = u; sobre �
e

������ ��2 = 0; em 


�2 = bu; sobre �;
então Au(t) =

@�1
@�
(t) e Abu(t) = @�2

@�
(t) e sendo z = u � bu; teremos Az(t) = @�

@�
(t): Da

Identidade de Green, resulta

hAz(s); z(s)i =
Z
�

@�

@�
�d� =

Z



jr�j2 dx

e de (2.39), obtemos Z t

0

1

2

d

ds
jz(s)j2L2(�) ds+

Z t

0

Z



jr�(x; s)j2 dxds+

+

Z t

0

Z
�

[ju(x; s)j� u(x; s)� jbu(x; s)j� bu(x; s)] z(x; s)d�ds = 0:
Sendo z(0) = 0, deduzimos da última igualdade que

1

2
jz(t)j2L2(�) +

Z t

0

Z



jr�(x; s)j2 dxds

+

Z t

0

Z
�

[ju(x; s)j� u(x; s)� jbu(x; s)j� bu(x; s)] z(x; s)d�ds = 0: (2.40)

Aplicando o Teorema do Valor Médio à função '(s) = jsj� s, observando que '0(s) =

(�+ 1) jsj� > 0, temos

ju(x; s)j� u(x; s)� jbu(x; s)j� bu(x; s) = (�+ 1) j�j� [u(x; s)� bu(x; s)] ,
onde � está entre u(x; s) e bu(x; s). Com isto e de (2.40), obtemos

1

2
jz(t)j2L2(�) +

Z t

0

Z



jr�(x; s)j2 dxdt+
Z t

0

Z
�

(�+ 1) j�j� (z(x; s))2d�ds = 0, (2.41)

para cada t � T . Logo jz(t)j2L2(�) = 0; 8t e, portanto, z = 0, isto é, u = bu: �
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Capítulo 3

O Problema Hiperbólico sobre �

Neste capítulo vamos estudar o problema hiperbólico

(P )

������ u
00 + Au+ juj� u = f sobre �

u(0) = w0, u0(0) = w1 dados sobre �
.

seguindo a mesma metodologia do capítulo 2.

De�nição 3.1 Dados w0 2 H1=2(�), w1 2 L2(�) e f 2 L2(�), a solução do problema (P ) é

uma função u : � �! R tal que

u 2 L1(0; T ;H1=2(�)) \ L1(0; T ;Lp(�)); (3.1)

u0 2 L1(0; T ;L2(�)); (3.2)

u00 + Au+ juj� u = f; no sentido de L2(0; T ;H�1=2(�) + Lp
0
(�)); (3.3)

u(0) = w0, u0(0) = w1 sobre �; (3.4)

onde p = �+ 2.

Teorema 3.1 Dados w0 2 H1=2(�) \ Lp(�), w1 2 L2(�) e f 2 L2(�), existe uma função

u : � �! R satisfazendo (3.1) - (3.4). Além disso, se � � 1

n� 2 para n � 3 (ou � > 0

qualquer, se n = 2), então a solução é única.

Demonstração:

42



3.1 Existência de Solução

A existência da solução também será demonstrada utilizando o Método de Faedo-

Galerkin, que consiste em obter uma seqüência de soluções aproximadas do problema (P )

e, em seguida mostraremos, por meio de estimativas a Priori, que tal seqüência converge

para a solução do problema. Para provarmos a unicidade da solução faremos uso de um

método idealizado por Visik -Ladyzenskaya. Como no problema anterior, vamos dividir a

demonstração nas seguintes etapas:

1. Construção de soluções aproximadas em subespaços de dimensão �nita.

2. Estimativas a priori sobre as soluções aproximadas.

3. Passagem ao limite das soluções aproximadas.

4. Condições Iniciais.

3.1.1 Etapa 1: Soluções Aproximadas

Consideremos fw�g�2N uma base Hilbertiana do espaço H1=2(�) \ Lp(�), p = � + 2.

Para cada m = 1; 2; 3; ::: seja Vm = [w1; w2; :::; wm] o subespaço de H1=2(�) \ Lp(�) gerado

pelos m primeiros vetores de fw�g�2N. Temos que V1 � V2 � V3 � : : : e as combinações

lineares �nitas dos w�0s são densas em H1=2(�) \ Lp(�). O problema aproximado, associado

a (P ), consiste em determinar uma solução da forma

um(x; t) =
mX
j=1

gjm(t)wj(x) 2 Vm,

sendo os gjm de classe C2, determinados de modo que satisfaçam o seguinte sistema:

(PA)

���������
(u00m(t); v)� + (Aum(t); v)� + (jum(t)j

� um(t); v)� = (f(t); v)�, 8v 2 Vm;

um(0) = w0m 2 Vm;

u0m(0) = w1m 2 Vm;

.

onde w0m e w1m são aproximações de w0 e w1, respectivamente. Considerando as

aproximações

w0m =

mX
j=1

�jmwj �! w0; em H1=2(�) \ Lp(�); (3.5)
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w1m =

mX
j=1

�jmwj �! w1 em L2(�), (3.6)

as condições iniciais (PA)2 e (PA)3 são equivalentes a gjm(0) = �jm e g0jm(0) = �jm,

respectivamente.

Consideremos a função contínua '(s) = jsj� s e façamos v = wi na equação aproximada

(PA)1, para obtermos o problema�����������
g00jm(t) +

mX
j=1

gjm(t) (Awj; wi)� + (' (um (t)) ; wi)� = (f (t) ; wi)� , j = 1; 2; :::;m;

gjm(0) = �jm, para j = 1; 2; :::;m;

g0jm(0) = �jm, para j = 1; 2; :::;m.

(3.7)

Imitando o que foi feito no Capítulo 2, vamos colocar o sistema acima nas condições de

Carathéodory. Para isto, sejam as matrizes

C =
�
(Awj; wi)�

�
1�i;j�m ; L =

26664
(' (um (t)) ; w1)�

...

(' (um (t)) ; wm)�

37775
m�1

;

M =

26664
(f (t) ; w1)�

...

(f (t) ; wm)�

37775
m�1

; e Y =

26664
g1m
...

gmm

37775
m�1

.

e escrevamos o sistema aproximado (3.7)1 na forma matricial

Y 00 = �CY � L+M . (3.8)

Para reduzir a ordem do sistema (3.8) denotemos por I a matriz identidade m � m, 0 a

matriz nula m�m, 0 a matriz nula m� 1 e seja

X(t) =

24 Y (t)

Y 0(t)

35
2m�1

.
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O sistema (3.8) é equivalente a

X 0 =

24 0 I

�C 0

35X +

24 �0

�L

35+
24 �0

M

35
e denotando por F1 (t;X), F2 (t;X) e F3 (t;X) as funções matriciais

F1 (t;X) =

24 0 I

�C 0

35X; F2 (t;X) =

24 �0

�L

35 e F3 (t;X) =

24 �0

M

35 ;
obtermos o seguinte problema do valor inicial������ X

0 = F1 (t;X) + F2 (t;X) + F3 (t;X) = F (t;X) ;

X (0) = X0;
(3.9)

onde X0 =

24 Y (0)

Y 0(0)

35 : Veri�quemos que F (t;X) está nas condições de Carathéodory. Seja
D = [0; T ]�B � R2m+1, onde

B =
�
X 2 R2m; jXj � b

	
, b > 0, X0 2 B

então:

a) Fixado X, temos que F1 (t;X) e F2 (t;X) não dependem de t, sendo, portanto,

mensuráveis em t e a função F3 (t;X) é mensurável em t pois f 2 L2(0; T ;L2(�)) e desta

forma (f (t) ; wi)� é mensurável em t 2 [0; T ].

b) Fixado t, F3 (t;X) não depende de X, sendo, portanto, contínua. A função F1 (t;X)

é contínua em X pois é o produto de uma matriz cujas entradas são números reais pela

matriz X, ou seja, F1 (t;X) é linear em X. A função F2 (t;X) é contínua em X, pois desde

que as funções

(g1m; :::; gmm) 2 Rm
G7�! u =

mX
j=1

gjm(t)wj 2 [w1; w2; :::; wm] ,

u 2 [w1; w2; :::; wm]
H7�! (' (u) ; wj) 2 R

45



são contínuas, segue que a composição também é , isto é,

(g1m; :::; gmm) 2 Rm
H�G7�! (' (u) ; wj) 2 R

é contínua.

Assim, as funções F1, F2 e F3 são mensuráveis em t, para cada X �xado e contínuas em

X, para cada t �xado.

c) Como X varia em B, então todas as entradas de F1 e F2 são limitadas por uma

mesma constante CB > 0 e as entradas de F3 são funções integráveis em [0; T ]. De fato,Z T

0

j(f(t); wj)�j dt � jwjjL2(�)
Z T

0

jf (t)jL2(�) dt <1

já que f 2 L2(0; T ;L2(�)) e, por de�nição, t 7�! jf(t)jL2(�) 2 L2 (0; T ) ,! L10; T ). Temos,

portanto

jF (t;X)j � 2CB + j(f(t); wj)�j = mj (t) , 8 (t;X) 2 D;

sendo D compacto e mj (t), j = 1; 2; :::;m integrável em [0; T ].

Desta forma, F (t;X) satisfaz as condições de Carathéodory sobre D e, portanto, pelo

Teorema 1.7 o sistema (3.9) possui solução local e, consequentemente, (P1A) tem solução

um (t) de�nida em um intervalo [0; tm], tm < T . Na próxima etapa, vamos obter estimativas

a priori das soluções aproximadas com o objetivo de prolongar a solução um (t) ao intervalo

[0; T ].

3.1.2 Etapa 2: Estimativas a Priori

Fazendo em (PA)1 v = u0m (t) =

mX
j=1

g0jm(t)wj 2 Vm; obtemos

(u00m (t) ; u
0
m (t))� + (Aum (t) ; u

0
m (t))� + (jum (t)j

� um (t) ; u
0
m (t))� = (f(t); u

0
m (t))�; (3.10)

isto é,

1

2

d

dt
ju0m (t)j

2
L2(�) + (Aum (t) ; u

0
m (t))� +

1

p

d

dt
jum (t)jpLp(�) = (f(t); u

0
m (t))�. (3.11)
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A análise do termo (Aum (t) ; u0m (t))� é feita observando a de�nição do operador A. De fato,

para cada t 2 [0; tm], seja �m(x; t), x 2 
, solução do problema������ ��m(x; t) = 0�m(x; t) = um(x; t); x 2 �
.

Por de�nição, Aum(t) =
@�m
@�

(t) e.usando a Identidade de Green, resulta

(Aum (t) ; u
0
m (t))� =

Z
�

@�m
@�

(t)u0m(t)d� =

Z
�

@�m
@�

(t)�0m(t)d�

=

Z



r�m(x; t) � r�0m(x; t)dx =
1

2

d

dt

Z



jr�m(x; t)j2 dx:

Levando este valor em (3.11) e integrando de 0 a t 2 [0; tm], obtemos

1

2
ju0m (t)j

2
L2(�) +

1

2

Z



jr�m(x; t)j2 dx+
1

p
jum (t)jpLp(�) =

=
1

2
jw1mj2L2(�) +

1

2

Z



jr�m(x; 0)j2 dx+
1

p
jw0mjpLp(�) +

Z t

0

(f(s); u0m (s))�ds:

Temos que Z



jr�m(x; t)j2 dx = (Aum (t) ; um (t))� � 0

e, portanto, a última igualdade transforma-se em

ju0m (t)j
2
L2(�) + (Aum (t) ; um (t))� +

2

p
jum (t)jpLp(�) =

= jw1mj2L2(�) + (Aw0m; w0m)� +
2

p
jw0mjpLp(�) + 2

Z t

0

(f(s); u0m (s))�ds:
(3.12)

Usando as estimativas

� 2
Z t

0

(f(s); u0m (s))�ds � kfk
2
L2(�) +

Z t

0

ju0m(s)j
2
L2(�) ds

� (Aw0m; w0m)� � kAw0mkH�1=2(�) kw0mkH1=2(�) � C kw0mk2H1=2(�)

em (3.12), e mais o fato das seqüências
�
jw1mj2L2(�)

�
;
�
kw0mk2H1=2(�)

�
e
�
kw0mkpLp(�)

�
serem

convergentes, segue a existência de uma constante C > 0 tal que

ju0m (t)j
2
L2(�) + (Aum (t) ; um (t))� +

2

p
jum (t)jpLp(�) � C +

Z t

0

ju0m(s)j
2
L2(�) ds. (3.13)
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Observação 3.1 Desde que p = � + 2 > 2, segue que Lp (�) ,! L2 (�) e, portanto, existe

uma constante C > 0 tal que jujpL2(�) � C jujpLp(�). Pelo Lema 1.8, com � = 2=Cp, temos

(Aum (t) ; um (t))�+
2

p
jum (t)jpLp(�) � (Aum (t) ; um (t))�+

2

Cp
jum(t)j2L2(�) � � kum (t)k2H1=2(�) .

Da Observação 3.1 e (3.13), segue que existe uma constante, ainda denotada por C; tal que

ju0m (t)j
2
L2(�) + � kum (t)k2H1=2(�) � C +

Z t

0

ju0m(s)j
2
L2(�) ds. (3.14)

De (3.14) e do Lema de Gronwall deduzimos que

ju0m (t)j
2
L2(�) + � kum (t)k2H1=2(�) � C;

de onde seguem as estimativas:

ju0m (t)j
2
L2(�) � C (3.15)

e

� kum (t)k2H1=2(�) � C; (3.16)

onde C > 0 independe de m e de t 2 [0; tm] .

Retornando à desigualdade (3.13), com a estimativa (3.15), encontramos

jum (t)jpLp(�) � C, (3.17)

onde C > 0 é uma constante que não depende de m nem de t 2 [0; tm].

Desde que H1=2(�) ,! L2(�), segue de (3.16) que

jum (t)j2L2(�) � �1 kum (t)k2H1=2(�) � C, (3.18)

onde C > 0 independe de m e de t 2 [0; tm] .

As estimativas obtidas são su�cientes para prolongarmos a solução um (t) ao intervalo

[0; T ] e nesse intervalo teremos

ju0m (t)j
2
L2(�) � C; kum (t)k2H1=2(�) � C e jum (t)jpLp(�) � C

onde a constante genérica C > 0 independe de m e de t 2 [0; T ]. Logo
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(um) é limitada em L1(0; T ;H1=2 (�)) \ L1 (0; T ;Lp (�)) , (3.19)

(u0m) é limitada em L1
�
0; T ;L2 (�)

�
, (3.20)

e de (3.19) deduzimos que� eAum� é limitada em L1(0; T ;H�1=2 (�)). (3.21)

De fato,��� eAum���
L1(0;T ;H�1=2(�))

= supess
0�t�T

kAum (t)kH�1=2(�) � Csupess
0�t�T

kum (t)kH1=2(�) <1.

Ainda de (3.19) temos que

(jumj� um) é limitada em L1(0; T ;Lp
0
(�)); (3.22)

porque

jjumj� umjL1(0;T ;Lp0 (�)) = supess
0�t�T

jjum (t)j� um (t)jLp0 (�) = supess
0�t�T

�Z
�

jum (t)jp d�
�1=p0

<1.

3.1.3 Etapa 3: Passagem ao Limite

Das estimativas (3.19) - (3.22) e do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, decorre que

existe uma subseqüência de (um), que denotaremos da mesma forma, tal que

um �! u em L1(0; T ;H1=2 (�)), fraco -�; (3.23)

um �! u em L1 (0; T ;Lp (�)) , fraco -�; (3.24)

u0m �! u0 em L1
�
0; T ;L2 (�)

�
, fraco -�; (3.25)

eAum �! eAu em L1(0; T ;H�1=2 (�)), fraco -�; (3.26)

jumj� um �! � em L1(0; T ;Lp
0
(�)), fraco - � . (3.27)
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Para mostrar que � = juj� u procedemos como no Capítulo 2, utilizando o Lema de

Aubin-Lions, com os dados: p0 = p1 = 2, B0 = H1=2(�) e B = B1 = L2(�), que estabelece a

compacidade da injeção:

W =
�
v; v 2 L2(0; T ;H1=2 (�)) e v0 2 L2(0; T ;L2(�))

	 c
,! L2 (�) . (3.28)

Das convergências (3.25) - (3.27), segue que

hu0m; wi �! hu0; wi , 8w 2 L1(0; T ;L2 (�));D eAum; wE �! D eAu;wE , 8w 2 L1(0; T ;H1=2 (�));

hjumj� um; wi �! hjuj� u;wi , 8w 2 L1(0; T ;Lp (�))

e considerando w = v�, com v 2 H1=2 (�) \ Lp (�) e � 2 L1(0; T ), obtemosZ T

0

(u0m(t); v)�(t)dt �!
Z T

0

(u0(t); v)�(t)dt; (3.29)

Z T

0

(Aum(t); v)�(t)dt �!
Z T

0

hAu(t); vi �(t)dt; (3.30)Z T

0

(jum(t)j� um(t); v)�(t)dt �!
Z T

0

hju(t)j� u(t); vi �(t)dt. (3.31)

No sentido distribucional, temos

h(u0m(t); v); �i �! h(u0(t); v); �i ; (3.32)

h(Aum(t); v); �i �! hhAu(t); vi ; �i ; (3.33)

h(jum(t)j� um(t); v); �i �! hhAu(t); vi ; �i ; (3.34)

para todo v 2 H1=2 (�) \ Lp (�), � 2 D(0; T ).

Em particular,

h(u0m(t); v); �0i �! h(u0(t); v); �0i ,

ou seja,

�
�
d

dt
(u0m(t); v); �

�
�! �

�
d

dt
(u0(t); v); �

�
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e portanto,

h(u00m(t); v); �i �! h(u00(t); v); �i (3.35)

para todo v 2 H1=2 (�) \ Lp (�), � 2 D(0; T ).

De (3.33) - (3.35) e usando (PA)1, encontramos

h(u00m(t); v); �i+ h(Aum(t); v); �i+ h(jum(t)j
� um(t); v); �i = h(f(t); v); �i (3.36)

para todo v 2 Vm0 � Vm, (m � m0) e � 2 D(0; T ). Fazendo m �!1 em (3.36), deduzimos

que

h(u00(t); v); �i+ hhAu(t); vi ; �i+ hhju(t)j� u(t); vi ; �i = h(f(t); v); �i

para todo � 2 D(0; T ) e v 2 Vm0. Por densidade, segue que a última igualdade é válida para

todo v 2 H1=2 (�) \ Lp (�), isto é�
d

dt
(u0(t); v); �

�
+ hhAu(t); vi ; �i+ hhju(t)j� u(t); vi ; �i = h(f(t); v); �i ; (3.37)

para todo � 2 D(0; T ) e v 2 H1=2 (�) \ Lp (�).

Temos,

� (u0(t); v) 2 L1(0; T ), o que implica que d

dt
(u0(t); v) 2 D0(0; T ).

� hAu(t); viH�1=2(�);H1=2(�) 2 L1(0; T ) ,! D0(0; T ).

� hju(t)j� u(t); viLp0 (�);Lp(�) 2 L1(0; T ) ,! D0(0; T ).

� (f(t); v) 2 L2(0; T ) ,! D0(0; T ).

Desta forma, resulta de (3.37) que�
d

dt
(u0(t); v) + hAu(t); vi+ hju(t)j� u(t); vi � (f(t); v); �

�
= 0,

8 � 2 D(0; T ). Assim,

d

dt
(u0(t); v) + hAu(t); viH�1=2(�);H1=2(�) + hju(t)j

� u(t); viLp0 (�);Lp(�) = (f(t); v) (3.38)

para todo v 2 H1=2 (�) \ Lp (�) no sentido de D0(0; T ).

De (3.38), segue que

h�(u0(t); v); �0i+ hhAu(t); vi ; �i+ hhju(t)j� u(t); vi ; �i = h(f(t); v); �i
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para todo � 2 D(0; T ) e todo v 2 H1=2 (�) \ Lp (�). Daí obtemosZ T

0

hu00(t); vi �(t)dt+
Z T

0

hAu(t); vi �(t)dt+
Z T

0

hju(t)j� u(t); vi �(t)dt =
Z T

0

(f(t); v)�(t)dt;

onde a integral é entendida como uma integral de Bochner em H�1=2 (�) + Lp
0
(�). Usando

a notação das distribuições vetoriais, escrevemos

hhu00(t); �i+ hAu(t); �i+ hju(t)j� u(t); �i � (f(t); �); vi = 0

que implica em

hhu00 + Au+ juj� u� f; �i ; vi = 0, (3.39)

para todo � 2 D(0; T ) e v 2 H1=2 (�) \ Lp (�). De (3.39)

u00 + Au+ juj� u = f; em D0(0; T ;H�1=2(�) + Lp
0
(�)).

Mas, Au 2 L1(0; T ;H�1=2(�)), f 2 L2(0; T ;L2(�)) e juj� u 2 L1(0; T ;Lp0(�)). Logo,

u00 + Au+ juj� u = f; no sentido de L2(0; T ;H�1=2(�) + Lp
0
(�)) (3.40)

e, por �m, concluimos que u00 2 L2(0; T ;H� 1
2 (�) + Lp

0
(�)).

3.1.4 Etapa 4: Condições Iniciais

Observamos que u 2 L1(0; T ;H1=2 (�)), u0 2 L1(0; T ;L2 (�)) e u00 2

L2(0; T ;H�1=2(�) + Lp
0
(�)), e como conseqüência do Lema 1.5 segue que

u 2 C0([0; T ] ;L2 (�)) e u0 2 C0([0; T ] ;H�1=2(�) + Lp
0
(�))

e, portanto, os valores u (0) e u0 (0) estão bem de�nidos.

Mostremos que u(0) = w0:

De (3.29), temos:Z T

0

(u0m(t); v)�(t)dt �!
Z T

0

(u0(t); v)�(t)dt; para v 2 H1=2 (�) \ Lp(�) (3.41)
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e de (3.23) segue que:

hum; wi �! hu;wi , 8w 2 L1(0; T ;H�1=2(�)).

Considerando w = v�, com v 2 H1=2 (�) \ Lp(�) e � 2 C1([0; T ]), com �(0) = 1 e �(T ) = 0,

obtemos: Z T

0

(um(t); v)�
0(t)dt �!

Z T

0

(u(t); v)�0(t)dt (3.42)

e somando (3.41) com (3.42), resulta:Z T

0

d

dt
[(um(t); v)�(t)]dt �!

Z T

0

d

dt
[(u(t); v)�(t)] dt.

Do Teorema Fundamental do Cálculo, concluimos que

(um(0); v)� �! (u(0); v)�, 8v 2 H1=2 (�) \ Lp(�)

e, por outro lado,

(um(0); v)� �! (w0; v)�, 8v 2 H1=2 (�) \ Lp(�).

Assim, da unicidade do limite segue que:

(u(0); v)� = (w0; v)�, 8v 2 H1=2 (�) \ Lp(�)

e por densidade, obtemos u(0) = w0. �

Mostremos que u0(0) = w1

Consideremos a função �� de�nida em [0; T ] por:

��(t) =

������ �
t

�
+ 1, se 0 � t � �

0, se � � t � T:

Usando integração por partes, obtemosZ �

0

(u00m(t); v)��(t)dt = �(w1m; v) +
1

�

Z �

0

(u0m(t); v)dt: (3.43)

53



Agora, multiplicamos (PA)1 por ��, integramos em [0; T ] e usamos (3.43), para

obtermos

�(w1m; v) +
1

�

Z �

0

(u0m(t); v)dt+

Z �

0

(Aum(t); v)��(t)dt+

+

Z �

0

(jum(t)j� um(t); v)��(t)dt =
Z �

0

(f(t); v)��(t)dt

(3.44)

para todo v 2 Vm0 � Vm, (m � m0). Tomando o limite em (3.44), com m �! 1,

obtemos

�(w1; v) +
1

�

Z �

0

(u0(t); v)dt+

Z �

0

hAu(t); vi ��(t)dt+

+

Z �

0

hju(t)j� u(t); vi ��(t)dt =
Z �

0

(f(t); v)��(t)dt

para todo v 2 H1=2 (�)\Lp (�), pois as combinações lineares �nitas dos w� são densas

em H1=2 (�) \ Lp (�). Agora, na última igualdade fazemos � �! 0+ e usando que

lim
h!0

1

h

Z h

0

f(t)dt = f(0) chegamos a

(u0(0); v) = (w1; v); 8v 2 H
1
2 (�) \ Lp (�)

e por densidade concluimos que u0(0) = w1. �

3.2 Unicidade

Suponhamos que u e bu sejam soluções do problema (P1). Então z = u� bu satisfaz
z 2 L1(0; T ;H1=2(�) \ Lp (�)); p = �+ 2 (3.45)

z0 2 L1(0; T ;L2 (�)) (3.46)

z00 + Az + juj� u� jbuj� bu = 0 em L2(0; T ;H�1=2(�) + Lp
0
(�)) (3.47)

z(0) = z0(0) = 0 sobre �. (3.48)

Mostraremos que z = 0, isto é, u = bu. Observamos inicialmente que não faz sentido a
dualidade hz00 + Az + juj� u� jûj� û; z0i e para contornar esta situação usaremos o método
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devido a Visik-Ladyzenskaya. O método se inicia de�nindo a função

w(t) =

������ �
R s
t
z(�)d�, se 0 � t � s

0, se s � t � T;

onde a integral é entendida como integral de Bochner em H1=2(�)\Lp (�). A função w tem

as seguintes propriedades:

� w 2 L1(0; T ;H1=2(�) \ Lp(�));

� w0(t) = z(t) 2 H1=2(�) \ Lp (�) � L2(�);

� Se z1(t) =
R t
0
z(�)d�, então w(t) = z1(t)� z1(s) e, portanto, w(0) = �z1(s).

Considerando E = H1=2 (�) \ Lp (�) ; tomando a dualidade h; iE0;E de (3.47) com w (t), e

integrando de 0 até s � T , obtemosZ s

0

hz00(t); w(t)i dt+
Z s

0

hAz(t); w(t)i dt =
Z s

0

hjbu(t)j� bu(t)� ju(t)j� u(t); w(t)i dt: (3.49)

Usando a relação
d

dt
(z0(t); w(t)) = hz00(t); w(t)i+ (z0(t); w0(t)); considerando que w (s) = 0 e

z(0) = z0 (0) = 0, vemZ s

0

hz00(t); w(t)i dt =
Z s

0

d

dt
(z0(t); w(t))dt�

Z s

0

(z0(t); w0(t))dt = �
Z s

0

1

2

d

dt
jz(t)j2L2(�) dt

(3.50)

= �1
2
jz(s)j2L2(�) +

1

2
jz(0)j2L2(�) = �

1

2
jz(s)j2L2(�) .

Por outro lado, da Observação 1.1, obtemosZ s

0

hAz(t); w(t)i dt =
Z s

0

hAw0(t); w(t)i dt =
Z s

0

hAw(t); w0(t)i dt (3.51)

=

Z s

0

1

2

d

dt

Z



jr�(x; t)j2 dxdt = 1

2

Z



jr�(s)j2 dx� 1
2

Z



jr�(0)j2 dx:

Como, por (1.17), jr�(x; s)j2L2(
) = hAw(s); w(s)i = 0; obtemos de (3.49), (3.50) e (3.51)

� jz(s)j2L2(�) �
Z



jr�(x; 0)j2 dx = 2
Z s

0

hjbu(t)j� bu(t)� ju(t)j� u(t); w(t)i dt:
Agora, do Lema 1.8, temosZ




jr�(x; 0)j2 dx = (Aw(0); w(0)) � � kw(0)k2H1=2(�) � � jw(0)j2L2(�) =

= � kz1(s)k2H1=2(�) � � jz1(s)j2L2(�)
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e substituindo na igualdade anterior, vem

jz(s)j2L2 + � kz1(s)k
2
H1=2(�) � � jz1(s)j

2
L2(�) � 2

Z s

0

jhju(t)j� u(t)� jbu(t)j� bu(t); w(t)ij dt. (3.52)
Aplicando o Teorema do Valor Médio à função '(s) = jsj� s, concluímos que existe � 2 (0; 1)

tal que

j'(a)� '(b)j = j'0(a+ � (b� a))j ja� bj = (�+ 1) ja+ � (b� a)



Demonstração: De (3.53) segue que

jhju(t)j� u(t)� jbu(t)j� bu(t); w(t)ij = ����Z
�

(ju(x; t)j� u(x; t)� jbu(x; t)j� bu(x; t))w(x; t)dx���� �
� (�+ 1)2�

Z
�

(ju (x; t)j� + jbu (x; t)j�) jz (x; t)j jw(x; t)j dx
e, desde que,

1

q
+
1

2
+
1

r
= 1, z(t) 2 L2(�), w(t) 2 H1=2(�) ,! Lq(�), usamos a

desigualdade de Hölder e em seguida o Lema 3.1 para obter

jhju(t)j� u(t)� jbu(t)j� bu(t); w(t)ij �
� (�+ 1)2�(jju(t)j�jLr(�) + jjbu(t)j�jLr(�)) jz(t)jL2(�) jw(t)jLq(�) �
� C jz(t)jL2(�) kz1(t)� z1(s)kH1=2(�) �

� C jz(t)jL2(�) kz1(t)kH1=2(�) + C jz(t)jL2(�) jjz1(s)jjH1=2(�) :

Escrevendo C jz(t)jL2(�) kz1(t)kH1=2(�) = 2
Cp
�
jz(t)jL2(�)

p
�

2
kz1(t)kH1=2(�),

C jz(t)jL2(�) jjz1(s)jjH1=2(�) = 2

p
TCp
�
jz(t)jL2(�)

p
�

2
p
T
jjz1(s)jjH1=2(�) e usando a

desigualdade elementar 2ab � a2 + b2, obtemos da última desigualdade

jhju(t)j� u(t)� jbu(t)j� bu(t); w(t)ij �
� C2

�
jz(t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�) +

TC2

�
jz(t)j2L2(�) +

�

4T
jjz1(s)jj2H1=2(�) =

=

�
C2

�
+
TC2

�

�
jz(t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�) +

�

4T
jjz1(s)jj2H1=2(�) �

� max
�
1;
C2(1 + T )

�

��
jz(t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
+

�

4T
jjz1(s)jj2H1=2(�) =

= C
�
jz(t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
+

�

4T
jjz1(s)jj2H1=2(�) : �
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De (3.52) e (3.54), deduzimos a seguinte relação:

jz(s)j2L2(�) + � kz1(s)k2H1=2(�) � � jz1(s)j2L2(�) �

� 2C
Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt+

�

2T

Z s

0

jjz1 (s)jj2H1=2(�) dt �

� 2C
Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt+

�

2T

Z T

0

jjz1 (s)jj2H1=2(�) dt �

� 2C
Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt+

�

2
jjz1 (s)jj2H1=2(�) ;

isto é,

jz(s)j2L2(�) +
�

2
jjz1 (s)jj2H1=2(�) �

� 2C
Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt+ �

R s
0
d
dt
jz1(t)j2L2(�) dt =

= 2C

Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt+ �

R s
0
2 (z1 (t) ; z

0
1 (t)) dt:

Como z01 = z e existe C1 > 0 tal que jz1 (t)jL2(�) � C1 kz1 (t)kH1=2(�) ; obtemos

jz(s)j2L2(�) +
�

2
jjz1 (s)jj2H1=2(�) �

� 2C
Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt+ �C1

Z s

0

2 jz (t)jL2(�) kz1 (t)kH1=2(�) dt =

= 2C

Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

4
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
+ 2C

Z s

0

2

�
�C1
C
p
�
jz (t)jL2(�)

��p
�

2
kz1 (t)kH1=2(�)

�
dt:

Usando novamente a desigualdade 2ab � a2 + b2 encontramos

jz(s)j2L2(�) +
�

2
jjz1 (s)jj2H1=2(�) �

� 2C
Z s

0

��
1 +

�2C21
C2�

�
jz (t)j2L2(�) +

�

2
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt �

� 2Cmax
�
1; 1 +

�2C21
C2�

�Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

2
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt =

= 2C

�
1 +

�2C21
C2�

�Z s

0

�
jz (t)j2L2(�) +

�

2
jjz1(t)jj2H1=2(�)

�
dt:

e do Lema de Gronwall segue que jz(s)j2L2(�) = 0 e, portanto, u = bu em L1(0; T ;H1=2(�) \

Lp (�)). �
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