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Resumo

Neste trabalho, estudamos equacoes diferenciais parciais de evolucao sobre a fronteira
lateral ¥ de um cilindro @ = 2 x |0, 7, sendo 2 um aberto limitado do R". Formulamos
o Problema Parabdlico e o Problema Hiperbdlico e investigamos a existéncia e unicidade de

solugao para esses problemas, utilizando o Método de Faedo-Gelerkin.

Palavras-Chave:
Equacgao de Evolucao, Espagos de Sobolev, Faedo-Galerkin, Solucao Fraca, Imersao de

Sobolev.
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Abstract

In this work, we study partial differential equations of evolution on the lateral border
Y of a cylinder @ = Q x ]0, T, where © is an open bounded subset of R™. We also
formulate the Parabolic Problem and the Hyperbolic Problem and investigate the existence

and uniqueness of solution for those problems, using the Method of Faedo-Gelerkin

Key-Words:
Evolution Equation, Sobolev Spaces, Faedo-Galerkin, Weak Solution, Sobolev

Imbbeding.
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Notacoes e Simbologias

e () ¢ um aberto limitado do R".

e [' ¢ uma variedade de dimensao R"~! que representa a fronteira de €.
e () =0x]0,T].

X =Tx]0,T]

e (', quando nao especificada, é uma constante arbitréria.
® (.S. - quase sempre

e — designa a imersao continua

o5 designa a imersao compacta

e |-| designa a norma Euclidiana

e |-|;, designa a norma no espago L?

e ||-|| 5 designa a norma no espaco de Hilbert H

e (-,-)p designa o produto escalar do L*(I")

. an designa a derivada na direcao da normal exterior a fronteira I'
T
e A =) —— designa o operador laplaciano

2
k=1 aZL’k



Introducao

Seja 2 um aberto limitado do R", com fronteira I' e seja 1 o vetor unitdrio normal
exterior a I'. Consideremos o cilindro @ = © x |0, T[ com fronteira lateral ¥ = T" x |0, T,
onde 7" > 0 é um nimero real.

Em Lions [1], o autor motiva o estudo de equagoes diferenciais parciais de evolugao em
variedades, mais precisamente os problemas
Aw=0em Q
w' + Ow + |w|’w = f sobre ¥ (1)

an
w(x,0) =wp(x), z €l

Aw =0em
0
w” + 6_1717) + |w|/’w=f sobre X (2)

w(x,0) = w(x), w'(x,0)=wi(zr), zeTl

onde w' e w” significam a derivada primeira e segunda, respectivamente, de w com respeito
ao tempo, 8_1717} a derivada normal de w e p > 0, f sobre ¥ sao dados.

Uma generalizagao do Problema (2) foi tratada em [7] por Araruna, Antunes e Medeiros,
onde os autores trabalham com uma nao linearidade mais geral. Outros autores estudaram
problemas semelhantes a estes, que podem ser encontrados em [§] .

O plano de apresentacao desta dissertacao é o seguinte:

No Capitulo 1, apresentamos as notacoes, terminologias e resultados preliminares
essenciais ao desenvolvimento dos Capitulos 2 e 3.

Nos Capitulos 2 e 3, formulamos os problemas (1) e (2), respectivamente, sobre a

variedade I', utilizando um novo operador A, apresentado nos preliminares. Em cada caso,

estabelecemos a existéncia e unicidade de solucao fraca. No Problema 2, contudo, a unicidade

estd condicionada a p < 5 se n > 3. Sem esta restricao nao conhecemos na literatura

resultado algum sobre a unicidade.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as notagoes e resultados fundamentais utilizados no
desenvolvimento do trabalho, introduzindo os conceitos de Distribuicao e Espacos de
Sobolev, com base nos quais define-se uma solugao fraca de uma equacao diferencial parcial.
Destacamos, também, resultados béasicos de Andlise Funcional sem, contudo, nos dedicarmos
as demonstracoes, apenas indicaremos as referéncias bibliogrificas onde as mesmas poderao

ser encontradas.

1.1 Nocoes Sobre Distribuicoes Escalares

1.1.1 Espaco das Funcgoes Testes e Derivada Distribucional

Antes de definirmos o espaco das fungoes testes, serao feitas algumas consideracoes sobre
as notacoes.

Por um multi-indice entendemos uma n-upla o = (aq,...,q,) de nimeros inteiros
nao negativos e designamos por |a] = a3 + ... + a,, a ordem do multi-indice . Sendo

x = (21, %2, ...7,) € R, o operador derivagao ¢ denotado por

Do olal
dx{r0xg?...0xon
Para a = (0,0, ... ,0), temos D% = u, isto &, o operador derivagio neste caso é a identidade.
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Em particular, sendo (x, € R?, temos D* = ————— onde a = (o,0) €
p (z,y) D1 Dy (o, )

|a| = a1 + aa. Neste caso, temos as seguintes possibilidades:
a=(1,1),a=(2,0)ea=1(0,2), com |af =2,

ou seja,
0?0 0?
0xdy’ Ox? © oy?’

Seja u : Q@ C R™ — R continua. O suporte de u, denotado por supp(u), é definido como

sendo o fecho, em (2, do conjunto dos pontos = pertencentes a ) em que u nao se anula.

Simbolicamente tem-se:

supp(u) = {x € Q; u(x) # 0} em Q.

Como conseqiiéncia da defini¢do, vemos que o supp(u) é o menor fechado fora do qual
u se anula e deduzimos as seguintes relacoes:

1. supp(u + v) C supp(u) U supp(v)

2. supp(uwv) C supp(u) N supp(v)

3. supp(Au) = supp(u), A € R, A #0

Embora o suporte de uma funcao continua seja um fechado de €2, existem funcoes cujo
suporte nao é um compacto. De fato: seja u : (0,1) — R a fungao definida por u(x) = 1,
vV x € (0,1). Notemos que supp(u) = (0, 1), que ndo é um conjunto compacto da reta.

Tendo em vista nosso interesse na classe das fungoes cujo suporte seja um conjunto
compacto de (2, iniciamos representando por C§°(§2) o conjunto das fungoes u : 2 — R que
sao infinitamente diferencidveis em () e que tém suporte compacto contido em 2. O seguinte

exemplo cldssico mostra que o conjunto C§°(€2) é nao-vazio.

Exemplo 1.1 Dados o € R™ e r > 0, denotemos por B,(xy) a bola aberta de centro xq e
raio r, isto é, B,(xg) = {x € R"; ||z —xo|| <r}. Sexg € Q er >0 é tal que B.(zg) C 2
definamos p : ) — R por:

1
llz—wo||*—r2

exp( ),se |z — zo|| <7
p(r) =

0, se ||z — x| > .

3



Para mostrarmos que ¢ € C3°(Q2), consideramos a fun¢io f: R — R definida por

eVt >0
f(t) =
0,1<0

e observamos que f € C®(R) e se 0 : @ — R ¢é definida por 0(x) = r* — ||z — xo||®, entdo
0 € C®°R) ep=fole C®R). Desde que supp(y) = B,.(z9), 0 qual é compacto, seque
que p € C§°(Q).

Das propriedades do supp estabeleciadas anteriormente, vé-se facilmente que C§°(€2)
é um espago vetorial e supp(D%u) C supp(u), V a € N" quando u for suficientemente
derivéavel.

E possivel introduzir uma topologia em C52(€2), denominada topologia limite indutivo,
que faz deste espaco um espago topolégico denotado por () e cujos objetos serdo
denominados funcoes testes.

Convergéncia em D(12).

Dizemos que uma seqiiéncia (¢, )nen de fungoes testes converge para ¢ € D(£2), quando:

(1) Existe um subconjunto compacto K de {2 tal que
supp(¢n) C K, ¥ n e supp(p) C K.

(ii ) D%p, — Dy uniformemente sobre K, para todo multi-indice a.
Por distribuicao escalar sobre §2 entendemos uma forma linear e continua sobre ®(£2),

isto é, uma forma 7" : ®(Q2) — R, tal que:
T(ap+¢)=al(p)+T()),VacRep ¢ €D(Q)

e T é continua, isto &, se (p,).eny converge para ¢ em D(€2) entdo (T'(¢n))nen converge
para T'(¢) em R. O valor da distribuicdo 7" em ¢ serd representado por (T, ) e por D'(2)
estaremos representando a colegao de todas as formas lineares continuas 7' : ®(2) — R.
Dadas T' e S em ®'(Q2) definimos:
(1) (T+5,0) = (T, ) +(5,9), p € D(Q)

4



(ii) (T, ¢) =a(T,¢), p e D(Q) e a € R.
Munido destas operacoes, ®'({2) torna-se um espago vetorial denominado espago das
distribuicoes escalares sobre (2.
Convergéncia em D'({2):
Uma seqiiéncia de distribuigoes escalares (7),)nen converge para a distribuicao escalar
T, em ©'(2), quando:
(T, 0) — (T, @) em R,V p € D(Q).

Com esta nogao de convergéncia, D'({2) passa a ser um espago vetorial topolégico.

Definicao 1.1 Dizemos que u : 2 —— R é localmente integrdvel em 2, e anotamos

ue L (), quando u é integrdvel a Lebesque em todo compacto K C €.

As fungoes localmente integrdveis serao utilizadas, inicialmente, para gerar distribuigoes

escalares, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.2 Dada u € L},.(Q), definimos T, : ®(Q) — R da sequinte maneira:

loc

(T ) = / u()p(x)dz, o € D(Q).

Entao, T, é uma distribuicao escalar sobre ). De fato, a linearidade de T, seque da
linearidade da integral e para comprovarmos sua continuidade, consideremos (@n)nen wma

seqiiéncia de fungoes testes sobre ) que converge para uma fungao teste p em D(2). Temos:

[Ty n) — (Tu, ©)| = (T, o0 — 0)| < /Q [u(z)| |(pn — @) (x)| dz

< max|(ipn — )(@) /K ()| dz — 0,

zeK

onde K é um compacto de ) que contém supp(e, — ), Vn.

A distribuicao T, definida no exemplo 1.2, é dita gerada pela funcao localmente

integravel u.



Lema 1.1 (Du Bois Raymond) Seja u € L, (). Entdo

/ w(@)p(x)dr = 0, ¥ ¢ € D(Q)
Q
se, e somente se, u = 0 quase sempre em ).

Demonstragao: Ver [11]. B
Do Lema de Du Bois Raymond segue que cada fung¢ao numérica u, localmente integravel
em ), determina de maneira univoca uma distribuicao 7, no seguinte sentido: se u, v forem

localmente integrdveis em (2, entao T, = T, se, e somente se, u = v q.s. em §). De fato,
T.=T, < (Tu,p) = (T, ¢), V9 € D(Q)
= / r)dr = / (x)p(z)dx
Q
<:>/u—v (x)dx =0, V ¢ € D(Q)

<~ u—v=0q.s. em (.

Por esta razao, identificamos a funcao u com a distribuicao 7T, por ela definida e podemos
concluir que o espago L}, .(©), das fungoes localmente integraveis, se identifica com uma parte

do espaco das distribui¢oes ©’(2). Simbolicamente,
Llloc(Q) = {TU’ u € L}OC(Q)} C :D/(Q)

No exemplo dado a seguir, construiremos uma distribui¢ao que nao é gerada por uma fungao

de L,.(Q2). Isto mostra que de fato L}, () é uma parte prépria de D'(12).
Exemplo 1.3 Fizado xy € ), definimos 6., em D(2) do sequinte modo:

<5x0a ()0> = 90(1'0)7 v VS Q(Q)

Entao ., : ©(2) — R é uma distribuicao sobre 2, denominada distribui¢ao de Dirac ou

medida de Dirac. No entanto, mostra-se que nao existe u € L () tal que 6., = T,, isto



1
loc

é, 0y, Mao é uma distribuicao gerada por uma funcdao de L;, (). De fato, suponhamos que

exista u € L () tal que

loc

(B, ) = / u()p(z)dr, ¥ ¢ € D).

Em particular, se ¢ € ©(Q) é definida por

() = p(x) |z — o

teremos:

0 = (o) = (6. ) = / u(@)p() |z — 2ol dz, ¥ o € D().

Pelo Lema 1.1, tem-se que u(x) ||z — xo||*> = 0 ¢.s. em Q e portanto u(x) = 0 ¢.s em Q.

Logo, (644, ¢) =0, V o € D(Q), isto é, p(xg) =0,V p € D(Q), o que é um absurdo.

A nocgao de derivada fraca de uma funcao foi proposta inicialmente por Sobolev,
motivado pela férmula de integracao por partes do célculo.
Dada uma func¢ao u continuamente derivavel em R, no sentido de Newton-Leibniz, entao

para cada ¢ € D(R) temos:

/R (@) (x)ds = — /R o (2) () dx, (1.1)

porque @ se anula fora de um compacto da reta.

Motivados pela férmula (1.1), Sobolev-Schwartz definiram a derivada de uma
distribuicao.

Inicialmente, vejamos como Sobolev definiu a derivada de uma funcao localmente

1

Le(R) possui derivada fraca quando

integrdvel em R. Dizemos que a distribuicao u € L

existir uma distribuigao v € L}, (R) tal que:

/Ru(x)@’(:v)dx = —/Rv(x)@(x)dx, Vo € D(R). (1.2)

A func¢ao v denomina-se derivada fraca de u.



Para uma distribuigdo qualquer de ©'(R), Schwartz formulou o seguinte conceito:
dado T € D'(R), define-se a derivada distribucional de T como sendo a forma linear

T
ar : ®(R) — R dada por:
dz

<%,¢> :—<T,Z—i>, Vo € D(R). (13)

No caso em que T e Ir sao definidas por fungoes localmente integraveis u e v,
respectivamente, entao (1.2) e (1.3) coincidem. Agora, se u € C*(R) entdo (1.2) e (1.3)
identificam-se a (1.1), isto &, a derivada no sentido cldssico identifica-se a derivada no sentido
das distribuigoes.

Sejam T' € ©'(2) e @« € N® um multi-indice. A derivada distribucional de ordem « de

T ¢é a distribuicao D*T" definida por:
(DT, ) = (~=1)*I{T, D) , ¥ ¢ € D(). (1.4)

Antes de apresentarmos os espacos de Sobolev, ressaltamos dois fatos interessantes:
(i) A aplicagao
D :9'(Q)) — D'(2)
T +~— DT

¢ linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(€2), isto é:

T, — T em ®'(Q) = D*T,, — D*T em D'(Q). (1.5)

(ii) A derivada de uma distribuigdo localmente integrédvel pode ndo ser localmente

integravel. Isto motivard o conceito para Espagos de Sobolev.

Exemplo 1.4 Seja u a funcao de Heaviside definida em R do sequinte modo:

1, sex >0
u(x) = :
0, sex <0

Esta funcao € localmente integravel em R, no entanto sua derivada nao o é. De fato:

(W) = —(u,¢') = —/O ) @' (z)dz = p(0) = (do, ¢)

para toda funcio ¢ € D(R). Portanto, v’ = 6y ¢ L,.(R).

loc

8



A fungdo de Heaviside embora derivavel no sentido de Sobolev, a derivada u' nao é
derivavel no mesmo sentido, pois v’ = Jy nao é localmente integravel. Entretanto, segue-se

da definigao (1.4) que cada distribuigao 7" € ®’(2) possui derivadas de todas as ordens no

sentido das distribuicoes.

1.2 Espacos de Sobolev

1.2.1 Os Espagos L'(Q2)

Dado €2 um aberto do R", denotamos por LP(2), 1 < p < 00, 0 espago vetorial das
(classes de) fungoes mensuraveis a Lebesgue u : Q@ — R tais que x — |u(z)[" é integravel,

em ()



Na teoria dos espacos LP ressaltamos trés desigualdades bésicas: a Desigualdade de
Young (DY), a Desigualdade de Holder (DH) e a Desigualdade de Minkowski (DM)
e (DY) Desigualdade de Young: Seja 1 < p < 0o e g o expoente conjugado de p, isto &,

1 1
—+ — =1. Se a, b € R sao nao negativos, entao:
p q
ab? b
ab < — + —
p q

e (DH) Desigualdade de Holder: Sejam 1 < p < 0o e ¢ o expoente conjugado de p. Se
u€ LP(Q) ev e LIQ) entao:

w e L'Q) e uv| 1) < lulpoo) V] o)
e (DM) Desigualdade de Minkowski: Se u, v € LP(Q2), 1 < p < oo, entao:
[u+ 0 1) < Ul + [Vl

Definicao 1.2 Sejam V e H dois espacos com V. C H. Diremos que V estd imerso

continuamente em H quando a aplica¢do inclusao i : V — H for continua.
Com a defini¢ao acima, estabelecemos a seguinte cadeia de injegoes continuas e densas:
D(Q) — LP(Q) — L, (Q) — D'(Q), 1 < p < .

Proposicao 1.1 Sejam 2 C R" uma aberto, 1 < p < oo, u € LP(Q) e (up)nen uma
seqiiencia em LP(Q2) com u, — w em LP(Q)). Entdo existe uma subseqiiéncia de (u,), que

ainda denotaremos por (uy,)nen, tal que:

(1) un(2) — u(z

) q.s. em £;
(ii ) Existe h € LP(92) tal que |u,(z)] < h(z) Vn € N, g.s. em .

Demonstracao: Ver [3]. B

10



1.2.2 Os Espagos W"™P(Q)

Desde que LP(2) — L}

loc

(Q), para todo 1 < p < o0, segue que toda fungao u € LP(2)
pode ser identificada com a distribuicao por ela definida. Assim, u possui derivadas de todas
as ordens no sentido das distribuicoes, que sao também distribuigoes escalares sobre €2. No
entanto, D*u nao é, em geral, uma distribui¢do definida por uma funcao de LP(Q). Isto
motiva o conceito de um novo espaco de Banach, que serd denominado Espaco de Sobolev e
definido a seguir. Representamos por W™P(Q2) o espaco vetorial das (classes de) fungoes u
de LP(Q)) para as quais as derivadas distribucionais D%u estao em LP(2), com |o| < m. A

norma de cada u € WP (Q) é definida por:

1/p

||u||Wm~,p(Q) = Z |Dau|}£p(9) , se 1 < p < oo,

|| <m

HUHWW‘X’(Q) = Z |Dau|L°°(Q) , S€ P = 00

la<m

O espago normado W™P(Q2) é um espaco de Banach denominado Espaco de Sobolev.
No caso em que p = 2 o espago W™?2(Q2) é um espago de Hilbert, separdvel continuamente

imerso em L?(f2), e denotado por H™(Q2). Em simbolos, temos:
H™Q) = {ue L*(Q); D*ue L*(Q), Va, |of <m}

com norma e produto interno dados, respectivamente, por
1/2

peey = | S [ 1D (@) da (R /Q D*u () D™ () da.

laj<m

|

Para uma melhor compreensao, ilustraremos alguns casos particulares do espago H™(£2).
e Em dimensao n = 1:
H'(a,b) = {u € L*(a,b); v € L*(a,b)}

com norma e produto escalar

]| = /ab|u(x)]2dx+/ab\u’ (@) dz e ((u,v)) = /abu(x)v(x) dx+/abu’ ()0 () da.
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e Em dimensao n > 2:

HY(Q) = {u e L*(Q); g;‘i

com norma e produto escalar

= [ nras - [ |5 @ i
((u,v))-/ﬁu(m)v(m)da:—kznl/ﬂggi (1) g (a) d

O espago W™P (Q) é reflexivo, se 1 < p < 00, e separavel quando 1 < p < oc.

1.2.3 Os Espacos W;""(Q) e W—™4(Q)

Enbora o espago das funcoes testes D(2) seja denso em LP(2), 1 < p < oo, em geral ele
nao ¢ denso em W™P(Q2). Por esta razao, define-se o espago W;""(€2) como sendo o fecho de
D(Q) em W™P(Q), isto é:

Wm,p(ﬂ) m,
2(Q) = Wy™"(Q).

Quando p = 2, o espago W;""(2) sera representado por H"(2).

Se 1 < p < oo eqéoexpoente conjugado de p, representamos por W~"-4(2) o dual
topolégico de WP (€2) e por H~™(2) o dual topoldgico de H{ ().

O espago H['(f2) pode ser caracterizado por meio do Operador de Trago. De fato,
inicialmente observamos que se €2 é um aberto limitado do R™ com fronteira bem regular,
entao

D(Q) = {¢la; ¢ € DRM}
é denso em H™(Q) e, dessa forma, dado ¢ € H™ (1) existe uma seqiiéncia (0, ),en em D (Q)

tal que ¢, — ¢ na norma de H™({2) e anotamos:

plp = lim o[,

12



onde o limite é considerado na norma de H™(f2). Para generalizar este conceito de restri¢ao
a fronteira consideramos o operador trago:

v H™Q) — ﬂﬂm—j—1/2(r), (1.6)

J=0

definido por v(¢) = (Yo, 11, -+, Ym-1%), sendo

e,
o= lim —- , 7=0,1,...m—1
7.7%0 v a0 8’]7] - ]
oy . .. : - :
e 5,5 &ajésima derivada normal de ¢, na direcao da normal exterior 1. Anotamos
Ul

| 890’ Al ;

TP = Plps NP = Z—-| » 2P = 75| » €tC.

r on |p on? ¢

A aplicagao 7, dada em (1.6), denomina-se aplica¢do traco de ordem m. Esta aplicagao

¢ linear, continua, sobrejetiva e temos:
ker(y) = Hy'(%2).
Vejamos, agora, alguns casos particulares da aplicacao traco que utilizamos neste trabalho.

e Casom =1.

Y : Hl(Q) — H1/2(F), onde Yo = ¢|p

é linear, continua e sobrejetiva. Temos, H}(2) = {¢ € HY(Q); ¢|p = 0} e 7o admite uma

inversa & direita linear e continua ;' : HY2(T') — H'(). Assim, existe C' > 0 tal que

H/YO_1€HH1(Q) S C ||§||H1/2(F) ’ v g S H1/2(P)

e Casom = 2.

v HA(Q) — HY(T) x H'2(T),

) e temos:
r

Dy
onde v¢ = (Yo, 1) = (¢l o

dyp

H2(0) = {90 e ) ol =0, 5

)
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Teorema 1.1 (Imersao de Sobolev) Ses >0 el <p <n, entdo: (a) W*P(Q) — LI(Q2),
sen>spep<r<mp/(n—sp) () W) o LR, sen=spep<r<os

Demonstracao: Ver [4]. B

Coroldrio 1.1 Semp <nep<q< entdo W™P(Q) — LI(Q).

n—mp

Demonstracao: Ver [4]. B

Teorema 1.2 Se s; > sy entdo H®'(S) estd imerso compactamete em H® (). Em

particular, H'/?(Q) < HO(Q) = L3(Q).
Demonstracao: Ver [8]. B

Observacao 1.1 Em [8] e [13] os autores estabelecem resultados de imersoes no caso de
Espagos de Sobolev de ordem fraciondria e, também, para Espacos de Tragos do tipo H® (T'),

usando teoria de interpolacao.

1.3 Espacgos L?(0,T; X) e Distribuicoes Vetoriais

Seja X um espago de Banach, cuja norma sera representada por ||.|| e no intervalo

(0,7) c R, T > 0, consideremos a medida de L I



Definimos a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

Teorema 1.3 Seja (vn)nen uma seqiéncia de fungoes simples tais que

lim ; ln(t) = @m(t)] dt = 0. (1.7)

n,Mm—00
Eziste uma tnica fungao vetorial u : (0,T7) — X  tal que ||u(t)|| e ||on(t) —u(t)| sdo
mensurdveis (a Lebesgue) em (0,T), ¥V n, e

T

tim [ ll(t) = u(t)] e = . (1.8)

n—oo

Demonstracao: Ver [9]. B

Coroldrio 1.2 Nas condi¢cées do Teorema 1.3, a seqiéncia ( fOT ©n(t)dt) converge em X
e seu limite é unicamente determinado por u. FEste limite é, por defini¢do, a Integral de

Bochner da funcao u e é denotado por fOTu(t)dt.

Demonstracao: Ver [9]. B

Desta forma, a integral de Bochner da funcao vetorial u, é o vetor de X dado por

T T
/ u(t)dt = lim on(t)dt,
0

n—oo 0

onde o limite ¢ considerado na norma de X.

Dizer que uma funcao vetorial u é integravel no sentido de Bochner-Lebesgue ou
simplesmente B-integravel, significa que ela pode ser aproximada em X, quase sempre em
(0,7T), por uma seqiiéncia de fungoes simples satisfazendo (1.7) e consequentemente (1.8).

Uma fungdo vetorial u : (0,7) — X & dita fracamente mensurdvel (w-mensuravel)
quando a funcio numérica t — (®,u(t)) for mensurdvel, para qualquer funcional ® € X'
Dizemos que u é fortemente mensurdvel (s-mensuravel) quando existir uma seqiiéncia de

fungdes simples (¢, )nen tal que
on(t) — u(t), em X, quase sempre em (0, 7).
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Em particular, quando u é s-mensurdvel, entdo a fungdo numeérica t — ||u(t)|| &

mensuravel a Lebesgue.

Teorema 1.4 (S. Bochner) Uma fungio u: (0,T) — X é B-integrdvel se, e somente se,



Quando p = 2 e X = H ¢ um espago de Hilbert, o espago L?(0,T; H) é também um

espago de Hilbert cujo produto interno é dado por

(0, 0) oo zorny = / ((ult), o(t))) .

Por L*>(0,T; X) representaremos o espaco de Banach das (classes de) fungoes vetoriais

w: (0,7) — X que sao fortemente mensurdveis e t — ||u(t)||, € L>(0,T") com a norma

‘u’LOO(O,T;X) = supess [[u(t)]| -
t€[0,T]
Lema 1.2 (Imersao) Sejam X e Y dois espagos de Banach e suponhamos que X — Y,

isto é¢, X CY com imersao continua. Se 1l < s <r < oo, entdo
L"(0,T;X) — L*(0,T;Y).
Demonstracao: Ver [9]. B

Lema 1.3 Seu € LP(0,T;X'),1 <p < o0, ev € X entdo t — (u(t),v)x x € LP(0,T).

Em particular, se H é um espago de Hilbert, entao t — (u(t),v), € LP(0,T).

Quando X é reflexivo e separdvel e 1 < p < oo, entdo LP(0,7T; X) é um espago reflexivo
separavel, cujo dual topoldgico se identifica ao espago de Banach L4(0,T; X’), onde p e ¢ s@o
expoentes conjugados. No caso, p = 1 o dual topoldgico do espago L*(0,T; X) se identifica

ao espago L>(0,7T; X').

Lema 1.4 Se p e q sdo indices conjugados, u € LP(0,T;X) e v € L%0,T;X"), entdo a

fungao numérica t — (v(t), u(t)) x, x € L'(0,T).

Demonstracao: Ver [9]. B
Observamos que o espago de Banach LP(0,T; LP(2)) se identifica, via o Teorema de
Fubini, com o espago LP(Q), 1 < p < oo, sendo @ o cilindro Q2 x (0,T). De fato, vejamos o

caso em que 1 < p < co. Dada uma fungao u € LP(0,T; L*(2)), entdao para cada t € (0,1)
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temos que u(t) € LP(f2) e portanto u(t) é uma funcdo de 2 — R cujo valor em x serd

denotado por u(z,t). Assim,

T T
1yt = [ [t dedt = [ ) 1@ = il ) @

Dado u € LP(0,T; X), 1 < p < 00, definimos o operador T, : ®(0,7) — X por:

onde a integral é calculada no sentido de Bochner em X. A aplicagao T, é linear e continua
de ©(0,7) em X e por esta razao é denominada distribuicao vetorial.

O espaco vetorial das aplicagoes lineares e continuas de ©(0,7) em X é denominado
o espaco das distribuigoes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual denotaremos
2'(0,7; X).

Po C°([0,T];X), 0 < T < oo, representaremos o espaco de Banach das funcoes

comtinuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

HUHCO([O,T];X) = tgﬁ% Ju®)]x -

Por CY([0,7]; X), denotaremos o espago das fungoes u : [0,7] — X tais que a
aplicagao t — (v, u(t)) x x € continua em [0,7], V v € X’. Uma tal fungdo u é denominada
fracamente continua e no caso em que X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca

de u ¢é equivalente a continuidade da aplicagao t — (u(t),v)q, v € H.

Lema 1.5 Sejam V' e H espacos de Hilbert, V imerso continuamente em H, w € LP(0,T;V)

e v e€LP0,T;H), com1<p<oo,entio
u € C°([0,T]; H) N C([0, T V).
Demonstracao: Ver Lions [7]. B

Lema 1.6 (Lema de Compacidade de Aubin-Lions) Sejam By, B, By espacos de

Banach reflexivos tais que, By S B By, Sel< Do, p1 < o0 e1 >0, entao o espago
W = {u e L?(0,T; By); u' € LP*(0,T; B1)}
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equipado da norma |lully, = [ulpw0 1.y + W1 01,8, €514 compactamente imerso em

LM(0,T; B).

Demonstracao: Ver Lions [7]. B

Como conseqiiéncia do Lema de Compacidade de Aubin-Lions, temos que se (u,),en €
uma seqiiéncia limitada em LP°(0,T"; By) e (u),),en uma seqiiéncia limitada em L (0, T'; By),
entao (u,),en € limitada em W. Dai, segue da imersao compacta, que existe uma subseqiiéncia

(uy, Jken de (u,) tal que u,, — u forte em LP°(0,T"; B).

Lema 1.7 (Lions) Sejam G um aberto limitado de R} X Ry, g € g fungdes de L1(G),

1 < q < o0, satisfazendo
|gm|Lq(G) <c e gm — g q.5. €m G.

Entao:

gm — g em LYG) fraco.

Demonstracao: Ver [7]. B

1.4 Soma Hilbertiana, Base Hilbertiana

Definigao 1.3 Seja (E,)n>1 uma sucessio de subespacos fechados de um espago de Hilbert
H. Dizemos que H é soma Hilbertiana dos E,, e escrevemos H = ®F,, se:
(i) Os E, sdo dois a dois ortogonais, isto é, (u,v) =0,V u € E,, ¥ v € E,, m%#n.

( 1 ) Os subespago gerado pelos E, é denso em H.

Teorema 1.5 Suponhamos H = & FE, e denotemos por Pg, a projecao de H sobre E,,. Se
n
uw € H eu, = Pg,u, entao:

) k
(i)u=> up, isto é, u= lm »_ u,.

n=1 k—oo 1

(i) [u)®* = 3 |un|? (igualdade de Bessel-Parseval).

n=1
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o0
. ~ 2 ~
Reciprocamente, dada uma sucessao (u,,) de H, com u, € F,, Vn, e > |u,|” < oo, entao a
n=1

o0
série > u, é converge em H e u = ) u, verifica u, = Pg,u.
n n=1
Demonstracao: Ver [3]. B

Definigao 1.4 Uma seqiiéncia (w,) de vetores de H é chamada base Hilbertiana se:

) 1, se v=yp
(1) (wy,wu):&m: ;
0, se v#pu
(il ) As combinagoes lineares finitas dos w, s@o densas em H.

Resulta do Teorema 1.5 que se (w, ),y ¢ uma base Hilbertiana de H, entdo para todo

u € H tem-se:

oo oo
u= Z(u,wy)wy, e |u’= Z |(u, w,)|? .
n=1

n=1

Teorema 1.6 Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base Hilbertiana.

Demonstracao: Ver [3]. B

1.5 Sobre o Prolongamento de Solucgoes

Seja D um subconjunto aberto do R™"! cujos elementos serao denotados por (t,z),
reR™ teReseja f: D — R™ uma funcao nao necessariamente continua. Se existe
uma fungao z(t), absolutamente continua, definida em algum intervalo da reta I tal que

(t,x(t)) € D, paratodot € I e
x' = f(t,x) para quase todo t € [ (1.9)

entao dizemos que z(t) ¢ uma solucdo de (1.9) sobre .

Dado (g, x¢) € D consideremos o seguinte problema do valor inicial associado a (1.9)

T = f<t7$)



As seguintes condigoes sobre f sao denominadas Condicoes de Carathéodory:
1. f(t,z) é mensurdvel em t, para cada x fixo;
2. f(t,x) é continua em z, para cada t fixo;

3. Para cada compacto K C D, existe uma fungao real integrével mg(t) tal que
|f(t,x)] < mg(t), para todo (t,x) € D.

Teorema 1.7 (Carathéodory)
Sobre o retangulo R = {(t,x) € R™" |t — ty] < a, |z — x| < b},a > 0,b> 0 consideremos
[+ R — R™ satisfazendo as condigdes de Carathéodory. Existe uma solugao x(t) de (1.10)

em algum intervalo |t —to| < 3, (8 > 0).
Demonstracao: Ver [11]. B

Coroldrio 1.5 Se D C R™" ¢ aberto e f satisfaz as condicoes de Carathéodory sobre D,

entio o problema (1.10) tem solugao para qualquer (to, xg) € D.

Seja p(t) uma solugao de (1.9) sobre I. Por um prolongamento de ¢ ao intervalo I1 D I,

entendemos uma solucao ¢; de (1.9) definida em I; tal que ¢y (t) = p(t), Vt € I.

Teorema 1.8 Seja D um aberto limitado e conexo do R™ ' e suponha que f satisfaca as
duas primeiras condi¢oes de Carathéodory sobre D e que erxista uma fung¢ao integrdavel m(t)
tal que |f(t,z)| < m(t), para todo (t,x) € D. Seja ¢ uma solugao de (1.9) sobre o intervalo

aberto (a,b) entao:

(1) existem ¢(a +0), ¢(b—0);

(ii ) se (b, (b —0)) € D entdo ¢ pode ser prolongada até (a,b + 0] para algum ¢ > 0.
Andlogo para a;

(iii ) () pode ser prolongada até um intervalo (7, w) tal que (v, p(7+0)), (w, p(w—0)) €
0D (0D fronteira de D);

(iv ) se f estende-se a D sem que ele perca suas propriedades, entdo o(t) pode ser
prolongada até um intervalo [y, w] tal que (v, o(v + 0)), (w, p(w — 0)) € D.
Demonstracao: Ver [11]. B
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Coroldrio 1.6 Seja D =1[0,T|xB, T >0, B={x € R™;|x| <b},b>0 e f nas condi¢des

do Teorema 1.8. Seja ¢(t) uma solugdo de
r' = f(ta .I)
2(0) = o, |20l <b |
Suponhamos que em qualquer intervalo I, onde p(t) estd definida, se tenha |p(t)] < M,V

t € I, M independente de I e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,T].

Demonstracao: Ver [11]. B
Vamos apresentar agora um novo operador. A grande vantagem de definir o operador A

é possibilitar a formulagao dos problemas (1) e (2), descritos na introdugao, sobre a fronteira

I.

1.6 Operador A

Dada ¢ € H'?(T'), segue da teoria de equacdo eliptica que o problema

AP =0 em €
® = ¢ sobre T’

(1.11)

0P
possui solugdo ® € H*(Q) e da teoria do trago resulta que 5 € H=Y2(T'). Definimos o
Ui
operador A : HY/?(I') — H~Y2(T) por

0P

(1.12)

Para mostrarmos que o operador A estd bem definido usaremos as propriedades do
operador de traco. De fato, sendo o operador trago yo : H(Q) — H'?(T') linear, continuo
e sobrejetivo, dado ¢ € H'Y/?(T") existe ® € H'(Q) tal que 4® = ¢. Por outro lado, se ®; e

®, sao solugoes de (1.11), entdo w = ®; — Py é solugao do problema

—Aw=0 em

w=0 sobre I
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e do Teorema de Unicidade segue que w = 0. Desta forma, ®; = ®5, 0 que mostra a
unicidade de solucdo do problema (1.11). Mostremos agora que A € L(HY?(I'); H='/%(T")).
Com efeito:

i) A é linear.

.
Dados 1, g2 € H/2(T') e A € R, sejam &1, ® € H(Q) tais que Ap; = %, j=1,2.
n
Entao, segue da definicao de A que
0
Ay + Ny, = a—n((I)l + \D,) (1.13)

e sendo ®; + AP, solugao de

A(P) + AD3) =0 em
D1+ APy = 1 + Ay sobre T

resulta que

0
A1+ Apo) = 8—n(<1>1 + AD,). (1.14)

Comparando (1.13) com (1.14), obtemos

A(pr + Ap2) = Apr + AAgp,.

ii) A ¢é limitado
Consideremos o espaco de Hilbert H(Q) dado por

H(Q) = {ue H'(Q); Aue L*(Q)},

com produto escalar
(wv) ) = (,0)me) + (Au, Av) ().

Em [11], demonstra-se que no espago H (©) o operador traco v = (79,71) atua do seguinte

modo:

v=(0.m): HEQ) — HY*)x H*I)

u — (70“7 ’71“)
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Ju
onde yu = ulp e yu = —

on

0P
satisfazendo (1.11) e (1.12), entao v ® = 0
Ui

, sendo v linear, continuo e sobrejetivo. Dado ® € H (Q)
r

€ H~'Y2(T') e, da continuidade de v, segue
r

que existe uma constante C' tal que:

||")/1(I)HH*1/2(I‘) < ||’YO(I’”H1/2(P) + H’qu’HHﬂm(r) = HV®HH1/2><H*1/2(F) <cC H‘I’”ﬁ(n)-

Logo,
||71‘I>||?{—1/2(r) <C ||(I)||%(Q) : (1.15)

Como [|®]|Fq) = 19151 (q) + [AP|72 (), Tesulta de (1.11); e de (1.15) que
2 2 2 2
H%(DHH—W(F) < C(“(I)HHl(Q) + |ACI)|L2(Q)) =C ||(I)||H1(Q) )
ou seja,
Mm@l 12wy < Cl2lg1q) - (1.16)
Finalmente, usando a continuidade do operador v, * : HY/?(I') — H'(£) deduzimos que
||75170‘I’||H1(Q) < Cl®|l g2

e substituindo esta ultima desigualdade em (1.16), obtemos

171® =120y < C @l /2y -

Desta forma,

HASOHH*U?(F) = ‘|71(I)|‘H*1/2(I‘) <C H'YOCI)HH1/2(F) =C ”SOHHW(F) y

onde C representa diversas constantes positivas. Concluimos, portanto, que o operador A é
limitado.
O operador A admite uma extensao natural A ao espago LP(0,T; HY/2(I)), 1 < p < oo,
que é linear e limitada, definida por:
A: LP(0,T: HY2T)) — LP(0,T: HY2(I)

U — Au

24



Lema 1.8 Seja ® satisfazendo (1.11) e (1.12). Dado X > 0, entdo existe o = o (X) > 0 tal
que

(A, @)r + Meliamy = allelliag . Ve € HYA(T), YA > 0.
Demonstragao: Usando a Identidade de Green, temos

O:/(—Afb)cbdxz/V@V@dw—/a—q)@dF:/ VO dz — (Ap, )r
Q Q r On Q
e, conseqiientemente:
(Ago,go)p:/Q|V<I)|2dx. (1.17)
Portanto,
(A(p,(p)p+)\\g0|ig /|V<I>| dm+)\/\f1>\ dr. (1.18)

Ora, o operador 7, : Im(vyy) C L*(T') — H'(Q2) é linear e continuo e, sendo assim, existe

uma constante C' > 0 tal que

15 @)y < € [0 gagry - Yo € Im(30). (1.19)

Considerando v = 4y® € Im(7p) em (1.19), obtemos

Hw;@scA@ﬁm

ou seja,
1
G0l < [ 18P
Logo,
A
/|V<I)|2dx+/\/ |®|?dl > = 1217710 - (1.20)
Q r

1

Substituindo (1.20) em (1.18) e usando a continuidade do operador vy : H'(Q2) — H2(T),
concluimos que (Ap, ¢)r + A \go\Lg >« H(pHHl/Q a
Observagao 1.2 De (1.17), temos que
(A, @)r = /Q IVO|*dz >0
e portanto concluimos que o operador A é positivo.
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Observagao 1.3 Poderiamos considerar no Lema 1.8 X = 0. Para isso, é suficiente

substituir o problema (1.11) por

AP+ D=0 em Q para >0,

® =y sobre T.

Neste caso, é possivel resolver os problemas (1) e (2), bem como o caso linear.
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Capitulo 2

O Problema Parabdlico Sobre I'

0
Designando w(t)| = u(t) e observando que 8—w(t) = Au(t), o problema (1) apresentado
Ui

na introducao deste trabalho pode ser formulado assim:

Encontrar uma funcao v : ¥ — R, tal que
(P)| o'+ Au+|ul’u=f sobre ¥
u(0) = wy, dado sobre I'.
Para estudar o Problema (P), primeiro vamos estabelecer o conceito de solugdo. Por

solucdo do problema (P) entendemos qualquer fungao u : ¥ — R tal que

w € L*0,T; HY*(T')) N L*>(0, T; L*(I")) N LP(X), (2.1)
U 4+ Au+ |[ul’u=f no sentido de L” (0, T; H~V*(T') + L”(I")), (2.2)
u(0) = wy, sobre T, (2.3)

onde p = p + 2.

Teorema 2.1 Dados wy € L*(T') e f € L*0,T; H V%)), existe uma tnica funcdo
u: X — R satisfazendo (2.1), (2.2) e (2.3).

Demonstragao:
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2.1 Existéncia de Solucao

A existéncia de solugao serd estabelecida utilizando o Método de Faedo-Galerkin, o qual
consiste em obter uma seqiiéncia de solugoes aproximadas do problema (P) e, em seguida, por
meio de estimativas a Priori, passar o limite, em uma topologia adequada, nesta seqiiéncia de
solugoes aproximadas. Por simplicidade, dividiremos a demonstragao nas seguintes etapas:
1. Construcao de solugoes aproximadas em subespacos de dimensao finita.

2. Estimativas a Priori.
3. Passagem ao limite nas solugoes aproximadas.

4. Condicao Inicial.

2.1.1 Etapa 1: Solugoes Aproximadas

Consideremos {w,}, ., uma base Hilbertiana de H'?(I') N LP(T') e para cada m =

veN
1,2,3,...seja V;, = [wy, wa, ..., w,] o subespaco de H'/2(I') N LP(T") gerado pelos m primeiros

vetores de {w, } O problema aproximado, associado a (P), consiste em determinar uma

veN"

seqiiéncia de funcoes da forma:
Un(2,1) =Y gjm (t)w;(x) € Vip,
j=1

sendo g;m, (t) de classe C'', de modo que satisfagam ao sistema:

(3 (£), 0)r + (At (), 0)r + ([t ()] wm (1), v)r = (£(£), v)r, Yo € Vi,

(PA)
Um(0) = Wom € Vi,

onde wy,, ¢ a aproximagdo de wy. Como H'/?(I") N LP(T") < L?*(I") entdo, usando o processo
de Gram-Schmidt, a base {w,}, .y pode ser considerada ortonormal em L?(T") e sendo wy €
L*(T"), podemos aproximé-lo por combinagoes lineares finitas dos w,, isto ¢, existem a;,, € R,
7 =1,2,...,m, tais que

Wop, = Z QjmW; — Wy em L*(T). (2.4)

=1
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Portanto, tem-se de forma natural
Um(0) = up(z,0) = wop,
e (PA);y torna-se equivalente a
gjm(0) = ajmm, para j=1,2,...,m.

Seja ¢(s) = |s|” s e fagamos v = w; em (PA);, para obtermos
37 1) 300 3 ) (A 1+ (5 e () ) = (F 8) )
P =1
Desde que a seqiiéncia {w, }, .y ¢ ortonormal em L? ('), a tltima igualdade ¢ equivalente a:
i (t) + igjm(t) (Awj, wi)p + (@ (um (£)) ,wi)p = (f (€) ,wi)p, G =1,2,...,m
j=1

e, conseqiientemente, o sistema (PA) assume a seguinte forma:

Jim(t) + égjm(t) (Awj, wi)p + (@ (um (), wi)p = (f (), wi)p, J=1,2,...,m, 25
9jm(0) =, para j=1,2,....,m.

Para escrevermos (2.5) na forma matricial, consideremos as seguintes matrizes:

(& (wm (£)) , w1)p

C= [(ij7wi)F]1§i,j§m’ L=
(90 (um <t)) 77~Um)1“ mx1
(f (), wi)p Yim m
M = : ;Y= Yo=1 =
(f (t) vwm)r “1 Grmm x1 Qmm x1

e o sistema (2.5) torna—se:



onde F'(t,Y) = —=CY — L + M. Observemos que a matriz (fungdo) M nao depende de Y
e é mensurdvel como fungao de t, porque cada entrada ¢ — (f (¢),w;); ¢ mensurdavel. Por
outro lado, a funcao Y — —CY — L é continua como funcao de Y, porque CY ¢é linear e
m
(g1ms o> Gmm) € R™ - u = Zgjm(t)wj € [wy,wa, ..., wn] e

j=1

U € [wy, Wa, ..., W] LN (p(u),w;) eR

sao fungoes continuas e portanto a composicao

m HoG
(G1ms s Gmm) € R™ — (p (u) ,w;) € R

é também continua. Com isto deduzimos que F'(¢,Y") atende as condi¢oes de Carathéodory.
Além disso, se B ={Y € R"™;|Y| < b}, b> 0, Y, € B, entao para Y variando em B, todas as
entradas das matrizes C'Y e L sao limitadas por uma mesma constante C'z > 0 e as entradas

da matriz M sdo funcdes integraveis em [0, 7). De fato, como f € L?(0,T; H~'/(T")), entdo

T T
| IO sy | 8 < Wy [ 1 Ol < o0

Temos, portanto
[F'(t,Y)| < 205 + [{f(t), wj)| = m; (£),
onde (t,Y') varia no compacto [0,7] x B e m; (t), j=1,2,...,m é integrdvel em [0, 7.
Desta forma, pelo Teorema 1.7 o sistema (2.5) possui solugao local e, consequentemente,
(PA) tem solugao u,, (t) definida no intervalo [0,t,,], ¢, < T. Na préxima etapa, vamos
obter estimativas a priori para as solucoes aproximadas com o objetivo de prolongar a solucao

upm (t) ao intervalo [0, T7].

2.1.2 Etapa 2: Estimativas a Priori

Estimativas a Priori 1

Considerando em (PA); v = u,y, (t), obtemos

(1 ()00 () (At (2) st ()5 (i (O 0 (8) 00 (D) = (F(0) 0 (D) (26)
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e usando as relacoes

o (u, (), un (t))F ;jt |2, (t )@2(1“)

® ([tm ()" v (8) s 1 (8)) 1 = [t (D)o rys P = P+ 2
resulta de (2.6)

;;lt | (¢ )|i2(r) + (At () tum () p + [t (O)[7oy = (F(E), tm () /oy ey - (2.7)

Observagao 2.1 Desde que p = p+ 2 > 2, seque que LP (') — L*(T) e portanto existe

uma constante C' > 0 tal que C'[u| 2y <[]y, € do Lema 1.8, resulta
(At (8) st (D) + i () ey = (At (8) e () + C [t () ey =
> (At (1), tm (1) + C lum(t )|L2(F) 2
> ol (6) |32/ ry -

Da Observacao 2.1 e de (2.7), segue que

1d
5 22t () ey + @ m (O ey < (5O, tm () a2y sy

Integrando esta tltima desigualdade de 0 a t € [0,t,,] e aplicando o Teorema Fundamental

do Célculo, encontramos

1 t
3 1 (O30 + [ (5) ey s <
0 (2.8)

l\DI»—t

t
[tom| 2o + / F(5) st (5)) 52030y ooy 5

Agora, usando a Desigualdade de Cauchy e em seguida a Desigualdade de Young, temos
t t
/0 (f(s); um (S)>H*1/2(F),H1/2(F) ds < / 1/ (S)HHﬂ/?(r) [t (5)HH1/2(1“) ds
¢
- / = 1 5y Vi (5) ey

2 o 2
<o [ VO eyt + 5 [ i )y s

Substituindo em (2.8), resulta
1 2 (8% t 2 1 2 1 r 2
3 O+ 5 [ o My s < 5wy + 5 [ 17 6wy
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De (2.4) e considerando que f € L%(0,T; H~'/2(I)), obtemos

1 a [f
3l Oy + 5 [ o () ds < . (2.9
0

onde C' > 0 independe de m e de t € [0, t,,].
De (2.9) segue que

2
|t ()] L2y < C,

onde C independe de m e de t € [0,t,,]. Desde que

[t (1) 2y = (Wt (£) ; tim r—(zgjm meng ) Zgjm

temos,
’]Rm E : gjm

Considerando b suficientemente grande de modo que vC' < b, segue do Corolario 1.6
que podemos prolongar Y (t) ao intervalo [0,7]. Assim o sistema aproximado possui solu¢ao

U, (t) definida no intervalo [0, 7] e como conseqiiéncia de (2.9), temos as estimativas:

t

(0%

% [ M @)y as < € (2.10)
1 2
2 |tm (t)‘LQ(F) <C, (2.11)

onde C' > 0 independe de m e de t € [0, 7.

Observagao 2.2 Para cada t € [0,T], seja ®,, (z,t), © € , satisfazendo A, (z,t) = 0,
x em Qe D, (1) =uy (z,t), x €. Entao, seque da Identidade de Green que:

(At (1) , i (£))r :A%ff’%m (2,8) do — /Q Vo, (0 dz > 0.

Da Observagao 2.2 e de (2.7) obtemos, apés integracao de 0 a ¢ € [0, 7], a seguinte relagao:

1 t t
31 O+ [ [ 1990 ) dods + [ (9l
t

1 2
=35 ’w0m|L2(1") + /0 (f(8): um (5>>H—11/2(1"),H1/2(F) ds
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e, conseqiientemente

1 2 ! 1 2 !
3 o Oy + [ T (9 @5 < 5 lom ey + [ (76Dt (Do .
0 0

Usando (2.10) deduzimos que o lado direito da dltima desigualdade é limitado e, dessa forma,

concluimos que t
3 Oy + [ T (s < €
de onde resulta )
/O |t (8)] 70y ds < C, (2.12)
onde C' > 0 independe de m e de t € [0, 7.

Das estimativas (2.10), (2.11) e (2.12), deduzimos que

(u,,) ¢ limitada em L2(0,T; HY/?(T)),

(t) € limitada em L (0,7; L* (T)), (2.13)
(um) € limitada em L? (0, T; L (T)) = L? () .
Como
~ 2 T 9 T )
]y = 1A Oy @t <€ [l (O
deduzimos de (2.13) que
(Au,,) 6 limitada em L2(0,T; H~Y/?(T)) (2.14)
e, ainda por (2.13), temos que
(|ttpa|” ) € limitada em LP'(0,T; LP (T)) = L” (%). (2.15)

De fato, se p’ é o expoente conjugado de p = p+ 2 entdo, 1 <p' <2e(p+1)p =p.

Assim,
/ T / T /
el 5y = [l Ot Oyt = [ Yt () O vt

T T
1 /
— /0 /F|um (x,t)|(p+ P qrdt = /0 [t (1) ip(F) dt = |um|’£p(0’T;Lp(F))_
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Estimativas a Priori 2
Designe P, : L? (I') — [wy, ws, ..., w,,] 0 operador projegao sobre V,,, definido do modo
seguinte: dado v € L? (T') escrevemos

m

v = lim Z(v,wj) wj,
m—0o0

i=1

m
e definimos P,,v = ) (v,w;) w;. E claro que P,, é um operador linear. Usando a relacao
J=1

o0 m
2 2 2 2
[ =10, w)]* > Y |(0,w))] = [Polp
j=1 j=1

obtemos que P,, é continuo.

Para obter uma estimativa para (u;n), observamos inicialmente que P,,v = v, Yv € V,,,
e de (PA),, resulta

ul = — Aty — U]’ U + f
e assim
ul = —PyAu, — Py, (|um|” wm) + P f. (2.16)

Seja P, : H1/2(I") — HY/2(T") extensdo de P,,. Mostremos que P, ¢ limitado. De fato,
se 1 representa o operador inclusao, entao do diagrama abaixo

P

2@ oy, L2
il il
H2(r) P ogour(n

deduzimos

34



e, portanto
[P @),y =500l (P (0) . 0)| . 0 € V(D). il = 1}

= sup{|(v, )|, ¢ € H*(I'), |l¢|l =1}

HH—%(P)

< sup ([[vllg-arz 1@l gr2)
¢ € HY2(I)
leli=1
= sup |llgaazg) = vllg-zg) . B
¢ € H/2(T)

Quando necessdrio, iremos considerar a extensao

P, : ¥ (I') — H~Y*(I),

que também é limitada.
Para concluir que (u},) ¢ limitada em L” (0,7; H~*/?(T')) analisemos cada termo do
lado direito de (2.16).
e (P, Au,,) é limitado em L%(0,T; H1/2(T)).
De fato,
Bt (Ol ey < A () v

e, portanto

T T
/0 HPmAum (t)||§{*1/2(1“) dt < O/o HAum (0”?{*1/2(1“) dt = ’Aum

L2(0,T;H-1/2(T))

e de (2.14) deduzimos que

< Q.

|PmAUm’L2(OvT§H71/2(F)) S O ‘AUm L2(0,T;H71/2(P))

o (P, (|um|” uy,)) € limitado em Lif"(()7 T: H-1/? (I)).
De fato,

de onde segue que
T

/0 || P ([t ()1 0, ( ))HH 1/2(p dt < C/ [t (£)]” i, (t)ng/(p) dt

/
= Cl[ttnl” w00y -
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Usando (2.15) obtemos

|Pm(’um‘pum)|LP'(0,T;H—1/2(1")) <C Hum‘pum|L1)’(0,T;LP'(F)) < 0.

e (P, f) élimitado em L2(0,T; H~'/2(T)).
Isto segue diretamente da limitacao do operador P, e do fato de f pertencer a
L*(0,T; HY/*(T))

T
/0 VPof () oy dt < C / LFOIE ey < oo

Como 1 < p' < 2, entdo L*(0,T; H /2 (T)) — L¥'(0,T; H /2 (T)) e tendo em vista que
as limitagoes acima independem de m, podemos concluir da anélise de (2.16) que a seqiiéncia
(u!) ¢ limitada em L¥ (0, T; H=/2(T)).

Com a certeza de que existe solugao aproximada de (P) no intervalo [0, 7], objetivamos,
na proxima etapa, obter o limite destas solugoes e provar que este limite é a solucao

mencionada no Teorema 2.1.

2.1.3 Etapa 3: Passagem ao Limite
Das estimativas anteriores, encontramos as seguintes limitagoes:
(um) & limitada em L?(0, T H'/2(T')) N L> (0, T; L* (")) N L? (0, T; LP (I))
(! ) é limitada em LP'(0,T; H~Y/?(I"))
<gum) ¢ limitada em L*(0,T; H-Y/2(I))
(|ttm|” 1) € limitada em L (0,T; LF (T)) = L¥ (%).

Fazendo uso do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, deduzimos que existe uma

subseqiiéncia de (u,,), que por simplicidade denotaremos da mesma forma, tal que:
Uy — wem LP (0,75 LP (') = LP (X), fraco -*, (2.17)
Uy — u em L*(0,T; HY? (I)), fraco -, (2.18)

36



Uy, — wem L (0,T; L*(T)) , fraco -x, (2.19)

u, — 7 em LP (0, T; H-Y/2(I)), fraco -, (2.20)
Au,, — B em L*(0,T; H~V/?(T)), fraco -, (2.21)
[ty |” Uy — x em L7 (0,T; LP (T)) = L¥ (¥), fraco - * . (2.22)

Temos,

e 7 = u'. De fato, desde que L? (¥) — ©'(X) segue de (2.17) que u,, — u em D'(X) e
como o operador derivacao é continuo de ®'(X) em ®'(X), entdo u), — u' em D'(X). Pela
unicidade do limite, concluimos que 7 = u/'.

o [ = Au. De fato, temos que A ¢ continuo e como conseqiiéncia de (2.18) resulta que
Ay, — Au em L2(0,T; H='/2(I')). Logo, mais uma vez pela unicidade do limite obtemos
o resultado.

e x = |u]’ u. De fato, consideremos no Lema (1.6) (Lema de Aubin-Lions) os seguintes
dados: pg =2, p1 =/, By = H'/*(T"), B = H"Y*(I") e B = L*(T"), de modo que tenhamos

a injecao compacta

W= {u; ve L0, T; HY? (D)) e o' € LV (0, T; H\/? (P))} S L2 () (2.23)

Como (uy,) ¢ limitada em L2(0,T; HY?(I")) e (u!,) é limitada em L (0,T; H/?(T))
entdo (u,,) é limitada em W e assim, por (2.23), (u,,) possui uma subseqiiéncia, que

denotaremos da mesma forma, tal que
Uy — u em L?(3) e q.s em 2.
Sendo a fungao ¢(s) = |s|” s continua, segue desta tltima convergéncia que
[t |” Uy — |u|” v q.s em X

e considerando no Lema (1.7) (Lema de Lions) G = X, ¢ = 1/, g = |tm|” tm € g = |ul’ u,
deduzimos que

|t |” Uy — ||’ u em LP' (), fraco. (2.24)
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Agora, de (2.22), (2.24) e usando a unicidade do limite, comprovamos nossa afirmacao.

De (2.20), (2.21) e (2.22) obtemos
(tp, w) — (o', w), Yw € LP(0,T; H'?(T)),
<Avum,w> o <gu,w> ,Yw e L*(0,T; HY? (I)),
(|t |” i, w) — (Ju|” u, w) , Yw € LP(0,T; LP (T)).

Considerando, em particular, w = vf, com v € HY>(I') N LP(T) e € LP(0,T) e vl €
Lr(0,T; HY? (T') N LP(T)), resulta

/0 (ty, (t),v)0(t)dt — i (W' (t),v) 6(t)dt, (2.25)
/0 (At (£), 0)0(t)dt — / (Au(t), v) 0(t)dt, (2.26)
/0 (i (O (1), 0)0(2)lt —>/ ()] u \t. (2.27)
No sentido distribucional, podemos afirmar que
((u, (1), 0),0) — ((u'(t),0) , 0) (2.28)
((Aup(t),v),0) — ((Au(t),v) ,0) (2.29)
((lum ()] wm(t),v),0) — {(Ju(t)]” u(t), v) . 6) (2.30)

para todo v € H/2(I') N LP(I"), § € © (0, T).
Somando o lado esquerdo de (2.28) - (2.30), obtemos por (PA),

(s (), 0),0) + (Aum(t),0), 0) + ((lum (D" um(t),v),0) = {{f(#), ), 0), (2.31)

para todo v € V,,, C Vi, (m > my) e 8 € ©(0,T). Fazendo m — oo em (2.31) concluimos

que

((@'(t),0),0) + ({(Au(t), v) , 0) + {{Ju®)|" u(t), v) ,0) = ((f(t),v) . 0) (2.32)
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para todo 6 € ©(0,T) e v € V,,,. A relacdo (2.32) sendo valida para todo v em V,,,, para
cada my fixo, segue por densidade que ela ocorre para qualquer v em H'/2(T') N LP(T) e,

dessa forma, obtemos

<Ul(t), ,U>H*1/2(F),H1/2(F) + <AU,(t), U>H*1/2(P),H1/2(F) + <‘U(t)|p U(t), U>LPI(F),LP(F) =

= (f(t), U>H71/2(F)7H1/2(F)

para todo v € H'/?(I') N LP(T") no sentido de ®'(0, 7)), ou seja,

(' (t) + Au(t) + [u(®)|” w(t) = f({),v) g1y, 1020y = 0,

para todo v € H'/2(I') N LP(T") no sentido de ®'(0, T').
Logo,
u' 4+ Au+ |ul’ v = f no sentido de ®'(0,T; HV(I') + LV ("))

e, recordando que f € L2(0,T; H~V*(I")) e |u|’u € L”(0,T; L*'(T')), obtemos a igualdade
no sentido de L¥'(0,7; H='/2(T") + L (T)).

2.1.4 Etapa 4: Condicao Inicial

Inicialmente observamos que faz sentido calcular « (0), como um elemento de H /2 (I),

porque
we L*0,T; H/? () — L (0,T; HY*(I)) e v’ € L” (0, T; H~Y/2(I)),

e do Lema 1.5 segue que

we C°0,T); H Y2 ().

Dado 0 € C([0,7]), com 0(0) = 1 e O(T) = 0, segue de (2.25) que para cada
v e HY2(T) N L(T)

/0 (, (), 0)0(t)dt — /0 (W (1), v) 08 dt (2.33)
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e de (2.19) resulta que
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Considerando ® = ®&; — ®,, onde ®; e ®, sao tais que:

A®P; =0, em () Ady =0, em ()
e
®; =u, sobre I ®, = u, sobre T,
P d 0P
entdao Au(t) = 88_771(t) e Au(t) = 88—772(75) e sendo z = u — u, teremos Az(t) = B_n(t) Da
Identidade de Green, resulta
)
(Az(s), 2(s)) = / 9% g — / IV®|* da
r On Q
e de (2.39), obtemos
tl d ) t 5
' 3ds |2(8) |72y ds + A VO (z,s)|” drds+
t
[ [t ute, ) = e, 5) e, 5)] 2(,5)irds =
0Jr
Sendo z(0) = 0, deduzimos da tltima igualdade que
1 2 t 2
3+ [ [ 19,5 dads
t (2.40)
—l—/ / [|u(z, $)|” u(zx, s) — |u(z, s)|” u(z, s)] z(x, s)dT'ds = 0.
0Jr
Aplicando o Teorema do Valor Médio a fungao ¢(s) = |s|’s, observando que ¢'(s) =
(p+1)]s|” > 0, temos
|U($, 5)|pu(:c, S) o |ﬁ(w, S)’pa(‘xa S) = (p + 1) ’£|P [U(QZ, S) - a(‘rv 8)] )
onde ¢ estd entre u(z,s) e u(x, s). Com isto e de (2.40), obtemos
1 2 ! 2 ! P 2
5 |2(O) L2y + IV®(z,s)|” dedt + (p+1)1&]” (2(x,s))°dl'ds = 0, (2.41)
0o Jo 0o Jr

para cada t < T. Logo \z(t)@m =0, Vt e, portanto, z =0, isto ¢, u = u. &
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Capitulo 3

O Problema Hiperbdlico sobre I'

Neste capitulo vamos estudar o problema hiperbélico

u' + Au+|u|’u=f sobre X
u(0) = wp, u'(0) = w; dados sobre I' '

seguindo a mesma metodologia do capitulo 2.

Definigado 3.1 Dados wy € HV*(T'), wy € L*(T') e f € L*(X), a solugdo do problema (P) é

uma funcao u : X — R tal que

w € L>(0,T; H'*(I") N L=(0,T; L (1)), (3.1)

u' € L>(0,T; L*(I), (3.2)

U+ Au+ |u|f’u = f, no sentido de L*(0,T; H Y*(I') + LP (")), (3.3)
u(0) = wy, u'(0) = wy sobre T, (3.4)

onde p=p+ 2.

Teorema 3.1 Dados wy € HY?(I') N LP(T), wy € L*(T) e f € L3(X), existe uma fungdo
1
u 3N — R satisfazendo (3.1) - (3.4). Além disso, se p < —— para n >3 (oup>0
n—
qualquer, se n = 2), entao a solugdo é unica.

Demonstragao:
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3.1 Existéncia de Solucao

A existéncia da solucao também serd demonstrada utilizando o Método de Faedo-
Galerkin, que consiste em obter uma seqiiéncia de solugdes aproximadas do problema (P)
e, em seguida mostraremos, por meio de estimativas a Priori, que tal seqiiéncia converge
para a solucao do problema. Para provarmos a unicidade da solugao faremos uso de um
método idealizado por Visik -Ladyzenskaya. Como no problema anterior, vamos dividir a
demonstracao nas seguintes etapas:

1. Construcao de solugoes aproximadas em subespagos de dimensao finita.
2. Estimativas a priori sobre as solugoes aproximadas.
3. Passagem ao limite das solugoes aproximadas.

4. Condigoes Iniciais.

3.1.1 Etapa 1: Solugoes Aproximadas

Consideremos {w,},.y uma base Hilbertiana do espago H/*(I') N LP(T), p = p + 2.
Para cada m = 1,2,3, ... seja V,,, = [wy, ws, ..., wy,] o subespaco de H'/2(I") N LP(T") gerado

pelos m primeiros vetores de {w, } Temos que V; C Vo C V3 C ... e as combinagoes

veN®
lineares finitas dos w,, sdo densas em H'/2(I') N LP(T"). O problema aproximado, associado

a (P), consiste em determinar uma solu¢ao da forma
(@) = Y gjm(t)wy(2) € Vi,
j=1

sendo 0s g;,, de classe C?, determinados de modo que satisfagam o seguinte sistema:

(i (£), 0)r + (At (), 0)r + ([t ()] wm (1), )0 = (f(£), v)r, Yo € Vi,
(PA) | up(0) = wom € Vi,
u,(0) = wyy € Vi,
onde wy,, € wiy, sao aproximacoes de wy e w;, respectivamente. Considerando as
aproximacoes .

Wom = Zozjmwj — Wp, €Imn Hl/z(l_‘) N LP(F), (35)

j=1
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Wi = Zﬂjmwj —s w; em L*(T), (3.6)

j=1
as condigoes iniciais (PA)y e (PA)3 sao equivalentes a ¢ (0) = ajm € ¢},,(0) = Bjm,
respectivamente.

Consideremos a fungao continua ¢(s) = |s|” s e fagamos v = w; na equagao aproximada

(PA),, para obtermos o problema

Iim (1) + Zgjm(t) (Aw;, wi)p + (¢ (um (1)), wi)p = (f @) s wi)p s J=1,2,.,m,

3.7
gjm(0) =, para j=1,2,....,m, (37)

Iim(0) = Bjm, para j=1,2,..,m.

Imitando o que foi feito no Capitulo 2, vamos colocar o sistema acima nas condigoes de

Carathéodory. Para isto, sejam as matrizes

(¢ (um (£)) , w1)p

¢ = [(ij7wi)1“]1§i,j§m’ L= : ’
(0 (m () )y |
(f (t) 7w1)1" Jim
M = : , e Y=
ORI b |
e escrevamos o sistema aproximado (3.7); na forma matricial
Y'=-CY - L+ M. (3.8)

Para reduzir a ordem do sistema (3.8) denotemos por I a matriz identidade m x m, 0 a

matriz nula m x m, 0 a matriz nula m x 1 e seja



O sistema (3.8) ¢ equivalente a

, 0 I 0 0
X' = X + +
~C 0 ~L M

e denotando por Fi (t, X), F» (t, X) e F3(t, X) as fungoes matriciais

0 I 0
Fl(t,X): X, Fg(t,X): e Fg(t,X):
—-C 0 —L M

)

obtermos o seguinte problema do valor inicial

XI:Fl(taX)+F2(t7X)+F3(taX):F(taX)7

(3.9)
X (O) = X07

Y (0)

onde X, = . Verifiquemos que F (¢, X) estd nas condigoes de Carathéodory. Seja
Y'(0)
D =10,T] x B C R**1 onde

B={XeR™|X|<b},b>0,X,€B

entao:

a) Fixado X, temos que F} (t,X) e Fy(t,X) ndo dependem de ¢, sendo, portanto,
mensurdveis em ¢ e a fungao F3 (¢, X) é mensurdvel em ¢ pois f € L*(0,T; L*(T")) e desta
forma (f (t),w;)p é mensurdvel em ¢ € [0, 7.

b) Fixado t, F3 (t, X) nao depende de X, sendo, portanto, continua. A fungao Fj (t, X)
é continua em X pois é o produto de uma matriz cujas entradas sao nimeros reais pela
matriz X, ou seja, F (¢, X) é linear em X. A funcdo F; (¢, X) é continua em X, pois desde

que as funcoes

m G -
(glmv 7gmm) ER" —u= Zgjm(t)wj S [w17w2a “'7wm] ;
j=1

w € [wy,wy, ., wn) = (p (u) ,wy) €R
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sao continuas, segue que a composicao também é , isto é,
HoG

¢ continua.

Assim, as fungoes F}, F5 e F3 sdo mensurdveis em t, para cada X fixado e continuas em
X, para cada t fixado.

¢) Como X varia em B, entdo todas as entradas de F; e F5 s@o limitadas por uma

mesma constante C'g > 0 e as entradas de Fj s@o fungoes integraveis em [0, T]. De fato,

T T
| GOl de < sy [ 1 Oy dt < o0
0 0
jé& que f € L*(0,T; L*(T)) e, por definigio, t — [f(t)| 2y € L*(0,T) < L'0,T). Temos,
portanto

[E (8, X)| < 20 + [(f(8), wj)r| = m; (1), ¥ (¢, X) € D,

sendo D compacto e m; (t), j = 1,2, ..., m integrével em [0, 7).

Desta forma, F (¢, X) satisfaz as condigoes de Carathéodory sobre D e, portanto, pelo
Teorema 1.7 o sistema (3.9) possui solucao local e, consequentemente, (P A) tem solucao
U, (t) definida em um intervalo [0, ¢,,], t,,, < T. Na préxima etapa, vamos obter estimativas
a priori das solugoes aproximadas com o objetivo de prolongar a solucao u,, (t) ao intervalo

[0, 7.

3.1.2 Etapa 2: Estimativas a Priori

Fazendo em (PA); v =, (t) = Zg}m(t)wj € V,,, obtemos

(tg (£) 5 Uy (8)) 1+ (At (£) 5 vy () + ([t ()] 1 (£) , 2, () = (f (£), i, (£))r, (3.10)

isto é,

1d

5 31 [t () + (A () 0, () it Dy = (PO ) (31)
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A anélise do termo (Au,, () ,u,, (t))p ¢ feita observando a definigdo do operador A. De fato,

r'm

para cada t € [0,t,,], seja ®,,(z,t), x € Q, solugao do problema
AD,,(x,t) =0

O, (1,1) = um(a,t), €T

Por defini¢ao, Au,,(t) = ———(t) e.usando a Identidade de Green, resulta

(Aun ) i (O = [ 0, 0 = [ ajn <><I>’ (tydr

P, (z,t) - VO, (x,t)d P, (z,t)|" d
/ Vo, (x,t) - VO, (x,t) =5 / VO, (1) dz.
Levando este valor em (3.11) e integrando de 0 a ¢ € [0, ¢,,], obtemos

/ 2 1 2 1 D
[t D)2y + 5 !V‘I’m z, )" dw + = Ium Orry =

1 t
=3 ‘wlm’ig(l—\ \V@ z,0)* dz + = ]wOm Lo() —|—/ (f(s),ul, (s))rds.

DN | —

Temos que
[ 190 o = (A (1) 0 (1) 2 0
Q

e, portanto, a iltima igualdade transforma-se em

2
[, ()72 ) + (At (1)t (£))p + = [ty (£) o) =
p (3.12)
2 2 p ! / .
= |wim| 72y + (Awom, wom)r + ’ |won |7 (r) + 2/ (f(s),u, (s))rds.
0
Usando as estimativas
t t 9
o 2 [ (F(6)tty (Deds < 1My + [ 1)y

2
* (Awom, Wom )y < ||Aw0m||H*1/2(F) ||w0m||H1/2(I‘) <C ||w0m||H1/2(F)

em (3.12), e mais o fato das seqiiéncias (’wlm’ig(l—\)> : <Hw0meql/2(r)> e (HwOmHﬁp(F)) serem

convergentes, segue a existéncia de uma constante C' > 0 tal que
2 2 ! 2
[t (D) 2y + (At ()t ()1 + [t () ) <C +/0 [t ()| L2y ds. - (3.13)
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Observagao 3.1 Desde que p = p+2 > 2, seque que LP (I') — L*(T') e, portanto, existe

uma constante C' > 0 tal que |u|L2(F < Clul}ppy- Pelo Lema 1.8, com A =2/Cp, temos

2

2 2 2
(A, (1), (t))r+]_9 |t (£)[7 Lp(T > (At (1), um (t))r+0_p |um<t>|L2(F) > a|um (t)||H1/2(F) .

Da Observacao 3.1 e (3.13), segue que existe uma constante, ainda denotada por C, tal que

t
2 2 2
o O3y + 0 i () ey < € [ (5] ey
0

De (3.14) e do Lema de Gronwall deduzimos que
[ty (D720y + N1t ()| 7p20) < C,

de onde seguem as estimativas:

2
|ty (D) 2ry < C

2
alfum (D[ g1/2@) < C,

onde C' > 0 independe de m e de t € [0, 1,,] .

Retornando a desigualdade (3.13), com a estimativa (3.15), encontramos

|um (t) ip(l") S Ca
onde C' > 0 é uma constante que nao depende de m nem de ¢ € [0, t,,].

Desde que HY?(T") — L*(T'), segue de (3.16) que
[t (1) Z2(ry < 01 e (&) 7272y < C,

onde C' > 0 independe de m e de t € [0, 1,,] .

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

As estimativas obtidas sao suficientes para prolongarmos a solugdo u,, (t) ao intervalo

[0, 7] e nesse intervalo teremos

2 2
[t (Do) O Nt Oy < C e i (D)) < C

onde a constante genérica C' > 0 independe de m e de t € [0, 7). Logo
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() € limitada em L=(0,7; HY? (")) N L* (0, T; L* (T')), (3.19)

(uy,) € limitada em L (0,7 L*(T)), (3.20)
e de (3.19) deduzimos que
(Zum) ¢ limitada em L(0, T; H~Y/2 (). (3.21)
De fato,
.

= supess ||A 3] < Csupess t < 00.
oy, = S8 At ()l < Ctpess [, (8) ey

Ainda de (3.19) temos que

(|ttm|” ty) € limitada em L*(0,T; LP (T)), (3.22)

porque

1/p
Hum‘pum’Lm(O,T;LP’(F)) = supess |[uy, (t)|” un (t)|LP’(I‘) = Supess (/r |um ()] dF) < 00.

0<t<T 0<t<T

3.1.3 Etapa 3: Passagem ao Limite

Das estimativas (3.19) - (3.22) e do Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, decorre que

existe uma subseqiiéncia de (u,,), que denotaremos da mesma forma, tal que

Up, — u em L®(0,T; HY* (), fraco -x, (3.23)
U, — wem L (0,T; LP (T")), fraco -*, (3.24)
ul, — v’ em L™ (0,T; L*(T)) , fraco -x, (3.25)
Aty — Au em L=(0,T; H-Y2 (), fraco -, (3.26)
|t | Uy — x em L®(0,T; L (T)), fraco - * . (3.27)
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Para mostrar que x = |u|”u procedemos como no Capitulo 2, utilizando o Lema de
Aubin-Lions, com os dados: py = p; = 2, By = H/?(I') e B = By = L*(I'), que estabelece a

compacidade da injecao:
W = {v;v € L}0,T; H/*(I)) e v’ € L*(0,T; L*(1))} < L* (). (3.28)

Das convergéncias (3.25) - (3.27), segue que

(i) — (o, w) V€ L0, T 2% (1),
<Zum,w> — <gu,w> ,Yw € LY(0,T; HY? (I)),
(|t |” Uy, w) — {|u|” u, w) , Yw € L*(0,T; LP (T))

e considerando w = v, com v € HY2 (') N L? (T') e § € L*(0,T), obtemos

/O (!, (), 0)0(t)dt —> /0 (W (t), v)0(t)dt, (3.29)
/0 T(Aum(t), V)0t dt — /0 ' (Au(t), v) 0(t)dt, (3.30)
/0 (g (6) | i (£), 0) (1)t —> /0 (u(t)]” u(t), v) O(t)dt. (3.31)

No sentido distribucional, temos

(U (t),0),0) — (/' (t),0), 0) , (3.32)
((Aum(t),v),0) — ((Au(t),v),0), (3.33)
(([um ()] um(t), v),0) — ((Au(t),v),0), (3.34)

para todo v € HY/2(T') N L? (T), 6 € D(0,T).

Em particular,

ou seja,



e portanto,
((up(8),0),0) — ((u"(2),v), 6) (3.35)
para todo v € HY/2(T') N L? (T), 6 € ©(0,T).
De (3.33) - (3.35) e usando (PA);, encontramos

(U (1), 0), 0) + {(Aum (1), v), 0) + ((Jum ()" um (1), 0),0) = (((), 0),0) (3.36)

para todo v € V,,, C V,,, (m >myg) e 0 € ©(0,T). Fazendo m — oo em (3.36), deduzimos

que
((W"(t),0),0) + {(Au(t),v), 0) + {{Ju@)|” u(t),v),0) = ((f(t),v),0)

para todo 6 € ©(0,7) e v € V,,,,. Por densidade, segue que a uiltima igualdade é vélida para
todo v € HY/2(I') N LP (T), isto &

<%(u’(t),v),9> + {(Au(t), v) , 0) + ({Ju®)|" u(t), v) , 0) = ((f(t),v),0), (3.37)

para todo § € ©(0,T) e v € H/?(I') N L ().
Temos,
o (u/(t),v) € L*(0,T), o que implica que %(u’(t}, v) € ©'(0,T).
o (Au(t), v) 172y sy € L(0,T) — D°(0, 7).
o (u(t)l" (1), 0) 1y oy € L0, T) = D0,
o (f(t),v) € L*(0,T) — D'(0,T).
Desta forma, resulta de (3.37) que

<%(U'(t), v) + (Au(t), v) + (Ju(t)|” u(t), v) — (f(t),v), 9> _o,

V6Oe®(0,T). Assim,

%(U’(t% v) + (Au(t), v) g1y, ey + (@] wlt), 0) oy oy = (F(E),0) - (3.38)

para todo v € H'/2(I') N L? (T') no sentido de ©’(0, T).
De (3.38), segue que

(=@ (t),0),0') + ((Au(t), v) , 0) + {{[u(®)" u(t),v) , 0) = ((f(t),v),0)
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para todo # € ©(0,T) e todo v € HY? (') N L (T"). Daf obtemos

/O (W (t),v) O(t)dt + /0 (Au(t), v) 0(t)dt + /0 (u(®)]” ut), v) O(t)dt = /0 (f(t), )0()dt,

onde a integral ¢ entendida como uma integral de Bochner em H~'/2(I") + L¥ (T'). Usando

a notagao das distribuigoes vetoriais, escrevemos

((u"(8),0) + (Au(t), 0) + (u(®)" u(t), 0) = (f(£),6),v) = 0

que implica em

((u" 4+ Au+ |u]’u— f,0),v) =0, (3.39)

para todo § € ©(0,7) e v € HY2(I') N L? (T"). De (3.39)
u' 4 Au+ ulf’u = f, em D'(0,T; HV*() + L (I")).
Mas, Au € L>(0,T; H-Y*(T)), f € L*(0,T; L*(T)) e |u|’u € L>®(0,T; L* (T)). Logo,
u" 4+ Au + |u|’ u = f, no sentido de L?(0,T; H~Y*(I') + L”(I)) (3.40)

e, por fim, concluimos que v € L2(0,T; H~2(T) + L¥ (I)).

3.1.4 Etapa 4: Condicgoes Iniciais

Observamos que u € L®(0,T;HY?(T)), « € L®0,T;L*T)) e u" €
L*(0,T; H-Y2(I") + L”(I")), e como conseqiiéncia do Lema 1.5 segue que

u e C°[0,T]; L*(T)) e u € C°([0,T]; HY*(T) + L¥(T))

e, portanto, os valores u (0) e u’ (0) estao bem definidos.

Mostremos que u(0) = wy.

De (3.29), temos:

/0 (W, (), 0)0(t)dt — /0 (W (8), 0)0()dt, para v € HY2 (D) A LP(T) (3.41)
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e de (3.23) segue que:
(U, w) —> (u,w) , Yw € L'0,T; H'/*(I)).

Considerando w = vf, com v € HY?(I') N LP(T") e § € C*([0, 7)), com 0#(0) =1 e 6(T) = 0,

obtemos:
T T
/ (um(t),v)0' (t)dt — / (u(t),v)d' (t)dt (3.42)
0 0
e somando (3.41) com (3.42), resulta:
Td Td
/ E[(um(t), 0)0(t)]dt — / 7 [(u(t),v)0(t)] dt.
0 0
Do Teorema Fundamental do Célculo, concluimos que
(m(0),v)p, — (w(0),v)r, Yo € H? (') N LP(T)
e, por outro lado,
(4 (0), 0}y —> (wo,0)r, Yo € HV2 (T) A L(T).
Assim, da unicidade do limite segue que:
(u(0),v)r = (wo,v)r, Yo € HY? (') N LP(T)

e por densidade, obtemos u(0) = wy. W
Mostremos que u'(0) = wy

Consideremos a funcao 605 definida em [0, 7] por:

t
——=+4+1, se 0<t<$
Os(t)y=1| 0
0, se 6<t<T.

Usando integracao por partes, obtemos

s 5
/0 (up, (1), 0)05(t)dt = — (w1, v) + %/0 (ul,(t),v)dt. (3.43)
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Agora, multiplicamos (PA); por 05, integramos em [0,7] e usamos (3.43), para

obtermos

— (W1, v v)dt + [ (Aup(t),v)0s(t)dt+
il oo »

)
+Au%ow%m MUﬁ:AU@wmwﬁ

para todo v € V,,, C Vp,, (m > mg). Tomando o limite em (3.44), com m — oo,

obtemos

(o) 1 / o)dt + / " (Au(t), o) B5(0) i+
d
+AHMW(%>%Oﬁ=AU@wW@ﬁ

para todo v € HY/2 (I')N L (I"), pois as combinagdes lineares finitas dos w, sdo densas
em H'Y?(T) N LP(T). Agora, na tltima igualdade fazemos 6 — 0% e usando que
h

1
lim—/ f(t)dt = f(0) chegamos a
h—0h J,

(u/(0),v) = (wy,v), Yv € H2 (T) N L? (T)

e por densidade concluimos que v'(0) = w;. W

3.2 Unicidade

Suponhamos que u e u sejam solugoes do problema (P;). Entao z = u — u satisfaz

2z € L0, T; H/>T)NLP (1)), p=p+2 (3.45)

2 e L™(0,T; L*(I")) (3.46)

24 Az + |ulfu— @)’ a =0 em L0, T; HY*(T) 4+ L¥(T)) (3.47)
2(0) = 2'(0) = 0 sobre T. (3.48)

Mostraremos que z = 0, isto é, u = u. Observamos inicialmente que nao faz sentido a

dualidade (2" + Az + |ul’u — |0]” 4, 2') e para contornar esta situagido usaremos o método
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devido a Visik-Ladyzenskaya. O método se inicia definindo a funcao

— [72(&)dE, se 0<t<s
0, se s<t<T,

w(t) =

onde a integral é entendida como integral de Bochner em HY/2(I') N L? (T'). A fungdo w tem
as seguintes propriedades:

o w € L0, T; HY/*(I') N LP(I));

o w'(t) = z(t) € HY2(I')N LP (T') C L*(T);

e Se z(t) = fot 2(&)dE, entao w(t) = z1(t) — z1(s) e, portanto, w(0) = —z(s).
Considerando E = H'?(I') N L (T'), tomando a dualidade (, ) 5 de (3.47) com w (t), e

integrando de 0 até s < T', obtemos

/08 (2"(t),w(t)) dt + /08 (Az(t),w(t)) dt = /OS (u(@®)|”ut) — |u(®)|” u(t), wt)) dt. (3.49)
Usando a relagao %(z’(t), w(t)) = (2"(t),w(t)) + (2'(t),w'(t)), considerando que w (s) =0 e
2(0) = 2/ (0) = 0, vem

/OS (Z"(t),w(t)) dt = /US %(Zf(t),w(t))dt — /OS(Z’(t),w'(t))dt = — /US %% |z(t)|i2(r) dt

(3.50)

1

1 2 1 2 2
) |Z(S)|L2(F) + B |Z(0)|L2(F) ) |Z(S)|L2(F)

Por outro lado, da Observagao 1.1, obtemos

/Os(Az(t),w(t)>dt=/S<Aw’(t),w(t)>dt /S<Aw() w'(t)) dt (3.51)

0

:/2dt/|V®xtld:cdt /\ch ]dx——/[V(l) V2 da
0

Como, por (1.17), |V¢(w,s)|L2(Q) (Aw(s),w(s)) = 0, obtemos de (3.49), (3.50) e (3.51)

12 (3) e — / Vb (z,0) dr = 2 / (a0) ) — ut)|? ut), wlt)) dr.

Agora, do Lema 1.8, temos
/Q [VE(z,0)[" dz = (Aw(0), w(0)) > a [|w(0)|[31/2ry — Aw(0)[ 72y =
= allz1(s) 2wy — Mz (8) 12

95



e substituindo na igualdade anterior, vem

[2(5)I 72 + o ll22(8) sy — A2 (8) 2y < 2/08 [(lu(®)]” u(t) — [a()|” u(t), w(t))] dt. (3.52)

Aplicando o Teorema do Valor Médio a fungao ¢(s) = |s|” s, concluimos que existe 6 € (0, 1)

tal que

o(a) =) = l¢'(a+0(b—a))lla—bl=(p+1)|a+6(b—a)l"|a—0]



Demonstracao: De (3.53) segue que

[{lu(®)]” u(t) — [a(®)|” u(t), w(t))] =

<(p+ 1)2’”/F(!u($,t)!p +u(z, 1)) [z (2, )| [w(z, 1) do

F(IU(%UI”U(M)—|ﬂ(fv,t)|” u(z,t) w(z, t)dz| <

1 1 1
e, desde que, — + st = 1, 2(t) € L), w(t) € HY*>(I') — LY(T), usamos a
q r

desigualdade de Holder e em seguida o Lema 3.1 para obter
[(lu(®)]” u(t) — [u(@)|” a(t), w(t))| <
< (p+12°([[u(@)"] 1y + O] 0y) [2(O] ey [0 ()| oy <
< Ol oy l121(E) = 21(8) [ oy <

< CL(O g2y IO a2y + C 12O g2y 121 () sy -

C Ja

Escrevendo  C'[2(t)[ 2 (p) [[21(O) || grarzr = Qﬁfz(tﬂm(r)?Hzl(t)HHuz(rp
VTC Va

Clz®) 2y 1) grreqry = 2W‘Z<t>|L2(F)ﬁ”Zl(S)HHU?(F) e usando a

desigualdade elementar 2ab < a? + b%, obtemos da ultima desigualdade

[([u()]” w(t) — [a(t)]” a(t), w(t))] <
c? ) TC?

2 2
s Ik |2(t )|L2 ot ||Zl( ey + 0 |22y + 77 AT ||Zl( )2y =
02 T02 2 (0% 2
= (S 4 I8 Bty + S 1Oy + 1 a By <

C*(1+7) a
< maX{17 —_— <|Z(t)|i2(r) T ||Zl(t)|’ip/2(r)) T ||z1(s )Hipm(r) =

«

«
= C (12®faqy + 5 1O ) + 77 112105) F/agey -
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De (3.52) e (3.54), deduzimos a seguinte relagao:

2 2 2
2(8) L2y + 1z () g2y = Al20(8)[12(ry <

s

(0%
<20 [ (I Ol + 1200 e )dt+—/ 1ot (e d <
0
(6] 2 (0
<20 [ (12 Oy + GO 0+ 31 [t By <
Oé «
<20 [ (12 @y + S a5 L1 )
0

isto é,
|2 (s )‘LQ ot Hzl( )||?{1/2(F) <
(0% S
<20 / (\z () aey + 1O vy ) dt+ A5 % |0 ey dt =
=4 (12 Oy + 5 1@ oy ) de+ A fy 20 (), 24 (1)

Como 2| = z e existe C1 > 0 tal que |21 ()| 20y < C1[[21 ()| /2y » Obtemos

2
() oy + 5 =l )l Fraragry <

o S
< 20/0 <|Z (t)|L2(F) + 1 ||Z1(t)||§{1/2(r)) dt + )‘CI/O 2|z (t)|L2(F) |21 (¢ )||H1/2 dt =
’ 2 a 2 A, Ja
=20 [ (12 O + § Ol +20 [ 2 (G5 12Ol ) (%5 11 Ol )

Usando novamente a desigualdade 2ab < a? + b? encontramos
o
|Z(3)|i2(r) + 9 |21 (3)||§{1/2(F) <
S )\2012 9
<20 [ (14 Gk 12 Wy + 5 Ol | dt <

\2(C? s «
< 2C max {1 1+ oi } / (|Z (t)|L2(F + 5 ||Z1(t)||§{1/2(F)) dt =
0
\2(C? B 2
=20 (143Gt ) [ (1 @l + § sy ) .

e do Lema de Gronwall segue que |z(s)|iz(r) =0 e, portanto, u = u em L>®(0,T; H/*(I') N
L (T)). |

o8
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