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RESUMO

SANTOS, Vagson Luiz de Carvalho, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, fevereiro
de 2008. Solugoes topologicas de spins no toro. Orientador: Winder Alexander
de Moura Melo. Co-Orientadores: Afranio Rodrigues Pereira e Silvio da Costa
Ferreira Junior

Estudamos o modelo de Heisenberg para spins classicos no suporte toroidal. O
regime isotropico é caracterizado por uma solugao soliténica fracionaria. Quando o
tamanho do toro é muito grande, R — oo, sua carga se iguala & unidade e o séliton
efetivamente se comporta como no caso do cilindro infinito. Entretanto, para R = 0
a geometria esférica é recobrada e obtemos a configuragao e a energia de um soéliton
numa esfera. Configuragoes tipo vortice também sao suportadas: num ring torus
(R > r) tais excitagoes nao apresentam carogo onde a energia poderia divergir. No
limite R — oo estamos efetivamente descrevendo-o em um annulus infinito (ou cilindro,
equivalentemente), onde os spins aparecem praticamente paralelos um ao outro, nao
tendo energia liquida. Por outro lado, em um horn torus (R = r) um carogo singular
toma lugar, enquanto para R < r (self-intersectind spindle torus) duas singularidades
deste tipo aparecem. Se R é diminuido até se anular, recuperamos a configuragao de
vortice na esfera. Outras solugoes formais, sem estabilidade topolégica, sao obtidas e

discutidas com alguns detalhes.
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ABSTRACT

SANTOS, Vagson Luiz de Carvalho, M. Sc., Universidade Federal de Vigosa, February,
2008. Topological spins solutions on the torus. Adviser: Winder Alexander
de Moura Melo. Co-Advisers: Afranio Rodrigues Pereira and Silvio da Costa
Ferreira Junior

We study Heisenberg model of classical spins lying on the toroidal support. The
isotropic regime is characterised by a fractional soliton solution. Whenever the torus
size is very large, R — o0, its charge equals unity and the soliton effectively lies on a
infinite cylinder. However, for R = 0 the spherical geometry is recovered and we obtain
that configuration and energy of a soliton lying on a sphere. Vortex-like configurations
are also supported: in a ring torus (R > r) such excitations present no core where
energy could blow up. At the limit R — oo we are effectively describing it on an
infinite annulus (or cylinder, equivalently), where the spins appear to be practically
parallel to each other, yielding no net energy. On the other hand, in a horn torus
(R = r) a singular core takes place, while for R < r (self-intersecting spindle torus)
two such singularities appear. If R is further diminished until vanish we recover vortex
configuration on a sphere. Other formal solutions, without topological stability, are

obtained and discussed with some details.
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Capitulo 1
Introducao Geral

A palavra magnetismo tem sua origem ligada ao nome de uma cidade da regiao
da Turquia que era rica em minério de ferro, a Magnésia. A palavra surgiu durante
a Antigiiidade e estd associada & capacidade que fragmentos de ferro tém de serem
atraidos pela magnetita, um material encontrado na Natureza, de composi¢ao quimica
Fe;04. Os fendmenos magnéticos foram os primeiros a despertar a curiosidade do
homem sobre o interior da matéria [I]. Os primeiros relatos de experiéncias com a
magnetita sao atribuidos aos gregos e datam de 800 a.C.

Apesar de ter sido descoberto muito cedo, o estudo do magnetismo s6 se tornou
mais sistematico no século XVII, a partir de estudos realizados pelo médico inglés
William Gilbert. O interesse inicial de Gilbert pelos fendmenos magnéticos deveu-se,
em parte, as crencgas de sua época, pois acreditava-se que como um ima podia interagir
com alguns materiais, produziria também certos efeitos curativos no corpo humano [2].
No entanto, em seu livro De Magnete Magneticisque Corporibus et de Magno Magnete
Tellure (Sobre o Imd, os Corpos Magnéticos e o Grande Ima, a Terra), Gilbert s6
descreveu as propriedades magnéticas dos imas e apresentou sua teoria de que a Terra
se apresenta como um grande ma.

Durante mais de dois séculos a tentativa do homem em entender a natureza do
magnetismo foi frustrada devido a complexidade desse fendmeno. S6 com o advento da
Mecénica Quéantica pdde-se compreender e explicar a origem do magnetismo, bem como
diversas propriedades e caracteristicas do comportamento magnético dos materiais.

Atualmente, magnetismo é um tema de pesquisa extremamente fértil, atraindo
interesse de boa parte da comunidade cientifica, dentre estes, fisicos, engenheiros, etc.
Os principais objetivos da pesquisa que os cientistas tém nesse campo sao a compreen-

sao das origens microscopicas das propriedades magnéticas dos materiais, descoberta



de novos materiais e fenémenos, o estudo das propriedades termodinamicas e das ex-
citacoes elementares dos materiais magnéticos, bem como o desenvolvimento de novas
aplicagoes tecnologicas [3].

Neste capitulo discutiremos alguns conceitos fundamentais sobre magnetismo e
defeitos topologicos, os quais serao importantes para o entendimento do restante deste
trabalho.

1.1 Conceitos fundamentais

1.1.1 Magnetismo

Existem trés quantidades importantes para a descrigao do magnetismo na matéria:
o campo H, o campo magnético B e a magnetizagao M. No vacuo, o campo magnético

¢é diretamente proporcional ao campo H , Ou seja,

onde a constante de proporcionalidade pg é a permeabilidade magnética. As quanti-
dades B e H estao relacionados somente com a densidade de corrente elétrica j, e suas
intensidades podem ser determinadas a partir da expressao de Biot-Savart (no regime

nao-relativistico: v/c < 1):

g(f) — @/ j(f/> X (f_ fl) dgl’,, (12>

4 |7 — 23

onde a integracao ¢ feita sobre toda a regiao da corrente.

Na presenga de um meio magnético, o campo magnético nao tera mais a forma
simples da equagao (L.2)), pois o meio responde & presenca do campo magnético com
uma magnetizagao M que contribui tanto para B quanto para H.

Microscopicamente, a explicagao das propriedades magnéticas adquiridas por
um corpo esté associada a existéncia de elétrons que se movem em torno dos nicleos
dos 4tomos, bem como ao momento angular intrinseco dos elétrons (spin). A magne-
tizagao surge do ordenamento dos momentos magnéticos atomicos, que aparecem em
atomos possuindo camadas eletronicas incompletas. Ela é definida como a quantidade

de momentos magnéticos por unidade do volume do material:
M= lim > i (1.3)
T AVRo AV & H '
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Podemos notar, a partir de uma anélise da equagao (L3]), que para haver magnetizagao
é necessario que existam momentos magnéticos fi; e que estes, na média, apontem na
mesma diregdo, o que ocorre se um campo magnético atuar no sistema e/ou a tem-
peratura for suficientemente baixa. Experimentalmente, as curvas de [M| vs. |H| ou
|B| vs. |H| trazem informacoes sobre a dureza magnética do material, sua anisotropia
cristalina, o campo de coercisividade, a magnetizagdo remanente, etc. [4]. Qualquer
material magneticamente ordenado o deixa de ser a uma temperatura suficientemente
elevada. Esta temperatura é chamada temperatura critica ou temperatura de Curie
(T2).

O momento magnético de um atomo livre tem trés fontes principais: o spin,
com o qual os elétrons sao dotados, seus momentos angulares orbitais, e a mudanca no
momento induzido por um campo magnético aplicado [5]. A relagdo entre o momento
magnético e o momento angular orbital L & dada por

e =
1y =—qg—1L 14
i gi om " ( )

e, similarmente, entre o momento magnético intrinseco e o spin S:

e =
_; = s . L.
H 9 2mS (1.5)

Na equagao ([IL4]), tem-se a relagdo com o momento angular, onde g, = 1 é o fator
g orbital. Ao passo que na equacao (LH), tem-se a relagdo com o momento angular
intrinseco (vetor spin), e gs &= 2 é o fator g de spin. Momentos magnéticos interagem
entre si e, como ja foi dito, com campos magnéticos externos.

Em mecéanica quantica o momento magnético i de um atomo esta diretamente
relacionado ao seu momento angular total J=L+S , seguindo a relacao:

fi = gusl, (1.6)
onde pup = eh/2m é uma unidade usual de momento magnético, chamada magneton
de Bohr, m é a massa do elétron e g é o fator de Landé, dado por:
JJ+1)+S(S+1)—L(L+1)
2J(J+1)

g=1+ (1.7)

Outra caracteristica importante para o estudo de materiais magnéticos é a
suscetibilidade magnética por unidade de volume, aqui denominada y, que é uma

grandeza admensional definida como:

X="——. (1.8)




Os materiais magnéticos sao classificados de acordo com sua resposta a aplicagao
de campos magnéticos, e tal resposta pode ser quantificada através da suscetibilidade

magnética. Os tipos de materiais mais conhecidos sao:
e Diamagnéticos, cuja suscetibilidade tem valor pequeno e é negativa.

e Paramagnéticos, que sao caracterizados por uma suscetibilidade positiva que varia

linearmente com o inverso da temperatura.

e Ferromagnéticos, que tém uma ordem magnética espontanea abaixo de uma de-
terminada temperatura critica e também tém uma dependéncia linear de x com

1/T acima dessa temperatura.

e Ferrimagnéticos, que embora apresentem uma magnetizacao espontanea nao sao
classificados como ferromagnetos. De qualquer modo, a temperaturas suficiente-

mente altas eles perdem a “imantagao”, tornando-se paramagnéticos.

e Antiferromagnéticos, que se caracterizam pela auséncia de magnetizacao espon-
tanea, nao devendo ser confundido, no entanto, com o caso paramagnético. A
temperatura abaixo da qual um material paramagnético se torna atiferromag-

nético denomina-se temperatura de Néel (Ty).

Uma melhor explicagao acerca do diamagnetismo, paramagnetismo e ferromag-

netismo pode ser encontrada no Apéndice

1.1.2 Defeitos topologicos

A linguagem, métodos e teoremas de topologia algébrica, em particular a teoria
de homotopia, tém sido usados no estudo de teoria de campos desde a década de 1960,
mas sua aplicagdo em fisica de matéria condensada comegou apenas em 1976 [6]. Aqui,
tentaremos aplicar estas teorias ao estudo de defeitos topoldgicos, em especial, vortices
e solitons. A discuss@o que sera feita nesta se¢ao é um rapido resumo das referéncias
[6] [7, 8, [9], T0]. Entao, o leitor interessado em entender melhor o assunto é remetido a
esses trabalhos.

O conceito de defeito topologico esté relacionado ao de meio ordenado, que pode
ser definido como uma regiao do espago descrita por uma funcao, f(7), que associa a
cada ponto da regiao um parametro de ordem, cujos possiveis valores constituem o

chamado espago interno (ou pardmetro de espago ordenado). Se o valor do parametro
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Figura 1.1: Representacao de uma superficie plana, na qual o parametro de ordem esta
representado por vetores (no espago interno). A direita, temos um meio uniforme, no
qual o parametro de ordem é constante (Ex.: ferromagneto ideal). Na figura a esquerda,

vemos um caso onde o pardmetro de ordem muda através do espago (paramagneto).

de ordem é o mesmo em todo lugar, isto é, se f é constante, o meio é dito uniforme (Ver
Fig. [LT). Geralmente, o interesse maior é em estudar meios nos quais o parametro
de ordem varia continuamente através do espaco, exceto, as vezes, em pontos isolados,
linhas ou superficies. Essas regioes, cuja dimensionalidade ¢ menor do que a do meio
ordenado, constituem os defeitos a serem investigados. Alguns exemplos de meios
ordenados sao: spins planares, cujo parametro de ordem é um vetor de magnitude fixa
e contido num plano; spins ordindrios, onde o parametro de ordem é um vetor unitario
livre para apontar em qualquer direcao do espago tridimensional; hélio-3 superfluido,
cuja descoberta estimulou o desenvolvimento da teoria de homotopia e cujo parametro
de ordem depende das fases e dos regimes adotados em cada fase.

Antes de continuar discutindo sobre defeitos topologicos, é interessante falar um
pouco a respeito de teoria de homotopia. Seja um sistema ordenado caracterizado por
um campo f (7) definido sobre os pontos 7 de algum dominio espacial R. Denotaremos
por F' o contorno dos possiveis valores de f, por exemplo, F' = S ¢ um circulo, se f é
um vetor de duas componentes de comprimento fixo ( = fi2 + foi), tal que | f_§| =1);
F = 52 se f & um vetor de trés componentes de comprimento fixo (f: fiz+ fay+ f32,
tal que | f2| = 1); ¢ assim sucessivamente.

Dado um sistema R unidimensional, parametrizado por 0 < x < 27 e algum
campo f(f') tal que a cada ponto x; € R ha um ponto imagem f(x,) € F, temos que
0 ponto imagem traca uma curva em F comecando em f (0) e terminando em 1 (2m).
Serdio tomados apenas os campo que obedecem as condigoes f(0) = f(27) = fo, de

forma que os pontos imagem tragam uma curva fechada ancorada em fy. O estudo do

sistema se reduz ao estudo do comportamento do caminho fechado em F'



Figura 1.2: A esfera representa uma superficie simplesmente conexa. De fato, qualquer
loop nessa superficie pode ser reduzido a um ponto. A xicara, por sua vez, representa
uma classe de objetos cuja superficie é dita nao-simplesmente conexa, pois um loop em

torno da “asa” da mesma, nao pode ser reduzido a um ponto.

Os caminhos fechados, que passaremos a chamar a partir de agora de “loops”,

sao classificados em classes, tais que:

1. quaisquer loops pertencendo & mesma classe podem ser deformados um no outro.
Como exemplo, temos que um triangulo ou um quadrado podem ser deformados
continuamente para se obter um circulo. Entao, essas trés figuras pertencem a

mesma classe topologica;

2. loops pertencendo a diferentes classes nao podem ser continuamente distorcidos
um no outro. Por exemplo, um 2-loop (duas voltas em torno de um ponto no
plano euclidiano, por exemplo) nao pode ser continuamente deformado para se

obter o 1-loop (uma volta em torno de um ponto no plano euclidiano).

As classes sao chamadas classes de homotopia e os membros de uma dada classe sdo
ditos homotopicos um ao outro.

Antes de trazer um exemplo para as classes de homotopia, daremos o conceito
de superficies “simplesmente conexas” e “nao-simplesmente conexas” superficie sim-
plesmente conezxa é aquela na qual qualquer caminho fechado pode ser continuamente
reduzido a um ponto; uma superficie é dita nao-simplesmente conera quando nem to-

das as curvas fechadas sobre esta podem ser continuamente deformadas a um ponto.

Além dos exemplos mostrados na Fig. [L.2] o espaco bidimensional euclidiano,

E?, também representa uma superficie simplesmente conexa, na qual ha apenas uma

6



classe de homotopia, pois qualquer loop sobre essa superficie pode ser deformado em um
outro, e particularmente, em um loop puntiforme em ﬁ], onde fB é um ponto qualquer
sobre a superficie.

Considerando agora que seja feito um corte no plano, isto ¢, excluindo do espaco
euclidiano um determinado ponto, como por exemplo o ponto (0, 0); teremos assim uma
superficie nao-simplesmente conexa (Ver Fig. [[3]). Dado que ﬁ] € I, fica facil perceber
que qualquer loop que nao envolva a origem pode ser continuamente deformado a um
loop puntiforme em ﬁ;, enquanto aqueles que sao fechados em torno da origem nao
o podem. Os loops que rodeiam a origem podem entao ser classificados por meio de
um inteiro (), cuja magnitude e sinal especificam o nimero de vezes e o sentido no
qual a origem é envolvida. E claro que mapeamentos pertencendo a diferentes valores
de @ nao sdo homotopicos. Considere o conjunto { fb, f L f_?, ...}, onde fQ representa
todos os mapeamentos onde o loop circula a origem () vezes. Este conjunto forma um
grupo, isto €, existe uma lei de combinagao dos elementos que obedece aos axiomas
da teoria dos grupos. O grupo é chamado de “grupo fundamental” ou primeiro grupo
de homotopia do espago F', e é denotado por m1(F'). Ele foi introduzido por Poincaré
em 1895, e é chamado de primeiro grupo de homotopia em F' em antecipagao ao fato
de que existem outros grupos de homotopia maiores em F'. O indice subescrito 1 nos
diz que R adquire a forma de uma superficie unidimensional fechada, isto é, um loop,
o qual é topologicamente equivalente a um circulo, S*. O estudo deste grupo revela
que suas leis sao idénticas a adi¢ao dos correspondentes inteiros. Denotaremos por Z o
conjunto de todos os inteiros que formam um grupo sob adi¢ao. Podemos entao dizer

que:

m{E*—(0,0)} = Z. (1.9)

Se R ¢ uma regiao bidimensional do espago e todos os pontos no contorno
estabelecido sao mapeados em um ponto fé, R assumira a forma de uma superficie
bi-dimensional fechada, topologicamente equivalente a uma superficie esférica, S2. O
grupo em questao é mo(F'). De fato, enquanto vortices (magnéticos, em particular)
sdo caracterizados por uma carga topologica (vorticidade) associada ao m(F'), isto é,
adquirem carga pelo mapeamento de um circulo de spins na superficie magnética em
questao, as excitagoes solitonicas demandam grupos superiores. Nos casos mais simples,
como em magnetismo, tal grupo é my(F'), ou seja, o mapeamento deve envolver uma

esfera de spins. Tentaremos esclarecer essas sutilezas nos momentos oportunos.

Tendo desenvolvido alguns conceitos em teoria de homotopia, podemos agora

7



Figura 1.3: O circulo da esquerda representa o plano euclidiano completo, ao passo
que a figura da direita representa o plano euclidiano no qual foi feito um cutoff do
ponto (0,0), de forma que um loop em torno desse ponto nao pode ser continuamente

reduzido a um ponto.

discutir os defeitos topologicos. Um defeito topologico é, em geral, caracterizado como
sendo uma regido nicleo de dimensdao menor do que o espago em estudo (um ponto, se
o espago ¢ unidimesional; uma linha, se o espago é bidimensonal, etc.) onde a ordem é
destruida. O parametro de ordem é finito em todo lugar, exceto no nicleo, onde ha uma
divergéncia. Fora dessa regiao, o parametro de ordem muda lentamente. No caso do
hélio-3 superfluido e no &mbito modelo XY, bem como do rotor planar (mais detalhes
sobre tais modelos s@o apresentados no Cap. B3], os defeitos topolégicos recebem o nome
de vortices. A singularidade no nucleo pode ser removida por um corte na superficie,
gerando um caroco de raio arbitrario (.

Considere o seguinte parametro de ordem:

0(r) = Qo + 0y,

onde fy é uma constante e z = (r, ¢), em coordenadas polares. Vé-se facilmente que
VO = 1/r é continuo em todo lugar, exceto na origem. A configuragao de spins assim
definida é conhecida como vortice. O angulo 6 especifica a dire¢ao do parametro de
ordem e muda por 27 em um circuito ao redor do nicleo. Como o parametro de ordem
¢é periddico, vemos que dado um inteiro (), h4 um ntmero infinito de singularidades
distintas nas quais # muda de 2QQm em um loop ao redor do nucleo. () é o nimero que
caracteriza o vortice e é conhecido como “carga topoldgica do vortice”. Na Fig. [L.4],
vemos um vortice planar com @) = 1.

Podemos entao associar os vortices ao primeiro grupo de homotopia, 7. Dado



que essas excitagoes apresentam carga topologica nao nula, () # 0, ndao podem ser
destruidas por uma deformagao continua do parametro de ordem, adquirindo entao
estabilidade topologica [7]. Por exemplo, num voértice de carga topologica Q = 1, os
spins giram num circuito fechado, sendo, dessa forma, impossivel mudar sua configu-
racao globalmente para aquele de um estado perfeitamente alinhado sem interferir nos
spins a uma distancia arbitraria do nicleo. A estabilidade topologica é diferente da es-
tabilidade fisica, a qual depende da energia livre de diferentes configuragoes. Contudo,
em muitos casos, a estabilidade topologica implica na estabilidade fisica, como ¢ o caso,
por exemplo, dos vortices com carga () = 1, pois distorcer continuamente uma configu-
ragao desse tipo para trazé-la ao estado de spins completamente alinhado demandaria
uma quantidade de energia consideravel. Entao, ¢ muito improvavel que flutuagoes
estatisticas na energia destruam o vortice. Por outro lado, vortices com carga ) > 1
dificilmente adquirem estabilidade fisic, geralmente decaindo em similares, mas de
carga unitaria.

Sabe-se que um vortice esté associado ao mapeamento do circulo (essencialmente
do espago interno) do parametro de ordem no espaco fisico. No caso do modelo XY,

onde podemos escrever 6 = Q¢ + 6, isso implica que:

do
fd&zjéﬁdqb:%@ Q=0,12,..s (1.10)

A energia de um defeito topologico tem duas partes: a energia do niicleo, que esté
associada a destruicao do pardmetro de ordem no caroco do defeito; e a energia eldstica,
associada a lenta variagao espacial do parametro de ordem. Nao nos aprofundaremos
aqui numa discussao acerca da energia do vortice. Nos limitaremos apenas em dizer
que para um vortice com carga @ no plano, a energia ¢ proporcional a 7Q*In(R/a)
[7], onde a é o raio do carogo e R o raio da amostra. Este valor sera util na discussao
levantada no Apéndice [Bl

Por outro lado, sélitons surgem como solugoes especiais de equagoes diferenciais
nao lineares, representando configuragoes estéveis com energia bem definida e sem
singularidades. Ja que soélitons sao solucoes de equagodes nao lineares, o principio de
superposicao nao ¢ obedecido, implicando que, quando dois sélitons se encontram, a
excitagao resultante é complicada. Contudo, assintoticamente, os solitons se separam
novamente (passam um através do outro), adquirindo a mesma forma que possuiam
antes. Uma outra propriedade interessante dos sélitons é que sua quantizagao nao é

trivial, devido ao fato de que eles nao obedecem ao principio da superposicao.

'A demanda energética ¢ muito alta, j& que, em geral, a energia do vortice aumenta com Q2.
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Figura 1.4: Representacao de um vortice com carga topologica () = 1 numa superficie
plana: A figura a esquerda representa uma visao bidimensional do vortice. A figura a
direita mostra o comportamento do mesmo vortice, porém, a imagem ¢ tridimensional.
Pode-se notar, na ultima figura, o desenvolvimento de uma componente na diregao
do eixo z (out-of-plane). Como veremos adiante no texto, o desenvolvimento dessa
componente se deve ao fato de que a configuragao na qual os vetores de spin (espago
interno) mantém-se preferencialmente no plano zy (na regiao do nicleo) demanda
energia infinita, de forma que, energeticamente, é preferivel tal configuracao. Veremos

ainda que um vortice no toro nao desenvolve a componente out-of-plane.
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Figura 1.5: Comportamento de V(¢) com ¢ variando de 0 a 127 e p = 0,5. Pode-se

observar a degenerescéncia do estado fundamental nos pontos onde ¢ obedece & equagao

(L12).

Um dos contextos mais estudados e que apresentam solugoes solitonicas ¢ aquele

ri uaga ine-Gordon, a qual tem sido u ra explicar u r
descrito pela equacgao de sine-Gordon, a qual tem sido usado para explicar uma larga
gama de fenomenos. A equacao de sine-Gordon (em uma dimensdo espacial e uma

dimensao temporal) é dada por:
+ = (pp) =0 (1.11)
— — — 4 —sen = .
x p P

e descreve um campo escalar (¢) que possui solugoes tanto estacionarias quanto dinami-
cas. A equacdo (LII) possui um numero infinito de solug¢bes constantes (as quais

possuem energia nula, como serd demonstrado logo em seguida.):

o= 27r_n’ n=0,£1,+£2, .. (1.12)

p
Dessa forma, a equagao de sine-Gordon possui um véacuo degenerado, como pode ser
visto na Fig. (vacuo aqui, ndo representa um estado no espago de Hilbert, mas
simplemente uma classe de configuragoes de energia nula). A Lagrangiana para (L.11))

é:

1[99\ [06)°
L=3 (E) - <%) —V(9), (1.13)
onde: .
V(6) = (1 - cos(po)]. (1.14)
Entao, a densidade de energia da configuracao de campo é:
1[0\ [(90\?
H= 5 (E) + <%> + V(o), (1.15)
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Figura 1.6: Representaciao de um soliton com carga topolégica K = 1, no plano R?.

de onde pode-se ver que a energia se anula no minimo absoluto de V(¢), os quais sao
dados quando ¢ é descrito por (LI2). O comportamento de V(¢) pode ser visto na
Fig. [CH

Assim como o vortice, o séliton também é um objeto topologico cuja estabilidade
permite a existéncia de uma lei de conservacao, ou seja, deve haver uma quantidade K
que se conserva e ¢ igual a um inteiro n. Podemos associar K a uma carga topoldgica
e, novamente, nao podemos deformar um séliton com carga igual a 1 ao estado de
um campo vetorial perfeitamente alinhado (estado fundamental). A Fig. traz a
representacao de um soéliton com carga K = 1.

Excitagoes de origem topologica sao importantes tanto na caracterizagao dos
sistemas fisicos onde se apresentam como em potenciais aplicagoes tecnoldgicas a elas
atribuidas. Por exemplo, paredes de dominio sao largamente utilizadas como elementos
bésicos de gravagdo magnética [I]. Os vortices, por sua vez, estao associados a tran-
sicao de fase topologica, quando pares se dissociam. Esse fendémeno pode ser observado
em superfluidos [7]. Além disso, eles podem desempenhar um papel importante em
mecanismos de gravagao e logica no ambito nanomagnético. Dentre outras possibil-
idades, seus estados de “polarizacao” e de “quiralidade” poderiam armazenar bits de
informacao.

Os estudos de fenomenos magnéticos (dentre outros) em superficies curvas e/ou



magnetiza¢ao remanente (estavel na auséncia de campo externo) com configuracao de
vortice, os quais podem se constituir em elementos de logica binaria [11], 12].

Este trabalho tem como objetivo estudar algumas propriedades do modelo de
Heisenberg para ferromagnetos classicos na geometria/topologia toroidal. Para tal, o
restante do texto é dividido em trés capitulos: no Capitulo 2, estudaremos o modelo de
Heisenberg (anisotropico) e faremos uma descri¢ao da superficie do toro explicitando
algumas de suas propriedades geométricas e topologicas, em especial, aquelas tteis e
importantes para a andlise que faremos em seguida.

O Capitulo 3 trata do estudo do modelo em questao na superficie toroidal. Af
obtemos solugoes especiais como o modelo isotropico, de onde podemos observar o
aparecimento de sélitons como solugoes e o modelo do rotor planar (ou XY estatico),
onde estudamos excitagoes tipo vortice. Neste capitulo levantamos ainda algumas
discusoes sobre nossos resultados.

Finalmente, no Capitulo 4 apresentamos as conclusoes gerais, bem como al-
gumas perspectivas para trabalhos futuros. Na seqiiéncia, sao apresentados alguns
apéndices que visam facilitar o estudo do presente texto, os quais podem ser omitidos

pelo leitor familiarizado com as técnicas e conceitos aqui descritos.
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Capitulo 2

Consideracoes gerais

2.1 Motivacao

Embora os materiais magnéticos sejam conhecidos ha cerca de trés mil anos, foi
somente no primeiro quarto do século XX, com o surgimento da Mecanica Quéantica que
a origem microscopica do magnetismo podde ser compreendida [4]. Durante esse periodo
as pesquisas em materiais magnéticos comegaram a avancar, e um dos pesquisadores
que mais se destacou nessa area foi Sir James Alfred Ewing, que estudou engenharia
em Edinburgh e comegou a estudar magnetismo enquanto lecionava na Universidade de
Toquio, no Japao. A principal contribuicao de Ewing para as pesquisas em magnetismo
foi a descoberta da histerese magnética [13]. Ele prop6s um modelo de magnetismo
para o ferro baseado em bussolas que eram livres para girar, um efeito que podemos
associar aos dominios magnéticos e ao movimento dos contornos desses dominios, como
se pensa atualmente.

Em 1930, Van Vleck aplicou a Mecéanica Quéantica ao célculo de suscetibilidades
magnéticas, e por volta de 1935 uma compreensao razoavel da suscetibilidade para-
magnética em soélidos cristalinos ja havia sido desenvolvida. Entretanto, no caso dos
materiais hoje conhecidos como ferromagnéticos, as teorias nao tiveram tanto sucesso
assim, pois esse fendmeno ainda era entendido de acordo com o conceito de campo
molecular, proposto por Weis, com o qual ele tentava explicar a ordem ferromag-

nética de certos materiais. Um passo importante foi dado quando Heisenberg propos

!Historicamente, a idéia de campo molecular surgiu antes da formulacao da Mecanica Quantica do
magnetismo. Em seu modelo, Weiss postulou que cada momento magnético de uma amostra sente
um campo magnético proporcional & magnetizagao total do espécime [ (B,, = A\, M), onde A, é

chamada constante de campo molecular.
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que a origem do campo molecular estava associado a trocas quanto-mecanicas. Poste-
riormente, F. Bloch mostrou que a Hamiltoniana de Heisenbergg levava ao conceito de
ondas de spins, as quais sao excitagoes magnéticas coletivas que nao podiam ser obser-
vadas diretamente na época, no entanto, a predicao de que elas causavam momentos
ferromagnéticos que variavam como (1 —aT®/?), em baixas temperaturas, foi verificado
em cuidadosas medidas [13].

Por volta de 1939, o ferro, o niquel, o cobalto e suas ligas eram quase que as
Unicas substancias magnéticas conhecidas, mas a descoberta das ferritesH mudou este
contexto, pois o nimero de materiais que apresentavam magnetizacao nao nula na
auséncia de um campo externo aumentou bastante. No entanto, havia um problema
teorico devido ao fato de que o momento magnético medido para esses materiais era
sempre menor que o momento calculado. Parece ter sido o estudo desse tipo de mate-
rial, levado a cabo por A. Serres, que levou Néel a sugerir que o baixo momento mag-
nético era provocado pelo alinhamento antiparalelo de momentos i6nicos de diferentes
magnitudes o que, por consequéncia, levava ao cancelamento parcial do momento mag-
nético [13]. Com essa sugestao e com o desenvolvimento da teoria de campo molecular,
Néel nao resolveu apenas o problema das ferrites, mas tornou o antiferromagnetismo
inevitavel. O estudo das ferrites permitiu ainda aos cientistas de materiais a possi-
bilidade da descoberta de uma vasta gama de compostos que exibissem ordenamento
magnético. Dentro de poucos anos, diversos outros sistemas foram estudados, inclusive
estruturas cristalinas que permitiam arranjos em planos e folhas, tornando posivel estu-
dar o comportamento magnético em uma e duas dimensoes, o que levou a um interesse
em aproximagoes tedricas para sistemas magnéticos em baixa dimensionalidade.

Dentre os principais motivos para a importancia dada as pesquisas em mag-
netismo nos dias atuais podemos destacar o fato de que os materiais magnéticos
desempenham um papel muito importante nas aplicagoes e no surgimento de novas
tecnologias, sendo ainda o campo da Fisica de maior aplicagao da Mecanica Estatis-
tica. Foi gracas a ele que poderosas ferramentas desenvolvidas nas tultimas décadas
foram postas a prova, como as expansoes em altas temperaturas da Teoria de Gru-
pos de Normalizacao e dos métodos de simulacao por computador, como o método

de Monte Carlo [3]. Nas aplicagoes tradicionais, como motores, geradores, transfor-

?Na Secdo 2] entraremos em mais detalhes sobre a Hamiltoniana de Heisenberg.
3840 exemplos de ferrites alguns 6xidos de ferro com a estrutura cristalina do espinélio natural tais

como 0 M gFe304, 0 MnFes0y4, 0 NiFesOy, 0 CoFes0y e 0 CuFes0y, além de 6xidos de ferro com

a estrutura cristalina da granada, como a granada de ferro e itrio Y3Fe50;2.
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madores, geracao e distribuicao de energia elétrica, aplicacao automotiva, os materiais
magnéticos sao utilizados como imas permanentes e tém a propriedade de criar um
campo magnético constante, dessa forma, torna-se interessante o desenvolvimento de
novos materiais que diminuam perdas magnéticas e aumentem o rendimento dessas
méaquinas [I4]. Além disso, a aplicacao de compodsitos magnéticos na resolugao de
problemas ambientais tém recebido considerével atenc¢ao nos ultimos anos [I5]. Tais
compositos poderiam ser utilizados para adsorver contaminantes e efluentes industriais
que, ap6s a adsor¢ao, seriam separados por um simples processo magnético. Alguns
exemplos desta tecnologia sao a utilizagao de particulas magnéticas para acelerar a
coagulagao em esgoto, remocgao de radionucleotideos do leite e remogao de corantes
orgénicos [16]. Um outro desafio para os cientistas que trabalham com magnetismo
¢ o desenvolvimento de novos polimeros para a aplicagao na blindagem de radiagoes
eletromagnéticas [17]. Esses polimeros sdo denominados metais sintéticos pelo fato de
possuirem propriedades elétricas, eletronicas, magnéticas e dpticas semelhantes as dos
metais. Finalmente, uma das mais importantes aplicagoes dos materiais magnéticos
que adquiriu grande importancia nas tltimas décadas é a gravagao magnética, usada
na tecnologia eletronica para armazenamento nao-volatil de informacao e que permite
regravacao. Ela é essencial para o funcionamento dos gravadores de som e video, bem
como de intimeros equipamentos acionados por cartoes magnéticos e tonou-se muito
importante nos computadores [15], os quais estdo intimamente ligados ao desenvolvi-
mento da chamada era da informagao e dos conceitos dai derivados. Esses conceitos
sao, por sua vez, inseparaveis das mudancgas radicais ocasionadas pelas novas tecnolo-
gias, as quais orientam acentuadamente o futuro social, econémico, politico, cultural e
ambiental das populagoes [18].

A existéncia da possibilidade de gravacao magnética estda intimamente rela-
cionada com a existéncia de dominios magnéticos; esses, por sua vez, sao separados
por estruturas topologicas, as paredes de dominio. Assim, para que haja uma boa
compreensao acerca da gravagao magnética, faz-se necessario um estudo das paredes
de dominio. A figura [2.1] representa uma parede de dominio de 180 graus, separando
dois dominios cujas magnetizagoes tém sentidos opostos. Essas paredes tém espessura
da ordem de 100 a 1000 nanometros.

Conceitos geométricos e topoldgicos sao uma ferramenta de muita importancia
em muitas areas de Ciéncias Naturais, em especial, Fisica. A idéia de simetria, inti-
mamente relacionada a geometria, é base para o estudo de propriedades fundamentais

de muitos sistemas fisicos. Topologia, por sua vez, é crucial para classificar e dar es-
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Figura 2.1: Representagao de uma parede de dominio de 180 graus. As espessuras da

parede e do domino sao representadas por £ e L, respectivamente.

tabilidade a certas excitagoes, como soélitons e vortices. Essas e outras excitagoes tém
sido observadas tanto em magnetismo (planar, mais comumente) quanto em sistemas
correlatos, como supercondutores, superfluidos, etc. Além disso, propriedades bésicas
de excitagoes topoldgicas tém sido também investigadas em geometrias curvas. As
excitagoes tipo soliton associadas ao modelo sigma nao linear (NLo M) foram estu-
dadas em diversas geometrias nao planas, tais como: cilindrica |20, 21} 22], 23|, 24 25];
conica [26], 27]; esférica [28]; pseudo-esférica [29], etc. Além disso, excitagoes tipo-
vortice foram estudadas em um suporte conico [30], esférico [28], pseudo-esférico [29].
Em todos esses trabalhos, fica evidente a influéncia da geometria do espaco fisico nas
caracteristicas de tais objetos. Os soélitons foram ainda estudados em superficies nao

simplesmente conexas, tais como o plano sem um disco central e o cone truncado [31].

Além do magnetismo, o estudo dos solitons é muito importante para diversas
areas da Fisica, como por exemplo a Cromodinamica Quéntica, que é de fundamental
importancia para o entendimento das interagoes fortes. Nesta area, G. t’Hooft [32] e
E. Witten [33] propuseram uma generalizagao dessa teoria, cuja anélise dos resultados
levam a conceitos de cromodinamica Quantica nos quais os “barions” aparecem como
excitagoes topologicas de energia bem definida (sélitons). Por outro lado, o estudo
de tais estruturas, em teorias altamente nao lineares, também é importante para o

entendimento de processos biofisicos e biologicos [34] 135].

E importante notar que a presenca de propriedades, estruturais e dinamicas, de
excitagoes nao-lineares em sistemas magnéticos sao de fundamental importancia para a

caracterizagao desses sistemas, em especial, quando se pensa em aplicacoes tecnologicas
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que presumem o controle dessas excitagoes. Vortices tém sido encontrados em muitos
sistemas magnéticos, por exemplo, em nanodiscos ferromagnéticos, onde exibem uma
estrutura planar, exceto no ntcleo, onde os spins desenvolvem uma componente out-
of-plane (fora do plano) (veja Ref. [36] 37| e as referéncias la citadas), no entanto, tal
carogo pode deixar de ser exibido se o vortice nuclear ao redor de um defeito (cavidade)
suficientemente grande, como é o caso de nanomagnetos com topologia toroidal (cilin-
dricas com buracos, rings, etc.) [38]. Em conexao com esse ponto, veremos na se¢ao
2.3, que a topologia toroidal exibe um cutoff natural, o genus, o qual, para o toro do
tipo anel (ring torus), leva a uma regularizagao da estrutura do vortice, prevenindo o
desenvolvimento do carogo. Além disso, ao estudar excitagoes topoldgicas na geome-
tria do toro, desejamos realizar algumas aproximacoes assintéticas e comparar nossos
resultados com outras solugoes que serao discutidas mais tarde neste texto.

Os vortices também estao presentes em diversas situagoes fisicas além do mag-

netismo, podendo ser observados no escoamento de agua pelo ralo de uma pia, no hélio



grande potencialidade interdisciplinar, uma vez que essas aparecem em diversas areas
do conhecimento humano. A geometria do espaco fisico influencia consideravelmente
o comportamento dessas excitagoes, logo, torna-se importante o estudo de tais objetos
em diferentes geometrias, pois, com o advento da nanociéncia, estruturas que se encon-
travam ha pouco tempo restritas & imaginacao, estao se tornando realidade. Arranjos
de alguns poucos atomos com dimensoes da ordem de nanometros tém sido fabrica-
dos e manipulados. Nao s6 o tamanho, mas também as formas de tais estruturas sao
cada vez mais intrigantes. De fato, varios estudos teéricos e experimentais tém sido
reportados recentemente [24], 25, 29, 28| 31, 43], [44] 45]. Como as formas e tamanhos
distintos dos objetos conduzem a propriedades fundamentais diferentes para tais estru-
turas, torna-se importante a compreensao da propria geometria de tais objetos. S6 para
citar um exemplo, dois nanomagnetos cilindricos, um com face circular, o outro com
face eliptica apresentam magnetizagao remanente bem distintos: enquanto no primeiro
caso ha o aparecimento de um vortice isolado, no segundo, um par vortice/antivortice
¢ observado [46].

No caso do presente trabalho, estamos interessados em estudar excitacoes tipo-
sOliton e tipo-vortice numa geometria toroidal, pois nessa superficie, as teorias de or-
dem cristalina e elasticidade estdo pouco desenvolvidas [47]. Além disso, a geometria
toroidal tem recebido consideravel atengao, por exemplo: armadilhas para condensa-
dos de Bose-Einstein, dentro dos quais os atomos desenvolvem comportamento quasi-
unidimensonal sujeitos a condi¢oes de contorno periodicas [48], 49]. Nanotubos de
carbono com forma de anel (topologia toroidal) sdo providos de sistemas quasi-zero-
dimensonais sempre que o tamanho do anel for muito pequeno [I1, 12]. Em adicao,
sua topologia também torna possivel a realizacao de transistores de efeito de campo
para aplicagoes tecnologicas [50], bem como o controle de sua magnetizagao estével
pode potencializé-los a ser utilizados em dispositivos magneto-eletronicos, isto é se es-
tivermos falando a respeito de “nanorings” magnéticos. Em biologia, a forma toroidal
tem sido observada em um grande ntimero de proteinas envolvidas no metabolismo do
DNA, embora essas proteinas tenham fungoes bastante distintas e sem conexoes nesse
mecanismo. Por que essa geometria é tao abundante nesses processos e a razao pela
qual o processo de evolugao a escolheu, entre muitas outras, permanece um quebra
cabegas na literatura especializada [51].

Até onde sabemos, solucoes solitdnicas no toro elastico foram desenvolvidas
a partir do modelo de Heisenberg isotropico nos trabalhos [20], 52|, os quais serao

aqui discutidos. Assim como os autores desses trabalhos, utilizaremos o limite con-
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tinuo da Hamiltoniana de Heisenberg para o ferromagneto classico. Além do modelo
isotropico, estudaremos também solugoes no modelo de Heisenberg anisotropico, em
especial, o chamado modelo XY, encontrando excitacoes tipo-vortice, que nesse suporte

apresentam-se sem carogo (caso do ring torus).

2.2 O modelo de Heisenberg

Sabe-se que o comportamento paramagnético de compostos cristalinos pode ser
bem explicado por meio de um modelo de spins localizados interagindo apenas com um
campo magnético externo (mais detalhes no Apéndice [C)). No entanto, esse modelo é
incapaz de descrever o ordenamento ferromagnético, no qual um cristal permanece
com magnetizacao nao nula mesmo na auséncia de um campo magnético externo.
Como ja foi dito na secao 2.1l a primeira tentativa para descrever esse fendémeno se
deve a Weiss, que formulou a teoria de campo molecular: cada molécula é um dipolo
magnético e esta sob a acao dos campos magnéticos gerados pelas outras moléculas.
A partir dessa idéia, Heisenberg e outros propuseram um novo mecanismo, baseado
em argumentos quanticos e envolvendo interacgoes de troca de natureza coulombiana
que seriam suficientemente fortes para dar conta de um estado ferromagneticamente
ordenado mesmo a temperaturas mais altas [53].

O Hamiltoniano de Heisenberg para interacao entre primeiros vizinhos, numa

rede bidimensional, é dado por:

Hy =—J' Y Hij=—J"Y (SIS + 8ISy + (14 X)S;S;) (2.1)
<i,j> <ij>

onde J' denota a constante de acoplamento entre os primeiros vizinhos e, a depender
se J' < 0ouJ >0, a Hamiltoniana descreve um sistema ferro ou antiferromagnético,
respectivamente; S, = (SF,S5¢,S5%) é o operador de spin no sitio i e o parametro A esta
relacionado & anisotropia da interagao entre os spins. Para A > 0, os spins tendem a se
alinhar ao longo do eixo z (do espago interno; Regime de eixo facil); para A = 0, tem-se
0 caso isotropico; para —1 < A < 0, temos o regime de plano facil, enquanto o caso
A = —1, leva ao modelo XY ou ao modelo do Rotor Planar (MRP). A diferenga basica
entre o MRP e o modelo XY esté nos vinculos do espago interno. No caso do MRP,
temos o vinculo S% = S? + 55 =1, ao passo que no XY temos S? = 5% + 55 +5%2=1
(mas apenas S, e S, aparecem no Hamiltoniano). Veja a Fig. 2.3 para visualizar a

orientacao do spin classico no espago interno.
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Figura 2.2: Configuragdes de minima energia para os casos ferromagnético (esquerda)

e antiferromagnético (direita).

Figura 2.3: Esquema de um spin classico com orientacao determinada pelos angulos
esféricos (Esfera interna de spins). Note que como |S|2 = constante, o espaco interno
serd equivalente a uma esfera, S? (se S;,S,, S, # 0 e A = 0) enquanto, se S, S, # 0
e S, = 0 teremos um circulo de spins. Neste caso, © = 7/2, e toda dindmica de spins

estard contida a variavel ®(z,y).
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Figura 2.4: As diregoes dos spins dependem da distribui¢ao espacial (fungao de onda
espacial) de carga dos elétrons dos fons vizinhos. A direita vemos a representacio de

um estado tripleto e a esquerda, um estado singleto.

A interagao entre primeiros vizinhos é chamada de interagao de troca e J', é a
constante de troca. A explicacao para esse fenémeno é dada pela mecanica quantica
e pela propriedade da indistinguibilidade de particulas idénticas. De acordo com os
principios da Mecéanica Quéantica, as fungoes de onda que descrevem as particulas
devem ser simétricas ou anti-simétricas mediante a troca dessas particulas (ver segao
[C.3). Fungoes de onda anti-simétricas podem ser obtidas de duas formas distintas: 7)
a funcao de onda espacial é simétrica e a funcao de onda relacionada ao spin é anti-
simétrica (spins antiparalelos); i) a fun¢@o de onda espacial é anti-simétrica e a fungao
de onda relacionada ao spin é simétrica (spins paralelos). No primeiro caso, a fungao
de onda correspondente ao spin é um estado singleto, no segundo, ela é um tripleto.
As representagoes para esses dois estados pode ser vista na Figura 2.4]

Considerando a equacao de Schrodinger completa para duas particulas pode-se
obter energias diferentes para cada um desses estados: Eg para o estado singleto e Er
para o estado tripleto. A diferenca entre essas duas energias é associada ao parametro
de troca J através da relacao:

J=FE¢— Erp. (2.2)

Logo, esse parametro mede o custo de energia para que o sistema va de um estado ao
outro. Heisenberg propds apresentar essa interagao diretamente da funcao de onda dos
spins correspondentes: sejam dois elétrons cujos spins sao Si e §2, nos ifons 1 e 2 e
descritos por fungoes de onda anti-simétricas (uma vez que os elétrons sao férmions),
a energia da interacao seré:

H=-J5;-5. (2.3)
Numa aproximagcao continua das variaveis espaciais e de spin, valida para grandes
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comprimentos de onda e temperatura suficientemente baixa, o modelo dado por (ZT])

pode ser escrito como (detalhes de tal obtengao sao apresentadas no Apéndice [Al):

Ho=J / / i i 97 hap(1 4 a3 N) (%i) (g—ij) Vgldmdn, (2.4)

a
ij=1ab=1 i

onde (J = J'/2), m1 é e 1y s@o as coordenadas curvilineas da superficie, d,3 é o delta
de Kronecker, \/|g] = +/|det[g;;]], g¥ sdo os elementos contravariantes da métrica da
superficie (entdo g gj, = 0F) e hy sdo os elementos da métrica do espago interno
(spins).

Além disso, S = (S,, Sy, S:) = (sen® cos ¢, senBsend, cos ©) é o campo vetorial
de spin cléssico avaliado numa esfera unitaria (espago interno), logo © = O(n,n2) e
® = ®(ny,7m2). A Hamiltoniana (24) pode ser vista como sendo o modelo o ndo-linear
anisotropico, ocupando uma posi¢ao numa geometria bidimensional arbitraria, dessa
forma, essas consideragoes podem ser relevantes em outras areas, como por exemplo

hidrodindmica, superfluidez e supercondutividade.

2.3 A superficie do toro

Um toro ordinario é uma superficie contendo “genus” um, e, dessa forma, pos-
suindo um buraco. Ele pode ser construido a partir de um retangulo colando-se os
vértices opostos sem voltas, isto é, seja um retangulo com vértices A, B, C' e D; um
toro é formado a partir da identificagao dos vértices A com C, B com D e da jungao
desses pares de vértices. O toro mais comum, mergulhado num espago tridimensional,
¢ semelhante a uma rosquinha (donut), mas seu conceito matematico ¢ mais sutil e
complexo, particularmente em dimensdes maiores [54]. A Fig. representa o retan-
gulo que pode dar origem ao toro e a aparéncia de um toro mergulhado num espago
tridimensional.

Um toro com n buracos internos ¢ um “n-torus” (genus n), geralmente repre-
sentado por T™. Vamos agora discutir algumas propriedades bésicas de alguns tipos
de toro. Seja R a distancia do centro do buraco ao centro do tubo do toro, e seja r
o raio do tubo (Ver Fig. [2.6]). Entao, a equac¢ao do toro em coordenadas cartesianas

com simetria azimutal sobre o eixo z é dada por:

2
(R— \/x2+y2) + 22 =7 (2.5)
e as equacoes paramétricas sao:
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D C

Figura 2.5: A direita vé-se a representagao de um toro embebido num espago tridimen-
sional, e & esquerda, o retangulo e os vértices A, B, C' e D, que, ao serem identificados,

dao origem ao toro.

x = (R + rsenf) cos ¢

y = (R + rsenf)sen¢
z =rcosf, (2.6)

sendo 6 e ¢ € [0,27]. O toro pode ser classificado de acordo com a rela¢ao entre R e r:
e se R > r, ele ¢ chamado “ring torus”,
e se R =r temos o “horn torus™
e finalmente, se R < r o toro é chamado “self-intersecting spindle torus”.

Estes s@o os trés toros padrao, cujas ilustragoes sao feitas na Fig. 2.7
Para os nossos propositos, sera importante conhecer a métrica e o elemento de
linha do toro. Os elementos g;; da métrica serao determinados a partir da definicao
dada na referéncia [55], ou seja:
or  or

=2 2.7

de onde pode-se ver que os elementos da métrica sao produtos escalares dos vetores
tangentes g—; as curvas 7 = (x,y, z) para g; constante. Esses coeficientes especificam a
natureza do sistema de coordenadas (qi, g2, ¢3), que, no caso das coordenadas descritas
na equagao (2.0), equivale a (7,0, ¢).

Neste trabalho, estamos interessados nos elementos da métrica com relacao a 6

e ¢, uma vez que no modelo aqui desenvolvido, estudaremos excitagoes na superficie
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Figura 2.6: Corte feito no toro perpendicularmente ao eixo z. Vemos o sistema de

coordenadas adotado.

do toro rigido, dessa forma, nao nos preocuparemos com os elementos da métrica

relacionados a r. Dessa forma, das equagoes ([2.6]) e ([2.7)), temos que:
9o = 9o =0

goo =17
9os = (R + rsend)?, (2.8)

que sao validas para os trés tipos de toro. Dessa forma, temos:

(9i5) = (2.9)

(R + rsenf)? 0 ]

0 r?

E interessante observarmos que quando R = 0, a expressao (Z9) se reduz a
métrica de uma esfera parametrizada pelos angulos polar e azimutal 6 e ¢, respectiva-
mente. Além disso, as proprias equagoes paramétricas dadas em (2.6]) se reduzem ao
caso esférico.

Pode-se definir os elementos da métrica contravariante, g, a partir dos elemen-

tos da métrica covariante g;; a partir da relacao
9% gr; = 6 (2.10)

onde 477 ¢ a delta de Kronecker, que ¢ definida como d;; = 1sei = je d;; = 0se i # j.

Logo, temos que:

( ij) _ (R+Tien€)2 0 (2 11)
g-)= 0 e .

r2
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onde h? = g; e ¢; ¢ a coordenada generalizada. Entao o operador gradiente para

superficie do toro seré escrito como:

- 1 o 10

V=¢p—— — 4+ -—. 2.14
v ¢R—|—7’sen90¢+ r 00 ( )
Finalmente, a curvatura gaussiana do toro ¢ [56]:
senf
K=——"i—— 2.15
r(R + rsend)’ (2.15)

de onde pode-se notar que o toro possui uma curvatura nao trivial, pois, além de
nao ser constanteH ao longo da variéve 6, possui regioes onde a curvatura é positiva
(0 < 6 < m), regides onde a curvatura ¢ negativa (m < 6 < 2m) e regides onde a
curvatura ¢ nula (f =0e 0 = ).

Pode-se notar, a partir da andlise da equagao (2.I5]), que no limite R — oo
temos K = 0, o que corresponde a curvatura do cilindro ou do plano. Entretanto,
isso nao quer dizer que nesse limite a topologia do toro seja a mesma do cilindro
(ou plano). Isso é verdade apenas para a geometria, pois mesmo nesse limite, o toro
continua apresentando o genus. Além disso, quando R = 0, vemos que além da métrica,
a curvatura do toro também ¢ a mesma da esfera (K = 1/r?), mas, assim como no
caso anterior, isso s6 ¢ verdade para a geometria e nao para a topologia.

Além do sistema de coordenadas dado pelas equagdes (2.6]), existe uma repre-
sentagao mais sutil para o toro, a qual foi utilizada no trabalho da referéncia [34] para
estudar a familia de solugoes exatas e analiticas da estabilidade de membranas. A
familia de toros gerados pela revolucao de circulos ao redor do eixo z pode também ser

descrita por:

COS sen

. asenhb asenhd asenn
r=|—————cosy, : (2.16)
cosh b — cosn coshb — cosn

"coshb — cosn

onde os parametros constantes a e b sao ambos reais e positivos, enquanto n varia de

—7m a w. As relagoes

ig (2.17)

r

a=+(R+r)(R—r) e coshb =

permitem uma simples interpretagao geométrica para os novos parametros, que podem

ser chamados, assim como na referéncia [20], de raio geométrico (a) e dngulo excéntrico

4Alguns exemplos de superficies com curvatura gaussiana constante sao a esfera, K = 1, o cilindro

ou o plano, ambos com K = 0 e a pseudo-esfera, onde K = —1.
5Apesar de ndo ter curvatura constante em 6, o toro possui curvatura constante em torno de ¢.
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(b). Deve-se observar entao este sistema de coordenadas s6 é bem definido para o ring
torus, ou seja, para R > r. Reciprocamente, os parametros naturais R e r satisfazem

as relagoes:
a a

~ tanhb ¢ "= senhb’

Entao, as transformacoes levam a:

1 R—r 1
tan (577) =4/ Ry tan (59) , (2.19)

onde 6 é o parametro utilizado no sistema de coordenadas descrito na equagao (2.6]) e
representado na Fig.

Pode-se determinar entao os elementos das métricas covariante (g;;) e contravari-

(2.18)

ante (¢g*”) nesse sistema de coordenadas. Temos que,

Ine = Gy = 0,
_ d’senh®
Jee = (cosh b — cosn)?
e 2
I = (coshb — cosn)?

Tomando entdo as definigoes dadas pelas equagoes (2.7) e (2.10), tem-se que:

a’senh?b 0
(gz’j) = [ (coshb—cos1)2 . ] (2'20)
0 (cosh b—cos )2
(&
N (cosh2 b—COQS n)? 0
(g”) - ¢ Se(;lh ’ (cosh b—cos 77)2 (221)
a2

Nesse caso, o operador gradiente para esse sistema de coordenadas sera dado por:

~ .coshb — cosn Acoshb—cosn. (2.22)

asenhd a

Finalmente, encerrando nossa discussao acerca da superficie do toro, temos que

o elemento de linha para o sistema de coordenadas (2.I0) é:

a’senh?b ) a?

ds? = gdg'dg’ =
HRE (cosh b — cosn)? o (cosh b — cosn)?

dn?. (2.23)
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Capitulo 3

Modelo de Heisenberg e solucoes

topologicas no toro

Na se¢ao foi apresentado o limite continuo da Hamiltoniana de Heisenberg
para o ferromagneto cléssico. No entanto, a forma como ela esta escrita é diferente da
forma como aparece em diversos trabalhos |20} 28] 29, 52]. Pode-se testar a validade
da Hamiltoniana descrita na equagao (2.4)) aplicando-a a um problema cujos resultados
ja sao bem conhecidos. Optamos aqui por traté-la no caso do plano, o que é feito no
Apéndice [Bl

Nosso intuito, no entanto, é estudar o modelo de Heisenberg no toro, para a

obtencao de excitagoes tipo-soliton e tipo-vortice nessa superficie.

3.1 O modelo de Heisenberg no toro

Nosso objetivo é encontrar excitagoes topologicas numa geometria toroidal, a
qual se apresenta como uma superficie nao-simplesmente conexa, uma vez que nem
todos os “lagos” (loops) definidos em sua superficie podem ser contraidos a um ponto
através de deformagoes continuas sucessivas.

Diante disso, resolveremos as equagoes de movimento para os dois sistemas de
coordenadas que foram apresentadas na se¢ao 2.3 uma vez que ambos serao tteis para
o desenvolvimento deste trabalho.

Tomando o sistema de coordenadas dado pela equagao (Z0]), os elementos da
métrica contravariante definidos em (2.I1]), a matriz da métrica covariante (2.9]) e

parametrizando o espago de spins (espago interno) em coordenadas cartesianas, de
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forma que hg,, = 64, a Hamiltoniana (24]) toma a forma:
™o r 9S™\* [95v\? 957\ ?
H = 14+ X
[ {R+rseneK 8¢) *( 8d)) s >( a¢) h

. R+77:sen9 K@;’)Z(%)Z(l n A)<3;;)2] }d¢d9. (3.1)

Tomando agora a representacao de S em termos de O e ®, obtemos:

g 2m
H = J/ / {# [(1+ Asen’©) (850)% + sen’0 (8¢<I))2} +
—m JO

rsenf
R + rsenf 9 2 2 2
t— [(1+ Asen’©) (990) + sen’© (9, @)°] dodb, (3.2)
onde adotamos 0y = % e 0y = a%.

Agora, podemos determinar as equagoes de movimento para a Hamiltoniana
dada. Essas expressoes sao obtidas a partir da equacao de Euler-Lagrange para campos.

Adotaremos aqui a forma como ela é definida na referéncia [8], ou seja,

oc o [ o
dp  Oxr |0(0.p)|

que representa a equagao de movimento para o campo ¢, analoga a segunda equagao

(3.3)

de Newton para o movimento de pontos materiais. Aqui, z# = (z',2%) = (¢,0) e
novamente é adotada a convengao de Einstein na qual indices repetidos (um co e outro
contravariante) representam somatorios.

Como estamos procurando por solugoes estaticas, o papel desempenhado por £
em (3.3)) é assumido pela densidade da Hamiltoniana, h, porém com sinal negativo, ou
seja:

H=> n(¢.q)qi— L= H=-L,

onde ¢, m(q,q), H e L sdo, respectivamente, a coordenada candnica, o0 momento conju-
gado, a Hamiltoniana e a Lagrangiana do sistema. A densidade da Hamiltoniana para

0 nosso caso é dada por:

= 4 2 2 2 2
h _{R—l—rsené’ [(1+ Asen’®) (9,0)° + sen®O (95P)°] +

R + rsenf
+ T

[(1+ Asen’©) (890)° + sen’© (89@)2} } (3.4)
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Entao, tomando as equagoes ([B.3)) e (3.4), temos que a equagao de movimento em © é:

Logo, realizando as devidas operagoes, chegamos a seguinte relacao:

LM (0,0) + (9,0)7) + T rsend

Sen@ COS @ { m ,

(X (90)° + (0p®)?] } =

R + rsenf
y R rendy

cosf (14 Asen’0) (9,0) (14 Asen’©)d;© + 2Asen® cos O (9p0)] +

r

200192
+ Tt rsond [(1+ Asen®©)d30 + 2Xsen® cos © (940)] . (3.6)

Analogamente, obtem-se a equac¢ao de movimento em ®:

T

R + rsenf
R + rsenf

r

cos Osen?©0,® + Dp (sen’ @0, ®) + dy (sen’©0,®) = 0.  (3.7)

Apos desenvolvidas as equagoes de movimento para o sistema de coordenadas
dado por (2.6]), podemos fazer o mesmo para o sistema de equagoes dado em (2.16]).
Este procedimento sera ttil para determinar as solugoes para o modelo de Heisenberg
isotropico no toro, uma vez que esta representacao nos leva a expressoes de resolugao
mais simples. Isto também ¢é verdade para as solugoes anisotrépicas, em especial aque-
las onde A = —1, que serao estudadas em detalhes quando nosso objetivo for encontrar
solugdes tipo-vortice no toro. No entanto o sistema de coordenadas (2.6) também ¢
interessante para os nossos objetivos devido a algumas analogias que serao feitas nas
discussoes dos resultados, além do fato de ela ser valida para qualquer tipo de toro,
enquanto (2.I6]) s6 é valida para o caso do ring torus.

Trabalhando agora com o sistema de coordenada (2.10), temos que a Hamil-

tonianaH (2.4]) sera escrita como:

1Tal sistema de coordenada, eq. (Z.I0), lé-se:

. asenhb asenhbd asenn
7= cos @, sen¢y,
coshb — cosn v coshb — cosn 7 coshb — cosn

2Novamente, reescrevemos a Hamiltoniana geral, eq. (2.4):

23 8\ [ 0S°
H, = J// Z Z gz47hab(1+5a3/\)<a—n.> (6—77-)\/|g|dmd772
. K3 J

1,j=1a,b=1
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H= J/_ dgo/_ dn{seihb [(1+ Xsen?®) (9,0)” + sen?0 (9,®)*] +

+ senhb [(1 + Asen’©) (8,7@)2 + sen’© (&7@)2} } (3.8)
Fazendo a substituicao & = psenhb = dp = Se‘fib, a Hamiltoniana acima pode ser

reescrita na forma:

H=1] /_ :hb d¢ /_ : dn{ (1+ Asen’0) [(9:0)° + (0,0)*] +sen?O [(8:®)* + (9,)°] }
(3.9)

Pode-se determinar entao as equagoes de movimento procedendo da forma uti-

lizada para encontrar os resultados dados em (3.6]) e (B.7). As equagdes de movimento

sen® cos @{)\ [(85@)2 + (877@)2] — (0:®)* — (8n<1>)2}+
+ (1+ )\sen2@)(0§@ + 8,2]@) =0 (3.10)
¢ [sen’O (9¢®)] + 0, [sen®O (9,®)] = 0. (3.11)

Como esperado, as equagoes (3.06), 3.7), (BI0) e (BII) que descrevem o regime

anisotropico geral do modelo de Heisenberg sao altamente nao-lineares, de forma que
a procura por solucoes gerais ¢ uma tarefa muito complicada. Desse modo, ape-
nas solugoes especiais parecem ser passiveis de um estudo analitico. Algumas dessas

solucoes especiais serao desenvolvidas nas secoes [3.2 e 3.3l
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3.2 O regime isotrépico e solucgoes solitonicas

Teorias de campo classicas nao-lineares podem apresentar solugoes comumente
chamadas solitons as quais representam configuragoes estaveis, com energia finita, bem
definida e sem singularidades.

Determinaremos agora a solugao das equagoes no modelo isotropico (A = 0).
Veremos que suas solugoes mais simples sao sélitons com carga fracionaria, implicando
que argumentos de homotopia nao podem ser usados para garantir a estabilidade de

tais excitagoes.

3.2.1 Coordenadas peri-polares

No caso isotropico, a Hamiltoniana (3.9) simplifica-se para:

H = J/_m d¢ /_ﬂ dn{ [(0:0) + (0,0)%] + sen’O [(0:®)* + (0,®)°] } (3.12)

msenhb

ao passo que a eq. (BI0) toma a forma:
920 + 920 = senO cos O [(85@[))2 + (8,7<I))2} ; (3.13)

ja a eq. (B.II) permanece inalterada.
Aqui, consideraremos tanto as solugoes que admitem simetria cilindrica ©(§,n) =
O(n) e ®(&,n) = P(£) quanto aquelas que admitem simetria toroidal ©(&,7) = O(&) e

(5, n) = @(n).

Simetria toroidal

Até onde sabemos, o modelo isotrépico no toro foi considerado previamente nos
trabalhos das referéncias |20 52]. Af, os autores estavam basicamente interessados em
estudar o modelo de Heisenberg no limite continuo (modelo o néo-linear) numa segao
do toro eléstico exibindo condi¢oes de contorno homogéneas. No modelo rigido cor-
respondente, os autores encontraram solucoes topologicas tipo-séliton com frustragao
geométrica devido & nao-conectividade do toro. Ao assumir pequenas e suaves defor-
magoes, encontrou-se uma equagao de Lamé nao-homogénea, o que leva a um novo
efeito geométrico: um encolhimento global com inchacgos, ou seja, a secao do toro é
encolhida globalmente e um inchago aparece na regiao do soliton. Para obter mais
detalhes, o leitor é remetido a referéncia [52], na qual foi adotada a simetria toroidal,

onde O(&,n) = O(&) e D(&,n) = P(n). Para essa simetria teremos a Hamiltoniana:
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wsenhb T
H=1J / de /_ dn [(0:0)* + sen?® (9,9)”] (3.14)

—msenhb

e as equagoes de Euler-Lagrange para os campos de spins:

970 = sen® cos O (9,)° (3.15)
e
9, [sen’® (0,2)] =0 = 8,2]<I> =0. (3.16)
De (B.10), temos que
aﬁq) = qn» (3.17)

onde ¢, € Z. Entretanto, solugoes com g, > 1 sao instaveis, pois demandam ener-
gia consideravel para manter a configuragao, entao essas decaem em ¢, = 1. Dessa
forma, sem perda de generalidade, tomaremos, no restante desta secao, este valor para
¢,- Substituindo este tltimo resultado em (B.15]), obtemos a equagao de sine-Gordon
(ESG):

852@ = senO cos O = %sen(Q@), (3.18)

cuja solucao mais simples é:
O(¢) = 2arctan(e®) = O(yp) = 2 arctan(e?*"?). (3.19)

Sabe-se que a ESG aparece em uma ampla variedade de sistemas fisicos, como
o estudo de fluxo magnético em fungoes de Josephson e péndulos de tor¢ao acoplados
(ver Ref. [20] e trabalhos ai relacionados), entre outros.

Inicialmente,ogarece que a equagao (B.19) representa um m-soliton cujo compri-

¢ —1—. No entanto, vé-se facilmente que quando ¢ varia de —
senhb ’

mento caracteristic
a m, © nao sofre uma variacao entre 0 e 7 para valores de R e r finitos e maiores que
zero. A solugao também depende de b, que, por sua vez, esta relacionado com R e r,
seguindo a relagao:
R2 _ 42 R2 _ 2
senhb = {/ ——— = b = arcsenh — |- (3.20)
72 72

Entao, se R variar, © também o fara, de forma que a solugao (B.19) s6 representara

um 7-s6liton no limite em que R — oo. E facil perceber que nesse limite a curvatura

30 comprimento caracteristico de um séliton pode ser interpretado como uma regido na qual ha

uma mudanga do parametro de ordem. Fora dessa regido, o sistema esta no estado fundamental [7].
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do toro dada pela equagao (2I5), é K = 0 (curvatura nula). Ou seja, nesse limite, o
toro se assemelha, geometricamente, a um cilindro infinito, ou ao plano punturado. As
Figuras@B.dle mostram, respectivamente, o comportamento de © quando ¢ varia de
[—7, 7] e a variac@o do comprimento caracteristico do séliton em fungao de R.

A energia da configuragao pode ser determinada se substituirmos o resultado
dado em (3.19) na equagao (B.14]), de forma que obteremos:

Esoiton(e) = 8mJ tanh(msenhb). (3.21)

Vé-se assim, que a energia do soliton também ¢é dependente do dngulo excéntrico b. Ja
¢ bem estabelecido que a energia minima de um soéliton pertencendo a primeira classe

de homotopia, @ = 1, do grupo my(F) é dada por E}

isotropico — STJ, Mo entanto, este

valor estd em desacordo com nossa solugao, de forma que seria interessante calcular a
energia minima para o nosso caso e compara-lo com Ej, i, ¢ B21). Efetuando a

decomposigao de Bogomol'nyi [57], a equagao (B3.14]) pode ser escrita como:

wsenhb ™
H= J/ d&/ dn [(0:6 — sen@&?(I))2 + 25en0(9,P) (9:0)] =

—msenhb

msenhb

msenhb T
H= J/ dg/ dn (85@—sen@8n<1>)2+2j/

—msenhb —msenhb

d¢ /_ﬂ dn[sen©(0,9)(0:0)] =

2 arctan(e7senhb)

msenhb T T
H=1J / d¢ / dn (0:0 — sen©d,®)* + 2.7 / / senQdddO =

—msenhb 2 arctan(e—7senhb) J g

wsenhb

H:87TJ\Q|+J/

—msenhb

d¢ / dn (9:0 — sen©,d) . (3.22)

Mas o ultimo integrando da expressao acima ¢ sempre maior ou igual a zero, de forma
que a energia minima para o sistema serd dada exatamente no limite em que J;0 =
sen©0,® (equagdo auto-dual [25], 57]). Entdo, a decomposi¢do de Bogomol'nyi leva a
expressao:

Epin = 87J|Q), (3.23)

onde @ é a carga do soliton, definida como [58§]:

Q= % /sen@d@d@. (3.24)

Consequentemente, () ¢ o ntimero de vezes que a esfera de spins, S?, é mapeada no

suporte fisico em questao, neste caso, o toro. O resultado dado em (3.23)) ¢ independente
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Figura 3.1: Comportamento de © em fungao de . Inicialmente, ao analisar a figura
da esquerda, parece que estamos diante de um 7-séliton, no entanto, apés uma melhor
observagao, vemos que O nao esta variando de 0 a 7 quando ¢ € [—m,7]. As figuras
acima & direita e abaixo a esquerda mostram um zoom feito na primeira figura para
p < —m, ao passo que a figura abaixo a direita mostra um zoom, também para a
primeira figura, porém, para ¢ > m. Note que o valor de © diminui, mas nao chega a
zero. Este valor s6 é obtido quando R — oco. Da mesma forma, © s6 assumira o valor

7 nesse limite.
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Figura 3.2: Comprimento caracteristico do soliton para diferentes valores de R. Aqui,
r=2,q,=1eJ =1 Na primeira figura, R = 4, e na segunda, 2 = 10. Note que com

o aumento de R, mantendo r fixo, o comprimento caracteristico do soliton diminui.

da métrica da superficie em questao |21, 25 57, 58]. Determinando a relac¢ao entre o

nosso resultado e E,,;,, temos:

Esoliton(go) . tanh(ﬁsenhb)
Emin B Q

]
]



para classificar a solugao (BI9) como uma excitagdo com estabilidade topologica. O
fracionamento da carga esta associado ao fato da superficie em estudo ser topologi-
camente nao-trivial (ndo-simplesmente conexa) e apresentar curvatura variavel. Tais
caracteristicas sao conhecidas por induzirem frustragao geométrica, o que impede o ma-
peamento completo da esfera de spins no espaco fisico. Contudo, mesmo com @) < 1,
pode haver estabilidade para a solugao se a topologia nao-trivial do suporte assim o

garantir.
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Figura 3.3: Como a carga solitonica associada & solugdo (319) se comporta no ring
torus como funcao de R/r > 1. Embora () se aproxime da unidade muito rapidamente
(e.g., para R/r = 2 obtemos Qg—2, ~ 0.99995; veja grafico auxiliar), devemos chamar

atengao para o fato de que s6 no limite R — co nés obteremos @) = 1.

O comportamento da carga () com o valor de R pode ser visto na Fig. B3l
Pode-se notar que a carga varia rapidamente com R até um certo valor, no qual ) se
torna praticamente estavel. No entanto, ) s6 assume um valor inteiro e diferente de
zero no limite R — oco. Qualquer outro valor para R implica numa carga topolégica
fracionaria.

Como a energia estd diretamente relacionada ao valor da carga @, ela tam-
bém varia com R, de forma que podemos fazer uma analise do comportamento da
energia da excitagao em funcao do valor de R. Os casos em que R < r nao podem

ser analisados para esse sistema de coordenadas, uma vez que a parametrizacao de 7,
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dado em (ZI€), nao assume valores reais e positivos para este caso. Devemos entao
analisar estritamente os casos onde R > r (ring torus). Fazendo a anélise do nosso
resultado, pode-se ver, que tanto a carga () quanto a energia da configuracao crescem
com o valor de R, de forma que nao hé invariancia de escala. Nesse caso, nota-se que
tanto a carga quanto a energia assumem valores sempre menores que 1 e 87.J, respec-
tivamente. Solugoes solitonicas fracionarias com carga topologica variando de 0 a 1
e energia variando entre 0 e 87.J j& foram estudadas em superficies nao-simplesmente
conexas [31], onde os autores testaram a estabilidade dessas solu¢oes no plano puntu-
rado finito e no cone truncado. Nesse trabalho, os autores mostram que a estabilidade
do soliton fracionario é garantida pela presenca da obstrucao topoldgica do suporte
fisico em questao, isto ¢, o buraco. Um outro caso no qual solugoes solitdnicas fra-
cionarias aparecem ¢ na superficie da pseudo-esfera [29], que, assim como no caso do
plano finito e do cone truncado, tém sua estabilidade garantida pela introducao de um
buraco (uma obstrugao topologica).

Nos casos que acabamos de citar, o séliton se apresenta estavel devido & presenga
de um buraco, o que previne o decaimento da solu¢ao ao estado fundamental. Ao
observarmos o ring torus, vemos que ele apresenta uma obstrugao topologica natural
(o genus), de forma que a energia do soliton nesta superficie pertence ao intervalo
(0,87.J). A energia tende a zero (decai ao estado fundamental) no limite em que R — r,
entretanto assumindo que a relacao R —r = ¢ > 0 é sempre valida, ou seja, estudando
apenas superficies toroidais onde R é sempre maior que r, podemos notar, em analogia
com o caso do plano punturado, que a presenca do genus mantém a estabilidade do
s6liton fracionario na superficie toroidal, pois a energia nao pode decair ao estado
fundamental, isto é, aquele no qual £ = 0. Além disso, podemos notar também que a
energia crescera com o aumento do valor da relagao R/r, o que implica em um aumento
de 0. Tal comportamento é inverso ao que acontece no caso da pseudo-esfera, na qual
o valor da energia da excitagao solitonica fracionéria ¢ inversamente proporcional ao
tamanho da obstrucao topologica [29].

Finalmente, analisando o valor da energia no limite em que R — oo e r ¢
mantido fixo, a curvatura do toro anula-se (ver se¢do [2.3]). Neste caso, temos Q =1 e
E = 8nJ, ou seja, obtemos assim um w-séliton, pois, nesse limite, obtemos o cilindro
rigido infinito e a esfera de spins é completamente mapeada.

Vemos entao que a geometria toroidal assume solugoes tipo-séliton com carga
fracionéria, que sao estabilizadas pela presenca de uma obstrugao topolégica, o genus.

Além disso, tal carga fracionéaria depende da relagdo existente entre os raios R e r,
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podendo assumir um valor inteiro apenas no limite em que R/r — oo. Uma outra
caracteristica importante dessa solugao é que apesar do toro ser uma superfice na qual
pode-se, aparentemente, mapear a esfera de spins completamente, esse suporte nao
tem espago suficiente para tal mapeamento, se R/r for finito. Entretanto, nesse caso
devemos levar em conta a topologia do suporte geométrico: embora o genus previna o
mapeamento completo da esfera de spins sobre o toro, ao mesmo tempo ele assegura
a estabilidade topolégica, a principio, impedindo que o séliton fracionério decaia ao

estado fundamental.

Simetria cilindrica

Uma segunda simetria que pode ser analisada é aquela na qual ©(&,n) = O(n)
e ®(&,n) = P(£). Veremos que a solugao encontrada também é um soéliton fracionario,
porém com um comportamento ligeiramente diferente do caso tratado na se¢ao anterior.

Para a simetria cilindrica, temos:

msenhb ™
H=1J / de / dn [(8,0)% + sen?0 (0:®)?] (3.27)
—msenhb —m
donde seguem-se:
82@ — sen® cos O (9, P)” (3.28)
e
O [sen’O (9:P)] = 0 = 852<I> =0. (3.29)

Da dltima equacgao, vemos facilmente que:
85(19 = (¢.

Entao, temos que:

2
03@ = qgsen@ cos© = (%) sen20. (3.30)
Novamente, temos a ESG, e a solugao sera analoga ao caso anterior, dada por:
©(n) = 2arctan(e%"). (3.31)
A energia calculada para este caso é:

Esotiton(n) = 8mJgesenhbtanh(mge). (3.32)
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Precisamos discutir agora o papel de g¢ na solucao acima, pois, diferentemente
do caso anterior, esse parametro nao é necessariamente um ntmero inteiro. Uma anélise
mais simples pode ser feita partindo-se da definicao:

1 . .
=59 <V<I>> i, (3.33)
de onde pode-se notar que 7 é um numero inteiro. A integragao é feita ao longo do
caminho fechado C, V ¢ o operador gradiente definido em 222) e dl’ ¢ o elemento de
linha no toro, em coordenadas peripolares. Fazendo entao as devidas operagoes, temos
que:

T = @esenhb = ¢¢ = se;—W’ T € Z. (3.34)

Como dito anteriormente, podemos tomar 7 = 1, de forma que a energia dada em

([B:32)) sera escrita como:

Euatton(yy = 87.J tanh (3.35)

seZhb) )

Desta vez, podemos notar um comportamento diferente daquele apresentado
pela energia da excitagdo soliténica no caso da simetria toroidal. Aqui, a energia
decresce com o tamanho do toro, partindo de um valor maximo (87.J) quando R — r,
e vai diminuindo seu valor até se anular quando R — oo. Entretanto, a excitagao
continua apresentando carga fracionaria (no caso do ring torus), a qual, assim como a
energia, diminui & medida que o valor de R aumenta. Os mesmos argumentos utilizados
para discutir a estabilidade da solugao solitonica dada na segao anterior sao validas
para esse caso, ou seja, a topologia nao-trivial do toro nao permite o mapeamento
completo da esfera de spins quando estamos nos referindo ao ring torus, entretanto,
essa mesma caracteristica pode, aparentemente, garantir a estabilidade de tais sélitons
fracionarios. No caso do horn torus,aparentemente, um séliton inteiro aparece, isto é,
a esfera de spins pode ser completamente mapeada nesse limite, de forma que a energia
da excitagao corresponde & energia minima (FE,,;, = 87.J) de uma excitagao solitonica
pertencendo a primeira classe do segundo grupo de homotopia.

Apesar das diferengas entre as energias dadas pelas expressoes (3.21)) e (B.33),
existe um limite no qual as duas solugoes assumem o mesmo valor, ou seja, quando
R = 7“\/5, temos que Egoiton(¢) = Esoliton(n)- Veremos que essa caracteristica também é
verdade quando estivermos discutindo o modelo do rotor planar.

Passemos a estudar agora o sistema de coordenadas polares, no qual, como

veremos a seguir, a obtencao de solugoes solitonicas é mais dificil, pois as equagoes de
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Euler-Lagrange para esses casos nao tém a forma de uma ESG, mas sdao nao-lineares.



A 1ultima equagao tem solugao simples, que pode ser escrita na forma:
8¢(I) = (4, qe € 7. (342)

Substituindo este resultado em ([B.40) e, sem perda de generalidade@, fazendo ¢4 = 1,
obtemos:

w@g@ + cos @ (0y©) = sen® cos O (ﬁ) : (3.43)
Este resultado pode ser comparado com o obtido na referéncia [25], na qual os autores
investigaram o modelo de Heisenberg isotrépico na esfera. La, os autores estavam
basicamente interessados na simetria esférica, cuja equacao de movimento para © pode
ser escrita como:

sen® cos ©

senf(950) + cos 0(040) = ) (3.44)

senf
cuja solugao mais simples é o “hedgehog” (ourigo), dado por Oguiron = 6, a qual tem
uma carga topologica (|Q)] = 1) e apresenta energia finita igual a 87J. Para uma
melhor compreensao dos resultados e dos detalhes envolvidos no desenvolvimento das
solugbes na superficie esférica, remetemos o leitor a referéncia [25].

E facil perceber que se fizermos R = 0 em nosso sistema de coordenadas, a
equagao ([3.43]) torna-se idéntica & expressao ([3.44). Isto se deve ao fato de que nesse
limite a métrica e a curvatura do toro igualam-se as da esfera.

Apesar da semelhanga entre as duas equagdes de movimento, é facil perceber
que a solugao valida para o caso da esfera, nao é valida para a equagao ([B.43)), ou seja,
nao podemos simplesmente assumir © = +6 pois uma simples substituicao mostra que
a solucao s6 ¢é valida no caso de R = 0. Isto sugere que a solugao encontrada para a
esfera é um caso particular das solugoes solitonicas na superficie do toro.

A expressao (3.43) continua sendo uma equagao diferencial nao-linear de dificil
solugdo. Devido a isto, procuraremos por solugoes onde ®(¢) = k, onde k é uma

constante. Com isto, temos que:

R 0
DTSN 520 1 cosh (8,0) =0, (3.45)
cuja solucao ¢é dada por:
R—i—rtan(%)
arctan {W}
O(0) = 2Qs, + 0o, (3.46)

4Solugdes com g > 1 demandam consideravel energia, sendo assim instaveis, decaindo geralmente

naquelas com g¢ = 1.



onde (Qs, € uma constante com dimensao de distancia e que nao pode estar associada
a uma carga topologica; fp é uma constante de integracao que nao tem influéncia para
a energia da excita¢do. Com estes resultados em maos, temos, de (3.39), que a energia

da solucao seréa:
2

_ 2 S

Como veremos um pouco mais adiante neste trabalho, as equacoes (3.46)) e (3.47))
sdo idénticas aquelas solugoes para ®(f) no modelo anisotropico. Naturalmente, nao
se trata de uma solugao tipo-soliton, uma vez que a exigéncia de que @ seja constante
implica no nao mapeamento da esfera de spins na superficie do toro. Dessa forma, a
solucao desenvolvida aqui é apenas uma solucao formal, e sua estabilidade topoldgica,
para o segundo grupo de homotopia, nao ¢ garantida. Uma analise mais cuidadosa
dessa solucao sera feita na secao B.3] uma vez que a solucdo desenvolvida naquela
oportunidade é idéntica a expressao (3.46]). Nessa ocasido, veremos que tal solucdo
pertence ao primeiro grupo de homotopia, podendo, dessa forma, ser discutida em

termos de uma solucao tipo vortice.

Segundo caso: O(¢,0) = O(¢) e P(¢,0) = (0)

Adotaremos agora uma segunda simetria, na qual A =0, © = 9(¢) e & = ®(6).

Nesse caso, a Hamiltoniana (B8.2]) ¢ simplificada, sendo entao escrita como:

™ 2m
" o R+mrsenf )
"= R+ rsend — P 4
J/_/o [R o (060 + ————sen®0 (94®)° | dpdd  (3.48)

enquanto as equacoes ([B.0) e (B1) se tornam, respectivamente:

Csen® cos O (9p®)* = 0;@ (3.49)

cos fsen’09p® + \/(sen’O (93®) = 0, (3.50)

onde ¢ = (Mf.

T

Se tomarmos ®(f) = k', com k' sendo uma constante, a equagao ([B.50) sera

escrita como:

926 =0, (3.51)
cuja solucao mais simples é dada por:
O(¢) = Qs,9 + ¢o, Qs, € L. (3.52)
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Aqui, ¢g é uma constante que nao influencia no calculo da energia, a qual é dada

por:
r

VR

Novamente, este resultado esta intimamente relacionado com o caso anisotropico

Ey = An*JQ3, (3.53)

onde & = ®(¢), como seréd visto mais adiante. Entao, deixaremos as discussoes sobre
este resultado para a se¢ao 3.3l No entanto, é bom deixar claro que este resultado nao
se trata de uma solucao topologica tipo séliton: a esfera de spin nao é completamente
mapeada na superficie em estudo. Contudo, ha o mapeamento de um circulo de spins
em torno de ¢, o que poderia dar uma estabilidade topolégica a essa solucao. De
fato, a solugao tipo-vortice admite o mapeamento de um circulo sobre uma superficie
bidimensional e sua estabilidade ¢ garantida.

A parametrizacao (6, ¢) é interessante para a comparagao com outras superficies
bem como para determinar solucoes tipo vortice, entretanto, como pode-se notar, nao
¢é tao simples encontrar solugoes solitonicas mais gerais, sendo preferivel trabalhar com

a parametrizacao dada em (2.16)).
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3.3 Modelo do Rotor Planar e solucoes tipo-vortice

Apesar do sistema de coordenadas dado por (2.16]) possuir solugdes mais simples
para o modelo anisotropico, iremos trabalhar, a partir de agora, com o sistema (2.6]).
A razao dessa escolha se deve ao fato de que esse sistema é vélido para qualquer tipo
de toro (independente da relagao entre R e 1), e ainda, essas expressoes se assemelham
a suas componentes para os casos planar, esférico ou pseudo-esférico. Ou seja, se
R+rsenf for identificado com t, fRsend ou o7, enquanto ¢ mantém seu papel de angulo
azimultal, aquela expressao recupera os seus analogos planar, esférico ou pseudo-esférico
[28, 29] (aqui, v = |t] responde pela distancia radial em coordenadas polares, R é o
raio em coordenadas esféricas enquanto o7 responde pela distancia medida ao longo de
uma geodésica na pseudo-esfera, isto é, uma hipérbole).

Para alcancar nossos objetivos, consideraremos as solu¢oes confinadas ao plano
XY, quer dizer, como estaremos lidando com solugoes estaticas, apenas a variavel de
spin ® terda dindmica (espacial) enquanto © permanecera constante. Essas solugoes
estao associadas ao Modelo do Rotor Planar (MRP), de forma que tomaremos A\ = —1

e © = /2. Entao, a Hamiltoniana (3.2)) para este sistema passa a ser escrita como:
s 2
r 9 R+ rsenf
Hpp=J ———(0,9)"+ —— (0
e /—w/o {R—l—rsen@((z) ) r (%

1






nidade.

Analisando o limite onde R — oo, tem-se que a energia do vortice se anula. Esse
resultado é esperado, uma vez que neste limite, efetivamente, estamos lidando com
um vortice num annulus infinito (ndo um plano infinito) com raios interno e externo
dados, respectivamente, por R — 7r e R + mwr. Alternativamente, também podemos
pensar que nesse limite o vortice é levado a superficie de um cilindro infinito, ao longo
do eixo de simetria. Nesse caso, os spins aparecem praticamente paralelos (no caso
ferromagnético) um ao outro, de tal forma que ao invés de um vortice, temos o estado
fundamental, cuja energia normalizada se anula. Isto poderia sugerir, a principio, que a
configuragao em questao seria o estado fundamental do ferromagneto para a superficie
do toro. Entretanto vemos que existe uma carga topolégica mesmo neste limite, o
que nao ocorre para o estado fundamental de um ferromagneto cilindrico, de onde
conclui-se que esta configuragao nao pode ser aquela do estado fundamental para um
ferromagneto toroidal. Uma discussao melhor acerca do estado fundamental para um
toro ferromagnético poderia ser feita se a energia magnetostatica for levada em conta,

o que nao esté nos objetivos deste trabalho.

Da analise da Fig. e da expressao (3.59), nota-se que a energia diminui
com o aumento de R/r, entretanto, se r aumentar proporcionalmente a R, isto é,
se mantivermos a relacdo r/R constante, temos que a energia do vortice permanece
constante. Finalmente, se R for mantido constante enquanto r varia no intervalo
[0, R], a energia cresce praticamente linearmente, até um valor critico, a partir do qual
a energia cresce ligeiramente, tendendo a infinito quando » — R. Este comportamento

pode ser visto na Fig. Bl

A divergéncia da energia do vortice no toro, no limite R = r pode ser explicada
pelo fato de que quando R — r o limite continuo falha, de forma que estariamos
adentrando o nucleo do vortice, o que agora ¢é possivel ja que o tamanho do buraco vai
a zero, ou seja, o genus do toro se reduz a um ponto. No entanto, cuidado deve ser
tomado a curtissimas distancias, pois o tratamento continuo nao resolve o problema
do célculo da energia do nucleo (de fato, pode sim desde que os spins neste carogo
desenvolvam S, diferente de zero, que é possivel no modelo XY, mas nao no MRP). Ja
que o genus do toro é reduzido a um ponto, torna-se necessario induzir um cutoff na
superficie para regularizar a energia. Este cutoff pode ser conseguido, para o caso do

horn torus, introduzindo um buraco de tamanho [y no nucleo do vortice. Fazendo isso,
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a energia do vortice pode ser facilmente calculada:

L 2w

2o 1 2 1 2
E,_ =2 —— (04D —— (9,®
v=horn = 2mJ [/0 1+ senf (05®)"d0 + /STW_;,_Z_O 1 + senf (952) d@] -
= Ey_phorn = 4mJK? cot (é—o) , (3.60)
r

a qual depende apenas da relacao entre os tamanhos do buraco e do raio do vortice,

lo/’r’.
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Figura 3.5: A esquerda, temos o grafico da energia do vortice e funcao de R, com R
variando de 2 até 4. Nesta figura, foi feito r =2, J = 1, k = 1. Notamos que a energia
tem inicialmente um valor muito grande, e diminui rapidamente com o crescimento do
raio. A direita, o grafico da energia do vortice em funcdo de r, com r variando de
0 até R. Nesta figura, foi feito R = 4, J = 1, k = 1. Vemos que a energia cresce
praticamente linearmente até um determinado valor, onde o seu valor aumenta muito

rapidamente e tende a infinito no limite r — R.

No caso do self-intersecting spindle torus (R < r), a densidade da Hamiltoniana
(B55) nao é bem definida nos dois pontos onde a superficie do toro se auto-intercepta,
isto é, nos pontos onde R + rsenfl = 0. Nesse caso, mantendo 6 arbitrario, a energia
do vortice sera dada por [60]:

r—i—Rtan(
r—i—Rtan(

)_, /r2_R2
)+VrP—R?

Ny

O resultado acima deve ser avaliado num intervalo préprio, e, para tal, devemos in-

N[N

E = 2nJKr (3.61)

troduzir dois cutoffs ao redor dos pontos onde a densidade de energia é mal definida
(com o objetivo de evitar as singularidades), ou seja, em Oy, = arcsin(—R/r) e
Osings = T — Osing,, € 56 apos isso podemos valorar a energia do self-intersecting spin-

dle torus. Entretanto, este trabalho ¢ muito tedioso e as expressoes resultantes tém
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comprimento muito grande, de forma que nao serao apresentadas aqui. A caracteris-
tica principal é que a energia de vortice definida nessa superficie mostra claramente o
aparecimento de dois carocos singulares localizados em 0,4, dado acima. Um outro
caso interessante é aquele no qual R = 0, onde a integragdo da Hamiltoniana (3.55))
para a solugao ([B.57)) nos da exatamente o resultado obtido no caso esférico [28], isto
é, exibindo um par de carogos singulares nos pontos antipodais.

Em resumo, se comegarmos a analisar o ring torus (R > r), onde o vortice
¢ anucleado (sem carogo singular) e formos diminuindo o valor de R, eventualmente
obteremos o horn torus, onde um carogo é formado. Diminuindo ainda mais o valor
de R, um self-intersecting spindle torus é obtido e o vortice apresenta agora um par
de carocgos singulares nos pontos de auto-interceptagao. No limite R = 0, esses pontos
se localizam em posi¢oes diametricamente opostas e, efetivamente, temos um voértice
numa esfera de raio 7.

Assim como no caso do séliton, procuraremos aqui por solugoes que exibem um
outro tipo de simetria, além da esférica. Encontraremos agora solugoes onde & = ®(4)
e logo depois compararemos este resultado para a energia com aquele expresso na

uaca . Par imetri iltonian ré ri :
equagcao Para essa simetria, a Hamiltoniana sera escrita como

R 6
Hpp = J / / ﬂ (95®)? dpdd, (3.62)
e (3.7) tomara a forma:
R 6
cos 00, ® + ﬁ&gé — 0, (3.63)

cuja solucao ¢é dada por:

V2
o(0) = — + 6, (3.64)

2k’ arctan {M}

onde K’ e 0y sao constantes. Obviamente, essa solugao nao é valida para o caso no qual
R < r, de forma que esse limite nao seré analisado. Substituindo o ultimo resultado

em (3.62), temos que a energia da configuracao sera:

4 2J 12
By= 220 (3.65)
rv Rz —r2

Podemos discutir o papel de £’ nas tltimas solu¢oes encontradas. Obviamente

uma simples analise dimensional mostra que que esse parametro deve ter dimensao

de distancia, enquanto x é adimensional, logo k' nao deve exercer o papel de carga
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topologica da solugao. Além disso, como veremos adiante, k’ é funcao de R e r, ou seja,
k' = k'(R,r). Entretanto, o fato desse parametro nao estar, efetivamente, associado

a uma carga topolégica nao inviabiliza a existéncia de tal caracteristica associada a

solugdo (B.64). Partindo da definigdo (8.33) e da equacdo (2.12]), temos que:

/{/

1
L R —
Ko 27‘(‘\%0 (7 /7R2—7"27

onde kg representa um nimero inteiro, por definicao. Dessa forma, temos que xy tem

(3.66)

as propriedades exigidas para que ela seja considerada uma carga topolodgica, tornando
a solucao aqui descrita topologicamente estavel. Substituindo este tultimo resultado em

(B:65)), temos que a energia da configuracao sera dada por:
Ey = 4&]&3#. (3.67)
Analisando a ultima expressao, vé-se facilmente que a energia da configuragao
assim definida diverge com o tamanho do toro. Isto ¢ facilmente explicado pelo fato
de que nesse limite (R — o00) existem “infinitos” vdrtices (um para cada valor de ¢)
que obedecem & equagao (B.64), em torno da superficie do toro. Pode-se observar
ainda que no limite R — r, a energia da excitacao no toro se anula, de forma que
efetivamente obtemos o estado fundamental ferromagnético. Pode-se notar entao um
comportamento inverso ao observado na anéalise da expressao ([3.59), no qual a energia
decrescia com o tamanho do toro.
Um outro ponto interessante a se notar é o fato de que existe uma relacao
especifica entre R e r na qual a energia das duas simetrias aqui discutidas (¢ = ®(¢)

e & = ®(0)) se tornam iguais (para kK = ky). Tal relagao é:
R=rV2.

Esse fato torna-se ainda mais interessante quando lembramos que a mesma expressao
possibilitava que as duas solugoes estudadas para a energia das excitagoes no modelo
isotropico (em coordenadas peripolares) fossem iguais.

Podemos concluir entdao que a solu¢do encontrada em (B.64]) apresenta uma
carga topologica kg, garantindo assim sua estabilidade. Devemos lembrar ainda que

uma solugdo idéntica a essa foi encontrada em (3.40]), de forma que os argumentos

A equagdo ([3.46) ¢ dada por:

R+r tan(%)
arctan W
@(9) = 2@51 TP + 0o
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utilizados aqui sao vélidos para esclarecer o comportamento de tal solugao. As solugoes
apresentadas neste trabalho também sao discutidas num artigo submetido a Physical
Review B [61].

Nanomagnetos com topologia toroidal tém sido estudados tanto teoricamente
(calculos analiticos e simulagdo computacional) quanto experimentalmente. Em tais
estruturas, a configuragao tipo vortice mostrada na Fig. [3.4] aparece como o estado
de menor energia e tal excitagao pode ser usada para o armazenamento de informagao
[62, [63]. Dessa forma, os resultados dados pelas equagoes (8.52) e (B.517) tornam-se
importantes por ter estabilidade topologica. Logo, tais excitagoes podem ser impor-
tantes na aplicacdo em armazenamento de dados. Apesar da simplicidade do modelo
utilizado, o presente trabalho vai servir como ponto de partida para um estudo mais
detalhado de excitagoes tipo vortice no toro, o que pode ser ttil para o entendimento

das propriedades magnéticas dos nanorings.
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Capitulo 4
Conclusoes gerais e perspectivas

Estudamos o modelo de Heisenberg para spins classicos na superficie do toro
e vimos que, apesar de suportar solucoes solitonicas fracionarias em sua superficie,
tais excitagoes nao sao estaveis para o caso do horn torus, de forma que o genus do
toro se torna uma obstrugao topoloégica de suma importancia para a estabilidade de
excitagoes nao-lineares nesse suporte. Nesse caso, a energia ¢ interpolada entre 0 e
8m.J, analogamente ao caso que acontece no plano punturado, no cone truncado e na
pseudo-esfera punturada. O valor da energia dessa solugao cresce com o tamanho
do suporte, mas nao indefinidamente, tendo um valor limite quando o toro se torna,
geometricamente igual ao cilindro infinito. Além dessa solugao, vimos que o modelo
isotropico pode levar a outras solugoes solitonicas fracionarias.

O regime XY foi utilizado para encontrar solugoes tipo vortice em tal superficie
e, de fato, obtemos duas solugoes que se caracterizam pelo mapeamento do circulo
do espago de spins num circulo no espaco fisico, o que garante a sua estabilidade
topologica. Tais excitagoes tém a mesma energia, a qual decresce com o tamanho
do suporte, se anulando no limite em que o toro se torna o cilindro infinito. Uma

outra caracteristica importante de tais excit¢oes reside no fato de que, para o caso do



observado quando estamos trabalhando com a simetria esférica, isto é, aumenta com o
tamanho do toro.

Os resultados apresentados aqui podem ser relevantes em estruturas ferromag-
néticas, nas quais as componentes do material possuam spins suficientemente grandes,
para que as aproximagoes de spins  classicos sejam validas. Apesar de ser uma
aproximagao, o modelo utilizado aqui tem a propriedade de fazer previsoes muito prox-
imas tanto dos resultados experimentais obtidos quanto daqueles obtidos via simulagao
computacional (boas concordancias ja sao observadas em sistemas magnéticos com spin
2 5/2). Dessa forma, nossos resultados podem ser tteis para um estudo mais detalhado
do comportamento magnético de nanotoros. Nesse contexto, pretendemos analisar, em
futuro préoximo, um nanomagneto com geometria toroidal (ring torus, por exemplo).
Neste caso, além da energia de troca (aqui considerada) devemos acrescentar também
o termo magnetostatico, advindo de cargas magnéticas superficiais e volumétricas asso-
ciadas a distribuicao da magnetizacao. Ai, um estudo da minimizacao da energia total
(troca + magnetostética) sera de suma importancia para decidirmos se e como aparece
magnetizagao com perfil de vortice em tais sistemas. Preliminarmente, parece-nos que
no caso de tal perfil, a energia magnetostatica anula-se, deixando-nos apenas o termo
de troca. Como nesse caso, o vortice nao apresenta caro¢o e a energia ¢ regular em
todo o magneto, de forma que uma possivel configuragao que minimiza a energia total
seja aquela de um vortice distribuido por todo o magneto, sendo localmente normal &
superficie (anélogo aquele apresentado na Fig. B.4)).

Além disso, estruturas com topologia toroidal sao abundantes na natureza e
diversas tém sido as publicagoes referentes a tal geometria nas mais diversas areas
[12] 38, 48, 49, [51], 64, 65, [66]. Dessa forma, o estudo de superficies toroidais ainda
tem muito a oferecer para o entendimento de fenomenos fisicos sensiveis a geometria e
topologia tanto das solugdes quanto dos espagos nos quais elas sao definidas.

Como citado anteriormente, os resultados discutidos aqui estao presentes num

artigo submetido a Physical Review B [61].
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Apéndice A

Aproximacao continua do modelo de

Heisenberg

Neste apéndice obteremos a equacao (2.4]), que é a expressao para o limite con-
tinuo do modelo de Heisenberg anisotropico. Como foi visto na se¢ao 2.2 a Hamiltoni-
ana de Heisenberg para interagao entre primeiros vizinhos, numa rede bidimensional,

¢ dada por:

Hyy=—=J" Y Hij=—J"Y (S;S7+SISY+ (14 X)S;8;). (A1)
<ij> <i,j>
Aqui, S*; ¢ o operador que atua no sitio ¢ da rede que interage com os sitios ¢ + 1, i + 2,
i—1ei—2 (ver Figura[A.Il). Essa Hamiltoniana pode ainda ser escrita como (fazendo
J=J)/2):
Hin = =J1Y Y S8+ Sia + 571 + S)+

T a=x,Y,%

+ A Z SE(Si + Sie + 871+ 57,)]- (A.2)

Mas, podemos expandir as componentes de spin numa série de Taylor, como uma boa

aproximacao, até segunda ordem:

95 a2 rse
Si-i—l ~ Sz +a (‘h +5 83;‘2 —I—, (Ag)
N ., 0S¥  a?0*S¥
05  a%0*S”
o, ~ S L+ — Lo+ A.
CHA S,+aay Ty e T (A.5)
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Figura A.1: Rede quadrada de spins indicando os quatro sitios que interagem com o

sitio genérico 1.
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onde a é o espacamento de rede. Dessa forma, a Hamiltoniana ([A.2]) podera ser escrita

o [ o 0*Sp | 9Psp
Hu~=JY > S {45 (a >+ W)]

i a=x,y,2

s Sz 0%S:
— J)\ZSi {45,. + a® (W + e )} : (A7)

Em seguida, substituindo o somatério em 7 pela integral dupla [ [ dzgy

Q2 z2
[Hlatt = —4Jf //dxdy — 4J)\2S //dxdy]
a a

[orse @rge
X [ [5G+ o

a=z,y

2 Qz 2 Qz
J(1+A) //Szlas as}da?dy (A.8)

No limite termodindmico, onde o tamanho do sistema tende ao infinito, as inte-

So, o~ 89— (A.6)

COIMo:

, temos que:

grais entre colchetes divergem, devendo ser subtraidas da Hamiltoniana original. Assim,

obtemos:
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. [0%S>  9*8~
Hiate = JZ//S [&rz + aw}dmdy

a=z,y

[o7se 0P
J(1+ ) //S l@:ﬂ 8y2}dxdy. (A.9)

Integrando por partes os termos que sobraram, chegamos a seguinte expressao:

Hygy = J// D (14 0a3)) [(8;:)2 + (aaia)z] dxdy, (A.10)

a=x,Y,z

que pode ainda ser reescrita como:

DS\ [9S
Higr = // Z Z Si;hap(1 + Ga3)) <a ) (axj) dady, (A.11)

1,j=1a,b=1

onde 9;; assume o valor 1 se @ = j e 0, caso contrério. hy, o elemento da métrica do es-
paco de spins, o qual, no caso de parametrizarmos os spins em coordenadas cartesianas,
serd dado por hg, = dgp.

A transformagao do elemento de superficie de coordenadas cartesianas para um

sistema qualquer é dada por [55]:

dz ow
dmdy:’ %’;1 %22 dmdns. (A.12)
o om

entdo, essa transformacao pode ser usada para escrever a Hamiltoniana (A.I0) numa

superficie arbitraria qualquer. Temos entao que:

; 05\ (0S"\ | 4= 4
s [ [ 32 S onaaeaan (5) (5) | §

1,j=1a,b=1 om  On2

O termo §% conta para o elemento da métrica no espaco parametrizado em coordenadas
cartesianas. No caso de trabalharmos numa superficie arbitraria qualquer, com os

elementos da métrica dados por ¢, a tltima expressao serd escrita como:

H, = // Z Z 97 hay 1+5Q3A)<‘25 )(asb)\/@mdm, (A.14)

2,j=1a,b=1
o o
¢ 3 i i om Oz | =
que ¢ a expressao dada em (2.4]). Aqui, definimos oy ow | = Vgl
om  On2
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Apéndice B

Limite continuo da Hamiltoniana de

Heisenberg no plano

Como foi dito, precisamos testar a validade da Hamiltoniana na forma como ela
foi escrita na se¢ao 2.2

Descrevendo o plano em coordenadas polares (7, ¢), temos que:

(95) = [; 0 ] = (g) = [; f ] (B.1)

Tomando o espago de spins parametrizado em coordenadas cartesianas, tem-se

que hgp = dap, logo, a Hamiltoniana (2Z.4]) seré escrita como:

o[ () e (5

(9 G REIRC)

Tomando agora a representagao de S em termos de © e ®, isto ¢, parametrizando S

_l_

na forma S = (sen® cos @, senBOsend, cos O), obtemos:

H:J//{r (1+ Xsen’0) @—?):((Z—T)Z

(1 + Asen’O) <g—(2>2 + (g—i)zl } (B.3)

o8

+

1
r




Com um pouco de manipulagao, pode-se determinar a energia de um voértice no

L
Ev()rtice XX 27TJ In (—) y
a

plano, que é dada porLl:

onde L é a distancia medida do centro do vortice até um dado ponto no plano, e a é o
raio do nucleo do vortice. O resultado acima esta de acordo com o que foi discutido na
secao [LT.2 logo, podemos concluir que a forma como a equagao (2.4) foi escrita esta

correta.

1 As contas necessérias para se chegar a esse resultado sdo semelhantes as que foram desenvolvidas

para o caso toro.
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Apéndice C
Fenbmenos magnéticos

Nesta secao iniciaremos uma discussao mais detalhada acerca dos fenémenos
magnéticos na matéria. Em particular, discutiremos o diamagnetismo, o paramag-

netismo e o ferromagnetismo.

C.1 Diamagnetismo

A origem do diamagnetismo pode ser explicada a partir do teorema de Larmor,
que associa o momento angular orbital dos elétrons, ou seja, o movimento de giro
dos elétrons em torno do nucleo atémico, ao aparecimento de um momento magnético
atomico. Apesar de ser um modelo classico, ele fornece a idéia bésica acerca de como o
diamagnetismo se processa [67]. Dado que um elétron tem uma velocidade v e percorre

sua Orbita num periodo 7', a corrente eletronica associada é dada por:

ev
1= — 1

onde R denota o raio da érbita do elétron. Essa corrente gera um momento de dipolo

m, que pode ser facilmente calculado

i [A = gy =
pi=1IA= QWRWRk— 5 k, (C.2)

onde fi aponta na diregao do eixo z, mas no sentido negativo do eixo. Se um campo
magnético externo for aplicado, havera uma variacao na velocidade orbital do elétron,
de forma que o momento de dipolo orbital também ird variar, mas no sentido oposto
ao do campo aplicado. A Figura mostra o comportamento de um material dia-

magnético na presenca de um campo magnético aplicado. A magnetizacao (M )ea
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Figura C.1: Material diamagnético na presenca de um campo externo, H.

suscetibilidade magnética (y) do material serdo, respectivamente [67]:

4dme

. Ne2uo -
M= MOHZRZZCOS?@Z-

4dme

N
Xy = 1o ZR2 cos® 0;, (C.3)

onde cosf; aparece para dar conta da orientacao da oOrbita com relacao ao campo
externo e N é o namero de moléculas por unidade de volume. Da expressao (C.3),
pode-se notar uma suscetibilidade negativa de um material diamagnético. No entanto,
essa expressao ¢ apenas uma aproximacao classica para um problema que é, na verdade,
quantico.

Tratando o problema com o formalismo quantico, temos que a magnetizacao de

um sistema quantico de volume V' em um campo magnético H ¢é definido como:

1 OEy(H)
MH)=—— , C.4
()=~ (1)
onde Fy(H) é a energia do estado fundamental na presenga do campo H. Se o sistema
esté em equilibrio térmico a uma temperatura 7', a magnetizagao pode ser definida como

a média da densidade de magnetizacao de cada estado excitado de energia E, (H):

X, M (H)e P/t

S e—En/kpT g (C.5)

M(H,T) =
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onde

1 OEy(H)
M, H)=——=———. .
() = 3 (o)
A suscetibilidade magnética é definida como
oM
= —. 7
X=op (C.7)

Com uma série de calculos simples podemos encontrar a suscetibilidade de um material

diamagnético [68]:
2

__ N 2
X = 6m627<0|§ijn|0>- (C8)

Aqui, N ¢ o nimero de moléculas e (0] Y, 77|0) é o valor médio da soma dos quadrados
dos raios das oOrbitas eletronicas em torno dos nucleos nos fons. Esta equagao é con-
hecida como a suscetibilidade magnética de Larmor e descreve a resposta magnética de
alguns solidos tais como NcCl, KBr, LiF e dos gases nobres. As suscetibilidades mag-
néticas de materiais diamagnéticos sao, em geral, muito pequenos quando comparados
com o campo externo, sendo da ordem de 1075,

Comparando os valores de suscetibilidades magnéticas pelo formalismo quéantico
com os resultados classicos, vemos que os tltimos sao uma boa aproximacao para os

calculos de suscetibilidades de materiais diamagnéticos.

C.2 Paramagnetismo

uando temos um meio magnético cujos atomos possuem elétrons desempar-
elhado, pode ocorrer o aparecimento do paramagnetismo, ja que os momentos de
dipolos intrinsecos dos elétrons podem se orientar no sentido do campo magnético ex-
terno aplicado. Esta orientacao, em geral, nao ¢ perfeita, uma vez que ela sofre a
influéncia da temperatura do sistema, que tende a destruir o alinhamento. Do ponto
de vista macroscopico, o paramagnetismo ¢é caracterizado por uma resposta linear a um
campo magnético aplicado. Materiais paramagnéticos nao apresentam uma magneti-

zagao espontanea porque colisoes térmicas tendem a desalinhar a ordem, tornando os

LA exigéncia desse desemparelhamento é devido ao Principio da Exclusdao de Pauli, que afirma
que elétrons num dado 4&tomo aparecem em pares com spins opostos, o que neutraliza o momento
magnético total do material. Entao, o paramagnetismo ocorre normalmente em atomos ou moléculas

com um numero impar de elétrons.
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Figura C.2: Representagao de um material paramagnético na auséncia de um campo
externo (& esquerda), e o mesmo material na presenga de um campo externo H (&

direita).

momentos magnéticos atomicos distribuidos aleatoriamente [70]. Na Figura[C.2] pode-
se ver a diferenca entre o comportamento de um material paramagnético na auséncia

e na presenca de um campo magnético externo.

Assim como no caso diamagnético, pode-se fazer uma aproximacao classica para
o estudo do paramagnetismo, entretanto, aqui aparece uma diferenca importante, ja
que os momentos de dipolo magnético possuem valores discretos e bem definidos de-
nominados spins. Essa grandeza nao pode ser explicada em termos classicos. Uma
possivel interpretacao seria considerar o elétron como uma esfera que gira em torno
de si mesma, de modo que a carga do elétron gera uma corrente elétrica e, conse-
quentemente, um momento de dipolo magnético. Entretanto, nao se deve levar essa
visualizacao ao pé da letra, pois o elétron é descrito, quanticamente, em termos de
probabilidades, e imagina-lo como uma esfera é uma descrigao pictérica. Além disso,
supondo que o elétron seja uma esfera de 3 x 1071° m (este valor é, aproximadamente,
o raio classico do elétron, o qual é dado por r, = €2/4negm,.c?, onde m, é a massa do
elétron, gq é a permissividade elétrica do vacuo e ¢ é a velocidade da luz no vacuo), a
velocidade de giro do elétron sobre seu proprio eixo pode ser estimada em 6 - 101° m/s
[69], violando etdo um dos principios da relatividade especial: v = ¢ é a velocidade

limite de propagagao.

Uma anélise cléssica para o paramagnetismo pode ser feita a partir de uma

analise estatistica no Formalismo Canénico da Mecanica Estatistica. A energia de
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interacao relevante no caso dos dipolos magnéticos intrinsecos ¢ dada pela expressao
U=—ji-B (C.9)
que, para o caso de um dipolo magnético elementar, torna-se
E=U,, = —uopuH,, cosf (C.10)

onde H,, ¢ o campo auxiliar molecular, relacionado & indu¢ao magnética por B,, =
woH,,. A partir da analise estatistica do problema, encontramos a suscetibilidade
magnética classica [67]:

Npp?
Xel ipT ( )

E importante notar que a suscetibilidade depende da temperatura de uma forma con-

hecida como lei de Curie, ou seja, como ja foi dito, a temperatura tende a desalinhar a
ordem do sistema. Essa expressao ¢ valida, aproximadamente, quando a temperatura
nao é muito baixa.

A analise quantica do problema também pode ser dada a partir do formalismo
canonico da Mecanica Estatistica, no entanto, os valores dos momentos de dipolo mag-

nético devem ser relacionados ao seu momento angular ¢ através da relagao
i="l (C.12)

ondeY ¢ a razao giromagnética, dada por T = Z=, sendo g o fator de Landé. Tomando
entdo a expressao (C.I0), pode-se determinar a componente do momento de dipolo
magnético na direcao do campo magnético p, = Q“TBJZ, onde a componente J, segue
a regra de quantizacao dada por J, = mh, sendo m um ntmero inteiro que s6 pode
assumir os valores m = —=J, —=J +1...,J — 1, J.

Dessa forma, tem-se que a suscetibilidade magnética é dada, quanticamente,

por:
_ NgPuop3pd(J +1)
Xquant - 3]€BT

que também segue a lei de Curie do tipo inverso da temperatura. E interessante notar

(C.13)

que o caso classico corresponde a tomarmos J — co e concomitantemente pup — 0, de
forma que p%J(J + 1) permanega finito. O motivo para isso ¢ que quando J — oo,
permite-se que o momento de dipolo magnético aponte em qualquer diregao espacial,
que é o que ocorre quando fazemos uma aproximagao classica. Os calculos classico e
quantico para a suscetibilidade paramagnética podem ser encontradas de forma clara

e concisa nas referéncias [5, 67, [68].
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C.3 Ferromagnetismo

E nos materiais ferromagnéticos que o fenémeno do magnetismo se apresenta
mais nitidamente, pois sao esses materiais que apresentam a propriedade de serem
fortemente atraidos por um ifma. A natureza do ferromagnetismo nao pode ser expli-
cada classicamente, pois sua origem ¢é de natureza puramente quantica. Existem dois
tipos de materiais ferromagnéticos: os doces, que apresentam uma magnetizacao que
se comporta de forma praticamente linear com o campo externo, para campos fracos e
moderados, e quando o campo externo ¢ desligado, a magnetizacao também se anula;
os duros, que retém magnetizacao residual mesmo quando o campo externo é retirado.
Tal retencao estd intimamente ligada ao comportamento nao-linear da magnetizacao
com o campo externo nesses materiais. O nome dado a essa propriedade é histerese
magnética.

Para entender o ferromagnetismo, é interessante uma breve revisao de alguns
conceitos quanticos.

Considere os elementos do espaco de Hilbert, H, ® H,, para duas particulas,

escritos sucintamente como:
la™ a™Y ) |a® b)Y (B a5 R W 50 (C.14)
Seja P,) o operador que representa a permutacgao das particulas y e v, entao,
Pluyli™ k) = |, k®) (C.15)

e o segundo membro, por razoes fisicas (Condigdo de normalizagao da fungao de onda),

s6 pode diferir de |5, k*)) por um fator de fase, isto ¢,
U(V)a k(u)> — eia‘j(u)’ k(”)> (C.16)
onde a é uma constante real. Aplicado o operador P*) novamente, temos
Pl 3™ K#) = € Py |j1, k) = e, k1) (C.17)
o que resulta em %@ = 1 = ¢ = 1. Entao (CI5) pode ser escrita como
P(uu)|j(”)> ;{;(V)> — 4__|j(u)’ k(")) (C.18)

ou seja, o vetor de estado para ter significado fisico tem de ser simétrico ou anti-

simétrico com relacao a permutacao de particulas indistinguiveis. Como consequéncia
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de (C18) a base do espago de Hilbert para particulas indistinguiveis tem de ser formada
por vetores simétricos ou vetores anti-simétricos, que podem ser construidos com os
vetores de estado dados em (C.14). Entéao, temos que:

|j(u)7 k(ﬂ))fl — (U(u)’ k(”)> _ |j(V)’ k(u)>)

Sl -

o L on o
j¥, K0S = %(U(”),k‘( N+ 5%, kW) (C.19)

sao os vetores anti-simétrico e simétrico, respectivamente. Essas expressoes tém con-
sequéncias diferentes, pois se o sistema de particulas for descrito por vetores de estado
anti-simétricos, entao cada estado s6 podera ser ocupado por no méximo uma particula.
Este é o Principio de Exclusao de Pauli, mas esse principio nao se aplica a sistemas de
particulas indistinguiveis descritos por vetores de estado simétricos. Para compreender
o formalismo do comportamento de um sistema com N particulas, remetemos o leitor
a referéncia [71].

Como o elétron é descrito por vetores anti-simétricos, eles obedecem ao Principio
de Exclusao de Pauli, logo, dois elétrons nao podem ocupar o mesmo estado quantico.
Assim, considerando dois atomos vizinhos, quando seus elétrons da camada de valan-
cia tém spins paralelos, eles nao podem estar muito proximos um do outro, e nao
podem ocupar o mesmo orbital, no entanto, se os spins forem antiparalelos, eles podem
ocupar o mesmo orbital. Por outro lado, a interacao coulombiana entre dois elétrons
"prefere configuracoes que privilegiam distancias maiores entre os elétrons, o que cor-
responde a termos momentos magnéticos de spin paralelos entre si, de modo que os
momentos magnéticos gerem uma magnetizacao nao nula. Portanto, o mecanismo re-
sponsavel pelo aparecimento do ferromagnetismo sao as fortes interacoes eletrostéticas

de origem quantica, chamadas



Figura C.3: Representagao de um cristal com magnetizacao re



ferromagnetism

anti-ferromagnetism ferrimagnetism
= = = —_— —_— —
-— -— —— -— - -
— — —
- — — -— -— -— -—

Figura C.4: Representacao dos arranjos espaciais dos spins atomicos nos casos: fer-
romagnético, a esquerda; antiferromagnético, no centro; e ferrimagnético, a direita.

Retirado de http://www.geocities.com/castanhola2000/figura.htm

magnetizagao foi proposto por Pierre Weiss, no inicio do século XX, o qual supunha
que cada dipolo magnético de uma rede sofre a agao de um campo efetivo criado pelos
dipolos vizinhos. Entretanto, a origem do campo molecular s6 foi compreendida anos
mais tarde, com o advento da Mecéanica Estatistica Quantica, e esta relacionada com a
diferenga entre as energias eletrostaticas de dois elétrons na situacao de spins paralelos
e antiparalelos. Quando o estado de menor energia corresponde a spins paralelos,
temos o caso do ferromagnetismo. Caso contrério, teremos os casos ferrimagnético
ou antiferromagnético. Atualmente, existem modelos tedricos que tentam descrever
o ferromagnetismo e as transicoes de fase apresentadas por determinados materiais.
Em geral, esses modelos tentam fazer uma aproximagao do campo molecular de Weiss.
Um dos modelos mais famosos e que é base dos modelos de magnetismo nos sélidos ¢é
descrito pelo Hamiltoniano de Heisenberg [4], que ja foi discutido na segao 2.2] .
A suscetibilidade magnética de materais ferromagnéticos acima da temperatura

de Curie, no modelo de Weiss é dada por:

_ 1Ng*uophS(S +1)

3 kp(T—Tp)

onde Ty é a temperatura de Curie, S é o nimero quéntico relacionado ao momento

(C.20)

de dipolo intrinseco do elétron, N é o ntimero de d4tomos ou moléculas e kg a con-
stante de Boltzman. Vé-se assim, que quando 7" — T, a suscetibilidade diverge, e isso
corresponde ao material passar da fase paramagnética para a ferromagnética. Quan-
titativamente, o modelo classico de Weiss reproduz, em certos regimes, fenémenos
associados ao ferromagnetismo. Para maiores detalhes do calculo da equagao (C.20),

o leitor ¢ remetido as referéncias 4] [67].
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Os casos ferrimagnéticos e antiferromagnéticos também podem ser explicados,
numa primeira aproximagcao, pela teoria de Weiss. No entanto, nesses dois casos,
os spins dos elétrons dos atomos vizinhos tendem a se orientar antiparalelamente de
forma que, nos materiais antiferromagnéticos, nao existe magnetizacao espontanea.
No caso dos materiais ferrimagnéticos, apesar de os spins de elétrons adjacentes se
orientarem antiparalelamente, hd uma magnetizacao residual, uma vez eles possuem
magnitudes diferentes. A temperatura na qual um material antiferromagnético se torna
paramagnético, ¢ chamada temperatura de Néel. A Figura[C.4l tras a representacao de
diferentes tipos de arranjos de spins atémicos originados da interagao de troca.

Para o leitor interessado, uma explicac¢ao sucinta e com pouco formalismo matemaético
sobre o magnetismo ¢ feita nas referéncias [1l, [69] nas quais os autores estdo mais inter-
essados nos conceitos e aplicagoes do comportamento magnético de materiais do que

no desenvolvimento das equacgoes relacionadas aos fendmenos aqui discutidos.
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Baixar livros de Literatura

Baixar livros de Literatura de Cordel
Baixar livros de Literatura Infantil
Baixar livros de Matematica

Baixar livros de Medicina

Baixar livros de Medicina Veterinaria
Baixar livros de Meio Ambiente
Baixar livros de Meteorologia
Baixar Monografias e TCC

Baixar livros Multidisciplinar

Baixar livros de Musica

Baixar livros de Psicologia

Baixar livros de Quimica

Baixar livros de Saude Coletiva
Baixar livros de Servico Social
Baixar livros de Sociologia

Baixar livros de Teologia

Baixar livros de Trabalho

Baixar livros de Turismo
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