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Resumo

Programacdo Linear é bastante Util para obter solu¢des étimas de problemas relacionados
com vdrias areas da ciéncia, tais como, engenharia de producdo, industria de alimentos, ciéncias
da saude, mineracdo, transporte, entre outros. Este trabalho faz uma revisao sobre o assunto,
produzindo um texto didatico-cientifico que apresenta uma fundamentacdo tedrica consistente
dos principais conceitos da programacao linear. Trés cédigos computacionais, Lindo, Linprog e
Mosek, sdo comparados considerando o tempo computacional, o nimero de iteracGes e os valores
6timos da funcdo objetivo e das varidveis de projeto. O problema do planejamento 6timo do
transporte de cargas rodoviarias e a otimizagdo de uma rede de distribuicao de agua sao formulados
e solucionados, comparando os valores obtidos com os trés cddigos estudados e também com

resultados da literatura.

Palavras Chaves: Otimizagdo, Programacdo Linear, Método Simplex, Problema de Transporte,

Rede de Distribuicio de Agua.
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SILVA JUNIOR. C. A. ACONTRIBUTION TO THE STUDY OF LINEAR PROGRAM-
MING. 2008. 185 f. M. Sc. Dissertation, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The Linear Programming is quite useful to obtain optimal solutions for problems related to
several areas of science, such as, industrial engineering, food industry, health science, mining,
transport, among others. This work makes a review about linear programming, producing
a didactic-scientific text that presents a consistent theoretical base of the main concepts of
linear programming. In this study three computer codes, Lindo, Linprog and Mosek, are compared
considering the computacional time, the number of iterations, the optimal values of the objective
function and the design variables. The problem of the optimal planning of goods transportation
and the optimization of water distribution networks are formulated and solved, by comparing the

values obtained with the three studied codes and also with results found in the literature.

Keywords: Optimization, Linear Programming, Simplex Method, Transport Problem, Water Dis-

tribution Network.
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Introdusao

A Programacgao Linear surgiu na dltima metade do século vinte, sendo uma técnica de
otimizagdo significativamente completa, apresentando cédigos capazes de resolver problemas com
grande nimero de restricdes e varidveis de projeto. O problema de otimizar uma fun¢ao linear
sujeita a restri¢Oes lineares teve a sua origem nos estudos de Fourier sobre Sistemas de Inequacdes
Lineares, em 1826. No entanto, apenas em 1939 Kantorovich mostrou a importancia pratica destes
problemas, apresentando um algoritmo para sua resolugdo. Além de apresentar um documento com
fundamentac3o tedrica, Kantorovich apresentou exemplos para a aplicagao da Programacao Linear,
sendo que a idéia fundamental para cada exemplo era maximizar a producdo utilizando de forma
6tima os recursos disponiveis. Infelizmente, durante vérios anos, o trabalho de Kantorovich foi
insuficientemente conhecido por toda a Europa. A divulgacido deste trabalho no ocidente apenas
ocorreu depois de 1950. O problema de otimizar uma funcdo linear, sujeita a restricdes lineares,
teve o seu auge com George Dantzig na década de 1940, consultor de matematica do US Air
Force Comptroller, e com o prémio Nobel da Economia George Stigler, que formulou o problema
das dietas como um problema de mistura de componentes. Dantzig ndo sé formulou o problema
de programacdo linear, mas também criou o Algoritmo Simplex para a solu¢do do mesmo, em
1947. Ainda em 1947, Koopmans mostra que a programacao linear é um modelo apropriado para
a andlise da teoria economica classica. Entretanto, nos EUA, Frank L. Hitchcock apresentou o que
é hoje a formulacao base do problema de transporte. Independentemente, o professor Koopmans
formula o mesmo problema relacionando-o com o seu trabalho na “Combined Shipping Adjustment
Board”. Por isso, o problema de transporte é referido, na literatura cientifica, como o problema
de transporte de Hitchcock ou como problema de transporte de Hitchcock-Koopmans. Em 1956,
Alex Orden prop0s a generalizagdo do modelo de transporte em que eram permitidos pontos de
transbordo de carga. Esta formulagdo é conhecida hoje como um problema de transbordo sem
limite de capacidade. Ao mesmo tempo, o problema de fluxos mdximos e o problema do fluxo do
custo minimo em rede foram formulados e investigado pela famosa equipe de Lester Ford e Delbert

Fulkerson. Entre 1950 a 1965 muita atividade foi dirigida para o desenvolvimento de algoritmos
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para modelos de programacao linear em rede. Os algoritmos desenvolvidos podem ser classificados
em duas classes: 1) Especializacdo do Método Simplex; 2) Método Primal-Dual. A especializagdo
primal simplex comegcou com o trabalho de Dantzig e atingiu o apogeu com o documento de El-
lis Johnson. O método primal-dual, originado com o algoritmo do hingaro Harold Kuhn para o
problema de atribui¢do, é concluido com o algoritmo da condi¢cdo de Delbert Fulkerson em 1961.
Como resultado desta atividade de investigacdo, desenvolveu-se uma eficiente implementagao das
técnicas basicas, a particularizagdo dos cédigos de programacio linear em rede, melhorou o de-
sempenho dos procedimentos para a resolucao de problemas de programacao linear em rede. O
primeiro problema de tamanho considerdvel, resolvido pelo Algoritmo Simplex, foi o das dietas
de Stigler com nove equagles e setenta e sete varidveis ndo negativas, gastando 120 horas nas
calculadoras existentes na época e menos de um segundo nos atuais computadores pessoais. Em
1975, a Academia Real de Ciéncia atribuiu o prémio Nobel da Ciéncia em Economia a Kantorovich
e Koopmans pelas suas contribuicoes para a teoria da alocacdo de recursos, considerando a con-
tribuicdo de Dantzig mais no ambito matematico. No entanto, Danzig permanecera na histéria da
formulagdo da programacao linear como um de seus arquitetos fundamentais. Outras informagdes

pode ser obtida em Sousa (2003).

Atualmente, sdo estudados na programacdo linear, problemas ligados a diversos setores.
Por exemplo, na minera¢do Costa e Pinto (2005) determinam o ritmo de lavra de cada frente,
considerando a alocacdo de equipamentos de carga e transporte, de modo a fornecer a usina de
beneficiamento uma alimentacao adequada. Problemas ligados a industria de alimentos, como visto
em Melo et at. (2004), onde sdo construidos modelos em programagio linear e ndo-linear visando
otimizar o processo de fabricacdo do biscoito cracker. Podem ser aplicados a problemas médicos,
como o apresentado por Barboza e Oliveira (2006), que desenvolveu o estudo na implementa¢éo de
métodos de pontos interiores especificos para o problema de planejamento do tratamento de cancer
por radioterapia. Outro aspecto importante é o estudo do fendmeno de ciclagem em problemas
de programagdo linear, como visto em Zornig (2006a) e Zornig (2006b), onde sdo apresentadas
condicOes necessarias e suficientes para a ciclagem. Esta teoria apresenta a construcao sistemdtica
de exemplos de ciclagem. Estas sdao algumas, dentre tantas outras, aplicacoes da programacao

linear.
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Para resolver problemas de programacao linear o uso de cédigos comerciais é de grande
utilidade. Existem vérios cédigos livres quanto comerciais, como por exemplo o MOSEK (Mathe-
matical Optimization Software Specified, Mosek (2006)) e o Linprog (Linear Programming), ambos
utilizando o Software MatLab, MathWorks (2006), o cédigo LINDO (Linear, Interactive and Dis-
crete Optmizer, Prado (1999)), o LINGO, o CVX, o ProLin V1.0, entre outros. E importante
ressaltar, também, que a programacao linear é a fundamentacao basica de alguns métodos diretos

(que trabalham diretamente com as restri¢des) da programagdo n3o linear como, por exemplo, o

método da diregdes vidveis ou o método da programacgdo linear seqiiencial (SLP).

Varios métodos de otimizagao estao sendo estudados na Universidade Federal de Uberlandia,
por pesquisadores do programa de pds-graduacao em Engenharia Mecanica nos ultimos 20 anos.
A seguir alguns destes trabalhos sdo citados: Faria (1991) apresenta uma contribuicdo aos pro-
cedimentos de otimizagdo aplicados a sistemas mecanicos; Assis (1993) faz a otimiza¢do multi-
critérios de maquinas rotativas; Braga (1998) apresenta um estudo sobre o uso de algoritmos
genéticos para aplicagdo em problemas de otimizacdo de sistemas mecanicos; a otimizagdo de
sistemas mecanicos, como uma ferramenta de engenharia de concepgdo é apresentada por Choze
(1998); a otimizagdo de trajetdrias de robds manipuladores na presenga de obstdculos foi estudado
por Saramago (1998); Pereira (2003) estuda técnicas de otimizagdo discreto-continuas aplicadas
ao controle de vibragdes em estruturas inteligentes; Oliveira (2005) faz uma contribui¢cdo ao estudo
dos métodos de otimizagdo multi-objetivo; Oliveira (2006) apresenta um estudo, com aplicagdes,
da evolugio diferencial; Santana (2007) trabalha com modelagem numérica e otimizagdo de Shunts
Piezelétricos aplicados ao controle passivo de vibracoes, entre outros. Porém, ainda nao tinha sido
feito um trabalho relacionado a programacdo linear. Como este é um assunto importante, este

estudo procurara fazer uma contribuicdo sobre o assunto.

Este trabalho apresenta uma revisao sobre programacao linear, fazendo uma fundamentacao
tedrica consistente do assunto. Um dos objetivos deste estudo é a producao de um texto didatico-
cientifico, de forma a contribuir para a producdo bibliografica em lingua portuguesa sobre o tema.
Neste sentido, o estudo da obra de Bertsimas e Tsitsiklis (1997) foi essencial, pois trata-se de
um texto que preocupa-se em apresentar os conceitos de forma completa e bem fundamentada.

Outra contribuicdo desta pesquisa é comparar trés cédigos: Lindo, Linprog e Mosek, escolhidos
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por serem de facil acesso e simples implementacdo. Com estas finalidades sdo estudados dois
problemas praticos: o planejamento étimo de transporte de cargas rodovidrias e a otimizacdo de
uma rede de distribuicdo de agua. Os resultados obtidos sdo comparados considerando o tempo
computacional, o niimero de iteracbes e os valores 6timos encontrados para a funcdo objetivo e
suas variaveis de projeto.
De forma a facilitar a compreensao do leitor, o texto é organizado da maneira a seguir:
v'Capffitulo 01: é apresentado os conceitos iniciais sobre Teoria de Conjuntos e Algebra Linear,

além de mostrar a definicdo de aplicacdo linear, fun¢des concavas e convexas;

v Capffitulo 02: faz uma breve introdugdo aos problemas de Programacdo Linear; apresentando
as definices e teoremas, junto com alguns exemplos que sdao importantes para o desenvolvimento

do conhecimento;

v Capfitulo 03: trata das propriedades geométricas basicas do Poliedro, focando-se na definicao
de pontos extremos e de sua existéncia, e também enfatizando a interacao entre os pontos de vistas

algébricos e geométricos;

v Capfitulo 04: completa o estudo do Método Simplex, apresentado um algoritmo que repre-
senta uma iteracdo do método, também é apresentado a Tabela Simplex, problemas relacionados

com a escolha do Pivs, método simplex revisado e das duas fases;

v'Capffitulo 05: trata do Método Simplex Dual, fazendo a constru¢do do dual através do primal

e apresentando os conceitos bdsicos para a formulacdo do problema;

v'Capffitulo 06: apresenta um problema relacionado a transporte de determinados tipos de de-
mandas, onde s3o estudados todos os detalhes do problema e onde também s3o feitos comparagoes

das solugdes obtidas pelos cédigos em estudo;

v Capffitulo 07: apresenta um problema relacionado a redes de distribuicdo de dgua, compara-
ndo com os resultados obtidos com os cédigos estudados e com a literatura.
Para encerrar sdo apresentadas as conclusdes do estudo, como também apontamentos para

novas pesquisas.



Capitulo 1

Definicoes e Notacoes

Na primeira parte deste trabalho sdo apresentadas as notacdes, definicdes e, até mesmo, sdo
apresentados alguns teoremas simples envolvendo a teoria de conjuntos, matrizes, determinantes
e algebra linear, que sdo necessdrios para desenvolver a base deste trabalho. E claro que ndo
é apresentado um curso completo da teoria de conjuntos, nem mesmo de algebra linear, porém
acredita-se que os conceitos necessarios para um bom entendimento do texto s3do apresentados
nesta introducdo.

Como um dos objetivos deste trabalho é apresentar um texto que sirva de referéncia para
os mais diversos tipos de leitores, o excesso de detalhe apresentado neste capitulo ndo pode ser

omitido.

1.1 Conjuntos

Um conjunto é uma reunidao de todos os elementos que apresentaram, ao mesmo tempo,

um certo tipo de caracteristica. Por exemplo, se é tomado



22 CAPITULO 1. DEFINIGOES E NOTAGOES

S = TXjX seja vogal do alfabeto ardbicog. Quando um conjunto tem um ndmero finito de elemen-
tos representa-se a sua cardinalidade (o nimero de seus elementos) por jSj. Entre as opera¢des

envolvendo conjuntos, a unido, interseccao e a diferenca necessitam de referéncia.

Definigcao 1.1.1. Diz-se que um conjunto é a uniao de S com T, e escreve-se S T, se ele

€ o conjunto formado por todos os elementos que ou pertencem a S ou pertencem a T, isto é,

0
S
S T=1xjx2 S oux2Tyg.

i T
Definicao 1.1.2. Diz-se que um conjunto é a interseceao de S com T, e escreve-se S T,
se ele € o conjunto formado por todos os elementos que pertencem a S e pertencem a T ao

T
mesmo tempo, isto 6, S T =1FTxjx2 S ex2 Tg.

Definicao 1.1.3. Diz-se que um conjunto é a diferensa de S com T, e escreve-se ST, se ele

€ o conjunto formado por todos os elementos que pertencem a S e nao pertencem a T, isto €,

ShnT=1fxjx2 S exg T9g.

Muitas vezes trabalha-se com conjuntos que representam partes de um dado conjunto, por
isto, a notacdo S T representa o fato que S é um subconjunto de T, ou seja, todo elemento de
S também é elemento de T. Observe que a igualdade acontece quando todos os elementos de
T também s3o elementos de S. Caso a igualdade n3o acontega, diz-se que S é um subconjunto
préiprio de T, e a notacdo usada é S% T. Ainda existem conjuntos que n3o possuem elementos,
e a notacdo usada para representar este conjunto é ;. Tem-se também que os simbolos 9 e 8
representam “existe” e “para todo”, respectivamente.

O conjunto dos nlmeros reais é representado por R, sendo que quando é necessario
representar apenas um intervalo, usa-se S = [a; b] para representar um conjunto fechado S = fx 2
Rja = X = bgeusa-se S = (a;h) para representar um conjunto aberto S =fx 2 Rja < x <bg.

Se existe a necessidade de representar um intervalo misto, pode-se usar as duas notagdes em
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conjunto. Por fim, o conjunto de todas as n-uplas (X1; Xz;¢¢¢ ; X,,) de nimeros reais é o conjunto

R".

1.2 Vetores e Matrizes

Um vetor é definido como sendo qualquer segmento de reta orientado. Logo, é facil ver
que todo vetor possui uma magnitude, também chamada de norma, uma direcao e um sentido.
Neste texto é feito um estudo algébrico dos vetores, por isto os vetores sao representados por

coordenadas, ou seja, pensa-se que cada vetor V tem como origem o ponto O = (0;0;¢¢¢;0) e
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2
a;; app e ag,
a a ¢ttt ag,

Amn = E R £ (1.3)

Am1  Am2 cee Amn

e a sua ordem é mxn.

Uma matriz que tem apenas uma linha é chamada de matriz linha e a matriz que possui
apenas uma coluna é chamada de matriz coluna, dai conclui-se que um vetor é representado por
uma matriz coluna. Quando m = n, diz-se que a matriz é uma matriz quadrada, e por simplici-
dade diz-se que a ordem da matriz é n. Uma matriz sempre é representada por letras maitsculas,
enquanto um vetor é representado por uma letra mindscula em itdlico. Outra maneira de se repre-
sentar uma matriz é pela notagdo [A];;, onde I representa a linha do elemento e o j representa a

coluna. O vetor O é chamado de vetor nulo, enquanto que a matriz

0 ¢e¢

2
o= § Z; (1.4)

0 ce¢

é chamada de matriz nula. O i-ésimo vetor unit§rio é o vetor onde a i-ésima coordenada vale 1 e

as outras coordenadas valem zero, assim,

., 4
T 06t 0 iy 0ttt O . (1.5)

i-ésima posigao

D

Por outro lado, a matriz identidade é a matriz cujos elementos da diagonal principal valem 1
(elementos da diagonal principal sdo os elementos onde i = j) e os demais elementos valem zero.

Para exemplificar, a matriz identidade de ordem 4, que é representada por 14, é a matriz:
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2 3
1000
0100
I, = (1.6)
0010
0001

Outro conceito muito usado, é o de matriz transposta. Define-se a transposta de uma
matriz A, e escreve-se AT, como sendo a matriz onde cada linha da primeira é representada pela
coluna da segunda, isto é, [AT];; = [Al;;. Logo, pode-se observar facilmente que na Eq. (1.2) foi
usado a notacdo de transposta de uma matriz para o vetor V.

Agora, se X e Yy sdo dois vetores no R", entdo deve-se tomar 0 produto interno entre x e y

como sendo o produto matricial da matriz linha X' com a matriz coluna y, ou seja:

h i Y1 >
<xy>=x"ty= x, ¢t x, t@ I Z=  Xy: (1.7)

A notacao usada para representar o produto interno é < X;y >.
Se dois vetores sdo ortogonais, entdo tem-se que o seu produto interno vale zero. E fécil
perceber que < X;x >, 0, e a igualdade ocorre se, e somente se, X = 0. Para calcular a norma de

um vetor X, que é representado por kxk, é usada a norma euclidiana, ou seja, é usado a norma

kxk = Io< Xy >: (1.8)

Uma desigualdade também muito utilizada é a desigualdade de Schwartz (para ver uma

demonstragdo desta desigualdade consulte Coelho e Lourengo (2005)), sendo dada por:

ixTyj = kxkkyk: (1.9)

com igualdade acontecendo se, e somente se, um dos vetores é muiltiplo escalar do outro.
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Muitas vezes é necessario falar de uma determinada coluna de uma matriz ou de uma
determinada linha, por isto estabelece-se a seguinte nota¢do: quando estiver sendo feita alguma
referéncia a J-ésima coluna de uma matriz A, escreve-se A;, e quando estiver sendo feita referéncia
a i-ésima linha de A, escreve-se a;.

Para finalizar, diz-se que um vetor X , 0 (respectivamente, X > 0) quando X; , O
(respectivamente X; > 0), 8 i 2 f1;¢¢¢ ;ng. A mesma notagdo é usada para matrizes, ou seja,
A , 0 (respectivamente, A > 0) quando a;; , O (respectivamente a;; > 0), 8 i 2 f1;¢¢¢; mg
e 8 2 fl1;tt¢;ng. Outros detalhes sobre o estudo de matrizes sdo dados em Hoffman e Kunze

(1979).

1.3 Matriz Inversa

Uma matriz quadrada de ordem n é dita ser invertivel, se existe uma matriz B, também de
ordem n, tal que AtB =B ¢A = 1. Tal matriz B é chamada de a inversa de A e é representada
por A=, E facil ver que (A"1)"! = A, e que (AB)™* = B~ t A~!. Os métodos de se obter a
matriz inversa pode ser encontrado em Hoffman e Kunze (1979).

Diz-se que os vetores X;; X2; 6 ¢¢ ; X; sdo Linearmente Dependentes (LD) se existem escalares

ai;an; (e ;a,, nem todos nulos, tais que

ax; =0; (1.10)

caso contrdrio eles sdo chamados de Linearmente Independentes (LlI).
Seja A uma matriz invertivel e quadrada. Usando as férmulas de Cramer, que pode ser

visto em Hoffman e Kunze (1979), é ficil obter a solugdo do sistema

Ax=h (1.11)

pois
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x=A""h: (1.12)

Existe uma ampla bibliografia disponivel a respeito de solucao de sistemas lineares, por

exemplo Hoffman e Kunze (1979), Coelho e Lourengo (2005), lezzi e Hazzan (2001).

1.4 Bases e Subespacos

Um conjunto S do R™ é chamado de subespaso de R", se 8 X;y 2 S e cada a;b 2 R
tém-se que ax + by 2 S. Se S & R", entdo diz-se que S é um subespaso priprio do R". Uma
observacao importante é que qualquer subespaco obrigatoriamente possui o vetor nulo, pois basta
tomar a e b como sendo zero.

Um conjunto S do R™ é dito ser um subespaso finitamente gerado pelos vetores X;;6¢¢ ; X;,

e usa-se a notacdo hSi, se todos os vetores de S s3o da forma:

a;x;; (1.13)

onde cada @; é um ndmero real qualquer, ou seja, cada vetor y 2 S é uma combinagdo dos
vetores X;;00¢ ;X;, e por isto o vetor y é chamado de uma combinasao linear de x;;¢¢¢ ;X,. Para
completar esta definicao, é apresentado um dos conceitos mais importante sobre subespacos, que
é o conceito de base. Uma base de um subespaco S do R”, com S & f0g, é uma colegdo de

vetores LI xy;¢¢¢ ; X0, que gere também um subespaco igual a S, ou seja,

S = hfxy;0¢¢ ; x,; Ol (1.14)

Qualquer base de um subespaco dado tem o mesmo nimero de vetores LI e como neste
trabalho é considerado apenas subespaco finitamente gerado, este nimero de vetores é chamado
de dimensao do subespaso. Para exemplificar isto, tem-se que a dimens3o do espaco R™ é n e,
por isto, todo subespaco préprio do R™ tem dimensao menor do que N. Pode-se tomar qualquer

reta que passa pela origem como sendo um subespaco préprio do R";n > 1. Facilmente pode-se
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observar que o conjunto S = f0g é um subespaco, e ele é chamado de subespago nulo e a sua
dimensao, por definicdo, é zero. Se S é um subespaco préprio do R", entdo existe um vetor nao
nulo a que é ortogonal a S, isto é, a’x = 0;8 x 2 R™. Generalizando, se S tem dimensdo m < n,
entdo existem N j M vetores LI que sdo ortogonais a S. Nas referéncias Coelho e Lourengo (2005)

e Hoffman e Kunze (1979) pode-se encontrar um estudo completo envolvendo bases e subespagos.

Teorema 1.4.1. Suponha que o subespagco S gerado pelos vetores X1;00¢ ; X, tenha dimensao
m, entao:

a) existe uma base de S constituida de m dos vetores Xq;¢0¢ ;X;;

b) se t < m e Xq;0¢¢; X, sao LI, pode-se formar uma base de S iniciada por Xi;¢0¢ ;X e

acrescentando m j t vetores Xpy1; 000 ; Xy, .

Demonstragao 1.4.1. a) Suponha que t > m e seja X;; um dos vetores geradores de S. Se
nao existe outro vetor que seja LI com este tem-se que todos os vetores V de S sao da forma
V = aiX;,, onde a; € uma constante, logo a dimensao de m é 1. Se m & 1, entao existe
um vetor X;,, que € LI com X;,, e supondo que nao existe outro vetor que seja LI com estes,
tem-se que todos os vetores V de S sao da forma Vv = a;X;, + a2X;,, onde a;; 1 2 1,29 sao
constantes, e consequentemente M = 2. Logo, repetindo este argumento M vezes tem-se que
existe M vetores LI de X1;80¢ ;X; que geram S, logo estes formam uma base para S. Se t =m,
entao tem-se que M wetores geram um subespaco S de dimensao M, logo estes vetores sao LI
pois, caso contrdrio, eles nao geram S. Por isto, tem-se que Xq;¢¢¢ ;X,, € uma base para S.

Agora se t <m, aplica-se (b) e o resultado estard completo.

b) Como X1;0¢¢;X; sdo LI e m > t tem-se que S nao é gerado por Xi;t¢¢;X; pois, caso
contrdrio, a dimensao de S seria t. FEntao, existe um wvetor Y, em S tal que o conjunto
X1; 000 ;X; Y19 seja LI, logo se t+1 = m, entdo este conjunto é uma base para S. Caso
contrdrio, existe um vetory, em S tal que o conjunto TX1;00¢ ;Xs;Y1;Y-0 seja LI Set+2 =m,
entdo este conjunto € uma base para S. Caso contrdrio, pode-se repetir o argumento m j t

vezes até encontrar a base desejada, o que termina a demonstracao.
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|

Pensando em forma de matriz pode-se tomar as seguintes definicdes: o espago coluna de
uma matriz A de dimensdao mxn é o subespaco do R™ gerado pelas colunas de A. De maneira
analoga, tem-se que o espaego linha de uma matriz A de dimensdo mxn é o subespaco do R"
gerado pelas linhas de A. A dimensao do espaco linha e o espago coluna é a mesma, sendo este
fato demonstrado em Hoffman e Kunze (1979), e este nimero é chamado de posto da matriz A.
E obvio que posto(A) = fm; ng.

Para finalizar, é dado a definicdo de niicleo e imagem: o conjunto Nuc = fx 2 R™jAx = 0g
é chamado de Nfjcleo de A e o conjunto Im = fy 2 R"jJAx = yg é chamado de Imagem de A.
Tem-se que a dimensao do posto de A é a dimens3o da imagem de A e, pelo teorema do nicleo
e da imagem tem-se que dimensao(Nuc) = m j posto(A), em Coelho e Lourengo (2005) esta

demonstracao é apresentada.

1.5 Subespaco Afim

Seja S” um subespaco do R™ e seja X, algum vetor também do R”. Se é tomado o conjunto

S=S"+x,=fx+x,:8x2 S%; (1.15)

que geralmente ndo é um subespaco, visto que o vetor nulo nem sempre pertence a este conjunto,
ent3o ele é chamado de subespago aflm de S°. A dimens3o do subespaco afim S é definida como
sendo a mesma do subespaco S°.

Sé para ilustrar, seja Xo; Xq;¢¢¢ ; X; alguns vetores no R™. Considere o conjunto S formado

por todos os vetores vV da forma

V=2Xg+ 51X + 000+ X (1.16)

onde ,q;¢6¢ : ,, s3o escalares arbitrarios. Se S” = hxy;¢¢¢ ; x,i, tem-se que S é o subespaco afim

SO+ Xo, finitamente gerado. Se a dimensdo de SY é k ent3o a dimensdo de S também é k.
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1.6 Aplicacao Linear

Seja T uma aplicacdo de S em T. Ent3o, se a aplicacdo T satisfaz a relacido

f(ax+by) = af(x) + bf(y);8x;y 2 R";a;b 2 R (1.17)

ela é dita ser uma aplicasao linear. Pode-se pensar que em uma aplicacdo linear operacbes no
dominio levam as mesmas operagdes na imagem, por isto, pode-se escolher fazé-las “antes” ou
“depois” de se efetuar a aplicacao.

Para exemplificar isto, tome como exemplo a aplicacio f : R*> ¥ R dada por

f(x;y;z) =x+y+z: (1.18)

E facil ver que esta aplicacdo é linear, pois se @ 2 R, X = (X;;y1;Z1) 2 R¥ ey =

(X2; Y2;Z2) 2 R? entdo,

f(ax +y) = f(ax; + Xq;ay; +VYs;az; +25) = (axy + X)) + (ay; +Y,) + (azy +25) =

=a(X; +y; +21) + (X +y2 +29) = af(Xq;y1,21) + F(Xo Y2, 20) = af(x) + F(y):  (1.19)

Logo, T é uma aplicacdo linear.

1.7 Funcgao Convexa, Maximo e Minimo (Local e Global)

No estudo dos métodos de otimizagao, muitas vezes é necessario trabalhar com um tipo
especial de funcdo, que sdo as chamadas fungees convexas. Por isto, é apresentada agora, a

definicao formal da mesma.

Definigao 1.7.1. Seja £ : R ¥ R uma fung¢do. Assim:
a) ela € chamada de fun¢ao convexa se, para cada X;y 2 R™ e para todo , 2 [0;1], tem-se

que
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FOx+@i.y =T+ .)fY) (1.20)

b) ela é chamada de fungdo céncava se, para cada X;y 2 R™ e para todo , 2 [0;1], tem-se

que

FOGx+@i.y) . .TO+@Q i .)fy): (1.21)

Note que se X;y 2 R™ e se , varia em [0; 1], entdo os pontos da forma ,x+ (1 j ,)y
sao os pontos que pertencem ao segmento de reta com extremidades X e Y. E ficil ver que se T
é uma fungdo linear a desigualdade da parte (a) da definicdo deve ser tomada como igualdade. A
desigualdade, portanto, quer dizer que quando se restringe a atencao aos segmentos de reta ligando
qualquer dois pontos da imagem da funcdo, o gréfico da referida funcdo estd sempre abaixo do
grafico que representa o segmento de reta ligando os mesmos dois pontos. Para um exemplo,
tome a Fig. 1.1. Observe que quaisquer dois pontos que forem tomados no grafico da fungdo, o
segmento de reta ligando os mesmos dois pontos estd acima do grafico da funcdo, mostrando que
ela é uma funcdo convexa. J4, na Fig. 1.2, observe que quaisquer dois pontos que forem tomados
no grafico da funcdo, o segmento de reta ligando os mesmos dois pontos estd abaixo do grafico

da funcdo, por isto ela é uma funcdo céncava.

Figura 1.1: Representasao Gr§flca de Figura 1.2: Representasao Gr§flca de
uma funsao convexa. uma funeao cOncava.

Facilmente pode-se demonstrar que uma funcdo T é convexa se, e somente se, a funcio
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i T é concava. Agora, seja T a fungdo dada por

f(X) =ay+ a; X; (122)

onde ag; ay;00¢ ;a, sdo escalares. Esta funcdo é chamada de funsao aflm. E facil ver que a funcdo
afim é linear se ay = 0 e, por conseqiiéncia, ela é ao mesmo tempo concava e convexa. Mais
ainda, as fungdes lineares sdo as tnicas que gozam desta propriedade.

Seja f : R” ¥ R a func3o definida por

f(x) = max(Cl'x + d;): (1.23)

onde Cy;¢¢¢ ;C,, sdo vetores do R™, e dy;t¢¢ ;d,, sdo escalares. Para provar que tal funcdo é

convexa é proposto o resultado a seguir.

Teorema 1.7.1. Sejam fi;¢¢¢;f, : R* ¥ R func¢des converas. Entdo a funcdo definida

como

T(xX) = max f;(x) (1.24)

também € convexa.

Demonstragao 1.7.1. Seja X ey no R™ e seja , 2 [0;1]. Dai, tem-se:
FOXx+ Q@0 ,)y =maxfi(,x+ (11 ,)y) = max(,fi(x) + (L i ,)fy) =T+ i ,)f(y).

O

Uma func¢do dada pela Eq. (1.23) é chamada de fungao linear convexa por partes, e esta
funcdo é usada para aproximar uma funcdo geral. Talvez o exemplo mais simples deste tipo de

funcdo seja a fungdo médulo, definida pela Eq. (1.25).
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f(X) = jxj = maxfx; j xg: (1.25)

Para finalizar esta secdo, juntamente com este capitulo, é apresentado o conceito de

minimos e maximos, tanto global como local.

Definicao 1.7.2. Diz-se que um vetor X 2 R™ é um ponto de minimo local de uma funcao
se F(X) = T(y); 8y, numa vizinhanca de X. Ele é chamado de um ponto de m§nimo global de
uma funcao T se T(X) = f(y);8y 2 R".

Definigao 1.7.3. Diz-se que um vetor X 2 R™ é um ponto de m§ximo local de uma funcdao f
se £(X) , T(Y);8 Y, numa vizinhanca de X. Ele é chamado de um ponto de m§nimo global de
uma funcao £ se £(X) , F(y);8y2R".
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Capitulo 2

Problemas de Programacao Linear

Nesta secdo é apresentado o Problema de Programacao Linear, alguns exemplos e uma

maneira de obter, graficamente, solu¢des de problemas de programacao linear.

2.1 Problema Geral de Otimizacao

Um problema geral de otimizaeao visa minimizar ou maximizar uma fun¢do, chamada de
funeao objetivo, sujeita ou n3o a restricGes que podem ser restricGes de igualdade e desigualdade.
De uma maneira geral, tem-se que a funcao objetivo e as funcbes de restricdes podem ser lineares
ou ndo-lineares, funcdes de uma dnica variavel ou de varias varidveis, podem ser explicitas ou até
mesmo implicitas. Assim, para construir a definicdo geral de um problema de otimizag3do, considere

a definicdo de uma fungao objetivo.

Definicao 2.1.1. Seja F uma funcao tal que F : = ¥ ““ onde ® % R™ e ““ % R". As-
sim, tem-se que F, chamada de funsao objetivo, € representada através das suas fungoes
coordenadas, isto €,

h ir

F(X)= f,(x) f(x) tt¢ F,(x) (2.1)

sendo que cada uma das suas fungoes coordenadas € uma funcao f; : = ¥ >;1 2 F1;0¢¢ ;ng,

35
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onde ™ % NR™ e > % R.

Tem-se que cada uma das fungdes coordenadas f;; 12 f1;¢¢¢ ; ng também é uma fungao

com qualquer lei de formacdo e, se i & J, ndo é necessario que T; e f; sejam de mesma natureza.

Defini¢ao 2.1.2. Sejam F : "1 ¥ **, G; 1 "5 @ *5 Hy: "3 ¥ “*3 onde F;G; e Hy sdo

fungées como na Eq. (2.1), sendo "1; "9; "3 % R™ e ““1;“3; ““3 %0 R™. Entao um problema

geral de otimizaeao ¢ definido como na Eq. (2.2),

MANIMizar ou Mmaxrimizar: s F(X) =[fi(x) ¢t F,00]1F (Vetor das Fungoes Objetivo)

% Gi(x)=0 j = 1, ttt; s (restricoes de desigualdades)

sujeito a: = H.(x)=0 k = 1; ¢tt; t  (restrigoes de igualdades)
- X ex,ext i o= 1; ¢t¢t; m (restrigoes laterais)
(2.2)

sendo que o vetor das vari§veis de projeto, ou vetor das vari§veis de decisao, ¢ dado pela Eq.

(2.3).

X = X; Xo Ct¢ X, (2.3)

2.2 O Problema de Programacao Linear

Um Problema de Programasao Linear (PPL) visa otimizar uma fungdo objetivo, também
chamada de funsao custo, sujeita a restricdes de igualdade e de desigualdade, sendo que todas as
funcdes envolvidas, seja a funcdo objetivo ou as func¢des de restricdo, sdo funcdes lineares.

O vetor das varidveis de decisdo, dado pela Eq. (2.3), que satisfaz a todas as restricdes
é chamado uma solusao vi§vel ou um vetor vi§vel. O conjunto de todas as solugdes vidveis é
chamado de conjunto vi§vel ou regiao vi§ivel. Se N = f1;¢¢¢;ng e j @ N entdo diz-se que X; é

uma vari§vel livre ou que ela é nao-restrita.
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De um modo geral, num PPL é dado um vetor, chamado de vetor custo

2 3
C1
C
c= _2 ; (2.4)
Cm
e tenta-se minimizar a fungao
>
F)=c'x= cx; (2.5)
i=1
sobre todos os vetores m-dimensionais
2 3
X1
Xo
X = E C 4 (2.6)
Xim

sujeita ao conjunto de restricdes lineares de igualdades e desigualdades. Dai, a funcdo F(X) = ¢”x
é chamada de funsao custo. Uma solucdo vidvel X* que minimiza a funcdo custo, isto é, uma
solucdo que forneca c’'x* = c'x para todo X vidvel, é chamada de solusao vi§vel §itima, ou sim-
plesmente, uma solusao §itima e o valor c”'x* é chamado de custo §itimo. Por outro lado, se para
cada k 2 R for possivel achar uma solucdo vidvel X cujo custo seja menor do que K, entdo diz-se
que o custo 6timo é j L, ou que ele é ilimitado inferiormente. Deve-se observar que ndo existe
necessidade de se estudar problemas de maximizacdo separadamente, visto que maximizar uma
funcdo custo F(X) = ¢ x é o mesmo que minimizar a funcdo custo G(x) = jc’x.

Para escrever um PPL em linguagem matricial, observe que uma restricdo de igualdade
a;,X = b; é equivalente a duas restricGes de desigualdades a;,x , b; e a,Xx = b;. Ainda, tem-se que,

toda restricao da forma ;X = h; pode ser reescrita como ja;X , ib;. Por fim, pode-se observar
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que, todas as restricdes da forma X; = 0 e X; , 0 s3o casos especiais de restricdes a;,X , b;, onde
a; € o i-ésimo vetor unitdrio e b; = 0. Com isto, é possivel representar um PPL na forma geral
exclusivamente em termos de restricGes de desigualdades a;,x , b; e, conseqlientemente, na forma
de representacdo matricial. De fato, suponha que exista um total de m restricbes do tipo a;x , b;,

seja

z; (2.7)

e seja A a matriz de dimensdao mxn cujas as linhas s3o os vetores de restricao, ou seja,

2 3

A= _ : (2.8)

Ent3o, as restricdes a;,X , b; podem ser expressas da maneira compacta Ax , b, e o PPL

€ reescrito como:

minimizar F(x) = ¢’x
X (2.9)
sujeito a Ax , b

Uma interpretacdo das desigualdades do tipo Ax , b é que para cada i 2 f1;¢¢¢ ;mg, a
I-ésima componente do vetor AX, que é a;X, é sempre maior ou igual a i-ésima componente b; do

vetor b. Para um melhor entendimento do que foi exposto, considere o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.1. Seja o sequinte PPL:
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minimizar : s F(X) = 2X; j Xg +4X3
X1 + X + X4 = 2
% Xy i X3 =5
sujeito a Xgs + X4 o, 4
% X3 . 0
- X3 0

FEscrevendo de forma matricial, conforme Eq. (2.9), obtém-se:

h i
"= 2 j1 40 ;

a matriz A formado pelas restricoes é dada por:

2 3
il i1 0 ;1
0 3 i1 O
0 i3 1 O
A= ;
0O 0 1 1
1 0 0 O
0 0 §1 O

e o vetor dos recursos disponiveis b:

h i
b= j2 5 §5 3 00

39

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

2.3 Forma Padrao de um Problema de Programacao

Linear

Um PPL estd na forma padrdo quando é representado por:
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minimizar s F(x) = c’x
< Ax = b , O

b: (2.14)
- x , 0

sujeito a

Veja uma interpretacao para problemas na forma padrdo: seja X um vetor de dimensao N e seja

Aq;tte; A, as colunas de A. Entdo, a restricido AX = b é representada por

X
: (2.15)

Intuitivamente, existem N vetores Aq;(t6¢ ; A, a disposicdo e um vetor objetivo b. Deseja-se

“sintetizar” o vetor b usando o valor n3o-negativo de
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ainj - bz, (217)

adicionando uma nova variavel S;, a restricdo é reescrita da forma:

X
a;;X; +S;, = bl, S, » 0: (218)
j=1

A varidvel s; é chamada variffvel de folga. De maneira andloga, restricdes da forma
X

a;;X; » b, podem ser colocadas na forma padrdo subtraindo uma varidvel de folga s; e a
Jj=1
restricao torna-se

X
a;X; i Si=b;s; 5 0 (2.19)

Jj=1

c) Ocorréncia de b; < 0: Neste caso, basta multiplicar a restricdo i por j1, pois os coeficientes

a,;; podem ter qualquer sinal.

Com as afirmagdes anteriores, concluiu-se que o PPL na forma geral pode ser transformado

para a forma padrao e, assim, basta desenvolver métodos para a forma padrao.

Exemplo 2.3.1. O PPL na forma geral

minimizar s F(X) = 2x; + 4x,
% Xy +  Xg > 3
=

(2.20)

sujeito a 33X, + 2x, = 14

X1 - 0 X5 2 R

¢ equivalente ao PPL na forma padrao
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minimizar o F(X) = 2x; +4x] j 4%,
X] + X5 i X5 i X3 =3
B Z x 2 b M2 178 (2.21)
sujeito a = X, + 2x§ i 2x;, = 14
T X X3y Xy Xz, O

Veja que dado a solugdo vidvel (Xq;X2) = (6; §2) para o problema original, pode-se obter
a solugao vidvel (X1;X5 ;X5 ;X3) = (6;0;2;1) para o problema na forma padrdo, que produz
o mesmo custo. Analogamente, dada a solucdo vidvel (X1;X;;X2_;X3) = (8;1;6;0) para o
problema na forma padrao, pode-se obter a solucao (Xq1;X2) = (8; i5) para o problema original

com o mesmo custo.

2.4 Funcao Linear Convexa por Partes

Considere uma generalizagdo de um problema de otimizac3do, escrito na seguinte forma:

minimizar max(c’x + d;)
; : (2.22)
sujeito a Ax , b

Observe que o valor de max(c! x+d;) é igual ao menor niimero z que satisfazz , ¢/x+d;; 8 i.
(A
Por isto, o problema de otimizacao acima, sob certas consideracdes, é equivalente ao problema de
programacao linear:
minimizar z
8
< z , cI'x+d; i2f16t¢;ng ; (2.23)

sujeitoa  _
- AX , b

onde as varidveis de projeto sdo Z e X.
Resumindo, tem-se que um PPL pode ser usado para resolver problemas de fun¢do custo
linear convexa por partes e, estas funcdes, podem ser usadas para aproximar funcdes custo mais

gerais. Por outro lado, uma aproximacao linear convexa por partes nem sempre € uma boa idéia,
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visto que ela transforma funcdes “suaves” em funcdes “nao-suaves”, ou seja, ela transforma em

funcdes que tem derivadas descontinuas. Por fim, se for dado uma restricdo da forma f(x) = h,

onde T é uma fung3o linear convexa por partes f(x) = max(f/x + g;), uma outra restricio pode
7

ser escrita

fix+g;, = h;i 2 f1;66¢;mg; (2.24)

e novamente a programacao linear é aplicada.

2.5 Problema de Otimizacao envolvendo Fungao Mdédulo

Considere um problema de otimiza¢do da forma

minimizar F(xX)= ¢/ jxj
. ; (2.25)

sujeito a Ax , b

assumindo que X7 = [x; ¢¢¢X,,] e os coeficientes custo C; s3o ndo-negativos. O custo é a soma das
funcdes convexas lineares por parte ¢! j X; j que pode ser escrita como uma fungio linear convexa

por partes. De fato, tem-se que

8
<

T 5 -
C I1Xi)= _ . ;
- iC X, sex = 0

cI'x; sex , 0
: (2.26)

logo, como cada uma das duas func¢des obtidas sdo lineares e cada uma é convexa, entdo a
interseccao delas é linear convexa por partes.
Contudo, expressando este custo na forma max(c. x + d;), o caminho envolvido é menor
i
e mais direto. Como j X; j é o maior nimero z; que satisfaz X; ® z; e jX; = Z;, pode-se obter a

seguinte formulagcdo para o PPL:
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X
minimizar F(x) = CiZ;
8 i=1
S A , b : (2.27)
sujeito a = X, <= z; 12 fl;66¢;ng

iX; = z; 12 fl;ttt;ng

Um método alternativo para se tratar com funcdes envolvendo valor absoluto seria a de
. d . ./ . + — b . d .. d - + - — A .
introduzir novas varidveis X" e X;, obrigando-as a serem positivas e sendo X; = X;” j X; . Assim,

substituindo j X; j por X;” + X; obtém-se a formulagdo alternativa

X
minimizar c(x +x;)
8 i=1 )
o <At §AC . b (2.28)
sujeitoa  _
- XX~ . 0
onde
2 3
X
x+:§ : Z (2.29)
X
e
3

z : (2.30)

Xt , 0;x; 5 0 n3o é suficiente para garantir que j X; j= X" +X;

11

A relagio X; = X j X
e, por isto, a validade desta reformulacdo pode n3o ser tao dbvia. Assuma, por simplicidade, que

c; > 0;8i. Numa solucdo étima, para o problema reformulado, e para todo i, deve-se ter ou
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X; =0 ou X; =0, porque caso contrdrio deve-se reduzir X; e X; na soma e deve-se preservar a
viabilidade, quando se reduz o custo, o que vai em contradicio com o fato dela ser étima. Tendo
garantido que X; = 0 ou X; = 0, a relagio desejada j X; j= X;” + X; agora segue. Uma outra
informac3do que deve ser acrescentada é que a suposicao da ndo-negatividade dos coeficientes custo
C; é importantissima, visto que, de outro modo, o custo critério seria ndo-convexo.

Para exemplificar o estudo com funcdao mddulo, seja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.5.1. Considere o PPL:

minimizar F(X) =2]x; ] +Xy

(2.31)
sujeito a X1 +Xy , 4
A primeira reformulacdo produz
minimizar 2z, + Xy
sujeitoa X;+Xy , 4
. Lo (2.32)
X *® Z;
iXi®Z
enquanto que a sequnda formulagao produz
minimizar F(X) = 2X] + 2X] + X,
sujeito a XT X7 +Xy , 4
/ RS (2.33)
X[, 0
iX; -0

2.6 Exemplos de Problemas de Programacao Linear

Os exemplos apresentados nesta secdo sdo encontrados em Bertsimas e Tsitsiklis (1997),
sendo apresentados com o objetivo de demonstrar o quanto o estudo do PPL é amplo e variado.

Na mesma referéncia podem ser encontrados varios outros exemplos da aplicacdo de PPL.
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Exemplo 2.6.1. O Problema de Planejamento da Produc¢ao de um Computador

Seja o problema que foi estudado pela empresa Digital Equipment Corporation (DEC)
no fim de 1988, que ilustra a complexidade e a incerteza das aplicacoes no mundo real, por
exemplo, a dificuldade em se aplicar a modelagem matemdtica nos modelos reais para se tomar
importantes decisoes estratégicas. O objetivo deste problema era obter o plano de produgao
para o primeiro trimestre de 1989.

A DEC introduziu uma nova familia de sistemas de computadores GP j 1, GP j 2
e GP j 3 e estagoes de trabalho WS § 1 e WS | 2, que em geral propunha sistemas de
computadores com memdria distinta, disco de armazenagem e capacidade de exrpansdo. A
Tab. 2.1 apresenta o modelo, o preco, o disco médio e o niumero de memoria usados pelos
sistemas. Por exemplo, o sistema GP-1 usa quatro memdrias internas de 256K e trés em

cada dez unidades sao fornecidas com um Disco Drive.

Tabela 2.1: Caracteristica dos cinco sistemas desenvolvidos pela DEC, em 1988

Sistema Preco Disco Drive  Memdria 256k
GP j1 $60:000 0;3 4
GP j2 $40:000 1,7 2
GP 3 $30:000 0;0 2
WS j1 $30:000 1,4 2
WS j2 $15:000 0;0 1

A distribuicao desta nova familia de produtos comegou no sequndo semestre de 1988,
sendo que as dificuldades abaizo foram identificadas para o primeiro trimestre de 1989:
a) O fornecedor dos gabinetes das CPU’s pode fornecer no mdzimo 7:000 unidades.
b) A producao de Disco Drive tem uma estimativa de entrega entre 3:000 e 7:000 unidades.
c¢) O fornecimento da memdria de 256K estd limitado aos valores de 8:000 ¢ 16:000 unidades.
d) O departamento de marketing estabeleceu que a demanda mdzima para o primeiro
trimestre de 1989 deva ser 1:800 unidades para o sistema GP § 1, 300 unidades para o sistema
GP i 3, 3:800 sistemas para toda a familia GP e 3:200 sistemas para a familia WS. Nesta
projecao jda foram incluidas as encomendas anteriores, de 500 unidades para o GP § 2, 500

unidades para WS j 1 e 400 unidades para o WS § 2, que devem ser entregue no trimestre
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em estudo.

Para modelar o problema da DEC, foi introduzida as varidveis Xy;Xa; X3; X4 € X5 que
representam o numero de sistemas (por milhares) GP §1, GP 2, GP 3, WS j1eWSj 2,
respectivamente, a ser produzido por trimestre. Visto que 1:000X; representa o niumero de
unidades, ele deve ser um numero inteiro, mas, pode ser obtido truncando cada X; depois da
terceira casa decimal.

Ainda, no trimestre anterior, a fim de limitar a escassez de Disco Drive, a DEC
produziu GP § 1, GP § 3 e WS j 2 sem Disco Drive, mesmo sabendo que 3 de cada 10
clientes para os sistemas GP j 1 precisassem de um Disco Drive, e GP § 2 e WS j 1 com
um Disco Drive. FEste modo de configuracdo dos sistemas sao chamados de modo imposto
de producao.

Ainda existia a possibilidade da DEC tratar a falta de Memdria de 256K, usando dois
pentes de memoria alternativa, ao invés dos quatro da memdria 256K, no sistema GP j 1. A

DEC era capaz de produzir 4:000 pentes alternativos para o proximo trimestre.

minimizar s F(x) = 60x; + 40x2 + 30x3 + 3024 + 1525 (Rendimento total)
r1 + a2 + x3 4+ g + T = T (CPU a disposieao)
4y + 229 + 223 + 224 + w5 . 8 (Memf€ria Mfnima)
4y + 229 + 223 + 224 + w5 = 16 (Mem@ria M§ixima)
T9 + x4 . 3 (Drive M$nimo)
9 + x4 - 7 (Drive M§ximo)
x1 < 1,8 (Demanda para GP-1)
sujeito a T3 = 0,3 (Demanda para GP-3) .
1 + a9 +  x3 - 3,8 (Demanda para GP)
x4 + x5 <= 3,2 (Demanda para WS)
T2 - 0,5 (Demanda para GP-2)
x4 » 0,5 (Demanda para WS-1)
rs .- 0,4 (Demanda para S-2)
- ry , x» , x3 , x4 , x5 5 0

(2.34)
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A DEC tinha que tomar duas decisoes distintas: se usava o modo imposto de produgcao a
respeito ao uso do Disco Drive e se usava a memoria alternativa para o sistema GP §j1. Como
resultado disto, passou a existir quatro combinacoes diferentes de escolha. O PPL modelado
na Eq. (2.34), ndo utiliza a memdria alternativa para o sistema GP j 1 e adota o modo
imposto de producao.

Note que a funcdo objetivo esta em milhares de ddlares e o vetor b em milhares de
unidades.
Para acomodar as outras trés escolhas a DEC tinha que mudar algumas das restricoes,

como a sequir: se nao fosse usado o modo imposto de producao para os Disco Drive, entdo:

8 8

<X, + X4 . 3 < 03x, + 17% + li4x, . 3
troque _ por _ (2.35)
- Xy + X4 = 7 - 0:3x; + 17Xy + 1i4x, = 7

além disso, se for de interesse usar a memoria alternativa nos sistemas GP j 1, entao:

8
<<
4x; + 2Xy + 2X3 + 2X4 + X5 , 8
troque _ ' 2 ’ ! ° (2.36)
- 4dxy + 2X9 + 2X3 + 2X4 + X5 = 16
8
224 = 4
por 2Xy + 2X3 + 2X4 + X5 , 8 (237)

= 2X9 + 2X3 + 2X4, + X5 = 16

e, assim, cada uma das quatro combinacoes de escolha levam a quatro diferentes PPL.

Exemplo 2.6.2. Planejando uma escala de Plantoes de Trabalho

Neste exemplo a escolha das varidveis nao € tao imediata como no caso anterior. Trata-
se de uma aplicacao numa drea bem distinta do Exemplo 2.6.1, pois envolve a distribuicao de

um certo numero de enfermeiras em alguns dias distintos de trabalho.
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Num certo hospital € necessdrio fazer o planejamento do plantdo semanal para as suas
enfermeiras, que € executado da forma 12pm-S8am. O niumero de enfermeiras para o plantdo
no dia j € um nimero inteiro d;;j 2 £1;2;0¢¢ ;79. Cada enfermeira trabalha cinco dias numa
semana de plantdo. O problema deste FExemplo € achar o nimero minimo de enfermeiras que
o hospital precisa contratar para os plantoes.

Pode-se tentar iniciar usando uma varidvel Y;, igual ao nimero de enfermeiras que
trabalham no dia J. Mas, com esta definicao, pode ser que a restri¢cao de que cada enfermeira
trabalhe cinco dias por secdo de plantoes nao seja respeitada. Por esta razao deve-se escolher
as varidveis de uma maneira diferente. Por exemplo, defina X; como sendo o nimero de
enfermeiras que comeca sua semana no dia j, assim, uma enfermeira que comeca a trabalhar
no dia 5, trabalhard nos dias 5;6;7;1;2, ou seja, as enfermeiras que comegam a trabalhar
no dia 5 trabalharam nos dia 1;2 e depois nos dias 5;6 e 7. Agora pode-se obter a sequinte

formulacao para o PPL:

minimizar s F(X) = X1 + Xo + X3+ X4 + X5+ Xg + X7
X1 + Xy X5 Xe + X7 5, O
X1 + X + X5 + Xg + Xy , O
Xp + Xo + X3 + Xg + X7 , O3
o X1 + Xo + X3 o+ X4 + X; , dy @ (2.38)
sujeito a
Xi + Xp + Xz o+ X4 + X5 » O
X2 + X3+ X4 + X5 + Xg » Us
X3 + X4 + X5 + Xg + Xy , dy

X; - 0 x5 274

Entao, baseado na restricao de que cada X; tem que ser um numero inteiro, este tipo de
problema € conhecido por um problema de programacgao linear inteira (PPLI). Uma
maneira de se tratar com este tipo de problema € trabalhar com varidveis reais e assim obter
uma solucao para o PPL aproximado do problema original. Como o PPL aproximado tem

menos restricoes do que o problema original, seu custo é menor ou igual ao custo otimo do
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caso original. Se a solucdo otima do PPL aproximado for inteira, entdo ela também € uma
solugdo otima para o problema original. Se ela nao for inteira, entao pode-se aproximar cada
X; para wm numero inteiro, e com isto obter uma solug¢ao possivel, que nao é necessariamente

otima, do problema original.

Exemplo 2.6.3. Escolhendo Caminhos na Rede de Comunicac¢ao

Neste exemplo € apresentado um PPL de Fluxo de Rede, que é uma das aplicagoes

mais importante envolvendo Programacao Linear.

Considere uma rede de comunicacao constituida de N nos. Os nos sao conexoes de links
de comunicagcao. Um link deiza um caminho de transmissao do né i ao nd J descrevendo um
par ordenado (i;]). Seja A o conjunto de todos os links. Assuma que cada link (i;J) 2 A pode
transportar até U;; bits por sequndo. Emiste uma carga positiva C;; para cada bit transmitido
por este link. Cada né K produz dados, na taza de b* bits por sequndo, que foi transmitido
para o no |, ou por um link direto (K;1) ou sequindo uma seqiiéncia de links. O problema é
escolher caminhos onde todos os dados chequem ao destino desejado, de forma a minimizar
o custo total. E admitido que 0s dados no no de origem e no no de destino sao os mesmo,

porém, eles podem ser transmitidos por caminhos diferentes.

Para resolver este problema, como um PPL, € introduzido varidveis ij indicando a

soma dos dados com origem K e destino | que passa pelo link (i;]). Defina

8
% b, se i = k

bfl = § ibkl; se | = | : (2.39)
- 0 caso contrario

Assim, b € a rede que flui no nd i, de fora da rede, dos dados com origem K e destino |.

Tem-se, entdo, a sequinte formulagao:
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XX X
minimizar Cijxff
s > (4, ')sé) k=1 I=i
% X X5 = bl i k; 1 =F1;¢00 ;g
{il(.9)e(A)} {jl(i.4)e(A)} : (2.40)
it X XK
sujeno a Xt = U (i5§) 2 A
§ k=1 =1
- xij » 0;(i;) 2 Ak; 1 = f1;¢ng

A primeira restricao estd baseada na conservagao do fluxo do no i pelos dados com origem

K e destino |, A expressdo

xi (2.41)

]

{ilG.5)e(A)}

representa a soma de dados com origem e destino K e |, respectivamente, que deixa o nd i ao

longo de algum link. A expressao

<
NG (2.42)

Jt

{il(5.5)e(A)}

representa a soma de dados da mesma origem e destino, do caso anterior, que entra no no i
através de algum link. Finalmente, b} é a soma liquida de todos os dados que entram no nd

I de fora da rede.

A sequnda restricao expressa a necessidade de que o trdfico total de um link (i;])
nao pode exceder a capacidade do link. FEste problema é conhecido como um problema de
multiconveniéncia de fluxo, no qual o trdfico corresponde a cada par origem-destino €

visto como uma conveniente diferenca.
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2.7 Representacao Grafica e Solucgoes

Nesta secao sao apresentados alguns exemplos simples para auxiliar a compreensao geométrica

atil de PPL naturais. O primeiro exemplo envolve solucao grafica de um PPL com duas varidveis.

Exemplo 2.7.1. Considere o sequinte PPL

minimaizar s F(X)= iX1 i Xo
% X; + 2%, = 3

sugeito a 2X; + X, = 3

(2.43)

Xy 5 Xe o,

Tragando as restri¢oes obtém-se a Fig. 2.1. Por isto, fica facil observar que o conjunto

widvel € o conjunto em destaque na Fig. 2.2.

~
. [¢] \ X1
Figura 2.1: Solusao Gr§flca - Exem- Figura 2.2: Representasao da regiao
plo 2.7.1. vi§ivel - Exemplo 2.7.1.

Para achar a solu¢ao dtima proceda como a sequir: para qualquer escalar Z dado,
considere o conjunto de todos os pontos cujo custo CTX € igual a Z (esta é a reta descrita
pela equagio iXi § X2 = z). Note que esta reta € perpendicular ao vetor ¢ =il 1]
(veja Fig. 2.3). Valores diferentes de Z levam a retas diferentes, todas paralelas entre si, e
em particular, o crescimento de Z corresponde ao movimento da linha Z = §X; § Xg sobre a
direcao do vetor c. Como se deseja minimizar Z, deve-se andar com a reta, tanto quanto que

possivel na dire¢ao de jC, dentro da regiao vidvel. Logo, o ponto otimo é encontrado quando
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Z = {2, como observado na Fig. 2.3 e, portanto, o ponto XI' = [1 1] é uma solucdo étima.

Observe que este ponto é um “canto” do conjunto vidvel.

X2

N N N
z=0 z=-1 Soz=-2

Figura 2.3: Representagdo das retas perpendiculares ao vetor ¢ = [-1 -1] - Exemplo 2.7.1

Para problemas de trés dimensdes, a mesma argumentag¢ao pode ser usada, exceto pelo
fato de que o conjunto de pontos com o mesmo valor de ¢/x é um plano, e ndo uma reta. Do
mesmo modo que no Exemplo 2.7.1 deve-se fazer com que este plano, que é perpendicular ao vetor

C, “escorregue” tanto quanto possivel, na direcdo de jC, enquanto ndo saia do conjunto vidvel.

Exemplo 2.7.2. Suponha que o conjunto vidvel seja o cubo unitdrio, descrito pelas restricoes
Oex; =1;i2F1;2;3g e quec” =[§1 i1 i1]. Entdo o vetor XX =[1 1 1] € uma solucdo
otima e, como no caso anterior, ela também acontece num “extremo” do conjunto vidvel, como

observado na Fig. 2.4.

(1,1,1)

X

Figura 2.4: Representacao da regiao vidvel - Exemplo 2.7.2.
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No dois exemplos anteriores, o conjunto possivel é limitado, isto é, ndo pode ser estendido
até ao infinito, e o problema tem uma dnica solucdo 6tima. Nem sempre isto acontece e por isto

algumas possibilidades adicionais podem ser observadas no exemplo que se segue.

Exemplo 2.7.3. Considere o PPL definido pelas restricoes:

minimizar F()%: C1 Xy + CyXo, CT:[C1 CQ]
% i X+ X = 1

- 0

(2.44)
sujeito a X4

=

- Xe 5, 0

cujo conjunto vidavel pode ser visto na Fig. 2.5.

c=[11] 1‘3:[01]
¢] Xy

Figura 2.5: Representagao da regiao vidvel - Exemplo 2.7.5.

a) Para o vetor custo ¢’ = [1 1], pode ser observado que XT = [0 0] € a tnica solugdo
otima.

b) Para o vetor custo ¢I' = [1 0] ewistem mailtiplas solugdes otimas, ou seja, cada vetor
X da forma XTI = [0 X5]; 0 ® X, ® 1 ¢ dtima (observe que o conjunto de solugdes dtimas é
limitado).

c)Para o vetor custo ¢ = [0 1] existem muiltiplas solugdes Stimas, sou seja, cada vetor X
da forma xT = [x; 0], com X; , 0 € dtima (observe que neste caso o conjunto das solugées
otimas € ilimitado, contendo vetores de magnitudes grandes).

d) Considere o vetor custo ¢ = [il j 1]. Para qualquer solugdo vidvel XI' = [X; Xs]

€ sempre possivel produzir outra solucao vidvel, com custo menor, por pequenos aumento no
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valor de X;. Logo a solugdo vidvel ndo € étima. Além disso, considerando vetores XT = [X; Xo]
com incremento nos valores de Xi e Xo, € possivel obter uma sequéncia de solucoes vidveis
cujo custo tende para j AL, por isto, é dito que o custo é j .

e) Se € acrescentada uma restricao adicional, por exemplo X; + Xo = 2, fica evidente

(veja Fig. 2.6) que ndo existe solugdo vidvel.

\

\

J

Figura 2.6: Representacao da regiao vidvel com uma nova restri¢ao - Exemplo 2.7.5.

Observando o exemplo anterior pode-se chegar as sequintes conclusoes:
I) Pode existir uma tnica solugdo dtimay
II) Podem existir maltiplas solugdes dtimas, com o conjunto de solugdes dtimas podendo
ser limitado ou ilimitado;
III) O custo dtimo é j L e a solug¢do vidvel nao é étima;

IV) O conjunto vidvel é vazio.

Ainda é possivel acrescentar uma outra possibilidade: uma solucao étima pode nao existir
mesmo que o problema seja vidvel e o custo 6timo nao seja j L. Isto pode ser observado quando
. . . . f ~ F — _1 . . - I ~ Ve I .
se deseja minimizar a fungdo F(X) = X~ sujeito a X > 0, pois para toda solu¢do possivel existe
outra solucao com custo menor, mas o custo 6timo ndo é j L, porém, num PPL este fato ndo

acontece.
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Capitulo 3

A Geometria da Programacao Linear

Neste capitulo é definido um poliedro como sendo um conjunto descrito por um nidmero
finito de equacdes lineares e de restricoes de desigualdades. Em particular, o conjunto vidvel de
um PPL é um poliedro. Por isto, sdo estudados as propriedades geométricas basicas do Poliedro
e alguns detalhes que enfatizam o conceito de “extremo” (vértice). Depois a idéia aplicada ao
Poliedro tridimensional é ampliada para poliedros de dimensGes maiores. Muitos conceitos, como
por exemplo o de vértice, sao apresentados tanto geometricamente como algebricamente, apesar
de que, a geometria é sempre vista como sendo a mais natural, mas nao se pode deixar de ressaltar

que a algebra aproxima-se muito mais do natural no ponto de vista computacional.

3.1 Hiperplanos, Semi-Planos e Poliedro

Aqui sao introduzidos alguns conceitos importantes que sao Uteis para o estudo geométrico

de um PPL. Esta se¢do ¢ iniciada com a definicao de Poliedro.

Definicao 3.1.1. Um poliedro é um conjunto que pode ser descrito da forma X 2 R™ j

AX , bg, onde A € uma matriz de ordem mxn e b é um vetor no R".
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forma AX , b, e é, portanto, um poliedro. Em particular, um conjunto da forma fx 2 R" j AX =
b; x , 0g também é um poliedro, numa representacdo na forma padrdo.
Um poliedro pode “se estender ao infinito” ou pode estar confinado a uma regido limitada.

A proxima definicdo estd ligada a esta distincao.

Definicao 3.1.2. Um conjunto S % R™ € dito ser limitado se existe uma constante K tal

que o valor absoluto de cada componente de todo elemento de S seja menor ou igual a K.

A préxima definicdo relaciona poliedros determinados por uma restricao linear singular.

Definigao 3.1.3. Seja a um vetor nao nulo do R™ e seja b um escalar.
a) O conjunto TXx 2 R™ jax = bg € chamado de um hiperplano.

b)O conjunto X 2 R" jax , bg é chamado de um semi-espaco.

Observe que um hiperplano ¢ a fronteira de um semi-espaco. Ainda, o vetor a, na definicao
de hiperplano, é perpendicular ao préprio semiplano. De fato, note que se X e y pertencem ao
mesmo hiperplano, entdo ax = ay, logo a(x j y) = 0 e, portanto, a é ortogonal a qualquer vetor
direcional limitado ao hiperplano. Um hiperplano divide o plano em dois semi-espa¢os, como pode
ser visto na Fig. 3.1. Ainda pode ser observado que um poliedro é igual a interseccdo de um niimero
finito de semiplanos, conforme visto na Fig. 3.2, onde o poliedro Tx ja,x , b;; 12 f1;2;3;4;599
é a interseccao de 5 semiplanos.

A préxima definicao refere-se a importantes propriedades de um ndmero finito de vetores.

Definicao 3.1.4. Sejam X1;00¢ ; X, vetores no R™ e sejam ,1;00¢ ; ,, escalares cuja soma €

um.
X

a) O vetor ,iX; € dito ser uma combinacdo convexa dos vetores Xi;000 ; Xg.
i=1
b) O envoltorio convexo dos vetores X1;8¢¢ ;X € o conjunto de toda combinagdo convezxa

destes vetores.
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C Jax<o
T a'x>0

Figura 3.1: Representacao de um hiper- Figura 3.2: Representacdo de um
plano e dos dois semi-espacos determi- poliedro formado pela interseccao de 5
nados por ele. semiplanos.

A seguir é apresentado um teorema que estabelece fatos importantes relacionado a con-

vexidade de poliedros.

Teorema 3.1.1. a) A intersec¢io de conjuntos convexos € também um conjunto convexo.

b) Cada poliedro é um conjunto convexo.

c) Uma combinac¢dao convexa de um niumero finito de elementos de um conjunto convero
também pertence ao conjunto.

d) A cobertura convexa de um nimero finito de vetores é um conjunto convezo.

Demonstracao 3.1.1. a) Sejam S; (i 2 1) conjuntos convezxos e seja | wm conjunto qualquer

de indices. Supunha que X ey pertencem a intersec¢ao destes conjuntos, ou seja,

AN
x;y2 S (3.1)

icl
Seja , 2 [0;1]. Como cada S; € um conjunto convexo, entio tem-se que X+ (L i ,)Y

T
também pertence a cada S;, e, conseqiientemente, pertence a intersec¢ao ., S;. Portanto,
T

ie1 Si € um conjunto convezo.

b) Seja a um vetor e seja b um escalar. Suponha que X ey satisfacam ax , b e ay ,

b, respectivamente, e, portanto, pertencem ao mesmo semiplano. Seja , 2 [0;1]. FEntdo
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aGLX+ @ j§,)y » .0+(@jf,)b=0Db, oqueprova que ,x+ (1§ ,)y também pertence ao
mesmo semiplano. Logo, um semi plano é convero. Visto que um poliedro é a intersec¢ao

finita de semiplanos, o resultado seque da parte (a).

¢) Uma combinagao conveza de dois elementos de um conjunto convezo estd no conjunto, pela
definicao de convexidade. Se é assumido, como hipotese de inducao, que uma combinacao
conveza de K elementos de um conjunto convexo pertence ao conjunto, entdo considere K + 1
elementos X1;00¢ ; X1 de um conjunto convexo S e sejam 51,400 ; .11 escalares nao-negativos

cuja soma seja 1. Assuma, sem perda de generalidade que ,,11 & 1. Assim,

o< X
2iXi = sk Xer1 (A7 kt1) &;X; (3.2)
i=1 i=1
onde
o, =2 3.3
1 i sk+1 ( )

Os coeficientes ©; (1 = 1;¢¢¢ ;K) sdo nao-negativos cuja soma € 1, logo, usando a hipotese de

k:1 a,x; 2 S. Logo, como S é convexo tem-se que a Eq. (3.2) implica

inducao, tem-se que |

P
que ?:1 a,x; 2 S, entao o processo de inducao for completado.

P P,

d) Seja S a cobertura convera dos vetores Xi;¢8¢ ;X e sejam 'y = le »Xi, 2= X
P P
dois elementos de S, onde »; , 0, ; , 0, ¢ le »; = le ; = 1. Seja , 2[0;1], entao:
X X X
Y+HLiL.)z=L,0 »x)+ Qi) X)) = Gri (L ,) )X (3.4)
i=1 i=1 i=1
Note que os coeficientes ,» + (1§ ,) 4 (i = 1;¢0¢;K) sao nao negativos, visto que ele € a
soma de numeros nao-negativos, cuja soma € a unidade. De fato:
X X XK XK XK
Gru+@Qi) )= %+ (Qi,):=, »+li,) =,+1i,)=1 35

i=1 i=1 =1 i=1 i=1
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Logo, tem-se que ,y + (1 § ,)Z € uma combinacao convexa de Xq;00¢ ;X e, portanto, ela

pertence a S. Logo, tem-se que S é convexo.

3.2 Pontos Extremos, Vértices e Solucoes Basicas Viaveis

No capitulo anterior foi dito que num PPL a solucdo 6tima tende a acontecer num “ex-
tremo” do poliedro sobre o qual se estd otimizando. Nesta secdo sdo dados trés modos diferentes
de definir o conceito de extremo e é provado que as trés definicGes sdo equivalentes.

A primeira definicao apresenta o ponto extremo de um poliedro como sendo um ponto que
nao pode ser expresso como sendo uma combinagdo convexa de dois outros elementos do poliedro,
como pode ser visto na Fig. 3.3. Note que esta definicdo é inteiramente geométrica e ela pode nao
se referir a representacdes especificas de um poliedro em termos de restricoes lineares. Pode-se
observar na Fig. 3.3 que o vetor W ndo é um ponto extremo de P, visto que ele é uma combina¢ao

convexa de V e U e que o vetor X € um ponto extremo.

Figura 3.3: Representacao de pontos extremos num poliedro.

Definicao 3.2.1. Seja P um poliedro. Um wvetor X 2 P é um ponto extremo de P se

nao € possivel encontrar dois vetores diferentes y;z 2 P e um escalar , 2 [0;1] tal que

x=,y+1i.,)z
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Uma segunda definicdo geométrica diz que um vértice de um poliedro é uma solug¢ao 6tima

de um PPL cujo conjunto possivel é P.

Definicao 3.2.2. Seja P um poliedro. Um vetor X 2 P ¢ um vértice de P se existe algum C

tal que c'x < cly, para todo y satisfazendo X &y ey 2 P.

Em outras palavras, X é um vértice de P se, e somente se, P estd de um lado do hiperplano
fy j ¢’y = ¢Txg que intercepta P somente no ponto X. Observe na Fig. 3.4 que existe uma reta
que passa por X e intercepta P num dnico ponto, logo X é um vértice. Por outro lado, W n3o é um

vértice, pois a interseccio do hiperplano fy j ¢’y = ¢Twg com o poliedro P ¢ diferente de w.

Figura 3.4: Representacao de vértice.

As duas definicdes geométricas anteriores ndo estao escritas sob a forma de um algoritmo.
Porém, deseja-se encontrar uma definicdo que mostre a representacao de um poliedro em fungdo
das restricGes lineares que o definem, tornando o seu teste apenas algébrico. Para chegar a esta
definicdo algumas notagbes sdo apresentas a seguir.

Considere um poliedro P % R™ definido em relagdo as restricoes de igualdades e desigual-

dades lineares:

8
%aix . by i 2 M

ax = b 12 My, (3.6)
- X = bl, i 2 M3
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onde M1; M, e M3 sdo conjuntos finitos de indices, cada a; é um vetor no R™ e cada b; é um escalar.

Definigcao 3.2.3. Se um vetor X* satisfaz a;X* = b;, para algum i em My; My ou M3z, entdo

a restricao correspondente € chamada de ativa em X*.

A Fig. 3.5 ilustra a Definicao 3.2.3. Seja P = f(x;y;z) jx+y+z =1;x;y;z , 0Og.
Existem trés restricdes que sdo ativas em cada um dos pontos A; B; C e D. Existem somente duas

restricdes que s3o ativas no ponto E, quesaioX+y+z=1ey =0.

Figura 3.5: Representacdo do poliedro ilustrado na Definicao 3.2.3

Se existir N restricdes que sdo ativas num determinado vetor X*, entdo X* satisfaz um
determinado sistema de N equacgdes lineares e N incégnitas. Este sistema tem uma dnica solugcao
se, e somente se, as N restrices lineares forem LI. O préximo teorema apresenta um significado

preciso para esta afirmacdo, junto com uma ligeira generalizac3o.

Teorema 3.2.1. Seja X* um elemento do R™ e seja | = Fi j a,x* =b;g o conjunto dos indices
de restricoes que sao atiwvas em X*. Entao as sequintes sentencas serao equivalentes:

a) Existem n vetores no conjunto | = fa; ji 2 1g que serao LI.

b) A cobertura dos vetores a;; 1 2 1, € todo o R™, isto é, todo elemento do R™ pode ser

expresso como uma combinacao linear dos vetores a;; 1 Existem
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Demonstracao 3.2.1. (&) , (b): Suponha que os vetores a;;i 2 1 cobre R™, entdo a cober-
tura destes vetores tem dimensao N. Assim, pelo Teorema 1.4.1 tem-se que N destes vetores
formam uma base para o R™ e, consegiientemente, eles sao LI. Reciprocamente, suponha que
N dos vetores a;;1 2 1 sao LI. Entao, o subespaco gerado por esses N wvetores € N-dimensional
e, portanto, ele € igual ao R™. Assim, cada vetor do R™ € uma combinacdo linear dos vetores

a;;1 21, o que estabelece a equivaléncia.

(b) , (c): Se o sistema de equacoes a;X = b;; 1 2 | tem solugoes miltiplas, por exemplo,
X! e X2, entdo o vetor nao-nulo d = x' j X? satisfaz a,d = 0; i 2 1, pois a,d = a;(x' j x?) =
ax! jax?=b;ib;=0;i2l. Visto que o vetor d € ortogonal a todo vetor a;; i 21, entdio
ele nao € uma combinacdo linear destes vetores e se seque que os vetores a;; 1 2 1, nao pode
cobrir R™. Reciprocamente, se o vetor a;; 1 2 1 nao pode cobrir R™, escolha um vetor nao-nulo
d que seja ortogonal ao subespaco coberto por estes vetores. Se X satisfaz a,d = 0;8i 2 1,
entdo também € verdade que a;(X+d) =b;; 81 2 1, logo chegou-se a solucdes miltiplas. O que

estabelece a equivaléncia.

O

Para simplificar a linguagem algumas vezes é dito que certas restricdes sao LI, enquanto
que o certo é dizer que os vetores correspondentes a; sdo LI. Com esta termologia, a primeira
declaracao do Teorema 3.2.1 exige que exista N restricdes LI que sdo ativas em X*.

Agora ja é possivel dar uma definicao algébrica para um ponto extremo, como sendo uma
solucdo viavel onde existam N restrices ativas LI. Assim, como o interesse s3ao as solucoes vidveis,
toda as restricoes de igualdade devem ser ativas. Isto fornece o seguinte modo de se encontrar
pontos extremos: primeiro imponha que as restricoes de igualdade e algumas restricdes adicionais
sejam ativas, totalizando N restrices ativas LI. Com estas N restri¢cGes ativas LI, um dnico vetor
X* é determinado, como garante o Teorema 3.2.1. Contudo, este procedimento n3o da garantias
ao vetor viavel X*, pois algumas das restricoes podem ser violadas; neste caso diz-se que ela é uma

solucao basica, mas nao vidvel.
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Definicao 3.2.4. Considere um poliedro P definido por restricoes de igualdades e de desigual-

dades, e seja X* um elemento do R™.

a) O vetor X* é uma solugao bdsica se:

i) Todas as restrigoes de igualdade forem ativas;

ii) Dentro destas restrigoes que sao ativas em X*, existem N delas que sao LI.

b) Se X* € uma solugdo bdsica que satisfaca todas as restrigoes, entao diz-se que ela € uma

solucao bdsica vidvel.

Olhando na Fig. 3.5, tem-se que os pontos A, B e C s3o solu¢Ges basicas viaveis. O ponto
D n3o é uma solucdo bdsica, visto que ela falha na restricdo de igualdade X; +X,+X3 = 1. O ponto
E é vidvel mas ndo é basico. Se a restricao de igualdade for trocada pelas restricdes X; +Xo+X3 = 1
e X1 +Xo+X3 , 1, entdo o ponto D passa a ser uma solucdo basica. Portanto, para um ponto ser
uma solugdo basica, ou nao, pode depender de como que um poliedro é representado. A Fig. 3.6
também exemplifica a Definicdo 3.2.4. SejaP = f(X;y)ji X+y=1;x+y=2;x , 0ey , Og.
Ent3o, os pontos A, B, C, D, E, F sdo todos solucbes basicas pois em cada uma delas existe

duas restrices LI que sdo ativas. Os pontos C, D, E, F s3o solugdes bésicas viaveis.

Figura 3.6: Representacdao de um poliedro ilustrando a Definicdo 3.2.4

Observe que se o nimero M de restricoes usado para definir um poliedro P % R™ for
menor do que N, entdo o nimero de restricoes ativas em qualquer ponto deve ser também menor
do que n e, por isto, ndao existem solucdes bdsicas ou solucdes bdsicas viaveis.

Até aqui foram apresentadas trés diferentes definicoes que s3o significantes para um mesmo
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conceito, sendo que duas destas foram geométricas (ponto extremo e vértice) e uma foi algébrica
(solugdo bésica possivel). A seguir é provado que as trés definicGes sdo equivalentes e, por isto, os

trés conceitos sdo usados, de agora em diante, permutavelmente.

Teorema 3.2.2. Seja P um poliedro nao vazio e seja X* 2 P. Entdo, as sequintes sentencas
sao equivalentes:

a) X* € um vértice;

b) X* € um ponto extremo;

c) X* € uma solugdao basica viavel.

Demonstragao 3.2.2. (a) ) (b): Suponha que X* 2 P seja um vértice. Entao pela Defini¢ao
3.2.2, existe algum ¢ 2 R™ tal que c'x* < ¢y, para todo y satisfazendoy 2 P ey & X*. Se
Yy2P,z2P,y&EXx, 26X c0= , =1, entdo cI'x* <cly e c'x* < c’z, conseqiientemente
tem-se que cIx* = cT(L,x*+ (1§ X)) <clGy+ i ,)2) e poristo, x* & ,y+ ({1 i ,)z
Assim, X* nao pode ser expresso como uma combinacao convexa de dois outros elementos de

P e ele é, portanto, um ponto extremo.

(b) D (c): Suponha que xX* 2 P ndao seja uma solucao basica vidvel. Seja 1 = Fi j a;x* = b;Q.
Como X* nao é uma solugao bdsica vidvel nao existem N wetores LI diferentes na familia
a;1 2 1. Assim, os vetores a;;1 2 | estao num subespaco préprio do R™, e por isto existe
um vetor d 2 R™ tal que a;,d = 0;81 2 |. Seja T um niumero positivo pequeno e considere 0s
vetores Y = X* +1d e z = x* j td. Facilmente tem-se que a;y = a,z = b;, para i 2 1. Além
disso, para 1 8 |, tem-se que a;X* > b; e, como t € um niumero pequeno, tem-se também que
a;y > b;. Assim, quando 1 € infimo, y 2 P e, de maneira andloga, tem-se que Z 2 P. E facil

(y+2)
2

ver que X* = , 0 que implica que X* nao € um ponto extremo.

(©) > (@): Seja X* uma solugdo bdsica vidvel e seja | = Fi j ax* =b;g. Sejac = a.

Entao tem-se:

cI'xt=  ax*= b (3.7)
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Além disso, para qualquer X 2 P e para qualquer i, tem-se que a;X , b; e, por isto,

X X
X = ax 5 b;: (3.8)

el el

Logo, tem-se que X* é uma solucdio étima do problema de minimizacao de ¢T'X sobre o conjunto
P. Além disto, as igualdades tomadas na Eq. (5.8) acontecem se, e somente se, a;X = b;; 8i 2
I. Visto que X* é uma solugao basica vidvel, existem N restricoes LI que sao ativas em X* e
que X* € a unica solugdo do sistema de equagoes a;X = b;; 81 2 | (Teorema 3.2.1). Seque que

X* € o tinico ponto que minimiza ¢IX sobre o conjunto P e, portanto, X* é um vértice de P .
O

Visto que um vetor é uma solucdo basica vidvel se, e somente se, ele é um ponto extremo,
e visto que a definicdo de um ponto extremo ndo faz referéncia a qualquer representacdo particular
de um poliedro, entdao pode-se concluir que esta propriedade é estendida a solucdo basica vidvel,
isto é, ser uma solucdo bdsica viavel independe da representacao usada.

O préximo resultado é também muito importante.

Corolario 3.2.1. Dado um numero finito de restricoes lineares de desiqualdade, elas somente

podem ter um numero finito de solugoes bdsicas ou solugoes bdsicas vidveis.

Demonstracao 3.2.1. Considere um sistema de m restricoes de desigualdades lineares im-
posta num vetor X 2 R™. Em qualquer solucao basica existe N restricoes LI ativas. Visto que
quaisquer N restricoes LI ativas definem um unico ponto, seque que solucoes bdsicas diferentes
correspondem a diferentes conjuntos de N restrigoes LI ativas. Portanto, o niumero de solugoes
basicas € limitado superiormente pelo niumero de combinacoes diferentes que se pode escolher

N restricoes do total de m, que é um conjunto finito.
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Embora o conjunto de solugdes basicas, e conseqlientemente o niimero de solucdes basicas
vidveis, esteja garantido ser finito, ele pode ser muito grande, por exemplo, o cubo unitario
fX2R"j0 = x;, = 1;i = 1;0t¢;ng estd definido por 2n restricGes, mas ele tem 2" solucdes

bdsicas viaveis.

Definicao 3.2.5. Duas solugoes basicas distintas de um conjunto de restri¢oes lineares sao

ditas serem adjacentes se é possivel achar n j 1 restrigoes LI que sao ativas em ambas.

Para exemplificar esta definicao, na Fig. 3.6 tem-se que D e E s3o adjacentes a B,
também tem-se que A e C sdo adjacente a D. Se duas solugdes basicas adjacentes sdo também

vidveis, entdo o segmento de reta que liga as duas é chamado de borda do conjunto vidvel.

3.3 Poliedro na Forma Padrao

A Definicdo 3.2.4, de solugbes basicas viaveis, refere-se a poliedros numa forma geral. As
definicbes e os resultados que agora sao apresentados sdo fundamentais para o desenvolvimento
do Método Simplex.

SejaP =fx 2 R"j Ax =b;x , 0g um poliedro na forma padréo, e seja A de dimensdo
mxn , onde M é o nimero de restricdes de igualdade. Sem perda de generalidade é tomado que
as M linhas de A sdo LI, visto que como as linhas sao N-dimensionais, tem-se que M = N, e como
sera mostrado posteriormente, linhas LD de A correspondem a restricoes redundantes que podem
ser descartadas, o que torna esta suposicao aceitavel.

Qualquer solugdo vidvel tem que ter n restricoes LI que sejam ativas. Além disso, cada
solucdo bdsica deve satisfazer a restricao de igualdade AXx = b, o que fornece m restricdes ativas,
que sao LI pela suposicao anterior sobre as linhas de A. Assim, para obter um total de n restricoes
ativas deve-se escolher N j m das varidveis X; e as tornarem nulas, o que faz a correspondente

restricdo ndo-negativa X; , 0 ativa. Contudo, para que o conjunto resultante de N restri¢des ati-

vas seja LIl a escolha destas n § m varidveis nao pode ser totalmente arbitraria, como é visto a seguir.



3.3. POLIEDRO NA FORMA PADRAO 69

Teorema 3.3.1. Considere a restricio AX =Db eX , 0, e assuma que a matriz A de dimensao
mxn tem linhas LI. Um vetor X 2 R™ € uma solucao basica se, e somente se, tem-se que
AX =D e existem indices B(1);¢¢¢ ; B(m) tal que:

a) As colunas Ap1y; ¢08 ; Apiny sao LI;

b) Sei & B(1);¢t¢;B(m), entio xX; = 0.

Demonstracao 3.3.1. Considere algum X 2 R™ e suponha que existam indices B(1);¢¢¢ ; B(m)
que satisfaz (@) e (b) na afirmacdao do Teorema. A restricao ativa X; =0, 1 & B(1);¢¢¢ ;B(m),

e AX = b implica que:

AB(i)XB(i) = AX; = AX = b: (39)

Visto que as colunas de AB(i);i = 1;2;¢0¢ ;m sao LI, Xp(1);¢t¢ ; Xp(m) sdo determinados de

maneira unica. Assim, o sistema formado pelas restricoes ativas tem uma unica solug¢ao. Pelo
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Por causa do Teorema 3.3.1 toda solucao basica para um poliedro na forma padrdo pode

ser construido como a seguir:

Tabela 3.1: Procedimento para Construcao de Solugdes Basicas:
1 - escolha m colunas LI Ap(1);¢¢¢ ; Ap(m).
2 - Seja X; = 0 para todo i & B(1);¢¢¢ ; B(m).
3 - Resolva o sistema de m equagdes Ax = b para
0s Xp(1); ¢¢¢ ; Xp(m) desconhecidos.

Se uma solucdo basica construida conforme este procedimento n3o é negativa, entdo ela é
viavel, e por isto ela é uma solucao basica vidvel. Reciprocamente, visto que toda solucao bdsica
vidvel é uma solucdo basica, ela pode ser obtida por este procedimento. Se X for uma solugao
basica, as varidveis Xp(1);¢¢¢ ; Xp(n) sdo chamadas vari§iveis bfisicas e as varidveis restantes sao
chamadas varifiveis nao bfsicas. As colunas Ag();t¢¢ ; Ap,) sao as colunas bfsicas e por
serem LI elas formam uma base para o R™. Quando for dito que duas bases sdo distintas, ou
diferentes, esta sendo feita referencia a duas bases que envolvem conjuntos de indices bdsicos
fB(1);¢¢¢ ; B(m)g diferentes, por isto duas bases que sdo constituidas pelos vetores em ordens
diferentes sdo vistas como as mesmas.

A matriz B de dimensao mxm tomada como sendo a matriz formada pelas colunas basicas,
uma ao lado da outra, é chamada de uma matriz b§sica. Como as colunas de B s3o Ll ela é
uma matriz invertivel. De uma maneira andloga, tem-se que um vetor Xp formado pelas variaveis
bdsicas é o vetor b§sico. Assim,

2 3 3

z : (3.10)

2
XB(1)
B=§B(l) ¢ee B(m)z; Xp = :

XB(m)

As varidveis bdsicas sdo determinadas pela resolucdo da equacdo BXxp = b cuja lnica

solucao é dada por

xp = B~ 'b: (3.11)
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Exemplo 3.3.1. Seja a restricio AX = b da forma

2 3 2 3
1121000 8
0160100 12

X = (3.12)
1000010 4
0100001 6

Escolha A4, As, Ag ¢ A7y como as colunas basicas. E facil concluir que estas colunas
sao LI e que a matriz basica correspondente € a identidade. Usando o Teorema 3.3.1 tem-
se que a solucao bdsica X = (0;0;0;8;12;4;6), que € nao negativa, € uma solucdo bdsica
vidavel. Por outro lado, escolhendo as colunas Az, As, Ag ¢ A; como as colunas bdsicas, a
solugao basica correspondente é X = (0;0;4;0; §12;4;6) que ndo € uma solugcao vidvel, visto
que X5 < 0.

Suponha que tenha uma 8% coluna que seja idéntica a 7% coluna. Entao os conjuntos
de colunas TAz; As; Ag; Azg e TA3; As; Ag; Asg coincidem. Por outro lado, os correspondentes
conjuntos de indices bdsicos £3;5;6;7g e £3;5;6;8g sdao diferentes, o que fornece duas bases

diferentes, conforme a convencao dada.

Para uma visdo intuitiva de solugdes bdsicas relembre a interpretacao das restricdes

?:1 A;X; = b como sendo um requisito para sintetizar o vetor b 2 R™ recorrendo aos vetores A,;.
Numa solucao basica é preciso recorrer somente ao uso de m vetores, onde estes estao associados
com as varidveis basicas. Além disso, numa solucdo basica viavel, isto é ilustrado usando um
multiplo escalar, ndo negativo, de cada vetor vidvel, como visto na Fig. 3.7. Considere um
problema na forma padrdo com n = 4, m = 2 e os vetores b; A;;¢0¢; A;. Os vetores Aq; Ay
formam uma base, mas a solucdo bdsica correspondente é invidvel, visto que é necessario um
miultiplo escalar negativo de X5 para sintetizar b através de A;; Ay. Os vetores Aq; Az formam
outra base, e a solucao bésica correspondente é viavel. Os vetores A;; A4 ndo podem formar uma

base pois eles sao LD.
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A3

Al

Ad=-AL A2

Figura 3.7: Representacao do problema na forma padrado comn=4em = 2.

Diferentes solucbes basicas devem corresponder a diferentes bases, pois uma base deter-
mina de maneira tnica uma solucdo basica. Contudo, duas bases diferentes podem levar as mesmas
solucdes basicas, por exemplo, sendo b = 0, entdo cada matriz basica leva as mesmas solucdes
basicas, que é o vetor nulo. Por outro lado, duas bases s3o adjacentes se elas partem de todas,
menos uma, coluna bdsica, e por isto n3o ¢é dificil checar que solucdes basicas adjacentes sempre
podem ser obtidas de duas bases adjacentes. Reciprocamente, se duas bases adjacentes levam a

solucdes basicas distintas entdo estas solucoes sdo adjacentes.

Exemplo 3.3.2. Referindo-se ao Exemplo 3.3.1 tem-se que as bases TA4; As; Ag; AzQ
e TA3; As; Ag; ArQ sdo adjacentes, pois todas, menos uma, das colunas sao as mesmas. As
solugoes basicas correspondentes X1 = (0;0;0;8;12;4;6) e X, = (0;0;4;0; j12;4;6) sao adja-
centes (tem-se 7 restri¢goes mas 6 destas restrigoes ativas sio LI, sao elas X1 5 0, Xy 5 0 € as

quatro restrigoes de igualdade).

Veja, a seguir, que a hipdtese de completar o posto linha de A nao provoca perda de

generalidade.

Teorema 3.3.2. Seja P = fxj Ax =b; x , 0g um poliedro ndo vazio, onde A € uma matriz
de dimensao mxn, com linhas a;;6¢¢ ;a,,. Suponha que posto(A) = kK < m e que as linhas
a;,;00¢;a;, sao LI Considere o poliedro Q = fx j a;,x = b;,;¢¢¢;a;, X = b, ;x , 09. Entao
P=0Q.
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Demonstracao 3.3.2. Considere o caso em que iy = 1;00¢ 1, = K, ou seja, as primeiras kK
linhas de A sao LI. O caso geral pode ser obtido reorganizando as linhas de A.

Qualquer elemento de P satisfaz todas as condicoes de Q, visto que os elementos de
Q sao linhas de A, por isto P % Q.

Visto que posto(A) = k o espaco gerado pelas linhas de A tem dimensdo K e as linhas
ai;as; it ;a, formam uma base para este espaco. Assim, cada linha de A pode ser escrita

como sendo uma combinacao linear das linhas a1;as;660 ;ay
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8
% X, + Xy + X3 = 2
X1 + X =1
' ? (3.14)
% X1 + X3 = 1
- Xl H X2 y XS - O

A matriz correspondente A tem posto 2, pois as duas ultimas linhas de A, ay = [1 1 0] e
as = [1 0 1], sao LI, mas a primeira linha € a soma das outras duas. Com isto a primeira

restricao € redundante e pode ser eliminada, mantendo o mesmo poliedro.

3.4 Degeneracao

Conforme visto na secdo anterior uma solugcdo bdsica deve ter n restricdes ativas LI, mas
existe a possibilidade do nimero de restricdes ativas ser maior do que N, mesmo tendo que num
espaco N-dimensional apenas N destas restricoes sao LI. Assim, quando uma solucao basica tiver

mais do que N restricoes ativas ela é uma solugdo basica degenerada.

Definicao 3.4.1. Uma solugdo bdsica X 2 R™ é dita ser degenerada se mais do que N das

restricoes sao ativas em X.

Num espaco bidimensional, uma solu¢ao basica degenerada esta na interseccdo de trés ou
mais retas. No espaco tridimensional uma solucao bésica degenerada € a interseccdo de quatro ou
mais planos. Na Fig. 3.8 o ponto C é uma solucdo bdsica vidvel degenerada no plano, ja que trés
restricGes sao ativas em C, ja o ponto E é uma solugdo bdsica vidvel ndo degenerada no plano e o
ponto D é uma solu¢do bésica degenerada no plano. Na Fig. 3.9 ponto A é solucdo basica viavel

degenerada no R? e o ponto B é uma solucdo basica nio degenerada.

Exemplo 3.4.1. Considere o Poliedro P definido pelas restri¢ies:
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o |

Figura 3.8: Representacdo de uma Figura 3.9: Representacdo de uma
Solucdo Basica Degenerada no plano. Solucdo Basica Degenerada no espaco.
8

Xy + Xy + 2X3 - 8

Xy + 6X3 - 12

X1 - 4

% X 6

=Xy, Xoo; X3 o, 0

O vetor X; = (2;6;0) € uma solugdo basica vidvel nao degenerada, visto que sao exatamente
trés as restrigoes ativas em Xy, que sao LI, sao elas X; +Xg +2X3 ® 8, Xo ®= 6 ¢ X3 , 0. O
vetor X9 = (4;0;2) é uma solucao vidvel basica degenerada, porque existem quatro restri¢oes

ativas em Xo, sendo trés LI, sao elas X; + Xy +2X3 ® 8, Xo +6X3 = 12, X; ® 4 e Xy , 0.

Numa solu¢do béasica de um poliedro na forma padrdo, as m restricdes de igualdade sao
sempre ativas. Portanto, ter mais do que N restri¢cdes ativas € o0 mesmo que ter maisdo que n §j M

variaveis valendo zero. Com isto temos que:

Definicao 3.4.2. Considere o poliedro P = fx 2 R j AX =b; X , 0; b , 0g na forma
padrao, seja X uma solu¢ao bdasica e seja M o numero de linhas de A. O vetor X é uma solug¢ao

basica degenerada se mais do que N § M das componentes de X valem zero.
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Exemplo 3.4.2. Considere novamente o poliedro do Fxemplo 3.4.1. Passando o poliedro P
para a forma padrdo, utilizando as variaveis de folga X4;Xs; Xg; X7, tem-se que P = X =

(X1; Xo; X35 X45 X5: X6; X7) JAX =Db; X , 0; b , 0g, onde

2 3 2 3
1121000 8
0160100 12

A= ;b=
1000010 4
0100001 6

Considere a base constituida pelas colunas LI Aq; Ag; As; Az, Para calcular a solugdo bdsica
correspondente, primeiro transforme as varidveis mao bdsicas X4; X5 € Xg em zero, e entdo
resolva o sistema AX = b para as varidveis restantes, obtendo X; = (4;0;2;0;0;0;6). Com
1sto, X1 € uma solugao basica degenerada, visto que ela possui 4 varidveis valendo zero e com
iston f m=7j4=3. Considere agora a base constituida pelas colunas LI Ay; As; Ay; Ar.

A solucdo bdsica vidvel correspondente é de novo X1 = (4;0;2;0;0;0; 6).

O Exemplo 3.4.2 sugere que é possivel considerar solucoes degeneradas do seguinte modo:
escolha um solugdo basica tomando N restricoes LI para serem restricoes de igualdade. Se as
entradas de A e b sdo escolhidas ao acaso isto quase nunca acontece. Além disso, a Fig. 3.10
mostra que se houver uma pequena perturbacdo nas restricdes ativas, solucdo degenerada pode
desaparecer. Em problemas praticos, contudo, as entradas de A e b tem muitas vezes uma estrutura

espacial e por isto solucoes degeneradas sao mais comuns do que o argumento anterior.

Figura 3.10: Representacdo de uma restricio degenerada que tornou-se ndo degenerada, através
de uma pequena carga.
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Para visualizar solu¢des degeneradas em poliedros na forma padrao, é assumido que n jm =
2 e tem-se que o conjunto vidvel é um subconjunto do R? definido pelas restricdes de igualdade
AXx =Db. Na Fig. 3.11 é feito uma ilustracdo de solu¢des degeneradas (N j m)-dimensional, onde
Nn=6em=4. A solucdo vidvel A é nao degenerada e as varidveis basicas sao Xi;Xs; X3; Xg. A
solucao basica vidvel B é degenerada. Pode-se escolher X;; X como sendo as varidveis bdsicas, ou

mesmo Xi; X5 ou Xs; Xg. Logo existem trés bases possiveis para a mesma solucao basica vidvel B.

Figura 3.11: Representacao de solucdo degenerada em poliedros na forma padrao.

Numa solucao basica nao degenerada exatamente N j M das restricdes X; , 0 sdo ativas
e as varidveis correspondentes sao nao bdsicas. No caso de uma solucao basica degenerada mais
do que n j m destas restricbes X; , 0 s3o ativas, e normalmente existem varios modos de escolha
das N j m varidveis n3o-bdsicas e por isto, geralmente, existem varias bases correspondentes para
a mesma solucdo bdsica. Contudo, existem exemplos de solucGes bdsicas degeneradas para a qual
existe apenas uma base correspondente.

A degeneracao de uma solugao bdsica vidvel ndo é, em geral, uma propriedade geométrica,
mas também ela pode depender de uma representacao particular do poliedro. Para observar isto,
considere o poliedro P; = F(X1; X2; X3) ] X1 i Xo = 0; X; +Xo+2X3 = 2; X1} Xo; X3 , 0g na forma
padrdo. tem-seque n=3, Mm=2en j m=1. O vetor (1;1;0) é uma solu¢do ndo degenerada,
pois somente uma varidvel é zero. A solucdo (0;0; 1) é degenerada pois duas varidveis sdo nulas.
Contudo, o mesmo poliedro pode ser reescrito na forma, ndo padrdo, Py = F(X1;X2; X3) j X1 j X2 =
0; X; + Xy +2X3 = 2; X1;X3 , 0g. Agora a solugcdo (0;0;1) é basica viavel ndo degenerada, pois
sé existem trés restricoes ativas.

Um outro exemplo pode ser obtido considerando a solugdo bdsica vidvel ndo degenerada



78 CAPITULO 3. A GEOMETRIA DA PROGRAMACAO LINEAR

X* de um poliedro na forma padrdao P = fx j Ax =b; x , 0; b , 0g, onde A é de dimensio
mxn. Em particular, exatamente N j M das varidveis X} sdo iguais a zero. Agora, represente P
nas forma P = fx jJ Ax , b; §AXx , ib; x , 0g. Entdo, na solugdo bdasica vidvel xX* n j m
varidveis sao tomadas como sendo zero e 2m restricSes de desigualdades sendo transformada em
restricoes de igualdade. Logo, tem-se N + M restricoes ativas em X*, portanto, ela é degenerada.
Assim, na segunda representacdo, todas as solu¢Bes basicas vidveis sdo degeneradas. Com isto,

pode-se concluir que uma solucdo bdsica vidvel é degenerada sob uma certa representacdo de um

poliedro, mas pode ser nao degenerada em outra representacao.

3.5 Existéncia de Pontos Extremos

O objetivo desta secao é dar condi¢cOes necessarias e suficientes para que um poliedro tenha
no minimo um ponto extremo. Primeiro observe que nem todo poliedro apresenta esta propriedade,
por exemplo, se N > 1, um semiespaco do R™ é um poliedro que n3o possui ponto extremo. Além
disso, se uma matriz A tem menos do que N linhas, ent3o o poliedro fx 2 R" j AX , bg n3o pode
ter uma solucdo basica viavel.

Na verdade a existéncia de um ponto extremo em um poliedro depende se ele contém ou
nao uma reta. Na Fig. 3.12, tem-se que o poliedro P contém uma reta, e por isto ele ndao tem

pontos extremos, enquanto o poliedro Q n3ao contém uma reta e ele possui pontos extremos.

Figura 3.12: Representacao de um poliedro que contém uma reta e de um que nio contém.
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Definicao 3.5.1. Um poliedro P % R™ contém uma reta se existe um vetor X 2 P e um vetor

nao nulo d 2 R™ tal que X+ ,d 2 P, para todo escalar .

Com esta definicdo chega-se ao seguinte resultado.

Teorema 3.5.1. Suponha que o poliedro P = fx 2 R™ j a;x , b;; 1 = 1;66¢;mg seja ndo

vazio. Entao, as sequintes sentencas sao equivalentes:

a) O poliedro P tem, no minimo, um ponto extremo.
b) O poliedro P ndo contém uma reta.

c¢) Ezxistem n vetores sobre a familia a,;¢¢¢ ;a,, que sao LI.

Demonstracao 3.5.1. (b) ) (a): Seja X um elemento de P e seja | = fi ja,x =b;g. Sen
destes vetores a; (i 2 1) correspondentes as restrigoes ativas sao LI, entao X €, por definicao,
uma solucao solugcao basica vidvel e, portanto, existe uma solucao bdasica vidvel. Se este nao
€ 0 caso, entao todos os vetores @; (1 2 1) estao num subespaco proprio do R™, logo existe um
vetor nao nulo d 2 R™ tal que a;,d = 0, para todo i 2 |. Considerando a reta formada por
todos os pontos da formay = ,d, onde , € um escalar arbitrario, para todo i 2 | tem-se que
ay = a;Xx+ ,a;,d = a;x = b;. Assim, estas restrigoes, que sao ativas em X, permanecem alivas
em todos os pontos da reta. Contudo, como é assumido que o poliedro nao contém retas, seque
que algumas das restrigoes estao sendo violadas, visto que vale para todo ,. No ponto onde
alguma restricao foi violada wma nova restricao deve tornar-se ativa e assim conclui-se que
existe algum ,* e alguns J @ | tais que a;(x + ,*d) = b;.

Observe que a; nao € uma combinacao linear dos vetores a; (i 2 1), visto que, como
ajXx & b;, poisJ & 1, e a;(x + ,*d) = b;, pela definicio de ,*, e entao a;d & 0. Logo,
como a;d = 0; 81 2 |, pela definicao de d, tem-se que d € ortogonal a qualquer combinagao
linear dos vetores a;; 1 2 1. Portanto, como d ndo € ortogonal a a;, tem-se que a; nao é
uma combinacao linear dos vetores a; (I 2 1).Assim, movendo X para X + ,*d, o nidmero
de restrigoes ativa LI aumentou em pelo menos uma. Repetindo o mesmo argumento, tanto

quanto necessario, chega-se no ponto onde existem N restrigoes ativas LI. Logo, tal ponto é,
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por definicao, uma solucao bdsica vidvel, visto que ela foi construida no conjunto vidvel.

(@) D (c): Se P tem um ponto extremo X, entdao X é também uma solu¢do bdsica vidvel, pelo
Teorema 3.2.1, e por isto existem N restricoes ativas que sao LI em X, que correspondem aos
vetores a;, sendo LI

©) D> (b): Suponha que n dos vetores a; sao LI e, sem perda de generalidade, assuma que
a;;tete ;a, sao os vetores LI. Suponha que P contenha uma reta X+ ,d, onde d € um vetor nao
nulo. Assim, tem-se a;(X+,d) , b;, para todo i e para todo ,. Deste modo tem-se que a;d = 0,
para todo i, pois tomando a;d < 0 pode-se violar a restricao tomando , suficientemente grande,
e de maneira andloga tem-se que a;d nao pode ser maior do que zero. Visto que os vetores @;

sao LI, conclui-se que d =0, o que gera um absurdo. Portanto P nao contém uma reta.
O

Um poliedro limitado nao contém uma reta, visto que qualquer reta contida neste poliedro
viola uma das restricdes. De maneira andloga, tem-se que o octante positivo X j x , 0g n3o
contém uma reta. Visto que um poliedro na forma padrdo estd contido no octante positivo, entao

ele n3o contém uma reta.

Corolario 3.5.1. Cada poliedro nao vazio e limitado e cada poliedro nao vazio na forma

padrao tem no minimo uma solucdo basica vidvel.

Demonstracao 3.5.1. Um poliedro limitado nao contém uma reta, e pelo Teorema 3.5.1
ele possut, no minimo um ponto extremo, consequentemente possui uma solucao basica vidvel
(Teorema 3.2.1). Se um poliedro estd na forma padrdo, entdo, ele estd contido no octante
positivo TX | X , 09, logo, possui um vértice e, novamente, pode-se concluir que possui uma

solucao bdsica vidvel.
O

Uma interpretacdo geométrica para o Teorema 3.5.1 pode ser dada pela Fig. 3.13. Tome
um ponto arbitrdrio de um poliedro, escolha uma direcao onde toda restricdo ativa permaneca

ativa. Mova sobre esta direcdo até que uma nova restricdo quase seja violada. Neste novo ponto
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o nuimero de restricoes ativas LI aumentou em pelo menos uma unidade. Repita este processo até

encontrar num ponto N restricoes ativas LI, em tais pontos tem-se uma solucao basica vidvel.

X+ A*d

Figura 3.13: Representacdo da interpretacao geométrica do Teorema 3.5.1.

3.6 Condicoes para que Pontos Extremos sejam Otimos

Na secdo anterior foi estabelecido condicdes para a existéncia de pontos extremos. Agora
é estabelecido que num PPL sempre é possivel achar uma solugdo étima dentro do conjunto de

pontos extremos do conjunto viavel.

Teorema 3.6.1. Considere o PPL de minimizar ¢'X sobre um poliedro P. Suponha que
P tenha no minimo um ponto extremo e que exista uma solucao otima. Entao, existe uma

solugao otima que é um ponto extremo de P.

Demonstracao 3.6.1. Seja Q o conjunto de todas as solucoes otimas, que € assumido ser
nao vazio. Seja P da forma P = fx 2 R" j AX , bg e seja # o valor étimo do custo cTX.
Entdo Q=Ffx2R"j Ax , b; cI'x = #g também é um poliedro. Como Q % P e como P ndo
contém uma reta, conforme Teorema 3.5.1, entdo Q nao contém uma reta. Logo, Q possui
um ponto extremo.

Seja X* um ponto extremo de Q. E necessdrio mostrar que X* também € um ponto
extremo de P. Suponha, por absurdo, que X* nao € um ponto extremo de P. Entdo, existe

Yy2P ez2P tal quey & X*, z & X* e existe algum escalar , tal que X* = ,y+(1j ,)Z. Seque
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que # = cI'x = ,cly+ (1 i ,)z. Além disso, como # € o custo étimo, cTy , # eclz , #,
por isto, tem-se que ¢y = cTz =#. Logo, X* nao é um ponto extremo de Q, o que produz um
absurdo (pela definicio de X*). Portanto, X* € um ponto extremo de P e, sendo um elemento

de Q, ele ¢ um ponto otimo.
(I

Observe a Fig. 3.14 como uma ilustracio do Teorema 3.6.1. Se Q é o conjunto das

solucdes 6timas, um ponto extremo X* de Q também é um ponto extremo de P.

1

Figura 3.14: Representacao da interpretacao geométrica do Teorema 3.6.1.

O Teorema 3.6.1 é aplicado a poliedros na forma padrdo ou a poliedros limitados, visto
que ele ndo contém uma reta. O préximo resultado é mais forte, pois ele mostra que a existéncia

de uma solucdo 6tima pode ser admitida quando o custo 6timo for finito.

Teorema 3.6.2. Considere o PPL de minimizar ¢I'X sobre um poliedro P. Suponha que P
tenha pelo menos um ponto extremo. Entao, o custo otimo € igual a § L ou existe um ponto

extremo que € otimo.

Demonstracao 3.6.2. Para esta demonstracao € usada a sequinte termologia: um determi-
nado elemento X de P tem posto K se for possivel achar K, mas nao mais do que K, restricoes
LI que sao ativas em X.

Assuma que o custo dtimo € finito. Seja P = fx 2 R™ ] AX , bg e considere que

algum X 2 P seja de posto K < n. Agora € mostrado que existe algum'y 2 P que tem posto
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maior e que satisfaz Ty = ¢I'x. Seja | = fi j a;x = b;g, onde a; € a i-ésima linha de A.
Visto que K < n, o vetor a;; i 2 | esta num subespago proprio do R™ e, por isto, € possivel
escolher algum d 2 R™, nao nulo, ortogonal a cada a;; 12 1. Além disso, pode-se assumir que
c’d = 0, visto que se cI'd , 0, entdo pode-se usar d; = jd.

Suponha que ¢'d < 0. Considere a semi-reta’y = X+ ,d, onde , é um escalar positivo.
Todos os pontos desta semi-reta satisfaz a relacdo a;y = b;; 12 1. Se a semi-reta completa
esta contida em P, o custo otimo € j 1, que nao € o caso, jd que por hipotese o custo otimo
¢ considerado finito. Logo, a semi-reta “sai” de P. Assim, onde isto acontece, existe algum
> >0¢ej @1 tal que a;(x+ ,*d) = b;. Tomey = x+ ,*d e note que ¢’y < c'x. Tem-se
que &; € LI com a;; 121, e o posto de'y € no minimo K+ 1.

Suponha agora que ¢c'd = 0. Considere a reta y = X + ,d, onde , é um escalar
arbitrario. Visto que P nao contém uma reta, a reta'y vai sair de P e quando isto acontecer
tem-se um vetory cujo posto é maior do que o posto de X. Além disso, como ¢c'd =0, tem-se
que cTy = c¢I'x.

Assim, criou-se um vetor'y tal que ¢y =« ¢T'X, cujo posto é maior do que o posto de
X. Repetindo este argumento, o quanto for necessdrio, obtém-se um vetor W de posto N e, por
isto, W € uma solucdo bdsica vidvel, tal que c’'w = c’'x.

Sejam W C¢ ; w™ as solucoes bdsicas vidveis em P e seja W* uma solucdo bdsica
vidvel tal que cTw* = cTw; 8i. E fdcil perceber que para cada X existe algum i 2 1 tal que
cI'wi @ c¢I'x. Logo, tem-se que cTw* =« ¢I'X para todo X 2 P e a solugdo bdsica vidvel W* ¢é

otima.
O

Para um PPL geral o conjunto vidvel ndo tem ponto extremo e, por isto, o Teorema 3.6.2
ndo pode ser aplicado diretamente. No sentido contrario, qualquer PPL pode ser transformado
num PPL na forma padrao equivalente, para o qual o Teorema 3.6.2 pode ser aplicado. Isto esta-

belece o Coroldrio a seguir.

Corolario 3.6.1. Considere o PPL de minimizar ¢'X sobre um poliedro ndo vazio. Entao,
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ou o custo otimo ¢ § L ou existe uma solucao otima.

O Corolario 3.6.1 deve ser entendido para se perceber as diferencas com uma fungdo custo
~ . .. . 1 - ;o ~ ;o
nao linear. Por exemplo, no problema de minimizar <, sujeito a X , 1, o custo étimo ndo ¢ j 1

e uma solucao étima pode nao existir.

3.7 Representacao de Poliedros Limitados

Até agora, os poliedros foram apresentados em termos das suas definicdes de desigualdade.
Agora, nesta secao, é dada uma representacdo alternativa, mostrando que um poliedro limitado
pode ser representado como sendo o envoltério convexo de seus pontos extremos. A prova desta
afirmacdo é dada de maneira elementar e construtiva, sendo que a idéia pode ser retirada da Fig.
3.15. Dado um vetor z, expresse-o como sendo a combinagdo convexa de y e u. O vetor U é um
elemento do poliedro Q, cuja dimensdo é menor do que a dimensdo de P. Usando inducdo na
dimensao, expressa-se U como sendo uma combinacdo convexa dos pontos extremos de Q, que

também s3o pontos extremos de P.

Q al x=bj

Figura 3.15: Representacdo da idéia geométrica para o Teorema 3.7.1.

Teorema 3.7.1. Um poliedro limitado e ndao vazio € a casca convexa de seus pontos extremos.

Demonstracao 3.7.1. Cada combinacdo convexa dos pontos extremos de um poliedro €

um elemento do poliedro, visto que os poliedros sao conjuntos converos. Assim, somente é
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necessario mostrar a reciproca e que cada elemento de um poliedro limitado pode ser represen-
tado como sendo a combinacao convexa de seus pontos extremos.

Defina a dimensao de um poliedro P % R™ como sendo o menor inteiro K tal que P
estd contido em algum subespaco afim K-dimensional do R™. Para demonstrar o teorema é
usado inducao na dimensao do poliedro P. Se P € poliedro de dimensao zero, ele é um ponto
singular, logo 0s seus pontos sao um ponto extremo de P e por isto o resultado é verdadeiro.

Agora assuma que o resultado € verdadeiro para todo poliedro de dimensao menor do
que K. Seja P =fx2R"ja; , b;; 1 =1;¢6¢;mg um poliedro K-dimensional limitado e nao
vazio. Entdao, P estd contido num subespaco afim K-dimensional do R™, que € assumido ser
da forma

S=F"+ o xt++ 2+ 000+ Lo xXEj L1,00000; ., 2 Ro; (3.15)

onde X*; 066 ; X* sdo alguns vetores do R™. Seja£,;6¢¢ :F,_;, nik vetores LI que sao ortogonais

axt;eee;xk. Seja g; = FIXY, para i =1;¢6¢;n j K. Entdo, cada elemento X 2 S satisfaz
fix=g;i=10t¢;njk: (3.16)

Visto que P %0 S, 0 mesmo acontecer com cada elemento de P .

Seja z um elemento de P. Se z € um ponto extremo de P, entdo z é uma combinagdo
convexa trivial dos pontos extremos de P e nao existe mas nada para ser provado. Se Z nao
for um ponto extremo de P, escolha um ponto extremoy arbitrario de P e construa a semireta
composta por todos os pontos da forma z+ ,(z §Y), onde , € um escalar nao negativo. Visto
que P ¢ limitado, esta semireta sai de P e por isto ela viola uma das restri¢oes, digamos
a;+X 5 b, Considerando que esta violagao acontece quando a semireta toca esta restricao é
possivel encontrar algum ,* e um U 2 P, tal queu=2z+ ,*(Z i y) e a;+u = b;«. Visto que a
restricao a;X 5 D« € violada se , ficar maior dos que ,*, seque dai que a;+(Z j y) <O0.

Seja Q o poliedro definido por Q = fXx 2 P jasx =bxg=fX2R"ja, , b i =
1;6¢¢;m; a;X =h,g. Visto que 2,y 2 P, tem-se que f1'z =g; = 1y, mostrando que z j y é
ortogonal a cada vetor T;, para 1 =1;6¢¢;n j K. Inversamente, mostra-se que a;«(Z j y) <0,
implicando que o vetor a;« ndao € uma combinacao linear dos vetores T; e, por isto, ele é LI

com o0s mesmos. Note que Q % fX 2 R" jayx = b;; fIx =g;; i =1;6¢¢;n j kg, visto que a
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Eq. (3.16) € tomada para cada elemento de P. Um conjunto adequado é definido porn j K+1
restricoes LI de igualdade. Contudo, ele é um subespaco afim de dimensdo K j 1. Portanto,
Q tem dimensao, no mazrimo, K j 1.

Aplicando a hipotese de inducao em Q e U, conclui-se que U pode ser expresso como
sendo uma combinagao converau = V' dos pontos extremos V' de Q, onde ,; sdo escalares
nao negativos cuja soma € um. Note que num ponto extremoy de Q, tem-se a,v =D; para n

vetores LI a;, portanto, V também € um pont)o(eﬂremo de P. Usando a defini¢ao de ,* tem-se,

ut+\*y
14M* -

Portanto, z = 11{ + 1 -|,-Z -V*, mostrando que Z ¢ uma combinagao

também, Z =
(]
convezra dos pontos extremos de P .

O

O Exemplo 3.7.1 mostra uma aplicacdo da Demonstracao do Teorema 3.7.1. Os coefi-

1.1.1.

cientes (3, 31 %) como exigidos na demonstracao, tem soma 1.

Exemplo 3.7.1. Considere o poliedro P = f(X;y;z) 2R jx+y+z = 1; x;y;z , Og.
Ele tem quatro pontos extremos, sao eles X! = (1;0;0), x?2 = (0;1;0), x3 = (0;0;1) e x* =

(0;0;0). O ponto x = (%, %; }L) pertence a P. Ele pode ser representado como sendo

1 1 1 1
X==x"+ =x2+ >x3 + —x%

3 3 4 12 (317



Capitulo 4

O método Simplex

No capitulo anterior viu-se que se um PPL na forma padrao tem uma soluc3o viavel, entao
existe uma solucdo basica vidvel que é 6tima. O método Simplex é baseado neste fato e busca
por uma solucao étima movendo-se de um vértice a outro, da regido vidvel, sempre numa direcao
que reduza o custo. Neste capitulo é desenvolvido detalhadamente o Método Simplex, discutindo
implementagdes, como o Quadro Simplex e o Método do Simplex Revisado, falando também de
algumas das dificuldades que podem surgir na presenca de solu¢des degeneradas.

Considere o problema na forma padrao

minimizar cT'x

. < Ax = b (4.1)
sujeito a

e P o conjunto vidvel. Também é assumido que a matriz A tem dimensdo mxn e que suas linhas
sdo LI. Ainda é mantida a notacdo A; como sendo a i-ésima coluna da matriz A e a8, como sendo

a sua i-ésima linha.

4.1 Condicao para a Existéncia de Pontos Otimos

Qualquer algoritmo de otimizacdo tem a seguinte estrutura: dada uma solucao viavel deve-

se buscar na sua vizinhanga uma solugdo vidvel aproximada que reduza o custo da fungdo. Se a

87
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solucdo viadvel aproximada ndo leva a um custo melhor chega-se ao fim do algoritmo e entao tem-se
uma solucdo 6tima localmente. Para problemas gerais de otimizacao, uma solucao étima local nao
precisa ser 6tima, globalmente. Para PPL, se um ponto é 6timo localmente ele também é 6timo
global, visto que se minimiza uma fung¢ao convexa sobre um conjunto convexo.

Suponha que se esteja num ponto X 2 P e que seja considerado movimentos na direcao
de um vetor d & 0. Claramente é preciso escolher somente d que n3o leve imediatamente para
fora do conjunto viavel, fato este ilustrado pela Fig. 4.1, pois tem-se varias “diregees vi§veis" em

varios pontos de P.

Figura 4.1: Representacdo da ilustracdo da Definigdo 4.1.1.

Definigao 4.1.1. Seja X um elemento de um poliedro P. Um vetor d 2 R™ ¢é dito ser uma

direcao vidvel em X se existe um escalar >0 para o qual X+ d2P.

Considere a possibilidade de movimento fora de X, por um novo vetor X+ d, selecionando

uma variavel ndo basica X;, que inicialmente é levada a zero, acrescentando a ela um valor positivo

, que conserva a varidvel ndo basica sendo zero. Algebricamente, d; = 1 e d; = 0 para todo indice

ndo basico 1 tal que 1 & J. A% mesmo tempo, o vetor Xl?, das variaveis basicas, transforma-se

no vetor Xz + dg, onde d5, = dp,, dp, ¢ttt dp,, € o vetor das componentes de d que
corresponde as varidveis basicas.

Dado que o interesse estd apenas nas solucdes vidveis, deve-se exigir que A(X+d ) = b.

Como X é vidvel, também tem-se que AX = b. Deste modo as restri¢es de igualdade s3o satisfeitas,

para >0, se Ad =0. Como d; =1 e que d; =0, para todos os outros indices ndo bésicos i,

tem-se
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X X
0= Ad = Azdz = AB(i)dB(i) + A] = BdB + Aj (42)

Sabendo que a matriz basica B é invertivel, obtém-se

dg = iB'A;: (4.3)

O vetor dire¢do d que foi construido na Eq. (4.3) é chamado de a j-§sima diresao b§sica.
Assim, garante-se que as restricoes de igualdade sdo respeitadas quando se move fora de X na
direcdo basica d. Observe que as varidveis X; sofre um pequeno aumento e que todas as outras
varidveis nao bdsicas sao tomadas como sendo zero. Ent3do, sobre a ndo-negatividade das restricoes,

€ preciso se preocupar apenas com as varidveis basicas. Por isto, aparecem dois casos:

a) Suponha que X seja uma solugdo bésica vidvel ndo degenerada. Entdo, xp > 0, do qual
segue que Xg + dp , 0, mantendo o fato de ser viavel quando ¢ suficientemente pequeno. Em

particular, d é uma direc3o viavel.

b) Agora suponha que X é degenerada. Entdo, d nem sempre é uma direcdo vidvel. Na ver-
dade, ela € viavel se uma variavel basica Xp; for nula, enquanto a componente correspondente
dB(i> de dgp = B'A; for negativa. Neste caso, se seguir a j-ésima direcdo bdsica, a ndo negativi-

dade da restricdo para Xp, € violada imediatamente, o que nos leva a uma solugdo inviavel.

Por exemplo, na Fig. 4.2 tem-se N = 5 restricoes e, como a representacao do PPL é no
plano, tem-se que N j M = 2 e, por isto, é possivel visualizar o conjunto vidvel numa representagao
plana. Na solugdo vidvel ndo degenerada E, as varidveis X; e X3 sao nulas, ndo bdsicas, e Xa, X4
e X5 sdo varidveis basicas positivas. A primeira direcdo basica é obtida aumentando X;, enquanto
conserva-se a variavel nao bdsica X3 sendo nula. Esta direcao corresponde a borda EF. Agora
considere a solucdo basica vidvel degenerada F e seja X3 e X5 as varidveis nao bdsicas. Note

que X; é uma solucdo basica viavel nula. Uma direcao basica é obtida aumentando X3, enquanto
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conserva-se a direcdo basica X5 nula. Esta é a reta FG, que pode conduzir para fora da regiao

vidvel. Assim, esta direcao basica nao é uma direcdo vidvel.

Figura 4.2: Representacao da ilustracao da direcao basica em solugdes degeneradas.

Agora veja o que acontece com a fun¢do custo quando hd um movimento sobre a direcao
basica. Seja d a i-ésima dire¢ao basica. Enﬁéo, a taxa c¢’d doicusto que se altera ao longo da
direc3o d é dada por ckdp +c¢;, ondech = ¢, ¢, ¢t c, . Pela Eq. (4.3) tem-se que isto
é 0 mesmo que C; j CEB™'A;. Uma interpretacdo intuitiva diz que C; é o custo aumentado por
unidade da varidvel X; e o termo jCLB™!A; é o custo de se alterar a compensagdo na varidvel

basica necessaria para a restricao AX = b.

Definigao 4.1.2. Seja X uma solugdo basica, seja B a matriz bdsica associada e seja Cp o
vetor custo da varidvel bdsica. Para cada j, € definido como sendo o custo reduzido §; da

varidvel X; o valor dado por

G =Cj i CEBTA; (4.4)

O exemplo a seguir apresenta uma aplicagcdo para a Definicdo 4.1.2.

Exemplo 4.1.1. Considere o PPL
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minimazar: F(X) = C1Xq + CoXg + C3X3 + C4Xy

X1 + Xo + X3 + X4 = (4 5)

sujeito a 2%, + 3X3 + 4xy =

W AW

X1, Xo; Xs; X4 o, O

As duas primeiras colunas da matriz A sio Ay = (1;2) e Ay = (1;0). Como elas sao
LI, escolha X; e X9 como sendo as varidveis basicas. Logo, a matriz bdsica correspondente é

dada por

B=4 S: (4.6)

Tomando X3 = X4 = 0 e resolvendo o sistema para X; e Xy obtém-se que X; = 1 e
Xo =1, que € uma solucdo basica vidvel nao degenerada. Uma direcao bdsica correspondente
para um aumento na varidvel nao bdsica X3 pode ser construida da sequinte forma: tome

d3 =1 edy =0. Utilizando a Eq. (4.3), uma mudan¢a de diregio viavel é dada por

2 3 2 3 2 3
5

1
4d15=4dB(1)5=dB=iBflA3=B=4O
d A 1

o

2 3
=4 '25, (4.7)

1
2

O custo sobre esta direcdo bdsica € dado por cT'd = j 5C + %Cg + C3.

Considere agora a Definicdo 4.1.2 para o caso de uma varidvel basica. Visto que B é a
matriz [Ap,, t¢¢ Ap ] tem-se que Bfl[AB(l) t¢¢ Ap,,] =1, onde I e a matriz identidade de
ordem m. Em particular, B‘lAB<i> é a I-ésima coluna da matriz identidade, que é o i-ésimo vetor

unitdrio €;. Logo, para cada varidvel bdsica Xp;, tem-se:



92 CAPITULO 4. O METODO SIMPLEX

65 = Ch, 1 Cp,B_1AB, =Ch, i Cp& =Cp, i Cp =0; (4.8)

0 que mostra que o custo reduzido de cada varidvel bésica é zero.
O préximo resultado fornece condigdes para que um ponto seja 6timo. Dada a interpretagdo
da reducao do custo como sendo a taxa da mudanca de custo sobre certa direcdo, este resultado

fica intuitivo.

Teorema 4.1.1. Considere uma solucao bdsica vidvel X associada com a matriz bdsica B e

seja § o vetor custo reduzido correspondente.
a) Se § 5, 0 entdo X € dtimo.
b) Se X é uma solugdo dtima e X é ndo degenerada entao § 5 0.

Demonstragao 4.1.1. a) Assuma que § 5 0 e seja’y uma solu¢ao vidvel arbitrdria. Defina
d =y i X. Por serem solucoes possiveis tem-se que Ay = AX = Db e, por isto, Ad = 0. Assim,

reescrevendo a ultima iqualdade obtém-se:

onde N € o conjunto das indices correspondente as varidveis dadas nao bdsicas. Como B €

mvertivel obtém-se:

X
dg=1i B 'Ad; (4.10)
€N
€
X X X
c’ld=chdp+ c¢d;i= (c;iCcgB'A)d; = gd;: (4.11)
iEN iEN iEN

Para qualquer indice i 2 N, nao bdsico, tem-se que X; = 0 e, visto que Y € vidvel, y; , 0.
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Assim, d; , 0 e g;d; , 0, para todo i 2 N. Por isto, conclui-se que ¢cI'(y j X) = cfd , 0.
Visto que 'y € uma solugao vidvel arbitraria, tem-se que X € otima.

b) Suponha que X seja uma solugao bdsica vidvel nao degenerada e que §; < 0 para algum j.
Visto que o custo reduzido de wma varidvel bdsica é sempre nulo, X; deve ser uma varidvel
nao bdsica e, §;, € a taza de mudanga do custo sobre a J-ésima dire¢ao bdsica. Como X € ndo
degenerada, a J-€sima direcdo bdsica € uma dire¢do vidvel na redu¢do do custo. Movendo-se
nesta direcao, obtém-se solugoes viaveis cujo custo é menor do que o do X e, por isto, X nao

¢ uma solugcao otima, o que gera uma contradi¢ao.

Note que o Teorema 4.1.1 admite a possibilidade de que X seja uma solucdo bdsica viavel
(degenerada) étima, mesmo com ¢; < 0 para algum indice ndo basico j. Ainda, segundo o Teorema
4.1.1, quando uma solucdo bdsica vidvel nao degenerada é 6tima todos os custos reduzidos sao
ndo negativos, e por isto, é necessdrio analisar apenas as N j M direcdes basicas. Se X é uma
solucdo basica viavel nao degenerada, um simples teste computacional de comparacao é necessario
para determinar se X é étimo ou n3o. O Método Simplex, como é desenvolvido na secdo seguinte,
é capaz de obter a solucdo 6tima desviando-se desta dificuldade.

Note que para usar o Teorema 4.1.1 e para afirmar que uma certa solucdo é 6tima, é

necessdrio satisfazer duas condicdes: ser viavel e nao degenerada. Isto conduz a definicao a seguir.

Definicao 4.1.3. Uma matriz bdsica B é dita ser dtima se:

(a) B7'b , 0; e
(b) g =c” j cEB'A , 0T,

E claro que, se for achado uma base 6tima, entao a solugdo basica correspondente é viavel
e, ainda, satisfaz as condicOes de ser 6tima. Por outro lado, no caso degenerado, tendo uma

solucdo bdsica vidvel ndo significa necessariamente que o custo reduzido é n3o negativo.



94 CAPITULO 4. O METODO SIMPLEX

4.2 Desenvolvimento do Método Simplex

Agora é completado o desenvolvimento do método simplex. A principal tarefa é apresentar
os detalhes de como se mover para uma solucao bdsica vidvel melhor, sempre que uma direcao
basica vantajosa é encontrada.

Assuma que cada solucdo bdasica viavel é ndo degenerada. Esta suposi¢cdo é util no inicio,
porém esta hipdtese é enfraquecida posteriormente. Suponha que se esteja numa solucdo bésica
vidvel X e que se tenha calculado os custos reduzidos §; das varidveis ndo bésicas. Se todos estes
custos sao nao negativos, entdo, pelo Teorema 4.1.1 tem-se que esta solugao é étima e por isto
finalizou-se o procura. Caso contrdrio, pelo menos um dos custos reduzidos ¢;, das varidveis nao
basicas, é negativo. Se J é este indice, entdo esta direcdo é uma direg¢do viavel para reduzir o custo.
A diregdo é obtida tomando d; = 1, d; =0, para i & B(1); B(2);¢¢t ;B(m);j eds = iB'A;.
Quando se move nesta direcao d a varidvel ndo basica torna-se positiva e todas as outras varidveis
ndo basicas permanecem nulas. Esta situagdo foi descrita para dizer que X; (ou A;) “entra” na
base.

Uma vez que se comeca o movimento contrario de X sobre a direcdo d, estdo sendo tracados
pontos da forma X+ d, onde , 0. Como o custo decresce sobre a direcao d, deseja-se mover-se

sobre ela o quanto for possivel. Isto é tomado no ponto X + *d, onde

*=maxf ,0jx+ d2Pg: (4.12)

O custo reduzido alterado é *c”d, que é o mesmo valor de G-
Agora é apresentado uma maneira de se encontrar *. Dado que Ad = 0, tem-se que
A(x+ d) = Ax =D, para todo , e as restricOes de igualdade nunca devem ser violadas. Assim,
X+ d torna-se impossivel somente quando uma das suas componentes torna-se negativa. Por isto,
aparecem dois casos:

a)Sed , 0, entdo x+ d , O, para todo , 0. Assim, o vetor X + d nunca torna-se

impossivel e, por isto, * = 1.
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- Xi

b) Se d; < 0, para algum i, a restricdo x; + d; , O torna-se = j . Esta restricdo em

deve ser satisfeita para cada i tal que d; < 0. Assim, o valor mdximo possivel para é

(4.13)

Note que * > 0, visto que Xp, > 0 para todo i, pois X é ndo degenerada. A seguir é

apresentado um exemplo de como encontrar uma direcdo viavel, saindo de uma solugdo viavel X.

Exemplo 4.2.1. Considere o PPL apresentado no Fxemplo 4.1.1:

minimLzar: F (X) = C1 X1 + CoXy + C3X3 + C4 Xy

(4.14)

sujeito a 2X, + 33 + 4xy =

8
Z2x X o+ X Xy =
T Xy Xop X3 X4 o, O

No Exemplo 4.1.1 tomou-se as duas primeiras colunas para formar a matriz bdsica B.
A solugao basica vidvel associada com B € x = (1;1;0;0) e, também visto no FExemplo 4.1.1,

o custo reduzido G3, da varidvel nao bdsica Xs, €

3¢y Co
— + = +cC3! 4.15
i+ 2, (4.15)
Agora, suponha que o wvetor custo € dado por ¢ = (2;0;0;0). Neste caso, usando
a Eq. (4.15), tem-se que g3 = §3. Visto que ¢z € negativo, tem-se uma dire¢ao bdsica,

correspondendo a esta varidvel. Assim, como dg = (i %; %), ds =1 edy =0, tem-se que
d=(i %; %; 1;0). Agora, considere vetores da forma X+ d, com , 0. Aumentando o valor
de s0 a componente Xy de X que decresce, pois dy < 0. O wvalor possivel mdzimo de ¢ dado

*

—_— = I —
por *=ji =

wino

. Com este , obtém-se o pontoy = X + %d = (0; %; %;0). Do sistema dado

1
pela Eq. (4.14), tomando as colunas Ay = (1;0) e As = (1;3), correspondendo das varidveis
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nao nulas do novo vetory, tem-se que elas também sao LI. Portanto, elas formam uma base
e por isto o vetory € uma solug¢ao bdasica viavel. Em particular, a varidvel X3 entrou na base

e a varidavel X1 saiu da base.

*

Visto que * é escolhido e assumido ser finito, move-se para a nova solugdo vidvel y =

X+ *d. Visto que X; =0 ed; =1, tem-se quey; = *>0. Seja | o indice tal que

11
X . XB(i
j 20 = min BE = (4.16)
dppy  {i=L-m | dgiy<0} dp(

em particular,

XB() + *dB(l) =0: (418)

Observa-se que a varidvel bdsica Xp(;) passou a valer zero, enquanto que a varidvel ndo
bdsica X; passou a ser um niimero positivo. Este fato sugere que X; deve substituir Xy na base.
Conseglientemente, toma-se a nova matriz basica B substituindo Ap(;) por A;. Assim, obtém-se

a matriz

B= Apu ¢ Apu_y Apy Apurny 00 Apim (4.19)

De forma equivalente, o conjunto de indices basicos fB(1);¢¢¢ ; B(m)g esta sendo sub-

stituido por um novo conjunto de indices TB(1);¢¢¢ ; B(m)g dado por
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8
<B@G);, i & I

B()= _ (4.20)

I; i = I

O resultado a seguir mostra que esta matriz B é uma base e que a solugdo basicay = x+ *d

é a solucao basica vidvel associada com esta matriz.

Teorema 4.2.1. a) As colunas Apj), para j & 1, e A; sio LI e, portanto, B é uma matriz
basica.

b) O vetory =x+ *d é uma solugao basica vidvel associada com a matriz bdsica B.

Demonstragao 4.2.1. a) Se os vetores Ap;y, | = 1,066 ;m sao LD, entdo existem coeficientes

1,008 ..., nem todos nulos, tais que

X
=1
o que tmplica que
X
,iB_lAB(j) =0 (4.22)
=1

e por isto os vetores B_lAB(j) também sao LD. Por isto, mostrando que os vetores Apj),
para i &1, e A; sao LI, chega-se a um absurdo, provando o resultado. Tem-se que B™'B = 1.
Visto que Ap) € a i-ésima coluna de B, seque que os vetores B~'Ap, para i & 1, sdo todos
vetores unitdrios, exceto, provavelmente, o vetor na posicao | e, por isto, todas as coordenadas
na posi¢ao | dos vetores B~'Ap;y, para i & |, valem zero. Agora, tem-se que BT'A; = jdg.
A sua entrada de posi¢io jdp € diferente de zero, por defini¢ao de l. Poristo, BT'A; é LI
com o0s vetores B_lAB(i), i &1. Entao B é uma matriz bdsica.

b) Tem-se quey , 0, Ay = b ey, =0, para i & B(1);t¢¢;B(M). Além disso, as colunas
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Apay t8e Apyyy sao LI, como mostrado em (a). Entdo, tem-se que 'y € uma solugdo bdsica

vidvel associada com a matriz basica B.

O

Visto que * é um ndmero positivo, a nova solucdo basica vidvel X + *d é diferente de
X. Como d tem a direcdo de decrescimento do custo, o custo desta nova solucdo bdsica vidvel é
estritamente menor do que o custo da varidvel X. Portanto, o objetivo de diminuir o valor do custo
foi alcancado.

Agora é possivel resumir uma iteracdo do Método Simplex. Para isto, defina um vetor

u=(ug;¢tet¢;u,,) como sendo

u= jdg =B'A;; (4.23)

onde A,
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problemas n3o degenerado, o Método Simplex funciona corretamente e se finaliza num nimero

finito de iteracdes.

Observacao 4.2.1. O algoritmo apresentado na Tab. 4.1 € o algoritmo original de Dantzig,
mas outras modificagoes podem ser utilizadas para diminuir o custo computacional. Por exem-

plo, na etapa 2 vocé pode escolher o indice j de maneira que ele seja o de menor indice.

Teorema 4.2.2. Assuma que o conjunto vidvel € nao vazio e que cada solu¢ao bdsica vidvel é
nao degenerada. Entdo, o Método Simplex termina depois de um numero finito de iteracoes.

Ao terminar, uma das possibilidades a sequir acontece:

a) Tem-se uma base étima B e uma solugdo bdsica vidvel associada com este ponto étimo.

b) Acha-se um vetor d satisfazendo Ad =0, d , 0, cTd <0 e que o custo 6timo € j 1.

Demonstracao 4.2.2. Se o algoritmo, apresentado na Tab. 4.1 termina devido ao critério
de parada do passo 2, entao a condicao de um ponto ser otimo do Teorema 4.1.1 fica satisfeita,
por isto B € uma base otima e esta solucao basica vidvel é otima.

Se o algoritmo termina porque o passo 3 foi satisfeito, entdo a solucao X € bdsica
vidvel e, por isto, descobriu-se uma varidvel nao bdsica X; tal que §; < 0 e que a direcao
basica correspondente d satisfaz Ad =0 ed , 0. Em particular, X+ d 2 P para todo > 0.
Visto que ¢'d = g; < 0, fazendo  arbitrariamente grande, o custo pode ser tomado como
sendo um numero negativo arbitrariamente pequeno e, por isto, o custo otimo € j 1.

Em cada iteracao o algoritmo faz mover-se numa distancia de * > 0 sobre uma
direcao d que satisfaca ¢'d < 0. Portanto, o custo de cada solugdo bdsica vidvel apresentada
pelo algoritmo € estritamente menor do que o custo da anterior e, além disso, solugoes bdasicas
vidveis nao sao apresentadas pelo algoritmo duas vezes. Visto que existe um nimero finito de

solucoes bdsicas vidveis, o algoritmo vai finalizar-se.
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4.2.1 O Método Simplex para Problemas Degenerados

Foi apresentado até aqui o desenvolvimento do método simplex sob a suposicdo de que
toda solucao bdsica vidvel é nao degenerada. Agora, suponha que o mesmo algoritmo seja usado
para PPL com solu¢do degenerada. Entdo, as seguintes possibilidades podem aparecer no decorrer

do algoritmo:

a) Se a solugdo basica vidvel presente X é degenerada, * pode ser nulo e, neste caso, a nova
solucdo basica vidvel y € a mesma que X. Isto acontece se alguma varidvel basica Xp(;) € igual a
zero e a componente correspondente dp(;) do vetor direcional d é negativa. Contudo, definindo
uma nova base B, pela troca de Ap;) com A;, o Teorema 4.2.1 continua sendo valido.

b) Mesmo que * seja positivo, é possivel que aconteca de mais do que uma das varidveis bésicas
originais se torne nulas no novo ponto X+ *d. Visto que somente uma delas deixa a base, as outras

continuam na base com custo valendo zero e, por isto, a nova solucao basica viavel é degenerada.

Mudando de base e encontrando a mesma solu¢do basica viavel ndo é um problema. Na Fig.
4.3, pode-se observar que uma sequéncia de tal mudanca de bases pode levar a eventual descoberta
de uma direcdo viavel para reduzir o custo. Por outro lado, uma sequiéncia de mudancas de bases
pode levar, de novo, a base inicial e, neste caso, o algoritmo pode ficar indefinidamente num
“laco”. Degeneracao pode causar varios problemas computacionais, como ciclagem ou problemas
na analise pés-6tima. Por exemplo, suponha que o PPL da Fig. 4.3 estd na forma padrdo, com
N j m = 2, posicionado no plano bidimensional definido pelas restricdes de igualdade Ax =b. A
solucdo bésica vidvel X é degenerada. Se X, e X5 sdo as varidveis ndo bdsicas, entdo as duas direcbes
basicas correspondentes sdo os vetores f e h. Para ambas as direcdes, tem-se * = 0. Contudo, se
¢é executada uma mudanca de base, com X, entrando na base e X4 saindo, as duas direcoes basicas
serdo h e -g, onde a direcdo -g é tomada quando X; esta variando e Xg € conservado em zero. Em
particular, pode-se seguir na direcdo h para alcancar uma nova solu¢do basica vidvel y com custo
menor.

Caso o algoritmo entre num lago, ele apresenta um fendmeno que é chamado de ciclagem.

Muitas vezes afirma-se, de maneira equivocada, que a ciclagem é um fené6meno raro e excepcional.
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Figura 4.3: Representacao de um PPL com uma solu¢ao degenerada.

Contudo, para PPL altamente estruturado, as solucGes basicas vidveis sdo degeneradas e, por isto,
ciclagem se torna bem provavel de ocorrer. Uma maneira de se evitar ciclagem é fazer uma escolha

sensata das varidveis que vao entrar e sair da base.

4.2.2 Selecao do Pivo

O algoritmo simplex, como esta sendo descrito, tem certos graus de liberdade: na Etapa
2, da Tab. 4.1, pode-se escolher qualquer j cujo custo reduzido §; seja negativo; ja na Etapa 5
pode-se obter vérios indices | que atinja o minimo na definicdo de *, e se estd livre para escolher
qualquer um deles. Regras para fazer tal escolha sao chamadas de Regra de Pivoteamento.

Com respeito a escolha das colunas de entrada na base, as seguintes regras apresentam

candidatos naturais:

a) Escolha uma coluna A;, com g; < 0, de modo que o custo reduzido seja o menor. Visto
que o custo reduzido é a taxa de variacdo da fungdo custo, esta regra escolhe uma direcio pela
qual o custo decresce rapidamente com a taxa. Contudo, o custo atual decresce dependendo de
até onde se move ao longo da direcdo escolhida.

b) Escolha uma coluna com g; < 0 para o qual o custo correspondente decrescente * j §; j seja
minimo. Esta regra apresenta uma possibilidade de alcanc¢ar o ponto 6timo num nimero minimo de
iteragdes. Por outro lado, o peso computacional em cada iteracao é grande, visto que é necessario

calcular * para cada coluna com g; <O0.
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Para PPL com grande nimeros de restricGes, até mesmo a regra para escolher g; como
sendo o de menor custo, pode apresentar um peso computacional grande, pois exige o calculo do
custo reduzido para cada variavel. Por isto, podem ser adotadas regras simples para diminuir o
custo computacional, tal como a regra do menor sub-fndice, que escolhe o menor j para o qual ;
é negativo. Outro critério que tem sido usado para melhorar o tempo gasto global é a Regra da
Maxima Descida, que pode ser vista em Vanderplaats (1999).

Para fazer a escolha da coluna de saida, uma alternativa simples também é dada pela regra
do menor sub-indice, ou seja, dentre todas as varidveis elegiveis para sair da base, escolha a de

menor sub-indice.

4.3 Implementacao do Método Simplex

Nesta secdo sdo discutidas alguns modos de aplicacdo do Método Simplex. Inicialmente
deve estar claro, para a exposi¢do do algoritmo, que os vetores B~*A; s3o pontos chave no método.
Se estes vetores sdo avaliados entdo, o custo reduzido, a direcdo de movimento e o tamanho

*

do passo sao calculados facilmente. Assim, a principal diferenca entre as implementacGes
alternativas estd no modo que os vetores B~'A; sio calculados e na soma de informagdes que sdo

carregadas para uma préxima iteracao.

4.3.1 Implementacao Simples

Esta implementacdo é a mais simples, visto que nenhuma informacao auxiliar é carregada
para a préxima iteragdo. No inicio de uma iteragcdo tipica, tem-se os indices B(1);¢¢¢ ; B(m)
das varidveis bdasicas correspondentes. E formada uma matriz basica B e é calculado o vetor
p? = cLB~1, resolvendo o sistema p”B = c% para o vetor desconhecido p. Este vetor p é chamado
de vetor do mfltiplo simplex associado com a base B. O custo reduzido g; = ¢; j CKB™'A; de

qualquer varidvel X; € obtido segundo a relagcao

Gi=c¢ip A (4.24)
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Dependendo da regra de pivoteamento utilizada, é possivel calcular todos os custos re-
duzidos ou apenas calcular o custo reduzido até que apareca uma variavel com custo reduzido
negativo. Visto que uma coluna A; € selecionada para entrar na base, resolve-se o sistema linear
Bu = A, para obter o vetor u, dado por u = B~'A;. Assim, formou-se a direcdo para o qual se

esta movendo para fora da solucao basica viavel atual. Finalmente determine * e a varidvel que
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Definicao 4.3.1. Dada uma matriz, nao necessariamente quadrada, a substituicao de uma
linha pela adicao entre duas ou mais linhas, ou ainda, a multiplicacao de uma linha por um

escalar é chamada de uma operacao elementar sobre linha.

O exemplo a seguir sugere que a execu¢ao de uma operagao elementar sobre linha de uma
matriz C é equivalente a formar uma matriz QC, onde Q é uma matriz quadrada construida de

maneira conveniente.

2 3 2 3 2 3
1 0 2 1 2 11 14

Exemplo 4.3.1. Seja Q :E 010 z eC ZE 3 4 Z Note que QC :g 3 4 z
0 01 5 6 5 6

Em particular, a multiplicacdo a esquerda da matriz Q foi o mesmo que substituir a primeira
linha por uma linha que € dada pela soma da primeira linha com o dobro da terceira linha da

matriz C.

Para generalizar o Exemplo 4.3.1, dada uma matriz C, de ordem mxn, deve-se observar
que ao se multiplicar a j-ésima linha de C por fl e somé-la com a i-ésima linha da mesma, sendo
I & J, é o mesmo que multiplicar a esquerda de C uma matriz Q = 1 + D;;, onde D;; é a matriz
cujo os elementos valem zero, exceto, o (i;j)-ésimo elemento que vale fl. Como o determinante

de Q vale um, ent3o esta matriz é invertivel.

Suponha, agora, que uma seqiiéncia de K operacdes elementares seja aplicada a uma matriz
C e que cada operacdo corresponda a multiplicar a esquerda de C por uma certa matriz invertivel
Q;; 1 = i = K. Entdo, a seqliéncia dessas operacdes elementares é o mesmo que multiplicar a
esquerda por uma matriz invertivel Q = QQ._1(¢¢¢)Q2Q;. Assim, conclui-se que executando
uma sequéncia de operacoes elementares sobre a linha de uma matriz é o mesmo que multiplicar

esta matriz, a esquerda, por uma certa matriz invertivel.

Visto que B™'B = 1, tem-se que B"*Ap(i) é o i-ésimo vetor unitdrio e;. Com esta
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observacao, tem-se que

BB = e (¢ e u ey (it e, = u, ; (4.27)

Uy, 1

onde u = B7'A;. Agora, uma seqiiéncia de operacdes elementares sobre linha é aplicada para
mudar a matriz da Eq. (4.27) na matriz identidade. Para isto, considere a seguinte seqiiéncia de
operacoes elementares sobre linha:

a) Para cada i & |, some iZ—: vezes a linha | com a linha 1, como u; > 0, tem-se que cada
U, se torna nulo.

b) Divida a linha | por u;, o que substitui u; por 1.

Em outras palavras, soma-se um muiltiplo escalar da linha | em cada linha i, com i & |,
para substituir a |-ésima coluna u pelo I-ésimo vetor unitdrio €;. Esta seqliéncia de opera¢des ele-
mentares é equivalente a multiplicar, 3 esquerda, B~'B por uma certa matriz invertivel Q. Visto
que QBB = I entdo, tem-se que QB! = B~!. A (ltima igualdade mostra que se ¢ aplicada
a mesma seqiiéncia de operacdes elementares de linha para a matriz B~!, isto é, multiplicar a
esquerda de B~! a matriz Q, obtém-se a matriz B~!. Generalizando, para se obter qualquer B!,
basta iniciar com uma matriz B~! e aplicar a seqiiéncia de operacdes elementares descrita acima

para chegar a B~1. O préximo exemplo, mostra como é feita esta construc3o.

e

Suponha que | = 3. Assim, o objetivo passa a ser transformar o vetor U no vetor unitdrio

2
1 2 3
Exemplo 4.3.2. Seja B! :E i2 3 1
4 33 2

es = (0;0;1). Multiplique a linha 3 por 2 e some com a linha 1. Subtraia a linha 8 da linha
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2. Divida a linha 3 por 2. Assim obtém-se

2 3
9 j4 j1
B‘1=§ i6 6 3 z (4.28)
2 i i1

Quando a matriz B! é processada do modo descrito acima, obtém-se uma implementacio
do método simplex conhecido como sendo O M#todo Simplex Revisado, conforme algoritmo

apresentado na Tab. 4.2.

Tabela 4.2: Uma lteragao do Método Simplex Revisado.

1 - Inicia-se com uma base constituida das colunas basicas Apg(y); €0 ;

AB(m), uma solucdo basica vidvel associada com esta base e a inversa B! desta matriz basica.
2 - Calcule o vetor linha pf = c;B ™! e os valores dos custos reduzidos ; = ¢; § pTA;. Se
todos forem n3o negativos, a presente solucdo basica é étima, por isto, o algoritmo se encerra.
Caso contrario, escolha algum j para o qual g; <0.

3 - Calcule u = B~'A;. Se nenhuma das componente de U é positiva, tem-se que * = j 1
e que o custo étimo também é j L e, por isto, o algoritmo se finaliza.

4 - Se alguma componente sg U € positiva, seja
* = min XB6)

{i=1,--- ,m|ui >0} u;
5-Sejal tal que * = XBU—:” Forme uma nova base trocando A com A;. Sey é a nova so-
lugdo bdsica vidvel, o valor da nova varidvel basica € y; = " eyp, =Xpu i “U;, para 161
6 - Forme a mx(m + 1) matriz [B~! j u]. Some a cada uma de suas linhas um muiltiplo da
I-ésima linha para fazer da dltima coluna o vetor unitario ;. As primeiras m colunas do
resultado obtido é a matriz B~!.

4.3.3 Implementacao do Quadro Simplex

Finalmente é possivel descrever a implementacdo do Quadro Simplex, também chamado
de Tabela Simplex ou de Quadro Completo. No quadro simplex ao invés de se trabalhar com a

matriz B!, trabalha-se com a matriz de ordem mx(n + 1)
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BlbjA] (4.29)

com as colunas B~'h, B~'A, tt¢, B~'A,. A coluna B~'b é chamada de a coluna zero e ela
contém os valores das varidveis basicas. A coluna B~'A, é chamada de a i-§sima coluna da
Tabela Simplex. A coluna u = B~'A;, correspondente a varidvel que entra na base, é chamada
de a coluna pivO. Se a l-ésima varidvel bdsica sai da base, a |-ésima linha da Tabela Simplex é
chamada de a linha piv6. Finalmente, o elemento que pertence a intersec¢do da linha pivé com
a coluna pivo é o elemento U; é chamado de 0 elemento pivd. Tem-se que o elemento pivo é
sempre positivo pois, caso contrdrio, o algoritmo termina, pelo passo trés do algoritmo.

As informacdes contidas nas linhas da Tabela Simplex admitem a seguinte interpretacio:
as restricOes de igualdade sdo dadas inicialmente na forma b = Ax. Dada a atual matriz basica B,

as restricOes de igualdade podem ser expressas na forma
B~'b =B 'Ax (4.30)

que é a informacdo contida na Tabela Simplex. Em outras palavras, as linhas da Tabela Simplex
fornece os coeficientes das restricdes de igualdade B~'bh = B~1Ax.

No final de cada iteracdo, precisa-se atualizar os dados da tabela B=![b j A], sendo calcu-
lado B! [b j A]. Isto pode ser realizado multiplicando a esquerda da Tabela Simplex uma matriz
Q, que satisfaca QB! = B!,

A respeito da determinag3o da coluna de saida Ap(;) e do tamanho do passo *, os passos 4
e 5, que aparecem no resumo do Método Simplex tem o seguinte significado: XBu—f') é a propor¢ao da
i-ésima entrada na coluna zero da Tabela Simplex pela i-ésima entrada da coluna pivd da Tabela.
Somente é considerado os indices I’s onde u; > 0. O menor valor encontrado nestas proporcdes é

* e o 1 correspondendo a este valor passa a ser |.

E usual extender a Tabela Simplex adicionando uma linha acima, chamada de a linha

zero. A entrada no canto esquerdo do topo contém o valor jcLxp que é o valor negativo do

custo presente. O restante da linha zero é o vetor linha do custo reduzido das varidveis basicas,

isto &, o vetor g7 =cT j cEB7!A. Assim, a estrutura da Tabela Simplex é:
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Tabela 4.3: A Tabela Simplex
ictB~'b ¢l j ckB7IA
B~1b B—'A

e, escrevendo de forma detalhada,

Tabela 4.4: A Tabela Simplex escrita de maneira detalhada.

i C5Xp G e g,

XB(1) j j
j B-1A; ¢ttt B 'A,

XB(n) J J

As regras utilizadas na linha zero sdo as mesmas usadas nas outras linhas da Tabela
Simplex. Para provar que esta regra produz o resultado correto, para a linha zero, observe que no

inicio de uma iteracdo tipica, da Tabela Simplex, a linha zero é dada por

[0jc'Tig'bjAl (4.31)

onde g = ckL. A linha zero é igual a [0 j ¢”], mais uma combinac3o linear das linhas de [b j A].
Seja j o indice da coluna pivé e | o indice da linha piv6. Assim, a linha pivé é da forma h”[b j A],
onde h” é a l-ésima linha de B~'. Depois que um miltiplo da linha pivé é adicionado na linha
zero, tal linha fica igual 3 [0 j ¢”] mais uma combinag3o, provavelmente diferente, das linhas de

[bj Al]., digamos

[0jc'Tip'bjA] (4.32)

para algum vetor p. Lembre-se que a regra usada transforma o elemento correspondente em zero

na linha zero:

Csay i P Asy =¢ i pPTA; =0 (4.33)
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Considere, agora, a B(i)-ésima coluna para i & |, onde esta coluna corresponde a uma
varidvel basica que ficou na base. O valor correspondente a esta varidvel, na linha zero, é zero.
Como BflAB(i) é o I-ésimo vetor unitdrio e I & |, entdo o valor correspondente a esta entrada,
na linha pivo, também é zero. Portanto, somando um muiiltiplo da linha pivé com a linha zero da
tabela tem-se que a entrada correspondente continua valendo zero. Logo, pode-se concluir que
o vetor p satisfaz Cp(;) i pTAB(Z-) = 0, para cada coluna Ag(;) na nova base. Isto implica que
Ch i P'B =0, isto é p” =cLB™'. Assim, os dados da linha zero da Tabela Simplex ficam igual
a

£
0j cj/i cEB'[bjAl; (4.34)

como desejado.

A Tab. 4.5 apresenta uma implementacdo de uma iteragcdo da Tabela Simplex.

Tabela 4.5: Uma lteracdo da Implementac3o da Tabela Simplex.

1 - Inicia-se com uma tabela associada com uma matriz bdasica B e a
solucao bdsica vidvel X correspondente.

2 - Examine o custo reduzido na linha zero da Tabela Simplex. Se todos eles forem nao
negativos, a presente solucao basica é 6tima, por isto, o algoritmo se encerra. Caso contrério,
escolha algum j para o qual g; <O0.

3 - Considere o vetor u = B~*A;, que ¢ a coluna pivd da Tabela Simplex. Se nenhuma das
componente de U é positiva, tem-se que * = j L e que o custo 6timo também é j A e, por
isto,0 algoritmo se finaliza.

4 - Para cada 1 tal que u; é positivo, calcule o passo %. Seja | o indice da linha que

corresponde ao menor passo. A coluna Apg( sai da base e a coluna A; entra na base.

5 - Some cada linha da Tabela Simplex com um muiiltiplo da linha pivd, de modo que cada entrada
da linha pivo, exceto o elemento pivo, se transforme em zero e o elemento pivé em um.

O Exemplo a seguir, apresenta a solucao de um PPL, pela Tabela Simplex, apresentando

todos os passos de uma implementacao.

Exemplo 4.3.3. Considere o PPL
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s §110x; § 12%5 § 12X%5
%xl + 2% + 2%X3 = 20
+ 2x3 = 20 (4.35)

minimizar

sujeito a
2X1 + 2X2 =+ X3 e 20

= Xy Xo; Xs o, O

A Fig. 4.4 apresenta o conjunto vidvel deste problema.

X 3
B = (0,0,10)

P
X, D=(1000) c= (0,10',0)\‘)(2

Figura 4.4: Representacao da solucao viavel do PPL - Fxemplo 4.3.3

Introduzindo as varidveis de folga, obtém-se o sequinte PPL na forma padrao

minimizar s i10x; § 12%5 § 12X%;
% X1 + 2%y + 2X3 + Xy = 20
.. Xy +  2X3 + X; = 20 (4.36)
sujeito a
2X1 + 2X2 + X3 + Xg = 20

= X1, Xo; X3 X4; Xs; X - O

Tomando X4;Xs5;Xg, como sendo os vetores da base, a solucao X = (0;0;0; 20; 20; 20)

€ a solugao bdsica vidvel, e com ela € possivel iniciar o algoritmo. Assim, tome B(1) = 4,
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B(2) =5 e B(3) =6, com isto a matriz basica correspondente é a matriz identidade 1. Para

obter a linha zero da Tabela Simplex inicia9]T  1.(4vela)-29queE
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Assim, a nova Tabela Simplex € dada pela Tab. 4.7:

Tabela 4.7: Tabela do Exemplo 4.3.3 - 1° Passo

X1 X2 X3 X4 X5  Xg

100 0 i7 i2 0 5 0

Xy = 10 0 3=2 1 1 §1=2 O
X; = 10 1 1=2 1 0 1=2 0
Xg = 0 0 1* il 0 il 1

Assim, a solugdo bdsica vidvel corr6.02ur6.0ondent(e)-017(a)-390(nova)-890bce
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Tabela 4.8: Tabela Simplex do Exemplo 4.3.3 - 2° Passo

X1 Xa X3 X4 X5 Xe
100 0 0 i9 0 i2 7
X4 = 10 0 0 5=2¢ 1 1 §1=2
X; = 10 1 0 3=2 0 1 §1=2
Xg = 0 0 1 il 0 il 1

X4 sai da base, a Tabela Simplex resultante € dada pela Tab. 4.9.

Tabela 4.9: Tabela Simplex do Exemplo 4.3.3 - 3° Passo

X1 Xo X3 Xy X5 Xg
136 0 O 0 18=5 8=5  26=5
X3 = 4 0 0 1 2=5 2=5  jl1=5
X = 4 1 0 O 2=5 2=5 jl=5
Xo = 4 0 1 0 i35 i35 4=5

Com este movimento, alcanca-se o ponto E = (4;4;4) na Fig. 4.4. Este é realmente
um ponto étimo, visto que todos os custos das varidveis sao nao negativos.

Neste exemplo, foi necessdrio a mudancga de base trés vezes para que fosse alcangado
o ponto otimo. O caminho utilizado na Fig. 4.4 foi A § D § D j E. Usando outras regras
de obtengao de pivo, outro caminho pode ser tracado. Uma pergunta que aparece é: o Método
Simplex poderia resolver o sistema tracando o caminho A § D §j E? A resposta € ndo, jd que
a base final e a base inicial tem trés colunas diferentes, o que exige que seja feita, no minimo,

trés mudancas de bases.

4.4 O Método Simplex Duas Fases

Para iniciar o Método Simplex, é preciso achar uma solugdo basica vidvel inicial. Algumas
vezes este trabalho é facil. Veja o seguinte exemplo: suponha um problema envolvendo restricdes
da forma Ax ® b, onde b , 0. Pode-se, entdo, introduzir varidveis de folga, ndo negativas, e
reescrever as restricdes da seguinte maneira Ax+Yy = b. O Vetor (X;y) definido porx =0ey = b,
é uma solucao basica vidvel e a matriz bdsica correspondente é a matriz identidade. Em geral, esta

facilidade de achar uma solucdo basica vidvel ndo ocorre e, por isto, é necessario resolver um PPL
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auxiliar, como € mostrado a seguir.

Considere o PPL

minimizar cT'x

o < Ax = b : (4.38)
sujeito a

Assuma, sem perda de generalidade, que b , O pois, caso contrario, multiplique as res-
trices onde b; < 0 por j1l. Agora, introduza um vetor de varidveis artificiais X* 2 R™ e use o

método simplex para resolver o PPL auxiliar

minimizar s X{ + 000+ x%
ZAX + x* = b
. (4.39)
sujeito a x 5, 0
-x* , 0

A inicializacdo do PPL auxiliar fica facil, pois basta tomar X = 0 e X* = b que uma solug¢do
basica vidvel é formada, cuja matriz basica é a matriz identidade.
Se X é uma solucdo bdasica vidvel para o problema original,esta escolha de X, junto com
@ = 0 produz uma solucao com custo zero para o problema auxiliar. Portanto, se o custo 6timo
no problema auxiliar € ndo nulo, conclui-se que o problema original é invidvel. Por outro lado, se o
custo obtido no PPL auxiliar é nulo, se é satisfeito a relacdo x* = 0, X é uma solugdo vidvel para
o problema original.
Até aqui o problema foi resolvido apenas parcialmente, pois este método sé é capaz
de detectar se o problema original é invidvel ou se é possivel achar uma solucdo vidvel para o
problema. Contudo, para que o Método Simplex seja iniciado, no problema original, necessita-se
de uma solugdo basica vidvel, associada com a matriz basica B, ou até mesmo a Tabela Simplex

associada. Tudo isto é realizado se o Método Simplex é aplicado no problema auxiliar, terminando
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com uma matriz basica B consistindo exclusivamente das colunas de A. Pode-se simplesmente
“abandonar” as colunas que correspondem as variaveis artificiais e continuar o Método Simplex no

problema original, usando B como sendo a matriz basica inicial.

O processo de tirar as varidveis artificiais da base é um pouco mais complexo se o problema
original € vidvel, ja que o Método Simplex aplicado ao problema auxiliar termina com uma solugao
vidvel X* para o problema original, mas algumas das varidveis artificiais podem estar na base
final. Visto que o valor final das variaveis artificiais é zero, isto implica que se tem uma solucdo
basica vidvel degenerada para o problema auxiliar. Seja k (k < m) o nimero de colunas de
A que pertencem a base final e, sem perda de generalidade, assuma que essas sdo as colunas
Ap1), 0t ; Apr). Note que as colunas Ap(); ¢ttt ; Ag() devem ser LI, visto que elas sdo parte
de uma matriz bdsica. Sobre a suposicdo inicial de que a matriz A tem posto completo, as
colunas de A podem ser estendidas ao R™, e por isto é possivel escolner m j K colunas adicionais
ABi+1), 8¢t ; Ay de A, para obter um conjunto de m colunas LI, isto €, uma base consistindo
exclusivamente das colunas de A. Com esta base, todos as varidveis ndo basicas sao levadas a
zero, e segue que X* é uma solucdo basica viavel associada com esta nova base também. Neste

ponto, as varidveis artificiais e as suas correspondentes colunas podem ser retiradas da Tabela.

Para aplicar a retirada da variavel artificial da base, processa como a seguir: suponha que a
I-ésima varidvel bdsica é uma varidvel artificial, que estad na base. Examine a |-ésima linha da Tabela
e ache algum j tal que a l-ésima entrada de B~'A; seja n3o nulo. Tem-se que A; é LI com as
colunas Ap(1); t¢t ; Ag,). De fato, note que BflAB(i) =e;, para i =1;0¢¢ ;K e visto que k <,
a l-ésima entrada desses vetores é zero. Segue que a l-ésima entrada de qualquer combinacdo
linear dos vetores B~'Ap(); ¢ttt ; B~ Ap(,) também é zero. Como a |-ésima entrada de B~'A; ¢
diferente de zero, ele nao pode ser uma combinacao linear dos vetores BflAB(l);M@ ;BflAB(k).
Com isto, A; é levada para a base enquanto a |-ésima varidvel sai da base. Isto é realizado de
maneira usual: aplique as operagdes elementares sobre linha para substituir B'A; pelo I-ésimo
vetor unitario. A unica diferenca que aparece do mecanismo usual do Método Simplex é que o
elemento pivd pode ser negativo. Sabendo que a l-ésima varidvel bésica vale zero, adicionando
um mudltiplo da l-ésima linha a outras linha n3o altera o valor das outras variaveis basicas. Este

processo mantém a mesma solucao basica viavel do problema auxiliar, mas reduz o niimero variaveis
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basicas artificiais em um. Repetindo este processo, quantas vezes seja necessario, todas as variaveis
artificiais sairdo da base, como desejado.

Assuma agora que a l-ésima linha de B~!A € zero, neste caso o processo descrito acima
falha. Note que a |-ésima linha de B~'A ¢ igual a g7 A, onde g7 é a l-ésima linha de B!,
Portanto, g” A = 0, para algum vetor n3o nulo g e, por isto, a matriz A possui linha LD. Visto
que apenas problemas possiveis s3o tratados, deve-se ter também que g7b = 0. Assim, a restricio
g?Ax = g”b é redundante e pode ser eliminada. Visto que esta restricdo é a informacdo dada pela
I-ésima linha da Tabela, esta linha pode ser eliminada e o processo continua.

O processo descrito acima é chamado de M§todo Simplex Duas Fases, um algoritmo é

apresentado na Tab. 4.10.

Tabela 4.10: Uma Iteragdo do Método Simplex Duas Fases:

FASE 01:

1 - Multiplique algumas das restricdoes por j1, mudando o problema de modo que b , O.

2 - Introduza variaveis artificiais X{;¢¢¢ ; X¢ , se necessario, e aplique o Método Simplex para o
>
problema auxiliar com custo X4,

)
=1

3 - Se o custo 6timo no problema auxiliar é positivo, entdo o problema original é inviavel e,
por isto, o algoritmo termina.

4 - Se o custo 6timo no problema auxiliar é zero, uma solugc3o vidvel para o problema original
pode ser achada. Se nenhuma varidvel artificial pertence a base final, entdo as varidveis de folga
e as suas colunas correspondentes sio eliminadas. Com isto, uma base viavel para o problema
original estad disponivel.

5 - Se a l-ésima varidvel bédsica é uma varidvel artificial, observe a |-ésima entrada da coluna
B‘lAj, J = 1;6¢¢ :n. Se todas estas entradas sdo nulas, entdo a I-ésima linha representa uma
restricdo redundante e ela é eliminada. Caso contrario, se a |-ésima entrada, da j-ésima coluna

é n3o nulo, faca uma mudanca de base, tomando o elemento (l;j) como sendo o elemento pivo.

Assim, a |-ésima varidvel sai da base e a X; varidvel entra na base. Repita este argumento até

que todas as varidveis artificiais saiam da base.

FASE 02:

1 - Considere a base final e a Tabela Simplex final obtida na Fase 01 como sendo a base
inicial e a Tabela inicial para a Fase 02.

2 - Calcule o custo reduzido de toda varidvel para esta base inicial, usando os coeficientes do
custo do problema original.

3 - Aplique o Método Simplex para o problema original.
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O algoritmo do Método Simplex Duas Fases é um método completo, no sentido que ele
pode tratar de todos os resultados possiveis. Se a ciclagem for evitada, ou por auséncia de de-
generacao, ou por alguma regra anti-cicagem, ou mesmo sorte, uma das seguintes possibilidades

acontece:

a) Se o problema ¢é invidvel, isto é detectado no fim da Fase 01;

b) Se o problema é vidvel, mas as linhas de A sdo LD, isto também é detectado e corrigido no
final da Fase 01, eliminando as restri¢cdes de igualdade redundantes;

c) Se o custo 6timo é j L, no inicio da Fase 02 isto é detectado.

d) Caso contrério, no final da Fase 02 é encontrado uma solugo 6tima.

Exemplo 4.4.1. Considere o PPL

minimizar s X1 + Xg + X3
% X1 + 2X, + 3X3 = 3
iX; + 2x + 6X = 2
o ' ? ° (4.40)
sujeito a 4x, + 9Xj3 =5
% X3 + x4 =1
T X, X2 X3 Xy o, 0
Com o objetivo de achar uma solugao vidvel, forme um problema auxiliar
minimizar o Xg + X§ + x¢
% X;  + 2% + 3%3 + Xx¢ =3
iX + 2Xy, + 6X + Xx¢ = 2
o 1 ? ’ 6 . (4.41)
sujelto a 4, + 9X3 + x¢ =5
% 3X3 + Xy =1

Xy, 666, x4 xg ottt x3 , O
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Uma solugcao basica vidavel para o problema auziliar é obtida tomando (Xg; Xg; X3; X4) =
b = (3;2;5;1). A matriz bdsica correspondente € a matriz identidade. Portanto, Cg =
(1;1;1;1). Tem-se que calcular o custo reduzido de cada uma das varidveis original X;, que €

i CBA;, para formar a Tab. 4.11.

Tabela 4.11: Tabela Inicial Fase 01 do Exemplo 4.4.1

X1 Xy X3 Xq4  Xg X X7

jill 0 §8 321 O 0 0 0

Xg = 3 1 2 3 0 1 0 0
Xg = 2 il 2v 6 0 0 1 0
X7 = 5 0 4 9 0 0 0 1
Xy = 1 0 0 3 1 0 0 0

Tem-se que Xy € a varidvel de menor indice com custo negativo, entao U = (2;2;4;0).
X X X
Assim, como 7BU) — 1;5, 7B@) — g  2B®)
Uq U Us
varidvel Xp(a) = X§, por isto ela sai da base. Assim, o elemento pivé € o elemento (B(2);2).

= 1;2, entao o menor valor corresponde a

Com isto, a Tab. 4.12 ¢ a tabela no primeiro passo para o problema auziliar.

Tabela 4.12: Tabela do Exemplo 4.4.1 - 1° Passo Fase 01

X1 Xy X3 Xy x¢  x¢ x4

i3 id 0 3 0 0 4 0

Xg = 1 2% 0 id 0 1 il 0
Xo = 1 il=2 1 3 0 0 1=2 0
X§ = 1 2 0 i3 0 0 i2 1
Xy = 1 0 0 3 1 0 0 0

.. . .. . X;

O 1inico custo negativo corresponde a varidvel X;. Novamente, fazendo a andlise —

i

tem-se que a varidvel que sai da base € a X2. Logo, a Tab. 4.13 € a Tabela Simplex, no 2°
passo, para o problema auxiliar.

Tem-se que neste passo o unico custo negativo corresponde a varidvel X3. Usando a

andlise dos coeficientes . para todos os indices possiveis, tem-se que a variavel que sai da

base € a X4. Logo, a Tab. 4.1} da a Tabela Simplex no terceiro passo para o problema auziliar.
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Tabela 4.13: Tabela do Exemplo 4.4.1 - 2° Passo Fase 01

X1 Xo X3 X4 Xg Xg XC7L

il 0 O i3 0 2 0

X, = 1=2 1 0 i3=2 0 1=2 j1=2 0

Xy = 5=4 0 1 9=4 0 1=4 1=4 0

Xg = 0 0 O 0 0 il il 1

Xy = 1 0 O 3* 1 0 0 0
Tabela 4.14: Tabela do Exemplo 4.4.1 - 3° Passo Fase 01

X; X2 X X4 X¢ X4 X4

0 0 O 0 1 2 2 0

X, = 1 1 0 0 1=2 1=2 jl1=2 0

Xy = 1=2 0 1 0 i3=4 1=4 1=4 0

Xg = 0 0 O 0 0 il il 1

X3 = 1=3 0 O 1 1=3 0 0 0

Tem-se que o custo do problema original foi levado a zero, indicando que foi encontrado
uma solugao vidvel para o problema original. Contudo, uma varidvel artificial, a X%, continua
na base, com custo zero. Como deseja-se obter uma solugao bdsica vidvel para o problema
original, € preciso tirar X5 para fora da base. Tem-se que X3 € a terceira varidvel bdsica e
que a terceira entrada da coluna B_IA]-, 8 ] =1,2;3;4, associada com as varidveis originais
¢ zero. Isto indica que a matriz A tem linhas LD. Neste ponto, remova a terceira linha da
Tab. 4.14, pois ela corresponde a restricao redundante, e também remova todas as varidveis

artificiais. Assim, a Tabela Simplex inicial para a Fase 02 do PPL é dado pela Tab. 4.15.

Tabela 4.15: Tabela Simplex Inicial Fase 02 - Exemplo 4.4.1

Xy Xg X3 X4
~ = =~ - ~
X; = 1 0 0 1=2
Xy = 1=2 0 1 0 i3=4
X3 = 1=3 0 O 1 1=3

Para resolver o PPL, tome Xp1) = X1, Xp(2) = X2 € Xp3) = X3 como sendo as varidvets
bdsicas, logo a matriz bdsica correspondente € a matriz identidade. O vetor cg = (1;1;1) e,

assim a Tabela Simplex Inicial fica dada pela Tab. 4.16.
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Tabela 4.16: Tabela Simplex Inicial Fase 02 Completa - FExemplo 4.4.1
X1 Xo X3 X4

ill=6 0 O 0 1=12
X; = 1 1 0 0 1=2
Xg = 1=2 0 1 0 34
X3 = 1=3 0 O 1 1=3

Assim, como o custo da variavel nao bdsica € positivo, tem-se que a solucdo X =

11
(1; 5; §; 0) € uma solugao otima para o PPL.

4.5 Ciclagem em Problemas de Programacao Linear

Ciclagem pode ocorrer quando existe uma solu¢do basica degenerada num PPL. Se todas
as solucbes basicas sdo ndo degeneradas, tem-se que o algoritmo Simplex termina com um ndmero
finito de iteragdes. Mas, se a solucdo for degenerada, tem-se que o algoritmo Simplex pode
construir uma sequéncia de operacoes que ocasiona um ciclo de repetices indefinidas, chamada
de Ciclagem.

Desde o desenvolvimento do método Simplex existe uma pergunta simples: qual a possi-
bilidade de ocorrer ciclagem em PPL? Segundo um estudo apresentado por Zornig (2006b), nos
dltimos 50 anos apenas 10 exemplos foram encontrados. A seguir é apresentado um exemplo

envolvendo ciclagem que foi estudado por este autor.

Exemplo 4.5.1. Seja o PPL dado pela Eq. (4.42).

minimizar s i 14x; + 25X, i o5X3 + 20Xy
- - 1
N S X1 i 2 i g%+ 5% =0 (8.42)
sujeito a i X i X3t Xy =0

7
§ 70X1 1
- X1; X2, X3; Xy 5 0

Construindo o primeira Tabela Simplex, acrescentando X5 € Xg como sendo as varidveis

de folga, obtém-se a Tab. 4.17.
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Tabela 4.17: Primeira Tabela do PPL - Exemplo 4.5.1
VB | X Xo X3 Xy X5 X

ild 25 i7=20 20 0 O

Xs 1* i2 i1=10 5 1 0

X¢ | 7710 §3=10 §1=100 19=50 O 1

Para fazer a escolha do pivo, observe que o menor custo, entre os coeficientes que
sao negativos, € o correspondente a varidvel Xi. Assim, escolhendo o pivo como sendo a
coordenada positiva que tem o menor indice, seque que 1 é o elemento procurado. Entao, Xy

entra na base e X5 sai da mesma. Logo, a sequnda Tabela Simplex é dada na Tab. 4.18.

Tabela 4.18: Sequnda Tabela do PPL - Exemplo 4.5.1

VB | X3 Xo X3 X4 X5 Xg
0 i3 i7-4 90 14 0

X |1 i2 i1=10 5 1 0
Xs | 0 11=10* 3=50 §78=25 j7=10 1

Para a sequnda Tabela, o menor custo negativo € o relacionado com a varidvel Xs.

11

15, entao este € o pwo procurado. Desta forma Xo

Logo, como a unica coordenada positiva é

entra na base e Xg sai da mesma. A terceira Tabela Simplex é mostrada na Tab. 4.19.

Tabela 4.19: Terceira Tabela do PPL - Exemplo 4.5.1
VB | Xy X X3 X4 X5 Xg

0 0 §349=220 4482=55 133=11 30=11
X |1 0 1=110* i37=55 §3=11 20=11
X | 0 1 3=55 il56=55 j7=11 10=11

[\

Agora tem-se apenas um custo negativo, relacionado com a varidvel X3. Porém, as
duas coordenadas sao positivas, entao toma-se a de menor indice como sendo o pivo. Assim,
X3 entra na base e Xy sai. A Tab. /.20 apresenta o quarto ciclo de operagoes.

Na Tab. 4.20 tem-se dois custo negativos, relacionados com a varidvel X4 e X5, sendo
que o menor deles depende da varidvel X,. Como a unica coordenada positiva é g, seque que
este € o pivo. Assim, X4 entra na base e Xy sai. sendo que a Quinta Tabela Simplex fica dada

na Tab. 4.21.
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Tabela 4.20: Quarta Tabela do PPL - Exemplo 4.5.1
VB X1 X2 X3 X4 X5 Xg

349=2 0 0 §359=10 §71=2 320

X3 100 0 1 i74 ij30 200

Xo ib6 1 0 6=5* 1 il0

Tabela 4.21: Quinta Tabela do PPL - Exemplo 4.5.1
VB X1 Xo X3 X4 X5 Xg
i>5 359=12 0 O j67=12 125=6

0

1

X3 | §260 185=3 1 95=3*  §1250=3
X4 id 5=6 0 5=6 i25=3

Na Tab. 4.21 tem-se dois custos negativo, relacionados as varidveis X; e Xs, sendo
este ultimo o de menor valor. Assim, como as duas coordenadas sao positivas, tem-se que Sai
da base a de menor indice, ou seja, X5 entra na base e X3 sai. A Tab. /.22 representa o sexto

ciclo de operagoes.

Tabela 4.22: Sexta Tabela do PPL - Exemplo 4.5.1
VB X3 Xo X3 X4 Xs Xe
i966=19 775=19 67=380 0 O §1000-19
X5 | §156=19 37=19 395 0 1 §250=19
X4 35=19 il5=19 §1=38 1 O 50=19*

Na Tab. 4.22 tem-se dois custos negativo, relacionados com as varidveis X, € Xg, sendo

este ultimo € o de menor valor. Como a unica coordenada positiva é a %, tem-se que Xg entra
na base e X4 sai da mesma. Assim, a Sétima Tabela Simplex € dada na Tab. 4.23. Observe
que a Tab. 4.23 € exatamente igual a Tab. 4.17, ou seja, apos o sétimo ciclo de operacgoes

voltou-se ao problema original, caracterizando a presenca de ciclagem.

Algumas regras anti-ciclagem existentes sdo: regra Bland (Bland’s rule), que escolhe as
varidveis elegiveis com sendo a que tenha o menor indice; a regra Aleatéria (Random rule), que
escolhe as varidveis elegiveis uniformemente de maneira aleatéria e a regra Lexicografica (Lex-
icographic Rule) que faz uma perturbagdo nas restricdes tornando o PPL n3o degenerado. E
importante ressaltar que a Regra Aleatédria evita ciclagem com grande probabilidade mas nao ex-

clui a possibilidade de ocorrer ciclagem.
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Tabela 4.23: Sétima Tabela do PPL - Exemplo 4.5.1
VB | X Xo X3 Xy X5 X

ild 25 i7=20 20 0 O

Xs 1 i2 i1=10 5 1 0

X¢ | 7710 §3=10 §1=100 19=50 O 1

A idéia da regra Lexicografica é construir solucdes ndo degeneradas visto que assim ndo

aparece ciclagem. Entdo, para isto, considere o PPL perturbado dado pela Eq. (4.43).

maximizar cI'x
(4.43)

sujeitoa Ax=b+ft
2 3

-l.
onde _2 e f; >> 1, >> (¢t >> 1,. No problema perturbado tem-se que Xz = Ag'(b +

Tn

T) é sempre n3o nulo. A J-ésima componente de Xz é uma combinacdo linear, n3o nula, das
componentes de b + t entdo, ela contém pelo menos um dos termos ;.
Um estudo completo envolvendo a construcao de exemplos envolvendo ciclagem é encon-

trado em Zornig (2006a) e Zornig (2006b).
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Capitulo 5

O Método Simplex Dual

Este capitulo inicia-se com um PPL, chamado primal, a partir do qual é construido outro
PPL chamado dual. O Método Simplex Dual trata a relagdo entre estes dois problemas e vai
desenvolver estruturas fundamentais para a programacao linear. Este método é um instrumento
tedrico poderoso que traz varias aplicacles, apresentando uma nova compreensdo geométrica e um

novo algoritmo para a programacao linear.

5.1 Motivacao

A definicdo de M§todo Simplex Dual é motivado por uma extensdo do Método dos
Multiplicadores de Lagrange (MML), que pode ser visto em Guidorizzi (2006), que muitas vezes
é usado para minimizar uma fun¢ao n3o linear sujeita a restricoes de igualdade. O Exemplo 5.1.1

apresenta uma ilustracao desta idéia.

Exemplo 5.1.1. Resolver o problema, usando o MML.

minimizar x2 +y?
; (5.1)
sujeitoa x+y=1

considere a funcao Lagrangiana L(X;Y; ,), definida por

125
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LGy ) =x+y*+,1ixiy) (5.2)

Para minimizar o Lagrangiano, obtém-se o seu gradiente encontrando as derivadas

oL

parciais em relagao a X eY. Entao, tem-se que ax =2Xi.,e @ =2y i, Assim, fazendo

rL =0, tem-se:

X=y=72; 5.3
y=7 (5.3)
que depende de ,. Utilizando a deriwada parcial em relacao a ,, tem-se que:
oL

11
logo o valor de , € 1, o que fornece (X;y) = (E’ 5) como solugdo dtima para o PPL original.

A idéia principal apresentada no Exemplo 5.1.1 é a seguinte: ao invés de impor a dificil
restricio X +y = 1, ignore inicialmente este fato e associe o MML, ou um peso ,, com a soma
1§ X iy para permitir esta violacdo. Isto leva a um PPL irrestrito, dado por L(X;y;,) =
x2+y2+ (1 j X iy). Quando o peso é convenientemente escolhido, no Exemplo 5.1.1 tomou-se
» — 1, a solucdo étima do problema irrestrito é também solucdo 6tima do problema original. Na
verdade, sob tal valor especifico de ,, a presenca ou auséncia da restricdo nao altera o custo étimo.

Em PPL a situacdo é similar: associa-se um peso a cada uma das restricoes e inicia-se a
busca dos pesos sob os quais a presenca ou auséncia das restricoes nao fazem efeito no custo 6timo.
Como o custo étimo pode ser encontrado resolvendo um novo PPL, este novo PPL é chamado de
Dual do problema original. Agora, é construido uma motivagao para o Dual.

Considere o PPL na forma padrao
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minimizar  c¢”x
sujeitoa Ax=bh; (5.5)
Xx,0

este PPL é chamado de problema primal. Assuma que a solugcdo étima X* exista. Introduza um
problema “relaxado”, no qual a restricio AX = b é retirada e a penalidade p”(b j AX), onde p
é um vetor peso de mesma dimensdo do vetor b, é utilizada para a construgdo do Lagrangiano.
Assim, o novo problema é escrito como:

minimizar c’x+p”(b j AX)

(5.6)
sujeito a X, 0

Seja g(p) o custo 6timo para o problema relaxado, como sendo uma fun¢do do vetor peso
p. Como o problema relaxado permite um nimero maior de solu¢cdes do que o problema primal, ja
que ele tem um nimero menor de restricdes, tem-se que g(p) ndo pode ser maior do que o custo

primal 6timo ¢x*. De fato:

£ e
g(P) = m>|cr)| cI'x+pfb j AX) =cIx* +pZ(b j Ax) =cIx*; (5.7)

sendo que a ultima desigualdade segue do fato que x* é uma solucdo vidvel para o problema primal,
satisfazendo Ax* = b. Logo, cada p transforma g(p) numa cota inferior para o custo primal étimo

cx*. O problema

minimizar g(p) irrestrito ; (5.8)

pode ser interpretado como sendo uma busca pela maior cota inferior do PPL dado pela Eq.
(5.8). Este processo é conhecido como sendo o problema dual. O principal resultado envolvendo o

Método Simplex Dual garante que o custo étimo no problema dual é igual ao custo étimo ¢”'x* do
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problema primal. Em outras palavras, quando os pesos sao escolhidos de maneira que uma solucao
6tima para o PPL dual é encontrada, a violacdo da restricido AX = b ndo traz prejuizo para o PPL
primal.

Usando a definicdo do g(p), tem-se

£ v i ¢
g(P) = m>|(r)1 c'x+pl(b i AX) =p’b+ m>|cr)1 'eT 5 p’A x: (5.9)
Note que,
8
' ¢ < 0 se c'jpflA,O0
min '’ ; plA x = P (5.10)

x>0 - §1 caso contrario:

Para maximizar g(p) é preciso considerar somente os valores de p para o qual g(p) é finito.

Assim, o dual equivale ao PPL

maximizar p’b
(5.11)
sujeitoa p’Aec’

O Exemplo 5.1.1 iniciou-se com a restricdo de igualdade AX = b e o Dual foi criado sem
restricdo de sinal para o vetor peso p. Se o problema primal tem restricio de desigualdade da
forma AX , b, ela pode ser substituida por AX j S=Db, coms , 0. A restricdo de desigualdade

pode ser reescrita na forma
X
Aj il t4 S=b; (5.12)

que leva a restricao dual
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pP" A j il = T jor (5.13)
ou seja,

p!A=c’; p,o0: (5.14)

Além disso, se o vetor X é livre das restricdes de sinal, usa-se o fato que

8

i ¢ =< o0 se clijpfA.,0
min '¢” p’A x= _ P (5.15)
x jl caso contrario:

e a restricio pL A = ¢! aparece no dual. Estas consideracdes sio as que motivardo a forma geral
do problema dual que é apresentada na préxima secao.

Em resumo, o problema Dual de um problema de minimizacao primal consiste em: partindo
de um vetor peso, que sdo as variaveis dual p, obtém-se uma cota inferior do custo primal 6timo.
O problema dual é um problema de maximizacdo que olha para a maior cota inferior. Para algum
vetor p a cota inferior correspondente é j ., como esta solugcdo n3do traz informacgdes relevantes,
é abandonada. Assim, é necessdrio apenas maximizar o dual sobre os vetores p que levam a cotas

inferiores ndo triviais, e por isto fazem aparecer restricoes no dual.

5.2 O Problema Dual do Problemas Linear

Seja A uma matriz com linhas @; e colunas A;. Dado um problema primal com a estrutura
mostrada na 1? coluna da Tab. 5.1, entdo o seu dual é definido como sendo o problema de
maximiza¢ao mostrado na 22 coluna da Tab. 5.1.

Note que, para cada restricao do Primal, é introduzida uma restricao lateral no problema

Dual. Para cada restricdo lateral no problema Primal é introduzida uma restricdo no primal. Se
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Tabela 5.1: Representacao do Problema Primal e do seu Dual, de um PPL

Primal Dual

minimizar clx maximizar p’b

sujeito a a;x , b;, 12M; sujeito a p;, » 0, 12M;
aiXOb,», |2M2 pZ-OO, |2M2
axX = bi, i2 Ms; P; livre, 12 Ms;
X; » 0, 12N prA; =c;, jJ2N;
X; =0, 12N, prA; . c;, J2 N,
X; livre, 12 N3 pTAj = Cj, j 2 N3

as restricoes no Primal sao de igualdade ou de desigualdade, as varidveis correspondentes no Dual
sao livres ou possuem restricoes de sinal. Do mesmo modo, se as varidveis do problema Primal sao
livres ou possuem restricoes de sinal, cria-se restricoes de igualdade ou desigualdade no problema

Dual. Assim, na Tab. 5.2 é apresentado um resumo destas observacoes.

Tabela 5.2: Resumo apresentando a relagao entre o Problema Primal e o seu Dual

Primal minimizar maximizar Dual

restricoes - Db, <0 variaveis
=b; livre
.0 < Cj

variaveis -0 » Cj restricoes
livre =

Um problema e seu Dual podem ser representados de maneira mais compacta, usando a
notacdo de matriz, quando o Dual for representado de uma forma particular. Assim, tem-se nas
Eq. (5.16) e Eq. (5.17) a representagdo de dois problemas do tipo Primal, a esquerda, com o seus

respectivos Duais, a direita.

Primal Dual
minimizar c’'x maximizar p’b
; (5.16)
sujeito a Ax=Dh sujeito a p’A = cT
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minimizar c’'x maximizar p’b
sujeito a Ax , b sujeito a p’A=cT (5.17)
p,o0

O préximo exemplo tenta criar uma idéia de que o Dual de um Dual é o préprio primal,

fato este que é confirmado pelo Teorema 5.2.1.

Exemplo 5.2.1. Considere o Primal, mostrado a esquerda, e seu respectivo Dual, mostrado

a direita, na Eq. (5.18).

minimizar X1 + 2Xy + 3X3 maximizar 5p; + 6p; + 4ps
sujeito a iX;+3Xy=5 sujeito a p; livre
2X; § Xo+3X3 , 6 P2 , 0
X5 = 4 p; = 0 (5.18)
X; 5 0 ipr+2p; =1
Xy =0 3P1 i P2 s 2
X3 livre 3py+p3 =3

Escreva o Dual da Eq. (5.18) como um problema de minimiza¢ao equivalente, trans-
formando as varidveis Py, P2 € P3 em Xy, Xo e X3, respectivamente, e multiplicando as trés
ultimas restricoes por §l. O problema resultante € mostrado a esquerda, enquanto que a

direita € apresentado o seu respectivo Dual.



132 CAPITULO 5. O METODO SIMPLEX DUAL

minimizar  5X; j 6Xy i 4X3 maximizar iP1 i 2p2 i 3ps
sujeito a Xy livre sujeito a P1 i 3p2 = i5
Xy 5 0 i2pr+p2i3ps=ib
X3 =0 ips » i4 (5.19)
X1 i 2%X2 5 il p1 » 0
i3 +Xy = j2 p =0
i3X2 i X3 = i3 ps livre

Observa-se que o problema Dual da Eq. (5.19) é equivalente ao problema Primal da Eq.
(5.18), pois as trés primeiras restri¢oes no ultimo Dual sao as mesmas trés restri¢oes do Pri-
mal original, apenas multiplicadas por jl. Para a transformagao do problema de maximizagao
em problema de minimizacdo, basta multiplicar a fungao objetivo por jl, transformando o

Dual no problema original.

O problema Primal considerado no Exemplo 5.2.1 apresentava todos os elementos de um
PPL geral. Por isto, a suposicao de que o Dual do Dual é o préprio Primal, parece ser verdadeira.

Assim, a apresentacdo do Teorema 5.2.1 torna-se aceitdvel.

Teorema 5.2.1. Se o problema Dual for transformado em um problema de minimizagao

equivalente, entdao o seu Dual € um problema equivalente ao problema original.

Demonstracao 5.2.1. A demonstracao deste resultado € muito simples, basta utilizar as
relacoes da Tab. 5.2 e, quando necessdrio, multiplique as equacgoes por ijl, sequindo a mesma

1déia do Exemplo 5.2.1.

O

Qualquer PPL pode ser transformado em qualquer uma das formas equivalentes de um

primal. Basta , por exemplo, acrescentar varidveis de folga, ou usar a diferenca entre duas variaveis
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ndo negativas para substituir uma varidvel livre. Cada uma das formas equivalentes leva a alguma
forma de problema Dual, mesmo assim, o Exemplo 5.2.2 sugere que o Dual de problemas equiva-

lentes sao equivalentes.

Exemplo 5.2.2. Considere o Primal, mostrado a esquerda, e o seu respectivo Dual, mostrado

a direita, na Eq. (5.20).

minimizar c’'x maximizar p’b
sujeito a AXx , b sujeito a p, O (5.20)
x livre p’A=c"

Utilizando variaveis de folga, o problema Primal e o seu Dual passam a ser dados por:

minimizar ¢"x+ 0's maximizar p’b
sujeitoa Axijs=b sujeito a livre
! ' ! P (5.21)
X livre p?’A=c”
s, 0 ip=0

Se, ao invés de varidaveis de folga, forem trabalhadas as restri¢oes de sinal, os problemas

podem ser escritos como:

minimizar  ¢”x* j ¢'x” maximizar p’b
sujeitoa AxT jAx ,b sujeito a p.,o
(5.22)
Xt , 0 p’A «c”
X" 50 ip"A=jc’

Aqui foram apresentadas trés formas equivalentes para o problema primal. Ainda,

¢ possivel observar que a restricao p , 0 € equivalente a restricao §p = 0, a restricao
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pTA =cT € equivalente a outras duas restricoes pLA , ¢T e pTA =« ¢I'. Poristo o Dual das

trés vartacoes do problema Primal sao equivalentes.

O préximo exemplo tem o mesmo espirito do Exemplo 5.2.2, estudando os efeitos resul-

tantes da mudanca de restricdes de igualdade no problema primal na forma padrao.

Exemplo 5.2.3. Considere um PPL na forma padrao e o seu Dual.

minimizar c’'x maximizar p’b
sujeitoa Ax=Db sujeitoa  p’A =cT: (5.23)
X, 0
<
Sejam ay, ag, ¢¢¢, a,, as linhas de A e suponha que a,, = »i8;, para alguns escalares

i=1
.1, 22, 000 e ,.,_1. Ou seja, a restricao a,, € redundante e pode ser eliminada. Sobre uma

solucao arbitraria vidvel X, tem-se:

< <
b, =alx= LiAX = L:bi (5.24)
i=1 i=1
>
Note que, as restricoes do Dual sao da forma p;a; = ¢’ e podem ser reescritas
i=1
como sendo
<
(pz + ’ipm)aix -« CT: (525)
i=1
>

Além disso, usando a Eq. (5.24) o custo do Dual p,b; € igual a
i=1
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>
(p; + .iP,n)bi: (5.26)

i=1

Tomando ¢, = p; + ,iP,,, 0 problema Dual passa a ser equivalente a

. . Pm—l
maximizar i—1 ;b 5.27
- . m—1 T . ( . )
sujeito a i=1 ;& = C

7

Observe que este Dual é exatamente igual ao que seria obtido se fosse eliminada a

restricao redundante do primal e formado o seu Dual.

As idéias obtidas nos exemplos anteriores sdo sintetizadas e generalizadas pelo préximo

resultado.

Teorema 5.2.2. Suponha que tenha sido transformado um PPL f1 num outro PPL f4, por

uma sequéncia de transformagoes como a Sequir:

a) troca de uma varidvel livre pela diferenca de duas varidveis nao negativas;

b) troca de uma restri¢io de desigualdade por uma restri¢ao de igualdade, envolvendo uma
variavel de folga nao negativa;

¢) se alguma linha da matriz A num problema na forma padrao é uma combinagao linear das

outras linhas, elimine a restricao correspondente.

Entao, o Dual de f1 e fo sao equivalentes, isto é, ou ambos sao invidveis ou ambos tem

0 mesmo custo otimo.

Demonstracao 5.2.2. A demonstracao deste teorema também € simples, basta sequir os

passos utilizados nos Fxemplos 5.2.2 e 5.2.3.
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5.3 O Teorema Fundamental para o Problema Dual

No inicio deste capitulo foi visto que, para PPL na forma padrdo, o custo g(p) de qual-
quer solucdo Dual é uma cota inferior para o custo 6timo. O resultado a seguir garante que esta

propriedade é geral.

Teorema 5.3.1. (Teorema Fraco da Dualidade): Se X é uma solug¢ao vidvel para o

problema Primal e p € uma solu¢ao vidvel para o problema Dual, entao:

p’b = c’x: (5.28)

Demonstracao 5.3.1. Para qualquer vetor X e p, defina

u; = p;(ax i by); (5.29)

Suponha que X e P sao solugoes do problema Primal e Dual, respectivamente. Pela
definicio do Dual, tem-se que o sinal de p; € o mesmo sinal de a;X i b;, e o sinal de ¢; § pTA,
¢ 0 mesmo sinal de X;. Assim, para que o problema Primal e o problema Dual sejam vidveis

€ necessario que

u , 0, 8 e v;,0; 8 (5.31)

Note que

u; = prAx j p’b; (5.32)
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v; =c'x j pTAx: (5.33)

Somando as Eq. (5.32) e Eq. (5.33), e usando o fato de que U; e V; sao ndo negativos,

tem-se que

0= u+ v,=c'xjp’b: (5.34)
O

O Teorema Fraco da Dualidade n3o é um resultado muito profundo, mas ele fornece algu-
mas informacdes (teis, envolvendo a relacdo entre o Primal e o Dual. Ainda, baseado no Teorema

5.3.1, tem-se o seguinte Corolario.

Corolario 5.3.1. a) Se o custo ¢timo do problema Primal é j 1, entdo o problema Dual é
inuvidvel.

b) Se o custo étimo do Dual é +1, entdo o problema Primal é invidvel.

Demonstracao 5.3.1. a) Suponha que o custo étimo do problema Primal seja § 1L e que o
problema Dual tenha uma solu¢do vidvel p. Pelo Teorema Fraco da Dualidade tem-se que p
satisfaz a relagio pTb =« ¢I'X, para cada solugcdo vidvel do Primal X, o que gera um absurdo,
pois o custo do Primal nao € limitado inferiormente. Logo, tem-se (a).

b) Agora, suponha que o custo étimo do Problema Dual é +L e que o Problema Primal tenha
uma solugdo vidvel. Entdo, pelo Teorema Fraco da Dualidade, pT'b « ¢, para cada solugdo
vidvel do Dual, novamente chega-se num absurdo, visto que o problema Dual nao é limitado

superiormente. Logo, tem-se (b).
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Outro Corolario importante do Teorema Fraco da Dualidade é apresentado abaixo.

Corolario 5.3.2. Sejam X e p solucoes bdsicas vidveis para o problema Primal e Dual, res-
pectivamente, e suponha que pTb = ¢'X. Entdo, X e p sdo solucoes dtimas para o problema

Primal e do Dual, respectivamente.

Demonstracao 5.3.2. Sejam X e p como nas hipdteses do Coroldrio 5.3.2. Para cada solugao
vidvel primal y, e pelo Teorema Fraco da Dualidade, tem-se que ¢I'x = pTb = ¢y, o que
mostra que X € uma solugcao étima para o problema primal. Agora tome S uma solucdao vidvel
para o Dual. Pelo Teorema Fraco da Dualidade tem-se que pT's « ¢I'x = p’b, o que prova que

p é uma solugao otima para o problema Dual.
O

O resultado central na Teoria da Dualidade é dado abaixo, resultado este que garante a

igualdade da solugcdo do problema Primal e do problema Dual.

Teorema 5.3.2. (Teorema Forte da Dualidade): Se um PPL tem uma solu¢do étima,

entao o custo otimo do PPL e do seu respectivo dual sao iguais.

Demonstracao 5.3.2. Considere o PPL na forma padrao

minimizar cI'x
sujeito a Ax=Db : (5.35)
X, 0

Assuma temporariamente que as linhas de A sao LI e que existe uma solucdo otima.
Apliqgue o Método Simplex para este problema. Supondo que ciclagem estd sendo evitada,
usando uma regra de pivoteamento, o método Simplex encontra uma solug¢ao otima vidvel X
e uma matriz bdsica 6tima B. Seja Xg = B~'b o vetor correspondente das varidveis bdsicas.

Quando o Método Simplex termina, o custo reduzido dever ser nao negativo e obtendo-se
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c" jctBT'A L, 0% (5.36)

onde €5 ¢ o vetor com os custos das varidveis bdsicas. Defina um vetor p satisfazendo p* =

cEB~1. Entdo, tem-se pT A = cT', mostrando que p é uma solugdo vidvel para o problema Dual

maximizar p’b
: (5.37)
sujeitoa p’Aecl
Mazis ainda,
p’b=cLtB'b =chxg =c'x (5.38)

Seque que P € uma solu¢ao otima para o problema Dual, conforme o Corolario 5.5.2,
e o custo otimo do Dual € igual ao custo otimo do Primal.

Suponha agora que o PPL [ tenha uma representacao geral e que ele tenha uma
solucao otima. Faca uma primeira transformacao do PPL num PPL na forma padrao fo,
que tem o mesmo custo otimo e no qual as linhas da matriz A sao LI. Seja Dy e Dy 0s duais
dos problemas f1 e fo, respectivamente. Pelo Teorema 5.2.2 os problemas Dy e Dy tem o
mesmo custo otimo. Como jd foi mostrado que um PPL na forma padrdao e o seu Dual tem o

mesmo custo, seque que f1 e Dy também tem o mesmo custo.

|

Segundo a demonstragdo anterior uma solu¢ao étima do problema Dual é obtido como
sendo um sub-produto do Método Simplex aplicado a um problema Primal na forma padrao.
Assumindo o fato de que o Método Simplex tem um nimero maximo de itera¢des, quando existe

uma regra de pivoteamento que evite ciclagem.
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O préximo exemplo apresenta uma aplicacdo da obtencdo de uma solucdo basica vidvel do

problema Primal, a partir do Dual.

Exemplo 5.3.1. Considere uma bola solida restrita a um poliedro definido pelas restri¢oes de
desigualdades da forma a;Xx , b;. Se ela estd sujeita apenas a for¢a da gravidade, esta bola
acha equilibrio mo canto mais baizo X* do poliedro, conforme a Fig. 5.1. Este canto é uma
solugao otima do problema

minimizar cl'x

: (5.39)
sujeitoa a;x , b;; 81

onde C € um vetor vertical partindo do “bico”. Em equilibrio, a gravidade é contrabalanceada
pelas forcas exercidas na bola pela “parede” do poliedro. As forcas sdo perpenxdiculares as

paredes, isto €, elas sao alinhadas com os vetores a;. Assim, conclui-se que C = p;a;, para

(]
alguns coeficientes nao negativos p;. Em particular, o vetor p € uma solug¢dao vidvel para o

problema Dual

maximizar p’b
sujeitoa pT’A=c’: (5.40)
p., O

Dado que as forgas so podem ser exercidas pelas paredes que tocam na bola, deve-se
ter p;, = 0, sempre que aiX*>><b2~. Conseqiientemente, p(b; i a;,x*) =0, para todo i. Tem-se,
portanto, pTb = p;b; = p,a;x* = cI'x*. Seque do Coroldrio 5.3.2 que p € uma solucdo

% %
otima para o problema Dual e o custo otimo Dual € igual ao custo étimo Primal.

Relembre que num PPL uma das trés possibilidades devem ocorrem:

a) Existe uma solugdo étima.
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P

Figura 5.1: Representacao de uma aplicagao para o Teorema Dual no Exemplo 5.53.1.

b) O PPL é “ilimitado”, isto €, o custo étimo é j A, para o problema de minimizagdo, ou +1,
para problemas de maximizac¢ao.

c) O problema é invidvel.

5.4 Uma Interpretacao Econdmica para o Dual

A interpretagdo econdmica dada neste trabalho é apresentada por Bregalda (1988), sendo
que o autor ressalta que esta é a interpretacao de um problema particular, fazendo com que a

analise perca em generalidade.

Seja o PPL dado pela Eq. (5.41)

minimizar F(x) = c¢’x
sujeito a Ax=b ; (5.41)
X; » 0;8]

e seja o seu dual dado pela Eq. (5.42).

maximizar Q(p) = p’b
sujeito a pA = cl (5.42)
p; » 0;8i
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Agora, suponha que X* e p* sejam solu¢des bdsicas 6timas do PPL e o seu dual, dados pela
Eq. (5.41) e Eq. (5.42), respectivamente, e seja B* a matriz basica associada com as solugdes.

Assim, tem-se que

F(x) =Q(p*) = p’b: (5.43)

Agora, supondo que b é varidvel e derivando a Eq. (5.43) em relagdo a b chega-se na Eq.

(5.44).

F *
BFG) _ .

m (5.44)

Ent3o, pode-se interpretar p* como sendo a taxa de variagdo do valor 6timo da fungdo
objetivo F (x*) por unidade de variagdo de b. Como p; , 0; 8i, segue que F (X*) cresce a medida

que b; cresce.

Para tornar esta interpretacdo mais precisa, imagine que o problema dado pela Eq. (5.41)
seja a alocacdo de recursos, onde se tenha m recursos disponiveis, nas quantidades by;by;¢0¢ ;b,,,
com os quais se deseja fabricar n produtos, nas quantidades X;; Xo; ¢¢¢ ; X,, a serem determinadas.
Cada unidade do produto j consome &;; unidades do recurso i, trazendo um retorno de ¢; unidades
monetdrias. Assim, deseja-se determinar a quantidade a ser fabricada de cada produto, de modo

a se obter um lucro maximo.

Agora, suponha que a quantidade disponivel do recurso K seja aumentada em uma unidade,
isto é, suponha que existam b, + 1 unidades. Evidentemente tem-se, agora, que obter uma nova
solucdo Stima x*. Suponha que a base associada a X* seja a mesma base B* associada com
a solucdo basica x*. Isto significa que a nova solucdo bdsica p* continua sendo p*, visto que

¥ =x* = (c®)T(B*)~'. Entao,
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> >

F(x*) = bu’ + (by + u; = b,u’ +u; = F(X*) +u;: (5.45)
i=1 =1
i#k

Ou seja, F(%*) i F(X*) = u;, em outras palavras, u; é o incremento no lucro, trazido pelo
aumento de uma unidade da matéria disponivel k. Pode-se também tomar a seguinte interpretacio:
u; € o preco que se deseja pagar para aumentar de uma unidade a quantidade disponivel da matéria
prima K. Assim, u; é o valor do incremento de uma unidade de matéria prima k. Por isto, u; é
chamado de valor incremental, ou valor impfcito.

Com isto é possivel interpretar um PPL e o seu dual, dados pela Eq. (5.41) e Eq. (5.42),
respectivamente, onde o PPL dado pela Eq. (5.41) representa a melhor utilizagdo dos recursos e o
seu dual, dado pela Eq. (5.42), representa a determinacdo dos valores dos recursos. Obviamente,
os valores desses recursos correspondem a sua melhor utilizacdo, o que explica correspondéncia

entre as solucoes 6timas do primal e do dual.

5.5 Uma Representacao Grafica do Problema Dual

Graficamente é possivel ver uma relacdo entre o ponto 6timo do problema primal com o

ponto étimo do problema dual. Para isto, observe o exemplo abaixo.

Exemplo 5.5.1. Resolva o PPL dado pela Eq. 5.46:

minimizar F(Xq;X2) = 2X; j 3X»
sujeito a 2X; + 3%y , 4
(5.46)
2X1 + 3X2 -0

X1; X2 5 0

Tem-se que o seu dual é dado pela Eq. 5.47:
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maximizar G(yi;Y2) = 4y i 6y,
sujeito a 2V1 i 2y, = 2
] Y11 £Y2 (547)
iYiidy2=i3
X;y » 0

Tem-se que as regioes vidveis do primal e do dual sao dadas na Fig. 5.2.

AY*=[15 0.5] o X*=[2.25 05]

Figura 5.2: Representacao da regiao vidvel do problema primal e do dual - Exemplo 5.5.1.

Observe que tracando retas da forma 2X; § 3Xo = Z, fica fdcil observar que o menor
valor que o problema primal assume € quando Z = 3, que € o ponto X* = [2:25 0:5]. Por outro
lado, tem-se que o ponto de mdximo do problema dual € Y* = [1:5 0:5] que produz um valor
mdximo de G(Y *) = 3, que € o mesmo valor obtido na minimizacao da funcao F. Portanto,

o problema primal e o problema dual tem o mesmo valor funcional.



Capitulo 6

Um Problema de Transporte

Rodoviario de Cargas

Neste capitulo é apresentado um problema proposto em Couto (2004). O objetivo é
maximizar os lucros obtidos na transferéncia de cargas, entre varias cidades, por uma determinada
transportadora, sendo que a mesma possui uma grande frota e uma grande drea de cobertura. E
importante ressaltar que este problema é similar ao cldssico problema do caixeiro viajante.

Neste estudo adotou-se que o custo operacional estd diretamente relacionado a quilome-
tragem rodada por cada tipo de carreta e de cavalos mecanicos (caminh3o). Por isto, ndo sdo
levados em conta o peso ou o tipo de produtos transportados ja que as Demandas sdo montadas
levando em conta a quantidade e o tipo de carreta. Também ndo foi considerado a localidade
do transporte e os custos particulares de cada carreta e cada cavalo mecanico e as possiveis al-
teracOes que ocorreriam devido a restricdes climaticas, manutencdo de veiculos, fechamento de
estradas, etc. Da mesma forma que na frota prépria, os custos da frota terceirizada estao estima-
dos por quildmetros rodados pelo conjunto que pode atender uma demanda. Por fim, o custo dos
motoristas esta relacionado, também, com a quilometragem.

O objetivo do problema é definir a frota, isto €, definir a quantidade de cada tipo de veiculo
que deve ser enviada para cada cidade, em cada uma das datas, definindo quais as cargas a serem
terceirizadas para que todas as demandas sejam atendidas, de forma a maximizar os lucros na

transferéncia de cargas entre as cidades. As restricdoes que tem que ser respeitadas sdo:

145
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T capacidade da frota agregada;

t atender a todas as demandas;

T limite do comprimento do conjunto cavalo e carreta;

T capacidade do patio, em nimeros de carreta, de cada filial;
T horario de carregamento;

T viagem acima de 12 horas precisam de dois motoristas;

T prazo de entrega do pedido;

T datas de compras de veiculos novos;

T saidas dos cavalos e carretas préprios para manuten¢io agendada.

Na formulacdo do problema foi usado o modelo matematico de multifluxos multiperiddicos,
com restricdes adicionais para controlar o atendimento das demandas e a capacidade das filiais.

Para resolver o problema, os dados abaixo sao necessarios:

T V: o conjunto de todos os tipos de Cavalos;

T R: o conjunto de todos os tipos de Carretas;

T D: o conjunto de todas as demandas;

T N: o conjunto de todos os nés das malhas;

T M: o conjunto de todas as viagens (i;J) que possuem uma duragdo acima de 12 horas;
T G: o conjunto de todas as viagens (i;j) que possuem uma duragdo abaixo de 12 horas e que
ndo representam veiculos parados nas filiais;

T Fq4: frete, ou ganho, para uma carreta atender a demanda d;

T Cy,: custo de terceirizar um conjunto, para atender a demanda d;

T Dem;: quantidade de carretas, do tipo I, requeridas pela demanda d;

T C/;: custo da viagem de i para j, para um cavalo do tipo V;

T CJ;: custo da viagem de i para j, para um carreta do tipo r;

T Qy: quantidade de cavalos do tipo V que estdo disponiveis na cidade i no dia de estudo;

T QI: quantidade de carretas do tipo I que estdo disponiveis na cidade i no dia de estudo;
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T CM: custo por hora de um motorista;
T H, ;: quantidade de horas da viagem de i para j;

T Cap;: capacidade, em nimero de carretas, da filial i.

Com isto, o PPL fica definido pelas seguintes varidveis de projeto:

T x};: ndmero de cavalos do tipo v, indo da cidade i para a cidade j;

T yI: ndmero de carretas do tipo r, parada na cidade i;

Tz}’ niimero de conjuntos de cavalos do tipo Vv e carreta do tipo I, vazios, indo da cidade i para
a cidade J;

rv,d,

T w;’;"": nimero de conjuntos formados por cavalos do tipo V e carretas do tipo I, atendendo a
demanda d, indo da cidade i para a cidade J;

t t¢: niimero de conjuntos terceirizados, atendendo a demanda d.

A Func¢do Objetivo que representa o PPL modelado é escrita da seguinte forma:

Max: FO=FO;+FO, jFO3; jFO, i FO;5j FOg (6.1)
sendo,
XX XXX o
FO, = (Fa i Ci;iCl)wy (6.2)

i€N jeN reR veV deD

a equacgao que representa o lucro das entregas das demandas obtidos pela frota prépria;

X d
FO, = (Fa i C)it (6.3)

deD

a equacgao que representa o lucro das entregas das demandas obtidos pela frota terceirizada;

XX XX
FO; = (C; +Ci )z (6.4)

iEN jEN reR veV

a equacao que representa o custo das viagens dos conjuntos cavalo carreta viajando vazios;
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XX X
FO, = ClyixY, (6.5)

17.]
iEN jEN veV

a equacgao que representa o custo das viagens dos cavalos, sem carretas;

n #
X X XX XXX g
FO; =2CM H, ;: X+ z;; + W, (6.6)
(4,9)eM veV reR veV reR veV deD

a equacao que representa o custo dos motoristas com viagens acima de 12 horas;

n #
X X XX . XXX o
FOs =CM H; X; ;i + z;; + W, (6.7)
(1,5)eM veV reR veV reRveV deD
a equacao que representa o custo dos motoristas com viagens de até 12 horas.

O PPL definido ppela Eq. (6.1) estd sujeito as seguintes restri¢des:

x x XX p
g X+ 20+ w )y =QY; i2S; 8v2V (6.8)

i,J 2] i
JEN reER reR deD

conjunto de restricbes que representa a entrada de fluxo para cada cidade, em um dia, para cavalos

do tipo v;

> > XX J
g  (y/ + 2, + w; ) =Qi; i28S; 8r2R (6.9)

JEN veV veV deD

conjunto de restricoes que representa o fluxo em cada cidade, num dia, representando as carretas

do tipo r;
- 1 - 1
X X XX p X X XX p
. vV % 7,0, - v T,V 7,0, — T
O3 : Xp;+ z,; + Wy i Xir+ Z; + W = Q;. (6.10)
JEN reR reR deD 1EN reR reR deD

k2S; K&T; 8v2V, éo conjunto de restricdes representando a conservacdo do fluxo para uma

determinada cidade k que n3o representa nem o primeiro nem o ultimo dia para cavalos do tipo Vv,

X X XX X X Y XX

. b b ’d - b ?d —
9t Y+ ozt A I N (A S AV w)=Qp  (6.11)
JEN veV veV deD iEN veV veV deD



149

k2S; K&T,; 8r 2R, é o conjunto de restricdes representando a conservacio do fluxo para uma
determinada cidade K que n3o representa nem o primeiro nem o dltimo dia para carretas do tipo

r;

. r,v,d
Os - t;+ Wi,j

veV

= Demy; (6.12)

8d 2 D; 8r 2 R e o conjunto de restricdes representando o atendimento da demanda indo da

cidade 1 para a cidade j;

X X X XX . >X XXX o
. T ) 'Yy
U6 ( Yiin + Zni T Wii)
> IBEER  SSEISEE e SR 6.13)
i ( y};out + Zk;;out + Wi:k(’)ut) < Cap“
kouteN T€ER koutéN r€R veV kouteN reR veV deD

81 2 N e o conjunto de restricdes representando a capacidade de um pdtio 1, para todas as carretas;

g7 :%X;; » 0 (6.14)
8i2N;8j 2N;8v2V
gs:Y; » 0 (6.15)
8i2N;8j 2N;8r2R
9o :2;; - 0 (6.16)
8i2N;8] 2N;8r2R;8v2V
v T0,d
J10 -Wi,j £ 0 (617)
8i2N;8 2N;8r2R;8v2V;812D
g :t? .0 (6.18)

8d2D.
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As Eq. (6.14) até Eq. (6.18) representam as restri¢Oes laterais, das varidveis de projeto,

que devem ser todas ndo negativas.

6.1 Numero de Variaveis de Projeto e de Restricoes do

PPL

Seja NV, o nimero de varidveis W que aparecem no PPL geral. E facil observar que
para cada demanda d e para cada par de cidade (i;j) sdo necessdrios K varidveis distintas, onde kK
representa o nimero de combinacdes cavalo-carreta diferentes que existem. Tomando como n o
numero de pares de cidades envolvidas no problema, segue que o nimero de varidveis relacionadas

com a varidvel w é dado por:

NV, = D-k-1; (6.19)

onde D representa o nimero de demandas diferentes que precisam ser atendidas.

Para cada tipo de demanda d s3o necessarias uma nova varidvel t que representa a quan-
tidade de frota terceirizada que é exigida para completar a frota prépria e, assim, ser possivel
atender a demanda d. Logo, como existem D tipos de demandas distintas, tem-se que o niimero

de varidveis t, representada por NV, relacionadas com o PPL é dado por:

NV, = D: (6.20)

Seja NV, o niimero de variaveis Z que aparecem no PPL geral. Para cada par de cidade
(1;J), tem-se que o nimero de varidveis é K, onde K representa o niimero de combinagdes cavalo-
carreta diferentes que existem. Novamente, tomando como N o nimero de pares de cidades

envolvidas no problema, segue que o nimero de varidveis relacionadas com a varidvel z é dado por:

NV, = k-: (6.21)

Agora considere NV, como sendo o nimero de varidveis relacionadas com X que aparece

no PPL. Assim, para cada par de cidade, (i;]) sdo necessdrias V varidveis, onde vV é o niimero de
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tipos de cavalos diferentes que aparecem na frota. Logo, o niimero de varidveis relacionadas com

a variavel X é dado por:

NV, = v n: (6.22)

Por fim, considere NV, como sendo o niimero de varidveis y que aparecem no PPL. Para
cada cidade i s3o necessdrias r variaveis relacionadas a variavel y, onde r é o nimero de tipos de
carretas disponiveis. Como N é o nimero de cidades envolvidas no problema, segue que o niimero

de varidveis y é dado por:

NV, = t-N: (6.23)

Portanto, o niimero total de varidveis de projeto é dado pela soma da Eq. (6.19) até a Eq.

(6.23), ou seja,

NV =NV, +NV,+NV,+NV,+NV, =D-k-"n+D+k- n+v"n+c~N; (6.24)

onde, como ja explicado, D é o nimero de tipos diferentes de demandas que tem devem ser
atendidas pela frota, kK é o nimero de combinagdes cavalo-carreta que podem ser formado com
a frota prépria, N é o nimero de cidades que sdo atendidas pela frota e N é o nimero de pares
diferentes de cidades que podem ser formados para atuacdo da frota.

O primeiro conjunto de restricdes é dado pela Eq. (6.8). Ele representa o nimero de

cavalos do tipo Vv, atrelados ou ndo a uma carreta, que chegam a uma cidade. Assim, para cada

tipo de cavalo V e cada cidade i aparece uma nova restricdo. Por isto, considerando NR,, como
sendo o nimero de restricoes que aparecem neste grupo, tem-se que:
NR, =v"N; (6.25)

onde V é o niimero de tipos de cavalos diferentes existentes na frota.
O segundo conjunto de restricdes é dado pela Eq. (6.9). Ele representa o nimero de

carretas do tipo I, atrelados a um cavalo ou paradas no patio de uma filial, em cada dia numa
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determinada cidade. Assim, para cada tipo de carreta do tipo r e para cada cidade i aparece uma
nova restricdo. Logo, considerando NR,, como sendo o niimero de restricGes que aparecem neste

grupo, entdo ele é dado por:

NR,, = t-N; (6.26)

onde r é o nimero de tipos de carretas diferentes existentes na frota.

Os préximos grupos de restricdes sdo dados pelas Eq. (6.10) e Eq. (6.11). Elas sdo
andlogas ao grupo de restricdes dado pelas Eq. (6.8) e Eq. (6.9), sendo que elas sdo usadas
quando sdo considerados mais do que um dia de planejamento e que n3o estejam sendo tratados
nem o primeiro dia nem o ultimo dia. Estas restricGes representam a conservacao do fluxo em cada
cidade, considerando os cavalos ou carretas que saem da cidade K menos os cavalos ou carretas
que entram na cidade K. Assim, o grupo dado pela Eq. (6.10) tem o mesmo nimero de restricoes
que o conjunto formado pela Eq. (6.8) e Eq. (6.11) tem o mesmo nimero de restri¢gdes que o

conjunto formado pela Eq. (6.9), logo,

NRy,, =v"N; e NR, =rc~N: (6.27)

O quinto e o sexto conjunto de restricdes estdo relacionados com o custo gerado com
os motoristas, sendo que no primeiro caso sao necessarios mais do que um motorista, visto que
as viagens tem duragdo maior do que 12 horas. No segundo caso, as viagens duram no maximo
12 horas e, por isto, precisa-se de apenas um motorista. Para qualquer um dos casos, o nimero
de restricGes esta relacionado com o nimero de pares de cidades que podem ser formados, ou
seja, para cada conjunto f(i;j) e (J;1)=i;j 2 Ng de cidades em estudo é necessario uma nova
restricdo. Portanto, considerando NR,, como sendo o niimero de restricées deste grupo, segue

que o numero de restricoes relacionado com este grupo é:

NR,, = .-(N j 1); (6.28)

onde N é o numero de cidades envolvidas no projeto. Portanto, como as restricoes de igualdade

sdo dadas pelas Eq. (6.8) até Eq. (6.12), segue que o nimero total de restricdes de igualdade é
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NR., = NR,, +NR,, + NR,, + NR,, + NR,, =2(v+ )N +c-(N j 1):  (6.29)

As restricdes de desigualdade, apresentadas pela Eq. (6.13), estdo relacionadas com a
capacidade de cada pétio, em cada uma das cidades sedes. Assim, para cada cidade i é acrescentada

uma nova restricao. Logo,

NRg. = N: (6.30)

As restrigOes laterais, apresentadas pelas Eq. (6.14) até Eq. (6.18), estdo relacionadas com
o numero de variaveis, visto que para cada varidvel existe uma restricao lateral. Assin o nimero

total de restricdes laterais, NR, é igual ao niimero de varidveis de projeto, ou seja,

NR, =NV =D~k n+D+k-n+v"n+c~N: (6.31)

6.2 Desenvolvimento Simplificado do Problema 1

Para uma melhor compreensdo do PPL definido pela Eq. (6.1) até a Eq. (6.18), considere
o seguinte problema simplificado: um tipo de demanda, representado por S, duas cidades que sao
tanto cidades de saida como cidades de chegada, representadas por | e Il. Além disso, suponha
que existam 3 tipos de cavalos, representados por fa;b;cg, e 3 tipos de carretas, representados
por T1;2; 3¢, sendo que apenas uma destas combinacdes, considere como sendo (3;C), ultrapassa
a medida permitida por lei para transitar em rodovias.

A Eq. (6.2) representa o lucro das entregas das demandas obtidos pela frota prépria, sendo
calculado pela diferenca do valor recebido pelo frete da demanda s e a soma dos custos da viagem
de cada cavalo com o custo de cada carreta, saindo da cidade i para a cidade J. Assim, para este

conjunto de dados, segue que a Eq. (6.2) pode ser reescrita da seguinte forma:
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1,c,s

— - 1 - lLa,s 1 -
FO,= (FsiCrpri Crrwyyr  +(Fs Crir i Crdwrr

- - 2? 9
+(F; i C12H i C?,H)WI,?IS +(Fs

1 1,b,s
CimniCy H)WI i (s

2 - 2,b,s
Cimi C} W +(Fs

2 - (& 27C7S
Cim i Cidwry

+(F, i C} o7 1 }IU)W?’?IS +(Fs i C?,H i IH)W? ?IS
+(Fs i1 Cir i Cfy J)W}I?}s +(Fs i Clyr i II)W}}bj +(Fs i Crpyi ICI,I)W}}C,}S
+(F, i Cf i Cf I)W%IC,L}S +(Fs i Cf i Cly I)W?Ib,}s +(Fs i Ciryi CICI,I)W?}C,}S
+(Fs i CHI i Cfy I)Wiﬁ}s +(Fs i C?I,I i CH,I)W?}P,}S

(6.32)

Pode-se observar, entdo, que saindo da Cidade | e chegando na Cidade I, utilizando
as combina¢bes cavalo e carreta disponiveis, sdo necessarios 8 varidveis distintas, varidveis que
representam o nuimero de cada combinacdo cavalo-carreta necessario para atender a demanda S.
Como existe a necessidade de analisar o caminho inverso, ou seja, o nimero de conjuntos saindo
da cidade Il em direcdo a cidade I, este trajeto também acrescenta 8 novas varidveis. Portanto,
para atender a demanda S sdo necessdrias 16 varidveis distintas para a Eq. (6.2), que representa

o lucro obtido de entrega da demanda, utilizando a frota prépria.

O lucro obtido pela frota terceirizada, representada pela Eq. (6.3), ndo depende da cidade,
sendo calculado como a diferenca entre os fretes recebidos e o custo de se terceirizar um conjunto
para atender a demanda S. Assim, utilizando os dados considerados neste estudo, a Eq. (6.3)

pode ser reescrita como sendo

FO, = (Fs i C):t™: (6.33)

Logo, para cada demanda, a frota terceirizada representa o acréscimo de uma nova variavel

O custo das viagens dos conjuntos cavalos do tipo V e carretas do tipo I que viajam vazios

da cidade i para a cidade J é representado pela Eq. (6.4). Logo, reescrevendo a Eq. (6.4) tem-se:
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FO;= (Ci;+Ci)zy, +(Ciy+Cf II)ZI i H(Cl+Cizrh
+(C]H+C,H)z”] +(C1H+C1H)zlH +(C”I+C1H)zlH
+(C}; +Ci)zry, +(Cipy+CY H)ZI 11 (6.34)
+(Cir;+Ci Nz +(Chp+Cly I)ZH 1 +Clr+Cf Dz
+(Cfr; +Ci Nz +(Chp+Cly I)ZIII +(C}, +C5 )Zif
+(Cirr+Chy, 1)2111 +(Cirr + II)ZHI

Novamente, pode-se observar que para estabelecer o niimeros de conjuntos viajando vazios,
ha uma necessidade de introduzir 8 novas varidveis, indo de | para Il e o mesmo nimero indo de
Il para I, ou seja, sao necessarios 16 novas varidveis. Também é importante ressaltar que o custo
F O3 nao depende da demanda s, ele depende apenas do tipo de carreta e do tipo de cavalo.

O custo das viagens com cavalos viajando sozinhos, conforme a Eq. (6.5), é obtido

multiplicando o custo da viagem de um cavalo do tipo V pelo nimero de cavalos que estdo viajando

sozinhos. Assim, reescrevendo a Eq. (6.5) tem-se que:

— ra a b b c c a a b b c c .
FOL=Cy X7 1 +CrXg i +CrXtrr +CrrXpr s + Crp i Xppr + Crp 1 Xy p (6.35)

Logo, para cada tipo de cavalo aparece um varidvel indo de uma cidade para outra e,
como estao sendo considerados apenas 3 tipos de cavalos, indo da cidade | para a cidade Il sao
necessarios 3 novas variaveis, totalizando 6 novas varidveis, considerando o caminho inverso. Por-
tanto, o nimero de varidveis que aparecem no problema, considerando as Eq.(6.19) até Eq.(6.22),
foi

NV, +NV,+NV,+NV, =16+ 1+ 16 + 6 = 39: (6.36)
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O custo gerado para pagamento dos motoristas sao divididos em duas partes. A primeira

parte esta relacionado com as viagens que tem duracdo maior do que 12 horas pois, neste caso,

sao necessarios 2 motoristas distintos para efetuar esta viagem. A segunda estd relacionada com

as viagens com duracao de até 12 horas pois, neste caso, existe a necessidade de ocupar apenas

um motorista. Se a distancia de | para Il for maior do que 12 horas, a Eq. (6.6) representa o

custo dos motoristas e, assim, ela pode ser reescrita da seguinte forma:

FO;= 2CMH ( Xx{;
+Z}:[Ill

W T

+2.CM:Hr (0 X3
+Z}}0,LI

l,a,s

Wit

+X(},H
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+Wir T
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)

3,b,s
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+*Zir g
3,b,s
+Wir T

(6.37)

Caso a distancia de | para Il seja no maximo 12 horas, entdo passa a valer a Eq. (6.7) e

ela é reescrita da seguinte forma:

FOs= CM:H;1( X§ 171
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(6.38)

Observe que, na Eq. (6.37) ou na Eq. (6.38) ndo sdo acrescentadas novas varidveis. As

tltimas varidveis a serem acrescentadas no problema estdo relacionadas com as carretas que nao
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nimero de varidveis relacionadas com estas carretas é igual ao nimero 6, totalizando 45 variaveis
para o problema. Este niimero é igual ao nimero dado pela Eq. (6.24), onde D = 1, k = 8§,

nN=2v=3r=3eN =2. Assim,

NV =1L-872+1+872+372+ 372 =45 (6.41)

O novo grupo de restricdes é dado pelas Eq. (6.10) e Eq. (6.11). Elas sdo usadas quando
sao considerados mais do que 1 dia de planejamento e que nao estejam sendo tratados nem o
primeiro dia nem o dltimo dia. Estas restricoes representam a conservacao do fluxo em cada
cidade, considerando os cavalos ou carretas que saem da cidade k menos os cavalos ou carretas
que entram na cidade K. Assim, para cada tipo de cavalo v de V e cada cidade k, a Eq. (6.10)

pode ser reescrita da seguinte forma:

. v 1v 20 3,v 1,11
93 Xy *Zpp  YZrp vz W
2,v,8 3,v,8 - 1v 2v .
Wi W i (X7, *zp, +Zry : (6.42)
+ 3,v 1,v,s + 2,0,8 + 3,v,s — Ve — b
Zrk Wik Wik Wik =t V=abc

Para cada cidade K, que n3o estdo no conjunto das cidades consideradas como cidades
iniciais e as consideradas cidades finais, e cada tipo de cavalo Vv vai produzir uma nova restricio
dada pela Eq. (6.42). Analogamente, para cada tipo de carreta do tipo r cada cidade k, a Eq.

(6.11) pode ser reescrita da seguinte forma:

. r r,a r,b r,.c roa, [T
9+ (Y 2 Y40 Y40 YW
r,b,s T,C,S - r r,a b .
+Wk,i +Wk,i ) I(yl +Zl,k +ZI,k ’ (6'43)
r,.c T,a,8 r,b,8 r,C,S _ r. — 1.9.
+z% Wiy +wpt o wpy =Q r=123

Como esperado, este conjunto de restricGes fornece 6 restricoes, para cada cidade K,
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totalizando 6K restricdes, onde k & S e k & T, sendo que S é o conjunto de indices das cidade
de saida e T é o conjunto de indices das cidades finais.

O conjunto de restrigdes dada pela Eq. (6.12) esta relacionado com o atendimento das
demandas, que sai da cidade | para a cidade I, e vice e versa, para cada tipo de carreta r. Assim,
para cada tipo de demanda S resulta:

r,a,8 r,b,8 T,C,8

05 =t +wpy +wr +wrr =Demy; r=1,2;3 (6.44)

onde cada demanda S e cada carreta r produz uma nova restricdo. Assim, neste grupo sao
produzidas 3 restri¢des.

O conjunto de restri¢des relacionado com gg, dados pela Eq. (6.13), esta relacionado com
a capacidade de estacionamento das carretas no patio de cada filial situada numa cidade. Para
cada cidade i o nimero de carretas que passam de um dia para o outro é dado pela diferenca entre
todas as carretas que chegam na cidade no dia menos o o niimero de carretas que saem da cidade
naquele dia. Assim, para cada cidade i a restricio é dada por:

1,a 1,c

96 - (y]iin + y]%in + yzin + kin,I + Zkim[ + Zkin,f
+ lei’z,f + 2.1:.1 + Zi;ﬁ,z + 13.?,1 + 2221:,,1
oW R W Wt R Wt W Wt
+owie o wE Gy o+ oy o+ ; (6.45)
e F e T e t Zew F et Ziiow
S A S S SV o 7 S
WP F WP Wi+ Wi+ wpt = Capy;

onde K,,; sdo os indices das cidades de estdo chegando na cidade i e k;,, sdo os indices que estdo
saindo de I.

As Eq. (6.14) até a Eq. (6.18) sdo as restrices laterais que indicam que o nimero de
carretas, cavalos e conjuntos carretas-cavalos nao podem ser negativos. Logo, para cada varidvel

de projeto aparece uma nova restri¢ao.
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O nidmero total de restricdes de igualdade é dado pela Eq.(6.29), onde v =3, r =3 e
N = 2. Assim,

NR., =2-(3+3)2+3-(2j 1) =27, (6.46)

e nimero total de restricdes de desigualdade é dado pela Eq.(6.30), onde N = 2. Assim,

NRg.. = 2: (6.47)

6.2.1 Simulagao Numérica para o Problema de Transporte I

Para efetuar a simulacdo numérica, é considerado o conjunto de dados apresentados na

Tab. 6.1.

Tabela 6.1: Dados de entrada para o Problema de Transporte | (Simplificado)

N = 2 V = 3

R = 3 D = 1;

CM = R$10;00; Fq = R$100; 00;

Ciy = R$50; 00; Cin=Cp; = [10 12 14];

Cin=Cr, = [07 09 11f; Dem;, = [40 40 40];

Q, = [10 10 10} Q. = [15 15 18],
Cap; =[50 50]; Hror = [03 03];

E importantes ressaltar que os custos C, sdo dados na ordem fa;b;cg e o custo C, sdo
dados na ordem T1;2; 3g. As quantidades de demanda a serem atendidas também s3o apresentadas
de forma crescente. E preciso lembrar que apenas a combinacdo (3;C) carreta-cavalo n3o pode ser
formada.

Para simplificar a apresentacdo, considere que o vetor custo pode ser escrito da seguinte

forma

c= ¢, C iC. iC, C, (6.48)
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onde C,, é formado pelos coeficientes relacionados com a varidavel w; C, é formado pelos coeficientes
relacionados com a varidvel t; C, é formado pelos coeficientes relacionados com a varidvel z; C,

é formado pelos coeficientes relacionados com a varidvel X e C,
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Os coeficiente do vetor C, devem ser calculados usando as Eq. (6.34) e Eq. (6.38). e com

as informacdes contidas na Tab. 6.1. Por exemplo, o primeiro coeficiente é obtido da seguinte

forma:
C, = (CiH + CﬁH) + CM:H; ;; = (07 + 10) + 103 = 17 + 30 = 47: (6.53)
De maneira andloga, obtém-se todos os outros:
h (s
C.= 47 49 51 49 51 53 51 53 47 49 51 49 51 53 51 53 (6.54)

Por outro lado, os coeficientes do vetor C, sdo calculados usando as Eq. (6.35) e Eq.

(6.38), com os dados da Tab. 6.1. Novamente, o primeiro coeficiente é obtido como

C., =C},;; +CM:H; ;; = 10 + 1073 = 40 (6.55)

Os outros coeficientes sdo calculados da mesma forma, sendo o vetor dado por:

h i
C.= 40 42 44 40 42 44 (6.56)

Os coeficientes das varidveis Yy sdo todos nulos, visto que as carretas paradas ndo geram

custos. Assim, o vetor relacionado a estas varidveis vale:

h i,
C,= 000000 (6.57)
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O vetor X das varidveis de projeto esta disposto da seguinte maneira:

onde

2
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é
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3
Yirr

163

(6.58)

3
i (6.59)

Usando as Eq. (6.39), Eq. (6.40), Eq. (6.42), Eq. (6.43) e Eq. (6.44), escreve-se a

matriz A.,, dado na Eq. (6.60), que é obtida das restricdes de igualdade. Usando a Eq. (6.45)

tem-se a matriz A, dada na Eq. (6.61), que é a matriz obtida das restri¢des de desigualdade.
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A a -1-1-1-1-1-1-1-1111111110-1-1-1-1-1-1-1-111111111000000111000
de =
t1111111-1-1-1-1-1-1-1-1011111111-1-1-1-1-1-1-1-1000000000111

(6.61)

Com todas as informagdes contidas na Tab. 6.1, é possivel construir o vetor dos recursos

disponiveis b.,, que estd relacionado com as restri¢des de igualdade. Este vetor é dado por:

h ip
b, = 101010101010151515151515000000000000404040 : (6.62)
O vetor dos recursos disponiveis relacionado com as restricdes de desigualdade b, é dado
por:
h iy

bsee = 50 50 (6.63)
Com o objetivo de comparagdo, serdo utilizados trés cddigos: o MOSEK (Mathematical
Optimization Software Specified) apresentado em Mosek (2006), o Linprog (Linear Programming),
ambos utilizando o Software MatLab, MathWorks (2006). O cédigo LINDO (Linear, Interactive
and Discrete Optmizer), projetado por Prado (1999), também é testado. Estes cédigos permitem
a escolha dos seguintes métodos de otimizacdo: Simplex ou Ponto Interior. Nesta pesquisa, todos
os codigos foram aplicados utilizando o método Simplex. O computador utilizado para efetuar os
calculos tem a seguinte configuragdo: processador Intel Celeron D315 2.26 Ghz e meméria 256
MB DDR PC3200 / 400 Mhz. O valor da fung¢do objetivo, o tempo gasto e o niimero de iteragdes

de cada um dos cédigos sao apresentados na Tab. 6.2.

Tabela 6.2: Resultados obtidos para o Problema de Transporte |

Fungdo Objetivo (R$) Tempo Computacional (s) Nuimero de lteragdes
Linprog 3940 2.10 24
Mosek 3940 1.00 08
LINDO 3940 3.00 17

Os vetores X,,, X;, X, X, e X, sdo dados, respectivamente, pelas Tab. 6.3, Tab. 6.4,
Tab. 6.5, Tab. 6.6 e Tab. 6.7.
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Tabela 6.53: Vetor X,, obtido na solucao do Problema de Transporte}
Linprog “5010010050005055105'/7’
Mosek£0010100001010000010010;T
LINDO 0 100 00 10 10 0 O O 10 10 O 0 0 10

tH

Pode-se observar que os vetores obtidos em cada um dos cddigos sdo diferentes, mas
eles apresentaram o mesmo valor da fun¢do objetivo. Mesmo sendo distintos, existe uma certa
simetria entre eles, isto é, as primeiras coordenadas da Tab. 6.3 saem da cidade | em direcao a
cidade Il e, nos trés cédigos, foram necessarios 30 conjuntos cavalo-carretas, da frota prépria, para
atender a demanda. O mesmo ocorre com o trajeto entre a cidade Il e a cidade I. Analisando
a Tab. 6.4 tanto no trajeto da cidade | para a cidade Il, quanto no caminho inverso, foram
necessario terceirizar 25% da demanda, sendo preciso, entdo, 20 conjuntos terceirizados para

atender a demanda.

Tabela 6.4: Vetor X, obtido na solugdo d

O

Problema de Transporte |.

N

=

. d < T

s (0

ose £ /T
LINDO 20

Pode-se observar, também, que todos os cédigos desconsideraram o caso onde tanto os
conjunto viajavam vazios, formado pelas varidveis z, como o caso onde os cavalos sem carretas,
viajavam sozinhos, formado pelas varidveis X, isto é, a solu¢do 6tima apresentada em cada um

considera que é melhor ndo ter nenhum conjunto (ou cavalo) viajando vazio.

Tabela 6.5: Vetor X, obtido na solugdo do Problema de Transporge .

Linprog 0000000000O0O0GO0O0O O/
Mosek £0 0000O0O0OOOOOOOO0ODO O/T
LINDO 00000000000O0O00O0O0GOC "

Sobre as carretas paradas nos patios, todos os cédigos deixaram o mesmo nimero de
carretas em cada uma das cidades, como visto na Tab. 6.7. O que diferencia uma solucdo da
outra é apenas o tipo de carreta que fica parada, dependendo do tipo de carreta que foi usada

para atender a demanda S.
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Tabela 6.6: Vetor X, obtido_na solugdo do Problema de Transporte .

(ad
= /T

Linprog . 0 00O0O
Mosek . 000O0O0O
LINDO 000O0O

Tabela 6.7: Vetor X, obtido na solu¢do do Problema de Transporte I.
Linprog "0 510 10 5 0 '
£ Ve
Mosek . 5 5 5 5 5 5
LNDO 5 5 5 5 5 5 ©

E f4cil observar que os trés cédigos obtiveram o mesmo valor da fungdo objetivo, apesar
das solu¢Oes obtidas serem distintas, o que leva a suspeita de que existem infinitas solucoes. A
maior diferenca observada na aplicacdo dos cédigos foi em relacdo ao tempo gasto e ao nimero
de iteragdes, sendo que o cédigo MOSEK mostrou-se mais eficiente (Tab. 6.2). Outra informagéo
importante estd relacionada ao fato que, para problemas com alto niimero de variaveis e restricoes, o
cédigo LINDO n3o se torna recomendado, visto que ele ndo trabalha diretamente com as matrizes
e, para sua aplicacdo, existe a necessidade de escrever todas as equac¢des envolvida nos PPL,
fazendo com que este processo ndo seja eficiente e recomendavel para grandes problemas.

E importante ressaltar que todas as restricdes foram respeitadas, por todos os cédigos, o

que garante que as solucdes obtidas sdo étimas.

6.3 Simulacao Numérica para o PPL de Transporte 11

Para esta simula¢do, é considerado o conjunto de dados apresentado na Tab. 6.8.

Neste caso os trés tipos de V sdo dados por fa;b;cg e os trés tipos de R s3o dados na
ordem T1;2;3g. Os tipos de demanda que serdo atendidas sdo tomadas como sendo 1;2; 3; 4g.
Neste caso também é considerado que apenas a combina¢do (3;C) carreta-cavalo ndo pode ser
formada. As cidades consideradas sao numeradas como sendo I, Il e I11.

O vetor custo é escrito como a Eq. (6.64), onde C}‘; 8i e 8], sdo formado pelos coeficientes
relacionados com a variavel w; C,; pelos coeficientes relacionados com a variavel t; jC?, 8i, pelos

coeficientes relacionados com a varidvel z; C, pelos coeficientes relacionados com a variavel X e
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Tabela 6.8: Dados de entrada para o Problema de Transporte Il (271 Varidveis)

N = 3; \Y = 3;
R = 3 D = 4.
CM = 5 (R$)10;00;53 | C,, = (R$),[50 120 2305350];
0 12 13 0 14 16
cy, = 412 0 145 | ¢, = 414 0 185
513 14 0 4 46 18 0g
0 15 18 05 6
C;;, = 415 0 215| c}, = 45 0 75;
48 21 0 5> 670 5
06 7 07 9
c;, = 46085 | C = 47 0 115
> 780 5 9 11 0
0 2 13
Hi;; = 42 0 65 F, = (R$)[100 200 400 600];
13 6 0
Qi; = 108i;8j; 8v; Q, = 15 8i; 8j; 8r;
Cap;, =[50 50 50]; Dem] = 40;8d; 8r;

C, pelos coeficientes relacionados com a varidvel y.

h i
C= C‘IA;III C\IA{I 11 C|W|;| C\ﬁ;l 11 C\INI ;1 C\|N||;|| Ct _CIZ _CIZI _CIZII _Ci( _Ci(l _Ci(ll Cy )
(6.64)

O ndmero total de varidveis é dada pela Eq. (6.24), sendo que neste caso D =4, r = 3,

v=3, k=8 n=6eN = 3. Assim, para este caso, s3o necessarias

NVppro =4-8-6+4+ 876+ 376+ 373 =271 variaveis: (6.65)

Dentre estas 271 varidveis, o nimero de varidveis relacionadas com w é dado pela Eq.(6.19)
e, usando os dados da Tab. 6.8 tem-se que neste problema s3ao necessarias 192 varidveis de projeto
w, sendo 32 variaveis para cada par de cidade (i;j). O nidmero de varidveis relacionadas com t
é dado pela Eq.(6.20) e, novamente usando os dados da Tab. 6.8, tem-se que neste problema
sdo necessarias 4 varidveis de projeto t. De modo andlogo, usando a Eq.(6.21) tem-se que sdo
necessarias 48 varidveis relacionadas com z, usando a Eq. (6.22) tem-se que sdo necessérias

18 varidveis relacionadas com X e pela Eq.(6.23) sdo necessarias 9 varidveis relacionadas a Y,
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totalizando as 271 varidveis de projeto.

. pode ser calculado usando as informacdes apresentadas nas

w
2,

Cada coeficiente do vetor C!

(6.2) e na Eq.(6.6), se a distancia entre as cidades for maior do que 12 horas, usando a

Eq.

ancia entre as cidades for menor ou igual a 12 horas. Entdo, com as informacdes

Eq.(6.7) se a dist

contidas na Tab. 6.8 chega-se a cada um dos coeficientes, conforme mostrado na Eq. (6.66).
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Os coeficientes do vetor C; é obtido usando a Eq. (6.3), e tomando as informagdes contidas

na Tab. 6.8, tem-se:

50
80
170
250

(6.67)

0O
Il
AOOOOOD N

Para cada cidade i tem-se que os coeficientes do vetor C? sdo obtidos usando as Eq. (6.2)

e Eq.(6.6), (ou a Eq.(6.7)). Entdo, tomando as informagdes contidas na Tab. 6.8, tem-se:

3
37 37 279

2 3 2 3 2
39 39 282
40 40 284
38 38 280
40 40 283
41 41 285
39 39 282
iCi= “ iCh = . iCin = 2% (6.68)
279 81 81
282 85 85
284 88 88
280 82 82
283 86 86
285 89 89
282 85 85

285 89 89
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Para cada cidade 1 tem-se que os coeficientes do vetor C? também sdo obtidos usando as

Eq. (6.2) e Eq.(6.6), (ou a Eq.(6.7)). Novamente, tomando as informagdes contidas na Tab. 6.8,

resulta:
2 3 2 3 2 3
32 32 273
34 34 276
35 35 278
iC/ = iCi = iCir = (6.69)
273 74 74
276 78 78
278 81 81

Como as carretas paradas ndo geram custos, segue que o vetor C, é o vetor nulo.
Minimizando a fun¢do objetivo, aplicando os cédigos Lindo, Linprog e Mosek, obtém-se

os seguintes valores da funcao objetivo, tempo gasto e nimero de iteracdes, para o problema

proposto:
Tabela 6.9: Resultados obtidos para o Problema de Transporte |l
Fungdo Objetivo (R$) Tempo Gasto (s) Nuimero de Interagdes
LINDO 71261 1.00 94
Linprog 63550 7.26 142
Mosek 63550 1.00 17

E importante ressaltar que as restricoes laterais ndo foram usadas no cédigo Lindo, visto
que a vers3o disponivel apresentava uma limitagdo sobre a quantidade de linhas (das restrigdes) que
podem ser utilizadas. Além disso, mesmo que o programa esteja utilizando a opcao de otimizacao
inteira a solucdo obtida n3o foi inteira, sendo tomado o valor inteiro mais préximo do mesmo.

Assim, escrevendo o vetor solucdo da seguinte forma:

h it

X = X‘IA{II XY\?I 1 X\Il\i;l XY\‘;I 1 XYVII;I X\Il\il;ll Xt _XIZ _XIZI _Xlzll _Xi( _Xi(l _Xi(ll Xy ’
(6.70)

tem-se os seguintes resultados: para cada um dos vetores X;"j; 8i;j 2 fl;1L;11lg e 1 6],
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todas as entradas que nao s3o nulas, ao mesmo tempo nos trés cédigos, apresentados na Tab.

6.10.

Tabela 6.10: SolugGes ndo nulas obtidas para a varidvel w (Problema 1)
LINDO Linprog Mosek

w}lﬁ};‘ 2 0 0
w 5:?]4 2 5 10
W' 0 0 5
Wy 0 5 0
WG 8 5 0
Wyt 8 10 5
wyy 10 5 10
w}’]‘;}“ 15 0 0
w?]é 0 0 5
Wiy 0 10 0
wit 10 0 0
Wy 5 5 0
Wit 0 0 10
wit 10 10 10
V\ﬁff 5 5 5
Wyt i 0 10 5
W%}bfin 5 0 0
Wéﬁf 10 5 10
Wi 10 0 5
wz;";in 5 10 10
Wil or 0 5 0

Pode-se observar uma certa simetria nos resultados obtidos nos trés programas, visto que

a quantidade de demandas a serem atendidas em cada uma das cidades sdo valores préximos,
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Tabela 6.11: Solugdes obtidas para a varidvel t (Problema Il)
LINDO Linprog Mosek

t 40 40 40
to 40 40 40
t; 40 40 40
ty 7 10 10

Por fim, pode-se observar na Tab. 6.12, que os cddigos LinProg e Mosek obtiveram
resultados equivalentes em relacdo a distribuicdo das carretas que ficam paradas em cada patio,

mostrando uma boa concordancia entre seus valores timos.

Tabela 6.12: Solugdes obtidas para a varidvel y (Problema I1)

LINDQ Linprog Mosek
12 10 5
yy 475 455 4105

273 203 203

0 5 10

Vir 4 05 4105 4 55
293 203 203
0 0 0
4155 4 05 4 05
0 15 15

Yirr

A solucdo proposta pelo Lindo apresentou um valor da fung¢do objetivo bem maior do
que os apresentados pelos outros cédigos, porém ela ndo satisfaz todas as restricoes, o que torna
a solucdo nao vidvel. Por exemplo, observe na Tab. 6.10 os valores obtidos pelo cédigo para as
varidveis Wy7'', Wiy e Wiy, Tem-se que a soma destas coordenadas é 35 e o niimero de carretas
disponiveis é 15, o que faz a restricido do niimero de carretas disponiveis ser violada.

Por outro lado, o valor da funcdo objetivo obtidos pelos outros dois cédigos foi o mesmo,
mesmo tendo os vetores das varidveis de projeto distintos, sugerindo a existéncia de infinitas
solugcdes. As solugdes encontradas pelos cédigos Linprog e Mosek nao violaram nenhuma das

restricoes. E importante ressaltar que o problema foi formulado de tal forma que possa trabalhar

com qualquer quantidade de varidveis.
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Capitulo 7

Otimizacao de uma Rede de

Distribuicao de Agua

A distribuicao de dgua, através de redes complexas, pode gerar um custo muito elevado
ou pode ser bastante ineficiente, gerando prejuizos econémicos se a rede n3o for bem planejada.
Geralmente as redes sdo construidas de maneira que forme uma malha. Objetivando a otimizagdo
destas malhas, muitas técnicas para seu dimensionamento ja foram apresentadas e utilizadas nos
tltimos anos. Para exemplificar a otimizacao em redes é considerado o problema apresentado em
Curi e Firmino (2004) e que foi formulado na dissertagdo de mestrado de Formiga (1999).

Segundo Curi e Firmino (2004), alguns métodos tentam apenas dimensionar as redes
baseadas nos requisitos minimos de vazao e pressoes para cada anel. A metodologia mais tradi-
cional é a da tentativa e erro para obter a solucao do problema, deixando a cargo da experiéncia
do projetista a busca de um dimensionamento mais econdmico. Para se levar em consideracdo os
precos das tubulacdes em funcdo do seu didmetro e da classe de pressdao, buscando estabelecer
um custo minimo para a rede, faz-se necessdrio o uso de técnicas de otimizacdo. A aplicacao de
técnicas de programacdo linear ao problema de redes de distribuigdo pressurizadas foi introduzida
por Karmelli et at. (1968) e o seu emprego vem sendo aperfeicoado e utilizado por muitos espe-
cialistas. A grande limitagdo estd na necessidade de linearizar o problema de otimizacdo. A fun¢ao
objetivo é determinada pela variacao do preco das tubulacdes em funcdo do diametro e da classe

de pressao.

175
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7.1 Descricao do Problema

A rede utilizada para aplicar a programagdo linear foi retirada de Curi e Firmino (2004),

conforme apresentada na Fig. 7.1.

100 ni/h 100 n/h
1000 1000

1000]7 3]1000
E] Reservatério

270 o = 1000 2 )L2gnt/h @ NG i
4 - Trecho j
j

—> Vazédo
Demandada

1000 8 51000

3
200 i 1000 .
( & ) 6 ( 5) 330 ni/h

Figura 7.1: Descricao da Rede utilizada para estudo

Os dados relacionados com cada né é dado pela Tab. 7.1 e os dados relacionados com os

trechos da rede sao dados pela Tab. 7.2.

Tabela 7.1: Dados relativos aos nds da rede

Né Demanda (m3=h) Elevagdo (m) Pressio Minima (mca)
1 (Reservatério) 0 210 30

2 100 150 30

3 100 160 30

4 120 155 30

5 330 165 30

6 200 160 30

7 270 150 30

Fonte Curi e Firmino (2004) (adaptado).

Assim, tem-se que a rede é formada por oito trechos, distribuidos em dois anéis. Ela é
abastecida por gravidade a partir de um reservatdrio que possui carga constante, a uma altura de
210m. Cada né deve ter uma pressdo minima requerida igual a 30mca, sendo que todos os trechos
possuem um comprimento igual a 1000m. Os dados referentes aos custos dos tubos sao dados em

unidades monetdrias por metro (umt/m).
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Tabela 7.2: Dados relativos aos nds da rede
Trecho N6 Ini. N6 Fim  Comprimento (m) Didam. Min. (Pol) Didam. Max. (Pol)

1 1 2 1000 1 24
2 2 3 1000 1 24
3 2 4 1000 1 24
4 4 7 1000 1 24
) 4 5 1000 1 24
6 5 6 1000 1 24
7 3 7 1000 1 24
8 6 7 1000 1 24

Fonte Curi e Firmino (2004) (adaptado).

A equacdo utilizada para o cdlculo das perdas de cargas nos trechos foi a de Hazen-
Williams. O coeficiente de perda de Hazen-Williams adotado como C = 130. Varios coeficientes
“I" diferentes sdo recomendados, pelos mais diversos autores, para a relacdo que calcula as perdas

de cargas:

1
Ji =1 + Lj (71)

) 487+Q' 1852
0;0254D457 4

onde J; é a perda no trecho j (em mca), D; é o didmetro do tubo no trecho j (em pol), Q, é a
vazdo no trecho j (em m?d) C ¢ o coeficiente de Hazen-Willians e L; é o comprimento do trecho

J. Para este trabalho adotou-se ! = 10;5088, conforme recomendado por Curi e Firmino (2004).

Em Curi e Firmino (2004) foi aplicado o método da programag&o n&o linear para descrever
o comportamento fisico do problema. Ent3o, no primeiro momento as variaveis de decisao foram
as vazoes e os diametros, nao nominais, da tubulacdo para cada trecho da rede. As restricoes
fisicas foram baseadas nas leis de conserva¢do da massa (continuidade) e da energia. Os aspectos
operacionais, foram também levados em consideracdo nas restricdes. A fungio objetivo foi dada
pela minimizagdo dos custos envolvidos na selecdo dos didmetros das tubulagbes. Os resultados

obtidos nesta etapa por Curi e Firmino (2004) sdo mostrados na Tab. 7.3,

Neste trabalho é feito apenas a etapa de otimizagdo utilizando a programacgéo linear. O

objetivo é obter os comprimentos étimos da tubula¢iao considerando dois diametros comerciais em
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Tabela 7.3: Didametros comerciais utilizado na programacao linear

Trecho Vazdo Obtido Comercial | Trecho Vazao Obtido Comercial
(m3=s) (Pol) (Pol) (m3=s) (Pol) (Pol)
1 0;3111 19;46 18 5 0;1472 14;39 14
20 16
2 0;1026 11;65 10 6 0;0555 9;91 8
12 10
3 0;1807 15;22 14 7 0;0748 10;04 10
16 12
4 0;0002 1;00 1 8 0;0001 1;00 1
2 2

Fonte Curi e Firmino (2004) (adaptado).

cada trecho, sendo escolhidos o didmetro comercial imediatamente superior e imediatamente infe-
rior aquele obtido na etapa ndo-linear, conforme apresentado na Tab. 7.3. Para isto, considera-se
as vazoes como sendo constantes e iguais aquelas obtidas na etapa nao-linear do dimensionamento.
O objetivo passa a ser minimizar o custo da rede mantendo-se as vazdes e perdas de carga similares
as obtidas na etapa ndo-linear do dimensionamento.

Para descrever o problema, tem-se que a fun¢do objetivo é definida pela Eq. (7.2). Neste
caso as variaveis de decisdao sao os comprimentos de dois didmetros de tubos para cada trecho,

considerando as vazoes nos trechos da rede s3o consideradas constantes, assim tem-se:

C(ljx; Q) = [11,18P (18) + 11 2P (20)] + [I2,10P (10) + I3 12P (12)] + [l5 14P (14)+
+1316P (16)] + [141P (1) + 142P (2)] + [l5,14P (14) + 15 16P (16)]+ (7.2)
+[l6 3P (8) + 16,10P (10)] + [l7,10P (10) + I712P (12)] + [ls 1 P (1) + I 2P (2)]

onde |} ;, é o comprimento do trecho j com didmetro comercial imediatamente inferior, ou superior,
ao didmetro obtido na primeira etapa e P (K) é o preco por unidade de comprimento desta tubulac3o.
Os precos dos tubos por unidade de comprimento, para didmetros comerciais, sdo apresentados na
Tab. 7.5.

Para calcular cada um dos coeficientes J;x, usando a Eq. (7.1), tem-se que todos os

coeficientes J; ;, ficam dados pela Tab. 7.4.
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Tabela 7.4: Coeficientes J; ;, para o PPL

Jis
Ji,20
J210
Ja12
J3.14
J3.16
Jua
Ji2

0:006648
0:003979
0:014674
0:006039
0:008341
0:004353
0:171493
0:005864

J5,14
Js5.16
Jo,s
J6,10
J7.10
J712
Js1
Js2

0:005668
0:002958
0:014264
0:004812
0:000394
0:003351
0:010580
0:000362

Tabela 7.5: Preco e velocidade maxima na tubulacido segundo seus didametros

Diametro Custo Velocidade | Didmetro Custo Velocidade
(Pol)  (umt=m) (m=s) (Pol)  (umt=m) (m=s)
1 2 2 12 50 2:1
2 5 2 14 60 2;2
3 8 2 16 90 2;3
4 11 2 18 130 2:4
6 16 2 20 170 2:5
8 23 2 22 300 2:6
10 32 7 24 550 2:7
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As vazdes para cada trecho, que foram obtidas na etapa n3o linear é apresentada na Tab.

7.3.

A Tab. 7.5 mostra os custos e velocidades maximas para as tubulacdes, considerando seus

didmetros comerciais.

As restricoes do PPL sao:

a) pressdo minima no né tem que ser menor que a diferenca entre a cota de cabeceira da rede e

a pressao minima requerida naquele né. As restricoes de conservacao da energia garantem que,

independente do caminho escolhido entre os trechos, a queda de pressao entre dois nds é sempre

a mesma. Ao todo, sdo seis equacOes de restricoes relacionadas com os requisitos minimos de

pressdo, que sdo dadas nas Eq. (7.3) até Eq. (7.8). E importante ressaltar que o caminho entre os

nds deve, de preferéncia, ser escolhido como sendo o mais curto, de modo a diminuir o tamanho

da equacgdo de restricdo. Nestas expressbes H; representa a cota do terreno no né i e pm; é a

pressdao minima requerida no né i.



180 CAPITULO 7. OTIMIZACAO DE UMA REDE DE DISTRIBUICAO DE AGUA

N62:J; < (Hy § Ho) i pmy; (7.3)
N63:Jy +Jo < (H; § H3) i pms; (7.4)

N6d :Jy +J3 < (Hy i Hy) § pmy; (7.5)
N65:J;+J3+ 35 < (Hy i Hs) i pms; (7.6)
N66:Jy +J3+J5+Js < (Hy i Hg) i pmg; (7.7)
N67:J1+J3+J,<(Hy i H7) ipmy (7.8)

onde H; é a cota do terreno no né i e pm; é a pressdo minima requerida no né i.

b) a conservagdo da energia nos Anéis, pois visto que ndo existem estacdes de bombeamento
dentro da rede. Essa restricao deve garantir que a soma algébrica das perdas de carga dos trechos
de um anel seja nula. A rede deste exemplo é composta por trés anéis, que proporcionarao apenas
duas equacgdes de restricdo linearmente independentes. Considera-se como positivas as perdas cujo

sentido da vazao seja o mesmo que o sentido arbitrado para percurso no anel e, no caso contrario as
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d) a ndo negatividade das varidveis de decisdo, pois os comprimentos de cada trecho s3o positivos.

Com as Eq. (7.9), Eq. (7.10) e Eq. (7.11) tem-se que a matriz de igualdade é dada por:

2 0 —Jo,
0 0 0
Ji,is Ji,20 0
0 0 J2,10
Acy = 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
e
h
Deg =

A matriz de desigualdade, relacionada com Eq. (7.3) até Eq. (7.8), junto
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]

Como a pressdo minima é constante, tem-se que pm; = 30; 8. Assim, utilizando os dados

da Tab. 7.1, chega-se ao vetor dos recursos disponiveis, que estd relacionado com as restricoes de

desigualdade e é dado pela Eq. (7.15).

w
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h iy
bsee= 30 20 25 15 20 30 0 0 0 0 0 0O 0O OO OO OOOOO O
(7.15)

7.2 Solucao Numérica do Problema de Distribuicao de
Agua

Minimizando a fungdo objetivo, aplicando os cédigos Lindo, Linprog e Mosek, obtém-se
os valores da funcao objetivo, tempo gasto e nimero de iteragOes, para o problema proposto.
Estas estao apresentadas na Tab. 7.6. Também sdo apresentados os resultados obtidos por outros

autores para o mesmo problema, que é citado em Curi e Firmino (2004).

Tabela 7.6: Resultados obtidos para a rede de distribuicdo de agua.

Fungdo Objetivo (R$) Tempo Gasto (s) Nimero de Interagdes
Lindo 406980 3.00 8
Linprog 406980 4.02 5
Mosek 406980 4.00 9
Eiger et at. (1994) 402352 - -
Formiga (1999) 417500 - -
Curi e Firmino (2004) 408300 - -

Fonte Curi e Firmino (2004) (adaptado).

O valor da fungdo objetivo obtido pelos trés codigos é melhor do que todos os outros
valores, exceto o obtido por Eiger et at. (1994). As varidveis de projeto obtidas por cada um dos
codigos e os resultados obtidos pela literatura sao dados pela Tab. 7.7.

Os valores das variaveis de projeto obtidos pelos trés cédigos sdo os mesmos, porém eles
sao distintos dos valores obtidos por outros autores. E importante ressaltar que neste problema
o Linprog precisou de um nimero menor de iteracdes do que o Lindo e o Mosek para chegar a
solucdo e que o tempo gasto foi praticamente o mesmo obtido pelos cédigos. Nao foi apresentado
o tempo gasto e nem o nimero de iteracoes gastos em cada um dos outros autores, por isto ndo

é possivel fazer uma comparac3o.
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Tabela 7.7: Resultados obtidos para a rede de distribuicao de dgua.

> Lindo 3 é_inP rog oM osek3 > Eiter 3 formig% Cug e Firrgino

1000 1000 1000 1000 457:2 7974
0 0 0 0 508 202:6
846:9 846:9 846:9 238:02 254 0
153:1 153:1 153:1 761:98 304:8 1000
0 0 0 0 355:6 0
1000 1000 1000 1000 406:4 1000
21:3 21:3 21:3 1000 25:4 1000
978:7 978:7 978:7 0 50:8 0
384:1 384:1 384:1 628:86 355:6 600:2
615:9 615:9 615:9 371:14 406:4 399:8
19:9 19:9 19:9 989:05 203:2 22:6
980:1 980:1 980:1 10:95 254 977:4
1000 1000 1000 921:86 203:2 921:9
0 0 0 78:14 254 78:1
31 31 31 1000 25:4 1000
996:9 996:9 996:9 0 50:8 0

Fonte Curi e Firmino (2004) (adaptado).

A Tab. 7.8 apresenta nas dez primeiras linhas os valores relacionados com as restri¢coes de
igualdade do PPL de distribuicao de dgua e as seis Ultimas estao relacionadas com as restricoes de
desigualdade.

Sobre as restricGes de igualdade, com os dados da Tab. 7.8, pode-se observar que os
resultados obtidos por outros autores, apresentados por Curi e Firmino (2004), ndo satisfizeram as
restricdes de igualdade relacionadas com as Eq. (7.9) e Eq. (7.10). Os resultados obtidos pelos
trés cédigos s3o da ordem de 1073 e podem ser aceitos como vélidos. Com relacio as restricdes
de desigualdade, novamente os resultados obtidos por Eiger et at. (1994) e Curi e Firmino (2004)
ndo satisfizeram as restricBes estabelecidas pelas Eq. (7.6) até Eq. (7.8). E importante ressaltar
que os autores Curi e Firmino (2004) n3o citaram qual o coeficiente ! utilizado por Eiger et at.
(1994), mas os utilizados pelos outros autores foi o0 mesmo ! = 10:5088.

Desta forma, os resultados obtidos pelos cédigos Lindo, LinProg e Mosek minimizaram o
custo de instalacdo da rede de distribuicao de dgua, obedecendo a todas as restricGes impostas

pelo projetista.
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Tabela 7.8: Resultados obtidos para a rede de distribuicao de agua.

Lindo
LinProg Eiter Formiga Curi e Firmino

Mosek
Eq:7:9 i 0:0011 167:1266 2:8898 169:1821
Eq:7:10 0:0008 j 142:0903 2:9717 j 151:3028
Eq:7:11 0 0 j 34:8000 0
Eq:7:11 0 0 j 441:2000 0
Eq:7:11 0 0 i 238:0000 0
Eq:7:11 0 0 i 923:8000 0
Eq:7:11 0 0 i 238:0000 0
Eq:7:11 0 0 i 542:8000 0
Eq:7:11 0 0 i 542:8000 0
Eq:7:11 0 0 i 923:8000 0
EQq:7:3 i 23:3520 j 23:3520 j 24:9392 j 23:8927
Eq:7:4 0 j 5:2577 j9:3713 i 7:8537
EQq:7:5 i 13:9990 j 13:9990 j 15:2041 j 14:5397
Eq:7:6 i 9:6071 152:4940 j 15:5503 151:9533
Eq:7:7 i 0:0001 0:6632 i 1:9864 0:0448

Eq:7:8 0 9:8237 i 2:8657 0:0704




Capitulo 8

Conclusao

Neste estudo foi verificado que o interesse por métodos de otimizac3o é crescente, visto
que existe uma necessidade de cada vez mais otimizar processos em varias areas da ciéncia. Dentre
os métodos relacionados com a programacao linear, observou-se que o método simplex, ou qual-
quer uma das suas variacoes, merece destaque, considerando que sua eficiéncia e simplicidade de
implementacdo é notdria, o que torna o procedimento de obtencdo de solucbes étimas pratico e
de baixo custo.

Nesta pesquisa foi realizada uma ampla revisao dos conceitos fundamentais do método
simplex. Foram apresentados os principais conceitos e teoremas necessarios para a compreensao
do assunto. Além disso, algumas das variacoes do método foram igualmente apresentadas de modo
a tornar o trabalho completo. Uma contribuicio deste trabalho foi a producao de um texto didatico
amplo, para que possa ser Util para outros pesquisadores.

Procurou-se produzir um texto que tratasse o tema com uma sdlida fundamentacdo
tedrica, mas escrito usando uma linguagem acessivel, procurando, desta forma, contribuir com
pesquisadores da area.

Outra contribuicao deste estudo foi comparar a performance dos cédigos computacionais
Lindo, Linprog e Mosek. Com esta finalidade, duas aplicagcdes em engenharia foram consideradas:
um problema de otimizagcdo do transporte de cargas rodoviarias e o problema de otimizar uma
rede de distribuicao de dgua. Os cdédigos escolhidos se mostraram bem eficientes chegando ao

mesmo valor da fun¢do objetivo, tendo uma pequena variacao no Problema Il de transporte, visto

185
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que existia um limite de restricdes a serem utilizadas pelo cédigo Lindo. A maior diferenca que
foi possivel observar em cada um dos cédigos foi o tempo computacional gasto e o nimero de
iteracOes que cada um precisou para obter a solucao 6tima, sendo observado que o Mosek se
mostrou o mais eficiente em cada um dos aspectos observado. Outra vantagem apresentada pelos
cédigos Mosek e Linprog é a possibilidade de se trabalhar com as matrizes dos coeficientes, sendo
que o mesmo nao é possivel com o Lindo, tornando o trabalho com o cédigo menos apropriado
para problemas com um nimero elevado de varidveis de projeto e de restrigoes.

Dentre os problemas apresentados, pode-se observar no PPL de Transporte o quanto é
complexo um problema do mundo real, onde o nimero de restricoes e o nimero de varidveis de
projeto podem ser extremamente grande, podendo chegar a centenas de milhares. Por isto, a
analise dos cddigos através de problemas menores, fornece condi¢cdes para que sejam feitos ajustes
e aprimoramentos nos cédigos, tornando possivel obter conclusdes seguras a partir dos resultados
obtidos para problemas maiores.

Os estudos atualmente desenvolvidos permitem antever alguns desdobramentos futuros
deste trabalho, que sdo abaixo relacionados:

t utilizacdo de outros cédigos computacionais, de forma a comparar a performance em problemas
complexos, com elevado nimero de varidveis de projeto;

T estudo de novos métodos de programacao linear, entre eles, o método da penalidade interior;

T modelar novos problemas, inclusive considerar o estudo de complexos problemas na drea médica;
T estudo mais completo do problema de ciclagem em programacao linear;

T utilizacdo da metodologia hibrida de otimizac3o, aplicando técnicas de otimizacdo n3o-linear em

conjunto com a programagcao linear.



Apeéendice A

Tabelas de Simbolos

Sfmbolo Referéncia
S Subconjunto do R"
a constante real
X algum elemento do R"
Subconjunto de um conjunto qualquer
%0 Subconjunto préprio de um conjunto qualquer
A Representacao de uma matriz qualquer
0 vetor nulo
a; i-ésima linha de uma matriz
A; J-ésima coluna de uma matriz
LI Linearmente Independente
LD Linearmente Dependente
PPL Problema de Programacao Linear
PPLI Problema de Programacao Linear Inteira
MML Método dos Multiplicadores de Lagrange
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