











[image: ]





Download PDF






ads:







UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOI
´
AS
INSTITUTO DE MATEM
´
ATICA E ESTAT
´
ISTICA
Curvatura de Lie das Hipersuperf´ıcies de Dupin
por
Erivelton Paulo Vitor
Orientadora: Dra. Luciana Maria Dias de
´
Avila Rodrigues
Disserta¸c˜ao de Mestrado em Matem´atica
Goiˆania, Goi´as
2008






ads:





[image: alt] 
 
 
 
 
Livros Grátis 
 
http://www.livrosgratis.com.br 
 
Milhares de livros grátis para download. 
 




UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOI
´
AS
INSTITUTO DE MATEM
´
ATICA E ESTAT
´
ISTICA
COORDENAC¸
˜
AO DE P
´
OS-GRADUAC¸
˜
AO EM MATEM
´
ATICA
Curvatura de Lie das Hipersuperf´ıcies de Dupin
por
Erivelton Paulo Vitor
´
Area de Concentra¸c˜ao : Geometria e Topologia
Orientadora: Dra. Luciana Maria Dias de
´
Avila Rodrigues
Disserta¸c˜ao submetida `a Banca Examinadora designada pelo Conselho Diretor do
Instituto de Matem´atica e Estat´ıstica da Universidade Federal de Goi´as, como parte
dos requisitos necess´arios `a obten¸c˜ao do grau de Mestre em Matem´atica.
Goiˆania, Goi´as
2008






ads:






Aos meus queridos pais;
Antˆonio Vitor e Ivani Teodora Vitor
iii




A matem´atica apresenta inven¸c˜oes t˜ao sutis que poder˜ao
servir n˜ao s´o para satisfazer os curiosos como, tamb´em
para auxiliar as artes e poupar trabalho aos homens.
Descartes
iv




Agradecimentos
`
A Profa. Dra. Luciana Maria Dias de
´
Avila Rodrigues, pela amizade, paciˆencia
e dedica¸c˜ao que foram indiscutivelmente importantes para a concretiza¸c˜ao deste tra-
balho.
`
A todos os meus familiares e amigos que apoiaram-me e incentivaram-me neste ca-
minho t˜ao ´arduo. Aos colegas de mestrado que passaram por diﬁculdades semelhantes
e a todos os colaboradores que direta ou indiretamente contribu´ıram para a conclus˜ao
deste trabalho.
`
A Deus, pela prote¸c˜ao durante este percurso da minha carreira proﬁssional, por ter
me dado a oportunidade e a capacidade, pois sem Deus nada disso seria poss´ıvel.
`
A
ele toda honra e toda gl´oria.
v




Sum´ario
Resumo 1
Abstract 2
Introdu¸c˜ao 3
1 Geometria Esf´erica de Lie 6
1.1 No¸c˜oes b´asicas da geometria esf´erica de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Contato Orientado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2 Subvariedade de Legendre 14
2.1 Deﬁni¸c˜ao de Subvariedade de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 Aplica¸c˜ao de Legendre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.3 Esferas de Curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.4 Subvariedades Paralelas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.5 Subvariedades de Dupin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.6 Curvatura de Lie das Subvariedades de Legendre . . . . . . . . . . . . . 31
3 Constru¸c˜ao dos Exemplos 44
3.1 Exemplo I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2 Exemplo II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.3 Considera¸c˜oes Finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
Referˆencias Bibliogr´aﬁcas 57
vi




[image: alt]Resumo
Neste trabalho estudamos alguns resultados do artigo de Tomas E. Cecil, On the
Lie curvature of Dupin hypersurfaces [4]. Estudamos os conceitos b´asicos da geometria
de Lie, que fornece as ferramentas necess´arias para o estudo das hipersuperf´ıcies de
Dupin na geometria de Lie. Constru´ımos exemplos de uma hipersuperf´ıcie de Dupin
pr´opria n˜ao compacta mergulhada em S
n
, com curvatura de Lie Ψ =
1
2
e que n˜ao ´e
Lie equivalente a um subconjunto aberto de uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em
S
n
. Tamb´em constru´ımos exemplos onde a curvatura de Lie Ψ tem valor constante c,
0 < c < 1.
1
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In this work we study some results from the article of Tomas E. Cecil, On the
Lie curvature of Dupin hypersurfaces [4]. We study the basic concepts of Lie sphere
geometry, which given the framework for the study of Dupin hypersurfaces in the Lie
sphere geometry. We construct example of a non-compact proper Dupin hypersurface
immersed in S
n
on which the Lie curvature Ψ =
1
2
which is not Lie equivalent to an
open subset of an isoparametric hypersurface in S
n
. We also produce example on which
Lie curvature Ψ has a constant value c, 0 < c < 1.
2




Introdu¸c˜ao
Este trabalho se baseia nos resultados do artigo de Tomas E. Cecil, On the Lie curvature
of Dupin hypersurfaces [4]
Superf´ıcies de Dupin foram primeiramente estudadas por Dupin em 1822. Mais
recentemente v´arios autores tˆem estudado diversos aspectos das hipersuperf´ıcies de
Dupin M ⊂ S
n
que s˜ao Lie equivalentes a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica com g
curvaturas principais distintas onde g ≥ 4. Uma hipersuperf´ıcie M ⊂ S
n
´e de Dupin
se as curvaturas principais s˜ao constantes ao longo das correspondentes superf´ıcies de
curvatura. A classe de Dupin ´e invariante por transforma¸c˜oes de Lie, ent˜ao a teoria
pode ser estudada em S
n+1
ou R
n+1
, portanto a classiﬁca¸c˜ao das hipersuperf´ıcies de
Dupin ´e considerada a menos destas transforma¸c˜oes.
Uma hipersuperf´ıcie S ⊂ R
n+1
´e chamada isoparam´etrica se as curvaturas prin-
cipais s˜ao constantes. Em R
n
, elas s˜ao subconjuntos abertos de um hiperplano, uma
hiperesfera S
n−1
, ou um cilindro esf´erico S
k
×R
n−1−k
. Cartan [3] descobriu que existem
mais exemplos em S
n
com g = 1, 2 ou 3. A classiﬁca¸c˜ao completa das hipersuperf´ıcies
isoparam´etricas continua em aberto.
Uma hipersuperf´ıcie de Dupin M ⊂ R
n
´e pr´opria se o n´umero de curvaturas prin-
cipais distintas for constante. A classiﬁca¸c˜ao das hipersuperf´ıcies de Dupin pr´opria
compacta em S
n
com g = 1, 2 ou 3 est´a completa. Para g = 4 e g = 6 a classiﬁca¸c˜ao
continua em aberto. Existe uma estreita rela¸c˜ao entre a classe das hipersuperf´ıcies
de Dupin pr´opria compacta e a classe das hipersuperf´ıcies isoparam´etricas. Em 1981,
M¨unzner [14] mostrou que o n´umero de curvaturas principais de uma hipersuperf´ıcie
isoparam´etrica deve ser g = 1, 2, 3, 4 ou 6. Em 1983, Thorbergsson [18] mostrou que
3
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a mesma restri¸c˜ao, g = 1, 2, 3, 4 ou 6, tamb´em vale para hipersuperf´ıcie de Dupin
pr´opria, compacta, mergulhada em S
n
⊂ R
n+1
reduzindo tal caso a uma situa¸c˜ao onde
os argumentos de M¨unzner [14] podem ser aplicados. Tudo isso levou Cecil e Ryan [9]
a formular a seguinte conjectura: “toda hipersuperf´ıcie de Dupin, pr´opria, compacta,
mergulhada em R
n
ou S
n
´e equivalente por uma tranforma¸c˜ao esf´erica de Lie a uma
hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em S
n
”. Mais tarde em 1987, Grove e Halperin [10]
encontraram mais semelhan¸cas topol´ogicas entre essas duas classes de hipersuperf´ıcies.
A conjectura ´e verdadeira para g = 1, neste caso M ´e totalmente umb´ılica. Em
1978, Cecil e Ryan mostraram que se g = 2, ent˜ao M deve ser uma c´ıclide de Dupin
e ent˜ao s˜ao M¨oebius equivalentes a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em S
n
. Em
1984 Miyaoka [12] mostrou que quando g = 3, M ainda ´e Lie equivalente a uma
hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em S
n
. Para g = 4 e g = 6 o problema da classiﬁca¸c˜ao
das hipersuperf´ıcies de Dupin compactas continua em aberto. Para o caso g = 4,
Pinkall e Thorbergsson [17] constru´ıram exemplos em que a conjectura n˜ao ´e verdadeira.
Independentemente Miyaoka e Ozawa [13] constru´ıram exemplos para g = 4 e g = 6,
mostrando que tais hipersuperf´ıcies n˜ao necessariamente s˜ao Lie equivalentes a uma
hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em S
n
, isso mostra que a conjectura ´e falsa nestes casos.
Em todos os casos, que os contra-exemplos n˜ao s˜ao Lie equivalente a uma hiper-
superf´ıcie isoparam´etrica, ´e usado a curvatura de Lie Ψ introduzida por Miyaoka [12].
Para uma hipersuperf´ıcie de Dupin M ⊂ S
n
, pr´opria com g = 4, Ψ ´e a raz˜ao cruzada
das curvaturas principais. M¨unzner [14] em seu trabalho, mostra que Ψ tem valor
constante e igual a
1
2
em uma hipersuperf´ıcie de Dupin pr´opria que ´e Lie equivalente a
uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica. Para os contra-exemplos da conjectura acima, Ψ
n˜ao assume o valor constante
1
2
.
O problema rec´ıproco envolve a “for¸ca” da aﬁrma¸c˜ao Ψ =
1
2
em M, uma vez
que Ψ ´e somente uma fun¸c˜ao das curvaturas principais e isso n˜ao ´e suﬁciente para
classiﬁcar tais hipersuperf´ıcies. Miyaoka [12] mostrou que a aﬁrma¸c˜ao Ψ constante
em uma hipersuperf´ıcie de Dupin pr´opria, compacta com quatro curvaturas principais
distintas que satisfaz uma hip´otese adicional, implica que M ´e Lie equivalente a uma
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hipersuperf´ıcie isoparam´etrica.
Nexte trabalho mostramos que mais hip´oteses globais s˜ao necess´arias para chegar a
conclus˜ao de Miyaoka, exibindo uma hipersuperf´ıcie de Dupin, pr´opria n˜ao compacta
em S
n
com Ψ =
1
2
, que n˜ao ´e Lie equivalente a um subconjunto aberto de uma
hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em S
n
. Tamb´em exibimos um exemplo no qual Ψ tem
valor consante c, 0 < c < 1. Estes s˜ao os ´unicos valores poss´ıveis para Ψ. Os exemplos
ser˜ao obtidos como segue. Comece com uma hipersuperf´ıcie V , com trˆes curvaturas
principais distintas em S
n−m
. Mergulhe S
n−m
como uma subvariedade totalmente
geod´esica em S
n
, e tome o tubo de raio constante sobre V em S
n
. Os exemplos s˜ao
todos subconjuntos abertos desse tubo.
No cap´ıtulo 1, estabelecemos uma correspondˆencia bijetiva entre os pontos da
qu´adrica de Lie Q
n+1
, dada pela equa¸c˜ao < x, x >= 0 com [x] ∈ P
n+2
e o conjunto de
todas as hiperesferas orientadas e a esfera ponto de S
n
, isto ´e, a cada hiperesfera de S
n
de centro p e raio ρ, corresponde a um ponto [(cos ρ, p, sen ρ)] de Q
n+1
. Introduzimos
a no¸c˜ao de contato orientado e caracterizamos as retas de Q
n+1
.
No cap´ıtulo 2, deﬁnimos subvariedade de Legendre e mostramos condi¸c˜oes ne-
cess´arias e suﬁcientes para uma subvariedade (2n − 1)-dimensional em S
n
ser uma
subvariedade de Legendre. Explicitamos a deﬁni¸c˜ao de esfera de curvatura de uma
subvariedade de Legendre arbitr´aria λ. Apresentamos um Teorema dado por 2.4, que
caracteriza as subvariedades de Dupin que s˜ao Lie equivalentes a uma subvariedade
Legendre induzida por uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica. Al´em disso, introduzimos
um conceito invariante de Lie (a curvatura de Lie, Ψ) das subvariedades de Legendre.
No cap´ıtulo 3, constru´ımos exemplo de subvariedade de Dupin, pr´opria, n˜ao com-
pacta com g = 4 esferas de curvatura e Ψ =
1
2
, que n˜ao ´e Lie equivalente a uma hiper-
superf´ıcie isoparam´etrica. Tamb´em exibimos um exemplo em que Ψ = c, 0 < c < 1.
Al´em disso, apresentamos um coment´ario sobre alguns resultados recentemente obtidos
deste assunto.




Cap´ıtulo 1
Geometria Esf´erica de Lie
Neste cap´ıtulo estudamos alguns conceitos necess´arios para o estudo das hipersu-
perf´ıcies de Dupin na geometria de Lie. Come¸camos introduzindo os conceitos b´asicos
da geometria de Lie, e a no¸c˜ao de contato orientado.
1.1 No¸c˜oes b´asicas da geometria esf´erica de Lie
Seja R
n+3
2
o espa¸co vetorial real de dimens˜ao n + 3.
Deﬁni¸c˜ao 1.1. A m´etrica de assinatura (n + 1, 2) em R
n+3
2
, ou seja,
< x, y >= −x
1
y
1
+ x
2
y
2
+ ... + x
n+2
y
n+2
− x
n+3
y
n+3
, ∀ x, y ∈ R
n+3
2
,
´e chamada a m´etrica de Lie.
Um vetor x ∈ R
n+3
2
´e tipo tempo, tipo luz e tipo espa¸co se < x, x > ´e negativo, nulo
e positivo respectivamente. Uma reta onde todos os pontos s˜ao tipo tempo ´e chamada
reta tipo tempo.
Seja e
1
, ..., e
n+3
uma base ortonormal padr˜ao para esta m´etrica, onde e
1
e e
n+3
s˜ao
vetores tipo tempo. Considere P
n+2
⊂ R
n+3
2
o espa¸co real projetivo.
Deﬁni¸c˜ao 1.2. Seja Q
n+1
⊂ P
n+2
dada por
Q
n+1
= {[x] ∈ P
n+2


< x, x >= 0}. (1.1)
6
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Chamamos Q
n+1
a Qu´adrica de Lie.
Finalmente, considere S
n
⊂ R
n+1
a esfera unit´aria gerada pelos vetores e
2
, ..., e
n+2
.
A geometria de Lie estabelece uma correspondˆencia bijetiva entre os pontos de
Q
n+1
e o conjunto de todas as hiperesferas orientadas e a esfera ponto de S
n
. Mais
precisamente a cada hiperesfera de S
n
, de centro p e raio ρ, corresponde a um ponto
[(cos ρ, p, sen ρ)] de Q
n+1
. A esfera ponto em S
n
corresponde ao ponto com ρ = 0.







S
n
←→ Q
n+1
Esfera :
Centro p
Raio ρ
←→ [(cos ρ, p, sen ρ)].
(1.2)
Para mostrar essa bije¸c˜ao, consideramos inicialmente o mergulho canˆonico ϕ: R
n+1
→
P
n+1
, dado por
ϕ(u) = [(1, u)], ∀ u ∈ R
n+1
.
Ent˜ao ϕ(S
n
) ´e a esfera de M¨oebius Σ, dada pela equa¸c˜ao (z, z) = 0 em coordenadas
homogˆeneas, onde ( , ) ´e a m´etrica de Lorentz. De fato, se [z] ∈ ϕ(S
n
), [z]=[(1,u)]
temos (z, z) = 0 ⇐⇒ u · u = 1, onde “ · ” ´e a m´etrica euclideana de R
n+1
.
Considerando uma hiperesfera de centro p ∈ S
n
e raio esf´erico ρ, 0 < ρ < π, temos
que esta hiperesfera ´e a intersec¸c˜ao de um hiperplano Π em R
n+1
com S
n
. Assim, se
y ∈ S
n
∩ Π temos
cos ρ =
−→
op ·
−→
oy

−→
op
−→
oy
.
Como p, y ∈ S
n
segue que
cos ρ = p · y, 0 < ρ < π. (1.3)
Seja ϕ(y) = [z] = [(1, y)] ent˜ao



(z, (0, p)) = p · y
(z, e
1
) = −1
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portanto
p · y = −
(z, (0, p))
(z, e
1
)
.
Reescrevendo (1.3) temos
cos ρ = −
(z, (0, p))
(z, e
1
)
,
e da´ı
(z, (cos ρ, p)) = 0.
Chamando [ξ] = [(cos ρ, p)] segue que y ∈ S
n
∩Π ⇐⇒ ϕ(y) = [z] ´e tal que (z, ξ) = 0.
Para obter as duas esferas orientadas determinadas por (1.3), observe que
(ξ, ξ) = −cos
2
ρ + 1 = sen
2
ρ.
Como sen ρ = 0 para 0 < ρ < π, considere
ζ = ±
ξ
sen ρ
.
Assim o ponto [(ζ, 1)] pertence a Q
n+1
e
[(ζ, 1)] = [(±
ξ
sen ρ
, 1)] = [(ξ, ±sen ρ)] = [(cos ρ, p, ±sen ρ)].
Podemos incorporar o sinal da ´ultima coordenada sobre o raio e assim dizer que a
esfera orientada com raio de sinal ρ = 0, −π < ρ < π e centro p, corresponde ao ponto
em Q
n+1
dado por
[(cos ρ, p, sen ρ)]. (1.4)
Observe que (1.4) continua fazendo sentido se ρ = 0. Neste caso temos a esfera ponto
dada por [(1, p, 0)].
Como no caso euclideano, a orienta¸c˜ao da hiperesfera ´e determinada por uma es-
colha do campo normal unit´ario em S
n
. Geometricamente, tomamos o raio positivo em
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(1.4) para corresponder ao campo de normais unit´arios que s˜ao tangentes as geod´esicas
de S
n
de p a −p. Caso contr´ario, o raio ´e negativo.
Reciprocamente, se [x] ∈ Q
n+1
, vamos determinar a correspondente hiperesfera em
S
n
. Podemos escrever [x] = [(x
1
, ··· , x
n+3
)]. Multplicando por −1, se necess´ario po-
demos assumir que a primeira coordenada homogˆenea de x satizfaz x
1
≥ 0. Dividimos
o processo em dois casos.
Primeiro caso: x
1
> 0.
[x] =


x
1

x
2
1
+ x
2
n+3
, ··· ,
x
n+3

x
2
1
+ x
2
n+3


consideramos
cos ρ =
x
1

x
2
1
+ x
2
n+3
, sen ρ =
x
n+3

x
2
1
+ x
2
n+3
e
p =
(x
2
, ··· , x
n+2
)

x
2
1
+ x
2
n+3
.
Ent˜ao
tan ρ =
x
n+3
x
1
=⇒ ρ = arctan
x
n+3
x
1
e
p · p =
x
2
2
+ ··· + x
2
n+2
x
2
1
+ x
2
n+3
= 1.
Portanto, dado um ponto [x] ∈ Q
n+1
, obtemos uma hiperesfera em S
n
de centro p
e raio ρ.
Segundo caso: x
1
= 0.
Se x
1
= 0 ent˜ao x
n+3
= 0 pois [x] ∈ Q
n+1
. Logo podemos dividir por x
n+3
,
[x] =


0,
x
2
x
n+3
, ··· ,
x
n+2
x
n+3
, 1


,
e assim obtemos um ponto da forma [(0, p, 1)]. Este ponto corresponde a uma hipe-
resfera orientada com centro p e raio com sinal ρ =
π
2
, que ´e a esfera m´axima em
S
n
.
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A partir da bije¸c˜ao dada em (1.2) podemos demonstrar a seguinte proposi¸c˜ao.
Proposi¸c˜ao 1.1. Um ponto [x] ∈ Q
n+1
corresponde a uma hiperesfera orientada de
raio com sinal ρ se e, somente se,
< x, sen ρe
1
− cos ρe
n+3
>= 0.
Demonstra¸c˜ao. Seja [x] ∈ Q
n+1
, por (1.4) tome [x] = [(cos ρ, p, sen ρ)] sendo p e ρ = 0
o centro e o raio de uma hiperesfera em S
n
, respectivamente. Ent˜ao
< x, sen ρe
1
− cos ρe
n+3
> = < (cos ρ, p, sen ρ), (sen ρ, 0, −cos ρ) >
= −cos ρ sen ρ + sen ρ cos ρ
= 0.
Agora, se
< x, sen ρe
1
− cos ρe
n+3
>= 0
com [x] ∈ Q
n+1
, escreva [x] = [(x
1
, ··· , x
n+3
)] assim temos
< (x
1
, ··· , x
n+3
), (sen ρ, 0, −cos ρ) >= −x
1
sen ρ + x
n+3
cos ρ = 0.
Uma solu¸c˜ao para a segunda igualdade ´e



x
1
= cos ρ
x
n+3
= sen ρ
uma vez que sen ρ e cos ρ n˜ao se anulam simultaneamente.
Logo, chamando ¯x = (x
2
, ··· , x
n+2
) temos
[x] = [(cos ρ, ¯x, sen ρ)].
Como x ∈ Q
n+1
, isto ´e, < x, x >= 0, logo ¯x ·¯x = 1, ou seja ¯x ∈ S
n
. Consequentemente
[(cos ρ, ¯x, sen ρ)] corresponde a uma hiperesfera de centro ¯x e raio com sinal ρ.
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1.2 Contato Orientado
Nesta se¸c˜ao caracterizamos as retas de Q
n+1
usando a no¸c˜ao de contato orientado.
Considerando a qu´adrica de Lie (1.1), temos que Q
n+1
cont´em retas projetivas mas
nenhum subespa¸co linear de dimens˜ao maior. A demonstra¸c˜ao deste fato usa resultados
de ´algebra linear e pode ser encontrada em [5]. As retas de Q
n+1
s˜ao deﬁnidas da
seguinte forma:
Deﬁni¸c˜ao 1.3. Sejam [x] e [y] pontos de Q
n+1
, deﬁnimos a reta gerada por esses
pontos como sendo
[x, y] = [αx + βy], com (α, β) = (0, 0).
Para caracterizar retas de Q
n+1
, precisamos do conceito de contato orientado. Este
´e o conceito central da geometria de Lie.
Deﬁni¸c˜ao 1.4. Duas esferas orientadas S
1
e S
2
em S
n
est˜ao em contato orientado
se elas s˜ao tangentes e se possuem a mesma orienta¸c˜ao no ponto de contato.
O objetivo agora ´e encontrar uma condi¸c˜ao anal´ıtica para o contato orientado.
Suponha que S
1
e S
2
s˜ao duas hiperesferas representadas por [k
1
] e [k
2
], isto ´e,
[k
1
] = [(cos ρ
1
, p
1
, sen ρ
1
)] e [k
2
] = [(cos ρ
2
, p
2
, sen ρ
2
)]. Ent˜ao a condi¸c˜ao para o contato
orientado ´e dado na proposi¸c˜ao seguinte.
Proposi¸c˜ao 1.2. S
1
e S
2
est˜ao em contato orientado se, e somente se
< k
1
, k
2
>= 0.
Demonstra¸c˜ao. Observe que
< k
1
, k
2
> = < (cos ρ
1
, p
1
, sen ρ
1
), (cos ρ
2
, p
2
, sen ρ
2
) >
= −cos ρ
1
cos ρ
2
+ p
1
.p
2
− sen ρ
1
sen ρ
2
= −(cos ρ
1
cos ρ
2
+ sen ρ
1
sen ρ
2
) + p
1
.p
2
= −cos(ρ
1
− ρ
2
) + p
1
.p
2
= −[cos(ρ
1
− ρ
2
) − p
1
.p
2
].
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Portanto
< k
1
, k
2
>= 0 ⇐⇒ cos(ρ
1
− ρ
2
) − p
1
.p
2
= 0,
Por (1.3), vˆe-se que cos(ρ
1
− ρ
2
) − p
1
.p
2
= 0 se ρ
1
− ρ
2
for o ˆangulo entre p
1
e p
2
.
Portanto se a orienta¸c˜ao das esferas coincide os raios ρ
1
e ρ
2
possuem o mesmo sinal,
se a orienta¸c˜ao das esferas est˜ao em sentido contr´ario ρ
1
e ρ
2
tˆem sinais opostos, assim
a segunda igualdade diz que k
1
e k
2
est˜ao em contato orientado.
O seguinte resultado caracteriza as retas de Q
n+1
.
Proposi¸c˜ao 1.3. A reta determinada por dois pontos [x] e [y] de Q
n+1
pertence a Q
n+1
se e, somente se, as duas hiperesferas em S
n
correspondentes aos pontos [x] e [y] est˜ao
em contato orientado.
Demonstra¸c˜ao. Observe que
< αx + βy, αx + βy > = α
2
< x, x > +2αβ < x, y > +β
2
< y, y >
= 2αβ < x, y > .
Logo [x, y] ∈ Q
n+1
, isto ´e, < αx + βy, αx + βy >= 0 ⇐⇒< x, y >= 0.
Os pontos de uma reta [x, y] em Q
n+1
, correspondem a um feixe parab´olico de
esferas orientadas em contato orientado num ponto (x, ξ). Observe que (x, ξ) pertence
ao ﬁbrado tangente unit´ario de S
n
denotado por
T
1
S
n
= {(x, ξ)


|x| = 1, |ξ| = 1, x · ξ = 0}.
O ponto (x, ξ) ´e chamado elemento de contato.
A seguir citaremos a deﬁni¸c˜ao de uma transforma¸c˜ao da esfera de Lie e uma
consequˆencia. Para nosso estudo os resultados seguintes s˜ao suﬁcientes. Maiores de-
talhes sobre este assunto podem ser encontrados em [5].
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Deﬁni¸c˜ao 1.5. Uma transforma¸c˜ao da esfera de Lie (ou simplesmente trans-
forma¸c˜ao de Lie) T ´e uma transforma¸c˜ao projetiva de P
n+2
que leva Q
n+1
em Q
n+1
.
Como T leva retas de Q
n+1
em retas de Q
n+1
, uma transforma¸c˜ao da esfera de Lie
preserva contato orientado de esferas. O grupo das transforma¸c˜oes de Lie ´e isomorfo `a
O(n + 1, 2)/{±I} onde O(n + 1, 2) ´e o grupo das transforma¸c˜oes ortogonais de R
n+3
2
.




Cap´ıtulo 2
Subvariedade de Legendre
Neste cap´ıtulo mostramos condi¸c˜oes necess´arias e suﬁcientes para uma subvariedade
imersa (2n − 1)-dimensional em S
n
ser uma subvariedade de Legendre. Explicitamos
a deﬁni¸c˜ao de esfera de curvatura. Deﬁmos tamb´em as subvariedades de Dupin e a
curvatura de Lie das subvariedades de Legendre.
2.1 Deﬁni¸c˜ao de Subvariedade de Legendre
Nesta se¸c˜ao vamos deﬁnir subvariedades de Legendre e fornecer uma caracteriza¸c˜ao
para tais subvariedades. Para tal precisamos justiﬁcar que o conjunto das retas de
Q
n+1
, que chamaremos de ∧
2n−1
, ´e uma subvariedade de contato.
Deﬁni¸c˜ao 2.1. Uma variedade arbitr´aria ∨
2n−1
contida em R
n+3
2
´e uma variedade
de contato orientada se, globalmente existe uma 1-forma ω tal que (ω ∧dω)
n−1
= 0
para todo ponto de ∨
2n−1
. A 1-forma ω ´e chamada forma de contato para ∨
2n−1
.
Vimos que um elemento de contato em S
n
consiste de um par (x, ξ); x ∈ S
n
, e ξ
vetor tangente unit´ario a S
n
em x. Ent˜ao o espa¸co dos elementos de contato ´e o ﬁbrado
tangente unit´ario, T
1
S
n
dado por
T
1
S
n
= {(x, ξ)


|x| = 1, |ξ| = 1, x · ξ = 0} ⊂ S
n
× S
n
⊂ R
n+1
× R
n+1
.
14
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Cecil [5] mostrou que T
1
S
n
´e uma variedade de contato de (2n − 1)-dimensional
e que ω deﬁnida por ω(X, Z) = Z · ξ ´e uma forma de contato para T
1
S
n
. Seja D a
correspondente distribui¸c˜ao de contato deﬁnida por
D
(x,ξ)
= {(X, Z) ∈ T
(x,ξ)
T
1
S
n


ω
(x,ξ)
(X, Z) = Z · ξ = 0}, ∀ (x, ξ) ∈ T
1
S
n
.
De acordo com [5], (p´agina 73) esta distribui¸c˜ao D ´e integr´avel. Logo existe M
n−1
uma
subvariedade integral de D
(x,ξ)
, isto ´e, existe uma imers˜ao µ : M
n−1
→ T
1
S
n
tal que
µ ∗ ω = 0 em M
n−1
.
Deﬁni¸c˜ao 2.2. A imers˜ao µ: M
n−1
→ T
1
S
n
tal que µ ∗ ω = 0 em M
n−1
´e chamada
subvariedade de Legendre.
O pr´oximo resultado fornece condi¸c˜oes necess´arias e suﬁcientes para que a imers˜ao
µ: M
n−1
→ T
1
S
n
seja uma subvariedade de Legendre. Estamos considerando T
1
S
n
como subvariedade de S
n
× S
n
. Ent˜ao escrevemos µ = (f, ξ) onde f, ξ : M
n−1
→ S
n
s˜ao aplica¸c˜oes diferenci´aveis.
Teorema 2.1. Uma aplica¸c˜ao diferenci´avel µ = (f, ξ) de uma variedade M
n−1
sobre
T
1
S
n
´e uma subvariedade de Legendre se e, somente se, as seguintes condi¸c˜oes s˜ao
satisfeitas.
i) Condi¸c˜ao para o produto escalar: f · f = 1; ξ · ξ = 1; f · ξ = 0
ii) Condi¸c˜ao de Imers˜ao: N˜ao existe X ∈ T
x
M
n−1
n˜ao nulo e x ∈ M
n−1
tal que df(X)
e dξ(X) sejam ambas iguais a zero.
iii) Condi¸c˜ao de contato: df · ξ = 0.
Demonstra¸c˜ao. A condi¸c˜ao do produto escalar (i) ´e precisamente a condi¸c˜ao necess´aria
para que a imagem da fun¸c˜ao µ = (f, ξ) perten¸ca `a T
1
S
n
. Agora para (ii), observe que
dµ(X) = (df (X), dξ(X))
Agora para µ ser uma imers˜ao deve-se ter
dµ(X) = 0
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ou seja
(df(X), dξ(X)) = (0, 0).
O que nos d´a a segunda condi¸c˜ao.
Finalmente, temos
(µ ∗ ω)
x
(X) = ω
(f(x),ξ(x))
(df(X), dξ(X)) = df(X) · ξ(x), ∀ X ∈ T
x
M
n+1
.
E pela condi¸c˜ao µ ∗ω = 0 conclu´ımos que df(X) ·ξ(x) = 0, que ´e a condi¸c˜ao de contato
(iii).
Seja ∧
2n−1
subvariedade de retas de Q
n+1
. Estabeleceremos uma correspondˆencia
bijetiva entre os pontos de T
1
S
n
e as retas de Q
n+1
dada pela aplica¸c˜ao
(x, ξ) → [Y
1
(x, ξ), Y
n+3
(x, ξ)], (2.1)
onde
Y
1
(x, ξ) = (1, x, 0) e Y
n+3
(x, ξ) = (0, ξ, 1).
Os pontos pertencentes a reta de Q
n+1
correspondem ao feixe parab´olico de esferas
em S
n
. Por (1.4), o ponto [Y
1
(x, ξ)] corresponde a uma ´unica esfera ponto, e [Y
n+3
(x, ξ)]
corresponde a uma ´unica esfera m´axima. Como toda reta em Q
n+1
corresponde exa-
tamente a uma esfera ponto e uma esfera m´axima, a correspondˆencia (2.1) ´e bijetiva.
Usamos a correspondˆencia (2.1) para fornecer a ∧
2n−1
uma estrutura diferenci´avel tal
que (2.1) seja um difeomorﬁsmo. Para maiores detalhes veja [5].
Dessa forma ∧
2n−1
´e uma variedade diferenci´avel formada por retas de Q
n+1
. Usando
o difeomorﬁsmo (2.1) e o fato de T
1
S
n
´e uma variedade de contato, temos que ∧
2n−1
´e tamb´em uma variedade de contato. Logo com argumentos an´alogos aos usados para
T
1
S
n
, garantimos a existˆencia de uma imers˜ao λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
tal que λ ∗ω = 0 em
M
n−1
. Com isso temos a seguinte deﬁni¸c˜ao.
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Deﬁni¸c˜ao 2.3. A imers˜ao λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
tal que λ ∗ ω = 0 em M
n−1
´e chamada
subvariedade de Legendre.
Observa¸c˜ao 2.1. Se α ´e uma transforma¸c˜ao de Lie e λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvarie-
dade de Legendre, ent˜ao αλ: M
n−1
→ ∧
2n−1
´e tamb´em uma subvariedade de Legendre.
Neste caso dizemos que αλ ´e Lie equivalente a α.
Usando o difeomorﬁsmo (2.1) entre T
1
S
n
e ∧
2n−1
estabelecemos condi¸c˜oes para que
λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
seja uma subvariedade de Legendre.
Para cada x ∈ M
n−1
, λ(x) ´e uma reta em Q
n+1
. Essa reta cont´em exatamente
um ponto [Y
1
(x)], que corresponde a esfera ponto em S
n
e um ponto [Y
n+3
(x)], que
corresponde a esfera m´axima em S
n
. As coordenadas homogˆeneas desses pontos com
respeito a base canˆonica s˜ao dados por
Y
1
(x) = (1, f(x), 0) e Y
n+3
(x) = (0, ξ(x), 1), (2.2)
onde f e ξ s˜ao fun¸c˜oes diferenciav´eis em M
n−1
. A fun¸c˜ao f ´e chamada proje¸c˜ao
esf´erica de λ e ξ ´e chamada campo de normais unit´arios. Dessa forma λ determina
uma aplica¸c˜ao µ = (f, ξ): M
n−1
→ T
1
S
n
, e pelo difeomorﬁsmo (2.1), λ ´e subvariedade
de Legendre se e, somente se, µ satisfaz as condi¸c˜oes do Teorema 2.1.
´
E usual ter condi¸c˜oes para quando λ determina uma subvariedade de Legendre
que n˜ao dependa da parametriza¸c˜ao de λ dada por {Y
1
, Y
n+3
}. Assim suponha que
{Z
1
, ..., Z
n+3
} seja um referencial de Lie com λ = [Z
1
, Z
n+3
] onde Z
1
, Z
n+3
n˜ao s˜ao ne-
cessariamente aplica¸c˜oes esfera ponto e esfera m´axima. A seguinte formula¸c˜ao projetiva
das condi¸c˜oes necess´arias para uma subvariedade de Legendre foi dada por Pinkall [16].
As trˆes condi¸c˜oes correspondem, respectivamente, `as trˆes condi¸c˜oes do Teorema 2.1.
Teorema 2.2. Seja λ : M
n−1
→ ∧
2n−1
uma fun¸c˜ao diferenci´avel com λ = [Z
1
, Z
n+3
],
onde Z
1
e Z
n+3
s˜ao aplica¸c˜oes diferenci´aveis de M
n−1
em R
n+3
2
. Ent˜ao λ ´e uma
subvariedade de Legendre se e, somente se, Z
1
e Z
n+3
satisfaz as seguintes condi¸c˜oes:
i) Condi¸c˜ao produto escalar:
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Para cada x ∈ M
n−1
os vetores Z
1
(x) e Z
n+3
(x) s˜ao linearmente independentes e
< Z
i
, Z
j
>= 0, i, j ∈ {1, n + 3}.
ii) Condi¸c˜ao imers˜ao:
N˜ao existe vetor tangente X = 0, para todo ponto x ∈ M
n−1
, tal que
dZ
1
(X) e dZ
n+3
(X) ∈ Span{Z
1
(x), Z
n+3
(x)}.
iii) Condi¸c˜ao de Contato:
< dZ
1
, Z
n+3
>= 0.
As trˆes condi¸c˜oes do teorema s˜ao invariantes por uma reparametriza¸c˜ao
˜
λ = [W
1
, W
n+3
],
onde W
1
= αZ
1
+βZ
n+3
e W
n+3
= γZ
1
+δZ
n+3
, para fun¸c˜oes diferenci´aveis α, δ, β, γ
em M
n−1
com αδ − βγ = 0.
Demonstra¸c˜ao. A demonstra¸c˜ao ser´a feita em dois passos. Primeiramente, sabemos
que a fun¸c˜ao λ induz duas aplica¸c˜oes Y
1
e Y
n+3
, como em (2.2), as quais determinam
f e ξ. Mostraremos que o par {Y
1
, Y
n+3
} satisfaz as condi¸c˜oes (i) −(iii) se e, somente
se, a fun¸c˜ao µ = (f, ξ) satisfaz as condi¸c˜oes do Teorema 2.1.
Em seguida vamos mostrar que as condi¸c˜oes (i) − (iii) s˜ao invariantes por uma
transforma¸c˜ao {W
1
, W
n+3
} como acima. Em particular as condi¸c˜oes s˜ao satisfeitas por
um par arbitr´ario {Z
1
, Z
n+3
} se e, somente se, s˜ao satisfeitas por {Y
1
, Y
n+3
}.
Primeiro, considere
Y
1
= (1, f, 0) e Y
n+3
= (0, ξ, 1)
ent˜ao
< Y
1
, Y
1
>= f · f − 1; < Y
n+3
, Y
n+3
>= ξ · ξ − 1; < Y
1
, Y
n+3
>= f · ξ,
dessa forma a condi¸c˜ao (i) para o par {Y
1
, Y
n+3
} equivale `a condi¸c˜ao do produto escalar
para o par {f, ξ}, como no Teorema 2.1.
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Agora, suponha que X seja um vetor n˜ao nulo em T
x
M
n−1
, ent˜ao
dY
1
(X) = (0, df(X), 0) e dY
n+3
(X) = (0, dξ(X), 0).
Portanto
dY
1
(X) e dY
n+3
(X) ∈ Span{Y
1
(x), Y
n+3
(x)}
se e, somente se, df(X) = 0 e dξ(X) = 0. Assim o par {Y
1
, Y
n+3
} satisfaz a condi¸c˜ao
(ii) se e, somente se, o par {f, ξ} satisfaz a condi¸c˜ao (ii) do Teorema 2.1.
Finalmente, temos
< dY
1
(X), Y
n+3
(x) >= df(X) · ξ(x)
ou seja, o par {Y
1
, Y
n+3
} satisfaz a condi¸c˜ao (iii) se e, somente se, o par {f, ξ} satisfaz
a condi¸c˜ao do Teorema 2.1.
Agora suponha que o par {Z
1
, Z
n+3
} satisfa¸ca as condi¸c˜oes (i) − (iii) e considere
{W
1
, W
n+3
} uma reparametriza¸c˜ao como enunciado no teorema. A condi¸c˜ao (i) ´e
exatamente a condi¸c˜ao para que [Z
1
(x)] e [Z
n+3
(x)] sejam dois pontos de Q
n+1
tal que
a reta [Z
1
(x), Z
n+3
(x)] pertence a Q
n+1
. Isso vale para o par {W
1
, W
n+3
} se e, somente
se, vale para {Z
1
(x), Z
n+3
(x)}, uma vez que [W
1
(x), W
n+3
(x)] = [Z
1
(x), Z
n+3
(x)].
A seguir calculemos
dW
1
= αdZ
1
+ βdZ
n+3
+ dαZ
1
+ dβZ
n+3
(2.3)
dW
n+3
= γdZ
1
+ δdZ
n+3
+ dγZ
1
+ dδZ
n+3
. (2.4)
Multiplicando (2.3) por δ, (2.4) por β e subtraindo temos
(αδ − βγ)dZ
1
= δdW
1
− βdW
n+3
− (δdα − βdγ)Z
1
− (δdβ − βdδ)Z
n+3
.
Como αδ − βγ = 0, podemos escrever
dZ
1
=
δ
αδ − βγ
dW
1
−
β
αδ − βγ
dW
n+3
−
(δdα − βdγ)
αδ − βγ
Z
1
−
(δdβ − βdδ)
αδ − βγ
Z
n+3
.
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Analogamente,
dZ
n+3
=
α
αδ − βγ
dW
n+3
−
γ
αδ − βγ
dW
1
−
(αdγ − γdα)
αδ − βγ
Z
1
−
(αdδ − γdβ)
αδ − βγ
Z
n+3
.
Portanto a condi¸c˜ao (ii) ´e verdadeira para o par {W
1
, W
n+3
} se e, somente se, for
verdadeira para o par {Z
1
, Z
n+3
}.
Finalmente, a condi¸c˜ao do produto escalar < Z
1
, Z
n+3
>= 0, implica que
< dZ
n+3
, Z
1
>= − < dZ
1
, Z
n+3
> .
Usando esse fato e a condi¸c˜ao (i) encontramos
< dW
1
, W
n+3
> = < αdZ
1
+ βdZ
n+3
+ dαZ
1
+ dβZ
n+3
, γZ
1
+ δZ
n+3
>
= αδ < dZ
1
, Z
n+3
> +βγ < dZ
n+3
, Z
1
>
= (αδ − βγ) < dZ
1
, Z
n+3
> .
Dessa forma a condi¸c˜ao (iii) ´e satisfeita por {W
1
, W
n+3
} precisamente quando {Z
1
, Z
n+3
}
a sastisfaz.
2.2 Aplica¸c˜ao de Legendre
Todas as hipersuperf´ıcies orientadas em S
n
naturalmente induzem subvariedades
de Legendre em ∧
2n−1
. Vamos estudar estes exemplos e ver, reciprocamente, como
uma subvariedade de Legendre induz uma aplica¸c˜ao diferenci´avel em S
n
que pode ter
singularidades.
Primeiro, suponha que f : M
n−1
→ S
n
seja uma hipersuperf´ıcie orientada imersa
com campo de normais unit´arios ξ : M
n−1
→ S
n
. A “subvariedade de Legendre indu-
zida” ´e dada pela aplica¸c˜ao λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
deﬁnida por
λ(x) = [Y
1
(x), Y
n+3
(x)],
onde
Y
1
(x) = (1, f(x), 0) e Y
n+3
(x) = (0, ξ(x), 1).
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Com isso temos a seguinte deﬁni¸c˜ao.
Deﬁni¸c˜ao 2.4. A aplica¸c˜ao λ ´e chamada Aplica¸c˜ao de Legendre induzida pela
imers˜ao f com campo de normais unit´arios ξ.
Vamos veriﬁcar que o par {Y
1
, Y
n+3
} satizfaz as condi¸c˜oes do Teorema (2.2). De
fato, a condi¸c˜ao (i) ´e imediata pois f(x), ξ(x) ∈ S
n
e ξ(x) ´e tangente a S
n
em f (x).
Para a condi¸c˜ao (ii), observe que dY
1
(X) = (0, df (X), 0), ∀ X ∈ T
x
M
n−1
, X = 0.
Como f ´e imers˜ao temos df(X) = 0, logo dY
1
(X) /∈ Span{Y
1
(x), Y
n+3
(x)}. Finalmente,
a condi¸c˜ao (iii) ´e imediata pois < dY
1
(X), Y
n+3
(x) >= df(X) · ξ(x) = 0.
Reciprocamente, se λ: M
n+1
→ ∧
2n−1
´e subvariedade de Legendre arbitr´aria, vimos
que ´e poss´ıvel parametrizar λ por uma aplica¸c˜ao esfera ponto [Y
1
] e uma aplica¸c˜ao
esfera m´axima [Y
n+3
], onde Y
1
= (1, f, 0), e Y
n+3
= (0, ξ, 1). Estas deﬁnem duas
aplica¸c˜oes f, ξ : M
n+1
→ ∧
2n−1
chamadas proje¸c˜ao esf´erica e campo esf´erico de normais
unit´arios, respectivamente. Mas f e ξ s˜ao aplica¸c˜oes diferenci´aveis que n˜ao necessitam
ser imers˜ao. Um exemplo dessa situa¸c˜ao ´e encontado em [5], (p´agina 82).
2.3 Esferas de Curvatura
Para motivar a deﬁni¸c˜ao de esfera de curvatura, consideremos o caso de uma hiper-
superf´ıcie orientada f : M
n−1
→ S
n
com campo de normais unit´arios ξ : M
n−1
→ S
n
.
O operador associado a segunda forma fundamental de f em um ponto x ∈ M
n−1
´e uma transforma¸c˜ao linear sim´etrica A : T
x
M
n−1
→ T
x
M
n−1
deﬁnida por
df(AX) = −dξ(X). (2.5)
Deﬁni¸c˜ao 2.5. Os autovalores de A s˜ao chamados de curvaturas principais e os
autovetores correspondentes de vetores principais.
Vamos agora deﬁnir ponto focal de uma imers˜ao. Considere para todo t ∈ R a
aplica¸c˜ao f
t
: M
n−1
→ S
n
deﬁnida por
f
t
= cos tf + sen tξ.
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Para cada x ∈ M
n−1
, o ponto f
t
(x) est´a a uma distˆancia orientada t ao longo da
geod´esica normal a f(M
n−1
) em f(x). Assim temos a deﬁni¸c˜ao que segue.
Deﬁni¸c˜ao 2.6. Um ponto p = f
t
(x) ´e chamado ponto focal de multiplicidade
m > 0 de f em x se a nulidade de df
t
´e igual a m em x.
Agora, seja X ∈ T
x
M
n−1
, ent˜ao por (2.5) temos que
df
t
(X) = cos tdf(X) + sen tdξ(X) = df (cos tX − sen tAX).
Dessa forma para X = 0 temos
df
t
(X) = 0 =⇒ cos t(X) − sen tAX = 0 =⇒ A(X) =
cos t
sen t
X =⇒ A(X) = cot tX.
Portanto, p = f
t
(x) ´e um ponto focal de f em x de multiplicidade m se e, somente se,
cot t ´e uma curvatura principal de multiplicidade m em x. Como cot(t + π) = cot t,
ent˜ao cada curvatura principal κ = cot t, 0 < t < π produz dois pontos focais distintos
na geod´esica normal com parˆametros t e t + π.
Deﬁni¸c˜ao 2.7. Uma hiperesfera orientada, centrada em um ponto focal p e em contato
orientado com f(M
n−1
) em f (x) ´e chamada esfera de curvatura de f em x.
Os dois pontos focais ant´ıpodas determinados por κ s˜ao os dois centros da cor-
respondente esfera de curvatura. Dessa forma, a correspondˆencia entre curvaturas
principais e esferas de curvaturas ´e bijetiva. Pois:

κ = cot t ←→ dois pontos focais
ant´ıpodas f
t
(x) e f
t+π
(x) ←→ uma esfera de curvatura de centro f
t
(x)

.
A multiplicidade da esfera de curvatura ´e por deﬁni¸c˜ao, igual `a multiplicidade da
curvatura principal.
Vamos considerar essas id´eias e aplic´a-las `a uma subvariedade de Legendre λ indu-
zida por uma hipersuperf´ıcie orientada determinada por fe ξ.
Vimos que
λ = [Y
1
, Y
n+3
]
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onde
Y
1
= (1, f, 0) e Y
n+3
= (0, ξ, 1).
Para cada x ∈ M
n−1
, os pontos sobre a reta λ(x) podem ser parametrizados como
[K
t
] = [cos tY
1
+ sen tY
n+3
] = [(cos t, f
t
, sen t)]
com f
t
(x) = cos tf(x) + sen tξ(x).
Proposi¸c˜ao 2.1. Um ponto [K
t
(x)] ∈ Q
n+1
corresponde a uma esfera de curvatura da
hipersuperf´ıcie f em x se e, somente se, dK
t
(X) = (0, 0, 0), para algum vetor n˜ao nulo
X ∈ T
x
M
n−1
.
Demonstra¸c˜ao. Pela bije¸c˜ao dada em (1.2), o ponto [K
t
(x)] ∈ Q
n+1
corresponde a uma
esfera orientada em S
n
com centro f
t
(x) e raio t. Essa esfera est´a em contato orientado
com a hipersuperf´ıcie orientada f(M
n−1
) em f(x).
Dado um vetor tangente X ∈ T
x
M
n−1
, temos
dK
t
(X) = (0, df
t
(X), 0)
ent˜ao,
dK
t
(X) = (0, 0, 0) ⇐⇒ df
t
(X) = 0
isto ´e, o ponto f
t
(x) ´e ponto focal de f em x.
Essa caracteriza¸c˜ao de esfera de curvatura depende da parametriza¸c˜ao especial de λ
dada por {Y
1
, Y
n+3
} e s´o est´a bem deﬁnida no caso em que a proje¸c˜ao esf´erica f ´e uma
imers˜ao. Como ´e desej´avel usar uma parametriza¸c˜ao diferente de λ, queremos uma
deﬁni¸c˜ao de esfera de curvatura que n˜ao dependa da parametriza¸c˜ao de λ e que seja
v´alida para uma subvariedade de Legendre arbitr´aria. Esta deﬁni¸c˜ao ´e dada a seguir.
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Deﬁni¸c˜ao 2.8. Seja λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre parametrizada
por {Z
1
, Z
n+3
} como no Teorema 2.2. Seja x ∈ M
n−1
, r e s reais tais que (r, s) = (0, 0).
A esfera
[K] = [rZ
1
+ sZ
n+3
]
´e chamada esfera de curvatura de λ em x, se existir um vetor n˜ao nulo X ∈ T
x
M
n−1
tal que
rdZ
1
(X) + sdZ
n+3
(X) ∈ Span{Z
1
(x), Z
n+3
(x)}
O vetor X ´e chamado vetor principal correspondente a [K].
Pelo Teorema 2.2, essa deﬁni¸c˜ao ´e invariante pela escolha da parametriza¸c˜ao na
forma considerada. Al´em disso, se tomarmos a parametriza¸c˜ao especial Z
1
= Y
1
e
Z
n+3
= Y
n+3
, vemos que
rdY
1
(X) + sdY
n+3
(X) ∈ Span{Y
1
(x), Y
n+3
(x)}
se e, somente se
rdY
1
(X) + sdY
n+3
(X) = (0, 0, 0).
Ou seja, essa deﬁni¸c˜ao ´e uma generaliza¸c˜ao da Proposi¸c˜ao 2.1.
O conjunto dos vetores principais correspondentes a uma dada esfera de curvatura
[K] em x ´e um subespa¸co de T
x
M
n−1
. Esse conjunto ´e chamado de espa¸co principal
correspondente a [K] em x. Sua dimens˜ao ´e a multiplicidade de [K].
Mostraremos que a no¸c˜ao de esfera de curvatura ´e invariante por transforma¸c˜oes
de Lie.
Proposi¸c˜ao 2.2. Seja λ : M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre e α uma
transforma¸c˜ao esfera de Lie. O ponto [K] sobre a reta λ(x) ´e uma esfera de curvatura
de λ em x se e, somente se, o ponto α[K] ´e uma esfera de curvatura da subvariedade
de Legendre αλ em x. Al´em disso, os correspondentes espa¸cos principais de [K] e α[K]
s˜ao idˆenticos.
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Demonstra¸c˜ao. Seja λ : M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre parametrizada
por λ = [Z
1
, Z
n+3
].
Considere α: Q
n+1
→ Q
n+1
uma transforma¸c˜ao de Lie e deﬁna as fun¸c˜oes W
1
= αZ
1
e W
n+3
= αZ
n+3
. Elas assim deﬁnidas satisfazem as trˆes condi¸c˜oes do Teorema 2.2,
uma vez que α ´e linear e o par {Z
1
(x), Z
n+3
(x)} satisfaz o teorema.
Agora seja X ∈ T
x
M
n−1
e r e s reais tais que (r, s) = (0, 0), ent˜ao
rdW
1
(X) + sdW
n+3
(X) = rαdZ
1
(X) + sαdZ
n+3
(X) = α(rdZ
1
(X) + sdZ
n+3
(X)).
Portanto
rdW
1
(X) + sdW
n+3
(X) ∈ Span{W
1
(x), W
n+3
(x)}

rdZ
1
(X) + sdZk
n+3
(X) ∈ Span{Z
1
(x), Z
n+3
(x)}
e o ponto [K] sobre a reta λ(x) ´e uma esfera de curvatura de λ em x se e, somente se,
α[K] ´e uma esfera de curvatura em αλ em x.
2.4 Subvariedades Paralelas
Nesta se¸c˜ao vamos estudar as subvariedades paralelas.
Como algumas subvariedades de Legendre podem induzir uma aplicac˜ao diferenci´avel
em S
n
que possua uma singularidade, vamos analisar um caso especial importante, o
de uma transforma¸c˜ao de Lie determinada pela transforma¸c˜ao paralela esf´erica P
t
dada
por
P
t
e
1
= cos te
1
+ sen te
n+3
P
t
e
n+3
= −sen te
1
+ cos te
n+3
P
t
e
i
= e
i
, 2 ≤ i ≤ n + 2
=⇒ [P
t
] =





cos t 0 −sen t
0 I
n+1
0
sen t 0 cos t





Veja que P
t
tem o efeito de adicionar t ao raio com sinal de cada esfera em S
n
,
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deixando o centro ﬁxo. De fato, considere [K] = [(cos ρ, p, sen ρ)] e aplique P
t
P
t
[K] =





cos t 0 −sen t
0 I
n+1
0
sen t 0 cos t





·





cos ρ
p
sen ρ





= [(cos t cos ρ − sen t sen ρ, p, sen t cos ρ + cos t sen ρ)]
= [(cos(t + ρ), p, sen(t + ρ)].
Suponha que λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
seja uma subvariedade de Legendre parametrizada
pelas aplica¸c˜oes esfera ponto Y
1
= (1, f, 0) e esfera m´axima Y
n+3
= (0, ξ, 1). Ent˜ao
P
t
λ = [W
1
, W
n+3
]
onde
W
1
= P
t
Y
1
= (cos t, f, sen t),
W
n+3
= P
t
Y
n+3
= (−sen t, ξ, cos t).
Observe que W
1
e W
n+3
n˜ao s˜ao esferas ponto e m´axima para P
t
λ. Assim resolvendo
as aplica¸c˜oes esfera ponto Z
1
e a aplica¸c˜ao esfera m´axima Z
n+3
para P
t
λ encontramos
Z
1
= cos tW
1
− sen tW
n+3
= (1, cos tf − sen tξ, 0)
Z
n+3
= sen tW
1
+ cos tW
n+3
= (0, sen tf + cos tξ, 1).
Da´ı, vemos que P
t
λ tem proje¸c˜ao esf´erica e campo de normais unit´arios dados respec-
tivamente por



f
−t
= cos tf − sen tξ = cos(−t)f + sen(−t)ξ
ξ
−t
= sen tf + cos tξ = −sen(−t)f + cos(−t)ξ
(2.6)
O sinal de menos acorre porque P
t
leva uma esfera com centro f
−t
(x) e raio −t na
esfera ponto f
−t
(x), veja
P
t
[K] =





cos t 0 −sen t
0 I
n+1
0
sen t 0 cos t





·





cos(−t)
f
−t
(x)
sen(−t)





= [(1, f
−t
(x), 0)].
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Deﬁni¸c˜ao 2.9. P
t
λ ´e chamada subvariedade paralela de λ.
Por (2.6) vemos que h´a uma correspondˆencia bem pr´oxima entre as subvariedades
paralelas P
t
λ e as “hipersuperf´ıcies paralelas” f
t
de f, no caso onde f ´e uma hipersu-
perf´ıcie imersa.
A proje¸c˜ao esf´erica f
t
ir´a desenvolver singularidades nos pontos focais de f, mas a
subvariedade P
t
λ continua sendo uma subvariedade diferenci´avel de ∧
2n−1
. O seguinte
teorema, devido a Pinkall [16], mostra que o n´umero destas singularidades ´e limitado
em cada x ∈ M
n−1
.
Teorema 2.3. Seja λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre com proje¸c˜ao
esf´erica f e campo de normais unit´arios ξ. Ent˜ao para cada x ∈ M
n−1
, a aplica¸c˜ao
paralela
f
t
= cos tf + sen tξ
deixa de ser uma imers˜ao em x, para no m´aximo n − 1 valores de t ∈ [0, π).
A demonstra¸c˜ao desse fato pode ser encontrado em [16].
A seguir listamos consequˆencias importantes deste resultado que s˜ao obtidas pas-
sando a uma subvariedade paralela, se necess´ario, e aplicando os resultados j´a obtidos
para hipersuperf´ıcies imersas em S
n
.
Corol´ario 2.1. Seja λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre. Ent˜ao:
a) Em cada ponto x ∈ M
n−1
, existem no m´aximo n − 1 esferas de curvatura distintas
K
1
, ··· , K
g
.
b) Os vetores principais correspondentes a esfera de curvatura K
i
formam um subespa¸co
T
i
do espa¸co tangente T
x
M
n−1
.
c) O espa¸co tangente T
x
M
n−1
= T
1
⊕ ··· ⊕ T
g
.
d) Se a dimens˜ao de um dado T
i
´e constante em um aberto U de M
n−1
, ent˜ao a
distribui¸c˜ao T
i
´e integr´avel em U.
e) Se dimT
i
= m > 1 em um subconjunto aberto U de M
n−1
, ent˜ao a esfera de
curvatura K
i
´e constante ao longo das folhas da folhea¸c˜ao T
i
.
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2.5 Subvariedades de Dupin
Nesta se¸c˜ao estudamos as subvariedades de Dupin e a caracteriza¸c˜ao destas subva-
riedades que s˜ao Lie equivalentes a uma subvariedade de Legendre induzida por uma
hipersuperf´ıcie isoparam´etrica. Caracterizamos as subvariedades de Dupin pr´opria que
s˜ao Lie equivalentes a uma subvariedade de Legendre induzida por uma hipersuperf´ıcie
isoparam´etrica em S
n
demonstrando o Teorema 2.4.
Come¸camos citando algumas deﬁni¸c˜oes.
Deﬁni¸c˜ao 2.10. Seja λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre arbitr´aria.
Uma subvariedade conexa diferenci´avel S de M
n−1
´e chamada de superf´ıcie de cur-
vatura se para cada x ∈ S, o espa¸co tangente T
x
S ´e igual a um espa¸co principal
T
i
.
Dizemos que uma hipersuperf´ıcie f : M
n−1
→ S
n
´e uma hipersuperf´ıcie de Dupin,
se ao longo da cada superf´ıcie de curvatura, a curvatura principal correspondente ´e
constante. Vamos generalizar esta deﬁni¸c˜ao no contexto da geometria de Lie.
Deﬁni¸c˜ao 2.11. Uma subvariedade de Legendre ´e chamada de Dupin se ao longo de
cada superf´ıcie de curvatura a correspondente esfera de curvatura ´e constante.
´
E claro que as subvariedades de Legendre induzidas de hipersuperf´ıcies de Dupin
em S
n
s˜ao de Dupin no sentido deﬁnido aqui. Nossa deﬁni¸c˜ao ´e mais geral pois a
proje¸c˜ao esf´erica n˜ao necessariamente precisa ser uma imers˜ao.
Deﬁni¸c˜ao 2.12. Uma subvariedade de Dupin λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
´e pr´opria se o
n´umero de esferas de curvatura distintas ´e constante sobre M
n−1
.
A seguir daremos uma caracteriza¸c˜ao das subvariedades de Dupin pr´opria, que s˜ao
Lie equivalentes a uma subvariedade de Legendre induzida por uma hipersuperf´ıcie
isoparam´etrica em S
n
. Relembre que uma hipersuperf´ıcie imersa f : M
n−1
→ S
n
´e
chamada isoparam´etrica se f tem curvaturas principais constantes em M
n−1
. Obser-
vamos que tanto as de Dupin como as Dupin pr´opria, s˜ao invariantes por transforma¸c˜ao
de Lie.
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Teorema 2.4. Seja λ : M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Dupin pr´opria com g
esferas de curvatura distintas K
1
, ··· , K
g
em cada ponto. Ent˜ao λ ´e Lie equivalente a
uma subvariedade de Legendre induzida por uma isoparam´etrica em S
n
se e, somente
se, existem g pontos P
1
, ··· , P
g
em uma reta tipo tempo de P
n+2
tal que
< K
i
, P
i
>= 0, 1 ≤ i ≤ g.
Demonstra¸c˜ao. Suponha que λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
seja uma subvariedade de Legendre
induzida por uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica com Y
1
= (1, f, 0) e Y
n+3
= (0, ξ, 1),
sendo f : M
n−1
→ S
n
uma imers˜ao e ξ : M
n−1
→ S
n
seu campo de normais unit´ario.
Sejam κ
i
as curvaturas principais de f : M
n−1
→ S
n
. Como f ´e isoparam´etrica
temos κ
i
= cte. Logo as esferas de curvatura em cada familia [K
i
], tˆem todas o mesmo
raio ρ
i
. De fato, como
κ
i
= cot ρ
i
e [K
i
] = [(cos ρ
i
, f
ρ
i
(x), sen ρ
i
)], 1 ≤ i ≤ g,
temos κ
i
= cte =⇒ ρ
i
= cte =⇒ [K
i
] tem mesmo raio para 1 ≤ i ≤ g com 0 < ρ
i
< π.
Portanto existem P
i
= sen ρ
i
e
1
− cos ρ
i
e
n+3
, 1 ≤ i ≤ g tal que
< K
i
, P
i
>= 0,
e P
i
s˜ao pontos sobre a reta tipo tempo [e
1
, e
n+3
].
Como uma transforma¸c˜ao de Lie preserva esferas de curvatura, (Proposi¸c˜ao 2.2),
retas tipo tempo e rela¸c˜ao de polaridade, o mesmo ´e veradadeiro para qualquer imagem
de Lie de λ.
Reciprocamente, suponha que existam g pontos P
1
, ··· , P
g
sobre uma reta tipo
tempo l tal que
< K
i
, P
i
>= 0, 1 ≤ i ≤ g.
Considere α uma transforma¸c˜ao de Lie que leva a reta l sobre a reta [e
1
, e
n+3
]. Tome
(a
i
, b
i
) reais tal que (a
i
, b
i
) = (0, 0), 1 ≤ i ≤ g e escreva os pontos sobre a reta
[e
1
, e
n+3
], como Q
i
= αP
i
= a
i
e
1
− b
i
e
n+3
. Ent˜ao as esferas de curvaturas α[K
i
] =
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[(cos ρ
i
, p
i
, sen ρ
i
)] com raio ρ
i
de αλ s˜ao todas ortogonais aos pontos da reta [e
1
, e
n+3
]
dados por Q
i
, isto ´e,
< α[K
i
], αP
i
>=< K
i
, P
i
>= 0.
Por outro lado temos
< α[K
i
], Q
i
> = < (cos ρ
i
, p
i
, sen ρ
i
), (a
i
e
1
− b
i
e
n+3
) >
= −a
i
cos ρ
i
+ b
i
sen ρ
i
.
Como < α[K
i
], Q
i
>= 0 temos que
−a
i
cos ρ
i
+ b
i
sen ρ
i
= 0.
Portanto,
cot ρ
i
=
a
i
b
i
=⇒ ρ
i
= cte, 1 ≤ i ≤ g,
isto ´e, as esferas de curvaturas α[K
i
] tˆem todas raio constante em M
n−1
, para todo i,
1 ≤ i ≤ g.
Se b
i
= 0 para algum i, o raio da esfera de curvatura α[K
i
] correspondente ´e zero,
temos a esfera ponto, mas aplicando uma transforma¸c˜ao paralela, podemos assumir
que nenhuma das esferas de curvatura α[K
i
], 1 ≤ i ≤ g tenha raio zero. Basta observar
que P
t
leva esfera ponto em esfera de raio diferente de zero. Ent˜ao temos que αλ ´e
uma hipersuperf´ıcie induzida por uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em S
n
.
Observa¸c˜ao 2.2. Se λ ´e Lie equivalente a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica podemos
dizer mais sobre a posi¸c˜ao dos pontos [P
i
], 1 ≤ i ≤ g ao longo da reta l.
M¨unzner [14], mostrou que a raio ρ
i
de uma esfera de curvatura de uma hipersu-
perf´ıcie isoparam´etrica deve ser da forma
ρ
i
= ρ
1
+
(i − 1)π
g
, 1 ≤ i ≤ g, (2.7)
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para algum ρ
1
∈ (0,
π
g
). Ent˜ao depois de transforma¸c˜ao de Lie, os pontos [P
i
] devem
ter a forma P
i
= sen ρ
i
e
1
+ cos ρ
i
e
n+3
, 1 ≤ i ≤ g com ρ
i
dado em (2.7).
Ainda pelo trabalho de M¨unzner, as curvaturas principais distintas κ
i
para 1 ≤ i ≤
g, de uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica tˆem a forma
κ
i
= cot ρ
i
,
com ρ
i
dado em (2.7).
2.6 Curvatura de Lie das Subvariedades de Legendre
Nesta se¸c˜ao vamos introduzir o conceito invariante de Lie ( a curvatura de Lie) das
subvariedades de Legendre que ser´a usado na classiﬁcac˜ao das subvariedades de Dupin.
Seja λ : M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre arbitr´aria, como antes, po-
demos escrever
λ = [Y
1
, Y
n+3
] com Y
1
= (1, f, 0) e Y
n+3
= (0, ξ, 1),
onde f e ξ s˜ao a proje¸c˜ao esf´erica e o campo esf´erico de normais unit´arios, respectiva-
mente. Ent˜ao cada ponto x ∈ M
n−1
, os pontos sobre a reta λ(x) podem ser escritos
na forma
µY
1
+ Y
n+3
,
isto ´e, tome µ como as coordenadas n˜ao homogˆeneas ao longo da reta λ(x). Assim Y
1
corresponde a µ = ∞.
As pr´oximas duas proposi¸c˜oes fornecem uma rela¸c˜ao entre as coordenadas das esfe-
ras de curvatura de λ e as curvaturas principais de f. Na primeira proposi¸c˜ao assumi-
mos que a proje¸c˜ao esf´erica f seja uma imers˜ao em M
n−1
. Pelo Teorema 2.3 sabemos
que isso sempre pode ser feito localmente pela passagem a uma subvariedade paralela.
Observe que se f : M
n−1
→ S
n
´e uma imers˜ao ent˜ao [Y
1
] n˜ao ´e esfera de curvatura.
De fato:
[Y
1
(x)] = [(1, f(x), 0)] =⇒ dY
1
x
(X) = (0, df
x
(X), 0), ∀ X ∈ T
x
M
n−1
.
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Como df
x
(X) = 0 temos
dY
1
x
(X) /∈ Span{Y
1
(x), Y
n+3
(x)}.
Logo [Y
1
] n˜ao ´e esfera de curvatura.
Proposi¸c˜ao 2.3. Seja λ : M
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre cuja proje¸c˜ao
esf´erica f : M
n−1
→ ∧
2n−1
´e uma imers˜ao. Sejam Y
1
e Y
n+3
as aplica¸c˜oes esfera ponto
e esfera m´axima, respectivamente, de λ. Ent˜ao as esfera de curvatura de λ em um
ponto x ∈ M
n−1
s˜ao
[K
i
] = [κ
i
Y
1
(x) + Y
n+3
(x)], 1 ≤ i ≤ g,
onde os κ
1
, ···κ
g
s˜ao as curvaturas principais distintas em x da hipersuperf´ıcie orien-
tada f. A multiplicidade de [K
i
] ´e igual a multiplicidade de κ
i
.
Demonstra¸c˜ao. Seja X = 0 pertencente a T
x
M
n−1
. Ent˜ao para algum n´umero real µ
temos
d(µY
1
+ Y
n+3
)(X) = µdY
1
(X) + dY
n+3
(X)
= (0, µdf (X) + dξ(X), 0)
Agora
[K] = [µY
1
+ Y
n+3
] ´e esfera de curvatura

d(µY
1
+ Y
n+3
)(X) ∈ Span{Y
1
(x), Y
n+3
(x)}

µdf(X) + dξ(X) = 0.
Agora usando (2.5) temos que
µdf(X) + dξ(X) = µdf(X) − df(AX)
= df(µX − AX)




[image: alt]2.6 Curvatura de Lie das Subvariedades de Legendre 33
ent˜ao
df(µX − AX) = 0 ⇐⇒ µX − AX = 0 ⇐⇒ AX = µX.
Logo µ ´e uma curvatura principal de f com vetor principal correspondente X.
Portanto se κ
1
, ··· , κ
g
s˜ao as curvaturas principais distintas de f, ent˜ao
[K
i
(x)] = [κ
i
Y
1
(x) + Y
n+3
(x)], 1 ≤ i ≤ g
s˜ao as esferas de curvatura de λ em x ∈ M
n−1
.
A multiplicidade de [K
i
] ´e igual a dimens˜ao do conjunto de vetores X ∈ T
x
M
n−1
tal que
κ
i
dY
1
(X) + dY
n+3
(X) ∈ Span{Y
1
(x), Y
n+3
(x)},
que ´e igual `a multiplicidade de κ
i
.
Um segundo caso importante ´e quando a aplica¸c˜ao esfera ponto Y
1
´e uma esfera
de curvatura de multiplicidade constante m em M
n−1
com m > 1. Pelo Corol´ario
1, o correspondente espa¸co principal ´e uma folhea¸c˜ao, e a esfera de curvatura [Y
1
] ´e
constante ao longo das folhas dessa folhea¸c˜ao.
Seja V o espa¸co das folhas de T. Passando o quociente, temos que [Y
1
] pode ser
escrita como
[Y
1
] ∼= [W
1
]: V → Q
n+1
,
isto ´e, p ∼ q ⇐⇒ p, q pertencer a mesma folha de T de dimens˜ao m. Logo dim V =
n − 1 − m.
Podemos escrever
W
1
= (1, ϕ, 0),
onde ϕ: V → S
n
´e uma subvariedade imersa em S
n
de codimens˜ao n −(n − 1 −m) =
m + 1.
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Considere agora o ﬁbrado normal de ϕ, dado por
B
n−1
= {(x, ξ)


ϕ(x) · ξ = 0, dϕ(X) · ξ = 0} ⊂ V × S
n
.
Temos que
˜
λ: B
n−1
→ ∧
2n−1
´e subvariedade de Legendre induzida por ϕ, isto ´e
˜
λ = [W
1
, W
n+3
]
onde
W
1
(x) = (1, ϕ(x), 0) e W
n+3
(x) = (0, ξ(x), 1).
Como M
n−1
´e localmente difeomorfo a um subconjunto aberto U de B
n−1
, temos
que λ ´e equivalente a
˜
λ pelo difeomorﬁsmo, ou seja, podemos escrever
λ = [Y
1
(x, ξ), Y
n+3
(x, ξ)]
onde
Y
1
(x, ξ) = (1, ϕ(x), 0) e Y
n+3
(x, ξ) = (0, ξ(x), 1). (2.8)
Devemos mostrar que λ ´e realmente uma subvaridade de Legendre. Basta veriﬁcar
se ela, assim deﬁnida, satisfaz as condi¸c˜oes do Teorema 2.2. Vejamos:
Condi¸c˜ao i)
∗Y
1
e Y
n+3
s˜ao vetores linearmente independentes e < Y
i
, Y
j
>= 0 para i, j ∈ {1, n + 3}.
De fato, temos
< Y
1
, Y
1
>= ϕ · ϕ − 1 ; < Y
1
, Y
n+3
>= ϕ · ξ ; < Y
n+3
, Y
n+3
>= ξ · ξ − 1.
Como ϕ(x) ∈ S
n
e o par (ϕ(x), ξ) ∈ B
n−1
, juntamente com o fato que ξ ´e uma campo
normal unit´ario, temos que
< Y
i
, Y
j
>= 0, i, j ∈ {1, n + 3}.
Condi¸c˜ao ii)
Devemos calcular dY
1
e dY
n+3
em um ponto (x, ξ) ∈ B
n−1
. Para tal, construiremos uma
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trivializa¸c˜ao local de B
n−1
em uma vizinhan¸ca de (x, ξ). Seja ξ
0
, ··· , ξ
m
um referencial
normal em x com ξ
0
= ξ. Seja W uma vizinhan¸ca coordenada normal de x em V ,
estenda ξ
0
, ··· , ξ
m
a um campo de vetores normais em W por transla¸c˜ao paralela com
rela¸c˜ao a conex˜ao normal ao longo das geod´esicas em V passando por x.
Para qualquer ponto w ∈ W e um normal unit´ario η ∈ ϕ(V ) em w escrevemos
η = ξ
0
t
0
+ ··· + ξ
m
t
m
. Como η · η = 1 obtemos
1 = t
2
0
< ξ
0
, ξ
0
> + ··· + t
2
m
< ξ
m
, ξ
m
>=⇒ t
0
=




1 −
m

i=1
t
2
i
,
assim podemos escrever η como
η =





1 −
m

i=1
t
2
i

ξ
0
+ ··· + t
m
ξ
m
,
onde 0 ≤ |t
i
| ≤ 1, ∀ i e
m

i=1
t
2
i
≤ 1. Logo
T
(x,ξ)
B
n−1
= T
x
V × Span

∂
∂t
1
, ··· ,
∂
∂t
m

= T
x
V × R
m
.
Assim, se (X, Z) ∈ T
(x,ξ)
B
n−1
, e usando que ξ
o
(x) = ξ
o
(ϕ(x)) = ξ
ϕ(x)
´e paralelo com
respeito a conex˜ao normal onde X ∈ T
x
V temos
dξ
o
x
(X) = (∇
X
ξ
o
x
)
T
+ (∇
X
ξ
o
x
)
N
= (∇
X
ξ
o
x
)
T
= −A
ξ
o
x
(X) = −A
ξ
(X)
ou seja
dξ
o
x
(X) = −A
ξ
(X). (2.9)
Agora usando x ≈ ϕ(x) e X ≈ dϕ
x
(X) temos
dξ
o
ϕ
(x)
(X) = dξ
o
x
(X) = dξ
x
(dϕ
x
(x)) = −A
ξ
(dϕ
x
(X)) = dϕ
x
(−A
ξ
(X))
portanto
dξ
o
ϕ(x)
(X) = dϕ
x
(−A
ξ
(X)). (2.10)
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Assim
dY
1
(X, 0) = (0, dϕ(X), 0)
dY
n+3
(X, 0) = (0, dξ
o
(X), 0) = (0, dϕ(−A
ξ
(X)), 0).
Por outro lado,
dY
1
(0, Z) = (0, 0, 0)
dY
n+3
(0, Z) = (0, Z, 0).
Calculamos essas derivadas usando a deﬁni¸c˜ao. Seja
α(t) = (x(t), ξ(t)) = (x(t), ξ(ϕ(x(t))))
uma curva em B
n−1
tal que
α(0) = (x(0), ξ(x)) = (x, ξ)
α

(0) = (x

(0), dξ
ϕ(x)
dϕ
x
(x

(0)))
Analizemos dois casos:
1
◦
caso: vetores do tipo (X, 0) com X ∈ T
x
V .
Tome
α(t) = (x(t), ξ(ϕ(x(t))))
e usando x(t) ∈ V ≈ ϕ(V ) temos
α(0) = (x(0), ξ(0))
α

(0) = (X, 0).
Assim Y
1
(α(t)) = (1, ϕ(x(t)), 0) logo
dY
1
(x,ξ)
(X, 0) =
d
dt
Y
1
(α(t))


t=0
= (0, dϕ
x(0)
(x

(0)), 0)
= (0, dϕ
x
(X), 0).
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Analogamente para Y
n+3
(α(t)) = (0, ξ(ϕ(x(t))), 1) temos
dY
n+3
(x,ξ)
(X, 0) =
d
dt
Y
n+3
(α(t))


t=0
= (0, dξ
ϕ(x(0))
dϕ
x(0)
(x

(0)), 0)
= (0, dξ
ϕ(x)
(dϕ
x
(X)), 0)
= (0, dϕ
x
(−A
ξ
X), 0).
2
◦
caso: Vetores do tipo (0, Z) ∈ {0} × R
m
.
Tome
α(t) = (x(t), ξ(ϕ(x(t))))
tal que
α(0) = (x(0), ξ(0)) = (x, ξ),
α

(0) = (0, Z).
Assim Y
1
(α(t)) = (1, ϕ(x(t)), 0) e
dY
1
(x,ξ)
(0, Z) =
d
dt
Y
1
(α(t))


t=0
= (0, dϕ
x(0)
(x

(0)), 0)
= (0, 0, 0).
De mesmo modo Y
n+3
(α(t)) = (0, ξ(ϕ(x(t))), 1), assim
dY
n+3
(x,ξ)
(0, Z) =
d
dt
Y
n+3
(α(t))


t=0
= (0, dξ
ϕ(x(0))
dϕ
x(0)
(x

(0)), 0)
= (0, dξ
ϕ(x)
(dϕ
x
(X)), 0)
= (0, Z, 0),
isso se deve pela constru¸c˜ao da curva α(t).
Assim destas express˜oes vemos que n˜ao existe (X, Z) = (0, 0) de T
x
V ×R
n
tal que
dY
1
(X, Z) e dY
n+3
(X, Z) perten¸cam ao espa¸co gerado por {Y
1
, Y
n+3
}, pois
dY
1
(X, Z) = dY
1
(X, 0) + dY
1
(Z, 0) = (0, dϕ(X), 0)
dY
n+3
(X, Z) = (0, dϕ(−A
ξ
X + Z), 0)
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o que conclui a condi¸c˜ao (ii).
Condi¸c˜ao iii)
< dY
1
(X, Z), Y
n+3
(x, ξ) > = < (0, dϕ(X), 0), (0, ξ(x), 1) >
= dϕ(X) · ξ(x)
= 0.
Portanto λ: B
n−1
→ ∧
2n−1
´e subvariedade de Legendre.
O resultado seguinte fornece uma rela¸c˜ao entre as esferas de curvatura de λ e as
curvaturas principais da subvariedade de codimens˜ao m + 1.
Proposi¸c˜ao 2.4. Seja λ: B
n−1
→ ∧
2n−1
uma subvariedade de Legendre induzida por
uma subvariedade imersa ϕ(V ) em S
n
de codimens˜ao m + 1. Sejam Y
1
e Y
n+3
as
aplica¸c˜oes esfera ponto e esfera m´axima de λ respectivamente como em (2.8). Ent˜ao
as esferas de curvatura de λ em um ponto (x, ξ) de B
n−1
, s˜ao
[K
i
] = [κ
i
Y
1
+ Y
n+3
], 1 ≤ i ≤ g
onde κ
1
, ...κ
g−1
s˜ao as curvaturas principais distintas de A
ξ
e κ
g
= ∞. Para 1 ≤ i ≤
g −1, a multiplicidade de [K
i
] ´e igual a multiplicidade de κ
i
, e a multiplicidade de [K
g
]
´e m.
Demonstra¸c˜ao. Observe que pelo que foi feito antes, podemos encontrar as esferas de
curvatura de λ usando uma trivializa¸c˜ao local de B
n−1
, onde escrevemos
B
n−1
= {(x, ξ)


ϕ(x) · ξ = 0, dϕ(X) · ξ = 0, ∀ X ∈ T
x
V } ⊂ V ×S
n
,
T
(x,ξ)
(B
n−1
) = T
x
V × R
m
.
Ent˜ao
(X, Z) ∈ T
(x,ξ)
(B
n−1
) =⇒ X ∈ T
x
V , Z ∈ R
m
,
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assim
dY
1
(0, Z) = (0, 0, 0),
dY
1
(X, 0) = (0, dϕ(X), 0),
dY
n+3
(0, Z) = (0, Z, 0),
dY
n+3
(X, 0) = (0, dϕ(−A
ξ
(X)), 0).
Observe que existem vetores (0, Z) ∈ T
(x,ξ)
B
n−1
tais que
dY
1
(0, Z) = (0, 0, 0) =⇒ dY
1
(0, Z) ∈ Span{Y
1
(x, ξ), Y
n+3
(x, ξ)}.
Logo Y
1
´e esfera de curvatura, como esperado. Al´em disso, para (X, 0) ∈ T
(x,ξ)
B
n−1
temos que dY
1
(X, 0) = (0, dϕ
x
(X), 0) e com isso
dY
1
(X, 0) /∈ Span{Y
1
(x, ξ), Y
n+3
(x, ξ)},
qualquer que seja X ∈ T
x
V . Logo a multiplicidade de [Y
1
] como esfera de curvatura ´e
m.
Se denotamos
[K
g
] = [κ
g
Y
1
+ Y
n+3
]
como sendo as esferas de curvatura de λ em x, basta tomar κ
g
= ∞ para obter [Y
1
].
Para encontrar as outras esferas de curvatura de λ em (x, ξ) faremos o que segue.
Considere µ ∈ R, temos
d(µY
1
+ Y
n+3
)(X, 0) = µdY
1
(X, 0) + dY
n+3
(X, 0)
= (0, µdϕ(X), 0) + (0, dϕ(−A
ξ
X), 0)
= (0, dϕ(µX − A
ξ
X), 0),
logo
d(µY
1
+ Y
n+3
)(X, 0) ∈ Span{Y
1
(x, ξ), Y
n+3
(x, ξ)}
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se e, somente se,
dϕ(µX − A
ξ
X) = 0 ⇐⇒ µX − A
ξ
X = 0 ⇐⇒ A
ξ
(X) = µX,
isto ´e, µ ´e curvatura principal de A
ξ
com vetor principal correspondente X.
Portanto, se κ
1
, ··· , κ
g−1
s˜ao as curvaturas oprincipais de A
ξ
, ent˜ao
[K
i
] = [κ
i
Y
1
+ Y
n+3
], 1 ≤ i ≤ g, κ
g
= ∞,
s˜ao as esferas de curvaturas de λ em (x, ξ).
Al´em disso, para 1 ≤ i ≤ g − 1, a multiplicidade de K
i
´e igual a multiplicidade de
[T
i
] que ´e igual a multiplicidade de [κ
i
].
Intruduziremos agora a deﬁni¸c˜ao de curvatura de Lie, Ψ, dada por Miyaoka [12] e
alguns resultados referentes a esta curvatura.
Deﬁni¸c˜ao 2.13. Para quatro n´umeros reais a, b, c, d dizemos que a raz˜ao cruzada
desses n´umeros ´e dada por
[a, b; c, d] =
(a − b)(d − c)
(a − c)(d − b)
.
Podemos deﬁnir a curvatura de Lie de uma subvariedade de Legendre em termos
das curvaturas principais.
Deﬁni¸c˜ao 2.14. As raz˜oes cruzadas das curvaturas principais de λ: M
n−1
→ ∧
2n−1
s˜ao chamadas de curvatura de Lie, denotada por Ψ.
Miyaoka [12] mostrou que Ψ ´e invariante por transforma¸c˜ao de Lie. Observe que se
κ
1
, ··· , κ
g
, g ≥ 4 s˜ao curvaturas principais distintas de λ, ent˜ao
Ψ = [κ
i
, κ
j
; κ
t
, κ
l
] =
(κ
i
− κ
j
)(κ
l
− κ
t
)
(κ
i
− κ
t
)(κ
l
− κ
j
)
, i, j, t, l distintos
Considerando ϕ : V → S
n−m
uma subvariedade imersa em S
n
de codimens˜ao m + 1
e U um subconjunto aberto e conexo do ﬁbrado normal unit´ario B
n−1
sobre o qual ϕ
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possui trˆes curvaturas principais distintas, κ
1
< κ
2
< κ
3
em cada ponto de U. Ent˜ao a
subvariedade de Legendre induzida λ: B
n−1
→ ∧
2n−1
tem quatro esferas de curvatura
em cada ponto de U, e a curvatura de Lie Ψ de λ em U ´e dada por
Ψ =
(κ
4
− κ
3
)(κ
1
− κ
2
)
(κ
4
− κ
2
)(κ
1
− κ
3
)
=
κ
1
− κ
2
κ
1
− κ
3
= Φ (2.11)
uma vez que κ
4
= ∞.
A fun¸c˜ao Φ ´e chamada de curvatura de M¨oebius da subvariedade ϕ.
Miyaoka [12] mostrou que Φ ´e invariante por uma transforma¸c˜ao de M¨oebius, isto
´e, uma transforma¸c˜ao de Lie que leva esfera ponto em esfera ponto.
As curvaturas de Lie e de M¨oebius tˆem sido freq¨uentemente usadas em caracte-
riza¸c˜oes das subvariedades que s˜ao Lie equivalentes a subvariedades de Legendre indu-
zidas por hipersuperf´ıcies isoparam´etricas em esferas.
Lema 2.1. No caso em que g = 4, podemos ordenar as curvaturas principais κ
1
<
κ
2
< κ
3
< κ
4
, assim temos que Ψ ´e dada por
Ψ = [κ
1
, κ
2
; κ
3
, κ
4
] =
(κ
1
− κ
2
)(κ
4
− κ
3
)
(κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
2
)
(2.12)
e satisfaz a desigualdade 0 < Ψ < 1.
Demonstra¸c˜ao. De fato, se κ
1
< κ
2
< κ
3
< κ
4
, ent˜ao Ψ satisfaz 0 < Ψ, uma vez que
κ
1
− κ
2
, κ
1
− κ
3
s˜ao negativos e κ
4
− κ
3
, κ
4
− κ
2
s˜ao positivos. Agora
Ψ < 1 ⇐⇒
(κ
1
− κ
2
)(κ
4
− κ
3
)
(κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
2
)
< 1

(κ
1
− κ
2
)(κ
4
− κ
3
) > (κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
2
).
Ent˜ao observamos que
−κ
2
> −κ
3
=⇒ 0 > (κ
1
− κ
2
) > (κ
1
− κ
3
)




[image: alt]2.6 Curvatura de Lie das Subvariedades de Legendre 42
fornece
(κ
1
− κ
2
)(κ
4
− κ
3
) > (κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
3
). (2.13)
Por outro lado,
−κ
2
> −κ
3
=⇒ (κ
4
− κ
2
) > (κ
4
− κ
3
) > 0
como κ
1
− κ
3
< 0, temos
(κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
2
) < (κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
3
). (2.14)
Assim de (2.13) e (2.14) temos
(κ
1
− κ
2
)(κ
4
− κ
3
) > (κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
3
) > (κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
2
),
ou seja,
(κ
1
− κ
2
)(κ
4
− κ
3
) > (κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
2
).
Portanto, 0 < Ψ < 1.
O pr´oximo resultado calcula a curvatura de Lie, para uma hipersuperf´ıcie isopa-
ram´etrica com g = 4
Proposi¸c˜ao 2.5. Para uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica com quatro curvaturas prin-
cipais distintas, κ
1
, κ
2
, κ
3
, κ
4
temos Ψ =
1
2
.
Demonstra¸c˜ao. Vimos na observa¸c˜ao 2.2 que para uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica
as curvaturas principais κ
i
, 1 ≤ i ≤ g s˜ao dadas por κ
i
= cot ρ
i
onde ρ
i
´e da forma
ρ
i
= ρ
1
+
(i − 1)π
g
, 1 ≤ i ≤ g.
Assim, para g = 4 temos
κ
1
= cot ρ
1
=
cos ρ
1
sen ρ
1
,
κ
2
= cot(ρ
1
+
π
4
) =
cos ρ
1
− sen ρ
1
sen ρ
1
+ cos ρ
1
,
κ
3
= cot(ρ
1
+
π
2
) =
−sen ρ
1
cos ρ
1
,
κ
4
= cot(ρ
1
+
3π
4
) =
cos ρ
1
+ sen ρ
1
sen ρ
1
− cos ρ
1
.
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Usando (2.12) temos
Ψ = [κ
1
, κ
2
; κ
3
, κ
4
] =
(κ
1
− κ
2
)(κ
4
− κ
3
)
(κ
1
− κ
3
)(κ
4
− κ
2
)
=
(
cos ρ
1
sen ρ
1
−
cos ρ
1
− sen ρ
1
sen ρ
1
+ cos ρ
1
)(
cos ρ
1
+ sen ρ
1
sen ρ
1
− cos ρ
1
+
sen ρ
1
cos ρ
1
)
(
cos ρ
1
sen ρ
1
+
sen ρ
1
cos ρ
1
)(
cos ρ
1
+ sen ρ
1
sen ρ
1
− cos ρ
1
−
cos ρ
1
− sen ρ
1
sen ρ
1
+ cos ρ
1
)
=
(
1
sen ρ
1
(sen ρ
1
+ cos ρ
1
)
)(
1
cos ρ
1
(sen ρ
1
− cos ρ
1
)
)
(
1
sen ρ
1
cos ρ
1
)(
2
sen
2
ρ
1
− cos
2
ρ
1
)
=
1
2
.
Portanto Ψ =
1
2
sobre uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica.
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Constru¸c˜ao dos Exemplos
Neste cap´ıtulo constru´ımos exemplo de subvariedade de Dupin pr´opria, n˜ao com-
pacta, com a curvatura de Lie, Ψ =
1
2
, que n˜ao ´e Lie equivalente a uma hipersu-
perf´ıcie isoparam´etrica. Tamb´em exibimos um exemplo no qual Ψ tem valor constante
c, 0 < c < 1. Estes s˜ao os ´unicos poss´ıveis valores para Ψ.
O estudo das hipersuperf´ıcies isoparam´etricas em esferas foi iniciado por E. Cartan
[3], e mais tarde desenvolvido por M¨unzner [14], que mostrou que o n´umero de curvar-
turas principais distintas de uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica deve ser 1, 2, 3, 4 ou
6. Cartan classiﬁcou as hipersperf´ıcies isoparam´etricas com g = 1, 2 ou 3. Nos casos
g = 4 e g = 6 n˜ao tem ainda uma classiﬁca¸c˜ao completa. Thorbergsson [18] mostrou
que a mesma restri¸c˜ao g = 1, 2, 3, 4 ou 6, tamb´em vale para uma hipersuperf´ıcie de
Dupin pr´opria, compacta M, mergulhada em S
n
.
Hipersuperf´ıcies de Dupin pr´opria compacta em S
n
com g = 1, 2 ou 3 s˜ao Lie
equivalentes a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em S
n
. Para o caso em que g = 4 e
g = 6 temos exemplos de tais hipersuperf´ıcies de Dupin que n˜ao s˜ao necessariamente
Lie equivalentes a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica.
Estes exemplos foram constru´ıdos por Pinkall e Thorbergsson [17], no caso g = 4, e
independentemente por Miyaoka e Ozawa [13] para g = 4 e g = 6. Nestas constru¸c˜oes
eles usam a curvatura de Lie Ψ introduzida por Miyaoka [12]. Vimos que M¨unzner [14]
44
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mostrou que Ψ tem valor constante Ψ =
1
2
para hipersuperf´ıcies isoparam´etricas. Logo
para os exemplos de hipersuperf´ıcie de Dupin considerados acima, Ψ n˜ao deve assumir
valor constante Ψ =
1
2
.
Podemos nos perguntar qual ´e a “for¸ca” da aﬁrma¸c˜ao Ψ =
1
2
. Como Ψ ´e somente
uma fun¸c˜ao das curvaturas principais esta hip´otese n˜ao classiﬁca totalmente tais hiper-
superf´ıcies de Dupin por equivalˆencia de Lie. Contudo, se ﬁzermos hip´oteses adicionais
este resultado pode ser obtido.
Neste sentido, Miyaoka [12] mostrou o seguinte resultado.“ Seja M uma hiper-
superf´ıcie de Dupin mergulhada, compacta, com quatro curvaturas principais κ
4
>
κ
3
> κ
2
> κ
1
em S
n
. Se Ψ ´e constante em M e se para cada κ
4
− folha L
κ
4
(κ
1
−
folha L
κ
1
resp.), existir uma κ
2
−folha L
κ
2
κ
4
(κ
3
−folha L
κ
3
κ
1
resp) tal que L
κ
3
q
∩L
κ
2
κ
4
=
∅ para todo q ∈ L
κ
4
(L
κ
2
q
∩L
κ
3
κ
1
= ∅ para todo q ∈ L
κ
1
resp). Ent˜ao M ´e Lie equivalente
a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica em uma esfera”.
O exemplo seguinte mostra que algumas hip´oteses globais s˜ao necess´arias para obter
a conclus˜ao de Miyaoka [12].
3.1 Exemplo I
Este exemplo trata-se de uma subvariedade de Dupin pr´opria n˜ao compacta com
g = 4 esferas de curvatura distintas e Ψ =
1
2
que n˜ao ´e Lie equivalente a um subconjunto
aberto de uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica.
Para isso considere ϕ: V → S
n−m
uma hipersuperf´ıcie de Dupin mergulhada em
S
n−m
, com ξ : V → S
n−m
seu campo de normais unit´arios tal que ϕ tenha trˆes curva-
turas principais distintas κ
1
< κ
2
< κ
3
em cada ponto de V .
Mergulhe S
n−m
como uma subvariedade totalmente geod´esica em S
n
. Considere
agora B
n−1
o ﬁbrado nornal unit´ario de ϕ(V ) em S
n
de codimens˜ao m + 1.
Seja λ : B
n−1
→ ∧
2n−1
a subvariedade de Legendre induzida da subvariedade ϕ(V )
em S
n
. Sendo assim, qualquer vetor normal unit´ario η a ϕ(V ) em S
n
em um ponto
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x ∈ V pode ser escrito como
η = cos θξ(x) + sen θN,
onde N ´e normal unit´ario a S
n−m
em S
n
. Ent˜ao o operador associado a segunda forma
fundamental de ϕ(V ) segundo o vetor η ´e tal que
A
η
= cos θA
ξ
+ sen θA
N
.
Como S
n−m
´e uma subvariedade totalmente geod´esica em S
n
, temos A
N
= 0 e portanto
A
η
= cos θA
ξ
.
Dessa forma, as curvaturas principais de A
η
s˜ao
κ
A
i
= cos θκ
i
, 1 ≤ i ≤ 3.
Se η · ξ = cos θ = 0, ent˜ao A
η
tem trˆes curvaturas principais distintas.
Se η · ξ = 0, ent˜ao A
η
tem somente uma curvatura principal distinta, a saber, zero.
Ent˜ao tomemos U ⊂ B
n−1
aberto tal que cos θ > 0 e denotamos por λ
U
a restri¸c˜ao
de λ a U:
λ
U
= λ|
U
: U ⊂ B
n−1
→ ∧
2n−1
. (3.1)
Observe que pela Proposi¸c˜ao 2.4 a subvariedade e Legendre λ
U
tem quatro esferas de
curvatura distintas em cada ponto de U.
Como ϕ(V ) ´e de Dupin em S
n−m
, temos ent˜ao que λ
U
tamb´em ´e de Dupin. De
fato, se ϕ(V ) ´e de Dupin, ent˜ao as curvaturas principais κ
i
s˜ao constantes ao longo das
superf´ıcies de curvatura de ϕ(V ), logo
dκ
i
(X) = 0, ∀ X ∈ T
x
S
n
.
Ent˜ao, pela Proposi¸c˜ao 2.3, as esferas de curvaturas de λ
U
: U ⊂ B
n−1
→ ∧
2n−1
s˜ao
[K
i
] = [κ
i
Y
1
(x) + Y
n+3
(x)]




[image: alt]3.1 Exemplo I 47
e
dK
i
(X) = dκ
i
(X)Y
1
(x) + κ
i
dY
1
(X) + dY
n+3
(X)
= 0 + κ
i
dY
1
(X) + dY
n+3
(X).
Assim
dK
i
= 0 ⇐⇒ κ
i
dY
1
(X) + dY
n+3
(X) ∈ Span{Y
1
(x), Y
n+3
(x)}

κ
i
dY
1
(X) + dY
n+3
(X) = 0

κ
i
´e curvatura principal de ϕ(V ) em x.
Logo dK
i
(X) = 0 e portanto λ
U
´e de Dupin, ou seja, ϕ: V → S
n
de Dupin =⇒
λ |
U
: B
n−1
→ ∧
2n−1
tamb´em de Dupin.
Al´em disso, como κ
4
= ∞, a curvatura de Lie de λ
U
em um ponto (x, η) de U ´e
Ψ
(x,η)
= Φ
(x,η)
(κ
A
1
, κ
A
2
, κ
A
3
) =
κ
A
1
− κ
A
2
κ
A
1
− κ
A
3
=
cos θκ
1
− cos θκ
2
cos θκ
1
− cos θκ
3
=
κ
1
− κ
2
κ
1
− κ
3
.
Agora suponha que ϕ(V ) ´e uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica m´ınima em S
n−m
com trˆes curvaturas principais distintas κ
1
, κ
2
, κ
3
. Vamos calcular as curvaturas prin-
cipais dessa hipersuperf´ıcie isoparam´etrica m´ınima. Como ϕ(V ) ´e m´ınima, temos,
κ
1
+ κ
2
+ κ
3
= 0. Como ϕ(V ) ´e isoparam´etrica, temos κ
i
= cot ρ
i
, 1 ≤ i ≤ 3 para
algum ρ
1
∈ (0,
π
3
) e ρ
i
como na Observa¸c˜ao 2.2. Assim
κ
1
= cot ρ
1
=
cos ρ
1
sen ρ
1
,
κ
2
= cot(ρ
1
+
π
3
) =
cos ρ
1
−
√
3 sen ρ
1
sen ρ
1
+
√
3 cos ρ
1
,
κ
3
= cot(ρ
1
+
2π
3
) =
cos ρ
1
+
√
3 sen ρ
1
sen ρ
1
−
√
3 cos ρ
1
.
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Da´ı temos que
κ
1
+ κ
2
+ κ
3
= 0
ou
cos ρ
1
sen ρ
1
+
cos ρ
1
−
√
3 sen ρ
1
sen ρ
1
+
√
3 cos ρ
1
+
cos ρ
1
+
√
3 sen ρ
1
sen ρ
1
−
√
3 cos ρ
1
= 0.
Simpliﬁcando obtemos
cos ρ
1
(sen
2
ρ
1
− 3 cos
2
ρ
1
) + sen ρ
1
[(−
√
3 + 4 cos ρ
1
sen ρ
1
) + (
√
3 + 4 cos ρ
1
sen ρ
1
)] = 0,
ou
cos ρ
1
(sen
2
ρ
1
− 3 cos
2
ρ
1
) + 8 cos ρ
1
sen
2
ρ
1
= 0.
Dividindo tudo por cos ρ
1
com ρ
1
∈ (0,
π
3
) e usando que cos
2
ρ
1
= 1 − sen
2
ρ
1
, temos
sen
2
ρ
1
− 3 + 3 sen
2
ρ
1
+ 8 sen
2
ρ
1
= 0,
o que resulta em
sen
2
ρ
1
=
3
12
=
1
4
.
Como ρ
1
∈ (0,
π
3
) temos
sen ρ
1
=
1
2
=⇒ ρ
1
=
π
6
.
Assim encontramos
ρ
1
=
π
6
ρ
2
=
π
6
+
π
6
=
π
2
ρ
3
=
π
6
+
2π
3
=
5π
6
=⇒
κ
1
= cot
π
6
=
√
3
κ
2
= cot
π
2
= 0
κ
3
= cot
5π
6
= −
√
3.
Reordenando as curvaturas principais podemos escrever κ
1
= −
√
3, κ
2
= 0, κ
3
=
√
3.
Portanto no subconjunto U descrito acima a curvatura de Lie de λ
U
tem valor constante
Ψ =
1
2
, pois:
Ψ
λ
U
=
κ
1
− κ
2
κ
1
− κ
3
=
−
√
3 − 0
−
√
3 −
√
3
=
−
√
3
−2
√
3
=
1
2
.
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Para construir uma hipersuperf´ıcie de Dupin pr´opria n˜ao compacta imersa em S
n
com g = 4 e Ψ =
1
2
, tomamos o subconjunto aberto ϕ
t
(U) do tubo de raio t em torno
de ϕ(V ) em S
n
. De fato, considere ϕ
t
: B
n−1
→ S
n
tal que
ϕ
t
(x, η) = cos tϕ(x) + sen tη
como sendo o tubo de raio t em torno de ϕ(V ) em S
n
. Por M¨unzner [14] temos que:
• ϕ
t
´e subvariedade imersa.
• ϕ(V ) ´e subvariedade focal de ϕ
t
.
• ϕ
t
´e paralela a ϕ(V ) em S
n
a uma distˆancia orientada t.
Tomemos ϕ
t
: U ⊂ B
n−1
→ S
n
um subconjunto aberto do tubo (tome nesta vizin-
han¸ca de U pois assim ϕ
t
ter´a quatro curvaturas principais distintas que chamaremos
κ
t
i
, 1 ≤ i ≤ 4). Assim considere a subvariedade de Legendre induzida por ϕ
t
(U), a
saber, λ
t
: U ⊂ B
n−1
→ ∧
2n−1
deﬁnida por
λ
t
(x, η
t
) = [(1, ϕ
t
(x), 0), (0, η
t
(x), 1)].
Com isso λ
t
´e subvariedade paralela de λ
U
, e consequentemente s˜ao Lie equivalentes.
Portanto
Ψ
λ
t
= Ψ
λ
U
=
1
2
.
Logo Ψ
ϕ
t
=
1
2
.
Conclus˜ao:
ϕ
t
: U ⊂ B
n−1
→ S
n
•
´
E de Dupin, pois se κ
j
, 1 ≤ j ≤ 3 s˜ao constantes ao longo de S ent˜ao κ
t
i
, 1 ≤ i ≤ 4
s˜ao tamb´em constante, pois t n˜ao depende de x.
• Pr´opria, pois o n´umero de curvaturas distintas em U ´e constante e igual a 4.
• g = 4.
• Ψ
ϕ
t
=
1
2
.
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Observa¸c˜ao 3.1. Se n˜ao restringirmos ϕ
t
a U, n˜ao poder´ıamos garantir g = 4 em
toda ϕ
t
(V ), pois quando cos θ = 0 =⇒ κ
1
= κ
2
= κ
3
= 0 o que nos d´a somente duas
curvaturas principais distintas para ϕ
t
.
Al´em disso ϕ
t
´e n˜ao compacta, pois se exigirmos que ϕ
t
seja compacta que ´e uma
propriedade global, n˜ao poder´ıamos ter g = 4 em toda S
n
uma vez que em pontos do
tipo (x, N) temos somente duas curvaturas principais distintas.
Mostremos que esse exemplo n˜ao ´e Lie equivalente a um subconjunto aberto de
uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica com quatro curvaturas principais distintas em S
n
.
De fato, considere [Y
1
] a esfera ponto de λ
U
,
[Y
1
]: U ⊂ B
n−1
→ Q
n+1
⊂ P
n+2
,
tal que [Y
1
(x, ξ)] = [(1, ϕ(x), 0)].
Escreva U = U
1
× U
2
e perceba que Y
1
(x, ξ) n˜ao depende de ξ, ∀ (x, ξ) ∈ U ⊂
B
n−1
⊂ V × S
n
, assim temos que Y
1
(x, ξ) = Y
1
(x) pode ser pensado como
Y
1ξ
: U
(n+1)−(n−m−1)
→ Q
n+1
, com ξ ∈ U
2
.
Portanto, Y
1
tem codimens˜ao m + 1 em Q
n+1
⊂ P
n+2
.
Agora
< Y
1
(x, ξ), e
n+3
> = < (1, ϕ(x), 0), e
n+3
>= 0.
< Y
1
(x, ξ), (0, N, 0) > = ϕ(x) · N = 0.
Logo
Y
1
(x, ξ)⊥(e
n+3
; (0, N, 0)).
Assim podemos ver que a esfera ponto [Y
1
] de λ
U
´e uma esfera de curvatura de
multiplicidade m, que pertence a um subspa¸co linear de codimens˜ao m + 1 em P
n+2
,
ortogonal ao espa¸co gerado por e
n+3
e pelos vetores N normais a S
n−m
em S
n
.
Por outro lado, se γ : M
n−1
→ ∧
2n−1
´e subvariedade de Legendre induzida por
uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica com quatro curvaturas principais distintas em S
n
,




[image: alt]3.1 Exemplo I 51
ent˜ao existem quatro esferas de curvatura distintas em cada reta γ(x), para x ∈ M
n−1
.
Ou seja, se x ∈ M
n−1
ent˜ao [K
i
] = [γ
i
Z
1
(x) + Z
n+3
(x)], 1 ≤ i ≤ 4, e temos assim
γ
i
, 1 ≤ i ≤ 4 as curvaturas principais distintas da hipersuperf´ıcie. Assim [K
i
] s˜ao as
quatro esferas de curvaturas distintas de γ, pertencentes a reta γ(x).
Como Q
n+1
cont´em retas projetivas e nenhum subespa¸co de dimens˜ao maior, ent˜ao
nenhuma esfera de curvatura de γ pertence a um subespa¸co linear de codimens˜ao maior
que 1 em P
n+2
e γ n˜ao ´e Lie equivalente a λ
U
.
Para N normal a S
n−m
em S
n
existem somente duas esferas de curvatura em cada
reta λ(x, N), pois A
N
= 0. De fato, como A
N
= 0 temos
κ
1
= κ
2
= κ
3
= 0,
κ
4
= ∞,
o que nos fornece as esferas de curvatura
[Y
1
] ←→ κ
4
= ∞
[Y
n+3
] ←→ κ
i
= 0, 1 ≤ i ≤ 3.
Esta mudan¸ca no n´umero de esfera de cuvatura distintas em pontos da forma (x, N)
´e precisamente porque λ
U
n˜ao pode ser estendida a uma subvariedade de Dupin pr´opria
compacta com g = 4.
Pelo Teorema 2.4, λ
U
“quase” satisfaz as exigˆencias para ser Lie equivalente a uma
hipersuperf´ıcie isoparam´etrica. As curvaturas
κ
2
= 0 ←→ [K
2
] = [Y
n+3
]
κ
4
= ∞ ←→ [K
4
] = [Y
1
], 1 ≤ i ≤ 3.
s˜ao constantes em U e satisfazem
< K
2
, e
1
> = < Y
n+3
, e
1
>= 0
< K
4
, e
n+3
> = < Y
1
, e
n+3
>= 0.
Se uma terceira esfera, digamos [K
1
] satisfaz < K
1
, P
1
>= 0 para P
1
∈ [e
1
, e
n+3
] ent˜ao
a correspondente curvatura principal κ
1
seria constante em U, pois < K
1
, P
1
>= 0.
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Isso implica que [K
1
] tem raio constante, assim κ
1
seria constante. Logo do fato que
Ψ =
1
2
ter´ıamos κ
3
= cte em U o que implica na existˆencia de P
3
∈ [e
1
, e
n+3
] tal que
< K
3
, P
3
>= 0. Isso levaria a conclus˜ao que λ
U
seria Lie equivalente a um subconjunto
aberto de uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica, pelo Teorema 2.4.
3.2 Exemplo II
Nesta se¸c˜ao constru´ımos o exemplo de uma hipersuperf´ıcie de Dupin pr´opria com
g = 4 e Ψ = c, ∀ 0 < c < 1.
Para a constru¸c˜ao deste exemplo, usamos os mesmos m´etodos usados no exemplo
anterior. Como temos quatro curvaturas principais distintas podemos reoden´a-las e
assim do Lema 2.1 segue que a curvatura de Lie satisfaz 0 < Ψ < 1.
Como antes, seja ϕ: V → S
n−m
uma hipersuperf´ıcie de Dupin imersa em S
n−m
com
campo de normais unit´arios ξ : V → S
n−m
tal que ϕ tenha trˆes curvaturas principais
distintas κ
1
< κ
2
< κ
3
em cada ponto de V .
Com os mesmos argumentos usados no Exemplo 1, temos que qualquer vetor normal
unit´ario η a ϕ(V ) em S
n
num ponto x ∈ V pode ser escrito como
η = cos θξ(x) + sen θN
e o operador associado a segunda forma fundamental segundo o vetor η ´e tal que
A
η
= cos θA
ξ
+ sen θA
N
.
As curvaturas principais de A
η
s˜ao
κ
A
i
= cos θκ
i
, 1 ≤ i ≤ 3.
Tomamos U ⊂ B
n−1
aberto no qual temos cos θ > 0 e denotamos por λ
U
a restri¸c˜ao
de λ a U, como em (3.1). Pela Proposi¸c˜ao 2.2 temos que λ
U
tem quatro esferas de
curvatura distintas em cada ponto de U.
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Como ϕ(V ) ´e uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica e κ
1
, κ
2
, κ
3
suas curvaturas prin-
cipais distintas, pela Observa¸c˜ao 2.2 escrevemos κ
i
= cot ρ
i
com ρ
i
= θ +
(i − 1)π
3
, 1 ≤
i ≤ 3. Logo
κ
1
= cot θ
κ
2
= cot(θ +
π
3
)
κ
3
= cot(θ +
2π
3
) com θ ∈ (0,
π
3
).
Reordenando as curvaturas principais
κ
1
= cot(θ +
2π
3
) < κ
2
= cot(θ +
π
3
) < κ
3
= cot θ.
Por (2.11) temos
Ψ = Φ(κ
1
, κ
2
, κ
3
) =
κ
1
− κ
2
κ
1
− κ
3
=
cot(θ +
2π
3
) − cot(θ +
π
3
)
cot(θ +
2π
3
) − cot θ
=
−
1
2
cos θ −
√
3
2
sen θ
−
1
2
sen θ +
√
3
2
cos θ
−
1
2
cos θ −
√
3
2
sen θ
1
2
sen θ +
√
3
2
cos θ
−
1
2
cos θ +
√
3
2
sen θ
−
1
2
sen θ +
√
3
2
cos θ
−
cos θ
sen θ
=
2 sen θ
sen θ +
√
3 cos θ
.
Agora escrevendo 2 sen θ =
1
2
sen θ +
3
2
sen θ, somando e subtraindo
√
3
2
cos θ obtemos
Ψ = Φ(κ
1
, κ
2
, κ
3
) =
cos(θ −
π
6
) +
√
3 sen(θ −
π
6
)
2 cos(θ −
π
6
)
=
1
2
+
√
3
2
sen(θ −
π
6
)
cos(θ −
π
6
)
.
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Portanto
Φ =
1
2
+
√
3
2
tan(θ −
π
2
) (3.2)
em ϕ(V ). Esta express˜ao pode assumir qualquer valor real c em (0, 1), por uma escolha
apropriada de θ ∈ (0,
π
3
). Temos ent˜ao que no subconjunto U de B
n−1
a curvatura de
Lie de λ
U
tem valor constante Ψ = c , 0 < c < 1.
Como antes, para construir uma hipersuperf´ıcie de Dupin pr´opria n˜ao compacta
imersa em S
n
com g = 4 e Ψ = c, 0 < c < 1, simplesmente tomamos o subconjunto
aberto ϕ
t
(U) do tudo de raio t em torno de ϕ(V ) em S
n
. Com os mesmos argumentos
apresentados no Exemplo 1, considere a tubo de raio t em torno de ϕ(V ) em S
n
ϕ
t
: U ⊂ B
n−1
→ S
n
dado por
ϕ
t
(x, η) = cos tϕ(x) + sen tη.
Conclus˜ao:
•
´
E de Dupin, pois se κ
j
, 1 ≤ j ≤ 3 s˜ao constantes ao longo de S ent˜ao κ
t
i
, 1 ≤ i ≤ 4
s˜ao tamb´em constante, pois t n˜ao depende de x.
• Pr´opria, pois o n´umero de curvaturas distintas em U ´e constante e igual a 4.
• g = 4
• Ψ
ϕ
t
= c.
Esse exemplo n˜ao ´e Lie equivalente a um subconjunto aberto de uma hipersuperf´ıcie
isoparam´etrica com quatro curvaturas principais distintas em S
n
. Note que (3.2) mos-
tra que duas hipersuperf´ıcies em na fam´ılia paralela de hipersuperf´ıcies isoparam´etricas
n˜ao s˜ao M¨oebius equivalentes. Isto se d´a do fato que uma transforma¸c˜ao paralela n˜ao
´e uma transforma¸c˜ao de M¨oebius.
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3.3 Considera¸c˜oes Finais
Vimos que Miyaoka [12] mostrou que se M ⊂ S
n
´e hipersuperf´ıcie de Dupin, pr´opria,
compacta com g = 4 e Ψ = cte, mais uma hip´otese adicional sobre as interse¸c˜oes das
folhas das suas v´arias folhea¸c˜oes principais ent˜ao M ´e Lie equivalente a uma hipersu-
perf´ıcie isoparam´etrica.
Neste trabalho, estudamos o artigo de Tomas E. Cecil, On the lie curvature of Du-
pin hypersurfaces, Kodai Math. J., 13 (1990). Constru´ımos exemplo de hipersuperf´ıcie
de Dupin, pr´opria, n˜ao compacta com g = 4 e Ψ =
1
2
que n˜ao ´e Lie equivalente a um
subconjunto aberto de uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica. Ou seja, mais hip´oteses
globais s˜ao necess´arias para chegar a conclus˜ao de Miyaoka. Depois disso, v´arios au-
tores continuam se dedicando a este estudo, e neste sentido alguns resultados j´a foram
obtidos.
Em 1992, Niebergall [15] estudou as hipersuperf´ıcies de Dupin pr´oprias M, com
quatro curvaturas principais distintas em S
5
. Ele mostrou que irredutibilidade im-
plica em M ser Lie equivalente a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica, considerando a
hip´otese adicional que em um referencial apropriado as derivadas covariantes de certos
invariantes de Lie s˜ao zero.
Em 2000, Cecil e Jensen [7] mostraram que a hip´otese adicional de Niebergall ´e
desnecess´aria. Na verdade eles mostraram que toda hipersuperf´ıcie de Dupin, pr´opria,
irredut´ıvel M em S
5
, com quatro curvaturas principais distintas e curvatura de Lie
constante, ´e Lie equivalente a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica.
Finalmente, em 2007, Cecil, Chi e Jensen [8] provaram que se M ⊂ R
n
ou (S
n
)
´e uma hipersuperf´ıcie de Dupin, pr´opria, conexa, irredut´ıvel com quatro curvaturas
principais distintas com multiplicidades m
1
= m
2
≥ 1 e m
3
= m
4
= 1, e curvatura de
Lie constante Ψ = −1, ent˜ao M ´e Lie equivalente a uma hipersuperf´ıcie isoparam´etrica
em S
n
. O resultado continua v´alido se a hip´otese de irredutibilidade for trocada por
compacidade e se Ψ for meramente constante.
Observe que com este resultado eles mostraram que a hip´otese adicional sobre a




[image: alt]3.3 Considera¸c˜oes Finais 56
interse¸c˜ao das folhas da folhea¸c˜ao principal de Miyaoka ´e desnecess´aria. A condi¸c˜ao
curvatura de Lie constante ´e suﬁciente.
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