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Este trabalho tem por objetivo analisar a extrapolagdo do campo de onda
acustico, registrado em um levantamento sismico, baseando-se na solucdo integral da
equagdo da onda. Tanto a etapa de modelagem como de migracdo de dados sismicos
depende da extrapolacdo do campo, sendo este assunto fundamental para o
imageamento em subsuperficie. As integrais de extrapolacdo do campo de onda sdo
obtidas a partir das Integrais de Kirchhoff-Helmholtz, a partir dessas integrais foram
feitas analises das consideragdes necessarias a aplicacdo das mesmas ao caso sismico.
A extrapolagdo do campo divide-se em direta e inversa, na extrapolacdo direta simula-
se os efeitos de propagacao do campo de onda no meio considerado (modelagem), na
extrapolacdo inversa elimina-se tais efeitos (migragao).

Para se utilizar as integrais de extrapolacdo do campo, precisa-se da fungdo de
Green do meio de propagagdo, a qual é obtida a partir de um modelo de velocidades. A
disponibilidade de um bom modelo de velocidades é fundamental para a obtencdo de
uma boa func¢do de Green e consequentemente para a qualidade do campo de onda
extrapolado, tanto direta como inversamente. Para a etapa de migragdo em
profundidade dos dados sismicos, precisa-se da extrapolagdo do campo de onda e de
uma condicdo de imagem. Para se aplicar esse método de extrapolacdo a dados
sismicos, ¢ adequada uma formulagdo matricial das equagdes, em virtude dos dados
serem discretos, assim, operadores matriciais de extrapolacdo tanto direta como inversa

foram obtidos.
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This study aims to examine the extrapolation of the acoustic wave field,
recorded in a seismic survey, based on the integral solution of the wave equation. Both
the modeling stage as the migration of seismic data depends on the extrapolation of the
field, being this issue fundamental to the subsurface imaging. The integrals of
extrapolation of the wave field are obtained from Kirchhoff-Helmholtz's integral, from
these were analyzed the necessary considerations for the implementation it in seismic
event. The extrapolation of the field is divided into forward and backward, in forward
extrapolation is simulated the propagation effects of the wave field in the considered
middle (modeling), the backward extrapolation itself eliminates such effects
(migration).

To use these integrals to extrapolate wave field, is needed the Green's function
of the propagation medium, which is obtained from a velocity model. The availability
of a good velocity model is essential to achieving a good Green's function and
consequently for the quality of the extrapolated field, both forward and backward. For
the stage of depth migration is needed the wave field extrapolation and an image
condition. To apply this extrapolation method to seismic data, is needed a matrix
formulation of equations, because the data are discrete, thus, matrix extrapolation

operators of both forward and backward were obtained.
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INTRODUCAO

O objetivo de um levantamento sismico é a obtengao de informagoes sobre a
conformacao das camadas geoldgicas em subsuperficie, assim como de suas propriedades
fisicas. Todo o processo de imageamento tem como base a propagacao de ondas sismicas
através das camadas geoldgicas em subsuperficie, essas ondas refletem nas camadas e
carreagam consigo informacoes das mesmas, posteriormente estas ondas sao registradas
nos receptores. Um conjunto desses registros é denominado sismograma. O sismograma
contém muitas informagoes relevantes, como o tempo decorrido desde a detonacao da
fonte até o registro das reflexdes primdrias, uma relacao de amplitude do sinal registrado,
dentre outras, entretanto, também contém ruidos que nao sao caracteristicas das camadas
geoldgicas, os quais sao indesejados no registro. O grande objetivo dos profissionais que
trabalham com imageamento sfsmico ¢ a partir do sismograma construir uma imagem, o
mais fiel possivel, das camadas em subsuperficie.

Todo o processo de imageamento divide-se em aquisicao dos dados sismicos,
processamento e interpretacao. A etapa de migragao dos dados estd dentro do processa-
mento e consiste no correto posicionamento dos refletores em subsuperficie, a partir do
sismograma, seja esse posicionamento em profundidade ou em tempo. Para a realizagao
da migracao em profundidade necessita-se de duas extrapolacoes do campo de onda, direta
e inversa, mais uma condicao de imagem. Dentre os métodos de extrapolagao do campo
de onda estao os que se baseiam na solucao da equacao da onda podendo essa ser uma
solucao diferencial ou uma solugao integral. O método de extrapolagao utilizando solugoes

diferenciais baseia-se na série de Taylor, j4 o método utilizando solugoes integrais, que é



o foco desse trabalho, baseia-se no Principio da Reciprocidade de Rayleigh e na funcao
de Green do problema. Entretanto, a aplicacao de tal teoria ao caso sfsmico requer uma
compreensao das técnicas de extrapolagao, assim como de uma série de consideragoes e
aproximacoes que serao discutidas ao longo dos capitulos. Faz-se necessdrio uma boa
compreencao das consideragoes e aproximacoes feitas, a fim de avaliar a aplicabilidade e
limitagoes do método.

A extrapolacao do campo de onda divide-se em direta e inversa. Entende-se
por extrapolagao direta a determinagao do campo de onda, em determinado ponto, em
um instante posterior ao instante de geracao do campo de onda e por extrapolacao inversa
a determinagao do campo de onda, em determinado ponto, em um instante anterior ao
instante de registro do campo, Figura (1). Através da extrapolagdo direta simulam-se
os efeitos de propagacao desde o instante da geracao do pulso sismico até o instante em
que o campo chega ao ponto para onde se deseja determind-lo e através da extrapolacao
inversa elimina-se os efeitos de propagacao desde o instante de registro até o instante, em
determinado ponto, onde o campo estava anterior ao mesmo. A extrapolacao do campo
de onda é ferramenta fundamental no processo de migracao, justificando uma atencao
especial.

As equagoes integrais para a extrapolacao do campo de onda sao obtidas a
partir do Teorema da Reciprocidade de Rayleigh e das propriedades da funcao de Green
e sao conhecidas por Integrais de Kirchhoff-Helmholtz. Essas integrais atestam que pode-
se calcular o campo de onda actistico, em um ponto interior a um volume V, onde se
propaga o campo de onda, em funcao de uma integral de superficie fechada mais uma

integral de volume. Nesse trabalho busca-se a compreensao de toda a teoria, assim como
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Figura 1: Representacao da extrapolagao direta e inversa para o ponto A. Na figura (a)
o instante de chegada do campo de onda no ponto A é posterior ao instante de registro,
caracterizando a extrapolac¢ao direta do campo. Na figura (b) o instante de chegada do
campo de onda no ponto A é anterior ao instante de registro, caracterizando a extrapolagao
inversa do campo.

a obtencao de expressoes que permitam extrapolar o campo, com boa aproximagao, em
fungao de uma observacao discreta em uma superficie aberta e limitada (caso sismico).
As expressoes aplicdveis ao caso sismico sao obtidas a partir das integrais de Kirchhoff-
Helmholtz utilizando-se argumentos matematicos e geométricos. Tanto as expressoes para
extrapolacao direta do campo de onda como inversa dependem da funcao de Green do pro-
blema (para a extrapolacdo direta necessita-se da fungao de Green definidas com condigoes
iniciais e para a extrapolagao inversa a fungao de Green definida com condigoes finais), ou
seja, da resposta impulsiva do meio de propagacao. Para meios relativamente complexos
nao se tem expressoes analiticas para a fungao de Green e a saida é a obtencao de uma
aproximacao, através de métodos numéricos. Para a obtencao de uma aproximacao da

fungdo de Green, simula-se computacionalmente uma fonte impulsiva no ponto A, para
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Figura 2: Obtencao computacional da resposta impulsiva do meio, ou seja, da fungao de
Green.

onde se deseja extrapolar o campo, interior ao volume V e registra-se a resposta dessa
fonte na superficie de aquisigao, conforme sugere a Figura (2). A obtenc@o dessa aprox-
imacao para a funcao de Green depende do método utilizado para tal, assim como da
disponibilidade do modelo de velocidades.

As integrais de Kirchhoff-Helmholtz sao as bases para a dedugao das inte-
grais de Rayleigh, a partir das quais pode-se realizar a extrapolacao do campo de onda
actstico, de uma superficie de aquisicao plana para um ponto interior ao meio de propa-
gacao. As integrais de Rayleigh podem ser bidirecionais ou unidirecionais, sendo as unidi-
recionais mais estdveis com relacao a pequenas variacoes no meio de propagaca, em funcao
do campo de onda de Green nao apresentar reflexoes miiltiplas associadas a superficie.
Operadores de extrapolagao direta e inversa sao obtidos dessas equagoes. Em funcao dos
dados sfsmicos serem obtidos de forma discreta, uma aborddgem matricial das mesmas é
adequada, obtendo-se como resultado equagoes matriciais capazes de extrapolar o campo
de onda, tanto direta como inversamente, de uma superficie de aquisicao para um ponto

interior ao meio de propagagao.



Na etapa de migracao em profundidade é necessdrio realizar a extrapolacao
direta do campo de onda a partir da fonte, a extrapolacao inversa do campo de onda a
partir do sismograma e imposi¢do de uma condigdo de imagem, Figura (3). Os dados
de entrada para a migragao em profundidade sao o sismograma e um macromodelo de
velocidades. A partir do macromodelo de velocidades determina-se a fungao de Green do
meio, a qual serd utilizada tanto para a extrapolagao direta como inversa. De posse da
funcao de Green, através da modelagem, simulam-se os efeitos de propagacao para uma
fonte na superficie (através da Integral de Kirchhoff-Helmholtz para extrapolagao direta),
eliminam-se os efeitos de propagacgao a partir do sismograma (através da Integral de
Kirchhoff-Helmholtz para extrapolacao inversa) e aplica-se a condigdo de imagem. Feito
isso para todos os pontos do modelo, tem-se a secao migrada em profundidade para uma
fonte na superficie.

Neste trabalho foi deduzido o Teorema da Reciprocidade de Rayleigh, a
partir do qual se obtém as integrais de Kirchhoff-Helmholtz que permitem realizar a ex-
trapolacao, tanto direta como inversa, do campo de onda actstico registrado em uma
superficie de observacao. No primeiro capitulo serd analisada a aplicacao da integral de
Kirchhoff-Helmholtz ao caso sismico (para levantamentos sismicos realizados na super-
ficie da terra), para a extrapolagdo direta do campo de onda. Utilizando argumentos
matemadticos e geométricos chega-se as integrais de Rayleigh unidirecionais para extrap-
olacao direta, a partir das quais pode-se definir operadores de extrapolacao direta do
campo de onda actstico. Posteriormente, em funcao dos dados de uma aquisicao sismica
serem discretos, toda uma abordagem matricial das equacoes serd apresentada, obtendo-se

operadores matriciais de extrapolacao direta do campo de onda.
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Figura 3: Representacao da migracao em profundidade dos dados sismicos, onde se tem a
extrapolacao direta do campo de onda, a extrapolacao inversa e uma condicao de imagem.

No segundo capitulo serd analisada a aplicacao de toda a teoria para a ex-
trapolagao inversa do campo de onda, assim como suas aproximacgoes. De forma andloga ao
primeiro capitulo, a partir das integrais de Rayleigh para a extrapolacao inversa definem-
se operadores de extrapolagao que também sao representados matricialmente. O objetivo
de toda essa andlise de extrapolagao de campo de onda é chegar a um esquema de migracao

em profundidade dos dados sismicos, o qual serd apresentado no terceiro capitulo.



Capitulo 1

Extrapolacao Direta do Campo de

Onda

O imageamento sismico tem como base a propagacao de ondas em subsuperficie,
ou seja, todo processo se baseia na equacao da onda e suas solucoes. A partir de uma
fonte, gera-se um pulso sismico que se propaga no meio considerado, obedecendo as leis de
reflexao e refragao. A partir dos valores do campo de ondas registrado em uma superficie
de observacao, precisa-se determinar o valor do campo em outros pontos ou superficies
do interior do meio de propagacao. Essa determinagao pode ser para um tempo posterior
ao de registro ou anterior ao instante de registro. Esse processo chama-se extrapolacao
do campo de onda.

Dentre os métodos de extrapolacao do campo de onda estao os que utilizam
solucoes diferenciais ou integrais da equagao da onda. As solugoes diferenciais sao obti-
das através da série de Taylor, ja as solugoes integrais sao obtidas empregando métodos

baseados na fungao de Green. Essas solucoes integrais sao conhecidas como integrais de



Kirchhoff-Helmholtz. Verificar-se-4, ao longo do trabalho, que as condicoes de contorno
impostas para a funcao de Green tem papel fundamental na adequacao da solucao obtida
no problema tedrico ao caso sismico.

A solugao integral da equagao da onda, para pontos interior ao meio de
propagacao, ¢ obtida a partir do teorema da reciprocidade de Rayleigh e consiste da
soma de uma integral de volume (referido por termo de fonte) e uma integral de super-
ficie (referido por termo de fronteira). Nesse trabalho se analizard as consequéncias da
aplicacao dessa solucao ao caso sismico. As integrais de Kirchhoff-Helmholtz sao a base
para as técnicas de extrapolagao direta e inversa do campo de ondas, assim como, para a
deducao das Integrais de Rayleigh que expressam a pressao em cada ponto do meio em
termos do valor da pressao numa superficie plana (WAPENAAR E BERKHOUT,1989
[3]). No caso de um levantamento geofisico os dados obtidos na superficie de obser-
vagao sao discretos, possibilitando assim escrever equagoes e operadores matriciais para
a extrapolagao do campo de onda. Essas expressoes matriciais sao fundamentais para o

desenvolvimento de um algoritimo de extrapolagao do campo de onda.

1.1 Teorema da Reciprocidade Acistico

Considere dois campos de onda independentes se propagando em um mesmo
volume V, envolvido por uma superficie fechada S com vetor normal unitério 7 apontando
para fora. A Figura (1.1) representa tal volume.

Nesse volume, sao definidos dois campos de onda acisticos distintos e inde-

pendentes, campos de onda A e B. Cada qual com as seguintes caracteristicas:



Figura 1.1: Volume V envolvido por uma superficie S com vetor normal n, em cada ponto,
apontando para fora.

CAMPO A.

KA(7): Médulo de compressao adiabdtico,

p(7): “Densidade volumétrica de massa”,

p?(7,t): Pressdo,

(7, t): “Densidade volumétrica de inje¢ao de volume”,
f A(7,t): “Densidade volumétrica de forcas externas”.

O campo de onda A satisfaz a seguinte equagao acustica da onda bidirecional

(WAPENAAR E BERKHOUT, 1989 [3]):

2, A
V'GVPA) ol =, (1.1)

onde a distribuicao de fontes é dada por



0%} 1 -
=g =V (—AfA) . (1.2)

CAMPO B.

KB(7) : Médulo de compressao adiabdtico,

pB(7) : “Densidade volumétrica de massa”,

pP(7,t) : Pressao,

iZ(7,t) : “Densidade volumétrica de injegao de volume”,
FB(7t) : “Densidade volumétrica de forcas externas”.

O campo de onda B satisfaz a seguinte equacao actstica da onda bidirecional

1 5 1 9%pP B
onde a distribuicao de fontes é dada por:
0% 1
B Vv B

Os campos de onda p?(7,t) e pP(7,t) estdo no domfnio espago-tempo. Pas-
sando os campos e as fontes para o dominio espaco-frequéncia através da transformada

de Fourier
“+o00

H(z,y,z,w) = /h(m,y,z,t)e_jwtdt, (1.5)

—00

obtém-se as seguintes equacoes para os campos A e B respectivamente:

10



1 2
v. (p—AﬁﬂA) + %PA _—- (1.6)

— — ~ oy . . .~
onde PA(7",w) e SA(7",w) representam a pressdo actistica e a distribui¢do de fontes no

dominio espago-frequéncia, respectivamente para o estado A, e

1 =5 w’ B B
V. <p—BVP )—i—ﬁP = -5, (1.7)

onde PB(7,w) e SB(7,w) representam a pressio actistica e a distribuicio de fontes no
dominio espago-frequéncia, respectivamente para o estado B.

Com o objetivo de se encontrar uma relacao de reciprocidade entre os cam-
pos de onda PA(7,w) e PB(7",w), se multiplicard a equacdo (1.7) por PA(7,w), a

equagao (1.6) por PP(7,w) e se subtraird uma da outra, ou seja:

1 — 1 = w? w?
A B B A A pB A pB _ QA pB B pA
PV.<—pBVP)—P V.<—pAVP)+(—KBPP ——KAPP)—SP — SP P,

(1.8)

Invertendo a terceira parcela da equagao (1.8), passando-a para o outro lado

da igualdade e integrando por todo o volume V, obtém-se:

/ [PAV. (iB?PB) - PPV. (iA?PAH v =
v p p
11

A pB B pA A pB
/V{S PP —SFp —i—wZ(ﬂ—ﬁ)P P }dv. (1.9)

11



Somando ao integrando de cada lado o termo:

(,%B - piA) (Fr).(Fr?), (1.10)

tem-se:
1 = 1 = 1 1
PAV. (—VPB) — PPV, (—VPA) + (— — —)
/v { pP p pB pt
1 1

Seguindo a regra de divergente do produto! (MORSE E FESHBACH, 1953

[8]), percebe-se que o integrando do termo & esquerda, da equacao (1.11), é igual a:

V. [PA (iB?Pff) .y (LA?PA)} =
p p

A 1—) 1—) A 1 1 g A =
PAY. (p—BVPB _ PPV, SR (5 <VP>.<VPB>. (1.12)

Pode-se entao escrever a equagao (1.11) como:

[ [ (h5ee) pe (L5e0)] v -

ApB _ gBpA o L 1\ paps 11Nz < pB
/V[SP SP+w<KA w5 ) PP (- (VP). (VP?)|av.

1V0(aF)=aV0F+FO€a
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Aplicando o Teorema de Gauss
j{@’.ﬁds - /V.Zjdv, (1.14)
S %

ao primeiro termo da equagao (1.13), obtém-se:

(1.15)

A expressao (1.15) ¢ conhecida como Teorema da reciprocidade de Rayleigh
(RAYLEIGH, 1965 [19]), e é a base para a obtensao dos operadores de extrapolagao direta
e inversa do campo de onda.

Ao se considerar os dois campos de onda A e B se propagando em meios
idénticos, ou seja, se KA(7) = KB2(F) = K(7) e p™(F) = pP(7) = p(¥), conjuntamente com
a escolha de fontes do tipo monopolo para os campos A e B respectivamente nas posicoes
Tae T g, tal que SAT,w) =87 — T 4)S(w) e SE(7T,w) = 6(7 — 7 5)S(w), onde

So(w) € a assinatura da fonte, pode-se simplificar a equacao (1.15) para:

f [PA (%?PB> —pB (%?PA)} WdS = [PP(T 4,w) — PA(T 5,w)]S(w). (1.16)
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Na equacdo (1.16), PA(7 p,w) representa o campo de onda A calculado
na posi¢do 7 p, associado a uma fonte do tipo monopolo Sy(w) detonada na posicio
A. Analogamente, P?(7 4,w) representa o campo de onda B calculado na posicdo 7 4,
associado a uma fonte do tipo monopolo Sy(w) detonada na posicao B.

No caso de se considerar condicoes de contorno de Dirichlet?, ou de Neu-

3

mann®, ou se V é um volume ilimitado para os campos A e B sobre a superficie S (apéndice

A), tem-se que:

PB(7 4,w) = PX7 p,w). (1.17)

A espressao (1.17) é possivelmente a formula¢ao mais conhecida do principio
da reciprocidade. Ela afirma que o valor campo de pressao no ponto A gerado por uma
fonte do tipo monopolo localizada no ponto B é igual ao valor do campo de pressao no
ponto B gerado por uma fonte do mesmo tipo, localizada no ponto A. Este principio é

valido para meios acusticos heterogéneos quaisquer.

1.2 Teorema da Representacao Actstico

Com base no Teorema da Reciprocidade de Rayleigh, equacao (1.15), e com uso
de algumas ferramentas de calculo, objetiva-se determinar uma expressao a partir da qual
pode-se calcular o campo de onda P(7,w), em um ponto A interior ao volume V, de

posse do valor do campo de onda ao longo da superficir fechada S.

2Condigao de contorno de Dirichlet: P(7 5,¢) =0, sobre S.
—
3Condigao de contorno de Neumann VP -7 =0, sobre S.
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Tal expressao é obtida a partir da equagao (1.15), feitas as seguintes con-
sideragaoes:

a) Um dos campos de onda representa a fungao acustica de Green do pro-
blema e o outro o campo de onda fisico que se propagam no volume V.

b) As propriedades fisicas do volume V s@o as mesmas para os dois campos
de onda.

c¢) O volume V ¢ livre de fontes, ou seja, a fonte para o campo de onda fisico
se encontra fora de V.

Inicialmente se verd em detalhes as consideracoes necessdrias para se chegar
as equacoes de Kirchhoff-Helmholtz, que permitem calcular o campo de onda P(7 4,w),
interior a V, em fungao de uma integral de superficie e uma integral de volume. Posteri-
ormente se analizard as condigoes e consequéncias da aplicacao dessas equacoes ao caso

sismico, no qual é necessaria a adocao de algumas simplificagoes e aproximacoes.

1.2.1 Funcao de Green Acistica

Considerando-se a equacao acustica da onda definida em um volume V.

1 = 1 9% .
V. (p(7) Vp(r ,t)) - mﬁp( T, t) = —s, (1.18)

— ~ e, e —
onde p(r’, t) representa o campo de onda em funcado das varidveis 7 e t, no
(3% — ~ sz .
volume V. A varidvel 7 é a notagdo compacta para as varidveis (x,y, z).
Em adigao a equacao (1.18) é necessario ter condigoes de contorno e iniciais

para se obter uma unica solucao dessa equacao. A condigao sobre a superficie S, que
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delimita V, pode ser tanto de Dirichlet ou de Neumann, assim é necessério se ter p(7,t) =

op(7,t)

5~ = 0, para todos os pontos sobre a superficie S. Uma maneira de se obter a

0 ou
solugao da equacao (1.18) é atravé da funcao de Green do problema.
A funcao de Green acustica é definida como sendo a resposta impulsiva

de um meio (um fluido). Para uma for¢a impulsiva aplicada no ponto A, a fungao de

Green satisfaz a equagao da onda bidirecional no dominio espago-temporal, (MORSE E

FESHBACH,1953 [8]), ou seja:

1 = - = 1 0? - — - -
V. <p(7>) Vg(r,r A,t)) - m@g( T, T 4, t) = —0(7 — 7T 4)0(t). (1.19)

Com as condigoes iniciais:

g(7, 7 4,t) =0 para t < 0, (1.20)

=0 para t < 0. (1.21)

Por hora nao se especificara as condigoes de contorno.

A funcgao de Green da equagao (1.18), uma fungao auxiliar em termos da qual
pode-se expressar a solucao da equacao da onda e pelas condicoes de contorno definidas
pelo problema. A funcio de Green g(7", 7 4,t) representa a resposta impulsiva do meio

~ o o~ — . . .
de propagacao observada na posicao 7, no instante t, referente a uma fonte impulsiva na

posicdo 7 4 no instante ¢ = 0.
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Com base na equagao (1.17), pode-se escrever para a fungao de Green que:

9(7p, T ast) = g(77a, 75, t). (1.22)

As condigoes iniciais garantem que a fungao de Green assim definida é um
campo de onda que se propaga (avanga para o futuro) a partir da posi¢ao onde se encontra
a fonte. Assim sendo, tal fungao é demominada Fungao de Green Causal. Oposto a isso,
pode-se definir a Func¢ao de Green Anti-Causal ou Reversa no Tempo a partir da equagao

acustica da onda, definida com condicgoes finais, ou seja:

1 = 1 02
V. <p(?) vo(r, ?Aat)) - m@9(7}, T at) = =8(7 = T a)d(t), (1.23)

definida com condicoes finais

g7, T A1) =0 para t > 0, (1.24a)
g7, T 4t
9( T’atr A1) =0 parat>0. (1.24b)

Assumindo que as fungoes de Green Causal e Anticausal satisfazem as mes-
mas condicoes de contorno, as mesmas estao simplesmente relacionadas através da ex-
pressao:

97, T A t) =g(7, 7 4,—t) paratodos 7,7 4 et. (1.25)

De fato se g(7, 7 4,t) é uma solucdo da equagao (1.19) com condigoes
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iniciais, assim, pode-se escrever que:

1 = -5 1 0? — — .
V-( VQ(T,TA,—t)>—W@9(7’,TA,—t)—

1 = ~ 1 0? ~
V. (p(?)Vg(7,7A,t)> — W@g(7,?mt), (1.26)

entao
1 = o 1 0 ., ~0tot
v (p(?>Vg(T,rA,t))—K(?)8,{2 (T,TA,t)atat_
I = - & = 1 9? — —
1.2
\V4 (p<?)Vg(r,rA,t)) K(?>8tzg(7’,7“A,t) (1.27)
e

[ = 1 o — = N - _7
\% (p(?) Vg(r, 7",4,25)) — mﬁg(r, T a,t) = Co(r 4)0(t). (1.28)

A partir da equacdo (1.28), conclui-se que g(7, 7 4, —t) também ¢é solucio

da mesma equacao.

Define-se também, a partir da transformada de Fourier equagao (1.5), o

campo de onda de Green causal e anti-causal, no dominio espago-frequéncia, respectiva-

mente como:
(1.29)

(1.30)
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Considerando a equacao (1.30) pode-se escrever que:

00 0

/g(?,?A,t)e—iwtdt = /g(?,?A,t)e—iwtdt,
entao
o0 400
/ G\ T a, —D)eTdT = / o7, 7 D,
0 0
entao
+oo
/ 0T T DT = G (7, 7 4, ).
—00

(1.31)

(1.32)

(1.33)

Assim conclui-se que a fungao de Green anti-causal é igual ao complexo

conjugado da funcao de Green causal, ou seja:

G(7, T a,w) =G (T, 7T aw),

portanto pode-se escrever que:

I o= = 1 82*_>_> —
V.( Vg(r,rA,t))—mwg(r,rA,t):—(S(r—rA

p(7)

definida com condicoes finais

g*(?,?’A,t) =0 para t > 0,
O (7, T a4, t
g(ra’trA’):() para t > 0.
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Em virtude das propriedades da Funcao de Green, é bastante conveniente

— =
T,T’A,w)

considerar um dos campos de onda como sendo o campo de onda de Green G(
(ou o seu complexo conjugado) e o outro o campo de onda fisico P(7",w) na equacio
(1.15), afim de se obter uma expressdo que permita calcular o campo de onda P(7 4,w)

em um ponto A interior ao volume V, em fun¢ao do campo de onda actistico e sua derivada

normal sobre a superficie S.

1.2.2 Integral de Kirchhoff-Helmholtz

Nesta secao o ponto de partida é o Teorema da Reciprocidade de Rayleigh,
equacdo (1.15), com o objetivo de se obter uma expressdo capaz de calcular P(7,w) em
um ponto A interior a V. Para tal, considera-se inicialmente o campo de onda A como
sendo o campo de onda de Green actstico, P4(7,w) = G(7, 7 4,w), definido pelas
equagoes (1.19) e (1.29), que se propaga em um meio de referéncia e o campo de onda B
como sendo o campo de onda fisico P?(7",w) = P(7,w) que se propaga no meio real.
Com essas consideragoes pode-se escrever as seguintes identidades.

Para o campo A:

KA(7) = K(7), (1.38)

p (7)) =p(7), (1.39)

SAT W) =6(T —T4) comT4EV, (1.40)
PAT ,w) = G(7T, 7 4,w) ou G(7, 7 4,w). (1.41)
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Para o campo B:

KP(7)=K(7)=K(T)+AK(7T), (1.42)
pP(7) = p(77) = p(7) + Ap(T), (1.43)
SB(7,w) = S(7,w), (1.44)
PB(7,w) = P(7,w). (1.45)

Onde AK(7) é a diferénga entre o médulo de compressdo adiabético do
meio real e do meio de referéncia, e Ap(7’) é a diferénca entre a densidade do meio real e
do meio de referéncia. A fonte para o campo de onda de Green ¢ uma fungdo 6(7 — 7 4)
aplicada em um ponto A interior a V, j4 a fonte para o campo de ondas fisico ¢ uma fungao
S(7,w), aplicada em qualquer ponto. P(7,w) é o valor do campo de onda fisico, no
dominio da frequéncia, observado em uma posicio 7 e G(7, 7 4,w) (ou G*(7, 7 4,w))
¢ o valor do campo de onda de Green, no dominio da frequéncia, observado na posicao 7
para uma fonte na posicdo 7 4, pertencente a V. Considerando P4(7",w) = G(7, 7 4,w)

e substituindo as consideragoes feitas para os campos A e B na equgao (1.15), repetida

abaixo,

]{ {PA (iB?PB> — pB (%?PAH S =
p p
S
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tem-se:

Aplicando a propriedade de filtragem! da fungao delta (BUTKOV,1988

[20]), para o primeiro termo da integral de volume, tem-se:

]{ [G (%?P) —P (%VG)} dS
P(T 4,w) +/V {—SG +u? % - %) ap + (1 - i) (Vo). ﬁp)} 4V, (1.47)

s . — — —
Anélogamente ao se considerar PA(7",w) = G*(7, 7 4,w) pode-se escrever

+oo
4_f f(@)o(x — zo)dx = f(z0)
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que:

P(T a,w) = ]{ {G* (%?P) _P <%?G*)] 7dS
S

w [ fser - (R ) e (52) (Fe) . (Fr) v (ao

As equagoes (1.48) e (1.49) sao conhecidas como Integrais de Kirchhoff-
Helmholtz. A partir delas, pode-se realizar a extrapolacao do campo de onda direta e
inversa, respectivamente. O campo de ondas extrapolado P(7 4,w), obtido utilizando-se
qualquer uma dessas expressoes, é exato. Porém, a sua aplicagao ao caso sismico requer
algumas consideracoes e aproximacoes que serao analizadas a seguir.

Em uma aquisi¢ao sismica, o campo de onda ¢é registrado ao longo de uma
superficie (aberta), assim, ao se utilizar as equagoes (1.48) ou (1.49) para a extrapolagdo
do campo de ondas, a partir desses dados, a integral de volume do lado direito das mesmas
devem nao influenciar no valor do campo extrapolado P(7 4,w), em funcdo de ndo se ter
dados ao longo de todo o volume. Considera-se para tanto que o campo de onda fisico e
o campo de onda de Green se propagam no mesmo meio, com isso tem-se AK = Ap = 0.
Considera-se também que o volume V ¢ livre de fontes, ou seja, S(7°,w) = 0 no interior de
V. Com isso pode-se desconsiderar o termos referente a integral de volume e as equacoes

(1.48) e (1.49) tornam-se:

P(7 4, w) —]{ {G (%?P) - P (%?G)} 7dS (1.50)
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P(7 4,w) :f [G* (%?P) _P (%?G*)} 7 dS. (1.51)

Ambas as expressoes (1.50) e (1.51), com o campo de onda de Green direto
ou inverso, permitem calcular o campo P(7 4,w), em um ponto A interior ao volume
V, a partir de uma integral de superficie fechada, tendo o campo de onda actistico e sua
derivada normal sobre a superficie S. As Figura (1.2) e (1.3) representam tais situagoes
respectivamente. Entretanto, em uma aquisicao sismica tem-se o campo de onda em uma
superficie aberta, fazendo-se necessario a andlise da aplicacao de tais expressoes a essa
situacao, ou seja, sob quais condi¢oes pode-se aproximar a superficie fechada para uma
superficie aberta. Por hora, se analisara a equacao (1.50), pois a mesma é a base para as
técnicas de extrapolagao direta do campo de onda. No préximo capitulo a atengao serd
direcionada para a equagao (1.51), em fungao da mesma ser a base para as técnicas de
extrapolacao inversa do campo de onda.

A extrapolacao direta do campo de onda a partir da equacao (1.50) é uti-
lizada para simular os efeitos de propagagao em determinado meio. Segundo (WAPE-
NAAE E BERKHOUT,1989 [3]) a extrapolagao direta do campo de onda actstico é
exata somente quando o meio de propagacao da campo de onda fisico e do campo de onda
de Green sao iguais. J& a extrapolagao inversa do campo de onda, a partir da equacgao
(1.51), é utilizada para eliminar os efeitos de propagagao e para tal basta que se tenha um

meio para o campo de onda fisico semelhante ao meio para o campo de onda de Green,
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P(r W)

Figura 1.2: Representacao do campo de onda actstico e do campo de onda de Green
direto, sobre a superficie S. O campo de onda actistico P(7 4,w), em qualquer ponto A
interior a S, pode ser calculado em funcao do campo e sua derivada normal ao longo de

S.

Figura 1.3: Representacao do campo de onda actstico e do campo de onda de Green
: s , . —_

inverso, sobre a superficie S. O campo de onda actstico P(7 4,w), em qualquer ponto A
interior a S, pode ser calculado em funcao do campo e sua derivada normal ao longo de

S.
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(um macromodelo de K(7) e p(7')), (BERKHOUT 1982, [4]).

1.3 Integrais de Rayleigh

As integrais de Rayleigh para a extrapolacao do campo de onda acistico sao
obtidas a partir das integrais de Kirchhoff-Helmholtz adotando condigoes de contorno
adequadas para o campo de onda de Green e utilizando uma geometria que permita
aproximar a superficie fechada S para uma superficie aberta. O objetivo de deduzi-las
é extrapolar o campo de onda, com boa aproximacao, considerando apenas uma parte
das equagoes (1.50) e (1.51), assim como aplicd-las ao caso sismico onde se tem uma
superficie de aquisigao aberta. Nesse capitulo se analisard a aplicagdo da equagao (1.50)
para a extrapolagao direta do campo de onda acistico da superficie de aquisicao para um

ponto em subsuperficie e no préximo capitulo a extrapolacao inversa do campo.

1.3.1 Integrais de Rayleigh bidirecionais

Partindo da integral de Kirchhoff-Helmholtz, equagao (1.50), pode-se considerar,
para o campo de onda de Green, condi¢oes de contorno de Neumann ou de Dirichlet sobre
a superficie S. Entretanto, ao se considerar essas condigoes de contorno, a superficie S
representerd um refletor perfeito para o campo de onda de Green, com coeficiente de re-
flexdo R=+1 no caso de condi¢oes de Neumann (superficie rigida) e coeficiente de reflexao
R=-1, no caso de condigao de Dirichlet (superficie livre), (BERKHOUT E WAPENAAR
1989 parte I [1]). A associagdo de uma dessas condigoes de contorno com uma geometria

adequada para a superficie S, permite extrapolar o campo de onda para dentro do volume
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Figura 1.4: Geometria para a qual a superficie fechada S pode se substituida por uma
superficie aberta.

V, de posse somente de uma parte da Integral de Kirchhoff-Helmholtz.

Considere a integral de Kirchhoff-Helmholtz para extrapolacao direta do
campo de ondas aplicada a geometria da Figura (1.4) para a superficie S. Na figura
observa-se que a superficie S pode ser dividida em duas partes, uma parte plana e hor-
izontal Sy em z = 2y e a outra parte uma casca esferica de raio R e superficie S; para
z > zp. O ponto A, onde astard a fonte do campo de onda de Green, estd situado no
centro da semi-esfera e a fonte do campo de onda fisico estd situada em um ponto qual-
quer em z < Zzp, ou seja, fora de V. Ao se fazer o raio da semi-esfera tender a infinito, a

contribuicao da integral de Kirchhoff-Helmholtz, sobre a superficie S, para o campo de
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onda no ponto A, tende a zero® (SOARES FILHO,2007 [5]), ou seja, o campo de onda
P(7 4,w) pode ser calculado pela integral ao longo da superficie aberta Sy (BERKHOUT

E WAPENAAR 1989 Parte I [1]). Assim pode-se escrever que:

+o00+00
N B 1 OG(7T, 7 4,w) SN OP(7 ,w)
P(7 4,w) = //p(?) [ B P(rw) = G(7, TA,W)T Zodxdy-

(1.52)

A equagao (1.52) complementada palas condi¢oes de contorno de Neumann

ou de Dirichlet, sobre a superficie Sy, dao origem as integrais de Rayleigh. As condigoes
de contorno de Neumann ou de Dirichlet, impostas sobre a superficie Sy, indicam que
a mesma se comporta como uma superficie rigida ou livre, respectivamente. Nos dois
casos a superficie Sy funciona como um refletor perfeito para a funcao de Green, assim
pode-se interpretar a funcao de Green como sendo causada por dois monopolos situados
simétricamente com respeito a superficie Sy. Se esses dois monopolos tiverem a mesma

polaridade, equivale a imposi¢ao da condigao de contorno Neumann e a integral (1.52) se

reduz a:
A OP(7,w)
P(Ta,w) = — — (7, T aw) Y g 1.53
(rAaw) // |:p(7") I(T7TA>W) Oz " ray, ( )
com
— —
0T, T4, 0) =0 sobre Sy. (1.54)

0z

Se os dois monopolos tiverem polaridades opostas, equivale a imposicao da

®Condicao de radiacdo de Sommerfeld.
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condi¢ao de contorno de Dirichlet e a equagao (1.52) se reduz a:

T 1 06T T a4 w)
— T, T AW —
P(TA,w):// {p(?) 1 o L P, w) Zodycdy, (1.55)
com
Gr(7, 7 4,w)=0 sobre Sy. (1.56)

As equagoes (1.53) e (1.55) s@o conhecidas como férmulas integrais de Rayleigh
bidirecionais, através delas pode-se realizar a extapolagao direta do campo de onda
registrado na superficie Sy para o ponto A, interior ao meio de propagacao. Como men-

sionado em (WAPENAAR E BERKHOUT 1989, [3]), essas equagoes, aplicadas a meios

heterogéneos, s6 apresentam bons resultados quando os mesmos sao exatamente conheci-

AG(T, 7 A,w)

— —
T, T 92

dos, em fungao de, nesse caso, G(7, 7" 4,w) ou apresentarem muitas reflexoes
miiltiplas associadas a superficie Sy, as quais precisam ser exatamente conhecidas.

No caso da migracao sismica, onde se tem uma aproximagao das propriedades
fisicas do meio (macromodelos), as condigdes de Neumann ou de Dirichlet causam muitas
reflexoes miiltiplas associadas tanto a heterogeneidades como a superficie Sy. Essas re-
flexoes muiltiplas podem tornar G ou % muito complicadas, o que causa instabilidade
com relacao a pequenas diferencas entre os meios de propagacao dos campos, fazendo
com que a aplicacao de tais condigoes de contorno para um meio nao exatamente con-

hecido e uma superficie de aquisigao irregular nao seja adequada( WAPENAAR E BERK-

HOUT,1989 [1]). Uma solucao para esse problema é considerar para o campo de onda
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fisico e para o campo de onda de Green uma propagac¢ao unidirecional, que contempla

somente as onda primaérias.

1.3.2 Integrais de Rayleigh unidirecionais

Os campos de onda que se propagam em um determinado meio podem ser de-
compostos com relacao as diregoes de propagacao ascendente e descendente, assim, ao se
analizar cada componente separadamente tem-se uma aborddgem unidirecional do campo
de onda. Uma caracteristica da equagao de Kirchhoff-Helmholtz é que ela possibilita es-
colher o meio de propagacao do campo de onda de Green de maneira conveniente. Assim,
dentro do volume V, utiliza-se o meio para o campo de onda de Green G(7°, 7 4, w), igual
ao meio para o campo de onda fisico P(?, w). Entretanto, fora do volume V o meio para
G(7, 7 4,w) pode ser escolhido de qualquer maneira conveniente.

Escolhendo um meio de referéncia com um contorno altamente reflexivo,
obtém-se uma funcao de Green contendo muitas reflexoes muiltiplas, as quais provocam
um alto grau de instabilidade na reconstrucao do campo de onda (WAPENAAR E BERK-
HOUT,1989 [1]). Em alternativa a essa situacdo pode-se escolher, fora do volume V, um
meio de referéncia nao reflexivo para a funcao de Green. Em particular, para a geometria
da Figura (1.4), significa escolher o semi-espago superior z < zp, nao reflexivo para a

funcao de Green. Esse semi-espaco superior nao reflexivo pode ser obtido ecolhendo as

seguintes propriedades para o mesmo:
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K(z,y,z < 29) = K(z,y, 20) (1.57)

plz,y, 2z < z9) = p(z,y, 20). (1.58)

Com esta escolha nao ocorrem ondas descendentes originadas no semi-espago
superior, assim tem-se uma funcao de Green exclusivamente ascendente, na superficie
z =29, G=(7, 7 4,w). Em termos de condicdes de contorno, pode-se dizer que a superficie
z = 2y é ndo reflexiva para G(7, 7 4, w).

As forcgas que originam o campo de onda actistico P(7,w) atuam exclusiva-
mente no semi-espaco superior, de tal forma que na superficie z = z, este campo consiste
de um campo incidente descendente P+ (7, w) (incluindo todos os termos de ordem supe-
rior, isto é, todas as reflexdes muiltiplas e difragoes, originadas no semi-espago superior), e

um campo espalhado ascendente P~ (7, w) (também incluindo todos os termos de ordem

superior), ou seja:

P(7,w)=PH7,w)+ P (7,w) em z = 2. (1.59)

Considerando a superficie Sy como sendo nao reflexiva e substituindo a

equagao 1.59 na integral de Kirchhoff-Helmholtz 1.52, obtém-se:
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“+o00+00

GG_ N _ 0Pt 0P~
// |: P )—G ( 82 —I—W) ’ dxdy (160)
ou
e, 0Pt e, oP-
// [ -G — 1 dxdy+ // [ -G~ dzdy.
0z | 4
(1.61)

Somente a primeira integral da equagao (1.61) contribui para o valor
do campo de onda no ponto A, ou seja, somente a integral que envolve os campos de onda

que se propagam em diregdes opostas, contribui para o valor do campo de onda em A

(WAPENAAR E BERKHOUT,1989[3]). Assim obtém-se que:

// [8G +—G_8az dxdy. (1.62)

Zo
—o0—00

Além disso os dois termos dentro da integral (1.62) tém igual contribuicao

para o campo de onda no ponto A, permitindo-nos escrever (BERKHOUT E WAPENAAR,1989[1]:

P<?A>W):—2//{ L G—(?,?A,w)w dxdy, (1.63)

Zo

ou equivalentemente,
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+o00+00

P(7 a,0) =2 / / L(l?) 8G_(Z’Z?A’W)P+(7,w)  dady. (1.64)

—00—00

As equagoes (1.63) e (1.64) sao as versoes unidirecionais das integrais de
Rayleigh (1.53) e (1.55), respectivamente, e sao vilidas para meios actsticos arbitraria-
mente heterogéneos. A tnica suposi¢ao é que na superficie z = zg as ondas descendentes e
ascendentes estao desacopladas. Esta suposicao ¢é valida quando as derivadas em relagao
a z dos parametros do meio se anulam em z = z; (WAPENAAR E BERKHOUT 1989,

[3]), ou seja:

0K (z,y, 2

% =0 em zp (165)
e

op(x,y, z

% =0 em 2. (1.66)

Para meios homogéneos onde a fungao de Green é puramente ascendente
sobre a superficie Sy e o campo de onda fisico é puramente descendente, nota-se que as
integrais de Rayleigh unidirecionais e bidirecionais sao idénticas.

Entretanto, para meios arbitrariamente heterogéneos, as integrais de Rayleigh
unidirecionais sao muito diferentes das integrais de Rayleigh bidirecionais devido ao fato
de as funcoes de Green unidirecionais nao apresentarem reflexoes miltiplas relacionadas a
superficie Sy. As integrais de Rayleigh unidirecionais sao consideravelmente mais estaveis

em relacao aos erros no modelo de referéncia (WAPENAAR E BERKHOUT,1989 [3]).
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Figura 1.5: A integral de Rayleigh II unidirecional expressa o campo de onda total (isto

é, bidirecional) em em termos do campo de onda descendente (isto é, unidirecional) em
2o (a) e da fungao de Green ascendente (isto ¢, unidirecional) em z0 (b).

1.4 Operadores para Extrapolacao Direta do Campo

de Onda Acustico

Nesta secao o objetivo é obter operadores de extrapolacao direta do campo de
onda, para meios arbitrariamente heterogéneos. A base para a deducao desses operadores
¢ a integral de Rayleigh unidirecional (1.64). Nessa equacdo P* (7", w) representa a parte
descendente do campo de onda actistico total P(7",w) em z = 2, relativo a uma fonte no
semi-espago superior z < z, Figura (1.5a), G=(7", 7 4,w) representa o campo de onda
de Green ascendente em z = 2y, Figura (1.5b), e P(7 4, w) representa o campo de onda
total no ponto 7 4 pertencente ao semi-espaco inferior z > zy. A equacdo (1.64) descreve
a extrapolacdo do campo de onda descendente P (7, w) em z = 2, resultando no campo

de onda total P(7 4,w) (bidirecional) no ponto 7 4.
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1.4.1 Formulacao Integral

Baseado no principio da reciprocidade, equagao (1.17), pode-se escrever que:

G(?, ?A; w)

Il
Q
S
>
.
&

em z = 2, (1.67)

substituindo a identidade acima na equagao (1.64) obtém-se:

T 06 (T T w)
P(7 4,w) =2 LA DY pHT,w) | dedy. 1.
(Faw) =2 [ [ |52 (70| asay

~ = — .~
A fungdo G~ (7 4, 7°,w) representa o campo de onda de Green na posi¢ao
7" 4, No semi-espaco inferior, relacionada a fontes do tipo monopolo em 7° sobre a super-

oG~ (?A,?,w)
z

o~ —_—
3 representa o campo de onda de Green na posicao 7 4, no

ficie zp. A funcao
semi-espaco inferior, relacionada a uma distribuicao de fontes dipolo em 7 sobre a super-
ficie z9. Assim, a equacdo (1.68) permite calcular o campo de onda total na posicdo 7 4,
através de uma integral da resposta em 7 4 referente a fontes do tipo dipolo distribuidas
sobre a superficie zy, com pesos definidos pela densidade e pelo valor do campo de onda
descendente P (7, w) em zy (WAPENAAR E BERKHOUT 1989, [3]).

A equagao (1.68) pode ser escrita utilizando o conceito de operadores de
extrapolacao do campo de onda W e W, (BERKHOUT 1982,[4])
+00+00

P(x1, 11,21, w) = //W+(£U1,yl,zl;$o,yo,Zo;W)PJr(-%’o,yo,Zo,w)diﬁodyo (1.69)

—00—00
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Figura 1.6: Fontes dipolo distribuidas sobre a superficie z0

com

2 aG_(x17y1>Z1;$0ayO7z;w)
p(x07 Yo, ZO) 0z 20 ’

W+(x17y1721;x07y072;w) = (170)

analogamente, para extrapolacao direta do campo de onda do plano formado

por z = z; para o plano formado por z = zy tem-se:
—+oo+00
P(mo,yo,zo,w) = //W(3707y07Zo;$1>y1721;w)P+($1>y1>Zlaw)dxldyl (1-71)

—00—00

com

2 8G+($0,y0720§$1;y1,2§w)
p(z1,y1, 1) 0z

W= (2o, Yo, 20; T1, Y1, 2 w) = [ (1.72)

zZ1
As equagoes (1.69) e (1.71) sao as férmulas integrais de extrapolagao direta
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11 P(z,) T P(z,)

Figura 1.7: (a) Esquema representando extrapolacao direta do campo de onda, utilizando
o operador W da superficie de aquisi¢ao 2y para a superficie z1. (b)Esquema represen-
tando extrapolacao direta do campo de onda, utilizando o operador W~ da superficie de
aquisicao z; para a superficie 2.

do campo de onda com os respectivos operadorses de extrapolagao W (1, y1, 21; To, Yo, 2; W)
e W~ (xo, Yo, 20; ¥1, Y1, 2;w). Conforme mostra a Figura (1.7) W (z1, y1, 21; %o, Yo, 2;w) €
o operador de extrapolacao direta do campo de onda incidente na superficie Sy para o
ponto A sobre a superficie S;. Da mesma forma, W~ (zo, yo, 20; 1, Y1, 2;w) € 0 operador
de extrapolacao direta do campo de onda incidente na superficie S; para o ponto A sobre
a superficie Sp.

Na aquisicao de dados sismicos, os dados registrados na superficie de aquisi¢ao
sao discretos, em funcao do espacamento entre os receptores. Por causa disso, a apli-
cacao das integrrais de Kirchhoff-Helmholtz ou das integrais de Rayleigh ao caso sismico
requerem um tratamento discreto e uma formulagao matemadtica adequada. Assim, in-
terpretar os campos de onda, extrapolado e registrado, e os operadores de extrapolagao,
como matrizes, é bastante conveniente. Na proxima secao se analisard essa formulagao

matricial.

37



1.4.2 Formulagao Matricial

Na prdtica de uma aquisicao sismica, os dados registrados na superficie sao
discretizados, em funcao disso pode-se escrever a equacao (1.68) como um somatério. Ve-
jamos como esse somatoério pode ser interpretado e escrito como um produto de matrizes.

Tomando por base a equagao (1.68), a qual é definida para um espectro de
frequéncia w;, pode-se escrever a mesma de maneira discretizada para o caso bidimen-
sional, como:

ktoo [OG— (mAx, 21; kAx, 205 w;) Ax

P(mAx,ZbWi) ~ 2 Z az p(kaiU ZO)

k=—00

P+(k'ALIZ‘7 207wi)

Z1

(1.73)

Onde (mAwx,z;) é a posicao da fonte impulsiva para a fungdo de Green,

(IAzx, z < zg) é a posicao de cada fonte do campo de onda fisico e (kAz, z9) € a posi¢ao de

OG~ (mA kA Wi
cada receptor. Como os campos de onda P(kAwx, zy, w;) e os operadores (m TR wi)
- . , .. . 0G ™ (zy,2¢)
sao discretos, pode-se expressd-los em forma matricial, sendo a matriz ——1=% de ordem

MxK, a matriz P*(z,) de ordem KxL e a matriz dos dados extrapolados P(z,) de ordem

MxL. ) )
P o P Py

Pt(z)) = | By .. Py, .. Poy (1.74)
P, .. Pi .. Pfy

38



WH(z,,2y) = VVJF.1 . W

m,

+ +
Wi Wi

PM71 PM,Z

Pyr

onde os indices M, K e L referem-se, respectivamente, a:

(1.75)

(1.76)

M = Ntmero total de pontos onde se tem a fonte impulsiva para a funcao de Green,

K = Numero total de receptores,

L = Numero total de fontes sismicas.

Assim, pode-se escrever a equagao (1.73) como um produto de matrizes da

seguinte forma:

P(z)) ::‘A[+(Z1azo)1)+(zo)a

onde o operador unidirecional de extrapolacao direta W+ ¢ dado por:

W+(Z17 ZO) =2

aGi (Z17 ZO)

0z
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Andlogamente, para o campo ascendente, pode-se escrever que:

P(z,) = W (z,,2,)P (z,) (1.79)

Onde a matriz de extrapolacao ascendente unidirecional do campo de onda

W~ é dada por:

W_(Zmzl) = 92 P(Z1)

(1.80)

As matrizes p(z,) e p(z,) sao diagonais de ordem KxK. Pode-se, entdo,

escrever as equagoes (1.77) e (1.79) como o produto de matrizes abaixo:

Prq Py P
Pml Pm,l Pm,L =
Prra Py Py 1
L d 2

+ + + + + +

Wih o Wi .o Wik Py P Py

+ + + + + +

Woa o Wihe o Wik | x Pk,1 P P

+ + + + + +

Wiy o Wi oo Wi Pf, .. Pf, .. P,

(1.81)
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e analogamente

- Py Py Py |
Py Pk,ls Py =
Pri1 ... Pgy Pr 1,
L 1z
Wi Wim Win Py P Py
Wk_l Wk_m Wk_M x| Py Pn;,l: Pn:_7,L
Wgy oo Wi o Wgy Py o Py

(1.82)

Na notagdo matricial, o Teorema da Reciprocidade atesta que (WAPE-

NAAR E BERKHOUT 1989 [3]):

G (20, 21) = [G (2, 20)]" (1.83)

Para um meio acistico arbitrariamente nao-homogéneo entre as superficies
2o € 21, nao ha disponivel expressoes analiticas para a funcao de Green. Entretanto,
pode-se obter uma aproximacao para a funcao de Green da seguinte forma:

1- Define-se o meio de referéncia que descreve acuradamente a geologia entre
os niveis zp e z; 0 qual é nao reflexivo fora desse intervalo.

2- Resolva numéricamente a equagao da onda bidirecional para a fungao de
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Green:

1 = 1 07

Com as condigoes iniciais:

— —
T, T

g(7m, 74, t) =0 para t <0

=0 parat<O.

—

Com a fonte para o campo de onda de Green no ponto r 4 de coordenadas

(ra,ya,24), registra-se a resposta impulsiva para esse campo sobre a superficie z = 2o de
coordenadas (z,¥, z9). Como a superficie z = 2, foi escolhida nao reflexiva para o campo

de onda de Green, na mesma esse campo é puramente ascendente, ou seja, g~ (z,y,z =

20, T4, YA, 24, t).

3- Aplica-se a transformada de Fourier temporal para obter-se
G™(v,y, 20,74, Ya, 245 W)

4- Repete-se os passos 2 e 3 para cada ponto para o qual se deseja extrapolar

o campo de onda registrado em z = zj.
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Capitulo 2

Extrapolacao Inversa do Campo de

Onda

Nesse capitulo se discutird a extrapolagao inversa do campo de onda actistico
da superficie de aquisicao Sy para o ponto A. Na extrapolacao direta, simulam-se os
efeitos de propagacao, ja na extrapolacao inversa o objetivo é eliminar tais efeitos. Para
a extrapolagao inversa utiliza-se a equagao (1.51), que utiliza o complexo conjugado da
funcao Green G*. As razoes pelas quais é feita esta opgao sarao apresentadas posterior-
mente. Além disso, a aplicacao de tal expressao ao caso sismico, requer uma série de

consideragoes e aproximacoes que serao analizadas ao longo desse capitulo.
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Fonte

Fontes Secunddrias

Figura 2.1: Situagao de uma aquisi¢ao sismica, em que um campo de onda incide em um
objeto, é espalhado e registrado na superficie

2.1 Integral de Kirchhoff-Helmholtz para Extrapo-

lacao Inversa do Campo de Onda.

Considere a situagdo de uma aquisi¢do sismica representada na Figura (2.1).
Nesta situacao, considerando uma heterogeneidade no interior do modelo, tem-se o campo
de ondas oriundo da fonte sismica incidindo sobre tal heterogeneidade, dando origem a
um novo campo de ondas espalhado, ou seja, a heterogeneidade se comporta como uma

fonte secundéria quando interage com o campo de ondas incidente.

O objetivo aqui ¢, a partir do campo espalhado P*P(7 g, w), registrado na
superficie, reconstruir o campo de onda espalhado em um ponto A interior ao modelo, ou
seja, em subsuperficie. Note que a extrapolagao apresentada no primeiro capitulo era do
campo de ondas primdrio incidente na superficie Sy, em um instante ¢, para o campo no
ponto A, em um instante ¢ + At. Agora, o sentido da extrapolacdao é do campo de ondas
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espalhado incidente na superficie Sy, em um instante ¢, para o campo espalhado no ponto

A, em um instante ¢t — At.

No capitulo anterior, o ponto de partida para a deducao dos operadores

de extrapolagao direta do campo de onda foi a equagoes (1.68), que utilizando a notagao

matricial, podem ser escritas da seguinte forma:

P(z,) = W+(Z1= ZO)P+(Z0)

e
P(z,) = W (z,,2,)P (z,)
onde
W (z,,z2) QaG_éZZl’ZO)p(iO)
e

+
Wi(zoazl) — 28G (Z07Z1> 1

0z p(z,)

(2.1)

(2.2)

Assim, para se obter operadores de extrapolacao inversa do campo de onda

F*(z,,2,) e F(z,,2,), pode-se pensar em inverter os operadores de extrapolacao direta

W (z,,2,) e W (z,,2,), ou seja, escrever as equacoes (2.1) e (2.2) da seguinte forma:

P*(z,) = F' (29,2,)P(2,)

P~ (z,) = F (z,,2,)P(zy),
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onde

F(z,2,) = [W(2y,20)] (2.7)

F(z,,2y) = [W‘(zo, zl)} (2.8)

Porém, segundo (WAPENAAR E BERKHOUT 1989 [3]) existem duas razoes
para nao se usar as equacoes (2.7) e (2.8), a primeira é que os operadores W™ (z,,z,) e
W™ (2,,2,) sdo baseados nos reais parametros do meio K e p, entre os niveis 2z e 21, 0s
quais sao desconhecidos no problema inverso. A segunda razao é que inverter os oper-
adores de extrapolagao direta como formulado pelas equagoes (2.7) e (2.8) um processo
instavel. Portanto, se discutird o problema da extrapolacao inversa baseados na integral
de Kirchhoff-Helmholtz, equagao (1.51), que utiliza o complexo conjugado da fungao de
Green, com objetivo de se obter um operador de extrapolagao estdavel e adequado ao uso
na geofisica. Primeiramente considerar-se-a o caso mais simples, o homogéneo, posterior-
mente se aumentard a complexidade do meio.

No capitulo 1, chegou-se a conclusao que o campo de onda em um ponto 7 4,
interior ao volume V, pode ser calculado utilizando as integrais de Kirchhoff-Helmholtz
T T

com o campo de onda de Green direto G( 4,w) ou inverso G*(77°, 77 4,w), ou seja:

P(7 4,w) = ]{ {G <%vp) —P (%VG)} 7 dS (2.9)

P(7 4,w) :74 [G* (%VP) - P (%VG*)} . dS. (2.10)



I\gj) T:)l

Fontes Secunddrias

Figura 2.2: Geometria modificada do o volume V e superficie S, para extrapolacao inversa
do campo de onda espalhado em subsuperficie.

Essas duas expressoes descrevem o campo de onda em um ponto 7 4, interior
ao volume V, circundado pela superficie S, em termos do campo e sua derivada normal
sobre tal superficie . Para a deducao dos operadores de extrapolagao direta do campo de
onda, se utilizou como base a equacdo (2.9). Agora, se utilizard como ponto de partida a
equagao (2.10) para a dedugao dos operadores de extrapolacao inversa do campo de onda.

Considerando a geometria da Figura (1.4), a contribui¢do da integral ao
longo da superficie S, sobre o campo de onda no ponto A, nao tende a zero quando 7
tende a infinito, ou seja, o campo de onda fisico e o campo de onda de Green inverso nao
obedecem & condicao de radiacao de Sommerfeld sobre a superficie S;. Portanto faz-se
necessario a escolha de uma outra geometria, e no caso de exploracao geofisica, a andlise
sobre quais condicoes pode-se descartar a contribuicao da integral sobre S7, em fungao de
s6 se possuir informacgoes sobre Sy.

Considere a geometria modificada da Figura (2.2), onde tem-se a superficie

de aquisicao Sy, a superficie plana S, e a superficie cilindrica S5, com eixo vertical
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passando por A e raio R. O campo de onda fisico é originado em um objeto espalhador
(fonte secundéria) em subsuperficie, abaixo de S;. O objetivo principal é encontrar uma
expressao que descreva o campo de onda espalhado no ponto A, em subsuperficie, em
funcao do campo e sua derivada normal sobre a superficie de aquisi¢ao Sy.

Analizando a aplicagao da equagao (2.10), percebe-se que a contribuigao da
integral sobre a superficie S, tende a zero quando R tende a infinito!. Portanto, o campo
de onda no ponto A pode ser expresso pela contribuicao da integral sobre a superficie S

mais a integral sobre a superficie Si, ou seja:
P(7 a,w) = Po(7 4,w) + AP(7 4,w) (2.11)

onde

Py(7 4,w) = / {G* (lvp) - P (ivc:*)} . dS, (2.12)

AP(7T 4,w) = / {G* (%VP) - P (%va*)} ndS;. (2.13)

1

Quando o termo AP(7 4,w) puder ser descartado, ou seja, quando a in-
tegral sobre a superficie S; tiver pouca influéncia sobre o campo de onda no ponto A,
a equagao (2.12) descrevera a extrapolagao inversa do campo de onda da superficie de
aquisicao Sy para o ponto A em subsuperficie. A andlise que se faz necessdria nesse
momento, é sob quais condigdes o termo AP (7 4,w) pode ser descartado.

Sobre a superficie S; o campo de onda acustico consiste em uma parte

LA superficie cilindrica é proporcional a R e o integrando proporcional a ,pelo menos, 1/R?
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— . .
ascendente P~ (7", w) relacionado com a fonte abaixo de z;, e uma parte descendente
—_ . ~ . . .
P (7, w) relacionado com as reflexdes acima de 21, ambos incluindo os termos de ordem

superior. Portanto o campo total em z; é:
P(7,w) = PH7 ,w)+ P (7,w), em z = 2. (2.14)

Como visto no primeiro capitulo, para o campo de onda de Green pode-se
escolher qualquer meio de referéncia abaixo de z1, ou seja, fora do volume V. Assim, ao
se escolher c(z,y,2z > z1) = ¢(x,y,21) e p(z,y,z > z1) = p(x,y, z1), o campo de onda de

Green na superficie z; é puramente descendente, entao:
— — — —
G(7, 7 a,w) =G (7,7 4,w), em z = 2. (2.15)

Assim pode-se escrever a equagao (2.13) como:

“+o00+00

AP(7 4,w) = //% {(G*)* (a;j + a(i—> — (ag:)* (P* +P—)} dxdy. (2.16)

Z1
—00—00

Como pode ser visto no apéndice B, a equagao (2.16) pode ser escrita da

seguinte forma

+o0o04-00

AP(T 4yw) = —2 / / L-l) (ag)*(pﬂ} dady (2.17)

—o0—00

O resultado apresentado pela equagao (2.17) é bastante importante, e se-

gundo ele somente os campos de onda (G1)* e P* que se propagam em dire¢oes opostas,
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, 7 . H
sobre a superficie z1, é que contribuem para o termo AP( 7 4,w), que se entende por ser
o termo diferenca entre o valor do campo de onda real no ponto A, e o valor do campo

extrapolado, utilizando-se somente o registro na superficie de aquisicao.

A partir da Figura (2.2) é possivel perceber que, para o caso homogéneo,

— p . 4
P*(7,w) é zero em z = z;, com isso tem-se também que

AP(7 4,w) =0. (2.18)

Entao, a partir da equagao (2.11) e (2.12), conclui-se que para o caso ho-
mogéneo, a expressao para a extrapolacao inversa do campo de onda acistico da superficie

de aquisicao Sy para o ponto A em subsuperficie é:

P(7 4,w) = Po(7 4,w) = /1 [G*(7, 7 4,w)VP(7T,w) — P(7T,w)VG* (7T, 7 4,w)] . 7 dSp.
(2.19)
Vale lembrar que esse resultado considera que a contribuicao da integral
sobre regiao do nimero de onda das ondas evanescentes, pode ser descartado no termo
AP(7 4,w). Na préxima subsecdo se analizard o termo AP(7 4,w), para extrapolacio

inversa do campo de onda em meios heterogéneos.
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- — + = =
s P (r,w) P'(fw) X 277
Figura 2.3: Campo de onda ascendente e descendente sobre a superficie 5.

2.2 Extrapolagao Inversa do Campo de Onda Actis-

tico para Meios Heterogéneos

2.2.1 Interface de Aquisicao Curva

Considere a representacao da Figura (2.3), observe que agora existem hetero-
geneidades acima da superficie S;. Tais heterogeneidades causam em z; um campo de
onda descendente Pt (7 1, w), assim, a partir da equacdo (2.17) percebe-se que o termo
AP(7 4,w) ndo é zero para tal situaco.

Entao, faz-se necessério a andlise da equagao (2.17) para os casos het-
erogéneos, com o objetivo de se obter uma estimativa do erro cometido ao se desprezar
AP(7 4, w).

A partir da Figura (2.4) percebe-se que o campo de onda total sobre a

superficie z; é:
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Figura 2.4: Campo ascendente espalhado por fontes secundérias e descendente espalhado
por fontes tercidrias (refletores no caso). O campo total em z; tem uma parte ascendente
P e uma parte descendente P~

I
AN

P(71,w) = PH(71,w) + P (7 1,w). (2.20)

Entretanto, segundo a equacio (2.17), o termo AP(7 4, w) depende somente

7'1,w) que é o campo espalhado por hetero-

do campo de onda descendente, ou seja, P (
geneidades acima de S;. Por outro lado, a funcao de Green sobre a superficie S;, cuja
fonte esta sobre o ponto A, é exclusivamente descendente, contendo uma parte que vai
direto de A para S; e outra parte que reflete nas heterogeneidades acima de A e chega a

S1. A Figura (2.5) ilustra tal situagao.

. — — /2 .
Assim pode-se escrever que G (71, 7 4,w) contém uma parte direta e uma
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G'(5,w) 5 8

Figura 2.5: Fungao de Green para o caso hetrgéneo.

parte espalhada sobre a superficie S; em z = 2.

G(?l, 7A,w) = G+(?1, 7,4,(.0) = G;(?l, 7,4,&1) + G:(?l, 7A,w). (221)

Onde o indice d representa o campo de onda direto e o e o espalhado. Com

isso a equagao (2.17), para tal situagao, fica:

“+o0+00

+ +
AP(7 ——2//{ ( (Gy + G )) (P*)} dady, (2.22)
portanto
AP(?A,(A}) - APl(?A,W) + APQ(?A7M)7 (223}
com
+00+00 8G+
AP (7 = —2// [ ( ) Pﬂ} dxdy (2.24)
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Figura 2.6: (a) complexo conjugado da funcao de Green espalhada nas heterogeneidades
acima do ponto A. (b) complexo conjugado da fungao de Green direta do ponto A até S;.

=17

—+00+4-00

APy)(7 4,w) = —2// E <8@%6+>*(P+)L dxdy. (2.25)

De acordo com a Figura (2.6) percebe-se que o termo AP, (7 4,w), que é a

extrapolagdo inversa do campo P* (7}, w) diretamente da superficie z, para o ponto A,

representa o campo de onda total descendente no ponto A, ou seja:

AP (7 a,w) = PT(7 4,w). (2.26)

7)1,(,4})

Jé o termo AP, (7 4,w) representa a extrapolaco inversa do campo P (
de z; para o ponto A, através da funcao de Green que reflete nas camadas superiores a A,

. . . Y
indicando assim que AP, (7 4,w) representa uma parte do campo de onda ascendente no

ponto A?, (lembre-se que o objetivo é calcular o campo de onda ascendente total no ponto

2Tem-se em vista a migracio sismica.
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A). Isso indica que o termo AP;(7" 4,w) nao influencia no cdlculo do campo ascendente

em A, sendo portanto este influenciado apenas por AP (7 4,w). Entdo:
AP(T 4,w) = AP (7 4,w). (2.27)
Assim o campo total ascendente no ponto A é:
P (7 a,w) = Py (T 4,w) + AP (7 4,w), (2.28)

onde

Py (7 a,w) = Po(7 a,0). (2.29)

Percebe-se a partir das equacdes (2.25) e (2.27) que o termo AP~ (7 4, w)
é proporcional ao produto do campo espalhado nas interfaces do meio heterogéneo Pt e

a derivada normal do campo de onda de Green inverso também espalhado nas interfaces

+

(g;) , assim pode-se dizer que a magnitude do termo AP‘(?> 4,w) é proporcional ao

quadrado da refletividade das interfaces do meio. Consequentemente para meios com
baixos ou moderados contrastes de impedancias acusticas, nos quais a refletividade das
. , . o — .

interfaces é baixa, o termo AP~ (7" 4,w) tem pequena magnitude e pode ser descartado,

com isso, a partir das equagoes (2.28) e (2.29) tem-se que:

P (7 4,w) ~ Py (7T 4,w). (2.30)
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Entao, a partir da equagdo (2.12) pode-se escrever que:

P (7 4w) ~ / . (1?) G (T, 7 4, )V P(T w) — P(T0)VG (7, T arw)] .77 dSo.
So
(2.31)

A equagao (2.31) é usada por vérios autores para fazer a extrapola¢ao inversa
do campo de onda da superficie de observacao para pontos interiores ao meio de propa-
gagao, (SCHNEIDER,1978 [7]), (BERKHOUT,1985 [9]), (CLAYTON E STOLT,1981
[10]), (CASTLE,1982 [11]), (CARTER E FRAZER,1984 [12]), (WIGGINGS,1984 [13]),
(BERRYHILL,1984 [14]). Entretanto ao se usar tal equacao estd descartando-se as on-
das evanescentes e o termo AP~ (7 4,w). Como j4 foi discutido, o termo AP~ (7 4,w)
s6 pode ser descartado para meios com baixos ou moderados contrastes e nesse caso a
equacao (2.31) descreve a extrapolacdo inversa do campo de onda com boa aproximagao.
Caso contrério o termo AP~ (7 4,w) ndo pode ser descartado e tem que se buscar uma

maneira de estimé-lo (WAPENAAR E BERKHOUT,1989 [3]).

2.2.2 Interface de Aquisi¢ao Plano-Horizontal (Integrais de Rayleigh)

Quando a superficie de aqusi¢ao Sy é plano-horizontal, o vetor normal a tal

superficie apontando para fora, ¢ —Z, Figura (2.7). Com isso, pode -se escrever a equagao

(2.31) como
+oo+ool
P (7 4w) ~ — / / [6"VP — PYG,, Edady, (2.32)
assim tem-se
T aqr L op
P (7 ~ - |P —G"—| dxdy. 2.33
T~ [ [P -] e 239
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Figura 2.7: O campo tota na superficie de aquisicao Sy é a soma do campo descendente
P*, relativo a fonte priméria acima de Sy, e o campo P, relativo a fonte secunddria
abaixo de S;.

Lembre-se que para se escrever a equagao (2.31) e consequentemente a
equago (2.32) esta descartando-se o termo AP~ (7 4,w).
Como visto na Figura (2.7), o campo de onda actstico total sobre a super-

ficie Sy em z = z €
P(x,y, 20,w) = P"(2,y, 20,w) + P~ (2,9, 20,w), (2.34)

com tais consideracoes, a equacao (2.33) escreve-se (Lembre-se que a fungao
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Figura 2.8: Esquema representando a extrapolacao inversa da superficie de aquisicao S
pora o ponto A sobre a superficie ;.

de Green é nao reflexiva sobre as superficies Sy)

—+00+00

P(?A,w)%//%[(P++P) (%_f>*_<G)* <W)Lodmdy. (2.35)

—o0—00

A equagao (2.35) tem a mesma forma da equagao (2.16), assim analogamente

pode-se escrever que:

“+00+00
N ~ 1[/0G\"
P (TA,w)NQ//p {((%) P Lodxdy (2.36)
ou
T rop-
- — ~ - *
P (7 aw) ~ 2//p { (@) Lodxdy. (2.37)

A Figura (2.8) ilustra a situacao de extrapolagao inversa do campo de onda
acustico ascendenta da superficie de observacao zy para o ponto A em z4.

De maneira semelhante, como sujere a Figura (2.9), se a fonte do campo de
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Fonte Secundaria

Superficie de
Observagado

Figura 2.9: Esquema representando a extrapolacao inversa da superficie de aquisicao S;
para um ponto sobra a superficie Sj.

onda secunddrio descendente estiver acima da superficie z = zj e a superficie de observacao

desse campo for z = z4, pode-se escrever para esse caso que

“+oo+400

110G+
ou
T ropt
—+ = ~ _ - =4\ *
PHT o w) ~ 2//p [ (@ )Lodmdy (2.39)

As equagoes (2.36) e (2.37) permitem realizar a extrapolagao inversa do
campo de onda actistico ascendente, espalhado por uma fonte secundéria em subsuperficie,
da superficie de observacao plana Sy para um ponto A interior ao meio de propagagao. Tais
equagoes sao conhecidas por integrais de Rayleigh para extrapolacao inversa do campo de
onda actistico. Entretanto, vale relembrar que as expressoes de Rayleigh para extrapolacao

. ~ . ~ . . . _—
inversa sao aproximagoes do campo ascendente em um ponto interior ao meio P~ (7 4, w),

99



Figura 2.10: Representacao da extrapolacao do campo de onda, direta e inversa, da
superficie Sy para S;.

validas principalmente para meios suaves.

2.3 Operadores para Extrapolacao Inversa

Nesta secao o objetivo é obter operadores de extrapolagao inversa do campo de
onda, para meios arbitrariamente heterogéneos. No primeiro capitulo, foram deduzidos
os operadores de extrapolacao direta W+ e W~ agora o objetivo ¢ deduzir operadores
de extrapolacao inversa do campo de onda e se analizar sua relagao com os operadores de
extrapolacao direta.

Tomando por base a equagao (2.36)

“+oo+00

P (7 aw) ~ / / E(aa—(j)*PLdedy, (2.40)
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pode-se escrever a mesma da seguinte forma

+o0-+00

P (T aw) ~ / / F(F 4, To) P (Fow)daodys (2.41)
onde
2 aG(? ?A w) *
F (74 7T = |- d d . 2.42
(TAa 7/'07(-"]) |ip < Oz . ( )
Anslogamente, ao se tomar por base a equagao (2.38) tem-se
“+00+00
PHTo,w) ~ / / [F*(Fo, 7 a)PH(T aw)], dudy, (2.43)
com
2 (OG(T 4. T ow)\"
FH 7o 7 = |- L . 2.44
(T07TA7W) |:p< Oz N ( )
Considere as equagoes (1.69) e (1.70) para a extrapolacao direta do campo
de onda
+oo-+o00o
P(7 4w) = / / WH(T 4, 7 0) P (7 0, w)dzodyo (2.45)
e

g@G‘(_), ?}A: OJ)
p 0z

WH(Tr 4, To,w) = { (2.46)

20
Comparando as equagoes (2.42) e (2.46), percebe-se claramente que o op-
erador de extrapolacao inversa F'~ é o complexo conjugado do operador de extrapolacao

direta W, para extrapolacao do nivel zy para o nivel z; = z4.

F_(?Aa 7>07 UJ) = [W+<?Aa 7>07 LU)] " . (247)
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Figura 2.11: Representacao da extrapolacao inversa do campo de onda da superficie de
aquisicdo zp para a superficie z;, utilizando-se o operador F'~(z4, zo).

Anslogamente pode-se deduzir a relagao entre os operadores de extrapolagao

F* e W~ e obter-se a seguinte relagao

FJF(?Oa ?Aa UJ) = [W7<?07 7>A> U))] " : (248}

Esses resultados sao fundamentais na obtencao de operadores de extrapo-
lacao inversa do campo de onda.

Como ja mensionado no capitulo anterior os dados sismicos sao discretos e
as equacoes de extrapolacao de campo de onda devem ser escritas de maneira discreta,
sendo necessdria toda uma interpretacao e formulacao matematica adequada. A equagao
(2.41) responsével por realizar a extrapolagao inversa do campo de onda, da superficie zy

para um ponto sobre a superficie z; = z4, pode ser escrita como um somatério e cada
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termo interpretado como matrizes. Assim

k=00 {(GG_ (kAz, 20; mAT, 21 wz))* Ax P (kA 20, )
s ~0y Wq
p(

P~ (mAz, 2z, w) ~ 21@;@ % Az 70)
(2.49)
Analogamente & formulagao matricial do capitulo anterior, a equagao so-
matério (2.49) pode ser escrita como um produto de matrizes. Entretanto no caso do
campo espalhado, o que se registra na superficie é o campo ascendente originado por
um conjunto de pontos espalhadores. Esse registro serd representado por uma inica col-
una da matriz P~ (z,), a qual terd ordem Kx1, onde K é o nimero de receptores na
superficie. A matriz do campo de onda extrapolado P~(z,), também terd somente uma
coluna e terd ordem Mx1, onde M é o nimero de pontos para onde se deseja extrapolar o
campo. O operador de extrapolacdo inversa F~(z,,z,) terd a mesma ordem do operador
(WH (7 4, 70,w)]", que é MxK. Assim pode-se escrever tais matrizes como:

Pry

)

P~ (z,) = P,;‘l , (2.50)

)

PK,l

+ + +
Wi . Wi o Wi

)

F(z,,2y) = W+; . W

m, b Wk | (2.51)
Wi o Wiy o Wi

) )
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P(z) = | Py (2.52)
L P]\}71 .
Assim tem-se
P~ (2,) ~ F (2, 2,)P" (), (2.53)
que explicitamente fica:
P ]:1 Wf:l e W]j»k e W;:K P 17’1
Po | =W o W Wi | x| PO | (2.54)
Py W]\fm W]\_Zk WAJ/“[,K Py
L 4z L - - - 20

Cada termo da matriz P~ (z,) representa o campo de onda extrapolado em
um ponto interior ao volume V. A equagao (2.54) realiza a extrapolacdo inversa do campo
de onda acustico, da superficie de aquisi¢ao zy para um ponto ou conjunto de pontos sobre
a superficie z;. A Figura (2.11) ilustra tal situagao.

Andlogamente para a extrapolagao inversa do campo de onda da superficie
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de aquisicao z; para a superficie zy, escreve-se

— - — - % T — -
+ + + + +
P171 W171 RS Wl,k e W17K P171
+ ~ + + + +
5o IV I R 1 NS /N x| P, (2.55)
+ + + + +
Py Wire  Wye  Wihk Py
- 4 20 - . - 4z

Por varios motivos, a equacao (2.54) representa uma aproximagao para o
campo de onda extrapolado. Primeiramente, a mesma ¢ obtida a partir da equacao
(2.40), que j& é uma aproximagao. Somado a isso tem o fato da superficie de observacao
ser limitada e discreta, além de se ter disponivel somente uma aproximacao da func¢ao
de Green do meio de propagagao. Uma andlise da precisao da equacao (2.54), para
os parametros de aquisicao sismica é fundamental para se ter idéia da qualidade dos
resultados obtidos. Para se ter uma boa secao migrada em profundidade, por exemplo,
muitos fatores estao envolvidos e a extrapolagao do campo de onda, tanto direta como

inversa, com certeza sao dois desses fatores.
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Capitulo 3

Migracao Sismica em Profundidade

Quando gera-se um pulso sismico que se propaga através das camadas geolégicas
em subsuperficie o que se registra na superficie de aquisicao é o tempo que essa frente
de onda levou para se propagar através das camadas geoldgicas, refletir em uma inter-
face de separacao de dois meios e retornar a superficie, assim como sua amplitude, sendo
registrados nas estagdes receptoras (sismograma). A migragao sismica consiste essen-
cialmente em, a partir do sismograma, determinar-se o posicionamento dos refletores em
subsuperficie, seja em profundidade ou em tempo. Para a realizacao desse posicionamento
dos refletores, precisa-se basicamente, da extrapolacao do campo de onda e da imposicao
de uma condigao de imagem. Dentre os métodos de extrapolagao do campo estao os que
se baseiam na solucao da equacao da onda, podendo ser uma solucao diferencial ou uma
solucao integral. A solucao diferencial é baseada na série de Taylor, ja a solucao integral

é baseda em toda teoria descrita nos capitulos 1 e 2 deste trabalho. Entretanto existem
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véarias condicoes de imagem, podendo ser destacadas:

Ml(iaj7kat) :pref(iaj7kat:TD(iaj7k)) (31)

pref(i7j> kat = TD<Z7J7 k))

Mi(i,5,k,t) =
1(2,], ) ) pmc(i’j’k‘,t:TD(iajakD_‘_E’

(3.2)

Tfinal

My(i, j, k1) = > Preg(is s by Opinei, 4, ks 1), (3.3)

t=0

Tfinul

Z pref(i7j7 k? t)pznc(laj7 kv t)
Ml<i7 Js k, t) = L : (34)

Tfinal
20 pmc(i,j7 k, t)pinc(ia ja ka t) +€
t=

A adigao do termo € no denominador das equagoes (3.2) e (3.4) é para evitar
divisoes por zero e instabilidade numérica na divisao por valores muito pequenos. O termo
Pine Tepresenta o campo de onda incidente em determinado ponto em subsuperficie, p,.s
representa o campo de onda refletido no mesmo ponto, M, (i, j, k, t) representa os elementos
da matriz de migracao e T'D(1, j, k) o tempo de transito da onda direta, (BOECHAT,2007
[15]).

Entao, um esquema de migracao sismica em profundidade, basicamente,
pode ser compreendido em simulacao dos efeitos de propagacao ao longo das camadas
geoldgicas, extrapolagao do campo de onda registrado na superficie (ou reconstrugao do
campo de onda) e a imposigao de uma condigao de imagem. Vale ressaltar que para todo

0 processo é necessdrio que se tenha um modelo de velocidade.
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Figura 3.1: Esquema de uma aquisi¢ao sismica.

3.1 Esquema de Migracao Sismica em Profundidade

Considere o esquema de aquisicdo mostrado na Figura (3.1), onde se tem uma
fonte na superficie gerando uma frente de onda que se propaga em subsuperficie, ao
encontrar um contraste de impedancia entre dois meios, uma parte da energia incidente
reflete sendo registrada na superficie de aquisicao e a outra parte transmitida para a outra
camada, continuando a propagagao. O que é registrado na superficie é o tempo desde a
detonacao da fonte até a chegada das reflexoes, assim como a amplitude do campo de
ondas refletido.

Como ja mensionado, para se realizar a migragao desses dados registrados
precisa-se da extrapolacao do campo de onda registrado na superficie e da aplicagao
de uma condicao de imagem. A extrapolacao do campo de onda através dos métodos

integrais, tanto direta como inversa, necessita da fungao de Green do problema. Como
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Fonte do campo
de onda de Green

Figura 3.2: Esquema representando a obtencao numérica da funcao de Green para um
dado modelo de velocidades.
ja mensionado, para meios geoldgicos relativamente complexos, nao se tem expressoes
analiticas para a funcao de Green, sendo entretanto adequado a obtencao de aproximagoes
numeéricas para tal funcao. A partir da simulacao de uma fonte impulsiva sobre um ponto
A, em subsuperficie, e registro sobre a superficie de observacao, tem-se uma aproximacao
numérica para a funcao de Green associada ao modelo de velocidades disponivel e ao
ponto onde se tem a fonte impulsiva. A Figura (3.2) ilustra tal situacao.

De posse da funcao de Green do problema (ou campo de onda de Green)
pode-se realizar tanto a extrapolacao direta do campo de onda actistico a partir da fonte
como a extrapolacao inversa do campo de onda a partir do sismograma, obtendo-se assim

pinc(?fbt) e pref(7>A,t> respectivamente.
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Figura 3.3: O campo de onda incidente no ponto A pode ser determinado a partir da
integral de Rayleigh, utilizando-se o campo de onda de Green G cuja fonte encontra-se
sobre o ponto A.

3.1.1 Extrapolacao Direta do campo de onda no Dominio do
Tempo

Para a realizacao da extrapolagao direta do campo de onda com objetivo de se
determinar p;,.(i, 7, k,t) utiliza-se a equagao (1.64) a partir da fonte, que para o caso

bidimensional, no dominio do tempo, escreve-se

T2 05 (T T at)
pine( T as) p<7’A,t):/[ ) vl dr (35)
J 0(7) 0z Zo

A partir da resposta impulsiva do meio de propagacao, ou seja, da fungao
de Green do problema, pode-se simular através da equagao (3.5), os efeitos de propagagao
desde o ponto de detonacao da fonte até o ponto A, onde ocorre uma reflexao que é
registrada na superficie. Com isso consegue-se determinar o campo de onda incidente no

ponto A, conforme sugere a Figura (3.3).
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Figura 3.4: Representacao da obtencao, aproximada, do campo de onda refletido
— , o s ~ . ~
Pref( T 4,1) nO ponto A, através da eliminagdo dos efeitos de propagagao.

3.1.2 Extrapolacao Inversa do Campo de Onda no Dominio do
Tempo.

Para a realizacao da extrapolacao inversa do campo de onda registrado na
superficie, com o objetivo de se determinar p,.;(7 4,t), utiliza-se a equagio (2.40), que

para o caso bidimensional, no dominio do tempo, escreve-se

Dref(Fast) = p (T art) = / F <8(§Z)) *pLO dz (3.6)

O objetivo da aplicagao da equagao (3.6) € eliminar os efeitos de propagacao,
desde o ponto onde ocorreu a reflexao até a superficie de observacgao, resultando assim no
campo refletido no ponto A p,. f(7) 4, 1), conforme sugere a Figura (3.4).

Conforme visto no capitulo 2, para a aplicagdo da equacao (3.6) é feita a
suposicao de que o ponto para o qual se deseja extrapolar o campo registrado na super-

ficie, nao esteja muito proximo do ponto gerador do campo de onda secundério, ou seja,
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o ponto difrator deve estar distante do ponto onde estard a fonte do campo de onda de
Green, (WAPENAAR E BERKHOUT,1989(3]). Entretanto, no caso do imageamento em
subsuperficie esses pontos estao na mesma posicao, resultando na introdugao de impre-
cisoes no valor do campo extrapolado, sendo necessario uma andlise das consequencias de
tal fato nos resultados obtidos. Neste trabalho nao se fez tal andlise e se assumiu que
através da equagao (3.6) pode-se obter o campo p.(7 4,t) com boa aproximagao.

Os dados de entrada para a etapa de migracao em profundidade sao o sis-
mograma e o modelo de velocidades. A Figura (3.5) representa um esquema de migragao
sismica onde se tem a extrapolacao inversa do campo de onda a partir do sismograma, a
extrapolacao direta do campo de onda a partir da fonte, simulando os efeitos de propa-
gacao no modelo de velocidades e a aplicacao de uma condicao de imagem. Vale ressaltar
que, na migracao, a extrapolacao do campo de onda, tanto direta como inversa, é feita

para cada ponto do modelo de velocidades com a aplicacao da condi¢ao de imagem.

3.1.3 Condicao de Imagem

Uma condi¢ao de imagem muito utilizada em geofisica é a baseada no critério de
amplitude méxima, equagoes (3.1) e (3.2), que baseia-se no tempo de chegada, em cada
ponto do modelo, da maxima amplitude da frente de onda, ou seja, no tempo de chegada

da onda direta T'D(i, j, k), (BOTELHO E STOFFA,1988 [18])

Como exemplo, a equagao (3.2)

pref(iaj7k7t = TD(Za]7 k))

Mi(i, j, k. t) =
!(i,J, k. 1) Pinc(t,J,k,t =TD(i,7,k)) + €
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Fonte Receptores
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Figura 3.5: Esquema representando uma migracgao sismica, onde se tem a extrapolagao
direta do campo de onda incidente, a extrapolacao inversa do campo de onda registrado
em conjunto com a condi¢ao de imagem e a imagem migrada.
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Condicéo
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Figura 3.6: Fluxograma para migracao sismica (Adaptado de BOECHAT 2006 [15]).

baseia-se na coincidéncia entre o tempo de chegada da onda direta incidente p;,. (i, j, k, t =
TD(i,j,k)) e o tempo de chegada do campo de onda refletido p,.¢(, j, k,t = TD(i, j, k)),
extrapolado a partir do sismograma para o ponto onde ocorreu a reflexao, do tempo
final para o tempo inicial. Comforme apresentado em (SILVA,2006 [16]) esses tempos
coincidem no ponto onde foi gerada a reflexao, posicionando assim tais pontos. A condigao
de imagem possui um papel fundamental nos algoritmos de migracao, influenciando de
forma significativa a qualidade da imagem obtida (BULCAQ,2004[17]). Nas equacdes (3.1)
e (3.2) é utilizada a condicao de imagem baseada no tempo de chegada da onda direta, ja

nas equagoes (3.3) e (3.4) ¢ usada a condi¢ao de imagem com correlacao cruzada.
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De acordo com o fluxograma da Figura (3.6) os dados de entrada para a
etapa de migracao em profundidade sao o sismograma e o macromodelo de velocidades.
A partir do macromodelo simulam-se os efeitos de propagagao do campo de onda (extrap-
olagao direta do campo de onda) para uma fonte na superficie e calcula-se o tempo de
chegada da onda direta T'D(z, y, z) em todos os pontos do modelo. De posse do T'D(z, y, 2)
extrapola-se inversamente o campo de onda a partir do sismograma e impoe-se a condi¢ao
de imagem. Vale ressaltar que o imageamento sismico, (correto posicionamento dos refle-
tores) depende da disponibilidade de um bom macromodelo de velocidades em fungao da

obtenc¢ao do correto tempo de chegada da onda direta.

6



Capitulo 4

Conclusoes, Comentarios e Trabalhos

Futuros

Nesse trabalho foram analisadas métodos integrais para a extrapolacao direta
e inversa do campo de onda actstico registrado em uma superficie de observacao. Es-
sas extrapolacoes baseiam-se nas Integrais de Kirchhoff-Helmholtz que fornecem valores
exatos para o campo de onda extrapolado. Entretanto, mostrou-se que a aplicacao das
Integrais de Kirchhoff-Helmholtz aos interesses do imageamento sismico, requer uma série
de consideracoes e aproximagcoes que presisam ser bem compreendidas.

Como base para a extrapolacao direta do campo de onda, utiliza-se a integral
de Kirchhoff-Helmholtz (1.50) contendo o campo de onda de Green, ou seja, a resposta
impulsiva do meio de uma fonte interior ao mesmo. Utilizando-se argumentos matematicos
e geométricos, mostrou-se que a parcela referente a integral de volume de tal equacgao
pode ser descartada, assim como pode-se transformar a integral de superficie fechada em

uma integral de superficie aberta, porém infinita. A utilizagdo da equagao (1.52) para a
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extrapolacao direta do campo de onda acustico fornece um resultado exato.

Ao se adotar condigoes de contorno de Dirichlet ou de Neumann para a
equagao (1.52), obtém-se as integrais de Rayleigh bidirecionais, que segundo (WAPE-
NAAR E BERKHOUT,1989 [3]) sao instdveis para pequenas diferencas entre o meio de
propagacao do campo de onda acustico e o meio de propagagao do campo de onda de
Green, tendo aplicabilidade quando o meio de propagacao é muito bem conhecido ou
quando nao apresenta interfaces, mas sim zonas de transicoes suaves. Em alternativa a
essa situgao, utilizam-se as Integrais de Rayleigh unidirecionais (1.63) e (1.64), que ainda
requerem um bom macromodelo de velocidades, porém sao mais estdveis quanto a peque-
nas diferencas entre os meios de propagacao dos campos de onda. A partir das integrais
de Rayleigh unidirecionais e considerando que em uma aquisicao sfsmica os dados obtidos
sao discretos, obtém-se operadores matriciais de extrapolacao direta do campo de onda
acustico. Com a aplicacao de tais operadores se obtém uma aproximacao para o campo de
onda extrapolado, sendo necessdrio uma andlise dos pardmetros de aquisicao, a disponi-
bilidade de um bom modelo de velocidades e do conhecimento do método utilizado para
a reconstrugao do campo de onda com boa aproximacgao

Tanto para a extrapolacao direta como inversa, a obtencao de uma boa
funcao de Green é fundamental para a eficdcia do método, o que depende da disponibil-
idade de um bom modelo de velocidades (um modelo que se pareca, o maximo possivel,
com a conformacao geolégica em subsuperficie), entretanto na pratica tem-se que tra-
balhar com a funcao de Green disponivel, sendo importantissimo o desenvolvimento de
técnicas, cada vez melhores para a obtencao dessas funcoes a partir dos dados de campo.

Como base para a extrapolagao inversa do campo de onda, utiliza-se a inte-
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gral de Kirchhoff-Helmholtz (1.51), contendo o complexo conjugado da fungao de Green.
Entretanto para a extrapolagao inversa, a integral ao longo da superficie S; (Figura 2.2)
nao obedece & condigao de radiacao de Sommerfeld e a influéncia da integral sobre tal
superficie tem que ser levada em consideracao. Para o caso homogéneo mostrou-se que
tal contribuicao é zero, entretanto para o caso heterogéneo, essa contribuicao tem que
ser descartada causando uma imprecisao no campo de onda extrapolado utilizando-se
apenas os dados registrados na superficie de observagao Sy. Ao se utilizar a equagao
(2.31) para a extrapolacao inversa do campo de onda estd negligenciando-se o termo
AP~ (7 4,w) = APy(7 4,w), equacdo (2.25), o que segundo (WAPENAAR E BERK-
HOUT,1989 [3]) pode ser feito apenas para meios cujos contrastes de impedancias acis-
ticas sao baixos ou moderados!.

A partir da equagao (2.31) pode-se deduzir as integrais de Rayleigh para a
extrapolacao inversa do campo de onda que fornecem uma aproximagao para o campo
de onda ascendenrte no ponto A para uma superficie de aquisigao plana e horizontal. As
integrais de Rayleigh para extrapolacao direta do campo de onda actistico, equagoes (1.63)
e (1.64), fornecem o campo total exato no ponto A, P(7 4, w). J4 as integrais de Rayleigh
para extrapolacao inversa do campo de onda actstico, equagoes (2.36) e (2.37) fornecem
uma aproximacao para o campo de onda ascendente no ponto A, P~(7 4,w). Novamente,
uma formulagao matricial é adequada, em virtude dos dados em uma aquisicao sismica
serem discretos.

A etapa de migracao dos dados sismicos, em profundidade, depende da

extrapolacao direta do campo de onda a partir da simulagao de uma fonte na superficie

! Meios adequados a modelagens usando tracamento de raios.
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do macromodelo, da extrapolacao inversa do campo de onda registrado na superficie
(sismograma), associados a uma condi¢ao de imagem. Entretanto a teoria diz que para a
utilizagao da equagao (2.31) a fonte do campo de onda secundario e o ponto para onde se
deseja extrapolar o campo nao podem estar préoximos um do outro, porém na migracao
em profundidade, apresentada no terceiro capitulo, tais pontos coincidem acarretando
imprecisoes no dados extrapolado.

Como sugestoes para trabalhos futuros estao a implementacao das técnicas
de extrapolacao direta e inversa, afim de se analisar a eficdcia das mesmas, assim como
de comparar os resultados obtidos através das solucoes diferenciais da equagao da onda.
Também se faz bastante conveniente uma andlise das consequéncias de se ter uma superfi-
cie de aquisicao limitada e discreta, enquanto a teoria diz que deve-se ter uma superficie de
aquisicao fechada e continua. Estimar o termo AP~ (7 4, w) em funcdo do macromodelo,
implementagao da migracao Kirchhoff, estudo sobre o operador de refletividade, estudo
do problema inverso, como por exemplo, a partir do coeficiente de reflexao, determinar as

propriedades fisicas que caracterizam o modelo de velocidades.
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Apéndice A

Com objetivo de se obter a forma mais simples de reciprocidade entre dois campos,

considere o Teorema da Reciprocidade de Rayleigh:

1 1
P*| —VP® |- P*| —VP" ||-ii dS =|P"(¥,,0)- P"(7,.0)S,
ﬂ (p J [p ﬂ s -rGobw 0

1) S é uma superficie rigida para os campos A e B (condi¢cdo de contorno de Neumann).

Se a superficie € rigida, entdo a velocidade normal v, das particulas através da mesma ¢

Zero
v, (F,w)=0 sobre S. )
Entao:
PB(?Aaa))sz(?B5a))' (3)
Considere a equagdao de movimento
L Ov(F,t -
p(r) ( 5 N Vp(7,t) =0, (4)

passando para o dominio da freqiiéncia e fazendo o produto escalar com o vetor normal n tem-
se:

p(FW(F,w)-n+VP(F,w)-n=0, (%)

assim
p(?)vn(f;,a))+VP(I7,a))~ﬁ:0, (6)

como
v,(F,w)=0 sobre S, (7)

entao
VP(F,w) -7 =0. ()
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A partir das equagdes (8) e (1) pode-se concluir que:
PB(FA,Q))—PA(?B,@)z()_ )
2) S ¢ uma superficie livre para os campos A e B (condi¢ao de contorno de Dirichlet).
P(7,0)=0 para 7eS. 10)

A equagdo (10) se aplica para os dois campos A e B, entdo ao se considerar o Principio da

Reciprocidade de Rayleigh, equagdo (1) tem-se

P’ (7,,w)— P"(¥,,w) = 0. (8]

3) V € um volume ilimitado para os campos A e B (Condi¢ao de Radiacdo de Sommerfeld).
Assumindo que o meio ¢ homogéneo fora de uma esfera de raio infinito e que as ondas sdo
localmente planas e se propagam paralelamente ao vetor normal a superficie que delimita o

volume V (ilimitado), a Condi¢do de Radiagao de Sommerfeld ¢ satisfeita em ambos os campos,

ou seja:
Lim ,{M +ikP(F, co)) =0, (12)
o or
I;igl P(r,m) =0, (13)
Onde
k=w/c=w/\K/p. (14)
De fato

ﬁp{lvpgj_w(ivp/lﬂ.ﬁ is =[P? (. 0) - PGS, (@), (15)
1 e p

entdo, para uma esfera tem-se

B A
PB(fA,a))—PA(FB,a))zL pi| LOPZ N ps| LOPTNT g (16)
S, (@)% p or p or
com
e—ikr

P'(7F,0)= "(0,9) a7)
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—ikr

P! (F,0) = fB(9,¢)er

Substituindo (17) e (18) em (16) tem-se

PP (7, 0) - P (7, 0) ~ — §f“(9,¢) e (oP*) a2 e
N " S, (@) P r or or r

que em coordenadas polares fica:
PB(FAJQ))_PA(?BJQ)) ~

i /0.9) [e_ikr (aPB ] —PB[Q e’ ﬂrzsen adais
S,(w) s P r or or r

2nw —ikr B —ikr —ikr
! _”f ©.9)| e op +ikP? S — 4 PP E 5 r’sen6dGdg
S (@) 7% r or r r

1 _ﬁf 0,9) r(aPB +ikPB]+PB}eik’sen9d9d¢,

S, (o) 1 ar
como
B —ikr —ikr
Lim# 22 _ @] L s
roo (O or r r
—ikr —ikr —ikr
=f3(6’,¢)r(—ike ik J
r r r
B —ikr . 1 .
=17(0,9)e (_lk__J”kj:O
r
—lkr
Lim P’ = lef 0, ¢) =0,
entao

PB(FAaa)):PA(FBaa))'

Nas trés situagdes acima, o teorema da reciprocidade ¢ simplificado por

P?(7,,w) = P'(V,,w).
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Apéndice B

Tomando por base a equacao

AP(F,, ) = “’ ! (a; +%j - (aan ) (P++P)} dxdy, )

—OO—OO
4

e aplicando o teorema de Parseval,
+00 . 1 +00 .
_[0 fg (e =—— j F(k)G" (k,)dk,, )

onde F(k,) e G(k,) sdo as transformadas de Fourier de f(x) e g(x), pode-se escrever a equagado (1)

€como: - Zawhe oP* oP” 0G" * P+ P)| dk.dk
(rA,C()) jj +€ - 0z ( ' ) e

—OOOO

2

onde

Py = (B) (hook,.z.0)

(4)
e
(G)” =(C) (hyok,.z,0) 5)
satisfazem a equagdo da onda unidirecional, respectivamente:
aP)y | . =t
——— |=Fik.(P
. ik, (P) em z, (6)
e
oG o =Y
—— | =+ik. | (G
. ik [( ) J em z, )
onde
kz(zl):\/kz(zl)—kj —kf, para kf +k}2, <k’(z,) (8)
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k. (z)=—iJk2+k —k*(z))  para kl+k>>k(z) )

com

kz(Zl) a)zp(zl)

T K@) (10)
A partir das equacodes (8) e (9) percebe-se que:
kl =k, para k! Jrky2 <k’(z)) 11)
e
*_ 2 2 2
k, =—k, para k;+k; >k"(z). (12)
Assim substituindo as equagdes (6) e (7) na equagdo (3) tem-se:
2 tooto0
- 1 1 AN . ™+ . ~_ a1k NENY S D =~_
APGo)=| | [[Z(G) kP +ik P7) — #I(G) (P +P)| dk.dk,.
27 ) 2P .
1 (13)

Escrevendo a equacdo (13) separadamente para a regido de propagacdo do niimero de onda e

para a regido de ondas evanescentes, respectivamente:

kI +k} <k’(z) (14)

ki +k; >k (z), (15)

tem-se:
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2 .
AP(?A,w):(L] (I “k Gy -F) v G BB dk dk,
27[ ki +k;<k(z) ’0

2

+(ij k2+sz>j; (z)_Z‘z [(5+)*(N+ _13‘) _ (G (P +13‘)L dk dk 16)

ou
2 —
AP @) = [ij kf+kJ<{2(Zl) + 3 dedky
1Y — ik,
— 2G*) P~ dk dk . (17)
i (Zﬂ-) k2+kJ>.[{2(z ) [( ) )]

Segundo (WAPENAAR E BERKHOUT,1989 [3]), nas equacdes (16) e (17), a integral sobre a
regido de ondas evanescentes ¢ desprezivel quando a fonte do campo de onda fisico e a fonte do
campo de onda de Green ndo estiverem, ambos, na vizinhanga da superficie z = z;. Assim para

essa situagdo pode-se escrever que:

AP(FA,a))z(i] I} — . [(2G ) Pt )] dkdk,,. 18)

4k} <k (z))

Aplicando a equagdo da onda unidirecional (7) a equagao (18), tem-se que:

) 1V 72 1(66 ) =,
AP(I’A,(())——z(Ej _J;j:[o [;( o j P ] dkxdky (19)

Aplicando o Teorema de Parseval (2) a equacao (19) tem-se:

V4

—00—00

APy, 0)=-2] [ L[ag ]P ] dxdy. (20)

21
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